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Introduction

A L'analyse de ruptures, pr�esentation

A.1 Motivations

Lorsqu'on observe un ph�enom�ene sur une longue p�eriode, on peut se demander s'il est stable

sur toute la p�eriode �etudi�ee. Il peut arriver que certaines circonstances provoquent une alt�era-

tion du mod�ele �a partir d'une certaine date � . Il peut s'agir pour une fonction de r�egression d'un

saut de cette fonction ou d'une rupture de pente. Lorsqu'on s'int�eresse �a un processus al�eatoire,

cela peut être un changement de valeurs des param�etres d�ecrivant la loi de la variable d'�etat, ou

un changement dans les param�etres d�e�nissant la covariance, etc. La fa�con dont l'alt�eration se

traduit d�epend de l'objet �etudi�e et de la mod�elisation adopt�ee.

L'un des premiers probl�emes de rupture �etudi�e concernait le contrôle d'une châ�ne de produc-

tion, o�u il est en e�et essentiel de d�etecter une baisse du r�egime de production pour pouvoir, par

exemple, remplacer une machine d�efectueuse. Les premi�eres m�ethodes utilis�ees �etaient princi-

palement graphiques : on estimait, r�eguli�erement, la moyenne de production et on en faisait la

repr�esentation graphique. Si celle-ci passait au dessous d'une certaine valeur limite, on concluait

alors �a une baisse du r�egime de production et donc �a une rupture. Un autre secteur o�u tr�es

tôt des chercheurs se sont int�eress�es �a des probl�emes de rupture est celui de la qualit�e. Page

[Pag57], par exemple, s'int�eressait aux ruptures dans la qualit�e de production d'une machine.

Le d�er�eglement d'une machine entrâ�ne une augmentation de la proportion d'objets d�efectueux

dans la production. La rupture ici est synonyme de baisse notable de la qualit�e du produit

industriel concern�e.

De mani�ere g�en�erale nous appelons rupture tout changement dans les param�etres du syst�eme

qui survient instantan�ement ou tr�es vite �a l'�echelle de la p�eriode d'�echantillonnage. Remarquons

qu'il ne s'agit pas n�ecessairement de changements de forte amplitude. Un changement même

de faible amplitude peut être r�ev�elateur d'un dysfonctionnement du syst�eme �etudi�e, et il peut

être fondamental �a plus d'un titre (�economique, s�ecuritaire, etc) de diagnostiquer ce dysfonc-
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tionnement. Le terme de rupture est souvent entendu au sens de \date" �a laquelle les propri�et�es

du syst�eme ont subitement chang�e, �etant entendu que ces propri�et�es restent stables pendant un

certain temps avant et apr�es la rupture. C'est cette id�ee qui est �a la base de la formalisation

math�ematique de la notion de rupture. L'expression \d�etection de ruptures" renvoie aux outils

d'aide �a la d�ecision concernant le fait qu'un changement est intervenu ou pas dans les carac-

t�eristiques de l'objet consid�er�e.

Nous �evoquons ci-dessous quelques exemples de situations o�u des probl�emes de ruptures sont

�etudi�es.

A.2 Exemples

Dans le domaine de la statistique math�ematique, les mod�eles de ruptures connaissent depuis

quelques ann�ees un d�eveloppement important. Le champ d'application est large : donn�ees m�edi-

cales, traitement du signal, seismographie, �nance, �ecologie, etc. Les cons�equences d'une rupture

peuvent être primordiales : contamination par un virus (ruptures du taux de certains mar-

queurs dans le sang), tremblement de terre (changement de r�egularit�e des courbes fournies par

les traceurs d'activit�e du sol), d�es�equilibre dans le syst�eme �ecologique (forte variation subite de

la densit�e de certaines esp�eces), changement de tendance sur un march�e �nancier, crash bour-

sier, (saut dans le prix de certaines actions type) : : : Nous �evoquons ci-dessous de mani�ere plus

d�etaill�ee quelques exemples de situations o�u des probl�emes de ruptures sont �etudi�es.

Contrôle de qualit�e

Une des applications les plus connues de la d�etection de rupture est le probl�eme de contrôle

de qualit�e, ou la surveillance en continu de la production. Consid�erons un proc�ed�e de produc-

tion qui peut être sous contrôle (fonctionnement correspondant aux normes) ou hors contrôle

(fonctionnement hors normes). Les situations o�u ce proc�ed�e est hors contrôle sont consid�er�ees

comme des situations de dysfonctionnement. Pour de nombreuses raisons, il est souhaitable de

d�etecter le dysfonctionnement et d'estimer sa date d'incidence. Cela peut être une question de

s�ecurit�e du proc�ed�e industriel, de contraintes impos�ees par le march�e sur le produit , ou de clas-

si�cation de l'article produit, : : : Il est donc souvent important de d�etecter le plus rapidement

possible un dysfonctionnement. Par ailleurs les fausses alarmes, situations o�u la proc�edure de

suivi annonce �a tort un dysfonctionnement, ont aussi un coût important puisqu'elles conduisent

�a un arrêt de la production et peuvent g�en�erer chez le personnel une d�emobilisation cons�equence

de la perte de con�ance dans la proc�edure de contrôle. Il faut donc trouver un compromis entre

une d�etection rapide et un minimum de fausses alarmes en utilisant un crit�ere tenant compte
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des pertes impliqu�ees par ces deux �ev�enements.

Traitement du signal

Le probl�eme de d�etection de changement dans les caract�eristiques d'un signal est courant en

traitement de la parole, en m�edecine, en g�eophysique ou encore en sismologie. Un exemple clas-

sique est celui rencontr�e sur les plates-formes p�etroli�eres : connaissant les vibrations intrins�eques

d'une plate-forme �emises en r�eponse �a la houle, grâce �a de simples sismographes, la question

apr�es passage de la vague du si�ecle est de d�ecider si oui ou non la structure n�ecessite des r�epara-

tions. C'est �a dire si oui ou non il est n�ecessaire de ramener la plate-forme �a terre pour remise

en �etat standard. L'id�ee est de r�epondre �a ce genre de question �a l'aide de tests, dits de rupture.

Sant�e

Dans le domaine de la sant�e, on rencontre aussi de nombreux probl�emes de rupture, princi-

palement dans des situations de surveillance au cours du temps. Dans le diagnostic pr�ecoce du

Sida chez un sujet �a partir de l'observation de l'�evolution dans le temps de donn�ees biologiques

chez ce sujet, on sait que le cycle naturel de l'�evolution de ce syndrome se pr�esente ainsi :

� contamination du sujet : infection par le virus HIV,

� p�eriode de HIV-positivit�e ou de s�ero-positivit�e : l'organisme d�eveloppe des anticorps anti-

HIV dont on peut d�eceler la pr�esence dans le sang,

� p�eriode de Sida av�er�e: le sujet pr�esente l'un des symptômes entrant dans la d�e�nition du

syndrome du Sida, ce qui conduit �a une d�egradation de son �etat de sant�e, et, �a moyen

terme au d�ec�es.

Le processus d�ecrit comporte donc deux ruptures. La premi�ere, la rencontre avec le virus,

d�epend du comportement du sujet. La seconde, le passage de la s�eropositivit�e �a la maladie

av�er�ee, pr�esente un int�erêt m�edical �evident, et sa d�etection rapide, voire sa pr�ediction sont d'un

int�erêt primordial pour le comportement th�erapeutique.

�Ecologie : probl�eme du Nil

La �gure 0.1 repr�esente le d�ebit annuel du Nil entre 1871 et 1970. Ces donn�ees sont fournies

par Cobb [Cob78] qui les a analys�ees en utilisant une approche param�etrique. La question

�etant : oui ou non y a t-il eu , dans la p�eriode �n du si�ecle dernier{d�ebut de ce si�ecle, une chute

brutale du niveau du Nil; et si oui, quand s'est-elle produite? Cobb diagnostique une rupture en
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1898 et sugg�ere qu'elle est due �a un changement dans le climat �a cette �epoque, se traduisant par

une baisse de la pluviosit�e. La question pr�esentait un certain int�erêt pour ceux qui voulaient voir

un lien entre la baisse du d�ebit du Nil et la r�ealisation du barrage d'Assouan par les Anglais dans

la p�eriode �n du si�ecle dernier{d�ebut de ce si�ecle. En r�ealit�e le barrage d'Assouan a commenc�e

�a être op�erationnel en 1902.
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Figure 0.1 : Le probl�eme du Nil.

A.3 Etudes ON-LINE et OFF-LINE

Pour des raisons historiques et techniques, on peut d�ecomposer la probl�ematique des mod�eles

de ruptures en deux grandes cat�egories :

� Etude ON-LINE : Les donn�ees sont suppos�ees arriver au fur et �a mesure et elles sont

analys�ees en direct (analyse s�equentielle). On cherche �a d�etecter une rupture sur le mod-

�ele le plus rapidement possible, avec un pourcentage �x�e de fausses alarmes avant l'instant

de rupture � . On cherche surtout �a minimiser l'intervalle entre � et l'instant de d�eclenche-

ment de l'alarme �a. Les proc�edures ON-LINE s'�ecrivent sous forme de temps d'arrêt

markoviens :

�a = inf fk � 1; gk(Y1; : : : ; Yk) � S0g

� Etude OFF-LINE : Au contraire, dans les algorithmes de d�etection OFF-LINE, les donn�ees

sont collect�ees et ensuite analys�ees en di��er�e. Le but peut être de tester l'existence de



B. L'analyse de ruptures, position du probl�eme 9

ruptures dans le mod�ele ou d'estimer leur nombre, leurs localisations et leurs amplitudes.

Dans toute la suite de ce document nous ne nous int�eressons qu'�a cette derni�ere probl�e-

matique. Nous la formalisons plus pr�ecis�ement ci-dessous.

B L'analyse de ruptures, position du probl�eme

Les formalisations du probl�eme de rupture �etudi�e peuvent di��erer par :

� Le type de mod�ele adopt�e : mod�eles de r�egression, mod�eles associ�es �a la densit�e de proba-

bilit�e ou la densit�e spectrale ou �a la fonction de hasard, : : :

� Le type d'observations : discr�etes ou continues.

� Les hypoth�eses sur les ruptures :

� type des discontinuit�es (sauts, points de rebroussement, : : : ),

� points de rupture simples ou multiples,

� le nombre, les amplitudes des ruptures sont suppos�es connus ou non.

� Cadre de travail : param�etrique, semi-param�etrique ou non-param�etrique.

Le travail que nous pr�esentons dans ce document se situe dans le cadre non-param�etrique. Nous

pr�ecisons ce cadre dans le paragraphe suivant.

B.1 Mod�ele

Soit (X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn) un �echantillon de variables al�eatoires bivari�ees. Nous d�esignons

par fX;Y (�; �) la densit�e conjointe du couple (X; Y ) dans l'espace (IR2;B(IR2)). Nous supposons

que ces observations sont r�egies par le mod�ele de r�egression classique :

Yi = m(Xi) + �(Xi)"i; i = 1; : : : ; n;

o�u m(�) est la fonction de r�egression et �2(�) la fonction de variance. Les "i sont des variables

al�eatoires ind�ependantes centr�ees r�eduites. Les fonctions m(�) et �(�) sont inconnues et astreintes
uniquement �a satisfaire de simples conditions de r�egularit�e. Ce cadre tr�es g�en�eral, motive le re-

cours �a une m�ethode non-param�etrique.

Les notations d�e�nies ci-dessous seront valables tout au long du document.
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B.2 Notations

� fX;Y (�; �) : la densit�e conjointe du couple (X; Y );

� fX(�) : la densit�e marginale de X ;

� m(�) = IE [Y jX = �] : la fonction de r�egression de Y en X ;

� �2(�) = V ar(Y j X = �) : la fonction de variance conditionnelle de Y sachant X ;

� m
(�)
� (�) = lim

t%�
m(�)(t); � = 0; 1; 2;

� m
(�)
+ (�) = lim

t&�
m(�)(t); � = 0; 1; 2;

� 
(�)(�) = m
(�)
+ (�)�m

(�)
� (�); � = 0; 1; 2;

� p : le nombre de points de discontinuit�e de la fonction de r�egression m(�) ;

� �1; : : : ; �p : les p points de discontinuit�e de la fonction de r�egression;

� Pour tout 1 � i � p, 
(�i) = 
(0)(�i) : l'amplitude du saut de la fonction de r�egression au

point �i.

B.3 Les probl�emes trait�es : d�etection, estimation et segmentation

L'analyse de ruptures regroupe trois probl�emes di��erents et selon les cas on s'int�eresse �a tout

ou partie de ces probl�emes.
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Nombre, Localisations et  Amplitudes des ruptures

Signal

Figure 0.2 : L'analyse de ruptures : Algorithme

1. D�etection : on cherche �a d�etecter une rupture sur le mod�ele i.e. prendre un d�ecision sur

le fait qu'il y a ou non une rupture dans le mod�ele.

2. Estimation : La pr�esence de rupture(s) est un fait connu. On cherche, au vu des obser-

vations, �a estimer les param�etres des ruptures dans le mod�ele :

� p : le nombre de ruptures,

� �1; : : : ; �p : les instants de rupture,

� 
(�1); : : : ; 
(�p) : les amplitudes des ruptures.

3. Segmentation : on cherche �a identi�er la fonction de r�egression entre les points de rup-

tures, c'est �a dire pour tout point x 2 [�i; �i+1], on veut estimer m(x).

C Une revue s�elective de travaux concernant l'analyse de rup-

ture dans un cadre non-param�etrique

Comme nous l'avons dit plus haut, nous avons s�electionn�e pour notre travail une approche

o�-line non param�etrique pour traiter en tout premier lieu des probl�emes de discontinuit�es

d'ordre z�ero dans le cadre du mod�ele d�e�ni par

Yi = m(Xi) + �(Xi)"i:
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De mani�ere pr�ecise, le choix que nous avons fait est celui d'une approche bas�ee sur le lissage

�a droite et �a gauche par r�egression lin�eaire locale. La motivation pour un tel choix est dou-

ble. Tout d'abord, partant de l'id�ee que les discontinuit�es d'ordre z�ero peuvent être consid�er�ees

comme des points fronti�eres il s'agissait de tirer parti de la propri�et�e d'absence d'e�et de bord

de la m�ethode de r�egression polynomiale locale : pr�es des bords, la fonction de r�egression peut

être estim�ee avec la même vitesse de convergence que dans la partie centrale. L'autre motivation

rel�eve plus de l'exp�erience de la pratique : il semble que la m�ethode de r�egression polynomiale

locale se comporte de fa�con tr�es satisfaisante pour des tailles d'�echantillon relativement modestes.

Les m�ethodes d�evelopp�ees dans le cadre non param�etrique pour traiter les probl�emes d'inf�erence

statistique sur les ruptures de la fonction m(�) peuvent être majoritairement rattach�ees �a deux

familles d'approches.

Tout d'abord les m�ethodes qui mod�elisent la fonction m(�) sur [0; 1] sous la forme

m(x) = m0(x) +
kX

j=1


jp
(j)
�j (x); (0.1)

o�u p
(j)
�j (x) = xjI[�j; 1](x) d�e�nit une discontinuit�e d'ordre j au point �j et m0(�) est une fonction

lisse. Cette approche est souvent quali��ee de semi-param�etrique. Dans le cadre du mod�ele

(0.1), l'inf�erence concernant la fonction lisse m0(�), les param�etres de localisation �1; : : : ; �k et

les param�etres d'amplitude 
1; : : : ; 
k est conduite en utilisant des m�ethodes de lissage diverses.

L'id�ee la plus naturelle consiste �a estimer les param�etres par un crit�ere de moindres carr�es avec

une p�enalisation portant sur la lissitude de la fonction m0(�). D. Girard [Gir90], Laurent et

Utreras [LU86], Shiau [Shi85], Cline & al [ECS95] ont eu recours �a cette approche. Une ap-

proche bas�ee sur la m�ethode du noyau a �et�e d�evelopp�ee dans le cadre de l'estimation d'une

fonction de r�egression par Eubank et Speckman [ES94], Speckman [Spe95] et dans celui de

l'estimation d'une fonction d'intensit�e de processus ponctuel par A. Antoniadis et G. Gr�egoire

[AG93]. Lorsque les localisations sont connues, la m�ethode consiste �a lisser d'abord les obser-

vations et les fonctions de discontinuit�e, puis �a projeter les r�esidus de lissage des observations

sur ceux de chaque fonction de discontinuit�e pour obtenir les estimateur 
̂j des amplitudes. On

d�eduit alors facilement l'estimateur m̂0(�) de la partie lisse. Cette m�ethode, �el�egante au plan

math�ematique conduit �a un taux de convergence en n�4=5 pour les estimateurs 
̂j.

Nous rangeons dans le deuxi�eme groupe de m�ethodes, les proc�edures bas�ees sur l'estimation

du saut �eventuel au point t, 
(t) = m+(t)�m�(t), obtenue en utilisant un estimateur �a droite
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pour m+(t) et un autre �a gauche pour m�(t). Parmi les premiers auteurs �a proposer une m�eth-

ode bas�ee sur ce principe, il faut citer McDonald et Owen [MO86], qui d�e�nissaient en fait

trois estimateurs en utilisant s�epar�ement les observations �a droite pour l'un, celles �a gauche

pour l'autre et en�n des observations de part et d'autre pour le troisi�eme. Par la suite, M�uller

[M�ul87], Yin [Yin88], Wu et Chu [WC93a], Qiu [Qiu94] ont explor�e les probl�emes de rup-

ture �a l'aide de m�ethodes bas�ees sur ce principe. Dans son travail Yin faisait une hypoth�ese

gaussienne sur le bruit et utilisait des estimateurs �a droite et �a gauche qui �etaient de simples

moyennes arithm�etiques. M�uller [M�ul87] et Wu et Chu [WC93a] ont recours �a un lissage par

la m�ethode du noyau. Le premier se place dans le cadre d'un plan d'exp�erience d�eterministe et

ses estimateurs �a droite et �a gauche sont construits en utilisant l'estimateur de Gasser et M�uller.

Dans la situation d'une fonction de r�egression admettant une discontinuit�e d'ordre z�ero localis�ee

en � , il obtient comme cons�equence d'un r�esultat de normalit�e asymptotique, la convergence �a

la vitesse an=n de son estimateur �̂ , o�u an est une suite de r�eels positifs tendant vers l'in�ni avec

une vitesse qui peut être choisie arbitrairement lente. Il s'ensuit que, en norme Lp, l'estimateur

de la fonction de r�egression pr�esente la même vitesse de convergence que si la localisation de

la rupture �etait connue. Le travail de Wu et Chu se situe dans le cadre d'un plan d'exp�erience

d�eterministe et r�egulier. Les auteurs utilisent des tailles de fenêtre di��erentes pour estimer la

localisation et l'amplitude. Sous un nombre important de conditions, ils obtiennent la conver-

gence p.s. des estimateurs de localisation et d'amplitude ainsi que la normalit�e asymptotique des

couples (�̂j; 
̂j). Loader [Loa96], pour construire des estimateurs �a droite et �a gauche, a utilis�e

la m�ethode des polynômes locaux dans le cadre d'un plan d'exp�erience d�eterministe et r�egulier,

avec un bruit gaussien de variance unit�e. Le recours �a un noyau ne s'annulant pas en z�ero lui

permet d'obtenir une vitesse de convergence de �̂ , estimateur de la localisation, exactement �egale

�a n�1.

D'un certain point de vue, les travaux de Gijbels, Hall et Kneip [HGK96, HGK95], et de

M�uller et Song [MS97] peuvent être consid�er�es comme relevant de l'approche \di��erences des

lissages �a droite et �a gauche". Les premiers auteurs utilisent d'abord une �etape pr�eliminaire qui

consiste �a estimer le point de plus forte pente de la fonction de r�egression, m�ethode que l'on

retrouve aussi chez M�uller et Wang [WM90] pour l'estimation des ruptures d'une fonction de

hasard. Ils recherchent ensuite la discontinuit�e dans le voisinage de ce point. Cette derni�ere

recherche s'e�ectue par comparaison des r�esidus obtenus pour chaque point xi0 d'une grille de

points dans le voisinage, lorsqu'on estime la fonction de r�egression �a droite (respectivement

�a gauche) par la moyenne des observations �a droite (respectivement �a gauche). Les auteurs

proposent aussi la construction d'une bande de con�ance bas�ee sur le boostrap des r�esidus.
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M�uller et Song ont aussi recours �a une localisation pr�eliminaire et proposent comme estimateur

�̂ le point o�u le processus de saut estim�e, d�e�ni comme di��erence normalis�ee de moyennes locales

�a droite et �a gauche, r�ealise son maximum.

Parall�element aux deux types d'approches dont nous venons de parler, sont apparues aussi

des proc�edures qui ne font appel ni �a la repr�esentation semi-param�etrique, ni �a l'id�ee d'une

estimation du saut �eventuel par di��erence de lissages �a droite et �a gauche. Qiu et Yandell

[QY98]ajustent localement au voisinage de chaque point ti du plan d'exp�erience d�eterministe,

un polynôme Ŷ (i)(t) = �̂
(i)
0 + �̂

(i)
1 t + : : : + �̂

(i)
p+1t

p+1, et batissent une proc�edure de d�etection

en exploitant le fait que si m(�) admet une discontinuit�e en ti alors f�̂(j)1 gn�lj=l+1 montre une

forte variation en �̂
(i)
1 . Citons aussi les approches par m�ethodes d'ondelettes d�evelopp�ees en

particulier par Wang [Wan95], Antoniadis et Gijbels [AG96], Raimondo [Rai96] : : : L'id�ee

de base de Wang est que pour certaines r�esolutions, les coe�cients d'ondelettes d'un signal

di��erentiable et ceux du processus de bruit � �W , W d�esignant le processus de Wiener, sont du

même ordre de grandeur. A cette r�esolution, au voisinage d'une discontinuit�e, les coe�cients

d'ondelette du signal vont subir une forte perturbation qui se retrouvera dans les coe�cients

d'ondelette du processus observ�e. La m�ethode adopt�ee par Antoniadis et Gijbels consiste �a

localiser les discontinuit�es en calculant la transform�ee en ondelette continue sur une grille de

points convenablement choisie et en s�electionnant les points o�u ces transform�ees d�epassent un

seuil adapt�e. La proc�edure conduit �a une partition en p + 1 intervalles sur lesquels le signal

est estim�e ensuite s�epar�ement en utilisant l'analyse multir�esolution sur intervalle. Cette revue

des travaux d�evelopp�es dans un cadre non-param�etrique n'est certainement pas exhaustive,

mais les contributions �evoqu�ees nous semblent assez bien repr�esenter les approches propos�ees

principalement durant les deux derni�eres d�ecennies.

D Un parcours de notre approche par \r�egression lin�eaire lo-

cale"

Etant donn�e les observations (X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn) provenant du mod�ele de r�egression

Yi = m(Xi) + �(Xi)"i

o�u les "i sont i.i.d. de moyenne nulle et de variance unit�e, nous d�e�nissons des estimateurs �a

droite et �a gauche de la fonction m(�) de la mani�ere suivante. K+ �etant un noyau �a support

[�1; 0], K�(x) = K+(�x), nous posons m̂+(t) = b(t) o�u b(t) est obtenu en r�esolvant le probl�eme
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suivant

min
a;b

nX
i=1

[Yi � (a(t�Xi)� b)]2K+

�
t �Xi

hn

�
:

De même en rempla�cant ci-dessus K+ par K�, nous d�e�nissons un estimateur m̂�(t) de la limite

�a gauche m�(t). L'utilisation des poids K+

�
t�Xi
hn

�
fait que seules les observations �a droite de t

sont utilis�ees pour estimer m+(t), de même seules les observations �a gauche sont utilis�ees pour

estimer m�(t). L'estimateur du saut �eventuel est donc


̂(t) = m̂+(t)� m̂�(t):

Le processus t 7! 
̂(t), avec changement d'�echelle et normalisation �eventuels, joue un rôle fon-

damental tout au long de notre travail.

Nous commen�cons au chapitre I par �etudier le probl�eme d'estimation dans la situation d'une

seule rupture localis�ee en � , de signe connu que nous prenons positif. Lorsque � est connue, il

est facile d'obtenir l'expression de l'erreur quadratique asymptotique, et de montrer que 
̂(�)

est asymptotiquement normal. Dans la situation o�u � n'est pas connue, nous d�e�nissons un

estimateur �̂ et estimons l'amplitude par 
̂(�̂) = m̂+(�̂) � m̂�(�̂). L'estimateur �̂ est obtenu

comme point o�u le processus de d�eviation locale Zn(z) = �(n; hn) (
̂ (� + �(n; hn)z)� 
̂(�)) ;

r�ealise son maximum. Pour des choix convenables de � et �, nous montrons que le processus

Zn(z) converge vers un processus Z(z) qui peut être soit un processus gaussien, soit un processus
de Poisson compos�e. Ces deux classes de processus limites sont en fait associ�ees �a des hypoth�eses

di��erentes sur le noyau : K+(0) = 0 dans le premier cas, K+(0) > 0 dans le second. Nous

montrons que ces lois limites de Zn(z) conduisent dans le premier cas �a la normalit�e asymptotique

de �̂ , et dans le second cas �a une convergence vers une loi d�ependant de la distribution du bruit

". La convergence de �̂ vers � est alors dans le premier cas en OP (an=n), o�u (an) est une

suite tendant vers l'in�ni avec une vitesse qui peut être arbitrairement lente. Dans le second

cas, elle est en OP (n�1). Ces r�esultats con�rment ceux qu'avait obtenu Loader [Loa96] dans un

cadre tr�es simpli��e. Nous montrons que l'estimateur de l'amplitude, 
̂(�̂), est asymptotiquement

normal aussi bien dans un cas que dans l'autre.

Le chapitre II est consacr�e �a l'�etude des tests d'existence d'une rupture. Trois tests sont

pr�esent�es. Le premier que nous quali�ons de test strictement local, s'int�eresse �a l'existence d'un

saut en un point � quelconque �x�e. Il est bas�e sur la statistique 
̂(�) : ses propri�et�es d�ecoulent

naturellement des r�esultats obtenus au chapitre pr�ec�edent. Nous construisons ensuite un test

d'existence d'un saut au point � , que nous appelons test local, en �etudiant le comportement du

processus 
̂(t), dans un voisinage du point � . Le principe de ce test repose sur le fait que, en



16 INTRODUCTION

l'absence de rupture, le processus Zn(z) =
p
nhn
̂ (� + hnz) converge vers un processus Z(z)

gaussien dont la fonction de covariance satisfait les conditions sous lesquelles les r�esultats de

convergence des valeurs extrêmes de Leadbetter et al. peuvent être appliqu�es. Il s'ensuit que

la statistique supZn(z)=
q
Ĉ(0), o�u Ĉ(0) est un estimateur de la variance de Z(z), que nous

utilisons comme statistique de test de l'hypoth�ese d'absence de rupture, est asymptotiquement

de loi de Gumbel. Le troisi�eme test que nous appelons test global, est un test de l'existence

d'une rupture sur ]0; 1[. Ce test tire pro�t du fait que le processus �n(t) =
p
nhnV (t)
̂(t)

o�u V (t) d�epend de la densit�e fX(t) des Xi, et de la variance du bruit, est asymptotiquement

gaussien sous l'hypoth�ese nulle. Comme la fonction de covariance du processus limite satisfait

aussi les conditions requises pour appliquer les r�esultats de Leadbetter et al., une proc�edure de

test d�ecoule de mani�ere analogue �a la situation du test local. Nous montrons que ces trois tests

sont asymptotiquement de puissance unit�e.

Au chapitre III, nous nous pla�cons dans la situation d'un nombre p inconnu de discontinuit�es.

Pour estimer p et les localisations �1; : : : ; �p , nous d�ecoupons l'intervalle [0; 1] en intervalles

de longueur 2hn, o�u hn est la taille de la fenêtre utilis�ee par le noyau. D�enombrant le nombre

d'intervalles o�u 
̂ d�epasse un certain seuil S0 en agr�egeant les intervalles contig�us, nous obtenons

un estimateur naturel p̂ du nombre de discontinuit�es. Nous montrons que cet estimateur est

convergent et que les localisations de d�epassement du seuil convergent vers les points de rupture

�1; : : : ; �p. Pour être en mesure d'appliquer une telle proc�edure, il faut pouvoir choisir S0 <

min(
(�1); : : : ; 
(�p)), ce qui n�ecessite une information a priori sur les amplitudes. Pour pallier

cette di�cult�e, une solution consiste �a utiliser une suite de seuils (Sn) convergents vers 0. Sous

des conditions liant la vitesse de d�ecroissance de (hn) �a celle de (Sn) nous obtenons la convergence

p.s. de p̂ vers p et des �̂i vers les �i.

Le probl�eme de l'�etude de la reconstitution de la fonction de r�egression dans une situation de

rupture fait l'objet du chapitre IV. Une fois les discontinuit�es localis�ees aux points �̂1; : : : ; �̂p̂, la

fonction de r�egression est reconstitu�ee sur chaque intervalle [�̂i; �̂i+1[ par r�egression lin�eaire locale

en situation de fonction de r�egression lisse, en ayant recours �a un noyau �a support [�1; 1]. En
premier lieu nous analysons les cons�equences sur m̂(�) d'une segmentation arbitraire en fonction

des localisations r�eelles des discontinuit�es. Nous montrons ensuite qu'en utilisant la proc�edure

d'estimation du nombre de ruptures et des localisations d�evelopp�ee au chapitre pr�ec�edent, la

segmentation ne conduit �a aucune perte de vitesse en ce qui concerne l'erreur quadratique

moyenne int�egr�ee sur [0; 1] de l'estimateur m̂(�). Il s'agit l�a d'une cons�equence d'une part de

l'absence d'e�et de bord de la r�egression lin�eaire locale, et d'autre part de la forte vitesse de

convergence des estimateurs des localisations.
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Chacun des chapitres I �a IV contient les r�esultats de simulations e�ectu�es la plupart du

temps sur des exemples �etudi�es par d'autres auteurs avec des m�ethodes concurrentes (Loader

[Loa96], Gijbels, Hall et Kneip [HGK96, HGK95]). Ces simulations d�emontrent l'e�cacit�e

de la m�ethode de r�egression lin�eaire locale, et mettent en �evidence la sensibilit�e aux divers

param�etres : choix du noyau, taille de l'�echantillon, rapport signal sur bruit, et taille de la

fenêtre. Le fait que les performances sont meilleures pour un noyau satisfaisant K+(0) > 0

que pour un noyau tel que K+(0) = 0, est con�rm�e par les exp�erimentations. Par ailleurs le

simulations montrent l'importance du choix de la taille de la fenêtre, mais fournissent aussi

des guides sous la forme d'indications de plages de valeurs raisonnables en fonction de la taille

de l'�echantilllon. Nous n'avons pas trait�e dans ce document la question de l'�elaboration d'une

proc�edure de choix de la taille de fenêtre. Une proc�edure id�eale mais peu r�ealiste consisterait

�a chercher une fenêtre ~hn r�ealisant le minimum du ISE ou du MISE sur [0; 1]. Une estimation

d'un tel ~hn pourrait être obtenue par validation crois�ee. Une autre proposition pourrait être

de n'utiliser comme crit�ere de choix de hn que la qualit�e de reconstruction de la fonction au

voisinage des discontinuit�es. Nous �etudions actuellement les diverses proc�edures envisageables

pour r�esoudre cette question.





Chapitre 1

Estimation des ruptures

1.1 Introduction

Consid�erons le mod�ele de r�egression o�u les observations (Xi; Yi) satisfont :

Yi = m(Xi) + �(Xi)"i;

o�um(�) est la fonction de r�egression et �(�) est l'�ecart-type conditionnel. Les "i sont des variables
al�eatoires i.i.d centr�ees et r�eduites. Nous supposons dans ce chapitre que m(�) est \lisse", sauf
en un point � o�u elle admet une discontinuit�e d'amplitude 
(�) = m+(�) � m�(�). Dans la

premi�ere partie, nous nous pla�cons dans la situation o�u la localisation � de la discontinuit�e

est connue, nous construisons un estimateur 
̂(�) de 
(�), di��erence des estimateurs m̂+(�) et

m̂�(�) des lissages �a droite et �a gauche de m(�) au point � obtenus par RLL (R�egression Lin�eaire

Locale), Nous montrons que cet estimateur est consistant et asymptotiquement normal. Dans

la deuxi�eme partie la localisation � n'est plus suppos�ee connue, nous estimons � en recourant �a

un processus de d�eviation locale. L'estimateur �̂ ainsi construit conduit �a un estimateur 
̂(�̂)

de l'amplitude. Pour �etudier les propri�et�es de �̂ , nous envisageons la situation o�u le noyau

unilat�eral utilis�e K+(�) est nul �a l'origine, et celle o�u K+(0) > 0. Loader [Loa96] a montr�e

dans la situation o�u le plan d'exp�erience est d�eterministe et r�egulier, et en supposant le bruit

gaussien, qu'on am�eliore la vitesse de convergence de �̂ lorsque K+(0) > 0. Nous observons que

le comportement du processus de d�eviation locale utilis�e pour estimer � est di��erent dans les

deux cas K+(0) = 0 et K+(0) > 0, et que la vitesse de convergence de �̂ est meilleure dans ce

dernier cas.
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1.2 Mod�ele et Notations

Soit (X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn) un �echantillon de variables al�eatoires bivari�ees. Nous d�esignons

par fX;Y (�; �) la densit�e conjointe du couple (X; Y ) dans l'espace (IR2;B(IR2)). Nous supposons

que ces observations sont r�egies par le mod�ele de r�egression classique suivant :

Yi = m(Xi) + �(Xi)"i; i = 1; : : : ; n; (1.1)

o�um(�) est la fonction de r�egression et �(�) est l'�ecart-type conditionnel. Les "i sont des variables
al�eatoires i.i.d centr�ees et r�eduites. Les fonctionsm(�) et �(�) sont suppos�ees inconnues, et nous
ne leur imposons a priori aucune contrainte suppl�ementaire. Les contraintes que nous serons

amen�es �a imposer par la suite sont simplement des hypoth�eses de r�egularit�e math�ematiques. Ceci

justi�e, pour les probl�emes d'estimation consid�er�es, l'emploi d'une approche non-param�etrique.

Notations et Hypoth�eses

A1. fX(�) : la densit�e marginale de X est suppos�ee continue et strictement positive sur

l'intervalle [0; 1].

A2. �2(x) = V ar(Y j X = x) est suppos�ee aussi continue sur l'intervalle [0; 1].

A3. La fonction de r�egression, m(�), est suppos�ee de classe C2 s�epar�ement sur chacun des

intervalles [0; � ] et [�; 1].

Remarque 1.1. Les hypoth�eses A1 et A2 peuvent, en fait, être a�aiblies. Pour simpli�er les

notations dans les d�emonstrations, nos r�esultats sont �enonc�es sous les hypoth�eses A1 et A2. Les

modi�cations �a apporter �a certains r�esultats, pour prendre en compte le fait que les fonctions

fX(�) et/ou �(�) peuvent être discontinues au point � , se trouvent �a la �n du paragraphe (1.3).

On pose

i) m
(�)
� (�) = lim

t%�
m(�)(t); � = 0; 1; 2:

ii) m
(�)
+ (�) = lim

t&�
m(�)(t); � = 0; 1; 2:

iii) 
(�)(�) = m
(�)
+ (�)�m

(�)
� (�); � = 0; 1; 2:


(�) = m+(�) �m�(�) est l'amplitude du saut de la fonction de r�egression m(�) au point � .

Sans perte de g�en�eralit�e, dans ce chapitre, nous supposons que 
(�) > 0. Le cas 
(�) < 0 peut
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être abord�e de mani�ere similaire. En e�et lorsque 
(�) < 0, il su�t de remplacer dans ce qui

suit les maximisations par des minimisations, et il est facile d'obtenir les r�esultats analogues �a

ceux de ce chapitre dans le cas o�u 
(�) est n�egatif.

Choix des noyaux de lissage

D�e�nition 1.1. On appelle noyau de lissage �a droite K+(�)(respectivement �a gauche K�(�))
toute fonction K+(�) ( resp. K�(�)) born�ee �a support [�1; 0] (resp. [0; 1]). Pour la suite nous

allons adopter une notation commune pour d�esigner l'un des deux noyaux, K�(�), et nous notons
pour tout l = 0; 1; 2; : : :

i) K�
l =

R 1
�1 x

lK�(x)dx ;

ii) L�l =
R 1
�1 x

lK2�(x)dx ;

iii) B� = B(K�) =
(K�2 )

2�K�1 K�3

K�0 K
�
2 �(K�1 )

2 ;

iv) V 2� = V 2(K�) = 1

(K�0 K
�
2 �(K�1 )

2
)
2

R 1
�1 (K

�
2 �K�

1 x)
2
K2�(x)dx :

Nous supposons �egalement que :

K�(x) = K+(�x); 8x 2 [0; 1]: (1.2)

Tout au long de notre travail, les noyaux K+(�) et K�(�) sont suppos�es positifs, ceci a�n de

conserver l'interpr�etation de l'estimateur en termes de moindres carr�es pond�er�es (voir 1.4).

Sans perte de g�en�eralit�e, on imposera une sorte de normalisation pour K�(�) :

j K�
2 K

�
0 � (K�

1 )
2 j= 1: (1.3)

En e�et si K�(�) est un noyau quelconque, K�(�)p
jK�2 K�0 �(K�1 )2j v�eri�e la contrainte de normalisation

(1.3). En pratique puisque K�(�) est positif on a(K�
1 )

2 � K�
2 K

�
0 .

Remarque 1.2. Tout au long de ce travail les noyaux sont suppos�es �a support compact mais

les mêmes r�esultats pourraient être obtenus, au prix de di�cult�es techniques suppl�ementaires,

pour des noyaux de Parzen-Rosenblat ( lim
jxj!+1

xlK(x) = 0, l � 0).



22 CHAPITRE 1. ESTIMATION DES RUPTURES

1.3 Estimation de l'amplitude lorsque la localisation est connue

Nous aborderons dans ce paragraphe l'estimation de l'amplitude lorsqu'on connâ�t la locali-

sation � du point de discontinuit�e. Les motivations pour �etudier le cas o�u les localisations des

singularit�es sont connues se situent aussi bien au plan de la mod�elisation qu'�a celui de la th�eorie :

i) Dans un certain nombre de situations r�eelles, nous disposons d'informations a priori sur

les localisations des ruptures suite �a des �etudes ant�erieures, les opinions de certains experts

ou parce que les donn�ees elles-mêmes montrent clairement les localisations des ruptures, ou

encore parce que la rupture a �et�e provoqu�ee par une intervention ext�erieure (en m�edecine,

cette intervention peut être une op�eration chirurgicale; en �economie, il peut s'agir de

d�ecisions gouvernementales; etc : : : );

ii) Pour pouvoir �etudier les performances asymptotiques des proc�edures statistiques que

nous proposons dans la situation o�u nous ne disposons pas d'information ni sur le nombre

des ruptures ni sur leurs localisations, nous avons besoin de contrôler leurs performances

dans le cas o�u les localisations des singularit�es sont connues.

Nous allons tout d'abord �etudier les propri�et�es asymptotiques de m̂+(�) et m̂�(�), puisque

nous pouvons d�eduire facilement des r�esultats analogues pour 
̂(�).

1.3.1 Construction de l'estimateur

Rappelons (cf. Fan [Fan92]), que K(�) �etant un noyau, l'estimateur de r�egression lin�eaire

locale m̂(x) de la fonction m(x) est d�e�ni comme la valeur de b = b(x) obtenue lorsqu'on r�esout

le probl�eme de minimisation :

min
(a;b)

nX
i=1

[Yi � (a(x�Xi) + b)]2K(
x�Xi

hn
): (1.4)

K+(�) �etant un noyau �a support [�1; 0], et K�(�) d�e�ni par K�(x) = K+(�x), nous d�e�nissons
en rempla�cant dans (1.4) K(�) par K+(�) et K�(�) les estimateurs m̂+(�) et m̂�(�), qui peuvent
être quali��es respectivement d'estimateur �a droite et d'estimateur �a gauche de la fonction de

r�egression m(�).

La �gure ci-dessous illustre le lissage par RLL �a droite et �a gauche aux points x = 0:25 et

x = 0:75 lorsque la fenêtre de lissage hn est �egale �a 0:10.
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Figure 1.1 : Les lissages lin�eaires locaux �a gauche et �a droite.

D�e�nition 1.2. L'estimateur lin�eaire local de m�(�) est d�e�ni comme suit

m̂�(�) =
Pn

i=1 w
�
i (�)YiPn

i=1 w
�
i (�)

; (1.5)

avec pour tout i = 1; : : : ; n,

w�i (�) = K�(
� �Xi

hn
)
�
S�2 (�)� (� �Xi)S

�
1 (�)

�
; (1.6)

et o�u

S�l (�) =
nX
i=1

(� �Xi)
lK�(

� �Xi

hn
); l = 0; 1; 2: (1.7)

Ainsi l'estimateur de 
(�) = m+(�)�m�(�) sera 
̂(�) = m̂+(�)� m̂�(�):

1.3.2 Erreur quadratique moyenne

Pour �etudier les propri�et�es asymptotiques de 
̂(�), on va commencer par �etudier celles de

m̂+(�) et m̂�(�). Les propri�et�es asymptotiques de m̂�(�) sont analogues �a celles de m̂+(�), c'est
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pourquoi dans les d�emonstrations on va s'int�eresser seulement aux propri�et�es asymptotiques de

m̂+(�). Celles de m̂�(�), seront d�eduites en changeant les indices " + " en "� ".

Th�eor�eme 1.1. Supposons que les hypoth�eses A1-A3 sont satisfaites et que hn ! 0 et nhn !
+1. L'erreur quadratique moyenne conditionnelle admet le d�eveloppement asymptotique suiv-

ant :

IE
h
(m̂�(�)�m�(�))2 j X1; : : : ; Xn

i
=

"
m

(2)
� (�)

2
h2nB+

#2
+

�2(�)

nhnfX(�)
V 2
+ + oP

�
h4n +

1

nhn

�
:

Preuve du th�eor�eme 1.1

L'erreur quadratique moyenne conditionnelle de m̂+(�) est donn�ee par :

IE
h
(m̂+(�)�m+(�))

2 j X1; : : : ; Xn

i
=

�Pn
i=1 w

+
i (�) (m(Xi)�m+(�))Pn

i=1w
+
i (�)

�2
+

Pn
i=1

�
w+
i (�)

�2
�2(Xi)�Pn

i=1w
+
i (�)

�2 ;

= (B+
n )

2
+ V +

n : (1.8)

B+
n repr�esente le biais de m̂+(�) et V

+
n sa variance.

B+
n =

Pn
i=1w

+
i (�) (m(Xi)�m+(�))Pn

i=1 w
+
i (�)

;

=

Pn
i=1w

+
i (�) (m(Xi)�m+(�)� (Xi � �)m+

0(�))Pn
i=1w

+
i (�)

;

La derni�ere �egalit�e est due au fait que

nX
i=1

w+
i (�)(Xi � �) = 0:

En rempla�cant les w+
i (�) par leurs valeurs, B

+
n s'�ecrit sous la forme suivante :

B+
n =

S+
2 (�)R

+
0 (�)� S+

1 (�)R
+
1 (�)

S+
2 (�)S

+
0 (�)� (S+

1 (�))
2

; (1.9)

o�u pour tout l = 0; 1; : : :

S+
l (�) =

nX
i=1

(� �Xi)
lK+(

� �Xi

hn
);
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et

R+
l (�) =

nX
i=1

(� �Xi)
lK+(

� �Xi

hn
)
�
m(Xi)�m+(�)� (Xi � �)m+

0(�)
�
:

Cette deuxi�eme forme nous sera utile par la suite.

V +
n =

Pn
i=1 (w

+
i (�))

2�2(Xi)�Pn
i=1w

+
i (�)

�2 ;

=
(S+

2 (�))
2T+

0 (�)�2S+
2 (�)S

+
1 (�)T

+
1 (�)+(S+

1 (�))
2T+

2 (�)�
S+
2 (�)S

+
0 (�)� (S+

1 (�))
2
�2 ; (1.10)

avec

T+
l (�) =

nX
i=1

(� �Xi)
lK2

+(
� �Xi

hn
)�2(Xi):

Il d�ecoule alors de (1.9) et du lemme 1.1 (a et b) ci-dessous que :

B+
n =

m
(2)
+ (�)

2
h2nB+ + oP (h

2
n);

et de (1.10) et du lemme 1.1 (a et c) que

V +
n =

�2(�)

nhnfX(�)
V 2
+ + oP

�
1

nhn

�
:

ut

Lemme 1.1. Soit x 2 (0; 1) et K(�) une fonction �a support compact inclus dans [�1; 1]. Sous
les hypoth�eses que fX(�) et �2(�) sont continues en x et que m(�) admet une d�eriv�ee seconde

continue en ce même point x, alors nous avons pour tout l = 0; 1; : : :

a) Sl(x) = nh
(l+1)
n fX(x) (Kl + oP (1)) ;

b) Rl(x) =
1
2m

(2)(x)nh
(l+3)
n fX(x) (Kl+2 + oP (1)) ; x 6= �

c) Tl(x) = nh
(l+1)
n fX(x)�2(x) (Ll + oP (1)) ;

d) �l(x) = OP

�
n1=2h

l+1=2
n

�
;

e)
Pn

i=1wi(x) = n2h4nf
2
X(x)

�
K2K0 � (K1)

2
�
(1 + oP (1)) :
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Si les fonctions sont suppos�ees continues sur [0; 1], alors les fonctions op(1) peuvent être choisies

de mani�ere ind�ependante de x.

Remarque 1.3. Lorsque nous utilisons K+(�) ou K�(�) et x = � , la partie b) doit être rem-

plac�ee par la formule suivante :

R+
l (�) =

1

2
nhl+3

n m
(2)
+ (�)fX(�)K

+
l+2 + oP (nh

l+3
n );

nous obtenons une formule analogue en changeant le \+" par un \-".

Preuve du lemme 1.1

1) Les d�emonstrations de certains de ces r�esultats peuvent être trouv�es dans l'article de Fan et

Gijbels [FG92]. Nous donnons n�eanmoins les d�emonstrations de a) et b). Celles de c) et

d) sont analogues �a celle de a).

2) La partie e) est une cons�equence imm�ediate de la partie a), puisque
Pn

i=1 wi(x) = S2(x)S0(x)�
S2
1(x):

On pose

Zi;1 = (x�Xi)
lK(

x�Xi

hn
);

et

Zi;2 = (� �Xi)
lK(

x�Xi

hn
)
�
m(Xi)�m(x)� (Xi � x)m0(x)

�
:

D'apr�es l'in�egalit�e de Bienaym�e-Tchebyche� nous avons

nX
i=1

Zi;j = IE

 
nX
i=1

Zi;j

!
+OP

0@vuutV ar

 
nX
i=1

Zi;j

!1A ;

= nIEZ1;j + OP

�q
nIEZ2

1;j

�
;

avec

IEZ1;1 = h(l+1)
n

Z
ulK(u)fX(x� hnu)du ;

= h(l+1)
n fX(x) (Kl + o(1)) :
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Cette derni�ere �egalit�e r�esulte de la continuit�e de la fonction fX(�) au point x. Si fX(�) est con-
tinue sur le compact [0; 1], cette majoration devient uniforme par rapport �a x.

IEZ2
1;1 = h(2l+1)

n

Z
u2lK2(u)fX(x� hnu)du ;

= O
�
h(2l+1)
n

�
;

d'o�u

Sl(x) = nIEZ1;1 +OP

�q
nIEZ2

1;1

�
;

= nh(l+1)
n fX(x) (Kl + oP (1)) :

Pour IEZ1;2 et IEZ2
1;2, en d�eveloppant m(x� hnu) �a l'ordre 2, nous obtenons :

IEZ1;2 = h(l+1)
n

Z
ulK+(u)

�
m(x� hnu)�m(x) + hnum

0(x)
�
fX(x� hnu)du ;

= h(l+1)
n

Z
ulK+(u)

�
1

2
u2m(2)(x)h2n + o(h2n)

�
fX(x� hnu)du ;

=
1

2
m(2)(x)h(l+3)

n fX(x) (Kl+2 + o(1)) ;

IEZ2
1;2 = h(2l+1)

n

Z
ulK2

+(u)
�
m(x� hnu)�m(x) + hnum

0(x)
�2
fX(x� hnu)du ;

= h(2l+1)
n

Z
ulK2

+(u)

�
1

2
u2m(2)(x)h2n + o(h2n)

�2

fX(x� hnu)du ;

= O
�
h2l+5
n

�
:

Nous en d�eduisons :

Rl(x) = nIEZ1;2 + OP

�q
nIEZ2

1;2

�
;

=
1

2
m(2)(x)nh(l+3)

n fX(x) (Kl+2 + oP (1)) :

Ceci ach�eve la d�emonstration du lemme 1.1. ut

Corollaire 1.1. Sous les mêmes hypoth�eses que celles du th�eor�eme 1.1, nous avons

IE
h
(
̂(�)� 
(�))2 j X1; : : : ; Xn

i
=

"

(2)(�)

2
hn

2B+

#2
+

2�2(�)

nhnfX(�)
V 2
+ + oP

�
h4n +

1

nhn

�
:
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Preuve du corollaire 1.1

Remarquons tout d'abord que m̂+(�) et m̂�(�) sont ind�ependants conditionnellement �aX1; : : : ; Xn.

Puisque 
̂(�)� 
(�) = (m̂+(�)�m+(�))� (m̂�(�)�m�(�)) on a alors :

1) Bn = (IE [
̂(�)jX1; : : : ; Xn]� 
(�))2 = (B+
n � B�

n )
2
,

2) Vn = V ar [
̂(�)jX1; : : : ; Xn] = V +
n + V �

n .

Utilisons les arguments de la �n de la d�emonstrations du th�eor�eme 1.1 nous en d�eduisons le

corollaire 1.1. ut

1.3.3 Normalit�e Asymptotique

Th�eor�eme 1.2.

a) Supposons que les hypoth�eses du th�eor�eme 1.1 sont satisfaites et qu'il existe � > 0 tel que

IE(j " j2+�) <1, alors :

p
nhn

 
m̂�(�)� IE[m̂�(�) j X1; : : : ; Xn]

m̂+(�)� IE[m̂+(�) j X1; : : : ; Xn]

!
L�! N

�
0;

�
�2(�)

fX(�)
V 2
+

�
I2

�
:

b) Si de plus nous avons nh5n ! 0, alors

p
nhn

 
m̂�(�)�m�(�)

m̂+(�)�m+(�)

!
L�! N

�
0;

�
�2(�)

fX(�)
V 2
+

�
I2

�
:

o�u I2 est la matrice identit�e d'ordre 2.

Preuve du th�eor�eme 1.2

Il su�t de montrer (th�eor�eme de Cramer-Wold) que pour tout a et b, am̂+(�) + bm̂�(�) est

asymptotiquement normal.

Tout d'abord notons que grâce au lemme 1.1, nous pouvons �ecrire

a (m̂�(�)� IE[m̂�(�) j X1; :::; Xn]) + b (m̂+(�)� IE[m̂+(�) j X1; :::; Xn])

=

Pn
i=1(aw

�
i (�) + bw+

i (�))�(Xi)"i
n2h4nf

2
X(�)

(1 + oP (1)): (1.11)
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En utilisant a) et d) du lemme 1.1 nous obtenons
nX
i=1

w+
i (�)�(Xi)"i = S+

2 (�)�
+
0 (�)� S+

1 (�)�
+
1 (�);

= nh3nfX(�)K
+
2 �

+
0 (�)� nh2nfX(�)K

+
1 �

+
1 (�) + oP

�
n3=2h7=2n

�
;

= nh2nfX(�)
nX
i=1


+
i + oP

�
n3=2h7=2n

�
;

o�u


+
i =

�
hnK

+
2 � (� �Xi)K

+
1

�
K+

�
� �Xi

hn

�
�(Xi)"i:

En traitant de la même mani�ere
Pn

i=1 w
�
i (�)�(Xi)"i, nous en d�eduisons

nX
i=1

�
aw�i (�) + bw+

i (�))
�
�(Xi)"i = nh2nfX(�)

nX
i=1

�
a
�i + b
+

i

�
+ oP

�
n3=2h7=2n

�
;

= nh2nfX(�)
nX
i=1


i + oP

�
n3=2h7=2n

�
;

o�u 
i est d�e�ni par 
i = a
�i + b
+
i .

Remarquons que IE(
�i 

+
i ) = 0, ce qui implique que 
+

i et 
�i sont des variables al�eatoires

centr�ees non corr�el�ees. Sachant que Xi et "i sont ind�ependants, avec des arguments similaires �a

ceux employ�es dans la d�emonstration du lemme 1.1, nous obtenons

V ar(
+
i ) = IE

��
hnK

+
2 � (� �Xi)K

+
1

�2
K2

+

�
� �Xi

hn

�
�2(Xi)

�
;

= h3n�
2(�)fX(�)

�Z 0

�1
(K+

2 � uK+
1 )

2K2
+(u) du

�
(1 + o(1)) ;

= h3n�
2(�)fX(�)V

2
+ + o(h3n);

et idem pour 
�i quitte �a changer K+(�) en K�(�).

D'o�u

V ar(
i) = h3n�
2(�)fX(�)(a

2V 2
� + b2V 2

+) + o(h3n): (1.12)

Nous allons maintenant prouver que le tableau triangulaire (
i) satisfait les conditions de

Lindeberg dont nous avons besoin pour appliquer le th�eor�eme central limite de Liapounov.

nX
i=1

IE(j
ij2+�) = nIE(jZ1j2+�)IE(j"1j2+�); (1.13)
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o�u Z1 = aZ�1 + bZ+
1 , avec

Z+
1 =

�
hnK

+
2 � (� �X1)K

+
1

�
K+(

� �X1

hn
)�(X1);

et

Z�1 =
�
hnK

�
2 � (� �X1)K

�
1

�
K�(

� �X1

hn
)�(X1):

Un calcul analogue conduit �a

IE(j
ij2+�) � C
�
a2+�h3+�n �2+�(�)fX(�)

Z 0

�1
jK�

2 � uK�
1 j2+�K2+�

� (u) du

+ b2+�h3+�n �2+�(�)fX(�)

Z 0

�1
jK+

2 � uK+
1 j2+�K2+�

+ (u) du
�

+ o
�
h3+�n

�
;

= O
�
h3+�n

�
:

Donc
Pn

i=1 IE(j
ij2+�) = O �nh3+�n

�
.

Revenons maintenant au calcul de la variance : (1.12) implique

V ar(
nX
i=1


i) = nh3n�
2(�)fX(�)

�
a2V 2

� + b2V 2
+

�
+ o(nh3n): (1.14)

D'o�u il vient que
Pn

i=1 IE(j
ij2+�)= (V ar
Pn

i=1 
i)
(2+�)=2 = O �(nhn)��=2�.

Pour terminer la d�emonstration, nous �ecrivons le terme dominant de l'�equation (1.11) comme

suit :

Pn
i=1(aw

�
i (�) + bw+

i (�))�(Xi)"i
n2h4nf

2
X(�)

=
(1 + oP (1)) (

Pn
i=1 
i)p

nhn (V ar(
Pn

i=1 
i))
1=2 �

fX(�)=(a2V� + b2V+)�2(�)
�1=2 :

Nous obtenons ainsi la partie a) du th�eor�eme comme cons�equence du th�eor�eme central limite

de Liapounov.

D'apr�es le th�eor�eme 1.1 nous avons (IE[m̂+(�) j X1; : : : ; Xn]�m+(�)) = OP

�
h2n
�
, nous en

d�eduisons imm�ediatement la partie b) du th�eor�eme. ut
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Corollaire 1.2.

a) Supposons que les hypoth�eses du th�eor�eme 1.1 sont satisfaites et qu'il existe � > 0 tel que

IE(j " j2+�) <1, alors nous avons

p
nhn (
̂(�)� IE [
̂(�) j X1; : : : ; Xn])

L�! N
�
0;
2�2(�)

fX(�)
V 2
+

�
:

b) Si de plus nous avons nh5n ! 0, alors

p
nhn (
̂(�)� 
(�))

L�! N
�
0;
2�2(�)

fX(�)
V 2
+

�
:

Preuve du corollaire 1.2

Puisque 
̂(�) = m̂+(�)� m̂�(�), la partie a) est donc une cons�equence imm�ediate de la partie

a) du th�eor�eme 1.2. Sachant aussi que le biais de 
̂(�) a le même comportement que celui de

m̂+(�) ou celui de m̂�(�) , nous en d�eduisons donc la partie b). ut

Dans la pratique, les quantit�es fX(�) et �(�) sont en g�en�eral inconnues. Les r�esultats du

corollaire 1.2 ne sont donc pas directement exploitables. En revanche, on peut remplacer fX(�)

et �2(�) par des estimateurs consistants, d'o�u le corollaire suivant. Notons que , par exemple, on

peut utiliser la m�ethode du noyau pour obtenir un estimateur consistant du premier param�etre,

et l'estimateur propos�e par M�uller et Stadm�uller [MS87], pour le deuxi�eme param�etre.

Corollaire 1.3. Soient f̂X(�) et �̂
2(�) deux estimateurs consistants de fX(�) et �

2(�). L'estimateur

f̂X(�) est suppos�e positif. Sous les mêmes hypoth�eses que celles du corollaire 1.2, nous avons

p
nhn

q
f̂X(�) (
̂(�)� 
(�))

(2�̂2(�))1=2
L�! N �0; V 2

+

�
: (1.15)

Comme cons�equence imm�ediate de ce corollaire, un intervalle de con�ance, approch�e, au seuil �

de 
(�) est donn�e par la formule suivante :


̂(�)� q�p
nhn

 
2�̂2(�)

f̂X(�)
V 2
+

!1=2

;

o�u q� est le (1� �=2){quantile de la loi normale standard.
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Comme nous l'avons mentionn�e dans la remarque 1.1, il est possible de prendre en compte le

fait que les fonctions fX(�) et/ou �(�) sont discontinues au point � . En g�en�eral, ceci n'est pas une
hypoth�ese r�ealiste pour la fonction fX(�). En revanche, dans la pratique, il arrive fr�equemment

que le point � soit aussi un point de rupture pour la fonction �(�). Les modi�cations �a apporter

pour traiter le cas o�u les fonctions fX(�) et �(�) sont discontinues au point � , peuvent être

d�eduites facilement en lisant les d�emonstrations. Supposons que � est un point de rupture des

fonctions fX(�) et �(�), alors l'erreur quadratique moyenne conditionnelle de l'amplitude de la

rupture 
̂(�) est donn�ee par (comparer avec corollaire 1.1) :

IE
h
(
̂(�)� 
(�))2 j X1; : : : ; Xn

i
=

"

(2)(�)

2
hn

2B+

#2
+

1

nhn

�
�2+(�)

f+(�)
+
�2�(�)
f�(�)

�
V 2
+ + oP (h

4
n +

1

nhn
):

Dans le th�eor�eme 1.2 la matrice de covariance asymptotique reste diagonale, mais avec

V 2
+�

2�(�)=f�(�) et V 2
+�

2
+(�)=f+(�) comme termes de la diagonale. Par cons�equent la variance

asymptotique dans le corollaire 1.2 devient
�
�2+(�)

f+(�)
+

�2�(�)

f�(�)

�
V 2
+.

1.4 La situation o�u la localisation de la discontinuit�e est incon-

nue

Pour tout t 2 [0; 1], posons


̂(t) = m̂+(t)� m̂�(t):

Intuitivement, la localisation du maximum de ces di��erences peut être un bon estimateur du

point de la discontinuit�e de la fonction de r�egression m(�). Ainsi nous proposons comme esti-

mateur de � :

�̂ = infft 2 �; 
̂(t) = sup
x2�


̂(x)g; (1.16)

o�u � un compact inclus dans ]0; 1[.

Comme estimateur de l'amplitude de la discontinuit�e, il est naturel de poser :


̂(�̂) = m̂+(�̂)� m̂�(�̂): (1.17)
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La restriction �a � a pour but d'�eliminer les extr�emit�es de l'intervalle car elles sont consid�er�ees

comme des points de rupture. Dans toute la suite, nous supposons que � 2]0; 1[.

La �gure 1.2 illustre l'action de la RLL s�epar�ement sur la partie signal et sur la partie bruit.

On note sur l'exemple une am�elioration du rapport signal sur bruit suite au lissage e�ectu�e.

Dans ce travail nous d�esignons par rapport signal sur bruit le rapport entre l'amplitude de la

rupture et l'�ecart-type du bruit :

RSB =
j
(�)j
�(�)

:

En pratique ni le signal ni le bruit ne sont accessibles et on a interêt �a ce que l'am�elioration dûe

au lissage soit la plus forte possible. La partie droite de la �gure 1.2 donne les repr�esentations

du processus du saut calcul�e sur le signal �echantillonn�e aux points Xi (en haut �a droite, 
̂m(�))
et sur le bruit aux points Xi (en bas �a droite, 
̂"(�)). Le processus de saut 
̂(�) = 
̂m(�) + 
̂"(�)
est reconstitu�e dans la partie centrale droite.

Pour �etudier la distribution asymptotique de �̂ et 
̂(�̂), nous introduisons le processus de

d�eviation locale suivant :

Zn(z) = �(n; hn)

�

̂

�
� +

hn
�(n; hn)

z

�
� 
̂(�)

�
; 8z 2 [�M;M ];

= �(n; hn) (
̂ (� + hny)� 
̂(�)) ;

o�u nous posons y = z=�(n; hn), M �etant une constante positive quelconque.

L'id�ee du recours �a ce processus de d�eviation locale semble être due �a Eddy [Edd82] qui

l'a utilis�ee pour estimer le mode d'une densit�e. Avec des choix convenables pour �(n; hn) et

�(n; hn), nous montrons que Zn(z) converge vers un processus Z(z). Il s'ensuit que zmax(n) =

arg sup
z
Zn(z) converge vers zmax = arg sup

z
Z(z). De ces convergences d�ecoulent des informa-

tions sur la vitesse de convergence de �̂ = � + hn
�(n;hn)

zmax(n) que nous explicitons plus loin.

1.4.1 Approximation par la somme des �el�ements d'une ligne d'un tableau

triangulaire

Nous avons

Zn(z) = Z+
n (z)� Z�

n (z);
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Figure 1.2 : Localisation d'une rupture dans un mod�ele de r�egression additif par R.L.L : D�emonstration
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o�u on peut �ecrire

Z+
n (z) = �(n; hn)

�Pn
i=1 w

+
i (� + hny)yiPn

i=1 w
+
i (� + hny)

�
Pn

i=1 w
+
i (�)yiPn

i=1 w
+
i (�)

�
;

= �(n; hn)

Pn
i=1(w

+
i (� + hny)� w+

i (�))(yi �m+(�))Pn
i=1 w

+
i (� + hny)

� �(n; hn)

�Pn
i=1 w

+
i (�)(yi �m+(�))Pn
i=1 w

+
i (�)

��Pn
i=1 w

+
i (� + hny)� w+

i (�)Pn
i=1 w

+
i (� + hny)

�
;

= An � Bn � Cn (1.18)

Or nous avons

w+
i (� + hny)� w+

i (�)

=
�
S+
2 (� + hny)� S+

2 (�)
�
K+(

� �Xi

hn
)� �S+

1 (� + hny)� S+
1 (�)

�
(� �Xi)K+(

� �Xi

hn
)

+ S+
2 (� + hny)

�
K+(

� + hny �Xi

hn
)�K+(

� �Xi

hn
)

�
� S+

1 (� + hny)

�
(� + hny �Xi)K+(

� + hny �Xi

hn
)� (� �Xi)K+(

� �Xi

hn
)

�
:

Il vient donc, pour les num�erateurs de An et Cn, les �ecritures suivantes qui nous seront utiles

par la suite :

nX
i=1

w+
i (� + hny)� w+

i (�)

=
�
S+
2 (� + hny)� S+

2 (�)
�
S+
0 (�)�

�
S+
1 (� + hny)� S+

1 (�)
�
S+
1 (�) (1.19)

+
�
S+
0 (� + hny)� S+

0 (�)
�
S+
2 (� + hny)�

�
S+
1 (� + hny)� S+

1 (�)
�
S+
1 (� + hny);

et

nX
i=1

(w+
i (� + hny)� w+

i (�))(yi �m+(�))

=
�
S+
2 (� + hny)� S+

2 (�)
�
D+

0 (�)�
�
S+
1 (� + hny)� S+

1 (�)
�
D+

1 (�) (1.20)

+
�
D+

0 (� + hny)�D+
0 (�)

�
S+
2 (� + hny)�

�
D+

1 (� + hny)�D+
1 (�)

�
S+
1 (� + hny);

o�u

D+
l (x) =

nX
i=1

(x�Xi)
lK+(

x�Xi

hn
)(yi �m+(�)):

Les r�esultats qui vont suivre sont �enonc�es sous certaines des hypoth�eses suivantes :
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H1. lim
n!1 hn = 0 et lim

n!1nhn =1.

H2. lim
n!1

hn
�(n;hn)

= 0 et lim
n!1�(n; hn) =1.

H3-0. K+(0) = K+(�1) = 0 et K
(1)
+ (0) < 0.

H4-0. K+(0) > 0 et K+(�1) = 0.

Lemme 1.2.

a) Sous les hypoth�eses H1 et H2,

S+
l (� + hny) = nhl+1

n fX(�)(K
+
l + op(1)):

b) Sous les hypoth�eses H1, H2 et H3-0,

S+
l (� + hny)� S+

l (�) = O
�

nhl+1
n

�2(n; hn)

�
+OP

 p
nh2l+1

n

�(n; hn)

!
:

c) Sous les hypoth�eses H1, H2 et H4-0,

S+
l (� + hny)� S+

l (�) = O
�

nhl+1
n

�(n; hn)

�
+ OP

0@s nh2l+1
n

�(n; hn)

1A :

d) Sous l'hypoth�ese H1,

D+
l (�) = O

�
nhl+2

n

�
+ OP

�q
nh2l+1

n

�
:

Preuve du lemme 1.2

a) Voir la d�emonstration du lemme 1.1.

b) Nous avons

IE
�
S+
l (� + hny)� S+

l (�)
�

= nhl+1
n

Z h
(x+ y)lK+(x+ y)� xlK+(x)

i
fX(� � hnx)dx ;

= nhl+1
n

Z �1

�1�y
(x+ y)lK+(x+ y)fX(� � hnx)dx

+nhl+1
n

Z �y

�1

h
(x+ y)lK+(x+ y)� xlK+(x)

i
fX(� � hnx)dx

�nhl+1
n

Z 0

�y
xlK+(x)fX(� � hnx)dx :

Or sous H1, H2 et H3-0, nous avons
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Z �1

�1�y
(x+ y)lK+(x+ y)fX(� � hnx)dx

=

Z y

0
(x� 1� y)lK+(x� 1� y)fX(� � hn(x� 1� y))dx ;

=

Z y

0

h
(�1)lK+(�1) +O(y)

i
[fX(�) + o(1)]dx ;

= O �y2� ;
= O �1=�2(n; hn)� :

Un calcul similaire conduit �aZ 0

�y
xlK+(x)fX(� � hnx)dx = O �1=�2(n; hn)� :

Un d�eveloppement de Taylor �a l'ordre 2 au voisinage de x implique queZ �y

�1

h
(x+ y)lK+(x+ y)� xlK+(x)

i
fX(� � hnx)dx

=

Z �y

�1

�
y
�
xlK+(x)

�0
+O(y2)

�
[fX(�) + o(1)]dx ;

= O �y2� ;
= O �1=�2(n; hn)� :

Il en r�esulte que sous H1, H2 et H3-0

IE
�
S+
l (� + hny)� S+

l (�)
�

= O
�

nhl+1
n

�2(n; hn)

�
:

D'autre part en utilisant les mêmes arguments que ceux utilis�es ci-dessus, nous obtenons

V ar
�
S+
l (� + hny)� S+

l (�)
�

= O
�

nh2l+1
n

�2(n; hn)

�
:

D'o�u sous H1, H2 et H3-0,

S+
l (� + hny)� S+

l (�) = O
�

nhl+1
n

�2(n; hn)

�
+OP

 p
nh2l+1

n

�(n; hn)

!
:

c) Sous H1, H2 et H4-0, nous avons :

1)
R �1
�1�y (x+ y)lK+(x+ y)fX(� � hnx)dx = O �1=�2(n; hn)�,

2)
R 0
�y x

lK+(x)fX(� � hnx)dx = O (1=�(n; hn)),
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3)
R �y
�1
h
(x+ y)lK+(x+ y)� xlK+(x)

i
fX(� � hnx)dx = O (1=�(n; hn)).

Nous en d�eduisons que sous H1, H2 et H4-0

IE
�
S+
l (� + hny)� S+

l (�)
�

= O
�

nhl+1
n

�(n; hn)

�
:

De la même mani�ere, nous obtenons que sous H1, H2 et H4-0

V ar
�
S+
l (� + hny)� S+

l (�)
�

= O
�

nh2l+1
n

�(n; hn)

�
:

Donc sous H1, H2 et H4-0,

S+
l (� + hny)� S+

l (�) = O
�

nhl+2
n

�(n; hn)

�
+ OP

0@s nh2l+1
n

�(n; hn)

1A :

d) Puisque nous avons,

IE
�
D+
l (�)

�
= nhl+1

n

Z
xlK+(x) (m(� � hnx)�m+(�)) fX(� � hnx)dx ;

= O
�
nhl+2

n

�
;

et

V ar
�
D+
l (�)

� � nh2l+1
n

Z
x2lK2

+(x)
h
(m(� � hnx)�m+(�))

2 + �2(� � xhn)
i
fX(� � hnx)dx ;

= O
�
nh2l+1

n

�
;

alors

D+
l (�) = O

�
nhl+2

n

�
+OP

�q
nh2l+1

n

�
:

ut

Le lemme suivant pr�ecise le comportement des termes intervenant dans An, Bn, Cn d�e�nis

en (1.18). Le noyau M+(�) qui intervient dans la d�e�nition du processus Mn(z) est d�e�ni par :

M+(x) = (K+
2 � xK+

1 )K+(x):

M+(�) s'appelle le noyau �equivalent. Il a �et�e introduit par Lejeune [Lej85]. On d�e�nit de la

même fa�con le noyau �equivalent pour K�(�) :

M�(x) = (K�
2 � xK�

1 )K�(x) = M+(�x);

et on pose

M(x) = M+(x)�M�(x):
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Figure 1.3 : Exemples de noyaux �equivalents utilis�es dans nos simulations. On montre K+(�)
(�a gauche) et M+(�) (�a droite). Il s'agit dans le premier exemple (en haut �a gauche) du noyau

de Epanechnikov translat�e (K+(x) = �12p5x(1+ x)1I[�1;0](x)) et dans le deuxi�eme exemple du

noyau d'Epanechnikov (K+(x) = 12
p
5=19(1� x2)1I[�1;0](x)).

Table 1.1 : Exemples de noyaux �equivalents utilis�es dans nos simulations. Les noyaux K+(�)
sont normalis�es de mani�ere �a v�eri�er la contrainte (1.3).

K+(�) M+(�) B+ V 2
+

�12p5x(x+1)1I[�1;0](x) �12x(3+5x)(1+x)1I[�1;0](x) �1
5

192
35

12
p
5=19(1�x2)1I[�1;0](x) 4

19(24+45x)(1�x2)1I[�1;0](x) �11
95

56832
12635

Lemme 1.3.

a) Sous les hypoth�eses H1 et H2,Pn
i=1 w

+
i (� + hny) = n2h4nf

2
X(�)(1 + op(1)).
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b) Sous les hypoth�eses H1, H2 et H3-0 :

1)

Pn
i=1 w

+
i (�+hny)�w+

i (�)Pn
i=1 w

+
i (�+hny)

= OP

�
1

�2(n;hn)
+ 1p

nhn�(n;hn)

�
,

2) �(n; hn)
Pn

i=1(w
+
i (�+hny)�w+

i (�))(yi�m+(�))Pn
i=1 w

+
i (�+hny)

= 1+oP (1)
fX(�) M+

n (z)

+OP

�h
�(n;hn)
�2(n;hn)

+ �(n;hn)p
nhn�(n;hn)

i h
hn +

1p
nhn

i�
.

c) Sous les hypoth�eses H1, H2 et H4-0 :

1)

Pn
i=1 w

+
i (�+hny)�w+

i (�)Pn
i=1 w

+
i (�+hny)

= OP

�
1

�(n;hn)
+ 1p

nhn�(n;hn)

�
,

2) �(n; hn)
Pn

i=1(w
+
i (�+hny)�w+

i (�))(yi�m+(�))Pn
i=1 w

+
i (�+hny)

= 1+oP (1)
fX(�) M+

n (z)

+OP

��
�(n;hn)
�(n;hn)

+ �(n;hn)p
nhn�(n;hn)

� h
hn +

1p
nhn

i�
.

d) Sous l'hypoth�ese H1,Pn
i=1 w

+
i (�)(yi�m+(�))Pn
i=1 w

+
i (�)

= OP

�
h2n +

1p
nhn

�
.

M+
n (z) est d�e�ni par :

M+
n (z) =

�(n;hn)
nhn

Pn
i=1

�
M+(

�+hny�Xi
hn

)�M+(
��Xi
hn

)
�
(Yi �m+(�)).

Preuve du lemme 1.3

a) Puisque
Pn

i=1 w
+
i (� + hny) = S+

2 (� + hny)S
+
0 (� + hny) � (S+

1 (� + hny))
2
, la partie a) du

lemme 1.3 d�ecoule directement de la partie a) du lemme 1.2.

b) La partie b) du lemme 1.3 est une cons�equence imm�ediate de (1.19), (1.20) et des parties a),

b) et d) du lemme 1.2.

En e�et sous les hypoth�eses H1, H2 et H3-0, nous avons

nX
i=1

w+
i (� + hny)� w+

i (�)

=
�
S+
2 (� + hny)� S+

2 (�)
�
S+
0 (�)�

�
S+
1 (� + hny)� S+

1 (�)
�
S+
1 (�)

+
�
S+
0 (� + hny)� S+

0 (�)
�
S+
2 (� + hny)�

�
S+
1 (� + hny)� S+

1 (�)
�
S+
1 (� + hny);

= OP

 "
nh3n

�2(n; hn)
+

p
nh5n

�(n; hn)

#
nhn

!
;

et
nX
i=1

w+
i (� + hny) = n2h4nf

2
X(�) (1 + op(1)) :

Il en r�esulte que sous H1, H2 et H3-0,
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Pn
i=1 w

+
i (� + hny)� w+

i (�)Pn
i=1w

+
i (� + hny)

= OP

�
1

�2(n; hn)
+

1p
nhn�(n; hn)

�
:

D'autre part

nX
i=1

(w+
i (� + hny)� w+

i (�))(yi �m+(�))

=
�
S+
2 (� + hny)� S+

2 (�)
�
D+

0 (�)�
�
S+
1 (� + hny)� S+

1 (�)
�
D+

1 (�)

+
�
D+

0 (� + hny)�D+
0 (�)

�
S+
2 (� + hny)�

�
D+

1 (� + hny)�D+
1 (�)

�
S+
1 (� + hny);

= OP

 
nh3n

�2(n; hn)
+

p
nh5n

�(n; hn)

!
�
h
O �nh2n�+ OP

�p
nhn

�i
+
�
D+

0 (� + hny)�D+
0 (�)

�
nh3nfX(�)(K

+
2 + op(1))

� �
D+

1 (� + hny)�D+
1 (�)

�
nh2nfX(�)(K

+
1 + op(1));

= nh3nfX(�) (1 + op(1))M+
n (z) +OP

�
n2h5n

�2(n; hn)

�
+ OP

 
n3=2h

9=2
n

�(n; hn)

!
+OP

�
n2h4np

nhn�2(n; hn)

�
+ OP

�
nh3n

�(n; hn)

�
:

D'o�u sous les hypoth�eses H1, H2 et H3-0,

�(n; hn)

Pn
i=1(w

+
i (� + hny)� w+

i (�))(yi �m+(�))Pn
i=1 w

+
i (� + hny)

=
1 + oP (1)

fX(�)
M+

n (z) +OP

��
�(n; hn)

�2(n; hn)
+

�(n; hn)p
nhn�(n; hn)

� �
hn +

1p
nhn

��
:

c) Un calcul similaire conduit �a la partie c).

d) La partie d) provient du th�eor�eme 1.1.

Ceci termine la d�emonstration du lemme. ut

A�n d'�etablir le r�esultat �enonc�e dans le lemme 1.4, nous aurons recours �a l'un ou l'autre des

groupes d'hypoth�eses suivants :

1) H3-0. K+(0) = K+(�1) = 0 et K
(1)
+ (0) < 0.

H3-1. lim
n!1

�(n;hn)hn
�(n;hn)

= L1 <1.

H3-2. 0 < lim
n!1

�(n;hn)
�2(n;hn)

= L2 <1.

H3-3. lim
n!1

�2(n;hn)
nhn�2(n;hn)

= L3 <1.

2) H4-0. K+(0) > 0 et K+(�1) = 0.
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H4-1. 0 < lim
n!1

�(n;hn)
�(n;hn)

= L4 <1.

H4-2. lim
n!1

�(n;hn)
nhn

= L5 <1.

Dor�enavant nous utiliserons H3 pour d�esigner les hypoth�eses H3-0, H3-1, H3-2 et H3-3 et H4

pour les hypoth�eses H4-0, H4-1 et H4-2.

Si H4 est satisfaite, nous posons �egalement

lim
n!1

�2(n; hn)

nhn�(n; hn)
= L4 � L5 = L6 <1:

Lemme 1.4. Sous les hypoth�eses fH1, H2 et H3g ou fH1, H2 et H4g,

Zn(z) =
(1 + oP (1))

fX(�)

�M+
n (z)�M�

n (z)
�
+ oP (1) ;

=
(1 + oP (1))

fX(�)
Mn(z) + oP (1) ;

o�u on a pos�e Mn(z) =M+
n (z)�M�

n (z).

Dans la suite nous montrons la convergence de Mn(z) vers un processus qui sera soit un

processus gaussien d�eg�en�er�e, soit un processus de Poisson compos�e bilat�eral. Pour cela nous mon-

trons tout d'abord la convergence cylindrique en dimension 2 : aMn(z1) + bMn(z2) converge

vers une loi normale ou une loi de Poisson compos�ee, et les param�etres de ces lois permettront

d'identi�er les param�etres des processus limites. Finalement la d�emonstration de la convergence

est termin�ee en montrant que la suite des processus (Mn(z)) est tendue.

Pour d�emontrer la convergence en loi de aMn(z1) + bMn(z2), nous observons qu'il s'agit de

la somme des termes d'une ligne d'un tableau triangulaire. En e�et

Mn(z) =M+
n (z)�M�

n (z);

o�u

M�
n (z) =

�(n; hn)

nhn

nX
i=1

�
M�(

� + hny �Xi

hn
)�M�(

� �Xi

hn
)

�
(Yi �m�(�)) ;

=
nX
i=1

M�
i (z):
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Il en r�esulte que

Mn(z) =
nX
i=1

�
M+

i (z)�M�
i (z)

�
;

=
nX
i=1

Mi(z);

et

aMn(z1) + bMn(z2) =
nX
i=1

(aMi(z1) + bMi(z2)) ;

o�u nous avons not�e Mi(z) = M+
i (z)�M�

i (z). Les variables Mi(z), M
+
i (z) et M

�
i (z) d�ependent

en r�ealit�e de n, mais pour all�eger les �ecritures nous omettons l'indice n. Posons �egalement

Tn
i = aMi(z1) + bMi(z2):

Nous montrons la convergence de
Pn

i=1 T
n
i , en recourant au r�esultat classique de convergence

de Gnedenko [GK68] vers des lois ind�e�niment divisibles que nous rappelons ci-dessous :

Th�eor�eme 1.3 (Gnedenko [GK68, page 100])

Soit �n(u) =
Pn

i=1

R u
�1 x2d ~Fni(x) o�u ~Fni(�) est la fonction de r�epartition de ~Tn

i = Tn
i � IE(Tn

i ).

Supposons que le tableau (Tn
i ) satisfait la propri�et�e :

8 � > 0; sup
1�i�n

IP
�
j ~Tn

i j > �
�
! 0 (n!1):

Alors �n(u) tend vers une fonction �(u) croissante, �a variation born�ee, si et seulement si

V ar (
Pn

i=1 T
n
i ) converge et

Pn
i=1 T

n
i converge en loi. La loi limite est alors ind�e�niment di-

visible, de fonction caract�eristique associ�ee �(�) v�eri�ant :

log�(t) = it
 +

Z
(exp(itu)� 1� itu)

1

u2
�(du) ;

o�u 
 est la moyenne, (et 
 = IE (
Pn

i=1 T
n
i )).

La convergence de �n(�) sera �etudi�ee s�epar�ement dans les deux cas K+(0) = 0 et K+(0) > 0.

Pour �etudier cette convergence, nous introduisons les notations :

1) g�(x; z) = M�(x+ y)�M�(x) = M�(x+ z
�(n;hn)

)�M�(x),

2) g�1 (x; z) = g�(x; z) (m(� � xhn)�m�(�)),

3) g1(x; z) = g+1 (x; z)� g�1 (x; z),
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4) g�2 (x; z) = g�(x; z) (m(� � xhn)�m�(�) + �(� � xhn)"),

5) g2(x; z) = g+2 (x; z)� g�2 (x; z),

6) An =
Pn

i=1 IE [Tn
i ],

7) �n(u) =
Pn

i=1 IE
h
(Tn

i � IE (Tn
i ))

2
1IfTn

i �IE(Tn
i )�ug

i
,

o�u 1IA(�) est la fonction indicatrice de l'ensemble A.

Suite aux d�e�nitions ci-dessus, nous avons

An = �(n; hn)

Z
(ag1(x; z1) + bg1(x; z2))fX(� � xhn)dx ;

et

�n(u) =
�2(n; hn)

nhn

Z
IE

"�
ag2(x; z1) + bg2(x; z2)� hn

�(n:hn)
An

�2

� 1If�(n:hn)
nhn

(ag2(x;z1)+bg2(x;z2))� 1
n
An�ug

�
fX(� � xhn)dx :

Nous commen�cons par �etudier dans le paragraphe suivant la situation o�u le noyau s'annule

en z�ero (K+(0) = 0).

1.4.2 La situation o�u le noyau s'annule en z�ero

Sous les hypoth�eses H1, H2 et H3, par un d�eveloppement de Taylor, nous obtenons :

a) Si x < �y < 0 ou x < 0 < �y,

1) g1(x; z)fX(� � xhn) = � hnz
�(n;hn)

xM
(1)
+ (x)m

(1)
+ (�)fX(�) + o( hn

�(n;hn)
),

2) g2(x; z)� hn
�(n;hn)

An = z
�(n;hn)

�(�)"M
(1)
+ (x) + oP (

1
�(n;hn)

).

b) Si �y < 0 < x ou 0 < �y < x,

1) g1(x; z)fX(� � xhn) =
hnz

�(n;hn)
xM

(1)
� (x)m

(1)
� (�)fX(�) + o( hn

�(n;hn)
),

2) g2(x; z)� hn
�(n;hn)

An = � z
�(n;hn)

�(�)"M
(1)
� (x) + oP (

1
�(n;hn)

).

c) Si �y < x < 0 ou 0 < x < �y,
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1) g1(x; z)fX(� � xhn) = �
(�)fX(�)(x+ y)M
(1)
� (0) + o( 1

�(n;hn)
),

2) g2(x; z)� hn
�(n;hn)

An = OP (
1

�(n;hn)
).

d'o�u

An =
�(n; hn)hn(az1 + bz2)

�(n; hn)

(1)(�)fX(�)

+
�(n; hn)(az21 + bz22)

2�2(n; hn)
M

(1)
+ (0)
(�)fX(�) + o

�
�(n; hn)hn
�(n; hn)

�
+ o

�
�(n; hn)

�2(n; hn)

�
:

Nous en d�eduisons

Lemme 1.5. Sous les hypoth�eses H1, H2 et H3, alors, quand n!1, nous avons :

a) An ! L1(az1 + bz2)

(1)(�)fX(�) +

L2(az
2
1+bz

2
2 )

2 M
(1)
+ (0)
(�)fX(�),

b) �n(u)! �(u),

o�u

�(u) =

8<: 0 si u < 0;

2L3(az1 + bz2)
2fX(�)�

2(�)
R
(M

(1)
+ (x))

2
dx si u � 0:

Nous avons �egalement

sup
1�i�n

IP [jaMi(z1) + bMi(z2)� IE [aMi(z1) + bMi(z2)] j � �]

= IP [jaM1(z1) + bM1(z2)� IE [aM1(z1) + bM1(z2)] j � �] ;

�
IE
h
(aM1(z1) + bM1(z2)� IE [aM1(z1) + bM1(z2)])

2
i

�2
;

� �n(1)

n�2
! 0 (n!1):

D'o�u

Lemme 1.6. Sous les hypoth�eses H1, H2, H3 et pour tout � > 0, nous avons

sup
1�i�n

IP [jaMi(z1) + bMi(z2)� IE [aMi(z1) + bMi(z2)] j � �]! 0;

quand n!1

D'apr�es Gnedenko [GK68], les lemmes 1.5 et 1.6 montrent que aMn(z1) + bMn(z2) admet

une limite en loi. La loi limite est la loi normale de moyenne et de variance donn�ee par le lemme

1.5. D'o�u nous avons d�emontr�e la convergence cylindrique, sous les hypoth�eses H1, H2 et H3,

du processus Mn vers un processus gaussien M d�e�ni par :
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i) IE [M(z)] = L1z

(1)(�)fX(�) +

L2z2

2 M
(1)
+ (0)
(�)fX(�);

ii) Cov (M(z1);M(z2)) = 2L3z1z2fX(�)�
2(�)

�R 0
�1 (M+

0(x))2dx
�
:

Puisque

Zn(z) =
1 + oP (1)

fX(�)
Mn(z);

alors

Zn(z)) Z(z);

o�u Z est un processus gaussien, avec

i) IE [Z(z)] = L1z

(1)(�) + L2z

2

2 M
(1)
+ (0)
(�);

ii) Cov (Z(z1);Z(z2)) = 2L3z1z2
�2(�)
fX(�)

�R 0
�1 (M+

0(x))2dx
�
;

Lemme 1.7. Sous les hypoth�eses H1, H2 et H3, le processus Mn est tendu.

Preuve du lemme 1.7

Sous les hypoth�eses H1, H2 et H3, le processus Zn(z) vit dans l'espace C[�M;M]. Pour montrer

que la suite de processus (Mn(z)) est tendue, il su�t (cf Billingsley [Bil68]), de v

'eri�er que pour tout z1 � z2 :

IE
h
(Mn(z2)�Mn(z1))

2
i
� �(z2 � z1)

2:

D'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz, nous obtenons

IE
h
(Mn(z2)�Mn(z1))

2
i

� IE
h�M+

n (z2)�M+
n (z1)

�2i
+ IE

h�M�
n (z2)�M�

n (z1)
�2i

+ 2IE
�jM+

n (z2)�M+
n (z1)jjM�

n (z2)�M�
n (z1)j

�
;

� IE
h�M+

n (z2)�M+
n (z1)

�2i
+ IE

h�M�
n (z2)�M�

n (z1)
�2i

+ 2
h
IE
h�M+

n (z2)�M+
n (z1)

�2i
IE
h�M�

n (z2)�M�
n (z1)

�2ii1=2
:

Or

IE
h�M�

n (z2)�M�
n (z1)

�2i
= IE

24 nX
i=1

M�
i (z2)�M�

i (z1)

!2
35 ;

= nIE
h�
M�

1 (z2)�M�
1 (z1)

�2i
+n(n�1)�IE �M�

1 (z2)�M�
1 (z1)

��2
:
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Puisque

IE
h�
M�

1 (z2)�M�
1 (z1)

�2i
=
�2(n; hn)

n2hn

Z h
(m(� + hn(y1 � x))�m�(�))2 + �2(� + hn(y1 � x))

i
�(g�(x; z2 � z1))

2fX(� + hn(y1 � x))dx

� c
�2(n; hn)

n2hn

Z
(g�(x; z2 � z1))

2dx

et �
IE
�
M�

1 (z2)�M�
1 (z1)

��2
=

�R
(m(� + hn(y1 � x))�m�(�))g�(x; z2� z1)fX(� + hn(y1 � x))dx

�2
n2=�2(n; hn)

;

� c
�2(n; hn)

n2

Z
(g�(x; z2 � z1))

2dx

alors

IE
h�M�

n (z2)�M�
n (z1)

�2i � c1
�2(n; hn)

nhn
[1 + nhn]

Z
(g�(x; z2 � z1))

2dx ;

� c2
�2(n; hn)

nhn�2(n; hn)
[1 + nhn] (z2 � z1)

2 ;

o�u nous avons appliqu�e le r�esultat b) de la proposition 1.1. D'o�u sous les hypoth�eses H1, H2 et

H3 et pour tout z1 � z2,

IE
h
(Mn(z2)�Mn(z1))

2
i

� �(z2 � z1)
2: (1.21)

Nous en d�eduisons, d'apr�es l'in�egalit�e (1.21) que la suite de processus (Mn) est tendue. ut

En�n, ayant montr�e la convergence cylindrique et la tension du processus Mn, nous en

d�eduisons la convergence du processus Mn vers un processus limite M.

Th�eor�eme 1.4.

Sous les hypoth�eses H1, H2 et H3 nous avons,

Zn ) Z ; sur C[�M;M ] (1.22)

o�u

Z(z) = L2

(�)

2
M

(1)
+ (0)z2 + (L1


(1)(�) + U)z; (1.23)
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avec

U � N
�
0;

�
2L3�

2(�)

fX(�)

Z 0

�1
[M

(1)
+ (x)]2dx

��
:

Corollaire 1.4. Sous les hypoth�eses H1, H2 et H3,

�(n; hn)

hn
(�̂ � �)

D�! N �B; V 2
�
:

o�u

V 2 =
2L3�

2(�)

(L2
(�)M
(1)
+ (0))

2
fX(�)

Z 0

�1
[M

(1)
+ (x)]2dx ;

et

B = � L1

(1)(�)

L2
(�)M
(1)
+ (0)

:

Preuve du corollaire 1.4

Il d�ecoule de Whitt [Whi70] que nous pouvons �etendre la convergence du processus Zn vers

le processus Z dans l'espace C([�M;M ]) �a la convergence dans l'espace C(IR). Ainsi nous en

d�eduisons que

sup
z
Zn(z)

D�! sup
z
Z(z);

et

arg sup
z
Zn(z)

D�! arg sup
z
Z(z);

lorsque

n!1:

Notons zmax = arg sup
z
Z(z); alors

zmax =
L1


(1)(�) + U

L2
(�)M
(1)
+ (0)

;

o�u

U � N
�
0;

�
2L3�

2(�)

fX(�)

Z 0

�1
[M

(1)
+ (x)]2dx

��
:
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Posons zmax(n) le point o�u le processus Zn atteint son maximum. Par construction, nous avons

�̂ = � +
hn

�(n; hn)
zmax(n); (1.24)

Nous en d�eduisons que

�(n; hn)

hn
(�̂ � �)

D�! zmax:

Ceci termine la d�emonstration du corollaire 1.4 . ut

Corollaire 1.5. Supposons que les hypoth�eses H1, H2 et H3, nh5n ! 0 et IE
�
j"j2+�

�
< 1 o�u

� > 0. Si
p
nhn=�(n; hn)! 0 alors

p
nhn (
̂(�̂)� 
(�))

D�! N
�
0;
2�2(�)

fX(�)
V 2
+

�
:

Preuve du corollaire 1.5

Nous avonsp
nhn (
̂(�̂)� 
(�)) =

p
nhn (
̂(�̂)� 
̂(�)) +

p
nhn (
̂(�)� 
(�)) ;

=

p
nhn

�(n; hn)
Zn (zmax(n)) +

p
nhn (
̂(�)� 
(�)) ;

= oP (1) +
p
nhn (
̂(�)� 
(�)) ;

D�! N
�
0;
2�2(�)

fX(�)
V 2
+

�
:

ut

En rempla�cant fX(�) et �2(�) par des estimateurs consistants, nous obtenons un corollaire

analogue au corollaire 1.3.

Corollaire 1.6. Soient f̂X(�) et �̂2(�) deux estimateurs consistants de fX(�) et �2(�). L'estimateur

f̂X(�) est suppos�e positif. Sous les mêmes hypoth�eses que celles du corollaire 1.6, nous avons

p
nhn

q
f̂X(�) (
̂(�̂)� 
(�))

(2�̂2(�))1=2
L�! N �0; V 2

+

�
: (1.25)

Vitesse de convergence de �̂ et 
̂(�̂)

�Etant donn�e deux suites r�eelles positives (an) et (bn) nous notons an � bn lorsque an=bn ! L,

o�u 0 < L <1
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1) Si hn � n�1=3 prenons �(n; hn) � n1=3 et �(n; hn) � n2=3. Ceci implique :

i) n2=3 (�̂ � �)
D�! N �B; V 2

�
, o�u les constantes L1 et L3 qui interviennent dans les

d�e�nitions de B et V 2 sont telles que L1L3 > 0.

ii) n1=3 (
̂(�̂)� 
(�))
D�! N

�
0; 2�

2(�)
fX(�) V

2
+

�
.

Dans ce premier cas on est loin des vitesses de convergence optimales pour �̂ et 
̂(�̂).

2) Si hn = o(n�1=3) prenons �(n; hn) �
p
nhn et �(n; hn) � nhn. Ceci implique :

i)
q

n
hn

(�̂ � �)
D�! N �0; V 2

�
.

ii)
p
nhn (
̂(�̂)� 
(�))

D�! N
�
0;

2�2(�)
fX(�) V

2
+

�
.

Ici on a L1 = 0 et L3 > 0. Dans ce deuxi�eme cas on peut s'approcher des vitesses de

convergence optimales pour �̂ et 
̂(�̂) mais avec des choix de fenêtre de lissage qui ne sont pas

compatibles. Une fa�con pour pallier ce d�efaut consiste tout d'abord �a localiser la rupture en

utilisant des fenêtre de lissage de petites tailles (par exemple h1n � logn
n ) et ensuite �a estimer


̂(�̂h1n) en utilisant des fenêtres de lissage plus grandes (par exemple h2n � 1

(n logn)1=5
).

3) Si nh3n ! 1 prenons �(n; hn) � 1
hn

et �(n; hn) � 1
h2n
. Il en r�esulte que L1 > 0 et L3 = 0 et

par cons�equent Z(z) = L2

(�)
2 M

(1)
+ (0)z2 + L1


(1)(�)z. Ceci implique :

i)
(�̂��)
h2n

! � L1

(1)(�)

L2
(�)M
(1)
+ (0)

.

ii) Si hn = o
�
n�1=5

�
, alors

p
nhn (
̂(�̂)� 
(�))

D�! N
�
0; 2�

2(�)
fX(�) V

2
+

�
.

Dans ce dernier cas la vitesse de convergence de �̂ est h2n. Dans le meilleur des cas cette

vitesse ne d�epasse pas n�2=3 ( comparer avec la vitesse optimale qui est n�1).

1.4.3 La situation o�u le noyau est strictement positif en z�ero

Sous les hypoth�eses H1, H2 et H4

a) Si x < �y < 0 ou x < 0 < �y ou �y < 0 < x ou 0 < �y < x,

1) g1(x; z)fX(� � xhn) = O( hn
�(n;hn)

),

2) g2(x; z)� hn
�(n;hn)

An = OP (
1

�(n;hn)
).

b) Si �y < x < 0 ou 0 < x < �y,

1) g1(x; z)fX(� � xhn) = �
(�)fX(�)M+(0) + o(1),
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2) g2(x; z)� hn
�(n;hn)

An = (�
(�)� 2sign(z)�(�)")M+(0) + oP (1).

Donc

An = ��(n; hn)
�(n; hn)


(�)fX(�)M+(0)(ajz1j+ bjz2j) + o(
�(n; hn)

�(n; hn)
):

Nous en d�eduisons

Lemme 1.8. Sous les hypoth�eses H1, H2 et H4 alors, quand n!1, nous avons

a) An ! A = �L4
(�)fX(�)M+(0)(ajz1j+ bjz2j),

b) �n(u)! �(u),

o�u

1) Si 0 � z1 � z2 alors,

�(u) = 4L6M
2
+(0)fX(�)

h
z1(a+ b)2�+a+b(u) + (z2 � z1)b

2�+b (u)
i
.

2) Si z2 � z1 � 0 alors,

�(u) = 4L6M
2
+(0)fX(�)

h
�z1(a+ b)2��a+b(u) + (z1 � z2)b

2��b (u)
i
.

3) Si z1 � 0 � z2 alors,

�(u) = 4L6M
2
+(0)fX(�)

��z1a2��a (u) + z2b
2�+b (u)

�
.

avec

��a (u) = IE
h
(�
(�)� 2�(�)")21If2L5aM+(0)(�
(�)+�(�)")�ug

i
:

Nous avons �egalement

sup
1�i�n

IP [jaMi(z1) + bMi(z2)� IE [aMi(z1) + bMi(z2)] j � �]

= IP [jaM1(z1) + bM1(z2)� IE [aM1(z1) + bM1(z2)] j � �] ;

�
IE
h
(aM1(z1) + bM1(z2)� IE [aM1(z1) + bM1(z2)])

2
i

�2
;

� �n(1)

n�2
! 0 (n!1):

D'o�u

Lemme 1.9. Sous les hypoth�eses H1, H2 et H4 et pour tout � > 0, nous avons

sup
1�i�n

IP [jaMi(z1) + bMi(z2)� IE [aMi(z1) + bMi(z2)] j � �]! 0;

quand n!1
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Posons

1) �1 = 2L5M+(0),

2) si L5 > 0, �2 =
L6
L25
fX(�),

3) �3 = L4M+(0)fX(�) =
�1�2
2 ,

4) �� = �
(�)� 2�(�)".

Nous avons alors,

a) Si 0 � z1 � z2, alors

d�(u)

u2
= �2

�
z1dF�1(a+b)�+(u) + (z2 � z1)dF�1b�+(u)

�
:

b) Si z2 � z1 � 0, alors

d�(u)

u2
= �2

��z1dF�1(a+b)��(u) + (z1 � z2)dF�1b��(u)
�
:

c) Si z1 � 0 � z2, alors

d�(u)

u2
= �2

��z1dF�1a��(u) + z2dF�1b�+(u)
�
:

o�u FX(�) est la fonction de r�epartition de X .

D'apr�es Gnedenko [GK68], les lemmes 1.8 et 1.9 montrent que aMn(z1) + bMn(z2) admet

une limite en loi. Le logarithme de la fonction caract�eristique de la loi limite est donn�e par la

formule de Kolmogorov (cf th�eor�eme 1.3) avec la constante �egale �a A et la fonction �(u) est

d�e�nie comme dans le lemme 1.8.

Notons �(�) la fonction caract�eristique de la loi limite et �X(�) celle de X . D'apr�es le lemme

1.8, nous avons

a) Si 0 � z1 � z2, alors

�(t) = exp [i�3
(�)(ajz1j+ bjz2j)t]
� exp

�
�2z1

�
��1(a+b)�+(t)� 1

��
� exp

�
�2(z2 � z1)

�
��1b�+(t)� 1

��
:
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b) Si z2 � z1 � 0, alors

�(t) = exp [i�3
(�)(ajz1j+ bjz2j)t]
� exp

���2z1 ���1(a+b)��(t)� 1
��

� exp
�
�2(z1 � z2)

�
��1b��(t)� 1

��
:

c) Si z1 � 0 � z2, alors

�(t) = exp [i�3
(�)(ajz1j+ bjz2j)t]
� exp

���2z1 ���1a��(t)� 1
��

� exp
�
�2z2

�
��1b�+(t)� 1

��
:

D'o�u nous avons d�emontr�e la convergence cylindrique, sous les hypoth�eses H1, H2 et H4, du

processus Mn vers le processus de Poisson compos�e bilat�eral M d�e�ni comme suit :

M(z) = �3
(�)jzj+ �1N (z);

o�u

N (z) =

8>><>>:
0 si z = 0;PN+

z
i=1�
(�)� 2�(�)"+i si z > 0;PN�
�z

i=1 �
(�) + 2�(�)"�i si z < 0;

(1.26)

avec N+
z et N�

z sont des processus de Poisson homog�enes et ind�ependants, de param�etre �2. Les

"+i 's et "
�
i sont des variables al�eatoires, ind�ependantes, identiquement distribu�ees et de même

loi que ". Elles sont aussi ind�ependantes de N+
z et N�

z .

On v�eri�e ais�ement

i) IE [M(z)] = ��3
(�)jzj;

ii) Cov (M(z1);M(z2)) = �21�2
�

2(�) + �2(�)

� �
min(jz1j; jz2j)1Ifz1z2>0g

�
:

Puisque

Zn(z) =
1 + oP (1)

fX(�)
Mn(z);

alors

Zn(z)) Z(z);
o�u
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a)

Z(z) = �3
fX(�)


(�)jzj+ �1
fX(�)

N (z):

Lemme 1.10. Sous les hypoth�eses H1, H2 et H4, la suite de processus (Mn) est tendue.

Preuve du lemme 1.10

Sous les hypoth�eses H1, H2 et H4, le processus Zn(z) vit dans l'espace D[�M;M]. Pour montrer

que la suite de processus (Mn(z)) est tendue, il su�t (cf Billingsley [Bil68]), de v�eri�er que

pour tout z1 � z � z2 :

IE [jMn(z2)�Mn(z)jjMn(z1)�Mn(z)j] � �(z2 � z1)
2:

En utilisant l'in�egalit�e triangulaire, le terme �a gauche de l'in�egalit�e ci-dessus peut être major�e

comme suit :

IE [jMn(z2)�Mn(z)jjMn(z1)�Mn(z)j]
� IE

�jM+
n (z2)�M+

n (z)jjM+
n (z1)�M+

n (z)j
�
+ IE

�jM+
n (z2)�M+

n (z)jjM�
n (z1)�M�

n (z)j
�

+ IE
�jM�

n (z2)�M�
n (z)jjM+

n (z1)�M+
n (z)j

�
+ IE

�jM�
n (z2)�M�

n (z)jjM�
n (z1)�M�

n (z)j
�
:

Or

IE
�jM�

n (z2)�M�
n (z)jjM�

n (z1)�M�
n (z)j

�
= IE

"�����
nX
i=1

�
M�

i (z2)�M�
i (z)

������
�����
nX
i=1

�
M�

i (z1)�M�
i (z)

������
#
;

�
X

1�i;j�n
IE
h��M�

i (z2)�M�
i (z)

�� ���M�
j (z1)�M�

j (z)
���i ;

= nIE
���M�

1 (z2)�M�
1 (z)

�� ��M�
1 (z1)�M�

1 (z)
���

+ n(n � 1)IE
���M�

1 (z2)�M�
1 (z)

���� IE
���M�

1 (z1)�M�
1 (z)

��� :
Puisque

IE
���M�

1 (z2)�M�
1 (z)

�� ��M�
1 (z1)�M�

1 (z)
���

� �2(n; hn)

n2hn

Z
IE[jY �m�(�)j jY �m�(�)j jX = � + hn(y � x)]

�jg�(x; z2 � z)jjg�(x; z1� z)jfX(� + hn(y � x))dx

� c1
�2(n; hn)

n2hn

Z
jg�(x; z2 � z)jjg�(x; z1 � z)jdx ;

� c2
�2(n; hn)

n2hn�2(n; hn)
jz2 � zjjz1 � zj ;
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o�u nous avons appliqu�e le r�esultat c) de la proposition 1.1.

Nous avons �egalement

IE
���M�

1 (z1)�M�
1 (z)

���
� �(n; hn)

n

Z
IE[jY �m�(�)j jX = � + hn(y � x)]

�jg�(x; z1 � z)jfX(� + hn(y � x))dx;

� c2
�(n; hn)

n

Z
jg�(x; z1 � z)jdx ;

� c3
�(n; hn)

n�(n:hn)
jz1 � zj:

D'o�u sous les hypoth�eses H1, H2 et H4 et pour tout z1 � z � z2,

IE [jMn(z2)�Mn(z)jjMn(z1)�Mn(z)j] � �(z2 � z1)
2: (1.27)

Nous en d�eduisons, d'apr�es (1.27) que le processus Mn est tendu. ut

En�n, en montrant la convergence cylindrique et la tension du processus Mn, nous �etab-

lissons la convergence du processus Mn vers un processus limite M. Nous en d�eduisons le

th�eor�eme suivant

Th�eor�eme 1.5. Sous les hypoth�eses H1, H2 et H4 nous avons,

Zn ) Z ; sur D[�M;M ] (1.28)

o�u

Z(z) = �3
fX(�)


(�)jzj+ �1
fX(�)

N (z); (1.29)

avec N (z) est un processus de Poisson compos�e bilat�eral, (voir (1.26)).

Lorsque L5 = 0 le processus N (z) n'est plus d�e�ni (�2 = +1). N�eanmoins le processus limite

Z(z) existe et il est d�eg�en�er�e (Z(z) = � �3
fX(�)
(�)jzj).

Corollaire 1.7. Sous les hypoth�eses H1, H2 et H4,

�(n; hn)

hn
(�̂ � �)

D�!M;

o�u

M = arg sup
z

�3
fX(�)


(�)jzj+ �1
fX(�)

N (z): (1.30)
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Preuve du corollaire 1.7

D'apr�es Whitt [Whi80], nous pouvons �etendre la convergence du processus Zn vers le processus

Z dans l'espace D([�M;M ]) �a la convergence dans l'espace D(IR). Il en r�esulte que

sup
z
Zn(z)

D�! sup
z
Z(z);

et

arg sup
z
Zn(z)

D�! arg sup
z
Z(z);

lorsque

n!1:

Lemme 1.11. Sous les hypoth�eses H1, H2 et H4, alors

IP

"
sup
z2IR

Z(z) <1
#
= 1:

Preuve du lemme 1.11

Il est clair que

sup
z2IR

Z(z) = max

�
sup
z�0

Z(z); sup
z�0

Z(z)
�
:

Pour tout z � 0, nous avons

Z(z) =
�3

fX(�)

(�)z +

�1
fX(�)

N (z);

=
�3

fX(�)

(�)z +

�1
fX(�)

N+
zX

i=1

��
(�)� 2�(�)"+i
�
:

1. Si L5 = 0, alors Z(z) = � �3
fX(�)
(�)jzj, et par cons�equent

IP

"
sup
z2IR

Z(z) <1
#
= 1:

2. Si L5 > 0, alors

sup
z�0

Z(z) = sup
z�0

�3
fX(�)


(�)z +
�1

fX(�)

N+
zX

i=1

��
(�)� 2�(�)"+i
�
;

= sup
z�0

�2
2
z �

N+
zX

i=1

�
1 +

2�(�)


(�)
"+i

�
:

Notons
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1) T+
1 ; T

+
2 ; : : : : les dates d'occurrence du processus de Poisson N+

z .

2) E+
i = T+

i+1 � T+
i .

T3

T5T42TT1

Figure 1.4 : Une trajectoire du processus Z(z) sous les hypoth�eses H1, H2 et H4.

Le maximum du processus Z(z) ne peut avoir lieu qu'en une extr�emit�e droite de segment. D'o�u

sup
z�0

Z(z) = max
j�1

lim
z%T+

j

Z(z);

= max
j�1

�2
2
T+
j �

j�1X
i=1

�
1 +

2�(�)


(�)
"+i

�
;

= max

"
�2
2
T+
1 ;max

j�2

 
�2
2
T+
1 +

j�1X
i=1

�+
i

!#
;

o�u �+
i = �2

2 E
+
i � 1 + 2�(�)


(�) "
+
i .

On d�e�nit la marche al�eatoire

W+
i =

8>><>>:
�2
2 T

+
1 si i = 1;

W+
i�1 +�+

i si i > 1:

Puisque Ei ; EXP(�2) (loi exponentielle de param�etre �2) et IE"i = 0, il est facile de v�eri�er

que

IE�+
i = �1=2:
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Or toute marche al�eatoire
Pn

i=1�
+
i v�eri�ant IE�+

i < 0 admet un maximum presque sûrement

(voir par exemple Feller [Fel66, chapitre XII]). Il vient, donc, que sous les hypoth�eses H1, H2

et H4 , le processus Z admet un maximum avec une probabilit�e �egale �a 1. ut

Posons zmax(n) le point o�u le processus Zn atteint son maximum. Par construction, nous avons

�̂ = � +
hn

�(n; hn)
zmax(n): (1.31)

Nous en d�eduisons que

�(n; hn)

hn
(�̂ � �)

D�! zmax;

o�u zmax = arg sup
z

�3
fX(�)
(�)jzj+ �1

fX(�)N (z).

Ceci termine la d�emonstration du corollaire 1.7 . ut

Les corollaires 1.8 et 1.9 ci-dessous sont obtenus de la même fa�con que leurs analogues dans

la situation K+(0) = 0 (cf les corollaires 1.5 et 1.6).

Corollaire 1.8. Supposons que les hypoth�eses H1, H2 et H4 sont satisfaites, nh5n ! 0, et

IE(j"j2+�) o�u � > 0, alors

p
nhn (
̂(�̂)� 
(�))

D�! N
�
0;
2�2(�)

fX(�)
V 2
+

�
:

En rempla�cant f(�) et �2(�) par des estimateurs consistants, nous obtenons un corollaire ana-

logue au corollaire 1.3.

Corollaire 1.9. Soient f̂X(�) et �̂
2(�) deux estimateurs consistants de f(�) et �2(�). L'estimateur

f̂X(�) est suppos�e positif. Sous les mêmes hypoth�eses que celles du corollaire 1.3, nous avons

p
nhn

q
f̂X(�) (
̂(�̂)� 
(�))

(2�̂2(�))1=2
L�! N �0; V 2

+

�
: (1.32)

Vitesses de convergence de �̂ et 
̂(�̂)

1) La vitesse de convergence de �̂ est ind�ependante du choix de la fenêtre de lissage hn. Elle

est �egale �a n�1. Il s'agit l�a de la vitesse optimale pour ce type de probl�eme. En e�et si on

choisit �(n; hn) � nhn et �(n; hn) � nhn. Ceci implique :

n (�̂ � �) = OP (1):

2) Si de plus hn = o(n�1=5), alors
p
nhn (
̂(�̂)� 
(�))

D�! N
�
0; 2�

2(�)
fX(�) V

2
+

�
.
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1.5 Simulations

Nous avons �etudi�e dans les paragraphes pr�ec�edentes quelques propri�et�es asymptotiques des

param�etres de rupture � et 
(�). Nous pr�esentons maintenant des simulations que nous avons

e�ectu�ees pour explorer le comportement de nos estimateurs dans un cadre non asymptotique.

Il s'agit seulement d'une partie d'un ensemble plus �etendu de simulations que nous ne pouvons

reproduire ici de mani�ere exhaustive. Dans ces simulations nous �etudions les comportements

des estimateurs des ruptures en fonction des quatre param�etres suivants :

1) Le noyau de lissage.

2) La taille de l'�echantillon.

3) Le rapport signal sur bruit (RSB).

4) La fenêtre de lissage.

Soit x le param�etre �a estimer (amplitude ou localisation de la discontinuit�e) et X̂ son estimateur.

On note p le nombre d'�echantillons simul�es et x̂(i) l'estimation de x �a partir du i�eme �echantillon.

Dans ce paragraphe, nous adoptons les notations suivantes :

� biais = 1
p

Pp
i=1(x̂(i) � x).

� variance = 1
p

Pp
i=1 (x̂(i) � �xp)

2, o�u �xp =
1
p

Pp
i=1 x̂(i).

� MSE = 1
p

Pp
i=1 (x̂(i) � x)2 = biais2 + variance.

Les noyaux utilis�es dans les simulations sont d�e�nis par :

1) K0(x) = x2(1 + x)21I[�1;0](x).

2) K1(x) = (1� x2)1I[�1;0](x).

3) K2(x) = �x(1 + x)1I[�1;0](x).

Les simulations pr�esent�ees ici sont toutes faites �a partir de l'un des mod�eles ci-dessous et sont

r�ep�et�ees 200 fois pour chaque exemple :

M1

� m(x) = 1I[0:4;1](x),

� xi =
i
n ,

� " : variable gaussienne centr�ee r�eduite.
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M2

� m(x) = 4 sin(5x) + 3x+ 1I[0:7;1](x),

� Xi ; U [0; 1],
� " : variable gaussienne centr�ee r�eduite.

Noyau de Lissage

Nous avons simul�e les mod�eles M1 et M2 pour deux combinaisons de la taille de l'�echantillon

et de la variance du bruit, et �etudi�e le comportement des estimateurs en fonction du choix

du noyau. Nous constatons que l'utilisation d'un noyau qui ne s'annule pas en z�ero conduit

en g�en�eral �a une r�eduction du biais, de la variance et donc de la MSE de chacun des deux

estimateurs. Il semble donc que de tels noyaux conduisent �a une am�elioration de la vitesse de

convergence, mais aussi �a de meilleures performances dans un cadre non asymptotique. Pour

illustrer graphiquement ces di��erentes r�eductions de biais , variance et MSE, nous repr�esentons

dans les �gures 1.5, 1.6, 1.7 et 1.8, le comportement du biais au carr�e , de la variance et de la

MSE en fonction des trois noyaux K0,K1 et K2.



1.5. Simulations 61

0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

fenetre de lissage

bi
ai

s 
au

 c
ar

re

n = 200 et signal/bruit = 2

k0
k1
k2

0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
x 10

−3

fenetre de lissage

bi
ai

s 
au

 c
ar

re

n = 200 et signal/bruit = 2

k0
k1
k2

0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

fenetre de lissage

va
ria

nc
e

n = 200 et signal/bruit = 2

k0
k1
k2

0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

fenetre de lissage

va
ria

nc
e

n = 200 et signal/bruit = 2

k0
k1
k2

0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

fenetre de lissage

M
S

E

n = 200 et signal/bruit = 2

k0
k1
k2

0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

fenetre de lissage

M
S

E

n = 200 et signal/bruit = 2

k0
k1
k2

Figure 1.5 : Estimations du biais au carr�e, de la variance et de la MSE �a partir de 200

�echantillons de taille 200 simul�es selon le mod�ele M1 et pour un niveau de bruit � = 0:5. On

montre �a gauche ces di��erentes estimations pour l'estimateur de l'amplitude de la rupture 
̂(�̂)

et �a droite pour l'estimateur de la localisation �̂ .
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Figure 1.6 : Estimations du biais au carr�e, de la variance et de la MSE �a partir de 200

�echantillons de taille 1000 simul�es selon le mod�ele M1 et pour un niveau de bruit � = 1. On

montre �a gauche ces di��erentes estimations pour l'estimateur de l'amplitude de la rupture 
̂(�̂)

et �a droite pour l'estimateur de la localisation �̂ .
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Figure 1.7 : Estimations du biais au carr�e, de la variance et de la MSE �a partir de 200

�echantillons de taille 200 simul�es selon le mod�ele M2 et pour un niveau de bruit � = 0:5. On

montre �a gauche ces di��erentes estimations pour l'estimateur de l'amplitude de la rupture 
̂(�̂)

et �a droite pour l'estimateur de la localisation �̂ .
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Figure 1.8 : Estimations du biais au carr�e, de la variance et de la MSE �a partir de 200

�echantillons de taille 1000 simul�es selon le mod�ele M2 et pour un niveau de bruit � = 1. On

montre �a gauche ces di��erentes estimations pour l'estimateur de l'amplitude de la rupture 
̂(�̂)

et �a droite pour l'estimateur de la localisation �̂ .
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Taille de l'�echantillon

Les �gures 1.9, 1.10, 1.11 et 1.12 illustrent les gains en biais, variance et MSE des deux

estimateurs (�̂ et 
̂(�̂)) obtenus lorsqu'on augmente le nombre d'observations. Il est clair que

l'augmentation du nombre d'observations s'accompagne d'une meilleure pr�ecision dans les es-

timations de la localisation et de l'amplitude de la rupture. Dans les situations o�u le rapport

signal sur bruit n'est pas favorable (�egale �a 1 par exemple), on peut s'attendre �a ce que le nom-

bre d'observations ait de l'importance dans la localisation de la rupture et dans l'estimation de

l'amplitude du saut. C'est e�ectivement le cas. Nous observons qu'en augmentant la taille de

l'�echantillon, les performances s'am�eliorent, mais il faut noter que le gain est inf�erieur �a celui

obtenu en situation de rapport signal sur bruit plus favorable. Un rapport signal sur bruit

m�ediocre n�ecessite une taille d'�echantillon importante.
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Figure 1.9 : Estimations du biais au carr�e, de la variance et de la MSE �a partir de 200

�echantillons de taille n (n = 200; 500; 1000) simul�es selon le mod�ele M1 et pour un niveau de

bruit � = 0:5. On montre �a gauche ces di��erentes estimations pour l'estimateur de l'amplitude

de la rupture 
̂(�̂) et �a droite pour l'estimateur de la localisation �̂ . Le noyau utilis�e est K1.
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Figure 1.10 : Estimations du biais au carr�e, de la variance et de la MSE �a partir de 200

�echantillons de taille n (n = 200; 500; 1000) simul�es selon le mod�ele M1 et pour un niveau de

bruit � = 1. On montre �a gauche ces di��erentes estimations pour l'estimateur de l'amplitude de

la rupture 
̂(�̂) et �a droite pour l'estimateur de la localisation �̂ . Le noyau utilis�e est K1.
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Figure 1.11 : Estimations du biais au carr�e, de la variance et de la MSE �a partir de 200

�echantillons de taille n (n = 200; 500; 1000) simul�es selon le mod�ele M2 et pour un niveau de

bruit � = 0:5. On montre �a gauche ces di��erentes estimations pour l'estimateur de l'amplitude

de la rupture 
̂(�̂) et �a droite pour l'estimateur de la localisation �̂ . Le noyau utilis�e est K1.
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Figure 1.12 : Estimations du biais au carr�e, de la variance et de la MSE �a partir de 200

�echantillons de taille n (n = 200; 500; 1000) simul�es selon le mod�ele M2 et pour un niveau de

bruit � = 1. On montre �a gauche ces di��erentes estimations pour l'estimateur de l'amplitude de

la rupture 
̂(�̂) et �a droite pour l'estimateur de la localisation �̂ . Le noyau utilis�e est K1.
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Rapport signal sur bruit (RSB)

Les �gures 1.13, 1.14, 1.15 et 1.16 illustrent les gains en biais, variance et MSE des deux

estimateurs (�̂ et 
̂(�̂)) obtenus lorsqu'on augmente le rapport signal sur bruit. Le RSB n'a

pas d'in
uence sur l'ordre de grandeur des vitesses de convergence de ces estimateurs mais les

constantes multiplicatives de ces vitesses d�ependent de ce rapport. Les simulations montrent

clairement qu'en situation non asymptotique, les performances des d'estimations sont fortement

d�ependantes du rapport signal sur bruit.
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Figure 1.13 : Estimations du biais au carr�e, de la variance et de la MSE �a partir de 200

�echantillons de taille 200 simul�es selon le mod�ele M1. On montre �a gauche ces di��erentes esti-

mations pour l'estimateur de l'amplitude de la rupture 
̂(�̂) et �a droite pour l'estimateur de la

localisation �̂ .
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Figure 1.14 : Estimations du biais au carr�e, de la variance et de la MSE �a partir de 200

�echantillons de taille 1000 simul�es selon le mod�ele M1. On montre �a gauche ces di��erentes

estimations pour l'estimateur de l'amplitude de la rupture 
̂(�̂) et �a droite pour l'estimateur de

la localisation �̂ .
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Figure 1.15 : Estimations du biais au carr�e, de la variance et de la MSE �a partir de 200

�echantillons de taille 200 simul�es selon le mod�ele M2. On montre �a gauche ces di��erentes esti-

mations pour l'estimateur de l'amplitude de la rupture 
̂(�̂) et �a droite pour l'estimateur de la

localisation �̂ .
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Figure 1.16 : Estimations du biais au carr�e, de la variance et de la MSE �a partir de 200

�echantillons de taille 1000 simul�es selon le mod�ele M2. On montre �a gauche ces di��erentes

estimations pour l'estimateur de l'amplitude de la rupture 
̂(�̂) et �a droite pour l'estimateur de

la localisation �̂ .
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Fenêtre de lissage

Comme dans le cadre d'estimation d'une fonction de r�egression lisse, le choix de la fenêtre

de lissage hn est crucial dans les proc�edures d'estimations des param�etres de localisation et

d'amplitude. Nous avons simul�e les mod�eles M1 et M2 pour deux combinaisons de la taille

d'�echantillon et de la variance du bruit et �etudi�e la sensibilit�e des estimateurs �̂ et 
̂(�̂) au choix

de la taille de fenêtre. Nous constatons les faits suivants :

1) Les simulations montrent que �̂ est moins sensible au choix de la fenêtre de lissage que 
̂(�̂).

Ceci semble coh�erent avec les r�esultats asymptotiques puisque lorsque le noyau de lissage est

strictement positif �a l'origine, la vitesse de convergence de �̂ est ind�ependante de hn.

2) L'utilisation de fenêtres de lissage de petites tailles est accompagn�ee d'une augmentation

de la variance du processus 
̂(t), ce qui conduit �a une surestimation de l'amplitude de la

rupture. Les distributions empiriques de 
̂(�̂) pour des choix de fenêtres de lissage de petites

tailles sont d�ecal�ees vers la droite par rapport �a 1 (la vraie amplitude de la rupture).

3) Le choix de fenêtres de lissage de grandes tailles conduit �a une sous-estimation de l'amplitude

de la rupture. Les distributions empiriques de 
̂(�̂) , pour de telles fenêtres, sont d�ecal�ees

vers la gauche par rapport �a 1.

Les constatations 2) et 3) sont coh�erentes avec l'id�ee qu'un sous-lissage produit un estimateur

tr�es perturb�e et peut cr�eer des discontinuit�es arti�cielles de forte amplitude alors qu'un sur-

lissage �elimine les irr�egularit�es et att�enue les discontinuit�es.
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Figure 1.17 : Estimations de la MSE �a partir de 200 �echantillons de taille n simul�es selon le

mod�ele M1. On montre �a gauche ces di��erentes estimations pour l'estimateur de l'amplitude de

la rupture 
̂(�̂) et �a droite pour l'estimateur de la localisation �̂ .
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Figure 1.18 : Estimations de la MSE �a partir de 200 �echantillons de taille n simul�es selon le

mod�ele M2. On montre �a gauche ces di��erentes estimations pour l'estimateur de l'amplitude de

la rupture 
̂(�̂) et �a droite pour l'estimateur de la localisation �̂ .
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Figure 1.19 : La distribution empirique de �̂ calcul�ee �a partir de 200 �echantillons de taille 200

simul�es selon le mod�ele M1 et pour un niveau de bruit � = 0:5.
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Figure 1.20 : La distribution empirique de 
̂(�̂) calcul�ee �a partir de 200 �echantillons de taille

200 simul�es selon le mod�ele M1 et pour un niveau de bruit � = 0:5.
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Figure 1.21 : La distribution empirique de �̂ calcul�ee �a partir de 200 �echantillons de taille

1000 simul�es selon le mod�ele M1 et pour un niveau de bruit � = 1.
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Figure 1.22 : La distribution empirique de 
̂(�̂) calcul�ee �a partir de 200 �echantillons de taille

1000 simul�es selon le mod�ele M1 et pour un niveau de bruit � = 1.
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Figure 1.23 : La distribution empirique de �̂ calcul�ee �a partir de 200 �echantillons de taille 200

simul�es selon le mod�ele M2 et pour un niveau de bruit � = 0:5.
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Figure 1.24 : La distribution empirique de 
̂(�̂) calcul�ee �a partir de 200 �echantillons de taille

200 simul�es selon le mod�ele M2 et pour un niveau de bruit � = 0:5.
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Figure 1.25 : La distribution empirique de �̂ calcul�ee �a partir de 200 �echantillons de taille

1000 simul�es selon le mod�ele M2 et pour un niveau de bruit � = 1.
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Figure 1.26 : La distribution empirique de 
̂(�̂) calcul�ee �a partir de 200 �echantillons de taille

1000 simul�es selon le mod�ele M2 et pour un niveau de bruit � = 1.
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1.6 Annexe A

Proposition 1.1.

a) 8 u R jM�(x+ u)�M�(x)jdx � cjuj.

b) Supposons H3-0 satisfaite, alors

8 u
Z

(M�(x+ u)�M�(x))2dx � cu2:

c) Supposons H4-0 satisfaite, alors

8 u < 0 < v

Z
jM�(x+ v)�M�(x)jjM�(x+ u)�M�(x)jdx � cjuvj:

Preuve de la proposition 1.1.

M +( )x + u M ( )x + u-

M (- x )M +( x )

M +( )x + v M ( )- x + v

-1 -1-u 1-v 1 1-u-u-1-v 0-v

Figure 1.27 : Les supports des fonctions M+(x+ u), M+(x), M+(x+ v), M�(x+ u), M�(x)

et M�(x+ v), o�u u < 0 < v.

a) En remarquant que
R jM+(x+ u)�M+(x)jdx =

R jM+(x� u)�M+(x)jdx, on peut donc

supposer pour la d�emonstration que u < 0. La d�emonstration pour le noyauM�(�) est analogue
en tout point �a celle pour le noyau M+(�) puisque :Z

jM�(x+ u)�M�(x)jdx =
Z
jM+(x� u)�M+(x)jdx :

Z
jM+(x+ u)�M+(x)jdx �

Z �1�u

�1
jM+(x)jdx+

Z 0

�1�u
jM+(x+ u)�M+(x)jdx

+

Z �u

0
jM+(x+ u)jdx ;

� c1juj:
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b) Nous avons

Z
(M+(x+ u)�M+(x))

2dx �
Z �1�u

�1
(M+(x))

2dx+

Z 0

�1�u
(M+(x+ u)�M+(x))

2dx

+

Z �u

0
(M+(x+ u))dx ;

� c2juj:

c) Il y a quatre possibilit�es pour le produit jM�(x+ v)�M�(x)jjM�(x+ u)�M�(x)j :

jM�(x+ v)�M�(x)jjM�(x+ u)�M�(x)j =

8>>>>><>>>>>:
jM+(x+ v)�M+(x)jjM+(x+ u)�M+(x)j;
jM+(x+ v)�M+(x)jjM�(x+ u)�M�(x)j;
jM�(x+ v)�M�(x)jjM+(x+ u)�M+(x)j;
jM�(x+ v)�M�(x)jjM�(x+ u)�M�(x)j:

c-1)

Z
jM+(x+ v)�M+(x)jjM+(x+ u)�M+(x)jdx

�
Z �1�u

�1
jM+(x+ v)�M+(x)jjM+(x)jdx

+

Z �v

�1�u
jM+(x+ v)�M+(x)jjM+(x+ u)�M+(x)jdx

+

Z 0

�v
jM+(x)jjM+(x+ u)�M+(x)jdx ;

� c3

Z �1�u

�1
jM+(x+ v)�M+(x)jdx

+

Z �v

�1�u
jM+(x+ v)�M+(x)jjM+(x+ u)�M+(x)jdx

+ c4

Z 0

�v
jM+(x+ u)�M+(x)jdx ;

� c5juvj:

c-2) Il est facile de voir que

Z
jM+(x+ v)�M+(x)jjM�(x+ u)�M�(x)jdx = 0:



88 CHAPITRE 1. ESTIMATION DES RUPTURES

c-3) Z
jM�(x+ v)�M�(x)jjM+(x+ u)�M+(x)jdx

�
Z 0

�v
jM�(x+ v)jjM+(x+ u)�M+(x)jdx

+

Z �u

0
jM�(x+ v)�M�(x)jjM+(x+ u)jdx ;

� c6

Z 0

�v
jM+(x+ u)�M+(x)jdx

+ c7

Z �u

0
jM�(x+ v)�M�(x)jdx ;

� c8juvj:

c-4) Z
jM�(x+ v)�M�(x)jjM�(x+ u)�M�(x)jdx

�
Z �u

0
jM�(x+ v)�M�(x)jjM�(x)jdx

+

Z 1�v

�u
jM�(x+ v)�M�(x)jjM�(x+ u)�M�(x)jdx

+

Z 1

1�v
jM�(x+ u)�M�(x)jjM�(x)jdx ;

� c9

Z �u

0
jM�(x+ v)�M�(x)jdx

+

Z 1�v

�u
jM�(x+ v)�M�(x)jjM�(x+ u)�M�(x)jdx

+ c10

Z 1

1�v
jM�(x+ u)�M�(x)jdx ;

� c11juvj:

Ceci termine la d�emonstration de la proposition 1.1. ut



Chapitre 2

Tests de rupture

2.1 Introduction

Nous nous int�eressons dans ce chapitre aux tests de rupture dans la fonction m(�) du mod�ele

de r�egression qui fait l'objet de ce travail. Rappelons que dans ce mod�ele les observations (Xi; Yi)

i = 1; : : : ; n sont i.i.d. et satisfont

Yi = m(Xi) + �(Xi)"i:

Trois types de tests sont pr�esent�es dans ce chapitre.

Le premier, qui peut être quali��e de strictement local, a pour but de d�ecider s'il existe ou

pas un saut de la fonction de r�egression en un point � �x�e. Il est bas�e sur un estimateur de

l'amplitude du saut �eventuel au point � . Sous l'hypoth�ese nulle d'absence de discontinuit�e,

cet estimateur est asymptotiquement gaussien, ce qui conduit �a un test naturel de rupture au

point � . Il s'agit ici d'exploiter certains r�esultats obtenus au chapitre pr�ec�edent, mais aussi de les

�etendre puisque nous consid�erons la situation d'une suite de mod�eles o�u l'amplitude de la rupture

d�ecrô�t vers 0 avec la taille de l'�echantillon. Nous montrons que notre test est asymptotiquement

de puissance unit�e.

Un deuxi�eme test local est bas�e sur l'�etude de l'estimateur de saut dans le voisinage du

point � . En l'absence de saut le processus Zn(z) =
p
nhn
̂(� + hnz) converge vers un pro-

cessus gaussien. Le supremum de Zn(z) convenablement normalis�e converge alors vers une loi

de Gumbel et nous basons notre test sur ce r�esultat. Comme le test strictement local il est

asymptotiquement de puissance unit�e.

Le dernier test que nous proposons a pour but de d�ecider s'il existe un point de rupture sur

]0; 1[. Nous utilisons pour le construire le processus d�e�ni en tout t, �a une normalisation pr�es, par
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la valeur de l'estimateur du saut en t, �n(t) =
p
nhnV (t)
̂(t) o�u V (t) = (fX(t)=�

2(t))1=2=
p
2V+.

Le processus �n(t) peut être approch�e par une suite de processus (�n(t))n convergeant vers un

processus gaussien. On en d�eduit des r�esultats de convergence vers des lois de Gumbel pour le

supremum de �n(t) ou de j�n(t)j convenablement normalis�es. C'est sur ce r�esultat qu'est bas�e

notre test d'existence d'une rupture. Il est �a remarquer ici que, comme on pouvait s'y attendre,

les deux situations K+(0) = 0 et K+(0) > 0 conduisent �a un traitement di��erent.

2.2 Test Strictement Local

Soit � 2]0; 1[. �Etant donn�e les observations (X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn), nous souhaitons tester

l'hypoth�ese nulle

H0 : m+(�) = m�(�),

l'hypoth�ese alternative �etant

H1 : m+(�) 6= m�(�) (il y a un point de rupture en � dans la fonction de r�egression m(�)).

Nous introduisons la quantit�e 
̂(�) d�e�nie par :


̂(�) = m̂+(�)� m̂�(�): (2.1)

Cette statistique est bas�ee sur l'estimateur de la r�egression lin�eaire locale, 
̂(�), du saut �eventuel

de la fonction de r�egression au point � . Clairement, sous l'hypoth�ese nulle H0, la valeur de cette

statistique, �a une normalisation pr�es, doit être faible. Dans le cas contraire, sous H1, elle doit

être d'autant plus grande que l'amplitude de la discontinuit�e, 
(�), est grande. Pour pouvoir

construire un test sur la base de cette statistique, nous �etablissons la loi asymptotique sous H0

de sa version normalis�ee
p
nhn
̂(�). Nous rappelons tout d'abord quelques notations :

i) K+
l =

R 0
�1 x

lK+(x) dx ; l = 0; 1; 2;

ii) V 2
+ =

R 0
�1 (K

+
2 � xK+

1 )
2
K+

2(x)dx ;

iii) K�(x) = K+(�x),

iv) M+(x) = (K+
2 � xK+

1 )K+(x) et M(x) = M+(x)�M+(�x);

o�u K+(�) est une fonction a support [�1; 0]. Nous supposons de plus que K+(�) est normalis�e

de telle sorte que jK+
2 K

+
0 � (K+

1 )
2j = 1.
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2.2.1 Hypoth�eses

B1. La fonction m(�) ainsi que ses d�eriv�ees premi�ere et seconde sont suppos�ees c�adl�ag en �

(continue �a droite et limit�ee �a gauche).

B2. �2(x) = V ar(Y j X = x) est suppos�ee continue en � .

B3. La densit�e marginale de X , fX(�), est suppos�ee continue et strictement positive en � .

B4. (hn)n�1 est une suite r�eelle positive v�eri�ant : lim
n!+1 hn = 0, lim

n!+1 nhn = +1 et

lim
n!+1 nh5n = 0.

B5. On suppose qu'il existe un � > 0 tel que IE(j"j2+�) < +1.

2.2.2 R�esultats asymptotiques

Le th�eor�eme qui suit est une g�en�eralisation du th�eor�eme de normalit�e asymptotique de 
̂(�),

(cf le corollaire 1.2), au sens o�u l'amplitude de la rupture au point � est autoris�ee �a d�ependre

du nombre d'observations n. Nous supposons que pour tout n, la fonction de r�egression s'�ecrit :

mn(x) = c(x) + 
n(�)1I[�;1](x);

o�u c(�) est une fonction continue au point � qui ne d�epend pas de n, et nous notons


n(�) = mn;+(�)�mn;�(�): (2.2)

Th�eor�eme 2.1. Supposons que les hypoth�eses B1-B5 soient v�eri��ees, alors :

p
nhn (
̂n(�)� 
n(�))

L�! N
�
0;

�
2�2(�)

f(�)
V 2
+

��
: (2.3)

Preuve du th�eor�eme 2.1.

L'estimateur du saut admet la d�ecomposition suivante :


̂n(�) = m̂n;+(�)� m̂n;�(�);

=

Pn
i=1 w

+
i (�)yiPn

i=1 w
+
i (�)

�
Pn

i=1 w
�
i (�)yiPn

i=1 w
�
i (�)

;

=

Pn
i=1 w

+
i (�)c(Xi)Pn

i=1 w
+
i (�)

�
Pn

i=1w
�
i (�)c(Xi)Pn

i=1 w
�
i (�)

+

Pn
i=1w

+
i (�)
n(�)1I[�;1](Xi)Pn

i=1w
+
i (�)

�
Pn

i=1 w
�
i (�)
n(�)1I[�;1](Xi)Pn

i=1 w
�
i (�)

+

Pn
i=1w

+
i (�)�(Xi)"iPn

i=1w
+
i (�)

�
Pn

i=1w
�
i (�)�(Xi)"iPn

i=1w
�
i (�)

;

= (C) + (D) + (B);
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d'o�u


̂n(�)� IE [
̂n(�) j X1; : : : ; Xn] = (B):

Le comportement de (B) est ind�ependant de 
n(�) et la d�emonstration de sa normalit�e asymp-

totique est une modi�cation imm�ediate de celle du corollaire 1.2 (voir la d�emonstration dans le

chapitre 1). Il s'ensuit p
nhn(B)

L�! N
�
0;

�
2�2(�)

f(�)
V 2
+

��
: (2.4)

Nous avons

IE [
̂n(�) j X1; : : : ; Xn] = (C) + (D):

Compte tenu de la d�e�nition des w�i (�), il vient que pour tout i = 1; : : : ; n;

w+
i (�)1I[�;1](Xi) = w+

i (�);

et

w�i (�)1I[�;1](Xi) = 0;

ce qui entrâ�ne :

IE [
̂n(�) j X1; : : : ; Xn]� 
n(�) = (C):

Or, d'apr�es l'�etude de l'erreur quadratique moyenne de 
̂(�) faite au chapitre 1 (cf le th�eor�eme

1.1), nous avons

(C) =

Pn
i=1w

+
i (�)c(Xi)Pn

i=1 w
+
i (�)

�
Pn

i=1 w
�
i (�)c(Xi)Pn

i=1w
�
i (�)

;

=

Pn
i=1w

+
i (�) (c(Xi)� c+(�))Pn

i=1 w
+
i (�)

�
Pn

i=1 w
�
i (�) (c(Xi)� c�(�))Pn

i=1w
�
i (�)

;

= OP (h
2
n):

Il en d�ecoule que, si nous supposons que nh5n ! 0, alorsp
nhn (IE [
̂n(�) j X1; : : : ; Xn]� 
n(�))

IP�! 0: (2.5)

Pour �nir, il su�t de combiner (2.4) et (2.5) et nous obtenonsp
nhn (
̂n(�)� 
n(�))

L�! N
�
0;

�
2�2(�)

f(�)
V 2
+

��
:

Ce qui ach�eve la d�emonstration du th�eor�eme. ut

Sous l'hypoth�ese nulle, H0, 
(�) = 0, nous avons imm�ediatement :
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Corollaire 2.1. Supposons que les hypoth�eses du th�eor�eme 2.1 soient satisfaites, alors sous

l'hypoth�ese nulle H0

p
nhn
̂n(�)

L�! N
�
0;

�
2�2(�)

f(�)
V 2
+

��
: (2.6)

Sous l'hypoth�ese nulle H0, la loi limite de la statistique d�e�nie dans ( 2.1) d�epend des quantit�es

fX(�) et �
2(�) qui sont souvent, en pratique, inconnues. Pour que le test de rupture bas�e sur

cette statistique soit op�erationnel, il faut avoir un r�esultat analogue �a celui du corollaire 2.1 avec

fX(�) et �2(�) remplac�ees par leurs estimateurs. Comme estimateur consistant de fX(�), on

peut utiliser un estimateur �a noyau de la fonction de densit�e :

f̂X(�) =
1

nhn
S0(�);

o�u S0(�) est d�e�nie par (1.1). Avec quelques modi�cations, l'estimateur propos�e par M�uller et

Stadtm�uller [MS87] peut être utilis�e pour estimer �2(�).

Corollaire 2.2. Soient f̂X(�) et �̂2(�) deux estimateurs consistants respectivement de fX(�)

et �2(�). L' estimateur f̂X(�) est suppos�e positif. Supposons les conditions du corollaire 2.1

satisfaites. Sous l'hypoth�ese nulle, H0, :

p
nhn

q
f̂X(�)
̂n(�)

�̂(�)
L�! N �0; 2V 2

+

�
: (2.7)

Corollaire 2.3. Supposons les conditions du corollaire 2.2 satisfaites. Sous l'hypoth�ese nulle,

H0, :

lim
n!+1 IPH0

24pnhnj
q
f̂X(�)
̂n(�)p
2V+�̂(�)

j � u�

35 = �; (2.8)

avec u� est le �-quantile de la loi normale centr�ee r�eduite.

Nous consid�erons maintenant la puissance du test pour une suite d'alternatives locales. De

mani�ere pr�ecise, soit la suite de contre-hypoth�eses d�e�nies par

H1(n) : 
n(�) =
�np
nhn

;

avec j�nj ! 1. Le th�eor�eme suivant montre que le test bas�e sur 
̂n(�) a une puissance locale

asymptotique �egale �a 1.
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Th�eor�eme 2.2. Soient (�n) une suite r�eelle telle que j�nj ! 1 et
j�njp
nhn

! 0, et (H1(n)) la

suite des alternatives locales associ�ees d�e�nies par 
n(�) =
�np
nhn

. Pour tout u > 0 :

lim
n!+1 IPH1(n)

24pnhn

������
q
f̂X(�)
̂n(�)p
2V+�̂(�)

������ � u

35 = 1: (2.9)

En particulier, pour toute suite d'alternatives o�u 
n(�) tend vers 0 moins vite que 1=
p
nhn, la

puissance locale tend vers 1.

Preuve du th�eor�eme 2.2.

Pour tout u > 0, notons

E�
n =

24pnhn (
̂n(�)� 
n(�)) �
p
2V+�̂(�)q
f̂X(�)

u� �n

35 ;
et

E+
n =

24pnhn (
̂n(�)� 
n(�)) � �
p
2V+�̂(�)q
f̂X(�)

u� �n

35 :
Nous avons alors

lim
n!+1 IPH1(n)

24pnhn

������
q
f̂X(�)
̂n(�)p
2V+�̂(�)

������ � u

35 = lim
n!+1 IPH1(n)

�
E�
n \E+

n

�
;

= 0;

d'o�u

lim
n!+1 IPH1(n)

24pnhn

������
q
f̂X(�)
̂n(�)p
2V+�̂(�)

������ � u

35 = 1:

ut

2.3 Test Local

Le test que nous avons construit au paragraphe pr�ec�edent est d�e�ni en terme de la statistique


̂n(�), estimateur du saut �eventuel au point � . Nous proposons maintenant un test bas�e sur la

valeur de la statistique 
̂n(t) dans un voisinage de � . Le probl�eme de test est identique �a celui

du paragraphe pr�ec�edent, �a savoir : tester l'hypoth�ese
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H0 : m+(�) = m�(�),

contre

H1 : m+(�) 6= m�(�) (il y a un point de rupture en � dans la fonction de r�egression m(�)).

Nous introduisons le processus de variation locale Zn d�e�ni, pour z 2 [�M; M ], M �etant

une constante positive quelconque, par :

Zn(z) =
p
nhn (m̂+(� + hnz)� m̂�(� + hnz)) =

p
nhn
̂(� + hnz): (2.10)

Dans certaines des �enonc�es de ce paragraphe B4 et B5 seront remplac�es par B4' et B5' :

B4'. (hn)n�1 est une suite r�eelle positive v�eri�ant : lim
n!+1 hn = 0, lim

n!+1 nhn = +1 et

lim
n!+1 nh3n = 0.

B5'. On suppose que IE(j"j4) < +1.

Nous supposons �egalement l'une ou l'autre des deux hypoth�eses ci-dessous v�eri��ee :

B6-1. K+(�) 2 C1[�1; 0] avec K+(0) = K+(�1) = 0,

B6-2. K+(�) 2 C1[�1; 0] avec K+(0) 6= 0 ou K+(�1) 6= 0.

2.3.1 R�esultats asymptotiques

Le r�esultat cl�e sur lequel est bas�e ce test, est le suivant :

Th�eor�eme 2.3. Supposons que les hypoth�eses B1-B3, B4' et B5' soient satisfaites. Sous l'hypoth�ese

nulle H0, (Zn) converge faiblement vers un processus gaussien centr�e stationnaire (Z) avec pour
fonction de covariance :

Cov (Z(z1);Z(z2)) = �2(�)

fX(�)

�Z
M(x+ z1 � z2)M(x)dx

�
: (2.11)

Preuve du th�eor�eme 2.3.

La d�emonstration de la convergence faible du processus Zn est d�ecompos�ee en trois parties :

1) D�emonstration de la convergence cylindrique du processus centr�e Zn,

Zn = Zn � IE [ZnjX1; : : : ; Xn] ; (2.12)

vers un processus gaussien stationnaire centr�e de fonction de covariance d�e�nie par (2.11).
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2) V�eri�cation du crit�ere de tension pour le processus Zn.

3) D�emonstration, sous l'hypoth�ese H0, de la convergence en probabilit�e de IE [ZnjX1; : : : ; Xn]

vers z�ero.

Les �etapes 1 et 2 montrent la convergence faible du processus Zn (cf Billingsley [Bil68]).

1. Convergence cylindrique. Pour montrer la convergence cylindrique du processus Zn il

su�t (th�eor�eme de Cramer-Wold) de montrer la convergence en distribution de toute combinai-

son lin�eaire de variables d'�etat du processus. Pour des raisons de simplicit�e, nous monterons ici

la convergence cylindrique seulement pour la dimension deux. La transposition �a une dimen-

sion sup�erieure est imm�ediate. Une �etape pr�eliminaire �a la d�emonstration de la convergence

cylindrique du processus Zn, consiste �a montrer qu'il est, �a un facteur pr�es, asymptotiquement

�equivalent �a un processus ~Zn, qui s'�ecrit comme la somme des termes d'une ligne d'un tableau

triangulaire, o�u tous les termes d'une même ligne sont i.i.d. C'est ce qu'�enonce la proposition

suivante :

Proposition 2.1. Sous les hypoth�eses B1-B5, nous avons

Zn(z) =
(1 + oP (1))

fX(�)
~Zn(z) + oP (1);

avec

~Zn(z) =
1p
nhn

"
nX
i=1

M(
� + hnz �Xi

hn
)�(Xi)"i

#
:

Preuve de la proposition 2.1.

Remarquons d'abord que nous avons

Zn(z) = Z+
n (z)�Z�

n (z);

o�u

Z�
n (z) = Z�

n (z)� IE
�Z�

n (z)jX1; : : : ; Xn

�
;

et

Z�
n (z) =

p
nhnm̂�(� + zhn):
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D'o�u

Zn(z) =
p
nhn

�Pn
i=1 w

+
i (� + hnz)�(Xi)"iPn

i=1 w
+
i (� + hnz)

�
Pn

i=1w
�
i (� + hnz)�(Xi)"iPn

i=1w
�
i (� + hnz)

�
;

=
p
nhn

�Pn
i=1(w

+
i (� + hnz)� w�i (� + hnz))�(Xi)"iPn

i=1w
+
i (� + hnz)

�
�
p
nhn

�Pn
i=1w

�
i (� + hnz)�(Xi)"iPn

i=1w
�
i (� + hnz)

��Pn
i=1 w

+
i (� + hny)� w�i (� + hnz)Pn

i=1 w
+
i (� + hnz)

�
;

= An � Bn � Cn: (2.13)

Le produit Bn � Cn est asymptotiquement n�egligeable par rapport �a An, et An se comporte

comme
(1+oP (1))
fX(�)

~Zn(z). En e�et

w+
i (� + hnz)� w�i (� + hnz)

=
�
S+
2 (� + hnz)� S�2 (� + hnz)

�
K+(

� + hnz �Xi

hn
)

� �
S+
1 (� + hnz) + S�1 (� + hnz)

�
(� + hnz �Xi)K+(

� + hnz �Xi

hn
)

+ S�2 (� + hnz)

�
K+(

� + hnz �Xi

hn
)�K�(

� + hnz �Xi

hn
)

�
+ S�1 (� + hnz)(� + hnz �Xi)

�
K+(

� + hnz �Xi

hn
) +K�(

� + hnz �Xi

hn
)

�
:

Les num�erateurs de Cn et Bn s'�ecrivent donc

nX
i=1

w+
i (� + hnz)� w�i (� + hnz)

=
�
S+
2 (� + hnz)� S�2 (� + hnz)

�
S+
0 (� + hnz)

� �
S+
1 (� + hnz) + S�1 (� + hnz)

�
S+
1 (� + hnz)

+
�
S+
0 (� + hnz)� S�0 (� + hnz)

�
S�2 (� + hnz)

+
�
S+
1 (� + hnz) + S�1 (� + hnz)

�
S�1 (� + hnz); (2.14)

et
nX
i=1

(w+
i (� + hnz)� w�i (� + hnz))�(Xi)"i

=
�
S+
2 (� + hnz)� S�2 (� + hnz)

�
�+0 (� + hnz)

� �
S+
1 (� + hnz) + S�1 (� + hnz)

�
�+1 (� + hnz)

+
�
�+0 (� + hnz)� ��0 (� + hnz)

�
S�2 (� + hnz)

+
�
�+1 (� + hnz) + ��1 (� + hnz)

�
S�1 (� + hnz); (2.15)
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avec

��l (x) =
nX
i=1

(x�Xi)
lK�(

x�Xi

hn
)�(Xi)"i:

La �n de la d�emonstration de la proposition est une cons�equence imm�ediate des r�esultats �enonc�es

dans le lemme suivant :

Lemme 2.1. Sous les hypoth�eses B1-B5, nous avons :

a)
Pn

i=1 w
�
i (� + hnz) = n2h4nf

2
X(�)(K

+
2 K

+
0 � (K+

1 )
2
+ op(1)),

b)

Pn
i=1 w

+
i (�+hnz)�w�i (�+hnz)Pn
i=1 w

+
i (�+hnz)

= oP (1),

c)

Pn
i=1 w

�

i (�+hnz)�(Xi)"iPn
i=1 w

�

i (�+hnz)
= OP

�
1p
nhn

�
,

d)

Pn
i=1(w

+
i (�+hnz)�w�i (�+hnz))�(Xi)"iPn

i=1 w
+
i (�+hnz)

= (1+oP (1))p
nhnfX(�)

~Zn(z) + oP

�
1p
nhn

�
.

Pour d�emontrer ce lemme, nous devons contrôler le comportement des termes S�l (� + hnz)

et celui des di��erences S+
l (� + hnz)� (�1)lS�l (� + hnz). Rappelons que

S�l (� + hnz) = nhl+1
n fX(�)(K

�
l + op(1)): (2.16)

Le comportement des di��erences et celui des termes ��l (� + hnz) est pr�ecis�e dans le lemme

suivant.

Lemme 2.2. Sous les hypoth�eses B1-B5, nous avons

a) S+
l (� + hnz)� (�1)lS�l (� + hnz) = oP (nhl+1

n ),

b) ��l (� + hnz) = OP

�p
nh2l+1

n

�
.

Preuve du lemme 2.2.

a) Remarquant que S�l (� + hnz) s'�ecrit sous la forme
Pn

i=1Z
�
i;1 avec

Z�i;1 = (� + hnz �Xi)
lK�(

� + hnz �Xi

hn
);

il vient :

IE
h
S+
l (� + hnz)� (�1)lS�l (� + hnz)

i
= nhl+1

n

Z
xlK+(x) [fX(� + hn(z � x))� fX(� + hn(z + x))]dx ;

= o
�
nhl+1

n

�
;
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et

V ar
h
S+
l (� + hnz)� (�1)lS�l (� + hnz)

i
� nh2l+1

n

Z �
xlK+(x)� xlK�(x)

�2
fX(� + hn(z � x))dx ;

= O
�
nh2l+1

n

�
;

donc

S+
l (� + hnz)� (�1)lS�l (� + hnz) = o

�
nhl+1

n

�
+ OP

�q
nh2l+1

n

�
;

= oP

�
nhl+1

n

�
:

b) Comme

IE
�
��l (� + hnz)

�
= 0;

et

V ar
�
��l (� + hnz)

� � nh2l+1
n

Z
x2lK2

�(x)�
2(� + hn(z � x))fX(� + hn(z � x))dx ;

= O
�
nh2l+1

n

�
;

alors

��l (� + hnz) = OP

�q
nh2l+1

n

�
:

ut

Preuve du lemme 2.1.

a) Puisque
Pn

i=1 w
�
i (� + hnz) = S�2 (� + hnz)S

�
0 (� + hnz) � (S�1 (� + hnz))

2
, la partie a) du

lemme 2.1 peut être d�eduite facilement de (2.16).

b) Les parties b) et c) du lemme 2.1 sont des cons�equences imm�ediates de (2.14), (2.15), des

parties a) et b) du lemme 2.2 et de la partie a) du lemme 2.1.

En e�et nous avons
nX
i=1

w+
i (� + hnz)� w�i (� + hnz) =

�
S+
2 (� + hnz)� S�2 (� + hnz)

�
S+
0 (� + hnz)

� �
S+
1 (� + hnz) + S�1 (� + hnz)

�
S+
1 (� + hnz)

+
�
S+
0 (� + hnz)� S�0 (� + hnz)

�
S�2 (� + hnz)

+
�
S+
1 (� + hnz) + S�1 (� + hnz)

�
S�1 (� + hnz);

= oP
�
n2h4n

�
;
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et
nX
i=1

w+
i (� + hnz) = n2h4nf

2
X(�)(K

+
2 K

+
0 � (K+

1 )
2
+ op(1));

donc Pn
i=1 w

+
i (� + hnz)� w�i (� + hnz)Pn

i=1w
+
i (� + hnz)

= oP (1) :

c)

nX
i=1

w�i (� + hnz)�(Xi)"i = S�2 (� + hnz)�
�
0 (� + hnz)� S�1 (� + hnz)�

�
1 (� + hnz);

= OP

�
nh3n

�OP

�p
nhn

�
;

= OP

�
n

3
2h

7
2
n

�
:

d'o�u

Pn
i=1 w

�
i (� + hnz)�(Xi)"iPn

i=1 w
�
i (� + hnz)

= OP

�
1p
nhn

�
:

d)

nX
i=1

(w+
i (� + hnz)� w�i (� + hnz))�(Xi)"i

=
�
S+
2 (� + hnz)� S�2 (� + hnz)

�
�+0 (� + hnz)

� �
S+
1 (� + hnz) + S�1 (� + hnz)

�
�+1 (� + hnz)

+
�
�+0 (� + hnz)� ��0 (� + hnz)

�
S�2 (� + hnz)

+
�
�+1 (� + hnz) + ��1 (� + hnz)

�
S�1 (� + hnz);

= oP
�
nh3n

�OP

�p
nhn

�
+
�
�+0 (� + hnz)� ��0 (� + hnz)

�
nh3nfX(�)(K

�
2 + op(1))

+
�
�+1 (� + hnz) + ��1 (� + hnz)

�
nh2nfX(�)(K

�
1 + op(1));

= nh3nfX(�) (1 + op(1))
�
K�

2

�
�+0 (� + hnz)� ��0 (� + hnz)

�
+

K�
1

hn

�
�+1 (� + hnz) + ��1 (� + hnz)

��
+ oP

�p
n3h7n

�
;

d'o�u

Pn
i=1(w

+
i (� + hnz)� w�i (� + hnz))�(Xi)"iPn

i=1 w
+
i (� + hnz)

=
1 + oP (1)p
nhnfX(�)

~Zn(z) + oP

�
1p
nhn

�
:
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ut

Il r�esulte des �enonc�es b) et c) du lemme 2.1 que le produit Bn�Cn dans l'�ecriture (2.13) tend en

probabilit�e vers z�ero, et, de la partie d) de ce même lemme que An a le comportement annonc�e.

Ceci termine la d�emonstration de la proposition 2.1. ut

Montrons maintenant la convergence cylindrique de
�
~Z
�
. Pour cela consid�erons :

a ~Zn(z1) + b ~Zn(z2) =

hPn
i=1 (aM( �+hnz1�Xi

hn
) + bM( �+hnz2�Xi

hn
))�(Xi)"i

i
p
nhnfX(�)

;

=
nX
i=1

a ~Z(n)
i (z1) + b ~Z(n)

i (z2):

Lemme 2.3. Sous les mêmes hypoth�eses que celles du th�eor�eme 2.3, nous avons :

a) IE
h
a ~Zn(z1) + b ~Zn(z2)

i
= 0,

b) V ar
h
a ~Zn(z1) + b ~Zn(z2)

i
= V 2

a;b(z1 � z2) (1 + o(1)),

c)
Pn

i=1 IE

�
ja ~Z(n)

i (z1) + b ~Z(n)
i (z2)j

2+�
�
= O((nh)��=2),

avec

V 2
a;b(z) =

�2(�)

fX(�)

�Z
[aM(x+ z) + bM(x)]2dx

�
:

Le comportement de la covariance du processus ( ~Zn) se d�eduit imm�ediatement de la partie

b) :

Cov
�
~Zn(z1); ~Zn(z2)

�
=

�2(�)

fX(�)

�Z
M(x+ z1 � z2)M(x)dx

�
(1 + o(1)) :

Preuve du lemme 2.3.

Les "i sont des variables al�eatoires centr�ees et ind�ependantes des Xi, alors il est facile de montrer

que :

a)

IE
h
a ~Zn(z1) + b ~Zn(z2)

i
= 0:
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b)

V ar
h
a ~Zn(z1) + b ~Zn(z2)

i
=

1

f2X(�)hn
IE

�
(aM(

� + hnz1 �X

hn
) + bM(

� + hnz2 �X

hn
))

2

�2(X)"2
�
;

=
1

f2X(�)

Z
(aM(x+ z1 � z2) + bM(x))2�2(� + hn(z2 � x))fX(� + hn(z2 � x))dx ;

=
�2(�)

fX(�)

�Z
[aM(x+ z1 � z2) + bM(x)]2dx

�
(1 + o(1));

= V 2
a;b(z1 � z2)(1 + o(1)):

c)

nX
i=1

IE

����a ~Z(n)
i (z1) + b ~Z(n)

i (z2)
���2+��

=

nIE

����aM( �+hnz1�Xhn
) + bM( �+hnz2�Xhn

)
���2+��2+�(X)j"j2+�

�
f2+�X (�)(nhn)

1+�=2
;

= O
�
(nhn)

��=2
�
:

Ceci ach�eve la d�emonstration du lemme 2.3 ut

Comme cons�equence du lemme pr�ec�edent nous avons

Pn
i=1 IE

�
ja ~Z(n)

i (z1) + b ~Z(n)
i (z2)j

2+�
�

�
V ar

h
a ~Zn(z1) + b ~Zn(z2)

i�1+�=2 = O((nh)��=2)! 0:

D'apr�es le th�eor�eme central limite de Liapounov nous pouvons conclure que :

a ~Zn(z1) + b ~Zn(z2)
L�! N �0; V 2

a;b(z2 � z1)
�
:

Ceci �etablit la convergence cylindrique du processus Zn.

2. Crit�ere de Tension. Il est facile aussi d'�etablir que :

a) Sous l'hypoth�ese B6-1, nous avons pour tout z1 � z2,

IE

��
~Zn(z2)� ~Zn(z1)

�2� � �(z2 � z1)
2: (2.17)
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b) Sous l'hypoth�ese B6-2, nous avons pour tout z1 � z � z2,

IE

��
~Zn(z2)� ~Zn(z)

�2�
~Zn(z1)� ~Zn(z)

�2� � �(z2 � z1)
2: (2.18)

En e�et

a)

IE
h
~Zn(z2)� ~Zn(z1)

i2
=

1

f2X(�)hn
IE

�
(M(

� + hnz2 �X

hn
)�M(

� + hnz1 �X

hn
))

2

�2(X)"2
�
;

=
1

f2X(�)

Z
(M(x+ z1 � z2)�M(x))2�2(� + hn(z2 � x))fX(� + hn(z2 � x))dx ;

� �

Z
[M(x+ z2 � z1)�M(x)]2dx ;

� �(z2 � z1)
2:

b) Nous avons

IE

��
~Zn(z2)� ~Zn(z)

�2�
~Zn(z1)� ~Zn(z)

�2�
=

IE

��P
1�i;j�n UiVj

�2�
f4X(�)n

2h2n
;

o�u

i) Ui =
�
M( �+hnz1�Xi

hn
)�M( �+hnz�Xi

hn
)
�
�(Xi)"i,

ii) Vi =
�
M( �+hnz2�Xi

hn
)�M( �+hnz�Xi

hn
)
�
�(Xi)"i.

D'apr�es l'in�egalit�e de Burkholder-Rosenthal, nous obtenons

IE

��
~Zn(z2)� ~Zn(z)

�2�
~Zn(z1)� ~Zn(z)

�2�
�

2IE
hP

1�i;j�n U
2
i V

2
j

i
f4X(�)n

2h2n
;

� 2nIE
�
U2
1V

2
1

�
+ 2n(n� 1)IE

�
U2
1

�
IE
�
V 2
1

�
f4X(�)n

2h2n
:

Or

i)

IE
�
U2
1

�
= hn

Z
(M(x+ z1 � z)�M(x))2�2(� + hn(z � x))fX(� + hn(z � x))dx ;

� �1hnjz1 � zj;
� �1hnjz2 � z1j:
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ii) Un calcul similaire conduit �a

IE
�
V 2
1

� � �1hnjz2 � z1j:

iii) Si nous supposons que IE
�
"4
�
<1, alors

IE
�
U2
1V

2
1

�
= hn

Z
(M(x+ z2 � z)�M(x))2(M(x+ z1 � z)�M(x))2

��4(� + hn(z � x))IE
�
"4
�
fX(� + hn(z � x))dx ;

� �2hn(z2 � z1)
2:

d'o�u

IE

��
~Zn(z2)� ~Zn(z)

�2�
~Zn(z1)� ~Zn(z)

�2� � �(z2 � z1)
2:

En�n d'apr�es Billingsley [Bil68], les in�egalit�es (2.17) et (2.18) impliquent que le processus ~Zn

est tendu.

3. Limite de IE [Zn(z) j X1; : : : ; Xn]. Sous l'hypoth�ese H0, nous avons :

IE [Zn(z) j X1; : : : ; Xn] = IE
�Z+

n (z) j X1; : : : ; Xn

�� IE
�Z�

n (z) j X1; : : : ; Xn

�
;

=
�
IE
�Z+

n (z) j X1; : : : ; Xn

��pnhnm(� + hnz)
�

�
�
IE
�Z�

n (z) j X1; : : : ; Xn

��pnhnm(� + hnz)
�
;

=
�
IE
�Z+

n (z) j X1; : : : ; Xn

��pnhnm+(� + hnz)
�

�
�
IE
�Z�

n (z) j X1; : : : ; Xn

��pnhnm�(� + hnz)
�
:

Or

IE [Z�
n (z) j X1; : : : ; Xn]p

nhn
�m�(� + hnz)

=

Pn
i=1 w

�
i (� + hnz) (m(Xi)�m�(� + hnz))Pn

i=1 w
�
i (� + hnz)

;

=
S�2 (� + hnz)M

�
0 (� + hnz)� S�1 (� + hnz)M

�
1 (� + hnz)

S�2 (� + hnz)S
�
0 (� + hnz)� S�1 (� + hnz)S

�
1 (� + hnz)

;

o�u

M�
l (x) =

nX
i=1

(x�Xi)
lK�(

x�Xi

hn
) (m(Xi)�m�(x)) :
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Lemme 2.4. Sous l'hypoth�ese nulle H0, nous avons

M�
l (� + hnz) = OP (nh

l+2
n ):

Preuve du lemme 2.4. Elle est en tous points semblable �a celle du lemme 2.2. ut

Appliquons maintenant le lemme 2.4 et l'�egalit�e (2.16). Nous en d�eduisons alors,

IE
�Z�

n (z) j X1; : : : ; Xn

��pnhnm�(� + hnz) = OP

�p
nh3n

�
:

Si nous supposons que nh3n tend vers z�ero, alors nous en d�eduisons que IE [Zn(z) j X1; : : : ; Xn]

converge en probabilit�e vers z�ero.

4. Conclusion. Sous l'hypoth�ese nulle, le processus Zn converge faiblement vers le processus

gaussien centr�e stationnaire Z avec pour fonction de covariance :

Cov (Z(z1);Z(z2)) = �2(�)

fX(�)

�Z
M(x+ z1 � z2)M(x)dx

�
:

Ceci termine la d�emonstration du th�eor�eme 2.3. ut

Le r�esultat de Leadbetter & al[LLR83] que nous rappelons ci-dessous est fondamental pour

la construction de la statistique du test local que nous d�e�nissons plus loin.

Th�eor�eme 2.4 (Leadbetter & al[LLR83]) Soit f�(t); t � 0g un processus gaussien station-

naire standard (IE[�(t)] = 0 et IE[�2(t)] = 1) de fonction de covariance �(�). Supposons que :

C1. la fonction de corr�elation, �(�), admette au voisinage de z�ero (h! 0) un d�eveloppement

limit�e de la forme suivante :

�(h) = 1� �jhj� + o(jhj�); (2.19)

o�u 0 < � � 2,

C2. lorsque h!1, nous ayons

�(h) log(h) ! 0; (2.20)

alors, quand T !1 nous avons :
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a) IP

"
aT

 
sup

t2[0;T ]
�(t)� bT

!
� x

#
! exp (� exp(�x))

b) IP

"
aT

 
sup

t2[0;T ]
j�(t)j � bT

!
� x

#
! exp (�2 exp(�x)),

o�u

aT =
p
2 log(T ); (2.21)

et

bT = aT + 1
aT

h
2��
2� log(log(T )) + log(�

1=�H�2(2��)=2�p
2�

)
i
; (2.22)

avec H� une constante strictement positive, (H1 = 1, H2 =
1p
�
).

De mani�ere pr�ecise notons :

i) C(h) = Cov(Z(z + h);Z(z)),

ii) �(h) = C(h)
C(0) .

Lemme 2.5. Sous les conditions B1-B6, le processus Z v�eri�e les hypoth�eses C1 et C2.

Preuve du lemme 2.5.

V�eri�ons C1. Nous avons

�(h) =

R
M(x+ h)M(x)dxR

(M(x))2dx
:

Proposition 2.2. Si la fonction K+(�) est de classe C1[�1; 0], alors

�(h) = 1� c1(K+)jhj � c2(K+)h
2 + o(h2);

o�u

c1(K+) =
2M2

+(0) +M2
+(�1)R

(M(x))2dx
;

et

c2(K+) =
M+

0(�1)M+(�1)� 2M+
0(0)M+(0) +

R �
M (1)(x)

�2
dxR

(M(x))2dx
:
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Il est clair que
R
M(x+ h)M(x)dx =

R
M(x� h)M(x)dx. D'o�u pour prouver la proposition

2.2, quitte �a changer h en �h, on peut supposer h > 0.

Puisque nous cherchons un d�eveloppement limit�e de �(�) au voisinage de z�ero, on peut �egalement

supposer que h < 1.
R
M(x+ y)M(x)dx se d�ecompose comme suit :

Z
M(x+ h)M(x)dx =

Z �h

�1
M+(x+ h)M+(x)dx�

Z 0

�h
M�(x+ h)M+(x)dx

+

Z 1�h

0
M�(x+ h)M�(x)dx :

Il est facile de voir en faisant un changement de variable u = �x � h queZ 1�h

0
M�(x+ h)M�(x)dx =

Z �h

�1
M�(�x)M�(�x� h)dx ;

=

Z �h

�1
M+(x+ h)M+(x)dx :

Comme K+(�) 2 C1[�1; 0], alors M+(�) 2 C1[�1; 0] et M�(�) 2 C1[0; 1]. Par le th�eor�eme de

Taylor, nous obtenons :

1) Z �h

�1
M+(x+ h)M+(x)dx

=

Z 0

�1
M2

+(x)dx�
h

2

�
M2

+(0) +M2
+(�1)

�
� h2

2

�
M+

0(�1)M+(�1)�M+
0(0)M+(0) +

Z 0

�1

�
M+

0(x)
�2
dx

�
+ o(h2):

2) Z 0

�h
M�(x+ h)M+(x)dx = hM2

+(0)� h2M+(0)M+
0(0) + o(h2):

Il en r�esulte que

Z
M(x+ h)M(x)dx

=

Z 1

�1
M2(x)dx� h

�
2M2

+(0) +M2
+(�1)

�
� h2

�
M+

0(�1)M+(�1)� 2M+
0(0)M+(0) +

Z 0

�1

�
M+

0(x)
�2
dx

�
+ o(h2);



108 CHAPITRE 2. TESTS DE RUPTURE

ceci implique qu'au voisinage de z�ero (h! 0), nous avons

�(h) = 1� jhj2M
2
+(0) +M2

+(�1)R
(M(x))2dx

� h2
M+

0(�1)M+(�1)� 2M+
0(0)M+(0) +

R �
M (1)(x)

�2
dxR

(M(x))2dx
+ o(h2):

V�eri�ons C2. La condition C2 est clairement r�ealis�ee puisque �(h) = 0 d�es que jhj � 2.

D'o�u le r�esultat �enonc�e dans le lemme 2.5. ut

De mani�ere standard, nous en d�eduisons que le supremum de Zn convenablement normalis�e

admet pour loi asymptotique une loi du type loi de Gumbel. De mani�ere pr�ecise notons :

i) Rn;M = sup
z2[�M;M ]

Zn(z)p
C(0)

,

ii) �n;M = sup
z2[�M;M ]

jZn(z)jp
C(0)

,

iii) aM =
p
2 log(M),

iv) b1M = aM + 1
aM

h
1
2 log(log(M)) + log( c1(K+)p

�
)
i
,

v) b2M = aM + 1
aM

log(

p
c2(K+)p
2�

).

Nous avons alors le r�esultat suivant et son corollaire imm�ediat :

Th�eor�eme 2.5. Supposons les conditions du th�eor�eme 2.3 satisfaites. Sous l'hypoth�ese nulle

H0 :

1) Si B6-1 est v�eri��ee, alors

a) lim
M!+1

lim
n!+1 IP

�
aM (Rn;M � b1M) � x

�
= exp(� exp(�x)).

b) lim
M!+1

lim
n!+1 IP

�
aM (�n;M � b1M) � x

�
= exp(�2 exp(�x)).

2) Si B6-2 est v�eri��ee, alors

a) lim
M!+1

lim
n!+1 IP

�
aM (Rn;M � b2M) � x

�
= exp(� exp(�x)).

b) lim
M!+1

lim
n!+1 IP

�
aM (�n;M � b2M) � x

�
= exp(�2 exp(�x)).
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Il est imm�ediat de montrer que lorsqu'on remplace C(0) par un estimateur consistant dans

�n;M et Rn;M , les r�esultats ci-dessus restent valables. Soit Ĉ(0) un estimateur consistant de

C(0). Notons

i) R̂n;M = sup
z2[�M;M ]

Zn(z)p
Ĉ(0)

,

ii) �̂n;M = sup
z2[�M;M ]

jZn(z)jp
Ĉ(0)

.

Corollaire 2.4. Supposons les conditions du th�eor�eme 2.3 satisfaites. Sous l'hypoth�ese nulle

H0 :

1) Si B6-1 est v�eri��ee, alors

a) lim
M!+1

lim
n!+1 IP

h
aM (R̂n;M � b1M) � x

i
= exp(� exp(�x)).

b) lim
M!+1

lim
n!+1 IP

h
aM (�̂n;M � b1M) � x

i
= exp(�2 exp(�x)).

2) Si B6-2 est v�eri��ee, alors

a) lim
M!+1

lim
n!+1 IP

h
aM (R̂n;M � b2M) � x

i
= exp(� exp(�x)).

b) lim
M!+1

lim
n!+1 IP

h
aM (�̂n;M � b2M) � x

i
= exp(�2 exp(�x)).

Il est facile de montrer que les tests de l'hypoth�ese d'absence de rupture, bas�es naturellement

sur les statistiques �n;M ou �̂n;M ont un comportement asymptotique satisfaisant. Ici �egalement

on consid�ere des alternatives locales de la forme :

H1(n) : 
n(�) =
�np
nhn

;

avec j�nj ! 1. Le th�eor�eme suivant montre que les tests bas�es sur �n;M ou �̂n;M ont une

puissance locale asymptotique �egale �a 1.

Th�eor�eme 2.6. Supposons B1-B5 et B6-1 ou B6-2 satisfaites. Sous la suite des alternatives

locales (H1(n)), nous avons pour tout u, pour tout M > 0 et pour tout i = 1; 2, si j�nj ! 1 :

a) lim
n!+1 IPH1(n)

�
aM (�n;M � biM) � u

�
= 1.

b) lim
n!+1 IPH1(n)

h
aM(�̂n;M � biM) � u

i
= 1.
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Preuve du th�eor�eme 2.6.

Pour tout u, pour tout M > 0 et pour tout i = 1; 2 on note

E+
n;i =

24s nhn

Ĉ(0)
(
̂n(�)� 
n(�)) � �

�
u

aM
+ biM

�
� �n(�)q

Ĉ(0)

35 ;
et

E�
n;i =

24s nhn

Ĉ(0)
(
̂n(�)� 
n(�)) �

�
u

aM
+ biM

�
� �n(�)q

Ĉ(0)

35 :

lim
n!+1 IPH1(n)

h
aM(�̂n;M � biM) � u

i
� lim

n!+1 IPH1(n)

h
E+
n;i \E�

n;i

i
;

= 0:

ut
Dans plusieurs cas pratiques, on connâ�t a priori le signe de la rupture, si elle a eu lieu. Pour

tester ce type d'hypoth�ese, un test unilat�eral est mieux adapt�e. Dans le cas o�u ce signe est

positif, les statistiques Rn;M et R̂n;M fournissent un moyen pour tester l'hypoth�ese

H0 : 
(�) = 0,

contre

H1 : 
(�) > 0 (il y a un saut positif en � dans la fonction de r�egression m(�)).

Le th�eor�eme suivant montre la consistance de ces tests.

Th�eor�eme 2.7. Supposons B1-B5 et B6-1 ou B6-2 satisfaites. Sous la suite des alternatives

locales (H1(n)), nous avons pour tout u, pour tout M > 0 et pour tout i = 1; 2, si �n !1 :

a) lim
n!+1 IPH1(n)

�
aM(Rn;M � biM) � u

�
= 1.

b) lim
n!+1 IPH1(n)

h
aM (R̂n;M � biM) � u

i
= 1.

2.4 Test Global

�A partir des observations (X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn), nous souhaitons tester l'hypoth�ese nulle
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H0 : 8t 2]0; 1[; m+(t) = m�(t),

l'hypoth�ese alternative �etant

H1 : 9 � 2]0; 1[; m+(�) 6= m�(�) (il y a un point de rupture dans la fonction de r�egression

m(�)).

Nous introduisons le processus �n(t) d�e�ni par :

�n(t) =

p
nhnp
2V+

�
fX(t)

�2(t)

�1=2

(m̂+(t)� m̂�(t)) ; (2.23)

et nous posons :

V (t) =
1p
2V+

�
fX(t)

�2(t)

�1=2

: (2.24)

Pour faciliter la lecture de cette partie du chapitre, nous allons pr�esenter l'essentiel de notre

d�emarche et �enoncer les r�esultats sans d�emonstration. L'�enonc�e pr�ecis des hypoth�eses ainsi que

les preuves seront donn�es plus loin.

La fonction de r�egressionm(�) est suppos�ee n'avoir que des discontinuit�es de premi�ere esp�ece,

et on peut donc consid�erer une version c�adl�ag (voir hypoth�ese B7 plus loin). La principale

restriction par rapport �a la situation du test local et �a celle du test strictement local concerne

le bruit ". Nous sommes conduits �a supposer que la distribution du bruit est su�samment

concentr�ee (voir hypoth�eses B10-1 et B10-2). De plus le comportement de la taille de fenêtre

hn est li�e �a celui de la queue de la distribution de ". Les conditions concernant " sont a fortiori

satisfaites dans le cas born�e; elles le sont aussi dans le cas gaussien. Elles sont destin�ees �a

nous permettre d'utiliser un r�esultat de Johnston [Joh82] montrant que le processus �n(t),

approximation de �n(t), que nous d�e�nissons de mani�ere pr�ecise ci-dessous peut être approch�e

par un processus gaussien Gn(t) obtenu par lissage du processus de Wiener bilat�eral. Comme

la fonction de covariance de ce processus satisfait les hypoth�eses du th�eor�eme de Leadbetter et

al. (conditions C1 et C2 du du th�eor�eme 2.4), nous obtenons la convergence du supremum de

�n(t) ou de j�n(t)j vers des lois de Gumbel.
Nous commen�cons par d�ecomposer �n(t) en somme de sa moyenne En(t) et de la partie

al�eatoire centr�ee Bn(t) :

�n(t) = En(t) +Bn(t);
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o�u

En(t) = E+
n (t)� E�

n (t);

=
p
nhnV (t)

�Pn
i=1 ~w+

i (t)m(Xi)Pn
i=1 ~w+

i (t)
�
Pn

i=1 ~w�i (t)m(Xi)Pn
i=1 ~w�i (t)

�
;

et

Bn(t) = B+
n (t)� B�

n (t);

=
p
nhnV (t)

�Pn
i=1 ~w+

i (t)�(Xi)"iPn
i=1 ~w+

i (t)
�
Pn

i=1 ~w�i (t)�(Xi)"iPn
i=1 ~w�i (t)

�
:

Les quantit�es ~wi(t) sont d�e�nies comme suit :

~wi(�) = 1

n2h4n
wi(�):

Posons �egalement

~M�(�) = 1

nhn
M�(�);

et

�n(t) = �+n (t)� ��n (t);

o�u

��n (t) =
1p

2VK+

p
nhnfX(t)�(t)

nX
i=1

M�(
t�Xi

hn
)�(Xi)"i;

=

p
nhnV (t)

fX(t)

nX
i=1

~M�(
t�Xi

hn
)�(Xi)"i;

Le lemme suivant montre que �n(t) peut être approch�e par �n(t)

Lemme 2.6. Sous les hypoth�eses B7-B12 et pour tout hn = n�� avec 1=5 < � < 1=3, alors il

existe c1 > 0 et c2 > 0 telles que :

a) IP

"
sup
t2[0;1]

jBn(t)� �n(t)j � c1(nh
5
n)

1=4

#
� exp(�c2nh3n).

b) IPH0

"
sup
t2[0;1]

jEn(t)j � c1(nh
5
n)

1=2

#
� exp(�c2nh3n).

La d�emonstration de ce r�esultat est donn�ee plus loin.

On peut maintenant �ecrire sous l'hypoth�ese d'absence de discontinuit�es (H0) :
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IPH0

"
an

����� supt2[0;1]
j�n(t)j � sup

t2[0;1]
j�n(t)j

����� � 2c1an(nh
5
n)

1=4

#
;

� IPH0

"
an sup

t2[0;1]
j�n(t)� �n(t)j � 2c1an(nh

5
n)

1=4

#
;

� IPH0

"
an

 
sup
t2[0;1]

jBn(t)� �n(t)j+ sup
t2[0;1]

jEn(t)j
!
� 2c1an(nh

5
n)

1=4

#
;

� IPH0

"
an sup

t2[0;1]
jBn(t)� �n(t)j � c1an(nh

5
n)

1=4

#
+ IPH0

"
an sup

t2[0;1]
jEn(t)j � c1an(nh

5
n)

1=4

#
;

� 2 exp(�c2nh3n):

Il s'ensuit alors

lim
n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

�n(t)� bn

!
� x

#
= lim

n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

�n(t)� bn

!
� x

#
:

Comme il a �et�e dit plus haut le processus �n(t) peut être approch�e par le processus Gn(t) =

1=
q
2V 2

+hn
R
M( t�xhn

) dW (x) o�u W est le processus de Wiener bilat�eral, au sens suivant

sup
t2[0;1]

j�n(t)� Gn(t)j = oP

�
(logn)�1=2

�
:

Il vient alors:

lim
n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

�n(t)� bn

!
� x

#
= lim

n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

Gn(t)� bn

!
� x

#
:

On v�eri�e facilement par changement de variable que

LfsupGn(t)g = L
(

sup
t2[0;Tn]

1p
2V+

Z
M(t� x) dW (x)

)
o�u Tn = 1=hn. Le processus

R
M(t� x) dW (x) est un processus gaussien centr�e de fonction de

covariance d�e�nie par

C(h) =

Z
M(x+ h)M(x) dx

dont on a vu plus haut qu'elle satisfait les conditions du th�eor�eme 2.4. Avec la normalisation

habituelle supGn(t) est donc asymptotiquement de loi de Gumbel. Nous avons donn�e les grandes

lignes de la d�emonstration du r�esultat suivant:

Th�eor�eme 2.8. Notons

an =
p
�2 log(hn); (2.25)
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1) Si K+(�1) 6= 0 ou K+(0) 6= 0,

bn = an +
1
an

h
log
�
c1(K+)p

�

�
+ 1

2 log
�
log
�

1
hn

��i
; (2.26)

2) Si K+(�1) = K+(0) = 0,

bn = an +
1
an

log

�p
c2(K+)p
2�

�
; (2.27)

o�u

c1(K+) =
2M2

+(0) +M2
+(�1)R

M2(u)du
;

et

c2(K+) =

R
(M 0(u))2du

2
R
M2(u)du

:

Supposons les conditions B7-B12 satisfaites et hn = n�� avec 1
5 < � < 1

3 . Sous l'hypoth�ese nulle

H0 :

a) lim
n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

�n(t)� bn

!
� x

#
= exp(� exp(�x)).

b) lim
n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

j�n(t)j � bn

!
� x

#
= exp(�2 exp(�x)).

Les arguments pr�ec�edant l'�enonc�e seront d�evelopp�es plus loin de mani�ere plus pr�ecise.

Il est facile de montrer que le test global de l'hypoth�ese d'absence de rupture, bas�e sur le

th�eor�eme 2.8 a un comportement asymptotique satisfaisant. Ici �egalement on consid�ere des

alternatives locales de la forme :

H1(n) : 
n(�) =
�np
nhn

;

avec j�njp
log(n)

! 1. Le th�eor�eme suivant montre que le test global, lui aussi, a une puissance

locale asymptotique �egale �a 1.

Th�eor�eme 2.9. Supposons les hypoth�eses B1-B5 satisfaites. Soient (an) et (bn) les suites

d�e�nies au th�eor�eme 2.8.

1) Si �np
log(n)

! +1, sous la suite d'alternatives locales H1(n), nous avons pour tout u > 0

lim
n!+1 IPH1(n)

"
an

 
sup
t2[0;1]

�n(t)� bn

!
� u

#
= 1: (2.28)
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2) Si
j�njp
log(n)

!1, sous la suite d'alternatives locales H1(n), nous avons pour tout u > 0

lim
n!+1 IPH1(n)

"
an

 
sup
t2[0;1]

j�n(t)j � bn

!
� u

#
= 1: (2.29)

Hypoth�eses

B7. La fonction m(�) ainsi que ses d�eriv�ees premi�ere et seconde sont suppos�ees c�adl�ag sur

[0; 1].

B8. fX(�) : la densit�e marginale de X est suppos�ee lipschitzienne et strictement positive sur

[0; 1].

B9. �2(�) est suppos�ee born�ee sur l'intervalle [0; 1].

B10-1. 9 C > 0 tel que IE
h
j"jk
i
< Ck�2k!, k = 3; 4; : : :

B10-2. Il existe une suite (�n)n�1 tel que

1) �n ! +1,

2) IE
h
j"j21I(j"j > �n)

i
= O(1=n).

B11. Soit (hn)n�1 une suite r�eelle positive v�eri�ant :

1) lim
n!+1 hn = 0 et lim

n!+1 nhn = +1,

2) �nh
�1=2
n n�1=6(logn)2 ! 0.

B12. K+(�) est une fonction d�erivable �a support sur [�1; 0].

Remarque 2.1.

1) Si les " sont born�es, pour toute suite (�n) qui tend vers l'in�ni, les conditions B10-1 et B10-2

sont v�eri��ees.

2) Si "; N (0; 1) et en choisissant �n = n� (� > 0, � proche de z�ero), les conditions B10-1 et

B10-2 sont v�eri��ees.

3) Si �nh
�1=2
n n�1=6(logn)2 ! 0 alors nhn !1.
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On peut �ecrire

�n(t) = En(t) + Bn(t);

o�u

En(t) = E+
n (t)� E�

n (t);

=
p
nhnV (t)

�Pn
i=1 ~w+

i (t)m(Xi)Pn
i=1 ~w+

i (t)
�
Pn

i=1 ~w�i (t)m(Xi)Pn
i=1 ~w�i (t)

�
;

et

Bn(t) = B+
n (t)� B�

n (t);

=
p
nhnV (t)

�Pn
i=1 ~w+

i (t)�(Xi)"iPn
i=1 ~w+

i (t)
�
Pn

i=1 ~w�i (t)�(Xi)"iPn
i=1 ~w�i (t)

�
:

Les quantit�es ~wi(t) sont d�e�nies comme suit :

~wi(�) = 1

n2h4n
wi(�):

Posons �egalement

~M�(�) = 1

nhn
M�(�);

et

�n(t) = �+n (t)� ��n (t);

o�u

��n (t) =
1p

2VK+

p
nhnfX(t)�(t)

nX
i=1

M�(
t�Xi

hn
)�(Xi)"i;

=

p
nhnV (t)

fX(t)

nX
i=1

~M�(
t�Xi

hn
)�(Xi)"i;

alors nous avons le lemme suivant

Lemme 2.7. Sous les hypoth�eses B7-B12 et pour tout hn = n�� avec 1=5 < � < 1=3, alors il

existe c1 > 0 et c2 > 0 telles que :

a) IP

"
sup
t2[0;1]

jBn(t)� �n(t)j � c1(nh5n)
1=4

#
� exp(�c2nh3n).

b) IPH0

"
sup
t2[0;1]

jEn(t)j � c1(nh
5
n)

1=2

#
� exp(�c2nh3n).
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Preuve du lemme 2.7.

a) D'apr�es l'in�egalit�e triangulaire, nous avons

sup
t2[0;1]

jBn(t)� �n(t)j � sup
t2[0;1]

jB+
n (t)� �+n (t)j+ sup

t2[0;1]
jB�

n (t)� ��n (t)j:

D'autre part

B�
n (t)� ��n (t)

=
p
nhnV (t)

Pn
i=1

�
~w�i (t)� fX(t) ~M�( t�Xi

hn
)
�
�(Xi)"iPn

i=1 ~w�i (t)

+
(nhn)

1=4V (t)

fX(t)

"
nX
i=1

~M�(
t�Xi

hn
)�(Xi)"i

#
(nhn)

1=4 �f2X(t)�Pn
i=1 ~w�i (t)

�Pn
i=1 ~w�i (t)

:

Nous en d�eduisons, qu'il existe a1; a2 > 0 telles que

sup
t2[0;1]

jB�
n (t)� ��n (t)j

� a1

 
sup
t2[0;1]

p
nhn

�����
nX
i=1

�
~w�i (t)� fX(t) ~M�(

t�Xi

hn
)

�
�(Xi)"i

�����
! 

sup
t2[0;1]

1

jPn
i=1 ~w�i (t)j

!

+ a2

 
sup
t2[0;1]

(nhn)
1=4

�����
nX
i=1

~M�(
t�Xi

hn
)�(Xi)"i

�����
!

�
 

sup
t2[0;1]

(nhn)
1=4

�����
nX
i=1

~w�i (t)� f2X(t)

�����
! 

sup
t2[0;1]

1

jPn
i=1 ~w�i (t)j

!
;

� max(a1; a2)A� (B + C �D);

o�u

i) A = sup
t2[0;1]

1
jPn

i=1 ~w�i (t)j ,

ii) B =
p
nhn

 
sup
t2[0;1]

���Pn
i=1

�
~w�i (t)� fX(t) ~M�( t�Xi

hn
)
�
�(Xi)"i

���!,
iii) C = (nhn)

1=4

 
sup
t2[0;1]

���Pn
i=1

~M�( t�Xi
hn

)�(Xi)"i

���!,
iv) D = (nhn)

1=4

 
sup
t2[0;1]

��Pn
i=1 ~w�i (t)� f2X(t)

��!.
Nous avons

A � 1����� inft2[0;1]
f2X(t)� sup

t2[0;1]
jPn

i=1 ~w�i (t)� f2X(t)j
�����
;
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En posant

inf
t2[0;1]

f2X(t) = f20 ;

IP

�
A� (B + C �D) � 2

f20
x2
�

� IP

�
A � 2

f20

�
+ IP

�
B + C �D � x2

�
;

� IP

�
A � 2

f20

�
+ IP

�
B � x2

2

�
+ IP

�
C �D � x2

2

�
;

� IP

�
A � 2

f20

�
+ IP

�
B � x2

2

�
+ IP

�
C � jxjp

2

�
+ IP

�
D � jxjp

2

�
:

Comme si jxj � 1, alors x2 � jxj nous pouvons donc �ecrire

IP

�
A� (B + C �D) � 2

f20
x2
�

� IP

�
A � 2

f20

�
+ IP

�
B � x2

2

�
+ IP

�
C � x2

2

�
+ IP

�
D � x2

2

�
;

or

IP

�
A � 2

f20

�
� IP

266664 1����� inft2[0;1]
f2X(t)� sup

t2[0;1]
jPn

i=1 ~w�i (t)� f2X(t)j
�����
� 2

f20

377775 ;

� IP

"
sup
t2[0;1]

j
nX
i=1

~w�i (t)� f2X(t)j �
f20
2

#
:

La majoration de ces quatre termes est assur�ee par le lemme 2.8.

b) Sous l'hypoth�ese nulle, nous avons

sup
t2[0;1]

jEn(t)j � sup
t2[0;1]

jE+
n (t)�

p
nhnV (t)m+(t)j+ sup

t2[0;1]
jE�

n (t)�
p
nhnV (t)m�(t)j:
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Or

E�
n (t)�

p
nhnV (t)m�(t)

=
p
nhnV (t)

Pn
i=1 ~w�i (t)

h
m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t)

i
Pn

i=1 ~w�i (t)
;

=
p
nhnV (t)

~S�2 (t) ~R
�
0 (t)� ~S�1 (t) ~R

�
1 (t)Pn

i=1 ~w�i (t)
;

=

p
nhnV (t)�Pn

i=1 ~w�i (t)� f2X(t)
�
+ f2X(t)

h�
~S�2 (t)�K�

2 fX(t)
�
~R�0 (t) +K�

2 fX(t)
~R�0 (t)

�
�
~S�1 (t)�K�

1 fX(t)
�
~R�1 (t)�K�

1 fX(t)
~R�1 (t)

i
;

o�u ~S�l (�) = 1
nhl+1n

S�l (�) (idem pour ~R�l (�) et ~��l (�)).

Il en r�esulte que

sup
t2[0;1]

jE�
n (t)�

p
nhnV (t)m�(t)j

� 2 sup
t2[0;1]

V (t)
p
nhnmax

l=0;1
sup
t2[0;1]

��� ~R�l (t)���

�

"
max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���+max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��K�
l fX(t)

��#����� inft2[0;1]
f2X(t)� sup

t2[0;1]

��Pn
i=1 ~w�i (t)� f2X(t)

�������
;

� �1

p
nhnmax

l=0;1
sup
t2[0;1]

��� ~R�l (t)���
"
max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���+ �2

#
������3 � sup

t2[0;1]

��Pn
i=1 ~w�i (t)� f2X(t)

�������
;

o�u

i) �1 = 2 sup
t2[0;1]

V (t),

ii) �2 = max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��K�
l fX(t)

��,
iii) �3 = inf

t2[0;1]
f2X(t).

Posons

An = �1

"
max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���+ �2

#
������3 � sup

t2[0;1]

��Pn
i=1 ~w�i (t)� f2X(t)

�������
;
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alors

IPH0

"
sup
t2[0;1]

���E�
n (t)�

p
nhnV (t)m�(t)

��� � c5(nh
5
n)

1=2

#

� IPH0

"
An

 
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

��� ~R�l (t)���
!
� c5h

2
n

#
;

� IPH0

"
An

 
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

��� ~R�l (t)���
!
� c5h

2
n ; An � 2�1�2

�3

#

+ IPH0

"
An

 
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

��� ~R�l (t)���
!
� c5h

2
n ; An >

2�1�2

�3

#
;

� IPH0

"
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

��� ~R�l (t)��� � �3c5
2�1�2

h2n

#
+ IPH0

�
An >

2�1�2

�3

�
:

Or

IPH0

�
An >

2�1�2

�3

�
� IP

"
max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

��� > �2

2

#
+ IP

"
sup
t2[0;1]

�����
nX
i=1

~w�i (t)� f2X(t)

����� > �3

4

#
;

� exp(�c6nh3n):

Ceci implique qu'il existe c1 > 0 et c2 > 0 telles que

IPH0

"
sup
t2[0;1]

jEn(t)j � c1(nh
5
n)

1=2

#
� exp(�c2nh3n):

Lemme 2.8. Sous les mêmes hypoth�eses que celles du lemme 2.7, il existe c3; c4 > 0 telles que

a) IP

"
(nhn)

1=2 sup
t2[0;1]

���Pn
i=1

�
~w�i (t)� fX(t) ~M�( t�Xi

hn
)
�
�(Xi)"i

��� � c3(nh5n)
1=4

#
� exp(�c4nh3n).

b) IP

"
sup
t2[0;1]

���Pn
i=1

~M�( t�Xi
hn

)�(Xi)"i

��� � c3hn

#
� exp(�c4nh3n).

c) IP

"
sup
t2[0;1]

���Pn
i=1 ~w�i (t)� (K�

2 K
�
0 � (K�

1 )
2
)f2X(t)

��� � c3hn

#
� exp(�c4nh3n).

Preuve du lemme 2.8.
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a)

(nhn)
1=2 sup

t2[0;1]

�����
nX
i=1

�
~w�i (t)� fX(t) ~M�(

t�Xi

hn
)

�
�(Xi)"i

����� ;
= (nhn)

1=2 sup
t2[0;1]

�����
nX
i=1

~w�i (t)�(Xi)"i �K�
2 fX(t)

~��0 (t) +K�
1 fX(t)

~��1 (t)

����� ;
� (nhn)

1=2

 
sup
t2[0;1]

��� ~S�2 (t)�K�
2 fX(t)

���! sup
t2[0;1]

���~��0 (t)���
!

+

 
sup
t2[0;1]

��� ~S�1 (t)�K�
1 fX(t)

���! sup
t2[0;1]

���~��1 (t)���
!
;

� 2(nhn)
1=2

 
max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���! max
l=0;1

sup
t2[0;1]

���~��l (t)���
!
:

Lemme 2.9. Soient X et Y deux variables al�eatoires. Supposons qu'il existe 0 � a � 1 et b � 0

telles que nous ayons :

1) IP [jX j � a] � b,

2) IP [jY j � a] � b,

alors,

IP [jXY j � a] � 2b

Preuve du lemme 2.9.

Nous avons

IP [jXY j � a] = IP [jXY j � a \ jX j > 1] + IP [jXY j � a \ jX j � 1] ;

� IP [jX j > 1] + IP [jY j � a] ;

� 2b:

ut
Pour terminer la d�emonstration du lemme 2.8, nous nous basons sur le lemme 2.9 en posant :

i) X = 2(nhn)
1=4

 
max
l=1;2

sup
t2[0;1]

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j

!
,

ii) Y = (nhn)
1=4j

 
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

~��l (t)j
!
,

iii) a = c5(nh
5
n)

1=4
,
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iv) b = exp(�c7nh3n),

et en utilisanta) et b) du lemme 2.10 d�emontr�e ci-dessous. Nous en d�eduisons donc qu'il existe

c3 > 0 et c5 > 0 telles que

IP

"
sup
t2[0;1]

p
nhnj

nX
i=1

�
~w�i (t)� fX(t) ~M�(

t�Xi

hn
)

�
�(Xi)"ij � c3(nh

5
n)

1=4

#
� exp(�c4nh3n):

b)

sup
t2[0;1]

�����
nX
i=1

~M�(
t�Xi

hn
)�(Xi)"i

����� � jK�
2

����� supt2[0;1]
j~��0
�����+ jK�

1

����� supt2[0;1]
j~��1
����� ;

� c8

 
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

���~��l ���
!
;

or d'apr�es le e) du lemme 2.10 ci-dessous nous avons

IP

"
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

���~��l (t)��� � c5hn

#
� exp(�c7nh3n);

ceci termine la d�emonstration de la deuxi�eme partie du lemme 2.8.

c) En �ecrivant

nX
i=1

~w�i (t)� (K�
2 K

�
0 � (K�

1 )
2
)f2X(t)

= ~S�2 (t) ~S
�
0 (t)� ~S�1 (t) ~S

�
1 (t)� (K�

2 K
�
0 � (K�

1 )
2
)f2X(t);

=
�
~S�2 (t)�K�

2 fX(t)
��

~S�0 (t)�K�
0 fX(t)

�
�
�
~S�1 (t)�K�

1 fX(t)
�2

+
�
~S�2 (t)�K�

2 fX(t)
�
K�

0 fX(t) +
�
~S�0 (t)�K�

0 fX(t)
�
K�

2 fX(t)

� 2K�
1 fX(t)

�
~S�1 (t)�K�

1 fX(t)
�
:
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Nous en d�eduisons

sup
t2[0;1]

�����
nX
i=1

~w�i (t)� (K�
2 K

�
0 � (K�

1 )
2
)f2X(t)

�����
�
 

sup
t2[0;1]

��� ~S�2 (t)�K�
2 fX(t)

���! sup
t2[0;1]

��� ~S�0 (t)�K�
0 fX(t)

���!+ sup
t2[0;1]

�
~S�1 (t)�K�

1 fX(t)
�2

+

 
sup
t2[0;1]

��� ~S�2 (t)�K�
2 fX(t)

���! sup
t2[0;1]

jK�
0 jfX(t)

!

+

 
sup
t2[0;1]

��� ~S�0 (t)�K�
0 fX(t)

���! sup
t2[0;1]

jK�
2 jfX(t)

!

+ 2

 
sup
t2[0;1]

jK�
1 jfX(t)

! 
sup
t2[0;1]

��� ~S�1 (t)�K�
1 fX(t)

���! ;

�
 
max
l=0;1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���!

�
"
2 max
l=0;1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���+ 4 max
l=0;1;2

sup
t2[0;1]

��K�
l fX(t)

��# :
Utilisant �a nouveau le lemme 2.10, on voit qu'il existe c3 > 0 et c4 > 0 tels que

IP

"
sup
t2[0;1]

�����
nX
i=1

~w�i (t)� (K�
2 K

�
0 � (K�

1 )
2
)f2X(t)

����� � c3hn

#
� exp(�c4nh3n):

Ceci ach�eve la d�emonstration du lemme 2.8. ut

Rappelons que

i) ~S�l (t) =
1

nhl+1n

Pn
i=1(t�Xi)

lK�( t�Xi
hn

),

ii) ~��l (t) =
1

nhl+1n

Pn
i=1(t�Xi)lK�( t�Xi

hn
)�(Xi)"i,

iii) ~R�l (t) =
1

nhl+1n

Pn
i=1(t �Xi)

lK�( t�Xi
hn

)
h
m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t)

i
.

Lemme 2.10. Supposons que les hypoth�eses B7-B12 soient satisfaites, alors il existe c5 > 0 et

c6 > 0 telles que pour hn = n�� avec 1=5 < � < 1=3 nous avons

a) IP

"
sup
t2[0;1]

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j � c5hn

#
� exp(�c6nh3n).

b) IP

"
sup
t2[0;1]

j~��l (t)j � c5hn

#
� exp(�c6nh3n).
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c) IPH0

"
sup
t2[0;1]

j ~R�l (t)j � c5h
2
n

#
� exp(�c6nhn).

Nous en d�eduisons que si les hypoth�eses B7-B12 soient satisfaites, alors il existe c5 > 0 et c6 > 0

telles que pour hn = n�� avec 1=5 < � < 1=3 nous avons pour tout entier L �x�e

d) IP

"
max
0�l�L

sup
t2[0;1]

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j � c5hn

#
� exp(�c6nh3n).

e) IP

"
[ max
0�l�L

sup
t2[0;1]

j~��l (t)j � c5hn

#
� exp(�c6nh3n).

f) IPH0

"
[ max
0�l�L

sup
t2[0;1]

j ~R�l (t)j � c5h
2
n

#
� exp(�c6nhn).

Avant de donner la preuve de ce lemme, nous rappelons l'�enonc�e de l'in�egalit�e de Bernstein

pour pr�eciser la version que nous utilisons.

Lemme 2.11 (In�egalit�e de Bernstein) Soient �1; : : : ; �n des variables al�eatoires r�eelles in-

d�ependantes d�e�nies sur l'espace probabilis�e (
;A; P ).

1) S'il existe C > 0 tel que pour tout k � 3 et pour tout 1 � i � n, nous avons IE
h
j�i � IE (�i) jk

i
�

Ck�2k!V ar(�i), alors pour tout x � 0 et v � 2
Pn

i=1 V ar(�i) nous avons

IP

"
j

nX
i=1

�i � IE(�i)j � x

#
� 2 exp

�
� x2

2(v + Cx)

�
:

2) S'il existe C > 0 tel que pour tout 1 � i � n, nous avons IP [j�ij � C] = 1, alors, pour tout

x � 0 et v �Pn
i=1 V ar(�i), nous avons

IP

"
j

nX
i=1

�i � IE(�i)j � x

#
� 2 exp

�
� x2

2(v + Cx=3)

�
:

Preuve du lemme 2.10.

a) Cherchons des majorants de 1
nhl+1n

(t�Xi)
lK�( t�Xi

hn
), et V ar( ~S�l (t)) permettant d'appliquer

l'in�egalit�e de Bernstein :

1)

j 1

nhl+1
n

(t�Xi)
lK�(

t�Xi

hn
)j � 3v1

2nhn
:
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2)

V ar( ~S�l (t)) � 1

nhn

Z
x2lK2

�(x)fX(t� hnx)dx;

� v2
2nhn

:

d'apr�es l'in�egalit�e de Bernstein (la deuxi�eme partie du lemme), nous avons donc

IP
h
j ~S�l (t)� IE( ~S�l (t))j � x

i
� 2 exp(� nhnx

2

v2 + v1x
);

or

IE( ~S�l (t)) =
Z

xlK�(x)fX(t� hnx)dx:

Sachant que fX(�) est lipschitzienne ( hypoth�ese B8), nous en d�eduisons que

jIE( ~S�l (t))�K�
l fX(t)j �

Z
jxlK�(x)jjfX(t� hnx)� fX(t)jdx;

� v3hn:

D'o�u, comme application de l'in�egalit�e triangulaire, nous avons

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j � j ~S�l (t)� IE( ~S�l (t))j+ jIE( ~S�l (t))�K�

l fX(t)j;
� j ~S�l (t)� IE( ~S�l (t))j+ v3hn:

il en r�esulte que pour tout x � v3hn nous avons,

IP
h
j ~S�l (t)�K�

l fX(t)j � x
i
� 2 exp

 
� nhn(x� v3hn)

2

v2 + v1(x� v3hn)

!
:

En choisissant x = v4hn > v3hn et hn = n�� avec 0 < � < 1=3, l'in�egalit�e pr�ec�edente devient,

pour tout t �x�e,

IP
h
j ~S�l (t)�K�

l fX(t)j � v4hn

i
� 2 exp

 
� nh3n(v4 � v3)

2

v2 + v1(v4 � v3)hn

!
;

� exp(�v5nh3n):

Nous avons

[0; 1]�
d1=h3ne[
k=1

[(k� 1)h3n; kh
3
n];

o�u dxe d�esigne la partie enti�ere sup�erieure de x.
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Pour t 2 [(k� 1)h3n; kh
3
n], nous avons

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)� ~S�l (kh

3
n) +K�

l fX(kh
3
n)j

� jK�
l jjfX(t)� fX(kh

3
n)j+ j ~S�l (t)� ~S�l (kh

3
n)j;

� v6jt� kh3nj+
Pn

i=1

����� t�Xi
hn

�l
K�

�
t�Xi
hn

�
�
�
kh3n�Xi

hn

�l
K�

�
kh3n�Xi

hn

�����
nhn

;

� v6jt� kh3nj+ v7
jt� kh3nj

h2n
;

� v8hn:

Pour obtenir cette majoration, nous avons utilis�e le fait que K+(�) et fX(�) sont lipschitziennes
(B8 et B12).

D'o�u

sup
t2[0;1]

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j � max

1�k�b1=h3nc
j ~S�l (kh3n)�K�

l fX(kh
3
n)j+ v8hn;

et par cons�equent

IP

"
sup
t2[0;1]

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j � v5hn

#

� IP

�
max

1�k�b1=h3nc
j ~S�l (kh3n)�K�

l fX(kh
3
n)j � (v5 � v8)hn

�
;

�
b1=h3ncX
i=1

IP
h
j ~S�l (kh3n)�K�

l fX(kh
3
n)j � (v5 � v8)hn

i
;

� 1

h3n
exp(�v9nh3n);

� exp(�c6nh3n);

donc il existe c5 > 0 et c6 > 0 telles que

IP

"
sup
t2[0;1]

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j � c5hn

#
� exp(�c6nh3n):

b) Nous avons :
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1)

IE

"���� 1

nhl+1
n

(t�Xi)
lK�(

t �Xi

hn
)

����k�k(Xi)j"ijk
#

� 1

(nhn)
k
hn

Z
jxlK�(x)jk�k(t� xhn)IEj"jkfX(t� xhn)dx ;

� 1

(nhn)
k
hnv

k
10IEj"jk;

� 1

(nhn)
k
hnv

k
10C

k�2k!;

� vk�211

(nhn)
k�2k!;

2)

V ar(~��l (t)) � 1

nhn

Z
x2lK2

�(x)�
2(t� xhn)fX(t� hnx)dx;

� 1=2v12
nhn

;

d'apr�es l'in�egalit�e de Bernstein (la premi�ere partie du lemme) nous avons donc

IP
h
j~��l (t)j � x

i
� 2 exp

�
� nhnx

2

2(v12 + v11x)

�
:

En utilisant de nouveau le fait que

[0; 1]�
d1=h3ne[
k=1

[(k� 1)h3n; kh
3
n];

nous avons alors pour t 2 [(k � 1)h3n; kh
3
n],

j~��l (t)� ~��l (kh
3
n)j

�
nX
i=1

�����
�
t �Xi

hn

�l

K�
�
t�Xi

hn

�
�
�
kh3n �Xi

hn

�l

K�
�
kh3n �Xi

hn

������ �(Xi)j"ij
nhn

;

� v13
jt� kh3nj
nh2n

nX
i=1

j"ij;

� v13hn

Pn
i=1 j"ij
n

;

donc

sup
t2[0;1]

j~��l (t)j � max
1�k�d1=h3ne

j~��l (kh3n)j+ v13hn

Pn
i=1 j"ij
n

;



128 CHAPITRE 2. TESTS DE RUPTURE

et par cons�equent

IP

"
sup
t2[0;1]

j~��l (t)j � x

#

� IP

�
max

1�k�d1=h3ne
j~��l (kh3n)j+ v13hn

Pn
i=1 j"ij
n

� x

�
;

� IP

�
max

1�k�d1=h3ne
j~��l (kh3n)j+ v13hn

Pn
i=1 j"ij
n

� x ;

Pn
i=1 j"ij
n

� 2IEj"j
�

+ IP

�
max

1�k�d1=h3ne
j~��l (kh3n)j+ v13hn

Pn
i=1 j"ij
n

� x ;

Pn
i=1 j"ij
n

> 2IEj"j
�
;

� IP

�
max

1�k�d1=h3ne
j~��l (kh3n)j � x� 2v13IEj"jhn

�
+ IP

�Pn
i=1 (j"ij � IEj"ij)

n
> IEj"j

�
:

Puisque

IEjj"j � IEj"jjk � 2k�1
h
IEj"jk + (IEj"j)k

i
;

� 2kIEj"jk:

Alors d'apr�es l'in�egalit�e de Bernstein appliqu�ee aux "i nous avons

IP

�Pn
i=1 j"ij � IEj"ij

n
> IEj"j

�
� IP

"�����
nX
i=1

j"ij � IEj"ij
����� > nIEj"j

#
;

� exp(�v14n):

En posant x = v15hn � (2v13IEj"j)hn, nous obtenons ainsi

IP

"
sup
t2[0;1]

j~��l (t)j � v15hn

#

� IP

�
max

1�k�d1=h3ne
j~��l (kh3n)j � (v15 � 2v13IEj"j)hn

�
+ IP

�Pn
i=1 j"ij � IEj"ij

n
> IEj"j

�
;

�
d1=h3neX
i=1

IP
h
j~��l (kh3n)j � (v15 � 2v13IEj"j)hn

i
+ exp(�v14n);

� exp(�c6nh3n);

donc il existe c5 > 0 et c6 > 0 telles que

IP

"
sup
t2[0;1]

j~��l (t)j � c5hn

#
� exp(�c6nh3n):

c) Nous avons



2.4. Test Global 129

1)

j(t�Xi)
l

nhl+1
n

K�(
t�Xi

hn
)
h
m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t)

i
j � 3v1hn

2n
;

2)

V ar( ~S�l (t)) � 1

nhn

Z
x2lK2

�(x)
h
m(t � xhn)�m�(t) + xhnm

(1)
� (t)

i2
fX(t� hnx)dx ;

� v2h
3
n

2n
:

Appliquons l'in�egalit�e de Bernstein (la deuxi�eme partie du lemme), nous avons donc

IP
h
j ~R�l (t)� IE( ~R�l (t))j � x

i
� 2 exp

�
� nx2

v2h3n + v1xhn

�
;

or nous avons

IE( ~R�l (t)) =

Z
xlK�(x)

h
m(t � xhn)�m�(t) + xhnm

(1)
� (t)

i
fX(t� hnx)dx;

donc sous l'hypoth�ese nulle

jIE( ~R�l (t))j � v3h
2
n:

Comme

j ~R�l (t)j � j ~R�l (t)� IE( ~R�l (t))j+ jIE( ~R�l (t))j;
� j ~R�l (t)� IE( ~R�l (t))j+ v3h

2
n:

Il en r�esulte que pour tout x � v3h
2
n nous avons

IP
h
j ~R�l (t)j � x

i
� 2 exp

 
� n(x � v3h

2
n)

2

v2h3n + v1hn(x� v3h2n)

!

Si on prend x = v4h
2
n > v3h

2
n et hn = n�� avec 0 < � < 1=3, alors pour tout t �x�e nous avons

IP
h
j ~R�l (t)j � v4h

2
n

i
� 2 exp

 
� nhn(v4 � v3)

2

v2 + v1(v4 � v3)

!
;

� exp(�v5nhn):

En outre

[0; 1] �
d1=h3ne[
k=1

[(k� 1)h3n; kh
3
n]
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o�u dxe d�esigne la partie enti�ere sup�erieure de x.

Pour t 2 [(k� 1)h3n; kh
3
n], nous avons

~R�l (t)� ~R�l (kh
3
n)

=
1

nhn

nX
i=1

�
t �Xi

hn

�l

K�
�
t�Xi

hn

�h
m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t)

i
� 1

nhn

nX
i=1

�
kh3n �Xi

hn

�l

K�
�
kh3n �Xi

hn

�h
m(Xi)�m�(kh3n)� (Xi � kh3n)m

(1)
� (kh3n)

i
:

Or

m(Xi)�m�(kh3n)� (Xi � kh3n)m
(1)
� (kh3n)

=
h
m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t)

i
+
�
m�(t)�m�(kh3n)

�
+ (Xi � t)

h
m

(1)
� (t)�m

(1)
� (kh3n)

i
+ (kh3n � t)m

(1)
� (kh3n);

=
h
m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t)

i
+O(h3n);

d'o�u

~R�l (t)� ~R�l (kh
3
n)

=
1

nhn

nX
i=1

"�
t�Xi

hn

�l
K�

�
t �Xi

hn

�
�
�
kh3n �Xi

hn

�l
K�

�
kh3n �Xi

hn

�#
�
h
m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t)

i
+ O(h2n);

= O(h2n);

donc

sup
t2[0;1]

j ~R�l (t)j � max
1�k�d1=h3ne

j ~R�l (kh3n)j+ v8h
2
n;

et par suite

IP

"
sup
t2[0;1]

j ~R�l (t)j � v5h
2
n

#
� IP

�
max

1�k�d1=h3ne
j ~R�l (kh3n)j � (v5 � v8)h

2
n

�
;

�
d1=h3neX
i=1

IP
h
j ~R�l (kh3n)j � (v5 � v8)h

2
n

i
;

� 1

h3n
exp(�v9nhn);

� exp(�c6nhn);



2.4. Test Global 131

d'o�u le r�esultat : il existe c5 > 0 et c6 > 0 telles que

IP

"
sup
t2[0;1]

j ~R�l (t)j � c5hn

#
� exp(�c6nhn):

d) Les d�emonstrations des parties d), e) et f) sont de simples d�eductions des parties a), b) et

c). On fournit ici seulement la d�emonstration de la partie d), les autres sont similaires en tous

points �a celle-ci.

IP

"
max
0�l�L

sup
t2[0;1]

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j � c5hn

#
�

LX
l=0

IP

"
sup
t2[0;1]

j ~S�l (t)�K�
2 fX(t)j � c5hn

#
;

� (L+ 1) exp(�c6nh3n);
� exp(�c7nh3n):

ut
Preuve du th�eor�eme 2.8.

La d�emonstration du th�eor�eme 2.8 est fond�ee principalement sur le r�esultat �etabli par Johnston

[Joh82](cf aussi Bickel et Rosenblatt [BR73]) pour la loi limite de la d�eviation maximale de

l'estimateur de Nadaraya-Watson de la fonction de r�egression.

IPH0

"
an

����� supt2[0;1]
j�n(t)j � sup

t2[0;1]
j�n(t)j

����� � 2c1an(nh
5
n)

1=4

#
;

� IPH0

"
an sup

t2[0;1]
j�n(t)� �n(t)j � 2c1an(nh

5
n)

1=4

#
;

� IPH0

"
an

 
sup
t2[0;1]

jBn(t)� �n(t)j+ sup
t2[0;1]

jEn(t)j
!
� 2c1an(nh

5
n)

1=4

#
;

� IPH0

"
an sup

t2[0;1]
jBn(t)� �n(t)j � c1an(nh

5
n)

1=4

#
+ IPH0

"
an sup

t2[0;1]
jEn(t)j � c1an(nh

5
n)

1=4

#
;

� 2 exp(�c2nh3n):

Lemme 2.12 (Konakov & Piterbarg [PK84]) SoientX et Y deux variables al�eatoires r�eelles

telles qu'il existe �1 > 0 et �2 > 0 pour lesquels nous avons :

IP [jX � Y j � �1] � �2;

alors pour tout x

IP [Y � x� �1]� �2 � IP [X � x] � IP [Y � x+ �1] + �2:
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Posons :

i) �n;1 = 2c1an(nh
5
n)

1=4 ! 0,

ii) �n;2 = 2 exp(�c2nh3n)! 0.

D'apr�es le lemme 2.12 nous avons donc pour tout x

IPH0

"
an

 
sup
t2[0;1]

j�nj � bn

!
� x

#
� IPH0

"
an

 
sup
t2[0;1]

j�nj � bn

!
� x� �n;1

#
� �n;2;

et

IPH0

"
an

 
sup
t2[0;1]

j�nj � bn

!
� x

#
� IPH0

"
an

 
sup
t2[0;1]

j�nj � bn

!
� x+ �n;1

#
+ �n;2:

Pour la même raison nous obtenons �egalement

IPH0

"
an

 
sup
t2[0;1]

�n � bn

!
� x

#
� IPH0

"
an

 
sup
t2[0;1]

�n � bn

!
� x� �n;1

#
� �n;2;

et

IPH0

"
an

 
sup
t2[0;1]

�n � bn

!
� x

#
� IPH0

"
an

 
sup
t2[0;1]

�n � bn

!
� x+ �n;1

#
+ �n;2:

Or d'apr�es Johnston [Joh82], sous les hypoth�eses B7-B12, on peut approcher le processus �n

par un processus gaussien Gn(t) =
1p

2V 2
+hn

R
M
�
t�x
hn

�
dW (x), o�u W est le processus de Wiener

bilat�eral, tel que

sup
t2[0;1]

j�n(t)�Gn(t)j = oP

�
(logn)�1=2

�
:

Nous avons aussi grâce �a la propri�et�e d'invariance en loi par changement d'�echelle du processus

de Wiener :

LfGn(t) ; 0 � t � 1g = L
8<: 1q

2V 2
+hn

Z
M

�
t � x

hn

�
dW (x) ; 0 � t � 1

9=; ;

= L
�

1p
2V+

Z
M

�
t

hn
� x

�
dW (x) ; 0 � t � 1

�
;

o�u L(X) d�esigne la loi de X .

Posons Tn =
1
hn
, d'o�u



2.4. Test Global 133

1)

L
(

sup
t2[0;1]

Gn(t)

)
= L

(
sup
t2[0;1]

1p
2V+

Z
M

�
t

hn
� x

�
dW (x)

)
;

= L
(

sup
t2[0;Tn]

1p
2V+

Z
M (t� x)dW (x)

)
:

2)

L
(

sup
t2[0;1]

jGn(t)j
)

= L
(

sup
t2[0;1]

���� 1p
2V+

Z
M

�
t

hn
� x

�
dW (x)

����
)
;

= L
(

sup
t2[0;Tn]

���� 1p
2V+

Z
M (t � x) dW (x)

����
)
:

R
M (t� x)dW (x) est un processus gaussien stationnaire centr�e de fonction de covariance C(�)

d�e�nie par :

C(h) =

Z
M(x+ h)M(x)dx :

Or nous avons montr�e dans le paragraphe pr�ec�edent que la fonction de covariance C(�) v�eri�e
bien les hypoth�eses du th�eor�eme 2.4, nous en d�eduisons donc :

1) lim
n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

Gn(t)� bn

!
� x

#
= exp(� exp(�x)),

2) lim
n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

jGn(t)j � bn

!
� x

#
= exp(�2 exp(�x))

o�u an = aTn et bn = bTn .

Par cons�equent, sous l'hypoth�ese nulle, nous avons

a)

lim
n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

�n(t)� bn

!
� x

#
= lim

n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

�n(t)� bn

!
� x

#
;

= lim
n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

Gn(t)� bn

!
� x

#
;

= exp(� exp(�x)):
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b)

lim
n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

j�n(t)j � bn

!
� x

#
= lim

n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

j�n(t)j � bn

!
� x

#
;

= lim
n!+1 IP

"
an

 
sup
t2[0;1]

jGn(t)j � bn

!
� x

#
;

= exp(�2 exp(�x)):

Ceci ach�eve la preuve du th�eor�eme 2.8. ut

Il est facile de montrer que le test global de l'hypoth�ese d'absence de rupture, bas�e sur le

th�eor�eme 2.8 a un comportement asymptotique satisfaisant. Ici �egalement on consid�ere des

alternatives locales de la forme :

H1(n) : 
n(�) =
�np
nhn

;

avec j�njp
log(n)

! 1. Le th�eor�eme suivant montre que le test global, lui aussi, a une puissance

locale asymptotique �egale �a 1.

Preuve du th�eor�eme 2.9.

Pour tout u > 0,

IP
H1(n)

"
an

 
sup
t2[0;1]

j�n(t)j � bn

!
� u

#
� IP

H1(n) [an (j�n(�)j � bn) � u] :

Notons

E+
n;i =

�p
nhnV (�) (
̂n(�)� 
n(�)) � �

�
u

an
+ bn

�
� �n(�)V (�)

�
;

et

E�
n;i =

�p
nhnV (�) (
̂n(�)� 
n(�)) �

�
u

an
+ bn

�
� �n(�)V (�)

�
;

d'o�u

lim
n!+1 IPH1(n)

"
an

 
sup
t2[0;1]

j�n(t)j � bn

!
� u

#
� lim

n!+1 IPH1(n)

h
E+
n;i \E�

n;i

i
;

= 0:

ut
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2.5 Simulations

Dans cette section, nous e�ectuons des simulations pour mettre en �evidence le comportement

des trois tests pour des tailles �echantillons raisonnables (n = 250, n = 500). Les facteurs

d�eterminants dans ces simulations sont le choix du noyau, le choix de la fenêtre de lissage, le

nombre d'observations et le rapport signal sur bruit. Pour nos comparaisons, nous avons retenu

quatre mod�eles M01, M02 (mod�eles sans rupture), M11 et M12 (mod�eles avec rupture) :

M01 m(x) = 4x2,

M11 m(x) = 4x2 + 1I[0:5;1],

M02 m(x) = exp(2jx� 0:35j),

M12 m(x) = exp(2jx� 0:35j) + 1I[0:35;1].

Les noyaux K0, K1 et K2 utilis�es sont d�e�nis par :

1) K0(x) = x2(1 + x)21I[�1;0](x).

2) K1(x) = (1� x2)1I[�1;0](x).

3) K2(x) = �x(1 + x)1I[�1;0](x).

K0 et K2 s'annulent en z�ero . K1 > 0 en z�ero.

Lors de ces simulations, le plan d'exp�erience est al�eatoire de loi uniforme et le bruit est suppos�e

gaussien. Dans chaque test et pour chaque valeur du param�etre concern�e (taille de la fenêtre

de lissage, taille d'�echantillon, rapport signal sur bruit) nous avons e�ectu�e 100 simulations, et

relev�e la fr�equence avec laquelle l'hypoth�ese nulle est accept�ee obtenant ainsi une estimation de

l'erreur de premi�ere esp�ece (pour les mod�eles M01 et M02) et l'erreur de deuxi�eme esp�ece (pour les

mod�eles M11 et M12). Les tests sont construits de mani�ere �a assurer une erreur de premi�ere esp�ece

th�eorique asymptotique � = 5%. Pour le test strictement local et le test local, la discontinu-

it�e est localis�ee en � = 0:5 pour les mod�eles M01 et M11 et en � = 0:35 pour les mod�eles M02 et M12.

Choix du noyau. Les �gures 2.1 et 2.3 montrent que les trois tests sont l�eg�erement sensibles au

choix du noyau en particulier en ce qui concerne leur puissance. Rappelons que la situation o�u

le noyau s'annule en z�ero et celle o�u le noyau est strictement positif �a l'origine conduisent �a deux

traitements di��erents pour le test local et le test global (deux normalisations di��erentes). Dans

la suite, nous avons choisi seulement de pr�esenter les r�esultats pour le noyau K2; les simulations
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ont �et�e e�ectu�ees pour les trois types de noyau et nous avons constat�e la même sensibilit�e de

ces trois tests vis �a vis du choix du noyau.

Choix de la fenêtre de lissage. Tout au long de nos simulations, nous avons choisi de faire

varier hn entre 0:07 et 0:25 avec un pas de 0:02 (10 valeurs de hn en tout). Nous remarquons

que les trois tests sont plus sensibles au choix de la fenêtre de lissage qu'�a celui du noyau. Cette

sensibilit�e est quasi nulle en ce qui concerne l'erreur de premi�ere esp�ece ( 2.1, 2.2 et 2.5)mais elle

devient cependant plus importante lorsque la puissance des tests est consid�er�ee. Le test local

semble être le plus conservateur des trois.

Nombre d'observations et RSB. Les simulations dont les r�esultats sont pr�esent�es par les

�gures 2.5 et 2.6) montrent la sensibilit�e des trois proc�edures de test �a la taille de l'�echantillon

et au rapport signal sur bruit. En absence de discontinuit�e les proc�edures apparaissent peu

sensibles �a la taille de l'�echantillons et au rapport signal sur bruit. Par contre en situation

de discontinuit�e, comme on s'y attend la discontinuit�e est d'autant mieux d�etect�ee que le bruit

est faible par rapport �a l'amplitude de la discontinuit�e, et que la taille de l'�echantillon est grande.

�Etude comparative des trois tests (TSL, TL et TG). Sur les exemples consid�er�es ici ainsi

que sur d'autres exemples, nous avons constat�e que pour des tailles d�echantillons raisonnables,

le test strictement local (TSL) est plus performant que le test local (TL) ou le test global (TG).

Dans les situations o�u il y a une rupture dans le mod�ele et o�u le rapport signal sur bruit est

faible, le TSL semble avoir un comportement acceptable alors que les autres tests ont tendance,

dans ce cas, �a accepter souvent l'hypoth�ese nulle d'absence de ruptures. Ceci semble coh�erent

avec l'�etude asymptotique qui est faite dans ce chapitre et qui montre que le test strictement

local est plus puissant que les deux autres tests.
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Figure 2.1 : Evolution du pourcentage d'acceptation de l'hypoth�ese nulle (absence de disconti-

nuit�e) en fonction de la taille de la fenêtre de lissage pour le mod�ele M01 dans le cas des trois

noyaux K0, K1, K2 (n = 250, �2 = 0:1).
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Figure 2.2 : Evolution du pourcentage d'acceptation de l'hypoth�ese nulle (absence de disconti-

nuit�e) en fonction de la taille de la fenêtre de lissage pour le mod�ele M01 dans le cas des trois

noyaux K0, K1, K2 (n = 250, �2 = 0:1).
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Figure 2.3 : Evolution du pourcentage d'acceptation de l'hypoth�ese nulle (absence de disconti-

nuit�e) en fonction de la taille de la fenêtre de lissage pour le mod�ele M11 dans le cas des trois

noyaux K0, K1, K2 (n = 250, �2 = 0:1).



140 CHAPITRE 2. TESTS DE RUPTURE

0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0

20

40

60

80
K0

0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0

20

40

60

80
K1

0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0

20

40

60
K2

TSL
TL
TG

TSL
TL
TG

TSL
TL
TG

Figure 2.4 : Evolution du pourcentage d'acceptation de l'hypoth�ese nulle (absence de disconti-

nuit�e) en fonction de la taille de la fenêtre de lissage pour le mod�ele M11 dans le cas des trois

noyaux K0, K1, K2 (n = 250, �2 = 0:1).
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Figure 2.5 : Evolution du pourcentage d'acceptation de l'hypoth�ese nulle (absence de disconti-

nuit�e) en fonction de la taille de la fenêtre de lissage pour le mod�ele M02. Le noyau utilis�e est

K2.
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Figure 2.6 : Evolution du pourcentage d'acceptation de l'hypoth�ese nulle (absence de disconti-

nuit�e) en fonction de la taille de la fenêtre de lissage pour le mod�ele M12. Le noyau utilis�e est

K2.



Chapitre 3

Estimateur du nombre de ruptures

3.1 Introduction

L'objet de ce chapitre est de proposer une proc�edure permettant d'estimer par des estima-

teurs convergents, �a la fois le nombre p de points de rupture et les localisations de ces ruptures.

La proc�edure est bas�ee sur le comportement du processus de saut estim�e 
̂(t) sur l'intervalle

[0; 1] d�ecoup�e en intervalles de longueur 2hn. Consid�erant le nombre d'intervalles o�u 
̂(�) d�epasse
un seuil S0, en convenant de compter comme un seul intervalle une famille de tels intervalles d�es

lors qu'ils sont contig�us, nous obtenons un estimateur naturel de p pour lequel nous montrons

qu'il y a bien convergence. De plus, les localisations des d�epassements du seuil convergent vers

les points de rupture �1; : : : ; �p. Cette proc�edure pr�esente l'inconv�enient de n�ecessiter une in-

formation a priori pour choisir S0 < min (
(�1); : : : ; 
(�p)). Une m�ethode pour contourner cette

di�cult�e consiste �a avoir recours �a une suite de seuils (Sn) convergeant vers 0. Avec des hy-

poth�eses un peu plus fortes que dans le situation du seuil S0 �x�e, nous obtenons la convergence

p.s. de p̂ vers p et de �̂i vers �i, i = 1; : : : ; p. Pour avoir des r�esultats sur la vitesse de conver-

gence nous nous pla�cons ensuite dans un cadre d'hypoth�eses un peu di��erent qui nous permet

de montrer que les probabilit�es d'erreur sur l'estimation de p et d'�ecarts j�̂i� �ij sup�erieurs �a hn
tendent exponentiellement vers 0. Ces r�esultats conduisent aussi �a des �enonc�es de convergence

presque sûre.

3.2 Construction de l'estimateur du nombre de ruptures

Soit p le nombre de ruptures de la fonction de r�egressionm(�) dans l'intervalle [0; 1]. On note

0 < �1 < : : : < �p < 1, les localisations de ces ruptures, et f
(�i) = m+(�i)�m�(�i)gi=1;::: ;p les
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amplitudes des sauts. m+(t) �etant la limite �a droite et m�(t) la limite �a gauche d�e�nies par :

m+(t) = lim
x&t; x>t

m(x) et m�(t) = lim
x%t; x<t

m(x):

Dans un premier temps on va supposer que min
i=1;::: ;p

j
(�i)j > S0. Cette hypoth�ese sera a�aiblie

par la suite. Par convention, nous posons

�0 = 0 et �p+1 = 1:

Introduisons la quantit�e 
̂(t) d�e�nie par :


̂(t) = m̂+(t)� m̂�(t); hn � t � 1� hn; (3.1)


̂(t) est un estimateur du saut �eventuel de la fonction de r�egression au point t. Cette quantit�e

est proche de z�ero dans les r�egions o�u la fonction m(�) est lisse. Par contre, elle est grande en

module lorsqu'on est au voisinage d'un point de rupture. De ce fait, 
̂(�) est un bon crit�ere de

d�etection de points de rupture.

Notons pour la suite

gj =
j

G
; j = 1; 2; : : : ; G� 1;

et

G =

�
1

2hn

�
+ 1;

o�u [m] est la partie enti�ere de m.

On pose

J = fgj; j = 1; : : : ; G� 2 j jj 
̂(�) jj[gj;gj+1] > S0g; (3.2)

avec

jjh(�)jj[a;b] = sup
t2[a;b]

jh(t)j:

Les gj 2 J sont des candidats potentiels pour être des points de rupture de la fonction de r�egres-

sion m(�). Lorsque gj0 appartient �a J , les gj qui sont au voisinage de gj0 vont vraisemblablement

eux aussi appartenir �a J . Par cons�equent, si on prend comme estimateur de p le cardinal de J ,

le nombre de ruptures de m(�) sera probablement surestim�e. A�n de parer �a cet inconv�enient,

nous proposons de regrouper les �el�ements de J dans des classes (une classe regroupe les points
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de J qui sont proches) et de prendre le nombre de ces classes comme estimateur du nombre de

ruptures.

Notons C l'ensemble des châ�nes maximales de J , c'est-�a-dire

C =
n
C = fgjgj=r;::: ;r+k j gj 2 J; j = r; : : : ; r+ k; gr�1 =2 J et gr+k+1 =2 J

o
:

C est une partition de J (J = [p̂i=1Ci). L'estimateur du nombre de discontinuit�es est alors d�e�ni

par :

p̂ = #C:
On d�e�nit aussi les estimateurs de localisation des ruptures :

�̂i = argmaxcIDi

j
̂(t)j;

avec i = 1; : : : ; p̂ et cIDi = [minCi;maxCi +
1
G ].

La �gure 3.1 illustre, dans la situation d'un signal sans bruit avec deux ruptures la proc�edure

que nous avons d�e�nie. Au voisinage de la premi�ere rupture, l'ensemble des points t o�u 
̂(t) � Sn

se r�epartit sur deux intervalles cons�ecutifs [g3; g4[ et [g4; g5[. On a donc C1 = fg4; g5g. Au

voisinage de la deuxi�eme rupture, ces points sont situ�es dans un seul intervalle [gi0; gi0+1[, on a

donc C2 = fgi0g.

ID̂ 2

ID̂1 

Seuil (Sn )

Seuil (-Sn )

g2
gi0g1

CC 21

ττ1 2
^ ^

Figure 3.1 : Estimation du nombre de ruptures : Algorithme.
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Pour continuer, nous aurons besoin de quelques hypoth�eses de travail.

3.3 Hypoth�eses

1) Les hypoth�eses sur les mod�eles sont les suivantes :

M1. il existe s > 2 tel que IEjY js <1,

M2. fX(�) est suppos�ee continue et strictement positive sur l'intervalle [0; 1],

M3. les restrictions de la fonction de r�egression m(�) aux intervalles [�i; �i+1] sont sup-

pos�ees continues et min
i=1;::: ;p

j
(�i)j > S0,

M4. min
i=1;::: ;p

j
(�i)j > S0,

M5. les restrictions de la fonction de r�egression m(�) aux intervalles [�i; �i+1] sont sup-

pos�ees deux fois continûment d�erivables,

Naturellement l'hypoth�ese M5 est plus forte que M3 : Nous pr�ef�erons garder la distinction

a�n de pr�eserver dans la mesure du possible la plus grande g�en�eralit�e dans les �enonc�es.

Nous avons recours �a M3 dans la situation d'un seuil S0 �xe, et �a M5 lorsqu'on a une suite

de seuils (Sn)n.

2) La fenêtre de lissage hn est suppos�ee satisfaire les conditions suivantes :

H1. hn ! 0 et il existe � < 1� s�1 tel que n�hn ! 1,

H2. hn ! 0 et il existe � < 1� s�1 tel que n2��1hn !1,

H3. il existe � > 0 tel que
P

n h
�
n <1,

H4. Soient rn =
q

1
nhn

log( 1
hn
) et (Sn)n�0 une suite de r�eels positifs telle que Sn ! 0

et max(h2n; rn) = o(Sn),

3) les noyaux de lissage v�eri�ent l'hypoth�ese suivante

K1. K+(�) est une fonction continue sur [�1; 0].

3.4 Consistance des estimateurs

Le r�esultat suivant est �a la base des propri�et�es de convergence de notre estimateur du nombre

de ruptures.

Th�eor�eme 3.1. Supposons que les hypoth�eses M1-M4, H1, H3 et K1 soient satisfaites. Alors :
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a) jj
̂(�)jj[pi=1[�i+hn;�i+1�hn] = o(1); p:s.

b) inf
1�i�p

lim inf
n

jj
̂(�)jj]�i�hn;�i+hn[ > S0; p:s.

D'apr�es la premi�ere partie du th�eor�eme 3.1, n�ecessairement 
̂(�) est proche de z�ero dans la partie
o�u la fonction de r�egression m(�) est lisse. Par contre la deuxi�eme partie montre que 
̂(�) est
grand, en module, au voisinage de chaque point de rupture de m(�).

Th�eor�eme 3.2. Sous les mêmes hypoth�eses que le th�eor�eme 3.1, nous avons :

a) p̂ �! p; p:s.

b) 81 � i � p; �̂i �! �i; p:s.

En rempla�cant dans (3.2) S0 par une suite r�eelle positive (Sn)n�0 qui v�eri�e l'hypoth�ese H4,

on peut obtenir deux th�eor�emes analogues aux th�eor�emes 3.1 et 3.2 .

Th�eor�eme 3.3. Supposons que les hypoth�eses M1, M2, M5, H2-H4 et K1 soient satisfaites. Alors :

a) jj
̂(�)jj[pi=1[�i+hn;�i+1�hn] = o(Sn); p:s.

b) inf
1�i�p lim inf

n
jj
̂(�)jj]�i�hn;�i+hn[ > Sn; p:s.

Th�eor�eme 3.4. Supposons que les hypoth�eses du th�eor�eme 3.3 soient satisfaites. Alors :

a) p̂ �! p; p:s.

b) 81 � i � p; �̂i �! �i; p:s.

Comme (p̂) = (p̂n)n�0 est une suite enti�ere qui converge presque sûrement vers une limite

enti�ere, p, alors le th�eor�eme 3.2 peut s'�enoncer : il existe presque sûrement un entier n0 tel que

pour tout n > n0,

p̂ = p:

Preuve des th�eor�emes 3.1 et 3.3

Pour simpli�er les �ecritures, nous allons noter :

i) IC =
Sp
i=0[�i + hn; �i+1 � hn],

ii) jj � jj[hn;1�hn] = jj � jj.
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a) Nous avons

jj
̂(�)jjIC � jjm̂+(�)�m+(�)jjIC + jjm̂�(�)�m�(�)jjIC ; (3.3)

or

m̂�(t) =
Pn

i=1 ~w�i (t)YiPn
i=1 ~w�i (t)

; (3.4)

avec

~w�i (t) =
1

nhn
K�(

t�Xi

hn
)

�
~S�2 (t)�

t �Xi

hn
~S�1 (t)

�
=

1

n2h4n
w�i (t); (3.5)

et o�u

~S�l (t) =
1

nhl+1
n

nX
i=1

(t�Xi)
lK�(

t�Xi

hn
) =

1

nhl+1
n

S�l (t); (3.6)

donc

jjm̂�(�)�m�(�)jjIC
= jj

Pn
i=1 ~w�i (�)(Yi �m�(�))Pn

i=1 ~w�i (�)
jjIC ;

� jj 1Pn
i=1 ~w�i (�)

jj
"
jj

nX
i=1

~w�i (�)(m(Xi)�m�(�))jjIC + jj
nX
i=1

~w�i (�)�(Xi)"ijj
#
:

Tout d'abord, notons :

1) Sous M3,

~R�l (t) =

Pn
i=1(t�Xi)

lK�( t�Xi
hn

)(m(Xi)�m�(t)

nhl+1
n

;

=
1

nhl+1
n

D�
l (t):

2) Sous M5,

~R�l (t) =

Pn
i=1(t�Xi)lK�( t�Xi

hn
)(m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t))

nhl+1
n

;

=
1

nhl+1
n

R�l (t):

3)

~��l (t) =
1

nhl+1
n

nX
i=1

(t�Xi)
lK�(

t�Xi

hn
)�(Xi)"i;

=
1

nhl+1
n

��l (t):
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nX
i=1

~w�i (t)(m(Xi)�m�(t)) =
nX
i=1

~w�i (t)(m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m
(1)
� (t));

= ~S�2 (t) ~R
�
0 (t)� ~S�1 (t) ~R

�
1 (t);

donc

jj
nX
i=1

~w�i (�)(m(Xi)�m�(�))jjIC

�
h
jj ~S�2 (�)�K�

2 fX(�)jj+ jjK�
2 fX(�)jj

i
jj ~R�0 (�)jjIC

+
h
jj ~S�1 (�)�K�

1 fX(�)jj+ jjK�
1 fX(�)jj

i
jj ~R�1 (�)jjIC ; (3.7)

de la même mani�ere nous obtenons

nX
i=1

~w�i (t)�(Xi)"i = ~S�2 (t)~�
�
0 (t)� ~S�1 (t)~�

�
1 (t);

d'o�u

jj
nX
i=1

~w�i (�)�(Xi)"ijj

�
h
jj ~S�2 (�)�K�

2 fX(�)jj+ jjK�
2 fX(�)jj

i
jj~��0 (�)jj

+
h
jj ~S�1 (�)�K�

1 fX(�)jj+ jjK�
1 fX(�)jj

i
jj~��1 (�)jj: (3.8)

Nous avons �egalement

inf
t
j
nX
i=1

~w�i (�)j �
�����f2X(�)� jj

nX
i=1

~w�i (�)� f2X(�)jj
����� ;

or

nX
i=1

~w�i (t)� f2X(t) = ~S�2 (t) ~S
�
0 (t)� ( ~S�1 (t))

2 � (K�
2 K

�
0 � (K�

1 )
2
)f2X(t);

=
h
~S�2 (t)�K�

2 fX(t)
i
~S�0 (t)

+
h
~S�0 (t)�K�

0 fX(t)
i
K�

2 fX(t)

�
h
~S�1 (t)�K�

1 fX(t)
i h

~S�1 (t) +K�
1 fX(t)

i
;
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donc

jj
nX
i=1

~w�i (�)� f2X(�)jj

� jj ~S�2 (�)�K�
2 fX(�)jj � jj ~S�0 (�)jj

+ jj ~S�0 (�)�K�
0 fX(�)jj � jjK�

2 fX(�)jj
+ jj ~S�1 (�)�K�

1 fX(�)jj � jj ~S�1 (�) +K�
1 fX(�)jj;

� jj ~S�2 (�)�K�
2 fX(�)jj �

h
jj ~S�0 (�)�K�

0 fX(�)jj+ jjK�
0 fX(�)jj

i
+ jj ~S�0 (�)�K�

0 fX(�)jj � jjK�
2 fX(�)jj+ jj~S�1 (�)�K�

1 fX(�)jj
�
h
jj ~S�1 (�)�K�

1 fX(�)jj+ 2jjK�
1 fX(�)jj:

i
(3.9)

Pour �nir la d�emonstration des deux premi�eres parties des th�eor�emes 3.1 et 3.3 , nous utilisons

les r�esultats du lemme suivant.

Lemme 3.1 (Silverman [Sil78], Mack & Silverman [MS82])

1) Sous les mêmes hypoth�eses que le th�eor�eme 3.1 nous avons

a) jj ~S�l (�)�K�
l fX(�)jj = o(1) p:s.

b) jj~��l (�)jj = o(1) p:s.

c) jj ~R�l (�)jjIC = o(1) p:s.

c') Pour tout j = 1; : : : ; p, j ~R�l (�j)j = o(1) p:s.

2) Sous les mêmes hypoth�eses que le th�eor�eme 3.3 nous avons

d) jj~��l (�)jj = O(rn) p:s.

e) jj ~R�l (�)jjIC = O(h2n) p:s.

e') Pour tout j = 1; : : : ; p, j ~R�l (�j)j = O(h2n) p:s.

Preuve du lemme 3.1

a) Voir th�eor�eme A de Silverman [Sil78].

b) et d) Voir Proposition 4 de Mack et Silverman [MS82].
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c) Pour tout 0 � i � p, m(�) est suppos�ee continue sur l'intervalle [�i; �i+1]. Alors, pour tout

0 � i � p et pour tout t 2 [�i + hn; �i+1 � hn],

j ~R�l (t)j �
Pn

i=1

���(t�Xi)lK�( t�Xi
hn

)
���� jm(Xi)�m�(t)j

nhl+1
n

;

= o(1)

Pn
i=1

���(t �Xi)lK�( t�Xi
hn

)
���

nhl+1
n

p:s;

= o(1)O(1) p:s;

= o(1) p:s:

d'o�u

jj ~R�l (�)jjIC = o(1) p:s:

e) Puisque pour tout 0 � i � p, m(�) est suppos�ee deux fois d�erivable sur l'intervalle [�i; �i+1],

nous avons donc tout 0 � i � p et pour tout t 2 [�i + hn; �i+1 � hn]

j ~R�l (t)j �
Pn

i=1

���(t�Xi)lK�( t�Xi
hn

)
���� ���m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t)

���
nhl+1

n

;

� �h2n

Pn
i=1

���(t�Xi)lK�( t�Xi
hn

)
���

nhl+1
n

p:s;

� �h2nO(1) p:s;

= O(h2n) p:s;

d'o�u

jj ~R�l (�)jjIC = O(h2n) p:s:

Les d�emonstrations de c) et e) restent valables si nous rempla�cons t par �i. D'o�u les r�esultats

�enonc�es dans c') et e').

Ceci termine la preuve du lemme 3.1. ut

Lemme 3.2.

1) Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 3.1 nous avons

a) jjPn
i=1 ~w�i (�)� f2X(�)jj = o(1) p:s.
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b) jjPn
i=1 ~w�i (�)�(Xi)"ijj = o(1) p:s.

c) jjPn
i=1 ~w�i (�)(m(Xi)�m�(�))jjIC = o(1) p:s.

c') Pour tout j = 1; : : : ; p,

j
nX
i=1

~w�i (�j)(m(Xi)�m�(�j))j = o(1) p:s:

2) Sous les mêmes hypoth�eses que le th�eor�eme 3.3 nous avons

d) jjPn
i=1 ~w�i (�)�(Xi)"ijj = O(rn) p:s.

e) jjPn
i=1 ~w�i (�)(m(Xi)�m�(�))jjIC = O(h2n) p:s.

e') Pour tout j = 1; : : : ; p,

j
nX
i=1

~w�i (�j)(m(Xi)�m�(�j))j = O(h2n) p:s:

Preuve du lemme 3.2.

a) La partie a) du lemme 3.1 et (3.9) nous permettent de conclure.

b) Ce r�esultat est une cons�equence de la partie b) du lemme 3.1 et de (3.8).

c) Les parties a) et c) du lemme 3.1 et (3.7) permettent de conclure la d�emonstration de c) du

lemme 3.2.

d) Cette partie est une cons�equence de la partie d) du lemme 3.1 et de (3.8).

e) En�n le e) du lemme 3.1 et (3.7) permettent de conclure la d�emonstration de la partie e)

du lemme 3.2.

Les d�emonstrations de c') et e') sont similaires �a celles de c) et e) respectivement. ut

Revenons maintenant �a la d�emonstration de la partie 1 des th�eor�emes 3.1 et 3.3. Nous avons

jjm̂�(�)�m�(�)jjIC
� jj 1Pn

i=1 ~w�i (�)
jj
"
jj

nX
i=1

~w�i (�)(m(Xi)�m�(�))jjIC + jj
nX
i=1

~w�i (�)�(Xi)"ijj
#
;

�
�jjPn

i=1 ~w�i (�)(m(Xi)�m�(�))jjIC + jjPn
i=1 ~w�i (�)�(Xi)"ijj

����inf
t
f2X(t)�

����Pn
i=1 ~w�i (�)� f2X(�)

������� :

Pour �nir nous utilisons les r�esultats du lemme 3.2 :
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� Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 3.1, nous obtenons

jjm̂�(�)�m�(�)jjIC = o(1) p:s:

Nous en d�eduisons donc

jj
̂(�)jjIC = o(1) p:s:

� Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 3.3, nous avons

jjm̂�(�)�m�(�)jjIC = O(h2n) + O(rn) = o(Sn) p:s:

Ce qui implique

jj
̂(�)jjIC = o(Sn) p:s:

b) Nous avons

jj
̂(�)jj[�i�hn;�i+hn] � j
(�i)j � j
̂(�i)� 
(�i)j;
� j
(�i)j � jm̂+(�i)�m+(�i)j � jm̂�(�i)�m�(�i)j:

Or

m̂�(�j)�m�(�j) =

Pn
i=1 ~w�i (�j)(m(Xi)�m�(�j))Pn

i=1 ~w�i (�j)
+

Pn
i=1 ~w�i (�j)�(Xi)"iPn

i=1 ~w�i (�j)
;

d'o�u

jm̂�(�j)�m�(�j)j

� jPn
i=1 ~w�i (�j)(m(Xi)�m�(�j))j+ jjPn

i=1 ~w�i (�)�(Xi)"ijj��inf f2X(t)� jjPn
i=1 ~w�i (�)� f2X(�)jj

�� ;

= o(1); p:s:

Par cons�equent, soit � > 0 tel que j
(�i)j � S0 > �. Pour n assez grand nous avons

jm̂�(�i)�m�(�i)j < �

2
p:s;

d'o�u

jj
̂(�)jj[�i�hn;�i+hn] � j
(�i)j � �;

� S0 p:s;

� Sn p:s;
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donc pour tout 1 � i � p, on a

lim inf
n

jj
̂(�)jj[�i�hn;�i+hn ] � S0 p:s;

� Sn p:s;

d'o�u

inf
1�i�p

lim inf
n

jj
̂(�)jj[�i�hn;�i+hn] � S0 p:s;

� Sn p:s:

Ceci ach�eve les d�emonstrations des th�eor�emes 3.1 et 3.3. ut

Preuve des th�eor�emes 3.2 et 3.4.

Les d�emonstrations de ces deux th�eor�emes sont analogues. Pour cette raison, nous allons prouver

seulement le th�eor�eme 3.4. D'apr�es le th�eor�eme 3.3, pour tout 1 � i � p et pour n assez grand

on a

jj
̂(�)jj]�i�hn ;�i+hn[ > Sn p:s;

et

jj
̂(�)jj[�i+hn;�i+1�hn] < Sn p:s;

donc

� pour tout 1 � j � p̂, 8 1 � i � p on a

cIDj 6� [�i + hn; �i+1 � hn];

d'o�u, il existe un 1 � i � p tel que cIDj
T
]�i � hn; �i + hn[6= ;.

Or ]�i � hn; �i + hn[ ne peut croiser qu'un seul intervalle cIDj . D'o�u, pour n assez grand,

p̂ � p p:s: (3.10)

Nous avons �egalement

j�̂j � �ij � hn p:s: (3.11)
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� 8i = 1; : : : ; p, il existe un 1 � j � p̂ tel que cIDj
T
]�i � hn; �i + hn[ 6= ;, sinon nous aurions

jj
̂(�)jj]�i�hn;�i+hn[ � Sn. Or asymptotiquement un cIDj ne peut intersecter qu'un seul ]�i�
hn; �i+ hn[, sinon il existe un 1 � i � p tel que pour n assez grand, jj
̂(�)jj[�i+hn;�i+1�hn[ >
Sn. Il en r�esulte que

p̂ � p; p:s: (3.12)

En combinant (3.10) et (3.12), nous montrons que

p̂! p p:s:

D'apr�es (3.11) et quitte �a faire une permutation sur l'indice i, nous montrons que pour tout

i = 1; : : : ; p,

�̂i ! �i p:s:

ut

3.5 Vitesses de convergence

Rappelons que le processus 
̂(t) est d�e�ni par :


̂(t) = m̂+(t)� m̂�(t): (3.13)

Supposons que la fonction de r�egression m(�) admet p points de rupture dans l'intervalle [a; b]

(p = 0 si m(�) est continue sur l'intervalle [a; b]). Soient �1; : : : ; �p les p points de discontinuit�e

de la fonction de r�egression. Par convention, nous notons �0 = a et �p+1 = b.

Posons

i) Pour tout 0 � i � p, ICi = [�i + hn; �i+1 � hn].

ii) Pour tout 1 � i � p, IDi =]�i � hn; �i + hn[.

iii) IC =
Sp
i=0[�i + hn; �i+1 � hn] =

Sp
i=0 ICi.
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Hypoth�eses

C1. La fonction m(�) est deux fois continûment d�erivable sur chaque [�i; �i+1, i = 0; 1; : : : ; P .

C2. La densit�e marginale de X , fX(�), est suppos�ee strictement positive sur [0; 1] et telle

qu'il existe F > 0 pour laquelle

jfX(y)� fX(x)j � F jy � xj ; 8 (x; y) 2 [0; 1]� [0; 1]:

C3. �2(�) est suppos�ee born�ee sur l'intervalle [0; 1].

C4. 9 C > 0 tel que IE
h
j"jk
i
< Ck�2k!, k = 3; 4; : : :

C5. Soit (hn)n�1 une suite r�eelle positive v�eri�ant :

lim
n!+1 hn = 0 et lim

n!+1 nhn = +1:

C6. K+(�) une fonction �a support [�1; 0] lipschitzienne de rapport K :

8 (x; y) 2 [�1; 0]� [�1; 0]; jK+(y)�K+(x)j � K jy � xj:

Lemme 3.3. Sous les hypoth�eses C1-C6, on a :

a) Il existe c1; c2; c3; c4 > 0 tels que pour tout x > c1hn,

IP

�
sup
t2IC

j
̂(t)j � x

�
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:

b) Si j
(�i)j > 0, alors pour tout 1 � i � p il existe c1; c2; c3; c4; c5 > 0 tels que pour tout

c1hn < x < j
(�i)j � c5h
2
n,

IP

�
sup
t2IDi

j
̂(t)j < x

�
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:

Preuve du lemme 3.3.

Pour montrer la premi�ere partie du lemme 3.3, il su�t de prouver que pour tout 0 � i � p,

IP

�
sup
t2ICi

j
̂(t)j � x

�
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
;
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en remarquant que

IP

�
sup
t2IC

j
̂(t)j � x

�
�

pX
i=0

IP

�
sup
t2ICi

j
̂(t)j � x

�
:

Soit I un intervalle inclus dans [a; b]. Notons H0(I) et H1(I) les hypoth�eses suivantes :

H0(I) : la fonction de r�egression m(�) est deux fois continûment d�erivable sur l'intervalle I ,

H1(I) : la fonction m(�) admet un point de rupture dans l'intervalle I .

Ainsi pour prouver le lemme 3.3, il su�t de montrer que

1) IPH0(I)

�
sup
t2I

j
̂(t)j � x

�
� exp

h
�c4 nhn(x�c1hn)2

c3+c2(x�c1hn)
i
.

2) IPH1(I)

�
sup
t2I

j
̂(t)j < x

�
� exp

h
�c4 nhn(x�c1hn)2

c3+c2(x�c1hn)
i
.

Sans perdre de g�en�eralit�e, nous allons supposer que I = [0; 1] et nous notons H0([0; 1]) = H0 et

H1([0; 1]) = H1.

D�ecomposons en partie moyenne et partie al�eatoire centr�ee la variable de saut estim�e :


̂(t) = ~En(t) + ~Bn(t);

o�u

~En(t) = ~E+
n (t)� ~E�

n (t);

=

Pn
i=1 ~w+

i (t)m(Xi)Pn
i=1 ~w+

i (t)
�
Pn

i=1 ~w�i (t)m(Xi)Pn
i=1 ~w�i (t)

;

et

~Bn(t) = ~B+
n (t)� ~B�

n (t);

=

Pn
i=1 ~w+

i (t)�(Xi)"iPn
i=1 ~w+

i (t)
�
Pn

i=1 ~w�i (t)�(Xi)"iPn
i=1 ~w�i (t)

:

Nous avons le lemme suivant

Lemme 3.4. Sous les hypoth�eses C1-C6,

a) il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout x > c1hn nous avons

IP

"
sup
t2[0;1]

j ~Bn(t)j � x

#
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:



158 CHAPITRE 3. ESTIMATEUR DU NOMBRE DE RUPTURES

b) il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout x > c1h
2
n nous avons

IPH0

"
sup
t2[0;1]

j ~En(t)j � x

#
� exp

"
�c4 n(x� c1h

2
n)

2

c3h3n + c2hn(x� c1h2n)

#
:

c) Soit � un point de rupture de m(�), alors il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout

j
(�)j� c1h
2
n > x,

IPH1

"
sup
t2[0;1]

j ~En(t)j < x

#
� exp

"
�c4 n(j
(�)j � x� c1h

2
n)

2

c3h3n + c2hn(j
(�)j � x� c1h2n)

#
:

Nous en d�eduisons

e) qu'il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout x > c1hn,

IPH0

"
sup
t2[0;1]

j
̂(t)j � x

#
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:

f) Soit � un point de rupture de m(�), alors il existe c1; c2; c3; c4; c5 > 0 telles que pour tout

c1hn < x < j
(�)j � c5h
2
n,

IPH1

"
sup
t2[0;1]

j
̂(t)j < x

#
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:

Preuve du lemme 3.4.

Il est facile de voir que

IPH0

"
sup
t2[0;1]

j
̂(t)j � x

#
� IPH0

"
sup
t2[0;1]

j ~En(t)j+ sup
t2[0;1]

j ~Bn(t)j � x

#
;

� IPH0

"
sup
t2[0;1]

j ~En(t)j � x

2

#
+ IP

"
sup
t2[0;1]

j ~Bn(t)j � x

2

#
;

et

IPH1

"
sup
t2[0;1]

j
̂(t)j < x

#
� IPH1

"
sup
t2[0;1]

j ~En(t)j � sup
t2[0;1]

j ~Bn(t)j < x

#
;

� IPH1

"
sup
t2[0;1]

j ~En(�)j < 2x

#
+ IP

"
sup
t2[0;1]

j ~Bn(t)j � x

#
;

par cons�equent les parties d) et e) du lemme 3.4 sont des cons�equences imm�ediates des parties

a) et b) et des parties a) et c) respectivement.
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a) D'apr�es l'in�egalit�e triangulaire,

sup
t2[0;1]

j ~Bn(t)j � sup
t2[0;1]

j ~B+
n (t)j+ sup

t2[0;1]
j ~B�

n (t)j:

On peut �ecrire :

~B�
n (t) =

~S�2 (t)~�
�
0 (t)� ~S�1 (t)~�

�
2 (t)Pn

i=1 ~w�i (t)
:

Nous en d�eduisons que

sup
t2[0;1]

j ~B�
n (t)j

�

"
( sup
t2[0;1]

j ~S�2 (t)j)( sup
t2[0;1]

j~��0 (t)j) + ( sup
t2[0;1]

j ~S�1 (t)j)( sup
t2[0;1]

j~��1 (t)j)
#

inf
t2[0;1]

jPn
i=1 ~w�i (t)j

;

� 2

 
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

���~��l (t)���
! "max

l=1;2
sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���+max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��K�
l fX(t)

��#����� inft2[0;1]
f2X(t)� sup

t2[0;1]

��Pn
i=1 ~w�i (t)� f2X(t)

�������
;

�
2

 
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

���~��l (t)���
! "

max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���+ �1

#
������2 � sup

t2[0;1]

��Pn
i=1 ~w�i (t)� f2X(t)

�������
;

avec

i) �1 = max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��K�
l fX(t)

��,
i) �2 = inf

t2[0;1]
f2X(t).

Posons

An = 2

"
max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���+ �1

#
������2 � sup

t2[0;1]

��Pn
i=1 ~w�i (t)� f2X(t)

�������
;
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alors

IP

"
sup
t2[0;1]

j ~B�
n (t)j � x

#
� IP

"
An

 
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

���~��l (t)���
!
� x

#
;

� IP

"
An

 
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

���~��l (t)���
!
� x ; An � 4�1

�2

#

+ IP

"
An

 
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

���~��l (t)���
!
� x ; An >

4�1

�2

#
;

� IP

"
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

���~��l (t)��� � �2

4�1
x

#
+ IP

�
An >

4�1

�2

�
:

Or

IP

�
An >

4�1

�2

�
� IP

"
max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

��� > �1

2

#

+ IP

"
sup
t2[0;1]

�����
nX
i=1

~w�i (t)� f2X(t)

����� > �2

4

#
:

Ceci implique d'apr�es le lemme 3.5 qu'il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout x > c1hn,

IP

"
sup
t2[0;1]

j ~Bn(t)j � x

#
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:

b) Sous l'hypoth�ese nulle H0, nous avons

sup
t2[0;1]

j ~En(t)j � sup
t2[0;1]

j ~E+
n (t)�m+(t)j+ sup

t2[0;1]
j ~E�

n (t)�m�(t)j:

Or

~E�
n (t)�m�(t)

=

Pn
i=1 ~w�i (t)

h
m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t)

i
Pn

i=1 ~w�i (t)
;

=
~S�2 (t) ~R

�
0 (t)� ~S�1 (t) ~R

�
1 (t)Pn

i=1 ~w�i (t)
;

=
1�Pn

i=1 ~w�i (t)� f2X(t)
�
+ f2X(t)

�
h�

~S�2 (t)�K�
2 fX(t)

�
~R�0 (t) +K�

2 fX(t)
~R�0 (t)

�
�
~S�1 (t)�K�

1 fX(t)
�
~R�1 (t)�K�

1 fX(t)
~R�1 (t)

i
;
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donc

sup
t2[0;1]

j ~E�
n (t)�m�(t)j

� 2

 
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

��� ~R�l (t)���
!

�

"
(max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���) + (max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��K�
l fX(t)

��)#����� inft2[0;1]
f2X(t)� sup

t2[0;1]

��Pn
i=1 ~w�i (t)� f2X(t)

�������
;

�
2

 
max
l=0;1

sup
t2[0;1]

��� ~R�l (t)���
! "

max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���+ �1

#
������2 � sup

t2[0;1]

��Pn
i=1 ~w�i (t)� f2X(t)

�������
:

La suite de la d�emonstration est identique �a celle de a). Il en r�esulte qu'il existe c1; c2; c3; c4 > 0

telles que pour tout x > c1h
2
n,

IPH0

"
sup
t2[0;1]

j ~En(t)j � x

#
� exp

"
�c4 n(x� c1h

2
n)

2

c3h3n + c2hn(x� c1h2n)

#
:

c) Sous l'hypoth�ese H1, il existe � 2 [0; 1] tel que 
(�) 6= 0. Alors :

sup
t2[0;1]

j ~En(t)j � j
(�)j � j ~E+
n (�)�m+(�)j � j ~E�

n (�)�m�(�)j:

D'o�u

IPH1

"
sup
t2[0;1]

j ~E�
n (t)j < x

#
� IPH1

h
j ~E+

n (�)�m+(�)j+ j ~E�
n (�)�m�(�)j � j
(�)j� x

i
;

� IPH1

�
j ~E+

n (�)�m+(�)j � j
(�)j � x

2

�
+ IPH1

�
j ~E�

n (�)�m�(�)j � j
(�)j� x

2

�
:

Or
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j ~E�
n (�)�m�(�)j �

2

�
max
l=0;1

��� ~R�l (�)���� �max
l=1;2

��� ~S�l (�)�K�
l fX(�)

���+max
l=1;2

��K�
l fX(�)

�������� inft2[0;1]
f2X(t)� sup

t2[0;1]

��Pn
i=1 ~w�i (t)� f2X(t)

�������
;

�
2

�
max
l=0;1

��� ~R�l (�)����
"
max
l=1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���+ �1

#
������2 � sup

t2[0;1]

��Pn
i=1 ~w�i (t)� f2X(t)

�������
:

Utilisons maintenant les mêmes arguments que ceux qui ont permis de terminer la d�emonstra-

tions de a). Nous en d�eduisons qu'il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout j
(�)j�x > c1h
2
n,

IPH1

h
j ~E�

n (�)�m�(�)j � x
i
� exp

"
�c4 n(j
(�)j � x� c1h

2
n)

2

c3h3n + c2hn(j
(�)j� x� c1h2n)

#
:

Ceci termine la d�emonstrations du lemme 3.4. ut

Lemme 3.5. Soit L un entier �x�e. Supposons les hypoth�eses C1-C6 sont satisfaites, alors :

a) Il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout x > c1hn,

IP

"
max
0�l�L

sup
t2[0;1]

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j � x

#
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:

b) Il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout x > c1hn,

IP

"
max
0�l�L

sup
t2[0;1]

j~��l (t)j � x

#
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:

c) Il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout x > c1h
2
n,

IPH0

"
max
0�l�L

sup
t2[0;1]

j ~R�l (t)j � x

#
� exp

"
�c4 n(x� c1h

2
n)

2

c3h3n + c2hn(x� c1h2n)

#
:

d) Soit � un point de rupture de m(�). Alors il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout

x > c1h
2
n,

IPH1

�
max
0�l�L

j ~R�l (�)j � x

�
� exp

"
�c4 n(x� c1h

2
n)

2

c3h3n + c2hn(x� c1h2n)

#
:
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e) Il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout x > c1hn,

IP

"
sup
t2[0;1]

j
nX
i=1

~w�i (t)� f2X(t)j � x

#
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:

Preuve du lemme 3.5.

Les d�emonstrations des parties a), b), c) et d) sont triviales et identiques en tous points. Pour

cela nous donnons ici seulement la d�emonstration de la partie a).

a) Nous avons

IP

"
max
0�l�L

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

��� � x

#
�

LX
l=0

IP

"
sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

��� � x

#
:

Appliquons maintenant le r�esultata) du lemme 3.6. Nous en d�eduisons le r�esultat �enonc�e dans

le a) du lemme 3.5.

e) En �ecrivant

nX
i=1

~w�i (t)� (K�
2 K

�
0 � (K�

1 )
2
)f2X(t)

= ~S�2 (t) ~S
�
0 (t)� ~S�1 (t) ~S

�
1 (t)� (K�

2 K
�
0 � (K�

1 )
2
)f2X(t);

=
�
~S�2 (t)�K�

2 fX(t)
��

~S�0 (t)�K�
0 fX(t)

�
�
�
~S�1 (t)�K�

1 fX(t)
�2

+
�
~S�2 (t)�K�

2 fX(t)
�
K�

0 fX(t) +
�
~S�0 (t)�K�

0 fX(t)
�
K�

2 fX(t)

� 2K�
1 fX(t)

�
~S�1 (t)�K�

1 fX(t)
�
:
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Nous en d�eduisons

sup
t2[0;1]

j
nX
i=1

~w�i (t)� f2X(t)j

= sup
t2[0;1]

j
nX
i=1

~w�i (t)� (K�
2 K

�
0 � (K�

1 )
2
)f2X(t)j

�
 

sup
t2[0;1]

��� ~S�2 (t)�K�
2 fX(t)

���! sup
t2[0;1]

��� ~S�0 (t)�K�
0 fX(t)

���!

+

 
sup
t2[0;1]

�
~S�1 (t)�K�

1 fX(t)
�2!

+

 
sup
t2[0;1]

��� ~S�2 (t)�K�
2 fX(t)

���! sup
t2[0;1]

jK�
0 jfX(t)

!

+

 
sup
t2[0;1]

��� ~S�0 (t)�K�
0 fX(t)

���! sup
t2[0;1]

jK�
2 jfX(t)

!

+ 2

 
sup
t2[0;1]

jK�
1 jfX(t)

! 
sup
t2[0;1]

��� ~S�1 (t)�K�
1 fX(t)

���! ;

�
 
max
l=0;1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���!

�
"
2 max
l=0;1;2

sup
t2[0;1]

��� ~S�l (t)�K�
l fX(t)

���+ 4 max
l=0;1;2

sup
t2[0;1]

��K�
l fX(t)

��# :
Pour terminer la d�emonstration du e) du lemme 3.5, nous utilisons le a) du même lemme. Il

existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout x > c1hn,

IP

"
sup
t2[0;1]

j
nX
i=1

~w�i (t)� f2X(t)j � x

#
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:

et ceci ach�eve la d�emonstration du lemme 3.5. ut

Rappelons que

i) ~S�l (t) =
1

nhl+1n

Pn
i=1(t�Xi)lK�( t�Xi

hn
),

iii) ~��l (t) =
1

nhl+1n

Pn
i=1(t�Xi)

lK�( t�Xi
hn

)�(Xi)"i,

iii) ~R�l (t) =
Pn

i=1(t�Xi)lK�(
t�Xi
hn

)
h
m(Xi)�m�(t)�(Xi�t)m(1)

� (t)
i

nhl+1n
.

Lemme 3.6. Supposons que les hypoth�eses C1-C6 soient satisfaites, alors
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a) Il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout x > c1hn,

IP

"
sup
t2[0;1]

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j � x

#
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:

b) Il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout x > c1hn,

IP

"
sup
t2[0;1]

j~��l (t)j � x

#
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:

c) Il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout x > c1h
2
n,

IPH0

"
sup
t2[0;1]

j ~R�l (t)j � x

#
� exp

"
�c4 n(x� c1h

2
n)

2

c3h3n + c2hn(x� c1h2n)

#
:

d) Soit � un point de rupture de m(�). Alors il existe c1; c2; c3; c4 > 0 telles que pour tout

x > c1h
2
n,

IPH1

h
j ~R�l (�)j � x

i
� exp

"
�c4 n(x� c1h

2
n)

2

c3h3n + c2hn(x� c1h2n)

#
:

Preuve du lemme 3.6.

a) Cherchons des majorants de 1
nhl+1n

(t�Xi)
lK�( t�Xi

hn
) et V ar( ~S�l (t)) permettant d'appliquer

l'in�egalit�e de Bernstein 2.11 :

d'une part nous avons

j 1

nhl+1
n

(t�Xi)
lK�(

t�Xi

hn
)j � 3c2

2nhn
:

d'autre part

V ar( ~S�l (t)) � 1

nhn

Z
x2lK2

�(x)fX(t� hnx)dx;

� c3
2nhn

;

d'apr�es l'in�egalit�e de Bernstein (la deuxi�eme partie du lemme) nous avons donc

IP
h
j ~S�l (t)� IE( ~S�l (t))j � x

i
� 2 exp

�
� nhnx

2

c3 + c2x

�
;

or

IE( ~S�l (t)) =
Z

xlK�(x)fX(t � hnx)dx ;
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donc si nous supposons que fX(�) v�eri�e C2, nous obtenons

jIE( ~S�l (t))�K�
l fX(t)j �

Z
jxlK�(x)jjfX(t� hnx)� fX(t)jdx ;

� v1hn:

En appliquant l'in�egalit�e triangulaire nous avons

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j � j ~S�l (t)� IE( ~S�l (t))j+ jIE( ~S�l (t))�K�

l fX(t)j;
� j ~S�l (t)� IE( ~S�l (t))j+ v1hn;

d'o�u pour tout x � v1hn,

IP
h
j ~S�l (t)�K�

l fX(t)j � x
i
� 2 exp

"
� nhn(x� v1hn)

2

c3 + c2(x� v1hn)

#
:

Nous avons

[0; 1] �
d1=h3ne[
k=1

[(k � 1)h3n; kh
3
n];

o�u dxe d�esigne la partie enti�ere sup�erieure de x.

Pour t 2 [(k� 1)h3n; kh
3
n],

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)� ~S�l (kh

3
n) +K�

l fX(kh
3
n)j

� jK�
l jjfX(t)� fX(kh

3
n)j+ j ~S�l (t)� ~S�l (kh

3
n)j;

� v2jt� kh3nj+
Pn

i=1

����� t�Xi
hn

�l
K�

�
t�Xi
hn

�
�
�
kh3n�Xi

hn

�l
K�

�
kh3n�Xi

hn

�����
nhn

;

� v2jt� kh3nj+ v3
jt� kh3nj

h2n
;

� v4hn;

o�u nous avons utilis�e le fait que les fonctions fX(�) et K+(�) sont lipschitziennes (C2 et C6).

Donc

sup
t2[0;1]

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j � max

1�k�d1=h3ne
j ~S�l (kh3n)�K�

l fX(kh
3
n)j+ v4hn;
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et par suite, pour tout x > (v1 + v4)hn ,

IP

"
sup
t2[0;1]

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j � x

#
� IP

�
max

1�k�d1=h3ne
j ~S�l (kh3n)�K�

l fX(kh
3
n)j � x� v4hn

�
;

�
d1=h3neX
k=1

IP
h
j ~S�l (kh3n)�K�

l fX(kh
3
n)j � x � v4hn

i
;

� 2

h3n
exp

"
� nhn(x� (v1 + v4)hn)

2

c3 + c2(x� (v1 + v4)hn)

#
;

donc il existe c1 > 0 et c4 > 0 telles que pour tout x > c1hn,

IP

"
sup
t2[0;1]

j ~S�l (t)�K�
l fX(t)j � x

#
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:

b) Nous avons

IE

"���� 1

nhl+1
n

(t�Xi)
lK�(

t �Xi

hn
)

����k�k(Xi)j"ijk
#

� 1

(nhn)
k
vk5 IEj"jk;

� ck�22

(nhn)
k�2k!:

V ar(~��l (t)) � 1

nhn

Z
x2lK2

�(x)�
2(t� xhn)fX(t� hnx)dx ;

� c3
2nhn

;

d'apr�es l'in�egalit�e de Bernstein (la premi�ere partie du lemme) nous avons donc

IP
h
j~��l (t)j � x

i
� 2 exp

�
� nhnx

2

2(c3 + c2x)

�
:

Pour t 2 [(k � 1)h3n; kh
3
n],

j~��l (t)� ~��l (kh
3
n)j �

Pn
i=1

����� t�Xi
hn

�l
K�

�
t�Xi
hn

�
�
�
kh3n�Xi

hn

�l
K�

�
kh3n�Xi

hn

������(Xi)j"ij
nhn

;

� v6
jt� kh3nj
nh2n

nX
i=1

j"ij;

� v6hn

Pn
i=1 j"ij
n

;
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donc

sup
t2[0;1]

j~��l (t)j � max
1�k�d1=h3ne

j~��l (kh3n)j+ v6hn

Pn
i=1 j"ij
n

;

et par cons�equent

IP

"
sup
t2[0;1]

j~��l (t)j � x

#

� IP

�
max

1�k�d1=h3ne
j~��l (kh3n)j+ v6hn

Pn
i=1 j"ij
n

� x

�
;

� IP

�
max

1�k�d1=h3ne
j~��l (kh3n)j+ v6hn

Pn
i=1 j"ij
n

� x ;

Pn
i=1 j"ij
n

� 2IEj"j
�

+ IP

�
max

1�k�d1=h3ne
j~��l (kh3n)j+ v6hn

Pn
i=1 j"ij
n

� x ;

Pn
i=1 j"ij
n

> 2IEj"j
�
;

� IP

�
max

1�k�d1=h3ne
j~��l (kh3n)j � x � 2v6IEj"jhn

�
+ IP

�Pn
i=1 (j"ij � IEj"ij)

n
> IEj"j

�
:

Nous avons

IE
h
jj"j � IEj"jjk

i
� 2k�1

h
IEj"jk + (IEj"j)k

i
;

� 2kIEj"jk ;

d'apr�es l'in�egalit�e de Bernstein appliqu�ee aux j"ij,

IP

�Pn
i=1 j"ij � IEj"ij

n
> IEj"j

�
� IP

"�����
nX
i=1

j"ij � IEj"ij
����� > nIEj"j

#
;

� exp(�v7n)

d'o�u, en prenant x � v8hn � 2v6IEj"jhn,

IP

"
sup
t2[0;1]

j~��l (t)j � x

#

� IP

�
max
k
j~��l (kh3n)j � x� 2v6IEj"jhn

�
+ IP

�Pn
i=1 j"ij � IEj"ij

n
> IEj"j

�
;

�
d1=h3neX
k=1

IP
h
j~��l (kh3n)j � x� v8hn

i
+ exp(�v7n);

� 2

h3n
exp

"
� nhn(x� v8hn)

2

2(c3 + c2(x� v8hn))

#
+ exp(�v7n);

donc il existe c1 > 0 et c4 > 0 telles que pour tout x > c1hn,

IP

"
sup
t2[0;1]

j~��l (t)j � x

#
� exp

"
�c4 nhn(x� c1hn)

2

c3 + c2(x� c1hn)

#
:
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c) Nous avons

���� (t�Xi)
l

nhl+1
n

K�(
t�Xi

hn
)
h
m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t)

i���� � 3c2hn
2n

:

V ar( ~R�l (t)) � 1

nhn

Z
x2lK2

�(x)
h
m(t � xhn)�m�(t) + xhnm

(1)
� (t)

i2
fX(t� hnx)dx ;

� c3h
3
n

2n
;

d'apr�es l'in�egalit�e de Bernstein (la deuxi�eme partie du lemme) nous obtenons donc

IP
h
j ~R�l (t)� IE( ~R�l (t))j � x

i
� 2 exp

�
� nx2

c3h3n + c2xhn

�
;

or

IE( ~R�l (t)) =

Z
xlK�(x)

h
m(t� xhn)�m�(t) + xhnm

(1)
� (t)

i
fX(t � hnx)dx ;

donc sous l'hypoth�ese nulle nous aurions

jIE( ~R�l (t))j � v9h
2
n:

En appliquant de l'in�egalit�e triangulaire nous obtenons

j ~R�l (t)j � j ~R�l (t)� IE( ~R�l (t))j+ jIE( ~R�l (t))j;
� j ~R�l (t)� IE( ~R�l (t))j+ v9h

2
n;

d'o�u pour tout x � v9h
2
n,

IP
h
j ~R�l (t)j � x

i
� 2 exp

"
� n(x� v9h

2
n)

2

c2h3n + c3hn(x� v9h2n)

#
: (3.14)

Pour t 2 [(k � 1)h3n; kh
3
n], nous avons

h
m(Xi)�m�(kh3n)� (Xi � kh3n)m

(1)
� (kh3n)

i
=
h
m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t)

i
+
�
m�(t)�m�(kh3n)

�
+ (Xi � t)

h
m

(1)
� (t)�m

(1)
� (kh3n)

i
+ (kh3n � t)m

(1)
� (kh3n);

=
h
m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t)

i
+ O(h3n);
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donc

~R�l (t)� ~R�l (kh
3
n)

=

Pn
i=1

�
t�Xi
hn

�l
K�

�
t�Xi
hn

�
r�i (t)

nhn
�
Pn

i=1

�
kh3n�Xi

hn

�l
K�

�
kh3n�Xi

hn

�
r�i (kh

3
n)

nhn
;

=

Pn
i=1

�
t�Xi
hn

�l
K�

�
t�Xi
hn

�
r�i (t)

nhn
�
Pn

i=1

�
kh3n�Xi

hn

�l
K�

�
kh3n�Xi

hn

� �
r�i (kh

3
n) + O(h3n)

�
nhn

;

=

Pn
i=1

��
t�Xi
hn

�l
K�

�
t�Xi
hn

�
�
�
kh3n�Xi

hn

�l
K�

�
kh3n�Xi

hn

��
r�i (t)

nhn
+O(h2n);

= O(h2n);

o�u r�i (t) =
h
m(Xi)�m�(t)� (Xi � t)m

(1)
� (t)

i
.

Donc

sup
t2[0;1]

j ~R�l (t)j � max
1�k�d1=h3ne

j ~R�l (kh3n)j+ v10h
2
n;

et par suite pour tout x > (v9 + v10)h2n,

IP

"
sup
t2[0;1]

j ~R�l (t)j � x

#
� IP

�
max

1�k�d1=h3ne
j ~R�l (kh3n)j � x� v10h

2
n

�
;

�
d1=h3neX
k=1

IP
h
j ~R�l (kh3n)j � x� v10h

2
n

i
;

� 2

h3n
exp

"
� n(x� (v9 + v10)h

2
n)

2

c2h3n + c3hn(x� (v9 + v10)h2n)

#
;

donc il existe c1 > 0 et c4 > 0 telles que pour tout x > c1h
2
n,

IP

"
sup
t2[0;1]

j ~R�l (t)j � x

#
� exp

"
�c4 n(x� c1h

2
n)

2

c3h3n + c2hn(x� c1h2n)

#
:

d) En rempla�cant t par � , (3.14) reste valable, ce qui prouve la partie 4 du lemme 3.6. ut

Th�eor�eme 3.5. Supposons que les hypoth�eses C1-C6 sont satisfaites et que le seuil Sn est tel

que Sn = �nhn, Sn ! 0 et �n !1. Alors il existe � > 0 tel que :

a) IP[jp̂� pj > 0] = O �exp ���nh3n�2
n

��
,

b) 1� IP [81 � i � p; �̂i 2 IDi et p̂ = p] = O �exp ���nh3n�2
n

��
,
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o�u IDi =]�i � hn; �i + hn[.

Preuve du th�eor�eme 3.5.

a)

IP[p̂� p > 0] � IP[ sup
[pi=1[�i+hn;�i+1�hn]

j
̂(t)j � Sn];

= IP[sup
IC

j
̂(t)j � Sn]:

IP[p̂� p < 0] � IP[9i = 1; : : : ; p; j sup
[�i�hn ;�i+hn]

j
̂(t)j < Sn]

+ IP[9i = 1; : : : ; p; j sup
[�i+hn;�i+1�hn]

j
̂(t)j � Sn];

�
pX

i=1

IP[sup
IDi

j
̂(t)j < Sn] + IP[sup
IC

j
̂(t)j � Sn]:

Or d'apr�es lemme 3.3 il existe c1; c2; c3; c4 et c5 > 0 telles que si c1hn < Sn < min
1�i�p

j
(�i)j�c5h2n,
alors :

1) IP

�
sup
t2IC

j
̂(t)j � Sn

�
� exp

h
�c4 nhn(Sn�c1hn)2

c3+c2(Sn�c1hn)
i
,

2) IP

�
sup
t2IDi

j
̂(t)j < Sn

�
� exp

h
�c4 nhn(Sn�c1hn)2

c3+c2(Sn�c1hn)
i
.

En choisissant le seuil Sn tel que Sn ! 0 et Sn = �nhn o�u �n ! 1, nous en d�eduisons qu'il

existe une constante A > 0 telle que

1) IP

�
sup
t2IC

j
̂(t)j � Sn

�
� exp

��Anh3n�2
n

�
,

2) IP

�
sup
t2IDi

j
̂(t)j < Sn

�
� exp

��Anh3n�2
n

�
.

Donc il existe � > 0 tel que

IP[jp̂� pj > 0] = O �exp ���nh3n�2
n

��
: (3.15)

b)

IP [91 � i � p̂; 1 � j � p; �̂i 2 [�j + hn; �j+1 � hn] ou p̂ 6= p]

� IP[ sup
[pi=1[�i+hn;�i+1�hn]

j
̂(t)j � Sn] + IP [p̂ 6= p] ;

= O �exp ���nh3n�2
n

��
;
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donc

1� IP [f�̂1; : : : ; �̂pg � [pi=1]�i � hn; �i + hn[ et p̂ = p] = O �exp ���nh3n�2
n

��
:

Comme chaque intervalle ]�i � hn; �i + hn[ ne peut contenir qu'un seul �̂i, quitte �a faire une

permutation sur l'indice i on peut a�rmer que

1� IP [81 � i � p; �̂i 2]�i � hn; �i + hn[ et p̂ = p] = O �exp ���nh3n�2
n

��
:

ut

Th�eor�eme 3.6. Supposons que les hypoth�eses C1-C6 sont satisfaites et que min
1�i�p j
(�i)j > S0.

Alors il existe � > 0 tel que :

a) IP[jp̂� pj > 0] = O (exp (��nhn)),

b) 1� IP [81 � i � p; �̂i 2 IDi et p̂ = p] = O (exp (��nhn)),

o�u IDi =]�i � hn; �i + hn[.

Preuve du th�eor�eme 3.6. Reprendre la d�emonstration du th�eor�eme 3.5 en rempla�cant Sn

par S0. ut

Corollaire 3.1. Supposons que les hypoth�eses C1-C6 sont satisfaites et que nhnS
2
n=logn!1.

Alors :

a) p̂! p, p:s:

b) �̂i ! �i, p:s; i = 1; : : : ; p.

La variance de 
̂(t) �etant de l'ordre de 1=nhn. D'apr�es le th�eor�eme 3.1, pour que la proc�edure

que nous avons d�e�nie pour estimer le nombre de ruptures soit consistante (fortement), il su�t

que la suite des seuils (Sn)n soit d'un ordre de grandeur plus grand que celui l'�ecart-type, i.e.

�(
̂(t)) = o(Sn) (cf la �gure 1.2).

Preuve du corollaire 3.1.

Sous les hypoth�eses du corollaire 3.1, il est facile de voir que nous avons :
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1) IP[jp̂� pj > 0] = O �exp ���nhnS2
n

��
,

2) 1� IP [81 � i � p; �̂i 2 IDi et p̂ = p] = O �exp ���nhnS2
n

��
.

Or nhnS
2
n=logn!1. Il en r�esulte que la s�erie

P
exp

���nhnS2
n

�
converge. Nous en d�eduisons,

donc, que :

a) p̂! p, pco;

b) �̂i ! �i, pco; i = 1; : : : ; p.

Ceci termine la d�emonstration du corollaire. ut

Il est facile de v�eri�er le corollaire suivant qui nous sera utile dans le chapitre suivant.

Corollaire 3.2. Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 3.5 et si nous supposons que

Sn =
1

log (n)

et hn = n�� avec 0 < � < 1, alors :

1� IP [81 � i � p; �̂i 2]�i � hn; �i + hn[ et p̂ = p] = o
�
h4n
�
:

3.6 Simulations

Nous explorons dans ce paragraphe, �a l'aide de simulations, les performances de notre proc�e-

dure d'estimation du nombre de ruptures pour des tailles d'�echantillon raisonnables (n = 200

et n = 500). Quatre mod�eles sont consid�er�es : M0 (mod�ele sans rupture), M1 (mod�ele avec une

seule rupture), M2 et M3 (mod�eles avec 2 ruptures).

Exemple 1.(Loader, C.R.)

Dans cet exemple nous nous sommes int�eress�e seulement �a la qualit�e de l'estimation du nombre

de ruptures pour chacun des trois mod�eles, M0, M1 et M2. Le mod�ele M0 est d�e�ni par une fonction

continue. Les mod�eles M1 et M2 sont obtenus en rajoutant une (M1), puis deux (M2) discontinuit�es.

1000 �echantillons de taille n (200 ou 500) sont simul�es pour chacun des trois mod�eles suivants :

(M0)

Yi = 4 sin (5Xi) + 3Xi + "i
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(M1)

Yi = 4 sin (5Xi) + 3Xi + 1I[0:3;1](Xi) + "i

(M2)

Yi = 4 sin (5Xi) + 3Xi + 1I[0:3;1](Xi)� 1I[0:7;1](Xi) + "i

avec "i � 0:5N (0; 1) et Xi � U([0; 1]).

Nous avons regroup�e dans les tableaux 3.1 et 3.2 les distributions observ�ees des estimateurs du

nombre de ruptures pour chaque mod�ele. La taille des �echantillons consid�er�es dans le tableau

3.1 est de 200 et celle de ceux consid�er�es dans le tableau 3.2 est de 500. Compte tenu du rapport

signal sur bruit (RSB = 2), les taux d'exacte d�ecouverte du nombre de ruptures apparaissent

satisfaisants. Les r�esultats s'am�eliorent lorsqu'on passe de n = 200 �a n = 500. Dans la �gure

3.2 nous avons visualis�e un �echantillon de taille n = 200 de chacun des mod�eles M0, M1 et M2

ainsi que les fonctions de r�egression qui leur sont associ�ees.
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Figure 3.2 : Un �echantillon de taille n = 200 pour les mod�eles M0, M1 et M2.
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Table 3.1 : Estimation du nombre de ruptures : hn = 0:2 et n = 200.

p̂ n p M0 M1 M2

0 778 239 6

1 217 737 380

2 5 24 614

3 0 0 0

Table 3.2 : Estimation du nombre de ruptures : hn = 0:15 et n = 500.

p̂ n p M0 M1 M2

0 913 23 0

1 84 960 38

2 3 17 962

3 0 0 0

Exemple 2.(Loader, C.R.)

Dans ce deuxi�eme exemple nous avons �etudi�e la qualit�e des estimations des localisations ainsi

que des amplitudes de rupture lorsque leur nombre est correctement estim�e. De fa�con pr�ecise,

1000 �echantillons de taille n (n = 200 ou n = 500) sont simul�es �a partir du mod�ele suivant :

(M2)

Yi = 4 sin (5Xi) + 3Xi + 1I[0:3;1](Xi)� 1I[0:7;1](Xi) + "i

avec "i � 0:5N (0; 1) et Xi � U([0; 1]).
Pour chacun des �echantillons pour lequels le nombre de ruptures est bien estim�e (c'est-�a-dire p̂ =

2) nous avons repr�esent�e dans les �gures 3.3 (pour les �echantillons de taille n = 200) et 3.5 (pour

les �echantillons de taille n = 500) les localisations estim�ees de ces deux ruptures. Dans les �gures

3.4 et 3.6, nous avons rapport�e les estimations des amplitudes de ces ruptures. Nous remarquons

qu'une bonne estimation du nombre de ruptures est accompagn�ee la plupart du temps d'une

bonne localisation des ruptures ainsi que d'une bonne estimation de leurs amplitudes. Ceci est

coh�erent avec les r�esultats asymptotiques �etablis dans ce chapitre (voir th�eor�eme 3.5).
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Figure 3.3 : Estimations de �̂1 et �̂2 sachant p̂ = 2. n = 200 et hn = 0:2.
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Figure 3.4 : Estimations de 
̂(�̂1) et 
̂(�̂2) sachant p̂ = 2. n = 200 et hn = 0:2.
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Figure 3.5 : Estimations de �̂1 et �̂2 sachant p̂ = 2. n = 500 et hn = 0:15.
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Figure 3.6 : Estimations de 
̂(�̂1) et 
̂(�̂2) sachant p̂ = 2. n = 500 et hn = 0:15.



178 CHAPITRE 3. ESTIMATEUR DU NOMBRE DE RUPTURES

Exemple 3.(Gijbels & al )

Dans ce troisi�eme exemple, nous analysons le comportement de notre proc�edure d'estimation du

nombre de ruptures en fonction du choix de la fenêtre de lissage hn. ce que nous observons est

coh�erent avec les constatations faites dans les chapitres pr�ec�edents :

1) L'utilisation de faibles tailles de fenêtre de lissage se traduit par une augmentation de la

variance du processus 
̂(t). Les perturbations conduisent �a des extrema arti�ciels et �a une

surestimation du nombre de discontinuit�es.

2) Le choix de fenêtres de lissage de grandes tailles conduit �a gommer certaines propri�et�es

locales de 
̂(t) comme les maxima relatifs, ce qui conduit �a une sous-estimation du nombre

de ruptures dans la fonction de r�egression.

200 �echantillons de taille n = 250 sont simul�es �a partir du mod�ele M3 suivant :

Yi = m(Xi) + �"i

o�u

m(x) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

exp(�2(x� 0:35))� 1 si x 2 [0; 0:35[,

exp(�2(x� 0:35)) si x 2 [0:35; 0:65[,

exp(2(x� 0:65))+ exp(�0:6)� 2 si x 2 [0:65; 1],

avec "i � N (0; 1) et Xi � U([0; 1]).

Les r�esultats de ces simulations sont pr�esent�es dans le tableau 3.3 ci dessous.
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Table 3.3 : Estimation du nombre de rupture : mod�ele M3 avec �2 = 0:1 et n = 250.

p̂ n hn 0:06 0:09 0:12 0:15 0:18

0 0 0 0 0 0

1 4 6 18 25 155

2 55 169 182 175 55

3 88 25 0 0 0

4 40 0 0 0 0

5 13 0 0 0 0





Chapitre 4

Segmentation

4.1 Introduction

Le probl�eme abord�e dans ce chapitre est celui de la reconstitution de la fonction de r�egression

lorsque celle-ci pr�esente un nombre �ni de singularit�es. Dans la litt�erature, on distingue deux

approches pour estimer une fonction de r�egression pr�esentant des points de rupture. D'une part

les m�ethodes dites directes qui n'utilisent pas d'estimation pr�ealable des points de rupture ( cf

[MO86] pour un exemple de cette fa�con de proc�eder). D'autre part les approches indirectes ou

de segmentation. Ce dernier type d'approches proc�ede en deux �etapes : une premi�ere �etape qui

consiste �a estimer le nombre de points de rupture et leurs localisations en utilisant une m�ethode

quelconque de d�etection de ruptures. Ensuite, sur chaque intervalle d�e�ni par deux points de

rupture cons�ecutifs, la fonction de r�egression est estim�ee en utilisant les observations de ce seul

intervalle. Ainsi les m�ethodes de segmentation suivent en g�en�eral le sch�ema suivant :

i) Estimer le nombre de ruptures de la fonction de r�egression dans l'intervalle d'�etude [a; b] :

p̂;

ii) Localiser les p̂ ruptures dans le signal : �̂1 < : : : < �̂p̂. Par convention, on note

�̂0 = a et �̂p̂+1 = b:

iii) Segmenter les donn�ees : Supposons qu'on dispose de n observationsD = f(xi; yi); 1 � i � ng.
On construit une partition (Dj)0�j�p̂ de l'ensemble des observations d�e�nie par :

Dj = f(xi; yi); 1 � i � n et �̂j � xi < �̂j+1g :
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iv) Pour tout �̂j � x < �̂j+1, estimer m(x) par une m�ethode standard pour les fonctions lisses

en utilisant seulement les donn�ees Dj .

p̂

R  E  G  R  E  S  S  I  O  N        L  I  N  E  A  I  R  E         L  O  C  A  L  E

S E G M E N T A T I O N

D

D D D0 i. . . . . .

. . . . . . 

Figure 4.1 : Les m�ethodes de segmentation : Algorithme.

Ici nous allons estimer le signal en segmentant les donn�ees toujours dans le cadre d'estimation

par r�egression lin�eaire locale. Dans un premier temps, nous estimons le nombre de ruptures

et leurs localisations �1; : : : ; �p par r�egression lin�eaire locale avec une taille de fenêtre gn en

utilisant des noyaux dissym�etriques K+(�) et K�(�). Dans un deuxi�eme temps, nous e�ectuons

sur chaque intervalle [�̂i; �̂i+1[ l'estimation de la fonction de r�egression en utilisant une deuxi�eme

taille de fenêtre hn pour un noyau K(�) standard �a support [�1; 1]. Nous montrons que, dans

les conditions habituelles, avec un choix convenable pour gn, on obtient un estimateur m̂(�) qui
a la même vitesse de convergence que dans le cas o�u m(�) ne pr�esente pas de ruptures. Il s'agit
bien entendu d'une cons�equence de la propri�et�e d'absence d'e�ets de bords de la r�egression

polynômiale locale. Les estimateurs de type Nadaraya-Watson ou Gasser-M�uller ne peuvent

conduire au même r�esultat qu'en modi�ant le noyau au voisinage des points de rupture.
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4.2 Un seul point de rupture. E�et de la segmentation en deux

intervalles

Nous commen�cons par �etudier, dans ce paragraphe, la situation d'un seul point de rupture �

et un point de segmentation. Nous explicitons le comportement asymptotique de l'erreur quadra-

tique moyenne (MSE(x))de m̂(x) d'une part au voisinage du point de segmentation, d'autre part

au voisinage du point de rupture. On observe une d�et�erioration de la qualit�e de l'estimation

uniquement au voisinage du point de rupture � . De plus, lorsque le point de segmentation est

\su�samment proche" de � , cette d�et�erioration n'a pas de r�epercussions au niveau du com-

portement asymptotique du MISE . En particulier, dans le cas o�u � est connu, la segmentation

en deux intervalles [0; � [ et [�; 1] ne modi�e pas la qualit�e (au sens du MISE) de l'estimation de

m(�) par rapport �a la situation o�u m(�) ne pr�esente pas de rupture.

Nous supposons, dans ce paragraphe, que nous savons que la fonction de r�egression admet

un seul point de rupture, � . L'intervalle d'�etude [a; b] est �egal �a [0; 1]. Nous montrons au

paragraphe 4.4 que, lorsque le nombre de ruptures et leurs localisations sont estim�es, les vitesses

de convergence obtenues dans ce paragraphe sont conserv�ees.

4.2.1 Notations et hypoth�eses

Nous pr�esentons ici les notations et les hypoth�eses consid�er�ees dans ce chapitre :

D1. La fonction de densit�e marginale fX(�) est suppos�ee continue et strictement positive sur

l'intervalle [0; 1].

D2. La fonction de r�egression m(�) = IE(Y j X = �) est deux fois continûment d�erivable en

tout point di��erent de � et est c�adl�ag au point � ainsi que ses deux premi�eres d�eriv�ees.

D3. La variance conditionnelle �2(x) = V ar(Y j X = x) est continue sur l'intervalle [0,1].

D4. Le point de discontinuit�e de la fonction de r�egression, � , appartient �a l'intervalle ]0; 1[.

Comme dans les chapitres pr�ec�edents, nous posons pour � = 0; 1; 2

i) m
(�)
� (�) = lim

t%�
m(�)(t);

ii) m
(�)
+ (�) = lim

t&�
m(�)(t);

iii) 
(�)(�) = m
(�)
+ (�)�m

(�)
� (�):
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Ainsi 
(�) = m+(�)�m�(�) est l'amplitude de la discontinuit�e de la fonction de r�egression au

point � .

Pour tout v, nous posons

i) Kl(v) =
R 1
v x

lK(x)dx;

ii) BK(v) =
K2
2 (v)�K3(v)K1(v)

K2(v)K0(v)�K2
1 (v)

;

iii) Ll(v) =
R 1
v x

lK2(x)dx;

iv) V 2
K(v) =

R 1
v (K2(v)�xK1(v))

2K2(x)dx

(K2(v)K0(v)�K2
1 (v))

2 :

Dans la suite, le noyau K(�) est suppos�e sym�etrique, i.e :

K(�x) = K(x):

Remarque 4.1. Comme K(�) a pour support l'intervalle [�1; 1], pour tout v � �1, on a

Kl(v) = Kl(�1) = Kl. Cette propri�et�e est �egalement vraie pour les quantit�es BK(v), Ll(v)

et VK(v).

Nous notons m̂(�; t) l'estimateur dem(�), o�u t d�esigne le point de segmentation. L'estimateur

m̂(�; t) est obtenu de la fa�con suivante :

� Lorsque x 2 [0; t[, on ajuste localement une droite �x+ �x(x� u) par la r�egression lin�eaire

locale (RLL) pour obtenir m̂(x; t) = �̂x en utilisant seulement les observations Xi < t.

� Lorsque x 2 [t; 1], on e�ectue la même construction en utilisant les observations Xi � t.

En d'autres termes l'estimateur de m(x) est d�e�ni par :

m̂(x; t) =

Pn
i=1 wi(x; t)YiPn
i=1 wi(x; t)

; (4.1)

avec

wi(x; t) =

8>><>>:
0 si i 2 B(x; t),

K(x�Xi
hn

)(S2(x; t)� (x�Xi)S1(x; t)) sinon,

(4.2)
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o�u pour l = 0; 1; 2; : : :

Sl(x; t) =

8>><>>:
P

Xi<t
(x�Xi)

lK(x�Xi
hn

) si x < t,

P
Xi�t(x�Xi)

lK(x�Xi
hn

) si x � t,

(4.3)

et

B(x; t) = f1 � i � n; x < t � Xi ou Xi < t � xg:
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Figure 4.2 : Construction de l'estimateur m̂(�; t) : t = 0:7 et x = 0:65; 0:75.

Remarque 4.2. Il est important de noter que l'estimateur m̂(x; t) ainsi obtenu peut être d�e�ni

comme la valeur de b = b(x) solution du probl�eme de minimisation :

min
(a;b)

nX
Xi2D(x;t)

[Yi � (a(x�Xi) + b)]2K(
x�Xi

hn
); (4.4)

o�u D(x; t) d�esigne l'intervalle [0; t[ si x < t et [t; 1] sinon.

4.2.2 R�esultats asymptotiques

Nous examinons d'abord la situation d'un point de segmentation loin du point de rupture

� . La premi�ere partie du th�eor�eme suivant est une reformulation de l'expression de l'erreur
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quadratique moyenne pour une fonction lisse, que ce soit aux bords ou loin des bords. Nous

d�emontrons ces r�esultats, pour mettre plus clairement en �evidence les �el�ements qui sont modi��es

lorsque la fonction n'est plus lisse. Dans ce dernier cas, au voisinage du point de rupture, le

biais est de l'ordre de l'amplitude de cette rupture c'est �a dire OP (1). L'ordre de grandeur de la

variance n'est pas modi��e par la pr�esence de la rupture. Il en r�esulte que l'erreur quadratique

moyenne au voisinage du point de rupture est OP (1).

Th�eor�eme 4.1. Supposons que les hypoth�eses D1-D4 sont v�eri��ees et que t = � + rhn, avec

jrj > 1 et x = t + chn, alors

1) si jx� � j > hn ,

a) IE [m̂(x; t) j X1; : : : ; Xn]�m(x) = 1
2m

(2)(x)h2nBK(�jcj) + oP (h
2
n),

b V ar [m̂(x; t) j X1; : : : ; Xn] =
�2(x)

nhnf(x)
V 2
K(�jcj) + oP (

1
nhn

),

2) si x = � + hnz, jzj � 1

a) IE [m̂(x; t) j X1; : : : ; Xn]�m(x) = �sign(z)c1;r(z)
(�) + oP (1),

b) V ar [m̂(x; t) j X1; : : : ; Xn] =
�2(x)

nhnf(x)
V 2
K(�jz � rj) + oP (

1
nhn

)

avec

c1;r(z) =
K2(�jz � rj)K0(jzj)�K1(�jz � rj)K1(jzj)
K2(�jz � rj)K0(�jz � rj)�K2

1(�jz � rj) ;
et

sign(z) =

8>><>>:
�1 si z < 0,

1 si z � 0.

Remarque 4.3. Nous constatons qu'avec une segmentation bas�ee sur un point de segmentation

loin de � , la vitesse de convergence de l'erreur quadratique moyenne se d�et�eriore au voisinage

de � de la même fa�con que si l'on ne faisait pas de segmentation. Par contre cette vitesse

reste optimale au voisinage de t, alors qu'elle se d�egrade avec des estimateurs tels que ceux de

Nadaraya-Watson ou Gasser-M�uller. N�eanmoins, dans cette situation, la vitesse de convergence

de l'erreur quadratique moyenne int�egr�ee est la même pour la r�egression lin�eaire locale et les

estimateurs de Nadaraya-Watson et Gasser-M�uller (cf corollaire 4.1 et la remarque qui suit).

Nous pr�esentons ci-dessous les graphiques des fonctions B2
K(�jzj), V 2

K(�jzj) et c1;r(z) pour
le noyau d'Epanechnikov :

K(x) =

8>><>>:
3
4(1� x2) si jxj � 1,

0 sinon.
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Figure 4.3 : B2
K(�jzj).
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K(�jzj).
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Figure 4.5 : c1;r(z) pour 9 valeurs de r = 1; 1 + 1
9 ; : : : ; 2.

Preuve th�eor�eme 4.1.

L'erreur quadratique moyenne conditionnelle (MSE) de m̂(x; t) est donn�ee par

IE
h
(m̂+(x; t)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
=

�Pn
i=1 wi(x; t) (m(Xi)�m(x))Pn

i=1 wi(x; t)

�2
+

Pn
i=1 (wi(x; t))

2 �2(Xi)

(
Pn

i=1 wi(x; t))
2 ;

= B2
n + Vn:

Bn repr�esente le biais conditionnel de m̂(x; t) et Vn sa variance conditionnelle. En remarquant

que
Pn

i=1wi(x; t)(Xi� x) = 0, nous obtenons

Bn =

Pn
i=1 wi(x; t) (m(Xi)�m(x))Pn

i=1wi(x; t)
;

=

Pn
i=1 wi(x; t) (m(Xi)�m(x)� (Xi � x)m0(x))Pn

i=1 wi(x; t)
:

En rempla�cant les quantit�es wi(x; t) par leurs expressions (4.2),Bn et Vn s'�ecrivent de la mani�ere

suivante :

Bn =
S2(x; t)R0(x; t)� S1(x; t)R1(x; t)

S2(x; t)S0(x; t)� (S1(x; t))2
; (4.5)
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et

Vn =

Pn
i=1 (wi(x; t))

2�2(Xi)

(
Pn

i=1 wi(x; t))
2

;

=
(S2(x; t))

2T0(x; t)� 2S2(x; t)S1(x; t)T1(x; t)

(S2(x; t)S0(x; t)� (S1(x; t))2)
2

+
(S1(x; t))

2T2(x; t)

(S2(x; t)S0(x; t)� (S1(x; t))2)
2 ; (4.6)

avec pour tout x < t

a) Sl(x; t) =
P

Xi<t
Zi;1;

b) Tl(x; t) =
P

Xi<t
Zi;2;

c) Rl(x; t) =
P

Xi<t
Zi;3:

pour tout x � t

d) Sl(x; t) =
P

Xi�t Zi;1;

e) Tl(x; t) =
P

Xi�t Zi;2;

f) Rl(x; t) =
P

Xi�t Zi;3:

et o�u

i) Zi;1 = (x�Xi)
lK(x�Xi

hn
);

ii) Zi;2 = (x�Xi)lK2(x�Xi
hn

)�2(Xi);

iii) Zi;3 = (x�Xi)
lK(x�Xi

hn
) (m(Xi)�m(x)� (Xi � x)m0(x)) :

Cette deuxi�eme fa�con d'�ecrire le biais et la variance va nous être utile par la suite.

1) Supposons que jx� � j > hn

Lemme 4.1. Soit t = � + rhn, jrj > 1 et x = t + chn. Sous les hypoth�eses D1-D4 nous avons :

a) Sl(x; t) = nhl+1
n fX(x)

�
(�sign(c))lKl(�jcj) + oP (1)

�
,

b) Tl(x; t) = nhl+1
n fX(x)�2(x)

�
(�sign(c))lLl(�jcj) + oP (1)

�
,

c) Rl(x; t) =
1
2m

(2)(x)nhl+3
n fX(x)

�
(�sign(c))lKl+2(�jcj) + oP (1)

�
.
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Preuve du lemme 4.1.

Posons x = t + chn. Nous allons montrer le lemme 4.1 seulement pour x < t, c'est �a dire pour

c < 0. La d�emonstration pour x � t est analogue.

D'apr�es l'in�egalit�e de Bienaym�e-Tchebyche�, nous avons

X
Xi<t

Zi;j = IE
X
Xi<t

Zi;j +OP

0B@
vuuutV ar

0@X
Xi<t

Zi;j

1A
1CA ;

= nIE
�
Z1;j1IfX1<tg

�
+OP

 r
nIE

h
Z2
1;j1IfX1<tg

i!
;

avec

IE
�
Z1;11IfX1<tg

�
= hl+1

n

Z 1

x�t
hn

ulK(u)fX(x� hnu)du ;

= hl+1
n fX(x) (Kl(c) + o(1)) :

La fonction o(1) peut être choisie ind�ependamment de x puisque fX(�) est uniform�ement con-

tinue. De la même mani�ere, nous obtenons

IE
�
Z2
1;11IfX1<tg

�
= h2l+1

n

Z 1

x�t
hn

u2lK2(u)fX(x� hnu)du ;

= O
�
h2l+1
n

�
:

Donc pour tout x = t+ chn avec c < 0, on a

Sl(x; t) = nIE
�
Z1;11IfX1<tg

�
+ OP

 r
nIE

h
Z2
1;11IfX1<tg

i!
;

= nhl+1
n fX(x) (Kl(c) + oP (1)) :

Les approximations asymptotiques de IE [Z1;2] et IE
�
Z2
1;2

�
sont obtenues de fa�con similaire. En

e�et

IE
�
Z1;21IfX1<tg

�
= hl+1

n

Z 1

x�t
hn

ulK2(u)fX(x� hnu)�
2(x� hnu)du ;

= hl+1
n fX(x)�

2(x) (Ll(c) + o(1)) ;
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IE
�
Z2
1;21IfX1<tg

�
= h2l+1

n

Z 1

x�t
hn

u2lK4(u)fX(x� hnu)�
4(x� hnu)du ;

= O
�
h2l+1
n

�
:

Ainsi

Tl(x; t) = nIE
�
Z1;21IfX1<tg

�
+OP

 r
nIE

h
Z2
1;21IfX1<tg

i!
;

= nhl+1
n fX(x)�

2(x) (Ll(c) + oP (1)) :

En utilisant la continuit�e uniforme de fX(�), le fait que pour tout jx� � j > hn,

m(x� hnu)�m(x) + hnum
0(x) =

m(2)(x)

2
h2n + o(h2n);

et la continuit�e uniforme de m(2)(�) sur chacun des intervalles [0; � ] et [�; 1], nous obtenons

IE
�
Z1;31IfX1<tg

�
= hl+1

n

Z 1

x�t
hn

ulK(u)fX(x� hnu)
�
m(x� hnu)�m(x) + hnum

0(x)
�
du ;

=
1

2
m(2)(x)hl+3

n fX(x) (Kl+2(c) + o(1)) :

Un calcul similaire conduit �a

IE
�
Z2
1;31IfX1<tg

�
= h2l+1

n

Z 1

x�t
hn

ulK2(u)fX(x� hnu)
�
m(x� hnu)�m(x) + hnum

0(x)
�2
du ;

= O
�
h2l+5
n

�
;

d'o�u

Rl(x; t) = nIE
�
Z1;31IfX1<tg

�
+OP

 r
nIE

h
Z2
1;31IfX1<tg

i!
;

=
1

2
m(2)(x)nhl+3

n fX(x) (Kl+2(c) + oP (1)) :

Pour obtenir le r�esultat sous la forme �enonc�ee dans le lemme, il su�t de remarquer que pour

c � 0 Z 1

c

ulK(u)du = (�sign(c))lKl(�jcj);
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que pour c � 0 et l pair

Z c

�1
ulK(u)du =

Z 1

�c
ulK(u)du = (�sign(c))lKl(�jcj);

et en�n que pour c � 0 et l impair

Z c

�1
ulK(u)du = �

Z 1

�c
ulK(u)du ;

= �Kl(�c);
= (�sign(c))lKl(�jcj):

Ces �egalit�es, qui sont encore satisfaites lorsqu'on remplace K par L, seront aussi utiles dans

les d�emonstrations d'autres r�esultats de ce chapitre. Ceci ach�eve la d�emonstration du lemme

4.1. ut

En�n, pour �nir la d�emonstration de la premi�ere partie du th�eor�eme 4.1, il su�t de combiner

le lemme 4.1 et les �egalit�es (4.5) et (4.6).

2) Supposons x = xn = � + hnz, jzj � 1 (avec toujours jt � � j > hn)

Lemme 4.2. Soit t = � + rhn, jrj > 1 et x = t + chn = � + zhn. Sous les hypoth�eses D1-D4,

nous avons :

a) Sl(xn; t) = nhl+1
n fX(�)

�
(sign(c))lKl(�jcj) + oP (1)

�
,

b) Tl(xn; t) = nhl+1
n fX(�)�

2(�)
�
(sign(c))lLl(�jcj) + oP (1)

�
,

c) Rl(xn; t) = �(sign(z))l+1nhl+1
n fX(�)
(�) (Kl(jzj) + oP (1)).

Preuve du lemme 4.2.

La d�emonstration des r�esultats concernant Sl(�; �) et Tl(�; �) est identique �a celle donn�ee dans le

lemme pr�ec�edent, puisque Sl(�; �) et Tl(�; �) ne font intervenir que les Xi. Montrons le r�esultat

pour Rl(�; �).
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1

hl+1
n

IE
�
Z1;31IfX1<tg

�
=

Z 1

xn�t
hn

ulK(u)fX(xn � hnu) (m(xn � hnu)�m(xn))du+ o(1);

=

Z z

xn�t
hn

ulK(u)fX(� + hn(z � u)) (m(� + hn(z � u))�m(� + hnz))du

+

Z 1

z
ulK(u)fX(� + hn(z � u)) (m(� + hn(z � u))�m(� + hnz))du

+ o(1):

En utilisant un d�eveloppement de Taylor �a l'ordre 1, il est facile de d�eduire que :

� Si z � 0, alors

1

hl+1
n

IE
�
Z1;31IfX1<tg

�
=

Z 1

z
ulK(u)fX(� + hn(z � u)) (m(� + hn(z � u))�m(� + hnz))du

+ o(1);

= fX(�)
(�))Kl(z) + o(1):

� Si z < 0, alors

1

hl+1
n

IE
�
Z1;31IfX1<tg

�
=

Z z

xn�t
hn

ulK(u)fX(� + hn(z � u)) (m(� + hn(z � u))�m(� + hnz))du

+ o(1);

=

Z z

�1
ulK(u)fX(� + hn(z � u)) (m(� + hn(z � u))�m(� + hnz))du

+ o(1);

= fX(�)
(�)(sign(z))
lKl(�z) + o(1):

Par un calcul analogue, nous obtenons �egalement



194 CHAPITRE 4. SEGMENTATION

IE
�
Z2
1;31IfX1<tg

�
= h2l+1

n

Z 1

xn�t
hn

ulK2(u)fX(xn � hnu) (m(xn � hnu)�m(xn))
2 du ;

= O
�
h2l+1
n

�
:

D'o�u pour tout z � 0,

Rl(xn; t) = nIE
�
Z1;31IfX1�tg

�
+ OP

 r
nIE

h
Z2
1;31IfX1�tg

i!
;

= �nhl+1
n fX(�)
(�) (Kl(z) + oP (1)) ;

= �(sign(z))l+1nhl+1
n fX(�)
(�) (Kl(jzj) + oP (1)) ;

et pour tout z < 0,

Rl(xn; t) = nIE
�
Z1;31IfX1<tg

�
+ OP

 r
nIE

h
Z2
1;31IfX1<tg

i!
;

= nhl+1
n fX(�)
(�)

�
(�1)lK(�z) + oP (1)

�
;

= �(sign(z))l+1nhl+1
n fX(�)
(�) (Kl(jzj) + oP (1)) :

Refaisant les calculs pour xn > t et utilisant les relations donn�ees �a la �n de la d�emonstration

du lemme 4.1, nous obtenons la forme annonc�ee pour Rl(xn; t). ut

Comme pour la premi�ere partie, pour terminer la d�emonstration de cette deuxi�eme partie, il

su�t de combiner le lemme 4.2 et les �egalit�es (4.5) et (4.6). Ceci ach�eve la d�emonstration du

th�eor�eme 4.1 . ut

Corollaire 4.1. Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 4.1, si t = � + rhn, avec jrj > 1, alors

Z 1

0
IE
h
(m̂(x; t)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx

=

�

2(�)

Z 1

�1
c21;r(z)dz

�
hn +

1

nh

�
V 2
K

Z 1

0

�2(x)

f(x)
dx

�
+ oP (hn +

1

nhn
):

Remarque 4.4. Le lissage des donn�ees par la r�egression lin�eaire locale sans la segmentation

(a fortiori pour les estimateurs de Nadaraya-Watson ou Gasser-M�uller) engendrera une erreur
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quadratique moyenne int�egr�ee de l'ordre de OP

�
hn +

1
nhn

�
. En choisissant une fenêtre de lissage

hn proportionnelle �a n�
1
2 , nous obtiendrons dans le meilleur des cas

Z 1

0
IE
h
(m̂(x; t)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx = OP

�
n�

1
2

�
:

L'absence de segmentation ou une segmentation trop loin du point de rupture conduisent �a des

vitesses de convergence du MISE identiques.

Preuve du corollaire 4.1.

Ce corollaire d�ecoule imm�ediatement du th�eor�eme 4.1. En e�et

Z 1

0
IE
h
(m̂(x; t)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx

=

Z ��hn

0
IE
h
(m̂(x; t)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx

+

Z �+hn

��hn
IE
h
(m̂(x; t)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx

+

Z 1

�+hn

IE
h
(m̂(x; t)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx ;

=

�

2(�)

Z 1

�1
c21;r(z)dz

�
hn +

1

nh

�
V 2
K

Z 1

0

�2(x)

f(x)
dx

�
+ oP (hn +

1

nhn
):

ut

Le th�eor�eme ci-apr�es d�ecrit le comportement de l'erreur quadratique moyenne au voisinage

du point de rupture lorsque la segmentation est faite au point �n qui est proche du point de

rupture � . Par la suite, �n ne sera autre que l'estimateur de la localisation du point de rupture

et j�n � � j convergera vers 0 plus vite que hn. Si nous supposons que �n � � , nous constatons

qu'il y a trois r�egions o�u l'erreur quadratique moyenne se comporte di��eremment :

i) Dans la premi�ere r�egion R1( x � �n ou x � � + hn ) : le biais est de l'ordre OP (h
2
n).

C'est l'ordre de grandeur optimal que l'on peut esp�erer obtenir. Ceci s'explique par le fait

que pour les points x qui appartiennent �a la r�egion R1, nous utilisons pour estimer m(x)

uniquement les observations qui se trouvent avant le point de discontinuit�e.
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nτ hnhnτ− τ τ+x

γ (τ)

R1 R1

Figure 4.6 : R�egion R1.

ii) Dans la deuxi�eme r�egion R2 ( x 2 [�n; � ] ), le biais a le même ordre de grandeur que

l'amplitude de la rupture. Ceci est dû au fait que pour les points �n < x < � qui se

trouvent avant la discontinuit�e, nous utilisons pour estimer m(x) des observations qui,

en grande partie, se situent apr�es le point de rupture. L'importance de ces points dans

l'erreur quadratique moyenne int�egr�ee (MISE) est proportionnelle �a la distance entre �n

et � c'est-�a-dire j�n � � j. Plus cette distance est grande et plus l'e�et de ces points est

dominant dans le MISE.

nτ hnhnτ− τ τ+

γ (τ)

x

   R2

Figure 4.7 : R�egion R2.

iii) Dans cette derni�ere r�egion R3( x 2 [�; �+hn]), le biais se comporte comme j�n�� j
hn

. Pour ces

points qui se trouvent apr�es la discontinuit�e, nous utilisons, pour estimer m(x), quelques

observations qui se trouvent avant le point de rupture. Le nombre de ces observations est

proportionnel �a j�n�� j
hn

.
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nτ hnhnτ− τ τ+

γ (τ)

x

R3

Figure 4.8 : R�egion R3.

Th�eor�eme 4.2. Supposons que

i) Les hypoth�eses D1-D4 sont satisfaites,

ii) �n = � + hn
an
r avec jrj � 1 et an !1.

1) xn = � + hnz, si r � 0, z � 0 et xn < �n (r > 0, z > 0 et xn � �n), alors

a IE [m̂(xn; �n)�m(xn)jX1; : : : ; Xn] =
1
2m

(2)
� (�)h2nBK(�jzj) + oP (h2n),

b) V ar [m̂(xn; �n)jX1; : : : ; Xn] =
�2(�)

nhnf(�)
V 2
K(�jzj) + oP (

1
nhn

),

2) xn = � + hnz, si r � 0 et �n � xn < � (r > 0 et � � xn < �n), alors

a) IE [m̂(xn; �n)�m(xn)jX1; : : : ; Xn] = �sign(r)
(�) + oP (1),

b) V ar [m̂(xn; �n)jX1; : : : ; Xn] =
�2(�)

nhnf(�)
V 2
K(0) + oP (

1
nhn

),

3) Si r � 0, z � 0 et an = o(nhn) (r > 0, z < 0), alors

a) IE [m̂(xn; �n)�m(xn)jX1; : : : ; Xn] =
�n��
hn


(�)c2(z) + oP (
j�n�� j
hn

),

b) V ar [m̂(xn; �n)jX1; : : : ; Xn] =
�2(�)

nhnf(�)
V 2
K(�jzj) + oP (

1
nhn

),

o�u

c2(z) =
(K2(�jzj) + jzjK1(�jzj))K(�jzj)
K2(�jzj)K0(�jzj)�K2

1(�jzj)
:

Remarque 4.5. L'utilisation d'un estimateur tel que celui de Nadaraya-Watson ou Gasser-

M�uller, aurait conduit �a un biais de l'ordre de OP (hn) pour les points de la premi�ere r�egion

(R1).

Nous pr�esentons ci-dessous le graphique de la fonction c2(z) pour le noyau d'Epanechnikov :
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−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4

5

6

z

Figure 4.9 : c2(z).

Preuve du th�eor�eme 4.2.

Supposons x = xn = � + zhn et t = �n = � + hn
an
r. L'erreur quadratique moyenne conditionnelle

(MSE) de m̂(xn; �n) est toujours donn�ee par

IE
h
(m̂+(xn; �n)�m(xn))

2 j X1; : : : ; Xn

i
=

�Pn
i=1 wi(xn; �n) (m(Xi)�m(xn))Pn

i=1 wi(xn; �n)

�2
+

Pn
i=1 (wi(xn; �n))

2 �2(Xi)

(
Pn

i=1 wi(xn; �n))
2 ;

= B2
n + Vn;

o�u

Bn =
S2(xn; �n)R0(xn; �n)� S1(xn; �n)R1(xn; �n)

S2(xn; �n)S0(xn; �n)� (S1(xn; �n))2
; (4.7)
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et

Vn =

Pn
i=1 (wi(xn; �n))

2�2(Xi)

(
Pn

i=1 wi(xn; �n))
2 ;

=
(S2(xn; �n))

2T0(xn; �n)� 2S2(xn; �n)S1(xn; �n)T1(xn; �n)

(S2(xn; �n)S0(xn; �n)� (S1(xn; �n))2)
2

+
(S1(xn; �n))

2T2(xn; �n)

(S2(xn; �n)S0(xn; �n)� (S1(xn; �n))2)
2
: (4.8)

1) z < 0, r < 0 et xn < �n (z � 0, r � 0 et xn � �n )

Lemme 4.3. Soient �n = � + r hnan et xn = � + zhn telles que z < 0, r < 0 et xn < �n (z � 0,

r � 0, xn � �n ) et an !1. Sous les hypoth�eses D1-D4, nous avons :

a) Sl(xn; �n) = nhl+1
n fX(�)

�
(�sign(z))lKl(�jzj) + oP (1)

�
,

b) Tl(xn; �n) = nhl+1
n fX(�)�2(�)

�
(�sign(z))lLl(�jzj) + oP (1)

�
,

c) Rl(xn; �n) =
1
2m

(2)
� (�)nhl+3

n fX(�)
�
(�sign(z))lKl+2(�jzj) + oP (1)

�
.

Preuve du lemme 4.3.

A�n de d�emontrer ce lemme nous consid�erons le cas o�u z < 0, r < 0 et xn < �n. La d�emonstra-

tion du cas sym�etrique (z � 0, r � 0 et xn � �n) s'en d�eduit facilement.

Nous avons par l'in�egalit�e de Bienaym�e-Tchebyche�

X
Xi<�n

Zi;j = IE
X

Xi<�n

Zi;j + OP

0B@
vuuutV ar

0@ X
Xi<�n

Zi;j

1A
1CA ;

= nIE
�
Z1;j1IfX1<�ng

�
+OP

 r
nIE

h
Z2
1;j1IfX1<�ng

i!
;

IE
�
Z1;11IfX1<�ng

�
= hl+1

n

Z 1

xn��n
hn

ulK+(u)fX(xn � hnu)du ;

= hl+1
n fX(�) (Kl(z) + o(1)) :

De même
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IE
�
Z2
1;11IfX1<�ng

�
= h2l+1

n

Z 1

xn��n
hn

u2lK2(u)fX(xn � hnu)du ;

= O
�
h2l+1
n

�
;

d'o�u

Sl(xn; �n) = nIE
�
Z1;11IfX1<�ng

�
+ OP

 r
nIE

h
Z2
1;11IfX1<�ng

i!
;

= nhl+1
n fX(�) (Kl(z) + oP (1)) :

De la même fa�con, nous obtenons pour IE [Z1;2] et IE
�
Z2
1;2

�
,

IE
�
Z1;21IfX1<�ng

�
= hl+1

n

Z 1

xN��n
hn

ulK2(u)fX(xn � hnu)�
2(xn � hnu)du ;

= hl+1
n fX(�)�

2(�) (Ll(z) + o(1)) ;

IE
�
Z2
1;21IfX1<�ng

�
= h2l+1

n

Z 1

xn��n
hn

u2lK4(u)fX(xn � hnu)�
4(xn � hnu)du ;

= O
�
h2l+1
n

�
:

Nous en d�eduisons

Tl(xn; �n) = nIE
�
Z1;21IfX1<�ng

�
+OP

 r
nIE

h
Z2
1;21IfX1<�ng

i!
;

= nhl+1
n fX(�)�

2(�) (Ll(z) + oP (1)) :

IE
�
Z1;31IfX1<�ng

�
= hl+1

n

Z 1

xn��n
hn

ulK(u)
�
m(xn � hnu)�m(xn) + hnum

0(xn)
�
fX(xn � hnu)du ;

=
1

2
m

(2)
� (�)hl+3

n fX(�) (Kl+2(z) + o(1)) :

Un même calcul conduit �a
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IE
�
Z2
1;31IfX1<�ng

�
= h2l+1

n

Z 1

xn��n
hn

ulK2(u)
�
m(xn � hnu)�m(xn) + hnum

0(xn)
�2

� fX(xn � hnu)du ;

= O
�
h2l+5
n

�
:

Ainsi

Rl(xn; �n) = nIE
�
Z1;31IfX1<�ng

�
+ OP

 r
nIE

h
Z2
1;31IfX1<�ng

i!
;

=
1

2
m

(2)
� (�)nhl+3

n fX(�) (Kl+2(z) + oP (1)) :

Ceci termine la preuve du lemme 4.3. ut

En combinant le lemme 4.3 et les �egalit�es (4.7) et (4.8), nous prouvons la premi�ere partie du

th�eor�eme 4.2.

2) r < 0 et �n � xn < � (r � 0 et � � xn < �n )

Lemme 4.4. Soit �n = � + rhnan tel que r < 0 et xn � �n (r � 0, xn < �n ) et an ! 1. Sous

les hypoth�eses D1-D4 nous avons :

a) Sl(xn; �n) = nhl+1
n fX(�)

�
(sign(r))lKl(0) + oP (1)

�
,

b) Tl(xn; �n) = nhl+1
n fX(�)�

2(�)
�
(sign(r))lLl(0) + oP (1)

�
,

c) Rl(xn; �n) = �sign(r)
(�)nhl+1
n fX(�)

�
(sign(r))lKl(0) + oP (1)

�
.

Preuve du lemme 4.4.

Nous avons

IE
�
Z1;11IfX1��ng

�
= hl+1

n

Z xn��n
hn

�1
ulK+(u)fX(xn � hnu)du ;

= hl+1
n fX(�) (Kl(�1)�Kl(0) + o(1)) ;

de même,
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IE
�
Z2
1;11IfX1��ng

�
= h2l+1

n

Z xn��n
hn

�1
u2lK2(u)fX(xn � hnu)du

= O
�
h2l+1
n

�
;

d'o�u

Sl(xn; �n) = nIE
�
Z1;11IfX1��ng

�
+ OP

 r
nIE

h
Z2
1;11IfX1��ng

i!
;

= nhl+1
n fX(�) (Kl(�1)�Kl(0) + oP (1)) ;

= nhl+1
n fX(�)

�
(sign(r))lKl(0) + oP (1)

�
:

Les approximations de IE [Z1;2] et IE
�
Z2
1;2

�
sont obtenues de mani�ere analogue.

IE
�
Z1;21IfX1��ng

�
= hl+1

n

Z xn��n
hn

�1
ulK2(u)fX(xn � hnu)�

2(xn � hnu)du ;

= hl+1
n fX(�)�

2(�) (Ll(�1)� Ll(0) + o(1)) ;

IE
�
Z2
1;21IfX1��ng

�
= h2l+1

n

Z xn��n
hn

�1
u2lK4(u)fX(xn � hnu)�

4(xn � hnu)du ;

= O
�
h2l+1
n

�
:

Nous en d�eduisons que

Tl(xn; �n) = nIE
�
Z1;21IfX1��ng

�
+OP

 r
nIE

h
Z2
1;21IfX1��ng

i!
;

= nhl+1
n fX(�)�

2(�) (Ll(�1)� Ll(0) + oP (1)) ;

= nhl+1
n fX(�)�

2(�)
�
(sign(r))lLl(0) + oP (1)

�
:

IE
�
Z1;31IfX1��ng

�
= hl+1

n

Z xn��n
hn

�1
ulK(u)

�
m(xn � hnu)�m(xn) + hnum

0(xn)
�

� fX(xn � hnu)du ;

= 
(�)hl+1
n fX(�) (Kl(�1)�Kl(0) + o(1)) :
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Un calcul similaire donne

IE
�
Z2
1;31IfX1��ng

�
= h2l+1

n

Z xn��n
hn

�1
ulK2(u)

�
m(xn � hnu)�m(xn) + hnum

0(xn)
�2

� fX(xn � hnu)du ;

= O
�
h2l+1
n

�
;

d'o�u

Rl(xn; �n) = nIE
�
Z1;31IfX1��ng

�
+ OP

 r
nIE

h
Z2
1;31IfX1��ng

i!
;

= 
(�)nhl+1
n fX(�) (Kl(�1)�Kl(0) + oP (1)) ;

= 
(�)nhl+1
n fX(�)

�
(sign(r))lKl(0) + oP (1)

�
:

ut

3) r < 0 et z � 0 (r � 0 et z < 0).

Lemme 4.5. Soit �n = � + rhnan et xn = � + zhn. telles que z � 0, r < 0 (z < 0, r � 0, xn � �n

) et an !1. Sous les hypoth�eses D1-D4 nous avons :

a) Sl(xn; �n) = nhl+1
n fX(�)

�
(�sign(z))lKl(�jzj) + oP (1)

�
,

b) Tl(xn; �n) = nhl+1
n fX(�)�

2(�)
�
(�sign(z))lLl(�jzj) + oP (1)

�
.

c) Si an = o(nhn),

Rl(xn; �n) =
�n � �

hn

(�)nhl+1

n fX(�)
�
(�sign(z))ljzjlK(�jzj) + oP (1)

�
:

Preuve du lemme 4.5.

Nous avons

IE
�
Z1;11IfX1��ng

�
= hl+1

n

Z xn��n
hn

�1
ulK+(u)fX(xn � hnu)du ;

= hl+1
n fX(�)

�
(�sign(z))lKl(�z) + o(1)

�
:
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De même

IE
�
Z2
1;11IfX1��ng

�
= h2l+1

n

Z xn��n
hn

�1
u2lK2(u)fX(xn � hnu)du ;

= O
�
h2l+1
n

�
:

Ainsi

Sl(xn; �n) = nIE
�
Z1;11IfX1��ng

�
+ OP

 r
nIE

h
Z2
1;11IfX1��ng

i!
;

= nhl+1
n fX(�)

�
(�sign(z))lKl(�z) + oP (1)

�
;

IE
�
Z1;21IfX1��ng

�
= hl+1

n

Z xn��n
hn

�1
ulK2(u)fX(xn � hnu)�

2(xn � hnu)du ;

= hl+1
n fX(�)�

2(�)
�
(�sign(z))lLl(�z) + o(1)

�
;

IE
�
Z2
1;21IfX1��ng

�
= h2l+1

n

Z xn��n
hn

�1
u2lK4(u)fX(xn � hnu)�

4(xn � hnu)du ;

= O
�
h2l+1
n

�
:

Nous en d�eduisons

Tl(xn; �n) = nIE
�
Z1;21IfX1��ng

�
+OP

 r
nIE

h
Z2
1;21IfX1��ng

i!
;

= nhl+1
n fX(�)�

2(�)
�
(�sign(z))lLl(�z) + oP (1)

�
:

D'autre part

IE
�
Z1;31IfX1��ng

�
= hl+1

n

Z xn��n
hn

�1
ulK(u)fX(xn � hnu)

� �
m(xn � hnu)�m(xn) + hnum

0(xn)
�
du ;

= hl+1
n

Z z� r
an

z
ulK(u)fX(xn � hnu)

� �
m(xn � hnu)�m(xn) + hnum

0(xn)
�
du+ o(hl+1

n );

=
�n � �

hn

(�)hl+1

n fX(�)
�
zlK(z) + o(1)

�
;
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et

IE
�
Z2
1;31IfX1��ng

�
= h2l+1

n

Z xn��n
hn

�1
ulK2(u)fX(xn � hnu)

� �
m(xn � hnu)�m(xn) + hnum

0(xn)
�2
du

= O
�
h2l+1
n

an

�
;

lorsque an = o(nhn) nous avons alors,

Rl(xn; �n) = nIE
�
Z1;31IfX1��ng

�
+ OP

 r
nIE

h
Z2
1;31IfX1��ng

i!
;

=
�n � �

hn

(�)nhl+1

n fX(�)
�
zlK(z) + oP (1)

�
:

Rempla�cant dans les expressions de Bn et Vn ((4.7) et (4.8)), les termes Sl(�; �), Tl(�; �) et Rl(�; �)
par leurs d�eveloppements donn�es par les lemmes 4.3, 4.4 et 4.5, nous obtenons les r�esultats

�enonc�es dans le th�eor�eme 4.2. ut

Corollaire 4.2. Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 4.2, nous avonsZ 1

0
IE
h
(m̂(x; �n)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx

=
B2
Kh

4
n

4

�Z 1

0

h
m(2)(x)

i2
dx

�
+
V 2
K

nh

�Z 1

0

�2(x)

f(x)
dx

�
+ oP (h

4
n +

1

nhn
) + OP (j�n � � j)

Remarque 4.6. Notons que si nous avions utilis�e, �a la place de la r�egression lin�eaire locale, un

estimateur �a noyau de type Nadaraya-Watson ou Gasser-M�uller, l'erreur quadratique moyenne

int�egr�ee 1 aurait �et�e de l'ordre de OP

�
h3n +

1
nhn

�
alors que le corollaire ci-dessus conduit �a une

vitesse de convergence meilleure d�es que �n converge su�samment vite. Ce qui sera r�ealis�e dans

la pratique.

Preuve du corollaire 4.2.

Ce corollaire est une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme 4.2. En e�etZ 1

0
IE
h
(m̂(x; �n)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx

=

Z
jx�� j�hn

IE
h
(m̂(x; �n)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx

+

Z �+hn

��hn
IE
h
(m̂(x; �n)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx :

1
R 1

0 IE
�
(m̂(x;�n)�m(x))2 j X1; : : : ;Xn

�
dx
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Tout d'abord, nous avonsZ
jx�� j�hn

IE
h
(m̂(x; �n)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx

=
B2
Kh

4
n

4

�Z 1

0

h
m(2)(x)

i2
dx

�
+
V 2
K

nh

�Z 1

0

�2(x)

f(x)
dx

�
+ oP (h

4
n +

1

nhn
):

Si nous supposons, par exemple, que �n � � , alorsZ �+hn

��hn
IE
h
(m̂(x; �n)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx

=

Z �n

��hn
IE
h
(m̂(x; �n)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx

+

Z �

�n

IE
h
(m̂(x; �n)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx

+

Z �+hn

�
IE
h
(m̂(x; �n)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx ;

= oP (h
4
n +

1

nhn
) +OP (j�n � � j) + OP (

(�n � �)2

hn
);

= oP (h
4
n +

1

nhn
) +OP (j�n � � j):

Nous en d�eduisons doncZ 1

0
IE
h
(m̂(x; �n)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx

=
B2
Kh

4
n

4

�Z 1

0

h
m(2)(x)

i2
dx

�
+
V 2
K

nh

�Z 1

0

�2(x)

f(x)
dx

�
+ oP (h

4
n +

1

nhn
) +OP (j�n � � j):

Ceci termine la d�emonstration du corollaire 4.2. ut

4.3 Un seul point de rupture. Segmentation bas�ee sur l'estimateur

de la localisation de la rupture

Nous supposons dans ce paragraphe que la localisation de la rupture � n'est pas connue et

montrons que si son estimateur �̂ converge de mani�ere su�samment rapide, la fonction m(�) est
estim�ee avec une erreur quadratique int�egr�ee conditionnelle optimale.

Il est facile de voir queZ
V ar [m̂(x; �̂)jX1; : : : ; Xn]dx = OP

�
1

nhn

�
:
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Cherchons maintenant �a contrôler le biais de m̂(x; �̂). �Etant donn�e une suite (gn)n positive

convergent vers z�ero, nous pouvons �ecrire :

jIE [m̂(x; �̂)�m(x)jX1; : : : ; Xn]j
� ��IE �(m̂(x; �̂)�m(x))1Ij�̂�� j>gn jX1; : : : ; Xn

���
+
��IE �(m̂(x; �̂)�m(x))1Ij�̂�� j�gn jX1; : : : ; Xn

��� ;
�
�
IE
h
(m̂(x; �̂)�m(x))2jX1; : : : ; Xn

i�1=2
� IP1=2 [j�̂ � � j > gnjX1; : : : ; Xn]

+
�
IE
h
(m̂(x; �̂)�m(x))21Ij�̂�� j�gn jX1; : : : ; Xn

i�1=2
:

Il en r�esulte, en particulier, queZ
(IE [m̂(x; �̂)�m(x)jX1; : : : ; Xn])

2dx

�
Z

IE
h
(m̂(x; �̂)�m(x))2jX1; : : : ; Xn

i
� IP [j�̂ � � j > gnjX1; : : : ; Xn]dx

+

Z
IE
h
(m̂(x; �̂)�m(x))21Ij�̂�� j�gn jX1; : : : ; Xn

i
dx ;

= OP

�
hn +

1

nhn

�
IP [j�̂ � � j > gnjX1; : : : ; Xn]

+ OP

�
h4n +

1

nhn

�
+OP (gn) ;

o�u nous avons utilis�e pour obtenir la derni�ere majoration, le r�esultat �enonc�e dans le corollaire 4.2.

Ainsi, nous en d�eduisons le th�eor�eme suivant

Th�eor�eme 4.3. Supposons que les hypoth�eses D1-D4 sont satisfaites et soit �̂ un estimateur de

� tel qu'il existe une suite (gn) v�eri�ant :

i) gn = O
�
h4n +

1
nhn

�
,

ii) IP [j�̂ � � j > gn jX1; : : : ; Xn] = oP (h3n).

Alors : Z
IE
h
(m̂(x; �̂)�m(x))2jX1; : : : ; Xn

i
dx = OP

�
h4n +

1

nhn

�
:

Naturellement les estimateurs de � �etudi�es dans les chapitres pr�ec�edents satisfont sous des con-

ditions convenables les conditions requises ci-dessus (cf paragraphe 4.5).
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4.4 Plusieurs points de rupture

4.4.1 Notations et hypoth�eses

Dans ce paragraphe, nous supposons que la fonction de r�egression admet p points de rupture :

0 < �1 < : : : < �p < 1. Par convention, nous posons �0 = 0 et �p+1 = 1. Nous conservons les

hypoth�eses D1, D3, D4, et nous rempla�cons D2 par :

D2'. La fonction de r�egression m(�) = IE(Y j X = �) est deux fois continûment d�erivable

en tout point di��erent de �1; : : : ; �p et est c�adl�ag aux points �1; : : : ; �p ainsi que ses deux

premi�eres d�eriv�ees.

Pour estimer m(x), l'approche utilis�ee plus haut dans le cas d'un seul point de rupture, est

g�en�eralis�ee de la fa�con suivante :

� Pour tout 0 � i � p, si x 2 [�i; �i+1[, nous ajustons localement une droite �x + �x(x � u)

par RLL pour obtenir m̂(x) = �̂x en utilisant seulement les observations �i � Xj < �i+1.

Soit � = (�1; : : : ; �p), l'estimateur de m(x) est d�e�ni par :

m̂(x; �) =

Pn
j=1 wj(x; �)YjPn
j=1 wj(x; �)

; (4.9)

avec lorsque x 2 [�i; �i+1[,

wj(x; �) =

8>><>>:
0 si Xj =2 [�i; �i+1[,

K(
x�Xj

hn
)(S2(x; �)� (x�Xj)S1(x; �)) sinon,

o�u pour l = 0; 1; 2; : : : et si x 2 [�i; �i+1[

Sl(x; �) =
X

�i�Xj<�i+1

(x�Xj)
lK(

x�Xj

hn
): (4.10)

Lorsque p est inconnu, ainsi que �1; : : : ; �p, on leur substitue dans les expressions ci-dessous

les estimateurs p̂; �̂1; : : : ; �̂p̂.

4.4.2 R�esultats asymptotiques

Soit p̂ un estimateur du nombre de rupture de la fonction de r�egression. On note �̂1 < : : : < �̂p̂

les estimateurs des points de ruptures de la fonction m(�). Pour simpli�er les expressions, nous

posons dans la suite :
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i) � = (�1; : : : ; �p),

ii) �̂ = (�̂1; : : : ; �̂p̂),

iii) En =
�Tp̂

j=1 fj�̂j � �j j � gnjg
�T fp̂ = pg.

Nous avons d'une part Z
V ar [m̂(x; �̂)jX1; : : : ; Xn]dx = OP

�
1

nhn

�
;

et d'autre part

jIE [m̂(x; �̂)�m(x)jX1; : : : ; Xn]j
� ��IE �(m̂(x; �̂)�m(x))1I(Ecn)jX1; : : : ; Xn

���
+
��IE �(m̂(x; �̂)�m(x))1I(En)jX1; : : : ; Xn

��� ;
�
�
IE
h
(m̂(x; �̂)�m(x))2jX1; : : : ; Xn

i�1=2
� IP1=2 [EcnjX1; : : : ; Xn]

+
�
IE
h
(m̂(x; �̂)�m(x))21I(En)jX1; : : : ; Xn

i�1=2
:

Ainsi Z
(IE [m̂(x; �̂)�m(x)jX1; : : : ; Xn])

2dx

�
Z

IE
h
(m̂(x; �̂)�m(x))2jX1; : : : ; Xn

i
� IP [EcnjX1; : : : ; Xn]dx

+

Z
IE
h
(m̂(x; �̂)�m(x))21I(En)jX1; : : : ; Xn

i
dx ;

= OP

�
hn +

1

nhn

�
IP [EcnjX1; : : : ; Xn] + OP

�
h4n +

1

nhn

�
+OP (gn) :

D'o�u le r�esultat �enonc�e dans le th�eor�eme suivant

Th�eor�eme 4.4. Soit �̂ un estimateur de � tel que il existe une suite (gn) v�eri�ant :

i) gn = O
�
h4n +

1
nhn

�
,

ii) IP [Ecn jX1; : : : ; Xn] = oP (h3n).

Supposons que les hypoth�eses D1, D2', D3, D4 sont satisfaites,Z
IE
h
(m̂(x; �̂)�m(x))2jX1; : : : ; Xn

i
dx = OP

�
h4n +

1

nhn

�
:
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Il n'est pas impossible que les coe�cients, qui interviennent dans l'�ecriture asymptotique de

l'erreur quadratique moyenne int�egr�ee, ne soient pas modi��es lorsqu'on remplace le nombre et

les localisations des points de rupture de la fonction de r�egression par leurs estimateurs. En

d'autres termes, il est probable qu'on puisse montrer :

Z 1

0
IE
h
(m̂(x; �̂)�m(x))2 j X1; : : : ; Xn

i
dx

=
B2
Kh

4
n

4

�Z 1

0

h
m(2)(x)

i2
dx

�
+
V 2
K

nh

�Z 1

0

�2(x)

f(x)
dx

�
+ oP (h

4
n +

1

nhn
):

En e�et, nous montrons que la partie biais de l'expression asymptotique du MISE est inchang�ee

lorsque p et � sont estim�es.

jIE [m̂(x; �̂)� m̂(x; �)jX1; : : : ; Xn]j
� ��IE �(m̂(x; �̂)� m̂(x; �))1I(Ecn)jX1; : : : ; Xn

���
+
��IE �(m̂(x; �̂)� m̂(x; �))1I(En)jX1; : : : ; Xn

��� ;
�
�
IE
h
(m̂(x; �̂)� m̂(x; �))2jX1; : : : ; Xn

i�1=2
IP1=2 [EcnjX1; : : : ; Xn]

+
�
IE
h
(m̂(x; �̂)� m̂(x; �))21I(En)jX1; : : : ; Xn

i�1=2
:

Ainsi Z
(IE [m̂(x; �̂)� m̂(x; �)jX1; : : : ; Xn])

2dx

�
Z

IE
h
(m̂(x; �̂)� m̂(x; �))2jX1; : : : ; Xn

i
IP [EcnjX1; : : : ; Xn] dx

+

Z
IE
h
(m̂(x; �̂)� m̂(x; �))21I(En)jX1; : : : ; Xn

i
dx ;

� OP

�
hn +

1

nhn

�
IP [EcnjX1; : : : ; Xn]

+

pX
i=1

Z �i+hn+gn

�i�hn�gn
IE
h
(m̂(x; �̂)� m̂(x; �))21I(En)jX1; : : : ; Xn

i
dx ;

= OP

�
hn +

1

nhn

�
IP [EcnjX1; : : : ; Xn] +

pX
i=1

OP

�
g2n
hn

+ gn

�
:

Il en r�esulte que sous les hypoth�eses :

i) gn = o
�
h4n +

1
nhn

�
,

ii) IP [Ecn jX1; : : : ; Xn] = oP (h
3
n),
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Z
(IE [m̂(x; �̂)� m̂(x; �)jX1; : : : ; Xn])

2dx = op

�
h4n +

1

nhn

�
:

Nous en d�eduisons que le biais int�egr�e peut s'�ecrire comme suitZ
(IE [m̂(x; �̂)�m(x)jX1; : : : ; Xn])

2dx

=

Z
(IE [m̂(x; �)�m(x)jX1; : : : ; Xn])

2dx

+

Z
(IE [m̂(x; �̂)�m(x; �)jX1; : : : ; Xn])

2dx

+ 2

Z
IE [(m̂(x; �̂)� m̂(x; �)) (m̂(x; �)�m(x)) jX1; : : : ; Xn]dx

=
B2
Kh

4
n

4

�Z 1

0

h
m(2)(x)

i2
dx

�
+ op

�
h4n +

1

nhn

�
:

Il reste maintenant �a prouver que la variance conditionnelle n'est pas modi��ee lorsqu'on remplace

p et � = (�1; : : : ; �p) par leurs estimateurs respectifs p̂ et �̂ = (�̂1; : : : ; �̂p̂).

4.5 Choix des estimateurs du nombre et des localisations des

ruptures

Dans le chapitre pr�ec�edent nous avons pr�esent�e un algorithme pour estimer le nombre de

ruptures d'une fonction de r�egression. D'apr�es le corollaire 3.2, il est possible de construire un

estimateur de ce nombre de ruptures tel que

1� IP [81 � i � p; �̂i 2]�i � gn; �i + gn[ et p̂ = p] = o
�
g4n
�
;

o�u gn = n�� avec 0 < � < 1.

Or

IE (IP [Ecn jX1; : : : ; Xn]) = 1� IP [81 � i � p; �̂i 2]�i � gn; �i + gn[ et p̂ = p] ;

= o
�
g4n
�
:

Par cons�equent

IP [Ecn jX1; : : : ; Xn] = oP (g
4
n):

Maintenant si on choisit � > 4=5, alors pour toute suite (hn)n�1 qui v�eri�e hn ! 0 et nhn !1,

on a :
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i) gn = o
�
h4n +

1
nhn

�
,

ii) IP [Ecn jX1; : : : ; Xn] = oP (h
3
n).

4.6 Simulations

Nous analysons les e�ets de la segmentation pour plusieurs mod�eles. Les facteurs d�etermi-

nants sont le choix de la fenêtre de lissage et le rapport signal sur bruit. Pour nos comparaisons,

nous avons retenu trois mod�eles M1, M2 et M3 :

M1 m(x) = 4x2 + 1I[0:5;1], n = 250 et �2 = 0:1.

M2 m(x) = 4x2 + 1I[0:5;1], n = 250 et �2 = 0:5.

M3 m(x) = 4 sin(5x) + 3x+ 1I[0:7;1], n = 1000 et �2 = 1.

Tout au long de ces simulations, le plan d'exp�erience est suppos�e al�eatoire de loi uniforme et le

bruit est gaussien.

Notons :

� m(x) = IE(m̂(x; t))� 2
p
V ar(m̂(x; t)),

� m(x) = IE(m̂(x; t)) + 2
p
V ar(m̂(x; t)).

Commentaires.

1) Nous avons observ�e que l'augmentation du nombre d'observations s'accompagne d'un r�etr�e-

cissement de la \bande de con�ance" de la fonction de r�egression m(�) ([m(�); m(�)]). Pour
ne pas trop rallonger ce paragraphe, nous ne pr�esentons pas ici les simulations concernant le

comportement en fonction du nombre d'observations.

2) Dans tous les mod�eles analys�es, nous remarquons que l'�ecart entrem(x) et m̂(x; �̂) s'accentue

au voisinage de la rupture. Ceci s'explique par :

� L'augmentation du biais au voisinage du point de discontinuit�e (voir les �gures 4.12, 4.16

et 4.20). Ceci est coh�erent avec les th�eor�emes 4.1 et 4.2 qui montrent qu'au voisinage

de � le biais se comporte en O(1).
� L'augmentation de la variance autour de � . Ceci est aussi coh�erent avec les r�esultats

�enonc�es dans les th�eor�emes 4.1 et 4.2. Ces th�eor�emes montrent que même si l'ordre
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de grandeur de la variance (O(1=nhn)) reste le même au voisinage de � , les constantes

V 2
K(�jzj) sont plus grandes autour de la rupture (z ! 0) que lorsqu'en s'�eloigne de la

rupture, jzj > 1 (cf la �gure 4.4).

3) Lorsque la segmentation des observations est e�ectu�ee en utilisant la vraie localisation � ,

nous avons aussi constat�e une d�et�erioration de la qualit�e de l'estimation de m(x) au voisi-

nage de � . Elle est dûe essentiellement �a l'augmentation de la variance autour du point de

discontinuit�e pour la raison �evoqu�ee dans 2). En ce qui concerne le biais au voisinage de la

rupture, nous remarquons une diminution par rapport �a celui cr�e�e loin de � . En e�et, (cf

le th�eor�eme 4.2 pour �n = �), lorsqu'on utilise la vraie localisation de la rupture pour seg-

menter les observations, le biais au voisinage de � reste de l'ordre de O(h2n). Les constantes
asymptotiques (BK(�jzj), cf la �gure 4.3) sont cependant plus petites pour les points qui

sont proches de �(z ! 0) que pour ceux qui en sont loins (jzj > 1). Notons que Fan &

Gijbels [FG92] ont observ�e ce ph�enom�ene dans le cadre de l'estimation d'une fonction de

r�egression lisse par polynômes locaux (augmentation de la variance et diminution du biais

sur les bords).
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Figure 4.10 : E�et de la segmentation en t = � : Estimation de m(x) et m(x) �a partir de 200

�echantillons simul�es selon le mod�ele M1. La courbe en \-." repr�esente une estimation de m(x),

celle en \- -" repr�esente une estimation de m(x). La courbe en \-" repr�esente la vraie fonction

de r�egression m(x). Dans le graphe en haut �a gauche on a aussi repr�esent�e avec des \." un

�echantillon des observations. Les trois �gures en bas sont des agrandissements du voisinage de

la discontinuit�e.
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Figure 4.11 : E�et de la segmentation en t = �̂ : Estimation de m(x) et m(x) �a partir de 200

�echantillons simul�es selon le mod�ele M1. La courbe en \-." repr�esente une estimation de m(x),

celle en \- -" repr�esente une estimation de m(x). La courbe en \-" repr�esente la vraie fonction

de r�egression m(x). Dans le graphe en haut �a gauche on a aussi repr�esent�e avec des \." un

�echantillon des observations. Les trois �gures en bas sont des agrandissements du voisinage de

la discontinuit�e.
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Figure 4.12 : Estimations du biais local et de l'�ecart-type local (de haut en bas) �a partir de 200

�echantillons simul�es selon le mod�ele M1. On montre �a gauche ces di��erentes estimations pour

m̂(�; �) et �a droite celles de m̂(�; �̂).
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Figure 4.13 : Estimations du biais au carr�e int�egr�e, de la variance int�egr�ee et de la MISE (de

haut en bas) �a partir de 200 �echantillons simul�es selon le mod�ele M1. On montre �a gauche ces

di��erentes estimations pour m̂(�; �) et �a droite celles de m̂(�; �̂).
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Figure 4.14 : E�et de la segmentation en t = � : Estimation de m(x) et m(x) �a partir de 200

�echantillons simul�es selon le mod�ele M2. La courbe en \-." repr�esente une estimation de m(x),

celle en \- -" repr�esente une estimation de m(x). La courbe en \-" repr�esente la vraie fonction

de r�egression m(x). Dans le graphe en haut �a gauche on a aussi repr�esent�e avec des \." un

�echantillon des observations. Les trois �gures en bas sont des agrandissements du voisinage de

la discontinuit�e.
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Figure 4.15 : E�et de la segmentation en t = �̂ : Estimation de m(x) et m(x) �a partir de 200

�echantillons simul�es selon le mod�ele M2. La courbe en \-." repr�esente une estimation de m(x),

celle en \- -" repr�esente une estimation de m(x). La courbe en \-" repr�esente la vraie fonction

de r�egression m(x). Dans le graphe en haut �a gauche on a aussi repr�esent�e avec de \." un

�echantillon des observations. Les trois �gures en bas sont des agrandissements du voisinage de

la discontinuit�e.
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Figure 4.16 : Estimations du biais local et de l'�ecart-type local (de haut en bas) �a partir de 200

�echantillons simul�es selon le mod�ele M2. On montre �a gauche ces di��erentes estimations pour

m̂(�; �) et �a droite celles de m̂(�; �̂).
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Figure 4.17 : Estimations du biais au carr�e int�egr�e, de la variance int�egr�ee et de la MISE (de

haut en bas) �a partir de 200 �echantillons simul�es selon le mod�ele M2. On montre �a gauche ces

di��erentes estimations pour m̂(�; �) et �a droite celles de m̂(�; �̂).
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Figure 4.18 : E�et de la segmentation en t = � : Estimation de m(x) et m(x) �a partir de 200

�echantillons simul�es selon le mod�ele M3. La courbe en \-." repr�esente une estimation de m(x),

celle en \- -" repr�esente une estimation de m(x). La courbe en \-" repr�esente la vraie fonction

de r�egression m(x). Dans le graphe en haut �a gauche on a aussi repr�esent�e avec des \." un

�echantillon des observations. Les trois �gures en bas sont des agrandissements du voisinage de

la discontinuit�e.
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Figure 4.19 : E�et de la segmentation en t = �̂ : Estimation de m(x) et m(x) �a partir de 200

�echantillons simul�es selon le mod�ele M3. La courbe en \-." repr�esente une estimation de m(x),

celle en \- -" repr�esente une estimation de m(x). La courbe en \-" repr�esente la vraie fonction

de r�egression m(x). Dans le graphe en haut �a gauche on a aussi repr�esent�e avec des \." un

�echantillon des observations. Les �gures trois en bas sont des agrandissements du voisinage de

la discontinuit�e.
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Figure 4.20 : Estimations du biais local et de l'�ecart-type local (de haut en bas) �a partir de 200

�echantillons simul�es selon le mod�ele M3. On montre �a gauche ces di��erentes estimations pour

m̂(�; �) et �a droite celles de m̂(�; �̂).
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Figure 4.21 : Estimations du biais au carr�e int�egr�e, de la variance int�egr�ee et de la MISE (de

haut en bas) �a partir de 200 �echantillons simul�es selon le mod�ele M3. On montre �a gauche ces

di��erentes estimations pour m̂(�; �) et �a droite celles de m̂(�; �̂).
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4.7 Donn�ees r�eelles : Exemple du Nil.

Nous pr�esentons dans cette section une application de l'analyse de ruptures par lissage

lin�eaire local aux donn�ees du Nil (cf chapitre Introduction). Pour l'analyse, nous avons pr�ef�er�e

supposer que le nombre de ruptures est au plus 1. Tout d'abord nous avons estim�e, dans le

cas o�u nous supposons qu'il y a une seule rupture, les param�etres de rupture (� et 
(�)) pour

di��erentes tailles de la fenêtre de lissage. Ensuite nous avons v�eri��e la pertinence de chacune

des ruptures d�etect�ees �a l'aide du test strictement local. En�n et suite aux r�esultats des tests

e�ectu�es, nous avons gard�e comme param�etre de localisation de la rupture �̂ = 1898 et nous

avons estim�e le d�ebit annuel du Nil en utilisant comme point de segmentation t = �̂ = 1898.

Notons que le meilleur cadre pour analyser les donn�ees du Nil est celui des s�eries chronologiques.

N�eanmoins nous faisons comme si les conditions �etaient remplies pour pouvoir appliquer notre

approche d'analyse de ruptures. Les r�esultats obtenus sont coh�erents avec ceux obtenus par

M�uller [M�ul92] �a l'aide d'une m�ethode de noyau, ou ceux de Cobb [Cob78] dans un cadre

param�etrique.

1) Estimation des param�etres de rupture.

Table 4.1 : Estimations de �̂ et 
̂(�̂). Les noyaux utilis�es sont K1 et K2.

K1 K2

hn �̂ 
̂(�̂) �̂ 
̂(�̂)

10 1915 269:1861 1897 �473:2106
12 1898 �283:3347 1898 �534:6239
14 1898 �316:9070 1898 �543:0585
16 1898 �307:8848 1898 �445:1601
18 1898 �296:1336 1899 �375:6468
20 1898 �293:0075 1899 �385:7173
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2) Tests de rupture.

Table 4.2 : Test strictement local d'absence de rupture en � = 1898; 1902; 1915 au seuil � = 5%.

Dans chaque cellule �gure la valeur de la statistique et la d�ecision prise. Le noyau utilis�e est

K1.

� = 1898 � = 1902 � = 1915

hn (TSL) (TSL) (TSL)

10 H0 (1:3888) H0 (0:2806) H0 (1:7250)

12 H1 (1:9890) H0 (0:3662) H0 (1:6145)

14 H1 (2:4029) H0 (0:2790:) H0 (1:5485)

16 H1 (2:4957) H0 (0:1807) H0 (1:3967)

18 H1 (2:5461) H0 (0:5442) H0 (1:3381)

20 H1 (2:6555) H0 (0:7921) H0 (1:3868)

Table 4.3 : Test strictement local d'absence de rupture en � = 1898; 1902; 1915 au seuil � = 5%.

Dans chaque cellule �gure la valeur de la statistique et la d�ecision prise. Le noyau utilis�e est

K2.

� = 1898 � = 1902 � = 1915

hn (TSL) (TSL) (TSL)

10 H1 (3:2319) H0 (0:1869) H1 (2:5969)

12 H1 (4:4730) H0 (0:4891) H0 (1:6405)

14 H1 (4:9076) H0 (0:0914:) H0 (1:1916)

16 H1 (4:3007) H0 (1:4642) H0 (0:6091)

18 H1 (3:8276) H1 (2:3802) H0 (0:4756)

20 H1 (3:7270) H1 (2:7846) H0 (0:7208)

Rappelons que la statistique utilis�ee pour construire les di��erents tests strictement locaux
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d'absence de ruptures dans le d�ebit annuel du Nil sont d�e�nis par :

TSL =
p
nhn


̂n(�)p
2V+�̂

:

Sous l'hypoth�ese H0, TSL
L�! N (0; 1). Pour �̂ nous avons utilis�e l'estimation fournie par Cobb

[Cob78] (�̂ = 125).
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3) Estimation du d�ebit annuel.
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Figure 4.22 : Estimation du d�ebit annuel du Nil entre 1870 et 1970.
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R�esum�e

Nous nous int�eressons dans cette th�ese �a l'estimation, dans un cadre non param�etrique, d'une
fonction de r�egression pr�esentant des discontinuit�es et, plus pr�ecis�ement aux probl�emes de d�e-
tection de ruptures, d'estimation des param�etres de rupture (nombre, localisations, amplitudes)
et de segmentation de la fonction de r�egression (reconstitution de la fonction). La m�ethode
utilis�ee est bas�ee sur les propri�et�es du processsus de saut estim�e, 
̂(t), d�e�ni en tout t comme la
di��erence entre un estimateur �a droite et un estimateur �a gauche, ces estimateurs �etant obtenus
r�egression lin�eaire locale.

Dans un premier temps, nous consid�erons la situation d'une seule discontinuit�e et �etudions
les propri�et�es de l'estimateur de l'amplitude de la discontinuit�e lorsque la localisation est con-
nue. Nous donnons l'expression de l'erreur quadratique moyenne asymptotique et montrons la
convergence et la normalit�e asymptotique de l'estimateur. Lorsque la localisation � n'est pas
connue, nous construisons un estimateur de � �a l'aide du processus de d�eviation locale associ�e �a

̂(t) et montrons que cet estimateur converge avec une vitesse en n�1 ou arbitrairement proche
de n�1 selon le noyau utilis�e. Nous proposons ensuite trois tests d'existence d'une rupture : un
test strictement local, un test local et un test global, tous trois d�e�nis en terme d'une statistique
construite �a l'aide du processus de saut estim�e. Concernant le probl�eme d'estimation du nombre
de ruptures nous �elaborons une proc�edure permettant �a la fois d'estimer le nombre p de ruptures
et les localisations �1; : : : ; �p. Nous montrons la convergence presque sûre de ces estimateurs et
donnons aussi des r�esultats sur les vitesses de convergence. En�n nous proposons une m�ethode
de reconstitution d'une fonction de r�egression pr�esentant des discontinuit�es bas�ee sur la segmen-
tation des observations. Nous montrons qu'en utilisant la proc�edure d'estimation du nombre de
ruptures et des localisations d�evelopp�ee auparavant, nous obtenons un estimateur de la fonction
de r�egression qui a la même vitesse de convergence qu'en l'absence de ruptures. Des exp�eri-
mentations num�eriques sont fournies pour chacun des probl�emes �etudi�es de mani�ere �a mettre en
�evidence les propri�et�es des proc�edures �etudi�ees et leur sensibilit�e aux divers param�etres.

Mots cl�es : r�egression, non-param�etrique, rupture, r�egression lin�eaire locale, estimation,
d�etection, segmentation.

Abstract

In this thesis, we consider the change-point problems in nonparametric regression model:
detection of change-points, estimation of the change-point parameters and segmentation of the
regression function are investigated. The proposed method is based on a comparison of left and
right one-sided smoothers. These smoothers are obtained by local linear regression.

First, we propose an estimator of the jump size in the regression function when the loca-
tion of the change-point is known. We derive the expression of its asymptotic MSE and its
asymptotic normality. Next we propose an estimator of the location of the change-point and
give its asymptotic distribution and corresponding rate of convergence. Afterwards, we are in-
terested in testing for a change-point. The properties of the deviation process associated with
the jump estimate process, allow to obtain the asymptotic distributions of some test statistics
for a change-point. In the case where there are more than one change, we introduce a consistant
algorithm to estimate the number of change-points together with their localizations. Finally, we
propose a method for the estimation of a piecewise smooth regression fonction. We show that,
provided discontinuities can be located with su�cient accuracy, our approach enjoys rates of
convergence similar to those obtained in smooth case. For each of the proposed procedures, we
provide numerical experiments that show evidence of the quality of the method and give some
information about the dependence upon such parameters as the kernel and the bandwith.

Keywords : regression, nonparametric, change-point, local linear regression, estimation,
detection, segmentation.


