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Introduction

A L’analyse de ruptures, présentation

A.1 Motivations

Lorsqu’on observe un phénomene sur une longue période, on peut se demander s’il est stable
sur toute la période étudiée. Il peut arriver que certaines circonstances provoquent une altéra-
tion du modele a partir d’une certaine date 7. Il peut s’agir pour une fonction de régression d’un
saut de cette fonction ou d’une rupture de pente. Lorsqu’on s’intéresse a un processus aléatoire,
cela peut étre un changement de valeurs des parametres décrivant la loi de la variable d’état, ou
un changement dans les parametres définissant la covariance, etc. La facon dont Daltération se
traduit dépend de 'objet étudié et de la modélisation adoptée.

L’un des premiers problemes de rupture étudié concernait le contréle d’une chaine de produc-
tion, ot il est en effet essentiel de détecter une baisse du régime de production pour pouvoir, par
exemple, remplacer une machine défectueuse. Les premieres méthodes utilisées étaient princi-
palement graphiques: on estimait, régulierement, la moyenne de production et on en faisait la
représentation graphique. Si celle-ci passait au dessous d’une certaine valeur limite, on concluait
alors & une baisse du régime de production et donc & une rupture. Un autre secteur ou tres
tot des chercheurs se sont intéressés a des problemes de rupture est celui de la qualité. Page
[PAG5T7], par exemple, s’intéressait aux ruptures dans la qualité de production d’une machine.
Le déreglement d’une machine entraine une augmentation de la proportion d’objets défectueux
dans la production. La rupture ici est synonyme de baisse notable de la qualité du produit
industriel concerné.

De maniere générale nous appelons rupture tout changement dans les parametres du systeme
qui survient instantanément ou tres vite a I’échelle de la période d’échantillonnage. Remarquons
qu’il ne s’agit pas nécessairement de changements de forte amplitude. Un changement méme
de faible amplitude peut étre révélateur d’un dysfonctionnement du systeme étudié, et il peut

étre fondamental & plus d’un titre (économique, sécuritaire, etc) de diagnostiquer ce dysfone-
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tionnement. Le terme de rupture est souvent entendu au sens de “date” a laquelle les propriétés
du systeme ont subitement changé, étant entendu que ces propriétés restent stables pendant un
certain temps avant et apres la rupture. C’est cette idée qui est a la base de la formalisation
mathématique de la notion de rupture. L’expression “détection de ruptures” renvoie aux outils
d’aide a la décision concernant le fait qu’un changement est intervenu ou pas dans les carac-
téristiques de 'objet considéré.

Nous évoquons ci-dessous quelques exemples de situations ol des problemes de ruptures sont

étudiés.

A.2 Exemples

Dans le domaine de la statistique mathématique, les modeles de ruptures connaissent depuis
quelques années un développement important. Le champ d’application est large: données médi-
cales, traitement du signal, seismographie, finance, écologie, etc. Les conséquences d’une rupture
peuvent étre primordiales : contamination par un virus (ruptures du taux de certains mar-
queurs dans le sang), tremblement de terre (changement de régularité des courbes fournies par
les traceurs d’activité du sol), déséquilibre dans le systeme écologique (forte variation subite de
la densité de certaines especes), changement de tendance sur un marché financier, crash bour-
sier, (saut dans le prix de certaines actions type) ... Nous évoquons ci-dessous de maniére plus

détaillée quelques exemples de situations ou des problemes de ruptures sont étudiés.

Contréle de qualité

Une des applications les plus connues de la détection de rupture est le probleme de controle
de qualité, ou la surveillance en continu de la production. Considérons un procédé de produc-
tion qui peut étre sous controle (fonctionnement correspondant aux normes) ou hors controle
(fonctionnement hors normes). Les situations ou ce procédé est hors contréle sont considérées
comme des situations de dysfonctionnement. Pour de nombreuses raisons, il est souhaitable de
détecter le dysfonctionnement et d’estimer sa date d’incidence. Cela peut étre une question de
sécurité du procédé industriel, de contraintes imposées par le marché sur le produit , ou de clas-
sification de D’article produit, ... Il est donc souvent important de détecter le plus rapidement
possible un dysfonctionnement. Par ailleurs les fausses alarmes, situations ou la procédure de
suivi annonce a tort un dysfonctionnement, ont aussi un coit important puisqu’elles conduisent
a un arrét de la production et peuvent génerer chez le personnel une démobilisation conséquence
de la perte de confiance dans la procédure de controéle. Il faut donc trouver un compromis entre

une détection rapide et un minimum de fausses alarmes en utilisant un critere tenant compte
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des pertes impliquées par ces deux événements.

Traitement du signal

Le probleme de détection de changement dans les caractéristiques d’un signal est courant en
traitement de la parole, en médecine, en géophysique ou encore en sismologie. Un exemple clas-
sique est celui rencontré sur les plates-formes pétrolieres: connaissant les vibrations intrinseques
d’une plate-forme émises en réponse a la houle, grace a de simples sismographes, la question
apres passage de la vague du siecle est de décider si oui ou non la structure nécessite des répara-
tions. C’est a dire si oui ou non il est nécessaire de ramener la plate-forme & terre pour remise

en état standard. L’idée est de répondre a ce genre de question a ’aide de tests, dits de rupture.

Santé

Dans le domaine de la santé, on rencontre aussi de nombreux problemes de rupture, princi-
palement dans des situations de surveillance au cours du temps. Dans le diagnostic précoce du
Sida chez un sujet & partir de "observation de I’évolution dans le temps de données biologiques

chez ce sujet, on sait que le cycle naturel de ’évolution de ce syndrome se présente ainsi :
e contamination du sujet : infection par le virus HIV,

e période de HIV-positivité ou de séro-positivité : 'organisme développe des anticorps anti-

HIV dont on peut déceler la présence dans le sang,

e période de Sida avéré: le sujet présente I'un des symptomes entrant dans la définition du
syndrome du Sida, ce qui conduit a une dégradation de son état de santé, et, a moyen

terme au déces.

Le processus décrit comporte donc deux ruptures. La premiere, la rencontre avec le virus,
dépend du comportement du sujet. La seconde, le passage de la séropositivité a la maladie
avérée, présente un intérét médical évident, et sa détection rapide, voire sa prédiction sont d’un

intérét primordial pour le comportement thérapeutique.

Ecologie : probleme du Nil

La figure 0.1 représente le débit annuel du Nil entre 1871 et 1970. Ces données sont fournies
par Cobb [CoBT78] qui les a analysées en utilisant une approche paramétrique. La question
étant: oui ou non y a t-il eu , dans la période fin du siecle dernier—début de ce siecle, une chute

brutale du niveau du Nil; et si oui, quand s’est-elle produite? Cobb diagnostique une rupture en
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1898 et suggére qu’elle est due a un changement dans le climat & cette époque, se traduisant par
une baisse de la pluviosité. La question présentait un certain intérét pour ceux qui voulaient voir
un lien entre la baisse du débit du Nil et la réalisation du barrage d’Assouan par les Anglais dans
la période fin du siecle dernier—-début de ce siecle. En réalité le barrage d’Assouan a commencé

a étre opérationnel en 1902.

1400

1300~ 4

1200~ =

1100~ - - =

1000 — =

900 - =

debit annuel

800 - : : ! 4
700 : : : 3
600 - =

500 =

00 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970
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4

Figure 0.1 : Le probléme du Nil.

A.3 Etudes ON-LINE et OFF-LINE

Pour des raisons historiques et techniques, on peut décomposer la problématique des modeles

de ruptures en deux grandes catégories:

e Etude ON-LINE: Les données sont supposées arriver au fur et a mesure et elles sont
analysées en direct (analyse séquentielle). On cherche a détecter une rupture sur le mod-
ele le plus rapidement possible, avec un pourcentage fixé de fausses alarmes avant ’'instant
de rupture 7. On cherche surtout & minimiser l'intervalle entre 7 et 'instant de déclenche-
ment de lalarme 7,. Les procédures ON-LINE s’écrivent sous forme de temps d’arrét

markoviens:

7, =inf{k > 1, gx(Y1,...,Yr) > So}

e Etude OFF-LINE : Au contraire, dans les algorithmes de détection OFF-LINE, les données

sont collectées et ensuite analysées en différé. Le but peut étre de tester I'existence de
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ruptures dans le modele ou d’estimer leur nombre, leurs localisations et leurs amplitudes.

Dans toute la suite de ce document nous ne nous intéressons qu’a cette derniere problé-

matique. Nous la formalisons plus précisément ci-dessous.

B L’analyse de ruptures, position du probleme
Les formalisations du probleme de rupture étudié peuvent différer par :

e Le type de modele adopté: modeles de régression, modeles associés a la densité de proba-

bilité ou la densité spectrale ou a la fonction de hasard, ...
e Le type d’observations: discretes ou continues.
e Les hypotheses sur les ruptures:

e type des discontinuités (sauts, points de rebroussement, ... ),
e points de rupture simples ou multiples,

e le nombre, les amplitudes des ruptures sont supposés connus ou non.

e Cadre de travail : paramétrique, semi-paramétrique ou non-paramétrique.

Le travail que nous présentons dans ce document se situe dans le cadre non-paramétrique. Nous

précisons ce cadre dans le paragraphe suivant.

B.1 Modele

Soit (X1,Y7),...,(X,,Y,) un échantillon de variables aléatoires bivariées. Nous désignons
par fxy () la densité conjointe du couple (X,Y) dans l'espace (IR?, B(IR?)). Nous supposons

que ces observations sont régies par le modele de régression classique:
YZ':m(XZ')—I—U(XZ')aSZ', 1=1,...,n,

ot m(-) est la fonction de régression et o?(-) la fonction de variance. Les ¢; sont des variables
aléatoires indépendantes centrées réduites. Les fonctions m(-) et o(-) sont inconnues et astreintes
uniquement & satisfaire de simples conditions de régularité. Ce cadre tres général, motive le re-

cours a une méthode non-paramétrique.

Les notations définies ci-dessous seront valables tout au long du document.
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B.2 Notations

o fxy(-): ladensité conjointe du couple (X,Y);

fx(-): la densité marginale de X;

e m(-) = IE[Y|X = ]: la fonction de régression de Y en X;

e 02(:)=Var(Y | X = ): la fonction de variance conditionnelle de Y sachant X;

° m(_y)(r) = }1}2 m(”)(t)7 v=20,1,2;

e YO =l () —m(r), v =0,1,2;

e p: le nombre de points de discontinuité de la fonction de régression m(-) ;

® T1,...,Tp: les p points de discontinuité de la fonction de régression;

e Pour tout 1 < i < p, v(r;) = vO(r;) : Pamplitude du saut de la fonction de régression au

point 7;.

B.3 Les problemes traités: détection, estimation et segmentation

L’analyse de ruptures regroupe trois problemes différents et selon les cas on s’intéresse a tout

ou partie de ces problemes.
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OBSERVATIONS

'

Existence de ruptures ?

DETECTION -

CHOIX ¢
DE Nombre, Localisations et Amplitudes des ruptures
. ESTIMATION .
CERTAINS
PARAMETRES *
Signal
SEGMENTATION -

Figure 0.2 : [ ’analyse de ruptures: Algorithme

1. Détection: on cherche & détecter une rupture sur le modele i.e. prendre un décision sur

le fait qu’il y a ou non une rupture dans le modele.

2. Estimation : La présence de rupture(s) est un fait connu. On cherche, au vu des obser-

vations, a estimer les parametres des ruptures dans le modele:

e p: le nombre de ruptures,
® 7i,...,Ty: les instants de rupture,

o v(71),...,7v(7p) : les amplitudes des ruptures.

3. Segmentation : on cherche a identifier la fonction de régression entre les points de rup-

tures, c’est & dire pour tout point @ € [1;, Ti+1], on veut estimer m(z).

C Une revue sélective de travaux concernant ’analyse de rup-

ture dans un cadre non-paramétrique

Comme nous ’avons dit plus haut, nous avons sélectionné pour notre travail une approche
off-line non paramétrique pour traiter en tout premier lieu des problemes de discontinuités

d’ordre zéro dans le cadre du modele défini par

Y, = m(XZ) + U(XZ')&.
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De maniere précise, le choix que nous avons fait est celui d’une approche basée sur le lissage
a droite et a gauche par régression linéaire locale. La motivation pour un tel choix est dou-
ble. Tout d’abord, partant de I'idée que les discontinuités d’ordre zéro peuvent étre considérées
comme des points frontieres il s’agissait de tirer parti de la propriété d’absence d’effet de bord
de la méthode de régression polynomiale locale: pres des bords, la fonction de régression peut
étre estimée avec la méme vitesse de convergence que dans la partie centrale. L’autre motivation
releve plus de 'expérience de la pratique: il semble que la méthode de régression polynomiale

locale se comporte de facon tres satisfaisante pour des tailles d’échantillon relativement modestes.

Les méthodes développées dans le cadre non paramétrique pour traiter les problemes d’inférence
statistique sur les ruptures de la fonction m(-) peuvent étre majoritairement rattachées & deux
familles d’approches.

Tout d’abord les méthodes qui modélisent la fonction m(-) sur [0, 1] sous la forme

k
m(e) = mo(x) + 3 3ip) (), (0.1)

ol p(Tj)(ac) = wjl[%l](ac) définit une discontinuité d’ordre j au point 7; et mg(-) est une fonction
lisse. Cette approche est souvent qualifiée de semi-paramétrique. Dans le cadre du modele
(0.1), I'inférence concernant la fonction lisse mq(-), les parametres de localisation 7,..., 7% et
les parametres d’amplitude =4, ..., v est conduite en utilisant des méthodes de lissage diverses.
L’idée la plus naturelle consiste a estimer les parametres par un critere de moindres carrés avec
une pénalisation portant sur la lissitude de la fonction mg(-). D. Girard [GIR90], Laurent et
Utreras [LU86], Shiau [SHI85], Cline & al [ECS95] ont eu recours a cette approche. Une ap-
proche basée sur la méthode du noyau a été développée dans le cadre de ’estimation d’une
fonction de régression par Eubank et Speckman [ES94], Speckman [SPE95] et dans celui de
I’estimation d’une fonction d’intensité de processus ponctuel par A. Antoniadis et G. Grégoire
[AG93]. Lorsque les localisations sont connues, la méthode consiste a lisser d’abord les obser-
vations et les fonctions de discontinuité, puis a projeter les résidus de lissage des observations
sur ceux de chaque fonction de discontinuité pour obtenir les estimateur 4; des amplitudes. On
déduit alors facilement ’estimateur mg(-) de la partie lisse. Cette méthode, élégante au plan

mathématique conduit & un taux de convergence en n~*5 pour les estimateurs Y-

Nous rangeons dans le deuxieme groupe de méthodes, les procédures basées sur 'estimation

du saut éventuel au point ¢, v(t) = m4(t) — m_(t), obtenue en utilisant un estimateur a droite
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pour m4 (t) et un autre a gauche pour m_(t). Parmi les premiers auteurs a proposer une méth-
ode basée sur ce principe, il faut citer McDonald et Owen [MO86], qui définissaient en fait
trois estimateurs en utilisant séparément les observations a droite pour I'un, celles & gauche
pour lautre et enfin des observations de part et d’autre pour le troisieme. Par la suite, Miiller
[MULR7], Yin [YINS8], Wu et Chu [WC934], Qiu [Qiu94] ont exploré les problemes de rup-
ture a 'aide de méthodes basées sur ce principe. Dans son travail Yin faisait une hypothese
gaussienne sur le bruit et utilisait des estimateurs a droite et & gauche qui étaient de simples
moyennes arithmétiques. Miiller [MUL87] et Wu et Chu [WC93A] ont recours & un lissage par
la méthode du noyau. Le premier se place dans le cadre d’un plan d’expérience déterministe et
ses estimateurs & droite et a gauche sont construits en utilisant I’estimateur de Gasser et Miiller.
Dans la situation d’une fonction de régression admettant une discontinuité d’ordre zéro localisée
en 7, il obtient comme conséquence d’un résultat de normalité asymptotique, la convergence a
la vitesse a, /n de son estimateur 7, ol a,, est une suite de réels positifs tendant vers I'infini avec
une vitesse qui peut étre choisie arbitrairement lente. Il s’ensuit que, en norme L,, I’estimateur
de la fonction de régression présente la méme vitesse de convergence que si la localisation de
la rupture était connue. Le travail de Wu et Chu se situe dans le cadre d’un plan d’expérience
déterministe et régulier. Les auteurs utilisent des tailles de fenétre différentes pour estimer la
localisation et I'amplitude. Sous un nombre important de conditions, ils obtiennent la conver-
gence p.s. des estimateurs de localisation et d’amplitude ainsi que la normalité asymptotique des
couples (7;,%;). Loader [LOA96], pour construire des estimateurs & droite et a gauche, a utilisé
la méthode des polynémes locaux dans le cadre d’un plan d’expérience déterministe et régulier,
avec un bruit gaussien de variance unité. Le recours a un noyau ne s’annulant pas en zéro lui
permet d’obtenir une vitesse de convergence de 7, estimateur de la localisation, exactement égale
an~l.

D’un certain point de vue, les travaux de Gijbels, Hall et Kneip [HGK96, HGK95], et de
Miiller et Song [MS97] peuvent étre considérés comme relevant de I'approche “différences des
lissages a droite et a gauche”. Les premiers auteurs utilisent d’abord une étape préliminaire qui
consiste & estimer le point de plus forte pente de la fonction de régression, méthode que ’on
retrouve aussi chez Miiller et Wang [WM90] pour 'estimation des ruptures d’une fonction de
hasard. Ils recherchent ensuite la discontinuité dans le voisinage de ce point. Cette derniere
recherche s’effectue par comparaison des résidus obtenus pour chaque point z;, d’une grille de
points dans le voisinage, lorsqu’on estime la fonction de régression a droite (respectivement
a gauche) par la moyenne des observations a droite (respectivement a gauche). Les auteurs

proposent aussi la construction d’une bande de confiance basée sur le boostrap des résidus.
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Miiller et Song ont aussi recours a une localisation préliminaire et proposent comme estimateur
7 le point ou le processus de saut estimé, défini comme différence normalisée de moyennes locales

a droite et a gauche, réalise son maximum.

Parallelement aux deux types d’approches dont nous venons de parler, sont apparues aussi
des procédures qui ne font appel ni a la représentation semi-paramétrique, ni a I'idée d’une
estimation du saut éventuel par différence de lissages a droite et a gauche. Qiu et Yandell
[QY98]ajustent localement au voisinage de chaque point t; du plan d’expérience déterministe,
un polynéme Y9 (t) = ﬁéi) + ﬂi)t + ...+ ﬁ;ﬁltp+1, et batissent une procédure de détection

en exploitant le fait que si m(-) admet une discontinuité en ¢; alors {ﬂj)}?:_ll_l_l montre une
forte variation en BY) Citons aussi les approches par méthodes d’ondelettes développées en
particulier par Wang [WAN95], Antoniadis et Gijbels [AG96], Raimondo [RA196] ... L’idée
de base de Wang est que pour certaines résolutions, les coefficients d’ondelettes d’un signal
différentiable et ceux du processus de bruit o - W, W désignant le processus de Wiener, sont du
méme ordre de grandeur. A cette résolution, au voisinage d’une discontinuité, les coeflicients
d’ondelette du signal vont subir une forte perturbation qui se retrouvera dans les coefficients
d’ondelette du processus observé. La méthode adoptée par Antoniadis et Gijbels consiste a
localiser les discontinuités en calculant la transformée en ondelette continue sur une grille de
points convenablement choisie et en sélectionnant les points ou ces transformées dépassent un
seuil adapté. La procédure conduit a une partition en p + 1 intervalles sur lesquels le signal

est estimé ensuite séparément en utilisant I"analyse multirésolution sur intervalle. Cette revue

des travaux développés dans un cadre non-paramétrique n’est certainement pas exhaustive,
mais les contributions évoquées nous semblent assez bien représenter les approches proposées

principalement durant les deux dernieres décennies.

D Un parcours de notre approche par “régression linéaire lo-

cale”

Etant donné les observations (X1, Y1), ..., (X,,Y,) provenant du modeéle de régression
Y = m(X;) + o (Xy)e;

ol les g; sont i.i.d. de moyenne nulle et de variance unité, nous définissons des estimateurs a
droite et & gauche de la fonction m(-) de la maniére suivante. K, étant un noyau a support

[—1, 0], K_(2) = K4 (—=2), nous posons 14 (t) = b(t) ot b(t) est obtenu en résolvant le probleme
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suivant

min zn:[m ~(alt = Xi) — BPK 4 (t ;X) .

ab =1 "
De méme en remplacant ci-dessus K4 par K_, nous définissons un estimateur 7_(¢) de la limite

a gauche m_(t). L’utilisation des poids K (tzr)f’) fait que seules les observations a droite de ¢

sont utilisées pour estimer my (¢), de méme seules les observations & gauche sont utilisées pour

estimer m_(¢). L’estimateur du saut éventuel est donc

(1) = g (1) — i (1).

Le processus t — 9(t), avec changement d’échelle et normalisation éventuels, joue un réle fon-

damental tout au long de notre travail.

Nous commencons au chapitre I par étudier le probleme d’estimation dans la situation d’une
seule rupture localisée en 7, de signe connu que nous prenons positif. Lorsque 7 est connue, il
est facile d’obtenir ’expression de 'erreur quadratique asymptotique, et de montrer que 4(7)
est asymptotiquement normal. Dans la situation ou 7 n’est pas connue, nous définissons un
estimateur 7 et estimons 'amplitude par (7)) = 14 (7) — m_(7). L’estimateur 7 est obtenu
comme point ol le processus de déviation locale Z,,(z) = a(n, h,) (¥ (1 + d(n, hy)z) = Y(7)),
réalise son maximum. Pour des choix convenables de « et §, nous montrons que le processus
Z,(z) converge vers un processus 2 (z) qui peut étre soit un processus gaussien, soit un processus
de Poisson composé. Ces deux classes de processus limites sont en fait associées a des hypotheses
différentes sur le noyau: K4 (0) = 0 dans le premier cas, K4 (0) > 0 dans le second. Nous
montrons que ces lois limites de Z,,(z) conduisent dans le premier cas & la normalité asymptotique
de 7, et dans le second cas & une convergence vers une loi dépendant de la distribution du bruit
e. La convergence de 7 vers 7 est alors dans le premier cas en Op(a,/n), ot (a,) est une
suite tendant vers 'infini avec une vitesse qui peut étre arbitrairement lente. Dans le second
cas, elle est en Op(n~!). Ces résultats confirment ceux qu’avait obtenu Loader [L0A96] dans un
cadre tres simplifié. Nous montrons que I'estimateur de "amplitude, 4(7), est asymptotiquement

normal aussi bien dans un cas que dans autre.

Le chapitre 11 est consacré a I’étude des tests d’existence d’une rupture. Trois tests sont
présentés. Le premier que nous qualifions de test strictement local, s’intéresse a ’existence d’un
saut en un point 7 quelconque fixé. Il est basé sur la statistique 9(7) : ses propriétés découlent
naturellement des résultats obtenus au chapitre précédent. Nous construisons ensuite un test
d’existence d’un saut au point 7, que nous appelons test local, en étudiant le comportement du

processus §(¢), dans un voisinage du point 7. Le principe de ce test repose sur le fait que, en
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’absence de rupture, le processus Z,(2) = /nh,% (T + h,z) converge vers un processus Z(z)
gaussien dont la fonction de covariance satisfait les conditions sous lesquelles les résultats de
convergence des valeurs extrémes de Leadbetter et al. peuvent étre appliqués. Il s’ensuit que
la statistique sup Zn(z)/\/%, ot C'(0) est un estimateur de la variance de Z(z), que nous
utilisons comme statistique de test de I’hypothese d’absence de rupture, est asymptotiquement
de loi de Gumbel. Le troisieme test que nous appelons test global, est un test de I'existence
d’une rupture sur ]0, 1[. Ce test tire profit du fait que le processus &,(t) = v/nh,V(1)%(t)
ou V(t) dépend de la densité fx(t) des X;, et de la variance du bruit, est asymptotiquement
gaussien sous ’hypothese nulle. Comme la fonction de covariance du processus limite satisfait
aussi les conditions requises pour appliquer les résultats de Leadbetter et al., une procédure de
test découle de maniere analogue a la situation du test local. Nous montrons que ces trois tests

sont asymptotiquement de puissance unité.

Au chapitre 111, nous nous plagons dans la situation d’un nombre p inconnu de discontinuités.
Pour estimer p et les localisations 7,...,7, , nous découpons l'intervalle [0, 1] en intervalles
de longueur 2k, ou h, est la taille de la fenétre utilisée par le noyau. Dénombrant le nombre
d’intervalles ot 4 dépasse un certain seuil Sy en agrégeant les intervalles contigiis, nous obtenons
un estimateur naturel p du nombre de discontinuités. Nous montrons que cet estimateur est
convergent et que les localisations de dépassement du seuil convergent vers les points de rupture
T1,...,Tp. Pour étre en mesure d’appliquer une telle procédure, il faut pouvoir choisir Sy <
min(y(m),...,7(7p)), ce qui nécessite une information a priori sur les amplitudes. Pour pallier
cette difficulté, une solution consiste a utiliser une suite de seuils (S,,) convergents vers 0. Sous
des conditions liant la vitesse de décroissance de (h,,) a celle de (5),) nous obtenons la convergence

p.s. de p vers p et des 7; vers les 7.

Le probleme de I’étude de la reconstitution de la fonction de régression dans une situation de
rupture fait I'objet du chapitre IV. Une fois les discontinuités localisées aux points 7, ..., 75, la
fonction de régression est reconstituée sur chaque intervalle [7;, 7;41[ par régression linéaire locale
en situation de fonction de régression lisse, en ayant recours a un noyau a support [—1, 1]. En
premier lieu nous analysons les conséquences sur 7 (-) d’une segmentation arbitraire en fonction
des localisations réelles des discontinuités. Nous montrons ensuite qu’en utilisant la procédure
d’estimation du nombre de ruptures et des localisations développée au chapitre précédent, la
segmentation ne conduit & aucune perte de vitesse en ce qui concerne l'erreur quadratique
moyenne intégrée sur [0, 1] de lestimateur 72 (-). 1l s’agit la d’une conséquence d’une part de
I’absence d’effet de bord de la régression linéaire locale, et d’autre part de la forte vitesse de

convergence des estimateurs des localisations.
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Chacun des chapitres 1 & IV contient les résultats de simulations effectués la plupart du
temps sur des exemples étudiés par d’autres auteurs avec des méthodes concurrentes (Loader
[Loa96], Gijbels, Hall et Kneip [HGK96, HGK95]). Ces simulations démontrent 'efficacité
de la méthode de régression linéaire locale, et mettent en évidence la sensibilité aux divers
parametres: choix du noyau, taille de ’échantillon, rapport signal sur bruit, et taille de la
fenétre. Le fait que les performances sont meilleures pour un noyau satisfaisant K;(0) > 0
que pour un noyau tel que K;(0) = 0, est confirmé par les expérimentations. Par ailleurs le
simulations montrent 'importance du choix de la taille de la fenétre, mais fournissent aussi
des guides sous la forme d’indications de plages de valeurs raisonnables en fonction de la taille
de P’échantilllon. Nous n’avons pas traité dans ce document la question de ’élaboration d’une
procédure de choix de la taille de fenétre. Une procédure idéale mais peu réaliste consisterait
4 chercher une fenétre h,, réalisant le minimum du ISE ou du MISE sur [0, 1]. Une estimation
d’un tel A, pourrait étre obtenue par validation croisée. Une autre proposition pourrait étre
de n’utiliser comme critere de choix de h, que la qualité de reconstruction de la fonction au
voisinage des discontinuités. Nous étudions actuellement les diverses procédures envisageables

pour résoudre cette question.






Chapitre 1

Estimation des ruptures

1.1 Introduction

Considérons le modele de régression ou les observations (X, Y;) satisfont :
Y, = m(XZ) + U(XZ')&',

ot m(+) est la fonction de régression et o(-) est I’écart-type conditionnel. Les £; sont des variables
aléatoires i.1.d centrées et réduites. Nous supposons dans ce chapitre que m(-) est “lisse”, sauf
en un point 7 ou elle admet une discontinuité d’amplitude v(7) = my (1) — m_(7). Dans la
premiere partie, nous nous placons dans la situation ou la localisation 7 de la discontinuité
est connue, nous construisons un estimateur 4(7) de v(7), différence des estimateurs m () et
m_(7) des lissages a droite et a gauche de m(-) au point 7 obtenus par RLL (Régression Linéaire
Locale), Nous montrons que cet estimateur est consistant et asymptotiquement normal. Dans
la deuxieme partie la localisation 7 n’est plus supposée connue, nous estimons 7 en recourant a
un processus de déviation locale. L’estimateur 7 ainsi construit conduit & un estimateur 4(7)
de I'amplitude. Pour étudier les propriétés de 7, nous envisageons la situation ol le noyau
unilatéral utilisé K (-) est nul a Porigine, et celle o K4(0) > 0. Loader [LoA96] a montré
dans la situation ou le plan d’expérience est déterministe et régulier, et en supposant le bruit
gaussien, qu’on améliore la vitesse de convergence de 7 lorsque K1 (0) > 0. Nous observons que
le comportement du processus de déviation locale utilisé pour estimer 7 est différent dans les
deux cas K4(0) =0 et K4(0) > 0, et que la vitesse de convergence de 7 est meilleure dans ce

dernier cas.
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1.2 Modele et Notations

Soit (X1,Y7),...,(X,,Y,) un échantillon de variables aléatoires bivariées. Nous désignons
par fxy () la densité conjointe du couple (X,Y) dans l'espace (IR?, B(IR?)). Nous supposons

que ces observations sont régies par le modele de régression classique suivant :

Y;:m(XZ)—FU(XZ)&‘“ 1= 17 y 1, (11)

ot m(-) est la fonction de régression et o(-) est ’écart-type conditionnel. Les ; sont des variables
aléatoires i.1i.d centrées et réduites. Les fonctions m(-) et o(-) sont supposées inconnues, et nous
ne leur imposons a priori aucune contrainte supplémentaire. Les contraintes que nous serons
amenés a imposer par la suite sont simplement des hypotheses de régularité mathématiques. Ceci

justifie, pour les problemes d’estimation considérés, ’emploi d’une approche non-paramétrique.

Notations et Hypotheses

Al. fx(-): la densité marginale de X est supposée continue et strictement positive sur

'intervalle [0, 1].
A2. o%(z) = Var(Y | X = z) est supposée aussi continue sur I'intervalle [0, 1].

A3. La fonction de régression, m(-), est supposée de classe C? séparément sur chacun des

intervalles [0, 7] et [7, 1].

Remarque 1.1. Les hypotheses Al et A2 peuvent, en fait, étre affaiblies. Pour simplifier les
notations dans les démonstrations, nos résultats sont énoncés sous les hypotheses Al et A2. Les
modifications a apporter a certains résultats, pour prendre en compte le fait que les fonctions

fx(-) et/ou o(-) peuvent étre discontinues au point T, se trouvent a la fin du paragraphe (1.3).

On pose

) m () = lim m® =
1) mZ'(7) 711/1212772 (t), v=0,1,2.

ii) mf)(r) = 7lzim mW(t), v =0,1,2.

N7
iii) vy (r) = mf)(r) — m(_y)(T)7 v=20,1,2.

Y(1) = m4(7) — m_(7) est amplitude du saut de la fonction de régression m(-) au point 7.

Sans perte de généralité, dans ce chapitre, nous supposons que y(7) > 0. Le cas y(7) < 0 peut
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étre abordé de maniere similaire. En effet lorsque v(7) < 0, il suffit de remplacer dans ce qui
suit les maximisations par des minimisations, et il est facile d’obtenir les résultats analogues a

ceux de ce chapitre dans le cas ol v(7) est négatif.

Choix des noyaux de lissage

Définition 1.1. On appelle noyau de lissage a droite Ky(-)(respectivement a gauche K_(-))
toute fonction Ky () ( resp. K_(-)) bornée a support [—1,0] (resp. [0,1]). Pour la suite nous
allons adopter une notation commune pour désigner l'un des deux noyauz, K (-), et nous notons

pour tout [ =0,1,2,...
i) Kf = f_ll e Ky(z)de,
ii) L = f_ll e K2 (x)dx
iii) By = B(I(i) =
. 2 _v2( ) — 1 1 4+ ged 272
iv) VE=V?*(Ky) = —(Ix"g:Két—(Ix"ft)2)2 Jo, (K§ — K{f2) K (a)de .

Nous supposons également que :

K_(z) = K4 (—2), Va € [0,1]. (1.2)

Tout au long de notre travail, les noyaux K4 (-) et K_(-) sont supposés positifs, ceci afin de

conserver 'interprétation de I’estimateur en termes de moindres carrés pondérés (voir 1.4).

Sans perte de généralité, on imposera une sorte de normalisation pour K4 (-):

| KIKE - (KE)?|=1. (1.3)
En effet si K4 (-) est un noyau quelconque, \/|K2i§z:;(—.)(l(li)2| vérifie la contrainte de normalisation
2

(1.3). En pratique puisque K4(-) est positif on a(KE)" < KEKF.

Remarque 1.2. Tout au long de ce travail les noyaux sont supposés a support compact mais
les mémes résultats pourraient étre obtenus, au priz de difficultés techniques supplémentaires,

pour des noyaur de Parzen-Rosenblat ( lim 2'K(z)=0,1>0).

|z|—=+co
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1.3 Estimation de Pamplitude lorsque la localisation est connue

Nous aborderons dans ce paragraphe 'estimation de "amplitude lorsqu’on connait la locali-
sation 7 du point de discontinuité. Les motivations pour étudier le cas ou les localisations des

singularités sont connues se situent aussi bien au plan de la modélisation qu’a celui de la théorie:

i) Dans un certain nombre de situations réelles, nous disposons d’informations a priori sur
les localisations des ruptures suite a des études antérieures, les opinions de certains experts
ou parce que les données elles-mémes montrent clairement les localisations des ruptures, ou
encore parce que la rupture a été provoquée par une intervention extérieure (en médecine,
cette intervention peut étre une opération chirurgicale; en économie, il peut s’agir de

décisions gouvernementales; etc ... );

ii) Pour pouvoir étudier les performances asymptotiques des procédures statistiques que
nous proposons dans la situation ol nous ne disposons pas d’information ni sur le nombre
des ruptures ni sur leurs localisations, nous avons besoin de contréler leurs performances

dans le cas ot les localisations des singularités sont connues.

Nous allons tout d’abord étudier les propriétés asymptotiques de (1) et m_(7), puisque

nous pouvons déduire facilement des résultats analogues pour 4(7).

1.3.1 Construction de ’estimateur

Rappelons (cf. Fan [FAN92]), que K(-) étant un noyau, I'estimateur de régression linéaire
locale m(x) de la fonction m(z) est défini comme la valeur de b = b(x) obtenue lorsqu’on résout

le probleme de minimisation :

n

min S [¥i — (afe — X;) + DPK(

. 1.4
iy > —) (1.4)

K, (-) étant un noyau a support [—1, 0], et K_(-) défini par K_(z) = K4 (—2), nous définissons
en remplacant dans (1.4) K (-) par K1 (-) et K_(-) les estimateurs 74 (-) et 7_(+), qui peuvent
étre qualifiés respectivement d’estimateur a droite et d’estimateur a gauche de la fonction de

régression m(-).

La figure ci-dessous illustre le lissage par RLL & droite et & gauche aux points @ = 0.25 et

x = 0.75 lorsque la fenétre de lissage h,, est égale & 0.10.
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Figure 1.1 : Les lissages linéaires locaur a gauche et a droite.

Définition 1.2. L’estimateur linéaire local de my (1) est défini comme suit

wi(r) = Ka(—5=0) (S5 = (r = X)sE (7). (16)
et ou
SE(7) :zn:(r—xi)lz(i(T;Xf), 1=0,1,2. (1.7)

Ainsi lestimateur de v(7) = my (1) — m_(7) sera ¥(7) = iy (1) — m_(7).

1.3.2 Erreur quadratique moyenne

Pour étudier les propriétés asymptotiques de 4(7), on va commencer par étudier celles de

Ty (7) et (7). Les propriétés asymptotiques de 7_(7) sont analogues a celles de 14 (7), c’est
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pourquoi dans les démonstrations on va s’intéresser seulement aux propriétés asymptotiques de

4 (7). Celles de m_(7), seront déduites en changeant les indices 7 47 en ” — 7.

Théoréme 1.1. Supposons que les hypothéses A1-A3 sont satisfaites et que h, — 0 et nh, —
+o00. L’erreur quadratique moyenne conditionnelle admet le développement asymptotique suiv-

ant:

a?(r)
nhy, fx (T)

1
2 hl .
+ V_|_‘|’0P( n—l—nhn

. mi(r)
B | (s (7) = ma(r)? | Xu,. oo, Xa] = [Thzm

Preuve du théoréme 1.1

L’erreur quadratique moyenne conditionnelle de 74 (7) est donnée par :

E [(m+(r) (1) ] Xa, . ,Xn]

[z;;l wi (7) (m(X) - m+<r>>] F X (0 () (X
! (S wf ()]

?:1 w;(7) 7

= (B} +V}. (1.8)

B représente le biais de 1 (7) et VT sa variance.

Xl et () (X)) — my (7))

?:1 w;l—(T) 7

S wi (1) (m(Xh) = my (1) = (Xi = 7)my/ (7))
2o w;l—(T) 7

La derniere égalité est due au fait que

Zw?’(r)(Xi —7) =0.

_|_

En remplagant les w () par leurs valeurs, B;f s’écrit sous la forme suivante:

ST ()R (r) = ST (1) R (1)
ST(T)Sg(r) = (Sf(r)?

BT =

ol pour tout I =0,1,...
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et

RF (r) = Y27 = X0 K (50 (m(X) = i) = (X = jm (7).

=1

Cette deuxieme forme nous sera utile par la suite.

b iy (0 (7)) (X))

(X, wh(r)”
(S5 (1)1 (1) =257 (1) SFH(D) T (1) + (57 (1) 15 ()

9

- + + + 2 ’ (1.10)
(53 (r) S (r) = (ST7(7)?)
avec
+ - ez (T =Xy o
TH(r) =) (r— X)) Ki( - o (X;).
=1 "
Il découle alors de (1.9) et du lemme 1.1 (a et b) ci-dessous que:
(2)
my’ (T
Bt = 2500, 4 0p2),
et de (1.10) et du lemme 1.1 (a et c) que
2
v o (7) 2 1
Ky e A (nhn) '
a

Lemme 1.1. Soit x € (0,1) et K(-) une fonction a support compact inclus dans [—1,1]. Sous
les hypothéses que fx(-) et a*(-) sont continues en x et que m(-) admet une dérivée seconde

continue en ce méme point x, alors nous avons pour tout [ = 0,1, ...

a) Si(z) = nh\ Y fx (2) (Ki 4 0p(1)),

b) Ri(z) = m® (2)nhl ™ fx (2) (Kipa +op(1)), z #7
o) Ti(x) = nh\ ™V fx (2)0?(x) (L1 + 0p(1).

O &(x)=0p (n201?),

o) Yol wix) = nhy 5 (2) (K2 Ko — (K1)?) (14 0p(1)).
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Si les fonctions sont supposées continues sur [0, 1], alors les fonctions o,(1) peuvent étre choisies

de maniéere indépendante de x.

Remarque 1.3. Lorsque nous utilisons Ky (-) ou K_(-) et « = 7, la partie b) doit étre rem-

placée par la formule suivante :

1 -
RF(r) = SnhiPm @ (0) fx (1)K, + op (nhiF?),

nous obtenons une formule analogue en changeant le “+7 par un “”.

Preuve du lemme 1.1

1) Les démonstrations de certains de ces résultats peuvent étre trouvés dans 'article de Fan et
Gijbels [FG92]. Nous donnons néanmoins les démonstrations de a) et b). Celles de ¢) et

d) sont analogues a celle de a).

2) La partie e) est une conséquence immédiate de la partie a), puisque Y """ ; w;(x) = Sa(2)So(x)—

On pose

r— X;

&J:@—XNK(h ),

et

r—X;

Zig= (17— Xi)lK( h

)

) (m(X) = m(z) = (X; — 2)m(2)) .

D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff nous avons

ZZi’j = [E (zn: Zzﬂ‘) + Op Var (zn: Zzﬂ‘) ,
; =1 =1
= nBEZy;+ Op (\/nEZ3,) |

avec

’ n

IEZ, = h(Hl)/ulI((u)fX(x — hpu)du,

= A fx (2) (K7 + 0(1)).
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Cette derniere égalité résulte de la continuité de la fonction fx(-) au point z. Si fy(-) est con-

tinue sur le compact [0, 1], cette majoration devient uniforme par rapport a x.

Ezf, = A+ / K (u) fx (2 — hpu)du
_ O(h;”“)),
dol
Si(z) = nlEZi, +Op (\/@ ,
= bV fx () (Ki+op(1)).

Pour 57, 5 et IEZ} 5, en développant m(x — h,u) a l'ordre 2, nous obtenons :

EZ,, = hitY /u Ki(u) (m(zx = hpu) — m(z) + hpum!(2)) fx (x — hyu)du,

= h(l+ U I(_|_

n

1
§u2m x)h: + o(hz)) fx(z = hyu)du,

_ %m<2><x>h;+ Vx (2) (Kigz + o(1)).

Ez2, = pHD / u' K3 (u) (m(z — hyu) — m(z) + hnum'(x))2 fx (2 — hpu)du,

)

1 2
= pl2HY) / u' K2 (u) (§u2m(2)(av)h721 + o(hi)) Ix (2 = hyu)du,
O (2+3) .
Nous en déduisons:

Ri(z) = nlEZ 2+ Op (\/ n[EZiz) ,

1

= m (@bl [y (2) (Kisz + 0p(1).

Ceci acheve la démonstration du lemme 1.1. a0

Corollaire 1.1. Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme 1.1, nous avons

2
202 1
‘|‘07(T)V_E‘|‘0P(hi+ )

@) (7
B[ =5 X X = [whn% Wl (7) i,

2
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Preuve du corollaire 1.1

Remarquons tout d’abord que 74 (7) et 1 (7) sont indépendants conditionnellement & Xy, ..., X,,.

Puisque §(7) — v(7) = (4 (1) — m4 (7)) — (m_(7) — m_(7)) on a alors:
D By= (BN, X] =y ()" = (B = B7),
2) V,=Var[¥(n)|Xy,..., X, ] =V, + V.

Utilisons les arguments de la fin de la démonstrations du théoreme 1.1 nous en déduisons le

corollaire 1.1. a0

1.3.3 Normalité Asymptotique

Théoréme 1.2.

a) Supposons que les hypothéses du théoréme 1.1 sont satisfaites et qu’il existe & > 0 tel que

E(] £ [**) < oo, alors :

\/W( i (r) = E[m_(r) | X1,..., X,] ) iw\f(o, (02(7) VQ) ]2)‘

fig (1) — B[y (1) | X1vee. ) X,] Fx(r) F

b) Si de plus nous avons nh> — 0, alors

M( 7?‘(7) —m-(7) ) LN (0, (UQ(T) Vf) 12) .

1y (1) = my(7) Fx(7)

ou Iy est la matrice identité d’ordre 2.

Preuve du théoréeme 1.2
Il suffit de montrer (théoréeme de Cramer-Wold) que pour tout a et b, arig(7) + bi_(7) est
asymptotiquement normal.

Tout d’abord notons que grace au lemme 1.1, nous pouvons écrire

a (1_(t) — E[in_ (7) | X1, o0, Xo]) + b (70 (1) — Elinng (7) | X1, .., X))

_ S enn () bt Do
- n2h%f§((r) (14 o0p(1)). (1.11)
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En utilisant a) et d) du lemme 1.1 nous obtenons
Y wl(n)e(Xe: = ST () = ST (),
=1
=kl fx (K (7) = nh fx (N KFEF (7) + op (n*/20112),

= nhlfx(7) zn: Qf +op (n:a/zh;/z) 7
=1

ou
— X

n

Qf = (hKS — (1 - X)K{) Ky (T ) o(X))e;.

En traitant de la méme maniere Y " | w; (7)o (X;)e;, nous en déduisons
Z (aw] (1) + bwi (1)) o(Xi)ei = nhlfx(1) Z (a2 +0Q%7) + op (n3/2hz/2) ,
=1 =1

= nh; fx(7) zn:Qz +op (n3/2h2/2) )
=1

ou ; est défini par ; = af); + bQZ‘»".

Remarquons que IE(QZ_Q;") = 0, ce qui implique que Qj’ et 27 sont des variables aléatoires
centrées non corrélées. Sachant que X; et g; sont indépendants, avec des arguments similaires a

ceux employés dans la démonstration du lemme 1.1, nous obtenons

n

= Ko () fx (1) (/_1(1(; - uKi")2K_|2_(u) du) (14 o0(1)),

= Do () [x(N)VE +o(hy),

et idem pour Q; quitte & changer K4 () en K_(-).

D’ou
Var(Q;) = hiaz(T)fX(7’)(@2‘/_2 + bQV_E) + o(hi). (1.12)

Nous allons maintenant prouver que le tableau triangulaire (£2;) satisfait les conditions de

Lindeberg dont nous avons besoin pour appliquer le théoreme central limite de Liapounov.

D () = nlE(Z P E (| ), (1.13)

=1
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oun /1y =az; + bZi"7 avec

T—X1

n

ZF = (haK§ — (= XOKT) Ko (T2 0 (X0),

et

T—X1
by,

Zy = (hoK; — (1= X1)K{) K_( Yo (Xy).

Un calcul analogue conduit &

0
BE(Q:)*) < c(a2+5h§+5a2+5(r) fx (1) / 1 |K; — uK7 PP K (u) du
0

i - ulH PR (u) du)

I ) () |
4+ o (hi"'é) ,
0 (k7).

Done S0, IE(IR42) = O (nh3+).
Revenons maintenant au calcul de la variance: (1.12) implique

Var() Q) = nhdo?(r) fx (7) (a®V2 + b*VE) + o(nh). (1.14)

=1

D'oit il vient que Y1, T(|[*+0)/ (Var Yi_, @)% = 0 ((nh,)7012).

Pour terminer la démonstration, nous écrivons le terme dominant de I’équation (1.11) comme

suit :

Yiny (awy (1) + bw (7))o (Xi)ei (1+op(1)) Boizy )

n2hid f3 (1) Vil (Var(Si, @)Y (fx (1) a2V + 52V )e2(r) P

Nous obtenons ainsi la partie a) du théoréeme comme conséquence du théoreme central limite

de Liapounov.

D’apres le théoreme 1.1 nous avons (IE[fy (1) | X1,...,X,] — my (7)) = Op (h2), nous en

déduisons immédiatement la partie b) du théoreme. O
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Corollaire 1.2.

a) Supposons que les hypothéses du théoréme 1.1 sont satisfaites et qu’il existe § > 0 tel que

E(| e |*™°) < oo, alors nous avons

why (3(7) = E[3(7) | X1y. .., Xo]) =5 N (0, %vﬁ) .

b) Si de plus nous avons nh> — 0, alors

Preuve du corollaire 1.2
Puisque #(1) = 14 (1) — 1m_(7), la partie a) est donc une conséquence immédiate de la partie
a) du théoreme 1.2. Sachant aussi que le biais de 4(7) a le méme comportement que celui de

7y (7) ou celui de m_(7) , nous en déduisons donc la partie b). 0

Dans la pratique, les quantités fx(7) et o(7) sont en général inconnues. Les résultats du
corollaire 1.2 ne sont donc pas directement exploitables. En revanche, on peut remplacer fy(7)
et 02(7) par des estimateurs consistants, d’ot le corollaire suivant. Notons que , par exemple, on
peut utiliser la méthode du noyau pour obtenir un estimateur consistant du premier parametre,

et l'estimateur proposé par Miiller et Stadmiiller [MS87], pour le deuxiéme parameétre.

Corollaire 1.3. Soient fx () et 62(1) deuz estimateurs consistants de fx (7) et 2(1). L’estimateur

fX(T) est supposé positif. Sous les mémes hypothéses que celles du corollaire 1.2, nous avons

LN (0,VE). (1.15)

v/ nhy,

Comme conséquence immédiate de ce corollaire, un intervalle de confiance, approché, au seuil «

de v(7) est donné par la formule suivante :

o8 (20"
Vol \ fx(r) 7))

ol ¢, est le (1 — a/2)—quantile de la loi normale standard.
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Comme nous I’avons mentionné dans la remarque 1.1, il est possible de prendre en compte le
fait que les fonctions fx(-) et/ou o(-) sont discontinues au point 7. En général, ceci n’est pas une
hypothese réaliste pour la fonction fx(-). En revanche, dans la pratique, il arrive fréquemment
que le point 7 soit aussi un point de rupture pour la fonction o(-). Les modifications a apporter
pour traiter le cas ou les fonctions fx(-) et o(-) sont discontinues au point 7, peuvent étre
déduites facilement en lisant les démonstrations. Supposons que 7 est un point de rupture des
fonctions fx () et o(+), alors I’erreur quadratique moyenne conditionnelle de I'amplitude de la

rupture 4(7) est donnée par (comparer avec corollaire 1.1):

E[(G() 7)) | Xuo X

:[v<2><r>hn23+2 L (s, 220

> ITRVAGE ﬁ(r))vﬁﬂp(bi* i)’

Dans le théoreme 1.2 la matrice de covariance asymptotique reste diagonale, mais avec

VEo2(r)/f-(7) et V}o3(7)/f+(7) comme termes de la diagonale. Par conséquent la variance
2 2

asymptotique dans le corollaire 1.2 devient (C}I—((:)) + C}:—E:;) V_E.

1.4 La situation ou la localisation de la discontinuité est incon-

nue

Pour tout ¢ € [0, 1], posons
3(0) = iy (2) — (1),

Intuitivement, la localisation du maximum de ces différences peut étre un bon estimateur du
point de la discontinuité de la fonction de régression m(-). Ainsi nous proposons comme esti-

mateur de 7:

7 =inf{t € K;9(t) =supy(a)}, (1.16)

TER

ol k un compact inclus dans ]0, 1.

Comme estimateur de "amplitude de la discontinuité, il est naturel de poser:

$(7) = 1y (7) — i (7). (1.17)
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La restriction a s a pour but d’éliminer les extrémités de I'intervalle car elles sont considérées

comme des points de rupture. Dans toute la suite, nous supposons que 7 €]0, 1[.

La figure 1.2 illustre "action de la RLL séparément sur la partie signal et sur la partie bruit.
On note sur 'exemple une amélioration du rapport signal sur bruit suite au lissage effectué.
Dans ce travail nous désignons par rapport signal sur bruit le rapport entre 'amplitude de la

rupture et I’écart-type du bruit :

_ (@)l
RSB ="

En pratique ni le signal ni le bruit ne sont accessibles et on a interét a ce que 'amélioration die
au lissage soit la plus forte possible. La partie droite de la figure 1.2 donne les représentations
du processus du saut calculé sur le signal échantillonné aux points X; (en haut a droite, 4,,(-))
et sur le bruit aux points X; (en bas & droite, §.(-)). Le processus de saut () = . (-) + 3= (*)

est reconstitué dans la partie centrale droite.

Pour étudier la distribution asymptotique de 7 et 4(7), nous introduisons le processus de

déviation locale suivant :

Z.(z) = aln,hy,) (’y (T + WZ) - '%(T)) ,  Vzel[-M,M],
= a(n,hy) (Y (7 + hay) = 4(7)),

ol nous posons y = z/f(n, hy,), M étant une constante positive quelconque.

L’idée du recours a ce processus de déviation locale semble étre due & Eddy [EDD82] qui
’a utilisée pour estimer le mode d’une densité. Avec des choix convenables pour a(n,h,) et
B(n, h,), nous montrons que Z,(z) converge vers un processus Z(z). Il s’ensuit que z,4:(n) =

argsup Z,(z) converge vers z,q, = argsup Z(z). De ces convergences découlent des informa-
z z

tions sur la vitesse de convergence de 7 = 7 + %zmax(n) que nous explicitons plus loin.
ERAS 24

1.4.1 Approximation par la somme des éléments d’une ligne d’un tableau

triangulaire

Nous avons
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Signal

R.L.L.

Bruit

Figure 1.2 : Localisation d’une rupture dans un modele de régression additif par R.L.L: Démonstration

()
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ol on peut écrire

+(2) = aln ZZ 1w, (T‘|‘hny)%_22 1 W, ()yl
22 “’”‘“[ W+ ) i:lwﬂr)]’
aln,h )Z?zl( (7 4 hay) — wi (7)) (yi — my (1))
o 2?1“’ (T + huy)
_ wln Sy wi (1) (i = my (1) [ iy w; (T+hny)—w+(T)
i) (BTl (S L)
= A,- B, xC, (1.18)

Or nous avons

W (r 4 hyy) = wi (7)

T—X; T—X;

= S (4 hu) = SHO K (C0) = [SHE -+ buy) = ST (0] (7 = X0 Ky ()
+ T () |1 (CH R ey T
T+ hyy — X; T—X;

) = (= XK

= ST ) (7 B = X R

h, h, )]

Il vient donc, pour les numérateurs de A, et C,, les écritures suivantes qui nous seront utiles

par la suite:

> wh (T4 hay) = wi (7)

- [SF (7 + hay) — 5*( )] Sy () =[SV (7 + hay) = ST ()] ST (7) (1.19)
+ (ST + hay) — ST ST (F+ hay) = [SFH(T + hay) — ST ST (r + hay),
et
Z(WT(T + hay) = wi (1) (yi — m (7))
= [S3(r+ hay) = S3(1)] D5 (1) = [SF (7 + hay) = ST ()] DY (7) (1.20)
+ [DF (7 + hay) = Dy (7)) S5 (7 + hny) = [DY (7 + hay) = DY (1)] ST (7 + hay),

n

D) = 30— X0 K () i s (1))

=1

Les résultats qui vont suivre sont énoncés sous certaines des hypotheses suivantes :
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Hi. lim h, =0 et lim nh, = co.

n—+00 n—00
H2. nh_}n(r)lo Sy =0 et nh_}rréo a(n, hy,) = oo.

H3-0. K4(0) = K4(—1)=0et K"(0) <0,
H4-0. K4(0) >0 et Ky(—1)=0.
Lemme 1.2.
a) Sous les hypothéses H1 et H2,

SH(T + hay) = nhi™ fx (P (K + 0,(1)).

b) Sous les hypothéses H1, H2 et H3-0,

nhﬁ;"l \/W
S ) = 57 (1) = 0 () + 0 (W) |

c) Sous les hypothéses H1, H2 et H4-0,

141 20t 1

B (n, hn)

d) Sous Uhypothése H1,

Preuve du lemme 1.2
a) Voir la démonstration du lemme 1.1.

b) Nous avons
B [SF(r+hg) = STE) = 0t [ [+ Koo ) = 2B @) S = e,
_ nhf{"l/:l (2 + ) K (24 1) fx (7 — hoe)da
iy
Lkl /:, [+ ) By 2+ 9) = 2Ky ()] S = o)
— nhltt /0 'Ky (2) fx (T = hpz)de .
~y

Or sous H1, H2 et H3-0, nous avons
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Un calcul similaire conduit a

/0 2 Ky (2)fx(r = hoz)de = O (1/3%*(n,hy)).

-y

Un développement de Taylor a I'ordre 2 au voisinage de z implique que
~y
/ {(ac + ) Ky(z+y) - le_|_(ac)} fx(r = hpa)de

= [ o) 0w i+ o,

Il en résulte que sous H1, H2 et H3-0

n +1
E [SH (7 + hoy) — S (7)) = O(W)

D’autre part en utilisant les mémes arguments que ceux utilisés ci-dessus, nous obtenons

n 20+1
Var [SF(r+hay) =S (1)] = O (%) '

D’ou sous H1, H2 et H3-0,

nhé"’l \/W
S+ hay) = SHT) = O (W) Hor (W) |

c) Sous H1, H2 et H4-0, nous avons:
1 [ (@ +y) 'Ki(x+y) fx (T — hpa)de = O (1/5%(n, b)),

2) f 2 Ky (2) fx(r = hpx)dz = O (1/B(n, hy)),
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3 [ @y K@+ y) - o' Ko (@)] fx(r = hew)de = 0 (1/5(n, hy).
Nous en déduisons que sous H1, H2 et H4-0
+ + nhyt!
IE[Si(r + hay) = S7(7)] = O(W)
De la méme maniere, nous obtenons que sous H1, H2 et H4-0
% + + — nhi*!
ar [SH(r+hay) =S (1)] = O (ﬂ(m hn))

Donc sous H1, H2 et H4-0,

nhﬁj’z nh2tt
Sl—l—(7+hny) - Sl—l_(T) =0 (ﬂ(mhn)) +0p ( ﬂ(n,hn)) ’

d) Puisque nous avons,

E[Df(r)] = nhit! /xll(_|_(ac) (m(1 = hpz) — my (7)) fx (T — hpa)da,
= 0 (nhfj’z) ,
et
Var [Df (r)] < nh2H! /leK_lQ_(x) {(m(r — hpx) — my (7)) + o (1 — xhn)} fx(r = hyx)de,

= 0 (nhil"'l) ,

Df(r) =0 (nhfj?) +Op (\/nh%l“) .

alors

ad

Le lemme suivant précise le comportement des termes intervenant dans A,,, B, C,, définis

n (1.18). Le noyau M, (-) qui intervient dans la définition du processus M,,(z) est défini par:
My (z) = (Kf — 2K ) K4 ().

M, (+) s’appelle le noyau équivalent. Il a été introduit par Lejeune [LEI85]. On définit de la

méme fagon le noyau équivalent pour K_(-):
M_(2) = (K; —aK{)K_(2) = My (—=2),

et on pose

M(z) = My (2) — M_(x).
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Figure 1.3 : Ezemples de noyaux équivalents utilisés dans nos simulations. On montre K (-)
(a gauche) et My (-) (a droite). Il s’agit dans le premier exemple (en haut a gauche) du noyau
de Epanechnikov translaté (K, (z) = —12v/52(1 4 z) Z[[_LO](QC)) et dans le deuziéeme exemple du
noyau d’Epanechnikov (K4 (z) = 124/5/19(1 — $2)1[[_170]($)).

Table 1.1 : Ezemples de noyauzr équivalents utilisés dans nos simulations. Les noyaux K4 (-)

sont normalisés de maniére a vérifier la contrainte (1.3).

K. M) Be | Vs
—12v5x(e+ D)1y () | —122(3+52)(14a) - g(2) | -1 | 12

12 5/19(1—962)11[_170](96) %(24+45$)(1—$2)H[_170]($) — 11 | 55832

Lemme 1.3.

a) Sous les hypothéses H1 et H2,
Sy wi (T + hay) = n2hi fR(T) (14 0y (1)).
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b) Sous les hypothéses H1, H2 et H3-0:

iy wlthny)—uwif () 1 1
L i?:l wi (r+hny) =0p (52(nvhn) + \/nhnﬁ(n,hn))’

S (wf (rthay)—wit (D)) (yi—m4 (7)) _ 14op(1) 4 4
2) Oé(?l,hn) > w?’(ﬂ'—l—hny) - fXI(DT) Mn (Z)

a(n,hn) a(n,hn) 1
+0r ([ + ) [+ 2]
c) Sous les hypothéses H1, H2 et H4-0:

nowt(r n —wi(r
1) 2t = 0p (ﬁ<n1,hn>+ ; )),

wi (THhny) NI
) w;l- T+hn —w;l' T i—my (7)) °
2) a(n, hy) Bttt o = el ()

=1 %
O‘(nyhn) oz(n,hn) 1
+Op ([ﬁ(mhn) + \/nhnﬁ(n,hn)] {h” T x/nhn})'
d) Sous Uhypothése HA,

S wl (D) (yimma (7)) 2 1
S = 0p (B4 ).

Mt (z) est défini par:
Mt (z) = 2ltal s (M (P - M (5 ) (Vi = (),

nhn

Preuve du lemme 1.3

a) Puisque Y7 w0l (7 4+ hyy) = ST (7 + hay) ST (7 + hny) — (ST (T + hny))27 la partie a) du
lemme 1.3 découle directement de la partie a) du lemme 1.2.

b) La partie b) du lemme 1.3 est une conséquence immédiate de (1.19), (1.20) et des parties a),
b) et d) du lemme 1.2.

En effet sous les hypotheses H1, H2 et H3-0, nous avons

> wf (r 4 hay) = wi (7)

=1

= [ (7 4 hoy) = SS(D)] ST(T) = [ST (7 + hay) = ST(7)] 57 (7)
]

et
> wh (r+ hay) = 0L 3 (7) (14 0,(1)) -
=1

Il en résulte que sous H1, H2 et H3-0,
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D im W (T+hny) wi (1) 1 1
Yigwi(r+hay) Or (ﬁz(mhn) * «/Wﬂ(n,hn)) '

D’autre part

n

Y (W (7 hay) = wf (7)) (g — ma (7))

=1

= [S3 (7 + hay) = S3(1)] DY (1) = [ST (7 + hay) = ST (7)] DY (7)
+ [DF (7 + hay) = DEE)] S5 (7 + hay) = [DF (4 hy) = DF ()] SF (7 + o),

o (ﬂznhi N ) < [0 (un2) + 0p (v/il)]

(n7 hn) ﬁ(n7 hn)
+ [Df(r + hay) - DF
— [DF (7 + hay) — DF

(K3 +0,(1))
(K +0,(1))

T)] nh?’fX(T
T)] nh? fx(r

= nh? fx () (14 0,(1)) M} (2) + Op ( n2h5 )

-0 (%)JFOP(W;: >)+O (i)

D’ou sous les hypotheses H1, H2 et H3-0,

Sy (W (7 4 huy) — wi (1)) (yi — my (7))
Zz 1 Wy (T‘I'hny)

(
(

~— e

a(n, hy)

c) Un calcul similaire conduit a la partie c).

d) La partie d) provient du théoreme 1.1.

Ceci termine la démonstration du lemme. a0

Afin d’établir le résultat énoncé dans le lemme 1.4, nous aurons recours a I’'un ou 'autre des

groupes d’hypotheses suivants:

1) H3-0. K,(0)= K (-1)=0et KY(0) < 0.

H3-1. JL%O%—L1<OO
H3-2. 0 < hm 52((7” )) Lo < 0.
a?(n,hn)

H3-3. lim

n—soo Thn B2 (nhn) - L3 < o0

2) H4-0. K4(0) >0 et Ky(-1)=0.
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a(n,hn)

H4-1. 0 < nh_)rgo Blnhn) = Ly < o0.
Ha-2. lim 20hn) — po oo,
n—0oo 7

Dorénavant nous utiliserons H3 pour désigner les hypotheses H3-0, H3-1, H3-2 et H3-3 et H4
pour les hypotheses H4-0, H4-1 et H4-2.

Si H4 est satisfaite, nous posons également

) o*(n, hy,)
77‘11_>Héom—l/4><L5—L6<C>O.

Lemme 1.4. Sous les hypothéses {H1, H2 et H3} ou {H1, H2 et H4},

_H0r() e )
_ (rop(l) oo
fX(T) Mﬂ( )—I_ P(1)7

ot on a posé M, (z) = M (z) — M (z).

Dans la suite nous montrons la convergence de M, (z) vers un processus qui sera soit un
processus gaussien dégénéré, soit un processus de Poisson composé bilatéral. Pour cela nous mon-
trons tout d’abord la convergence cylindrique en dimension 2: aM,(z1) + bM,,(z2) converge
vers une loi normale ou une loi de Poisson composée, et les parametres de ces lois permettront
d’identifier les parametres des processus limites. Finalement la démonstration de la convergence

est terminée en montrant que la suite des processus (M, (z)) est tendue.

Pour démontrer la convergence en loi de aM,,(21) + bM,,(22), nous observons qu’il s’agit de

la somme des termes d’une ligne d’un tableau triangulaire. En effet

ou




1.4. La situation ou la localisation de la discontinuité est inconnue 43

Il en résulte que

et
aMy(z21) + bMy(z) = Z (aMi(z1) + bMi(22)) ,

otl nous avons noté M;(z) = M (z) — M; (z). Les variables M;(z), M7 (z) et M; (z) dépendent

en réalité de n, mais pour alléger les écritures nous omettons I'indice n. Posons également

T? = aM;(z1) + bM;(z2).

Nous montrons la convergence de > 7" | T/, en recourant au résultat classique de convergence

de Gnedenko [GK68] vers des lois indéfiniment divisibles que nous rappelons ci-dessous :

Théoréme 1.3 (Gnedenko [GK68, page 100])
Soit , o (u) =30y [0 22dF,i(z) ot Fi(+) est la fonction de répartition de TP = T — B(TF).
Supposons que le tableau (I7") satisfait la propriété :

Ve>0, sup IP (|TZ”| > 6) =0 (n — o0).
1<i<n

Alors , ,(u) tend vers une fonction , (u) croissante, a variation bornée, si et seulement si
Var (3°7_T7) converge et " T converge en loi. La loi limite est alors indéfiniment di-

visible, de fonction caractéristique associée ¢(-) vérifiant:

log ¢(t) = ity + / (exp(itu) — 1 — itu) %, (du) ,

ou v est la moyenne, (et y=1E (" T")).

La convergence de , ,,(-) sera étudiée séparément dans les deux cas K (0) =0 et K (0) > 0.

Pour étudier cette convergence, nous introduisons les notations:
1) ge(z,z)=My(z+y) — My(z) = My(a+ m) — My (),
2) gf(2,2) = gx(a, 2) (m(r — why) — ma (7)),

3) gl(xvz) = gi"(ac,z) - gl_(xvz)v
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4) géc(x, z) = gx(z,z) (m(T — xhy) — ma(7) + o(7 — zhy,)e),
5) 92($7z) = g;(ac,z) _gz_(xvz)v

6) An =3 i, IE[T}),

) =20 B (T -E (Tin))z]l{Ti"—[E(Ti")gu} )

ot l14(-) est la fonction indicatrice de I’ensemble A.

Suite aux définitions ci-dessus, nous avons

A, = an,hy,) / (agr(z, z1) + bgr (2, 22)) fx (T — why)da

et
a?(n, hy) b, 2
s nlu) = W/IE [(agz(x,zq) + bga(z, 22) — WAn)
X H{“(S,;’;") (ag2(x,zl)-|—bg2(x,22))—%Ansu}] fx(r—ahy)dx.

Nous commencons par étudier dans le paragraphe suivant la situation ou le noyau s’annule

en zéro (IK{4(0) =0).

1.4.2 La situation ou le noyau s’annule en zéro

Sous les hypotheses H1, H2 et H3, par un développement de Taylor, nous obtenons:

a) Siz<—-y<0ouz<0<-—y,

1) gi(e,2) fx (7 = ahy) = —gaise ME @) m{) (7) fx (7) + o(5¢25),

2) golz,2) — a(g,nhn)An = ﬁ(nfhn)a(r)eMJ(rl)(w) + OP(ﬁ(nl,hn)).

b) Si—-y<0<zoul< -y <uz,

1) g1, 2) fx (7 = ahy) = gezse MY @)mY (7) fx (7) + o(5),

2) ga(x,2) — a(g,nhn)A” = ——ﬁ(nfhn)a(r)gMﬁl)(w) + OP(ﬁ(nl,hn)).

c) Si—y<az<0oul<z<—y,
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1) g1 (. 2) fx(r = why) = —(7) fx(7) (@ + 9) M (0) + o(505),

2) ga(w,2) — ‘a(%n)An = Op(ﬁ(nl,hn))'

d’ou
B a(n, hy)h,(azy +bz2)
Ay = Sy @ fx()
a(n, hy)(azi +b23) - (1) . o a(n, hy,)hy, . a(n, hy,)
- e O s +o () o (565

Nous en déduisons

Lemme 1.5. Sous les hypothéses H1, H2 et H3, alors, quand n — 0o, nous avons:
(12'2 Z2
2) Ay = Li(az + b2y D7) fx (7) + 2 M 0)3 () fx(7),
b) , n(u) =, (u),
ot
0 stu<0,

T st b 5 00t D) e sz

Nous avons également

121571 IP[laM;(z1) + OM;(z2) — IE[aM;(z1) + bM;(z2)]| > €]

=P [[aMy(z1) + bMi(22) — IE[aMy(21) + bMi(22)]| > €],
IE (aMl(zl) + le (2’2) —IE [aM1 (2’1) + le(ZQ)])2

2
; n(0)
ne2

IN

—0 (n—o0).
D’ou
Lemme 1.6. Sous les hypothéses H1, H2, H3 et pour tout € > 0, nous avons

sup IP[laM;(z1) + bM;(z2) — IE[aM;(z1) + bM;(22)]| > €] — 0,
1<i<n

quand n — 00

D’apres Gnedenko [GK68], les lemmes 1.5 et 1.6 montrent que a M, (1) + bM,,(22) admet
une limite en loi. La loi limite est la loi normale de moyenne et de variance donnée par le lemme
1.5. D’ou nous avons démontré la convergence cylindrique, sous les hypotheses H1, H2 et H3,

du processus M, vers un processus gaussien M défini par:
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1) BM(2)] = LizyO(r) fx () + LMD (0)7 () fx (7).
1) Cov (M(21), M(2)) = 2Lsz1 2 fx () (r) (2, (M (2))"da )

Puisque
alors

ol Z est un processus gaussien, avec
. 22 5 (1
1) B[Z2(2)] = LizyD(r) + B (0)3(r),

11) Cov(Z(21), Z(n)) = 2Lz 2 50 ([_ (M, (z)) dw),

Lemme 1.7. Sous les hypothéses H1, H2 et H3, le processus M, est tendu.

Preuve du lemme 1.7
Sous les hypothéses H1, H2 et H3, le processus 2, (z) vit dans ’espace C[—M, M]. Pour montrer
que la suite de processus (M,,(z)) est tendue, il suffit (cf Billingsley [BIL68]), de v

‘erifier que pour tout z; < zo:
£ [(Mn(zz) - Mn(zl))ﬂ < Az — 1)
D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons

B | (Mo (z2) = Mo (20))?]

IE {(.MI(ZQ) M (z1) )2} +IE {(.Mn (22) (Zl))z}
+ 2IE [| M (22) = M (20)[| M (22) = My (2 >|]7
I (M ) = M 20 ] 18 (0 () = M7 )]

2

B[ (M5 (- >—M;<zl>>2H”2-

(Z Miﬂ:(’z?) - Mii(zl)) ] )

=l [ (M () = Mt (e0))* | (n= 1) [ (M (22) = ME (1))

+ 21 [(Mif (22) - M (1))

Or

B | (M () - MEG)] =
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Puisque
W[ (M () = M (1))
= S (4 hlon = ) = s (7)) + (7 + s = )
X(ge(x, 22 — 21))2fX(T + hy(y1 — 2))dz
< c%}bfn)/ (9+ (2, 22 — 21))2dx
et
[ (M (22) = Mif ()]
_ 07+ halys — @) = ma (7)) g (2, 22 = 20) fx (7 + halys — 2))de]”
n?/a?(n, hy,) ’
< c%/(gi@,zz — 21))2dx
alors
B [(ME () - ME()] < cl%vn’w 4 nhn]/(gi(x,zg — ),
az(n,hn)

2
< sz [14 nh,] (22 — z1)°,

ol nous avons appliqué le résultat b) de la proposition 1.1. D’ou sous les hypotheses H1, H2 et

H3 et pour tout z; < 29,
IE (Mn(ZQ) - Mn(Zl))2 < A(ZQ - 21)2. (121)
Nous en déduisons, d’apres I'inégalité (1.21) que la suite de processus (M,,) est tendue. a

Enfin, ayant montré la convergence cylindrique et la tension du processus M,, nous en

déduisons la convergence du processus M, vers un processus limite M.

Théoréme 1.4.

Sous les hypothéses H1, H2 el H3 nous avons,
Z, = Z, sur C[—M, M] (1.22)

ou

Z(z) = LQEMP(O)Z2 + (LD (r) + 1)z, (1.23)



48 CHAPITRE 1. ESTIMATION DES RUPTURES

avec

o (o2t o)

Corollaire 1.4. Sous les hypothéses H1, H2 et H3,

ﬂ@z M) (2 _ry 2y (B,V?)
Ve 2L3(1;2(7—) /0 [M_(l_l)(x)]zdx,
(Lay(r)M{P(0)) fx () /-1
et
b m(”(q) ‘
Lyy(r)M{Y(0)

Preuve du corollaire 1.4

Il découle de Whitt [WHI70] que nous pouvons étendre la convergence du processus Z,, vers
le processus Z dans 'espace C([—M, M]) a la convergence dans l’espace C(IR). Ainsi nous en
déduisons que

sup Z,(2) N sup Z(z),

et

argsup Z,(2) N argsup Z(z),

lorsque

Notons 2,4, = argsup 2(z), alors
z

ou
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Posons zy,q.(n) le point o le processus Z,, atteint son maximum. Par construction, nous avons

hy,

T=T4+ ———Znar(n), 1.24
30 i) (n) (1.24)
Nous en déduisons que
hy) .
L(m ) (7 —7) 2, Zrmas-
o,
Ceci termine la démonstration du corollaire 1.4 . a0

Corollaire 1.5. Supposons que les hypothéses H1, H2 et H3, nh> — 0 et IE (|€|2+5) < 00 ou
d > 0. Sivnhy,/a(n, h,) — 0 alors

fia D 2‘72(7') 2
Vnh, (3(7) —y(7)) — N (07 ) V_|_) .

Preuve du corollaire 1.5

Nous avons

Vi, (Y(7) =v(7) = Vrha (3(F) = 3(7)) + Vb, (3(7) = 7(7)),

ll
=)
~
=
_|_
B
=
3
=
2

|
)
2

ad

En remplagant fx (7) et 0(7) par des estimateurs consistants, nous obtenons un corollaire

analogue au corollaire 1.3.

Corollaire 1.6. Soient fx () et 62(1) deuz estimateurs consistants de fx (7) et 2(1). L’estimateur

fX(T) est supposé positif. Sous les mémes hypothéses que celles du corollaire 1.6, nous avons

H

Vi TSI 2 N 002), (125)

Vitesse de convergence de 7 et §(7)

Etant donné deux suites réelles positives (a,,) et (b,,) nous notons a,, ~ b, lorsque a,,/b,, — L,

ou0< L <
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1) Si h, ~ n~Y/3 prenons B(n,hy,) ~ n'/3 et a(n, hy,) ~ n?/3. Ceci implique :
i) n2/3 (7 —1) Y (B,Vz)7 ol les constantes L; et Ls qui interviennent dans les
définitions de B et V2 sont telles que L; Lz > 0.

i1) M3 (3(F) = v(7)) —>N( >)V2)

Dans ce premier cas on est loin des vitesses de convergence optimales pour 7 et 4(7).

2) Si h, = o(n=/3) prenons B(n, h,) ~ /nh, et a(n, hy,) ~ nh,. Ceci implique :

1) \Ji (F =) S N (0,V2).

11) Vahy, (3(7) — v(1) 25 N (o, j;f(f))vﬁ).

Iei on a Iy = 0 et Ls > 0. Dans ce deuxieme cas on peut s’approcher des vitesses de
convergence optimales pour 7 et %(7) mais avec des choix de fenétre de lissage qui ne sont pas
compatibles. Une facon pour pallier ce défaut consiste tout d’abord a localiser la rupture en

utilisant des fenétre de lissage de petites tailles (par exemple hl ~ 10%) et ensuite a estimer
1

ﬁ)-

4(7,1) en utilisant des fenétres de lissage plus grandes (par exemple h2 ~ ol
n nlogn
3) Si nhl — oo prenons S(n, h,) ~ hi et a(n, hy) ~ h_2‘ Il en résulte que Ly > 0 et L3 =0 et

par conséquent Z(z) = LQ@MS)( 0)22 4+ LiyM(7)2. Ceci implique :

. (7—71) _ Llw(l)(ﬂ')
L w7 Loy(r)My) (0)

1) Si hy = 0 (n™1/%), alors /il (4(7) = v(7)) - A (0,223 V2).

Dans ce dernier cas la vitesse de convergence de 7 est h2. Dans le meilleur des cas cette

vitesse ne dépasse pas n=2/3 ( comparer avec la vitesse optimale qui est n™1).

1.4.3 La situation ou le noyau est strictement positif en zéro

Sous les hypotheses H1, H2 et H4

a) Siz<—-y<0ouz<0<-—-you-y<0<zould<-—y<ua,

1) g1(2,2) fx (T = 2hy) = O(525),
(

2) g2(x,2) — a(g,"hn)An = Op(5 1hn))‘
b) Si—y<z<0oul<a<-—y,

1 gi(@,2) fx (7 = @hn) = =7(7) fx (1) M1.(0) + o(1),
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2) g2z, 2) — WA” = (—=y(1) — 2sign(z)o(r)e) M1 (0) + op(1).

Donc

a(n, hy,)

a(n, hy,)
B hn) |

B (n, hn)

Ap == (7) fx (7) M (0) (afz1] 4 b]za]) 4 of )-

Nous en déduisons

Lemme 1.8. Sous les hypothéses H1, H2 et H4 alors, quand n — oo, nous avons
8) A — A = — Loy (7) fx (7) M (0)(al 1] + b,

b) () =, (u),

ot

1) 510 < z1 < z9 alors,
() = ALgM3(0) fx (7) |21 (0 + )0k (1) + (22 — 20062 (w)] .

2) 57z < z1 <0 alors,
() = ALeM3(0) fx (7) | =21 (a+ 6w, (0) + (1 — )60 ()]

3) 5Pz <0<z alors,
, (u) = 4L ME(0) fx (1) [—210%vy (u) + 22070 (u)].

avec

vi(u) =18 {(—7(7) F20(7)e)* Uior, anty (0) (= (7)o (7)) <u} | -

Nous avons également

121571 IP[laM;(z1) + OM;(z2) — IE[aM;(z1) + bM;(z2)]| > €]

=1 [|aM1 (2’1) + le (2’2) —IE [aM1 (2’1) + le(ZQ)] | Z 6] s
IE (aMl(zl) + le (2’2) —IE [aM1 (2’1) + le(ZQ)])2

2
» n(0)
ne2

IN

—0 (n—o0).
D’ou
Lemme 1.9. Sous les hypothéses H1, H2 et H4 et pour tout € > 0, nous avons

sup IP[laM;(z1) + bM;(z2) — IE[aM;(z1) + bM;(22)]| > €] — 0,
1<i<n

quand n — 00
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Posons
1) A =2L5M4(0),

2) si Ly > 0, Ay = f—gfx(T%

3) A3 = LMy (0)fx(r) = 252,

4) &t = —y(1) F 20(1)e.
Nous avons alors,

a) Si0 <z < 29, alors

d, (u)

u2

= X [21dF), (gyper (0) + (22 = 21)dFy e+ ()] -

b) Sizg < z1 <0, alors

= A [—Z1dFA1(a+b)g—(U) + (21 — ZQ)dF/\lbf—(u)] .

= AQ [—ZldF/\lag—(u) —|— ZQdF/\lb£+ (u)] .
ou Fx(-) est la fonction de répartition de X.

D’apres Gnedenko [GK68], les lemmes 1.8 et 1.9 montrent que aM,,(21) + bM,(22) admet
une limite en loi. Le logarithme de la fonction caractéristique de la loi limite est donné par la
formule de Kolmogorov (cf théoreme 1.3) avec la constante égale a A et la fonction , (u) est

définie comme dans le lemme 1.8.

Notons ¢(-) la fonction caractéristique de la loi limite et ¢x (-) celle de X. D’apres le lemme

1.8, nous avons

a) Si0 <z < 29, alors

d(t) = exp[iAzy(7)(a|z(] + blz2|)1]
X exp [Agz1 (@, (agpyer () — 1)]
X exp [/\2(22 - 1) (¢Albg+ (t) — 1)] :
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b) Sizy <z <0, alors

d(t) = expiray(r)(a|zi] + blz2|)1]
X exp [—A2z1 (D, (agpye- (1) — 1)]
x exp [Aa(z1 — 22) (da,pe- (1) — 1)] .

c) Siz <0< 29, alors

o(t) = explirsy(T)(alz1] + b|z2])t]
x exp [=Ag21 (6 ae- (1) — 1)]
x exp [Aazg (Prypet (1) — 1)] .

D’ot nous avons démontré la convergence cylindrique, sous les hypotheses H1, H2 et H4, du

processus M, vers le processus de Poisson composé bilatéral M défini comme suit :
M(z) = Asv(7) ]2+ AN (2),

ol
0 siz =0,
NG =4 TN y(r) - 20(r)et siz>0, (1.26)
Zj\;_lz —y(7) +20(1)e; siz<0,

avec NI et N sont des processus de Poisson homogenes et indépendants, de parametre A,. Les
52‘»" 's et ¢ sont des variables aléatoires, indépendantes, identiquement distribuées et de méme

loi que ¢. Elles sont aussi indépendantes de NI et N .

On vérifie aisément
i) E[M(z)] = =Asv(7)|zl,
ii) Cov(M(z1), M(22)) = Mz (2(7) + 0%(7)) (min(|z1], [22) ., Lpn0y) -

Puisque
alors

ou
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a)
Az

At
fx(7) fx(7)
Lemme 1.10. Sous les hypothéses H1, H2 et H4, la suite de processus (M,,) est tendue.

2(7) = vzl + N(2).

Preuve du lemme 1.10
Sous les hypotheses H1, H2 et H4, le processus Z,,(z) vit dans I'espace D[—M, M]. Pour montrer
que la suite de processus (M, (z)) est tendue, il suffit (cf Billingsley [BIL68]), de vérifier que

pour tout z; < 2 < z9:

IE [[Myi(22) = Mo (2)[[Ma(21) = Mo (2)[] € Alz2 = 21)"

En utilisant I'inégalité triangulaire, le terme & gauche de I'inégalité ci-dessus peut étre majoré

comme suit :

E{Ma(22) = My, (2)[[Ma(21) = Ma(2)]]
< B [IM] (z2) = ME ()M (21) = ME )] + I [[MT(22) = M ()M (21) = M (2)]
+ B [JM; (22) = M5 (2) M (21) = MT(2)]] + I8 [IM (22) — M (2)[IMG (21) = M (2)]]

IE [| M3 (22) = M3 (2) || M (21) = M3 (2)]
= [ Z (Mi:t(ZQ) - Mzi(z)) Z (Mi:t(zl) - Mzi(z)>“ )

< Y E[|ME() - MEE)| ME) - MEG)]]
— B [| ME () — ME(2)] [ME(21) — ME(2)]]

+ n(n—-1)E HMf—L(Zg) — MllL(Z)H x IE HMllL(zl) — MllL(z)H .

Puisque
E [| M (22) — M (2)| | M (21) = M (2)|]

< PO [y s [Y = ma (D)X =74 haly — o)
X|ge(z, 22 — 2)||g+ (2, 21 — 2)|fx (T + hn(y — 2))da

o?(n. h
< clM/mi(x,zQ—z)Hgi(x,zl—z>|dw7
n2h,
2 h
<o mhn) e - 4,

n?h, 3% (n, hy,)
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ol nous avons appliqué le résultat ¢) de la proposition 1.1.

Nous avons également
IE [| M (1) = M (2)]]

< 28 Py — ma (11X = 7+ by — o)
X|gx(z, 21 — 2)|fx (T + hn(y — @))dz,

a(n, hy,

< 02%/&&(%21 — z)|dz
a(n, hy,)

=Sl

D’ou sous les hypotheses H1, H2 et H4 et pour tout z; < z < z9,
B [ M (22) = Ma(2)IMa(e1) = Ma(2)] € Az — 20)". (1.27)
Nous en déduisons, d’apres (1.27) que le processus M,, est tendu. O

Enfin, en montrant la convergence cylindrique et la tension du processus M., nous étab-
lissons la convergence du processus M, vers un processus limite M. Nous en déduisons le

théoreme suivant

Théoréme 1.5. Sous les hypothéses H1, H2 et H4 nous avons,

Z, = Z, sur D[-M, M] (1.28)
Ag Al
Z(z) = fX—(7')7(T)|Z| + fX—(T)N(Z)’ (1.29)

avec N (z) est un processus de Poisson composé€ bilatéral, (voir (1.26)).

Lorsque Ls = 0 le processus A (z) n’est plus défini (A; = 400). Néanmoins le processus limite

Z(z) existe et il est dégénéré (Z(z) = _#(%7)7(7—)|Z|)'
Corollaire 1.7. Sous les hypothéses H1, H2 et H4,
hy,

% (F—7) 2 M,

ot
M 2 (el + N () (1.30)
= argsup ———(7)|z z). .
RO Fx(7)
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Preuve du corollaire 1.7
D’apres Whitt [WHI80], nous pouvons étendre la convergence du processus Z,, vers le processus

Z dans l'espace D([—M, M]) a la convergence dans l'espace D(IR). Il en résulte que
D
sup Z,(z) — sup Z(z),

et
argsup Z,(2) N argsup Z(z),

lorsque

n — oQ.

Lemme 1.11. Sous les hypothéses H1, H2 et H4, alors

P

sup Z(z) < oo] =1
zelR

Preuve du lemme 1.11

Il est clair que

sup Z(z) = max (sup Z(z), supZ(Z)) .
zelR 2<0 z>0

Pour tout z > 0, nous avons

() = (et

Al
Ix(7)
Az

= fX—(T)'y(T)Z + fX/\—(lT) Z: (—'y(T) - 20(7’)52‘»") .

1. Si Ls =0, alors Z(z) = —f)?f’T)'y(T)|z|, et par conséquent

IP | sup Z(Z)<OO] =1
ZE[R
2. Si Ls > 0, alors
N NF
sup Z(z) = su T)z + ! —7—207'527",
sup3(2) = sup s (r) fX(T);( v(r) = 20(7)ef)
_/\/+
A2 = ( 20(T) _|_)
= sup —z — 1+ ).
250 2 21+ 3me

=1

Notons
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1) Tl‘i'7 T2+, ... : les dates d’occurrence du processus de Poisson N .
+ _ ot +
2) EF =T~ -T".

-

Ts

T, T, T, Ts

Figure 1.4 : Une trajectoire du processus Z(z) sous les hypothéses H1, H2 et H4.

Le maximum du processus Z(z) ne peut avoir lieu qu’en une extrémité droite de segment. D’ol

sup Z(z) = max lim Z(z),
zZO ]Zl Z/(TJ-I-
A ! p
B N (T}
721 Py 7(7)
-1
= max )", max (—Tf’—l—Z@j’) )
=1
S oF _ Mt 20(7) +
ou O = ;EZ. 1+ 507 Ci
On définit la marche aléatoire
oY si i =1,

wt =
W, +0f sii>1.
Puisque E; ~ EXP(A;) (loi exponentielle de parametre Ay) et [Ee; = 0, il est facile de vérifier
que

EO = —-1/2.
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Or toute marche aléatoire Y ., @Z‘»" vérifiant IE@;" < 0 admet un maximum presque siirement
(voir par exemple Feller [FEL66, chapitre XII]). Il vient, donc, que sous les hypotheses H1, H2

et H4 | le processus Z admet un maximum avec une probabilité égale a 1. O

Posons z,4.(n) le point ot le processus Z,, atteint son maximum. Par construction, nous avons

=71+ n). (1.31)

h (
ﬁ(n h )Zmax

B(n, hy)
h,

Oll Zmar = argsupf ( ( )|Z|+ Ix )N(Z)

N D
(T = T) — Zmaz,

Ceci termine la démonstration du corollaire 1.7 . a

Les corollaires 1.8 et 1.9 ci-dessous sont obtenus de la méme facon que leurs analogues dans

la situation K4 (0) = 0 (cf les corollaires 1.5 et 1.6).

Corollaire 1.8. Supposons que les hypothéses H1, H2 et H4 sont satisfaites, nh2 — 0, et
E(|e**) 0d 6 > 0, alors

o n D 2‘72(7') 2
Vi 60) =20 2 v (0,222,

En remplacant f(r) et ¢%(7) par des estimateurs consistants, nous obtenons un corollaire ana-

logue au corollaire 1.3.

Corollaire 1.9. Soient fx (1) et 62(7) deux estimateurs consistants de f(r) et 0*(7). L’estimateur

fX(T) est supposé positif. Sous les mémes hypothéses que celles du corollaire 1.3, nous avons

Fx (1) (3(7) = (7))
(262(r))!/?

v/ nhy,

LN (0,V2). (1.32)

Vitesses de convergence de 7 et §(7)

1) La vitesse de convergence de 7 est indépendante du choix de la fenétre de lissage h,,. Elle
est égale & n~t. Il s’agit 1a de la vitesse optimale pour ce type de probleme. En effet si on

choisit g(n, hy,) ~ nh, et a(n, h,) ~ nh,. Ceci implique :

n(f—7)=0p(1).

2) Si de plus h, = o(n=1/%), alors /nl, (%(7) — v(7)) N Ve (0 202(7)‘/_2).
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1.5 Simulations

Nous avons étudié dans les paragraphes précédentes quelques propriétés asymptotiques des
parametres de rupture 7 et y(7). Nous présentons maintenant des simulations que nous avons
effectuées pour explorer le comportement de nos estimateurs dans un cadre non asymptotique.
Il s’agit seulement d’une partie d’un ensemble plus étendu de simulations que nous ne pouvons
reproduire ici de maniere exhaustive. Dans ces simulations nous étudions les comportements

des estimateurs des ruptures en fonction des quatre parametres suivants:
1) Le noyau de lissage.

2) La taille de I’échantillon.

3) Le rapport signal sur bruit (RSB).

4) La fenétre de lissage.

Soit z le paramétre i estimer (amplitude ou localisation de la discontinuité) et X son estimateur.
On note p le nombre d’échantillons simulés et ;) 'estimation de @ a partir du ieme échantillon.

Dans ce paragraphe, nous adoptons les notations suivantes :

o biais = zl? (@6 — ).

PN AP o S
i:l(x(l)_$p)70u $p_p i:lx(l)‘

e variance = zl?

o MSE =130 (i)~ 2)? = biais? + variance.
Les noyaux utilisés dans les simulations sont définis par:

1) KO(z)=a2%(1+ w)Q]I[_LO](x).

2) Kl(z)=(1- 902)]1[_170](96).

3) K2(z)=—z(1+ w)]l[_Lo](ac).

Les simulations présentées ici sont toutes faites a partir de 'un des modeles ci-dessous et sont

répétées 200 fois pour chaque exemple :

M1

e c: variable gaussienne centrée réduite.
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M2
e m(z) = 4sin(bz) + 3z + H[O.?,l](w)v
o X~ U[O, 1]7

e c: variable gaussienne centrée réduite.

Noyau de Lissage

Nous avons simulé les modeles M1 et M2 pour deux combinaisons de la taille de I’échantillon
et de la variance du bruit, et étudié le comportement des estimateurs en fonction du choix
du noyau. Nous constatons que D'utilisation d’un noyau qui ne s’annule pas en zéro conduit
en général a une réduction du biais, de la variance et donc de la MSE de chacun des deux
estimateurs. Il semble donc que de tels noyaux conduisent & une amélioration de la vitesse de
convergence, mais aussi & de meilleures performances dans un cadre non asymptotique. Pour
illustrer graphiquement ces différentes réductions de biais , variance et MSE, nous représentons
dans les figures 1.5, 1.6, 1.7 et 1.8, le comportement du biais au carré , de la variance et de la

MSE en fonction des trois noyaux K0,K1 et K2.
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Estimations du biais au carré, de la variance et de la MSFE a partir de 200

échantillons de taille 200 simulés selon le modéle M1 et pour un niveau de bruit ¢ = 0.5. On

montre a gauche ces différentes estimations pour Uestimateur de Uamplitude de la rupture 5(7)

et a droite pour l'estimateur de la localisation 7.
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Estimations du biais au carré, de la variance et de la MSE a partir de 200
On

montre o gauche ces différentes estimations pour Uestimateur de Uamplitude de la rupture 4(7)

Figure 1.6 :

échantillons de taille 1000 simulés selon le modeéle M1 et pour un niveau de bruit o = 1.

et a droite pour lestimateur de la localisation 7.
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Figure 1.7 : Fstimations du biais au carré, de la variance et de la MSE a partir de 200
échantillons de taille 200 simulés selon le modéle M2 et pour un niveau de bruit ¢ = 0.5. On
montre a gauche ces différentes estimations pour Uestimateur de Uamplitude de la rupture 5(7)

et a droite pour l'estimateur de la localisation 7.
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Estimations du biais au carré, de la variance et de la MSE a partir de 200
On

montre o gauche ces différentes estimations pour Uestimateur de Uamplitude de la rupture 4(7)

Figure 1.8 :

échantillons de taille 1000 simulés selon le modéle M2 et pour un niveau de bruit o = 1.

et a droite pour lestimateur de la localisation 7.
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Taille de I’échantillon

Les figures 1.9, 1.10, 1.11 et 1.12 illustrent les gains en biais, variance et MSE des deux
estimateurs (7 et (7)) obtenus lorsqu’on augmente le nombre d’observations. Il est clair que
I’augmentation du nombre d’observations s’accompagne d’une meilleure précision dans les es-
timations de la localisation et de amplitude de la rupture. Dans les situations ou le rapport
signal sur bruit n’est pas favorable (égale & 1 par exemple), on peut s’attendre a ce que le nom-
bre d’observations ait de I'importance dans la localisation de la rupture et dans ’estimation de
IPamplitude du saut. C’est effectivement le cas. Nous observons qu’en augmentant la taille de
I’échantillon, les performances s’améliorent, mais il faut noter que le gain est inférieur a celui
obtenu en situation de rapport signal sur bruit plus favorable. Un rapport signal sur bruit

médiocre nécessite une taille d’échantillon importante.
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Figure 1.9 : Fstimations du biais au carré, de la variance et de la MSE a partir de 200
échantillons de taille n (n = 200,500,1000) simulés selon le modéle M1 et pour un niveau de
bruit o = 0.5. On montre a gauche ces différentes estimations pour Uestimateur de Uamplitude

de la rupture 4(7) et a droite pour Uestimateur de la localisation 7. Le noyau utilisé est K1.



1.5. Simulations 67

signal/bruit = 1 signallbruit = 1
18 T T T T 0.012 T T T T
— n =200
- n =500
161 1 ---  n=1000
001 g
14 B
12f B 0.008 E
@ @
5 I 1 ]
g g
2 3 0.006 E
0 "]
S 0.8 1 s
2 2
061 1 0.004 E
041 B
0.002 |
02F B
0 il N I | 1 i S PR | L. le 0 L \\\ L 1 - i L ;\;*/\/
006 008 01 012 014 016 018 02 022 024 026 006 008 01 012 014 016 018 02 022 024 026
fenetre de lissage fenetre de lissage
signal/bruit = 1 signallbruit = 1
0.12 T T T T 0.05 T T T T
E— n =200 — n =200
011 - 0,045 —— - n=500 |4
\’//\ o I = 1000
01 . 0.04F 4
N
009 . 0035 R E
N
N
008 . 0.03( SemimiTy g
@ @ b ~
g 5 >
5007 . 80025 N < E
g s \ N
N N T ms
006 . 0.02 N N e E
N <
\ e
- I o N -~
005 T S . 0015 N ~
S S T 5\
_ —eo \
004 e . 001 S g
~< \
003 B e 0.005 T g
002 i i i i i i i i i o i i i i i B At Sl el el
006 008 01 012 014 016 018 02 022 024 026 006 008 01 012 014 016 018 02 022 024 026
fenetre de lissage fenetre de lissage
signal/bruit = 1 signal/bruit = 1
18 T T T T 0.06 T T T T
005 .
0.04f -\ .
N
N
B 003 b
L N |
= N
N
N N
N N
N N T
0.02F N Tl a
N\ T
A Tl
N
N
0.01F \ .
N
L L el el el

o ; ; ;
006 008 01 012 014 016 018 02 022 024 026
fenetre de lissage fenetre de lissage

Figure 1.10 : Fstimations du biais au carré, de la variance et de la MSFE a partir de 200
échantillons de taille n (n = 200,500,1000) simulés selon le modéle M1 et pour un niveau de
bruit o = 1. On montre a gauche ces différentes estimations pour Uestimateur de Uamplitude de

la rupture Y(7) et a droite pour Uestimateur de la localisation 7. Le noyau utilisé est K1.
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Figure 1.11 : FEstimations du biais au carré, de la variance et de la MSE a partir de 200
échantillons de taille n (n = 200,500,1000) simulés selon le modéle M2 et pour un niveau de
bruit o = 0.5. On montre a gauche ces différentes estimations pour Uestimateur de Uamplitude

de la rupture 4(7) et a droite pour Uestimateur de la localisation 7. Le noyau utilisé est K1.
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Figure 1.12 : Fstimations du biais au carré, de la variance et de la MSFE a partir de 200

échantillons de taille n (n = 200,500,1000) simulés selon le modéle M2 et pour un niveau de

bruit o = 1. On montre a gauche ces différentes estimations pour Uestimateur de Uamplitude de

la rupture Y(7) et a droite pour Uestimateur de la localisation 7. Le noyau utilisé est K1.
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Rapport signal sur bruit (RSB)

Les figures 1.13, 1.14, 1.15 et 1.16 illustrent les gains en biais, variance et MSE des deux
estimateurs (7 et 4(7)) obtenus lorsqu’on augmente le rapport signal sur bruit. Le RSB n’a
pas d’influence sur l'ordre de grandeur des vitesses de convergence de ces estimateurs mais les
constantes multiplicatives de ces vitesses dépendent de ce rapport. Les simulations montrent
clairement qu’en situation non asymptotique, les performances des d’estimations sont fortement

dépendantes du rapport signal sur bruit.
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Estimations du biais au carré, de la variance et de la MSFE a partir de 200

échantillons de taille 200 simulés selon le modéle M1. On montre a gauche ces différentes esti-

mations pour Uestimateur de Uamplitude de la rupture 4(7) et a droite pour Uestimateur de la

localisation T.
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Figure 1.14 : FEstimations du biais au carré, de la variance et de la MSE a partir de 200
échantillons de taille 1000 simulés selon le modéle M1.

On montre a gauche ces différentes

estimations pour estimateur de Uamplitude de la rupture 4(7) et a droite pour l'estimateur de
la localisation 7.
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Figure 1.15 :

Estimations du biais au carré, de la variance et de la MSFE a partir de 200

échantillons de taille 200 simulés selon le modéle M2. On montre a gauche ces différentes esti-

mations pour Uestimateur de Uamplitude de la rupture 4(7) et a droite pour Uestimateur de la
localisation 7.
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Estimations du biais au carré, de la variance et de la MSFE a partir de 200

échantillons de taille 1000 simulés selon le modele M2.

estimations pour estimateur de Uamplitude de la rupture 4(7) et a droite pour l'estimateur de

la localisation 7.

On montre a gauche ces différentes
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Fenétre de lissage

Comme dans le cadre d’estimation d’une fonction de régression lisse, le choix de la fenétre
de lissage h, est crucial dans les procédures d’estimations des parametres de localisation et
d’amplitude. Nous avons simulé les modeles M1 et M2 pour deux combinaisons de la taille
d’échantillon et de la variance du bruit et étudié la sensibilité des estimateurs 7 et ¥(7) au choix

de la taille de fenétre. Nous constatons les faits suivants:

1) Les simulations montrent que 7 est moins sensible au choix de la fenétre de lissage que §(7).
Ceci semble cohérent avec les résultats asymptotiques puisque lorsque le noyau de lissage est

strictement positif a lorigine, la vitesse de convergence de 7 est indépendante de h,,.

2) L’utilisation de fenétres de lissage de petites tailles est accompagnée d’une augmentation
de la variance du processus §(t), ce qui conduit a une surestimation de I'amplitude de la
rupture. Les distributions empiriques de 4(7) pour des choix de fenétres de lissage de petites

tailles sont décalées vers la droite par rapport a 1 (la vraie amplitude de la rupture).

3) Le choix de fenétres de lissage de grandes tailles conduit a une sous-estimation de "amplitude
de la rupture. Les distributions empiriques de %(7) , pour de telles fenétres, sont décalées

vers la gauche par rapport a 1.

Les constatations 2) et 3) sont cohérentes avec I'idée qu’un sous-lissage produit un estimateur
tres perturbé et peut créer des discontinuités artificielles de forte amplitude alors qu’un sur-

lissage élimine les irrégularités et atténue les discontinuités.
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Figure 1.17 : FEstimations de la MSE a partir de 200 échantillons de taille n simulés selon le

modele M1. On montre a gauche ces différentes estimations pour Uestimateur de amplitude de

la rupture 4(7) et a droite pour Uestimateur de la localisation 7.
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Figure 1.18 : FEstimations de la MSFE a partir de 200 échantillons de taille n simulés selon le

modele M2. On montre a gauche ces différentes estimations pour Uestimateur de Uamplitude de

la rupture ¥(7) et a droite pour Uestimateur de la localisation 7.
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Figure 1.19 : La distribution empirique de 7 calculée a partir de 200 échantillons de taille 200

simulés selon le modeéle M1 et pour un niveau de bruit o = 0.5.
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Figure 1.20 : La distribution empirique de 4(7) calculée a partir de 200 échantillons de taille

200 simulés selon le modeéle M1 et pour un niveau de bruit o = 0.5.
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Figure 1.21 : La distribution empirique de 7 calculée a partir de 200 échantillons de taille

1000 simulés selon le modéle M1 et pour un niveau de bruit o = 1.
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Figure 1.22 : La distribution empirique de 4(7) calculée a partir de 200 échantillons de taille

1000 simulés selon le modeéle M1 et pour un niveau de bruit o = 1.
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Figure 1.23 : La distribution empirique de 7 calculée a partir de 200 échantillons de taille 200

simulés selon le modeéle M2 et pour un niveau de bruit o = 0.5.
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Figure 1.24 : La distribution empirique de 4(7) calculée a partir de 200 échantillons de taille

200 simulés selon le modéle M2 et pour un niveau de bruit o = 0.5.
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Figure 1.25 : La distribution empirique de 7 calculée a partir de 200 échantillons de taille

1000 simulés selon le modéle M2 et pour un niveau de bruit o = 1.
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Figure 1.26 : La distribution empirique de 4(7) calculée a partir de 200 échantillons de taille

1000 simulés selon le modéle M2 et pour un niveau de bruit o = 1.
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1.6 Annexe A

Proposition 1.1.
a) Vu [ |My(z+4u) — My(z)|de < clul.
b) Supposons H3-0 satisfaite, alors
YVu /(Mi(ac +u) — My (z))de < cu®.
c) Supposons H4-0 satisfaite, alors
Vu <0< /|Mi(ac +v) = My (2)]|Ma (e + 1) — Ma(2)]dz < cuv].

Preuve de la proposition 1.1.

1-v 1 1-u Y 0 u 1-v 1 1-u
Mi(x+u) | M_(x+u)
M.(x) | M. (x)
M(x+Vv) | M_(x+v)

Figure 1.27 : Les supports des fonctions My (x + u), My (x), My (z +v), M_(x +u), M_(z)
et M_(z4v), ot u <0 <w.

a) En remarquant que [|[My(z+u) — My (z)|de = [|M4(x —u) — My (z)|dz, on peut donc
supposer pour la démonstration que v < 0. La démonstration pour le noyau M_(-) est analogue

en tout point a celle pour le noyau M, (-) puisque:
/|M_(x +u) — M_(2)|dz = / |My(x —u) — My (2)|dz .

[t -d@is < [ L@l [ e+ 0 - Mol

—1-u

+ [ e+l
0

< eqlul.
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b) Nous avons

[t -sy@rae < [ 0n@ s [ 0L - M) s

—1-u

R G TAEER

< eglul.

c) Il y a quatre possibilités pour le produit |My (2 + v) — My (2)||My(z 4+ u) — My (2)]:

| My (2 4 v) = My (z)|[|[Mx(z + u) — Mx(z)| =

[ Lte 4 0) = Mo @M o+ 0) = M )}

< [T e 0 - M@ )l
[ M) = Ma @M 4 0) = M (o)lds
b [ M@ ) - 0 @)

<en [T MG o) - My o)l
[ M) = My @) M (o 4 0) = M (o)
bea [ Mo k) - 0@l

< o).

c-2) Il est facile de voir que

[ 1o+ 0) = Me @M 2 ) = M)}z = 0.
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c-3)
J LG+ 0) = M@ M +0) = M (o)

< [ e+ 0lIM o+ 1) - My (o) da

4 / UM (2 4 0) = M_(@)| My (2 + w)lde

0
<o [ 1Mot ) - My (o)l

+ 07/0 u|M_($—|—v)—M_($)|dw,

< cgluv].

J (a4 0) = M@ (o + 1) - M (0) ds
< [ B0 < M@ (o)l

[ Mo 0) = M@ 2+ ) = M (@)l

U

[ Mot ) = M) M- (o)

< 09/0_u IM_ (2 +v) = M_(2)|da

b [ Mo 0) - M@ 5+ ) = M (@)l

U

1
+ 010/ |M_(z 4+ u) — M_(z)|dz,
1

—v

< cqq|uv].

Ceci termine la démonstration de la proposition 1.1. O



Chapitre 2

Tests de rupture

2.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux tests de rupture dans la fonction m(-) du modele
de régression qui fait 'objet de ce travail. Rappelons que dans ce modéle les observations (X, Y;)

1=1,...,n sont i.i.d. et satisfont
Y, = m(XZ) + U(XZ')&.

Trois types de tests sont présentés dans ce chapitre.

Le premier, qui peut étre qualifié de strictement local, a pour but de décider s’il existe ou
pas un saut de la fonction de régression en un point 7 fixé. Il est basé sur un estimateur de
IPamplitude du saut éventuel au point 7. Sous I’hypothese nulle d’absence de discontinuité,
cet estimateur est asymptotiquement gaussien, ce qui conduit & un test naturel de rupture au
point 7. Il s’agit ici d’exploiter certains résultats obtenus au chapitre précédent, mais aussi de les
étendre puisque nous considérons la situation d’une suite de modeles ou 'amplitude de la rupture
décroit vers 0 avec la taille de I’échantillon. Nous montrons que notre test est asymptotiquement
de puissance unité.

Un deuxieme test local est basé sur 'étude de l'estimateur de saut dans le voisinage du
point 7. En l’absence de saut le processus Z,(z) = v/nh,9(7 + h,2) converge vers un pro-
cessus gaussien. Le supremum de Z,(z) convenablement normalisé converge alors vers une loi
de Gumbel et nous basons notre test sur ce résultat. Comme le test strictement local il est
asymptotiquement de puissance unité.

Le dernier test que nous proposons a pour but de décider s’il existe un point de rupture sur

10, 1[. Nous utilisons pour le construire le processus défini en tout ¢, & une normalisation pres, par
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la valeur de I'estimateur du saut en t, &, (t) = /ah, V(£)5(t) ot V(1) = (fx (t)/a*()) /2 /V/2V,.
Le processus &,(t) peut étre approché par une suite de processus ((,(t)), convergeant vers un
processus gaussien. On en déduit des résultats de convergence vers des lois de Gumbel pour le
supremum de &,(t) ou de |§,(t)| convenablement normalisés. C’est sur ce résultat qu’est basé
notre test d’existence d’une rupture. Il est & remarquer ici que, comme on pouvait s’y attendre,

les deux situations K4 (0) =0 et K (0) > 0 conduisent & un traitement différent.

2.2 Test Strictement Local

Soit 7 €]0, 1]. Etant donné les observations (X1,Y1),...,(X,, Y,), nous souhaitons tester
I’hypothese nulle

HO: my (1) = m_(71),
I’hypothese alternative étant
Hi: my(7) # m_(7) (il y a un point de rupture en 7 dans la fonction de régression m(-)).

Nous introduisons la quantité 4(7) définie par:

§(r) =ty (1) — i (). (2.1)

Cette statistique est basée sur 'estimateur de la régression linéaire locale, ¥(7), du saut éventuel
de la fonction de régression au point 7. Clairement, sous 'hypothese nulle HO, la valeur de cette
statistique, a une normalisation pres, doit étre faible. Dans le cas contraire, sous H1, elle doit
étre d’autant plus grande que "amplitude de la discontinuité, v(7), est grande. Pour pouvoir
construire un test sur la base de cette statistique, nous établissons la loi asymptotique sous HO

de sa version normalisée \/nh,%(7). Nous rappelons tout d’abord quelques notations:
1) K= fEl e Ky (2)de, 1=0,1,2,
1) V2= [0 (K} —aK})’ K, 2 (2)de
iii) K_(z) = Ky(—2),
iv) My(z) = (K —aK K (z) et M(2) = My (z) — My(—2),

ot K4 (-) est une fonction a support [—1,0]. Nous supposons de plus que K4 (-) est normalisé

de telle sorte que |Kf Kj — (Ki")2| =1.
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2.2.1 Hypotheses

Bi. La fonction m(-) ainsi que ses dérivées premiere et seconde sont supposées cadlag en T

(continue a droite et limitée a gauche).
B2. o?(z) = Var(Y | X = z) est supposée continue en 7.
B3. La densité marginale de X, fx(-), est supposée continue et strictement positive en 7.

B4. (hy),>, est une suite réelle positive vérifiant: lim h, = 0, lim nh, = 4oo et

n——+oo n——+oo
lim nh3 =0.
n——+oo

2-|—5)

B5. On suppose qu’il existe un § > 0 tel que IE(J¢] < +o0.

2.2.2 Résultats asymptotiques

Le théoreme qui suit est une généralisation du théoreme de normalité asymptotique de §(7),
(cf le corollaire 1.2), au sens ou "amplitude de la rupture au point 7 est autorisée & dépendre

du nombre d’observations n. Nous supposons que pour tout n, la fonction de régression s’écrit :
mn(2) = e(@) + 7 (r) L gy (2),
ol ¢(-) est une fonction continue au point 7 qui ne dépend pas de n, et nous notons
Vn(T) = M4 (T) = 10 (7). (2.2)

Théoréme 2.1. Supposons que les hypothéses B1-BE soient vérifiées, alors:

Why (3 (7) — (1)) -5 N (0, (Q;ES) vﬁ)) . (2.3)

Preuve du théoréme 2.1.

L’estimateur du saut admet la décomposition suivante :

YulT) = Mg (T) = g - (7),
Ciwi (Dy X wi (T
Yl wi(r) X wi(r) ]
i wi (T)e(Xy) Y wi(T)e(Xi)
> Wi (1) 2 i wi (7)
N Y (N (M (X)X wf (1) (1) 0 (X5)
i w;l—(T) imwi (1)
Y wi(ne(Xiei Y wi(T)a(Xi)es
S wi (1) Yiwi(r)
= (O)+(D)+(B),

_I_
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d’ol

Fn(1) = IE[fn(r) | X, Xo] = (B).

Le comportement de (B) est indépendant de v, (7) et la démonstration de sa normalité asymp-
totique est une modification immédiate de celle du corollaire 1.2 (voir la démonstration dans le

chapitre 1). Il s’ensuit

why(B) -5 A (0, (Q;ZS) vﬁ)) . (2.4)

IE[§n(7) | X1,...,X,.]=(C)+ (D).

Nous avons

Compte tenu de la définition des w;t(r), il vient que pour tout 1 =1,...,n,

wi (M), (X)) = wi(r),

K3 K3

et
w; (1) 1y(X3) = 0,

K3

ce qui entraine:
Efu(r) | Xi,ooo s Xu] = 7a(7) = (O).

Or, d’apres I’étude de l'erreur quadratique moyenne de 4(7) faite au chapitre 1 (cf le théoréeme

1.1), nous avons

S wf(r)eX) T, e (r)e(X)
() >, Wi (r) Sw ()
ot () (XD —ep (7)) X0l (1) (elX) — e_(r)

doin w;"(r) iz wy (7) 7

= Op(h?).
Il en découle que, si nous supposons que nh> — 0, alors
. P

Pour finir, il suffit de combiner (2.4) et (2.5) et nous obtenons

nhy, (0(7) = (7)) =5 N (07 (Q;ES) Vﬁ)) '

Ce qui acheve la démonstration du théoreme. O

Sous I’hypothese nulle, HO, v(7) = 0, nous avons immédiatement :
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Corollaire 2.1. Supposons que les hypothéses du théoreme 2.1 soient satisfaites, alors sous

Uhypothese nulle HO

WA (T) 55 N (0, (Q;ES) vﬁ)) . (2.6)

Sous I’hypothese nulle HO, la loi limite de la statistique définie dans ( 2.1) dépend des quantités
fx(7) et (7) qui sont souvent, en pratique, inconnues. Pour que le test de rupture basé sur
cette statistique soit opérationnel, il faut avoir un résultat analogue a celui du corollaire 2.1 avec
fx(7) et ¢%(7) remplacées par leurs estimateurs. Comme estimateur consistant de fx(7), on

peut utiliser un estimateur a noyau de la fonction de densité:

fx(r) =

nh (7),

ot So(7) est définie par (1.1). Avec quelques modifications, I’estimateur proposé par Miiller et

Stadtmiiller [MS87] peut étre utilisé pour estimer o(7).

Corollaire 2.2. Soient fx (1) et 6%(t) deuz estimateurs consistants respectivement de fx (1)
et o%(r). L’ estimateur fX(T) est supposé positif. Supposons les conditions du corollaire 2.1

satisfaites. Sous Uhypothése nulle, HO, :

i D) e (0,2V2). (2.7)

Corollaire 2.3. Supposons les conditions du corollaire 2.2 satisfaites. Sous Uhypothése nulle,

HO, :

V Fx (7)An(7)
hm Pyo | v/ nhy, |W| > Uy | = e, (2.8)

avec u, est le a-quantile de la loi normale centrée réduite.

Nous considérons maintenant la puissance du test pour une suite d’alternatives locales. De
maniere précise, soit la suite de contre-hypotheses définies par

On

nhy,

Hi(n) : n(7) =

9

avec |6, | — oo. Le théoréme suivant montre que le test basé sur 4,,(7) a une puissance locale

asymptotique égale a 1.
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Théoréeme 2.2. Soient (8,) une suite réelle telle que |5,| — oo et \}% — 0, et (Hi(n)) la

suite des alternatives locales associées définies par v, (1) = \/% Pour tout uw > 0 :

lim Py |V 1hy —M’W > 1. (2.9)

U =

n—+400 \/§V+5-(7-) -

En particulier, pour toute suite d’alternatives ou v, (7) tend vers 0 moins vite que 1/y/nh,, la

puissance locale tend vers 1.

Preuve du théoréme 2.2.

Pour tout « > 0, notons

V2V, 6(T)

E; = nhy (5 (7) = (7)) < ——=u -0, |,
Ix(7)
et
B = | Gulr) = el > Y200
fx(7)
Nous avons alors
. Ix (7)4n(T) S
ngg{loo Pyy(n) nhy, W Sup = ngg{loo Pyi(n) [En n En] )
= 0,
d’ou
2¥(T)&n(7)

2.3 Test Local

Le test que nous avons construit au paragraphe précédent est défini en terme de la statistique
4n(7), estimateur du saut éventuel au point 7. Nous proposons maintenant un test basé sur la
valeur de la statistique 4,,(¢) dans un voisinage de 7. Le probléeme de test est identique a celui

du paragraphe précédent, a savoir: tester I’hypothese
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HO: my (1) = m_(1),
contre
Hi: my(7) # m_(7) (il y a un point de rupture en 7 dans la fonction de régression m(-)).

Nous introduisons le processus de variation locale Z, défini, pour z € [-M, M], M étant

une constante positive quelconque, par:
Z,(2) = V1hy (Mg (T4 hyz) — (7 4 hp2)) = /05 (7 + by 2). (2.10)
Dans certaines des énoncés de ce paragraphe B4 et B5 seront remplacés par B4’ et B5’ :
B4’ . (hn)nZl est une suite réelle positive vérifiant: lim h, = 0, lim nh, = 400 et

n——+oo n——+oo
lim nhd =0.
n——+oo n

B5’. On suppose que IE(|e[!) < 4oc0.
Nous supposons également 'une ou "autre des deux hypotheses ci-dessous vérifiée:
B6-1. K, () € C'[-1,0] avec K4(0) = K(-1) =0,

B6-2. K (-) € C[-1,0] avec K, (0)# 0 ou K. (—1) #0.

2.3.1 Résultats asymptotiques
Le résultat clé sur lequel est basé ce test, est le suivant :

Théoréme 2.3. Supposons que les hypothéses B1-B3, B4’ et B5’ soient satisfaites. Sous ’hypothése
nulle HO, (Z,,) converge faiblement vers un processus gaussien centré stationnaire (Z) avec pour

fonction de covariance :

Cov(Z(21), 2(22)) = ;X((Z)) (/M(ac +z - ZQ)M(ac)dac) . (2.11)

Preuve du théoréme 2.3.
La démonstration de la convergence faible du processus Z,, est décomposée en trois parties:
1) Démonstration de la convergence cylindrique du processus centré Z,,

Z, =2, — E[Z.X1,..., X.], (2.12)

vers un processus gaussien stationnaire centré de fonction de covariance définie par (2.11).
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2) Vérification du critere de tension pour le processus Z,,.

3) Démonstration, sous I’hypotheése HO, de la convergence en probabilité de IE[Z,| Xy, ..., X,]

vers zéro.

Les étapes 1 et 2 montrent la convergence faible du processus Z,, (cf Billingsley [BIL68]).

1. Convergence cylindrique. Pour montrer la convergence cylindrique du processus Z,, il
suffit (théoreme de Cramer-Wold) de montrer la convergence en distribution de toute combinai-
son linéaire de variables d’état du processus. Pour des raisons de simplicité, nous monterons ici
la convergence cylindrique seulement pour la dimension deux. La transposition a une dimen-
sion supérieure est immédiate. Une étape préliminaire a la démonstration de la convergence
eylindrique du processus Z,,, consiste & montrer qu’il est, & un facteur prés, asymptotiquement
équivalent & un processus Z,, qui s’écrit comme la somme des termes d’une ligne d’un tableau
triangulaire, ou tous les termes d’une méme ligne sont i.1i.d. C’est ce qu’énonce la proposition

suivante :

Proposition 2.1. Sous les hypothéses B1-B5, nous avons

Z.(:) = %En@)ﬂpu),
£ = o | M TR0 (x

Preuve de la proposition 2.1.

Remarquons d’abord que nous avons

Z.(2) = Z5(2) - E[ZX(2)| X1, ..., Xa]

et

ZE(2) = /nhyig (T + zhy,).

n
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D’ou

= _ o [z (T+h 2)o(Xiei  2imgwy (T + ha2)o(Xi)e;

Zal) = hn[ S wh(r 4 hyz) Yor w74 hyz) ]
e (St (ot has) = ] (o h)o(Xie
- h”( Sy wi (7 + hyz) )

— Jn doimg Wi (T + hez)o(Xi)e, S wH(r + hay) — w; (74 hy2)
h”( iy W (T4 hyz) )( Soimy W (T + ) )

= A,—- B, xC,. (2.13)

Le produit B, x (), est asymptotiquement négligeable par rapport a A4,, et A, se comporte
140p(1) 5
comme %Zn(z). En effet

w;"(r + hpz) —w (T4 hy2)

hnz — X;
= [SF(r+ hnz) = S5 (T4 hn2)] K+(T+h—z)
hpz — X;
— [ST(r 4 hnz) + ST (7 + hn2)] (7 + hnz — Xi)lﬂ(”h—z)
h hn _Xi
+ S5 (T+ hpz) [[{_'_(T—I_h—z) K (T‘I'h—z)]
hn hnz — X;
+ ST+ hp2) (7 + bz — X) [Ig’+(7‘|'h—z) e (”h—z)] _
Les numérateurs de (), et B,, s’écrivent donc
Do wi (74 hz) = wi (74 ho)
=1
= [S+(T—|—h Z)—S (T—I—h Z)] (-)I_(T—I—h Z)
= [ST(r+ b z>+S (T4 h2)] ST (7 + haz)
+ [S"‘(T—I—h z2) = S5 (T4 hy Z)]S (T4 hy2)
+ [ST(r+ha Z)+S (7 + hn2)] ST (7T 4 hy2) (2.14)

et

' (Wi (7 + hp2) — w7 (T + hy2))o(X))e;
= [S+(T—|—h z2) = S5 (t+ hy z)] +(T—|—h z)
— ST (T + hp2) + ST (T + he2)] & (7 + i 2)
(€5 (T + hnz) — &5 (T + hp2)] S5 (T + hy2)

_I_
+ [T+ h2) + & (7 4 ha2)] ST (T + hn2), (2.15)
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avec

() = Z(w—Xi)lKi(x;nXi)U(Xi)ei.

=1

La fin de la démonstration de la proposition est une conséquence immédiate des résultats énoncés

dans le lemme suivant :
Lemme 2.1. Sous les hypothéses B1-B5, nous avons:

a) Y0 wi(r + hyz) = 0?h f3 (D) (KF K — (KD 4 0,(1)),

Sy wf (T4hnz)—w (T+hnz) _
B STy wf (T +hnz) =or(1)

Y wE(rthnz)o(Xi)e: 1
c) y n wi(ﬂ'-l—hnz) - OP (x/nhn)’

=1 "¢

)

O S (W (thhnz)—w] (t4hnz))o(Xi)ei _ (140p(1) ,Zn(z)+0p(

1
A w?’ (74+hnz) - Vnhy fx(7) Mnhn) .

Pour démontrer ce lemme, nous devons controler le comportement des termes Sli(r + hpz)

et celui des différences S (1 + h,,2) — (—1)lSl_(T + h,z). Rappelons que
SE(T + hyz) = nhli fy (1) (KE 4 0,(1)). (2.16)

Le comportement des différences et celui des termes Eli(r + hy,z) est précisé dans le lemme

suivant.

Lemme 2.2. Sous les hypothéses B1-B5, nous avons
a) SH(r+hp2) — (=1)'S7 (7 4 hyz) = op(nhlih),
) EE(r 4 hyz) = Op (\/nh%l"'l).

Preuve du lemme 2.2.

a) Remarquant que Sli(r + h,z) s’écrit sous la forme )", ZZ»i1 avec

T+ hyz — X;

Zfl = (T4 hpz— X)'Ky( . ),

il vient :

B[S} (r+ hn2) = (=1)'S} (7 + hy)
= nhf{"l /xll(_|_(ac) [fx(T+ho(z—2)) = fx(T+ hy(z 4 2))]da,

=0 (nhfj’l) ,
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et
Var [sf(r +hoz) = (=1)'S7 (7 + hnz)}
< 2t / (¢' Ky (o) = 2 B_(@)) fx (7 4 (= — 2))d
=0 (nh21),
done
ST(r 4 hyz) = (~1)S7 (7 + hnz) = o (nhfjl) + Op (\/nh%l"'l) ,
— op (nhfjl) .
b) Comme
E[¢E(r+ ha2)] = 0,
et
Var [¢E (T4 hez)] < nh2H / e K2 (2)oX (T + ho (2 — 2)) fx (T + ho(z — 2))dz
=0 (nhilﬂ) ,
alors

€5(7 4+ hoz) = Op (\/nh%’“) .

Preuve du lemme 2.1.

a) Puisque 0wt (r 4 h,2) = SE(1 4 hp2)SE(T + hpz) — (SE(r + hnz))27 la partie a) du
lemme 2.1 peut étre déduite facilement de (2.16).

b) Les parties b) et ¢) du lemme 2.1 sont des conséquences immédiates de (2.14), (2.15), des

parties a) et b) du lemme 2.2 et de la partie a) du lemme 2.1.

En effet nous avons

S wF (r A haz) —wi (T hez) =[S hz) = S5 (74 he2)] ST+ hyz)

=1
— [Sf’(T + hpz)+ ST (T + hnz)] Si"(r + hpz)
+ [S{)"(T + hpz) — Sy (T + hnz)] Sy (T4 hy2)
+ [SF (T + huz) + ST (T + ho2)] ST (T + hy2),
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et
N wf (74 huz) = R R (KT KE — (K1) + 0,(1)),
=1

donc

i Wi (7 4 hyz) — wi (7 + hy2)
2o Z(T‘|‘hz)

=op(1).
c)
Z wE(r 4+ hp2)o(XDe; = SE(r+ho2)eE(r + hnz) — SE(r + ho2)eE (7 + iy 2),

= Op (u13) O (V).

).

S~

3
= Op (n5h

d’ol

Sy wi(r + he2)o(Xi)ei 1
Yy wE(r o+ haz) _OP( )
d)

3

(W (T + hp2) — w7 (T + hp2))o(Xi)e;
[SF (74 hn2) = S5 (T4 hn2)| &3 (T + hn2)

K3

— [STH(T+ hp2) + ST (T + hp2) & (T + hi2)
+ [&F (7 + huz) = & (T + hn2)] S (T + by 2)
+ [T+ hz) + & (T + hi2)] ST (T + b 2)
= op (nh?®) Op (\/m)
+ (&5 (T + hnz) = & (7 + haz)] nhiy fx () (K + 0p(1))
+ (&5 (7 4 ho2) + & (7 + hoz)] nhi fx (T) (KT + 0,(1)),
= nhy fx () (L4 0, (1)) [K5 (65 (7 + hu2) = & (7 + hn2))

+ I;L—l (& (7 + hnz) + &7 (7 + hnz))] +op (« /thZ) :

d’ol

Ly (74 o) i (T he)o(Xe  top(l) 5 (1
Sy wi (7 + ) = Vb T P(m)
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Il résulte des énoncés b) et c) du lemme 2.1 que le produit B,, x C, dans I’écriture (2.13) tend en
probabilité vers zéro, et, de la partie d) de ce méme lemme que A,, a le comportement annoncé.

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.1. O

Montrons maintenant la convergence cylindrique de (2) Pour cela considérons :

|0y (oM (PN (P o (X)),
azzn(zl) +—b2§n(22) = \/ﬁ7z_j§((7) ’

= Y a2 () + 02 ().

=1

Lemme 2.3. Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme 2.3, nous avons:

a) IE {aén(zl) + ijn(zQ)} =0,

b) Var [aZ(21) +bZu(22)]| = V2, (21 — 22) (1 +o(1)),

) XL E [laéf”><zl> + bz”’}”><z2>|2“] = O((nh) ™),

avec

o*(7)

Vi) = ) ( / [aM (z + 2) +bM(ac)]2dac) .

Le comportement de la covariance du processus (5n) se déduit immédiatement de la partie
b):

o*(7)

Clov (2n(z1), z”fn(zQ)) = 520 (/M(ac +o - ZQ)M(ac)dac) (1+0(1)).

Preuve du lemme 2.3.
Les £; sont des variables aléatoires centrées et indépendantes des X, alors il est facile de montrer
que:

a)

IE (aZ,(z1) +02,(22)| = 0.
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b)
Var {aén(zl) + bZ?n(zQ)}
1 T+ hyz — X T+ hpze — X 22 2
=——1IE M(——————— M(———M——— X
e (o (A= TR e
1
= 0 / (aM(z 4 21 — z2) + bM($>)20'2(T + hn(ze — @) fx (T + hp(z2 — 2))da,
X
() 2
= /[aM(x—l—zl — z2) + bM(z)]dz ) (14 o(1)),
fx(7)
= V(21 = 22)(1+o(1)).
c)
- 0, S(m) | *F0
STE a2 (1) + 03] (22)‘
=1
hpz =X hnza—X |20 245
nlE [‘QM(%) +bM(T+$)‘ o (X)) |ePF
R () (nh,) 2 |
=0 ((nhy) 71} .
Ceci acheve la démonstration du lemme 2.3 a

Comme conséquence du lemme précédent nous avons

SR [mz”’f”)(zl) n bz”’}”><z2>|2”]

= O((nh) ™) > 0.
(Var {aén(zl) + bzn(ZQ)D v -

D’apres le théoreme central limite de Liapounov nous pouvons conclure que:

aZy (1) +bZ,(z) = N (0,V2y(22 — 21)) -

Ceci établit la convergence cylindrique du processus Z,,.

2. Critére de Tension. Il est facile aussi d’établir que:

a) Sous I'hypothese B6-1, nous avons pour tout z; < zs,

D [(2n(z2) _ zn(zl))Q] < a(zs— 1) (2.17)
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b) Sous I’hypothese B6-2, nous avons pour tout z; < z < zg,

I [(2n(z2) - 2,9) (ala) - én(z))Q] < alz—2) (2.18)
En effet
a)
E[2,(2) - £,(20)]
= mﬂﬂ [(M(Hh}ﬁb#) — M(”’“]ﬁ&#))?a?mg] :
= 2y [ Mt 2 2] = Mt = ) (o2 = )

§/\/[M(ac—|—22—21)—M(x)]2dx,

< afz — 21)2.
b) Nous avons

E[(zn(zz) i Zn(g)f(gﬂ(ﬁ) i 2n(z))2] _ IE [(lemgn Ui‘/j) ] |

Sx(T)n*hs,

ol
0 U= (M) - M) ) (X
1) V, = (M(%) _ M(%)) o(X;)ei.

D’apres 'inégalité de Burkholder-Rosenthal, nous obtenons

~ B 2, . N 2 2IE Zl<i,j<n UiszZ
E[(zn(@) = 2.(2)) (Zu(21) - 20(2) ] < {fs*((_r);%? }
2nIE [UZVE] + 2n(n — 1)IE [UF] B [V2]
= Iy (T)n2h2 '
Or
i)
IE [Ulz] = h, / (M(z+ 2 —2) — M($>)20'2(T + ho(z— @) fx (T + hp(z — 2))da,
< arhgl|a - 2
< alhn|22 - Zl|'
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ii) Un calcul similaire conduit a

IE [V12] S Oélhn|2’2 — Z1.
iii) Si nous supposons que IE [84] < 00, alors

E [U12V12] = hn/(M(w + 29— 2) = M(2))*(M(x 4 2, — 2) — M(z))?
o (74 ho(z = 2)E [6*] fx (7 + ho(z — 2))da,

Oéghn(ZQ — 21)2.

IN

d'oi
E[(zn(zz) - 2n(z))2(2n(zl) - én(z))Q] < alzm— )

Enfin d’apres Billingsley [BIL68], les inégalités (2.17) et (2.18) impliquent que le processus Z,

est tendu.

3. Limite de IE[Z,,(2) | X1,...,X,]. Sous 'hypothese HO, nous avons:

E[Z,(z) | X41,...,X,] = E[2f(z |X1,...,Xn]—IE[Z;(Z)|X1,...,Xn],
[ z) | Xq,. .. ,Xn] — v/ nh,m(T + hnz))
(IE[ |X1,...,Xn] — nhnm(r—l—hnz)),
(IE [Z |X1,...,Xn] — nhnm+(r—|—hnz))
(IE |X1,...,Xn] — nhnm_(r—l—hnz)).
Or
+
E[ZX(2) | X1,...,X,] .
nhn
i wi(rthy Z)( (Xi) = mx(7 4 hn2))
Yoy wi (T4 hi2) 7
B SQi(T + hnz)MOi(T—l— hnz) — Sli(r + hnZ)Mli(T + hy,z)
N Szi(r—l—hnz)SS—L(T—l—hnz) - Sli(r—l—hnz)Sfc(T—l—hnz) '
ol
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Lemme 2.4. Sous Uhypothése nulle HO, nous avons

ME(T 4 hy2) = Op(nhl).
Preuve du lemme 2.4. Elle est en tous points semblable a celle du lemme 2.2. O

Appliquons maintenant le lemme 2.4 et I’égalité (2.16). Nous en déduisons alors,

E[ZE(2) | X1, X)) = Vohoma (r+ hyz) = Op (/_nhg)

Si nous supposons que nh> tend vers zéro, alors nous en déduisons que E[Z,(2) | X1,...,X,]

converge en probabilité vers zéro.

4. Conclusion. Sous ’hypotheése nulle, le processus Z, converge faiblement vers le processus

gaussien centré stationnaire Z avec pour fonction de covariance:

2
Cov(Z2(z1), 2(z)) = o*(7) (/M(yc + 2 - ZQ)M(x)dx) .
fx(7)
Ceci termine la démonstration du théoreme 2.3. a

Le résultat de Leadbetter & al[.L1LR83] que nous rappelons ci-dessous est fondamental pour

la construction de la statistique du test local que nous définissons plus loin.

Théoréme 2.4 (Leadbetter & al[LLR83]) Soit {((t);t > 0} un processus gaussien station-
naire standard (IE[((t)] = 0 et IE[C*(¢)] = 1) de fonction de covariance p(-). Supposons que :

C1. la fonction de corrélation, p(-), admette au voisinage de zéro (h — 0) un développement

limité de la forme suivante :
p(h) = 1= K" + (A", (2.19)
ou 0 < o <2,
C2. lorsque h — oo, nous ayons

p(h)log(h) — 0, (2.20)

alors, quand T — oo nous avons :



CHAPITRE 2. TESTS DE RUPTURE

106

a) IP |ar ( sup ((t) — bT) < x] — exp (—exp(—z))
te0,T]

b) IP |ar ( sup [C(¢)| — br
te0,T]

) < x] — exp (—2exp(—z)),

ou
(2.21)

ar = /2 log(T)v

el
Al/aHa2(2—a)/2a) : (222)

br = ar+ 2 [52 log(log(T)) + log(A/2HaZ2
avec H, une constante strictement positive, (Hy =1, Hy = ﬁ)

De maniere précise notons:
1) C(h) =Cov(Z(z+ h), Z(2)),

Lemme 2.5. Sous les conditions B1-B6, le processus Z vérifie les hypothéses C1 et C2.

Preuve du lemme 2.5.
Vérifions C1. Nous avons
(h) = J M(z+ h)M(z)dz
SN TP

Proposition 2.2. Sila fonction K. () est de classe C1[—1,0], alors

p(h) = 1= ei(Kp)lh| = e Kp)h 4 o(h?),

ou

el
c(Ky) = ML (=) M (=1) = 2ML"(0) M4 (0) + [ (M(l)(w))zdw.
J (M(2))*de
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Il est clair que [ M(z+ h)M(z)dz = [ M(z — h)M(2)dz. D’ol pour prouver la proposition
2.2, quitte a changer h en —h, on peut supposer h > 0.
Puisque nous cherchons un développement limité de p(-) au voisinage de zéro, on peut également

supposer que b < 1. [ M(x +y)M (z)dz se décompose comme suit :

—h 0
/M(x—l—h)M(w)dx = /_1 M_|_(ac—|—h)M+(ac)dx—/_h M_(z + h)My(z)d
1-h

+ M_(z +h)M_(z)dz .

I est facile de voir en faisant un changement de variable u = —x — h que
1-h —h
/ M_(z 4+ h)M_(z)dz = / M_(—2)M_(—2 — h)dz
0 ~1
—h
= / My (x+ h)My(2)dx .
~1

Comme K. (-) € C}[-1,0], alors My(-) € C}[—1,0] et M_(-) € C[0,1]. Par le théoréme de

Taylor, nous obtenons :

1)
—h
/_1 My(z + h)My (2)dx
= [ M )de - 5 (013 0) 4 23 (1)
- () - 3000+ [ () ) + o),
2)

/_h M_(2+ B)M, (2)de = hMZ(0) — h2M, (0)M,'(0) + o(h?).

Il en résulte que

/M(x + h)M (z)dz

= /_1 M?(z)dx — h (2M3(0) + MZ(-1))

= 2 (M M) - 2O 0+ [ (L @) e )+ o02)

-1
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ceci implique qu’au voisinage de zéro (h — 0), nous avons
2M?2(0) + M2 (—1
,O(h) - 1= |h| -I-( ) 2—I—( )
J (M () dx
o My (= 1) My (=1) = 2My ()M (0) + [ (MW () da
J (M (2))*dz

- h + o(h?).

Vérifions C2. La condition C2 est clairement réalisée puisque p(h) = 0 dés que |h| > 2.

D’ou le résultat énoncé dans le lemme 2.5. a

De maniere standard, nous en déduisons que le supremum de Z, convenablement normalisé

admet pour loi asymptotique une loi du type loi de Gumbel. De maniere précise notons:

i) Ry = sup Zn(2) ,

M e VOO)

. B 1Z.(2)]
ii) ,pm = sup ;
ce[-m,m] VEO)

1ii) ap = /2log(M),

iv) by = an + 74 | Slog(log(M)) + log(28)) |,

v) b3, =am + ﬁlog( C\j%f”)

Nous avons alors le résultat suivant et son corollaire immédiat :

Théoréme 2.5. Supposons les conditions du théoréme 2.3 satisfaites. Sous Uhypothése nulle

HO :
1) 5% B6-1 est vérifie, alors
a) lim  lim IP[am (R —bYy) < ] = exp(—exp(—=z)).

M —+oco n—++40c0

b) i lim IP o —bh ) <z = exp(=2exp(—z)).
)y lim  tim WP [a (o = bhy) < 2] = exp(~2exp(~2))

2) SiB6-2 est vérifiée, alors
li lim 1P o —0%) < z| = - —z)).
a) fim  lim [ans (Rym = 03y) < 2] = exp(— exp(—2))

. . 12 < — _ _
b) MgrﬂoongrfooIP[aM(y aM = b3) < 2] = exp(—2exp(—2)).
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Il est immédiat de montrer que lorsqu’on remplace C'(0) par un estimateur consistant dans

y n,M €t Ry ar, les résultats ci-dessus restent valables. Soit C’(O) un estimateur consistant de

C'(0). Notons

i) Roy= sup Z"A(Z),
M z€[-M,M] VC(0)

ii) 7An,M = sup ZnA(Z)
z€[-M,M] VC(0)

Corollaire 2.4. Supposons les conditions du théoréme 2.3 satisfaites. Sous Uhypothése nulle

HO :
1) S5iB6-1 est vérifiée, alors

a) lim lim IP {aM(f%mM - b)) < x} = exp(—exp(—2z)).

M —4o00 n—+oco

. . ~ _ 1 < — _ _
b) Mligll_oonll}r_l{looIP {LZM(7 am —by) < x} exp(—2exp(—z)).

2) SiB6-2 est vérifice, alors

a) lim lim IP {aM(]A%mM - b3, < x} = exp(—exp(—2z)).

M—+oco n—+co

. . ~ _ 2 < — _ _
b) Mligll_oonll}r_l{looIP {LZM(7 am —byy) < x} exp(—2exp(—z)).

Il est facile de montrer que les tests de ’hypothese d’absence de rupture, basés naturellement

sur les statistiques , ,, as ou ,AmM ont un comportement asymptotique satisfaisant. Ici également
on considere des alternatives locales de la forme:
On

Hi(n) () = <2,

avec [0, | — oo. Le théoreme suivant montre que les tests basés sur , ,ar ou , , a7 ont une

puissance locale asymptotique égale a 1.

Théoréme 2.6. Supposons B1-B5 et B6-1 ou B6-2 satisfaites. Sous la suite des alternatives

locales (H1(n)), nous avons pour tout u, pour tout M > 0 et pour tout i = 1,2, si |§,| = o0 :

a) ngr—lr—loo IPHl(n) [LZM(7 nM — b}w) > u] =1

b) lim IPHl(n) {QM(;n,M - b?%) > u} =1.

n——+oo
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Preuve du théoréme 2.6.

Pour tout u, pour tout M > 0 et pour tout : = 1,2 on note

+ nhy ) — - [ i\ 6,(7)
et

- nh, . N u i\ n(T)

Br = |y et = < (2 04 o

lim Py anr( =03 Sul < Tim Py |[BE 0B

n——+oo

O
Dans plusieurs cas pratiques, on connait a priori le signe de la rupture, si elle a eu lieu. Pour
tester ce type d’hypothese, un test unilatéral est mieux adapté. Dans le cas ou ce signe est

positif, les statistiques R, s et ]A%mM fournissent un moyen pour tester I’hypothese
HO: v(7) =0,

contre

Hi: y(7) > 0 (il y a un saut positif en 7 dans la fonction de régression m(-)).

Le théoréme suivant montre la consistance de ces tests.

Théoréme 2.7. Supposons B1-B5 et B6-1 ou B6-2 satisfaites. Sous la suite des alternatives

locales (H1(n)), nous avons pour tout u, pour tout M > 0 et pour tout i = 1,2, si §, — o0

a) lim Py, [aM(RmM - b}w) > u] =1.

n——+oo

b) lim IPHl(n) {QM(]%n,M — b?%) > u} =1.

n——+oo

2.4 Test Global

A partir des observations (X1,Y1),...,(X,,Y,), nous souhaitons tester I’hypothese nulle
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HO: Vit €]0, 1], my(t) = m_(t),

I’hypothese alternative étant

Hi: 3 7 €]0,1], m4 (1) # m_(7) (il y a un point de rupture dans la fonction de régression

m(-))-

Nous introduisons le processus &, (t) défini par:

§n(t)

- 1/2
- ﬁ(fﬁg) (i (1) — (1)), (2.23)

et nous posons:

V() = — (fX(t))m. (2.24)
V2V \o?(1)

Pour faciliter la lecture de cette partie du chapitre, nous allons présenter I'essentiel de notre

démarche et énoncer les résultats sans démonstration. L’énoncé précis des hypotheses ainsi que

les preuves seront donnés plus loin.

La fonction de régression m(-) est supposée n’avoir que des discontinuités de premiére espece,
et on peut donc considérer une version cadlag (voir hypotheése B7 plus loin). La principale
restriction par rapport a la situation du test local et a celle du test strictement local concerne
le bruit €. Nous sommes conduits a supposer que la distribution du bruit est suffisamment
concentrée (voir hypothéses B10-1 et B10-2). De plus le comportement de la taille de fenétre
h, est lié & celui de la queue de la distribution de €. Les conditions concernant ¢ sont a fortiori
satisfaites dans le cas borné; elles le sont aussi dans le cas gaussien. Elles sont destinées a
nous permettre d’utiliser un résultat de Johnston [JOH82] montrant que le processus (,(t),
approximation de &, (t), que nous définissons de maniere précise ci-dessous peut étre approché
par un processus gaussien G, (t) obtenu par lissage du processus de Wiener bilatéral. Comme
la fonction de covariance de ce processus satisfait les hypotheses du théoreme de Leadbetter et
al. (conditions C1 et C2 du du théoréme 2.4), nous obtenons la convergence du supremum de
&n(t) ou de |&,(t)| vers des lois de Gumbel.

Nous commengons par décomposer &,(t) en somme de sa moyenne F,(t) et de la partie

aléatoire centrée B, (1) :

&n(t) = En(t) + Ba(t),
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E1) = BX()-Eo(),
o S (X)X a (m(X)
= v W“)[ T or ) S o () ]
et

Bu(t) = Bf(t)— B, (1),

= Vb V(1) [E?lw (o (Xdei  Yi, fv;(t)a(X»a}

iy (1) i=1 @y (1)

Les quantités w;(t) sont définies comme suit :

Posons également

My(-) = n}lbnMj:(%
et
Calt) = ¢ (1) — ¢ (1),

+ _
Cn (t) - \/_le+\/W ZMi

Vb V() 5~ o 1= X
TR0 ;Mi( R, Jo(Xi)e:,

Le lemme suivant montre que &, (f) peut étre approché par (, ()

Lemme 2.6. Sous les hypothéses BT-B12 et pour tout h, = n~% avec 1/5 < 6 < 1/3, alors il

existe ¢1 > 0 et co > 0 telles que :

a) IP [sup |B,.(t) — Ca(t)] > cl(nhi)1/4] < exp(—cznhi).
tefo,1]

b) Pyo [sup |En ()] > cl(nhi)l/zl < exp(—conhl).
tefo,1]

La démonstration de ce résultat est donnée plus loin.

On peut maintenant écrire sous I’hypothese d’absence de discontinuités (HO):
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sup (&, ()] = sup [¢a ()]

Pyo |ay,
tef0,1] tef0,1]

> QClan(nhi)1/4] ,

< Pyo |an sup |€.(t) = Cu(t)] > zclan(nhi)l/“] ,
tefo,1]

9

< Pyo |an | sup |Bn(t) — Ca(t)| + sup |En()] ]| > 2¢1a, (nh3)"*
te[0,1] te[0,1]

< Pro |an sup |Ba(t) = Co(t)] > cran(nh®)*
tefo,1]

< 2exp(—conhl).

+ Pro [an sup |En(t)] > cran (nh)*]
tefo,1]

Il s’ensuit alors

lim IP|a, | sup &.(t)—0b, ) <z| = lim IP |a,| sup (. (t)—0b,] <z|.
n—too [ (te[o,l] ) ) ] n—tco [ (te[m] )

Comme il a été dit plus haut le processus (,(t) peut étre approché par le processus G, (t) =

L/4/2VEh, | M(t}?—nx) dW (z) ou W est le processus de Wiener bilatéral, au sens suivant

sup [Ga(t) = Ga(t)] = op ((logn)™/?) .

tefo,1]

Il vient alors:

lim P |a, | sup (. (t) —b, ) <z| = lim IP|a,| sup G,.(t) —0b, | <=z|.
n—too [ (te[o,l] ® ) ] 700 [ (te[m] () ) ]

On vérifie facilement par changement de variable que
1
LAsupG,L(t)} =L sup —/Mt—x dW (x
{ (1)} {te[wﬂ] NI (t — ) dW(z)

ol T,, = 1/h,,. Le processus [ M(t — z) dW (z) est un processus gaussien centré de fonction de
covariance définie par

C(h) = /M(ac—l—h)M(x) dx
dont on a vu plus haut qu’elle satisfait les conditions du théoreme 2.4. Avec la normalisation

habituelle sup G, (¢) est donc asymptotiquement de loi de Gumbel. Nous avons donné les grandes

lignes de la démonstration du résultat suivant:

Théoréme 2.8. Notons

a, = —2log(hy), (2.25)
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1) 8i K4 (=1) # 0 ou K4 (0) # 0,

b, =a,+ i {log (q%”) + £ log (log (ﬁ))} , (2.26)

2) Si K4(~1) = K4(0) =0,
by = a,+ L log (%) , (2.27)

ou

2M2(0) + M2 (1)
() = +f Mz(u)(—il—u

et
J (M (w)*du
2 [ M?(u)du
)

e (Ky) =

Supposons les conditions BT-B12 satisfaites et h, = n~° avec % <d< % Sous Uhypothése nulle

HO :

a) lim 1P |a, (sup &n(t) — bn) < x] = exp(—exp(—z)).

n—+oo te[o,l]

n—+4oco te[o,l]

b) lim P |a, (sup 1€ ()] — bn) < x] = exp(—2exp(—z)).

Les arguments précédant ’énoncé seront développés plus loin de maniere plus précise.
Il est facile de montrer que le test global de I’hypothese d’absence de rupture, basé sur le
théoreme 2.8 a un comportement asymptotique satisfaisant. Ici également on considere des

alternatives locales de la forme:

1
Hi(n) @ yu(1) = ——=,
nhy,
avec 15"1 ) — 00. Le théoreme suivant montre que le test global, lui aussi, a une puissance
og(n

locale asymptotique égale & 1.

Théoréme 2.9. Supposons les hypothéses B1-B5 satisfaites. Soient (a,) et (b,) les suites

définies au théoréme 2.8.

1) Si —22— — 400, sous la suite d’alternatives locales Hi(n), nous avons pour tout u > 0

4/log(n)

lim Py, [an (sup & (1) — bn) > u] = 1. (2.28)

n—+4oco tE[O,l]
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2) Si {57"1) — 00, sous la suite d’alternatives locales H1(n), nous avons pour tout u > 0
og(n
lim IPyiy |an | sup [E.(8)] =0, | > u| = 1. 2.29
Jim P [ (te[m” gl ) ] (2.20)
Hypotheses

B7. La fonction m(-) ainsi que ses dérivées premiere et seconde sont supposées cadlag sur

[0, 1].

B8. fx(-): la densité marginale de X est supposée lipschitzienne et strictement positive sur

[0, 1].
B9. o?(-) est supposée bornée sur l'intervalle [0, 1].
B10-1. 3 ' > 0 tel que |E [|e|’“} < CF 2k k=34, ...
B10-2. Il existe une suite (o), tel que

1) «, — +oo,
2) E||e*1(je] > a)| = O(1/n).
Bi1. Soit (hy),~; une suite réelle positive vérifiant :
1) lim h,=0¢et lim nh, = +oo,
n——+oo n——+oo

2) oenhgl/zn_l/gi(log n)? = 0.

B12. K4 (-) est une fonction dérivable & support sur [—1,0].

Remarque 2.1.

1) Silese sont bornés, pour toute suite («,,) qui tend vers linfini, les conditions B10-1 et B10-2

sont vérifiées.

2) Sie~> N(0,1) et en choisissant a,, = n” (B > 0, 3 proche de zéro), les conditions B10-1 et

B10-2 sont vérifices.

3) Si oenhgl/zn_l/G(log n)? = 0 alors nh, — oc.
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On peut écrire

Eu) = EHt) - E(0),
o et m(X) S (m(X)
= Vv STyt () i () |
et

Bu(t) = Bf(t)— B, (1),

Yo ol (o (Xy)es YL, W] (Do (Xy)e;
iV | SLarn Y a0 |

Les quantités w;(t) sont définies comme suit :

Posons également

My(-) = nin +(),
et
Calt) = ¢ (1) — ¢ (1),

szt(t) = \/_V]X_I_\/W ZM:I: (X )€i7

VRV () s - X
= T 2B

alors nous avons le lemme suivant

Lemme 2.7. Sous les hypothéses BT-B12 et pour tout h, = n~% avec 1/5 < 6 < 1/3, alors il

existe ¢1 > 0 et co > 0 telles que :

a) IP [sup |B,.(t) — Ca(t)] > cl(nhi)lﬂl < exp(—canhl).
tefo,1]

b) Pyo [sup |En ()] > cl(nhi)l/zl < exp(—cznhi).
tefo,1]
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Preuve du lemme 2.7.

a) D’apres I'inégalité triangulaire, nous avons

sup |Bu(t) = Ga(t)] < sup |BF(t) = (7 ()] + sup |B; (1) = ¢ (1)].
t€[0,1] t€[0,1] t€[0,1]

D’autre part
BE(t) = G (1)

(nh)' "V ()
Ix(t)

Nous en déduisons, qu’il existe a1, as > 0 telles que

sup | By (1) = G (¢))]
tefo,1]

n ~ _Xi

> (@Et(t) SO AL W )) o(Xi)es

)(Su —1 )
i=1 t€0p1|22 lw ()|
)(Su —1 )

teop1|zz 1 W; ()| 7

tefo,1]

< ay ( sup v/ nh,

e X;
D M —)o(Xi)ei
=1 n

+ az | sup (nhn)1/4
tefo,1]

n

X (sup (nh) > " wEE) - fR (1)

tef0,1] =1
< max(ay,az)A X (B+C x D),

ol
i) A= sup —1
oo 12 TR
ii) B =+/nh, (sup ‘ZZ 1 (wZ (t) — fX() (;f’)) O'(XZ')&'),
tef0,1

2o (Xo)ei

wop [, 1145
tEOl

iii) C' = (nh, )1/4(

iv) D= (nhn)1/4 ( sup ‘2?21 w;t(t) - f)z((t)‘)

tefo,1]

Nous avons

—_

inf fx()— sup |Z?:1ﬁ)§t(t)—f§((t)|

tE[O 1 tE[O,l]
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En posant

<P Az% +IP[B+CxD>a?],
0
<P A>3- + 1P B>96—2 + 1P C><D>96—2
PR i)
<plas 2] —|—IP[B> $2]+IP[C> |x|]—|—IP[D> |x|]
LT R T2 T V2 T V2
Comme si |z] < 1, alors 22 < |2] nous pouvons donc écrire
2
IPIAX(B+CxD)> Sz
Jo
9 2 2 2
gIP[A>—2]—|—IP[B2$—]—|—IP[CZ$—]—|—IP[DZ$—],
2 2 2 2
or
2 1 2
plaz2] < w S
0 0
inf f2(t) — sup mowE(t 2(t
I t€[0,1] X( ) te[071]|22_1 7 ( ) X( )|
< | sup 1S aE0 - o)z 2
tefo,1] =1 2
La majoration de ces quatre termes est assurée par le lemme 2.8.
b) Sous ’hypothese nulle, nous avons
sup |E,(0)] < sup |EF(t) — /nh,V(t (t)| + sup |F, () — /nh,V(t

t€[0,1] tef0,1] t€[0,1]
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ou Sli() = ﬁsf() (idem pour Nli() et éli())

Il en résulte que
sup |EE(t) — /nh, V(¢
tefo,1]
<2 sup V(t)y/nh, max sup ‘Ri ‘
t€]0,1] =01 ¢¢[0,1]

max sup ‘Si —Kifx( )‘—I—max sup ‘Kifx( )‘
=12 ¢¢(0,1] 1.2 ¢e0,1]

9

inf7 f3(t) — sup ‘Z?:lw (t) — f%(1)]

max sup ‘Si —I(ifX()‘—l—oeg
- I=1,2 4e[0,1]
]‘Rl (t)‘

as = sup \ZZ L0 (1) = [ (0)]

tefo

< apy/nhy, max sup
I=0,14¢l0,1

ou

i) oy =2 sup V (1),
tefo,1]

ii) @y = max sup ‘K fx(t )‘
I=1.2¢¢0,1]

iii) as telﬂJ,l]fX( )
Posons

max sup ‘Si —I(ifX()‘—l—oeg
= 127,‘601

An:al

@~ sup \ZZ L0 (1) = S ()]

te[0,1
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alors
IPyo | sup ‘Ei — v/ nh,V(t ‘ > 05(nh5)1/2
t€[0,1]
< IPyo |A, | max sup ‘Ri ‘ 20511721 ,
1=0,1 t¢[0,1)
2
<Py [ A, [ max sup [RE@)) > esh? s 4, < =2
l 0175601 043
2
+ Pyo [A, | max sup ‘Ri ‘ 205h721 A, > e ,
l 0175601 043
2
< Pyo [max sup ‘Ri ‘ > 456 h + Pyo [An > 041042] .
1=0,1 1¢[01] 20109 " as
Or
2
Pyo [An > alaz]
a3
j: + ") - -+ 2 3
<IP |{max sup ‘S ) — K fx(t )‘ — |+ 1P| sup wr(t) — fx ()] > —|,
I=1.2¢¢0,1] 2 t€[0,1] (3= 4

< exp(—canhy,).

Ceci implique qu’il existe ¢; > 0 et ¢ > 0 telles que

Py, [sup B, (8)] > e1(nh3)"?
te[0,1]

| < cspt-comit.

Lemme 2.8. Sous les mémes hypothéses que celles du lemme 2.7, il exviste cs, cq > 0 telles que

(nhn)/?* sup |0 (@E () = fx (00

tef0,1]

a) IP

(525 o(X0)e

b) IP | sup ‘Z?:l My (52490 (X)e| > esha | < exp(—canhd).
| t€[0,1] "
&) P | sup ‘22 CaE(t) - (KEKE - (K)?) f)z((t)‘ > eshy,

tEOl

Preuve du lemme 2.8.

> 03(nh751)1/4] < exp(—canhy).

| < csnt-comy.
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a)

() sup |5 (0 - fx 0305 ) o0

tE[Ovl] 1=

9

n

9

= (nhn)1/2 sup
tef0,1] |5

@E(t)o(Xi)ei — KEfx (OEE () + KE fx (DEE()

< (nhy, )1/2 (sup ‘Si —Kifx( )D (sup ‘EO D
tel0,1 te[0,1

+ (sup ‘Si KlifX(t)D (sup ‘El D,
tel0,1 te[0,1

< Q(nhn)1/2 (max sup ‘Si ~ KEfx(t )D (max sup ‘El D .

=12 4¢[0,1] 0,1 ¢¢(0,1]

Lemme 2.9. Soient X etY deux variables aléatoires. Supposons qu’il existe 0 < a <1 eth >0

telles que nous ayons:
1) IP[|X]|>a] <0,
2) P[|Y|>a] <0,
alors,

PIXY]>d] < 2

Preuve du lemme 2.9.

Nous avons

P[XY|>da = P[XY|>an|X|>1]+P[XY]>an|X|< 1],

IN

PIX]> 1+ P[Y] > a],
2b.

IN

Pour terminer la démonstration du lemme 2.8, nous nous basons sur le lemme 2.9 en posant :

i) X = Q(nhn)1/4 (max sup |SE(t) — KlifX(t)|)7

1=1,24¢l0,1]

ii) Y = (nh,) "4 (max sup § ()I)7

I=0.1¢¢0,1]

iii) a= 05(nhi)1/4,
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iv) b= exp(—crnhd),

et en utilisanta) et b) du lemme 2.10 démontré ci-dessous. Nous en déduisons donc qu’il existe

c3 > 0 et cs > 0 telles que

v | Vi Y (s

te]0,1

< exp(—cinhd).

b)

n

sup
t€[0,1]

=1

- t—X;
Fx (O Mg (— )) o (Xi)ei 203(nhi)1/4]
< K3 | sup |65 |+ K| sup I€F],
te[0,1] t€[0,1]

IN

¢s | max sup ‘Ei‘
I=0.14¢0,1]

or d’apres le e) du lemme 2.10 ci-dessous nous avons

P max sup
1=0,1 ¢g0,1)

‘fl ‘>C5hn] < exp(—ecrnh?),

ceci termine la démonstration de la deuxieme partie du lemme 2.8.

c) En écrivant

3

= Sy (t)Sy(t) —
:(Sf(t)—lﬁifx()) S
+ (S5 - K5 7x ()

— (KfKE - (KT

K& fx(t

) F2(1)

SE)SE(t) —

(KEKE — (KE)") 13 (1),

0~ K 1x0) = (550 - KE7x )

)+ (SE0) - K3 fx (1) KEFx (0

- 2K fx (0 (SE) - K fx <t>).
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Nous en déduisons

Zw — (KFKF - (K (1)

sup
t€[0,1]

< (Sup ‘Si —Kifx()‘) (Sup ‘Si _KifX()‘) + sup (Sf':(t)—l(f':fx(t))Q
tefo,1 tefo,1 te[0,1]

+ ( sup ‘Si - KifX( )D ( sup |K(;_L|fX(t))
te[0,1] tef0,1]

+ (sup ‘Si - KifX( )D (SUP |K§E|fX(t))
telo,1 t€[0,1]

+ 2(sup |Kli|fx(t)) (sup ‘Si —KifX()D
t€[0,1] tefo,1

< SE) - K ‘
< (lr%%bl)v(ztzuopl ‘ fx(t)

2 max sup ‘Si —Kifx()‘—l—él max sup ‘Kifx()‘ .
1=0,1,2 4¢[0,1] =0,1,2¢¢(0,1]

Utilisant a nouveau le lemme 2.10, on voit qu’il existe ¢3 > 0 et ¢4 > 0 tels que

P | sup | @F(t) — (KEKE — (KF)*)f3 (1) > cshn| < exp(—canh?).
tef0,1] |52
Ceci acheve la démonstration du lemme 2.8. a

Rappelons que

£ SE() = e D (- X' K (55,

ii) fl () hl+1 ZZ 1( )lKi(t )U(Xi)5i7

111) RE() = b Y (t = X0 K (525 [m(X0) = ma(t) = (X; = yml 1),

Lemme 2.10. Supposons que les hypotheéses BT-B12 soient satisfaites, alors il existe c5 > 0 et

=)

cg > 0 telles que pour h, = n™° avec 1/5 < & < 1/3 nous avons

a) I | sup [SE(t) - KFfx(1)] > h] < exp(—cgnh?).
_te[o,l]

b) IP | sup |§li(t)| > C5hn] < exp(—cenhl).
_te[o,l]
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c) Py | sup |]%li(t)| > csh?| < exp(—cnhy,).
t€[0,1]
Nous en déduisons que si les hypotheses BT-B12 soient satisfaites, alors il existe c5 > 0 et cg > 0

§

telles que pour h, = n=° avec 1/5 < § < 1/3 nous avons pour tout entier L fixé

d) IP | max sup ISE(@) — KEfx(t)] > eshn | < exp(—cenh?).

P > esh, | < —cgnh?).
e) [Org&)itzl[lopl]wl ()] > es ] < exp(—cgnh?)

REM)] > esh?| < - ,
£) IPyo [Oféllég%;l[lo%)l”l%l ()] > eshs | < exp(—cenhy)

Avant de donner la preuve de ce lemme, nous rappelons I’énoncé de I’'inégalité de Bernstein

pour préciser la version que nous utilisons.

Lemme 2.11 (Inégalité de Bernstein) Soient &, ... ,&, des variables aléatoires réelles in-

dépendantes définies sur Uespace probabilisé (2, A, P).

1) SVl existe C' > 0 tel que pour tout k > 3 et pour tout 1 < i < n, nous avons IK {|€Z - 1E (&) |k <
C*=2kWar(&;), alors pour tout & > 0 et v > 23" Var(&) nous avons

[IZ&— (&) |>ac] <2exp( (Uiizx))

2) Sl existe C' > 0 tel que pour tout 1 < i < n, nous avons IP[|&;| < O = 1, alors, pour tout
r>0etv>>" Var(&), nous avons

2

[IZ& §Z|>x]<2exp( m)

Preuve du lemme 2.10.

a) Cherchons des majorants de ﬁ(t X)) Ke(5 ) et Var(SE(t)) permettant d’appliquer

n

I'inégalité de Bernstein :

1)
1 . t— X 3?]1
t— X)K
(= X0 K (=) < 5
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2)

Var(SE(t)) < /leKi(w)fX (t — hpa)dz,

nn
V2

< .
- 2nh,

d’apres l'inégalité de Bernstein (la deuxiéme partie du lemme), nous avons donc

. ~ 2
0 _ + > < _ et
P (IS (1) ~ B(SF(0)] > 2] < 2exp(— =),

or
E(S(1)) = /lei(ac)fX(t— hoa)da.
Sachant que fx(-) est lipschitzienne ( hypothése B8), nous en déduisons que
BEO) - KEx 0] < [ 1o Ka@llfx(t = ho) - Fr (0],
S Ughn.
D’ou, comme application de I'inégalité triangulaire, nous avons

SEW) — KEL O] < ISE() — BSEO)] + [BSE() - KEfx ()]
< ISE(D) — B(SE ()] 4 vsh.

o~

il en résulte que pour tout = > wsh, nous avons,

2
P (150~ KE £x (0] > o] < 2exp (_ b (o = vshy) )

vg 4 v1 (@ — vshy,)

§

En choisissant @ = v4h, > vsh, et h, = n7° avec 0 < § < 1/3, I'inégalité précédente devient,

pour tout ¢ fixé,

: h3 (vg — v3)°
P [[SE(t) — KEfx ()] > vahn| < 2 —
[S7(t) = K fx ()] = v = eXp( vy + v (vg —v3)hy, |

< exp(—usnhy).

Nous avons

[1/h3]

[07 1] C U [(k - 1)h27 khi]v
k=1

ou [z] désigne la partie entiére supérieure de z.
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Pour t € [(k — 1)h3, kh3], nous avons

[SFE(t) = K Fx () = S (khD) + K7 fx (k)|
< KENfx(t) = fx (h3)| + |SFE(t) = S (kR3)],

N 3 N 3
=X - —X; khy, — X1 - khy, —X;
(529) rew (155 - (52 e (4520)

nhy,

n
=1

S U6|t — khi| +

9

[t — kh2]|

< vglt — kR34 vy PR

S Ughn.

Pour obtenir cette majoration, nous avons utilisé le fait que K4 (-) et fx(-) sont lipschitziennes

(B8 et B12).
D’ou

SEM) — KEfv(t)] < SERR3) — K fx (kh3 h,
tzl[lo%” () le()|_1§kr£fL1§h§LJ| i (khy) i Ix (k)| + vshy,

et par conséquent

P [ sup |Sli(t) — KlifX (t)] > v5hn]
tefo,1]

=P [13%1?1%%] |57 (kR3) — K fx (RR3)| > (s — vg)hn] ,
el
< 7 P [ISFE(RD) = KE fx (BR2)| > (05— vs)h]

=1

1
< h—3exp(—vgnhi)7

< exp(—%nhi)7

donc il existe ¢5 > 0 et cg > 0 telles que

IP | sup |§li(t) - KlifX(t)| > eshy,| < exp(—cGnhi).
tefo,1]

b) Nous avons:
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|

= (nhy)F
1

1)

nhl+1 (t—XZ') Ki( I

=

)

Uk(Xi)l&'lk]

/|xllﬁi )| o (t — ah, ) Ele| fx (t — ahy)de

IN

A

nhy,)
1

IN

hn”10E|5| )

—~

IN

e —h, v CF 2R
Uk—z

(nhn)k—Q

IN

K,

2)

Var(éli (t)) lel(i(x)az(t — ahy,) fx(t — hya)de,

IN

nhy,
1/2?]12
nh,,

<

d’apres l'inégalité de Bernstein (la premiere partie du lemme) nous avons donc

r nh, x>
P “5; )] = 96} < 2exp (—m) :

En utilisant de nouveau le fait que

[1/h3]
[07 1] C U [(k - 1)h27 khi]v

k=1
nous avons alors pour ¢ € [(k — 1)h3, kh2],

€ (1) —fzi(khB)l

é t—Xz 1 t— X, kh® — Xi ’K kh® — X,
=\ T, i T\

o (Xy)|=i

nhy,

<y

kh3
< U13 | Z|
Zi:l |€Z|
n

9

< wishy

9

donc

clo max 3 3 + Z?_—l |5z|
kh hn77
tef 1]| : ()| 1<k<[1/R3] |€l ( n)| U13 n
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et par conséquent

. [sup &) > ]

tefo,1]

<P [ max |§li(khi)| + 1}13hni:71|€i| > w] ,
n

1<k<[1/h3]
<P | e ()] + v, Z=LE s B o
V<h<[1/R2] n n
+ P [ max |EE(kR2)| + 1}13hnM > Lz I > 21E|€|] )
V<h<[1/R2] n n

: iy (& = Ele
<P [ max |EE(kRZ)| > @ — 2v13[E|5|hn] TP [Zml (leil = Bled)) IE|5|] .
1<h< 1703 n

Puisque

Blle| - Bt < 2" [Blel* + (Ble)]

< 2FIEfe|F.

Alors d’apres I'inégalité de Bernstein appliquée aux £; nous avons
n
> leil = e

iy lgil — Ele
IP|: =1 |€| |€| >IE|€|:| IP[
n
=1

< exp(—vian).

IN

> nIE|€|] )

En posant = vi5h,, < (2v13lE|¢|) hy,, nous obtenons ainsi

P [SUP |§1i(t)| > U15hn]
tefo,1]

; iy lei] = Bl
<P [ max |EE(kR?)| > (v15 — 2v13[E|5|)hn] TP [Zml il =Bl | gy
1R 1/R] n

[1/5]
<7 P[IGEHR] > (v1s = 20 Ble]) | + exp(—vian),

=1
< exp(—cgnh?),

donc il existe ¢5 > 0 et cg > 0 telles que

P [sup |§li(t)| > C5hn] < exp(—c6nhi).
tefo,1]

c) Nous avons
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1)
X;)! X; sk
|(tn gj—l) kI :t(t . ) { (Xz) - mi(t) — (Xz _t)mgtl)(t)} | < 1]21n 7
2)
Var(S£(1) < ——l/xﬂKQW)%Wt—wh)——m @y+xh”JD@ﬂ2f(t—h;mdx
l nhn = " + ntii4 X n )
Uzh%

- 2n
Appliquons 'inégalité de Bernstein (la deuxieme partie du lemme), nous avons donc

2
Lot > ] < I L
P ||RF0) ~ B O)] > ] < 200 (-~ ot ).

Or Nous avons
E(RE(1) = /lei(x) (t = why) = m(t) + whom (0)] fx(t - how)da,
donc sous ’hypothese nulle

E(RED)] < vsh?.

n
Comme

| (1) | R (1) = IB(RE ()] + [B(RE ()],
< RE(D) = B(RE ()] + vsh?.

IN

Il en résulte que pour tout x > v3h? nous avons

P “éi(tﬂ > x} <2exp| — n(@ USh%)Z
! - - P voh? + vih, (@ — v3h2)

§

Si on prend x = v4h? > vsh? et h, = n™° avec 0 < § < 1/3, alors pour tout ¢ fixé nous avons

P{|Bi(t)|>vh2} < 2exp | — nhn (01 = v3)”
! =] = P vy +v1(vg —vs) )’

< eXp(_UE)nhn)'

En outre

[1/k3]

0,17¢ | [(k=1)h3, kh3)]
k=1
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ou [z] désigne la partie entiére supérieure de z.

Pour t € [(k — 1)h2, kh3], nous avons
RE(t) = Bif (kb))

_ n/lzn XZ; (t ‘hnX")lKi (t ;MX) [m(X0) = ma(t) - (X; — w0

1 s (kRS = X\ (kR - X,
- o () e (B ) [ — ety - 3 -
=1

1=

m(Xi) = mae(kh3) — (X — kh3)m{) (kh?)

m(X;) = me () = (X; = ym) (1)
[ (1) = ma(kh2)] + (X = 1) |mD (@) =m0 (k2
(kb5 = ym (k).

d’ol

1l &= xi ’K L= X\ (kR - Xi ’K kh® — X;
 nhy £ B =\ h, B = B,
% [mX0) = me(t) = (Xi = ym(0)| + 0h2),
= O(hi),
donc

Dt HE (1.3 2
sup |R;°(t)| < max |Rj(kh;)|+ vsh;,,
te[m]I rOls | _max BRG]+ vs

et par suite

IN

P [sup |]%li(t)| > v5h721]

P [ max |RE(kRD)| > (vs — vg)hi] ,
tefo,1]

L<k<[1/A3)

VAN
S0P [|RERRD] > (05— ve)h2]

=1

IN

IN

h—3exp(—vgnhn)7

exp(—cgnhy,),

IN
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d’ou le résultat : il existe c5 > 0 et cg > 0 telles que

IP | sup |]%li(t)| > cshy,| < exp(—cenhy).
tefo,1]

d) Les démonstrations des parties d), e) et £) sont de simples déductions des parties a), b) et
c). On fournit ici seulement la démonstration de la partie d), les autres sont similaires en tous

points a celle-ci.

L
IP | max sup Sit—Kith > csh,| < IP | sup Sit—Kith > cshy |,
OSISLtE[O,1]| : ( ) : ( )| ’ ; t€[0,1]| ! ( ) 2 ( )| °
< (L + 1) exp(—cgnh?),
< exp(—emhy).

Preuve du théoréme 2.8.
La démonstration du théoreme 2.8 est fondée principalement sur le résultat établi par Johnston
[Jou82](cf aussi Bickel et Rosenblatt [BR73]) pour la loi limite de la déviation maximale de

Pestimateur de Nadaraya-Watson de la fonction de régression.

sup (&, ()] = sup [¢a ()]

Pyo |ay,
tef0,1] tef0,1]

> QClan(nhi)1/4] ,

< Pyo |an sup |€a(t) = Cult)] > zclan(nhi)l/“] :
tefo,1]

1/4
1

< IF.HO an ( sup |Bn(t) - Cn(t)| + sup |En(t)|) > QClan(nhi)
t€[0,1] te[0,1]

< Pro |an sup |Ba(t) = Co(t)] > cran(nh®)*

| tefo,1]
< 2exp(—cynh?).

tefo,1]

+ Pyo [an sup |E.(t)] > clan(nhi)IMI ,

Lemme 2.12 (Konakov & Piterbarg [PK84]) Soient X etY deux variables aléatoires réelles

telles qu’il existe ¢4 > 0 et €3 > 0 pour lesquels nous avons:
IPIIX - Y] > e] < e,
alors pour tout x

PlY <z-¢]-6<IPX <z]<IP[Y <z+4¢]+ 6.
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Posons:
1) €pp = QClan(nhi)l/4 — 0,
ii) €n2 = 2exp(—canhl) — 0.

D’apres le lemme 2.12 nous avons donc pour tout x

Pyo |an sup |€n| - bn <z > IPyo |an sup |Cn| —bn <z- €n, 1| — €n,2;
i t€[0,1] | i t€[0,1] i

et

Pyo |ay, sup |€n| - bn <z < Pyo |an sup |Cn| - bn <z+ €n,1 + €n,2-
i te[0,1] | | t€[0,1] i

Pour la méme raison nous obtenons également

Pyo |a, | sup & —b, ) < > IPyo |ay | sup ¢, —bn )| <a— €n,1| — €n,2,
tef0,1] tef0,1]

IPHO Uy, sup gn - bn S T S IPHO Uy, sup Cn - bn S x+ €n,1
t€[0,1] t€[0,1]

Or d’apres Johnston [JOH&2], sous les hypotheéses B7-B12, on peut approcher le processus (,

et

+ €n,2-

i = 1 t—z . .
par un processus gaussien G, (t) = i M ( T ) dW (z), ot W est le processus de Wiener
bilatéral, tel que

sup_[Ga(t) = G ()] = op ((logn) /7).

tefo,1]

Nous avons aussi grace a la propriété d’invariance en loi par changement d’échelle du processus

de Wiener:

L{G.(1):0<t<1}) = £

;/M(t_—gv)dW(x);Ogtgl ,
\/2V2h, fin
1

- E{\/_Q—W/M(é—x)dl/v(x);ogtgl},

ot L(X) désigne la loi de X.

Posons T, = hi, d’ou
n
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1)

Raneo} = e g (o) o
— ,C{tesgl;n \/_VJF/M(t—x)dW(x)}.

2)

2

Al s P R GO

= L< sup .
te[0,Ty)

J M (t — 2) dW () est un processus gaussien stationnaire centré de fonction de covariance C(:)

/M (t — o) dW (2)

1
V2V,

définie par:
= /M(x + h)M (z)dx .

Or nous avons montré dans le paragraphe précédent que la fonction de covariance C(+) vérifie

bien les hypotheses du théoreme 2.4, nous en déduisons donc:

1) lim IP|a, (sup Gu(t) — bn) < 96] = exp(—exp(—2)),

n—+4oco tE[O,l]

2) lim IP |a, | sup |G,(t)] —b, | < a| =exp(—2exp(—2z))
n—+oo i tE[O,l]

ol a, = ar, et b, = br,.

Par conséquent, sous I’hypothese nulle, nous avons

a)

lim IP|a, | sup &.(t)—0b, ) <z| = lim IP |a,| sup (. (t)—0b, ] <=z,
ntoo [ (te[o,l] ) ) ] ntoo [ (te[m] )

= lim IP|a, | sup G,(t)—0b,] <=z,
n—r+0o0 [ (te[0,1] () ) ]

— exp(— exp(—2)).
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b)
lim 1P |a, | sup |&.(¢)|—b, | <2z| = Ilim IP sup |Cu(t)] = by ,
e [ (t€[071]| Yl ) ] e [ (te 0.1] | !
= lim P sup |G(t)| — by ,
n—+400 tef0,1]
= exp(—2exp(—
Ceci acheve la preuve du théoreme 2.8. O

Il est facile de montrer que le test global de I’hypothese d’absence de rupture, basé sur le
théoreme 2.8 a un comportement asymptotique satisfaisant. Ici également on considere des

alternatives locales de la forme:

1
Hi(n) @ yu(1) = ——=,
nhy,
avec 1571) — 00. Le théoreme suivant montre que le test global, lui aussi, a une puissance
og(n

locale asymptotique égale & 1.
Preuve du théoréme 2.9.

Pour tout u > 0,

Prs(n) [an ( sup |$n (2)] — bn) < UI < Py lan (I6a(T)] = ba) < u].

Notons -

B = VARV Gur) =) 2 = (£ 40,) -]
et

Eo= [V Gan) - e < () - aov).
d’ou

lim IPHl(n) [an ( sup |€n(t)| - bn) < u] < lim IPHl( ) {E A En 2} )

n—+4oco te[o,l]
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2.5 Simulations

Dans cette section, nous effectuons des simulations pour mettre en évidence le comportement
des trois tests pour des tailles échantillons raisonnables (n = 250, n = 500). Les facteurs
déterminants dans ces simulations sont le choix du noyau, le choix de la fenétre de lissage, le
nombre d’observations et le rapport signal sur bruit. Pour nos comparaisons, nous avons retenu

quatre modeles MOy, MOy (modeles sans rupture), M1; et M1; (modeles avec rupture):
MO; m(x) = 4a?,
M1y m(z) = 42* + ]I[o.5,1]7
MO, m(x) = exp(2|z — 0.35]),
M1y m(z) = exp(2|z — 0.35]) + ]1[0.3571].
Les noyaux KO0, K1 et K2 utilisés sont définis par:
1) KO(z)=a2%(1+ w)Q]I[_LO](x).
2) Kl(z)=(1- xz)]l[_w](x).
3) K2(z)=—z(1+ w)]l[_Lo](ac).

KO0 et K2 s’annulent en zéro . K1 > 0 en zéro.

Lors de ces simulations, le plan d’expérience est aléatoire de loi uniforme et le bruit est supposé
gaussien. Dans chaque test et pour chaque valeur du parameétre concerné (taille de la fenétre
de lissage, taille d’échantillon, rapport signal sur bruit) nous avons effectué 100 simulations, et
relevé la fréquence avec laquelle ’hypothese nulle est acceptée obtenant ainsi une estimation de
lerreur de premiere espece (pour les modeéles MO; et MO3) et I’erreur de deuxieéme espece (pour les
modeles M1; et M13). Les tests sont construits de maniere a assurer une erreur de premiére espece
théorique asymptotique @ = 5%. Pour le test strictement local et le test local, la discontinu-

ité est localisée en 7 = 0.5 pour les modeles MOy et M1, et en 7 = 0.35 pour les modeles MO et M1,.

Choix du noyau. Les figures 2.1 et 2.3 montrent que les trois tests sont légérement sensibles au
choix du noyau en particulier en ce qui concerne leur puissance. Rappelons que la situation ou
le noyau s’annule en zéro et celle ou le noyau est strictement positif & l'origine conduisent a deux
traitements différents pour le test local et le test global (deux normalisations différentes). Dans

la suite, nous avons choisi seulement de présenter les résultats pour le noyau K2; les simulations
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ont été effectuées pour les trois types de noyau et nous avons constaté la méme sensibilité de

ces trois tests vis & vis du choix du noyau.

Choix de la fenétre de lissage. Tout au long de nos simulations, nous avons choisi de faire
varier h,, entre 0.07 et 0.25 avec un pas de 0.02 (10 valeurs de h,, en tout). Nous remarquons
que les trois tests sont plus sensibles au choix de la fenétre de lissage qu’a celui du noyau. Cette
sensibilité est quasi nulle en ce qui concerne I'erreur de premiere espece ( 2.1, 2.2 et 2.5)mais elle
devient cependant plus importante lorsque la puissance des tests est considérée. Le test local

semble étre le plus conservateur des trois.

Nombre d’observations et RSB. Les simulations dont les résultats sont présentés par les
figures 2.5 et 2.6) montrent la sensibilité des trois procédures de test a la taille de I’échantillon
et au rapport signal sur bruit. En absence de discontinuité les procédures apparaissent peu
sensibles & la taille de I’échantillons et au rapport signal sur bruit. Par contre en situation
de discontinuité, comme on s’y attend la discontinuité est d’autant mieux détectée que le bruit

est faible par rapport a ’amplitude de la discontinuité, et que la taille de I’échantillon est grande.

Etude comparative des trois tests (TSL, TL et TG). Sur les exemples considérés ici ainsi
que sur d’autres exemples, nous avons constaté que pour des tailles déchantillons raisonnables,
le test strictement local (T'SL) est plus performant que le test local (TL) ou le test global (TG).
Dans les situations ou il y a une rupture dans le modele et ol le rapport signal sur bruit est
faible, le TSL semble avoir un comportement acceptable alors que les autres tests ont tendance,
dans ce cas, a accepter souvent ’hypothese nulle d’absence de ruptures. Ceci semble cohérent
avec ’étude asymptotique qui est faite dans ce chapitre et qui montre que le test strictement

local est plus puissant que les deux autres tests.
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Figure 2.1 : Fvolution du pourcentage d’acceptation de ’hypothése nulle (absence de disconti-
nuité) en fonction de la taille de la fenétre de lissage pour le modéle MOy dans le cas des trois

noyaur K0, K1, K2 (n= 250, 0 = 0.1).
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Figure 2.2 : Fvolution du pourcentage d’acceptation de ’hypothése nulle (absence de disconti-

nuité) en fonction de la taille de la fenétre de lissage pour le modéle MOy dans le cas des trois

noyaur K0, K1, K2 (n =250, 0> = 0.1).
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Figure 2.3 : Fvolution du pourcentage d’acceptation de I’hypothése nulle (absence de disconti-
nuité) en fonction de la taille de la fenétre de lissage pour le modéle M1y dans le cas des trois

noyaur K0, K1, K2 (n= 250, 0 = 0.1).
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Figure 2.4 : Fvolution du pourcentage d’acceptation de ’hypothése nulle (absence de disconti-
nuité) en fonction de la taille de la fenétre de lissage pour le modéle M1y dans le cas des trois

noyaur K0, K1, K2 (n =250, 0> = 0.1).
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Figure 2.5 : Fvolution du pourcentage d’acceptation de I’hypothése nulle (absence de disconti-
nuité) en fonction de la taille de la fenétre de lissage pour le modéle MOy. Le noyau utilisé est

K2.
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Figure 2.6 : Fuvolution du pourcentage d’acceptation de ’hypothése nulle (absence de disconti-
nuité) en fonction de la taille de la fenétre de lissage pour le modéle M1;. Le noyau utilisé est

K2.



Chapitre 3

Estimateur du nombre de ruptures

3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de proposer une procédure permettant d’estimer par des estima-
teurs convergents, a la fois le nombre p de points de rupture et les localisations de ces ruptures.
La procédure est basée sur le comportement du processus de saut estimé 4(¢) sur I'intervalle
[0, 1] découpé en intervalles de longueur 2h,,. Considérant le nombre d’intervalles ot §(-) dépasse
un seuil Sp, en convenant de compter comme un seul intervalle une famille de tels intervalles des
lors qu’ils sont contigiis, nous obtenons un estimateur naturel de p pour lequel nous montrons
qu’il y a bien convergence. De plus, les localisations des dépassements du seuil convergent vers
les points de rupture 7y,...,7,. Cette procédure présente I'inconvénient de nécessiter une in-
formation a priori pour choisir So < min (y(71),...,7(7)). Une méthode pour contourner cette
difficulté consiste & avoir recours a une suite de seuils (5,,) convergeant vers 0. Avec des hy-
potheses un peu plus fortes que dans le situation du seuil .Sp fixé, nous obtenons la convergence
p.s. de p vers p et de 7; vers 7;, 1 = 1,...,p. Pour avoir des résultats sur la vitesse de conver-
gence nous nous placons ensuite dans un cadre d’hypotheses un peu différent qui nous permet
de montrer que les probabilités d’erreur sur I'estimation de p et d’écarts |7; — 7;| supérieurs a h,
tendent exponentiellement vers 0. Ces résultats conduisent aussi a des énoncés de convergence

presque sfire.

3.2 Construction de I’estimateur du nombre de ruptures

Soit p le nombre de ruptures de la fonction de régression m(-) dans I'intervalle [0, 1]. On note

0< 71 <...<Tp <1, les localisations de ces ruptures, et {y(7;) = my () — m—_(7)} les

i=1,...,p
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amplitudes des sauts. my (¢) étant la limite & droite et m_(¢) la limite a gauche définies par:

my(t) = gg\lggﬁm(w) et m_(t) = x/ligr;dm(w)

Dans un premier temps on va supposer que min |y(7;)| > Sp. Cette hypothese sera affaiblie
t=1,...,p
par la suite. Par convention, nous posons

To=0 et 7,4 =1

Introduisons la quantité 4(¢) définie par:

F(t) =ty (8) — (), hy <t <1—hy, (3.1)

4(t) est un estimateur du saut éventuel de la fonction de régression au point ¢. Cette quantité
est proche de zéro dans les régions ou la fonction m(-) est lisse. Par contre, elle est grande en
module lorsqu’on est au voisinage d’un point de rupture. De ce fait, () est un bon critére de

détection de points de rupture.

Notons pour la suite

g]:é7 ]:1727" 7G_17
et
1
= |— 1
“ [th]—l_ 7

ou [m] est la partie entiere de m.

On pose

J=Ayg;, j=1,...,G—-2 ||

6/() ||[9]79]+1] > SO}? (32)

avec

17()|apy = sup |A(£)].
te[a,b]

Les g; € J sont des candidats potentiels pour étre des points de rupture de la fonction de régres-
sion m(-). Lorsque g;, appartient & J, les g; qui sont au voisinage de g;, vont vraisemblablement
eux aussi appartenir a J. Par conséquent, si on prend comme estimateur de p le cardinal de J,
le nombre de ruptures de m(-) sera probablement surestimé. Afin de parer a cet inconvénient,

nous proposons de regrouper les éléments de J dans des classes (une classe regroupe les points
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de J qui sont proches) et de prendre le nombre de ces classes comme estimateur du nombre de
ruptures.

Notons C I’ensemble des chaines maximales de .J, ¢’est-a-dire

C= {C: {g]}j:r7,,,7r+k|gj eg=mr,... ,T‘—|—l€7 gr—1 ¢ J et Gr+k+1 ¢ J} .

C est une partition de J (J = UleCi). L’estimateur du nombre de discontinuités est alors défini

par:

p=#C.

On définit aussi les estimateurs de localisation des ruptures:

7; = argmax |y(t)|,
ID;

aveci=1,...,pet ID; = [min C;, max C; + é]

La figure 3.1 illustre, dans la situation d’un signal sans bruit avec deux ruptures la procédure
que nous avons définie. Au voisinage de la premiére rupture, I’ensemble des points t ou §(t) > S,
se répartit sur deux intervalles consécutifs [gs, g4 et [g4,95[. On a donc C; = {g4,95}. Au

voisinage de la deuxiéme rupture, ces points sont situés dans un seul intervalle [g;,, ¢i,+1[, on a

donc Cy ={gi, }-

/\ Seuil (%)
N
9, 9, \/ g\u
N
1D, 2, %, Seuil (- )

Figure 3.1 : Estimation du nombre de ruptures: Algorithme.
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Pour continuer, nous aurons besoin de quelques hypotheses de travail.

3.3 Hypotheses

1) Les hypotheses sur les modeles sont les suivantes :

M1. il existe s > 2 tel que [E|Y]* < oo,
M2. fx(-) est supposée continue et strictement positive sur I'intervalle [0, 1],

M3. les restrictions de la fonction de régression m(-) aux intervalles [7;, 7;41] sont sup-

posées continues et nlqin |y ()| > So,
1=1,...,p

M4. min |y(m)] > So,
t=1,...,p

M5. les restrictions de la fonction de régression m(-) aux intervalles [7;, 7;41] sont sup-

posées deux fois continument dérivables,

Naturellement I’hypothese M5 est plus forte que M3: Nous préférons garder la distinction
afin de préserver dans la mesure du possible la plus grande généralité dans les énoncés.

Nous avons recours a M3 dans la situation d’un seuil Sq fixe, et a M5 lorsqu’on a une suite

de seuils (S,),,.
2) La fenétre de lissage h, est supposée satisfaire les conditions suivantes :

Hi. h, — 0 et il existe 3 < 1 — s~ tel que n?h,, — oo,
H2. h, — 0 et il existe 3 < 1 — s~ tel que n?~1h, — oo,
H3. il existe A > 0 tel que > 7} < oo,

H4. Soient r, = ﬁ log(ﬁ) et (Sn),>o une suite de réels positifs telle que S, — 0
et max(hZ,r,) = o(S,),

3) les noyaux de lissage vérifient I’hypothese suivante

Ki. K,(-) est une fonction continue sur [—1,0].

3.4 Consistance des estimateurs

Le résultat suivant est a la base des propriétés de convergence de notre estimateur du nombre

de ruptures.

Théoréme 3.1. Supposons que les hypothéses M1-M4, H1, H3 et K1 soient satisfaites. Alors:
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P/)\/(')||Uf:1[7'l‘-|—hn,7',‘+1—hn] = 0(1)7 p.s.

a)
b) inf liminf ||%(- .S.
) 11§I}§p lmnln ||7( )||]T,‘—hn,7',‘-|—hn[ > SO’ b.s

D’apres la premiere partie du théoréeme 3.1, nécessairement 4(-) est proche de zéro dans la partie

ou la fonction de régression m(-) est lisse. Par contre la deuxieme partie montre que 4(-) est

grand, en module, au voisinage de chaque point de rupture de m(-).
Théoréme 3.2. Sous les mémes hypothéses que le théoréme 3.1, nous avons:

a) p—p, p.s.
b) V1< <p, T, — T, P.S.

En remplacant dans (3.2) So par une suite réelle positive (5,), o qui vérifie ’hypothese H4,

on peut obtenir deux théorémes analogues aux théoremes 3.1 et 3.2 .

Théoréme 3.3. Supposons que les hypothéses M1, M2, M5, H2-H4 et K1 soient satisfaites. Alors:

P/)\/(‘)||Uf=1[7i+hn77i+1—hn] = O(Sn)7 p.s.

a)
b) 115212]) hmnlnf 5O rim it > s D5

Théoreme 3.4. Supposons que les hypothéses du théoreme 3.3 soient satisfaites. Alors:
a) p—p, p.s.
b) VI <i<p, Ty — Ty, D.S.

Comme (p) = (Pn),,>o st une suite entiere qui converge presque siirement vers une limite

entiere, p, alors le théoreme 3.2 peut s’énoncer: il existe presque sirement un entier ng tel que

pour tout n > ng,

Preuve des théorémes 3.1 et 3.3

Pour simplifier les écritures, nous allons noter:
i) IC= Uf:O[Ti + hn7 Tit1 — hn]7

39 [ M=y = 111
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a) Nous avons

() = m-()lre

YOMie < Mg () = may ()l +

or
Y ey
mi(t) = . )
Zi:l wzi(t)
avec
1 t—X ~ t—X; -
L+ . 7 4+ = _ +
HO = ke (850 - SENSE0) = et
et ol
St o 1 & - X; B 1 +
l(t) nhf{"l ;(t X)K:t( B )_nhgj_lsl (t)v
donc
g () = ma()llre
_||2?1w = me()
flﬁ)i()

SIIZ IIZw ||Ic‘|‘||zw Xi)ed|
1= 1

Tout d’abord, notons:

1) Sous M3,

pry = =T >Kii;;1><m<xi>—mi<t>7

- nhlglﬂDzi(t)
2) Sous M5,
RE() = S (= X)) KL ( )(m(Xlz) ma () (Xi—t)m(il)(t))7
nhiH

= R

3)
f(t) = nth Z I(i W Yo (X;)es,
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Do aH () m(Xs) —ma(t) = Y@ (m(X5) = ma(t) = (X; = m) (1)),

donc

IIZ W () (m(Xg) = me ()l o

< [ISEC) = KE£x Ol + IKE £x ON] 11EE (e

£ [18EC) = KO+ IKE O IRE Ol (3.7)

de la méme maniere nous obtenons
Yo aEn)e(X)s = SFOE ) - SEOEE®),
=1

d’ou

1> o (e (xX=|

< [ISFC) = KF fx O+ IKE Fx O] IEEO
+ [ISEC) = KE L O+ IEE S O] IEECI- (3.8)

Nous avons également

. St
H}ﬂz_;wz() 2

OB DBLHORN Ol P

or

2

Zﬁib(t) —f5) = SFWSH®) - (STW) - (K7 KT = (K))) R 0),

+SE0) - K x ()

- [5E () - KErx o] [SEO + K5 1x ()]
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donc

DILCER
<IISE() = KE L Ol < ISEO)
+UISEC) - KEF Ol < 1B £ )
FUISEC) = KEF Ol < ISEQ) + K Ol
<NISFC) = K5 Ol ¢ [I1556) = K3 Fx Ol + K Ol
+ 1550 = KEx Ol INEE L ()l + ISEC) = KE £ O
ISEC) = K £x ()l + 2 KE 5 Ol (39)

Pour finir la démonstration des deux premieres parties des théoremes 3.1 et 3.3 | nous utilisons
les résultats du lemme suivant.

Lemme 3.1 (Silverman [SiL78], Mack & Silverman [MS82])

1) Sous les mémes hypothéses que le théoréme 3.1 nous avons
a) |ISF() = Kffx ()l = o(1) pes.
B) |G ()l =o(1) ps.
c) ||R?:()||IO =o(l) ps.

c’) Pourtoutj=1,...,p, |R?:(T]‘)| =o(l) p.s.
2) Sous les mémes hypothéses que le théoréme 3.3 nous avons

O GO = O(ra) pes.
e) ||RZJE()||IC = O(h?z) p.s.

e’) Pourtoutj=1,...,p, |R?:(T])| = O(h?

Preuve du lemme 3.1

a) Voir théoreme A de Silverman [SIL78].

b) et d) Voir Proposition 4 de Mack et Silverman [MS82].
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c) Pour tout 0 < i < p, m(-) est supposée continue sur lintervalle [, 7;41]. Alors, pour tout

0 <i<petpour tout t € [1;+ hy, Tix1 — hal,

X [m(Xi) — m(1)]

9

S |- X e (5
— nhl+1

S | - X K ()
nhlF P

d’ou
Dt
B ()llje = o(1) p.s.
e) Puisque pour tout 0 < i < p, m(-) est supposée deux fois dérivable sur l'intervalle [r;, 7;41],

nous avons donc tout 0 < ¢ < p et pour tout t € [1; + hy, Tiz1 — by

S | = X Ee (N

)| m(x0) = ma (1) = (X0 = m1)

pt
|Rl (t)| S nhf{"l 9
Y |t - XKL (55
< Ahy DT p-s,
< M2O(1) ps,
= O(hy) ps,

d’ol

||BZJE()||IC = (’)(hi) p.s.

Les démonstrations de c) et e) restent valables si nous remplacons ¢ par 7;. D’ou les résultats

énoncés dans c?’) et e?).

Ceci termine la preuve du lemme 3.1. O

Lemme 3.2.

1) Sous les hypothéses du théoréme 3.1 nous avons

a) | @ () = [0l =o(1) pes.
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) [, @ (Yo (Xl = o(1) p.s.
o) |IXZiny @F () (m(X) = me())lljo = o(1) p.s.
c’) Pour tout j=1,...,p,

|Zﬁ’§t(Tj)(m(X¢) —mx (7)) =o0(1) p.s.

2) Sous les mémes hypothéses que le théoréme 3.3 nous avons

[ X5, @F (Yo (Xiei]| = O(ra) pes.
o) [, @ (Y (m(X) = me())lljo = O(h2) p.s.
e’) Pourtout j=1,...,p,

Y aE (1) (m(X) — ma (7)) = O(hy) pes.
=1

Preuve du lemme 3.2.

a) La partie a) du lemme 3.1 et (3.9) nous permettent de conclure.

b) Ce résultat est une conséquence de la partie b) du lemme 3.1 et de (3.8).

c) Les parties a) et ¢) du lemme 3.1 et (3.7) permettent de conclure la démonstration de c¢) du

lemme 3.2.
d) Cette partie est une conséquence de la partie d) du lemme 3.1 et de (3.8).

e) Enfin le e) du lemme 3.1 et (3.7) permettent de conclure la démonstration de la partie e)

du lemme 3.2.

Les démonstrations de ¢?) et e’) sont similaires a celles de c) et e) respectivement. O

Revenons maintenant a la démonstration de la partie 1 des théoremes 3.1 et 3.3. Nous avons
e (-) = ma (o
Sllzn E0) || lllzw ||IC+||Zw Xoeill|

=1

< 1320, @5 () (m(X) — ())HIC—I_HZZ L0 (o ( i)all]‘
- int 73 — (|32, 0 ) - 730

Pour finir nous utilisons les résultats du lemme 3.2:
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e Sous les hypotheses du théoreme 3.1, nous obtenons

e () = me(llje = o(l) p.s.

Nous en déduisons donc

YOllie = ol) ps.
e Sous les hypotheses du théoreme 3.3, nous avons

lis() = me(lle = O(2) +O(r) = o(S,) pus.

Ce qui implique

Yl = o(S.) p.s.

b) Nous avons

SOMmeny > ] — () — 15,
> ()] ling (7) — mep(m)] — [ (75) — m_ ()]
Or
R )X —malr) | T, @ ()oK
£(7) = ma(r) = S it (r) B V= Tes a
d’ou

[t (75) — ma(7))]
< | ST, @ () (m(X) — mi(T]))IJrIIZZ 1w ROLIC ORI
- linf f3(6) — || 20y @F () — f2 O] ’

Par conséquent, soit € > 0 tel que |y(7;)| — So > €. Pour n assez grand nous avons
R €
| (1i) = m ()] < 5 p-s,

d’ol

:y(')”[ﬂ—hn,n—l—hn] > |7(TZ)| -
Z SO p-s,
> S, p-s,
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donc pour tout 1 <7< p, on a

hmnlnf ||:y(')||[7'i—hn,7','—|—hn] > SO p-s,
> Sn p.5,
d’on
11521.2}) hmnlnf ||7(‘)||[Ti_hn77—i+hn] > So p.5,
> S, P.S.
Ceci acheve les démonstrations des théoremes 3.1 et 3.3. a

Preuve des théorémes 3.2 et 3.4.
Les démonstrations de ces deux théoremes sont analogues. Pour cette raison, nous allons prouver

seulement le théoreme 3.4. D’apres le théoreme 3.3, pour tout 1 < ¢ < p et pour n assez grand

on a

P/)\/(‘)H]’Tl—hnﬂ'l-l—hn[ > STL p‘87
et

P%(')||[Ti+hnﬂ'i+1—hn] < Sn p-$,
donc

e pourtout 1 <j<p,V1i<e<pona
ID] ¢ [Ti—l—hani-I-l_hn]v

d’ot, il existe un 1 <7 < p tel que I/Dj 7 — h, 7 + R [# 0.

Or |1 — hy, 7 + hy,| ne peut croiser qu’un seul intervalle I/Dj. D’ou, pour n assez grand,

(3.10)

’E)
IN
]
i~
Vs

Nous avons également

7, — 1| < hy P.S. (3.11)
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e Vi=1,...,p, il existe un 1 < j < p tel que I/l\)j N7 = hp, 7o + hu[ # 0, sinon nous aurions

'AY(‘)H]Ti_hn b < S,. Or asymptotiquement un I/l\)j ne peut intersecter qu’un seul |7; —
ho, 7+ By [, sinon il existe un 1 < 7 < p tel que pour n assez grand, ||§/(‘)||[Ti+hn77i+1—hn[ >

Syn. 1l en résulte que

pzp, ps. (3.12)
En combinant (3.10) et (3.12), nous montrons que

p—=p p.s.

D’apres (3.11) et quitte a faire une permutation sur 'indice ¢, nous montrons que pour tout

1=1,...,p,

T =T p.s.
O
3.5 Vitesses de convergence
Rappelons que le processus %(t) est défini par:
§(8) = 1 (1) — 1 (). (3.13)

Supposons que la fonction de régression m(-) admet p points de rupture dans 'intervalle [a, b]
(p = 0 si m(-) est continue sur I'intervalle [a, b]). Soient 7,...,7, les p points de discontinuité

de la fonction de régression. Par convention, nous notons 79 = @ et 7,41 = b.

Posons
i) Pour tout 0 < i < p, IC; =i 4 hpy Tig1 — hal.
ii) Pour tout 1 <37 < p, ID; =|1i — hyyy 7i + by

111) IC = U2 [7i + hoy i1 — ha] = UPy IC:.
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Hypotheses

C1. La fonction m(-) est deux fois continiment dérivable sur chaque [r;, 741,71 =0,1,..., P.

C2. La densité marginale de X, fx(-), est supposée strictement positive sur [0, 1] et telle

qu’il existe F' > 0 pour laquelle
[fx(y) = fx (@) < Fly—2| ¥V (z,y) €[0,1] x [0,1].
C3. o%(+) est supposée bornée sur I'intervalle [0, 1].
ca. 3 >0 tel que E [|e|’“} < CF 2 k=34, ..
C5. Soit (hn),»; une suite réelle positive vérifiant :

lim h,=0et lim nh, = +occ.
n—+400 n—+400

C6. K4(-) une fonction a support [—1, 0] lipschitzienne de rapport K :
Vo (z,y) € [-1,0]x [-1,0], |Ky(y) - Ky(2)] < Ky -zl
Lemme 3.3. Sous les hypothéses C1-C6, on a:

a) Il existe ¢y, ¢q, c3, cq4 > 0 tels que pour tout x > ci1hy,

) nhy,(x — clhn)2
IP | su ] > x| <exp |—c .
[tel%h( 1= ] =P [ Yes+ ealn — erhy)

b) Si |y(m)| > 0, alors pour tout 1 < i < p il existe ¢y, ¢z, ¢3, ¢4, c5 > 0 tels que pour tout
cih, < a < |y(m)| — esh?,

P [sup 501 <

telD;

nhy, (z — clhn)2
cs+ ca(x — c1hy) '

<esp -

Preuve du lemme 3.3.

Pour montrer la premiere partie du lemme 3.3, il suffit de prouver que pour tout 0 < ¢ < p,

. nhy, (z — clhn)2
IP | su t) > x| < expl|-—ec ,
|:teICp’,' = ] - P [ 403 + ca(z = c1hy)
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en remarquant que

P s 0] 2 2] < S [supw 2.

telC i—0 telC

Soit I un intervalle inclus dans [a, b]. Notons HO(/) et H1([/) les hypotheses suivantes :
HO(]): la fonction de régression m(-) est deux fois continiment dérivable sur l'intervalle [,
H1(]): la fonction m(-) admet un point de rupture dans I'intervalle I.

Ainsi pour prouver le lemme 3.3, il suffit de montrer que
N nhn(z—c1hn)?
1) Pyo(r) [iléllj 5()] = x] < exp {—C4m}-

nhn(z—ci hn)2
< exp |:_C403+02(l’—01hn):| .

2) Pyy(n [SUPW(M <
tel

Sans perdre de généralité, nous allons supposer que [ = [0, 1] et nous notons HO([0, 1]) = HO et
H1([0, 1]) = H1.

Décomposons en partie moyenne et partie aléatoire centrée la variable de saut estimé:

E.(t) = Ef@)-E; (1),
_ S armmX) S, e ()m (X))
ot () S o)
et
B,(t) = Bf(t)—B, (1),
X (e(X)s Y 7 (o (X
i W () RN

Nous avons le lemme suivant
Lemme 3.4. Sous les hypothéses C1-C6,

a) il existe ¢y, ca, c3, ¢4 > 0 telles que pour tout x > ch, nous avons

- nhy, (z — clhn)2
P | sup |Bu(0)] > 2| < exp | e
te[0,1] 3+ c2(x — erhy)
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b) il existe cy, ¢, 3, c4 > 0 telles que pour tout x > c1h? nous avons

P |E,(t)] > 2| < n(e = eihf)”
Ho tzl[lo%)l] A 6403/1% + cohp(x —erh2) |-

c) Soit T un point de rupture de m(-), alors il existe c1, ca, c3, ¢4 > 0 telles que pour tout

IV (7)]= erhi; > x,

~ _ _ 2 2
Pu [sup Bult)] < ] < exp [_c ally(7)] = & = e1h?) ] |
tefo,1]

Tesh? + eah (v (r)] — 2 — ¢1h2)
Nous en déduisons

e) qu’il existe c1, cq, c3, ¢4 > 0 telles que pour tout x > c1h,,

P 5(0)] > < nhy, (z — clhn)2
su x exp |—c .
"o te[OI,)l] = =P Tes+ ca(x — cihy)

£) Soit T un point de rupture de m(-), alors il existe c1, ¢z, cs, ¢4, ¢5 > 0 telles que pour tout

cih, < < |y(r)] — esh?,

Pus | sup (0] < o] < nhn (@ = e1hn)
sSu T ex —C .
Hl te[OI,)l] ! =P Tes+ ca(x — cihy)

Preuve du lemme 3.4.

Il est facile de voir que

Pyo [sup |9(6)| > x] < TPyo [sup |En(t)| + sup |Bn(t)| >z

t€[0,1] t€[0,1] t€[0,1]
x x
< Pyo | sup |EL(8)]| > = | + 1P| sup |B.(t)| > =],
t€[0,1] 2 t€[0,1] 2
et
Pys [sup |9(t)| < 96] < Py [sup |EL(t)] — sup |Bu(t)| < 2|,
t€[0,1] t€[0,1] t€[0,1]

L1 | sup |Ba(0) 247

< IPyy | sup |En(7')| < 2z
tefo,1]

tefo,1]

par conséquent les parties d) et e) du lemme 3.4 sont des conséquences immédiates des parties

a) et b) et des parties a) et ¢) respectivement.



3.5. Vitesses de convergence 159

a) D’apres I'inégalité triangulaire,

sup |B,(t)| < sup |B}(t)| + sup |B; (1)].
te[0,1] te[0,1] t€[0,1]

On peut écrire:

L SEmE® - SEOEW
B0 = SToaEn)

Nous en déduisons que

sup | By (t)]
tefo,1]

[( sup S5 (1)) (sup G5 (D)) + (sup |SF(H)])( sup Iéli(t)l)]

tefo0,1] tefo0,1] tefo0,1] tefo0,1]

< 1
N inf [ 37, @F (1)l

tef0,1]

max sup |SE(t) — KEfx(t) —I—max sup ‘Kifx( )|
1=1,2 1=1,2
t€[0,1] 2 t€f0,1]
<2 (max sup ‘El ‘)

0,1
tefo.1] inf f2(t) — s%pl]\Z?zlw () = fx(®)]

9

0.1 ¢e0,1] LZ4ef0,1]

2 (max sup ‘fi D [max sup ‘Si —Kifx( )‘ + oy
<

az — sup [SZIL, @7 (1) — S5 (1)]

t€[0,1]

avec

1) o = max sup ‘K fx @),
1=1,24¢l0,1]

D = inf 0.

Posons

max sup ‘Si —KifX()‘—l—Oq
=12 ¢¢[0,1]

An2[

o= sup S wE () - 3 ()]

telo,1
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alors
P | sup |[BE(t)| > 2| < P |A, [ max sup |& (t)‘ >z,
t€[0,1] =01 4¢f0,1]
S P An ax sup él (t)‘ Z L3 An = ﬁ
I=0,1 4¢0,1) Qg
i 40&1
+ P |A, ax sup l(t)‘ >xy Ay > —|,
I=0,1 4¢0,1) Qg
< IP |max sup éli(t)‘>2x + 1P An>ﬁ]
1=0,1 tef0,1] aq Qg
Or
4 -
P [An > ﬂ] < [P |max sup ‘Sli(t) — KlifX(t)‘ > 2
Qg =12 4¢(0,1] 2
- «
c P | sup S aE - )] > 2]
tef0,1] |52 4

Ceci implique d’apres le lemme 3.5 qu’il existe ¢1, ¢q, ¢3, ¢4 > 0 telles que pour tout z > ¢1h,,,

P 1B, (t)] > =| < nha (@ = cihy)’
su " > x| <exp |—c .
te[og] P 403 + (2 — erhy)

b) Sous ’hypothese nulle HO, nous avons

sup [E,(0)] < sup [BH() —me ()] + sup |E7(6) - m_(1)].
tef0,1] tef0,1] tef0,1]

iz WF (1) ’
_ Sy MRT®) — SFOEF(
- sy () ’
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donc

sup |E5(t) — m(1)]
tefo,1]

< 2 | max sup ‘Ri ‘
=01 ¢¢[0,1)]

(max sup ‘Si —Kifx( )‘)—I— (max sup ‘Kifx( )‘)
I=1.2 4¢0,1] =12 4¢f0,1]

X

9

inf f}(t)— sup ‘ZZ 1w )—fg((t)‘

te[0,1] tefo

2 | max sup ‘Ri ‘ max sup ‘Si —KifX()‘—l-Oél
< 1017,‘601 = 127,‘601

ay = sup [, @F () - f5 (1)

tefo,1]

La suite de la démonstration est identique a celle de a). 1l en résulte qu’il existe ¢q, ¢, ¢3, ¢4 > 0

telles que pour tout & > ¢1h?,

P |E,(t)] > 2| < n(@ - ek’
Ho tzl[lo%)l] e esh + cahy(z — ch2) |

c) Sous I’hypothese H1, il existe 7 € [0, 1] tel que v(7) # 0. Alors:

Sup Ea®)] 2 () = 1B (7) = g (7)] = B (7) = m—(7)].

D’ou

Py [SUP B3 (6)] < 95]
tefo,1]

< Pus [|BF () = my ()] + B (1) = mo(7)] 2 ()] =

< IPyy [|E:(T) —my(1)] > M] + Py, |:|En_(7—) —m_(7)| > |7(T)2|_ z
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RE(r SE(r) = K fx (7)

) ) [m

inf f (t) — sup ‘ZZ lw )—fg((t)‘

te[0,1] tefo

2 K*
) (m + max K] fX“)‘}

)
H_
2
|
3
H_
5
IA

9

(el [ o0~ o
1=0,1 1=1,24¢l0,1]

IN

ay — sup |0, wE(t) — f2 (1)

tefo,1]

Utilisons maintenant les mémes arguments que ceux qui ont permis de terminer la démonstra-

tions de a). Nous en déduisons qu’il existe ¢y, ¢z, c3, ¢q > 0 telles que pour tout |y(7)|—a > ¢1h2,

n(|y(r)| — @ — e1h2)?
cshd + cohy (Iy(T)| — 2 — e1h2) |

Py |E;—L(T) —my(T)] > x} < exp [—04

Ceci termine la démonstrations du lemme 3.4. a

Lemme 3.5. Soit L un entier fizé. Supposons les hypothéses C1-C6 sont satisfaites, alors:

a) Il existe c1, ¢q, c3, cq4 > 0 telles que pour tout x > c1h,,

) ho (2 — clhn)2
P + _ I(:t 8l > < — " .
lorgﬁﬁtzl[gpl] |5 (t) x> x] = exXp [ 6403 + ca(z — c1hy)

b) Il existe ¢y, o, c3, cg > 0 telles que pour tout & > cih,,

P &> < hn (@ = cif)
max su x exp |—c .
0<I<L te[Opl] ! - - P 403 + ca(z — c1hy)

c) Il existe cy, ca, c3, cq > 0 telles que pour tout x > ¢ h?,

csh? + cahy (2 — c1h2)

n(z — clh%)z ] ‘

IPyo | max sup |Ri()| >a| < exp|—cq

d) Soit 7 un point de rupture de m(-). Alors il existe ¢y, cq, ¢35, c4 > 0 telles que pour tout

x> crh?,

Py [Org%IR (T = w] < exp [—C4

n(z — clhi)2
e3hd + cahy(z — 1 h2) |7
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e) 1l existe ¢y, c3, c3, cq4 > 0 telles que pour tout x > ci1hy,

h(x — c1h,)?
P s 137 a0 |>w] < [ (x = rly)

tefo,1] = c3+ co(x — c1hy)

Preuve du lemme 3.5.

Les démonstrations des parties a), b), c) et d) sont triviales et identiques en tous points. Pour

cela nous donnons ici seulement la démonstration de la partie a).

a) Nous avons

L
o gnfito-wenolz] < Srfafsto-senol]

te]0,1

Appliquons maintenant le résultata) du lemme 3.6. Nous en déduisons le résultat énoncé dans
le a) du lemme 3.5.

e) En écrivant

3

aE () - (KFKE - (KE)') (1)
= SE(O)SE() - SEMSE®) - (KEKE - (KE))) [3 (),
= (S0 KE f(0) (S0 - K& ()~ (SE0 - KE )
+ (SF(0) - KEfx() KE fx () + (SF(0) - KEfe () KFFx (1)
= 2K (0 (SE) - K fx <t>).
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Nous en déduisons

sup |Zw (t)]

tef01] =y
= sup |y aF(t) - (K7 Ky — (KF)) [ (1))
telo,1] ;54
< ( sup |SE(t) — KgifX(t)D sup ‘Si — Ky fx(t )D
t€[0,1] t€[0,1]

< (max sup ‘Si —KifX()D

1=0,1,2 4¢[0,1]

2 max sup ‘Si —Kifx()‘—l—él max sup ‘Kifx()‘ .
1=0,1,24¢0,1] =0,1,2¢¢[0,1]

Pour terminer la démonstration du e) du lemme 3.5, nous utilisons le a) du méme lemme. 1l

existe ¢y, €3, ¢3, ¢4 > 0 telles que pour tout z > c1hy,,

sup |Zw )] >z < exp|—c nhn (@ - Clhn)2
=~ —C4 .
tefo,1] = cs+ ca(x — c1hy)
et ceci acheve la démonstration du lemme 3.5. a

Rappelons que

iii) fl (t) = hl+1 Do (= X5) Ki(t

7o) o (Xo)ei,

S (=X K () [ (X —ma ()~ (Xi—t)m ) (0]
nhln+1 )

iii) RE(t) =

Lemme 3.6. Supposons que les hypothéses C1-C6 soient satisfaites, alors
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a) Il existe c1, cq, 3, cq4 > 0 telles que pour tout x > c1h,,

nhy, (z — clhn)2

p [sup 55(0) — K Fx 1) 2 ] < exp [—C4
tefo,1]

b) Il existe ¢y, o, c3, cg > 0 telles que pour tout & > cih,,

IP | sup [EF(1)] > 2| < exp |—c nhy (z = cihy)?
tE[OI,)l] ! = > p 403+62($_Clhn) .

c) Il existe cy, cg, c3, ¢4 > 0 telles que pour tout x > cih?,

) —ah)’
b LS - B n(z —cih;
Ko Lzl[loli]|Rl()|—$] < expl “eahd + cahn (z — c1h2)

cs+ ca(x — c1hy)

] |

] |

d) Soit T un point de rupture de m(-). Alors il existe ¢y, cq, cs, ¢4 > 0 telles que pour tout

x> crh?,

2
ook _ n(z — c1hi)
Py “Rz (T = 90] < exp [ 0403/1% Feahn(z — k) |

Preuve du lemme 3.6.
—X; &

a) Cherchons des majorants de ﬁ(t — X)) K4 ( ) et Var(Si(t)) permettant d’appliquer

I'inégalité de Bernstein 2.11:

d’une part nous avons
1

nhﬁ{"l

302
2nh,

(t - X0 () <

| I

d’autre part

Var(5%(1) < / P K2 (2) fx (= hoa)da,

nhy,
C3

< a1
- 2nh,

d’apres l'inégalité de Bernstein (la deuxiéme partie du lemme) nous avons donc

P (1570 ~ B 0)] 2 o] < 2exp (),

c3+ cox

or

E(SE(t) = /lei(ac)fX(t ~ hypa)de,
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donc si nous supposons que fx(-) vérifie C2, nous obtenons

BEFEO) - KEx 0] < [ e Kal@lfx 0 = haa) = Fx(0lda,
S Ulhn.

En appliquant I’inégalité triangulaire nous avons

IN

S (1) = E(SFE(0)| + [E(SF (1) = K fx (1),
< ISF() = B(SEM)| + viha,

|STE(1) = K fx (1)

d’ou pour tout z > vih,,

P [ISE () - K fx ()] > 2] < 2exp

nhy, (z — vlhn)2
c3 + ca(a — vihy) '

Nous avons
[1/h5]

[07 1] C U [(k - 1)h27 khi]v
k=1

ou [z] désigne la partie entiére supérieure de z.

Pour t € [(k — 1)h2, kh3],

S5 (1) = K[ fx () = SFE (kD) + K™ fx (kR3)|
<|EF(fx (1) = fx (kBD)| +1S7(1) = Si (kB3]
" “xi\'Yyr (i-x, kR2—Xi\' o (kB2 —X;
S | (529) R (172) - (M52) e (55|

nhy,

S U2|t — khi| +

9

|t — kh3|

§U2|t—kh2|—|—?]3 h2 s

S U4hn7

ol nous avons utilisé le fait que les fonctions fx(-) et K (-) sont lipschitziennes (C2 et C6).

Donc

G+ + ot 3 -+ 3
sup |S7(t) — K- fx(t)| < max  |S;(khy) — K- fx (kh)| + vahy,,
te[0,1]| i (t) rIx ()] 1§k§[1/h§ﬂ| [ (kh) i (k)| + va



3.5. Vitesses de convergence 167

et par suite, pour tout > (v 4 va)hy, ,

IP | sup |Sli(t) — KlifX(t)| > x] < P [ max |Sli(khi) — KlifX(khiﬂ > x— v4hn] ,

tef0,1] 1<k<[1/h3]
[1/h3]
<N P [ISERRD) - KELx (RE)] > @ — vk
k=1
2 nhy,(x — (v1 + v4)hn)2
< £ _
- hd exp c3+ co(x — (v1 +va)hy) |

donc il existe ¢; > 0 et ¢4 > 0 telles que pour tout = > cih,,

~ ) hn($_clhn)2
P | sup |SE() — KEfy ()| > 2| < exp|—cq— :
Le[(ﬁ” i () Fix O] = ] = &P [ Yes+ ca(w — crhy)

b) Nous avons

1 =X | 1
b - v G | < e
k—2
< 2 g
= (nhy)"T

~ 1
Var(fli (t)) < = / lel(i(x)az(t —ah,) fx(t = hpa)dz,
C3
2nh,,’

d’apres l'inégalité de Bernstein (la premiere partie du lemme) nous avons donc

P “éli(t” 2 x] < 2exp [_ nhp,a? ]

2(cs + cam) |
Pour ¢ € [(k — 1)h3, kh3],

o (Xo)leil

N 3 N 3
t—X1 - —X; khy, — X1 - khy, —X;
(7)o () - (M) o0 (552)

nhy,

S (1) = &F (kA2 <

[t = kR3] &
< W Zl

S U6hn Zi:l |€Z|
n

9

9
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donc

pan 4 3 ?:1 |€Z|
) < kh hn ’
Sy TS g 7 (el 5

et par conséquent

Ip [sup &5 ()] = w]

tefo,1]

<P [ max |§li(kh2)| + v6hnM > w] ,
1<k<[1/h3] n

<P [ max : |§li(kh2)| + v6hnM > M < 2[E|€|]
n n

1<E<[1/AS,
P [ max _|&E(kR2)| + v6hnM > Lz [Ei] > 2[E|€|] )
1<k<[1/K2] n n

; - i — IE|g;
<P [ max _|EE(kh2)| > @ — 2v6IE|5|hn] TP [Zml (el = Bleil) IE|5|] .
1<k 1/h] n

Nous avons

IN

B [llel - Blellf] < 27 [Blel* + (Bl

A

2FIE|e|*,

d’apres I'inégalité de Bernstein appliquée aux |g;],

Sr leil = Bl "
P = E < P | = IE|g; E ,
[ . >El| < P |3l - | > i
< exp(-vrm)

d’ot, en prenant x > vgh, > 2vglE|c|h,,

. [sup &) > ]

tefo,1]
iy leil — IElgy

<P [m}gmxfli(khiﬂ >z — 2v6E|€|hn] + 1P [ > [Ele||,
[1/h3]

< Z P {|Eli(khi)| >z — Ughn} + exp(—vrn),
k=1

2 [_ whole = tsha) | L oxp(—um)

< =
=713 P 1795 + ealw — vshy))

donc il existe ¢; > 0 et ¢4 > 0 telles que pour tout = > ¢ihy,,

P sup (0] 20| < hale etk
su T ex —C .
te[OI,)l] : N N P Tes+ ca(x — cihy)
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c) Nous avons

Var(RE(D) < %/xﬂlﬁ'i(x) [m(t = why) = ma(6) + e (0)] Fy(t — by

Cgh%
>~ m

d’apres l'inégalité de Bernstein (la deuxiéme partie du lemme) nous obtenons donc

2
ot NS ] < ™
P [|R, () = E(RF(1)] = w} < QGXP( csh3 + cyxhy, )

or

donc sous ’hypothese nulle nous aurions
B(REW)] < vk,
En appliquant de 'inégalité triangulaire nous obtenons

| (1) | R (1) = IB(RE ()] + [B(RE ()],
t) — B(RE ()] + vohi,

IN

d’olt pour tout z > vgh?,

n(z — vghi)2
cah? + cshy, (x — vgh?)

P ||RE(@0)] > o] < 2exp [—

Pour t € [(k — 1)h2, kR3], nous avons

[m(X0) = ma (kB2 — (X~ kh3>m$><kh3>]

m(X;) —mg(t) — (X —tmi (t

+ O(h

| )]
+ [ma(t) — ma (kR3] {ml O wh)| + (kn3
| i)

E(RE() = /lei(x) [m(t—xhn) (1) + zhym! ()} Fx(t — hr)de |

(3.14)

— 0ymt (kh3),
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donc
RE(t) = Ry (k)
S (52) e (F5) rE ) S () K () k)

- - 3

nhy, nhy,
S () K () e T (M) e (M) [E ) + 00)]
- nh,, B nh,, '
T () we (52 —ng’“ha;ﬂ)’m (255] 0 cou,
= O(hy),

tzl[g)l]| r0ls 1§kr£%§h%]| (kR )| + viohs,,

et par suite pour tout z > (vg + vlo)h%,

pE Dt
P [sup | R (t)| > x] < P [1312?1%2] |RE(kR2)| > o — vlohi] ,

tefo,1]
[1/h3]
< Y PIREER) > - vioh?],
k=1
< 2o |- n(z = (vg + vio)h2)* 7
h% CQh% —|— Cghn ($ — (Ug —|— Ulo)h%)

donc il existe ¢; > 0 et ¢qy > 0 telles que pour tout @ > c1h2,

R n(ac—C1h2)2
P B> < - - :
L:‘[t%]' l“'”] - ‘“p[ T bl - )

d) En remplacant ¢ par 7, (3.14) reste valable, ce qui prouve la partie 4 du lemme 3.6. O
Théoréme 3.5. Supposons que les hypothéses C1-C6 sont salisfaites et que le sewil S, est tel
que S, = aphy,, S, — 0 et a,, — 00, Alors il existe 8 > 0 tel que :

a) P[|p—p| > 0] = O (exp (—0nhia?)),

b) 1-PVI<i<p, 7 €lD; etﬁ:p]:(’)(exp (—thia%)),
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ou ID; :]Ti — hy, i + hn[

Preuve du théoréme 3.5.

a)

Pp—p>0 < IP[ sup 15 ()] = Snl,

Uf=1[7i+hn77i+1—hn]
= IP[sup |[§(?)] > Sa].
e

Plp—p<0] < PP[EFi=1,...,p, | sup |9(t)| < Sh]
[7i—hn,Tit+hn]

+ IPEZ =1,...,p, | sup |:V(t)| > Sn]7
[rithn,Tit1—hn]

p
< Y Plsupl3(0)] < 8]+ Plsup [3(1)] > S,
' Ip Ic

Or d’apres lemme 3.3 il existe ¢y, €9, 3, ¢4 et ¢5 > 0 telles que si c1h,, < .5, < E”E |y ()| — esh?,
1<:i<p

alors :

0 _ M}
1 P Lseulgl'ﬂﬂl ZSn] Sexp[ 4 otes (Su—cahin] |

nhn(Sn—cihn)? }

S exp |:_C4 CS+C2(Sn_Cl hn)

2) P [sup |9(6)] < Sy
telD;

En choisissant le seuil S,, tel que S, — 0 et S, = a,h, ou «, — 00, nous en déduisons qu’il
existe une constante A > 0 telle que

1P [sup |9(6)| > Sn] <exp (—Anhla?),
teliC

2) P [sup 13(0)] < Sp| <exp(—Anha?).

telD;

Donc il existe 8 > 0 tel que

P[5 — p| > 0] = O (exp (~nh7ar)) . (3.15)
b)
PEL<i<p1<j<p, 7 €[rj+ hnTjit1 —hy] ou p#p
< IP[ sup 5] = Su] + P [p # p],

U [7ithn,Tit1—hn]

=0 (exp (—Onhiai)) ,
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donc

1—PH{7,..., 5t CU_ ] —hp, i+ hyl et p=p] = O (exp (—Onhiai)) .

Comme chaque intervalle |7; — h,,7; + h,[ ne peut contenir qu’un seul 7;, quitte a faire une

permutation sur 'indice 7 on peut affirmer que

1-PNVI<i<p, 7 €lri—hy,Tith,]et p=p = O (exp (—Onhiai)) .

Théoréme 3.6. Supposons que les hypothéses C1-C6 sont satisfaites et que 1@12 |y ()| > So.
<i<p
Alors il existe 8 > 0 tel que:

a) IP[|p— p| > 0] = O (exp (=bnhy)),
b) 1-PVI<i<p, #€ID; et p=p|= 0 (exp(—bnh,)),
ot ID; =|1; — hyy, Ti + by
Preuve du théoréme 3.6. Reprendre la démonstration du théoreme 3.5 en remplacant S,

par Sp. O

Corollaire 3.1. Supposons que les hypothéses C1-C6 sont satisfaites et que nh,S2 /logn — co.

Alors :
a) p—p, P.s.
b) 7 — 7, p.s, 1=1,...,p.

La variance de §(¢) étant de I'ordre de 1/nh,,. D’apres le théoréme 3.1, pour que la procédure
que nous avons définie pour estimer le nombre de ruptures soit consistante (fortement), il suffit

que la suite des seuils (5,), soit d’un ordre de grandeur plus grand que celui ’écart-type, i.e.

a(§(t)) = o(Sy) (cf la figure 1.2).

Preuve du corollaire 3.1.

Sous les hypotheses du corollaire 3.1, il est facile de voir que nous avons:
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1) PP[lp—p|>0]=0 (exp (—thnsg)),

2) 1-1PV1<i<p, 7;€1ID; et ﬁ:p]:(’)(exp (—thnsz)).

Or nh,S%/logn — oo. 1l en résulte que la série Y exp (—Onhnsg) converge. Nous en déduisons,

donc, que:
a) p—p, pco,
b) 7 — 7, pco, 1=1,...,p.
Ceci termine la démonstration du corollaire. O

Il est facile de vérifier le corollaire suivant qui nous sera utile dans le chapitre suivant.

Corollaire 3.2. Sous les hypothéses du théoréme 3.5 et si nous supposons que

1
Sp =
log (n)
et h, =n=% avec 0 < § < 1, alors:
L-PN¥1<i<p i €lni—homithal et p=p] = o(hy).

3.6 Simulations

Nous explorons dans ce paragraphe, a I’aide de simulations, les performances de notre procé-
dure d’estimation du nombre de ruptures pour des tailles d’échantillon raisonnables (n = 200
et n = 500). Quatre modeles sont considérés: MO (modele sans rupture), M1 (modele avec une

seule rupture), M2 et M3 (modeles avec 2 ruptures).

Exemple 1.(Loader, C.R.)

Dans cet exemple nous nous sommes intéressé seulement a la qualité de 'estimation du nombre
de ruptures pour chacun des trois modeles, MO, M1 et M2. Le modele MO est défini par une fonction
continue. Les modeéles M1 et M2 sont obtenus en rajoutant une (M1), puis deux (M2) discontinuités.

1000 échantillons de taille n (200 ou 500) sont simulés pour chacun des trois modeles suivants :

(M0)
Y; = 4sin (5XZ) + 3X; 4+ ¢
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(M1)
Y; = 4sin (5X;) + 3X; + Mo 517(Xi) +

(M2)
Y; = 4sin (5X) + 3X; + Upo 51 (X0) — Uo7 1) (X0) + &

avec £; ~ 0.5N(0,1) et X; ~ ([0, 1]).

Nous avons regroupé dans les tableaux 3.1 et 3.2 les distributions observées des estimateurs du
nombre de ruptures pour chaque modele. La taille des échantillons considérés dans le tableau
3.1 est de 200 et celle de ceux considérés dans le tableau 3.2 est de 500. Compte tenu du rapport
signal sur bruit (RSB = 2), les taux d’exacte découverte du nombre de ruptures apparaissent
satisfaisants. Les résultats s’améliorent lorsqu’on passe de n = 200 & n = 500. Dans la figure
3.2 nous avons visualisé un échantillon de taille n = 200 de chacun des modeles MO, M1 et M2

ainsi que les fonctions de régression qui leur sont associées.

MO M1 M2
6 — 8 8 -
. e’
1oy o4, 6 Je
W AT of Ei. R
. :° . b : .. "" 4 et ?’«
W ,. 4 3 R4 .;,' TN
> 2} . > v ] > 2% A
o . .3 3. A Y &
- - 2 ': 3:. N .
X e Pxi e or e
Bt C Yot
Y B e 0 il e
o . 'm: K ° .'3..(. -2 R
T :
-2 e -2 -4
0 0.5 1 0 0.5 1 0] 0.5 1
X X X
MO M1 M2
5 . 6 N 6 ~
. \ \
4 1 ‘\ 5 . \‘0 rd \\
s o / % 4 ,‘ \
3 I. K 4 ¢ s R .
. '\ 'l " , %
= 2} ¢ \ — 3} \ — ; \
oY 2 \ Y H ‘ X ol 4 \
= ; = . = !
1 \ 2 ": s !
] \ : B ;
0 \ 1¢ ‘\ of '\\
“\ s
1 N, 0 N ~—
-2 -1 -2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
X X X

Figure 3.2 : Un échantillon de taille n = 200 pour les modéles MO, M1 et M2.
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Table 3.1 : Estimation du nombre de ruptures: h, = 0.2 et n = 200.

p \ p| MO M1 M2
0 778 | 239 6
1 217 | 737 | 380
2 5 24 | 614
3 0 0 0

Table 3.2 : Estimation du nombre de ruptures: h,, = 0.15 et n = 500.

p\ p| MO | ML | M2
0 913 | 23 | 0
1 84 | 960 | 38
2 3 | 17 | 962
3 0 0 0

Exemple 2.(Loader, C.R.)

Dans ce deuxieme exemple nous avons étudié la qualité des estimations des localisations ainsi
que des amplitudes de rupture lorsque leur nombre est correctement estimé. De facon précise,

1000 échantillons de taille n (n = 200 ou n = 500) sont simulés a partir du modele suivant :

(M2)

Y; = 4sin (5X;) + 3X; + o5 (X0) — Lpor 1) (X0) +

avec £; ~ 0.5N(0,1) et X; ~ ([0, 1]).

Pour chacun des échantillons pour lequels le nombre de ruptures est bien estimé (c’est-a-dire p =
2) nous avons représenté dans les figures 3.3 (pour les échantillons de taille n = 200) et 3.5 (pour
les échantillons de taille n = 500) les localisations estimées de ces deux ruptures. Dans les figures
3.4 et 3.6, nous avons rapporté les estimations des amplitudes de ces ruptures. Nous remarquons
qu’une bonne estimation du nombre de ruptures est accompagnée la plupart du temps d’une
bonne localisation des ruptures ainsi que d’une bonne estimation de leurs amplitudes. Ceci est

cohérent avec les résultats asymptotiques établis dans ce chapitre (voir théoreme 3.5).
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Figure 3.3 : Estimations de 71 et 75 sachant p = 2. n = 200 et h, = 0.2.

2 T T
1.5+ —
1 i
0.5+ —
Y,
ol
T,
-0.5-
1k
-1.5-
_2 —
25 I i
1 2

Figure 3.4 : Estimations de ¥(71) et ¥(7y) sachant p = 2. n = 200 et h, = 0.2.
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Figure 3.5 : Estimations de 71 et Ty sachant p= 2. n = 500 et h,, = 0.15.

2 T T
1.5+ B
1 i
0.5 B
ok
)
-0.5-
_1 —
-1.5F
_2 1 1
1 2

Figure 3.6 : Estimations de ¥(71) et ¥(7y) sachant p = 2. n =500 et h, = 0.15.
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Exemple 3.(Gijbels & al )

Dans ce troisieme exemple, nous analysons le comportement de notre procédure d’estimation du
nombre de ruptures en fonction du choix de la fenétre de lissage h,. ce que nous observons est

cohérent avec les constatations faites dans les chapitres précédents:

1) L’utilisation de faibles tailles de fenétre de lissage se traduit par une augmentation de la
variance du processus §(t). Les perturbations conduisent & des extrema artificiels et a une

surestimation du nombre de discontinuités.

2) Le choix de fenétres de lissage de grandes tailles conduit a gommer certaines propriétés
locales de #(t) comme les maxima relatifs, ce qui conduit & une sous-estimation du nombre

de ruptures dans la fonction de régression.

200 échantillons de taille n = 250 sont simulés a partir du modele M3 suivant :
Y = m(X;) +og;
ol

exp(—2(xz — 0.35)) — 1 si z €[0,0.35],

m(z) = { exp(—2(z — 0.35)) si ¢ € [0.35,0.65],

exp(2(z — 0.65)) + exp(—0.6) — 2 si z € [0.65, 1],
avec £; ~ N(0,1) et X; ~ U([0, 1]).

Les résultats de ces simulations sont présentés dans le tableau 3.3 ci dessous.
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Table 3.3 : Estimation du nombre de rupture: modele M3 avec 02 = 0.1 et n = 250.

p \ h,|0.06|0.09]0.12|0.15]| 0.18
0 0 0 0 0 0

1 4 6 18 25 | 155
2 55 | 169 | 182 | 175 | 55
3 88 25 0 0 0
4

5

40 0 0 0 0
13 0 0 0 0







Chapitre 4

Segmentation

4.1 Introduction

Le probleme abordé dans ce chapitre est celui de la reconstitution de la fonction de régression
lorsque celle-ci présente un nombre fini de singularités. Dans la littérature, on distingue deux
approches pour estimer une fonction de régression présentant des points de rupture. D’une part
les méthodes dites directes qui n’utilisent pas d’estimation préalable des points de rupture ( cf
[MO86] pour un exemple de cette facon de procéder). D’autre part les approches indirectes ou
de segmentation. Ce dernier type d’approches procede en deux étapes: une premiere étape qui
consiste a estimer le nombre de points de rupture et leurs localisations en utilisant une méthode
quelconque de détection de ruptures. Ensuite, sur chaque intervalle défini par deux points de
rupture consécutifs, la fonction de régression est estimée en utilisant les observations de ce seul

intervalle. Ainsi les méthodes de segmentation suivent en général le schéma suivant :

i) Estimer le nombre de ruptures de la fonction de régression dans I'intervalle d’étude [a, b]:

b

ii) Localiser les p ruptures dans le signal: 7, < ... < 75. Par convention, on note

7:0 =a et 7A'Z§_|_1 = b

iii) Segmenter les données: Supposons qu’on dispose de n observations D = {(z;,y;); 1 <@ < n}.

On construit une partition (D;) de ’ensemble des observations définie par :

0<y<p
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iv) Pour tout 7; < < 744, estimer m(z) par une méthode standard pour les fonctions lisses

en utilisant seulement les données D;.

D
S/E/G M E N T A T | N
Dy D, Dy
REGRESSION LINEAIRE LOCALIE
— — —

Figure 4.1 : Les méthodes de segmentation: Algorithme.

Ici nous allons estimer le signal en segmentant les données toujours dans le cadre d’estimation
par régression linéaire locale. Dans un premier temps, nous estimons le nombre de ruptures
et leurs localisations 7,...,7, par régression linéaire locale avec une taille de fenétre g, en
utilisant des noyaux dissymétriques K4 (-) et K_(-). Dans un deuxiéme temps, nous effectuons
sur chaque intervalle [7;, 7;41[ 'estimation de la fonction de régression en utilisant une deuxiéme
taille de fenétre h,, pour un noyau K (-) standard a support [—1,1]. Nous montrons que, dans
les conditions habituelles, avec un choix convenable pour g¢,, on obtient un estimateur 7 (-) qui
a la méme vitesse de convergence que dans le cas ot m(-) ne présente pas de ruptures. Il s’agit
bien entendu d’une conséquence de la propriété d’absence d’effets de bords de la régression
polynoémiale locale. Les estimateurs de type Nadaraya-Watson ou Gasser-Miiller ne peuvent

conduire au méme résultat qu’en modifiant le noyau au voisinage des points de rupture.
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4.2 Un seul point de rupture. Effet de la segmentation en deux

intervalles

Nous commencons par étudier, dans ce paragraphe, la situation d’un seul point de rupture 7
et un point de segmentation. Nous explicitons le comportement asymptotique de 'erreur quadra-
tique moyenne (MSE(z))de 7(z) d’une part au voisinage du point de segmentation, d’autre part
au voisinage du point de rupture. On observe une détérioration de la qualité de I'estimation
uniquement au voisinage du point de rupture 7. De plus, lorsque le point de segmentation est
“suffisamment proche” de 7, cette détérioration n’a pas de répercussions au niveau du com-
portement asymptotique du MISE . En particulier, dans le cas ou 7 est connu, la segmentation
en deux intervalles [0, 7[ et [, 1] ne modifie pas la qualité (au sens du MISE) de I'estimation de

m(-) par rapport a la situation ot m(-) ne présente pas de rupture.

Nous supposons, dans ce paragraphe, que nous savons que la fonction de régression admet
un seul point de rupture, 7. L’intervalle d’étude [a,b] est égal a [0,1]. Nous montrons au
paragraphe 4.4 que, lorsque le nombre de ruptures et leurs localisations sont estimés, les vitesses

de convergence obtenues dans ce paragraphe sont conservées.

4.2.1 Notations et hypotheses

Nous présentons ici les notations et les hypotheses considérées dans ce chapitre:

D1i. La fonction de densité marginale fx(-) est supposée continue et strictement positive sur

'intervalle [0, 1].

D2. La fonction de régression m(-) = IE(Y | X = -) est deux fois continiment dérivable en

tout point différent de 7 et est cadldg au point 7 ainsi que ses deux premieres dérivées.
D3. La variance conditionnelle 6%(z) = Var(Y | X = z) est continue sur I'intervalle [0,1].

D4. Le point de discontinuité de la fonction de régression, 7, appartient a 'intervalle ]0, 1[.

Comme dans les chapitres précédents, nous posons pour v = 0, 1,2
; My = lim m™) (¢
D w(r) = lim m(0)

ii) mf)(r) = lim m™) (1),

ENT

iii) 7(”)(7') = mf)(r) — m(_y)(r).
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Ainsi y(7) = my (1) — m_(7) est "amplitude de la discontinuité de la fonction de régression au

point 7.

Pour tout v, nous posons

1) Ki(v) = fvl e K (z)dz,

_ I(g (v)-Ks3(v)Ki(v)
I(Q(U)I(O(v)——f(f(v)7

ll) B]( (U)

iii) Li(v) = fvl e K2 (z)dz,

[ (Ko (v)—2 Ky (v))2 K2 (2)de
(K (v) Ko (v)— K3 (v))°

iv) Vi(v) =
Dans la suite, le noyau K (-) est supposé symétrique, i.e :
K(-z) = K(2).

Remarque 4.1. Comme K(-) a pour support Uintervalle [—1,1], pour tout v < —1, on a
Ki(v) = Ki(—1) = K;. Cette propriété est également vraie pour les quantités Bg (v), Li(v)
et Vi (v).

Nous notons 7(-, t) ’estimateur de m(-), ou ¢ désigne le point de segmentation. L’estimateur

(-, t) est obtenu de la facon suivante :

e Lorsque 2 € [0,[, on ajuste localement une droite o, + 8. (2 — u) par la régression linéaire

locale (RLL) pour obtenir 7(z,t) = 3, en utilisant seulement les observations X; < t.

e Lorsque z € [t, 1], on effectue la méme construction en utilisant les observations X; > t.

En d’autres termes 'estimateur de m(z) est défini par:

T &)

m(z,t) =

avec

0 sit € B(z,t),
wi(x,t) = (4.2)
K(xgj(")(sg(x,t) — (z — X;)S1(z,t)) sinon,
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ou pour [ =0,1,2,...

Yoyl = XK (52 sie <t
Si(x,t) = (4.3)

Yox>e(@— Xi)ll((l’;r)f") sia >t

et
Bz, t)={1<i<n; z<t>X;oulX;<t>uza}.

1.5

Figure 4.2 : Construction de Uestimateur m(-,t) : t = 0.7 et x = 0.65,0.75.

Remarque 4.2. [l est important de noter que 'estimateur m(z,t) ainsi obtenu peut étre défini

comme la valeur de b= b(x) solution du probléme de minimisation :

min z”: Vi — (a(z — X;) + b)]QK(x%Xi

(a,b) X;€D(xt) n

), (4.4)

ot D(x,t) désigne Uintervalle [0,t] si x <t et [t,1] sinon.

4.2.2 Résultats asymptotiques

Nous examinons d’abord la situation d’un point de segmentation loin du point de rupture

7. La premiere partie du théoreme suivant est une reformulation de I'expression de 'erreur
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quadratique moyenne pour une fonction lisse, que ce soit aux bords ou loin des bords. Nous
démontrons ces résultats, pour mettre plus clairement en évidence les éléments qui sont modifiés
lorsque la fonction n’est plus lisse. Dans ce dernier cas, au voisinage du point de rupture, le
biais est de 'ordre de "'amplitude de cette rupture c’est a dire Op(1). L’ordre de grandeur de la
variance n’est pas modifié par la présence de la rupture. Il en résulte que 'erreur quadratique

moyenne au voisinage du point de rupture est Op(1).

Théoréme 4.1. Supposons que les hypothéses D1-D4 sont vérifies et que t = T+ rhy,, avec

|r| > 1 et x =t + chy, alors
1) sifjz =71 > hy,
a) B[z, 1) | Xi,..., X,] = m(z) = gm®) (2)h] Bi (<|e]) + op (7)),
b Var[i(e,t) | Xi,..., X, = -8 V2 () + op (),

2) stz =T+ hyz, |z| <1

a) E[m(z,t) | Xq,...,X,] —m(z) = —sign(z)c1 . (2)y(7) + op(1),
D) Var[m(e, )| X1,..., X,] = 2CL 2| = p)) + op(-L)

avec ) ) ) )
_ Ka(=[z = r[)Ko(|z]) — Ki(=|z — r) Ki(]])
CIJ’(Z) - - - -2 )
Ky(=|z = r[)Ko(=|z = r]) = Ki(=[z = r[)
et
-1 siz<0,
sign(z) =
1 stz>0.

Remarque 4.3. Nous constatons qu’avec une segmentation basée sur un point de segmentation
loin de T, la vitesse de convergence de lerreur quadratique moyenne se détériore au voisinage
de 7 de la méme facon que si l'on ne faisait pas de segmentation. Par contre cette vitesse
reste optimale au voisinage de t, alors qu’elle se dégrade avec des estimateurs tels que ceux de
Nadaraya-Watson ou Gasser-Miller. Néanmoins, dans cette situation, la vitesse de convergence
de Uerreur quadratique moyenne intégrée est la méme pour la régression linéaire locale et les

estimateurs de Nadaraya-Watson et Gasser-Miiller (cf corollaire 4.1 et la remarque qui suit).
Nous présentons ci-dessous les graphiques des fonctions B3 (—|z]), VZ(—|z|) et ¢1,.(2) pour
le noyau d’Epanechnikov :
3(1—a%) silz| <1,
K(z)=

0 sinon.
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0.04

0.035 -

0.03- -

0.025 - 1

0.02 1

0.015 -

0.005 - . . . 1

Figure 4.3 : B (—|z|).

Figure 4.4 : V2 (—|z]).
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0.6

—0.1 i i i i i i i i i
-1 -0.8 —-0.6 -0.4 -0.2 0o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 4.5 : ¢; .(2) pour 9 valeurs de r = 1,1+ %, cey 2.

Preuve théoréme 4.1.

L’erreur quadratique moyenne conditionnelle (MSE) de 7 (z, ) est donnée par

(g (2,8) = m(@))* | X1, 00, X

Jll

[ 1wz z, t ) (m(Xi) - m(ﬂ@))]2 4 iz (wi(z, 1)* 0*(Xy)
t

B

(T wilz, 1)

)

B,, représente le biais conditionnel de m(x,t) et V,, sa variance conditionnelle. En remarquant

que Z?:l wz’(% t) (Xi — JC) = 0, nous obtenons

g - Ziziwile,t) (m(Xi) —m(z))

" Z?:l wi(xvt) 7

2 iy wilz, 1) (m(Xi) — m(z) — (Xi — 2)m/(z))
Z?:l wi(xvt) ‘

En remplagant les quantités w;(x,t) par leurs expressions (4.2), B,, et V,, s’écrivent de la maniére

suivante :

52($7 t)R0($7 t) — Sl($7 t)R1($7 t)

Bn = Sa(z,0)So(x,t) — (S1(z, )2
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et

v D0y
(i, wilw, 1))
(So(z, 1)) To(x,t) — 2S9(x,t) Sy (2, 1) Ty (2, 1)
(S2 (@, ) So(@, 1) = (S1(,1))?)?
(S1(z,1))?Ta(z,t)

(S2(2, ) So(x, 1) = (S1(z, 1))

avec pour tout x < ¢

a) Si(x,t) = x.ci Zins

b) Ti(z,t) = > x. o Zi2s

c) Ri(z,t) =) .o Zis-
pour tout z > ¢

4 Si(x,t) =2 x,5¢ Zia,

e) Ti(z,t) = EXiZt Zi 2,

) Ri(2,t) =Y x,5 Zia-
et ou

i) Zip= (v - Xz’)lK(xZ—,)fi)v

ii) Zi,2 = ($ — Xi)ll(z(—x;j(")az(Xi),

1ii) Z;3=(z — Xi)ll((l’;r)f") (m(X;) —m(z) — (X; — a)m/(2)) .

Cette deuxieme facon d’écrire le biais et la variance va nous étre utile par la suite.

1) Supposons que |z — 7| > h,

Lemme 4.1. Soitt =7+ rh,, |r| > 1 et t =t + ch,. Sous les hypothéses D1-D4 nous avons :
a) Sifw,t) = nhtH fx (@) ((=sign(e) Ki(~lel) + op(1) ),
b) i, 1) = nhi# fx (@)o(2) ((=sign(e)) Lu(~el) + or (1)),

©) Ri(w,t) = sm® (@)nhif fx () ((=sign(e)) Kipa(~lel) + op(1)).
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Preuve du lemme 4.1.
Posons © = t + ch,,. Nous allons montrer le lemme 4.1 seulement pour z < t, c’est a dire pour

¢ < 0. La démonstration pour = > ¢ est analogue.

D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff, nous avons

Z Zz’,j = [E Z Zz’,j + Op Var Z Zi,j )

X<t X<t X<t

= nlE [Zl,j]l{X1<t}] + Op (\/RIE {le,j]l{)ﬁ@f}}) ,

avec
1
I [ZLIH{X1<7:}] = hfj—l /m_ UK( )fX(ﬂC —hnu)alu7

R () (i) 4 ol1).

La fonction o(1) peut étre choisie indépendamment de z puisque fx(-) est uniformément con-

tinue. De la méme maniere, nous obtenons

1
IE[ZIZ,IH{X1<L‘}] = h?j“/ ! K% (u) fx (x — hpu)du,

x—t

hn

= o(n).

Donc pour tout =1t + ch,, avec ¢ < 0, on a

Sl(ac,t) = nlE [ZI,I]I{X1<75} OP (\/nE le]l{Xle}})
= ki i (@) (Ki(e) + op(1)).

Les approximations asymptotiques de IE[Z; 5] et IE [Z1272] sont obtenues de facon similaire. En

effet,

1
IE[ZLQ]I{XKt}] = pltt /m_ W' K2 (u) fx (2 — hou)o?(z — hyu)du,

= k' fx(2)o(2) (Li(e) +o(1)),
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1
IE [Z1272]I{X1<t}] = hil‘H/ uzllﬁ'4(u)fx(ac — hnu)a4(x — hpu)du,

Ainsi

Tl(xvt) = nlE [Zlvz]l{Xle}] + Op (\/RIE {212,2]I{X1<75}}) )
= bt fx(2)o?(2) (Li(e) +op(1)).
En utilisant la continuité uniforme de fx(-), le fait que pour tout |x — 7| > hy,

m(2)(9€)

m(z — hpu) — m(z) + hyum/ (z) = 5

h? + o(h2),

et la continuité uniforme de m(?)(-) sur chacun des intervalles [0, 7] et [r, 1], nous obtenons
I 7151 x, <]

= hfl‘"l /; ulK(u)fX(x — hyu) (m(ac — hpu) — m(z) + hnum'(x)) du,

hn

- %mw)(ﬂﬁ)hff’fx(w) (Kig2(c) + o(1)) .

Un calcul similaire conduit a

E [7} 3L x, <1y]

1
= hil"'l /E__t ule(u)fX(x — hpu) (m(ac — hpu) — m(z) 4+ hnum’(x))2 du,

hn

=0 (n2+),

d’ol

Rl($7t) = nlE [ZI,B]-I{X1<7,‘}] + Op (\/TLE {21273]I{X1<t}}) ’

1 .
= @)kl fx (o) (Kiga(e) +op(1))
Pour obtenir le résultat sous la forme énoncée dans le lemme, il suffit de remarquer que pour
c<0

/ u K (u)du = (=sign(c)) Ki(~|e]),
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que pour ¢ > 0 et [ pair

/c u' K (u)du :/_ W' K (u)du = (—sign(c)) K;(=|¢]),

-1 c

et enfin que pour ¢ > 0 et [ impair

c 1
/ WK (u)du = —/ u' K (u)du,
1 —c

= —Kl(—c),

= (—sign(e)) K (=|¢]).

Ces égalités, qui sont encore satisfaites lorsqu’on remplace K par L, seront aussi utiles dans
les démonstrations d’autres résultats de ce chapitre. Ceci acheve la démonstration du lemme

4.1. O

Enfin, pour finir la démonstration de la premiere partie du théoreme 4.1, il suffit de combiner

le lemme 4.1 et les égalités (4.5) et (4.6).

2) Supposons ¢ = &, = T + h,z, |2] <1 (avec toujours |t — 7| > hy,)

Lemme 4.2. Soitt = 7+ rh,, |r| > 1 et 2 =t 4 ch, = 7+ zh,. Sous les hypothéses D1-D4,

8) Siwn,t) = nhif! fx (7) ((sign(e)) Ki(=lel) + op(1))

b) Ty(wn, t) =kl fx (7)o (7) ((sign(e)) Lu(=lel) + op (1),

c) Rifwn,t) = —(sign(z)) T nhi ! fx (r)7(7) (Ki(|2]) + op(1)).

Preuve du lemme 4.2.
La démonstration des résultats concernant Si(-,-) et 1j(+, -) est identique a celle donnée dans le
lemme précédent, puisque Si(-,-) et Ti(+,-) ne font intervenir que les X;. Montrons le résultat

pour R(-,-).
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1
e (211l <o]

n—t
hn

= /m u' K (u) fx (2, — hou) (m(z, — hpu) — m(z,)) du+ o(1),

:/Z_ W K (w) fx (T + ho (2 = w) (m(7 + b (2 — u)) — m(T + hy2)) du

/ W) fx (T4 ho(z —w) (m(T + hy(z —u)) — m(T + hy2)) du

+ o(1).

En utilisant un développement de Taylor a 'ordre 1, il est facile de déduire que:

e Si z > 0, alors

1
= E [Z131x, <]

= / W K (w) fx (T + ho (2 = w) (m(T + ho(z — u) — m(7 4 hyp2)) du
+ o(1),
= fx (T)7(7) Ki2) + o(1).

e 5i z < 0, alors

1

= IE [ 7131 x, <]

L
+ o)),
/_Zl u' K (u)
+ o),

= fx (r)y(7) (sign(2)) Ki(==) + o(1).

fx(t+ ha(z =) (m(T 4+ hp(z —u) — m(7 4 hyp2)) du

Par un calcul analogue, nous obtenons également

/n_t W K (w) fx (T + ho (2 = w) (m(7 + b (2 — u)) — m(T + hy2)) du
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E [7} 1 x, <1y]

= p2+t /1_t W K2(u) fx (2, — hpu) (m(z, — hou) — m(x,))? du,

hn

=0 (n2+1).

D’ou pour tout z > 0,

Rl(xn7t) = nlE [2173]1{)(1275}] + Op (\/HE {21273]1{)(1275}}) ’

= —nhi fx () (7) (Ki(2) + op(1)),
= —(sign(z))TnhH fx (1) (7) (Ki(|2]) + op (1))

et pour tout z < 0,

Ri(wn,t) = nlE [2173]1{X1<75}] +Op (\/RIE {21273]I{X1<t}}) ’

= nhi fx (1)) ((“1)'K(=2) + 0p(1))
=~ (sign(=) " uhlt fx (7)y (7) (Kall#]) + op (1))

Refaisant les calculs pour x,, > t et utilisant les relations données a la fin de la démonstration

du lemme 4.1, nous obtenons la forme annoncée pour Ri(z,,t). O

Comme pour la premiere partie, pour terminer la démonstration de cette deuxieme partie, il
suffit de combiner le lemme 4.2 et les égalités (4.5) et (4.6). Ceci acheve la démonstration du

théoreme 4.1 . a0

Corollaire 4.1. Sous les hypotheéses du théoréme 4.1, sit =T+ rh,, avec |r| > 1, alors

/01 E {(m(x,t) — m(x))z X, 7Xn:| "

- (72(7) /_ 11 ci,,(z)dz) by + nl—h (VIE, /0 1 ‘}2((;)) dw) +op(hy, + %).

Remarque 4.4. Le lissage des données par la régression linéaire locale sans la segmentation

(a fortiori pour les estimateurs de Nadaraya-Watson ou Gasser-Miiller) engendrera une erreur
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quadratique moyenne intégrée de ordre de Op (hn + ﬁ) . En choisissant une fenétre de lissage

h,, proportionnelle a n™2, nous obtiendrons dans le meilleur des cas

[N

/01 IE {(m(ac,t) —m(@)?| X1,... ,Xn} dr = Op (n_

).

L’absence de segmentation ou une segmentation trop loin du point de rupture conduisent a des

vitesses de convergence du MISE identiques.

Preuve du corollaire 4.1.

Ce corollaire découle immédiatement du théoreme 4.1. En effet

/01 F {(m(x,t) — m(x))z X, ... 7Xn:| "
— /OTJL" E {(m(%t) — m(x))z X, 7Xn:| L

" /T:h | (nfa,t) = m(@))* | X1, X, do

+ /T:—hn I {(m(x,t) — m(ac))2 | Xq,... 7Xn} de |

= (72(7) /_ 11 ci,,(z)dz) hy, + % (VI% /0 1 %da@) + op(hn + n,lln)-

Le théoreme ci-apres décrit le comportement de 'erreur quadratique moyenne au voisinage
du point de rupture lorsque la segmentation est faite au point 7, qui est proche du point de
rupture 7. Par la suite, 7, ne sera autre que I'estimateur de la localisation du point de rupture
et |7, — 7| convergera vers 0 plus vite que h,. Si nous supposons que 7, < 7, nous constatons

qu’il y a trois régions ou ’erreur quadratique moyenne se comporte différemment :

i) Dans la premiére région Ri( z < 7, ou @ > 7+ h, ) : le biais est de 'ordre Op(h2).
C’est l'ordre de grandeur optimal que 'on peut espérer obtenir. Ceci s’explique par le fait
que pour les points & qui appartiennent a la région R1, nous utilisons pour estimer m(x)

uniquement les observations qui se trouvent avant le point de discontinuité.
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y (@

R1 R1

-h X T T T+h

Figure 4.6 : Région R1.

ii) Dans la deuxieéme région R2 ( @ € [7,,7] ), le biais a le méme ordre de grandeur que

I’amplitude de la rupture. Ceci est dii au fait que pour les points 7, < & < 7 qui se

trouvent avant la discontinuité, nous utilisons pour estimer m(z) des observations qui,

en grande partie, se situent apres le point de rupture. L’'importance de ces points dans

Perreur quadratique moyenne intégrée (MISE) est proportionnelle & la distance entre 7,

et 7 c’est-a-dire |7, — 7|. Plus cette distance est grande et plus I'effet de ces points est

dominant dans le MISE.

y(©)

Figure 4.7 : Région R2.

lTn—7]

iii) Dans cette derniére région R3( « € [, T+h,]), le biais se comporte comme =—. Pour ces

points qui se trouvent apres la discontinuité, nous utilisons, pour estimer m(z), quelques

observations qui se trouvent avant le point de rupture. Le nombre de ces observations est

. s =7
proportionnel a ——.
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y(©)

R3

Figure 4.8 : Région R3.

Théoréme 4.2. Supposons que
i) Les hypotheses D1-D4 sont satisfaites,

ii) TnIT—I—Z—"T‘ avec |r| <1 et a, — oc.
n

1) 2, =7+ hyz, sir<0,z2<0eta, <7, (r>0,2>0c¢€tz,>r1,), alors

a E[m(z,, ) — m(@,)| Xy, ..., Xo] = Lm@P (P)h2 B (—|2]) + op(h2),

b) Ver in(en, 7) | X1, Xo] = S ZEVR(=121) + op (),

2) vp,=7+hyz, sir<0etr,<z,<7 (r>0et7<2,<T1,), alors

a) IE[m(z,, ) — m(z,)| X1, ..., X,] = —sign(r)y(r) + op(1),

b) Var [m($n7 7—77‘)|)(17 Ce 7Xn] = %sz(o) + OP(ﬁ),

3) Sir<0,z>0eta,=o0(nh,) (r>0,z<0), alors

&) I [, 7) = m(en)| X1, o Xl = B0y (1) ea(2) + op(I571),

b) Var [m(z,, )| X1,..., X, = nZWSfT()T)VI%(—VD—I—OP(ﬁ),

ou ca(z) = (K2(—|z]) + |2| K1 (=|2]) K (—|z])
I(z(—|2’|)[{0(—|z|) _ 1(12(—|Z|)

Remarque 4.5. L’utilisation d’un estimateur tel que celui de Nadaraya-Watson ou Gasser-

Miiller, aurait conduit a un biais de l'ordre de Op(h,) pour les points de la premiére région

(R1).

Nous présentons ci-dessous le graphique de la fonction ¢3(z) pour le noyau d’Epanechnikov :



198 CHAPITRE 4. SEGMENTATION

Figure 4.9 : c3(z).

Preuve du théoréme 4.2.
Supposons ¢ =z, =7+ zh,ett =1, =7+ Z—"r. L’erreur quadratique moyenne conditionnelle

(MSE) de 7(z,, 7,) est toujours donnée par

[ fvg (T, ) — m(zn))? | X1, ... ,Xn]
[ W %Tn) (m(X;) - m(ffﬁn))]2

2 1 w; (xn? Tn)

Yy (wilen, 1) 0*(X5)
(i wilen, 70)*

_I_

9

= B2 4+V,,

ou

52($n7 Tn)RO(xnv Tn) -5 ($n, Tn)Rl ($n, Tn)

Bn — 9
52Ty ) So(2n, Tn) = (91(2n, 7))
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et

v~ B e, )V ei(x)
(Qicy wilwn, 7))
(S2(zp, 7)) To (20, Tn) — 259(@0, 70) S1(T0s 7o) T1 (T, T)
(S2(2s T) S0 (@5 ) = (St (@5 7))
(S1(@n, 7)) * T2 (@0, )

(S2(2 0, 7)o (#n, 7o) = (S, 7))

(4.8)

_I_

1) 2<0,r<0eta, <71, (z>0,r>0etz,>71,)

Lemme 4.3. Soient 7, = 7 + rZ—Z et ©, = T+ zh, telles que z < 0, r <0 etx, <7, (2 >0,

r>0, 2, >7, )eta, —oc. Sous les hypothéses D1-D4, nous avons :
8) Siwns ) = nhlF fx(7) ((=sign(2)) Ki(=|z]) + or (1)),
b) Ti(wn, 7) = bl fx (1)o?(r) ((=sign(2) Li(=|2]) + op(1)),
&) Rifan,7) = ml ()i fx (7) ((=sign(=)) Kpsa(—I2]) 4+ 0p(1) ).

Preuve du lemme 4.3.
Afin de démontrer ce lemme nous considérons le cas ou z < 0, r < 0 et x,, < 7,. La démonstra-

tion du cas symétrique (z > 0, r > 0 et z,, > 7,,) s’en déduit facilement.

Nous avons par 'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff

Z Zz’,j = E Z Zz’,j‘|‘0P Var Z Zi,j )

Xi<tn Xi<tn X;<Tn

= nIE [Zlvj]l{X1<7'n}] —I_ OP (\/TLE |:Z127]]I{X1<7'n}:|) ’

1
IE [ZLI]‘I{X1<TW,}] = hf{"l/m ulK_|_(u)fX(xn — hpu)du,

n—_—Tn
n

= Wt fx (r) (Ki(2) + o(1)).

De méme
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1
IE [212,1 H{X1<rn}] = hil‘H /m ulez(u)fX(acn — hpu)du,

n—Tn
hn

= o(n1),

d’ol

Sl(men) = nlE [Zl,l]l{X1<7—n}] + OP (\/RIE {le,l]l{X1<Tn}}) ’
= nhf{"le(T) (Ki(2) + op(1)).

De la méme facon, nous obtenons pour IE [7Z; 5] et IE [Z1272],

1
1D} [ZLQ]I{XK%}] = hf{"l / ule(u)fX(wn — hnu)az(xn — hpu)du,

TN —Tn

hn

R (1)) (i) + of1)

1
1D} [Zi2 H{X1<7n}] = hil"'l /mn_m uﬂK‘l(u)fX(xn — hnu)a4(xn — hpu)du,

hn

= o(n).

Nous en déduisons

Tl($n7 Tn) = nIE [Zlvz]l{X1<7'n}] —I_ OP \/nIE |:le,2]l{X1<Tn}:|) ’

= nhy " fx (T)o?(r) (Li(2) + op(1)).

IE [ZLS]I{Xl <7'n}]

= plHt /1_ u K (u) (m(zn — hou) — m(x,) + hpum!(2,)) fx (2n — hpu)du,

n

= %m<3><r>h;+3fx<r> (Ki42(2) + (1))

Un méme calcul conduit &
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E 77 5 x, <703

1
= p2H! / u K2 (u) (m(x, — hou) — m(z,) + hnum’(wn))2

™
X fx(xn, — hpu)du,
=0 (n2+).
Ainsi
R[($n7 Tn) = nIE [Z1,3]I{X1<Tn}] —|— OP (\/TLIE {21273]I{X1<7n}}) s
1 .
= omP(OmhiF fx (7) (Kiga(2) + op (1))
Ceci termine la preuve du lemme 4.3. O

En combinant le lemme 4.3 et les égalités (4.7) et (4.8), nous prouvons la premiere partie du

théoreme 4.2.

r<letr, <z, <7(r>0etr7<a,<7,)

Lemme 4.4. Soit 7, = 7+ rZ—Z tel quer <0 eta, >7, (r>0,2, <7, )eta, > oco. Sous

les hypothéses D1-D4 nous avons :
8) Sifwn, ) = bt fx(7) ((sign(r) Ki(0) + op(1)),
b) Ti{n, 7) = bl fx(1)o?(r) ((sign(r)) Li(0) + 0p (1)),
&) Ri(wn, 1) = —sign(r)y(r)nhtt fx (7) ((sign(r)) Ki(0) + op(1) ).

Preuve du lemme 4.4.

Nous avons

In—Tn

i _
E[Zi1 x5 = hf;rl/ u' Ky () fx (2 — hyu)du
-1

= R fx(r) (Ki(=1) = K1(0) + o(1)),

de méme,
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In—Tn

hn
128 D ixsn] = W[ ) fx e~ B
-1

= o(n),

d’ol

Sl($n7 Tn) = nIE [Zlvl]l{XIZTn}] + OP (\/nIE |:Zl2,1]:[{X127n}:|) ’
= nhf{"le (T) (I(l(—l) — K;(0

(0) +
= bl fx(r) ((sign(r)' Ki(0) +

Les approximations de IE[Z; 5] et IE [Z12,2] sont obtenues de maniere analogue.

In—Tn

I [ZI,Z]I{XlzTn}] = hé—l—l / " ull(z (u)fX (wn - hnu)o'z(xn - hnu)du7
-1

= W fx(r)o?(r) (Li(=1) — Li(0) + o(1)),

In—Tn

hn
B2 ] = 0 [T R e — e, — By,
-1
= o(n).

Nous en déduisons que

Tl(xann) = nlE [ZL?]‘I{XlZTn}] + Op (\/nE {212,2]1{)(12%}}) )

= nhlt fx(r)o?(7) (Li(=1) — Li(0) + op(1)),
= bl fx(r)a(r) ((sign(r) Li(0) + or(1))

E [Z1 31 (x,57,1]

= plHt / " WK (u) (m(z, — hau) — m(2,) + houm!/(2,))
-1
X fx(xn, — hpu)du,

= 7( k! fx (1) (Ki(=1) = Ki(0) + o(1)) .
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Un calcul similaire donne

E (7} 51 x,57,1]

In—Tn

= hil"'l / " ule(u) (m(xn — hpu) — m(z,) + hnum’(xn))2
-1

X fx(xn, — hpu)du,
=0 (n21),

d’ol

Rl(xnv Tn) = nlE [ZLS]-I{XlzTn}] + Op (\/TLIE {21273]1{)(127”}}) )

= (PR () (Ki(=1) = Ki(0) + op(1).
= ()bl fx(7) ((sign(r) Ki(0) + op (1) )

3)r<0etz>0(r>0etz<0).

Lemme 4.5. Soit 7, :T—I—rZ—Z et &, =T+ zh,. telles que z >0, r <0 (z<0,r >0, 2, > 7,

) et a, — co. Sous les hypothéses D1-D4& nous avons:
8) Si(wa, ) = nhiF fx (7) ((=sign(2) Ko~ |2]) + 0p (1)),

b) Ti(wa, ) = nhi fx (1)o(r) ((=sign(2))' Li(~|z]) + op(1) ).

c) Sia, = o(nh,),

Tn — T . B
Rifny ) = 2 (r)nbi fx (7) (= sign(2)' |2 K (=12]) + 0r (1))
Preuve du lemme 4.5.
Nous avons
E[Zially,5,,] = hfjl/ "l K () fx (2 — o),
- -1

— By (r) ((—sign(z))ll(l(—z) + 0(1)) .
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De méme
.rnh—n‘rn )
B2 Lixsnn] = K[ ) fx e~ o,
-1
= o(n1).
Ainsi

S[($n, Tn) =

E [Z1 2 x,57,9]

E[Z7 ) ix,579]

Nous en déduisons

T[($n, Tn) =

D’autre part

E [Z151(x,57,)]

IE [Z1,1 ]‘I{XlzTn}] + Op (\/nIE {212,1]1{)(12%}}) J
nhf{"le(T) ((—sign(z))lKl(—Z) + 0P(1)) ;
= Rl /%"n u K2 (u) fx (2 — hpu)o? (2, — hyu)du,
-1
= W fx(r)a(7) ((=sign(2)' Li(=2) + o(1) )
= hi’“/ - W K (u) fx (2, — hpw)ot(z, — hou)du,
-1

= o(n).

nlk [Z1 Q]I{X1>Tn} + Op (\/ Z1,2H{X127n}}) )

nhF f (1)o?(r) ((=sign(2) Li(=2) + op (1))

In—Tn

= hf{"l/ . u' K (u) fx (2, — hpu)
-1

X (m(xn — hpu) —m(x,) + hnum’(xn)) du

T

= hf{"l/ ” u' K (u) fx (2, — hpu)

X (m(xn — hpu) — m(z,) + hnum’(xn)) du + o(hfj'l),
P OB e () (SR ) 4 ol1)).
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et

In—Tn

e i
E (727 Ly 500] = h?f“/ u K2 () fx (2, — hpu)
~1

X (m(acn — hpu) — m(z,) + hnum’(wn))2 du

h2l-|—1
o)
a/TL

lorsque a,, = o(nh,,) nous avons alors,

Rl(xanN) = nlE [2173]1{)(12%}] + Op (\/RIE {212,311{)(12%}]) )

= it () (5K () + op(1) -

Remplacant dans les expressions de B,, et V,, ((4.7) et (4.8)), les termes Si(-, ), T7(-, ) et Ry(-, ")

par leurs développements donnés par les lemmes 4.3, 4.4 et 4.5, nous obtenons les résultats

énoncés dans le théoreme 4.2.

Corollaire 4.2. Sous les hypothéses du théoréme 4.2, nous avons

/01 I {(m(wﬂ —m(x))* | Xy, ... ,Xn} do

(] o) (] 55

1
+ op(hy + ——) + Op(|7 = 71)

ad

Remarque 4.6. Notons que si nous avions utilisé, a la place de la régression lin€aire locale, un

estimateur a noyau de type Nadaraya-Watson ou Gasser-Miller, erreur quadratique moyenne

intégrée ! aurait été de l'ordre de Op (h% + #) alors que le corollaire ci-dessus conduit ¢ une
n

vitesse de convergence meilleure dés que T, converge suffisamment vite. Ce qui sera réalisé dans

la pratique.

Preuve du corollaire 4.2.

Ce corollaire est une conséquence immédiate du théoreme 4.2. En effet

/01 E {(m(%rn) _ m(x))Q X, 7Xn:| L
- /|1’—T|>hn e {(m(x’m) —m(2))* | Xy, ... ,Xn} dz

+ /_:h IE | (12, 7) = m(@))* | X,y X, da

LV [(m(e, m) — m(2)” | Xo,y.. ., Xo] de
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Tout d’abord, nous avons
b

/ B |(in(e, 7) = m(2))? | Xi, ... ,Xn] dz
lz—7|>hn

le4h4 (/0 {m(z)(w)rdx) Vi (

Si nous supposons, par exemple, que 7, < 7, alors

T4+hn
/T E [(m(x,rn) ~m(2))? ] Xy, ... ,Xn] dz

—hn

o dw) —|—0p(h4 + nhn)

_ / I [(n(e,7) — m()? | i, X, da

T—hn
n /TE (1 7) = m(@) | X, X, da
T+hn
n / B | (i (e, 7) = m(2))? | X, X, da,
= op(l + =)+ Op(lr, — 1) + 0p( 2T,
= op(ht + =) + Op(|7a ~ 7)

Nous en déduisons donc

/;E {(m(xvm) —m(2))? | Xi,... ,Xn] da

0 (] )+ 2 ([ )

1
B @) = 7).
+ op(hh + ) + Ol — 7]
Ceci termine la démonstration du corollaire 4.2. a0

4.3 Un seul point de rupture. Segmentation basée sur ’estimateur

de la localisation de la rupture

Nous supposons dans ce paragraphe que la localisation de la rupture 7 n’est pas connue et
montrons que si son estimateur 7 converge de maniere suffisamment rapide, la fonction m(-) est

estimée avec une erreur quadratique intégrée conditionnelle optimale.

Il est facile de voir que
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Cherchons maintenant & controler le biais de 7 (x,7). Etant donné une suite (g,)  positive

convergent vers zéro, nous pouvons écrire:
‘IE[ $ T) ($)) ]‘I|7°—T|>gn|X17"' 7XnH
+ ‘IE[ $ T) ($)) ]I|7A'—T|§gn|X17"'7XnH7
, 1/2
< (B[ (e, 7) = m(@)AIX, ., X))
X PY2(|7 = 7| > gal Xy, .., Xo]

(8 [0, ) = m(@) Mgy, X ,XnDUQ.
Il en résulte, en particulier, que
/ IE [, #) — m(2)| Xu, ..., X,])?da
/IE m(x))? X1, ... ,Xn]

x IP[|7 — 7] >gn|X1,... , X ] da
/IE m (@) W sy | X1, - ,Xn] de .

:(’)p(hn—l— )IP[|%—T|>gn|X1,...,Xn]
nh

n

1
)+ 0 (),

+ Op (hi +

ol nous avons utilisé pour obtenir la derniere majoration, le résultat énoncé dans le corollaire 4.2.

Ainsi, nous en déduisons le théoreme suivant

Théoréme 4.3. Supposons que les hypothéses D1-D4 sont satisfailes et soit T un estimateur de

T tel qu’il existe une suite (g,,) vérifiant:
i) gn—(’)(h4+nh )
5 P 7] > g0 (X1, X)) = op (D).

Alors :

/E[(m(x,%) (@)X, Xl de = Op (h§+ nin)

Naturellement les estimateurs de 7 étudiés dans les chapitres précédents satisfont sous des con-

ditions convenables les conditions requises ci-dessus (cf paragraphe 4.5).
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4.4 Plusieurs points de rupture

4.4.1 Notations et hypotheses

Dans ce paragraphe, nous supposons que la fonction de régression admet p points de rupture :
0 <7 <...<7, <1. Par convention, nous posons 79 = 0 et 7,47 = 1. Nous conservons les

hypotheses D1, D3, D4, et nous remplacons D2 par:

D2’. La fonction de régression m(:) = IE(Y | X = ) est deux fois continiment dérivable
g
en tout point différent de 7,...,7, et est cadlag aux points 71, ..., 7, ainsi que ses deux

premieres dérivées.

Pour estimer m(x), "approche utilisée plus haut dans le cas d’un seul point de rupture, est

généralisée de la facon suivante:

e Pour tout 0 <7 < p, si @ € [7, ;41[, nous ajustons localement une droite o, + G.(z — u)

par RLL pour obtenir 7m(z) = ﬁx en utilisant seulement les observations 7; < X; < 7741.

Soit 7 = (7y,...,7p), Uestimateur de m(z) est défini par:

A 2= i@, 7)Y

m(z, )= (4.9)
7 Z?:l w] ($7 T) 7
avec lorsque z € [, Tit1],
0 st X ¢ [, Tipals
wi(z, 1) =
sro—X .
I((xhnj)(Sg(x,T)— (z — X;)S1(z, 7)) sinon,
ou pour [ =0,1,2,... et si x € [1, Tip1]
z—X;
Sz, )= Y (w- Xj)llﬁ'(T]). (4.10)
T <X <Tig1 "
Lorsque p est inconnu, ainsi que 7,...,7,, on leur substitue dans les expressions ci-dessous
les estimateurs p, 71,..., 5.
4.4.2 Résultats asymptotiques
Soit p un estimateur du nombre de rupture de la fonction de régression. On note 7y < ... < 75

les estimateurs des points de ruptures de la fonction m(-). Pour simplifier les expressions, nous

posons dans la suite:
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1) 7=(m1,...,7),

11) 72:(7'17...

iii) & :( b “—leégnl})ﬂ{ﬁzp}-

Nous avons d’une part

et d’autre part
|IE [z, 7) — m(2)| Xq, ..., X,]|
< | I [, 7) — m(@) T(EDIX, .., X
+ |IE [(h(x, 7) — m(2)) W)Xy, ... X |,

< (B [((e. ) m(@)?|X0,.. ,XnDI/Q
x PY2[EC|Xy, ..., Xn

]
+ (B[, 7) - m(@)AE) X, X))
Ainsi
/ IE [r(z, 7) — m(z)| X1, ..., X)) de
/IE (@) X1, X

><IPEC|X1,..., o] dx
+ [, 7 = mie)PLE) X, . X do,
— - c 4 1
= Op (hn + nhn) P& Xy, ..., X+ Op (hn + o + Opr (9,) -

D’ou le résultat énoncé dans le théoreme suivant

Théoréme 4.4. Soit 7 un estimateur de T tel que il existe une suite (g,,) vérifiant :
i) ¢, =0 (h§—|— ﬁ),
i1) P& | Xy, ..., X,] = op(h3).

Supposons que les hypothéses D1, D2°, D3, D4 sont satisfailes,

/E[(m(x,%) (@)X, Xl de = Op (h§+ nin)
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Il n’est pas impossible que les coefficients, qui interviennent dans I’écriture asymptotique de
Ierreur quadratique moyenne intégrée, ne soient pas modifiés lorsqu’on remplace le nombre et
les localisations des points de rupture de la fonction de régression par leurs estimateurs. En

d’autres termes, il est probable qu’on puisse montrer:

/01 E {(m(x,r) — m(x))z X, ... 7Xn:| "

Bﬁh“ (/0 {m@)(ac)rd )+¢(/ i dgc)—l—o (h4+n,11n)

En effet, nous montrons que la partie biais de 'expression asymptotique du MISE est inchangée

lorsque p et 7 sont estimés.
IIE [z, f-) — e, 7| X1, X
< |E[(m(2,#) — iz, 7)) LEHI Xy, ..., X,]|
+ |IE [((a, 7) — (2, 7)) (&) Xn, - .., X |
< (B[ n(e.7) - (.7 X)) TP X
+ (8 [t #) — il ) PIE) X, ,XnDI/2.

Ainsi

/(IE [z, 7) — m(x, 7)| Xy, ..., X,]) de

1
< Op (hn + —) P& Xy, ..., X,
nhy,

+ zp:/wwgnm (6, 7) =i, )P Xo, . X dr

=1 Ti—hn—gn

1 b 92
= hn PEXy, ..., X, Ltgn -
Op( +nhn) €51 X0 ]+;Op(hn+g)
Il en résulte que sous les hypotheses:
1) gn = O (h4 + nhn)

ii) IP[E% |X17 s 7Xn] = OP(hi)7
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/(IE (2, 7) — 1o, 7| X1, X)) 2de = o, (hi nzlzn) .
Nous en déduisons que le biais intégré peut s’écrire comme suit
/(IE [z, 7) — m(x)| Xy, ..., X)) de
:/(IE (e, ) = m(@)| X1, .., X)) da
+ / (IE [ (z, 7) — m(z, 7)| X1, ..., X,])?dz
+ z/uz (2,7) — (2, 7)) (2, 7) — m(@)) [ X1, ... , X, de

_ Bihy 2) 4, 1
i (/0 {m ($)} dz ) + o, hn—l—nhn .

Il reste maintenant a prouver que la variance conditionnelle n’est pas modifiée lorsqu’on remplace

petT=(m,...,T,) par leurs estimateurs respectifs p et 7 = (71,..., 7).

4.5 Choix des estimateurs du nombre et des localisations des
ruptures
Dans le chapitre précédent nous avons présenté un algorithme pour estimer le nombre de

ruptures d’une fonction de régression. D’apres le corollaire 3.2, il est possible de construire un

estimateur de ce nombre de ruptures tel que

~PV1I<i<p, #En—gunmitglet p=p] = o(gh),

olt g, = n % avec 0 < § < 1.

Or

IE(IP[E% |X177Xn]) = 1_IP[V1§7/SP7 7A—Z6]7—2_97177—2‘|’gn[ et ﬁ:PL
= ofg}).

Par conséquent

IP[E% |X17 s 7Xn] = OP(gi)

Maintenant si on choisit § > 4/5, alors pour toute suite (hy), -, qui vérifie h,, — 0 et nh,, — oo,

on a:
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1) go=o(hi+:),

11) P[ES |Xy, ..., Xu] = op(h3).

4.6 Simulations

Nous analysons les effets de la segmentation pour plusieurs modeles. Les facteurs détermi-
nants sont le choix de la fenétre de lissage et le rapport signal sur bruit. Pour nos comparaisons,

nous avons retenu trois modeles M1, M2 et M3:
M1 m(z) = 4a? + H[0.5,1]7 n =250et 02 =0.1.
M2 m(z) = 4a? + H[0.5,1]7 n =250 et 02 = 0.5.
M3 m(z) = 4sin(bz) + 3z + H[0.7,1]7 n = 1000 et 0% = 1.

Tout au long de ces simulations, le plan d’expérience est supposé aléatoire de loi uniforme et le

bruit est gaussien.

Notons:
o m(z) = E(im(x,1)) — 2¢/Var(i(z,1)),

o T(z) = E(m(z,t))+ 2/ Var(m(z,t)).
Commentaires.

1) Nous avons observé que 'augmentation du nombre d’observations s’accompagne d’un rétré-
cissement de la “bande de confiance” de la fonction de régression m(-) ([m(-),m(-)]). Pour
ne pas trop rallonger ce paragraphe, nous ne présentons pas ici les simulations concernant le

comportement en fonction du nombre d’observations.

2) Dans tous les modeles analysés, nous remarquons que I’écart entre m(z) et m(x,7) s’accentue

au voisinage de la rupture. Ceci s’explique par:

e [’augmentation du biais au voisinage du point de discontinuité (voir les figures 4.12, 4.16
et 4.20). Ceci est cohérent avec les théorémes 4.1 et 4.2 qui montrent qu’au voisinage

de 7 le biais se comporte en O(1).

e [augmentation de la variance autour de 7. Ceci est aussi cohérent avec les résultats

énoncés dans les théoremes 4.1 et 4.2. Ces théoremes montrent que méme si 'ordre



4.6. Simulations 213

de grandeur de la variance (O(1/nh,)) reste le méme au voisinage de 7, les constantes
Vi2(—|z|) sont plus grandes autour de la rupture (z — 0) que lorsqu’en s’éloigne de la

rupture, |z| > 1 (cf la figure 4.4).

3) Lorsque la segmentation des observations est effectuée en utilisant la vraie localisation 7,
nous avons aussi constaté une détérioration de la qualité de I’estimation de m(z) au voisi-
nage de 7. Elle est diie essentiellement a I’augmentation de la variance autour du point de
discontinuité pour la raison évoquée dans 2). En ce qui concerne le biais au voisinage de la
rupture, nous remarquons une diminution par rapport a celui créé loin de 7. En effet, (cf
le théoreme 4.2 pour 7, = 7), lorsqu’on utilise la vraie localisation de la rupture pour seg-
menter les observations, le biais au voisinage de 7 reste de 'ordre de O(h2). Les constantes
asymptotiques (B (—|z|), cf la figure 4.3) sont cependant plus petites pour les points qui
sont proches de 7(z — 0) que pour ceux qui en sont loins (|z| > 1). Notons que Fan &
Gijbels [FFG92] ont observé ce phénomene dans le cadre de Iestimation d’une fonction de
régression lisse par polynomes locaux (augmentation de la variance et diminution du biais

sur les bords).
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h =014 h =0.16
n n

! ! ! ! 2 ! ! ! !
0 02 Oht:0.1086 0.8 1 0 02 04:02006 0.8 1

Figure 4.10 : Effet de la segmentation en t = 7 : Estimation de m(x) et m(z) a partir de 200
échantillons simulés selon le modéle M1. La courbe en “-.” représente une estimation de m(z),

“ -7 représente une estimation de m(z). La courbe en “7 représente la vraie fonction

celle en
de régression m(z). Dans le graphe en haut a gauche on a aussi représenté avec des “.” un

échantillon des observations. Les trois figures en bas sont des agrandissements du voisinage de

la discontinuité.
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h =014 h =0.16
n n

! ! ! ! 2 ! ! ! !
0 02 04‘0.1086 0.8 1 0 02 04:02006 0.8 1

Figure 4.11 : Effet de la segmentation en t = 7 : Estimation de m(x) et m(x) a partir de 200
échantillons simulés selon le modéle M1. La courbe en “-.” représente une estimation de m(z),

“ -7 représente une estimation de m(z). La courbe en “” représente la vraie fonction

celle en
de régression m(x). Dans le graphe en haut a gauche on a aussi représenté avec des “.” un

échantillon des observations. Les trois figures en bas sont des agrandissements du voisinage de

la discontinuité.
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Figure 4.12 : Estimations du biais local et de l’écart-type local (de haut en bas) a partir de 200

échantillons simulés selon le modéle M1. On montre a gauche ces différentes estimations pour

m(-,7) et a droite celles de m(-, 7).
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Figure 4.13 : FEstimations du biais au carré intégré, de la variance intégrée et de la MISE (de
haut en bas) a partir de 200 échantillons simulés selon le modéle M1. On montre a gauche ces

différentes estimations pour m(-,7) et a droite celles de (-, 7).
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h =014 h =0.16
n n

0 02 Oht:0.1086 0.8 1 0 02 04:02006 0.8 1

Figure 4.14 : Effet de la segmentation en t = 7 : Estimation de m(x) et m(z) a partir de 200
échantillons simulés selon le modéle M2. La courbe en “-.” représente une estimation de m(z),

“ -7 représente une estimation de m(z). La courbe en “7 représente la vraie fonction

celle en
de régression m(z). Dans le graphe en haut a gauche on a aussi représenté avec des “.” un

échantillon des observations. Les trois figures en bas sont des agrandissements du voisinage de

la discontinuité.
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Figure 4.15 : Effet de la segmentation en t = 7 : Estimation de m(x) et m(x) a partir de 200

[

échantillons simulés selon le modéle M2. La courbe en représente une estimation de m(zx),

143

- -7 représente une estimation de m(x). La courbe en “”

celle en représente la vraie fonction

de régression m(z). Dans le graphe en haut a gauche on a aussi représenté avec de “.” un
échantillon des observations. Les trois figures en bas sont des agrandissements du voisinage de

la discontinuité.
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Figure 4.16 : Estimations du biais local et de l’écart-type local (de haut en bas) a partir de 200
échantillons simulés selon le modéle M2. On montre a gauche ces différentes estimations pour

m(-,7) et a droite celles de m(-, 7).
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Figure 4.17 : Estimations du biais au carré intégré, de la variance intégrée et de la MISE (de
haut en bas) a partir de 200 échantillons simulés selon le modéle M2. On montre a gauche ces

différentes estimations pour m(-,7) et a droite celles de (-, 7).
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Figure 4.18 : Effet de la segmentation en t = 7 : Estimation de m(x) et m(z) a partir de 200
échantillons simulés selon le modéle M3. La courbe en “-.” représente une estimation de m(z),

“ -7 représente une estimation de m(z). La courbe en “7 représente la vraie fonction

celle en
de régression m(z). Dans le graphe en haut a gauche on a aussi représenté avec des “.” un
échantillon des observations. Les trois figures en bas sont des agrandissements du voisinage de

la discontinuité.
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Figure 4.19 : Effet de la segmentation en t = 7 : Estimation de m(x) et m(x) a partir de 200

échantillons simulés selon le modéle M3. La courbe en “.” représente une estimation de m(z),
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- -7 représente une estimation de m(x). La courbe en “”

celle en représente la vraie fonction

de régression m(x). Dans le graphe en haut a gauche on a aussi représenté avec des “.” un
échantillon des observations. Les figures trois en bas sont des agrandissements du voisinage de

la discontinuité.
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Figure 4.20 : Estimations du biais local et de l’écart-type local (de haut en bas) a partir de 200

échantillons simulés selon le modéle M3. On montre a gauche ces différentes estimations pour

m(-,7) et a droite celles de m(-, 7).
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Figure 4.21 : FEstimations du biais au carré intégré, de la variance intégrée et de la MISE (de
haut en bas) a partir de 200 échantillons simulés selon le modéle M3. On montre a gauche ces

différentes estimations pour m(-,7) et a droite celles de (-, 7).
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4.7 Données réelles : Exemple du Nil.

Nous présentons dans cette section une application de I’analyse de ruptures par lissage
linéaire local aux données du Nil (cf chapitre Introduction). Pour ’analyse, nous avons préféré
supposer que le nombre de ruptures est au plus 1. Tout d’abord nous avons estimé, dans le
cas ol nous supposons qu’il y a une seule rupture, les parametres de rupture (7 et v(7)) pour
différentes tailles de la fenétre de lissage. Ensuite nous avons vérifié la pertinence de chacune
des ruptures détectées a l’aide du test strictement local. Enfin et suite aux résultats des tests
effectués, nous avons gardé comme parametre de localisation de la rupture 7 = 1898 et nous

avons estimé le débit annuel du Nil en utilisant comme point de segmentation ¢t = 7 = 1898.

Notons que le meilleur cadre pour analyser les données du Nil est celui des séries chronologiques.
Néanmoins nous faisons comme si les conditions étaient remplies pour pouvoir appliquer notre
approche d’analyse de ruptures. Les résultats obtenus sont cohérents avec ceux obtenus par
Miiller [MUL92] & I’aide d’une méthode de noyau, ou ceux de Cobb [CoB78] dans un cadre

paramétrique.

1) Estimation des paramétres de rupture.

Table 4.1 : FEstimations de 7 et 4(7). Les noyaux utilisés sont K1 et K2.

K1 K2

ha 7(7) 7 7(7)

10 | 1915 | 269.1861 | 1897 | —473.2106
12 | 1898 | —283.3347 | 1898 | —534.6239
14 | 1898 | —316.9070 | 1898 | —543.0585
16 | 1898 | —307.8848 | 1898 | —445.1601
18 | 1898 | —296.1336 | 1899 | —375.6468

20 | 1898 | —293.0075 | 1899 | —385.7173

>
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2) Tests de rupture.

Table 4.2 : Test strictement local d’absence de rupture en 7 = 1898, 1902, 1915 au seuil « = 5%.

Dans chaque cellule figure la valeur de la statistique et la décision prise. Le noyau utilisé est

K1.

T=1898 | T=1902 | 7=1915
ho | (TSL) (TSL) (TSL)

10 | HO (1.3888) | HO (0.2806) | HO (1.7250)
12 | H1 (1.9890) | HO (0.3662) | HO (1.6145)
14 | H1 (2.4029) | HO (0.2790.) | HO (1.5485)
16 | H1 (2.4957) | HO (0.1807) | HO (1.3967)
18 | H1 (2.5461) | HO (0.5442) | HO (1.3381)
20 | H1 (2.6555) | HO (0.7921) | HO (1.3868)

Table 4.3 : Test strictement local d’absence de rupture en 7 = 1898, 1902, 1915 au seuil « = 5%.

Dans chaque cellule figure la valeur de la statistique et la décision prise. Le noyau utilisé est

K2.

T=1898 | T=1902 | 7=1915
ho | (TSL) (TSL) (TSL)

10 | H1 (3.2319) | HO (0.1869) | H1 (2.5969)
12 | H1 (4.4730) | HO (0.4891) | HO (1.6405)
14 | H1 (4.9076) | HO (0.0914.) | HO (1.1916)
16 | H1 (4.3007) | HO (1.4642) | HO (0.6091)
18 | H1 (3.8276) | H1 (2.3802) | HO (0.4756)
20 | H1 (3.7270) | H1 (2.7846) | HO (0.7208)

Rappelons que la statistique utilisée pour construire les différents tests strictement locaux
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d’absence de ruptures dans le débit annuel du Nil sont définis par:

Y (T)
TSL = +/nh, :
! V2V, 6

Sous I’hypothese HO, T'S'L N N(0,1). Pour & nous avons utilisé I’estimation fournie par Cobb
[CoBT8] (6 = 125).
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3) Estimation du débit annuel.
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Figure 4.22 : FEstimation du débit annuel du Nil entre 1870 et 1970.
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Résumé

Nous nous intéressons dans cette these a ’estimation, dans un cadre non paramétrique, d’une
fonction de régression présentant des discontinuités et, plus précisément aux problemes de dé-
tection de ruptures, d’estimation des parametres de rupture (nombre, localisations, amplitudes)
et de segmentation de la fonction de régression (reconstitution de la fonction). La méthode
utilisée est basée sur les propriétés du processsus de saut estimé, 4(¢), défini en tout ¢ comme la
différence entre un estimateur a droite et un estimateur a gauche, ces estimateurs étant obtenus
régression linéaire locale.

Dans un premier temps, nous considérons la situation d’une seule discontinuité et étudions
les propriétés de 'estimateur de amplitude de la discontinuité lorsque la localisation est con-
nue. Nous donnons 'expression de l'erreur quadratique moyenne asymptotique et montrons la
convergence et la normalité asymptotique de 'estimateur. Lorsque la localisation 7 n’est pas
connue, nous construisons un estimateur de 7 a ’aide du processus de déviation locale associé a
4(t) et montrons que cet estimateur converge avec une vitesse en n~! ou arbitrairement proche

de n~! selon le noyau utilisé. Nous proposons ensuite trois tests d’existence d’une rupture : un
test strictement local, un test local et un test global, tous trois définis en terme d’une statistique
construite a I’aide du processus de saut estimé. Concernant le probleme d’estimation du nombre
de ruptures nous élaborons une procédure permettant a la fois d’estimer le nombre p de ruptures
et les localisations 7y, ...,7,. Nous montrons la convergence presque siire de ces estimateurs et
donnons aussi des résultats sur les vitesses de convergence. Enfin nous proposons une méthode
de reconstitution d’une fonction de régression présentant des discontinuités basée sur la segmen-
tation des observations. Nous montrons qu’en utilisant la procédure d’estimation du nombre de
ruptures et des localisations développée auparavant, nous obtenons un estimateur de la fonction
de régression qui a la méme vitesse de convergence qu’en I’absence de ruptures. Des expéri-
mentations numériques sont fournies pour chacun des problemes étudiés de maniere a mettre en
évidence les propriétés des procédures étudiées et leur sensibilité aux divers parametres.

Mots clés : régression, non-paramétrique, rupture, régression linéaire locale, estimation,
détection, segmentation.

Abstract

In this thesis, we consider the change-point problems in nonparametric regression model:
detection of change-points, estimation of the change-point parameters and segmentation of the
regression function are investigated. The proposed method is based on a comparison of left and
right one-sided smoothers. These smoothers are obtained by local linear regression.

First, we propose an estimator of the jump size in the regression function when the loca-
tion of the change-point is known. We derive the expression of its asymptotic MSE and its
asymptotic normality. Next we propose an estimator of the location of the change-point and
give its asymptotic distribution and corresponding rate of convergence. Afterwards, we are in-
terested in testing for a change-point. The properties of the deviation process associated with
the jump estimate process, allow to obtain the asymptotic distributions of some test statistics
for a change-point. In the case where there are more than one change, we introduce a consistant
algorithm to estimate the number of change-points together with their localizations. Finally, we
propose a method for the estimation of a piecewise smooth regression fonction. We show that,
provided discontinuities can be located with sufficient accuracy, our approach enjoys rates of
convergence similar to those obtained in smooth case. For each of the proposed procedures, we
provide numerical experiments that show evidence of the quality of the method and give some
information about the dependence upon such parameters as the kernel and the bandwith.

Keywords : regression, nonparametric, change-point, local linear regression, estimation,
detection, segmentation.



