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Introduction générale

La controlabilité exacte d’'un systeme dynamique consiste a ’amener d’un état a un
autre fixé, par une action extérieure, en un temps T' donné. Pour un systeme linéaire
réversible, cela revient a I’amener au repos. Un exemple concret de controlabilité exacte
est celui des systemes régis par 1’équation des ondes. Pour ce cas, une méthode a été
développée par Lions [6]. C'est la méthode HUM que nous allons utiliser pour la contro-
labilité exacte de plaques élastiques. Cette méthode suggere que 'on peut amener au
repos une plaque élastique vibrante en lui appliquant des forces a la surface ou a l'in-
térieur. Des dispositifs bien connus de controle sont ceux mettant en jeu des matériaux
piézoélectriques, qui peuvent servir aussi bien a détecter les vibrations de la plaque qu’a

lui imposer des forces de controle.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré a la justification, par une approche
asymptotique, du modele de contrélabilité exacte frontiere pour une plaque élastique
bidimensionnelle obtenu par Niane [7] et par Zuazua [6]. Pour ce faire, on résout le
probleme de controlabilité exacte pour une plaque tridimensionnelle d’épaisseur h en
contrélant uniquement 'intérieur et la frontiere latérale de la plaque. Puis, on étudie le
comportement asymptotique lorsque i tend vers 0; les controles intérieurs étant choisis
de telle sorte qu’ils disparaissent a la limite. Ainsi, on parvient a contréler une plaque

bidimensionnelle avec des forces appliquées uniquement a sa frontiere.

Apres une présentation générale au chapitre 2 de la piézoélectricité et des équations
de Maxwell qui fournissent le champ électromagnétique, dans les chapitres 3 et 4, on

étudie le comportement d’une plaque piézoélectrique lorsque son épaisseur tend vers 0.

Tout d’abord, on fait ’analyse asymptotique des équations de Maxwell-Gauss sta-
tiques qui régissent le comportement du potentiel électrique qui intervient dans les lois
de comportement des matériaux piézoélectriques. Cette étude préliminaire nous permet
de dégager et d’analyser les espaces fonctionnels dans lesquels on peut chercher le poten-

tiel électrique.
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On effectue ensuite 'analyse asymptotique du modele piézoélectrique statique, com-
plet. D’une part, celle-ci justifie les modeles de Bernadou [4] et de Rogacheva [35] qui
supposent que, sur une plaque mince, le potentiel électrique peut étre assimilé a un po-
lynéme du second degré en x3, la coordonnée d’espace suivant ’épaisseur de la plaque.
D’autre part, on retrouve les modeles de Banks [3] et Destuynder [14], qui ont con¢u des
modeles bidimensionnels dans lesquels les équations d’équilibre mécanique, pour les com-
posantes horizontales du déplacement, sont liées au potentiel électrique uniquement par
la différence de potentiel qui intervient dans leur second membre. On montre également

la contribution des termes piézoélectriques dans 'opérateur de flexion.

Dans le quatrieme chapitre, on traite le cas de la piézoélectricité dynamique. Ici, on
considere les équations de Maxwell completes, c¢’est-a-dire qu’on ne fait pas ’hypothese
quasi-électrostatique qui suppose que le champ magnétique est négligeable. Avant de
s’attaquer a la résolution du probleme complet, on résout le systeme d’équations constitué
par les équations de Maxwell-Gauss et de Maxwell-Ampere dans une plaque cylindrique.
Ce dernier travail nous permet d’étudier les caractéristiques des espaces dans lesquels on

cherche le potentiel vecteur magnétique dont le rotationnel est égal au champ magnétique.

Fort des études préliminaires statiques et dynamiques citées ci-dessus, on donne un
théoreme d’existence et d’unicité de la solution du systeme d’équations piézoélectriques
dynamiques complet. C’est un systeme de trois équations aux dérivées partielles (équa-
tion d’équilibre mécanique, équation de Maxwell-Gauss, équation de Maxwell-Ampere)
a trois inconnues (vecteur déplacement, potentiel vecteur magnétique, potentiel élec-
trique). Enfin, on montre que, quand 1’épaisseur de la plaque tend vers 0, la solution
trouvée converge fortement vers une limite qui est solution d’un modele bidimensionnel

que l'on appelle modele de plaque piézoélectrique.

Le chapitre 5 est consacré au calcul de coefficients de singularité sur un ouvert
bidimensionnel polygonal non convexe, coefficients qui, par exemple, dans le cas d’un
ouvert fissuré, correspondent a la vitesse de propagation des fissures (voir [8]). Dans le
cas de I’équation de la chaleur ou de Maxwell-Gauss, ils correspondent respectivement
a l'intensité de la chaleur ou du champ électrique au sommet des angles non convexes.
Nous utilisons I’équation de Laplace qui modélise une membrane chauffée ou soumise a un
champ électrique. Notons que toutes les techniques utilisées dans ce chapitre peuvent étre
étendues a 'opérateur bilaplacien, c¢’est-a-dire aux plaques élastiques bidimensionnelles.
Nous complétons notre étude en donnant, par une méthode d’éléments finis classique,
une approximation numérique aussi bien des coefficients de singularité que de la solution

de I’équation de Laplace.
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Controlabilité exacte






Chapitre 1

Controlabilité exacte frontiere et
limite asymptotique des corps

élastiques minces

1.1 Introduction

La controlabilité exacte consiste a agir sur un systeme qui évolue au cours du temps
pour "amener d’un état a un autre fixé. Pour un systeme linéaire réversible, cela revient
a "amener au repos. Si les conditions initiales du systeme sont connues, dans le cas de
I’équation des ondes, J. L. Lions [6] propose la méthode HUM (“Hilbert Uniqueness Me-
thod”) que I'on peut adapter a bien d’autres situations telles que le controle des corps
¢élastiques. Ici, nous nous intéressons a la justification, par une approche asymptotique,
du modele de controlabilité exacte frontiere pour une plaque élastique bidimensionnelle
obtenu par Niane [7] et par Zuazua [6]. Pour ce faire, on résout le probleme de controla-
bilité exacte pour une plaque tridimensionnelle d’épaisseur i en contrélant uniquement
I'intérieur et la frontiere latérale de la plaque. Puis, on étudie le comportement asymp-
totique, lorsque h tend vers 0, des controles et des solutions controlées; les controles

intérieurs étant choisis de telle sorte qu’ils disparaissent a la limite.

Notons qu’un sujet voisin a été récemment traité par Figueiredo et Zuazua [4], puis
par Saint Jean Paulin et Vanninathan [13], qui ont obtenu, a la limite, un contréle
distribué a tout l'intérieur de la plaque bidimensionnelle. L’intérét de ce présent travail

se situe essentiellement a ce niveau; ici, en faisant tendre h vers 0, nous aboutissons a
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un contréle exact n’agissant que sur le bord latéral de la plaque bidimensionnelle. Un
résultat analogue est obtenu par Yan [14] dans le cas plus simple de I’équation des ondes

sur un domaine de dimension n quelconque.

Objet de I’étude. Principaux résultats obtenus

Dans la suite, nous faisons la convention de sommation sur 'indice répété, les indices
latins étant dans 1’ensemble {1, 2, 3} et les indices grecs dans {1, 2} par défaut. Et ¢

représente différentes constantes indépendantes de h.

Soit un corps élastique, homogene, isotrope occupant le domaine Q" = w x (—h, h),
oit w est un domaine polygonal de R?, de frontiere v. Notons , "t la face supérieure de

h—

la plaque, |, sa face inférieure, et , I la frontiere latérale de Q. Définissons aussi les

domaines

Q" =0"x0, T[, "= "o, 7], Bt =,"x]0, T].

Par la méthode HUM de Lions [6], on controle exactement les vibrations de la plaque
0" avec des controles intérieurs et surfaciques latéraux. Autrement dit, pour des condi-
tions initiales données, et un temps 7' assez grand, on trouve des contréles £ et u’ tels

que la solution du systeme

phu — divel(u”) = " dans Q",
oMu =0 sur Zhi,
(1.1)
u® = u sur Y7,
u'(0) =yg, u(0)=y; dans Q"

ott oli(u") = Ael (u")&;; + 2pel;(u), vérifie u(T) = u(T) = 0.

]
Soit xg un point du plan contenant w. Définissons q par q(x) = (21 — 201, ¥2 — To2, 0).

En utilisant la méme mise a I’échelle des inconnues et des données que [11], et la méthode
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HUM, nous obtenons le systeme controlé

h2pua(h)” — 0;00;(h)(u(h)) = 2ph*¢a(h)" + 2050.3(h)(#(h))  dans @,
pus(h)” — 8jos;(h)(u(h)) = 403033(h)(d(h)) + 20a043(h)(¢(h))  dans @,
o(h)(u(h)) v = sur Y, )
u(h) = (q-v)d,¢(h) sur 3,

u(h)(0) = yo(h), u(h)(0) = yi(h) dans €,
w(h)(T) =0, u(h)(T)=0 dans ©,

ou ¢(h) est la solution de
W bulh) — Bows(WG(R) =0 dans Q,

pds(h)" = 0jos;(h)(¢(h)) = 0 dans @,
o(h)(é(h))r =0 sur LF, (1.3)
o(h) =0 sur Yy,

¢(h)(0) = ¢°(h),  ¢(h)'(0) = ¢'(h) dans Q,
avec des conditions initiales ¢°(h) € Hf (), ¢'(h) € L*(Q)® données par (yo(h), y1(h))

a travers 'opérateur HUM A que nous définirons ultérieurement.

Ensuite, nous étudions le comportement asymptotique des contréoles et des déplace-
ments lorsque h tend vers 0 en nous aidant des résultats de Ciarlet [2], Raoult [11]. Les
résultats de [2] et [11] sont généralisés dans la partie II de cette these au cas de la pié-
zoélectricité. Lorsque h tend vers 0, le systeme controlé (1.2) fournit le systeme limite

controlé

2p 65" — Do <% {HA—QMA&CSM + aagfgb =0 dansw x (0, 7),

£3=0, 0, = sur v x (0, 1), (1.4)
(0) = pa, &(0) = g3 dans w,

&(T)=0, &(T)=0 dans w

avec v = (q - )0%d3, ol @3 est solution d’'une équation bidimensionnelle de plaque dont

les conditions initiales sont données par (ps, ¢s3).

Ainsi, en controlant I'intérieur et la frontiere latérale d’une famille de plaques tridi-
mensionnelles, nous aboutissons a la contrélabilité exacte frontiere pour 1’équation de

plaque bidimensionnelle.
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1.2 Equations, position du probleme et résultats pré-

liminaires

Soit u" = (ul, u}, ul) le vecteur déplacement. On note o”(u”) le tenseur des contraintes

et eh(uh) celui des déformations, avec effj(uh) = %(&u? + @uf).

1.2.1 Equations mécaniques

Soient p" la densité massique du matériau élastique occupant le domaine Q", " la
densité de force volumique qui lui est appliquée, u? le vecteur déplacement sur le bord
latéral de Q" yl le vecteur déplacement initial, y? le vecteur vitesse initiale et v le

”» o,

vecteur unitaire normal, extérieur & Q. Dans la suite, représente la dérivation par

rapport au temps. Le systeme dynamique de I’élasticité linéaire est donné par

phuh// —div Uh(uh) — fh dans Qh,
Uh(uh) v=>_0 sur Zi,
(1.5)
u” =uf sur Y7,
u"(0) =yk,  u(0)=yr dans Q"
Ici, on étudie le cas d’un matériau isotrope, et donc
al(uhy = el (u") 8y + 20t el (). (1.6)

Comme il est de coutume en analyse asymptotique, nous faisons un changement de va-
riable pour faire porter le petit parametre sur les opérateurs seulement et non plus sur
le domaine, afin d’obtenir des résultats de convergence dans des espaces de Hilbert indé-

pendants de h.

h

Nous posons x = (21, ¥, x3) € Q et lui associons X" = (21, x3, has), posons aussi

,1=vx]—1,1[,,* =, T U, ~. Nous faisons les hypotheses suivantes sur les ordres de

grandeur des données du probleme :
foxM) =k a(x),  fi(x) =R f(x), xeq,

gh(x") = h3ga(x), gh(x") = h'gs(x), x€,*

(1.7)

Pour les forces appliquées, ce sont les hypotheses classiques (cf [2]). Par ailleurs, les

constantes élastiques sont supposées indépendantes de h. Nous effectuons le changement
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d’inconnues

uh(x") = hua(h)(x).
d(x") = hus(h)(x). (1.8)

Pour les déplacements, c’est le changement d’inconnues classique utilisé en élasticité

linéaire. Ainsi, le systeme (1.1) devient

Wpua(h)’ — Ojoas()(u(h) = fulh) dans Q,
pus(h)! — Dy (R)u(h) = fo(h)  dans Q.
o(h)(u(h))r =0 sur U, (1.9)

= ug(h) sur Xy,

u(h)(0) = yo(h), u(k)(0) =yi(h) dans .

7us(h) () = | ex () + s (u() | 8.5+ 2pcs (u(h)),
7uol ) (u(1)) = 2y e (m(h)
75} (u()) = Ao (a(h)) + (0 25 pess ()

1.2.2 Position du probleme

Le probleme de controlabilité exacte qu’on se propose de résoudre ici consiste, pour
(yo(h), y1(h)) donné et pour un temps T' fixé assez grand, a trouver des controles f(h)
et ug(h) tel que u(h)(T) = u(h)(T) = 0. Ensuite nous allons procéder a l’analyse
asymptotique de la suite de solutions controlées u(h) et des controles trouvés. Nous
montrerons que la suite de controles f(h) trouvée tend vers 0 quand h tend vers 0. Et
grace a cette derniere convergence, nous obtenons un contréle frontiere sur la plaque

bidimensionnelle limite.
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1.2.3 Résultats préliminaires

On définit les espaces
V(Q) = {ve Q) v =0},
X = {v e 120, T; L)), v €L <o, T (H%)’)} :

et 'opérateur A(h) par

ot a(h)(., .) est la forme bilinéaire définie sur V(Q) x V() par

a(h)(u, V) = / aij(h)(u)eij(v) dx.

Q
La forme bilinéaire a(h)(., .) est V(2)-continue et V(Q)-elliptique. La surface moyenne

de la plaque étant de forme polygonale dans R?, il existe & > 0 tel que le domaine D 4
de l'opérateur A(h) vérifie (cf. Nicaise [8])

Dagy = {v € VIQ), Ah)(v) € L0} € (H3()) A V(e

Considérons maintenant le systéme d’équations
B0, (k)" — Dja; (h)(O(R)) = fu(k)  dans Q.
pbs(h)" — By5; (h)(O(R)) = folh)  dams Q.
o(h)(O(h)) v =0 sur ¥, (1.10)

f(h)=10 sur Y,

O(h)(0) = 6°(h), O(h)(0)=0"(h) dans Q.
Nous avons les résultats de régularité ci-dessous, dus a Nicaise [8] et Grisvard [10].
Théoréme 1.2.1 Soient 0°(h) € V(Q), 6'(h) € L*(Q)* et £f(h) € L0, T; L*(Q)%).
Alors, il existe une unique solution §(h) du probléeme (1.10) avec la régularité

O(h) € CO(0, T3 V() NCL (0, T3 LH(Q)*) A W2L(0, T; V(Q)).
De plus, si °(h) € Dapy, 0'(h) € V(Q) et £f(h) € LY(0, T; V(R)), alors 0(h) a la

réqularité

0(h) € C°(0, T; Dagy NV(Q)) NCH (0, T; V(Q) N W0, T; L*(Q)*).
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Nous avons aussi un résultat de densité di a Nicaise [9], qui nous sera utile dans la suite.
Théoréme 1.2.2 Soient 8°(h) € V(Q), 0*(h) € L*(Q)?, f(h) € L' (0, T; L*(Q)?) et soit
0(h) la solution du probléme (1.10). Alors, il existe des suites 09,(h) € Day, 05, (h) €
V(Q) et f,(h) € C%0, T; V(Q)), telles que, quand m tend vers Uinfini, nous avons les

convergences forles
00 (h) — 0°(h)  dans V(£),
0 (h) — 0M(h) dans L*(Q)?,
f,(h) — f(h)  dans L*(0, T; L*(Q)?).
De plus, la solution 0,,(h) de (1.10) correspondant aux données 6°,, 01, et £, (h) vérifie
0,,(h) €C°(0, T35 Dary) NCH(0, T; V())NC* (0, T L*(Q)*),

et 0,,(h) converge fortement vers 6(h), dans C°(0, T; V(Q)) N CY0, T'; L*(Q)%), quand

m — 0Q.

1.2.4 Estimations d’énergie pour le probleme tridimensionnel

Pour obtenir ’énergie du systeme (1.10), avec les données 8°(h) € D 4y, ' (h) € V()
et f(h) € LY(0, T; V(Q)), multiplions ses deux premieres équations respectivement par
0,(h)" et O5(h)". 1l vient

W2p (0a(h)"(1), 0a(h)'(1))q
+a(h) (B(R)(2), 9(h)'(1)
= [ [i(h)(0)8:(h) (1) de.

Q

En intégrant cette équation par rapport au temps, de 0 a ¢, on obtient

EO®) (1) — / /f (1) du dt (1.11)

£ [thz 100 () (1)l + p 105(hY (D)g, + alk) (O()(1), O(h)(2))

On peut noter que si f(h) = 0, alors I’énergie E/*)(1) ne dépend plus du temps.

[égalité (1.11) nous permet d’établir le lemme
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Lemme 1.2.1 Pour tout §(h) solution de (1.10), avec les données 0°(h) € V(Q), 8*(h) €
L*(Q)? et f(h) € L*(0, T'; L*(2)?), nous avons la majoration

Eé’(h)(t) S

¢ | Eo® Z / o () By i+ / O dt] (112)

et sif(h) € X? x L*0, T; L*(Q)),

B < +ZHfa Ik + /Hfg( )@ dt] (1.13)

Preuve. Vu le théoreme 1.2.2 et la densité de C' (0, T'; V(Q)) dans X*x L* (0, T'; L*(Q)),
il suffit de prouver (1.13) avec 0°(h) € Dagy, 0'(h) € V() et £(h) € C' (0, T'; V(12)).

Dans ce dernier cas, nous pouvons faire une intégration par parties et obtenir

/ot /Q Fa(B)(£)0a(h) (1) d dt =
/0 <foz(h)/(3)7 ea(h)(8)>§2 dt ‘|'/Qfa(h)(t)9a(h)(t) dr — /Qfa(h)(())ea(h)(o) .

Et on en déduit

'(s)dzds| <
) + / 100 (1) (5) g s
+—Hfa(h)(t)HTH%l(m]/ + —H%(M(t)Hif;l(m
FSIE O, o+ GO o

b [ Oy @+ [ 0

En utilisant (1.11) et I'inégalité ci-dessus, nous obtenons

By < BW0) 4 L ()% + / 100 (1)(5) g s
+—Hfa(h)(t)HTH% o't —H%(h)(ﬂHif;l(m
ol guh)(o Wy i + SO o

/ (B () By ds + = / 103 (5) 22
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et en prenant a assez grand, nous obtenons 'inégalité
T
B0 <[00+ S 1A+ [ 10O dt]
/ Z 16a(R) ()17, (@) + !\93(@'(8)”%2(9)] ds.
De cette derniere équation, compte-tenu de la V(€ )-coercivité de a(h), on tire
Eé’(h)(t) <
T t
)+ Z 01+ [ 10Oy |+ [ B ) s
0
On applique donc le lemme de Gronwall et on a
T
B0 < (1) |00+ S0+ [ 10 dt]
[’inégalité (1.12) s’obtient de la méme facon, en utilisant la majoration
'(s)dzds| <
/ ROyt + 5 / J05(A (5
Vo Z WD)y + / Z 100 (Y (3) g s
|

1.3 Quelques identités liées au systeme mécanique

Dans ce paragraphe, nous allons dégager quelques propriétés vérifiées par la solution

du systeme

B2 (h) — Do (W)(@(h) =0 dans Q.
B — By, (h)(9(h)) = 0 dans Q.

=0 sur Xy,

¢(h)(0) = ¢°(h),  ¢(h)'(0) = ¢'(h) dans Q,

a(h)(é(h))r =20 sur L, (1.14)
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solution qui servira de controle.

Nous allons établir un lemme que nous utiliserons pour prouver que d,¢(h) est bien
dans L*(0, T'; L*(, ;)*) pour toute solution ¢(%) de (1.14) avec les données ¢°(h) € V()
et ¢*(h) € L*(Q)°.

Soit w = (wy, wsq, ws) une fonction de W ().

wy, wy sont indépendants de xs,
Wy = Vg SUT , |, (1.15)

w3:0,

Lemme 1.3.1 Soit ¢(h) solution de (1.14) avec les données ¢°(h) € Dagy et ¢'(h) €
V(). Alors, nous avons ['égalité

1
2 /2 i (h)(&(h))D;di(h) =

T

/Q,o (1200 (h) wpOkda(h) + d3(h) widpds(h)] da

0

+3 /Q Oy [ph*$a(h) $alh) + pléa(h)')* = oij(h)((R))9;¢i(h)] da dt

Q

Preuve. Pour obtenir (1.16), on multiplie les deux premieres équations de (1.14), res-
pectivement par wy0rda(h) et wipdrps(h), et on procéde a des intégrations par parties

sur (). Il vient
/Q 0105 () (S(h) yurhn(h) =
= [ e+ [ oot
Q Q

+5 [ osmretoedd. d.

1
2 !
De plus, on a

(9i(h)", wrOrdi(h)) = —/Qébz’(h)'wkak@(h)'dw dt + /Qébz’(h)'wkak@(h) d

0

En considerant ces deux dernieres équations, on trouve (1.16). ]

On peut maintenant établir le corollaire
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Corollaire 1.3.1 Pour toute solution ¢(h) de (1.14) avec les données ¢°(h) € V(Q) et
o'(h) € L*(Q)?, nous avons l'inégalité

[ auiemyosm < o) (1.17)
La fonction d,¢(h) est dans L*(0, T'; L*(, ;)?) et Uapplication

V(Q) x L* Q) — L*0,T; L*(, )%,

(0°(h), ¢'(h)) = Dué(h)

(1.18)

est continue.

Preuve. De I’équation (1.16), on tire aisément (1.17) sachant que la majoration d’énergie
(1.13) est vérifiée.

Rappelons que 9;¢;(h) = v;0,¢;(h) sur ,; puisque ¢;(h) y est nulle. On peut donc
exprimer o;;(¢(h))d;¢:(h) en fonction de d,¢(h) sur , ; :

/F o5 (1) (6(R)) D5 )
= A+ 1) |lvaduta (B2, (1.19)

+e

2
1
> 19u6a (M)l ey + 75 10 zeqr,
a=1

Des inégalités (1.17) et (1.19), et de la densité de D4y x V() dans V(Q) x L*(€2)*, on
déduit que 9,0(h) est dans L?(0, T'; L*(, ;)?) et que 'application
V() x LA — L*0, T; L*(,)°),
(¢o(h), ¢1(h)) = Oué(h)

est continue, car

T 2
1
/ (Z 1060 (P2 + 75 Hama(h)uiz(rl)) dt < cE0(0). (1.20)
a=1

Soient xp un point contenu dans le plan défini par w et la fonction q définie dans 2
par q(x) = (1 — xo1, X2 — oz, 0), énongons un important lemme que nous allons utiliser

par la suite pour établir les inégalités inverse et directe de la méthode HUM.
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Lemme 1.3.2 Soient (L) solution de (1.10) avec 8°(h) € V(Q), 8'(h) € L*(Q)* et
f(h) € X? x L?(0, T; L*(Q)) et ¢(h) solution de (1.14) avec ¢°(h) € V(Q), ¢*(h) €
L*(Q)?. Alors, on a lidentité

/E (a- v)oi(h) (B(h)) Byu(h) d, di
033 O3¢5 T 033 0305 z
+2/Q () (9(R)) Decta(h) d dt+2/ () ($(h)) OuBs(h) dr

+ [ a0 (O.05(0) + 00, (1)) ddt + [ o BOM) D) + Dua (1)) d
Q Q

= [ B0,y 0,0, (1) + én(h):0:05(1)] d

0
T

w0 [ [10,h 00, (1) + 01 gs000(0))

0
T

w0l [ [ou(hY0,) + 6,10, 1)) d

0

—|—2,0/ng3(h)’03(h)’dx dt—|—2/ o1 (h) (0(h)) 9;0:(h) dx dt

Q

—/fa(h)gba(h)dxdt—/fi(h)qaaaqbi(h)dxdt. (1.21)
Q Q

Preuve. Vu le théoreme de densité 1.2.2, et la continuité de I'application (1.18), il suffit

d’établir cette preuve avec des données ayant la régularité suivante : 0°(h) € Dy,

0'(h) € V(Q) et f(h) € L* (0, T; V(Q)); et ¢°(h) € Dawy, ¢'(h) € V(Q).

La démonstration de ce lemme est basée sur la méthode des multiplicateurs. Nous
allons établir une identité préliminaire, pour 8(h) et ¢(h) dans H*(Q)?, qu'on pourra

étendre & H3+(Q)? par densité. Si 0(h) et ¢(h) sont dans H2(Q),
= [ a5 050110, (H)O() + D0,y () 1))
= [ 0 00511 (1O + 0 ()00
#1000 O(R)) + 0,01} (R) (R o
=2 [ ()00 y000) o

ou encore

—/Q% [05¢:(R)0jai;(h)(0(h)) + 00:(h)Djoi;(R)(S(h))] dx
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= =2 [ oy (00 2,0.(0) d + [ 056, (H)rs (WO + W) )01
= [ o (06 ) .. (1.22)

On peut maintenant multiplier les deux premieres équations de (1.10) respectivement

par q- Vo, (h) et - Vs(h) et intégrer par parties. Nous obtenons

o [ 1180000 0+ 0500 500 s
T
0 [ (0.0 05056, (1) do -+ 00 0n ()] do

0

- /Q 45056:(h),0, () (0(h)) d
:/in(h)qﬁaﬁgbi(h)dxdt. (1.23)

On fait de méme en considérant les deux premieres équations de (1.14) ; en les multipliant

respectivement par q - VO,(h) et q- VOs(h), on a

—P/Q [h2¢a(h) qedsfa(h) + bs(h) qs0s05(h)'] da dt
T
0 [ (1000 0000, 1) de -+ ) 0:0,00()] do

- /Q 400, 0) D05 (h)(H(h)) dx = 0. (1.24)

Avant de calculer la somme de ces deux dernieres équations, remarquons tout d’abord

Pégalité
—p /Q [120,,(h) 43060 (h) + Os(h) qsdscs(h)] du dt
p /Q (1260 (hY as050,(h) + ds(h) qss05(h)] du dt
= =0 [ 110 10,0) 4 0 (5 0s0))]
~ 9 /Q (1260 (hY 0, (hY + ds(h) (k)] da dt.

Ainsi, en sommant les équations (1.23) et (1.24), et en exploitant I'identité (1.22), on
obtient

/E (a- ) (W) (O(h) D, du(h) d, dt
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T

/Q[h2 ( ) ﬁaﬁﬁba( )dl"|'93(h)/%aﬁ¢3(h)] dzx

0
T

+p /Q (W20 () qp0s0.(h) da + ¢s(h) qs0s05(h)] da 0
+2p /Q [120a(h) 0u(h) + ds(h)0s(h)] du dt
2 /Q o1 () (B(h))D;0:(h) da dt
+ /Q oi5(h)(O(h))Dachi(h) da dt + /Q 7i5(h)(6(h)) D0 (1) d dt
— /Q Fi(R)qs0si(h) da dt. (1.25)
Nous allons trotver une autre expression de

[ o 00)du0xh) dodt + [ 0020001 dis .
Q Q

En multipliant (1.10) par (¢1(h), ¢2(h), 0) et en intégrant par parties, on a

—th/QHa(h)’gba(h)’dx dt + th/gea(h)’gba(h) dx 0 +/Qaaj(h)(9(h))aj¢a(h) du dt

_ /Q Fa(R)oa(h)dudt.  (1.26)

De méme, on multiplie (1.14) par (61(h), 02(h), 0); en intégrant par parties, on trouve

/% hY dz dt + h2p /qba 0.(h) dx
+/ Gai(R)(S(h))D;0a(h) dx dt = 0. (1.27)
Q

T

0

On a aussi les égalités

/Q A0, o dt + [ s (0)(())2.0,(h)

Q

=9 / o (W) (S(h))D;0:(h) dx dt — 2 / o33(h)(6(h))Ds0s(h) d dt
Q Q
- / as()(S(h))Dub3(h) dx dt — / Tas(R)(S(h))Os0a(h) dr dt  (1.28)
Q Q

et

[ sty dedi + [ ous 00060 de
Q Q
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=2 / o () (0(h))D;bs(h) dx dt — 2 / o33(h)(0(h))Ds6s(h) d dt
Q Q
- / as(R)(0(h))Dadbs(h) d dt — / Tas(R)(0(h))Dsba(h) dzdt  (1.29)
Q Q

Des équations (1.26)-(1.29), on tire ’égalité
[ bt auoin) ded+ [ owby o)) dods
Q Q
= 4/ aij(h)(0(h))0;¢:(h)dx dt — 2/ a33(h)(0(h))0sds(h) dx di
Q

Q

2 / o33(h)(6(h))Ds0s(h) d dt
Q

—/O’ag( J(@(h))0,05(h) d dt — /0‘ 3 h)dx dt

Q Q

—/Uag( )( aqbg dl’dt /0' 3 agqba dl’dt
Q Q

—h2,0/ 0,(h) ) dx dt 4+ h? /9
Q Q

—/fa( Ybo(h)dx dt
T

/qba h) dz dt + h*p /qba 0,(h)dx| .

0

Cette derniere équation combinée a (1.25) donne
[ @i momno,ond. i
12 / o33(h) (0(h))Dscbs (h) d dlt + 2 / o3(h) (6(h))Ds0s(h) dex dt
Q Q
+ [ a0 (O.05(0) + 00, (1)) ddt + [ o BOM) D) + Dua (1)) d
Q Q

T

0
T

= [ 20,0 900 (0) o + 0 (1)

0 [ [120,(00:0,0, (1) do + én(h) 0] d

T

0

#1190 (10.(8) + 6,110, (8] de
3(h) 0s(h) dx oy 0;0;(h) dx
—I-Qp/qu (h)'0s(h) dx dt + 2/ (h)(p(h))0;0;(h) dx dt

Q

_/ fz(h)(magqbz(h) dr dt — / fa(h)qba(h) dx dt.
Q Q



26 Controlabilité exacte frontiére et limite asymptotique des corps élastiques minces

1.4 Controlabilité exacte du probleme tridimension-

nel

Dans cette section, nous allons établir le résultat de contrélabilité exacte pour le
probleme tridimensionnel (1.9). Pour ce faire, nous faisons d’abord une estimation de

I’énergie E*" communément appelée inégalité inverse. Cette derniere nous permettra

d’appliquer la méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method cf. [6]).

1.4.1 Estimations d’énergie pour le probleme tridimensionnel

Théoreme 1.4.1 (Inégalités inverse et directe) Soit h fixé, 0 < h < 1. Alors, pour toute
solution ¢(h) de (1.14), avec ¢°(h) € Dagy et ¢'(h) € V(Q), nous avons les inégalités

(T — To) E*¥)(0) <
/E (- )i () (&(h)D;u(h) d, di

42 /Q s ()(O(h)) (Ducta(h) + Doda(h)) da di

+4 / 33(h)(6(h))Dsbs(h) dx dt + 2h2p / ba(h) bu(h) dudt,  (1.30)
Q Q

/E (- ) (W) (S(R)Ds:(h) d. di

+2

S~

a3(h)(9(h))(Dats(h) + Dsda(h)) du di

—|—4/ os3(h)(p(h))Osps(h) dx dt + 2h2p/ GOa(h) du(h) dadt
Q Q

< AT + Ty)E*™(0) (1.31)
ot TO = \/ER(X())
7
Preuve. Considérons 'identité (1.21) ou on pose 6(h) = ¢(h). Il vient

/E (- ) (W) (S(R)Ds:(h) d. di
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2 / Gas( W) (B(R)) (Dacts(h) + Dsba(h)) da dit + 4 / oas() (&(h)) B (k) d i
Q Q

T

— 2 / (126 (kY (43050 (h) + da(h)) + éa(h) gs0aca(h)] d

0

12 /Q G(h) (k) d di 42 /Q 03 (W) (S(R)) s (h) de dt.

De part et d’autre de cette égalité, on rajoute
2h2p/ ba(h) do(h) dx dt
Q

pour retrouver I'énergie E?(*) du systeme (1.14) qui est indépendante du temps; alors

on obtient

/E (a- )i (W) (&(h)B;du(h) d, di +2 / G ) (G())(Dacba(h) + Dsbo () dv di

Q
+4 / 35(h)(&(h))Dsds(h) dax dt + 2h2p / bal(h) da(h) dz dt
Q Q

T

— 2 / (126 (k) (4036 () + Ga(h)) + ba(h) qsdsea(h)] da

+4T E*1(0). (1.32)

Nous allons maintenant majorer 1’expression
T

2p /Q (2 ba(h) (4s050a(R) + da(h)) + d3(h) qsdsds(h)] da

0
Pour cela, on définit H(t) par

H() = [ 16,0 (420500 (1) + 6u() + énlh) aadata(h] (1) d
Q
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

ol

I DOCXUERE =y D S NG ERA L,
+5 [l + 52 [ @inontiy® (133)

Or nous avons 1’égalité

/Q (qs0a(h) + Su(R))? do = / (45050 (1)) di + / (6alh))? di +2 / 40360 (h)a(h) da
- / (40565a(h))? dir — / (6alh))? de.
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Cette derniere égalité combinée a (1.33) nous donne

2

ol < 5 [ (wzwa(m')uwg(m')?) e

a=1
2

+R<2L> /Q (fﬂ > (Vuda(h) + <Vw¢3<h>>2> dz,

a=1

avec V,, = (01, 01) et R(xo) sup Vq1(x)? 4 g2(x)2. D’ott on déduit que
" 2
ol < 5 [ (h? S (6 (h))P + <¢3<h>'>2) s

a=1
i R(X0)2

(k) (9(h). (1))

grace aux inégalités de Korn et
2 [ elulh)): etulh)de < [ alh)(o(h. o) de

Maintenant, en posant a = \/ER(XO), on obtient
7

pr(o] < 2 a0 (1.31)
Reprenons 'égalité (1.32) ; combie & (1.34), elle donne
(T = To) £ (0) <
/ (@ o)) ) d, 2 [ s 60))@ush) + 06 ()

Q
+4 / 35(h)(&(h))Dsbs(h) dax dt + 2h%p / bal(h) da(h) dx dt
Q Q

< A(T + Tp) B*M(0),

ol TO = \/gR(Xo) |

Maintenant pour h fixé, et pour T fixé, T > Tp, on déduit de (1.30)-(1.31) que la

norme ||| . |||n, avec

110, $)llls = { [ @ i d.
42 /Q s ()(O(h)) (Duchs(h) + Doba(h)) dav d

1

+4 /Q 35(h)(d(h))Dsbs(h) d dt + 2h%p /Q ba(h) da(h) dz dt}
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est équivalente, dans D4,y x V(Q), a la norme de I'énergie E?M(0). Vu la densité de
Dagy x V() dans V(Q) x L*(Q)°, cette équivalence est encore valable dans V() x
L*(Q)?.

1.4.2 Formulation de la transposition

Considérons le probleme tridimensionnel

h2pua(h)" — djoai(h)(a(h)) = 2ph*¢a(h)" + 205005(h)(¢(R))  dans @,
pus(h)" — djosi(h)(u(h)) = 405055(h)(4(h)) + 20.043(h)(¢(h))  dans Q,
c(h)(u(h)) - v =0 sur E, (1.35)
u(h) = (q-v)d,¢(h) sur X,

w(h)(T) =0, u(h)(T)=0 dans 0.

ot ¢(h) est solution de (1.14) avec les données ¢o(h) € V(Q), ¢1(h) € L*(Q)*. Vu le peu
de régularité qu’il y a sur les données de 1’équation (1.35), sa solution sera considérée
au sens de la transposition. Pour obtenir la formule de transposition, on multiplie les
deux premieres équations de (1.35) respectivement par 8,(h) et 85(h), avec (h) solution
de (1.10), et on integre par parties sur () en supposant que u(h) est assez réguliere.
Les multiplications des seconds membres de (1.35) par (h) sont a comprendre au sens

sulvant :
(6a)', Ba(h))g = / 6u (00, (h)' da dt.
(Oarsa(W)(SA)). Oulh))y = /Q raa(h)(S(1))Ouba(h) de .
(Osal(60). 000 = = [ o), )
QoA 00 = = [ i), s .
Nous avons donc la formule de transposition
p (WY 0). ~u(h)(0). (1), (), = [ £ u(h)
_zpfﬂ/ bul(h)0,(hY do dt+4/€2033(h)(¢(h))8303(h) de dt
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—|—2/ Uag 83 ( )—|—aa03(h))dl'dt
Q

n / (a- )3 () (0(h))Ds6(h) d, dt. (1.36)

avec

)); (Oo(h), 01(h))),,

(0), us(h)'(0)), —(h*ua(h)(0), us(h)(0))}

0a(h), 05(h)), (05(R), 05(h))}) . (1.37)
ot < .,.> est le produit de dualité entre V(Q) x L?(Q)? et son dual. Et nous pouvons
définir la notion de solution de (1.35) au sens de la transposition.

Définition 1.4.1 La fonction u(h) est solution de (1.35) au sens de la transposition,
siu(h) € L2(0T; L*(9)%), (u(h)(0), u(h)'(0)) € L*(Q)*> x V(1) et u(h) vérifie (1.56)
pour tout f(h) € L*(0T ; L*(Q)?) et tout (6°(h), 6*(h)) € V() x L*(Q).

Nous allons maintenant établir le théoreme d’existence de la solution de (1.35) au sens

de la transposition.

Théoreme 1.4.2 Soient h et T fixés, avec 0 < h < 1 et T > 0. Soit ¢(h) solution
de (1.14) avec les données ¢°(h) € V(Q), ¢'(h) € L*(Q)*. Alors, il existe une solution

unique u(h) de (1.35) au sens de la transposition.

Preuve. Cette preuve est analogue a celle du lemme 1.5, p. 151 de [6]. On définit I'ap-

plication
T(h) : Dagmy x V() x H(0, T; V(Q)) = R, (1.38)

par

Y(h)(0°(h), 0'(h), f(h))
= 2ph’ / ba(h)0a(h) dz dt + 4 / 35(h)(6(h))Ds05(h) da dt
Q

12 / s (W) (S(R)) (s (h) + Dubs(h)) de dt
Q
n / (a- 2o (W)(S(R))D;0:(h) d, . (1.39)

[application Y (k) est linéaire, elle est bien définie et continue - vu I'identité (1.21) et la
majoration d’énergie (1.12) - pour la norme usuelle de V(Q) x L*(Q)* x L*(0, T'; L*(2)?) :

T(R)(O°(h). 0*(h). £(h)) < e max [E/0)(1)]* [£70(0)]*

0<t<T
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< ) [0 (1) By + alh) (A, ()] (1.40)

1
2

Y [!\Hl(h)!\%2<ms a0, 0°0) + [ 1610 dt]

Ainsi, de la densité de D4y x V(Q) dans V() x L*(Q)? et de H'(0, T'; V(Q)) dans
L*(0, T'; L*()?), peut-on tirer le prolongement de 1’application T en une application
linéaire, continue sur V() x L*(Q)? x L*(0, T'; L*(Q)?). Il existe donc, par le théoreme
de représentation de Riesz, un unique triplet (wo(h), wi(h), u(h)) dans L*(Q)* x V() x
L*(0, T'; L*()?), vérifiant I'équation (1.36), avec wo(h) a la place de u(h)(0) et wy(h) a
la place de u(h)'(0).

Il reste maintenant a prouver que wo(h) = u(h)(0) et wy(h) = u(h)(0). Comme dans

la démonstration du lemme 1.5, p. 151 de [6], nous introduisons une fonction propre v(h)

. L. L. L.
de l'opérateur (de oa(h), Wdlv o.a(h), ;le os(h)):

—dive.,(R)(v(R)) = ph* A(h) vy (h) dans Q,
—divos(h)(v(h)) = p A(h)vs(h) dans @,

(1.41)
o(h)(v(h)) v =0 sur N,
v(h) =0 sur Y.
Et on pose
folh) = ph* g(t) valh),  f(h) = pg(t) vs(h),
0°(h) = apv(h), 0'(h) = arv(h), (1.42)

ou g est une fonction réguliere sur (0, T'), ag, a; € R. Soit la fonction k définie sur (0, T'),

solution de

K'(t) + Ah)k(t) = g,

k(O) = do, k/(O) = day.
La fonction §(h) = k(t)v(h) est donc solution de (1.10) munie des données (1.42). En
conséquence puisque (wq(h), wo(h), u(h)) vérifie ’équation (1.36), avec wo(h) a la place
de u(h)(0) et wy(h) a la place de u(h)'(0) nous avons 1’équation

,Oh2 ((w1a7 _wOa)v (GOUm alva))g + P((w137 _w03)7 (aovav alva))g

T
—/thg(t)vauadxdt—/pg(t)v3u3d:1;dt:/ (Eok + &K' ) dt, (1.43)
Q Q 0
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o(t) = 4 [ aull) o) ows()do +2 [ aa(h) o) (0,0a(h) + Do (1)) d
+ [ (@ oo d (1.44)
E(1) = 20h? /Q bu(h)va(h) da. (1.45)

Rappelons que la dérivation par rapport au temps dans le second membre de (1.43) est

prise au sens suivant

T T
/ (bok + &iF) dt :/ (éok — E1k) dt. (1.46)

Puisque g = K" + A(h)k, en choisissant ag = a; = 0, on déduit de (1.43) que
T T
—/ ph?k (ua(h), vo) q dt — / pk(us(h), vs)'q dt
T - T
= [ A ) vt = [ p A E (sl vahadt = [ (ol ),
0 0 0
pour tout k& dans D(]0, T). D’ou, 'égalité
—ph* (ua(h), va)"a — p(us(h), v3)"a
—ph* Mh) (ua(h), va)a — p A(h) (us(h), vs)a = & — €.

On peut maintenant donner un sens a (u;(h), v;(h))(0) et (u;(h)’, v;(h))(0). En refaisant

des intégrations par parties dans (1.43), avec ao et a; quelconques, on obtient
ph* ((u5(0), —ua(0)), (aova, a1va))g + p ((u5(0), —us(0)), (aovs, arvs))g
—ph? (W (1), —ua(T)), ((T)va, K'(T)va))gq — p (u5(T), —us(T)), (K(T)vs, K'(T)vs))g
—ph* ((W1ay —woa), (A0vays a1va))g — p ((wiz, —wes), (agvs, a1vs))g = 0,

c’est-a-dire, pour tous ag, a; réels,

ar [ph* (=ua(0), va)g + p (—us(0), va)g — ph* (=Woas va)g — p (—wos, vs)g]
+ao [ph? (u,(0), va)g + p (u5(0), v3)g — ph* (wia, va)g — p (wis, v3)g] =0

et
—ph? (W (T), —ualT)), (k(TYva, K(T)va))g

—p ((y(T), —us(T)), (k(T)va, K(T)ea))g = 0

(1.47)
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d’on
ph? (—ua(0), va)g + p (—us(0), v3)g — ph* (—Woa, Va)g — p (—Wos, v3)g =0
o1 (u,(0), v+ (5(0), ) — P (wrar v ) — (1015, v5)g =
pour tout v(h) solution de (1.41). On a donc wo(h) = u(h)(0) et wi(h) = u(h)'(0) , et

(1.47) implique que u(h)(T) = u(h)(T) = 0, puisque ’ensemble de ces vecteurs propres
v(h) forme une base hilbertienne de V(). |

1.5 L’opérateur HUM

Nous allons introduire 'opérateur A(h) qui est un outil fondamental dans la contréla-
bilité exacte par la méthode HUM :

A(h) = V(Q) x LH(Q)” = V(Q)' x L(Q)”,
AR {(@"(R), &' (h)} = (u(h)(0), —u(h)(0)),

dol
p(AR){(@°(h), &' (h)}, (0°(h), 0 (h))),
= p (((u(h)(0), —u(h)(0))), ((Go(h), b1(R)))),

— 2ph? / ba(h)0a(h) dx dt + 4 /Q 35(h)(d(h))Ds05(h) dx di

82 [ oW OMN@00) + (k) et + [ (o RNOWNG0) 4,
Q X
ot ¢(h) et O(h) sont respectivement solutions de (1.14) et (1.10) avec (¢°(h), &' (h)) et
(0°(R), 8*(Rh)) dans V() x L*(Q)? et f(h) = 0, et u(h) solution de (1.35) au sens de la
transposition.

Lemme 1.5.1 Soient 0 < h <1 et T > Ty. L'opérateur A(h) est un isomorphisme. De
plus, si pour (vi(h), —yo(h)) € V(QY x LXQ), on définit (6°(h), & (k) par

A(R)™ {(y1(h), =yo(h))} = (¢o(h), ¢1(h)),

alors

[T

{mww )y 40 2@y + alh)(@(h), () }
(o y1a(h), pyis(h)), —(hyou(h), yoo())lIviayraap - (148)

_T To
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Preuve. D’apres I'inégalité (1.40), nous avons

(NRY {(°(R), &' (1)}, ((6°(h), 0 (M),
< ¢ [pll(hgL k), &4 s + alh)(&(h), 6°(h))]

[T

[T

< [oll (B0 1), O1a()) g + alh)(Gulh). ()]

d’ou 'opérateur A(h) est continu, vu la continuité de la forme bilinéaire a(h)(.) pour

chaque h fixé.

Prenons maintenant (6o(h), 01(h)) = (¢o(h), ¢1(h)), on obtient

(AB) {(@a(h), Gk} (Go(h). s1(h), = [l(do(k), (k)2
> (T — Ty) B*M(0)

d’apres I'inégalité inverse (1.30). La forme bilinéaire continue associée a I'opérateur A(h)
est donc V() x L?(Q)3-elliptique, donc A(h) est bien un isomorphisme.

Considérons maintenant pour (yi(h), —yo(h)) € V(Q) x L*(Q)?,
(do(h), dr(h)) = A(h)" {(y1(h), —yo(h))}.

Nous avons alors

[[(¢o(h), 1 (h)I1E = (Y1, =¥0), (do(h), d1(R))),,
< |[(ph?y1a(h), pyia(h)), —(hyoa(h), yos(h))llv(@yxz2 @
<l @o(h), (hpdra(h), pors(h))llvia)xL2 (@) (1.49)

< cll(ph*yra(h), pyra(h)), —(hyoa(h), yoa(h))|lviayxr2 @)

< pllhorah). dis()32aye + alh)(olh). do(h)) |
Or, d’apres I'inégalité inverse (1.30), nous avons
B4 () (0) = 1{puh¢m< ). 1a( W)y + alh) (). (i)}
Il(Go(h), or()III (1.50)

N

- T To
De (1.49)-(1.50), on tire donc

N

{PllAG1a(R), a3y + alh) (o), do(h) }
[(ph*y1a(R), py1s(h)), —(hyoa(h), yos(h))llv@yxrz -

C
<
AR
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On peut maintenant énoncer le théoreme de contrélabilité exacte.

Théoreme 1.5.1 Pour tous h et T fizés, 0 < h <1, T > Ty, et pour tout
(YI(h)v _YO(h)) S V(Q)/ X Lz(Q)Sv
il existe une fonction &(h) € C°(0, T'; V(Q)) telle que la solution u(h) de (1.35), au sens

de la transposition, vérifie u(h)(0) = yo(h) et u(h)'(0) = y1(h).

Preuve. D’apres le lemme 1.5.1, A(h) est un isomorphisme. Il existe alors un élément

(Go(h), 62(h)) de V(9) x ()P tel que A(K) {(6o(h), 61(h))} = (va(B), —yoh)). Soit
maintenant ¢(h) solution de (1.14). Utilisons ¢(h) comme contrdle dans (1.35) et la

solution u(h) ainsi trouvée vérifie

1.6 Analyse asymptotique

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le comportement du vecteur déplacement
u(h) et des controles trouvés dans le paragraphe précédent, quand h tend vers 0. Nous
allons prouver, en particulier, que la suite de contréles intérieurs tend vers 0 et que, par
conséquent, a la limite, le déplacement de la plaque bidimensionnelle est contrélé par un

controle frontiere.

1.6.1 Quelques résultats d’analyse asymptotique

Théoréme 1.6.1 Soit ¢(h) solution de (1.14) avec les conditions initiales (¢o(h), d1(h)) €
V(Q) x L*(Q)? vérifiant

pll(héra(h), drs(h)Izap + alh)(@o(h), do(h)) < c. (1.51)

Alors, la suite (¢p(h))pso vérifie les convergences faibles étoiles suivantes
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i) Il existe ¢ € L>=(0, T; V(Q)) N Whe2(0, T'; L*(Q)?) tel que quand h tend vers 0,

S(h) = ¢ dans L=(0, T; V(Q)),

¢s(h) = & dans L=(0, T'; L2(Q)),

ha(h) =0 dans L=(0, T'; L*(Q2)),

cap(O(h)) = eap(®) dans L=(0, T L*(Q)), (1.52)
%eaa(qﬁ(h)) =0 dans L=(0, T'; L*(Q)),

1 A

ﬁ%:&(?b(h)) = _meaa(ﬁb) dans L>=(0, T'; L*(Q2)).

ii) La fonction limite ¢ = (¢, ¢3) est un déplacement de Kirchhoff-Love, ¢’est-a-dire

o3 est indépendant de 3,

5 Y (1.53)
b0 = Go — 130,03, avec ¢, indépendant de x3.

De plus ¢ = 0 et ¢y € C0, T; H(w)NCHO, T; L*(w)) et ¢3 est la solution unique

du probleme de plaque bidimensionnelle

2pp3" — Onpmap(Ps) =0 dans w x (0, T),
¢3 = 03 =0 sur % (0, T), (1.54)
I 1t
$5(0) = 5/ pos drs, ¢3(0) = 5/ P13 das,  dans w,
-1 -1

ou

Map(¢s) = S [ Agsdap + aaﬁqbg] : (1.55)

A+ 2u

bo3 est la limite faible de (do3(h))nso dans H(Q) telle que
1 1
-1
et ¢13 est la limite faible de (p13(h))nso dans L*().
Preuve. La preuve de ce théoreme se trouve dans Raoult [11], [12], et Ciarlet [2] dans

le cas statique. Une démarche analogue a celle de ces derniers est adoptée dans la partie

IT de ce mémoire pour un probleme plus complexe de piézoélectricité. [ ]
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Théoreme 1.6.2 Soient 0(h) solution de (1.10) avec les conditions initiales (6o(h), 01(h)) €
V(Q) x L*(Q)? et la force appliquée f(h) telle que

i) falh) € X, fa(h) € LY0,T; L*(Q)), et, quand h tend vers 0, nous avons les

convergences fortes

falh) = fo dans X, (1.57)
fa(h) — f5 dans L*(0, T'; L*(Q)).

ii) quand h tend vers 0, la suite (6o(h))nso vérifie les convergences fortes

Bo(h) — B dans V(Q),

1

L a(tufh)) = 0 dans 12(9), (1.56)
1 A

ﬁegg(eo(h)) — —meaa(eo) dans LQ(Q)

La fonction limite 6y = (0o, Oo3) est un déplacement de Kirchhoff-Love, ¢’est-a-dire

Oos est indépendant de x3, (1.59)

foo = é()a — w30,003, avec é()a indépendant de xs.

De plus 0o = (ém, éoz) est solution du probléeme bidimensionnel

1
—anas(0o) = Ldrs  d ,
A 3nas(00) /_1f T3 ans w (1.60)
foo = 0 sur .
ot naﬁ(éo) est défint par
) ) A\ )
naﬁ(ao) = 4/1 eaﬁ(eo) —|— mepp(eo)(saﬁ . (161)

iti) quand h tend vers 0, la suite (6,(h))nso C L*(Q)? vérifie les convergences fortes
h1,(h) — 0, dans L*(2),
(1.62)
(913(h) — 013, dans L2(Q), 013 € LQ(w)

Alors, la suite (0(h))nso vérifie les convergences fortes suivantes :

30 € LX0, T; V(Q)) N HY0, T'; L(Q)?)
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tel que quand h tend vers 0,

0(h) — 0 dans L2(0, T; V(Q)),

03(h) — 0, dans L2(0, T; L*(Q)),

h.(h) — 0 dans L*(0, T; L*(Q)),

eas(0(h)) = eap(0) dans L2(0, T; L*(Q)),

%ew(e(h)) =0 dans L2(0, T; L*(Q)), (1.63)
%egg(e(h)) = —ﬁew(ﬁ) dans L2(0, T; L*(Q)),

hows(h)(0(h)) — 0 dans L=(0, T'; L*(Q)),

h2os5(h)(0(h)) = 0 dans L=(0, T'; L*(2)).

La fonction limite 0 = (8, 05) est un déplacement de Kirchhoff-Love, ¢’est-a-dire

O3 est indépendant de x3,

(1.64)

N

0, =0, — 130,03, avec éa indépendant de 3.
De plus 0, € L*0,T; Hy(w)) et 83 € C°((0, T); HF(w)) N CH(0, T); L*(w)) et 03 sont

solutions respectives des systémes d’équations de plagque bidimensionnelle

1
—agnaﬁ(e):/ fadrs dans w,
—1

(1.65)
0, =0 sur v,
1 1
2p 05" — O,pmap(03) = aa/ w3 fodrs + / fadxs  dans w x (0, T),
-1 -1
03 =0,0;=0 sur v x (0, 1), (1.66)
I . I
03(0) = - 003 dl’g, 03(0) = = 013 dl’g, dans w.
2 /)4 2 /)4
Preuve. Voir la preuve du théoreme 1.6.1. ]

1.6.2 Identification du controle limite

En tenant compte des convergences dans les théoremes 1.6.1 et 1.6.2, on peut passer

a la limite dans I'identité (1.21) et on obtient le lemme
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Lemme 1.6.1 57 les données, ¢o(h), ¢1(h), 6o(h), 61(h) et £(h) vérifient les conditions

des théorémes 1.6.1 et 1.6.2. Alors, on a la convergence

hm{éﬁ%”ﬁﬂmwmﬁ@@wwﬂﬁ

h—0

+2 / o35(h) (0(h)) Dsés(h) da dt + 2 / o35(h) ($(R)) Ds05(h) dx dt
Q Q
+A%wmwm&&w+%%wwwt

b [ 00 @.00) + 0260 ot |
Q

T

:%/w@wwﬁwwwm@m (1.67)

0

—|—4,0/ &% 0 dw dt + 2/ Mag (03) Onpps dw dt
wx(0,T) wx(0,T)

+ / 23 [0 0y d dt + / T3 f3G000pps dr dt — / f3q.0,03 dx dt.
Q Q Q

Etablissons aussi un lemme qui correspond a 'identité (1.21) limite, et que nous allons

utiliser pour obtenir la formule de transposition limite.

Lemme 1.6.2

[ (@ v @) sty d
’WX(O,T)

T
= 2,0/ $345030s + 03450563 dw

0

—|—4,0/ &L0% dw dt + 2 / Mag (03) Onps dw dt
wx(0,7) wx(0,T)

-I-/ T3 [a0s03 da dt + / T3 f3G000pps dr dt — / f340 005 dadt. (1.68)
Q Q Q

Preuve. Ici, nous procédons comme dans la démonstration de 'identité (1.21). On mul-
tiplie la premiere équation du systeme (1.66) par ¢,0,¢s et la premiere équation de (1.54)
par g,0.03 ot ¢3 et O3 sont respectivement solutions de (1.54) et (1.66). Puis on intégre

par parties et on fait la somme des équations ainsi obtenues. [ ]

Etudions maintenant la convergence de la formule de transposition quand & tend vers
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Lemme 1.6.3 Soient T' > 0 et la suite (u(h)),s, des solutions du probléme de contro-

labilité exacte (1.35) muni des données initiales (yo(h), y1(h)) telles que

(ol yra(h), pyis(h)), —(hyoa(h), yos(R))lv@yxrz @y < ¢ (1.69)
et h’y1o tend faiblement vers 0 dans [Hy (Q)].

De plus, on suppose que les suites de fonctions ((6o(h), 01(h))),so C V() x L*(2)* et
(fa(h), f3(R)) C X? x L*(0, T'; L*()), satisfont les hypothéses du théoréme 1.6.2, et
que T > Tg.

Alors, il existe u, € X' et uz € L*(0T; L*(Q)) tels que

p<(y137 _y03)7 (0037 013)> = <uoz7 fO‘>X’,X + / U3f3 dz dt
Q

[ [ @ oms@isea, 0
"
ou
— (o3, y13) est la limite faible dans L*(§)) x [Hlll(ﬂ)]/ de (yos3(h), yis(h)),
— u, est la limite faible dans X' de u,(h), us est la limite faible de us(h) dans
L0, T'5 L3(Q)),
— (0os, 013) est la limite forte dans Hlll(ﬂ) x L*(Q) de (0o3(h), O13(h)) telle que g3 et
0,5 sont indépendants de x5 et Op3 € Hi(w),
— (fa, f3) est la limite forte dans X? x L*(0, T'; L*(Q)) de (fa(h), f3(R)),
— 03 est solution de (1.66),
— ¢ est solution de (1.54) avec les conditions initiales <% f_ll dos dxs, %f_ll ¢13 d:z;3>,
tel que f_ll pos drs € HG(w), et (dos, ¢13) est la limite faible dans H} (Q) x L*(Q)
de (¢o3(h), ¢13(h)) avee (¢o(h), 1(h)) = A(h)~H(y1(h), —yo(h)).

Preuve. Pour obtenir (1.71), nous passons a la limite dans la formule de transposition
(1.36). Notons que la disparition de tous les termes du second membre, a I’exception
du dernier, fournit la controlabilité exacte frontiere. Soit u(h) la solution controlée du

systeme (1.35) avec les données initiales (yo(h), y1(h)).

Tout d’abord, on considere la formule de transposition (1.36) et la majoration

T(R)(O(h). 0" (). £(h)) < e max [EXD(0)]* [B0(1)]*

0<t<T

< e [10" )2y + alh) (R, 6°(h)

[T
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N

2 T
X [H@l(h)H%z(ms +a(h)(0°(h), 0°(h) + Y I fallk +/0 /511220 dt] ,

en supposant que

— fa(h) =0 et Op(h) = 61(h) =0, il vient

1
2

(it 5| < e ([ NI t)

inégalité valable pour toute suite f3(h) € L?(0, T'; L*(Q)). Donc la suite uz(h) est
bornée dans L2(0, T'; L*(£2)), et on en extrait une sous-suite convergeant vers une

limite uz dans L?(0, T'; L*(Q)) faible.
— f3(h) = fa(h) =0 et Oy(h) = 6:(h) =0, il vient

(ug(h), f5(h))x: x| < cllfs(h)|x, pour B # a,

inégalité valable pour toute suite (fz(h))rs0 € X. Donc la suite (ug(h))pso est
bornée dans X', et on en extrait une sous-suite convergeant faiblement vers une

limite uz dans X".

Au total, nous avons donc les convergences

<U3(h), f3(h)>Q — <u37 f3>Q7 quand h — 07 (1 72)
<uﬁ(h)7 fﬁ(h»X/,X — <u57 fﬁ>X/7X7 quand h — 0.

Nous avons, d’apres la majoration (1.69) et la convergence (1.70), I'existence d’une sous-
suite (yo(h), y1(h)) telle que

ph? {(y1a(h), —yoa(h)), (Boa(h), ela(h)»(Hlll(Q)xL?(Q))’,Hlll(Q)XL2(Q)
+p ((y13(h), —yos(h)), (Dos(h), 913(h))>(H;l(Q)xL2(Q))/,H;Z(Q)xp(n) (1.73)
— p (413, —Yo3), (Oos, 913)>(H;Z(Q)xL2(Q))/,H;Z(Q)xm(a)-

Enfin, compte tenu des lemmes 1.6.1 et 1.6.2 et de (1.72)-(1.73) nous avons 'identité
(1.71). n

Nous allons maintenant prouver que le déplacement limite u est un déplacement de

Kirchhofl-Love.
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Lemme 1.6.4 Le vecteur déplacement limite u de u(h) est un déplacement de Kirchhoff-
Love, ¢’est-a-dire
us est indépendant de x3,
(1.74)

Uy = Uy — T30,u3, avec U, indépendant de xs3.

De plus, 4o =0 dans w x (0, T).

Preuve.

i) Prouvons d’abord que us est indépendant de x3, c’est-a-dire dsus = 0 dans D'(Q).

Dans la formule de transposition (1.36), posons

fo(h) = 61(h) =0
f(h) = (0,0, =03f) avec f € D(Q).

Ainsi, en passant a la limite, nous obtenons
/ Osfus dx dt = / (q- V) map(03)0a503 dvy dt,
Q X

ou 5 est solution du probleme bidimensionnel
2p05" — Oopmap(6s) = f_ll Osfdxs dans w x (0, T,
fs =0,05=0 sur v, x (0, 1),
05(0) =0, 65(0) =0, dans w.
Or, f est dans D(Q) implique que f_ll Osf dxs est nul, d’ou 03 = 0. Il vient donc que
fQ Osfusdx dt =0, et ce pour tout f dans D(Q); ce qui signifie que dsusz = 0 dans D'(Q).
ii) Pour prouver que u, = t, — x30,us avec i, est indépendant de xs, il suffit de
montrer que Jsu, + J,us = 0 dans D'(Q).
Ici, on choisit, dans (1.36), les fonctions test comme suit :
Oo(h) = 01(h) =0,

foz(h) = _aS.Qav fﬁ(h) = 07 ﬁ 7£ a, fS(h) — _aagav avec g, € D(Q)a

en faisant tendre h vers 0, nous obtenons

(1.75)

<uoz7 aSga>X/7X + / aagaUS dx dt = / (01 . V)maﬁ((g?))aaﬁgb?) d7 dt,
Q v (

0,7)
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ou 05 est solution de

2p 05" — Oapmap(ls) = — f_ll 2303(0,9q ) ds — f_ll Oago drs dans w x (0, T'),
05 =0,05=0 sur v x (0, T, (1.76)

05(0) = 0dzs, 05(0) = 0dus, dans w.

Or, — f_ll 2303(0,9q ) drs — f_ll 0n0ge dxs = 0. Tout le second membre du systeme d’équa-

tions précédent est donc nul, d’ou 03 = 0. Et il vient

(o, Bs9a)p@),p0) T (Uss Dabe)pri),p(@) = 0:

c’est-a-dire
(O3ua + Oatis, ga)pi(g), pg) = U
pour tout g, € D(Q), donc dsu, 4+ dyus = 0 dans D'(Q).

iii) Enfin, pour montrer que @, = 0, considérons dans (1.36), 0o(h) = 01(h) =0, f3=0
et fo € D(w x (0, T')), indépendant de 3. Ainsi, par passage a la limite, 5 = 0 et on a

(Uq, fa>X/,X = (U — x30,us, fa>X, v =0

= (U, fa>X/ — (30qus, fa>X/ x =0
= (U, fa) XX —I—/ / (/ 23u304 [ d:1;3> dwdt =0
= (Ua, fa>X/,X =0,
puisque 4, et f, sont indépendants de x5. Il en résulte que t, =0 dans w x (0, 7). m

Nous allons enfin prouver que, pour tout (yos, y13) € L*(w) x H_%(w), il existe un

controle v appliqué uniquement sur le bord ~ tel que, a 'instant 7', le probleme

2p (3" — Japmap(Cs) =0 dans w x (0, 1),

(3 =0 sur y x (0, '),

0,(3 = sur v x (0, 1), (1.77)
(s(0) =wos, ¢3(0) =113 dans w,

G(T)=0, ¢(T)=0 dans w
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admet une solution unique au sens de la transposition. Et que cette solution est la limite,
quand 1’épaisseur h de la plaque tend vers 0, d’une suite de solutions (au sens de la

transposition) controlées de problemes tridimensionnels.

Pour obtenir la formule de transposition, on multiplie la premiere équation de (1.77)
par 05 et on effectue des intégrations par parties, en supposant que (3 est assez régulier,

il vient

/ C3”03 dr dt = / C3(93” dr dt + / y13003 dr — / y03013 dr
wx]0, T wx]0,T[ w w

/ Dapmap((3)03 = / Oapmap(03)(s + / Mag(03)varzv dy dt.
wx]0, T wx]0,T[

vx(0,T)

Donnons alors la définition de la solution de (1.77) au sens de la transposition.

Définition 1.6.1 La fonction (5 est solution du probléme bidimensionnel de plaque (1.77)
au sens de la transposition si (3 € L*(0, T'; L*(w)) et

,0<(y13, —y03), (903, 913)>H—2(w)xL2(w),H§(w)xL2(w)

T
= / (3fsdr dt + / /maﬁ (03) varvgv dy dt, (1.78)
Q 0 Jy
pour tout f3 € L*(0, T'; L*(w)), (fos, 013) € HE(w) x L*(w) et O3 est solution du probléme
de plaque
2p05" — Oopmap(0s) = 2fs  dans w x (0, T),
f;=0,0;=0 sury % (0, T), (1.79)
03(0) == 0037 05(0) == 013, dans w.

Théoréme 1.6.3 Pour tout (yoz, y13) € L*(w) x H_%(w), il existe (¢o3, P13) € HF(w) ¥

L*(w) et un controle v = 023, ou @3 est la solution de
2p03" — Oupmap(Ps) =0 dansw x (0, T,

¢3 = auqb?) =0 sur ;X (07 T)v

$3(0) = do3, ¢4(0) = ¢13  dans w,

tel que le probléeme (1.77) admet une solution unique au sens de la transposition.
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De plus, cette solution (5 est égale a us, la limite faible, lorsque h tend vers 0, de la

suite de solutions (us(h))pso des probléemes

B2pua(h)" — Bias(h)(u(h)) = 20h%6. ()" + 2s0as(h)(6(h))  dans Q,

pus(h)" — djosj(h)(u(h)) = 405055(h)(4(h)) + 20a003(h)(H(h))  dans Q,
c(h)(u(h)) - v =0 sur B,
u(h) =(q-v)0,¢(h) sur Xy,

w(h)(T) =0, u(h)(T)=0 dans 0,
u(h)(0) = (0, 0, yo3), u(h)'(0) = (0,0, y13) dans €,

ot ¢(h) est solution de (1.14) avec les données

(Qbo(h)v qbl(h)) = A(h)_l {(07 07 y13)7 _(07 07 y03)}'

Preuve. Pour prouver ce théoreme, vu la densité de Hj(w) dans HZ(w), il suffit de
prendre les fonctions (fg3, 013) € Hi(w) x L*(w) et f3 € L*(0, T; L*(w)). Dans la formule
de transposition (1.36), on pose

f(h)= (0,0, f5),

Oo(h) = (—x301003, —x30:003, o3 + h?

Gl(h) - (0, 0, 013).

\ n ZM $3A003)

On remarque que les suites ainsi définies vérifient les hypotheses du théoreme 1.6.2. Donc

la suite de solutions #(h) converge fortement vers une limite 4.

Pour chaque A fixé, soit

(qbo(h), qbl(h)) = A(h)_l {(07 07 y13)7 _(07 07 yOS)}v
ou l'opérateur A(h) est défini au paragraphe 1.5. Soit la suite (¢(h))sso des solutions de

(1.14). D’apres le lemme 1.6.3, en passant & la limite dans (1.36), nous obtenons
2,0<(y13, —y03), (903, 013)>H—2(w)><L2(w),H§(w)><L2(w)
T
= 2/ us f3 dx dt + / /(qéyb)maﬁ (03) O pcps dy dt.
wx]0, T 0 5

Il en résulte, si 'on choisit le controle v = (q,v,)0%¢s, que (3 = uz est solution du

probleme (1.77) au sens de la transposition, car ¢35 = d,¢3 = 0 implique que

I/al/ﬁaqug = l/al/g&,(&,qbg) = I/aaﬁ(ayqbg) = aﬁ(l/aayqbg) = aﬁaqbg
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sur chaque aréte de ~. |

Commentaire 1.6.1 Nous avons donc résolu un probléme de controlabilité exacte d’une
plaque bidimensionelle, ou le controle agit uniquement sur la frontiére, par une analyse

asymptotlique.

Si le controle limite dans [4] et [13] est distribué sur tout Uintérieur de la plaque, ¢’est
parce que la famille de plaques tridimensionnelles n’y a €té controlée qu’en agissant sur la
frontiére, notamment sur les faces , et , ~. Or, le controle sur ces parties de la fronticre

subsiste a la limite et devient un controle intérieur pour la plaque bidimensionnelle.

Done, pour obtenir un controle limite frontiere, en n'agissant que sur la frontiere des
plaques tridimensionnelles, il a fallu controler seulement sur le bord latéral. Or pour une
plaque tridimensionnelle, si le controle est appliqué uniquement sur le bord latéral, la

controlabilité exacte s’avére impossible (voir Bardos, Lebeau et Rauch [2]).

Ainsi, au lieu de controler sur les faces , T des plaques tridimensionnelles, nous leur
appliquons un controle intérieur qui tend vers 0 quand [’épaisseur h de la plaque tend
vers (. Il s’ensuit que le déplacement limite s’identifie a la solution d’un probléme de

plaque €lastique bidimensionnelle controlée exactement, uniquement a la frontiere.



Bibliographie

1]

C. Bardos, G. Lebeau, J. Rauch, Sharp sufficient conditions for the ob-
servation or control, and stabilization of waves from the boundary, STAM

J. Cont. Optim. Vol. 30, N. 5, p. 1024-1065, 1992.

P. G. Ciarlet, Plates and Junctions in Flastic Multi-Structures, RMA,
Masson, Paris, 1990.

R. Dautray, J. L. Lions, Analyse Mathématique et Calcul Numérique pour
les Sciences et Techniques, Masson, 1984-1988.

I. Figueiredo et E. Zuazua, Exact controlability and asymptotic limit for
thin plates, Asymptotic Analysis 12, 213-252, North-Holland, 1996.

J.L. Lions, Perturbations Singuliéres dans les Probléemes aux Limites et en
Controle Optimal, Lectures Notes in Math., 323, Springer-Verlag, Berlin,
1973.

J. L. Lions, Controlabilité Fracte, Perturbation et Stabilisation de Sys-
temes Distribués, 1, Controlabilité exacte, Masson, RMA 8, Paris.

M. T. Niane Controlabilité exacte de 1’équation des plaques vibrantes
dans un polygone, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 307, Série I, p. 517-521,
1988.

S. Nicaise, About the Lamé system in a polygonal or polyhedral domain
and a coupled problem between the Lamé system and the plate equation,

1: Regularity of solutions, Annali della Scuola Normale Superiori di Pisa,

19, (1992) p. 327-361.

S. Nicaise, Exact controlability of a pluridimensional coupled problem,

Pub. Irma, Lille 20 (4), 1990.

P. Grisvard, Controlabilité exacte des solutions de 1’équation des ondes
en présence de singularités, J. Math. Pures et Appli. 68, 215-259, 1989.



48

BIBLIOGRAPHIE

[11]

[12]

[13]

[14]

A. Raoult, Contributions a [’étude des modéles d’évolution de plaques et a
Uapproximation d’équations d’évolution linéaires du second ordre par des

méthodes multipas (these de troisieme cycle), Université Pierre et Marie

Curie, Paris, 1980.

A. Raoult, Asymptotic modeling of the elastodynamics of a multi-
structure, Asymptotic Analysis, 6, 73-108, 1992.

J. Saint Jean Paulin et M. Vanninathan, Contrélabilbité exacte de vibra-
tions de corps élastiques minces, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 322, Série I, p.
889-894, Problemes mathématiques de la mécanique, 1996.

J. Yan, Contrélabilité exacte pour des domaines minces, Asymptotic Ana-

lysis 5, 461-471, North-Holland, 1992.



Deuxieme partie

Modélisation de plaques

piézoélectriques






Chapitre 2

Introduction

2.1 Piézoélectricité : généralités

Bien qu’ayant été prédit par Coulomb, et découvert par Becquerel en 1819, l'effet
piézoélectrique n’a été correctement expliqué par expérimentation qu’en 1880 par les
freres Jacques et Pierre Curie. Une présentation des débuts de la piézoélectricité peut

étre trouvée dans [7].

La piézoélectricité est une interaction électromécanique : les matériaux piézoélectriques
sont des diélectriques qui se déforment sous l'effet d’un champ électrique et qui pro-
duisent une polarisation sous 'effet de déformations. Ce dernier phénomene est appelé
“effet direct”, pour une raison purement historique vu son aspect réversible. On traduit
ce comportement par des lois liant le tenseur des contraintes et le vecteur champ élec-
trique d’une part, et le tenseur des déformations et le vecteur polarisation ou le vecteur

déplacement électrique d’autre part.

Soient 0 = (0y;) et € = (¢;;) les tenseurs de contraintes mécaniques et de déforma-
tions du matériau, E = (Fy) et P = (Fy) les vecteurs champ électrique et polarisation.
Les caractéristiques d’un matériau piézoélectrique donné sont décrites par le tenseur de
raideur C' = (Cyjp), le tenseur des constantes piézoélectriques P = (Fy;;), et le tenseur

de susceptibilité électrique ¢ = (e};). Les relations

o = Cimen — PrijEk,
(2.1)
Py = Prije; + e, B
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sont établies dans [23], [16] et [26] en considérant I'énergie libre de Gibbs. Soit D le

vecteur déplacement électrique, on sait qu’il est lié a E et P par la relation

D =¢E+P, (2.2)

/

ol ¢y est un scalaire appelé permittivité électrique du vide. En posant ¢;; = eody; + €,

on obtient le systeme équivalent a (2.1),

o = Cimen — PrijEk,
(2.3)
Dy = Prije + enly.

(C’est ce systeme de lois de comportement que nous utiliserons désormais. Notons qu’on
peut aussi en inversant la deuxieme équation ci-dessus exprimer le vecteur champ élec-
trique E en fonction du vecteur déplacement électrique D et du tenseur des déformations
e : c’est la modélisation choisie dans [15], qui utilise des lois de comportement analogues

dans un modele bidimensionnel.

Les lois (2.3) expliquent bien I'utilisation des matériaux piézoélectriques comme cap-
teurs (effet direct) et actionneurs (effet inverse). Par exemple, une plaque, ou des pastilles
piézoélectriques, adhérant a un matériau élastique en détectent les déformations par I'effet
direct, et peuvent servir pour déformer le matériau par 'effet inverse ; d’ou la possibilité
de controler les vibrations dans des structures élastiques, en particulier les plaques et les
coques. Les matériaux piézoélectriques tels que la céramique et le PVDF (PolyVinil-Di-
Fluor) sont, en général, de masse négligeable par rapport a la structure a controler et
peuvent étre tres flexibles dans le cas du PVDF'. Ce dernier, qui est un polymere, présente
aussi I'avantage de pouvoir étre coupé en tres fine pellicule; par contre, ses constantes

piézoélectriques sont moins élevées que celles des piézo-céramiques.

Les matériaux piézoélectriques sont aussi utilisés dans le controle de forme (ailes
d’avion, miroirs des télescopes), ainsi que dans la conception d’organes artificiels en
biomécanique. Bien d’autres applications sont données dans [23], [39] et [3]. On trouve

aussi dans [3] une modélisation mathématique de leur mise en oeuvre.

Terminons en indiquant une premiere application de 'effet piézoélectrique qui est due
a Paul Langevin. Lors de la premiere guerre mondiale, Langevin eut I'idée d’utiliser des
plaques de quartz piézoélectriques pour 1’émission et la réception d’ondes sonores sous-
marines de haute fréquence. Depuis lors le quartz est largement utilisé dans le domaine

des télécommunications en tant que filtre, controleur ou générateur de fréquence.
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2.2 Modele mathématique de la piézoélectricité

Equations de Maxwell

En élasticité pure, la loi de comportement liant le tenseur des contraintes a celui des

déformations
oi; = Cijmien

et la loi fondamentale de la dynamique ou de Newton, qui dit que, dans un corps, la
somme des forces est égale a la force d’inertie, nous permettent de trouver le vecteur
de déformation u; nous rappelons que le tenseur linéarisé des déformations e est lié a
u = (uy) par eg(u) = %(akul + Jyug). Dans le cas d’un matériau piézoélectrique, la loi de
comportement contient une nouvelle inconnue, le champ électrique E, d’ou la nécessité
d’introduire une autre équation d’équilibre pour la gérer. C’est ’équation de Maxwell-

Gauss
divD = ¢,

ou D est le vecteur déplacement électrique et ¢ est la densité volumique de charge au
sein du matériau. Cette équation est valable dans un milieu non aimanté. Dans la suite

de ce travail, g sera nulle car le matériau considéré ici est un isolant.

Soit p la masse volumique du matériau piézoélectrique occupant le domaine Q) et f la
densité de force volumique qui lui est appliquée. Les équations de Newton et de Maxwell-

Gauss ci-dessus forment le systeme
pu” —dive =f dans Q x (0, 7T,
divD =0 dans Q x (0, T,

auquel sont associées des conditions limites et des conditions initiales. Les lois de com-

portement (2.3), que nous reprenons ci-dessous,
o = Cimen — PrijEk,
Dy = Prije + enly.

completent le systeme. Nous avons rappelé que, dans ces équations, le tenseur e d’ordre
2 ne dépend en fait que du vecteur u; de méme, le vecteur champ électrique E dérive

d’autres quantités, en particulier du potentiel scalaire électrique (et de ce dernier seul
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dans le cas statique). Plus précisément, on sait qu’un champ électrique variant en fonction
du temps, induit un champ magnétique B et vice-versa; ce phénomene se traduit par les

équations de Maxwell-Ampere

oD

rot B H1 W, (24)
et de Maxwell-Faraday
0B
tE = ——— 2.5
ro at Y ( )

ou i désigne la perméabilité magnétique du matériaun. La quatrieme équation de
Maxwell s’ajoute aux équations déja citées (Maxwell-Gauss, Maxwell-Ampere, Maxwell-

Faraday) et traduit la loi de conservation du flux magnétique,
divB = 0. (2.6)

Pour la construction et I’étude de ces équations, nous renvoyons a [30], et a [10] (vol. 1,
5) et [17] pour une approche plutét mathématique. La loi de conservation (2.6) implique

I’existence d’un vecteur A appelé potentiel vecteur, tel que
B =rot A. (2.7)

Cette derniere équation combinée avec 1’équation de Maxwell-Faraday implique que la

0A

somme de vecteurs E + S+ admet un rotationnel nul, donc dérive d’un potentiel scalaire

@, c’est-a~dire
E=-Vyp— —. 2.8
Iy (2.8)
Les inconnues du systeme de la piézoélectricité ainsi écrit sont donc maintenant le dépla-
cement u, le potentiel scalaire ¢ et le potentiel vecteur A. Dans le cas dynamique, afin
de gérer I'inconnue A, nous utilisons I’équation de Maxwell-Ampere (2.4) qui n’a pas été

utilisée jusqu’ici.

Dans beaucoup d’applications, on peut se restreindre a "approximation quasi-électro-

statique, qui revient a négliger la partie magnétique dans I’équation de Maxwell-Faraday

(2.5). Alors, on a
E=-Vyp

et les inconnues se réduisent a u et ¢. Précisons dans quelles conditions ’approximation
quasi-électrostatique est loisible. Comme dans [26], il suffit de réaliser une analyse dimen-

sionnelle. Supposons, comme c’est le cas qui nous intéressera, que le corps est une plaque
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de longueur L. Considérons, dans une oscillation électromagnétique, un mode propre de
longueur d’onde X et de vitesse de phase v. Rappelons que la vitesse de phase correspond
a la vitesse de la lumiere dans le milieu considéré. La période d’oscillation T' est donnée

par T' = % Si x est la variable d’espace et ¢ la variable temps, faisons le changement de

variable
X 2mt
AR
Dans ces nouvelles coordonnées adimensionnelles, I’équation de Maxwell-Faraday devient
2w OB L 0B
teE=————=—210— —. 2.
Tk T or X or (2.9)

Il se dégage donc un critere pour I'approximation quasi-électrostatique : si la longueur
d’onde de l'oscillation électromagnétique est tres grande par rapport a la longueur de la
plaque, on peut faire 'approximation quasi-électrostatique, et ignorer I'inconnue A. Un
autre procédé serait I'utilisation des équations de Maxwell harmoniques (voir [29]) ou la

dérivée par rapport au temps est remplacée par la pulsation —z (avec i*=-1):

. I .
rote E = Zimv Y B.

Cette derniere équation fournit le méme critere d’approximation quasi-électrostatique que
(2.9). Nous donnerons a nouveau au chapitre 3 (resp. 4) I’écriture complete du systeme
de la piézoélectricité statique (resp. dynamique), et y adjoindrons les cadres fonctionnels

permettant d’obtenir des résultats d’existence.

2.3 Notations

Nous résumons ici les notations utilisées dans cette partie du mémoire.

Notations sur . On désigne par Q" un domaine cylindrique de R? d’épaisseur 2h, et

de surface moyenne w, domaine de R? Plus précisément, on pose
h
Q" =wx]—h, k[, Q=wx]-—1,1].
Les faces supérieure et inférieure sont notées

JME o x {£h), L EF=w x {£1}

Les bords latéraux sont notés , = yx] — h, h[, ,; = vx] — 1, 1[. De méme, on pose

b =00k, =00,
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L'ouvert Q" sera la configuration de référence d'une plaque constituée d'un maté-
riau piézoélectrique. On appelle u” = (u}, ul, ul) le vecteur déplacement, A" le po-
tentiel vecteur magnétique, ©" le potentiel électrique au sein du matériau Q*. On note
ol(u”, A" ©")le tenseur des contraintes et e"(u”) celui des déformations, avec effj(uh) =

%(&u? + J;uly, D (u, A", ") le vecteur déplacement électrique et E*(¢") le vecteur

OAM

champ électrique, avec B! (", A") = —0;p" — T

Soient v la frontiere de w, 5o et 41 (resp. Yeo et ¥e1) deux parties de v telles que
Y="vUviet yoNy =0 (resp. v = Yeo U7er €t Yoo Nyer = ). La partie vy est supposée

de mesure non nulle.

Des conditions de Dirichlet sur le déplacement seront imposées sur la partie , % du

bord avec
7%:70><]_h7h[7 7D:70><]_171['

La partie complémentaire du bord est

=L tu Mo oy =00, LT
ou
ct=mx]=hohl, i =wax] =11
Enfin, le potentiel électrique sera imposé sur , " = | " U (y.0x] — h, h]); dans Détude

du cas dynamique, on supposera que J.o = (). Dans la suite, sauf mention du contraire,
on utilise la convention de sommation sur I'indice répété, les indices latins étant dans
Iensemble {1, 2, 3} et les indices grecs dans {1, 2}. La lettre ¢ représente différentes

constantes indépendantes de h.

Notations sur les espaces de fonctions.

(. )q produit scalaire usuel dans L*(f2),

(. )xs x produit de dualité entre X et son dual X',
|| . ||x norme usuelle sur X,

e =11l @)

Hy () ={ve H(Q), vy =0}
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2.4 Objet de I’étude. Principaux résultats obtenus

On se propose, dans ce mémoire, d’étudier le comportement asymptotique d’une plaque
piézoélectrique mince. L’objectif est de déduire des systemes de la piézoélectricité statique
ou dynamique, que l’on a décrits au paragraphe 2.1, des modeles bidimensionnels plus
simples a utiliser, en particulier pour ’approximation numérique. Leur construction méme
est une justification de ces modeles, obtenus sans simplification a priori sur la forme
des inconnues. D’autres procédés d’approximation du systeme, bien connus dans le cas
purement élastique, reposent sur une approximation polynomiale. Cette technique de
modélisation a été utilisée par Reissner [34], Mindlin [27], et a donné lieu récemment
a de nombreuses publications, par exemple Babuska, d’Harcourt et Schwab [2], Schwab
[37], Alessandrini, Arnold, Falk et Madureira [1], Delfour et Zolésio [12]. La cohérence

asymptotique de 'approximation polynomiale a été étudiée par Paumier et Raoult [28].

Nous utilisons ici le procédé asymptotique développé par Ciarlet et Destuynder [9], et
mis en ceuvre par Raoult [32] dans le cas de 'élasticité dynamique. Dans ce travail, nous
suivons la méme démarche que Raoult [33] ou une analyse asymptotique a été réalisée

pour une multi-structure contenant une plaque mince.

On se donne une famille de plaques d’épaisseur h et de configuration de référence
Q" = wx]—h, k[, ott west un ouvert borné de R% Notre but est d’étudier le comportement
du vecteur déplacement u” des plaques lorsque h tend vers 0, ainsi que celui des autres
inconnues : le potentiel scalaire électrique, et le potentiel vecteur dans le cas dynamique.
A cet effet, nous effectuons une dilatation de I'ordre de h~!, dans le sens de ’épaisseur,
sur chaque plaque de sorte que le domaine d’étude soit indépendant de £ : c’est 'ouvert
0 = wx]—1, 1]. Avec un tel changement de variable, nous pouvons étudier la convergence
de la suite des déplacements mis a ’échelle u(h), ainsi que des potentiels scalaires p(h)

ou potentiels vecteurs A(h) dans un espace fonctionnel indépendant h.

Nous donnons ci-dessous le résumé des principaux résultats obtenus. Dans le mémoire,
les caractéristiques mécaniques et électriques des plaques seront supposées indépendantes

de h a I'exception de la masse volumique qui est supposée d’ordre h?, voir [32].

Le chapitre 3 est consacré a I’étude du cas statique. Cependant, avant les équa-
tions de la piézoélectricité, nous analysons tout d’abord le comportement du potentiel
électrique mis a 1’échelle p(h) lorsque h tend vers 0, dans le cas d’un probleme purement
électrique. Ce potentiel résout un probleme de perturbations singulieres classique natu-

rellement posé dans ’espace H'({)). Nous vérifions que ’espace limite n’est pas H'(Q),
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mais ’espace
U = {¢ € L(Q), 0 € LA(Q)},

et donnons le probleme limite. On remarque que la limite forte ¢ de @(h) dans W, est

une fonction affine de la variable verticale.

Ensuite, nous rappelons un théoreme d’existence pour le probleme de la piézoélectrici-
té statique et étudions son comportement asymptotique. Nous supposons que le potentiel
électrique mis a 1’échelle p(h) est égal a une fonction ¢y donnée sur une partie , .p du
bord qui contient les faces supérieure , ¥ et inférieure , ~. Autrement dit, le potentiel
électrique obéit a une condition de Dirichlet sur , .p = (o x] — 1, 1)U, T U, 7, ol Yeo
est une partie de dw qui peut étre de mesure nulle. Imposer ainsi le potentiel électrique sur

les faces , T et , = correspond a des dispositifs expérimentaux habituels. Le déplacement

Y

mis a [’échelle u(h) est supposé nul sur la partie , p = vox] — 1, 1] du bord latéral, ou

~o est une partie de mesure non nulle de dw.
Introduisant les espaces fonctionnels

V = {ve(H" () vir, =0} et (2.10)
U = {y e H(Q), ¥r,, =0}, (2.11)

et effectuant la translation ¢(h) = ¢(h) — ¢o, nous obtenons ’écriture variationnelle du

systeme de la piézoélectricité statique

Trouver (u(h), ¢(h)) € V. x U, tel que
V(v, ) eV x W, a(h)((u(h), o(h)), (v, ¥)) = L(h)(v, )

ou a(h) est une forme bilinéaire coercive sur V x W. Elle est la somme de la forme
bilinéaire sur V, étudiée dans les travaux consacrés par de nombreux auteurs a ’analyse
asymptotique du probleme de 1’élasticité linéaire, de la forme bilinéaire correspondant au
probleme électrique seul étudié au début du chapitre et de termes croisés déplacement-

potentiel. Plus précisément,

a(h) ((u(h), p(h)), (v, ) = Acﬁ(h)rﬁ(h)(V)dx

—|—/ 63383@(h)8377b d$—|—h2/ Gaﬁaa@(h)aﬁ¢ dl’
Q Q
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#h [ a0 + dug(1)0,0)] e+
+ [ 1P @plwa(h)¥) = 0 ()] do
#h [ 1P 0o h)(v) = 0,00 50 ()]
ot nous avons adopté la notation suivante
ks (B)V) = cap(¥). Kaalh)(V) = h7leus(¥),  Raa(h)(v) = h~2eas(v)

et avons posé k(h) = k(h)(u(h)). Selon la convention habituelle, les indices grecs prennent
les valeurs 1, 2 et les indices latins les valeurs 1, 2, 3. On note que 'expression développée
de a(h) contient des puissances négatives de h. L’expression de la forme linéaire [(h) est

donnée au chapitre 3.

Ainsi écrit, le probleme piézoélectrique se préte a une analyse asymptotique qui géné-
ralise les résultats connus (Ciarlet [8], Ciarlet et Destuynder [9], Destuynder [13]) dans le
cas purement élastique et les résultats obtenus dans I’étude préliminaire du cas purement
électrique. En particulier, et dit de maniere rapide, les termes contenant les puissances
négatives de h sont a l'origine d'un “gouffre” (voir Sanchez-Palencia [36]) qui attire le
déplacement u(h). Ainsi on démontre que la suite u(h) admet dans V une limite u qui
est un déplacement de Kirchhoff-Love, c¢’est-a-dire que

uz = (3 ou (3 est indépendant de a3,

(2.12)

Uy = (o — 13 0u(3, avec (, indépendant de x3.

On montre simultanément que la suite des potentiels électriques ¢(h) (rappelons que
nous avons posé @(h) = o + p(h)) converge dans U; vers un potentiel limite ¢ qui est

un polynéme du second degré en x3

2

@(r1, T2, 13) = Z@i(l'h 51?2)51?%7 (2.13)

=0

explicite en (5 puisque 'on a

_|_ —
0 Yo T o P3ap
= — 005Cs,
' 5 s ﬁ§3
991 _ S‘QEIJ— —¥o
2 2
p3a
992 = & aaﬁ §37

2p33
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ott ¢ et @y sont les potentiels imposés sur , T et , 7, et les constantes ps.g et pas
s’obtiennent a partir des coefficients d’élasticité, de piézoélectricité et de susceptibilité
électrique.
De plus, cette limite vérifie le systeme d’équations
1
Dapmap(Gs) = / (2300 fa + [3) ds + g5 + 95 + algd — 7)) dans w,

-1

(=0, 9,;3=0 sur "o,

Mas((3)arg =0 sur i,

1
Fomap(C3)vs + Or{map(G)veTat = / x3 fava drs + (g5 — g, )V sur v,
-1

ou
4’“ A 2p3aﬁp3a
o - 3 dapA Do 20,3 ;
Mop((3) 5 [)\—I-QM sACs + 5§3} + 3y (3
1
—0anap(Cr, ) = / Jpdxs + (g; + 95 ) — P3ap0a (c,oar — 995) dans w,
-1
1
napls G = [ gadent s (6 = 95) e s,
-1
G =6=0 sur 7o,
ou

nas(Cis C2) = 20 [ Saseaal ) + eanlC)]

A+ 2u

On constate que les composantes horizontales sont solutions d’un systeme elliptique
d’ordre 2, d’opérateur identique a celui du probleme limite de 1’élasticité pure; au se-
cond membre s’ajoute une contribution des potentiels électriques surfaciques imposés.
Par contre, pour la composante verticale, I'opérateur est modifié : a 'opérateur d’ordre 4
de I’élasticité pure s’ajoute une autre contribution d’ordre 4 due aux coefficients de piézo-
électricité et de susceptibilité électrique. Nous donnons des indications sur la comparaison

de ce modele avec ceux utilisés par Banks [3], Bernadou [4] et Destuynder [15]

Au chapitre 4, nous traitons le cas dynamique. Nous posons Q" = Q"x]0, T et

Y = 902" x]0, T|. La partie du bord a déplacement nul imposé est notée , %, son complé-

mentaire est noté , % on pose X% =, L]0, T[, ¥k =, % x]0, T[. Le potentiel électrique
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est imposé sur , "+ U, "~ (par rapport au cas statique, nous simplifions en choisissant
Yeo = ). Dans la suite, les indices “+”7 et “-” correspondent respectivement aux faces
supérieure et inférieure de la plaque, et 'indice “I” correspond a son bord latéral. Nous
avons trois systemes d’équations couplés :

les équations mécaniques

pru" — divta(uh, A", o) =" dans Q",
ol(u, A" oM =gt sur Y4,
u" =0 sur Y7,
u"(0) =p*, u"(0)=d" dans Q"

les équations de Maxwell-Gauss
div" D (u", A", o) =0 dans Q",
=gl .
D*(u" A" o) v =0 sur O},
les équations de Maxwell-Ampere
rot” rot" A" =y, DM dans Q",
rot" AP A v = pj” sur Y7,
AM0) = AL AM(0) = A} dans Q"

oit j* est la densité de charge surfacique. Nous résolvons ces systémes couplés qui ad-
mettent une infinité de solutions dans I'espace V x H (€, rot) x ¥, ou H(€2, rot) est le
sous-espace de L*()? des fonctions & rotationnel dans L*(Q2)?. Pour obtenir I'unicité de
la solution, on rajoute au systeme de Maxwell-Ampere les conditions de jauge

“div(eA) =0 et (eA)-v = 0". Ensuite, par le méme procédé d’analyse asymptotique
qu’au chapitre 3, nous établissons, sous des conditions initiales convenables, des résul-
tats de convergence faible, puis forte, sur les solutions mises a 1’échelle lorsque le petit

parametre h tend vers 0. Ces solutions tendent vers le triplet (u, A, ) qui vérifie :
— u est un déplacement de Kirchhoff-Love et s’écrit comme dans (2.12),

—  appartient a W, et s’écrit comme en (2.13), c’est un polynéme de degré 2 explicite

en s,

— A est indépendant de 3.
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De plus, ces limites vérifient les systemes d’équations bidimensionnelles ci-dessous :

1.

un systeme dont la seule inconnue est (3

1

29 5" + Ougms(Ca) = / (€300 fo + fa) ds + gF + g5

-1

+0a(93 — 95) dans w x (0, T),
(3=0,(3=0 sur vo X (0, T),
Mas(C3)varpg =0 sur v1 X (0, T),

Do (G5 + O (o (Cs)vpma} = / a3 Lo, da

+(gF — 97 )va sur 1 < (0, T,

G3(0) = ps,  (5(0) = g3 dans w.

ol

4M A 2p af D3
mOfﬁ(C?)) = ? \ + QM(SozﬁACS + aaﬁCS + %&W@.

Dans ce systeme d’évolution analogue a une équation de flexion dynamique, la

contribution de la piézoélectricité se situe dans 'opérateur.

. un systeme couplant les composantes horizontales du déplacement et le potentiel
vecteur. Dans ce systeme, la composante A3 du potentiel vecteur est, en fait, connue

des que les composantes horizontales du potentiel vecteur et du déplacement le sont.

On a, en effet

+r_ =t
A" = —@Aa” _ Pap eap((y, () — o %o , dans w x (0,7,
P33 P33 2
A3(0) == Aog, A3/(0) == A13 dans w.

A des composantes horizontales données et a un potentiel vecteur donné, on associe

)\ !
naﬁ(§17 C27 A17 A?) — 4,u (m(sga(saﬁ + 5ozg(saﬁ> eQL(Clv C?) — 2p2aﬁA2

Le quadruplet ({1, (2, A1, Az) est alors I'unique solution du systeme couplé formé
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des équations quasi-statiques en ({1, (2)
1
s G A A = [ fadeat (9] +45)
-1
—p3ap0a(d — ©0) dans w x (0, T),

1
nas(Cr, G2, A1, Ag)ve = / gp dxs + psapvalog — o) sur y x (0, 1),
—1

(€1, G2) =10 sur vo X (0, T),

et des équations d’évolution du deuxieme ordre en (A, Az)

o 1
|:poz1 _ P 3] A+ —05(01 Ay — 02A4)
P33 M1

P31P304

-+&Mﬁ— ]@w@LG)Z—Uf+jD dans w x (0, T),

o 1
[paz - pg;p 3] Aa” - ;61(81142 - 82141)
33 1

s = 2222 (6l ) = ~(57 477 dans o 0,7,
81142 — 82141 =0 sur vy X (0, T),
An(0) = Aga,  AJ(0) = Ay, dans w.

Il est clair que le probleme quasi-statique permet d’exprimer (i, (2) en fonction de A.
Injectant ({1, ¢2) dans le deuxieme systeme, on est ramené & un probleme d’évolution en

(A1, As) du second ordre en temps, muni des conditions limites appropriées.
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Chapitre 3
Cas statique

L’objet de ce chapitre est I’'obtention de modeles bidimensionnels pour une plaque pié-
zoélectrique en équilibre mécanique et électrique. On souhaite, en effet, prendre en compte
la faible épaisseur de cet élément pour simplifier le modele tridimensionnel qui décrit son
comportement. Nous avons rappelé dans I'introduction que les matériaux piézoélectriques
sont couramment utilisés aujourd’hui ; par exemple, des pastilles piézoélectriques collées

a des structures servent d’actionneurs ou capteurs.

La construction que nous choisissons est la méthode asymptotique initiée par les tra-
vaux de Goldenveizer [20] et Friedrichs [18], et introduite dans un contexte moderne par
Ciarlet et Destuynder [9]. Certaines de nos démonstrations suivent Raoult [33]. Dans
cette construction, on considere une plaque de faible épaisseur comme élément d’une
famille de plaques de méme surface moyenne w, ou w est un ouvert borné régulier de
R2, dont I'épaisseur h tend vers 0; toutes les plaques auront ici les mémes constantes
mécaniques et électriques. On effectue un choix convenable des ordres de grandeur des
données correspondant a chaque plaque (forces appliquées, densités de charge) et on dé-
termine le comportement limite des inconnues mécaniques ou électriques : déplacements,
contraintes, potentiel électrique. Ces comportements limites font apparaitre des fonctions

définies sur l'ouvert w de R?, et fournissent les modeles bidimensionnels cherchés.

Pour I'analyse mathématique des convergences, on effectue sur le domaine de référence
O = wx] — h, h] de la plaque de hauteur 2h, une dilatation d’ordre h~! afin de la
transformer en 2 = wx]—1, 1[. Nous renvoyons a Ciarlet [8] pour un exposé de différents

travaux relatifs a la méthode asymptotique.

Au paragraphe 3.1, nous rappelons les lois de comportement d’un matériau piézo-
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électrique que nous avons données dans l'introduction. En 3.2, a titre d’exemple, nous
simplifions le modele en n’en considérant que la partie électrique, et en effectuons I’analyse
asymptotique. Ceci nous permet d’introduire 1’espace limite convenable pour le poten-
tiel électrique. En 3.3, nous donnons 'analyse asymptotique du modele piézoélectrique

complet.

Signalons qu’une liste des notations a été donnée dans l'introduction, que les indices
grecs prennent les valeurs 1, 2, et les indices latins les valeurs 1, 2, 3 et que nous utilisons

la convention de I'indice répété.

3.1 Lois de comportement

Soit une famille de plaques de domaines de référence Q" = wx]| — h, h[ toutes
constituées du méme matériau piézoélectrique. Nous notons C' = (Cjjx) le tenseur des
constantes d’élasticité, P = (P;;x) le tenseur des constantes piézoélectriques, € = (¢;;)
celui des constantes diélectriques. Nous supposons que le matériau est mécaniquement

isotrope; les constantes d’élasticité s’écrivent donc
Cijrr = Mijopr + (0t + 6adir ), (3.1)

ou A et u sont les constantes de Lamé. Les tenseurs C', P, € vérifient les relations suivantes :

— de > 0 tel que, pour toute matrice M d’ordre 3 réelle et symétrique, on a

3

CijuMuM;; > c Z (M;;). (3.2)

1,5=1
[’inégalité (3.2) est une conséquence de la condition classique sur les constantes de
Lamé : > 0, A > 0. De plus, on a les symétries
Cijrt = Criij = Chinr-
— de > 0 tel que, pour tout vecteur § € R?, on a
3
ﬁkl(gk(gl Z C Z (9]2 (33)
j=1
De plus, on a les symétries : ¢z = ¢

— Les coefficients piézoélectriques vérifient

P = Pk (3.4)
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Nous avons donné dans l'introduction les lois de comportement mécanique et élec-

h

trique. Elles expriment le tenseur des contraintes " : Q" — R, et le vecteur dépla-

cement électrique D* : Q" — R? en fonction du tenseur linéaire des déformations et

h

du champ électrique. De facon plus précise, on note u* : Q" — R? le déplacement et

o'+ Q" — R le potentiel électrique. Alors, le tenseur linéaire des déplacements est

e"(u") ot1, pour tout champ de vecteurs v" suffisamment régulier défini sur 9", on a
1 1 o
eh(vh) = §(thh + (thh)T) ou efj(vh) = 5(@%? + 8?1)?), 1, 7 =1,2,3,

Iexposant h rappelant que les fonctions sont définies sur Q. Dans le cas statique, qui
nous intéresse ici, le vecteur champ électrique E* : Q" — R? s’exprime au moyen de ¢"

seul par
E"(¢") = =V"¢", ou encore B (") = —do", i =1, 2,3,
Les lois de comportement sont alors

olu”, o) = Ce'(u") - PE"(¢") dans Q",

D"(u", p") = Pe'(u")+ cE"(¢")  dans Q"

3.2 Analyse asymptotique des équations de Maxwell-

Gauss

Avant de traiter le cas des matériaux piézoélectriques, nous allons tout d’abord pro-
céder a une analyse asymptotique des équations de Maxwell-Gauss pour une plaque a
coefficients de piézoélectricité nuls. Ceci nous permet d’étudier sans considérations mé-
caniques ’espace fonctionnel dans lequel se trouve le potentiel limite. L’analyse asymp-
totique effectuée dans ce paragraphe est simple et le probleme limite élémentaire. Les

équations de comportement ci-dsssus sont ici découplées, et la partie électrique en est

D"(¢") = ¢ E"(¢") = —e V" dans Q. (3.5)

3.2.1 Les équations électriques (Maxwell-Gauss)

Nous supposons le milieu a densités de charge surfacique et volumique nulles, comme

c’est le cas pour tout diélectrique parfait. De plus, nous supposons qu’un potentiel élec-
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trique donné ! est appliqué sur une partie , ’;, contenant les faces supérieure et infé-

rieure. Autrement dit, le potentiel électrique vérifie une condition de Dirichlet sur

7?D:(760><]_h7 h[)U7h+U7h_7

h+ h—

, ", "7 sont les faces supérieure et inférieure, ou 7. est une partie, peut-étre vide,

ol

de 9. Nous notons , "y la partie complémentaire de 90", On a
) QN = YerX] =, h[ ol ver = 0w \ 7eo.
L’équation d’équilibre de Maxwell-Gauss munie des conditions aux limites s’écrit

div* D"(") =0 dans Q",

D"(o").r =0 sur , My, (3.6)
S‘Qh = S‘Qg sur , gDv

oit v est le vecteur unitaire normal extérieur & Q". Elle s’ajoute & (3.5) pour former
un systeme qui a une solution unique, comme on le rappelle en 3.2.2. Les équations

(3.5)-(3.6) s’écrivent encore

div (e V") =0 dans Q",

Vi v =0 sur , "y, (3.7)
o = op sur , /p.

3.2.2 Formulation variationnelle

On définit espace

W= (€ HUQP), Yy, =0}, (33)

que I'on munit de la norme |[¢||g» = "vh¢"L2(Qh) qui est équivalente a la norme usuelle
de HY(Q"). On suppose que

o € I, (). (3.9)

Il existe donc un relevement de ¢! dans H'(2"), encore noté o} (voir [22]). Si nous

posons ¢" = " — ph le probleme variationnel associé & (3.7) est



3.2 Analyse asymptotique des équations de Maxwell-Gauss 69

Trouver ¢" € U" tel que Yo" € U", a(@", ") = 1"(y") (3.10)

€

h

ou la forme bilinéaire o’

(., .) traduisant le comportement électrique est donnée par
Ao = [ oot art,
Q

et la forme linéaire ["(.) est définie par
") = —/ ¢ij O 0o 0} 0" da.
Qh

Grace a la propriété de coercivité (3.3) des constantes d’électricité, nous avons la W'-
h

"(.,.). Elle est aussi U"-continue. La U"-continuité de

coercivité de la forme bilinéaire a
la forme linéaire I*(.) est évidente. Utilisant le lemme de Lax-Milgram, nous obtenons le

théoreme d’existence et d’unicité ci-dessous.

Théoréeme 3.2.1 Le probléeme (3.10) admet une solution unique.

3.2.3 Changement d’ouvert et mise a I’échelle des inconnues

Jusqu’a présent, les équations ont été écrites dans des domaines Q" dépendant de
h, le petit parametre appelé a tendre vers 0. Il importe donc de faire un changement
de variable qui va faire porter le petit parametre sur les opérateurs et non plus sur le
domaine. Ainsi nous pourrons obtenir des résultats de convergence dans des espaces de
Hilbert indépendants de h.

Rappelons des maintenant les notations. On pose
Q=wx]=L1 ,T=wx{l}, ,”=wx{-1},

76D:(760><]_171DU7+U7_7 7eN:761><]_171[-

Nous devons préciser le comportement des données lorsque i varie. A I’élément x =
h

(71, 79, x3) € £, on associe I'élément x" = (z;, 2y, hxs) de Q. Nous supposons
désormais qu’il existe po € H'(Q) tel que pour tout &
oh(x") = hpo(x), x € Q. (3.11)

Nous effectuons alors le changement d’inconnues

Ph(x") = ha(h)(x). (3.12)
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Enfin, nous définissons ’espace ¥ par
U = {Ye HY(Q), ¢r,, =0} (3.13)
et le munissons de la norme ||¢|lg = ||Ve)||12(q)-

Le probleme variationnel peut alors étre posé sur le domaine fixe 2. La formulation

variationnelle s’obtient immédiatement :

Trouver ¢(h) € U tel que Vb € U, a.(h)(@(h), ¥)=1.(h)(¢) (3.14)

ol

x
(v}
S
=
N
S
sy
S
=
N
<
N
I

/Q €33 Oxp(h) Ot i+ / (esn Dup(h) 3> + Doip ()0 )] da

Q

[ caduphiopda,
et L)) = — /Q 55 D00 D) dae — h /Q 5[Dnipo Duts + Dspo Durt] d
_p? /Q €5 Ouipo Dt d.
Avec des notations évidentes, la forme bilinéaire a.(h) se décompose en la somme
ac(h) = al + hal + h*a?. (3.15)

L’étude du comportement asymptotique des solutions d’une suite de problemes varia-
tionnnels elliptiques dont les formes bilinéaires a(h) se décomposent en une somme de
deux termes a®(h) + h?a*(h), ou en une somme de trois termes comme en (3.15), fait
I’objet de [36] et [6]. La nature du gouffre, c’est-a-dire du noyau de la forme a°, y joue
un role essentiel. Pour une étude plus générale des perturbations singulieres, on peut se

reférer a [24].

Nous donnons ci-dessous une analyse directe de (3.14) et reviendrons dans une re-

marque a 'utilisation de [36] et [6].

3.2.4 Majoration de normes et convergences faibles

Dans la suite ¢ représente diverses constantes positives indépendantes de h, et |.|q et

(., .)q désignent respectivement la norme et le produit scalaire usuels dans L*(Q).
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Nous obtenons tout d’abord un résultat de majoration uniforme dont se déduit faci-

lement un résultat de convergence faible. Posons
U, = {¢eL*N), v e L*(V)}. (3.16)

Proposition 3.2.1 [[ existe ¢ > 0 tel que V h, 0 < h < 1,
[ 0vg(h)g + 1h O2p(h)g + 10s0(h)]G < c. (3.17)

De plus, il existe ¢ € U, tel que, quitte a extraire une sous-suite, les convergences faibles

suivantes sont satisfaites :
o(h) — ¢ dans L*(9), (3.18)
(hOvp(h), hoap(h), Oxp(h)) — (0,0, ds@) dans (L*(2))". (3.19)
Preuve. Définissons les vecteurs

(01(h), O2(R), O3(h)) = (hoip(h), hdap(h), Osp(h)),
(01(R), b2(h), O5(h)) = (hdipo, hDspo, Dspo)

et prenons dans (3.14) ¢ = ¢(h). On obtient,

N

La propriété de coercivité (3.3) nous permet de minorer le premier membre de (3.20) :

Q
Par ailleurs, posant ¢ = sup {|¢;|}, et m étant un nombre réel positif quelconque, on
1<i,j<3

démontre aisément la majoration du second membre :

3Im 3 3
< 0 < em S0, (322)

2éh 2
SO+ 5

car é(h) est borné dans L?*(2)?. Choisissant m assez grand dans l'inégalité (3.22), on
obtient la majoration (3.17). Comme dans un espace de Banach réflexif - il en est ainsi
pour L?(Q) - toute suite bornée admet une sous-suite qui converge faiblement, nous avons,

d’apres la majoration des normes (3.17), 'existence de (81, 64, 83) € (L*(Q))? tel que

(hovg(h), hoyg(h), Bsp(h)) — (01, 0y, 05) dans (L2(Q))°. (3.23)
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Pour obtenir une majoration de la suite (@(h))o<n<c1, utilisons celle de (03@(h))o<n<t

donnée par (3.17); comme , = C , .p, on a, dans L?(Q), égalité

o(h)(z1, w2, 23) = /_1 3@ (h) (1, 29, s)ds.
On en déduit aisément que
(Pl r2@) < V2[1052(h)ll 120,
et donc que la suite (3(h))ocher est bornée dans L2(€2). Ainsi, il existe 3 € L2(Q) tel que
o(h) — ¢ dans L*(). (3.24)

Or, de (3.23)-(3.24), on tire des convergences dans ’espace des distributions D'(Q) :

o(h) — ¢ dans D'(Q), (3.25)
dip(h) — 0 dans D'(Q), (3.26)
(hovg(h), hdyp(h), Ds@(h)) —s (84, 05, 03) dans (D'())°. (3.27)

Compte-tenu de (3.26)-(3.27), nous obtenons
(017 027 03) = (07 07 8395) dans (D/(Q))Sv

donc dans (LQ(Q))S, et la proposition 3.2.1 est ainsi démontrée. ]

3.2.5 Les espaces V; et ¥

Nous avons vu a la proposition 3.2.1 que ¢ limite d’'une suite extraite de (p(h))

appartient a l’espace
U, = {@/} € L*(Q), 03¢ € LQ(Q)}.

Donnons quelques propriétés de cet espace. Il est évident que "application

(o, ¥) — (@, ¥y, Z/Q9o¢dx+/963¢83¢dx (3.28)

définit un produit scalaire sur U; et en fait un espace de Hilbert. Notons || . ||y, la norme

associée,

][, = (|13 + [9s012)%.
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L’espace W; muni de ||. ||y, s’identifie & ’espace H'(—1,1; L*(w)) muni de sa norme
canonique. Pour la définition et 1’étude des espaces H™(a, b; X) ou X est un espace de
Hilbert, on peut se reférer a [25]. En particulier, on sait que H'(—1, 1 ; L*(w)) s’injecte
contintiment dans C°([—1, 1] ; L*(w)). Par conséquent, la trace sur , * (resp. , ~) d’un
élément de W, est bien définie dans L*(, T) (resp. L*(, 7)). De plus, application qui &
associe sa trace est continue de W; dans L*(, T) (resp. L?(, 7)). Notant ¢jr+ (resp. ¢jr-)

cette trace, on pose maintenant
o = {¢eL¥Q), b € L*(Q); Yyr+ = - =0} .

Proposition 3.2.2 L’espace D(Q) est dense dans V) muni de ||.||y,. L espace D() est

dense dans V.

Preuve. Soit ¢ € W, orthogonal a D(Q), c’est-a-dire :

VP e D(Q) (o, )y, = / Pt da + / Osp Ozp dx = 0. (3.29)
Q Q
Prenant ¢ dans D(2), on obtient ’égalité
Js3p = ¢ dans D'(Q),

qui est ausssi valable dans L*(2). S’appuyant sur des résultats classiques (voir [10], [38]),
on en déduit qu’il existe 1y et ¢ dans L*(w) tels que

o(x1, T2, ¥3) = Yo(w1, T2) exp(xs) + Yi(21, T2) exp(—z3).

Reportant dans (3.29), on a, pour tout ¥ € D(Q),

[ nexpten) + vrexp(—aaide + [ (oexplea) = oy exp(—aa))ons dz =

Q

Oron a

1

v (21, w2), / exp(as)dspdus = — / explaa)ié des + exp(1)i(a1, 72, 1)

1 -1

—exp(=1)¢(w1, 2a, —1).

De meéme

1

V(on o). [ esploaouden = [ exp(oa)ides+esp(-olar o 1

1 -1

—exp(1)e(xy, a2, —1).
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Donc,

/¢0(exp(1)¢($17 2, 1) — exp(=1)i(x1, 22, —1)) dw
- / Ui(exp(—1)¥ (1, 2, 1) —exp(L)¢ (a1, 22, —1)) dw = 0,
et on en déduit que

eXP(l)% - GXP(_l)@/ﬁ =0,
—exp(—1)1o + exp(1)iy = 0,

ce qui entraine que ¥y = ¢y = 0. L’orthogonal de D() dans ¥; est donc réduit a {0}, et

étant donné que U; est la somme directe de I'adhérence de D(2) et de son orthogonal,

on a
Uy

v, =D(Q)

La démonstration de la densité de D(£2) dans Wy est analogue a la précédente. En prenant

@ € Vg dans l'orthogonal de D(2) dans ¥, on trouve que

o(x1, T2, ¥3) = Yo(w1, T2) exp(xs) + Yi(21, T2) exp(—z3).

Or p(x1, x2, 1) = @(a1, 22, —1) = 0, d’ou Yo(x1, x2) = Y1(x1, x2) = 0. Et par les mémes

arguments que pour la démonstration de densité précédente, on a
— T
Uy =D(Q) .

Proposition 3.2.3 L’application v — |05, définit une norme sur Wiy équivalente a

la norme associée au produit scalaire (3.28).

Preuve. Soit 1 € D(2), on a

W = 2/9 (/j;z;(xl, 23, 5)Otb(e1, T, s)ds) da
2/Q (/_11 |t(x1, 29, 8)| |03 (21, 2, $)| ds) dz
[ ([ eenwa) a

1
2/|MM%MWBSMMM%¢M
-1

IA

IA

IA
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dot
Yo < 4]05¢q. (3.30)

Cette derniere inégalité peut étre étendue a Wy d’apres la densité de D(Q) dans Wy

(démontrée ci-dessus). Ainsi nous avons I’équivalence des normes recherchée. [ ]

Remarque 3.2.1 De la proposition 3.2.2 on déduit que D(—1,1 ; L*(w)) est dense
dans Wy, ce qui est une maniére de voir que Wyo = Hi(—1,1; L*(w)). La proposition
3.2.3 n'est autre que l'inégalité de Poincaré généralisée aux espaces de Sobolev a valeurs

vectorielles.

3.2.6 Equations limites

Revenons maintenant a I’étude asymptotique du probleme (3.14). Notons que, grace a
la continuité de I'application trace de W; dans L*(, T) (resp. L*(, 7)), le potentiel limite
@ est dans Wy.

Définissons la forme bilinéaire, a.(, ) dans W par

\V/ 77Z)17 ¢2 S q’lo, ae(¢17 77Z)2) == / €33 83¢183¢2 dr. (331)

Q

Elle est continue pour ||. ||y, et d’apres la proposition 3.2.3, elle est coercive sur V.

Pour obtenir I’équation limite, faisons tout d’abord tendre i vers 0 dans I’équation

(3.14). Grace aux résultats de convergence faible de la proposition 3.2.1, on obtient

‘v’¢ - \I}, ae(@, ¢) = — /Q €33 83990837#) dl’ (332)

Or pour tout ¢ dans Wy, il existe une suite (¢, ),eny dans ¥ qui tend fortement dans W,

vers 1) ; comme
nh_}rgo Ge(@, ¢n) = ae(@v ¢)7

hm €33 83@083¢n dl’ = / €33 83990837#) dl’,
Q

n—0oo Q

on obtient

V@Z) - \I}[(), ae(@, ¢) = —/ €33 83990837#) dl’ (333)
Q
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Proposition 3.2.4 [’équation (3.33) admet dans Wiy une solution unique .

Preuve. L’existence de la solution de ’équation (3.33) est obtenue par construction,
puisqu’elle admet @ limite faible de ¢(h) comme solution. L’unicité est une conséquence

de la coercivité de «.. [

Il est clair que, si 'on pose ¢ = ¢ + g, alors la proposition 3.2.4 a pour corollaire

Corollaire 3.2.1 [l existe un unique ¢ dans Uespace {1p € U, ; 77Z)|1“+ = L,QE'J', ;/)|F_ = o}

solution de équation

Ve Wy acp, ) =0. (3.34)

Théoreme 3.2.2 Les convergences faibles obtenues a la proposition 3.2.1 peuvent étre
étendues a toute la suite (@(h)). De plus, cette derniére vérifie les convergences fortes

ci-dessous :

¢(h) — @ dans Wy, (3.35)
(hovp(h), hdap(h)) — (0,0) dans (L*(Q))°. (3.36)

Preuve. Nous avons vu ci-dessus que toutes les sous-suites de (¢(h)) qui convergent
faiblement ont la méme limite ¢, I'unique solution de (3.33). De plus d’apres la majoration
(3.17), nous savons que de toute sous-suite de (p(h)), on peut encore extraire une sous-

suite qui converge. Il en résulte que toute la suite converge faiblement.

Montrons maintenant la convergence forte de (h) := (hdi@(h), hdx@(h), O3p(h)) vers
0 := (0, 0, &3p) dans (L*(2))°. Pour X = (X;, Xy, X3) € L*(Q)?, posons

0= ([ i)

C’est clairement une norme hilbertienne sur (LZ(QDS, équivalente a la norme usuelle.

D’apres I’équation (3.14), on a

HI0CR)1* = ac(h)(

asY
P
Pyl
R
asY
P
Pyl
R
R
I
—
(v}
P
Pyl
R
P
asY
P
Pyl
R
R

Grace a la convergence faible

(halsa(h)v ha?@(h)v 6395(h)) - (07 07 8395) dans LZ(Q)Sv



3.2 Analyse asymptotique des équations de Maxwell-Gauss 77

on a
le(h)(@(h)) — —/ €33 83990 8395 dr
Q

et donc

Ok — — / 2 D0 D5 dit.

Par ailleurs, on a, d’apres (3.31) et (3.33),
I61IF = (. #) = = [ caadundag
Q

On obtient donc la convergence de |||8(h)]]| vers ||[#(0)]]]. On a donc prouvé la convergence
des normes en plus de la convergence faible, d’ou la convergence forte. |

Posant p(h) = @(h) 4 o et rappelant que ¢ est la solution de (3.34), nous obtenons
le corollaire ci-dessous.
Corollaire 3.2.2 La suite (¢(h)) converge fortement vers ¢ dans V.
Etablissons les équations aux limites associées a ’équation variationnelle (3.34).

Théoréeme 3.2.3 La solution ¢ de Uéquation variationnelle (3.34) est Uunique solution

du probleme

2 - \I/l,
O350 = 0 dans €, (3.37)
0=y sur,*.
Ce probléeme se résout de facon explicite. On a
+ - + o
S«Q(X) = 73 S‘QO 5 S‘QO _I_ S‘QO ;—S‘QO , (338)

ou oF (resp. py ) désigne le potentiel appliqué a la partie , T (resp. , =) de la frontiére
de la plague.

Preuve. La résolution est élémentaire. Prenons tout d’abord ¢ dans D(2), dans (3.34),

on obtient :
O30 = 0 dans D'(Q) ; (3.39)
il existe donc des distribution d° et d* dans D'(w) telles que

0 =asd" + d°. (3.40)
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Les distributions d° et d' sont déterminées grace aux conditions limites de Dirichlet

4,95’:<p|r+ = d'+d°
0o = - = —d' +d°;

d’ou on tire d° et d* :

P o Pite
2
S
2
| ]

Remarque 3.2.2 1. Le potentiel ¢ est une fonction affine en x3. De plus, puisque

T est dans H%(, ), o est dans C> <] —1, 1] ; H%(w)>

. Les conditions aux limites sur la surface latérale n’apparaissent pas dans le probleme

limite. On voit bien sur expression (3.38) de ¢ que celle-ci ne peut, sauf dans le
cas particulier ou o est affine, satisfaire la condition ¢ = o sur , .p. Il s’agit
d’un probleme de perturbations singuliéres. Par contre, les conditions aux limites

sur, TU, = sont conservées, ce qui est traduit par la convergence dans ’espace V.

. Définissons le “gouffre”
q

G:{L/JE\I/;\V’@E\I/,/83;/)63990[:1;:0}.
Q

Nous sommes ici dans le cas inhibé, c’est-a-dire G = {0} selon le vocabulaire
de [36], [6]. Vérifions que nos résultats sont en concordance avec ceux que ['on
peut déduire de ces articles. Tout d’abord, pour appliquer [36], supposons que les
coefficients €3, sont nuls. Alors a.(h) = a2 + h*a? est la somme de deux formes

bilinéaires et non de trois. De méme, [°+h*1* avec des notations €videntes. En toute

rigueur, [36] traite du cas ot le second membre ne dépend pas de h. L hypotheése

0.
e’

qui y est faite est que le second membre est continu pour la norme définie par a
c’est bien le cas ici pour [° et on peut vérifier que ajout du terme d’ordre inférieur
h21? ne modifie pas les résultats. Suivant [36], nous construisons le complété de W
pour la norme induite par ag; ¢’est Vy. Alors, appliquant [36], nous obtenons le

résultat de convergence faible
o(h) = ¢ dans Wy,

ot @ est l'unique solution de (3.33). Une extension immédiate des démonstrations

de [36] donne la convergence forte et on a alors une démonstration directe du théo-

reme 3.2.2.
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Dans [6], les résultats de [36] cités ci-dessus sont étendus a des formes bilinéaires
a(h) = a® + ha' + h%a? sommes de trois termes; c’est le cadre convenable pour
(3.14). Le résultat de convergence faible donné par [6] coincide avec le notre; la
aussi, on peut prolonger le travail des auteurs en complétant dans leur cadre abstrait

leur résultat par une convergence forte.

Le travail préparatoire que nous avons effectué sur le probleme électrique est donc
une extension simple de résultats récents. Cependant, les travaux [36], [6] ne peuvent
remplacer I’étude du probleme piézoélectrique complet que nous allons effectuer dans la

suite.

3.3 Analyse asymptotique en piézoélectricité statique

3.3.1 Equations électro-mécaniques

Dans un matériau piézoélectrique, nous avons deux systemes d’équations qui ne sont
pas indépendants : les équations mécaniques comme en élasticité pure et les équations

électriques.

3.3.1.1 Les équations d’équilibre mécanique

Soit £ (resp. g) la densité de force volumique (resp. surfacique) appliquée au matériau
et v le vecteur unitaire normal, extérieur a Q". Nous désignons par , % = yox] — h, h[ la
partie du bord a déplacement nul imposé oit 7o est de mesure non nulle, et , % la partie
complémentaire;ona, b = "U MU " ou, b = x]—h, h[, 1 = 0w\ 7o. L'équilibre

mécanique s’écrit

—dive'(u”, ") =f" dans Q"

olu”, " =g’ sur , &, (3.41)
u" =0 sur , .

On suppose désormais que

the (12", g'e (L} k). (3.42)
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3.3.1.2 L’équation de Maxwell-Gauss

On suppose que Q" est un milieu diélectrique parfait, donc a densités de charges
surfacique et volumique nulles. On note ¢ le potentiel électrique appliqué & la partie
, ' du bord de Q. L’équation de Maxwell-Gauss, qui a déja fait I'objet du paragraphe
3.2.1, est

divD"*(u”, ") =0 dans ",

D*(u", ") v =0 sur,?’y, (3.43)
o = op sur , /p-

La partie , ", du bord est toujours supposée contenir , "+ U, "=, Comme au paragraphe

3.2.1, nous supposons que c,og € H%(, QD).

3.3.1.3 Formulation variationnelle

Aux équations (3.41)-(3.43), on adjoint les lois de comportement

ol(u”, ") = Cet(u") — PE"(p") dans Q"

D"(u*, ") = Pe"(u”) + cE"(p") dans Q"

Nous allons établir la formulation variationnelle du probleme de piézoélectricité. Elle est

classique, voir Bernadou [4]. On définit les espaces

Vi = {ve (H(OY))?, virn = 0} et
W= (b€ HYQ), ¢ =0},

Nous posons @" = ¢" — k. Le probleme variationnel associé a (3.41)-(3.43) s’écrit

Trouver (u”, @") € V" x U" tel que
V(v M) e VOt P ((uh, @), (v wh)) = 1MV 9P, (3.44)

ol

M ot =

Qh

Ce(u") : e"(v") da" + / eij Ol g M da”

Qh
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n / P (01 @ b (V") — Ol (uh)) dat,  (345)
Qh

lh(vh7 h) _ / fh . Vh dl’h _I_/ gh . Vh d, h
Qh r
- [ esdtebitta — [ P bl dot

Grace aux propriétés (3.2) et (3.3) des constantes d’élasticité et d’électricité, nous avons

la V" x W'-coercivité de la forme bilinéaire a”(. , .) : en effet,

S W) = [ ety e tdt 4 [ g aliantddt (340
Qh Qh

Remarque 3.3.1 Dans [l’équation ci-dessus les termes liés aux constantes piézoélec-

triques ont disparu. Cect est du a la réversibilité du phénomeéne de la piézoélectricité.

La forme bilinéaire a"(. , .) est aussi V" x U"-continue. La V" x U'-continuité de la
forme linéaire {"(.) est évidente. Ainsi une application directe du lemme de Lax-Milgram

fournit le théoreme d’existence et d’unicité suivant

Théoreme 3.3.1 Le probleme (3.44) admet une solution unique.

3.3.2 Changement d’ouvert et mise a I’échelle des inconnues

Comme au paragraphe 3.2.3, nous faisons un changement de variable pour faire porter
le petit parametre sur les opérateurs seulement et non plus sur le domaine, afin d’obtenir

des résultats de convergence dans des espaces de Hilbert indépendants de h.

" = (21, @9, hx3), posons aussi

Nous posons x = (11, ¥, x3) € © et lui associons x
c1=mx]—1L1[,, v =, 1U, TU, 7. Nous faisons les hypotheses suivantes sur les ordres

de grandeur des données du probleme :

) = hzfa(x)v f??(xh) = thS(X)v x € 1,
) = hQQa(X)v gg(xh) = hSQS(X)v Xec, 1,
(3.47)
)
)

=hga(x),  g5(x") = hlgs(x), x€,%,

= hSS‘QO(X)v X € Q

Pour les forces appliquées, ce sont les hypotheses classiques (cf [8]). Par ailleurs, les

constantes élastiques, électriques et piézoélectriques sont supposées indépendantes de h.
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Nous effectuons le changement d’inconnues

up(x") = hPua(h)(x),

W) = hus(h)(0) (3.43)
—h h _
P'(x") = he(h)(x).
Pour les déplacements, c’est le changement d’inconnues classique utilisé en élasticité
linéaire. Notons que pour le potentiel ", nous ne faisons pas la méme mise a 1’échelle
qu’au paragraphe 3.2. Cette modification nous est dictée par la mise a 1’échelle des
inconnues mécaniques. En effet, nous souhaitons obtenir simultanément la convergence
de u(h) et la convergence de ¢(h) vers des limites non nulles. Les hypotheses (3.47)-(3.48)
nous le permettent. D’ailleurs, dans le paragraphe précédent, on aurait pu effectuer le

changement (3.48) sur le potentiel électrique et le résultat serait analogue.

Définissons les espaces V et U par

Vo= {ve (@), vi, =0}, (3.9
Vo= {yeHY(Q), ¥, =0} (3.50)
Nous munissons V de la norme |[v||v = [[VV||(z>(q))s. D’apres l'inégalité de Poincaré,

cette norme est équivalente a la norme usuelle de (HI(Q)>3 Et nous munissons ¥ de la

norme [[¢||g¢ = ||V¥|[12(q). Ainsi le probleme variationnel peut étre posé sur le domaine

fixe ).

Formulation variationnelle

Pour tout v € V, on définit

ias (V) = eaplv) = (Do + Dove),

Ras(h)(V) = %eag(v) = %(83% + Jqv3), (3.51)

1 1
ligg(h)(V) = ﬁegg(V) = ﬁagvg.

Afin d’alléger ’écriture, nous poserons, en ce qui concerne u(h), £(h) = x(h)(u(h)). Nous

définissons une forme bilinéaire a(h) et une forme linéaire [(h) par

a(h) ((u(h), p(h)), (v, ¥)) =
/QCKJ(h) ck(h)(v)dx + /Q €33 O3p(h)0s1) da +
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[ 1P @l (v) = D) o+
h / eon Dup(h) s + Do ()atp )] da +

h/Q [Pozkl (8a<,5(h)/<;kl(h)(v) - 6a;/m;k,(h))] dl‘ —|— h2 /Q éaﬁ 6a<,5(h)65;/; dl‘, (352)

l(h)(V, ¢) = /Qdel’—F/F g'Vd7 — /9633 83990837#) dr
—h/ €3] 0ap00510 + 03000, ] da — h? / €08 Ontpo0pt) dx
Q Q

— / Pgij 83990 liij(V) dr — h/ PM’]‘ 8a<po liij(V) dr. (353)
Q Q

Des calculs élémentaires montrent que le probleme (3.44) est équivalent a

Trouver (u(h), ¢(h)) € V x W tel que
V(v,¥) € Vx U, a(h)((u(h), a(h)), (v, ) =I(h)(v, ). (3.54)

Pour obtenir le comportement asymptotique de (u(h), ¢(h)), nous suivons maintenant

un plan analogue a celui du paragraphe 3.2.4.

3.3.3 Majoration de normes et convergences faibles

Proposition 3.3.1 [[ existe ¢ > 0 tel que V h, 0 < h < 1,
FaClRy + [ 0] k() do -+ 1D () + b Dup W+ 1 < (359
Q

De plus, il exviste

3

u € (H'Y(Q),
ke (L),
p € L),

et des sous-suites encore notées (u(h))pso, (K(h))nso €t (horp(h), hdyp(h), Os¢(h))nso

telles que les convergences faibles suivantes soient satisfaites :

u(h) = u dans (H'()), (3.56)
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k(h) — k dans (LQ(QDQ, (3.57)
o(h) — ¢ dans L*(), (3.58)
(hO1p(h), hOyp(h), Osp(h)) — (0,0, Osp) dans (LQ(QDS. (3.59)

Preuve. Définissons les vecteurs

(01(h), 02(h), O5(Rh)) = (hdvg(h), hdap(h), Dsp(h)),

(01(R), b2(h), O5(h)) = (hdipo, hDspo, Dspo)

et posons (v, ¢) = (u(h), ¢) dans (3.54). On obtient, de maniere analogue a (3.46),

/ Cr(h): &(h)de + / €;0:;(h)0;(h)de =

Q

/Qf-u(h) d:z;—l—/FNg-u(h) d, —/quéi(h)éj(h) dx—/ijém(h)%(h) dr.  (3.60)

Q

Pour obtenir la majoration (3.55), nous allons utiliser les propriétés de coercivité (3.2)

et (3.3), ainsi que les propriétés rappelées ci-dessous :

1. pour tout (a, b, m) € R x R%, on a

1
2ab < ma® + —b?, (3.61)
m
2. la continuité de ’application trace de V dans (Lz(, N)>3,
3. l'inégalité de Poincaré,

4. T'inégalité de Korn (cf. [17]) : ¢ >0, Vv eV, c||v|3 < / e(v):e(v)dz.
Q

Majorons tout d’abord le second membre de (3.60). Posons ¢ = sup {|e;l}, p =
1<i, ;<3
sup  {|Pmij|}- La propriété (3.61) nous donne les inégalités
1<4, 5,m<3
m
[toumde s [ geua | < ek +Ieh, )+
Q Ty
1
() + Ju( . (3.62)
~ 3 ~ 3
[ estisn) dal < ZF0E + 5100, (3.63)
A I 5 oa g 3
PriiOm(h)ki(h) de| < —p*l0(h)|g + =— | &(h) : k(h)dz. (3.64)
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Appliquant la continuité de I'application trace et I'inégalité de Poincaré a (3.62), on a

Af-u(h)dx+/FNg-u(h)d,

Puisque é(h) est borné dans (LQ(QDS indépendamment de h, les inégalités (3.63)-(3.64)

donnent

C
<milfle + Iglr } + —llu(®)lv- (3.65)

/ b0 (h) de| < om + S Jo(h) (3.66)
/ PriiO (h)ii;(h) dx| < em + im k(h) : k(h)dz. (3.67)

Par ailleurs, d’apres 'inégalité de Korn et comme 0 < h < 1, on a

cllu(h)||? < /Qe(u(h)):e(u(h))d:z; g/ﬁ;(h) k(h) da.

Q

[’inégalité ci-dessus combinée aux propriétés de coercivité (3.2)-(3.3) permet d’obtenir

la minoration du premier membre de (3.60)

{Malhli+ [ w0y sty do + o) <

/ Cr(h) :c(h)de + [ €;0;(h)0;(h)dx. (3.68)

En prenant m assez grand dans les inégalités (3.65)-(3.67), on obtient la majoration
(3.55). Dans L*() et dans V, toute suite bornée admet une sous-suite qui converge
faiblement. Il y a donc, d’apres la majoration des normes (3.55), convergence faible de
sous-suites (u(h))o<cn<1 €t (K(h))ocn<1 lorsque h tend vers 0 et I'existence de (04, 02, 03) €

(L*(9))” tel que
(hdhp(h), hdag(h), Dsp(h)) — (01, 02, 03) dans (L*(Q))". (3.69)
Rappelons que , .p contient toujours , ~. La majoration de la suite (@(h))ocher et 1'égalité
(01, 04, 03) = (0, 0, d55) dans (D'(Q))°

sont obtenues en adoptant la méme démarche que dans la démonstration de la proposition

3.2.1. Sachant que ¢(h) = @(h) + ¢o, la proposition 3.3.1 est ainsi démontrée. ]

Donnons les lois de comportement mises a 1’échelle. On pose
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B (h)(o(h)) = h=2Eb (") = —hdo(h).
Ea(h)(o(h)) = h=2 B (") = —up(h).
ai(h)(u(h), (k) = h~2o (!, ") (3.70)

= Mgk (h)(u(h))dij + 2uni (h)(u(h)) — Prij Le(h)(p(R)),

Di(h)(u(h), e(h)) = h=2DIu", ") = ¢;; E;(h)(@(h)) + Prm(h)(u(h)),

Les convergences obtenues a la proposition 3.3.1 founissent le corollaire

Corollaire 3.3.1 I existe 0 € (L*(Q)) et D € (LQ(Q)>3 tels que le tenseur des

contraintes et le vecteur déplacement mis a U'échelle vérifient les convergences faibles

9

lim oi;(h)(u(h), ¢(h)) = o5 = Akrxdij + 25 + PaijOsp,

h—0

lim Di(h)(u(h), p(h)) = D;i = —€i30s¢ + Pigtip, o
3.3.4 Identification du probleme limite
Introduisons I'espace
Vi = {v e (H'(D)", vir, =0, es(v) = o}. (3.72)
Dapres [8], Uespace Vicr, défini en (3.72) peut encore s'ecrire
Vir ={v e (H' (D), I(n, n2) € Vu(w), ns € Va(w),
val) = na(@r, €2) — w5 Duns(a1, @)}, (3.73)
avec
Vir(w) = {ne(H'(w))? nn, =0}, (3.74)
Vs(w) = {n€ H*w), s, =0, ooy =0} (3.75)

C’est l'espace des déplacements de Kirchhoff-Love.

Lemme 3.3.1 Les limites u, & et p trouvées a la proposition 3.3.1 sont respectivement

dans Vg, (LQ(Q)>9 et Uy, et vérifient les équations suivantes :

Kag = eap(u) dans L*(Q), (3.76)
Vi=1,2,3, Cupkp+ Pusdspe = 0 dans LQ(Q). (3.77)
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Léquation (3.77) équivaut a

L (P333 O30 + Akpg) dans L*(9),

K33 = ~r2n

Koz = —ipgag O3 dans L*(Q).

(3.78)

De plus, ¢ satisfait la condition au bord pr+ = vq.

Preuve. Nous avons vu précédemment que les r;3(h) étaient bornés dans L*(), d’ott
eaz(u(h)) (= htas(h)) et ess(u(h)) (= h?kaz(h)) tendent fortement vers 0 dans L*().
Nous avons donc e;3(u) = 0, d'ou u € V. L'égalité (3.76) est une conséquence des

convergences (3.56)-(3.57).

Pour prouver (3.77), nous utilisons une démarche analogue a celle de [8]. On multiplie

’équation (3.54) par h*, on y pose ¢ = 0, puis on fait tendre i vers 0, et on obtient :
Csspi kgt + Pass 03¢ = — P333 0309 dans LZ(Q) ; (3.79)

ensuite dans I’équation (3.54) toujours, on pose (vs, ¥) = 0, on la multiplie par h, puis

on fait tendre i vers 0. Ainsi on a :
Coski Kl + Paaz 03¢ = —P3,3 039 dans LQ(Q). (3.80)
Puisque le matériau est supposé mécaniquement isotrope, on a
Cijkt = X600 + (8051 + 0udin),
et ’on obtient aisément (3.78). Rappelons que ¢ = ¢ + ¢ et le lemme est démontré. m

Le lemme 3.3.1 nous permet d’exprimer le tenseur des contraintes limite o et le vecteur

déplacement électrique limite D en fonction du déplacement limite u et du potentiel limite
©.

Corollaire 3.3.2 Les lois de comportement limites (3.71) sont explicites en u et ¢ :

A
A+ 2u A+ 2u

oin = 0, (3.81)

Oap = 2,u |: 5&55“) + 5aa(sﬁp:| Ryp — |: 5aﬁP333 - P3a5:| 8399,

PiozSPSozS Pi33P333
[t A+ 2p

A
D; = — [ 00pPizs — Pmﬁ] Kapg — [

3| 0.
N+ 2 -|-63} 30

Remarque 3.3.2 Dans [3], il est admis que la contribution du potentiel imposé aux faces

de la plagque piézoélectrique dans le tenseur des contraintes est donnée par :

(1) = (22 = (6 — ") (3.52)
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ou d est appelé constante de déformation piczocéramique. En redimensionnalisant dans
(3.81), en faisant Uapproximation
+ —
Yo ¥
et en supposant que effet piézoélectrique est le méme dans les directions 0xy et 0o,

(c’est-a-dire Psyy = Paga), on retrouve la structure de (3.82). De plus, notre méthode

fournit la valeur de d.

Définissons une forme bilinéaire a(. , .), et une forme linéaire [(.) dans Vg x ¥, qui

vont servir dans la définition des équations limites, par

Y (V, @/)) € Vi X \I/l,
(0 0) v 0)) = 2 [ (gbadon + 8usfia ) cawenalv) d
ajlu, ), (v, - MQ )\‘|‘2M otYap ap0.8 | €p\U)Eqp V) aT
—I-/p33 Osp 0510 dx
Q
+ [ s leantw)ih = g as(v)] da,
Q

(v, ) = /Qf-val:z;—l—/F g-vd,.

avec les constantes pss et ps,g définies comme suit

1 1
= —Ps.3Ps Paan P
P33 MSS 33+)“|‘2M 33317333 + €33
A
P3ap = )\‘|‘2/~LP333 dap — Psag. (3.83)

Lemme 3.3.2 La limite (u, @) est Uunique solution de l’équation variationnelle

Trouver (u, ¢) € Vi x Uy,
\V/(V, ¢) € VKL X q}lov a((uv 99)7 (Vv ¢)) = Z(V, ¢) (384)

Preuve. Prenons tout d’abord v dans Vg, ¢ dans ¥ dans ’équation (3.54) et faisons

tendre h vers 0. Grace aux résultats de convergence faible de la proposition 3.3.1, on a

lim a(h) ((u(h), p(h)), (v, ¥)) =

h—0
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/ Coprl Kkl Kap(V) da + / €33 O3003% dx +
Q

Q

/ Pgaﬁ 834,5/<;a5(v) dr — / PSkl 8377/)/<JM dl‘, (385)
Q Q

hml(h)(v, ¢) = /deJf—|—/ g'Vd7 —/63383@083¢d$—
Q I'n Q

h—0
/ Pgaﬁ 83990 liaﬁ(V) dx. (386)
Q
En remplacant k;;, 7, j = 1, 2, 3 par les expressions obtenues au lemme 3.3.1 dans (3.85),
on a
lim a(h) ((u(h), 2(h)), (v, ¢)) =
1
/ CoBp K Kap(V) da + / Capps |:—2—P3p3 O3 liaﬁ(V):| dx +
Q Q H
1
/ Copas [—7 (Ps33 O30 + A /ipp)] Rap(V)dx + / €33 O3003% dx +
Q A+ 2u Q
1
/ Pgaﬁ ag@liaﬁ(V) dx — / Pgaﬁ 83;/)/%5 dx — / Pgag 8377ZJ |:—2—P3a3 8399:| dx —
Q Q Q H
1
/Q P333 8377ZJ (-m (P333 8399 —|— )\ /iﬁﬁ)) dl’ (387)
ou encore

lim a(h) ((u(h), p(h)), (v, 1)) =

h—0
/ (NS + (S0 + 501850)) € c0p(v) dr +
Q

1 _
/Q)\ {—)\ o (P33 O + )\epp)] €aa(V)dr + /Q ¢33 Oap O3t div +

1
/ Pgaﬁ 8395 eaﬁ(V) dr — / Pgaﬁ 8377ZJ eaﬁ(V) dr — / Pgag 8377ZJ |:——P3a3 8399:| dr —
Q Q Q 2

1
/ P333 8377ZJ <— )\ (P333 8399 —|— )\ 655)) dl’ (388)
Q + 2p

Enfin, en faisant I’égalité

lim a(h) ((u(h), ¢(h)), (v, ) = lim [(R)(v, ¥)

h—0 h—0

et en tenant compte de ce que

95:99_9907

€pp€an = 0p.0ap €pCap;
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o1 a

\V/(V, ¢) € Vi x ¥, a((uv 99)7 (Vv ¢)) = Z(V, ¢)

De plus, d’apres la proposition 3.2.2, pour toute fonction ¢ de Wy, il existe une suite

(¢ )nen dans W qui tend fortement vers ¢ pour la norme || . ||y,. Comme

Tim a((u, @), (v, ¥a)) = al(u, @), (v, ¥)),
lim I(v, ,) = (v, ),

n—0oo

nous obtenons a((u, ¢), (v, ) = I(v, ).

Pour obtenir I'unicité de la solution de I’équation (3.84), supposons qu’il y en a deux,

(u', ') et (u?, ¥?) et posons w =u' —u? ¢ = p' — % On a donc

(w0 ) = 2 [ [0 6| calwienn(w) do +

2p
1 1
/ —P3,3P303 + ————P333 333 + €33 831/)83@/’ dr = 0,
Qlu A+ 2p
d’ott w = 0 dans Vg, et d3tb = 0 dans L*(Q), donc ¢ est nul dans Wjq. Ainsi nous avons
I'unicité de la solution de 1’équation (3.84). ]

Remarque 3.3.3 On aurait pu établir directement la coercivité de la forme bilinéaire
a(., .) sur Uespace Vi X Wy, et en déduire Uexistence et Uunicité d’une solution.

Nous allons maintenant écrire, le probleme variationnel trouvé au lemme 3.3.2 sous forme
d’un systeme d’équations aux dérivées partielles. Comme le vecteur déplacement limite

u est dans Vi, il peut s’écrire

uo(2) = Culzr, 22) — 230,(s(xy, x2)
us = G, (3.89)
ou (, € Vu(w) et (5 € Vs(w).

Théoreme 3.3.2 Le potentiel électrique ¢ est un polynome du second degré en x3 :
2

oy, T2, T3) = Z@i(%, :Iiz)ilié, (3.90)

=0

dont les cocfficients ©'(xy, x4) sont donnés en fonction de (3 par

_|_ —
0 Yo T Yo P3ap
= — 0a5(3,
¥ 5 s 53
_|__ —
S01 — S‘QO 29007 (391)
S02 — p30¢ﬁ aaﬁCS-

2p33
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Preuve. Prenant v = 0 dans 1’équation (3.84), nous obtenons le systeme d’équations

limites électriques. En effet,

V¢ € \I}[(), / Dg(u, 99) 8377ZJ dzx = 0, (392)
Q
ou Ds est la troisieme composante du vecteur déplacement limite donné en (3.81) et
s’écrit
Ds(u, ¢) = —ps3dsp — paascas(u). (3.93)
Comme D(Q) est dense dans Wy pour la norme || . ||y,, 'équation (3.92) est équivalente
a
J3D3(u, ¢) =0 dans D'(Q). (3.94)

Il existe donc une distribution d' dans D’'(w), en fait dans L?(w) d’apres la régularité de

u et de @, telle que D3(u, ¢) = d'. De (3.93), on tire que

Onp = P (e o(C) — aagCa) — ——d (3.95)

P33 P33

Intégrons a nouveau ; il existe d° dans L*(w) tel que

P3ap 51/':2% T3 1 0
p=— T3€03(C) — =0apCs| — —d 4+ d". (3.96)
P33 2 P33

Il reste & choisir d° et d' de sorte que ¢ satisfasse les conditions aux limites de Dirichlet

i+ = o et @ir- = g - On obtient

_l_ —
Yo +Po  P3ap
& = — Ja
DTS
) P0 — Yo
d° = —ps 5 — P3ap€ap(()-
On en tire immédiatement les expressions (3.90)-(3.91). ]

Théoreme 3.3.3 On fait sur les données les hypotheses de régularité suivantes :
— la densité de force volumique f appliquée vérifie f, € H'(Q), f3 € L*(Q),
— les forces surfaciques g, sont dans (Hl(, N)>3,
~ le potentiel au bord est tel que (pF — ¢y ) est dans H'(w).

Les déplacements (5 et (¢, (2) sont alors solutions de deux systémes d’équations aux

dérivées partielles découplés.
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— Systéme d’inconnue (3

Oaptap(Cs) = [ (€30afu + f3)dos + g3 + g5 + Oalg? — 93) dans w,
(=0, 9,;3=0 SUr Yo,
(3.97)
Mas((3)arg =0 sur i,
aamaﬁ(CS)Vﬁ + aT{maﬁ(CS)VﬁTa} = f_ll xrs3 fonoz dl’3 + (g; — g;)l/a Sur vy,

ou

4,u )\ 2}7 afSP3e
mas((s) = 3 m(saﬁAQ’)‘I’aaﬁé}) + %&g@?

— Systéme d’inconnues (¢1, (2)

_aanaﬁ(§17 C?) = f_ll fﬁ drs + (g; + gﬁ_) — P3ap aoz <S«9EI)— - @a) dans W,

(G, 2) =0 sur o, (3.98)
1ap(Ciy CIa = [, g5 des + paas (0F — ©5) va dans 1,
A
v ) = 2| g+ ensl )] (3.99

Commentaire 3.3.1 Comme en é€lasticité pure, les myg correspondent aux limites des

moments des forces de contrainte

1

Mmag = lim 230,5(h) dus, (3.100)

h—=0 J_4

el les nyp a la moyenne sur ['épaisseur de la plaque des forces de contrainte
1

nag = lim oap(h) das. (3.101)

h—0 J_4

Preuve. En posant successivement, dans 1’équation (3.84),

vo(x) = —a30.ms(xr, x2), vs=1n3 et ¢ =0,
va(x) = nalxr, x2), v3=0 et ¢» =0,

et en procédant par intégration par parties, nous obtenons le systeme d’équations limites

mécaniques.
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Le théoreme 3.3.2 nous permet d’éliminer I'inconnue ¢ dans ’équation variationnelle
(3.84), de découpler les équations vérifiées par les déplacements verticaux et celles vérifiées
par les déplacements horizontaux, et de poser les équations aux limites sur le domaine

bidimensionnel w.

Nous allons reformuler 1’équation variationnelle (3.84) sans les équations électriques
2

déja résolues : nous prenons b = 0 et remplacons ¢ par Z c,oi(:zjl, :1;2):1;3 Nous obtenons
=0
I’équation

VveVin av(u, v)=Iy(v) (3.102)
ou

A
apy(u, v) = 2/,L/Q (méméaﬁ + 5a95w> ep(u)eap(v)de +

/ M:}(;%&Qu?ﬁaﬁvg dz,
Q P33

P — ¥o
Iu(v) = /f-vd:z;—l—/ g-vd, +/p3aﬁ%€aﬁ(V)d$.
Q T'n Q

Le probleme (3.102) est proche du probleme limite que I’on obtient dans ’analyse aymp-
totique du systeme de 1’élasticité linéarisée. Nous suivons pour sa résolution la démarche

classique.

Soit 13 un élément de V3 défini en (3.75), posons
Vo) = —x30am(21, 72), v3 =13

dans I’équation (3.102). Nous obtenons

4 A 2 [ p3apsap
— —————0,008 + 00,0, | 0,,(30up73 d =) B2 0,Cs Oapns d
3 w<)\+2/~69 gt gﬁ) 01G3 Daps uf‘|‘3/Q . 0163 Dapns dw

:—/ngaaangdx—l—/fgngdx—/ 370 0,13 d, —I—/ gansd, 5 (3.103)
Q Q r+ r+

d’ou, en choisissant 13 dans D(w), I'égalité

1

1
Oapmap(Cs) = 0O 51?3fad51?3—|-/ fadxs +
-1

-1

9algs —93) + 93 + 95 dans D'(w), (3.104)
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avec

Al A P3P
Map(G) = - |8 sAG + Dusls +%a

3 )\ _I_ 2/1 LQCB-

Supposons, par exemple, que le domaine w est polygonal. Les conditions au bord étant
meélées, des singularités peuvent apparaitre au niveau des sommets singuliers, ¢’est-a-dire
des sommets non convexes de w, et des sommets ou il y a un changement de condition
au bord. Ainsi, 1l n’y a pas assez de régularité sur (3 pour que l'on puisse appliquer
la formule d’intégration par parties de Green. Cependant, nous savons que (5 est dans
H*(®) ot & est w amputé d’un voisinage de ’ensemble des sommets singuliers. Pour plus
de détails sur I’étude des singularités, on peut se reférer a Grisvard [21]. Soit {s;}i<i<n
I’ensemble des sommets singuliers, soit 'ouvert w, = w \ U™, B(s;, €), ot B(s;, €) est la
boule de centre s; et de rayon ¢, on définit 1. = v Nw.. Soit n3 € V3 a support dans w,,

(3 étant dans H4(w§_), nous pouvons appliquer la formule de Green a (3.103) :

Dosrmo(Co)ips de — / Do (Ca)sms dry + / (oot dy =
’71% ’71%

1 1
/ 0., (/ 3 fa d:1;3> N3 dw —/ (/ 3 [ d:1;3> Vot dy
we -1 Mg -1
1
+/ (/ I3 dws) nadw + [ Dulgd — 92 )ms —/ (92 — 92 Walls
w -1 w

’71%
-I-/ (g;_ + g5 )3 dw.

we
2

£
2

[T

[T

Ainsi d’apres (3.104), nous avons 1’égalité

1
/ 5amaﬁ(43)1/a773d7—/ Maop(Cs)VaOgns dy = / (/ ngadx3> vans dy
Mg Mg g -1
+/ (92 — 93 )vans.
8

e
13

Or
Ogns = 750:13 + 150,03,
d’ou

/ 9amaﬁ(43)VﬁU3d7+/ 9T{maﬁ(43)VaTﬁ}U3d7—/ Map(C3)Vatp0yns dy =
%% %% Wl%

1
/ (/ nga> Vols das d7+/ (98 — 95 )vams,
Y& -1 ’71%
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et, pour tout € > 0, par identification, on a

1
aamaﬁ(CS)Vﬁ + aT{maﬁ(§3)VaTﬁ} = / xSfonoz dl’g + (g:: - ga_)yav sur 71%7
-1
Mmap(G)avs = 0, sur ys.

Il en résulte les deux dernieres conditions au bord de (3.97). Choisissons maintenant

(11, m2) dans Vi défini en (3.74) et posons
va(x) = nalay, x2), v3=0 (3.105)

dans I’équation (3.102). Nous obtenons

A
4/,L/w (m(sgbéaﬁ + 50@(;&5) eQL(C)eaﬁ(n) dew

S‘QEIJ— — %o
:/fﬁnﬁdw+/p3a57€aﬁ(77) d$+/ gsnsd,
Q Q 2 r+

d’ou I'égalité

1
—0map(Grs C2) = / Fodws — prasde (6 — ¢7) + gf + g5 dans D(w)  (3.106)
-1

avec

A

m%ﬁ epp(C) + eap(C)] -

nap(Crs C2) = 4p [

Ici aussi, pour des raisons de non régularité du domaine w, et de conditions aux limites
mélées, on procede comme précédemment. Soit (11, n2) € Vi a support dans w., (11, n2)

est alors dans Hz(w%). En appliquant la formule de Green a (3.102), on a

—/ Danap(Cr, C2)np dw +/ Nap(C1y C2)vanpdy =
w Wl%

1
/ / fangdas dw — /
w -1 w

£
2

1 1
+/ (/ gs dl‘:&) N dw + / (/ gs dl‘:&) N d-
w -1 Mg -1

£
2

P3apda (F — ©5 ) np dw + / P3ag (8 — 5 ) vans dy

£
’712

[T

Ainsi d’apres 1’égalité (3.106), nous avons, pour tout ¢ > 0 1’égalité

/ nas(C1s C2)Vanp dy =/ P3ag (08 — 5 ) Vatp dy +2/ gpnp dy.

£ £ £
’717 ’717 ’717
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D’otu, pour tout € > 0,

1
nas(Cly Qo = Paap (08 — @0 ) Va +/ gp ds sur 7z
-1

Il en résulte les condition de Neumann de (3.98) Ceci acheve la démonstration du théo-

reme 3.3.3. u

Remarque 3.3.4 1. [l faut noter que Bernadou et Haenel [4] avaient été amenés a
supposer pour lécriture directe d’un modele bidimensionnel de coque piézoélectrique
ce que nous avons justifié ici par Uanalyse asymptotique : @ est un polynome de
degré 2 en x3. Nous retrouvons aussi la méme hypotheése dans Rogacheva [35] qui,
de plus, suppose que le vecteur déplacement électrique vérifie 03 D3 = 0, hypothése

que nous avons justifiée en (3.94).

2. Linfluence de la piézoélectricité et de la différence de potentiel se situent pour le
probleme de membrane uniquement dans le second membre; elle est assimilable a
une force extérieure. Par contre, c¢’est Uopérateur du probleme de flexion qui est
modifié.

3. Le théoréeme 3.3.3 justifie, dans le cas des plaques, le modéle bidimensionnel de
Destuynder [14] et de Destuynder et Saidi [15], qui admet que le potentiel n’agit
dans les équations d’équilibre mécanique qu’a travers la différence de potentiel entre
les faces horizontales. Dans [1]] et [15] est étudié le comportement d’une plaque
ou dune coque €lastique C sur laquelle est collée une coque piézoélectrique Q"
d’épaisseur 2h ; ceci, dans le but de controler C. En nous placant dans un cadre

statique, nous déduisons de [15] le modéle adimensionnel :

Vo € Vir(w), ns € Va(w),  a(u, ) = 1(n),
ot a(.) est une forme bilinéaire incluant Uinfluence des contraintes de la coque C
el

. he,
l(n) = ——ﬁV/ cap(n) da" + h
Qh

c

hasy, Dupns dz”, (3.107)
c Qn
avec V' différence de potentiel entre les deux faces du patch piézoélectrique, h,g
coefficients de piézoélectricité et ¢ constante diélectrique. Plus précisément, [15]
suppose les composantes F., du champ électrique nulles, considere un déplacement
de Kirchhoff-Love, et utilise les lois de comportement
Top = Lappep +hapDs,

(3.108)
ES = hozﬁeozﬁ + CD37
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ot Ropp correspond au tenseur des constantes élastiques. En considérant le second

membre de ["équation variationnelle (3.102),

_|__ —
lM(v):/f-vd:z;—l—/ g v, +/p3aﬁ%eaﬁ(v)dx, (3.10)
Q Ty Q

on constate que Ueffet piczoélectrique y est le méme que dans le modeéle de [14] et

[15] si lon se place dans les mémes conditions, ¢’est-a-dire :
— si lon annule dans (3.109) les densités de force intérieure et surfacique ;

— st l'on redimenstonnalise les variables et inconnues :

_|__ —
) = [ P e

— st l'on consideére que le déplacement est de Kirchhoff-Love, ¢’est-a-dire vy = s,

Vo = Ny — l’g n3, ot les n; sont indépendants de l’g :

+ - + _
l?w(Vh) = /Qh piwﬁ%e%(n) da" — /Qh xgp:%aﬁ%aaﬁ% dl'h;

— si l'on fait les approximations de [15], ¢’est-a-dire :
. la différence de potentiel o — py est indépendante des variables ",

. dans v, = 1, — Thd.m3, on suppose que l'on peut approcher la variable x!

par h.

1l vient alors

+ - +
") = pBaﬁ% /Qh eap(n) da” — hp:aaﬁ% . Dupns da”,

ou
A

oz:ip 5oz_Poz;
P3ap )\+2M333ﬁ 308

— si l'on ne considere pas les effets mécaniques du matériau piézoélectrique ; dans
ce cas, en comparant les lois de comportement (3.108) et (3.81), on a

ha

P3ap = —T-

4. 1l faut noter que l'analyse asymptotique montre que Ueffet mécanique /\_li\—zupggg(saﬁ

dans la constante psap ne peut étre néglige que si X est tres pelit par rapport a p.

5. On voit que la régularité de ¢ ne dépend que de celles des potentiels T, o~ et du

déplacement (5.
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3.4 Résultats de convergence forte

Dans le théoreme suivant, nous allons démontrer que toutes les convergences que nous

avons obtenues au sens faible sont fortes.

Théoreme 3.4.1 Gardons les notations de la proposition 3.3.1. Nous avons les résultats

de convergence forte suivants :

u(h) — u dans'V, (3.110)
w(h) — & dans (L*(Q)), (3.111)
o(h) — ¢ dans L*(Q), (3.112)
(hdyo(h), hdyp(h), Dsp(h)) — (0, 0, Dsp) dans (L*(2))°. (3.113)

Preuve. De l'unicité de la solution du probleme (3.84), nous déduisons classiquement
que les convergences faibles sont toutes valables pour la suite entiere. Pour toute matrice
A € [*(Q)? et pour tout vecteur v € L*(Q2)?,

(A, v)|| = {/ CA:Ad:z;—I—/eijvivjdx}
Q Q

définit une norme sur L?(Q)? x L*(2)? grace aux propriétés de coercivité (3.2)-(3.3). Soit
X(h) la norme de (k(h), hdip(h), hdxp(h), dzp(h)) dans L*(Q)'2. On a

X(h) = {AC/{(h):/i(h)dx—l-

/Q s (hOuip())(hsp(h)) der + / s Do (h)Op(h) de +

[ s (0500)0s51) + o) 00250 dx}% .
Nous savons d’aprés I'équation variationnelle (3.54) que (u(h), @(h))aso vérifie 'équation
/Qcﬁ;(h)  w(h) de +
| con (.ot 0ul0) = o) e + [ cxsDugh)Oufiolh) — ) o +
[ s (005001 10) = o) + i) 0. 1) = )] i =
£ u d:)c—l—/FNg-u(h) d, —/Qngl/ikl(h)agcpodx—

Py k() (hOawo) dx (3.114)

:a\::\
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Grace aux majorations et aux résultats de convergence faible obtenus a la proposition

3.3.1, nous avons donc

lim(X(h))? :/f.ud:zj—l—/ g.ud, —I—/cggagcpagcpodx—/nglﬁ;M O30 dx(3.115)
Q I'n Q Q

h—0

La convergence faible de (k(h), hdip(h), hdxp(h), Jsp(h)) dans L?*(Q)'? étant déja
connue, il suffit de montrer que la limite de sa norme tend vers la norme de sa limite

faible pour obtenir sa convergence forte. Notons

X = (/ Ck:rdr + / e33(03¢0) d:z;) ’ (3.116)
Q Q

la norme de (k, 0, 0, Js¢). Pour évaluer X, reprenons 1’équation variationnelle limite
(3.84), posons-y (v, ) = (u, ¢ — ¢o). On obtient

A
/Q <W5@L(Saﬁ + 50@(;&5) eQL(U)eaﬁ(u) dx

1 1
/ <_P3a3P3a3 + ——FPs33 533 + 633) O30 O5(p — o) dx
o \ M A+ 2p

At

_|_

P3335aﬁ P3aﬁ> [eas()D3(p — @o) — D3 eqp(u)] da

_I_
/fud:z;—l—/ g.ud, ,
Iy

A
2#/ W%(u)@aa(u) d$+2u/ cap(u)eas(u) dl‘-|—/63363<,963<pd:1;
Q H Q Q

1 1
— P3,3050 Paos030d _
-I-/QM3339933399$—|-/Q)\+2M

A
+ /Q mpgggeaa(U)&a@ dv — /Q Psapeap(u)dap da

P33383<,9 P33383<,9 dx

A
/)\ P333€aa( )a3¢d$+/P3aﬁeaﬁ(u)a3‘de

_I_
/ Ud$—|—/ g.Ud, —|—/63383g083g00dl’
Q

P33 Ps, Ps33 P 00 Oa00 d
( 303 33+)\‘|‘2M 333 333) 3 O30 AT

A
Ps33005 — Psa a 0500 dz,
+/§2<)\+2/~L 333048 35)65(11) 30 AT
ou encore, en utilisant les égalités

Rss = /\-|-2M (Pss3 03 + Akpg) dans L*(R),

Koz = —inagagcp dans L*(9),
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A
/ (1 — 7> €o0(1) (Aega(u)) da + 2/,L/ eap()esp(u) de + / €3303p O3 dax
Q A+ 2p Q Q

—|—4,u/liagliagdl’—/P333/i3383g0d$—/Pgaﬁeaﬁ(U)aggOdl'
Q Q Q

:/f.ud:z;—l—/ g.ud, +/633a399a3990d$—/]33k1 ekl(u) 639900[51?7
Q 'y Q

Q

puis en rassemblant certains termes on a

)\/ €p0(1) €nn(u) d + 2/,L/ eap(U)eqg(u) de + / €33030p Os3p dx
Q Q Q
+4M/ Ka3kas dr — / Ps33kiss O dil?-l-//i:a:a (Aean(n)) dx

Q Q Q

:/fUd$+/ g.Ud, —|—/6338399839906[1’—/nglek[(U)aggﬁodl’.
Q 'y Q

Q

Or, on sait que

— Ps33ks3 030 = K3 [()‘ + 2/~‘)’<333 + )"fﬁﬁ] )

on a alors

)\/ €g0(1) €an(U) d:z;—|—2/,c/ eap(u)ess(u) dx+/63383<,983<,odx
Q Q Q

—|—4M/ KosKas dr + / Kas (A + 2u)kss + Akpg) dx + / K33 (Aeaa(u)) de
Q Q Q

:/fUd$+/ g.Ud, —|—/63383g083g00d$—/P3k1 ek[(U)aggﬁodl'
Q I'n Q

Q

Enfin, on tient compte de ce que
Cijkt = X64ijop + p(0irdjr + 0:0,1).
On obtient

(X)2:/Cliilidl’—l-/égg(aggo)zdl’:
Q Q

/fUdl'—|—/ g.Ud, —|—/63383g083g00d$—/nglliklaggﬁodl’.
Q 'y Q Q
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Ainsi nous avons

lim X (h) = X,

h—0

d’ou les convergences fortes

(h) — & dans L*(Q)?, (3.117)
o(h) — ¢ dans L*(9), (3.118)
(hOvp(h), hdyp(h), dsp(h)) — (0, 0, d3p) dans L*(Q)°. (3.119)

K

D’apres (3.117), et puisque e;3(u) = 0,7 =1, 2, 3, on a
e(u(h)) — e(u) dans L*(Q)°, (3.120)

ce qui implique la convergence forte de u(h) vers u dans H'(Q)?. De méme, puisque
w(h) — ¢ est dans Wy, I"équivalence sur cet espace de normes ||¢||y, et ¥ — |0s3¢|q
prouve que p(h) tend vers ¢ dans L?*(Q). |
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Chapitre 4
Cas dynamique

Nous allons, dans ce chapitre, effectuer ’analyse asymptotique du probleme piézo-
électrique pour une plaque en régime dynamique. Auparavant, nous donnons un résultat
d’existence, tout d’abord dans le cas simplifié des équations de 1’électromagnétisme dy-

namique, puis pour le modele piézoélectrique dynamique complet.

4.1 Electromagnétisme d’évolution

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a un probleme électromagnétique d’évolu-
tion, sans terme piézoélectrique, pour lequel nous donnons un résultat d’existence. Soient
¢ le potentiel électrique, A = (A1, As, As) le potentiel vecteur magnétique au sein d’un
matériau occupant un domaine cylindrique € = wx]—1, 1[. On note D(p, A) le vecteur

déplacement électrique et E(p, A) le vecteur champ électrique donné par

E(p, A)=-Vo——-.
Ils sont liés par la loi

D = ¢E. (4.1)

Rappelons que le potentiel vecteur magnétique est lié au champ magnétique par la rela-
tion

B =rot A

conséquence de I’équation de Maxwell, divB = 0.
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Equations électromagnétiques

On suppose que le milieu occupant €2 est a densité de charge volumique nulle. Un
potentiel électrique g est appliqué sur les faces supérieure et inférieure. On suppose
qu’il n’y a pas de charge sur le bord latéral de ). Le systeme d’équations électriques

(équations de Maxwell-Gauss) est un systeme quasi-statique qui s’écrit
divD(p, A) =0 dans @,
o= %o sur Y%,

D(p, A)-v=0 sur Yy,

ol on a posé
Q = Qx]0, T, vt = 70, T, ¥ =, :x]0, T[.
Utilisant (4.1), on écrit les équations ci-dessus sous la forme
div [e(Ve + A")] =0 dans Q,
® = o sur L, (4.2)
eVe+A)-v=0 sur .

Passons aux équations magnétiques. Une condition de transmission d’'un champ ma-
gnétique B entre deux milieux Q; et 5 de frontiere commune , , et de perméabilités

respectives et py s’écrit (voir [5], [30])

LBl/\I/—LBz/\I/:—j sur , ,
H1 H2

ou v est la normale unitaire extérieure a {1y, j est le vecteur densité de courant surfacique;
ici c’est la densité du courant circulant sur les électrodes situées sur , ¥ et , =, que nous
supposons constituées d’'une fine pellicule d’un matériau conducteur. L’épaisseur des
électrodes est tres petite par rapport au déplacement des électrons. De plus, elles sont
entourées d’isolants (I’air et le diélectrique piézoélectrique). Il en résulte que le courant
ne circule pas dans la direction perpendiculaire a la surface moyenne de la pellicule,

c’est-a-dire que
j = (.jlv j?v 0) sur , :t‘ (43)
En tenant compte de ce qu’il n’y a pas de charge électrique sur le bord latéral de €2, on a

]J=0 sur,,. (4.4)
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Par ailleurs, si p représente la densité de charge, j vérifie I’équation de conservation de

la charge

divj—l—%:() sur , T (4.5)

Lorsque nous nous plagons dans un cadre statique, nous utilisons (4.5) sous la forme

divi=0 sur,®. (4.6)

On note py la perméabilité du milieu € et on suppose que le milieu extérieur a 2
est dépourvu de champ magnétique. Le systeme d’équations magnétiques (équation de

Maxwell-Ampere) dans € est

rotrot A = py D’ dans (),
rot A Av = —p] sur X, (4.7)

A(0)=A,, A'(0)=A; dansQ,

ou les vecteurs initiaux Ay et A; sont des relevements du champ magnétique imposé

(B(0), B'(0)) a I'instant 0, qui vérifie div B(0) = divB’(0) = 0.

Exprimant D en fonction de ¢ et A, et utilisant (4.1), nous pouvons écrire ’équation

(4.7) sous la forme

A" + Milrot rot A = —eV' dans @,
rot A A v = —p] sur X, (4.8)

A(0)=A,, A'(0)=A; dans .

Nous aurons donc a résoudre le systeme magnétique d’évolution constitué par (4.2) et

(4.8), dont les inconnues sont et A.

Espaces fonctionnels.

Etudions tout d’abord le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler par

la suite. Il est classique de définir les espaces de Hilbert (H(Q, rot), || HH(QJ,OLL)) et
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(H(Q, dive), || N, div)) par

H(Q, rot) = {A € L*(Q)?, rot A € L*(Q)*},

2

1A 0ot = [ll0t Al + A2y ]

(4.9)
H(Q, div.) = {A € L*(Q)*, div(eA) € L*(Q)*},

N

1A @, = [iv(eA) ooy + A oy

Des propriétés importantes des espaces H (S, rot) et H(Q, div.) sont établies dans [10]

et [19]. Nous utilisons les résultats ci-dessous :

Théoreme 4.1.1 Soit ) un ouvert de R, n =3 ou 2, de frontiére , bornée et lipschit-

zienne. Alors :

i) Uespace D(Q)" est dense dans H(), rot);

i) Uapplication trace tangentielle : A € D(Q)" — A A v s’étend par continuité en
une application linéaire continue de H(), rot) sur H_%(, )P sin =3 et sur H_%(, )

sin =2,

Théoreme 4.1.2 Soit ) un ouvert de R, n =3 ou 2, de frontiére , bornée et lipschit-

zienne. Alors :

i) Uespace D(Q)" est dense dans H(Q), div,);

it) Uapplication trace normale : A € D(Q)" — (¢ A) - yp s’étend par continuité en
v

une application linéaire continue de H(Q, div.) sur H_%(, ).

Revenons a Q ouvert cylindrique de R?. On sait que la formule de Green peut étre étendue
a H(Q, rot) x H'Y(Q)? et & H(R, div.) x H'(Q) par
V(A, A) € H(Q, rot) x H'(Q)?,
/rotA-Ad:z; :/A-rotAd:p— (A A, A} _1
Q Q o2

V(A, A) € H(Q, div.) x H'(Q),

[ divieayads == [ (&) Tadet ((cA) v,
Q Q ’

W=

—_
—

—
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Pour I’étude du probleme dynamique, introduisons les espaces
Hr,(Q, div.0) = {A € L*(Q)°, div(cA) =0,
(A) 2, @)ty iy =0 Vo€ HEL(@)} (4.12)
Wy = H(Q, rot) N Hr, (2, div, 0),

munis respectivement des normes des espaces H(Q, div.) et H({, rot) qui en font des
espaces de Hilbert. Pour prouver que Wy,,, est un espace de Hilbert, il suffit de montrer
qu’il est un sous-ensemble fermé de 'espace de Hilbert H (€2, rot), ce que nous allons faire

dans le lemme ci-dessous.
Lemme 4.1.1 Le sous-espace W g, est fermé dans H(), rot).

Preuve. Soit A, une suite de Wy,,, qui converge dans H ({2, rot) vers A. On sait que
div(e A,) =0, or A, tend vers A dans L*(Q)°. D’out div(¢ A) = 0. On a donc la conver-
gence de A, dans H(£, div.). D’ou, par la continuité de I’application trace du théoreme
4.1.2,0on a:

Ve (@), ((cA) v q) — lim ((cA,) -7, q) — 0.

HB(0),HE()  poeo H™3(1), HE(T)
On en déduit que A € Hp, (9, div. 0). ]

Enoncons un théoreme de décomposition en somme directe de 'espace H({2, rot).

Théoréme 4.1.3 (décomposition) L’espace H(S2, rot) se décompose en la somme di-

recte
H(Q, rot) = Wy, & {Vq, q € Hlli(ﬂ)} : (4.13)
Preuve. Introduisons sur H({, rot) le produit scalaire

(A, A}E:/(GA)-Ad:I;—I—/rotA-rotAdx,
Q Q

équivalent au produit scalaire usuel de H({, rot), et notons L I'orthogonalité par rapport
a ce produit scalaire. Sachant que si X est un sous-espace de H (€2, rot), alors H(€2, rot) =

X @ X*, montrons tout d’abord que I'espace X défini par
X ={Vq, g€ Hi()} (4.14)

est un sous-espace fermé de H(Q, rot). Soit (A, ),en une suite de X convergente vers

A dans H(Q, rot). Montrons que A est dans X. Soit (g, )ner la suite de H}, () définie
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par A, = Vq,. Nous savons que HanHH(Q rot) = 1V @nllr2(q) est une norme pour g, sur
H.(Q) équivalente a la norme H'(Q). Donc, la suite (¢, ).en est bornée dans Hl, (1),
elle admet alors une sous-suite (¢,/) qui converge faiblement vers une fonction ¢ dans
H.(Q). I s’ensuit la convergence faible dans L*(Q)?

an/ — VC].
Comme Vgq,, — A dans L*(Q)?, on a donc V¢ = A. Il en résulte que A est dans X.

Montrons maintenant que Wy,,, = Xt

Soit A € W, soit A un élément quelconque de X, A = Vq avec ¢ € H!.(Q). Nous
avons

rot A -rot (Vq) dx = /(GA) -Vqdx
Q

(A, A), = /Q(GA)-quH/

Q

— —/Qdiv(eA)qd:Jc + ((eA) - v, Q>H—%(F)7H%(F) = 0.

Nous avons donc l'inclusion W, C X*. 1l reste & montrer I'inclusion inverse. Soit

A € X+, pour tout élément ¢ € Hli (),

rot A - rot (Vq) dx = /(6 A)-Vqdx.
Q

0= (A, Vg). = /Q(GA)-qu:L'—I—/

Q

Donc

Vq € D(Q), /(GA) -Vqdx =0,
Q

c’est-a-dire div (¢ A) = 0. Donc A € H(Q, div,) et

Vg e HiL(9), 0:/(6A)-qu:1;:<(6A)-l/, q)

Q H™2(T),H2(T)

D’ou A € Hr,(Q, div,). ]

Résultats d’existence.
Magnétostatique. En guise de travail préliminaire a la résolution du probleme d’élec-
tromagnétisme dynamique, étudions le probleme statique qui lui est associé.

En supposant, dans les systemes d’équations (4.2) et (4.8), que ni les inconnues, ni

les données ne dépendent du temps, on obtient d’une part le systeme de Maxwell-Gauss
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résolu dans le chapitre précédent, et d’autre part le systeme de Maxwell-Ampere statique :

rotrot A =0 dans €,
(4.15)

rot A Ay =—pugj sur,,
ou le vecteur densité de courant vérifie (4.3)-(4.4) et (4.6).
Soit I'espace Hp(f), div0) défini par
Hp (92, div0) ={A € H(Q, div), divA =0dans Q, A-v=0sur, }.
Nous allons chercher la solution variationnelle du systeme (4.15) dans ’espace
Wt = H(Q, rot) N Hp (2, div0)

muni de la norme HHH(Q rot) qui en fait un espace de Hilbert, de maniere analogue & ce
que l'on a vu pour Wy,,. D’apres [19], 'espace W g, s’injecte de fagon continue dans

H(9)?, ce qui donne un sens a la trace des éléments de W g, dans H%(, ).

Théoréme 4.1.4 Soit j € H_%(, )3, le probléme variationnel

Trouver A € W g4, VA€ W at,

1 N .
— tA -rotAde = —(3, A)__1 1 4.1
K1 Ja " " ! - >H_7(F)37H7(F)3 (4.16)

admet une solution unique A. De plus, si j € C°(, )* et vérifie (4.3)-(4.4) et (4.6), alors

A s’interpréte comme solution du systéme d’équations aux dérivées partielles (4.15).

Preuve. Soient (., .) la forme bilinéaire définie sur W g, par

b(A, A) = L/ rotA - rotA du, (4.17)
H1 Ja

et [(.) la forme linéaire définie par

D’apres [19], d¢ > 0 tel que

\V/A - Wstat7 HAHL2(Q)3 S CHI’OtAHL2(Q)3.
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On en déduit la W g,-coercivité de b(., .). La forme linéaire [(.) est W, continue
puisque

[1(A)]

< Wllmt o 1Ay

< il o Al < Wl e I8 oty
d’apres I'injection continue de Wy, dans H'(2)?.

Il en résulte que, d’apres le lemme de Lax-Milgram, le probleme (4.16) admet une

solution unique.

Passons maintenant a I'interprétation du probleme (4.16). Pour ce faire, nous allons

d’abord montrer que, si A est solution de (4.16), il est aussi solution du probleme

Trouver A € W g, Vf& e H'(Q),

1 X
— | rot A -rotAde = —(j, A) _,
H1 Ja H

D’apres [19], nous avons la décomposition

L2(Q) = Hp(Q, div0) @ {Vq, ¢ € H(Q)}.

En appliquant cette décomposition & un élément A € H'(9)?, nous obtenons d’abord

A=A+Vqg ot A€ Hp(Q, div0) et g € H'(Q).

Alors rot A = rotf& est un élément de L?(Q)° et on a la régularité supplémentaire
A € H(Q, rot) et donc A € W,,,;.. On en tire que A est en fait dans H1(9)3 et donc
que Vg € H'Y(Q)?, c’est-a~dire que ¢ € H*(Q). Calculons maintenant b(A., A), oll on a
prolongé de maniere évidente la forme bilinéaire b(., .). On obtient

% 1 X 1 N .
b(A,A):—/rotA-rotAd:p:— rotA-rot Ade =—(G, Ay 1 . 1 ...
H1 Jo H1 Jq H 2(F) 7H2(F)

Pour prouver que A est solution de (4.18), il suffit de montrer que

Vqe H*(Q), —0.

U VO -t oy b oy
En considérant que j € C°(, )? et vérifie (4.3)-(4.4) et (4.6), on a

<j7 vq>H_%(F)3,H%(F)3 = /FJ -Vqd, = /FiJ -Vqd, = /F:E Jo g d,

= - aozjozqdv +<jaVa7Q>
r+

-} o), aters) ~ O
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Il en résulte que A est solution de (4.18). On peut maintenant prendre A € D(Q)? dans
(4.18), on obtient

rotrot A = 0 dans ). (4.19)

Ensuite, on prend A dans H'(9)?; en appliquant la formule de Green a (4.18), on a

/rotrotA ‘A de + ([(rotA) A ], A}H_%(F) ahry = —/Mlj -id, :
Q ’ r

Vu l'identité (4.19), on a

Or, pour tout g € H%(, )3, il existe Ac H(Q)? tel que A|F = ¢. Il vient alors la condition
aux limites

(rotA) Av = —pqj sur , .

Electromagnétisme dynamique. Passons maintenant a la résolution des équations

dynamiques de 1’électromagnétisme.

Remarque 4.1.1 La condition “div(e A) = 07, que nous avons imposée dans la dé-
finition de Uespace W 4y, est la condition de jauge de Coulomb habiluellement écrite
“divA = 07 dans le cas d’un matériau €lectriguement isotrope. Elle permet de décou-
pler les systémes (4.2) et (4.8) : on peut résoudre le systéme (4.2) indépendamment de

Uinconnue A si celte derniere est dans Uespace W gy, .

Avant de nous attaquer a la résolution du systeme constitué par (4.2) et (4.8), résolvons

le sous-probleme analogue a (4.8)

eA” + Milrot rot A =ch dans (),
rot A Av = —p] sur X, (4.20)

A(0)=A,, A'(0)=A; dansQ,
ou

h e L*(0, T'; Hr,(Q, div.0)),
jeL*0,T; H%(, )?), et vérifie les conditions (4.3) — (4.4), (4.21)

Ao € Wdyn, A1 € HFZ(Q, diVE 0))
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Définissons le vecteur j par

J1=—J2 Je=1r, Jz=0sur, ™,

j1:j27 j2:_j17 33:08111’,_,

et, par exemple, J = 0 sur , ;. Ceci nous permet d’écrire j sur , sous la forme
J=JAv

et on peut établir que j € L*(0, T; H%(, )?). Pour obtenir la formulation faible du
systeme (4.8), définissons la forme bilinéaire b(., .) et la forme linéaire [(.) sur H (€2, rot)

par

3 1 3
b(A,A) = — [ rot A rot Adx,
H1 Ja

[(A) = /Q(éh)'x&dx‘l’ﬁvA/\V>H%(F)3,H_%(F)37

et considérons le probleme variationnel

AcC(0,T; Wy,
Trouver A tel que

A’ €C(0, T ; Hr,(9, div.0)),

) o ) ) (4.22)
VA €Wy, {GA, ALZ +b(A, A) = [(A), dans D'(]0, T]),

A(0) = Ag, A'(0)=A,.

Nous pouvons énoncer le théoreme

Théoreme 4.1.5 Sous les conditions (4.21), le probléeme (4.22) admet une solution

untque A.
De plus, si on fait les hypotheses
h e HY(0, T'; Hr,(Q, div.0)),
je HY 0, T; Hz(, *) N L*0, T; C(, ), divje HY 0, T L2(, %)), (4.23)
e Yrotrot Ag) € Hr,(Q, div.0)), A, e Wy,.

alors A s’interpréte comme solution du systéme d’équations aux dérivées partielles (].20).
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Enoncons tout d’abord un lemme utile dans la démonstration du théoreme ci-dessus.
Lemme 4.1.2 L’espace Wy, est dense dans Hr, (12, div. 0).

Preuve. Il suffit de montrer que 'orthogonal de W,,, dans Hp, (€, div. 0) est nul. Soit
A un élément de Hr, (12, div.0) orthogonal a Wy, c’est-a-dire, pour tout Ac Wayns

/Q(GA)-Ad:L‘:O.

Nous savons aussi que pour tout ¢ € Hl.(9).

/Q(GA) -Vqdr = — /Q div(eA)gdx + ((eA) - v, q>H—%(r),H%(F) =0,

puisque A € Hr,(, div.0). Or, d’apres le théoreme de décomposition, pour tout A €
H(Q, rot), il existe A € Wy, et ¢ € H(Q) tels que A = A + Vq. 1l vient alors

VA € H(Q, rot), /(eA)-Ad:L':O.
Q
Sachant que H (2, rot) est dense dans L*(2)?, on a
VA€ L}Q), /(GA) -Adr =0.
Q

d’ou A = 0. ]

Preuve du théoreme 4.1.5. Rappelons que 'espace W, est muni de la norme
H-HH(Q,rot) qui en fait un espace de Hilbert. La forme bilinéaire b(., .) est continue sur

Wy, et vérifie la propriété de coercivité élargie

(A, A) + Al = cllAllf 1oty = cllAllW,,.
La forme linéaire [ (.) est continue sur Wy, et 'espace W, est dense dans Hr, (€2, div. 0)
d’apres le lemme 4.1.2. Le probleme (4.22) admet donc une solution unique A (voir [25]).

Montrons maintenant que, sous les conditions supplémentaires (4.23), A est solution
du systeme d’équations aux dérivées partielles (4.20). Pour ce faire, on montre d’abord

que l'on peut étendre dans (4.22) 'espace des fonctions A et que A vérifie 'équation

1

VA€ H(Q, ot), [eA, K}Q L h(A, A) = [(A). (4.24)
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On sait, d’apres le théoreme 4.1.3, que pour tout A € H(Q, rot), il existe Ac Wy, et
q € HL. () tels que

A=A+Vq

Donc, pour montrer que A vérifie (4.24), il suffit de prouver que : Vq € H}, (1),

1" 1
[eA, Vg, + —/ rot A - rot(Vq) da = /(6 h)-Vqdx
H1 Jq Q

0 VAV 1t e b (4.25)

Le deuxieme terme est clairement nul. De plus, d’une part, puisque A est dans Wy,,,, on

a

1

oA il = | [divteargas] +earval
Q
et d’autre part
/Q(ch) -Vqdx = —/Qdiv (eh)gdx + ((eh) - v, q>H_%(F)7H%(F) =0,
puisque h € L?(0, T'; Hr, (1, div.0)). Enfin,
(. Va A V>H%(F)S,H—%(r)3 =0

car si ¢ € H}L (), il existe une suite (g, )nen C D(Q) qui tend vers ¢ dans H*(2). Dot
V¢, tend vers Vg dans H(€, rot) et

U VAV g o -ty = 00 VO AV s -4y

= — lim 1-Vqg,d, = lim divjg,d, ,

n—0oo r+ n—0oo r+

(4.26)

car d’apres la régularité imposée sur j et 'hypothese (4.4), on a j = 0 sur 9, £. D’olt

Gv Vg A V>H%(F)37H_%(F)3 = /Fi divjqd, =0, (4.27)

car qrx = 0. L’égalité (4.25) est donc vérifiée et, par conséquent, A satisfait I’équation

(4.24).

En prenant maintenant A € D(Q)?, dans I’équation variationnelle (4.24), on obtient

1
A" + —rotrot A = ch dans Q. (4.28)
H1
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Il reste a établir les conditions aux limites de (4.20). Notons que la formule de Green
n’est applicable dans I’équation (4.24) que si rot rotA € L*(0, T'; L*(€2)?). Pour obtenir

cette derniere condition, remarquons d’abord la régularité en temps de A”.

Puisque A € C°([0, T7; L*(2)?) et h € C°([0, T]; Hr,(Q, div.0)), on a
—i(rot rotA) +ch € C0, T'; D'(Q)°).
D’apres (4.28), A” est donc dans C°([0, T]; D'(2)°) et pour t =0
A"(0) = —ie_l(rot rot Ag) + h(0) € Hr, (1, div.0)),
grace a ’hypothese (4.23) sur Ay. Il s’ensuit donc que le probleme (4.22) dérivé

_ AECO(OvT;WdZ/n)v
Trouver A tel que

A’ eC’(0,T; Hr,/(Q, div.0))),

. o L . (4.29)
VA€W, {EA, A} 1 b(A, A) = I(A), dans D/(J0, )
Q
A(0)=A;, A'(0)=A"(0).
admet une solution unique A qui n’est autre que A = A’. Ce qui entraine que A”

est dans C° (0, T'; Hr,(Q, div.0))), d’ott rot rot A est dans C°(0, T ; L*(Q)?). Prenons
A€ H'(Q) dans (4.24), et appliquons la formule de Green (4.10). On obtient

1 N N
/ <6A"—|——rotrotA> Adr = /h-Ad:L'
Q H1 Q

+<J7 A /\ V> (F)S,H_%(F)S - Z<(rOtA) /\ V? A>H_%(F)3,H%(F)3‘

N

H

En considérant 1’égalité (4.28), on a, pour tout A € H'(Q),

. 1 .
<J7 A /\ I/>H—%(F)3,H%(F)3 = Z<(rOtA) /\ V? A>H_%(F)3,H%(F)37
c’est-a-dire
% 1 N
<J7 A>H‘%(F)3,H%(F)3 - _Z<(rOtA) Av, A>H‘%(F)3,H%(F)3'

On a donc (rot A) A v = —pqj dans H_%(, ) puisque a tout élément de H%(, ), on peut

associer un relevement dans H'((Q). n



116 Cas dynamique

Pour en déduire la solution du systeme électromagnétique (4.2), (4.8), nous établissons

d’abord un résultat de régularité par rapport au temps, de la solution du probleme

div(eVe) =0 dans Q,
©w = g sur %%, (4.30)

(eVe)-vr=0 sur .

On fait I'hypothese oo € H'(0, T'; H%(, )). Le probleme (4.30) est le systeme de Maxwell-
Gauss déja résolu dans le cas statique. Soit o € H'(0, T'; H*(R)), un relevement de q.

En posant ¢ = ¢ — g, nous savons que @ est solution de ’équation variationnelle

\V/@/J € \I}, / €5 8295 8]77/) dx = —/ €5 82»«,90 8]77/) dx. (431)
Q Q
Lemme 4.1.3 Sous [lhypothése oo € H™(0, T; H'(Q)), m € N, le probléme (4.51)
admet une solution unique @ dans H™(0, T'; HLL(1)).

Preuve. Tout d’abord, on suppose que m > 1 pour que le probleme ait un sens pour
chaque ¢ fixé. Nous avons déja vu au chapitre 3 que le probleme (4.31) admet une solution
dans ¥ pour chaque ¢ fixé puisque o € C°(0, T'; H'(Q)). En posant ¢ = ¢ dans (4.31),

et en intégrant 1’équation obtenue de 0 a 7', on démontre aisément que

IVellrzo,75w) < el Veoll Lz o, 1 m1(a) (4.32)

d’ott ¢ est dans L*(0, T'; W), puisque @ est dans L*(0, T'; H'(Q)). Puis on dérive (4.31)
par rapport au temps et on y pose 1 = @', on obtient que ¢’ est dans L*(0, T'; V) puisque
@y est dans L2(0, T'; H*(Q)). Plus généralement, en dérivant (4.31) k fois (k < m) par
rapport au temps et en posant 1 = @*) on obtient que e est dans L2(0, T'; ¥). 1l
reste a démontrer le lemme pour m = 0. On obtient le résultat pour m = 0 en utilisant
I'inégalité (4.32) et la densité de H'(0, T'; H'(Q)) dans L*(0, T'; H'(Q2)). ]

Donc si ¢o € HY0, T'; H%(, )), on peut résoudre le systeme de Maxwell-Ampere
(4.20) avec

h=-Vy' € L*0, T; Hr, (9, div.0)).

Le potentiel vecteur A ainsi trouvé étant dans C°(0, T'; W, )NC* (0, T'; Hr, (2, div.0)),
il est immédiat que si ¢ est solution (4.30), alors le couple (A, ¢) est solution du systeme
de Maxwell-Ampere (4.2). Ainsi, le systeme (4.2), (4.8) se découple en (4.30), (4.8). Et,

il vient le théoréeme
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Théoréme 4.1.6 Si o, € H*(0, T'; H%(, £Y), et si Ag, Ay et j vérifient les conditions
(4.23), le systéme (4.2), (4.8) admet une solution unique (A, @) telle que

SZBS H2(07 T; Hlli(Q))v
A cC0,T; Wy, )NCY0, T'; Hr,(Q, div.0)).

De plus, ¢ et A sont respectivement solution de (4.30) et (4.8).

4.2 Résultats d’existence en piézoélectricité dyna-

mique

Nous adjoignons maintenant au modele étudié en 4.1, les termes mécaniques afin de
pouvoir traiter la piézoélectricité. Nous utilisons les mémes notations pour ces termes

qu’au chapitre 3.

Lois de comportement et équations

Soient u = (u1, uz, us) le vecteur déplacement, ¢ le potentiel électrique, A = (Ay, Az, As)
le potentiel vecteur magnétique au sein du matériau . On note o(u, ¢, A) le tenseur

des contraintes et e(u) celui des déformations, avec
1
eij(u) = 5(8211] + 8Ju2)
Les vecteurs déplacement électrique et champ électrique sont respectivement notés D(u, ¢, A)

et E(p, A). On a, comme en 4.1,

E(p, A)=—-Vp— —.
(v, A) Y

Soient C' le tenseur des constantes d’élasticité, P le tenseur des constantes piézoélec-
triques, et ¢ celui des constantes électriques. Les lois de comportement mécanique et

électromagnétique généralisent celles du chapitre 3 et s’écrivent

o(u, ¢, A) =Ce(u) — PE(p, A) dans (,
(4.33)
D(u, ¢, A) = Pe(u) + ¢E(¢, A) dans ,

ou les tenseurs C, € et P vérifient (3.2)-(3.4).
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Equations mécaniques.

Soient p la densité massique du matériau piézoélectrique occupant le domaine €2, f
(resp. g) la densité de force volumique (resp. surfacique) qui lui est appliquée, p le

vecteur déplacement initial, et q le vecteur vitesse initiale. Le systeme mécanique est
pu” —divo(u, ¢, A) =f dans Q,
olu, p, A)v =g sur Yy,

(4.34)
u=>0 sur Xp,

u(0)=p, u'(0)=q dansQ

OflZN:,NX]O,T[etZD:,DX]O,T[,ELVGC,NC,,et,DC,l.

Equations électriques et magnétiques.

On considere le méme dispositif que celui étudié a la section 4.1. Nous faisons donc les
mémes hypotheses, (4.3)-(4.4), sur le vecteur densité de courant j. Les systemes d’équa-
tions électriques (équations de Maxwell-Gauss) et magnétiques (équations de Maxwell-

Ampere) sont donnés par
divD(u, ¢, A) =0 dans Q,
© = ©o sur BF, (4.35)

D(u, p, A)-v=0 sury,

rot rot A = py D’ dans @,
rot A Av = —p] sur X, (4.36)
A(0)=Ay, A'(0)=A; dans Q.

Remarque 4.2.1 Notons que, si le systéme d’équations aux dérivées partielles (4.34)-
(4.36) admet une solution, il en admet une infinité. En effet, si un triplet (u, ¢, A) est
solution du systéme d’équations (4.34)-(4.36), alors pour tout g € D(Qx]0, T[), (u, ¢ —
g, A+ Vg) en est aussi une solution. Les conditions de jauge permettent d’obtenir une
unicité. Il y a, par exemple, la condition de jauge de Lorentz ou l'on choisit une fonction
g vérifiant une équation des ondes pour que divA soit proportionnelle a ©". Ici, nous

utilisons les conditions de jauge div(e A) =0 sur €.



4.2 Résultats d’existence en piézoélectricité dynamique 119

Une écriture plus explicite de (4.35)-(4.36) est

—div(eVy) = —div(Pe(u)) — €A’) dans Q,
© = ©o sur $F, (4.37)

(eVp)-v=(Pe(u)—€eA’) v sur Y,

eA” + Milrot rot A = Pe(u’) — eVy' dans @,

rot A Av = —p] sur X, (4.38)

A(0)=Ay, A'(0)=A, dans €.

Formulation variationnelle.

Pour la commodité de la lecture, rappelons la définition des espaces associés au dé-

placement et au potentiel scalaire :
Vo= {ve Q) vir, =00,
U = {¢eH(Q), r+ =0}

On fait les hypotheses suivantes sur les données du probleme :

fe L2(07 T; LQ(Q)S)v g€ Hl(ov T; L2(7 N)S)v
pevV, q e L*(Q)°,
%0 € Hl(ov T; H%(v ))7 (439)

je HY0,T; H%(, )), et vérifie les conditions (4.3) — (4.4)
Ao € Wdyn, A1 € HFZ(Q, diVE 0)

Etablissons la formulation faible des systemes (4.34), (4.37)-(4.38). Pour ce faire, de facon
formelle, on multiplie les équations aux dérivées partielles de (4.34), (4.37) et (4.38)
respectivement par v € V. ¢ € U et A € H(Q, rot), puis on integre par parties.

Soit g une fonction de H'(0, T'; H'(Q)) telle que @o;r+ = @o. Posons ¢ = ¢ —¢g. On
définit les formes bilinéaires ¢o(., .) et ¢1(., .) et la forme linéaire [(.) sur V x H(, rot) x ¥

par :

o ((u, A, @), (vi A, ) = al(u, @), (v, 1) +b(A, A). (4.40)



120 Cas dynamique

ou la forme bilinéaire af., .) correspond a la forme (3.45) écrite au chapitre 3, c’est-a-dire

a((u, @), (v, ) = /QCe(u) ce(v)de + /(ch,o) -V da

Q

-|-/QP(V<,9 e(v) — Vie(u))dz,

et la forme bilinéaire b(., .) est donnée par (4.17) ;

e <(u, A, @), (v, A, ¢)> - /QP{Ae(V)—e(u)A} dz

—|—/6<V99A—|—AV77/) dz ; (4.41)
Q

[(v, A, ) = /Qf-vd:z;—l—/FNg-vd,
—/Q(ewo)-wdx_/(zawo) . e(v)dz

Q

1 A T A
_ /Q(ewo Vo A+ G ANy 42)

Remarque 4.2.2 Lorsque A et A sont dans Wy, alors le dernier terme de la forme

bilinéaire c1(., .) est nul, et ¢1(., .) se réduit a

al(u, A, @), (v, A, ¥)) = /QP <Ae(v)—e(u) A) dz.

La forme ¢1(., .) est donc indépendante de (@, ). Et dans la suite, si on est dans cette
hypothése, on note ¢1((u, A), (v, A)) au liew de ¢1((u, A, @), (v, A, Y)).

Aux équations (4.34), (4.37) et (4.38), on associe ainsi le probleme variationnel par des

calculs élémentaires que ’on ne détaille pas ici
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Trouver (u, A, @) tel que
(u, A, @) € L7(0,T; VX Wy, x U),
(u', A') € L= (0, T ; L*(Q) x Hr,(Q, div.0)),

Vv, A ) eV x Wy, x U,

N (4.43)
10<u”7 V>V’,V + <6A”7 A‘>(Wdyn)lvwdyn

d . ) R
e (0 A), (v A)) 4o (0, AL 9). (v, A, )

= (v, A, ), dans D’(]0,T])

u(0) = p, W(0) = q, A(0) = Ao, A(0) = A,.

Avant d’étudier le probleme (4.43), examinons en quoi il differe des problemes usuels.

Pour cela, regroupons les inconnues u et A en U = (u, A), et posons
YV=Vx Wdyn et H= LQ(Q)S X le(ﬂ, diVE 0)

On a donc un probleme équivalent a (4.43)

Trouver (U, ¢) tel que (U, ) € L= (0, T; V x V), U € L*(0,T; H),
& d , 4.44
v (Vv ¢) €V xv, E(Uv V)H + Ecl(Uv V) + CO((Uv 99)7 (Vv ¢)) = l(vv ¢)7 ( ) )

U0) =,  U0) =10

Ce probleme présente les particularités ci-dessous :

2

— L’opérateur de dérivation temporelle “d—” n’agit que sur U et non sur le couple

12
(U, @).
— La forme bilinéaire ¢;(., .) n’est pas coercive. Cependant, elle vérifie la propriété
Cl(U, U) = 0.

— La forme bilinéaire co(., .) n’est pas symétrique.



122 Cas dynamique

A cause de 'absence de symétrie de la forme bilinéaire ¢o(., .), on n’obtient pas la ma-
joration d’énergie a priori de facon usuelle, c’est-a-dire en posant (V, ¢) = (U’, ¢') dans
(4.44). Cependant, en utilisant I’équation de Maxwell-Gauss variationnelle dérivée par
rapport au temps, on obtient une estimation de I’énergie. On pose V = 0 dans (4.44),

puis on dérive I’équation obtenue par rapport au temps, puis on pose ¥ = @, il vient :

CO((Ulv 95/)7 (07 95)) = l/(ov 95)
On annule maintenant ¢ dans (4.44) et on y pose V = U’, on obtient

%%@ﬁLWH+Q@KUS+%«M¢%@MOD=NU5®

En sommant ces deux dernieres équations, on obtient
1d
5 U U+ col(Us 9), (U7, 0) +eo((U7, ), (0, ) = LY, 0) +1°(0, ). (4:45)

Il est facile de constater 1’égalité

co((U, ¢), (U7, 0)) + co((U', ), (0, ¢)) =

4 | (4.46)
—— [/ Ce(u):e(u)dr + — [ rot A-rot Adx + /(ch,o) : Vc,od:z;] ,
2dt | Jq H1Ja Q
et, pour tout m > 0, I'inégalité
t
/ (U7, 0) + 170, @)l ds| < = ([I(w's AN+ lI(w, A)S + [[2]5)
’ (4.47)

t
+C/ (I(a’s A + 11w, A+ [[2lle) ds + c(m).
0
En combinant (4.45)-(4.47), et en appliquant le lemme de Gronwall, on obtient
(l(w's A+ 1w, A+ lellg) < e
ou ¢ dépend uniquement des données du probleme. Des calculs plus détaillés permettant
d’obtenir cette derniere estimation sont effectués dans la démonstration du théoreme

Théoréeme 4.2.1 Le probleme (4.43) admet une solution unique.
Preuve. Nous allons utiliser la méthode de Galerkin qui consiste a résoudre le probleme
dans une suite d’espaces vectoriels de dimension finie convergeant vers V.x Wy, x .
Soient {v™, n € N*}, {w", n € N*} et {¢p", n € N*} des bases hilbertiennes respective-
ment de HllD (Q), Wy, et W. Posons

Vy = (vect{v", 1 <n < N})S,

Wy = veet{w", 1 <n < N},

Uy = vect{y)", 1 <n < N}
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Soient (p™)nen+ et (@) vens des suites de V convergeant fortement respectivement vers
p dans V, q dans L?(Q)?, et telles que p", g%V € V. Soit (AéV)NeN* et (AJIV)NGN* des
suites de Wy, convergeant fortement vers Ay dans Wy,,,, Ay dans Hp, (9, div.0) et

telles que AY, AN € Wy. Posons

pV(x) = Y div(x),  q¥(x) = D divt(x).

1<n<N 1<n<N
AV = ) Bwix), AT = ) wi(x),
1<n<N 1<n<N

et on cherche les inconnues (u”, AN, ™) sous la forme

W) = Y A (),

1<n<N

AV = Y )W),

1<n<N

) = Y () en(x)

1<n<N

Nous allons poser le systeme d’équations différentielles ordinaires dont les inconnues sont
le vecteur d” = (d7, dy, df), et les scalaires b™ et ¢" pour 1 < n < N. Soit (e, ez, e3) la

base canonique de R?,

Trouver (d%, b", ¢") € C1(0, T)*, 1 < n < N tels que

Vk,i, I<k<N, 1<i<3,

d
lo(uf\f”v Uk)ﬂ + Ecl <(uN7 AN)? (eivkv 0))

+co ((uN, AN M), (e, 0, 0)) = l(eq", 0, 0),
(4.48)
d
(cAN”, Wk)Q + Ecl ((uN, AN), (0, Wk)>
+co ((uN, AN, c,oN), (0, wh, 0)) = (0, wh, 0),

co ((u™, AN, ™), (0, 0, %)) = 1(0, 0, %),

(d"(0), 67(0)) = (dg, b5),  (d"(0), b™(0)) = (df, b).
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En introduisant les coordonnées des inconnues u®, AY et v (d", " et ¢*), nous obte-
nons un probleme équivalent a (4.48) :
Trouver (d%, b", ¢") € C*(0, T')? tel que, Vk,i, 1 <k <N, 1<i<3,
pdM () (v, vF)q + ¢ ((d”'(t) o™, bV () w™), (e; v, 0))
+co ((d”(t) o™, b (L)W, () ™), (e vF, 0, 0)) = [(e;v", 0, 0),
bn”(t)(éwn, Wk)Q + ¢ <(dn/(t) Un, bn/(t) Wn), (07 Wk)) (4‘49)

oo ((d7(2) 0, BH(E) W™, (1) ¢7), (0, wE, 0)) = 1(0, w, 0),

co ((d™(t)v™, b"(t)w", "(t)¥"), (0, 0, ;/)k)) = 1(0, 0, ™),

(d"(0), 6"(0)) = (dg, b5),  (d™(0), b™(0)) = (dy, b).

Tout d’abord, nous pouvons remarquer que dans le systéme ci-dessus, les équations de
2 2

Maxwell-Gauss variationnelles

co ((d"(t)v", b (t)w", ¢"(t) "), (0, 0, &%) = 1(0, 0, &),

peuvent se simplifier comme suit : V&, 1 < k < N,
(v, VipF), — (P VY, e(u™)), = — (¢Veo, V'), .

La matrice ((¢Ve", Vef)a), oy

linéairement indépendants. D’ou les ¢, peuvent s’exprimer en fonction des d”, c’est-a-dire
2

©™ en fonction de u™. Ainsi, on peut résoudre les équations variationnelles mécanique et

est inversible parce que les vecteurs (;/)k)1<k<N sont

magnétique (Maxwell-Ampere) indépendamment de V. En écrivant les ¢, en fonction
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des d”, nous obtenons : Vk, 1 <k < N,
,Odn”(t) <Un, Uk)Q 4 F]f <d%/, d%/, d:l))/a ... djl\fl7 d]2\7/7 dé\ﬂ, b1/7 ... bN’>
+ Fg <d%7 d%v dil)n T djlvv d]2V7 dévv blv o bN) = fk(t)v

bn”(t) <6Wn7 Wk>Q + G]f <d%/7 délv dilalv e djlwv d]2w7 dé\ﬂv bl/v e bN/) (450)

+ Glg <d%7 d%7 dilﬂ e d]1V7 d]2V7 dévv blv e bN) — gk(t)7

(d"(0), 6™(0)) = (dg, b5), (d™(0), 0(0)) = (df, b7),

ou Fi F¥ GE et G¥ sont des fonctions linéaires définies sur L2(0, T)*N, et F* et G* sont
respectivement dans L*(0, T')* et L?(0, T).

Les matrices
<(Unv Uk)9>1gn,k§N et <(6an Wk)9>1gn,ng

étant inversibles, le probleme (4.50) admet une solution unique (voir [31]).

Montrons maintenant que la suite (u”, AN, »") converge faiblement étoile dans
L0, T;V x Wy, x ). Pour ce faire, il suffit de majorer les normes de la suite.

On multiplie les deux premieres équations de (4.49) respectivement par d’ et b*, puis

k

on dérive la derniere par rapport au temps et on la multiplie par ¢*, nous obtenons

,O(UN”, uN/)Q + cl((uN’, AN/), (uN/7 0))
—I'CO((qu AN7 @N)v (uva 0, 0)) = l(uva 0, 0)7

(GAN”, AN’)Q—I—cl((uN’, AN/), (07 AN/))

+eo((u, AN M), (0, AN 0)) =1(0, AN, 0),

CO((uN/7 AN/, SON/)7 (07 07 SON)) — l/(o7 07 SON)
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En sommant ces trois équations, on obtient, dans L?(0, T'), égalité

p(uN", uN/)Q + (GAN”, AN’)Q + / Ce(uN) : e(uN/)
Q

1
+— [ rot AV - rot AN+ /(6V¢N’) . Vc,oN dr =
H1 Jao Q

(4.51)
/f-uN’d:Jc—l—/ g-u™'d, —/(ch,og)-Vc,oNdx
Q Ty Q
- /
— /Q(P Vo) : e(uN')de — /Q(GVQOO/) AN dr + (G, ANTA V>H%(F),H—%(F)'
et une intégration de 0 a ¢ nous donne
1 1 ! ! '
—XN(t):—XN(O)—I—/ /f-uN'd:Jc—/ / g -uld, —I—/ g-u'd,
2 2 0 JQ 0 JIy I 0
¢ ¢
—/ /(6V<,ool) AN de dt —/ /(6V<,96)-V<,9Nd:1; dt
o o (4.52)

t

0

+/Ot/Q(P Vy) : e(u™)drdt — /Q(PVL,QO) :e(u’)de

t

K N
w5 A" ),

ol

— H N 1 1
(), H=3(I) dt — (j, A" A V>H5(F),H_5(F) 0o’

M=

XN(t) = pla™G 4 (AN AN+ (VT Vc,oN>Q—|—/QCe(uN):e(uN)d:1;

1
+— | rot AN .rot AV dz.
H1 Jo

On utilise les propriétés de coercivité (3.2)-(3.3) et I'inégalité de Korn pour minorer

le premier membre M; de 1’équation (4.52) :
NG 4 a3+ VeV (AN 4 ot AN A+ < e M. (4.53)

Par ailleurs, sachant que les suites de conditions initiales (p”), (q”), (Aév) et (A]lv) sont
respectivement bornées dans V, L?(Q)*, Wy,, et L?(Q)?, et en utilisant la continuité de
I’application trace du théoreme 4.1.1, nous majorons le second membre M, de I’équation

(4.52) : Vm € R

t t
My < et / (2 + |g'R Y di + / (VR + a3} di
0 0
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plglt, + i e [ Ve [ 1AV

+c /t |Veob|d dt + c/t (V|2 di (4.54)
0 0

ve [ 1 fhdt o [ I+ om{ ool + Sl

pem [ 15134 S [ 1AV o

emlilly o+ A1 g rot:

Prenons m assez grand dans cette derniere inégalité. D’apres (4.52)-(4.54) et 'inégalité

T
AV <21 [ AV 2A)

0

il vient

2
0V [AY 4 a1+ AN g oty + V™2

T (4.55)
e [ {0 AV IR AN g oy + IV
0
Nous pouvons donc appliquer le lemme de Gronwall et obtenir la majoration
2
W+ VI + (AN AN o o, + V6V < e (4.56)

Les espaces L> (0, T'; L*(Q)), L= (0, T ; V), L= (0, T ; Wy,,) et L= (0, T ; ¥) étant
de Banach, il existe une sous-suite encore notée (u’V, AV, ) et des fonctions u, A,

telles qu’on a les convergences faibles étoile
u¥ Su dans L<(0,T; V),

uV’' Su’ dans L (0, T L2(0)?),

(0,
(
AN S A dans L0, T'; W), (4.57)
AN A’ dans L (0, T ; Hr,(Qdiv. 0)),

(0,

oV 5o dans L0, T ; 0),

Pour montrer que la limite faible ci-dessus est solution de (4.43), on introduit (comme
dans [25], vol. 1, p. 289) I'espace

Crl0, T) = {6 €C([0, 1)), &(T)=¢(T)=0} (4.58)
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et, pour Ny fixé dans N, on considere les fonctions v = (vy, vy, v3), A et ¢ définies par

No
7=1

A= qu] ® WJ? qu S Cll“[ov T]v (460)
=1

p=3 g 0w, & ec(o 1)) (1.61)

i=1

Pour obtenir le systeme (4.43), pour N > Ny, on se sert des égalités

g N N g NI AN A
_'0/0 (uZ ' Ui/>Q dt —p(qi , vi(()))Q —/0 <6A ' A/)Q dt — <6A1 , A(O)>Q

— /OT ¢ <(uN, AN, (v, A')) dt — ¢ <(UN7 AY), (v, A))

t=0

‘|‘/T Co <(11N, ANa ‘PN)v (Vv A, ¢)> dt = /T l(V, A, ¢) dt

obtenues & partir de (4.48), en intégrant par parties par rapport au temps. En faisant

tendre N vers I'infini dans ces dernieres équations, on a

—p /OT (wi', vi')g dt — p(qi, vi(0))g — /OT <6A/’ A/>Q dt = <6A1’ A(O)>Q

(4.62)

— /OT cl <(u, A), (V/, A/)> dt — ¢ <(u7 A), (Vv A))

t=0

v Ceo (0 AL ) (v A, ) di = / v, A, )t

Or, les v/, les w’ et les 1/ forment respectivement des bases de V, Wy,,, et ¥, donc

I’ensemble des fonctions de la forme (4.59) est dense dans 1’espace de fonctions
FE, = {V € L*0,T;V), v e L}*0,T; L*(Q)), v(T)= 0},

I’ensemble des fonctions de la forme (4.60) est dense dans I'espace des fonctions A e

L*(0, T'; Wy,,) telles que

By = {A € L0, T; Wyy), A€ L0, T L*(Q)%), A(T) = 0} :
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et ’ensemble des fonctions de la forme (4.61) est dense dans 1’espace H*(0, T'; ¥). Donc

I’équation (4.62) est vérifiée pour
v e L0, T;V)nCH0, T; L*(N2)?), avec v(T) =0,
A€ L*0, T; Wy, )NCHO, T'; L*(Q)?), avec A(T) =0,
e HY0, T; w).
On en déduit que (u, A, ¢) est solution de (4.43)
Unicité de la solution du probléeme (4.43)
L’unicité de la solution (u, A, ¢) est obtenue si I'on montre que pour des données

nulles, (u, A, ) est nécessairement nulle. Supposons que les données du probleme (4.43)

sont toutes nulles. Soit s €]0, T'[, définissons (v, A, @) par :

—/ u(r)dr sit<s,
¢

v(t) = (4.63)
0 sit> s,

N —/ A(r)dr sit<s,

At) = ¢ (4.64)
0 sit > s,

— "5 rydr sit<s,
p(t) = /f A (4.65)
0 sit> s.

Rappelons que
D(u, A, ) = Pe(u) —eVp —cA'.

L’équation de Maxwell-Gauss,

Vip € U, /D(u, A, 3)-Vide =0
Q

implique que (v, ¢) défini ci-dessus vérifie I’équation variationnelle : Vi € W,

/Q (Pe(v)—eVih)-Vibde =0, (4.66)
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Définissons (v,,) une suite de H*(0, T'; W) qui tend vers ¢» = ¢ dans L*(0, T'; ¥). Cette

suite vérifie
/Q(Pe(v) V) Vi de = 0,

ot
/Q (Pe(v)— Vi) Vpda = 0 (4.67)

Considérons les fonctions test (4.63)-(4.64) dans I’ équation (4.62), on obtient
—,0/ (wi', u)g dt —/ (eA', A)g dt
0 0
s 1 R R
-I-/ (/Ce( ) :e(v )—I——/rotA'-rotAd:z;) dt (4.68)
H1 Ja
/ / PV@):e(v)dedt =0.

En faisant la somme des équations (4.67) et (4.68), on obtient

_p/ (ui'y i) df — /(GA', A), di
0

/ /Ce d:z;dt—l——/ /rotA’ rot A dz dt (4.69)
//PW v)dz dt — /0 (/Q(Pe( ) — eV) - de> dt =0,

c’est-a-dire

*d
- _ —(eA. A eVih - Vipdx
/0 dt { p(u7 u)Q ( ) )Q —I_/Q ¢ ¢

1 N N
—I—/Ce(v):e(v)dx—l—— rotA-rotAd:z;} dt =0,
Q H1 Jq

ou €encore,

{p(u, u)g + (€A, Ao} (s)

—I—{/ cV;/)-V;/)d:Jc—I—/Ce(v):e(v)al:z;—l—i rotA-rotAd:p}
Q Q H1 Ja

=0.

t=0

S

On en déduit u(s) = 0, A(s) = 0 et (0) = / @(r)dr = 0, pour tout s €]0, T, d’ou

0
¢ = 0. Ceci acheve la démonstration de 'unicité de la solution. |
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Rappelons que la forme bilinéaire ¢;(., .) est définie sur V. x H(, rot) x U comme

suit
e <(u, A, %), (v, A, ¢)> - /QP{Ae(V)—e(u)A} dz
+Ae{v¢A+Av¢} dz, (4.70)

On peut, dans le probleme (4.43), étendre I’espace des fonctions test A, d’aprés le théo-

reme de décomposition 4.1.3, comme le montre le lemme ci-dessous

Lemme 4.2.1 Le probéme (4.43) est équivalent au probléeme

Trouver (u, A, @) tel que
(u, A, @) € LT (0, T; VX Wy, xU),
(u', A"y € L* (0, T'; L*(Q)* x Hr,(Q, div. 0)) ,

v (v, A, ) €V x H(Q, rot) x W,
. (4.71)
p{u”, vivi v + (¢ A", A>H(Q, roty, H(Q, rol)

e (0 A ) (v A ) o (0, A9, (v A )

= (v, A, Y), dans D'(]0, TT)

u(0) =p, u'(0) =q, A(0) = Ay, A'(0) = A;.

Preuve. Tout élément A de H(Q, rot) se décompose en la somme A = w + Vp avec
w € Wy, et p € U. Posons tout d’abord v = 0, A =0, et ¢ € U dans (4.43), on a le

systeme variationnel de Maxwell-Gauss :
Vip € U, / D(u, A, ¢)- Vo da = 0. (4.72)
Q

Posons maintenant v .= 0, ¢ = 0 et A= Vp avec p € ¥ dans (4.43), et montrons que

I’équation est encore vérifiée : il s’agit de montrer que

d d
E(eAlv VP)Q + Ecl ((uv Av 99)7 (07 V}?, 0)) + ¢co ((u, A, 99)7 (07 V}?, 0))

=0 VPAY) vy -ty
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ou encore
—_ D u A 2 C d = j C
dt Jq (u, A, ) Virde = (3, Vp A V>H%(F)37H‘%(F)3'

Or, d’apres (4.72) le premier membre de cette égalité est nul, et nous avons déja montré
que le second membre est nul (voir (4.27)). On en déduit que toute solution de (4.43) est
aussi solution de (4.71). La réciproque est évidente. Ce lemme sera utile dans la preuve

du lemme 4.3.3 dans lequel on établit le probleme limite. [ ]

4.3 Analyse asymptotique en piézoélectricité dyna-

mique

Comme au chapitre précédent, nous faisons des changements de variables et d’incon-
nues pour faire porter le petit parametre i sur les opérateurs. Ceci permet de se ramener
dans le cadre des équations paramétrées dont une théorie générale a été développée dans

[24]. Pour les équations de 'élasticité pure, 'analyse asymptotique est faite dans [32] et
[3].

Conservons les mémes notations (sauf mention contraire) et les mémes hypotheses
(3.47) sur les ordres de grandeur des données du probleme et effectuons les mémes chan-
gements d’inconnues (3.48) que dans le chapitre précédent. De plus nous supposons que
la masse volumique est d’ordre 2 par rapport a h, p* = h?p, et le potentiel vecteur A(h)

et le vecteur densité de courant surfacique j sont mis a I’échelle comme suit

Alx) = hA(h)(x),
i"x) = B(h)(x).

Nous obtenons ainsi un probleme variationnel posé sur le domaine fixe €).
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4.3.1 Formulation variationnelle

Pour alléger les écritures, donnons d’abord quelques notations :

Kap(V) = €ap(V),  Kas(V) = %eaB(V)a Ka3(V) = %GBB(V%

k(h)(u(h)) = k(h),

(vot(h) A)l = 0y A5 — L0, A,,

(m(h) A>2 = —(hAs — L0, Ay), (4.73)
(m(h) A) — Ay — DAL

hal%ahaz@oa a3990) = (0?(h), Gg(h), ‘93)-

Nous définissons aussi les formes bilinéaires mises a 1’échelle :

o) (k). A, 600, (v, A, 1)) = [ Cuthy sl do
—I_/,LL rot(h) A(h) - rot(h) A dx

+/ ¢33 05(h) 63¢dx+/ca3{93(h) (hOat) + 0a(h) st} da
n / s 0 (1) (hOt) d + / Pyis {05(h) iy () (v) — B iy ()}
¥ / Poii {0 (1) s (W)(v) — (ho &) s (h)} de

(4.74)
I(h)(v, A, ¥) = /f-vd:z;—l—/ g-vd,
Q I'y
—/ €33 Gg 8377ZJ dl’ - / €a3 <0g (h@a;/)) —|— Gg(h) 8377ZJ> dl’
Q Q
—/ ap 0°(h) (hdsyp) dx — / PO°(h) k(h)(v)dr — /(6 0°(h)) - A du
/a Q Q
+<J7 AN V>H%(F)3,H_%(F)3' (475)
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Des calculs élémentaires montrent que le probleme (4.43) est équivalent a

Trouver (u(h), A(h), ¢(h)) € V. x Wy, x U tel que
Vv, A ) eV x HQ, rot) x U,
p{(h*ua(h), us(h))", vivi v + (cA(h)", A>H(Q,rot)/,H(Q,rot)

Fea(h) (k). AR, (v. A) (4.76)

4.3.2 Majoration de normes et convergences

On suppose que les données du probleme mises a ’échelle vérifient

fo € HY0, T'; L*(Q)), fs € L2(0, T ; LA(Q)),
ge HY0, T; L*(, n)*), peV, qe L*Q)?,
; (4.77)
¥o € Hl(()? T7 HE(? )3)7
je HY0,T; Hz(,)), Ao e Wy, A€ L0

On suppose aussi que les conditions initiales sont telles que la suite (No(h))nso définie

par
No(h) = [|hua(h)’|é + [ua(h)'[& + ARG + [0(h)[& + /Q Cr(h) : £(h) dx
+ / rot(h) A(h) - rot(h) A(h) d:z;}

est bornée. Nous avons le lemme ci-dessous.
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Lemme 4.3.1 [l existe ¢ > 0 tel que nous avons la majoration

[(heas (b Bas(Bs ws(h)) o s oy + 900 oo, 7512000

HIAGY leeor: 2@ + 170H0) ARz~ 0.7: 2200 (1.79)

+|[(hdrp(h), hdsp(h), Osp(h))|| Lo, 712 (0)2) < ¢

De plus, il existe u = (uy, ug, us), £ = (Kij)i<ij<s, A= (A1, Ay, A3) et ¢ tels que

A/

(rotA)s

0, T; H'(Q)?),

et des sous suites (u(h))nso0, (K(R))ns0, (A(h))rso €t (@(h))nso telles que nous avons les

convergences faibles étoiles

c

(7)
r(h)

(hdip(h), hdap(h), sp(h))
((rot A(h))a, (rot A(h))s)

R A A S

I/ae

u dans L>(0, T'; V),

w dans L=(0, T ; L*(Q)?),
A’ dans L(0, T ; L*()%),
o dans L=(0, T'; (L*(Q))°),

(0, 0, 6399) dans LOO(O7 T : <LZ(Q)3>3)7
(0, (rot A)s) dans L>=(0, T ; L*(2)?).

4.79
4.80
4.81
4.82
4.83
4.84

P
e e e’ e e e

Preuve. Pour majorer la norme de la solution (u(h), A(h), ¢(h)), nous utilisons la suite

(U™ (h), AN(h), o (h))nen+ construite dans la démonstration du théoreme d’existence

4.2.1. Donnons d’abord quelques notations permettant d’alléger les écritures :

(ho1@" (h), hoag™ (h), 0sp™ (h)) = (07 (h), 057 (), 05 (h)),

(hdvpo(h), hdxpo(h), Dago(h)) = (05(h), O5(h), O5(h)).
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Ecrivons 1’égalité (4.52) mise a ’échelle

V() = XV ()(0) - / t / 7l () da + / Fuu (k) da

—I—/Ot/gfguév(h)’dx

_/Ot/F g uV(h)d, +/F g-u"(h)d,
. N 0 (4.85)

—/Ot/gceo(h)’AN(h)’dx dt—/ot/gceo(h)’V@N(h) dx dt

t
0

t

t

Q 0

+ /0 /Q P O°(h) k(h)(u™ (k) de dt — / P O°(h) k(h)(u™ (k) da

t

0

K N g N
_/ <J 9 A (h) /\ V>H%(F),H_%(F) dt —I_ <J7 A (h) /\ V>H%(F),H_%(F)

0

ol

XN = [pfﬂ S+ ol )+ [ Cnta ) m(uN<h>>dx]

% {(EAN(h)’, AN (k) o + i/grot(h) AN (h) - rot(h) AN (h) d:z;]

H1

+%(69N(h), 0™ (h))q.

Pour tout m > 0, le second membre M; de (4.85) peut étre majoré comme suit
t
My < SXN(R)(H) + ¢ / XN(R)(s)ds + ¢(m).
m 0
On prend m assez grand et on obtient
t
XV < ¢ [ XN ds +m),
0

on applique le lemme de Gronwall, ce qui fournit la majoration de X" (h)(¢) indépen-
damment de h, de N et de t :
plIChuy’ (h)', hug' (h)', ug' (h))pe 0,722 (2 + 16 () (0N (A))l[ (0,75 12(2p2)
HIAN(B) |22 (0,7 L2(@)) + Ilrot(h) AN (h)l| o, L2(2ye)

‘I‘HGN(/’L)HLOO(O7T;L2(Q)3) < c.
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D’autre part, on utilise les convergences faibles (4.57) lorsque N tend vers 'infini, on a

la majoration (4.78) :
p I us(h)'s hua(h)' us(h))[ Lo, 75 12@p2) + [[E(R) Lo 0,75 L2(092)
HIACR) 0,75 22 (%) + [[rot(h) A(h)|| Lo 0,7 22 (%)

HINOR) L 0,71 12(2)) < €
Par ailleurs, nous savons que toute suite bornée d’un espace de Banach admet une sous-
suite convergente pour la topologie faible étoile ; de (4.78), et par application de I'inégalité
de Korn, on déduit donc (4.79)-(4.82) et I'existence de (¢1, ¢2, ¢3) € L=(0, T ; L*(2)?)

tels que
((rot(h) A(h))a, (rot A(h))s) A (¢, d3) dans L(0, T ; L*(0)%).  (4.86)

Pour obtenir (4.84), posons v =0, ¢» = 0 et A= (wy(x)m(t), 0, 0) avec w; € D(Q) et
m € D(]0, T[) dans (4.76), on obtient

615/0 m" () (Ag(h), wy)q dt + 613/0 m" (t)(As(h), wy)q dt

—I-/OTm’(t)/Qmel /iij(h)dwdt_/OTm/(t)/QGilei(h)wl(x)dxdt

1 1 /7
—I_h—/,cl ) m(t)/ﬁ(rot(h) A(h))z Oswn d:z;dt—a i m(t) /Q(rot A(h))s Oywy

T T
= —/ m(t)/61383¢6w1 d:z;dt—h/ m(t)/eal Outppwy dx dt
0 Q 0 Q

T
0 r+

En multipliant I’équation précédente par h et en passant a la limite, il vient

/OT m(t)/gqbz Dswy da dl = /Q (/OT m(t) b dt) Dywr de = 0.

Il en résulte que ¢5 = 0 (cf. [8]). De fagon analogue, on démontre que ¢; = 0.

Nous allons maintenant démontrer que les A; sont indépendants de x5. Nous avons
déja obtenu, les convergences faibles étoile des A;(h) et (%&,Aa(h) — 0aAs(h)), dans
L>=(0, T ; L*()) donc dans D'(2x]0, T[). Il en résulte que d3A,(h) tend vers 0 dans
D'(Qx]0, T]), d’ott d3A, = 0. Pour As, nous utilisons la condition “div" (eA") = 07 qui,
mise a 'echelle, devient he,;0, Aj(h)+ €3;05 Aj(h) = 0. Le passage a la limite dans cette
derniere égalité donne e3;05 A; = 0, d’ou €3; A;(h) est indépendant de x3. Or, les A, sont
indépendants de w3, et le tenseur ¢ est symétrique défini positif donc €33 est différent de

0, d’ou Az ne dépend pas de x3. [ ]
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4.3.3 Identification du probleme limite

Ici, on considere les espaces fonctionnels déja définis au paragraphe 3.3.4.

Lemme 4.3.2 Les limites u, k et (A1, Az, As) trouvées au lemme 4.3.1 sont respecti-
vement dans L*(0, T ; Vi), L*(0, T ; L*(Q)?) et L*(0, T ; L*(w)?) et vérifient les

cquations suivantes :

Cispitipl + Paiz O3p + Priz AL = 0 dans LQ(O, T: LQ(Q)), (4.87)
Kap = cap(u) dans L*(0, T'; L*(Q)). (4.88)

On se place désormais dans le cas d’un matériau mécaniquement isotrope, comme dans

(5.1). Alors on a

1
K3z = — (P33383g0 —|— PZ'33A;» —|— )\liﬁﬁ) dans LQ(O, T 3 LQ(Q))
A+ 2pu
1 (4.89)
Koy = —2—(P3a383<p + Pi.3Al) dans L*(0, T ; L*()).
M

Preuve. La démonstration de la premiere partie de ce lemme est analogue a celle du

lemme 3.3.1.
Si on remplace Cj;5 par sa valeur (3.1), on trouve (4.89). Le vecteur déplacement

limite u étant dans Vg, il s’écrit

uo(2) = Culzr, 22) — 230,(s(xy, x2)

Us = Cg, (490)
ou (, € Vg(w) et (5 € V3(w), les espaces Viy(w) et V3(w) étant définis en (3.74)-(3.75). m

De méme qu’au chapitre 3, (voir 3.83), nous définissons les constantes p;;, piag €t Coap

1 1
Pij = ;PiozSPjozS + mpi:a:apj:a:a + €5,
: = A Piasd P
Piap = \ + 2,& 133Vas [reen)
20
Coap = mégLéaﬁ + 2/150[@5&5.

Soit WY, le sous-espace de L?(w)® défini par

W, ={A = (A, A, Ay) € L*(w)’, (01A; — 9,4)) € L*(w)}.
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Lemme 4.3.3 La limite (u, A, @) est l'unique solution de l’équation

Pour tout (v, A, V) € Vi x W 5 Wy,

dyn

< d
,0<U3", U3>V3',V3 +(p A", A>(Wl ), W, + pr Piap {eag(u) A — Aiess(v)| da
yn Q

dyn

1 .
+ / Corap €q(U) €0p(V) dx + M_ (rot A)s (rotA)sdx + / pasz 05 031 da
Q 1 Ja Q

T / P [eap(0)500 — O e0p(v)] da
Q

:/f.vdx—l—/ g.vd,
Q Ty

» +r =
- [ i Aedo - [ P R,

(4.91)

us(0) = ps, us'(0)=¢s, A(0)=Aq A'(0)=A;.

Preuve. Rappelons que le lemme 4.2.1 nous permet de prendre A dans H* (w)?. Prenons
tout d’abord v dans Vi, (1211, 1212, 1213) dans H'(w)? et ¢ dans ¥ dans I"équation (4.76)

et faisons tendre h vers 0. Grace aux résultats de convergence faible du lemme 4.3.1, il

l

vient 1’équation (4.91), sachant que H'(w)® et W sont respectivement denses dans W},

et Wy (voir proposition 3.2.2 et théoreme 4.1.1).

Pour prouver 'unicité de la solution, il suffit de montrer que pour des données nulles, la
solution est nécessairement nulle. Nous pouvons procéder comme dans la démonstration
de l'unicité de la solution du probleme (4.43). On suppose que le second membre de
I’équation (4.91) est nul, on démontre, comme dans la preuve de 'unicité de la solution
du probleme (4.43), que u =0, A =0et ¢ =0. ]

Nous allons maintenant établir les équations aux dérivées partielles correspondant a

I’équation variationnelle limite (4.91).

Théoreme 4.3.1 Le potentiel électrique ¢ est un polynome du second degré en x3 :

2

p(w1, w2, v3) = thi(l‘h w2) €k, (4.92)

=0
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dont les cocfficients ©'(xy, x4) sont donnés en fonction de (3 par

_|_ —
0 Yo T %o P3ap
= — Oa \
' 5 s ﬁ§3
_|_ _ —
S01 — S‘QO 2 S‘QO \ (493)
2 P3ap
= Oaps.
' s ﬁ§3

Preuve. Prenant v = 0 et A = 0 dans 1’équation (4.91), nous obtenons I’équation limite

électrique :

‘v’¢ - \I}[(), / Dg(u, 99) 8377ZJ dx = 0, (494)
Q

ou D3 est donné par :
Ds(u, @) = —p3sdsp — paapeas(n), (4.95)
d’ou
03D3(u, ¢) =0 dans D'(Q).

Il existe donc une distribution d' dans D'(w), (en fait dans L?(w) d’apres la régularité de

u et de @) telle que D3(u, ¢) = d'. Utilisant I’expression (4.95), on tire que

d'.

P3ap 1
O30 = — o — 220, - —
3% Do e ﬁ(f) L3 ﬁ§3] Pas

Intégrons a nouveau ; il existe d° dans L*(w) tel que

2
D3ap L3 3 1 0
= — T3€q — =0, ——d +d.
¥ e 3€a5(C) B 53 s

Il reste & choisir d° et d' de sorte que ¢ satisfasse les conditions aux limites de Dirichlet

Yir+ = ‘PEIJ_ et - = ¢y . On obtient

_l_ —
+ ¥ P3ap
&P = %o 0o .
2 2p33 5C37
Yo~ %o
' = _pSST - pSaﬁeaﬁ(C)'
On en tire immédiatement les expressions (4.92)-(4.93). ]

Théoréeme 4.3.2 Gardons les mémes notations qu’en (4.90) et faisons les hypothéses
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i) les forces surfaciques g, sont dans H*(0, T ; H'(, n)?),
ii) le potentiel au bord est tel que (c,o{')' — 995) est dans H*(0, T'; H*(w)).

Alors nous avons les systémes d’équations aux dérivées partielles, associées a ['équation
variationnelle (4.91) :

— un systeme dont la seule inconnue est (3

1

2 G5+ Dupmas(Ga) = / (2300 fo + fo) des

-1
+95 + 95 + 0algt — g3) dans w x (0, T'),
(3= 8,,@}, =0 sur vyo X (07 T)v

Mas((3)arg =0 sur vy x (0, T), (4.96)
1
QoG+ 0 o Galvars) = [ fuvs dog
-1

+(gF — g3 )va  sury x (0, T),

G(0) =ps, C0) = ¢ dans w.
ou
4’“ A 2p3aﬁ P3uy
a = (Sa A o —O0, 4.
map(C3) 3 | Nxop (3 + OapCa| + £ NE (4.97)

— un systeme couplant les déplacements horizontaux et le potentiel vecteur A. Dans

ce systeme, la composante As est connue dés que Ay et Ay le sont. On a

+r_ =
As' = —@Aa" _ Poob eap(Cly C) — o — Yo , dans w x (0, T,
P33 P33 2
A3(0) == Aog, A3/(0) == A13 dans w.

A des composantes horizontales données et a un potentiel vecteur donné, on associe

)\ 7
nap(Crs G2y A1, A2) = 4p (m%a(saﬁ + 5%5&5) €0u(C1y C2) = 2piap Al
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Le quadruplet (1, (o, A1, As) est alors Uunique solution du systéme couplé formé

des €quations quasi-statiques en (1, C2)
1

s G A A = [ fadeat (9] +95)
-1

—Psap0alpd = @5) dans w x (0, T),(4 o8)

1
nas(C1s C2s Ar, Az)vs =/ 9o dvs + paap valpd — o) sur i x (0, 1),

1

(€1, G2) =0 sur yo x (0, T,

et des équations d’évolution du deuxiéme ordre en (Ay, As)

o 1
|:poz1 _ baip 3] AT+ —02(01 Ay — D2 A7)
P33 M1

o 1
[paz - pg;p 3] Aa” - ;61(81142 - 82141)
33 1

P33

81142 — 82141 =0 sur vy X (0, T),

An(0) = Aga,  AJ(0) = Ay, dans w.

Remarque 4.3.1 Comme dans le cas statique, les déplacements verticaur ne dépendent
pas du potentiel (d.d.p.) imposé auzx faces de la plaque. Cependant, ils dépendent des

constantes piczoélectriques et électriques du matériau.

Par contre, les déplacements horizontaux sont fonction de la différence de potentiel
(od — wg). De plus, ils sont couplés @ la variation en fonction du temps du potentiel

vecteur magnétique A’.

L’analyse asymptotique des plaques minces pic¢zoélectriques nous permet d’obtenir les
cquations de Mazwell bidimensionnelles. Nous pouvons, en particulier, déduire du sys-
teme (4.99) ci-dessus les équations de Mazwell-Ampére bidimensionnelles ; il suffit d’y

annuler les coefficients de piczoélectricité.

Preuve du théoreme 4.3.2. Pour établir les équations mécaniques verticales, on pose

dans (4.91), v, = —x30,03, v3 = N3, A =0, on obtient

s = P22 ol ) = ~(5F ) dans o (0,1,

(4.99)

. [pw _ p”pw] eas(Cl &) = =it +j7) dansw x (0, T),
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2 2 o .
2/0<C3”7 U3>V3’,V3 + g / Coraf aQLCS aaﬁn?) dw + g / ba piiSQ %g‘}, 6a5n3 dw

1 1
([ o ([ )
w -1 [ -1
1
+/(g; — 92 )0un3 dw+/ (/ gs d:z:3> ns dy. (4.100)
w Y1 -1

Prenons n; dans D(w) et multiplions I’équation (4.100) par g € D(]0, T'[), on a :

2 o .
2p§3// + g(cgaozﬁ + p3pi};39 )aaﬁ aQLCS

1
= / (2300 fo + f3)des + 0ulgh — g2) + 98 + 95

1

Pour obtenir les conditions au bord, on reconduit la méme méthode que pour établir le
systeme (3.97). Méthode qui permet d’appliquer la formule de Green en tenant compte

des singularités.

Pour établir les équations mécaniques horizontales, on pose dans (4.91), v, = 1,

v3:O,A:0,ona

2/ Cora3 eQL(Clv §2) eaﬁ(nlv 772) dw —2 / Piag A; eaﬁ(nlv 772) dw

1
=/</ fadx3> nadw+/(gi+g;)nadw
w —1 w
1
+/ (/ o dws) Ne dv+/p3aa(¢3 —©0 ) €, 12) dw.
Y1 -1 w

Il en résulte, en utilisant la méme démarche que pour établir (3.98)), le systeme (4.98).

Prenons v = 0 et ¢» = 0 dans (4.91), A € D(w), il vient
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o 1
|:poz1 _ P 3] A+ —02(01 Ay — 02A4)
P33 M1

P31P304

s [pw— ] eas(Cly ) = (i +J7) dans w x (0, T),

[ P32Pa3
pa? -

1
} A — =01 (01 Ay — Dy Ay)
P33 H1

; {pw _ pﬁ“ﬁ} ol ) = —(j +i7) dans w x (0, T),
+r
A5 = pa3A L T eap(Cly C) — p I , dans w x (0, T').
P33 P33 2

Maintenant, nous allons montrer que 9y Ay — 9247 = 0 sur ~. Pour ce faire, on montre

d’abord que
T
Vg € D(O, T), / (alAQ — 62A1)gdt € Hl(w),
0
pour pouvoir appliquer la formule de Green.

Posons v =0, et Ay = A3 = 0, et prenons A; € D(w) dans (4.91), soit g € D(]0, T[), on

a
T ~
—pu/Al/ A/ dtdw+ <a / (rot A)s g dt, Ai)p(w),p(w)
0
s / i / eas(Cr, ) g dt da
w 0

~ T N TSO-I_/—QO_/
_/Al/ (jil—+j1_)9dtdW—p13/A1/ #gdtdw.
[ 0 [ 0

Nous avons alors, dans D(w)’, 'égalité

1 T T T
on [ ot Aygdt = g [ eunlG Gt [ arg
1 0 0 0

' Tt —¢
—/ (j1++jf)gdt—p13/ g (4.0
0 0

Or, le second membre de cette derniere égalité est dans L*(w). Donc, pour tout g €

T T
D(Jo, T1), 82/ (rtot A)zgdt € L*(w). 1l en est de méme pour 81/ (rot A)sgdt. Sa-
0 0

T
chant, alors, que pour tout ¢ fixé dans D(]0, T7), / (rot A)3 g dt est dans H'(w), on
0
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multiplie (4.91) par ¢ € D(]0,T[), puis par un élément A = (A, 0,0) € H'(w)?, en

intégrant par parties, on obtient

T
—Pi1 / / A Al g/ dt dw
X w0 . ) ' . )
+— (82 / (rot A)ggdt> Ay de — — (1/2 / (rot A)s g dt) Ay dy
B Jw 0 B Jy 0

T
‘|‘// plaﬁeaﬁ(ﬁ,fz)z‘hg/dtdw
wJO

' i Tlet—¢ &
:_// (j1++jf)gA1dtdw+p13/ /Tg’Aldtdw.
w J 0O 0 w

En utilisant ’égalité (4.101), on obtient

T
/ <1/2/ (rot A)ggdt> A, dv =0
vy 0

pour tout A; € H* (w). De méme, on démontre que
T ~
/ <1/1/ (rot A)ggdt> Ay dy =10
vy 0
pour tout A, € H'(w). On en déduit que

T
Vg € D(]o, T)), / (rot A)sgdt =0 sur~,
0

d’ott 01 Ay — 0, A1 = 0 sur . [

4.3.4 Résultats de convergence forte

Dans ce paragraphe, nous établissons les résultats de convergence forte pour la solution
du probleme (4.76). Soit s €]0, T[, dans la suite, les fonctions (v(h), A(h), @(h), k(h))
et (v, A, 3, k) sont définies par

— [ Cam)ydr sit<s, [ Carydr sit<s,
¢ v(l) = ¢

0 sit>s, 0 sit> s,

R —/SA(h)(r)dr sit < s, R —/SA(r)dr sit < s,
A(h)(t) = ‘ A(t) = ‘
0 0

sit > s, sit > s,



146 Cas dynamique

—/ e(h)(r)dr sit<s, —/ o(r)dr sit<s,
p(h)(1) = ‘ p(1) = f

0 sit>s, 0 sit>s,

—/ k(h)(r)dr sit<s, —/ k(r)dr sit<s,
R(h)(1) = ‘ R(l) = ‘

0 sit > s, 0 sit>s.

De méme, on définit ¢g(h) et P par

—/ wolh)(r)dr sit<s, —/ wol(r)dr sit<s,
t @o(t) = t
0 sit> s, 0 sit > s.

Po(h)(t) =

Théoreme 4.3.3 Supposons que les conditions initiales vérifient les convergences fortes

(hai(h), hga(h), gs(h)) — (0, 0, ¢3) dans L*(Q)°,

p(h) —p dans 'V,

Kas(p(h)) — —% (P3a3050(0) + Pias Ari) dans L*(Q),

Kaa(p(h)) — — \ ‘|‘12M (P333030(0) + Piss A1 + Aegs(p))  dans L*(R),

(Ao(h), A1(h)) — (Ao, Ay) dans L*(Q)* x L*(Q).

Alors, nous avons les résultats de convergence forte ponctuelle : pour tout s €]0, T7,

(hur(h), hus(h), us(h)) (s) —s (0, 0, us)(s) dans L*(Q)?,
v(h)(0) —s v(0) dans V,

R(R)(0) —s &(0) dans L*(Q)°,
A(h)(s) —s A(s) dans L*(Q)?,
rot(h) A(h)(0) —s <0, 0, (rotA)3> (0) dans L*(Q)?,

(hovp(h), hd2p(R), D3p(h)) (0) — (0, 0, J39) (0) dans L*(Q).



4.3 Analyse asymptotique en piézoélectricité dynamique 147

Preuve. Soit 1’équation (4.62) mise a ’échelle, ou 1’on annule ¢, on a :

) / B2 (Y o) Vg dE — p B (gu(h). va(h)(0))g — p / (us(h), va(h))g dr

). oa(R)O)g — [ AUV, Ay = (cAsh), Ach(o)
— c1(h) ((u(h), A(R)), (v(h), A(h))

t=0

n /0 5 /Q Cr()(v(h)Y : w(h)(v(h)) da dt (4.102)
+i /0 S /Q vot(h) A(h) - rot(h) A(h) du dt
# [ Paosptnswyde b [ P oty de | a

= /0 1(h)(v(h), A(h), 0)dt.

De I’équation variationnelle de Maxwell-Gauss,

/ €33 8395(h) 8377ZJ dl’ —|— h/ €a3 {8395(h) aa¢) —|— aa@(h) 83;/)} dl’
Q Q
—|—h2 / €ap 8a<,5 8577/) dx — / Pgijﬁg 77/) liij(h) dx — h/ Paijaa 77/) liij(h) dzx
Q Q Q
= — / €33 ag@o(h) 8377Z) dl’ - h/ €a3 {ag@o(h) aa¢) —|— 8a<,50(h) 83;/)} dl’
Q

Q

—h2 / éaﬁ 6a<,50 8577/) dl‘,
Q

on tire I’équation

/Os{/gc:a:aa:a@(h) 63¢dx+h[26a3 {053(h) Dutb + Dup(h) D5t} d:z;} di
—I-/0 {h /Qﬁaﬁaohaaﬁ@bdl'—/£2P3ij63¢/%ij(h)d$—h/QPaijaa;/)/%ij(h)dx} di
= —/0 {/963363950(h) o0 d:z;—l—h/geaza {03p0(h) 0ath + 0upo(h) 0310} dx} dt

—/ {hz/eaﬁaa¢oaﬁ¢dx} dt. (4.103)
0 Q
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En sommant les équations (4.102) et (4.103) ot on a posé ¢» = ¢(h), on obtient

—p /Sh2 (a(h)', va(h))g dt — ph® (qa(h). va(h)(0))q — ﬂ/s (us(h)'s va(h))g dt

0 0

(). va)O)g — [ (AR, AW di = (cAs(h), Ash)(0)

0 Q

H1 Jo

+/05 {/QC/Q(h)(V(h))’ : w(h)(v(R)) dx + L rot(h) A(h) - rot(h) A(h) d:z;} dt
{

/9633 Osp(h) Osp(h) dw + h/ ¢as (Osp(h) ap(h) + Ouip(h) Dap(h)) dl‘} dt

Q

_I_%/OS % {/Q Cr(h)(v(h)) : w(h)(v(R)) dz + i rot(h)A(h) . rot(h)A(h) dzx

H1 Jq

+ / €33 8395(h) agﬁ(h) dzx + Qh/ Gagagg«a(h) aacﬁ(h) dzx
o 9 (4.104)

+ h2/96a56a<,5(h) 6/34,5(h) dl‘} dt

= / (h)(v(R), A(h), ¢(h))dt + ph* (¢a, va(h)(0))g

0

(s, 03(R)(0))g + (€As(R), A(R)(0))

+a(h) ((a(h). A(h)), (v(h). A(h))

Q

t=0
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Soit Ny (s) la norme du vecteur <u(h)(s), A(h)(s), v(h)(0), A(h)(0), @(h)(())) définie

par

Nals) = 5 [ (ualh), o))+ p (s, ush))g + (cA(R), A(R))g] _,

s)
% UQ Crlh)(v(h)) : w(h)(v(R)) de + [ rot(k) A(h) - rot(h) A(h) de

H1 Jo

+ / €33 agﬁ(h) 8395(h) dzx + Qh/ Gagagg‘a(h) aacﬁ(h) dzx
Q Q

#3 [ cos 0l 25 (h) |

t=0

[’équation (4.104) est équivalente a :

— cu(h) ((a(h), A(h), 0), (v(h), A(h), 0))

B (). o)) + (o). o))+ (cAo(A). o))

t=0

et par passage a la limite, d’apres les résultats de convergence du lemme 4.3.1, et la
définition (4.75), on obtient

thh(S) = —/ {/de$+/ g'Vd7 —/63383950839%[:1;
h=0 0 Q Ty Q

— / Pgij 83990 /ZJZ']‘ dl‘ — / ;3 83996 /L dl‘
Q Q

_/w(j+ +j_)'Adw} “ (4.105)

—p (g3, v3(0))g — € <A1j, /L»(O))Q
—/Qsz'j <A0m 7i;(0) — A (0) /%‘(P)) da

1
3 {0 (ps, ps)g + €ij (Aoj, Avi)g} -
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Soit N(s) la norme du vecteur <u(3), A(s), v(0), A(0), 95(0)) définie par

N(s) = %[,o(u;g, us)g + (A, A)gl,_.

+% U Ck: kdr + L (rot A)s (rot A)s dz + / €33 03p(h) D3p(h) dx
Q

H1 Q t=0

Montrons que la norme Nj(s) tend vers N(s) lorsque h tend vers 0. La convergence
faible ayant été déja obtenue, la convergence des normes implique la convergence forte.

Soit A” une suite de HY 0, T; H'(w)?) qui tend vers A dans HY0, T; W

nul sur 'intervalle de temps |s, T[. En annulant ¢ dans I’équation (4.76), on obtient

dyn) et qui est

o [ (R Y V) de = (), ) ) )

/0 S <6A(h)’, An'> dt — <6A(h) An> (0)

OS/Q(Cﬁ;(h))Qﬁ kas(h)(V d:z;dt—l——/ /rot ) - rot(h) A™ d dt
+/05{/£2P3i]«93(h)%(h)( )dx—l—/Pa”@ (h) ki (h)(v )d:z;}dt

/Q Pois <Am(h) ki (W) — A ks (h d:z; dt — / / e 0,(h) A™ de dt
Pois <Am(h) S(h)(v) — A mm) (0) dz — /Q <q]9 (h) Ai> (0) dx

|
{Q\ ﬁ
ke
Ly
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En faisant tendre i vers 0, puis n vers 'infini dans I’équation ci-dessus, on obtient

[ i = (s va) (0
0
_/ <5A’ A') dt — <6A/ A / / (Ck), /iagdxdt
//rotA rotA d:z;dt—l—/ /Pgaﬁagc,o/iaﬁdxdt
/ / m33A K33 dr dt—|—2/ / magA Ka3 dx dt — / /623 839914 dx dt
- / Pras (A i) (0) da + / Pty (A i) (0) da - / (eis D2 A7) (0) de
Q Q Q
:/ {/f-vd:z;—l—/ g-vd,}dt
0 Q Iy
—/ {/ Pgaﬁaggﬁol%aﬁdl’—/62'383990/142'6[1'} dt
0 Q Q
[ [ i) Adea
0 w

Soit 1" une suite de H*(0, T'; W) qui tend vers ¢ dans H'(0, T'; ). En utilisant 1’équa-

tion (4.76) ou on annule v et A, ona

(4.106)

/05 {/9633 D3p(h) Osp" d:z:+/96a3 {05p(h) (hDat™) + Dup(h) O30} d:z;} di

+/5{/6a58a¢( ) (hOstb™ )dx_/gpw Oy Fis(h) dx} u
// i (ROo ™) Ry () da dt

/ {/ €33 O3 03" dx + / €a3 (0300 (hOxY0") + Onpo O31™) dl‘} dt
Q
/ /eaﬁaacpo (hdgp™) da dt. (4.107)

En faisant tendre i vers 0, puis n vers 'infini, on obtient

/ / €33 8395 8395 dl’ dt - / / Pgw 83 95 /%2] dl’ dt = — / / €33 83950 8395 dl’ dt(4108)
0 Q 0 Q 0 Q
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En sommant les équations (4.109)-(4.108), on obtient

iy /0 (s, ), dt — p(ug', v)g, (0) — /0 S (cA”, &) i~ (ca’, A) (0)

Q

s 1 ~
—I—/ {/ (Cli)aﬁ Ropgdr + — [ (rot A), <rot A> dx + / €33 O3 O3 d:z;} dt
0 Q H1 Ja 3 Q
—/ {/ P333a399/%33d$+2/ PSaSaSS‘Q/%anx} dt
0 Q Q
‘I’/ {/PmSSAmKSde—I'Q/PmozSAm/iozde} dt
Q

0 Q
/anggoAidl'dt—/Pmaﬁ (Am /%aﬁ) (0) dzx (4109)
0 JQ Q
| Py (A ) )z — [ (cisp 40) 0)
:/{/f-vd:z;—l—/ g-vd,}dt
0 Q 'y
—/ {/Pgaﬁaggﬁol%aﬁdl'—/62'383990/142'6[1'} dt
0

Q Q
- / <j+ ‘I’j_> . Adw dt — / / €33 83950 8395 dl’ dt
0 w 0 Q

Utilisant le fait que

sur l'intervalle 0, s[, on a

iy /0 (s, us)e, dt — p(us', v3),, (0) — /0 (A’ A), di — (A &) (0)

Q

s N 1 -, N N B
—I—/0 {/Q(Cli)aﬁ Ragdr + Z i <r0tA>3 <r0tA>3 dx+/963383<,983¢dx} dt
—/ {/P333a399/%33d1’+2/P3a3a399/%a3d1’} dt
0 Q Q
—/ {/nggA;nl%ggdl’—FQ/PmagA;n/%agdl'} dt
0 Q Q

- {/ PmSSAm/%Sde +2/ PmozSAm/%ozde} (0)
Q Q
- / Pmaﬁ (Am /%aﬁ) (0) dl‘ + / Pmij <Am liij> (0) dl‘
Q Q

:/ {/f-vd:z;—l—/ g-vd,}dt
o Wa Ty
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—/ {/PSij O30 Rij d:l?—/q;g@gcpo';li d:z;} dt
0

Q Q
- / <j+ —I'j_) . Adw dt - / / €33 83950 8395 dl’ dt
0 w 0 Q

Sachant que

(CK)igkis = —(Psis O3 + Pjis A;) K3,
on a
—p / (us', us)g dt —/ (eA', A)g dt
0 0

s 1 R R
/ {/ Cr': kde + — [ (rot A')z(rot A)s dx + / €33 03 O30’ d:z;} dt
0 Q H1 Ja Q

:/ {/f-vd:z;—l—/ g-vd,}dt

o Ua Ty

—/ {/ Ps;; 0300 i dw—/ﬁi:),a?)@o/;lidl'} dt
0

Q Q
- /(j—l——l_j_)AdCUdt—/ /6338395083¢dxdt
0 w 0 Q

+p (g3, v3(0)) g, + <6A1, A(0)>Q + /Q P <Am Rij— A ,@j> (0) de.

(4.110)

Cette derniere égalité est équivalente a

l/ i{_p(u& us)g dt — (A, A)Q+/C/2; D R d
2 Jy dt Q

1 N 5
+ — [ (rot A)s(rot A)sdx + /
H1 Jao Q

:/ {/f-vd:z;—l—/ g-vd,}dt

o Wa Ty

—/ {/ Ps;; 0300 i dw—/ﬁi:),a?)@o/;lidl'} dt
0

Q Q
- / <j+ —I'j_) . Adw dt — / / €33 83950 8395 dz di
0 w 0 Q

a0+ (A AO) [ Py (A1 75(0) = A,(0) 5, (p)) d

€33 8395 8395 dl’} dt

(4.111)
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Enfin, il vient I’égalité

1
Lo . sl + (AL A} ()
1 . 1 ~ ~ Yo~
+= {/ Ck : kde 4+ — [ (rot A)s(rot A)sda + / €33 O3 03¢ d:z;}
2 Q ,LLl Q Q t=0

:—/ {/f'Vd:L'—I-/ g vd, } dt

0 Q 'y

‘|‘/ {/ PSij 83900/%2']‘ d:z;—/qgagc,oo’flidx} dt (4.112)
0

Q Q
—I_/ /<J++J_> Adwdt‘l‘/ /633839508399d$dt
0 w 0 Q

a0 = (cAr A0)) = [ P (Ao 750) = A0} (p)

1 1
+5p (P3; p3)g + 5 (€A, Ao)g,

ce qui, vu ’égalité (4.105), fournit la convergence des normes : N(s) — N(s) pour tout

s €10, 1. [ ]
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5.1 Introduction

5.1.1 Objet du travail et résultats obtenus

Dans ’approximation des solutions d’un probleme elliptique par éléments finis, I’erreur
d’approximation dépend des éléments finis et du maillage utilisés aussi bien que de la
régularité des solutions. Or, il est connu que si le domaine dans lequel est posé le probleme
n’est pas assez régulier (par exemple polygone non convexe), ou si les conditions au bord
présentent une discontinuité (par exemple conditions mélées en un point régulier), la

solution peut présenter des singularités.

Considérons pour illustrer cela I’équation de Laplace dans un polygone 2 de frontiere

7_7DU7N:

Z_|

U_|

Fic. 5.1: Q
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—Au = f dans €,
u=>0 sur , p, (5.1)
0
a—Z =0 sur , n.

Si f est un élément de L*(2), et si { est convexe, et si les angles au niveau des points de
oL
solution unique dans H?*(f). Par contre, si £ est un polygone non convexe, méme si f

changement de condition au bord sont inférieurs & Z, il est connu que (5.1) admet une

est dans D(Q), u n’est pas dans H*(Q), en général. Elle s’écrit sous la forme
u=up+yr® cos(al+0), 0<a<l

oll ug, la partie réguliere est dans H*(f2), et on remarque que r® cos(a 6 + 6y) n’est pas

dans H?*(Q).

Considérons maintenant un schéma d’approximation de la solution de (5.1) par la
méthode des éléments finis (MEF) classique. Soit V' défini par

V:{UEHl(Q), vr, = 0}

muni de la norme usuelle de H'(Q). Soit V}, I'espace de dimension finie, des éléments finis

Py classique. Soient u € V', u € Vj, solutions respectives de

YveV /Vu-Vvd:z;:/fvdx,
Q Q

YvelV, /Vuh-Vvdx:/fvdx.
Q Q
Il est alors connu que (Ciarlet [4]) si u est dans H?*(Q),
[ = unllv < eh,

ou h est l'ordre de grandeur des diametres des éléments de la triangulation du domaine

Q.

Cependant, pour un domaine polygonal non convexe, selon [13], la MEF classique

fournit seulement ’approximation

lu —uplv < ch?,
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si les arétes qui forment I'angle w sont toutes les deux dans , p ou , x. Rappelons que
T < w < 27 et que, par conséquent, la présence de singularités provoque une diminution
de l'ordre de convergence. Pour remédier a cette perte de convergence, plusieurs méthodes

de calcul ont été proposées parmi lesquelles :
— l'adjonction des singularités a l'espace V},, cf. [3],

— l'utilisation des espaces de Sobolev avec poids et raffinement de maillage au niveau

des angles non convexes, cf. [12],
— la séparation de I'ouvert en sous-domaines, cf. [2],
— I'utilisation des solutions duales, cf. [9].

Les méthodes citées ci-dessus fournissent un ordre de convergence équivalent a celui

obtenu dans le cas ot u est dans H*(Q).

Ici, nous proposons une méthode utilisant seulement les éléments finis classiques, et
ne tenant pas compte des solutions duales dans le cas d’une fissure, pour calculer des

coefficients de singularité v : nous montrons que ~ s’écrit
IRIACTRY 5.2
Q

o les F¥ dépendent de la solution singuliere “r* cos(a + p)”. Par ailleurs, nous ob-
tenons un ordre d’approximation de la solution u équivalent a celui du cas ou £ est un

polygone convexe.

Si, v = 0, cette méthode fournit, pour le coeflicient de singularité +, une approxima-
tion d’ordre h?™, ¢ pouvant étre arbitrairement petit. Notons que, jusqu’a maintenant,

la meilleure appxoximation avec les éléments finis Py, est obtenue par [3]. Elle est de
d’ordre h'*3.

Une expression du coefficient de singularité v similaire a (5.2) est obtenue par Gris-
vard [21], mais l'ordre d’approximation de v y est O(h), tandis qu’ici, nous obtenons
une approximation d’ordre O(h*™%), avec ¢ > 0 quelconque, en utilisant simplement les

éléments finis classiques.

De plus nos résultats s’étendent aux domaines fissurés, c¢’est-a-dire w = 2.

5.1.2 Plan du travail

Nous nous placons dans le cas ou la solution u de (5.1) comporte une seule singularité

S. Nous calculons tout d’abord le coefficient de singularité v, en fonction de u, dans le cas
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d’une fissure, puis dans le cas d’une singularité d’angle quelconque w < 27. Les méthodes

utilisées dans ces deux cas different dans le choix du multiplicateur.

Ensuite nous calculons une approximation ~;, de v en fonction de la solution approchée

uy, de u obtenue par la méthode des éléments finis classique P; :
Ve>0, |y—ml <Ce)h'ts,
et,si, p =,,on ala majoration

Iy =yl < Cle) >~

Soit V}, Despace des éléments finis classiques P;. Nous calculons une nouvelle approxi-

mation wj, de u en fonction de la solution @% de I’équation

Vo, € Vi, /Vﬂ%-Vuhd:p:/fvhd:zj—l—’yh/ASvhdx,
Q Q Q

en posant

U, = ﬂ% + 5 7 cos(af + by),

ou « est inversement proportionnel a I’angle w. Fnfin, nous établissons la majoration

HV(U - ﬂh)HL2(Q)3 S Ch.

5.2 Cas de I’équation de Laplace

5.2.1 Notations et position du probleme

Soit £ un domaine borné non vide polygonal (cf. fig. 5.1), on note (s;)o<i<y, les sommets
des arétes de () auxquels on a ajouté les points de changement de conditions au bord ;
soit pour 7 € {0,..n — 1} (resp. ¢ = n), ,; 'aréte comprise entre s; et s;11 (resp. , ,
I’aréte comprise entre s, et sg); soit pour ¢ € {0,...n — 1}, 7; le vecteur unitaire tangent
a ) porté par ,; dirigé vers s;41 (resp. 7 le vecteur unitaire tangent a 2 porté par , ,
dirigé vers sg) ; soit v; pour ¢ € {0,...,n} le vecteur normal unitaire extérieur a {2 sur , ;.
Pour tout ¢ € {0,...,n}, on note (r;,0;) les coordonnées polaires locales en s; ou §; est
I’angle mesuré par rapport a , ;. Soit enfin w; ’angle que fait , ;_; avec , ; mesuré dans

le sens trigonométrique a partir de , ;.
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Pour tout i € {0,...,n}, n; € H?(R?) est égal & 1 sur un voisinage de s; et de plus
Supp(n;) N, ; = 0 pour tout j € {0,...,n}\ {i,i+ 1}, sii#0 et Supp(ng) N, ; =0 pour
tout j € {1,...,n — 1}. Enfin on note , 5 la partie du bord de  portant la condition de

Neumann et , p celle portant la condition de Dirichlet. On suppose que , p # ). Soit

V= {ue H'(Q),ur, =0} (5.3)

Soit f € L*(2), on considere le systeme d’équations

—Au = f dans €,

u=1>0 sur , p, (5.4)
0

a—Z =0 sur , n.

Cette équation admet une et une seule solution variationnelle u € V', celle du probleme

suivant :

Trouver u € V telle que :

Yo eV, / Vu-Vodr = / fodez. (5.5)
Q Q

Nous savons que si {2 est un polygone convexe, et si les angles se trouvant aux intersections
entre , p et , y sont inférieurs a 7, alors la solution u de cette derniere équation est dans

H?*(Q). S’il existe un angle w; > 7, alors nous savons, d’apres [21], que
u = uR—I—’yi SZ'(TZ',(%), (56)

ot ugp € H*(Q), ~; est le coefficient de la solution singuliere S; définie par

s

Si(ri, 0;) = n; r;’_" Cos(wli@i + dit1), (5.7)
avec
mrwii cos(wii(%) sl,izt, i C, N,
—mr“’ii sin(wli(%) si, i1, »iC, D,

Si(riv 02) —

. .
—1; T3 COS(L(%) st,;—.1C,pet,; C,n,

2w;

T . .
—nir2 sin(=6;) si, .1 C,net,; C,p.

2w;

Dans tous les cas, on calcule +; en fonction de f et u, sans faire intervenir les solutions

singulieres duales dans le cas d’une fissure. On utilise le multiplicateur (x — x¢).V.5; si
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w; =21, 00 — - V.5, si T <w; < 27, en exploitant les calculs effectués par Niane et Seck
[10], [11], dans les problemes de controlabilité exacte dans des domaines présentant des
solutions singulieres. Le calcul consiste a appliquer la formule de Green sur {) amputé
d’une boule de centre le sommet singulier et de rayon e, et d’étudier la convergence
lorsque ¢ — 0. Ensuite, on donne une méthode d’approximation numérique du coefficient
de singularité v; et de la solution u. Dans toute la suite, on supposera que la singularité

se situe au sommet s; défini par les arétes , ;_; et , ;, et on se passera de I'indice ¢.

5.2.2 Calcul du coefficient ~
5.2.2.1 Cas d’une fissure ou d’une condition mélée “réguliere”

5.2.2.1.1 Conditions de Dirichlet ou de Neumann sur une fissure. Soit xg un
point de R? situé sur la droite portant la fissure, tel que xo # s. On choisit le repere
(s, —7,v). On a le théoreme

Théoreme 5.2.1 Si s est le sommet de la fissure portant une condition de Dirichlet ou
une condition de Neumann, alors le coefficient de singularité v de la solution u de (5.4)

associé a la fissure s’écrit

v =
TTo1

/Q[f n(x —xo) - VS + F(n)u] du. (5.8)

ou
F(n)=2div[Vn(x —x¢) - VS| 4+ n div][(x — x0)AS] — An(x — x¢) - VS. (5.9)
Preuve. Soit s le sommet d’une fissure sur laquelle porte une condition de Dirichlet,
c’est-a~dire , ;.1 U, ; C, p.Ona
—A(nu)=nf—2Vn-Vu—(An)u dans Q
(5.10)
nu=>~0 sur 01,

avec

nu=nugr+~ynS(r,0), (5.11)

ot ugp € H*(Q), v est le coefficient de la solution singuliere

S(r,0)=—n \/Fsin(g). (5.12)
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On pose
v = nu, VR =nupret
g = nf—=2Vn.Vu—(An)u. (5.13)
On a donc
—Av =g dans
(5.14)
v=20 sur 0f)
ou
2 .0
v=uvRr+cn \/Fsmﬁ. (5.15)

Soit € > 0, tel que la boule B(0, ¢) vérifie dist(B(0, ¢),, \ (, i1 U, ;)) > 0, on pose

Q. = Q\ B0, e),
7. = 0B(0, ¢),
ye = 09\ e

On définit

I. = / {(x —x¢) - VS(—=Av) + (x — X¢) - Vo(—AS)} dx

&

- / {9(% — o) - V5 + (X — X0) - Vo(—AS)} de.

&

Le second membre de cette identité vérifie
lim/. = — /{g(x —%o)VS + (x —x0)Vo(—AS)} dx.
Q

D’autre part, par intégration par parties, le premier membre donne

Jv 08
[5 = — "o, %(X_XO)'VSdU_ "o, a(x—xo)-Vvda

—I—/ (x —x¢) - V.S - Vuvdo.
0.

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

Puisque sur, ., v = S = 0, et que xg est sur la droite portant la fissure, on a (x —x¢)-v =

0, (x—%0)-VS=(x—%¢) v % sur , .. Il vient alors

Ov 0S Ov 0S
[5:—LE(X—Xo)'I/a—jjadg—k/wa(x—)(())'l/a—zadg

Jv S
—LE(X—Xo)'TaadU—LE(X—Xo)'Ta—ZadU.

(5.20)
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On remplace v par son expression (5.15) dans I., et lorsque £ tend vers 0, la limite de 1.

est donnée par la limite de J. qui est définie par

= | [ (52 o [ e (82
—QLE(X—XO)-Ta.aTda] ;

d’ou en passant en coordonnées polaires :

2m 1 9
J. = v |:_/ (—5 + 291 cos B 4 xgg sin (9)—Sin2 (—) edf
0 4e 2

27 1 0
+ / (—& + w01 cos O + wgy sin H)— cos® (—) edf
0 4e 2

+2/2”< in 0 0) = sin (2) cos (2 < a0 -
; o1 SIn o2 COS " sin 5 cos 5 € ;

ce qui donne

Donc en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

2
v = I,

TTo1

ot I est la limite de I. donnée en (5.18). On remplace g et v par leurs valeurs et on a :
I = /Q(nf—QVn-Vu—uAn)(x—xo)-VSd:z;
— /Q(AS)(X —Xg) - V(nu)dx.
Comme AS, Vn, An sont dans H'(Q), on a, en intégrant par parties :
I = /an(x—xo)-Vde
+ /Q [(2div(Vn (x — x0) - VS) — An(x — xg) - V.S + ndiv((x — x9)AS))] udez,

dott (5.8).

Pour une fissure portant une condition de Neumann, la méme technique que dans le

cas Dirichlet convient. ]
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5.2.2.1.2 Conditions mélées Dans le cas d’une condition mélée "réguliere” | c’est-
a-dire telle que , ;_1 et , ; sont paralleles et portent des conditions aux limites de nature

différente. On a deux situations :

7i—1C7Det7iC7N7

0;
U = UR — Vilin/Ti Cos(a) ; (5.21)

7i—1C7Net7iC7D7

d’ou

U = UR — Vini/Ti sin(%), (5.22)
Soit le point x¢ € R? situé sur la droite portant , ;_; et , ;.
Théoreme 5.2.2 Soit s un point “régulier” de changement de condition au bord, ¢’est-
a-dire , ;_1 est paralléle a , ;, et , ;1 € ,p et ,; €, you,,_1 €,n ¢t ,; €,p. Soit
F(n) défini en (5.9). Alors, le coefficient de singularité de la solution u de (5.4), associé

as s’écrit

4o
1= o [1atx = %) VS + Flnyulda, (523)
TTo1 Q
ou o =—+1 sis est en aval de , p et a = —1 si s est en aval de , y.

Preuve. Soit s un point de changement de conditions aux limites au bord de type (5.21).

On pose
vo= nu, vg=nug
S = —n\/Fcosg, (5.24)
g = nf—2Vn-Vu—(Anu.

On a donc

—Av =g dans

v =0 dans , \ ,; (5.25)
dv

— =0 dans

v o
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solutions

v=vp+75.

(5.26)

Soit € > 0, assez petit pour que B(0, ¢) vérifie dist(B(0,¢),, \ (, =1 U,;)) > 0. On

pose
Q. = Q\ B0, ¢)
Y. = 0B(0,e)NQ
s Ne — ,N\B(O,af) et,DEZ,D\B(O,aS).
On a
I. = {(x —%0)VS(—Av) + (x — x0)Vv(—AS)} dz
Qe

= | {9(x—%0)V5 + (x — x0)Vo(—AS)} dx.

Q.

Le second membre de cette identité vérifie

lim /. = /Q{g(x —%X0)VS + (x —x0)Vo(—AS)} dx.

e—0

D’autre part, le premier membre donne par integration par parties

ov oS
I. = — - a(x —X0).VSdo — o, E(X — Xp).Vvdo

—I—/ (x — x¢).rVSVovdo.
0.

Grace au choix du support de 1, nous avons,

o _ 05 _,
v ov o CoNe
(x —x¢)-v =0,
a5
(x —x0)- VS =(x—x0)- 1/5, sur , pe N Supp(n),
(x —x¢) - Vv = (X—XO)-I/%
puisque le point X est sur la droite portant , ;_; et , ;. On a alors
dv 95 dv dS
[5 = — LE(X — Xo).l/aa do + LE(X — Xo).l/aa do

Ov 95 Ov 0S
—/WE(X—Xo).Ta—zadO'—/WE(X—Xo).Ta—ZadO'.

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)
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Du fait que

v

2 _ _
vg € {ve H(Q), vr, =0, Flen = 0},

le terme significatif dans I, lorsque ¢ tend vers 07 est

J. =~ [_L(x_xo).y (g—i>2da+l(x—x0).y (‘;—f>2da
| o [ g 2595 T
fronit]

d’ott en passant en coordonnées polaires et en supposant que 7,y = 1, on a

" 1 0
Jo = v {—/ (—e 4 01 cos b + 20z si1m9)—cos2 —edf
0 4e 2

T 1 0
+ / (—& + 201 cos O + Ty sin §)— sin® —¢ df
0 4e 2

T 1 0 0
—|—2/0 (—xo18in 0 + xq3 cos G)E sin 5 €0 55 do| ;

d’ou
TTo1
Jo=— ;
4 ﬁy
ce qui donne le résultat pour le cas (5.21). La méme démonstration est valable pour le
cas (5.22). ]

5.2.2.2 Cas d’une singularité quelconque

Soit s le sommet de la singularité d’angle w, sur laquelle porte une condition de

Dirichlet ou une condition de Neumann, on a d’apres [21],
u=up+~vyS(r,0), (5.31)

ot ugp € H*(Q), v est le coefficient de la solution singuliere

S(r,0)=—nro sin(Z6) pour une condition de Dirichlet,
(5.32)

S(r,0) = nre cos(Z0) pour une condition de Neumann.
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Si s est le sommet de la singularité d’angle w, sur laquelle portent des conditions mélées,

o1 a

S(r,0) = —nr3e sin(Z0) si

2w
, i—1 porte une condition de Neumann et , ; porte une condition de Dirichlet,
(5.33)
S(r,0) = —nrz cos(£0) si

2w

, i—1 porte une condition de Dirichlet et , ; porte une condition de Neumann.

5.2.2.2.1 Condition de Dirichlet ou de Neumann

Théoreme 5.2.3 Si s est un sommet d’'un angle w, 7 < w < 2w, portant une condition
de Dirichlet ou une condition de Neumann, alors le coefficient de singularité v de la

solution u du systéme (5.4) associé€ a w s’écrit

w x w
= —— — dr — = [ A
7 7T2/er25 Viode 7T2/Q (r

X
2

-VS)udx. (5.34)

€

Preuve.
i) Le cas Dirichlet

Supposons que , ;_1 U, ; porte une condition de Dirichlet. On ramene le sommet s
a lorigine. Soit ¢ > 0, assez petit, pour que B(0, £) ne rencontre aucune aréte de €}

différente de , ;_1 et , ;. On pose

Q. =Q\ B(0, ¢),

ye = 0B(0, £) N 9, (5.35)
;e =00\ e
Pour tout A € R, on définit
I = / = VS(Auyde =~ | [ VSde (5.36)
QT < T

En effectuant des integrations par parties, on obtient

aui VS do — 2(i -VS)udo. (5.37)

r aq, Ovrt aq, Ov

15:/ A(Z - VS)ude +

Puisque S =0 sur, . N (, -1 U, ;), nous y avons

x-VS = (X-I/)Z—S =0. (5.38)

14
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De plus, [, « \ (, i=1 U, ;)] N supp(n) = 0. On remplace alors u par ur + 7.5, on obtient

f— VSdx = /A(— VS)udx

Q. r
Jur X 0 x
+ . a—yr_/\ VSdo — a(r—/\ VS)URdO'
8SX J , x

En passant en coordonnées polaires, on a

_ x. - x T o1 gin( X
/Ef - VSdr /QE A(rA VS) ud:z;—l—/ 81/ " sm(we)d@
—/ TZ o Nei sin(Z0)updo — 4 (—)\)/ 25 sin?(20) do.
0 W w w w 0 w

Pour calculer ~, on pose

w m
et on a
z f—= VSd:L'—I—/ Al=g - VS)ude
q Q. T : rte
+51—%/ MR T (T0)do+ ¢ %/ ()2 sin(Z0) ug(e, 0)do. (5.40)
o Ov w w 0w w

Nous allons maintenant calculer la limite de cette derniere expression quand & tend vers

0. Nous avons les égalités

X ™ =z . T
T VS = e sm(;@)
A( ox V) = dans {n =1},
T' w
d’ou
lim{ fl -Vde—/ A== VS)ud:z;}:
e—=0 w . T' w
/ /A( o= VS )ude. (5.41)
Q re

De plus, ug € H*(2), donc il existe ¢g > 0 tel pour tout € < &g, on a

8uR
2, € H 2(09.),
8uR

1528y < ellurlley
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Il en résulte la convergence

w

= OJup T T
. 1__ il - . - _
11_1;%5 Ny (e, 9) " sm(we) do = 0. (5.42)
Il reste a montrer que
.= [T, T B
11_1;%5 /0 (w) sm(we) up(e, 0)do = 0. (5.43)

Pour ce faire, nous utilisons I'injection continue de H?(2) dans C%*(Q), 0 < u < 1 (cf.

[1]). La fonction ug est dans H?*(Q), donc on a

lur(z) — ur(y)|
|z =y~

lurllco. vy = llurllco@@ +  sup < cllur|lr(@)-

x,y €8

TFY
Il s’ensuit qu’il existe un réel hg tel que : pour tout 0 < 0 < w,

up(e + h, ) —up(h, 0
p 1RO 0
0<h<hg €

or, up est continue sur et ug(0, #) = 0 impliquent qu’en faisant tendre h vers 0, on
obtient

|uR(57 0)|

on S CHURHH2(Q)

D’ou la majoration

URLE 0 _z
|1327£)| < cllur||pr @),

qui, en choisissant = < p < 1 et en appliquant le théoreme de la convergence domi-
née, fournit la convergence (5.43). L’égalité (5.40) et les convergences (5.41)-(5.43) nous

donnent

(S|

’y:q/fx -VSqu/A(;‘ V) ude.
Q

i
T2w Q r
11) Le cas Neumann

La démonstration est presque analogue dans le cas ou , ;_; U, ; porte une condition
de Neumann. Cependant, dans ce dernier cas, nous n’avons plus les égalités (5.38), mais
nous avons

du

—— =0,

dv

0 (X Ty m T
dv w

sur , « N (, -1 U, 4).
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Ce qui donne encore 1’égalité (5.39). En passant en coordonnées polaires, on obtient

X X Y Oup m_y ™
— o, fr—/\VSd{E:/E A(T—AVS)ud:L'—I— ; a—yzgw +1 COS(;&)dQ
Yrow - T T “Yor T
_ | Iy eE 0 undd —~ (=N 257 cos?(=6) db.
/0 w(w e cos(w Jur ’y(w )/0 € Ccos (w )

Dans la suite, le seul argument du cas Dirichlet que nous n’avons pas ici est la nullité
de up sur , . utilisée dans la démonstration de la convergence (5.42). Nous allons donc

démontrer la convergence

.z [T, T B

11_1;%5 /0 (w) Cos(we) up(e, 0)do = 0. (5.44)
Pour ce faire nous scindons l'intégrale en deux parties, “/ = / / , et nous

0 )
appliquons la seconde formule de la moyenne : il existe 07 et 0F, 0 < 07 < % et
0+ < w tels que
= (Y 7 T T B
e [0 cosZoyun(e, 0)d0 = = [un(e. 07) — unle, 01)]
0 w w wew
En considérant la majoration
lur(z) — ur(y)|
lumlleo ) = lunlleo@y +  sup ﬂ;_ Wﬁ N < unllime
x,y €8
TFY
on a : il existe g9 > 0 tel que pour tout ¢ < &g, et pour tout p €]7, 1],
0-7) — o+ £ x
|UR(57 e ) EUR(€7 € )| <ec [(COS 05_ oS 0;—)2 + (SIHGE_ _ sin@j)z] 5 chm e
Ew
Il en résulte que
lim |uR(57 05_) _TrUR(€7 0;—)| —0.
e—=0 Ew

Ceci acheve la démonstration du théoreme 5.2.3. ]

5.2.2.2.2 Conditions mélées

Théoreme 5.2.4 Sis est un sommet d’un angle w, 5 < w < 2w, portant des conditions

mélées, alors le coefficient de singularité v de la solution u du systéme (5.4) associ€ a w

:4—w/f VSd:L'—I——/
2 ), 0T

s’éerit :

sl:u‘ »

S)ude.
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Preuve. Supposons que , ;_; porte une condition de Neumann et que ,; porte une
condition de Dirichlet. On ramene le sommet s a l'origine. Soit € > 0, assez petit, pour

que B(0, ) ne rencontre aucune aréte de ) différente de , ;_; et , ;. On pose

Q. =0\ B0, ¢),

v = 0B(0, £) N, (5.45)
y & — aQs \ e
Pour tout A € R, on définit
X X
[Ez/QEr—A-VS(Au)d:L':— Efr—A-VSd:L' (5.46)
En effectuant des intégrations par parties, on obtient :
16:/ A(S - VS)ude + a—“iA-VSda— Q(EA-VS)MU. (5.47)
. a0, Ovr 50, Ov'r
Puisque S =0 sur , . N, ;, nous y avons
a5
: = (x-1v)— = 0. A
x-VS=(x-v) £ 0 (5.48)

Par ailleurs, on a

o =0

5 sur , « M, -1,
90X — (T2 g () =

al/(rA VS) (Zw) r cos(2w0) 0.

De plus, [, -\ (, i—1 U, ;)] N supp(n) = 0. On remplace alors u par ur + 7.5, on obtient

X X
—/ fr_A'Vde = /A(—A-VS)ud:Jc

r
Oupr X 0, x
~ . do — (. d
+ e Ov Voo e 61/(7“A V&) undo
0S8 x J  x

En passant en coordonnées polaires, on a

_/ f%'VSd:L‘:/ A(i-VS)ud:L‘—I- aURiéf%_Hl Siﬂ(i‘g)de
r

r 0 Ov 2w 2w

_/0 (5o - A) ez sin(%e) up df —’Y(%)\)/O = Sin?(QLG) 40

7%\ 5
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Pour calculer ~, on pose

w -1
A= za q= {2(1)2/ sin ( 9) d@} = Aw
2(4) 0 w T
et on a
7 X
! f— VSdr+ [ A(—=-VS)udr (5.50)
q Q. Te . re
s aUR T w -
1- L Our @™ . T S T T
e v 2w Sm( S d+e /0 (55)" sin(5-0) un(e, 0) db.

0
Nous allons maintenant calculer la limite de cette derniere expression quand & tend vers

0. Nous avons les égalités

VS = sm(—@)

ra 2w
A(%-VS)ZO dans {n = 1},
T w
d’ou
lim{/ f%-vsczx—/ A(é-vsmdx} =
e—=0 rw . rw
/ f— VS dr — / A(S  VS)ude (5.51)
Q Tre
De plus, ug € H*(£2), donc il existe gy > 0 tel pour tout € < &y, on a
8uR 1
—— € H2(09.),
5, € 17(0%)
8uR
128 b oy < sl
Il en résulte la convergence

= [¥ Ougp T T

ime' 2 — =

11_1;%5 Ny — (e, 8) " sin( w@) do = 0. (5.52)

Il reste a montrer que
L [Ty T B
11_1;%5 /0 (Zw) sm(2w0) up(e, 0)do = 0. (5.53)

Pour ce faire, nous utilisons I'injection continue de H?() dans C**(Q), 0 < u < 1 (cf

[1]). La fonction ug est dans H*(2), donc on a
Up\x) —uUurly
R o e
|z =yl
x,y €8

r#y

< cllur||m2 @)

[urlleo.n
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Il s’ensuit qu’il existe un réel hg tel que

up(e + h, ) —up(h, 0
p 1RO 0
0<h<hg €

or up est continue sur © et ur(0, #) = 0 impliquent qu’en faisant tendre h vers 0, on
obtient
|ur(e, 9)]
57;: S CHuRHH2(Q)

D’ou la majoration

|uR(57 0)|

- < CHURHH2(Q)5“_%7

£ 2w

qui, en choisissant 5= < u < 1 et en appliquant le théoreme de la convergence domi-
née, fournit la convergence (5.53). L’égalité (5.50) et les convergences (5.51)-(5.53) nous

donnent

’YZQ/JC%‘VSC[SE-I-(]/A(%-VS)UCZQ;.
Q Te Q

T w

5.2.3 Approximation numérique du coefficient ~

On se propose d’approcher 4 via une approximation de la solution u du probleme (5.5)
par la méthode des éléments finis (MEF).

Soit T}, une triangulation de €2 vérifiant les conditions suivantes : il existe une constante

¢ telle qu’on a

h(
VK €Ty, K < g,

PK
ol
hrx = diametre de K et
pr = diametre du cercle inscrit dans K.

Posons h = sup hx et introduisons ’espace
KeT,

V, = {Uh eVn CO(Q), Vh|K c PVK ¢ Th}, (554)
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-1

-n

Fic. 5.2: Q

ou P; désigne ’ensemble des polynomes de degré au plus égal a 1.

Le probleme approché associé a (5.5) consiste a trouver uy, dans Vj, tel que :
Yo € Vi, / Vuy - Vode = / fodz. (5.55)

Soient €, des sous-domaines polygonaux de Q (voir figure 5.2), Q= int(US_, ), et
Qs = O\ Q6. On suppose que supp(n) N Q est dans 'ouvert Q et que n vaut 1 dans Q.

Nous allons tout d’abord donner quelques estimations d’erreur entre u et uy,.

Proposition 5.2.1 Soit u et uy, respectivement solutions des problémes (5.5) et (5.55).

Supposons que
u = un+ 7" p(f)

ouur € H*(Q), ¢ € C[0,27] et 0 < a < 1. On a alors, Ve > 0, les majorations :

HV(U — Uh)HL2(Q)3 < C.ho7F, (556)
=l < oA (5.57)
ou C. ne dépend pas de h.
De plus, si , p =, , on obtient les majorations

IV (= wi)ll oy < C=h'™* (5.58)
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Hu - uhHLQ(Q(S) S CE h2_6. (559)

Preuve.
i) Cas ou , p #,

Soit uy 'interpolé de u dans V}, c’est-a-dire u; est une fonction de Vj, telle que pour
tout noeud a de T}, on a ur(a) = u(a). On sait, d’apres le théoreme 7.1 de [13] que, pour

tout € > 0, il existe une constante C. telle que
HV(U — u[)HL2(Q)3 < C.h 5. (560)

Nous savons aussi que

|V (u— Uh)H%Q(Q)s = /QV(U —up) - Viu—up)de = /QV(U —up) - V(u—uy)de;
et que, par conséquent, I'inégalité de Schwarz donne
IV (= wn)l[72 e < IV (w0 = wn)llrz g V(= w22y
d’ou la majoration (5.56) :
19— un) e < 19— wr)omgay < Ceh™=,

Si u porte une condition de Dirichlet sur tout le bord de €2, la majoration (5.58) est

obtenue dans [13] (p. 78). Il reste donc a démontrer (5.57) et (5.59).

a) On se place d’abord dans le cas ou , ;_1 U, ; porte une condition de Dirichlet. Pour
majorer la norme ||u — up||z2(q), pour toute fonction g € L*(Q), nous introdui-
sons les fonctions vg, 1 < k < 5 solutions variationnelles respectives des systemes

d’équations
—Avl =g dans Q,

oot
ov
vt =0 sur 09 N, 4,

0 sur 04\, ., (5.61)

—Av? =g dans Q,,

Ov?
Jdv
v? =10 sur 0Q N, -1,

=0 sur 0\, i1, (5.62)
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et
—Avl+ X vl =¢ dans Q,
[=3,4,5 (5.63)
l s Tty Uy
a_v =0 sur 0€;,
dv

ou A est un réel strictement positif.

On définit aussi vf, des éléments de V},, comme suit : pour tout noeud a de T,

vi(a) = { vle) a0 s (5.64)

0 sinon ,

Nous avons les égalités

/ (u—up)gde = —/ (u — up)Av’ de = V(u—up)Volde, B=1,2,
§ip §ip §ip

/ (u—up)gde = —/ (u— uh)Avld:L' + )\/ (u— uh)vld:zj
Ql Ql

"

= V(u—u)Vo'de + )\/ (v —up)o'de, [ =3,4,5.

Ql Ql
Or,on a
/ V(u—u)Vorde=0 k=1, ..,5,
Qp
d’ou
/(u—uhgd:zj = Z Vu—uhV(vk—vf)dx
Q
—I—Z)\/ u—uhvd:zj (5.65)

D’apres l'inégalité de Schwarz, pour £ =1, ---, 5, nous avons

V(u —up)V (0" —of)de

Qp

< 1V (u = w2 IV (0" = vi) 2 @i)e. (5.66)

Les ouverts 2 sont des polygones convexes dont les angles ou sont posés des condi-

tions mélées sont inférieurs a Z (voir figure 5.2, (5.61)-(5.63)), les solutions v* sont

2

respectivement dans les espaces H?(€2;) (cf. [21]). D’apres le théoreme 3.4.1 de [6],

nous avons les majorations

IV (0" = )|z () < Cs 0¥ |12(y) (5.67)
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Nous avons enfin, dans [21], les inégalités

108202 < Nlgllz2n)- (5.68)

Les inégalités (5.56) et (5.65)-(5.68) fournissent la majoration

/626(u—uh)gd:1;

H9HL2(Q6)

< Ch™ 7 Ml — wnl| 2,y V9 € LP(S0). (5.69)

Or, on sait que

/626(u—uh)gd:1;

Hu - uhHL2(fl6) = Sup~ H H ~ (570)
9€L2(0e) 1191112 (%)
D’ou, en prenant 0 < A < 1, nous avons la majoration
Hu - uhHLQ(Q6) S Cshl-l_a_s. (571)

b) Si, ;-1 U, ; porte une condition de Neumann, pour obtenir (5.71) nous reproduisons

la méme démonstration avec les fonctions v* et v¥ définies par

—Av*F 4+ Av* =g dans Q,

5.72)
ovk (
5, = 0 sur 0€)y.
et
k . 0
0 e -
0 S1non.

¢) Si on se place dans le cas de conditions mélées portées par deux arétes , ;_y et ,;
telles que 7 < w; < m. Par exemple , ;_; porte une condition de Dirichlet et , ;
porte une condition de Neumann, on considére la figure 5.3. Alors, on fait la méme

démonstration que précédemment avec des fonctions v* et vF, définies par

—Av? =g dans Q,,

0
v

v =10 SUT , 4—1,

=0 surdQy )\, ;1 (5.74)
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Fic. 5.3: Q

—Avt+ Xvl =¢ dans Q,

[=1.3 (5.75)
avl 5 Uy
Foi 0 sur 0€,
et
k . 0
{70 e -
0 Sinon.

Et comme dans le cas Dirichlet, on obtient la majoration (5.71).

Si on est dans le cas de conditions mélées portées par deux arétes , ;_; et , ; telles

que m < w; < 27, on considere la figure 5.2 et les fonctions v* et v} définies par

—Av? =g dans Q,,

2

A 0 dans 95\ , ;1
dv

v =10 SUT , 4—1,

—Avl + vl =¢ dans Q,

!
aa_v =0 sur 08,
v

[=1,3,4,5
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et

vi(a) = { S (@) s
S111011.

Et on reconduit la démonstration effectuée dans le cas ou , ;_1 et ,; portent des

conditions de Dirichlet.
ii) Cas ou , p =,

Si une condition de Dirichlet est mise sur tout le bord de €, [13] (p. 78) donne la
majoration (5.58). Pour obtenir (5.59), on peut reconduire la méme preuve que dans le
cas ou , ;—1 U, ; C, p, en utilisant la majoration (5.58). Ceci acheve la démonstration

de la proposition 5.2.1. ]

Pour F' défini par (5.9), on donne une approximation 7, du coefficient de singularité
~ calculé dans la section précédente :

2

T To1

/Q[fn(x—xo)-VS—l—F(n)uh]dx siw =2,

Vh (5.77)

%/f%.vgderl A( x V) upde sim<w<2m,
w Q Tw

w2 Q 7"2%
dans le cas ou la singularité porte une condition de Dirichlet uniquement ou une condition

de Neumann uniquement ;

4o

/[fn(x—xo)-VS—l—F(n)uh]dx siw=m,

T To1 JQ

= 4 X 4 X (5.78)
_7/f?”mM%%7/A@ENmmmxgg<w<%,
w Q Tw w Q rw

dans le cas ot la singularité porte des conditions mélées. Soit la fonction n € H?(R?),
telle que supp(n)NQ C Q et Mg, = 1 dans le cas de la figure 5.2 (7 < w < 2m), et ng, =1
dans le cas de la figure 5.3. Dans la pratique, on peut le prendre comme un polyome de

degré 3 par morceaux. Nous pouvons maintenant établir le théoreme

Théoréeme 5.2.5 Si~y est le coefficient de la singularité de u solution de (5.5) au sommet
s d’angle w, et v, Uexpression définie dans (5.77)-(5.78), on a : Ve >0,

[y =l < O,y e, (5.79)
ou C(n,e) désigne une constante ne dépendant pas de h.

De plus, si , p =, , nous avons la majoration

[y =l < Cln,e) h*~* (5.80)
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Preuve. La démonstration du théoreme repose sur la proposition 5.2.1. On applique

I'inégalité de Schwartz a

= [F(n){u—w}dx,

on obtient

v =l S NEM 120001t — wnll12(a,)s

et en utilisant la proposition 5.2.1, on complete la preuve du théoreme.

5.2.4 Approximation de la solution u

Soit % solution de I’équation

Vo, € Vi, /Vﬂ%-Vuhd:p:/fvhd:zj—l—’yh/ASvhdx.
Q Q Q

Posons iy, = ﬂ% + v, 5. Nous obtenons le théoreme

Théoréeme 5.2.6 Soit u solution du probléme (5.5), nous avons la majoration

HV(U - ﬂh)HL2(Q)3 S Ch.
Preuve. En utilisant ’écriture u = ug + v S, nous avons

u—ﬂh:uR—ﬂ%—l—(’y—’yh)S.

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)

Sachant que |y — v,] < Ch (voir théoreme 5.2.5) et que S est dans H'(Q), il suffit de

prouver que
19 (un — sy < Ch
Des équations (5.5) et (5.83), on tire
Vv e, /QV(UR—ﬂ%)-Vvhd:L‘:(’y—’yh)/QASvhd:Jc.

Par ailleurs,

IV (un — @) oy = / V(u — i) - V(up — ily) de

= /V(uR—ﬂ%)-VuRdx—(’y—’yh)/ASﬂ%dx.
Q Q
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Il s’ensuit 1’égalité

Yoy, € Vh7 HV(UR - UR HL2 / V UR — UR V(UR — Uh) dr

—(v =) /Q AS (ﬁ% —vp) dx.

D’olt, en prenant v, = ul solution de 1’équation

Yop € Vi, / Vulh - Vo, de = / fopde + ’y/ AS vy, der, (5.86)
Q Q Q

o1 a

19 (e — )2y / V(ug — i) - V(ug — ul) da

=) / AS (uly — ) do.
Q

En appliquant respectivement les inégalités de Schwarz et Poincaré a cette derniere équa-

tion, on obtient la majoration

1 N 1 .
IV (ur — )| < IV (g —u up)lZo@p + C 1y =l IV (ug — k)2 (5.87)

Rappelons que up est solution de I’équation

YovelV, /VuR-Vvdx:/fvdx—l—’y/ASvdx,
Q Q Q
et que ug € H*(Q). Nous avons alors la majoration
IV (ur — uf)||z2(0) < Ch.  voir [6]. (5.88)
De plus, des équations (5.83) et (5.86) on tire

Yo, € Vi, / V(uly — %) - Vo, de = (y — ’yh)/ AS vy, dz,
Q Q

d’otl, en posant v, = ul — %, et en appliquant respectivement les inégalités de Schwarz

et Poincaré au second membre, on obtient
IV (u = @) |2 < Cly =l < Ch (5.89)
Les inégalités (5.87)-(5.89) et |y — | < C h impliquent
I (ur — i)y < Ch (5.90)

Enfin la majoration (5.84) est donnée par les inégalités (5.90) et |y — 4| < C h. ]
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Commentaire 5.2.1 1. Dans le cas d’une fissure, une expression de v ne faisant pas
intervenir les solutions duales a été obtenue dans [5], mais la majoration de Uerreur
|v — vu| y est seulement d’ordre h avec Uespace d’approximation Vi, (voir 5.54).
Des majorations d’ordre C.h3=¢ y sont obtenues a condition d’utiliser des éléments
finis Py. Par une méthode d’adjonction de solutions singuli¢res, d’apres [3], on peut

construire une suite (Y ),en dont la limite v, vérifie |y — | < C.RMTE72,

2. L’intéret du présent travail consiste a obtenir une expression trés simple du coef-
ficient de singularité ~ ; puis une majoration de |y — 3| d’ordre h'tS=2, ou h*=¢
(dans le cas ot , p = , ), en travaillant seulement avec espace d’approzimation
(5.54) de fonctions affines par morceaux, et en n'utilisant que les fonctions singu-
liéres S = re cos(Z04 @) déja connues. De plus, nous obtenons une approximation
u, de u d’ordre équivalent a celui obtenu dans le cas ou la solution u est dans

H(Q) ¢ ||V (u— )| < ch.
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RESUME

Le mémoire est consacré a divers aspects de la modélisation de plaques : controlabilité
frontiere de structures bidimensionnelles et construction de modeles de plaques piézoélectriques,
en relation avec des situations technologiques d’actualité, puis étude de singularités.

Dans le premier chapitre on obtient un résultat de controlabilité exacte frontiére pour une
plaque élastique bidimensionnelle. On résout d’abord le probleme de controlabilité exacte pour
une plaque tridimensionnelle d’épaisseur h en contrélant uniquement l'intérieur et la frontiere
latérale de la plaque ; le choix effectué des contréles tridimensionnels permet de faire disparaitre
les controéles intérieurs lorsque h tend vers 0.

On étudie, dans les chapitres 2, 3 et 4, le comportement d’une plaque piézoélectrique
lorsque son épaisseur tend vers 0, notamment, dans le cas complet ot la contribution magnétique
dans les équations de Maxwell n’est pas négligeable.

Ainsi, d’une part, on justifie les modeles qui supposent que dans une plaque mince le po-
tentiel électrique peut étre assimilé & un polynéme du second degré en la coordonnée d’espace
suivant ’épaisseur. Et, d’autre part, on explique pourquoi dans les modeles bidimensionnels les
équations d’équilibre mécanique, ou les équations d’évolution, sont liées au potentiel électrique
uniquement par la différence de potentiel entre les deux faces horizontales. De plus, on exhibe
de maniere précise la contribution des termes piézoélectriques dans I'opérateur de flexion.

Le chapitre 5 est consacré au calcul de coefficients de singularité sur un ouvert bidimen-
sionnel polygonal non convexe.

Mots clés : Flasticité, Piézoélectricité, Plagques, Analyse asymptotique, Controlabilité exacte,
Coefficients de singularité.

ABSTRACT

This dissertation deals with various aspects of plate modelling : boundary exact controllabi-
lity of 2D structures, construction of models for piezoelectric plates, and analysis of singularities.

The first chapter presents a result of boundary exact controllability for a 2D elastic plate.
First, we solve an exact controllability problem for a plate with thickness h, by controlling only
its interior and its lateral boundary. We choose interior controls that vanish as h tends to 0.

In Chapters 2, 3, 4, we study the behavior of a piezoelectric plate when its thickness tends
to 0. Particularly, in the dynamic case where the magnetic contribution is taken into account
in the Maxwell equations.

So, in one hand, we justify the thin plate models which assume that the electric potential is
a second order polynomial in the thickness direction. On the other hand, we prove that in 2D
models, the equilibrium equations depend on the electric potential only through the difference
of potential between the horizontal faces. Moreover, we obtain the very contribution of the
piezoelectric constants in the bending operator.

In Chapter 5, we give a simple way to compute the singularity coefficients in a 2D none
convex open domain.

Keywords : FElasticity, Piezoelectricity, Plates, Asymptotic analysis, Fzract controllability,
Singularity coefficients .



