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qu'ils ont port�e �a ce document.

M. Denis CAILLERIE et MM. Doina CIORANESCU qui ont bien voulu faire partie

de ce jury, et examiner cette th�ese.

Je remercie vivement tous mes coll�egues et amis de l'UFR-MAI-UGB et du LMC pour

leur aide scienti�que, mat�erielle et morale. Sans l'environnement favorable que vous avez

su instaurer, faire ce travail aurait �et�e tr�es p�enible.

Je remercie M. Olivier BESSON de l'Universit�e de Neuchâtel pour avoir enrichi la

biblioth�eque de l'UFR-MAI d'un don d'ouvrages scienti�ques des plus recents.

Mes remerciements vont aussi �a l'Acad�emie du tiers-monde, et �a Eco-africa pour le

soutien mat�eriel qu'ils ont bien voulu apport�e au laboratoire LANI.

Mes amis de la communaut�e s�en�egalaise de Grenoble, vous avez tous mes remercie-

ments. Votre esprit naturel de solidarit�e m'a �et�e d'un apport consid�erable.

Je tiens �a t�emoigner ma profonde gratitude �a la famille NIANE pour avoir guid�e avec

beaucoup d'humanit�e mes premiers pas �a l'Universit�e de Saint-Louis. J'avoue que sans

votre soutien mat�eriel et moral, mon s�ejour �a Saint-Louis aurait tourn�e court.

En�n, je ne saurais clore ces remerciements sans en adresser �a ma grande famille et

�a ma m�ere. Je n'ai eu que la part facile du travail. Il est tr�es reposant de nâ�tre dans une
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Introduction g�en�erale

La contrôlabilit�e exacte d'un syst�eme dynamique consiste �a l'amener d'un �etat �a un

autre �x�e, par une action ext�erieure, en un temps T donn�e. Pour un syst�eme lin�eaire

r�eversible, cela revient �a l'amener au repos. Un exemple concret de contrôlabilit�e exacte

est celui des syst�emes r�egis par l'�equation des ondes. Pour ce cas, une m�ethode a �et�e

d�evelopp�ee par Lions [6]. C'est la m�ethode HUM que nous allons utiliser pour la contrô-

labilit�e exacte de plaques �elastiques. Cette m�ethode sugg�ere que l'on peut amener au

repos une plaque �elastique vibrante en lui appliquant des forces �a la surface ou �a l'in-

t�erieur. Des dispositifs bien connus de contrôle sont ceux mettant en jeu des mat�eriaux

pi�ezo�electriques, qui peuvent servir aussi bien �a d�etecter les vibrations de la plaque qu'�a

lui imposer des forces de contrôle.

Le premier chapitre de ce m�emoire est consacr�e �a la justi�cation, par une approche

asymptotique, du mod�ele de contrôlabilit�e exacte fronti�ere pour une plaque �elastique

bidimensionnelle obtenu par Niane [7] et par Zuazua [6]. Pour ce faire, on r�esout le

probl�eme de contrôlabilit�e exacte pour une plaque tridimensionnelle d'�epaisseur h en

contrôlant uniquement l'int�erieur et la fronti�ere lat�erale de la plaque. Puis, on �etudie le

comportement asymptotique lorsque h tend vers 0 ; les contrôles int�erieurs �etant choisis

de telle sorte qu'ils disparaissent �a la limite. Ainsi, on parvient �a contrôler une plaque

bidimensionnelle avec des forces appliqu�ees uniquement �a sa fronti�ere.

Apr�es une pr�esentation g�en�erale au chapitre 2 de la pi�ezo�electricit�e et des �equations

de Maxwell qui fournissent le champ �electromagn�etique, dans les chapitres 3 et 4, on

�etudie le comportement d'une plaque pi�ezo�electrique lorsque son �epaisseur tend vers 0.

Tout d'abord, on fait l'analyse asymptotique des �equations de Maxwell-Gauss sta-

tiques qui r�egissent le comportement du potentiel �electrique qui intervient dans les lois

de comportement des mat�eriaux pi�ezo�electriques. Cette �etude pr�eliminaire nous permet

de d�egager et d'analyser les espaces fonctionnels dans lesquels on peut chercher le poten-

tiel �electrique.
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On e�ectue ensuite l'analyse asymptotique du mod�ele pi�ezo�electrique statique, com-

plet. D'une part, celle-ci justi�e les mod�eles de Bernadou [4] et de Rogacheva [35] qui

supposent que, sur une plaque mince, le potentiel �electrique peut être assimil�e �a un po-

lynôme du second degr�e en x3, la coordonn�ee d'espace suivant l'�epaisseur de la plaque.

D'autre part, on retrouve les mod�eles de Banks [3] et Destuynder [14], qui ont con�cu des

mod�eles bidimensionnels dans lesquels les �equations d'�equilibre m�ecanique, pour les com-

posantes horizontales du d�eplacement, sont li�ees au potentiel �electrique uniquement par

la di��erence de potentiel qui intervient dans leur second membre. On montre �egalement

la contribution des termes pi�ezo�electriques dans l'op�erateur de 
exion.

Dans le quatri�eme chapitre, on traite le cas de la pi�ezo�electricit�e dynamique. Ici, on

consid�ere les �equations de Maxwell compl�etes, c'est-�a-dire qu'on ne fait pas l'hypoth�ese

quasi-�electrostatique qui suppose que le champ magn�etique est n�egligeable. Avant de

s'attaquer �a la r�esolution du probl�eme complet, on r�esout le syst�eme d'�equations constitu�e

par les �equations de Maxwell-Gauss et de Maxwell-Amp�ere dans une plaque cylindrique.

Ce dernier travail nous permet d'�etudier les caract�eristiques des espaces dans lesquels on

cherche le potentiel vecteur magn�etique dont le rotationnel est �egal au champmagn�etique.

Fort des �etudes pr�eliminaires statiques et dynamiques cit�ees ci-dessus, on donne un

th�eor�eme d'existence et d'unicit�e de la solution du syst�eme d'�equations pi�ezo�electriques

dynamiques complet. C'est un syst�eme de trois �equations aux d�eriv�ees partielles (�equa-

tion d'�equilibre m�ecanique, �equation de Maxwell-Gauss, �equation de Maxwell-Amp�ere)

�a trois inconnues (vecteur d�eplacement, potentiel vecteur magn�etique, potentiel �elec-

trique). En�n, on montre que, quand l'�epaisseur de la plaque tend vers 0, la solution

trouv�ee converge fortement vers une limite qui est solution d'un mod�ele bidimensionnel

que l'on appelle mod�ele de plaque pi�ezo�electrique.

Le chapitre 5 est consacr�e au calcul de coe�cients de singularit�e sur un ouvert

bidimensionnel polygonal non convexe, coe�cients qui, par exemple, dans le cas d'un

ouvert �ssur�e, correspondent �a la vitesse de propagation des �ssures (voir [8]). Dans le

cas de l'�equation de la chaleur ou de Maxwell-Gauss, ils correspondent respectivement

�a l'intensit�e de la chaleur ou du champ �electrique au sommet des angles non convexes.

Nous utilisons l'�equation de Laplace qui mod�elise une membrane chau��ee ou soumise �a un

champ �electrique. Notons que toutes les techniques utilis�ees dans ce chapitre peuvent être

�etendues �a l'op�erateur bilaplacien, c'est-�a-dire aux plaques �elastiques bidimensionnelles.

Nous compl�etons notre �etude en donnant, par une m�ethode d'�el�ements �nis classique,

une approximation num�erique aussi bien des coe�cients de singularit�e que de la solution

de l'�equation de Laplace.



Premi�ere partie

Contrôlabilit�e exacte





Chapitre 1

Contrôlabilit�e exacte fronti�ere et

limite asymptotique des corps

�elastiques minces

1.1 Introduction

La contrôlabilit�e exacte consiste �a agir sur un syst�eme qui �evolue au cours du temps

pour l'amener d'un �etat �a un autre �x�e. Pour un syst�eme lin�eaire r�eversible, cela revient

�a l'amener au repos. Si les conditions initiales du syst�eme sont connues, dans le cas de

l'�equation des ondes, J. L. Lions [6] propose la m�ethode HUM (\Hilbert Uniqueness Me-

thod") que l'on peut adapter �a bien d'autres situations telles que le contrôle des corps

�elastiques. Ici, nous nous int�eressons �a la justi�cation, par une approche asymptotique,

du mod�ele de contrôlabilit�e exacte fronti�ere pour une plaque �elastique bidimensionnelle

obtenu par Niane [7] et par Zuazua [6]. Pour ce faire, on r�esout le probl�eme de contrôla-

bilit�e exacte pour une plaque tridimensionnelle d'�epaisseur h en contrôlant uniquement

l'int�erieur et la fronti�ere lat�erale de la plaque. Puis, on �etudie le comportement asymp-

totique, lorsque h tend vers 0, des contrôles et des solutions contrôl�ees ; les contrôles

int�erieurs �etant choisis de telle sorte qu'ils disparaissent �a la limite.

Notons qu'un sujet voisin a �et�e r�ecemment trait�e par Figueiredo et Zuazua [4], puis

par Saint Jean Paulin et Vanninathan [13], qui ont obtenu, �a la limite, un contrôle

distribu�e �a tout l'int�erieur de la plaque bidimensionnelle. L'int�erêt de ce pr�esent travail

se situe essentiellement �a ce niveau ; ici, en faisant tendre h vers 0, nous aboutissons �a
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un contrôle exact n'agissant que sur le bord lat�eral de la plaque bidimensionnelle. Un

r�esultat analogue est obtenu par Yan [14] dans le cas plus simple de l'�equation des ondes

sur un domaine de dimension n quelconque.

Objet de l'�etude. Principaux r�esultats obtenus

Dans la suite, nous faisons la convention de sommation sur l'indice r�ep�et�e, les indices

latins �etant dans l'ensemble f1; 2; 3g et les indices grecs dans f1; 2g par d�efaut. Et c

repr�esente di��erentes constantes ind�ependantes de h.

Soit un corps �elastique, homog�ene, isotrope occupant le domaine 
h = ! � (�h; h),
o�u ! est un domaine polygonal de R2, de fronti�ere 
. Notons �h+ la face sup�erieure de

la plaque, �h� sa face inf�erieure, et �hl la fronti�ere lat�erale de 
h. D�e�nissons aussi les

domaines

Qh = 
h�]0; T [; �h� = �h
��]0; T [; �h

l = �hl�]0; T [:

Par la m�ethode HUM de Lions [6], on contrôle exactement les vibrations de la plaque


h avec des contrôles int�erieurs et surfaciques lat�eraux. Autrement dit, pour des condi-

tions initiales donn�ees, et un temps T assez grand, on trouve des contrôles fh et uh0 tels

que la solution du syst�eme

8>>>>>><
>>>>>>:

�huh00 � div�h(uh) = fh dans Qh;

�h(uh) � = 0 sur �h�;

uh = uh0 sur �h
l ;

uh(0) = yh0 ; uh0(0) = yh1 dans 
h;

(1.1)

o�u �hij(u
h) = �ehpp(u

h)�ij + 2�ehij(u
h), v�eri�e uh(T ) = uh

0
(T ) = 0.

Soit x0 un point du plan contenant !. D�e�nissons q par q(x) = (x1�x01; x2�x02; 0).
En utilisant la mêmemise �a l'�echelle des inconnues et des donn�ees que [11], et la m�ethode
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HUM, nous obtenons le syst�eme contrôl�e8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

h2� u�(h)00 � @j��j(h)(u(h)) = 2�h2��(h)00 + 2@3��3(h)(�(h)) dans Q;

�u3(h)00 � @j�3j(h)(u(h)) = 4@3�33(h)(�(h)) + 2@���3(h)(�(h)) dans Q;

�(h)(u(h)) � = 0 sur ��;

u(h) = (q � �)@��(h) sur �l;

u(h)(0) = y0(h); u(h)0(0) = y1(h) dans 
;

u(h)(T ) = 0; u(h)0(T ) = 0 dans 
;

(1.2)

o�u �(h) est la solution de8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

h2���(h)00 � @j��j(h)(�(h)) = 0 dans Q;

��3(h)00 � @j�3j(h)(�(h)) = 0 dans Q;

�(h)(�(h)) � = 0 sur ��;

�(h) = 0 sur �l;

�(h)(0) = �0(h); �(h)0(0) = �1(h) dans 
;

(1.3)

avec des conditions initiales �0(h) 2 H1
�l
(
)3, �1(h) 2 L2(
)3 donn�ees par (y0(h); y1(h))

�a travers l'op�erateur HUM � que nous d�e�nirons ult�erieurement.

Ensuite, nous �etudions le comportement asymptotique des contrôles et des d�eplace-

ments lorsque h tend vers 0 en nous aidant des r�esultats de Ciarlet [2], Raoult [11]. Les

r�esultats de [2] et [11] sont g�en�eralis�es dans la partie II de cette th�ese au cas de la pi�e-

zo�electricit�e. Lorsque h tend vers 0, le syst�eme contrôl�e (1.2) fournit le syst�eme limite

contrôl�e

8>>>>>><
>>>>>>:

2� �300 � @��

�
4�
3

h
�

�+2���3��� + @���3

i�
= 0 dans ! � (0; T );

�3 = 0; @��3 = v sur 
l � (0; T );

�3(0) = p3; �03(0) = q3 dans !;

�3(T ) = 0; �03(T ) = 0 dans !

(1.4)

avec v = (q � �)@2��3, o�u �3 est solution d'une �equation bidimensionnelle de plaque dont

les conditions initiales sont donn�ees par (p3; q3).

Ainsi, en contrôlant l'int�erieur et la fronti�ere lat�erale d'une famille de plaques tridi-

mensionnelles, nous aboutissons �a la contrôlabilit�e exacte fronti�ere pour l'�equation de

plaque bidimensionnelle.
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1.2 Equations, position du probl�eme et r�esultats pr�e-

liminaires

Soit uh = (uh1; u
h
2 ; u

h
3) le vecteur d�eplacement.On note �h(uh) le tenseur des contraintes

et eh(uh) celui des d�eformations, avec ehij(u
h) = 1

2
(@iuhj + @ju

h
i ).

1.2.1 Equations m�ecaniques

Soient �h la densit�e massique du mat�eriau �elastique occupant le domaine 
h, fh la

densit�e de force volumique qui lui est appliqu�ee, uh0 le vecteur d�eplacement sur le bord

lat�eral de 
h, yh0 le vecteur d�eplacement initial, yh1 le vecteur vitesse initiale et � le

vecteur unitaire normal, ext�erieur �a 
h. Dans la suite, " 0 " repr�esente la d�erivation par

rapport au temps. Le syst�eme dynamique de l'�elasticit�e lin�eaire est donn�e par8>>>>>>><
>>>>>>>:

�huh00 � div�h(uh) = fh dans Qh;

�h(uh) � = 0 sur �h
�;

uh = uh0 sur �h
l ;

uh(0) = yh0 ; uh0(0) = yh1 dans 
h:

(1.5)

Ici, on �etudie le cas d'un mat�eriau isotrope, et donc

�hij(u
h) = �hehpp(u

h) �ij + 2�hehij(u
h): (1.6)

Comme il est de coutume en analyse asymptotique, nous faisons un changement de va-

riable pour faire porter le petit param�etre sur les op�erateurs seulement et non plus sur

le domaine, a�n d'obtenir des r�esultats de convergence dans des espaces de Hilbert ind�e-

pendants de h.

Nous posons x = (x1; x2; x3) 2 
 et lui associons xh = (x1; x2; hx3), posons aussi

�l = 
�]� 1; 1[, �� = �+ [ ��. Nous faisons les hypoth�eses suivantes sur les ordres de

grandeur des donn�ees du probl�eme :

fh�(x
h) = h2f�(x); fh3 (x

h) = h3f3(x); x 2 
;

gh�(x
h) = h3g�(x); gh3 (x

h) = h4g3(x); x 2 ��:
(1.7)

Pour les forces appliqu�ees, ce sont les hypoth�eses classiques (cf [2]). Par ailleurs, les

constantes �elastiques sont suppos�ees ind�ependantes de h. Nous e�ectuons le changement
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d'inconnues

uh�(x
h) = h2u�(h)(x);

uh3(x
h) = hu3(h)(x): (1.8)

Pour les d�eplacements, c'est le changement d'inconnues classique utilis�e en �elasticit�e

lin�eaire. Ainsi, le syst�eme (1.1) devient

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

h2� u�(h)00 � @j��j(h)(u(h)) = f�(h) dans Q;

�u3(h)00 � @j�3j(h)(u(h)) = f3(h) dans Q;

�(h)(u(h)) � = 0 sur ��;

u(h) = u0(h) sur �l;

u(h)(0) = y0(h); u(h)0(0) = y1(h) dans 
;

(1.9)

o�u �(h)(u(h)) est le tenseur des contraintes mises �a l'�echelle, c'est-�a-dire

���(h) (u(h)) = �

�
e�� (u(h)) +

1

h2
e33 (u(h))

�
��� + 2�e�� (u(h)) ;

��3(h) (u(h)) = 2�
1

h2
e�3 (u(h)) ;

�33(h) (u(h)) = �
1

h2
e�� (u(h)) + (�+ 2�)

1

h4
e33 (u(h)) :

1.2.2 Position du probl�eme

Le probl�eme de contrôlabilit�e exacte qu'on se propose de r�esoudre ici consiste, pour

(y0(h); y1(h)) donn�e et pour un temps T �x�e assez grand, �a trouver des contrôles f(h)

et u0(h) tel que u(h)(T ) = u(h)0(T ) = 0. Ensuite nous allons proc�eder �a l'analyse

asymptotique de la suite de solutions contrôl�ees u(h) et des contrôles trouv�es. Nous

montrerons que la suite de contrôles f(h) trouv�ee tend vers 0 quand h tend vers 0. Et

grâce �a cette derni�ere convergence, nous obtenons un contrôle fronti�ere sur la plaque

bidimensionnelle limite.
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1.2.3 R�esultats pr�eliminaires

On d�e�nit les espaces

V(
) =
�
v 2 H1(
)3; vj�l � 0

	
;

X =
n
v 2 L2

�
0; T ; L2(
)

�
; v0 2 L2

�
0; T ;

�
H1

�l

�0�o
;

et l'op�erateur A(h) par

A(h) : V(
) �! V(
)0;

hA(h)(u); vi = a(h)(u; v);

o�u a(h)(: ; :) est la forme bilin�eaire d�e�nie sur V(
)�V(
) par

a(h)(u; v) =

Z



�ij(h)(u)eij(v) dx:

La forme bilin�eaire a(h)(: ; :) est V(
)-continue et V(
)-elliptique. La surface moyenne

de la plaque �etant de forme polygonale dans R2, il existe " > 0 tel que le domaine DA(h)

de l'op�erateur A(h) v�eri�e (cf. Nicaise [8])

DA(h) =
�
v 2 V(
); A(h)(v) 2 L2(
)3

	 � �H 3

2
+"(
)

�3
\V(
):

Consid�erons maintenant le syst�eme d'�equations8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

h2���(h)00 � @j��j(h)(�(h)) = f�(h) dans Q;

��3(h)00 � @j�3j(h)(�(h)) = f3(h) dans Q;

�(h)(�(h)) � = 0 sur ��;

�(h) = 0 sur �l;

�(h)(0) = �0(h); �(h)0(0) = �1(h) dans 
:

(1.10)

Nous avons les r�esultats de r�egularit�e ci-dessous, dus �a Nicaise [8] et Grisvard [10].

Th�eor�eme 1.2.1 Soient �0(h) 2 V(
), �1(h) 2 L2(
)3 et f(h) 2 L1(0; T ; L2(
)3).

Alors, il existe une unique solution �(h) du probl�eme (1.10) avec la r�egularit�e

�(h) 2 C0 (0; T ; V(
)) \ C1 �0; T ; L2(
)3
� \W 2;1 (0; T ; V(
)0) :

De plus, si �0(h) 2 DA(h), �
1(h) 2 V(
) et f(h) 2 L1(0; T ; V(
)), alors �(h) a la

r�egularit�e

�(h) 2 C0 �0; T ; DA(h) \V(
)
� \ C1 (0; T ; V(
)) \W 2;1(0; T ; L2(
)3):
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Nous avons aussi un r�esultat de densit�e dû �a Nicaise [9], qui nous sera utile dans la suite.

Th�eor�eme 1.2.2 Soient �0(h) 2 V(
), �1(h) 2 L2(
)3, f(h) 2 L1(0; T ; L2(
)3) et soit

�(h) la solution du probl�eme (1.10). Alors, il existe des suites �0m(h) 2 DA(h), �
1
m(h) 2

V(
) et fm(h) 2 C0(0; T ; V(
)), telles que, quand m tend vers l'in�ni, nous avons les

convergences fortes

�0m(h)! �0(h) dans V(
);

�1m(h)! �1(h) dans L2(
)3;

fm(h)! f(h) dans L1(0; T ; L2(
)3):

De plus, la solution �m(h) de (1.10) correspondant aux donn�ees �0m, �1m et fm(h) v�eri�e

�m(h) 2 C0
�
0; T ; DA(h)

� \ C1 (0; T ; V(
)) \ C2 �0; T ; L2(
)3
�
;

et �m(h) converge fortement vers �(h), dans C0(0; T ; V(
)) \ C1(0; T ; L2(
)3), quand

m!1:

1.2.4 Estimations d'�energie pour le probl�eme tridimensionnel

Pour obtenir l'�energie du syst�eme (1.10), avec les donn�ees �0(h) 2 DA(h), �
1(h) 2 V(
)

et f(h) 2 L1(0; T ; V(
)), multiplions ses deux premi�eres �equations respectivement par

��(h)0 et �3(h)0. Il vient

h2� h��(h)00(t); ��(h)0(t)i
 + � h�3(h)00(t); �3(h)0(t)i

+a(h) (�(h)(t); �(h)0(t))

=

Z



fi(h)(t)�i(h)
0(t) dx:

En int�egrant cette �equation par rapport au temps, de 0 �a t, on obtient

E�(h)(t)� E�(h)(0) =

Z t

0

Z



fi(h)(t)�i(h)
0(t) dx dt (1.11)

avec

E�(h)(t) =
1

2

"
h2�

2X
�=1

j��(h)0(t)j2
 + � j�3(h)0(t)j2
 + a(h) (�(h)(t); �(h)(t))

#
:

On peut noter que si f(h) = 0, alors l'�energie E�(h)(t) ne d�epend plus du temps.

L'�egalit�e (1.11) nous permet d'�etablir le lemme
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Lemme 1.2.1 Pour tout �(h) solution de (1.10), avec les donn�ees �0(h) 2 V(
), �1(h) 2
L2(
)3 et f(h) 2 L2(0; T ; L2(
)3), nous avons la majoration

E�(h)(t) � c

"
E�(h)(0) +

1

h2

2X
�=1

Z T

0

kf�(h)k2L2(
) dt+
Z T

0

kf3(h)k2L2(
) dt
#
;(1.12)

et si f(h) 2 X2 � L2(0; T ; L2(
)),

E�(h)(t) � c

"
E�(h)(0) +

2X
�=1

kf�(h)k2X +

Z T

0

kf3(h)(t)k2L2(
) dt
#
: (1.13)

Preuve.Vu le th�eor�eme 1.2.2 et la densit�e de C1 (0; T ; V(
)) dansX2�L1 (0; T ; L2(
)),

il su�t de prouver (1.13) avec �0(h) 2 DA(h), �
1(h) 2 V(
) et f(h) 2 C1 (0; T ; V(
)).

Dans ce dernier cas, nous pouvons faire une int�egration par parties et obtenirZ t

0

Z



f�(h)(t)��(h)
0(t) dx dt =Z t

0

hf�(h)0(s); ��(h)(s)i
 dt+
Z



f�(h)(t)��(h)(t) dx�
Z



f�(h)(0)��(h)(0) dx:

Et on en d�eduit ����
Z t

0

Z



fi(h)(s)�i(h)
0(s) dx ds

���� �
kf�(h)k2X +

Z t

0

k��(h)(s)k2H1
�l
(
) ds

+
a

2
kf�(h)(t)k2h

H1
�l
(
)

i0 +
1

2a
k��(h)(t)k2H1

�l
(
)

+
1

2
kf�(h)(0)k2h

H1
�l
(
)

i0 +
1

2
k��(h)(0)k2H1

�l
(
)

+
1

2

Z T

0

kf3(h)(t)k2L2(
) dt+
1

2

Z t

0

k�3(h)0(s)k2L2(
) ds:

En utilisant (1.11) et l'in�egalit�e ci-dessus, nous obtenons

E�(h)(t) � E�(h)(0) + kf�(h)k2X +

Z t

0

k��(h)(s)k2H1
�l
(
) ds

+
a

2
kf�(h)(t)k2h

H1
�l
(
)

i0 +
1

2a
k��(h)(t)k2H1

�l
(
)

+
1

2
kf�(h)(0)k2h

H1
�l
(
)

i0 +
1

2
k��(h)(0)k2H1

�l
(
)

+
1

2

Z T

0

kf3(h)(s)k2L2(
) ds +
1

2

Z t

0

k�3(h)0(s)k2L2(
) ds;
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et en prenant a assez grand, nous obtenons l'in�egalit�e

E�(h)(t) � c

"
E�(h)(0) +

2X
�=1

kf�(h)k2X +

Z T

0

kf3(h)(t)k2L2(
) dt
#

+c

Z t

0

"
2X

�=1

k��(h)(s)k2H1
�l
(
) + k�3(h)0(s)k2L2(
)

#
ds:

De cette derni�ere �equation, compte-tenu de la V(
)-coercivit�e de a(h), on tire

E�(h)(t) �

c

"
E�(h)(0) +

2X
�=1

kf�(h)k2X +

Z T

0

kf3(h)(t)k2L2(
) dt
#
+ c

Z t

0

E�(h)(s) ds:

On applique donc le lemme de Gronwall et on a

E�(h)(t) � c(T )

"
E�(h)(0) +

2X
�=1

kf�(h)k2X +

Z T

0

kf3(h)(t)k2L2(
) dt
#
:

L'in�egalit�e (1.12) s'obtient de la même fa�con, en utilisant la majoration����
Z t

0

Z



fi(h)(s)�i(h)
0(s) dx ds

���� �
+
1

2

Z T

0

kf3(h)(t)k2L2(
) dt+
1

2

Z t

0

k�3(h)0(s)k2L2(
) ds

+
1

2h2

Z T

0

2X
�=1

kf�(h)(t)k2L2(
) dt+
h2

2

Z t

0

2X
�=1

k��(h)0(s)k2L2(
) ds:

1.3 Quelques identit�es li�ees au syst�eme m�ecanique

Dans ce paragraphe, nous allons d�egager quelques propri�et�es v�eri��ees par la solution

du syst�eme 8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

h2���(h)00 � @j��j(h)(�(h)) = 0 dans Q;

��3(h)00 � @j�3j(h)(�(h)) = 0 dans Q;

�(h)(�(h)) � = 0 sur ��;

�(h) = 0 sur �l;

�(h)(0) = �0(h); �(h)0(0) = �1(h) dans 
;

(1.14)
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solution qui servira de contrôle.

Nous allons �etablir un lemme que nous utiliserons pour prouver que @��(h) est bien

dans L2(0; T ; L2(�l)3) pour toute solution �(h) de (1.14) avec les donn�ees �0(h) 2 V(
)

et �1(h) 2 L2(
)3.

Soit w = (w1; w2; w3) une fonction de W 1;1(
)3.8><
>:

w1; w2 sont ind�ependants de x3;

w� = �� sur �l;

w3 = 0;

(1.15)

Lemme 1.3.1 Soit �(h) solution de (1.14) avec les donn�ees �0(h) 2 DA(h) et �1(h) 2
V(
). Alors, nous avons l'�egalit�e

1

2

Z
�l

�ij(h)(�(h))@j�i(h) =

Z



�
�
h2��(h)

0wk@k��(h) + �3(h)
0wk@k�3(h)

�
dx

����
T

0

+
1

2

Z
Q

@kwk

�
�h2��(h)

0��(h)
0 + �(�3(h)

0)2 � �ij(h)(�(h))@j�i(h)
�
dx dt

+

Z
Q

�ij(h)(�(h))@jwk@k�i(h) dx dt: (1.16)

Preuve. Pour obtenir (1.16), on multiplie les deux premi�eres �equations de (1.14), res-

pectivement par wk@k��(h) et wk@k�3(h), et on proc�ede �a des int�egrations par parties

sur Q. Il vientZ
Q

@j�ij(h)(�(h))wk@k�i(h) =

�
Z
Q

�ij(h)(�(h))@jwk@k�i(h) +
1

2

Z
Q

@kwk�ij(h)(�(h))@j�i(h)

+
1

2

Z
�l

�ij(h)(�(h))@j�i(h) d� dt:

De plus, on a

h�i(h)00; wk@k�i(h)i = �
Z
Q

�i(h)
0wk@k�i(h)

0 dx dt +

Z



�i(h)
0wk@k�i(h) dx

����
T

0

:

En consid�erant ces deux derni�eres �equations, on trouve (1.16).

On peut maintenant �etablir le corollaire
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Corollaire 1.3.1 Pour toute solution �(h) de (1.14) avec les donn�ees �0(h) 2 V(
) et

�1(h) 2 L2(
)3, nous avons l'in�egalit�eZ
�l

�ij(h)(�(h))@j�i(h) � cE�(h)(0): (1.17)

La fonction @��(h) est dans L2(0; T ; L2(�l)3) et l'application

V(
) � L2(
)3 ! L2(0; T ; L2(�l)3);

(�0(h); �1(h)) 7! @��(h)
(1.18)

est continue.

Preuve.De l'�equation (1.16), on tire ais�ement (1.17) sachant que la majoration d'�energie

(1.13) est v�eri��ee.

Rappelons que @j�i(h) = �j@��i(h) sur �l puisque �i(h) y est nulle. On peut donc

exprimer �ij(�(h))@j�i(h) en fonction de @��(h) sur �l :Z
�l

�ij(h)(�(h))@j�i(h)

= (�+ �) k��@���(h)k2L2(�l)

+�

"
2X

�=1

k@���(h)k2L2(�l) +
1

h2
k@��3(h)k2L2(�l)

#
:

(1.19)

Des in�egalit�es (1.17) et (1.19), et de la densit�e de DA(h) �V(
) dans V(
)�L2(
)3, on

d�eduit que @��(h) est dans L2(0; T ; L2(�l)3) et que l'application

V(
)� L2(
)3 ! L2(0; T ; L2(�l)
3);

(�0(h); �1(h)) 7! @��(h)

est continue, car

Z T

0

 
2X

�=1

k@���(h)k2L2(�l) +
1

h2
k@��3(h)k2L2(�l)

!
dt � cE�(h)(0): (1.20)

Soient x0 un point contenu dans le plan d�e�ni par ! et la fonction q d�e�nie dans 


par q(x) = (x1�x01; x2�x02; 0), �enon�cons un important lemme que nous allons utiliser

par la suite pour �etablir les in�egalit�es inverse et directe de la m�ethode HUM.
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Lemme 1.3.2 Soient �(h) solution de (1.10) avec �0(h) 2 V(
), �1(h) 2 L2(
)3 et

f(h) 2 X2 � L2 (0; T ; L2(
)) et �(h) solution de (1.14) avec �0(h) 2 V(
), �1(h) 2
L2(
)3. Alors, on a l'identit�eZ

�l

(q � �)�ij(h) (�(h)) @j�i(h) d� dt

+2

Z
Q

�33(h) (�(h)) @3�3(h) dx dt + 2

Z
Q

�33(h) (�(h)) @3�3(h) dx dt

+

Z
Q

��3(h)(�(h))(@��3(h) + @3��(h)) dx dt +

Z
Q

��3(h)(�(h))(@��3(h) + @3��(h)) dx dt

= �

Z



�
h2��(h)

0q�@���(h) + �3(h)
0q�@��3(h)

�
dx

����
T

0

+ �

Z



�
h2��(h)

0q�@���(h) + �3(h)
0q�@��3(h)

�
dx

����
T

0

+ �h2
Z



[��(h)
0��(h) + ��(h)��(h)

0] dx

����
T

0

+2�

Z
Q

�3(h)
0�3(h)

0 dx dt + 2

Z
Q

�ij(h) (�(h)) @j�i(h) dx dt

�
Z
Q

f�(h)��(h) dx dt �
Z
Q

fi(h)q�@��i(h) dx dt: (1.21)

Preuve. Vu le th�eor�eme de densit�e 1.2.2, et la continuit�e de l'application (1.18), il su�t

d'�etablir cette preuve avec des donn�ees ayant la r�egularit�e suivante : �0(h) 2 DA(h),

�1(h) 2 V(
) et f(h) 2 L2 (0; T ; V(
)) ; et �0(h) 2 DA(h), �
1(h) 2 V(
).

La d�emonstration de ce lemme est bas�ee sur la m�ethode des multiplicateurs. Nous

allons �etablir une identit�e pr�eliminaire, pour �(h) et �(h) dans H2(
)3, qu'on pourra

�etendre �a H
3
2
+"(
)3 par densit�e. Si �(h) et �(h) sont dans H2(
)3,

�
Z



q� [@��i(h)@j�ij(h)(�(h)) + @��i(h)@j�ij(h)(�(h))] dx

=

Z



q� [@�j�i(h)�ij(h)(�(h)) + @�j�i(h)�ij(h)(�(h))] dx

+

Z



[@��i(h)�i�(h)(�(h)) + @��i(h)�i�(h)(�(h))] dx

�2
Z
�l

(q���)�ij(h)(�(h))@j�i(h) d�:

ou encore

�
Z



q� [@��i(h)@j�ij(h)(�(h)) + @��i(h)@j�ij(h)(�(h))] dx
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= �2
Z



�ij(h)(�(h)) @j�i(h) dx+

Z



[@��i(h)�i�(h)(�(h)) + @��i(h)�i�(h)(�(h))] dx

�
Z
�l

(q���)�ij(h)(�(h))@j�i(h) d�: (1.22)

On peut maintenant multiplier les deux premi�eres �equations de (1.10) respectivement

par q � r��(h) et q � r�3(h) et int�egrer par parties. Nous obtenons

��
Z
Q

�
h2��(h)

0q�@���(h)
0 + �3(h)

0q�@��3(h)
0
�
dx dt

+ �

Z



�
h2��(h)

0q�@���(h) dx+ �3(h)
0q�@��3(h)

�
dx

����
T

0

�
Z
Q

q�@��i(h)@j�ij(h)(�(h)) dx

=

Z
Q

fi(h)q�@��i(h) dx dt: (1.23)

On fait de même en consid�erant les deux premi�eres �equations de (1.14) ; en les multipliant

respectivement par q � r��(h) et q � r�3(h), on a

��
Z
Q

�
h2��(h)

0q�@���(h)
0 + �3(h)

0q�@��3(h)
0
�
dx dt

+ �

Z



�
h2��(h)

0q�@���(h) dx+ �3(h)
0q�@��3(h)

�
dx

����
T

0

�
Z
Q

q�@��i(h)@j�ij(h)(�(h)) dx = 0: (1.24)

Avant de calculer la somme de ces deux derni�eres �equations, remarquons tout d'abord

l'�egalit�e

��
Z
Q

�
h2��(h)

0q�@���(h)
0 + �3(h)

0q�@��3(h)
0
�
dx dt

��
Z
Q

�
h2��(h)

0q�@���(h)
0 + �3(h)

0q�@��3(h)
0
�
dx dt

= ��
Z
Q

�
h2q�@� (��(h)

0��(h)
0) + q�@� (�3(h)

0�3(h)
0)
�
dx dt

= 2�

Z
Q

�
h2��(h)

0��(h)
0 + �3(h)

0�3(h)
0
�
dx dt:

Ainsi, en sommant les �equations (1.23) et (1.24), et en exploitant l'identit�e (1.22), on

obtient Z
�l

(q � �)�ij(h)(�(h))@j�i(h) d� dt
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= �

Z



�
h2��(h)

0q�@���(h) dx+ �3(h)
0q�@��3(h)

�
dx

����
T

0

+ �

Z



�
h2��(h)

0q�@���(h) dx+ �3(h)
0q�@��3(h)

�
dx

����
T

0

+2�

Z
Q

�
h2��(h)

0��(h)
0 + �3(h)

0�3(h)
0
�
dx dt

�2
Z
Q

�ij(h)(�(h))@j�i(h) dx dt

+

Z
Q

�i�(h)(�(h))@��i(h) dx dt +

Z
Q

�i�(h)(�(h))@��i(h) dx dt

�
Z
Q

fi(h)q�@��i(h) dx dt: (1.25)

Nous allons trouver une autre expression deZ
Q

�i�(h)(�(h))@��i(h) dx dt +

Z
Q

�i�(h)(�(h))@��i(h) dx dt:

En multipliant (1.10) par (�1(h); �2(h); 0) et en int�egrant par parties, on a

�h2�
Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt + h2�

Z



��(h)
0��(h) dx

����
T

0

+

Z
Q

��j(h)(�(h))@j��(h) dx dt

=

Z
Q

f�(h)��(h) dx dt: (1.26)

De même, on multiplie (1.14) par (�1(h); �2(h); 0) ; en int�egrant par parties, on trouve

�h2�
Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt+ h2�

Z



��(h)
0��(h) dx

����
T

0

+

Z
Q

��j(h)(�(h))@j��(h) dx dt = 0: (1.27)

On a aussi les �egalit�esZ
Q

��j(h)(�(h))@j��(h) dx dt+

Z
Q

��j(h)(�(h))@��j(h) dx dt

= 2

Z
Q

�ij(h)(�(h))@j�i(h) dx dt � 2

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt

�
Z
Q

��3(h)(�(h))@��3(h) dx dt�
Z
Q

��3(h)(�(h))@3��(h) dx dt (1.28)

et Z
Q

��j(h)(�(h))@j��(h) dx dt+

Z
Q

��j(h)(�(h))@��j(h) dx dt
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= 2

Z
Q

�ij(h)(�(h))@j�i(h) dx dt � 2

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt

�
Z
Q

��3(h)(�(h))@��3(h) dx dt�
Z
Q

��3(h)(�(h))@3��(h) dx dt (1.29)

Des �equations (1.26)-(1.29), on tire l'�egalit�eZ
Q

�i�(h)(�(h))@��i(h) dx dt +

Z
Q

�i�(h)(�(h))@��i(h) dx dt

= 4

Z
Q

�ij(h)(�(h))@j�i(h) dx dt� 2

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt

�2
Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt

�
Z
Q

��3(h)(�(h))@��3(h) dx dt �
Z
Q

��3(h)(�(h))@3��(h) dx dt

�
Z
Q

��3(h)(�(h))@��3(h) dx dt�
Z
Q

��3(h)(�(h))@3��(h) dx dt

�h2�
Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt+ h2�

Z



��(h)
0��(h) dx

����
T

0

�
Z
Q

f�(h)��(h) dx dt

�h2�
Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt+ h2�

Z



��(h)
0��(h) dx

����
T

0

:

Cette derni�ere �equation combin�ee �a (1.25) donneZ
�l

(q � �)�ij(h)(�(h))@j�i(h) d� dt

+2

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt+ 2

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt

+

Z
Q

��3(h)(�(h))(@��3(h) + @3��(h)) dx dt +

Z
Q

��3(h)(�(h))(@��3(h) + @3��(h)) dx dt

= �

Z



�
h2��(h)

0q�@���(h) dx + �3(h)
0q�@��3(h)

�
dx

����
T

0

+ �

Z



�
h2��(h)

0q�@���(h) dx+ �3(h)
0q�@��3(h)

�
dx

����
T

0

+h2�

Z



[��(h)
0��(h) + ��(h)��(h)

0] dx

����
T

0

+2�

Z
Q

�3(h)
0�3(h)

0 dx dt+ 2

Z
Q

�ij(h)(�(h))@j�i(h) dx dt

�
Z
Q

fi(h)q�@��i(h) dx dt �
Z
Q

f�(h)��(h) dx dt:
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1.4 Contrôlabilit�e exacte du probl�eme tridimension-

nel

Dans cette section, nous allons �etablir le r�esultat de contrôlabilit�e exacte pour le

probl�eme tridimensionnel (1.9). Pour ce faire, nous faisons d'abord une estimation de

l'�energie E�(h) commun�ement appel�ee in�egalit�e inverse. Cette derni�ere nous permettra

d'appliquer la m�ethode HUM (Hilbert Uniqueness Method cf. [6]).

1.4.1 Estimations d'�energie pour le probl�eme tridimensionnel

Th�eor�eme 1.4.1 (In�egalit�es inverse et directe) Soit h �x�e, 0 < h � 1. Alors, pour toute

solution �(h) de (1.14), avec �0(h) 2 DA(h) et �1(h) 2 V(
), nous avons les in�egalit�es

(T � T0)E
�(h)(0) �Z

�l

(q � �)�ij(h)(�(h))@j�i(h) d� dt

+2

Z
Q

��3(h)(�(h))(@��3(h) + @3��(h)) dx dt

+4

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt + 2h2�

Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt; (1.30)

Z
�l

(q � �)�ij(h)(�(h))@j�i(h) d� dt

+2

Z
Q

��3(h)(�(h))(@��3(h) + @3��(h)) dx dt

+4

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt + 2h2�

Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt

� 4(T + T0)E
�(h)(0) (1.31)

o�u T0 =

r
�

�
R(x0)

Preuve. Consid�erons l'identit�e (1.21) o�u on pose �(h) = �(h). Il vientZ
�l

(q � �)�ij(h)(�(h))@j�i(h) d� dt
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+2

Z
Q

��3(h)(�(h))(@��3(h) + @3��(h)) dx dt+ 4

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt

= 2�

Z



�
h2��(h)

0 (q�@���(h) + ��(h)) + �3(h)
0q�@��3(h)

�
dx

����
T

0

+2�

Z
Q

�3(h)
0�3(h)

0 dx dt + 2

Z
Q

�ij(h)(�(h))@j�i(h) dx dt:

De part et d'autre de cette �egalit�e, on rajoute

2h2�

Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt

pour retrouver l'�energie E�(h) du syst�eme (1.14) qui est ind�ependante du temps ; alors

on obtient

Z
�l

(q � �)�ij(h)(�(h))@j�i(h) d� dt + 2

Z
Q

��3(h)(�(h))(@��3(h) + @3��(h)) dx dt

+4

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt + 2h2�

Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt

= 2�

Z



�
h2��(h)

0 (q�@���(h) + ��(h)) + �3(h)
0q�@��3(h)

�
dx

����
T

0

+4TE�(h)(0): (1.32)

Nous allons maintenant majorer l'expression

2�

Z



�
h2��(h)

0 (q�@���(h) + ��(h)) + �3(h)
0q�@��3(h)

�
dx

����
T

0

:

Pour cela, on d�e�nit H(t) par

H(t) =

Z



�
h2��(h)

0 (q�@���(h) + ��(h)) + �3(h)
0q�@��3(h)

�
(t) dx:

D'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz, nous avons

jH(t)j � ah2

2

Z



2X
�=1

(��(h)
0)2 +

h2

2a

Z



2X
�=1

(q�@���(h) + ��(h))
2

+
a

2

Z



(�3(h)
0)2 +

1

2a

Z



(q�@��3(h))
2: (1.33)

Or nous avons l'�egalit�eZ



(q�@���(h) + ��(h))
2 dx =

Z



(q�@���(h))
2 dx +

Z



(��(h))
2 dx+ 2

Z



q�@���(h)��(h) dx

=

Z



(q�@���(h))
2 dx �

Z



(��(h))
2 dx:
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Cette derni�ere �egalit�e combin�ee �a (1.33) nous donne

jH(t)j � a

2

Z



 
h2

2X
�=1

(��(h)
0)2 + (�3(h)

0)2

!
dx

+
R(x0)2

2a

Z



 
h2

2X
�=1

(r!��(h))
2 + (r!�3(h))

2

!
dx;

avec r! = (@1; @2) et R(x0) = sup



p
q1(x)2 + q2(x)2. D'o�u on d�eduit que

jH(t)j � a

2

Z



 
h2

2X
�=1

(��(h)
0)2 + (�3(h)

0)2

!
dx

+
R(x0)2

2a�
a(h)(�(h); �(h));

grâce aux in�egalit�es de Korn et

2�

Z



e(u(h)) : e(u(h)) dx �
Z



a(h)(�(h); �(h)) dx:

Maintenant, en posant a =

r
�

�
R(x0), on obtient

j�H(t)j �
r
�

�
R(x0)E

�(h)(0) (1.34)

Reprenons l'�egalit�e (1.32) ; combi�ee �a (1.34), elle donne

(T � T0)E
�(h)(0) �Z

�l

(q � �)�ij(h)(�(h))@j�i(h) d� dt + 2

Z
Q

��3(h)(�(h))(@��3(h) + @3��(h)) dx dt

+4

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt+ 2h2�

Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt

� 4(T + T0)E
�(h)(0);

o�u T0 =

r
�

�
R(x0).

Maintenant pour h �x�e, et pour T �x�e, T > T0, on d�eduit de (1.30)-(1.31) que la

norme kj : kjh, avec

kj(�0; �1)kjh =
�Z

�l

(q � �)�ij(h)(�(h))@j�i(h) d� dt

+2

Z
Q

��3(h)(�(h))(@��3(h) + @3��(h)) dx dt

+4

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt+ 2h2�

Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt

� 1

2
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est �equivalente, dans DA(h) � V(
), �a la norme de l'�energie E�(h)(0). Vu la densit�e de

DA(h) � V(
) dans V(
) � L2(
)3, cette �equivalence est encore valable dans V(
) �
L2(
)3.

1.4.2 Formulation de la transposition

Consid�erons le probl�eme tridimensionnel8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

h2�u�(h)00 � @j��j(h)(u(h)) = 2�h2��(h)00 + 2@3��3(h)(�(h)) dans Q;

�u3(h)00 � @j�3j(h)(u(h)) = 4@3�33(h)(�(h)) + 2@���3(h)(�(h)) dans Q;

�(h)(u(h)) � � = 0 sur ��;

u(h) = (q � �)@��(h) sur �l;

u(h)(T ) = 0; u(h)0(T ) = 0 dans 
;

(1.35)

o�u �(h) est solution de (1.14) avec les donn�ees �0(h) 2 V(
), �1(h) 2 L2(
)3. Vu le peu

de r�egularit�e qu'il y a sur les donn�ees de l'�equation (1.35), sa solution sera consid�er�ee

au sens de la transposition. Pour obtenir la formule de transposition, on multiplie les

deux premi�eres �equations de (1.35) respectivement par ��(h) et �3(h), avec �(h) solution

de (1.10), et on int�egre par parties sur Q en supposant que u(h) est assez r�eguli�ere.

Les multiplications des seconds membres de (1.35) par �(h) sont �a comprendre au sens

suivant :

h��(h)00; ��(h)iQ = �
Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt;

h@3�33(h)(�(h)); �3(h)iQ = �
Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt;

h@3��3(h)(�(h)); ��(h)iQ = �
Z
Q

��3(h)(�(h))@3��(h) dx dt;

h@���3(h)(�(h)); �3(h)iQ = �
Z
Q

��3(h)(�(h))@��3(h) dx dt:

Nous avons donc la formule de transposition

�


(u(h)0(0); �u(h)(0)); (�0(h); �1(h))�

h
�
Z
Q

f � u(h) dx dt

= 2�h2
Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt + 4

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt
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+2

Z
Q

��3(h)(�(h))(@3��(h) + @��3(h)) dx dt

+

Z
�l

(q � �)�ij(h)(�(h))@j�i(h) d� dt; (1.36)

avec

h(u(h)0(0); �u(h)(0)); (�0(h); �1(h))ih
=

�
(h2u�(h)

0(0); u3(h)
0(0)); �(h2u�(h)(0); u3(h)(0))

	
;�

(�0�(h); �
0
3(h)); (�

1
�(h); �

1
3(h))

	�
; (1.37)

o�u < :; : > est le produit de dualit�e entre V(
) � L2(
)3 et son dual. Et nous pouvons

d�e�nir la notion de solution de (1.35) au sens de la transposition.

D�e�nition 1.4.1 La fonction u(h) est solution de (1.35) au sens de la transposition,

si u(h) 2 L2(0T ; L2(
)3), (u(h)(0); u(h)0(0)) 2 L2(
)3 �V(
)0 et u(h) v�eri�e (1.36)

pour tout f(h) 2 L2(0T ; L2(
)3) et tout (�0(h); �1(h)) 2 V(
)� L2(
)3.

Nous allons maintenant �etablir le th�eor�eme d'existence de la solution de (1.35) au sens

de la transposition.

Th�eor�eme 1.4.2 Soient h et T �x�es, avec 0 < h � 1 et T > 0. Soit �(h) solution

de (1.14) avec les donn�ees �0(h) 2 V(
), �1(h) 2 L2(
)3. Alors, il existe une solution

unique u(h) de (1.35) au sens de la transposition.

Preuve. Cette preuve est analogue �a celle du lemme 1.5, p. 151 de [6]. On d�e�nit l'ap-

plication

�(h) : DA(h) �V(
)�H1(0; T ; V(
))! R; (1.38)

par

�(h)(�0(h); �1(h); f(h))

= 2�h2
Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt + 4

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt

+2

Z
Q

��3(h)(�(h))(@3��(h) + @��3(h)) dx dt

+

Z
�l

(q � �)�ij(h)(�(h))@j�i(h) d� dt: (1.39)

L'application �(h) est lin�eaire, elle est bien d�e�nie et continue - vu l'identit�e (1.21) et la

majoration d'�energie (1.12) - pour la norme usuelle deV(
)�L2(
)3�L2(0; T ; L2(
)3) :

�(h)(�0(h); �1(h); f(h)) � c max
0�t�T

�
E�(h)(t)

�1
2
�
E�(h)(t)

�1
2
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� c(h)
h
k�1(h)k2L2(
)3 + a(h)(�0(h); �0(h))

i1
2

(1.40)

�
�
k�1(h)k2L2(
)3 + a(h)(�0(h); �0(h)) +

Z T

0

kfk2L2(
)3 dt
� 1

2

:

Ainsi, de la densit�e de DA(h) �V(
) dans V(
) � L2(
)3 et de H1(0; T ; V(
)) dans

L2(0; T ; L2(
)3), peut-on tirer le prolongement de l'application � en une application

lin�eaire, continue sur V(
)� L2(
)3�L2(0; T ; L2(
)3). Il existe donc, par le th�eor�eme

de repr�esentation de Riesz, un unique triplet (w0(h); w1(h); u(h)) dans L
2(
)3�V(
)0�

L2(0; T ; L2(
)3), v�eri�ant l'�equation (1.36), avec w0(h) �a la place de u(h)(0) et w1(h) �a

la place de u(h)0(0).

Il reste maintenant �a prouver que w0(h) = u(h)(0) et w1(h) = u(h)0(0). Comme dans

la d�emonstration du lemme 1.5, p. 151 de [6], nous introduisons une fonction propre v(h)

de l'op�erateur (
1

�h2
div��1(h);

1

�h2
div��2(h);

1

�
div��3(h)) :

8>>>>>>><
>>>>>>>:

�div���(h)(v(h)) = � h2 �(h) v�(h) dans Q;

�div��3(h)(v(h)) = � �(h) v3(h) dans Q;

�(h)(v(h)) � � = 0 sur ��;

v(h) = 0 sur �l:

(1.41)

Et l'on pose

f�(h) = � h2 g(t) v�(h); f3(h) = � g(t) v3(h);

�0(h) = a0v(h); �1(h) = a1v(h); (1.42)

o�u g est une fonction r�eguli�ere sur (0; T ), a0, a1 2 R. Soit la fonction k d�e�nie sur (0; T ),
solution de 8<

:
k00(t) + �(h)k(t) = g;

k(0) = a0; k0(0) = a1:

La fonction �(h) = k(t)v(h) est donc solution de (1.10) munie des donn�ees (1.42). En

cons�equence puisque (w1(h); w0(h); u(h)) v�eri�e l'�equation (1.36), avec w0(h) �a la place

de u(h)(0) et w1(h) �a la place de u(h)0(0) nous avons l'�equation

� h2 ((w1�; �w0�); (a0v�; a1v�))
 + � ((w13; �w03); (a0v�; a1v�))


�
Z
Q

� h2 g(t)v� u� dx dt �
Z
Q

� g(t)v3 u3 dx dt =

Z T

0

(�0k + �1k
0) dt; (1.43)
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avec

�0(t) = 4

Z



�33(h)(�(h))@3v3(h) dx+ 2

Z



��3(h)(�(h))(@�v3(h) + @3v�(h)) dx

+

Z
�l

(q � �)�ij(h)(v(h))@j�i(h) d� (1.44)

�1(t) = 2�h2
Z



��(h)
0v�(h) dx: (1.45)

Rappelons que la d�erivation par rapport au temps dans le second membre de (1.43) est

prise au sens suivant Z T

0

(�0k + �1k
0) dt =

Z T

0

(�0k � �01k) dt: (1.46)

Puisque g = k00 + �(h)k, en choisissant a0 = a1 = 0, on d�eduit de (1.43) que

�
Z T

0

� h2 k (u�(h); v�)
00

 dt�

Z T

0

� k (u3(h); v3)
00

 dt

�
Z T

0

� h2 �(h) k (u�(h); v�)
 dt�
Z T

0

� �(h) k (u3(h); v3)
 dt =

Z T

0

(�0 k � �01 k) dt;

pour tout k dans D(]0; T [). D'o�u, l'�egalit�e

�� h2 (u�(h); v�)00
 � � (u3(h); v3)
00



�� h2 �(h) (u�(h); v�)
 � � �(h) (u3(h); v3)
 = �0 � �01:

On peut maintenant donner un sens �a (ui(h); vi(h))(0) et (ui(h)0; vi(h))(0). En refaisant

des int�egrations par parties dans (1.43), avec a0 et a1 quelconques, on obtient

�h2 ((u0�(0); �u�(0)); (a0v�; a1v�))
 + � ((u03(0); �u3(0)); (a0v3; a1v3))

��h2 ((u0�(T ); �u�(T )); (k(T )v�; k0(T )v�))
 � � ((u03(T ); �u3(T )); (k(T )v3; k0(T )v3))

��h2 ((w1�; �w0�); (a0v�; a1v�))
 � � ((w13; �w03); (a0v3; a1v3))
 = 0;

c'est-�a-dire, pour tous a0, a1 r�eels,

a1
�
�h2 (�u�(0); v�)
 + � (�u3(0); v3)
 � �h2 (�w0�; v�)
 � � (�w03; v3)


�
+a0

�
�h2 (u0�(0); v�)
 + � (u03(0); v3)
 � �h2 (w1�; v�)
 � � (w13; v3)


�
= 0

et

��h2 ((u0�(T ); �u�(T )); (k(T )v�; k0(T )v�))

�� ((u03(T ); �u3(T )); (k(T )v3; k0(T )v3))
 = 0

(1.47)
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d'o�u

�h2 (�u�(0); v�)
 + � (�u3(0); v3)
 � �h2 (�w0�; v�)
 � � (�w03; v3)
 = 0

�h2 (u0�(0); v�)
 + � (u03(0); v3)
 � �h2 (w1�; v�)
 � � (w13; v3)
 = 0;

pour tout v(h) solution de (1.41). On a donc w0(h) = u(h)(0) et w1(h) = u(h)0(0) , et

(1.47) implique que u(h)(T ) = u(h)0(T ) = 0, puisque l'ensemble de ces vecteurs propres

v(h) forme une base hilbertienne de V(
).

1.5 L'op�erateur HUM

Nous allons introduire l'op�erateur �(h) qui est un outil fondamental dans la contrôla-

bilit�e exacte par la m�ethode HUM :

�(h) : V(
) � L2(
)3 ! V(
)0 � L2(
)3;

�(h)
�
(�0(h); �1(h))

	
= (u(h)0(0); �u(h)(0)) ;

d'o�u

�


�(h)

�
(�0(h); �1(h))

	
; (�0(h); �1(h))

�
h

= � h((u(h)0(0); �u(h)(0))) ; ((�0(h); �1(h)))ih

= 2�h2
Z
Q

��(h)
0��(h)

0 dx dt+ 4

Z
Q

�33(h)(�(h))@3�3(h) dx dt

+2

Z
Q

��3(h)(�(h))(@��3(h) + @3��(h)) dx dt +

Z
�l

(q � �)�ij(h)(�(h))@j�i(h) d� dt;

o�u �(h) et �(h) sont respectivement solutions de (1.14) et (1.10) avec (�0(h); �1(h)) et

(�0(h); �1(h)) dans V(
) � L2(
)3 et f(h) = 0, et u(h) solution de (1.35) au sens de la

transposition.

Lemme 1.5.1 Soient 0 < h � 1 et T > T0. L'op�erateur �(h) est un isomorphisme. De

plus, si pour (y1(h); �y0(h)) 2 V(
)0 � L2(
)3, on d�e�nit (�0(h); �1(h)) par

�(h)�1 f(y1(h); �y0(h))g = (�0(h); �1(h));

alors n
�kh�1�(h); �13(h))k2L2(
)3 + a(h)(�0(h); �0(h))

o 1

2

� c

T � T0
k(�h2y1�(h); �y13(h)); �(hy0�(h); y03(h))kV(
)0�L2(
)3: (1.48)
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Preuve. D'apr�es l'in�egalit�e (1.40), nous avons

h�(h) f(�0(h); �1(h))g ; ((�0(h); �1(h)))i
h

� c
h
�k(h�1�(h); �13(h))k2L2(
)3 + a(h)(�0(h); �0(h))

i1
2

�
h
�k(h�1�(h); �13(h))k2L2(
)3 + a(h)(�0(h); �0(h))

i 1
2

;

d'o�u l'op�erateur �(h) est continu, vu la continuit�e de la forme bilin�eaire a(h)( : ) pour

chaque h �x�e.

Prenons maintenant (�0(h); �1(h)) = (�0(h); �1(h)), on obtient

h�(h) f(�0(h); �1(h))g ; (�0(h); �1(h))ih = kj(�0(h); �1(h))kj2h
� (T � T0)E

�(h)(0)

d'apr�es l'in�egalit�e inverse (1.30). La forme bilin�eaire continue associ�ee �a l'op�erateur �(h)

est donc V(
)� L2(
)3-elliptique, donc �(h) est bien un isomorphisme.

Consid�erons maintenant pour (y1(h); �y0(h)) 2 V(
)0 � L2(
)3,

(�0(h); �1(h)) = �(h)�1 f(y1(h); �y0(h))g :
Nous avons alors

kj(�0(h); �1(h))kj2h = h(y1; �y0); (�0(h); �1(h))ih
� k(�h2y1�(h); �y13(h)); �(hy0�(h); y03(h))kV(
)0�L2(
)3

�k�0(h); (h��1�(h); ��13(h))kV(
)�L2(
)3

� ck(�h2y1�(h); �y13(h)); �(hy0�(h); y03(h))kV(
)0�L2(
)3

�
n
�k(h�1�(h); �13(h))k2L2(
)3 + a(h)(�0(h); �0(h))

o 1
2

:

(1.49)

Or, d'apr�es l'in�egalit�e inverse (1.30), nous avons

E�(h)(0) =
1

2

n
�kh�1�(h); �13(h))k2L2(
)3 + a(h)(�0(h); �0(h))

o
� c

T � T0
kj(�0(h); �1(h))kj2h (1.50)

De (1.49)-(1.50), on tire doncn
�kh�1�(h); �13(h))k2L2(
)3 + a(h)(�0(h); �0(h))

o 1
2

� c

T � T0
k(�h2y1�(h); �y13(h)); �(hy0�(h); y03(h))kV(
)0�L2(
)3 :
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On peut maintenant �enoncer le th�eor�eme de contrôlabilit�e exacte.

Th�eor�eme 1.5.1 Pour tous h et T �x�es, 0 < h � 1, T > T0, et pour tout

(y1(h); �y0(h)) 2 V(
)0 � L2(
)3;

il existe une fonction �(h) 2 C0(0; T ; V(
)) telle que la solution u(h) de (1.35), au sens

de la transposition, v�eri�e u(h)(0) = y0(h) et u(h)0(0) = y1(h).

Preuve. D'apr�es le lemme 1.5.1, �(h) est un isomorphisme. Il existe alors un �el�ement

(�0(h); �1(h)) de V(
) � L2(
)3 tel que �(h) f(�0(h); �1(h))g = (y1(h); �y0(h)). Soit
maintenant �(h) solution de (1.14). Utilisons �(h) comme contrôle dans (1.35) et la

solution u(h) ainsi trouv�ee v�eri�e

u(h)(0) = y0(h); u(h)0(0) = y1(h)

u(h)(T ) = 0; u(h)0(T ) = 0:

1.6 Analyse asymptotique

Dans ce paragraphe, nous allons �etudier le comportement du vecteur d�eplacement

u(h) et des contrôles trouv�es dans le paragraphe pr�ec�edent, quand h tend vers 0. Nous

allons prouver, en particulier, que la suite de contrôles int�erieurs tend vers 0 et que, par

cons�equent, �a la limite, le d�eplacement de la plaque bidimensionnelle est contrôl�e par un

contrôle fronti�ere.

1.6.1 Quelques r�esultats d'analyse asymptotique

Th�eor�eme 1.6.1 Soit �(h) solution de (1.14) avec les conditions initiales (�0(h); �1(h)) 2
V(
)� L2(
)3 v�eri�ant

�k(h�1�(h); �13(h))k2L2(
)3 + a(h)(�0(h); �0(h)) � c: (1.51)

Alors, la suite (�(h))h>0 v�eri�e les convergences faibles �etoiles suivantes
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i) Il existe � 2 L1(0; T ; V(
)) \W 1;1(0; T ; L2(
)3) tel que quand h tend vers 0,

�(h)
�
* � dans L1(0; T ; V(
));

�3(h)0
�
* �03 dans L1(0; T ; L2(
));

h��(h)0
�
* 0 dans L1(0; T ; L2(
));

e��(�(h))
�
* e��(�) dans L1(0; T ; L2(
));

1

h
e�3(�(h))

�
* 0 dans L1(0; T ; L2(
));

1

h2
e33(�(h))

�
* � �

� + 2�
e��(�) dans L1(0; T ; L2(
)):

(1.52)

ii) La fonction limite � = (��; �3) est un d�eplacement de Kirchho�-Love, c'est-�a-dire

�3 est ind�ependant de x3;

�� = �̂� � x3@��3; avec �̂� ind�ependant de x3:
(1.53)

De plus �̂� = 0 et �3 2 C0(0; T ; H2
0 (!)) \ C1(0; T ; L2(!)) et �3 est la solution unique

du probl�eme de plaque bidimensionnelle8>>>>><
>>>>>:

2��300 � @��m��(�3) = 0 dans ! � (0; T );

�3 = @��3 = 0 sur 
l � (0; T );

�3(0) =
1

2

Z 1

�1

�03 dx3; �03(0) =
1

2

Z 1

�1

�13 dx3; dans !;

(1.54)

o�u

m��(�3) =
4�

3

�
�

� + 2�
��3��� + @���3

�
; (1.55)

�03 est la limite faible de (�03(h))h>0 dans H1
0 (
) telle que

1

2

Z 1

�1

�03 dx3 2 H2
0 (!); (1.56)

et �13 est la limite faible de (�13(h))h>0 dans L2(
).

Preuve. La preuve de ce th�eor�eme se trouve dans Raoult [11], [12], et Ciarlet [2] dans

le cas statique. Une d�emarche analogue �a celle de ces derniers est adopt�ee dans la partie

II de ce m�emoire pour un probl�eme plus complexe de pi�ezo�electricit�e.
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Th�eor�eme 1.6.2 Soient �(h) solution de (1.10) avec les conditions initiales (�0(h); �1(h)) 2
V(
)� L2(
)3 et la force appliqu�ee f(h) telle que

i) f�(h) 2 X, f3(h) 2 L1(0; T ; L2(
)), et, quand h tend vers 0, nous avons les

convergences fortes

f�(h)! f� dans X; (1.57)

f3(h)! f3 dans L1(0; T ; L2(
)):

ii) quand h tend vers 0, la suite (�0(h))h>0 v�eri�e les convergences fortes

�0(h)! �0 dans V(
);

1

h
e�3(�0(h))! 0 dans L2(
);

1

h2
e33(�0(h))!� �

� + 2�
e��(�0) dans L2(
):

(1.58)

La fonction limite �0 = (�0�; �03) est un d�eplacement de Kirchho�-Love, c'est-�a-dire

�03 est ind�ependant de x3;

�0� = �̂0� � x3@��03; avec �̂0� ind�ependant de x3:
(1.59)

De plus �̂0 = (�̂01; �̂02) est solution du probl�eme bidimensionnel8<
: �@�n��(�̂0) =

Z 1

�1

f� dx3 dans !;

�̂0� = 0 sur 
l:

(1.60)

o�u n��(�̂0) est d�e�ni par

n��(�̂0) = 4�

�
e��(�̂0) +

�

� + 2�
e��(�̂0)���

�
: (1.61)

iii) quand h tend vers 0, la suite (�1(h))h>0 �  L2(
)3 v�eri�e les convergences fortes

h�1�(h)! 0; dans L2(
);

�13(h)! �13; dans L2(
); �13 2 L2(!):
(1.62)

Alors, la suite (�(h))h>0 v�eri�e les convergences fortes suivantes :

9 � 2 L2(0; T ; V(
)) \H1(0; T ; L2(
)3)
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tel que quand h tend vers 0,

�(h)! � dans L2(0; T ; V(
));

�3(h)0 ! �03 dans L2(0; T ; L2(
));

h��(h)
0 ! 0 dans L2(0; T ; L2(
));

e��(�(h))! e��(�) dans L2(0; T ; L2(
));

1

h
e�3(�(h))! 0 dans L2(0; T ; L2(
));

1

h2
e33(�(h))! � �

�+ 2�
e��(�) dans L2(0; T ; L2(
));

h��3(h)(�(h))! 0 dans L1(0; T ; L2(
));

h2�33(h)(�(h))! 0 dans L1(0; T ; L2(
)):

(1.63)

La fonction limite � = (��; �3) est un d�eplacement de Kirchho�-Love, c'est-�a-dire

�3 est ind�ependant de x3;

�� = �̂� � x3@��3; avec �̂� ind�ependant de x3:
(1.64)

De plus �̂� 2 L2(0; T ; H1
0 (!)) et �3 2 C0((0; T ) ; H2

0 (!)) \ C1((0; T ) ; L2(!)) et �3 sont

solutions respectives des syst�emes d'�equations de plaque bidimensionnelle8<
: �@�n��(�̂) =

Z 1

�1

f� dx3 dans !;

�̂� = 0 sur 
l;

(1.65)

8>>>>>>><
>>>>>>>:

2� �3
00 � @��m��(�3) = @�

Z 1

�1

x3f� dx3 +

Z 1

�1

f3 dx3 dans ! � (0; T );

�3 = @��3 = 0 sur 
l � (0; T );

�3(0) =
1

2

Z 1

�1

�03 dx3; �03(0) =
1

2

Z 1

�1

�13 dx3; dans !:

(1.66)

Preuve. Voir la preuve du th�eor�eme 1.6.1.

1.6.2 Identi�cation du contrôle limite

En tenant compte des convergences dans les th�eor�emes 1.6.1 et 1.6.2, on peut passer

�a la limite dans l'identit�e (1.21) et on obtient le lemme
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Lemme 1.6.1 Si les donn�ees, �0(h), �1(h), �0(h), �1(h) et f(h) v�eri�ent les conditions

des th�eor�emes 1.6.1 et 1.6.2. Alors, on a la convergence

lim
h!0

�Z
�l

(q � �)�ij(h) (�(h)) @j�i(h) d� dt

+2

Z
Q

�33(h) (�(h)) @3�3(h) dx dt+ 2

Z
Q

�33(h) (�(h)) @3�3(h) dx dt

+

Z
Q

��3(h)(�(h))(@��3(h) + @3��(h)) dx dt

+

Z
Q

��3(h)(�(h))(@��3(h) + @3��(h)) dx dt

�

= 2�

Z
!

(�03q�@��3 + �03q�@��3) d!

����
T

0

(1.67)

+4�

Z
!�(0; T )

�03 �
0
3 d! dt+ 2

Z
!�(0; T )

m�� (�3) @���3 d! dt

+

Z
Q

x3f�@��3 dx dt +

Z
Q

x3f�q�@���3 dx dt�
Z
Q

f3q�@��3 dx dt:

Etablissons aussi un lemme qui correspond �a l'identit�e (1.21) limite, et que nous allons

utiliser pour obtenir la formule de transposition limite.

Lemme 1.6.2Z

l�(0; T )

(q � �)m�� (�3) @���3 d
 dt

= 2�

Z
!

�03q�@��3 + �03q�@��3 d!

����
T

0

+4�

Z
!�(0; T )

�03�
0
3 d! dt+ 2

Z
!�(0; T )

m�� (�3) @���3 d! dt

+

Z
Q

x3f�@��3 dx dt +

Z
Q

x3f�q�@���3 dx dt�
Z
Q

f3q�@��3 dx dt: (1.68)

Preuve. Ici, nous proc�edons comme dans la d�emonstration de l'identit�e (1.21). On mul-

tiplie la premi�ere �equation du syst�eme (1.66) par q�@��3 et la premi�ere �equation de (1.54)

par q�@��3 o�u �3 et �3 sont respectivement solutions de (1.54) et (1.66). Puis on int�egre

par parties et on fait la somme des �equations ainsi obtenues.

Etudions maintenant la convergence de la formule de transposition quand h tend vers

0.
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Lemme 1.6.3 Soient T > 0 et la suite (u(h))
h>0 des solutions du probl�eme de contrô-

labilit�e exacte (1.35) muni des donn�ees initiales (y0(h); y1(h)) telles que

k(�h2y1�(h); �y13(h)); �(hy0�(h); y03(h))kV(
)0�L2(
)3 � c; (1.69)

et h2y1� tend faiblement vers 0 dans [H1
�l
(
)]0: (1.70)

De plus, on suppose que les suites de fonctions ((�0(h); �1(h)))h>0 � V(
) � L2(
)3 et

(f�(h); f3(h)) � X2 � L2(0; T ; L2(
)), satisfont les hypoth�eses du th�eor�eme 1.6.2, et

que T > T0.

Alors, il existe u� 2 X 0 et u3 2 L2(0T ; L2(
)) tels que

� h(y13; �y03); (�03; �13)i = hu�; f�iX 0; X
+

Z
Q

u3f3 dx dt

+

Z T

0

Z

l

(q � �)m��(�3)@���3 d
 dt; (1.71)

o�u

{ (y03; y13) est la limite faible dans L2(
)� �H1
�l
(
)
�0

de (y03(h); y13(h)),

{ u� est la limite faible dans X 0 de u�(h), u3 est la limite faible de u3(h) dans

L2(0; T ; L2(
)),

{ (�03; �13) est la limite forte dans H1
�l
(
)�L2(
) de (�03(h); �13(h)) telle que �03 et

�13 sont ind�ependants de x3 et �03 2 H2
0 (!),

{ (f�; f3) est la limite forte dans X2 � L2(0; T ; L2(
)) de (f�(h); f3(h)),

{ �3 est solution de (1.66),

{ �3 est solution de (1.54) avec les conditions initiales
�
1
2

R 1
�1 �03 dx3;

1
2

R 1

�1 �13 dx3

�
,

tel que
R 1
�1
�03 dx3 2 H2

0 (!), et (�03; �13) est la limite faible dans H1
�l
(
) � L2(
)

de (�03(h); �13(h)) avec (�0(h); �1(h)) = �(h)�1(y1(h); �y0(h)).

Preuve. Pour obtenir (1.71), nous passons �a la limite dans la formule de transposition

(1.36). Notons que la disparition de tous les termes du second membre, �a l'exception

du dernier, fournit la contrôlabilit�e exacte fronti�ere. Soit u(h) la solution contrôl�ee du

syst�eme (1.35) avec les donn�ees initiales (y0(h); y1(h)).

Tout d'abord, on consid�ere la formule de transposition (1.36) et la majoration

�(h)(�0(h); �1(h); f(h)) � c max
0�t�T

�
E�(h)(t)

�1
2
�
E�(h)(t)

�1
2

� c
h
k�1(h)k2L2(
)3 + a(h)(�0(h); �0(h))

i 1
2
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�
"
k�1(h)k2L2(
)3 + a(h)(�0(h); �0(h)) +

2X
�=1

kf�k2X +

Z T

0

kf3k2L2(
) dt
# 1

2

;

en supposant que

{ f�(h) = 0 et �0(h) = �1(h) = 0, il vient

���hu3(h); f3(h)iQ��� � c

�Z T

0

kf3(h)k2L2(
) dt
� 1

2

;

in�egalit�e valable pour toute suite f3(h) 2 L2(0; T ; L2(
)). Donc la suite u3(h) est

born�ee dans L2(0; T ; L2(
)), et on en extrait une sous-suite convergeant vers une

limite u3 dans L2(0; T ; L2(
)) faible.

{ f3(h) = f�(h) = 0 et �0(h) = �1(h) = 0, il vient

���hu�(h); f�(h)iX 0; X

��� � ckf�(h)kX ; pour � 6= �;

in�egalit�e valable pour toute suite (f�(h))h>0 2 X. Donc la suite (u�(h))h>0 est

born�ee dans X 0, et on en extrait une sous-suite convergeant faiblement vers une

limite u� dans X 0.

Au total, nous avons donc les convergences

hu3(h); f3(h)iQ ! hu3; f3iQ ; quand h! 0;

hu�(h); f�(h)iX 0; X
! hu�; f�iX 0;X

; quand h! 0:
(1.72)

Nous avons, d'apr�es la majoration (1.69) et la convergence (1.70), l'existence d'une sous-

suite (y0(h); y1(h)) telle que

�h2 h(y1�(h); �y0�(h)); (�0�(h); �1�(h))i(H1
�l
(
)�L2(
))0;H1

�l
(
)�L2(
)

+� h(y13(h); �y03(h)); (�03(h); �13(h))i(H1
�l
(
)�L2(
))0; H1

�l
(
)�L2(
)

! � h(y13; �y03); (�03; �13)i(H1
�l
(
)�L2(
))0; H1

�l
(
)�L2(
) :

(1.73)

En�n, compte tenu des lemmes 1.6.1 et 1.6.2 et de (1.72)-(1.73) nous avons l'identit�e

(1.71).

Nous allons maintenant prouver que le d�eplacement limite u est un d�eplacement de

Kirchho�-Love.
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Lemme 1.6.4 Le vecteur d�eplacement limite u de u(h) est un d�eplacement de Kirchho�-

Love, c'est-�a-dire

u3 est ind�ependant de x3;

u� = û� � x3@�u3; avec û� ind�ependant de x3:
(1.74)

De plus, û� = 0 dans ! � (0; T ).

Preuve.

i) Prouvons d'abord que u3 est ind�ependant de x3, c'est-�a-dire @3u3 = 0 dans D0(Q).

Dans la formule de transposition (1.36), posons

�0(h) = �1(h) = 0

f(h) = (0; 0; �@3f) avec f 2 D(Q):

Ainsi, en passant �a la limite, nous obtenonsZ
Q

@3fu3 dx dt =

Z
�l

(q � �)m��(�3)@���3 d
 dt;

o�u �3 est solution du probl�eme bidimensionnel8>>><
>>>:

2��300 � @��m��(�3) =
R 1
�1
@3f dx3 dans ! � (0; T );

�3 = @��3 = 0 sur 
l � (0; T );

�3(0) = 0; �03(0) = 0; dans !:

Or, f est dans D(Q) implique que
R 1
�1 @3f dx3 est nul, d'o�u �3 = 0. Il vient donc queR

Q
@3fu3 dx dt = 0, et ce pour tout f dans D(Q) ; ce qui signi�e que @3u3 = 0 dans D0(Q).

ii) Pour prouver que u� = û� � x3@�u3 avec û� est ind�ependant de x3, il su�t de

montrer que @3u� + @�u3 = 0 dans D0(Q).

Ici, on choisit, dans (1.36), les fonctions test comme suit :

�0(h) = �1(h) = 0;

f�(h) = �@3g�; f�(h) = 0; � 6= �; f3(h) = �@�g�; avec g� 2 D(Q) ;
(1.75)

en faisant tendre h vers 0, nous obtenons

hu�; @3g�iX 0; X
+

Z
Q

@�g�u3 dx dt =

Z

�(0; T )

(q � �)m��(�3)@���3 d
 dt;
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o�u �3 est solution de

8>>><
>>>:

2� �300 � @��m��(�3) = � R 1
�1
x3@3(@�g�) dx3 �

R 1
�1
@�g� dx3 dans ! � (0; T );

�3 = @��3 = 0 sur 
 � (0; T );

�3(0) = 0 dx3; �03(0) = 0 dx3; dans !:

(1.76)

Or, � R 1
�1
x3@3(@�g�) dx3 �

R 1
�1
@�g� dx3 = 0. Tout le second membre du syst�eme d'�equa-

tions pr�ec�edent est donc nul, d'o�u �3 = 0. Et il vient

hu�; @3g�iD0(Q);D(Q) + hu3; @�g�iD0(Q);D(Q) = 0;

c'est-�a-dire

h@3u� + @�u3; g�iD0(Q);D(Q) = 0;

pour tout g� 2 D(Q), donc @3u� + @�u3 = 0 dans D0(Q).

iii) En�n, pour montrer que û� = 0, consid�erons dans (1.36), �0(h) = �1(h) = 0, f3 = 0

et f� 2 D(! � (0; T )), ind�ependant de x3. Ainsi, par passage �a la limite, �3 = 0 et on a

hu�; f�iX 0; X
= hû� � x3@�u3; f�iX 0; X

= 0

= hû�; f�iX 0;X � hx3@�u3; f�iX 0;X = 0

= hû�; f�iX 0;X +

Z T

0

Z
!

�Z 1

�1

x3u3@�f� dx3

�
d! dt = 0

= hû�; f�iX 0;X
= 0;

puisque û� et f� sont ind�ependants de x3. Il en r�esulte que û� = 0 dans ! � (0; T ).

Nous allons en�n prouver que, pour tout (y03; y13) 2 L2(!) � H� 1

2 (!), il existe un

contrôle v appliqu�e uniquement sur le bord 
 tel que, �a l'instant T , le probl�eme8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

2� �300 � @��m��(�3) = 0 dans ! � (0; T );

�3 = 0 sur 
 � (0; T );

@��3 = v sur 
 � (0; T );

�3(0) = y03; � 03(0) = y13 dans !;

�3(T ) = 0; � 03(T ) = 0 dans !

(1.77)
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admet une solution unique au sens de la transposition. Et que cette solution est la limite,

quand l'�epaisseur h de la plaque tend vers 0, d'une suite de solutions (au sens de la

transposition) contrôl�ees de probl�emes tridimensionnels.

Pour obtenir la formule de transposition, on multiplie la premi�ere �equation de (1.77)

par �3 et on e�ectue des int�egrations par parties, en supposant que �3 est assez r�egulier,

il vient Z
!�]0; T [

�3
00�3 dx dt =

Z
!�]0; T [

�3�3
00 dx dt+

Z
!

y13�03 dx�
Z
!

y03�13 dxZ
!�]0; T [

@��m��(�3)�3 =

Z
!�]0; T [

@��m��(�3)�3 +

Z

�(0; T )

m��(�3)����v d
 dt:

Donnons alors la d�e�nition de la solution de (1.77) au sens de la transposition.

D�e�nition 1.6.1 La fonction �3 est solution du probl�eme bidimensionnel de plaque (1.77)

au sens de la transposition si �3 2 L2(0; T ; L2(!)) et

�h(y13; �y03); (�03; �13)iH�2(!)�L2(!);H2
0
(!)�L2(!)

=

Z
Q

�3f3 dx dt+

Z T

0

Z



m�� (�3) ����v d
 dt; (1.78)

pour tout f3 2 L2(0; T ; L2(!)), (�03; �13) 2 H2
0 (!)�L2(!) et �3 est solution du probl�eme

de plaque

8>>><
>>>:

2��300 � @��m��(�3) = 2f3 dans ! � (0; T );

�3 = @��3 = 0 sur 
l � (0; T );

�3(0) = �03; �03(0) = �13; dans !:

(1.79)

Th�eor�eme 1.6.3 Pour tout (y03; y13) 2 L2(!)�H� 1
2 (!), il existe (�03; �13) 2 H2

0 (!)�
L2(!) et un contrôle v = @2��3, o�u �3 est la solution de

8>>><
>>>:

2��300 � @��m��(�3) = 0 dans ! � (0; T );

�3 = @��3 = 0 sur 
l � (0; T );

�3(0) = �03; �03(0) = �13 dans !;

tel que le probl�eme (1.77) admet une solution unique au sens de la transposition.
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De plus, cette solution �3 est �egale �a u3, la limite faible, lorsque h tend vers 0, de la

suite de solutions (u3(h))h>0 des probl�emes8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

h2�u�(h)00 � @j��j(h)(u(h)) = 2�h2��(h)00 + 2@3��3(h)(�(h)) dans Q;

�u3(h)00 � @j�3j(h)(u(h)) = 4@3�33(h)(�(h)) + 2@���3(h)(�(h)) dans Q;

�(h)(u(h)) � � = 0 sur ��;

u(h) = (q � �)@��(h) sur �l;

u(h)(T ) = 0; u(h)0(T ) = 0 dans 
;

u(h)(0) = (0; 0; y03); u(h)0(0) = (0; 0; y13) dans 
;

o�u �(h) est solution de (1.14) avec les donn�ees

(�0(h); �1(h)) = �(h)�1 f(0; 0; y13); �(0; 0; y03)g :

Preuve. Pour prouver ce th�eor�eme, vu la densit�e de H3
0 (!) dans H2

0 (!), il su�t de

prendre les fonctions (�03; �13) 2 H3
0 (!)�L2(!) et f3 2 L2(0; T ; L2(!)). Dans la formule

de transposition (1.36), on pose

f(h) = (0; 0; f3);

�0(h) = (�x3@1�03; �x3@2�03; �03 + h2
�

� + 2�
x3��03)

�1(h) = (0; 0; �13):

On remarque que les suites ainsi d�e�nies v�eri�ent les hypoth�eses du th�eor�eme 1.6.2. Donc

la suite de solutions �(h) converge fortement vers une limite �.

Pour chaque h �x�e, soit

(�0(h); �1(h)) = �(h)�1 f(0; 0; y13); �(0; 0; y03)g ;
o�u l'op�erateur �(h) est d�e�ni au paragraphe 1.5. Soit la suite (�(h))h>0 des solutions de

(1.14). D'apr�es le lemme 1.6.3, en passant �a la limite dans (1.36), nous obtenons

2�h(y13; �y03); (�03; �13)iH�2(!)�L2(!);H2
0
(!)�L2(!)

= 2

Z
!�]0; T [

u3f3 dx dt+

Z T

0

Z



(q���)m�� (�3) @���3 d
 dt:

Il en r�esulte, si l'on choisit le contrôle v = (q���)@2��3, que �3 = u3 est solution du

probl�eme (1.77) au sens de la transposition, car �3 = @��3 = 0 implique que

����@
2
��3 = ����@�(@��3) = ��@�(@��3) = @�(��@��3) = @���3
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sur chaque arête de 
.

Commentaire 1.6.1 Nous avons donc r�esolu un probl�eme de contrôlabilit�e exacte d'une

plaque bidimensionelle, o�u le contrôle agit uniquement sur la fronti�ere, par une analyse

asymptotique.

Si le contrôle limite dans [4] et [13] est distribu�e sur tout l'int�erieur de la plaque, c'est

parce que la famille de plaques tridimensionnelles n'y a �et�e contrôl�ee qu'en agissant sur la

fronti�ere, notamment sur les faces �+ et ��. Or, le contrôle sur ces parties de la fronti�ere

subsiste �a la limite et devient un contrôle int�erieur pour la plaque bidimensionnelle.

Donc, pour obtenir un contrôle limite fronti�ere, en n'agissant que sur la fronti�ere des

plaques tridimensionnelles, il a fallu contrôler seulement sur le bord lat�eral. Or pour une

plaque tridimensionnelle, si le contrôle est appliqu�e uniquement sur le bord lat�eral, la

contrôlabilit�e exacte s'av�ere impossible (voir Bardos, Lebeau et Rauch [2]).

Ainsi, au lieu de contrôler sur les faces �� des plaques tridimensionnelles, nous leur

appliquons un contrôle int�erieur qui tend vers 0 quand l'�epaisseur h de la plaque tend

vers 0. Il s'ensuit que le d�eplacement limite s'identi�e �a la solution d'un probl�eme de

plaque �elastique bidimensionnelle contrôl�ee exactement, uniquement �a la fronti�ere.
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Deuxi�eme partie

Mod�elisation de plaques

pi�ezo�electriques





Chapitre 2

Introduction

2.1 Pi�ezo�electricit�e : g�en�eralit�es

Bien qu'ayant �et�e pr�edit par Coulomb, et d�ecouvert par Becquerel en 1819, l'e�et

pi�ezo�electrique n'a �et�e correctement expliqu�e par exp�erimentation qu'en 1880 par les

fr�eres Jacques et Pierre Curie. Une pr�esentation des d�ebuts de la pi�ezo�electricit�e peut

être trouv�ee dans [7].

La pi�ezo�electricit�e est une interaction �electrom�ecanique : les mat�eriaux pi�ezo�electriques

sont des di�electriques qui se d�eforment sous l'e�et d'un champ �electrique et qui pro-

duisent une polarisation sous l'e�et de d�eformations. Ce dernier ph�enom�ene est appel�e

\e�et direct", pour une raison purement historique vu son aspect r�eversible. On traduit

ce comportement par des lois liant le tenseur des contraintes et le vecteur champ �elec-

trique d'une part, et le tenseur des d�eformations et le vecteur polarisation ou le vecteur

d�eplacement �electrique d'autre part.

Soient � = (�ij) et e = (eij) les tenseurs de contraintes m�ecaniques et de d�eforma-

tions du mat�eriau, E = (Ek) et P = (Pk) les vecteurs champ �electrique et polarisation.

Les caract�eristiques d'un mat�eriau pi�ezo�electrique donn�e sont d�ecrites par le tenseur de

raideur C = (Cijkl), le tenseur des constantes pi�ezo�electriques P = (Pkij), et le tenseur

de susceptibilit�e �electrique �0 = (�0ij). Les relations

8<
:

�ij = Cijklekl � PkijEk;

Pk = Pkijeij + �0klEl

(2.1)
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sont �etablies dans [23], [16] et [26] en consid�erant l'�energie libre de Gibbs. Soit D le

vecteur d�eplacement �electrique, on sait qu'il est li�e �a E et P par la relation

D = �0E+P; (2.2)

o�u �0 est un scalaire appel�e permittivit�e �electrique du vide. En posant �ij = �0�ij + �0ij,

on obtient le syst�eme �equivalent �a (2.1),

8<
:

�ij = Cijklekl � PkijEk;

Dk = Pkijeij + �klEl:
(2.3)

C'est ce syst�eme de lois de comportement que nous utiliserons d�esormais. Notons qu'on

peut aussi en inversant la deuxi�eme �equation ci-dessus exprimer le vecteur champ �elec-

trique E en fonction du vecteur d�eplacement �electriqueD et du tenseur des d�eformations

e : c'est la mod�elisation choisie dans [15], qui utilise des lois de comportement analogues

dans un mod�ele bidimensionnel.

Les lois (2.3) expliquent bien l'utilisation des mat�eriaux pi�ezo�electriques comme cap-

teurs (e�et direct) et actionneurs (e�et inverse). Par exemple, une plaque, ou des pastilles

pi�ezo�electriques, adh�erant �a un mat�eriau �elastique en d�etectent les d�eformations par l'e�et

direct, et peuvent servir pour d�eformer le mat�eriau par l'e�et inverse ; d'o�u la possibilit�e

de contrôler les vibrations dans des structures �elastiques, en particulier les plaques et les

coques. Les mat�eriaux pi�ezo�electriques tels que la c�eramique et le PVDF (PolyVinil-Di-

Fluor) sont, en g�en�eral, de masse n�egligeable par rapport �a la structure �a contrôler et

peuvent être tr�es 
exibles dans le cas du PVDF. Ce dernier, qui est un polym�ere, pr�esente

aussi l'avantage de pouvoir être coup�e en tr�es �ne pellicule ; par contre, ses constantes

pi�ezo�electriques sont moins �elev�ees que celles des pi�ezo-c�eramiques.

Les mat�eriaux pi�ezo�electriques sont aussi utilis�es dans le contrôle de forme (ailes

d'avion, miroirs des t�elescopes), ainsi que dans la conception d'organes arti�ciels en

biom�ecanique. Bien d'autres applications sont donn�ees dans [23], [39] et [3]. On trouve

aussi dans [3] une mod�elisation math�ematique de leur mise en oeuvre.

Terminons en indiquant une premi�ere application de l'e�et pi�ezo�electrique qui est due

�a Paul Langevin. Lors de la premi�ere guerre mondiale, Langevin eut l'id�ee d'utiliser des

plaques de quartz pi�ezo�electriques pour l'�emission et la r�eception d'ondes sonores sous-

marines de haute fr�equence. Depuis lors le quartz est largement utilis�e dans le domaine

des t�el�ecommunications en tant que �ltre, contrôleur ou g�en�erateur de fr�equence.
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2.2 Mod�ele math�ematique de la pi�ezo�electricit�e

Equations de Maxwell

En �elasticit�e pure, la loi de comportement liant le tenseur des contraintes �a celui des

d�eformations

�ij = Cijklekl

et la loi fondamentale de la dynamique ou de Newton, qui dit que, dans un corps, la

somme des forces est �egale �a la force d'inertie, nous permettent de trouver le vecteur

de d�eformation u ; nous rappelons que le tenseur lin�earis�e des d�eformations e est li�e �a

u = (uk) par ekl(u) =
1
2
(@kul+ @luk). Dans le cas d'un mat�eriau pi�ezo�electrique, la loi de

comportement contient une nouvelle inconnue, le champ �electrique E, d'o�u la n�ecessit�e

d'introduire une autre �equation d'�equilibre pour la g�erer. C'est l'�equation de Maxwell-

Gauss

divD = q;

o�u D est le vecteur d�eplacement �electrique et q est la densit�e volumique de charge au

sein du mat�eriau. Cette �equation est valable dans un milieu non aimant�e. Dans la suite

de ce travail, q sera nulle car le mat�eriau consid�er�e ici est un isolant.

Soit � la masse volumique du mat�eriau pi�ezo�electrique occupant le domaine 
 et f la

densit�e de force volumique qui lui est appliqu�ee. Les �equations de Newton et de Maxwell-

Gauss ci-dessus forment le syst�eme8<
:

�u00 � div� = f dans 
� (0; T );

divD = 0 dans 
� (0; T );

auquel sont associ�ees des conditions limites et des conditions initiales. Les lois de com-

portement (2.3), que nous reprenons ci-dessous,8<
:

�ij = Cijklekl � PkijEk;

Dk = Pkijeij + �klEl:

compl�etent le syst�eme. Nous avons rappel�e que, dans ces �equations, le tenseur e d'ordre

2 ne d�epend en fait que du vecteur u ; de même, le vecteur champ �electrique E d�erive

d'autres quantit�es, en particulier du potentiel scalaire �electrique (et de ce dernier seul
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dans le cas statique). Plus pr�ecis�ement, on sait qu'un champ �electrique variant en fonction

du temps, induit un champ magn�etique B et vice-versa ; ce ph�enom�ene se traduit par les

�equations de Maxwell-Amp�ere

rotB = �1
@D

@t
; (2.4)

et de Maxwell-Faraday

rotE = �@B
@t
; (2.5)

o�u �1 d�esigne la perm�eabilit�e magn�etique du mat�eriau. La quatri�eme �equation de

Maxwell s'ajoute aux �equations d�ej�a cit�ees (Maxwell-Gauss, Maxwell-Amp�ere,Maxwell-

Faraday) et traduit la loi de conservation du 
ux magn�etique,

divB = 0: (2.6)

Pour la construction et l'�etude de ces �equations, nous renvoyons �a [30], et �a [10] (vol. 1,

5) et [17] pour une approche plutôt math�ematique. La loi de conservation (2.6) implique

l'existence d'un vecteur A appel�e potentiel vecteur, tel que

B = rotA: (2.7)

Cette derni�ere �equation combin�ee avec l'�equation de Maxwell-Faraday implique que la

somme de vecteurs E+ @A

@t
admet un rotationnel nul, donc d�erive d'un potentiel scalaire

', c'est-�a-dire

E = �r'� @A

@t
: (2.8)

Les inconnues du syst�eme de la pi�ezo�electricit�e ainsi �ecrit sont donc maintenant le d�epla-

cement u, le potentiel scalaire ' et le potentiel vecteur A. Dans le cas dynamique, a�n

de g�erer l'inconnue A, nous utilisons l'�equation de Maxwell-Amp�ere (2.4) qui n'a pas �et�e

utilis�ee jusqu'ici.

Dans beaucoup d'applications, on peut se restreindre �a l'approximation quasi-�electro-

statique, qui revient �a n�egliger la partie magn�etique dans l'�equation de Maxwell-Faraday

(2.5). Alors, on a

E = �r'

et les inconnues se r�eduisent �a u et '. Pr�ecisons dans quelles conditions l'approximation

quasi-�electrostatique est loisible. Comme dans [26], il su�t de r�ealiser une analyse dimen-

sionnelle. Supposons, comme c'est le cas qui nous int�eressera, que le corps est une plaque
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de longueur L. Consid�erons, dans une oscillation �electromagn�etique, un mode propre de

longueur d'onde � et de vitesse de phase v. Rappelons que la vitesse de phase correspond

�a la vitesse de la lumi�ere dans le milieu consid�er�e. La p�eriode d'oscillation T est donn�ee

par T = �

v
. Si x est la variable d'espace et t la variable temps, faisons le changement de

variable

� =
x

L
; � =

2�t

T
:

Dans ces nouvelles coordonn�ees adimensionnelles, l'�equation de Maxwell-Faraday devient

rot�E = �2�L

T

@B

@�
= �2�v L

�

@B

@�
: (2.9)

Il se d�egage donc un crit�ere pour l'approximation quasi-�electrostatique : si la longueur

d'onde de l'oscillation �electromagn�etique est tr�es grande par rapport �a la longueur de la

plaque, on peut faire l'approximation quasi-�electrostatique, et ignorer l'inconnue A. Un

autre proc�ed�e serait l'utilisation des �equations de Maxwell harmoniques (voir [29]) o�u la

d�eriv�ee par rapport au temps est remplac�ee par la pulsation � i

T
(avec i2 = �1) :

rot� ~E = 2i�v
L

�
~B:

Cette derni�ere �equation fournit le même crit�ere d'approximation quasi-�electrostatique que

(2.9). Nous donnerons �a nouveau au chapitre 3 (resp. 4) l'�ecriture compl�ete du syst�eme

de la pi�ezo�electricit�e statique (resp. dynamique), et y adjoindrons les cadres fonctionnels

permettant d'obtenir des r�esultats d'existence.

2.3 Notations

Nous r�esumons ici les notations utilis�ees dans cette partie du m�emoire.

Notations sur 
. On d�esigne par 
h un domaine cylindrique de R3 d'�epaisseur 2h, et

de surface moyenne !, domaine de R2. Plus pr�ecis�ement, on pose


h = !�]� h; h[; 
 = !�]� 1; 1[:

Les faces sup�erieure et inf�erieure sont not�ees

�h� = ! � f�hg; �� = ! � f�1g:

Les bords lat�eraux sont not�es �hl = 
�] � h; h[; �l = 
�] � 1; 1[: De même, on pose

�h = @
h, � = @
.
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L'ouvert 
h sera la con�guration de r�ef�erence d'une plaque constitu�ee d'un mat�e-

riau pi�ezo�electrique. On appelle uh = (uh1; u
h
2 ; u

h
3) le vecteur d�eplacement, Ah le po-

tentiel vecteur magn�etique, 'h le potentiel �electrique au sein du mat�eriau 
h. On note

�h(uh; Ah; 'h) le tenseur des contraintes et eh(uh) celui des d�eformations, avec ehij(u
h) =

1
2
(@iuhj + @ju

h
i ), D

h(uh; Ah; 'h) le vecteur d�eplacement �electrique et Eh('h) le vecteur

champ �electrique, avec Eh
i ('

h; Ah) = �@i'h � @Ah

@t
.

Soient 
 la fronti�ere de !, 
0 et 
1 (resp. 
e0 et 
e1) deux parties de 
 telles que


 = 
0 [ 
1 et 
0 \ 
1 = ; (resp. 
 = 
e0 [ 
e1 et 
e0 \ 
e1 = ;). La partie 
0 est suppos�ee
de mesure non nulle.

Des conditions de Dirichlet sur le d�eplacement seront impos�ees sur la partie �hD du

bord avec

�hD = 
0�]� h; h[; �D = 
0�]� 1; 1[:

La partie compl�ementaire du bord est

�hN = �h1 [ �h+ [ �h�; �N = �1 [ �+ [ ��;

o�u

�h1 = 
1�]� h; h[; �1 = 
1�]� 1; 1[:

En�n, le potentiel �electrique sera impos�e sur �heD = �h� [ (
e0�] � h; h[) ; dans l'�etude

du cas dynamique, on supposera que 
e0 = ;: Dans la suite, sauf mention du contraire,

on utilise la convention de sommation sur l'indice r�ep�et�e, les indices latins �etant dans

l'ensemble f1; 2; 3g et les indices grecs dans f1; 2g. La lettre c repr�esente di��erentes

constantes ind�ependantes de h.

Notations sur les espaces de fonctions.

( : )
 produit scalaire usuel dans L2(
);

h : iX 0; X produit de dualit�e entre X et son dual X 0;

k : kX norme usuelle sur X;

j : j
 = k : kL2(
);
H1
Y (
) = fv 2 H1(
); vjY � 0g:
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2.4 Objet de l'�etude. Principaux r�esultats obtenus

On se propose, dans ce m�emoire, d'�etudier le comportement asymptotique d'une plaque

pi�ezo�electriquemince. L'objectif est de d�eduire des syst�emes de la pi�ezo�electricit�e statique

ou dynamique, que l'on a d�ecrits au paragraphe 2.1, des mod�eles bidimensionnels plus

simples �a utiliser, en particulier pour l'approximation num�erique.Leur construction même

est une justi�cation de ces mod�eles, obtenus sans simpli�cation a priori sur la forme

des inconnues. D'autres proc�ed�es d'approximation du syst�eme, bien connus dans le cas

purement �elastique, reposent sur une approximation polynomiale. Cette technique de

mod�elisation a �et�e utilis�ee par Reissner [34], Mindlin [27], et a donn�e lieu r�ecemment

�a de nombreuses publications, par exemple Babu�ska, d'Harcourt et Schwab [2], Schwab

[37], Alessandrini, Arnold, Falk et Madureira [1], Delfour et Zol�esio [12]. La coh�erence

asymptotique de l'approximation polynomiale a �et�e �etudi�ee par Paumier et Raoult [28].

Nous utilisons ici le proc�ed�e asymptotique d�evelopp�e par Ciarlet et Destuynder [9], et

mis en �uvre par Raoult [32] dans le cas de l'�elasticit�e dynamique. Dans ce travail, nous

suivons la même d�emarche que Raoult [33] o�u une analyse asymptotique a �et�e r�ealis�ee

pour une multi-structure contenant une plaque mince.

On se donne une famille de plaques d'�epaisseur h et de con�guration de r�ef�erence


h = !�]�h; h[, o�u ! est un ouvert born�e deR2. Notre but est d'�etudier le comportement

du vecteur d�eplacement uh des plaques lorsque h tend vers 0, ainsi que celui des autres

inconnues : le potentiel scalaire �electrique, et le potentiel vecteur dans le cas dynamique.

A cet e�et, nous e�ectuons une dilatation de l'ordre de h�1, dans le sens de l'�epaisseur,

sur chaque plaque de sorte que le domaine d'�etude soit ind�ependant de h : c'est l'ouvert


 = !�]�1; 1[. Avec un tel changement de variable, nous pouvons �etudier la convergence

de la suite des d�eplacements mis �a l'�echelle u(h), ainsi que des potentiels scalaires '(h)

ou potentiels vecteurs A(h) dans un espace fonctionnel ind�ependant h.

Nous donnons ci-dessous le r�esum�e des principaux r�esultats obtenus. Dans le m�emoire,

les caract�eristiques m�ecaniques et �electriques des plaques seront suppos�ees ind�ependantes

de h �a l'exception de la masse volumique qui est suppos�ee d'ordre h2, voir [32].

Le chapitre 3 est consacr�e �a l'�etude du cas statique. Cependant, avant les �equa-

tions de la pi�ezo�electricit�e, nous analysons tout d'abord le comportement du potentiel

�electrique mis �a l'�echelle '(h) lorsque h tend vers 0, dans le cas d'un probl�eme purement

�electrique. Ce potentiel r�esout un probl�eme de perturbations singuli�eres classique natu-

rellement pos�e dans l'espace H1(
): Nous v�eri�ons que l'espace limite n'est pas H1(
),
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mais l'espace

	l =
�
 2 L2(
); @3 2 L2(
)

	
;

et donnons le probl�eme limite. On remarque que la limite forte ' de '(h) dans 	l est

une fonction a�ne de la variable verticale.

Ensuite, nous rappelons un th�eor�eme d'existence pour le probl�eme de la pi�ezo�electrici-

t�e statique et �etudions son comportement asymptotique. Nous supposons que le potentiel

�electrique mis �a l'�echelle '(h) est �egal �a une fonction '0 donn�ee sur une partie �eD du

bord qui contient les faces sup�erieure �+ et inf�erieure ��. Autrement dit, le potentiel

�electrique ob�eit �a une condition de Dirichlet sur �eD = (
e0�]� 1; 1[) [ �+ [ ��, o�u 
e0

est une partie de @! qui peut être de mesure nulle. Imposer ainsi le potentiel �electrique sur

les faces �+ et �� correspond �a des dispositifs exp�erimentaux habituels. Le d�eplacement

mis �a l'�echelle u(h) est suppos�e nul sur la partie �D = 
0�]� 1; 1[ du bord lat�eral, o�u


0 est une partie de mesure non nulle de @!.

Introduisant les espaces fonctionnels

V = fv 2 (H1(
))3; vj�D � 0g et (2.10)

	 = f 2 H1(
);  j�eD � 0g; (2.11)

et e�ectuant la translation �'(h) = '(h)� '0, nous obtenons l'�ecriture variationnelle du

syst�eme de la pi�ezo�electricit�e statique

Trouver (u(h); �'(h)) 2 V �	; tel que

8 (v;  ) 2 V �	; a(h)((u(h); �'(h)); (v;  )) = l(h)(v;  )

o�u a(h) est une forme bilin�eaire coercive sur V � 	. Elle est la somme de la forme

bilin�eaire sur V, �etudi�ee dans les travaux consacr�es par de nombreux auteurs �a l'analyse

asymptotique du probl�eme de l'�elasticit�e lin�eaire, de la forme bilin�eaire correspondant au

probl�eme �electrique seul �etudi�e au d�ebut du chapitre et de termes crois�es d�eplacement-

potentiel. Plus pr�ecis�ement,

a(h) ((u(h); �'(h)); (v;  )) =

Z



C�(h) : �(h)(v) dx

+

Z



�33 @3 �'(h)@3 dx+ h2
Z



��� @� �'(h)@� dx
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+h

Z



[�3�( @� �'(h)@3 + @3 �'(h)@� )] dx +

+

Z



[P3kl (@3 �'(h)�kl(h)(v)� @3 �kl(h))] dx

+h

Z



[P�kl (@� �'(h)�kl(h)(v)� @� �kl(h))] dx;

o�u nous avons adopt�e la notation suivante

���(h)(v) = e��(v); ��3(h)(v) = h�1e�3(v); �33(h)(v) = h�2e33(v)

et avons pos�e �(h) = �(h)(u(h)): Selon la convention habituelle, les indices grecs prennent

les valeurs 1, 2 et les indices latins les valeurs 1, 2, 3. On note que l'expression d�evelopp�ee

de a(h) contient des puissances n�egatives de h. L'expression de la forme lin�eaire l(h) est

donn�ee au chapitre 3.

Ainsi �ecrit, le probl�eme pi�ezo�electrique se prête �a une analyse asymptotique qui g�en�e-

ralise les r�esultats connus (Ciarlet [8], Ciarlet et Destuynder [9], Destuynder [13]) dans le

cas purement �elastique et les r�esultats obtenus dans l'�etude pr�eliminaire du cas purement

�electrique. En particulier, et dit de mani�ere rapide, les termes contenant les puissances

n�egatives de h sont �a l'origine d'un \gou�re" (voir Sanchez-Palencia [36]) qui attire le

d�eplacement u(h). Ainsi on d�emontre que la suite u(h) admet dans V une limite u qui

est un d�eplacement de Kirchho�-Love, c'est-�a-dire que

u3 = �3 o�u �3 est ind�ependant de x3;

u� = �� � x3 @��3; avec �� ind�ependant de x3:
(2.12)

On montre simultan�ement que la suite des potentiels �electriques '(h) (rappelons que

nous avons pos�e '(h) = '0 + �'(h)) converge dans 	l vers un potentiel limite ' qui est

un polynôme du second degr�e en x3

'(x1; x2; x3) =

2X
i=0

'i(x1; x2)x
i
3; (2.13)

explicite en �3 puisque l'on a

'0 =
'+
0 + '�0
2

� p3��

2p33
@���3;

'1 =
'+
0 � '�0
2

;

'2 =
p3��

2p33
@�� �3;
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o�u '+
0 et '�0 sont les potentiels impos�es sur �+ et ��, et les constantes p3�� et p33

s'obtiennent �a partir des coe�cients d'�elasticit�e, de pi�ezo�electricit�e et de susceptibilit�e

�electrique.

De plus, cette limite v�eri�e le syst�eme d'�equations8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

@��m��(�3) =

Z 1

�1

(x3@�f� + f3) dx3 + g+3 + g�3 + @�(g
+
� � g�� ) dans !;

�3 = 0; @��3 = 0 sur 
0;

m��(�3)���� = 0 sur 
1;

@�m��(�3)�� + @�fm��(�3)����g =
Z 1

�1

x3 f��� dx3 + (g�� � g�� )�� sur 
1;

o�u

m��(�3) =
4�

3

�
�

� + 2�
�����3 + @���3

�
+
2p3��p3�%
3p33

@�%�3 ;

8>>>>>><
>>>>>>:

�@�n��(�1; �2) =
Z 1

�1

f� dx3 + (g+� + g�� )� p3��@�
�
'+
0 � '�0

�
dans !;

n��(�1; �2)�� =

Z 1

�1

g� dx3 + p3��
�
'+
0 � '�0

�
�� sur 
1;

�1 = �2 = 0 sur 
0;

o�u

n��(�1; �2) = 2�

�
�

� + 2�
���e%%(�) + e��(�)

�
:

On constate que les composantes horizontales sont solutions d'un syst�eme elliptique

d'ordre 2, d'op�erateur identique �a celui du probl�eme limite de l'�elasticit�e pure ; au se-

cond membre s'ajoute une contribution des potentiels �electriques surfaciques impos�es.

Par contre, pour la composante verticale, l'op�erateur est modi��e : �a l'op�erateur d'ordre 4

de l'�elasticit�e pure s'ajoute une autre contribution d'ordre 4 due aux coe�cients de pi�ezo-

�electricit�e et de susceptibilit�e �electrique. Nous donnons des indications sur la comparaison

de ce mod�ele avec ceux utilis�es par Banks [3], Bernadou [4] et Destuynder [15]

Au chapitre 4, nous traitons le cas dynamique. Nous posons Qh = 
h�]0; T [ et
�h = @
h�]0; T [. La partie du bord �a d�eplacement nul impos�e est not�ee �hD, son compl�e-

mentaire est not�e �hN , on pose �h
D = �hD�]0; T [, �h

N = �hN�]0; T [. Le potentiel �electrique
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est impos�e sur �h+ [ �h� (par rapport au cas statique, nous simpli�ons en choisissant


e0 = ;). Dans la suite, les indices \+" et \-" correspondent respectivement aux faces

sup�erieure et inf�erieure de la plaque, et l'indice \l" correspond �a son bord lat�eral. Nous

avons trois syst�emes d'�equations coupl�es :

les �equations m�ecaniques8>>>>>>><
>>>>>>>:

�huh00 � divh�h(uh; Ah; 'h) = fh dans Qh;

�h(uh; Ah; 'h)� = gh sur �h
N ;

uh = 0 sur �h
D;

uh(0) = ph; uh
0
(0) = qh dans 
h;

les �equations de Maxwell-Gauss8>>><
>>>:

divhDh(uh; Ah; 'h) = 0 dans Qh;

'h = 'h0 sur �h
�;

Dh(uh; Ah; 'h) � � = 0 sur �h
l ;

les �equations de Maxwell-Amp�ere

8>>><
>>>:

roth rothAh = �1D
h 0 dans Qh;

rothAh ^ � = �1j
h sur �h;

Ah(0) = Ah
0 ; Ah0(0) = Ah

1 dans 
h;

o�u jh est la densit�e de charge surfacique. Nous r�esolvons ces syst�emes coupl�es qui ad-

mettent une in�nit�e de solutions dans l'espace V � H(
; rot) � 	, o�u H(
; rot) est le

sous-espace de L2(
)3 des fonctions �a rotationnel dans L2(
)3. Pour obtenir l'unicit�e de

la solution, on rajoute au syst�eme de Maxwell-Amp�ere les conditions de jauge

\ div(�A) = 0 et (�A) � � = 0". Ensuite, par le même proc�ed�e d'analyse asymptotique

qu'au chapitre 3, nous �etablissons, sous des conditions initiales convenables, des r�esul-

tats de convergence faible, puis forte, sur les solutions mises �a l'�echelle lorsque le petit

param�etre h tend vers 0. Ces solutions tendent vers le triplet (u; A; ') qui v�eri�e :

{ u est un d�eplacement de Kirchho�-Love et s'�ecrit comme dans (2.12),

{ ' appartient �a 	l et s'�ecrit comme en (2.13), c'est un polynôme de degr�e 2 explicite

en x3,

{ A est ind�ependant de x3.
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De plus, ces limites v�eri�ent les syst�emes d'�equations bidimensionnelles ci-dessous :

1. un syst�eme dont la seule inconnue est �3

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

2� �3
00 + @��m��(�3) =

Z 1

�1

(x3@�f� + f3) dx3 + g+3 + g�3

+@�(g+� � g�� ) dans ! � (0; T );

�3 = @��3 = 0 sur 
0 � (0; T );

m��(�3)���� = 0 sur 
1 � (0; T );

@�m��(�3)�� + @�fm��(�3)����g =
Z 1

�1

x3 f��� dx3

+(g+� � g�� )�� sur 
1 � (0; T );

�3(0) = p3; � 03(0) = q3 dans !:

o�u

m��(�3) =
4�

3

�
�

�+ 2�
�����3 + @���3

�
+
2p3�� p3�


3p33
@�
�3:

Dans ce syst�eme d'�evolution analogue �a une �equation de 
exion dynamique, la

contribution de la pi�ezo�electricit�e se situe dans l'op�erateur.

2. un syst�eme couplant les composantes horizontales du d�eplacement et le potentiel

vecteur. Dans ce syst�eme, la composanteA3 du potentiel vecteur est, en fait, connue

d�es que les composantes horizontales du potentiel vecteur et du d�eplacement le sont.

On a, en e�et

8>><
>>:

A3
00 = �p�3

p33
A�

00 � p3��

p33
e��(�

0
1; �

0
2)�

'+
0
0 � '�0

0

2
; dans ! � (0; T );

A3(0) = A03; A3
0(0) = A13 dans !:

A des composantes horizontales donn�ees et �a un potentiel vecteur donn�e, on associe

n��(�1; �2; A1; A2) = 4�

�
�

�+ 2�
�%���� + ��%���

�
e%�(�1; �2)� 2pi��A

0
i:

Le quadruplet (�1; �2; A1; A2) est alors l'unique solution du syst�eme coupl�e form�e
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des �equations quasi-statiques en (�1; �2)8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

�@�n��(�1; �2; A1; A2) =

Z 1

�1

f� dx3 + (g+� + g�� )

�p3��@�('+
0 � '�0 ) dans ! � (0; T );

n��(�1; �2; A1; A2)�� =

Z 1

�1

g� dx3 + p3�� ��('
+
0 � '�0 ) sur 
1 � (0; T );

(�1; �2) = 0 sur 
0 � (0; T );

et des �equations d'�evolution du deuxi�eme ordre en (A1; A2)8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
p�1 � p31p�3

p33

�
A�

00 +
1

�1
@2(@1A2 � @2A1)

+

�
p1�� � p31p3��

p33

�
e��(�

0
1; �

0
2) = �(j+1 + j�1 ) dans ! � (0; T );

�
p�2 � p32p�3

p33

�
A�

00 � 1

�1
@1(@1A2 � @2A1)

+

�
p2�� � p32p3��

p33

�
e��(�

0
1; �

0
2) = �(j+2 + j�2 ) dans ! � (0; T );

@1A2 � @2A1 = 0 sur 
 � (0; T );

A�(0) = A0�; A�
0(0) = A1� dans !:

Il est clair que le probl�eme quasi-statique permet d'exprimer (�1; �2) en fonction de A.

Injectant (�1; �2) dans le deuxi�eme syst�eme, on est ramen�e �a un probl�eme d'�evolution en

(A1; A2) du second ordre en temps, muni des conditions limites appropri�ees.
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Chapitre 3

Cas statique

L'objet de ce chapitre est l'obtention de mod�eles bidimensionnels pour une plaque pi�e-

zo�electrique en �equilibrem�ecanique et �electrique. On souhaite, en e�et, prendre en compte

la faible �epaisseur de cet �el�ement pour simpli�er le mod�ele tridimensionnel qui d�ecrit son

comportement. Nous avons rappel�e dans l'introduction que les mat�eriaux pi�ezo�electriques

sont couramment utilis�es aujourd'hui ; par exemple, des pastilles pi�ezo�electriques coll�ees

�a des structures servent d'actionneurs ou capteurs.

La construction que nous choisissons est la m�ethode asymptotique initi�ee par les tra-

vaux de Goldenveizer [20] et Friedrichs [18], et introduite dans un contexte moderne par

Ciarlet et Destuynder [9]. Certaines de nos d�emonstrations suivent Raoult [33]. Dans

cette construction, on consid�ere une plaque de faible �epaisseur comme �el�ement d'une

famille de plaques de même surface moyenne !, o�u ! est un ouvert born�e r�egulier de

R
2, dont l'�epaisseur h tend vers 0 ; toutes les plaques auront ici les mêmes constantes

m�ecaniques et �electriques. On e�ectue un choix convenable des ordres de grandeur des

donn�ees correspondant �a chaque plaque (forces appliqu�ees, densit�es de charge) et on d�e-

termine le comportement limite des inconnues m�ecaniques ou �electriques : d�eplacements,

contraintes, potentiel �electrique. Ces comportements limites font apparâ�tre des fonctions

d�e�nies sur l'ouvert ! de R2, et fournissent les mod�eles bidimensionnels cherch�es.

Pour l'analyse math�ematique des convergences, on e�ectue sur le domaine de r�ef�erence


h = !�] � h; h[ de la plaque de hauteur 2h, une dilatation d'ordre h�1 a�n de la

transformer en 
 = !�]�1; 1[. Nous renvoyons �a Ciarlet [8] pour un expos�e de di��erents

travaux relatifs �a la m�ethode asymptotique.

Au paragraphe 3.1, nous rappelons les lois de comportement d'un mat�eriau pi�ezo-
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�electrique que nous avons donn�ees dans l'introduction. En 3.2, �a titre d'exemple, nous

simpli�ons le mod�ele en n'en consid�erant que la partie �electrique, et en e�ectuons l'analyse

asymptotique. Ceci nous permet d'introduire l'espace limite convenable pour le poten-

tiel �electrique. En 3.3, nous donnons l'analyse asymptotique du mod�ele pi�ezo�electrique

complet.

Signalons qu'une liste des notations a �et�e donn�ee dans l'introduction, que les indices

grecs prennent les valeurs 1, 2, et les indices latins les valeurs 1, 2, 3 et que nous utilisons

la convention de l'indice r�ep�et�e.

3.1 Lois de comportement

Soit une famille de plaques de domaines de r�ef�erence 
h = !�] � h; h[ toutes

constitu�ees du même mat�eriau pi�ezo�electrique. Nous notons C = (Cijkl) le tenseur des

constantes d'�elasticit�e, P = (Pijkl) le tenseur des constantes pi�ezo�electriques, � = (�ij)

celui des constantes di�electriques. Nous supposons que le mat�eriau est m�ecaniquement

isotrope ; les constantes d'�elasticit�e s'�ecrivent donc

Cijkl = ��ij�kl + �(�ik�jl + �il�jk); (3.1)

o�u � et � sont les constantes de Lam�e. Les tenseurs C, P , � v�eri�ent les relations suivantes :

{ 9 c > 0 tel que, pour toute matrice M d'ordre 3 r�eelle et sym�etrique, on a

CijklMklMij � c

3X
i;j=1

(Mij)
2: (3.2)

L'in�egalit�e (3.2) est une cons�equence de la condition classique sur les constantes de

Lam�e : � > 0, � > 0. De plus, on a les sym�etries

Cijkl = Cklij = Cjikl:

{ 9 c > 0 tel que, pour tout vecteur � 2 R3, on a

�kl�k�l � c

3X
j=1

�2j : (3.3)

De plus, on a les sym�etries : �kl = �lk

{ Les coe�cients pi�ezo�electriques v�eri�ent

Pmkl = Pmlk: (3.4)
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Nous avons donn�e dans l'introduction les lois de comportement m�ecanique et �elec-

trique. Elles expriment le tenseur des contraintes �h : 
h ! R
9, et le vecteur d�epla-

cement �electrique Dh : 
h ! R
3 en fonction du tenseur lin�eaire des d�eformations et

du champ �electrique. De fa�con plus pr�ecise, on note uh : 
h ! R
3 le d�eplacement et

'h : 
h ! R le potentiel �electrique. Alors, le tenseur lin�eaire des d�eplacements est

eh(uh) o�u, pour tout champ de vecteurs vh su�samment r�egulier d�e�ni sur 
h, on a

eh(vh) =
1

2
(rhvh + (rhvh)>) ou ehij(v

h) =
1

2
(@hi v

h
j + @hj v

h
i ); i; j = 1; 2; 3;

l'exposant h rappelant que les fonctions sont d�e�nies sur 
h. Dans le cas statique, qui

nous int�eresse ici, le vecteur champ �electrique Eh : 
h ! R
3 s'exprime au moyen de 'h

seul par

Eh('h) = �rh'h; ou encore Eh
i ('

h) = �@hi 'h; i = 1; 2; 3;

Les lois de comportement sont alors8><
>:

�h(uh; 'h) = Ceh(uh)� PEh('h) dans 
h;

Dh(uh; 'h) = Peh(uh) + �Eh('h) dans 
h:

3.2 Analyse asymptotique des �equations de Maxwell-

Gauss

Avant de traiter le cas des mat�eriaux pi�ezo�electriques, nous allons tout d'abord pro-

c�eder �a une analyse asymptotique des �equations de Maxwell-Gauss pour une plaque �a

coe�cients de pi�ezo�electricit�e nuls. Ceci nous permet d'�etudier sans consid�erations m�e-

caniques l'espace fonctionnel dans lequel se trouve le potentiel limite. L'analyse asymp-

totique e�ectu�ee dans ce paragraphe est simple et le probl�eme limite �el�ementaire. Les

�equations de comportement ci-dsssus sont ici d�ecoupl�ees, et la partie �electrique en est

Dh('h) = �Eh('h) = ��rh'h dans 
h: (3.5)

3.2.1 Les �equations �electriques (Maxwell-Gauss)

Nous supposons le milieu �a densit�es de charge surfacique et volumique nulles, comme

c'est le cas pour tout di�electrique parfait. De plus, nous supposons qu'un potentiel �elec-
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trique donn�e 'h0 est appliqu�e sur une partie �heD contenant les faces sup�erieure et inf�e-

rieure. Autrement dit, le potentiel �electrique v�eri�e une condition de Dirichlet sur

�heD = (
e0�]� h; h[) [ �h+ [ �h�;

o�u �h+, �h� sont les faces sup�erieure et inf�erieure, o�u 
e0 est une partie, peut-être vide,

de @
. Nous notons �heN la partie compl�ementaire de @
h. On a

�heN = 
e1�]� h; h[ o�u 
e1 = @! n 
e0:

L'�equation d'�equilibre de Maxwell-Gauss munie des conditions aux limites s'�ecrit

8>>><
>>>:

divhDh('h) = 0 dans 
h;

Dh('h):� = 0 sur �heN ;

'h = 'h0 sur �heD;

(3.6)

o�u � est le vecteur unitaire normal ext�erieur �a 
h. Elle s'ajoute �a (3.5) pour former

un syst�eme qui a une solution unique, comme on le rappelle en 3.2.2. Les �equations

(3.5)-(3.6) s'�ecrivent encore

8>>><
>>>:

divh (�rh'h) = 0 dans 
h;

�rh'h � � = 0 sur �heN ;

'h = 'h0 sur �heD:

(3.7)

3.2.2 Formulation variationnelle

On d�e�nit l'espace

	h = f 2 H1(
h);  j�h
eD
� 0g; (3.8)

que l'on munit de la norme k k	h = krh kL2(
h) qui est �equivalente �a la norme usuelle

de H1(
h). On suppose que

'h0 2 H
1
2 (�heD): (3.9)

Il existe donc un rel�evement de 'h0 dans H1(
h), encore not�e 'h0 (voir [22]). Si nous

posons �'h = 'h � 'h0 , le probl�eme variationnel associ�e �a (3.7) est
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Trouver �'h 2 	h tel que 8 h 2 	h; ahe ( �'
h;  h) = lhe ( 

h) (3.10)

o�u la forme bilin�eaire ahe (:; :) traduisant le comportement �electrique est donn�ee par

ahe ( �'
h;  h) =

Z

h
�ij @

h
i �'

h@hj  
h dxh;

et la forme lin�eaire lhe (:) est d�e�nie par

lhe ( 
h) = �

Z

h
�ij @

h
i '

h
0@

h
j  

h dxh:

Grâce �a la propri�et�e de coercivit�e (3.3) des constantes d'�electricit�e, nous avons la 	h-

coercivit�e de la forme bilin�eaire ahe (: ; :). Elle est aussi 	
h-continue. La 	h-continuit�e de

la forme lin�eaire lhe (:) est �evidente. Utilisant le lemme de Lax-Milgram, nous obtenons le

th�eor�eme d'existence et d'unicit�e ci-dessous.

Th�eor�eme 3.2.1 Le probl�eme (3.10) admet une solution unique.

3.2.3 Changement d'ouvert et mise �a l'�echelle des inconnues

Jusqu'�a pr�esent, les �equations ont �et�e �ecrites dans des domaines 
h d�ependant de

h, le petit param�etre appel�e �a tendre vers 0. Il importe donc de faire un changement

de variable qui va faire porter le petit param�etre sur les op�erateurs et non plus sur le

domaine. Ainsi nous pourrons obtenir des r�esultats de convergence dans des espaces de

Hilbert ind�ependants de h.

Rappelons d�es maintenant les notations. On pose


 = !�]� 1; 1[; �+ = ! � f1g; �� = ! � f�1g;
�eD = (
e0�]� 1; 1[) [ �+ [ ��; �eN = 
e1�]� 1; 1[:

Nous devons pr�eciser le comportement des donn�ees lorsque h varie. A l'�el�ement x =

(x1; x2; x3) 2 
, on associe l'�el�ement xh = (x1; x2; hx3) de 
h. Nous supposons

d�esormais qu'il existe '0 2 H1(
) tel que pour tout h

'h0(x
h) = h'0(x); x 2 
: (3.11)

Nous e�ectuons alors le changement d'inconnues

�'h(xh) = h �'(h)(x): (3.12)
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En�n, nous d�e�nissons l'espace 	 par

	 = f 2 H1(
);  j�eD � 0g (3.13)

et le munissons de la norme k k	 = kr kL2(
).
Le probl�eme variationnel peut alors être pos�e sur le domaine �xe 
. La formulation

variationnelle s'obtient imm�ediatement :

Trouver �'(h) 2 	 tel que 8 2 	; ae(h)( �'(h);  ) = le(h)( ) (3.14)

o�u

ae(h)( �'(h);  ) =

Z



�33 @3 �'(h)@3 dx+ h

Z



[�3�( @� �'(h)@3 + @3 �'(h)@� )] dx

+h2
Z



��� @� �'(h)@� dx;

et le(h)( ) = �
Z



�33 @3'0 @3 dx� h

Z



��3[@�'0 @3 + @3'0 @� ] dx

�h2
Z



��� @�'0 @� dx:

Avec des notations �evidentes, la forme bilin�eaire ae(h) se d�ecompose en la somme

ae(h) = a0e + ha1e + h2a2e: (3.15)

L'�etude du comportement asymptotique des solutions d'une suite de probl�emes varia-

tionnnels elliptiques dont les formes bilin�eaires a(h) se d�ecomposent en une somme de

deux termes a0(h) + h2a2(h), ou en une somme de trois termes comme en (3.15), fait

l'objet de [36] et [6]. La nature du gou�re, c'est-�a-dire du noyau de la forme a0, y joue

un rôle essentiel. Pour une �etude plus g�en�erale des perturbations singuli�eres, on peut se

ref�erer �a [24].

Nous donnons ci-dessous une analyse directe de (3.14) et reviendrons dans une re-

marque �a l'utilisation de [36] et [6].

3.2.4 Majoration de normes et convergences faibles

Dans la suite c repr�esente diverses constantes positives ind�ependantes de h, et j : j
 et

(: ; :)
 d�esignent respectivement la norme et le produit scalaire usuels dans L2(
).
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Nous obtenons tout d'abord un r�esultat de majoration uniforme dont se d�eduit faci-

lement un r�esultat de convergence faible. Posons

	l =
�
 2 L2(
); @3 2 L2(
)

	
: (3.16)

Proposition 3.2.1 Il existe c > 0 tel que 8 h; 0 < h < 1,

jh@1 �'(h)j2
 + jh@2 �'(h)j2
 + j@3 �'(h)j2
 < c: (3.17)

De plus, il existe �' 2 	l tel que, quitte �a extraire une sous-suite, les convergences faibles

suivantes sont satisfaites :

�'(h) * �' dans L2(
); (3.18)

(h@1 �'(h); h @2 �'(h); @3 �'(h)) * (0; 0; @3 �') dans (L2(
))3: (3.19)

Preuve. D�e�nissons les vecteurs

(�1(h); �2(h); �3(h)) = (h@1 �'(h); h @2 �'(h); @3 �'(h));

(�̂1(h); �̂2(h); �̂3(h)) = (h@1'0; h @2'0; @3'0)

et prenons dans (3.14)  = �'(h). On obtient,Z



�ij �i(h)�j(h) dx = �
Z



�ij �̂i(h)�j(h) dx: (3.20)

La propri�et�e de coercivit�e (3.3) nous permet de minorer le premier membre de (3.20) :

c j�(h)j2
 �
Z



�ij �i(h)�j(h) dx: (3.21)

Par ailleurs, posant " = sup
1�i;j�3

fj�ijjg, et m �etant un nombre r�eel positif quelconque, on

d�emontre ais�ement la majoration du second membre :����
Z



�ij �̂i(h)�j(h) dx

���� � 3m

2
"2j�̂(h)j2
 +

3

2m
j�(h)j2
 � cm+

3

2m
j�(h)j2
; (3.22)

car �̂(h) est born�e dans L2(
)3. Choisissant m assez grand dans l'in�egalit�e (3.22), on

obtient la majoration (3.17). Comme dans un espace de Banach r�e
exif - il en est ainsi

pour L2(
) - toute suite born�ee admet une sous-suite qui converge faiblement, nous avons,

d'apr�es la majoration des normes (3.17), l'existence de (�1; �2; �3) 2 (L2(
))3 tel que

(h@1 �'(h); h @2 �'(h); @3 �'(h))* (�1; �2; �3) dans (L2(
))3: (3.23)
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Pour obtenir une majoration de la suite ( �'(h))0<h<1, utilisons celle de (@3 �'(h))0<h<1

donn�ee par (3.17) ; comme �� � �eD, on a, dans L2(
), l'�egalit�e

�'(h)(x1; x2; x3) =

Z x3

�1

@3 �'(h)(x1; x2; s) ds:

On en d�eduit ais�ement que

k �'(h)kL2(
) �
p
2 k@3 �'(h)kL2(
);

et donc que la suite ( �'(h))0<h<1 est born�ee dans L2(
). Ainsi, il existe �' 2 L2(
) tel que

�'(h)* �' dans L2(
): (3.24)

Or, de (3.23)-(3.24), on tire des convergences dans l'espace des distributions D0(
) :

�'(h) �! �' dans D0(
); (3.25)

@i �'(h) �! @i �' dans D0(
); (3.26)

(h@1 �'(h); h @2 �'(h); @3 �'(h)) �! (�1; �2; �3) dans (D0(
))
3
: (3.27)

Compte-tenu de (3.26)-(3.27), nous obtenons

(�1; �2; �3) = (0; 0; @3 �') dans (D0(
))
3
;

donc dans (L2(
))
3
, et la proposition 3.2.1 est ainsi d�emontr�ee.

3.2.5 Les espaces 	l et 	l0

Nous avons vu �a la proposition 3.2.1 que �' limite d'une suite extraite de ( �'(h))

appartient �a l'espace

	l : =
�
 2 L2(
); @3 2 L2(
)

	
:

Donnons quelques propri�et�es de cet espace. Il est �evident que l'application

(';  ) 7�! h';  i	l
=

Z



' dx+

Z



@3'@3 dx (3.28)

d�e�nit un produit scalaire sur 	l et en fait un espace de Hilbert. Notons k : k	l
la norme

associ�ee,

k k	l
= (j j2
 + j@3 j2
)

1

2 :
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L'espace 	l muni de k : k	l
s'identi�e �a l'espace H1(�1; 1 ; L2(!)) muni de sa norme

canonique. Pour la d�e�nition et l'�etude des espaces Hm(a; b ; X) o�u X est un espace de

Hilbert, on peut se ref�erer �a [25]. En particulier, on sait que H1(�1; 1 ; L2(!)) s'injecte

continûment dans C0([�1; 1] ; L2(!)). Par cons�equent, la trace sur �+ (resp. ��) d'un

�el�ement de 	l est bien d�e�nie dans L2(�+) (resp. L2(��)). De plus, l'application qui �a  

associe sa trace est continue de 	l dans L
2(�+) (resp. L2(��)). Notant  j�+ (resp.  j��)

cette trace, on pose maintenant

	l0 =
�
 2 L2(
); @3 2 L2(
) ;  j�+ =  j�� = 0

	
:

Proposition 3.2.2 L'espace D(�
) est dense dans 	l muni de k : k	l
. L'espace D(
) est

dense dans 	l0.

Preuve. Soit ' 2 	l, orthogonal �a D(�
), c'est-�a-dire :

8 2 D(�
) h';  i	l
=

Z



' dx +

Z



@3'@3 dx = 0: (3.29)

Prenant  dans D(
), on obtient l'�egalit�e

@33' = ' dans D0(
);

qui est ausssi valable dans L2(
). S'appuyant sur des r�esultats classiques (voir [10], [38]),

on en d�eduit qu'il existe  0 et  1 dans L
2(!) tels que

'(x1; x2; x3) =  0(x1; x2) exp(x3) +  1(x1; x2) exp(�x3):

Reportant dans (3.29), on a, pour tout  2 D(�
),Z



( 0 exp(x3) +  1 exp(�x3)) dx+
Z



( 0 exp(x3)�  1 exp(�x3))@3 dx = 0:

Or on a

8 (x1; x2);
Z 1

�1

exp(x3)@3 dx3 = �
Z 1

�1

exp(x3) dx3 + exp(1) (x1; x2; 1)

� exp(�1) (x1; x2; �1):

De même

8 (x1; x2);
Z 1

�1

exp(�x3)@3 dx3 =

Z 1

�1

exp(�x3) dx3 + exp(�1) (x1; x2; 1)
� exp(1) (x1; x2; �1):
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Donc, Z
!

 0(exp(1) (x1; x2; 1) � exp(�1) (x1; x2; �1)) d!

�
Z
!

 1(exp(�1) (x1; x2; 1)� exp(1) (x1; x2; �1)) d! = 0;

et on en d�eduit que

exp(1) 0 � exp(�1) 1 = 0;

� exp(�1) 0 + exp(1) 1 = 0;

ce qui entrâ�ne que  0 =  1 = 0. L'orthogonal de D(�
) dans 	l est donc r�eduit �a f0g, et
�etant donn�e que 	l est la somme directe de l'adh�erence de D(�
) et de son orthogonal,

on a

	l = D(�
)	l

:

La d�emonstration de la densit�e deD(
) dans 	l0 est analogue �a la pr�ec�edente. En prenant

' 2 	l0 dans l'orthogonal de D(
) dans 	l, on trouve que

'(x1; x2; x3) =  0(x1; x2) exp(x3) +  1(x1; x2) exp(�x3):

Or '(x1; x2; 1) = '(x1; x2; �1) = 0, d'o�u  0(x1; x2) =  1(x1; x2) = 0. Et par les mêmes

arguments que pour la d�emonstration de densit�e pr�ec�edente, on a

	l0 = D(
)	l
:

Proposition 3.2.3 L'application  7�! j@3 j
 d�e�nit une norme sur 	l0 �equivalente �a

la norme associ�ee au produit scalaire (3.28).

Preuve. Soit  2 D(
), on a

j j2
 = 2

Z



�Z x3

�1

 (x1; x2; s)@3 (x1; x2; s) ds

�
dx

� 2

Z



�Z 1

�1

j (x1; x2; s)j j@3 (x1; x2; s)j ds
�
dx

� 2

Z 1

�1

�Z



j (x)j j@3 (x)j dx
�
ds

� 2

Z 1

�1

j j
 j@3 j
 ds � 4j j
 j@3 j
;
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d'o�u

j j
 � 4j@3 j
: (3.30)

Cette derni�ere in�egalit�e peut être �etendue �a 	l0 d'apr�es la densit�e de D(
) dans 	l0

(d�emontr�ee ci-dessus). Ainsi nous avons l'�equivalence des normes recherch�ee.

Remarque 3.2.1 De la proposition 3.2.2 on d�eduit que D(�1; 1 ; L2(!)) est dense

dans 	l0, ce qui est une mani�ere de voir que 	l0 = H1
0 (�1; 1 ; L2(!)). La proposition

3.2.3 n'est autre que l'in�egalit�e de Poincar�e g�en�eralis�ee aux espaces de Sobolev �a valeurs

vectorielles.

3.2.6 Equations limites

Revenons maintenant �a l'�etude asymptotique du probl�eme (3.14). Notons que, grâce �a

la continuit�e de l'application trace de 	l dans L2(�+) (resp. L2(��)), le potentiel limite

�' est dans 	l0.

D�e�nissons la forme bilin�eaire, ae( ; ) dans 	l0 par

8  1;  2 2 	l0; ae( 1;  2) =

Z



�33 @3 1@3 2 dx: (3.31)

Elle est continue pour k : k	l
et d'apr�es la proposition 3.2.3, elle est coercive sur 	l0.

Pour obtenir l'�equation limite, faisons tout d'abord tendre h vers 0 dans l'�equation

(3.14). Grâce aux r�esultats de convergence faible de la proposition 3.2.1, on obtient

8 2 	; ae( �';  ) = �
Z



�33 @3'0@3 dx: (3.32)

Or pour tout  dans 	l0, il existe une suite ( n)n2N dans 	 qui tend fortement dans 	l

vers  ; comme

lim
n!1

ae( �';  n) = ae( �';  );

lim
n!1

Z



�33 @3'0@3 n dx =

Z



�33 @3'0@3 dx;

on obtient

8 2 	l0; ae( �';  ) = �
Z



�33 @3'0@3 dx: (3.33)
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Proposition 3.2.4 L'�equation (3.33) admet dans 	l0 une solution unique �'.

Preuve. L'existence de la solution de l'�equation (3.33) est obtenue par construction,

puisqu'elle admet �' limite faible de �'(h) comme solution. L'unicit�e est une cons�equence

de la coercivit�e de ae.

Il est clair que, si l'on pose ' = �'+ '0, alors la proposition 3.2.4 a pour corollaire

Corollaire 3.2.1 Il existe un unique ' dans l'espace f 2 	l ;  j�+ = '+
0 ;  j�� = '�0 g

solution de l'�equation

8 2 	l0 ae(';  ) = 0: (3.34)

Th�eor�eme 3.2.2 Les convergences faibles obtenues �a la proposition 3.2.1 peuvent être

�etendues �a toute la suite ( �'(h)). De plus, cette derni�ere v�eri�e les convergences fortes

ci-dessous :

�'(h) ! �' dans 	l0; (3.35)

(h@1 �'(h); h @2 �'(h)) ! (0; 0) dans (L2(
))3: (3.36)

Preuve. Nous avons vu ci-dessus que toutes les sous-suites de ( �'(h)) qui convergent

faiblement ont la même limite �', l'unique solution de (3.33). De plus d'apr�es la majoration

(3.17), nous savons que de toute sous-suite de ( �'(h)), on peut encore extraire une sous-

suite qui converge. Il en r�esulte que toute la suite converge faiblement.

Montrons maintenant la convergence forte de �(h) := (h@1 �'(h); h@2 �'(h); @3 �'(h)) vers

� := (0; 0; @3 �') dans (L
2(
))3. Pour X = (X1; X2; X3) 2 L2(
)3, posons

jkXjk =
�Z




�ijXiXj dx

� 1

2

:

C'est clairement une norme hilbertienne sur
�
L2(
)

�3
, �equivalente �a la norme usuelle.

D'apr�es l'�equation (3.14), on a

jk�(h)jk2 = ae(h)( �'(h); �'(h)) = le(h)( �'(h)):

Grâce �a la convergence faible

(h@1 �'(h); h@2 �'(h); @3 �'(h)) * (0; 0; @3 �') dans L2(
)3;
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on a

le(h)( �'(h))! �
Z



�33 @3'0 @3 �'dx

et donc

jk�(h)jk2 !�
Z



�33 @3'0 @3 �'dx:

Par ailleurs, on a, d'apr�es (3.31) et (3.33),

jk�jk2 = ae( �'; �') = �
Z



�33 @3'0 @3 �'dx:

On obtient donc la convergence de jk�(h)jk vers jk�(0)jk. On a donc prouv�e la convergence
des normes en plus de la convergence faible, d'o�u la convergence forte.

Posant '(h) = �'(h) + '0 et rappelant que ' est la solution de (3.34), nous obtenons

le corollaire ci-dessous.

Corollaire 3.2.2 La suite ('(h)) converge fortement vers ' dans 	l.

Etablissons les �equations aux limites associ�ees �a l'�equation variationnelle (3.34).

Th�eor�eme 3.2.3 La solution ' de l'�equation variationnelle (3.34) est l'unique solution

du probl�eme 8>><
>>:

' 2 	l;

@33' = 0 dans 
;

' = '0 sur ��:

(3.37)

Ce probl�eme se r�esout de fa�con explicite. On a

'(x) = x3
'+
0 � '�0
2

+
'+
0 + '�0
2

; (3.38)

o�u '+
0 (resp. '�0 ) d�esigne le potentiel appliqu�e �a la partie �+ (resp. ��) de la fronti�ere

de la plaque.

Preuve. La r�esolution est �el�ementaire. Prenons tout d'abord  dans D(
), dans (3.34),
on obtient :

@33' = 0 dans D0(
) ; (3.39)

il existe donc des distribution d0 et d1 dans D0(!) telles que

' = x3 d
1 + d0: (3.40)
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Les distributions d0 et d1 sont d�etermin�ees grâce aux conditions limites de Dirichlet

'+
0 = 'j�+ = d1 + d0

'�0 = 'j�� = �d1 + d0 ;

d'o�u on tire d0 et d1 :

d0 =
'+
0 + '�0
2

d1 =
'+
0 � '�0
2

:

Remarque 3.2.2 1. Le potentiel ' est une fonction a�ne en x3. De plus, puisque

'�0 est dans H
1

2 (��), ' est dans C1
�
]� 1; 1[ ; H

1

2 (!)
�

.

2. Les conditions aux limites sur la surface lat�erale n'apparaissent pas dans le probl�eme

limite. On voit bien sur l'expression (3.38) de ' que celle-ci ne peut, sauf dans le

cas particulier o�u '0 est a�ne, satisfaire la condition ' = '0 sur �eD. Il s'agit

d'un probl�eme de perturbations singuli�eres. Par contre, les conditions aux limites

sur �+ [�� sont conserv�ees, ce qui est traduit par la convergence dans l'espace 	l.

3. D�e�nissons le \gou�re"

G =

�
 2 	 ; 8' 2 	;

Z



@3 @3'dx = 0

�
:

Nous sommes ici dans le cas inhib�e, c'est-�a-dire G = f0g selon le vocabulaire

de [36], [6]. V�eri�ons que nos r�esultats sont en concordance avec ceux que l'on

peut d�eduire de ces articles. Tout d'abord, pour appliquer [36], supposons que les

coe�cients �3� sont nuls. Alors ae(h) = a0e + h2a2e est la somme de deux formes

bilin�eaires et non de trois. De même, l0e+h
2l2e avec des notations �evidentes. En toute

rigueur, [36] traite du cas o�u le second membre ne d�epend pas de h. L'hypoth�ese

qui y est faite est que le second membre est continu pour la norme d�e�nie par a0e ;

c'est bien le cas ici pour l0e et on peut v�eri�er que l'ajout du terme d'ordre inf�erieur

h2l2e ne modi�e pas les r�esultats. Suivant [36], nous construisons le compl�et�e de 	

pour la norme induite par a0 ; c'est 	l0. Alors, appliquant [36], nous obtenons le

r�esultat de convergence faible

�'(h)* �' dans 	l0;

o�u �' est l'unique solution de (3.33). Une extension imm�ediate des d�emonstrations

de [36] donne la convergence forte et on a alors une d�emonstration directe du th�eo-

r�eme 3.2.2.
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Dans [6], les r�esultats de [36] cit�es ci-dessus sont �etendus �a des formes bilin�eaires

a(h) = a0 + ha1 + h2a2 sommes de trois termes ; c'est le cadre convenable pour

(3.14). Le r�esultat de convergence faible donn�e par [6] co��ncide avec le nôtre ; l�a

aussi, on peut prolonger le travail des auteurs en compl�etant dans leur cadre abstrait

leur r�esultat par une convergence forte.

Le travail pr�eparatoire que nous avons e�ectu�e sur le probl�eme �electrique est donc

une extension simple de r�esultats r�ecents. Cependant, les travaux [36], [6] ne peuvent

remplacer l'�etude du probl�eme pi�ezo�electrique complet que nous allons e�ectuer dans la

suite.

3.3 Analyse asymptotique en pi�ezo�electricit�e statique

3.3.1 Equations �electro-m�ecaniques

Dans un mat�eriau pi�ezo�electrique, nous avons deux syst�emes d'�equations qui ne sont

pas ind�ependants : les �equations m�ecaniques comme en �elasticit�e pure et les �equations

�electriques.

3.3.1.1 Les �equations d'�equilibre m�ecanique

Soit fh (resp. gh) la densit�e de force volumique (resp. surfacique) appliqu�ee au mat�eriau

et � le vecteur unitaire normal, ext�erieur �a 
h. Nous d�esignons par �hD = 
0�]� h; h[ la
partie du bord �a d�eplacement nul impos�e o�u 
0 est de mesure non nulle, et �hN la partie

compl�ementaire ; on a �hN = �h1[�h+[�h� o�u �h1 = 
1�]�h; h[, 
1 = @!n
0. L'�equilibre
m�ecanique s'�ecrit

8>>><
>>>:
�div�h(uh; 'h) = fh dans 
h;

�h(uh; 'h)� = gh sur �hN ;

uh = 0 sur �hD:

(3.41)

On suppose d�esormais que

fh 2 �L2(
h)
�3
; gh 2 �L2(�hN )

�3
: (3.42)
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3.3.1.2 L'�equation de Maxwell-Gauss

On suppose que 
h est un milieu di�electrique parfait, donc �a densit�es de charges

surfacique et volumique nulles. On note 'h0 le potentiel �electrique appliqu�e �a la partie

�heD du bord de 
h. L'�equation de Maxwell-Gauss, qui a d�ej�a fait l'objet du paragraphe

3.2.1, est 8>>><
>>>:

divDh(uh; 'h) = 0 dans 
h;

Dh(uh; 'h) � � = 0 sur �heN ;

'h = 'h0 sur �heD:

(3.43)

La partie �heD du bord est toujours suppos�ee contenir �h+ [ �h�. Comme au paragraphe

3.2.1, nous supposons que 'h0 2 H
1
2 (�heD).

3.3.1.3 Formulation variationnelle

Aux �equations (3.41)-(3.43), on adjoint les lois de comportement8><
>:

�h(uh; 'h) = Ceh(uh)� PEh('h) dans 
h;

Dh(uh; 'h) = Peh(uh) + �Eh('h) dans 
h:

Nous allons �etablir la formulation variationnelle du probl�eme de pi�ezo�electricit�e. Elle est

classique, voir Bernadou [4]. On d�e�nit les espaces

Vh = fv 2 (H1(
h))3; vj�h
D
� 0g et

	h = f 2 H1(
h);  j�heD � 0g:

Nous posons �'h = 'h � 'h0. Le probl�eme variationnel associ�e �a (3.41)-(3.43) s'�ecrit

Trouver (uh; �'h) 2 Vh �	h tel que

8 (vh;  h) 2 Vh �	h ah((uh; �'h); (vh;  h)) = lh(vh;  h); (3.44)

o�u

ah((uh; �'h); (vh;  h)) =

Z

h
Ceh(uh) : eh(vh) dxh +

Z

h
�ij @

h
i �'

h@hj  
h dxh
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+

Z

h
Pmij(@

h
m �'hehij(v

h) � @hm 
hehij(u

h)) dxh; (3.45)

lh(vh;  h) =

Z

h
fh � vh dxh +

Z
�hN

gh � vh d�h

�
Z

h
�ij @

h
i '

h
0@

h
j  

h dxh �
Z

h
Pmij @

h
m'

h
0e

h
ij(v

h) dxh:

Grâce aux propri�et�es (3.2) et (3.3) des constantes d'�elasticit�e et d'�electricit�e, nous avons

la Vh �	h-coercivit�e de la forme bilin�eaire ah(: ; :) : en e�et,

ah((vh;  h); (vh;  h)) =

Z

h
C eh(vh) : eh(vh) dxh +

Z

h
�ij @

h
i  

h@hj  
h dxh: (3.46)

Remarque 3.3.1 Dans l'�equation ci-dessus les termes li�es aux constantes pi�ezo�elec-

triques ont disparu. Ceci est dû �a la r�eversibilit�e du ph�enom�ene de la pi�ezo�electricit�e.

La forme bilin�eaire ah(: ; :) est aussi Vh � 	h-continue. La Vh � 	h-continuit�e de la

forme lin�eaire lh(:) est �evidente. Ainsi une application directe du lemme de Lax-Milgram

fournit le th�eor�eme d'existence et d'unicit�e suivant

Th�eor�eme 3.3.1 Le probl�eme (3.44) admet une solution unique.

3.3.2 Changement d'ouvert et mise �a l'�echelle des inconnues

Comme au paragraphe 3.2.3, nous faisons un changement de variable pour faire porter

le petit param�etre sur les op�erateurs seulement et non plus sur le domaine, a�n d'obtenir

des r�esultats de convergence dans des espaces de Hilbert ind�ependants de h.

Nous posons x = (x1; x2; x3) 2 
 et lui associons xh = (x1; x2; hx3), posons aussi

�1 = 
1�]�1; 1[, �N = �1[�+[��. Nous faisons les hypoth�eses suivantes sur les ordres
de grandeur des donn�ees du probl�eme :

fh�(x
h) = h2f�(x); fh3 (x

h) = h3f3(x); x 2 
;

gh�(x
h) = h2g�(x); gh3 (x

h) = h3g3(x); x 2 �1;

gh�(x
h) = h3g�(x); gh3 (x

h) = h4g3(x); x 2 ��;

'h0(x
h) = h3'0(x); x 2 
:

(3.47)

Pour les forces appliqu�ees, ce sont les hypoth�eses classiques (cf [8]). Par ailleurs, les

constantes �elastiques, �electriques et pi�ezo�electriques sont suppos�ees ind�ependantes de h.
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Nous e�ectuons le changement d'inconnues

uh�(x
h) = h2u�(h)(x);

uh3(x
h) = hu3(h)(x); (3.48)

�'h(xh) = h3 �'(h)(x):

Pour les d�eplacements, c'est le changement d'inconnues classique utilis�e en �elasticit�e

lin�eaire. Notons que pour le potentiel 'h, nous ne faisons pas la même mise �a l'�echelle

qu'au paragraphe 3.2. Cette modi�cation nous est dict�ee par la mise �a l'�echelle des

inconnues m�ecaniques. En e�et, nous souhaitons obtenir simultan�ement la convergence

de u(h) et la convergence de �'(h) vers des limites non nulles. Les hypoth�eses (3.47)-(3.48)

nous le permettent. D'ailleurs, dans le paragraphe pr�ec�edent, on aurait pu e�ectuer le

changement (3.48) sur le potentiel �electrique et le r�esultat serait analogue.

D�e�nissons les espaces V et 	 par

V = fv 2 (H1(
))3; vj�D � 0g; (3.49)

	 = f 2 H1(
);  j�eD � 0g: (3.50)

Nous munissons V de la norme kvkV = krvk(L2(
))9. D'apr�es l'in�egalit�e de Poincar�e,

cette norme est �equivalente �a la norme usuelle de
�
H1(
)

�3
. Et nous munissons 	 de la

norme k k	 = kr kL2(
)3. Ainsi le probl�eme variationnel peut être pos�e sur le domaine

�xe 
.

Formulation variationnelle

Pour tout v 2 V, on d�e�nit

���(h)(v) = e��(v) =
1

2
(@�v� + @�v�);

��3(h)(v) =
1

h
e�3(v) =

1

2h
(@3v� + @�v3); (3.51)

�33(h)(v) =
1

h2
e33(v) =

1

h2
@3v3:

A�n d'all�eger l'�ecriture, nous poserons, en ce qui concerne u(h), �(h) = �(h)(u(h)). Nous

d�e�nissons une forme bilin�eaire a(h) et une forme lin�eaire l(h) par

a(h) ((u(h); �'(h)); (v;  )) =Z



C�(h) : �(h)(v) dx+

Z



�33 @3 �'(h)@3 dx+
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Z



[P3kl (@3 �'(h)�kl(h)(v)� @3 �kl(h))] dx+

h

Z



[�3�( @� �'(h)@3 + @3 �'(h)@� )] dx+

h

Z



[P�kl (@� �'(h)�kl(h)(v)� @� �kl(h))] dx + h2
Z



��� @� �'(h)@� dx; (3.52)

l(h)(v;  ) =

Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d� �
Z



�33 @3'0@3 dx

�h
Z



��3[@�'0@3 + @3'0@� ] dx� h2
Z



��� @�'0@� dx

�
Z



P3ij @3'0 �ij(v) dx� h

Z



P�ij @�'0 �ij(v) dx: (3.53)

Des calculs �el�ementaires montrent que le probl�eme (3.44) est �equivalent �a

Trouver (u(h); �'(h)) 2 V �	 tel que

8 (v;  ) 2 V �	; a(h)((u(h); �'(h)); (v;  )) = l(h)(v;  ): (3.54)

Pour obtenir le comportement asymptotique de (u(h); �'(h)), nous suivons maintenant

un plan analogue �a celui du paragraphe 3.2.4.

3.3.3 Majoration de normes et convergences faibles

Proposition 3.3.1 Il existe c > 0 tel que 8 h; 0 < h < 1,

ku(h)k2
V
+

Z



�(h) : �(h) dx + jh@1'(h)j2
 + jh@2'(h)j2
 + j@3'(h)j2
 < c: (3.55)

De plus, il existe

u 2 �
H1(
)

�3
;

� 2 �
L2(
)

�9
;

' 2 L2(
);

et des sous-suites encore not�ees (u(h))h>0, (�(h))h>0 et (h@1'(h); h @2'(h); @3'(h))h>0

telles que les convergences faibles suivantes soient satisfaites :

u(h) * u dans
�
H1(
)

�3
; (3.56)
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�(h) * � dans
�
L2(
)

�9
; (3.57)

'(h) * ' dans L2(
); (3.58)

(h@1'(h); h @2'(h); @3'(h)) * (0; 0; @3') dans
�
L2(
)

�3
: (3.59)

Preuve. D�e�nissons les vecteurs

(�1(h); �2(h); �3(h)) = (h@1 �'(h); h @2 �'(h); @3 �'(h));

(�̂1(h); �̂2(h); �̂3(h)) = (h@1'0; h @2'0; @3'0)

et posons (v;  ) = (u(h); �') dans (3.54). On obtient, de mani�ere analogue �a (3.46),Z



C�(h) : �(h) dx +

Z



�ij �i(h)�j(h) dx =Z



f � u(h) dx+
Z
�N

g � u(h) d� �
Z



�ij �̂i(h)�j(h) dx �
Z



Pmij �̂m(h)�ij(h) dx: (3.60)

Pour obtenir la majoration (3.55), nous allons utiliser les propri�et�es de coercivit�e (3.2)

et (3.3), ainsi que les propri�et�es rappel�ees ci-dessous :

1. pour tout (a; b; m) 2 R2�R�
+, on a

2ab � ma2 +
1

m
b2; (3.61)

2. la continuit�e de l'application trace de V dans
�
L2(�N )

�3
,

3. l'in�egalit�e de Poincar�e,

4. l'in�egalit�e de Korn (cf. [17]) : 9 c > 0; 8v 2 V; ckvk2
V
�
Z



e(v) : e(v) dx:

Majorons tout d'abord le second membre de (3.60). Posons " = sup
1�i; j�3

fj�ijjg, p =

sup
1�i; j;m�3

fjPmij jg. La propri�et�e (3.61) nous donne les in�egalit�es

����
Z



f � u(h) dx+
Z
�N

g � u(h) d�
���� � m

2
fjf j2
 + jgj2�Ng+

1

2m
fju(h)j2
 + ju(h)j2�Ng; (3.62)����

Z



�ij �̂i(h)�j(h) dx

���� � 3m

2
"2j�̂(h)j2
 +

3

2m
j�(h)j2
; (3.63)����

Z



Pmij �̂m(h)�ij(h) dx

���� � 9m

2
p2j�̂(h)j2
 +

3

2m

Z



�(h) : �(h) dx: (3.64)
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Appliquant la continuit�e de l'application trace et l'in�egalit�e de Poincar�e �a (3.62), on a

����
Z



f � u(h) dx+
Z
�N

g � u(h) d�
���� � mfjf j2
 + jgj2�Ng+

c

m
ku(h)k2

V
: (3.65)

Puisque �̂(h) est born�e dans
�
L2(
)

�3
ind�ependamment de h, les in�egalit�es (3.63)-(3.64)

donnent ����
Z



�ij �̂i(h)�j(h) dx

���� � cm+
3

2m
j�(h)j2
; (3.66)����

Z



Pmij �̂m(h)�ij(h) dx

���� � cm+
3

2m

Z



�(h) : �(h) dx: (3.67)

Par ailleurs, d'apr�es l'in�egalit�e de Korn et comme 0 < h < 1, on a

c ku(h)k2
V
�
Z



e(u(h)) : e(u(h)) dx �
Z



�(h) : �(h) dx:

L'in�egalit�e ci-dessus combin�ee aux propri�et�es de coercivit�e (3.2)-(3.3) permet d'obtenir

la minoration du premier membre de (3.60)

c

�
ku(h)k2

V
+

Z



�(h) : �(h) dx + j�(h)j2

�
�Z




C�(h) : �(h) dx +

Z



�ij�i(h)�j(h) dx: (3.68)

En prenant m assez grand dans les in�egalit�es (3.65)-(3.67), on obtient la majoration

(3.55). Dans L2(
) et dans V, toute suite born�ee admet une sous-suite qui converge

faiblement. Il y a donc, d'apr�es la majoration des normes (3.55), convergence faible de

sous-suites (u(h))0<h<1 et (�(h))0<h<1 lorsque h tend vers 0 et l'existence de (�1; �2; �3) 2�
L2(
)

�3
tel que

(h@1 �'(h); h @2 �'(h); @3 �'(h))* (�1; �2; �3) dans
�
L2(
)

�3
: (3.69)

Rappelons que �eD contient toujours ��. La majoration de la suite ( �'(h))0<h<1 et l'�egalit�e

(�1; �2; �3) = (0; 0; @3 �') dans (D0(
))
3

sont obtenues en adoptant la mêmed�emarche que dans la d�emonstration de la proposition

3.2.1. Sachant que '(h) = �'(h) + '0, la proposition 3.3.1 est ainsi d�emontr�ee.

Donnons les lois de comportement mises �a l'�echelle. On pose
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8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

E�(h)('(h)) = h�2Eh
�('

h) = �h@�'(h);

E3(h)('(h)) = h�2Eh
3 ('

h) = �@3'(h);

�ij(h)(u(h); '(h)) = h�2�hij(u
h; 'h)

= ��kk(h)(u(h))�ij + 2��ij(h)(u(h))� PkijEk(h)('(h));

Di(h)(u(h); '(h)) = h�2Dh
i (u

h; 'h) = �ijEj(h)('(h)) + Pikl�kl(h)(u(h));

(3.70)

Les convergences obtenues �a la proposition 3.3.1 founissent le corollaire

Corollaire 3.3.1 Il existe � 2 �
L2(
)

�9
et D 2 �

L2(
)
�3

tels que le tenseur des

contraintes et le vecteur d�eplacement mis �a l'�echelle v�eri�ent les convergences faibles

lim
h!0

�ij(h)(u(h); '(h)) = �ij = ��kk�ij + 2��ij + P3ij@3';

lim
h!0

Di(h)(u(h); '(h)) = Di = ��i3@3'+ Pikl�kl;
(3.71)

3.3.4 Identi�cation du probl�eme limite

Introduisons l'espace

VKL =
n
v 2 �H1(
)

�3
; vj�D = 0; ei3(v) = 0

o
: (3.72)

D'apr�es [8], l'espace VKL d�e�ni en (3.72) peut encore s'ecrire

VKL =
�
v 2 (H1(
))3; 9 (�1; �2) 2 VH (!); �3 2 V3(!);

v�(x) = ��(x1; x2)� x3 @��3(x1; x2)g ; (3.73)

avec

VH (!) =
�
� 2 (H1(!))2; �j
0 = 0

	
; (3.74)

V3(!) =
�
� 2 H2(!); �j
0 = 0; @��j
0 = 0

	
: (3.75)

C'est l'espace des d�eplacements de Kirchho�-Love.

Lemme 3.3.1 Les limites u, � et ' trouv�ees �a la proposition 3.3.1 sont respectivement

dans VKL,
�
L2(
)

�9
et 	l, et v�eri�ent les �equations suivantes :

��� = e��(u) dans L2(
); (3.76)

8 i = 1; 2; 3; Ci3kl �kl + P3i3 @3' = 0 dans L2(
): (3.77)
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L'�equation (3.77) �equivaut �a8<
:

�33 = � 1
�+2�

(P333 @3'+ ����) dans L2(
);

��3 = � 1
2�
P3�3 @3' dans L2(
):

(3.78)

De plus, ' satisfait la condition au bord 'j�� = '0.

Preuve. Nous avons vu pr�ec�edemment que les �i3(h) �etaient born�es dans L2(
), d'o�u

e�3(u(h)) (= h��3(h)) et e33(u(h)) (= h2�33(h)) tendent fortement vers 0 dans L2(
).

Nous avons donc ei3(u) = 0, d'o�u u 2 VKL. L'�egalit�e (3.76) est une cons�equence des

convergences (3.56)-(3.57).

Pour prouver (3.77), nous utilisons une d�emarche analogue �a celle de [8]. On multiplie

l'�equation (3.54) par h2, on y pose  � 0, puis on fait tendre h vers 0, et on obtient :

C33kl �kl + P333 @3 �' = �P333 @3'0 dans L2(
) ; (3.79)

ensuite dans l'�equation (3.54) toujours, on pose (v3;  ) � 0, on la multiplie par h, puis

on fait tendre h vers 0. Ainsi on a :

C�3kl �kl + P3�3 @3 �' = �P3�3 @3'0 dans L2(
): (3.80)

Puisque le mat�eriau est suppos�e m�ecaniquement isotrope, on a

Cijkl = � �ij�kl + �(�ik�jl + �il�jk);

et l'on obtient ais�ement (3.78). Rappelons que ' = �'+ '0 et le lemme est d�emontr�e.

Le lemme 3.3.1 nous permet d'exprimer le tenseur des contraintes limite � et le vecteur

d�eplacement�electrique limiteD en fonction du d�eplacement limiteu et du potentiel limite

'.

Corollaire 3.3.2 Les lois de comportement limites (3.71) sont explicites en u et ' :8>>>>>>><
>>>>>>>:

��� = 2�

�
�

� + 2�
������ + ������

�
��� �

�
�

� + 2�
���P333 � P3��

�
@3';

�i3 = 0;

Di = �
�

�

�+ 2�
���Pi33 � Pi��

�
��� �

�
Pi�3P3�3

�
+
Pi33P333

� + 2�
+ �i3

�
@3':

(3.81)

Remarque 3.3.2 Dans [3], il est admis que la contribution du potentiel impos�e aux faces

de la plaque pi�ezo�electrique dans le tenseur des contraintes est donn�ee par :

(�11)pe = (�22)pe =
d

h
('+ � '�) (3.82)
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o�u d est appel�e constante de d�eformation pi�ezoc�eramique. En redimensionnalisant dans

(3.81), en faisant l'approximation

@h3'
h � '+ � '�

h
;

et en supposant que l'e�et pi�ezo�electrique est le même dans les directions 0x1 et 0x2,

(c'est-�a-dire P311 = P322), on retrouve la structure de (3.82). De plus, notre m�ethode

fournit la valeur de d.

D�e�nissons une forme bilin�eaire a(: ; :), et une forme lin�eaire l(:) dans VKL �	l, qui

vont servir dans la d�e�nition des �equations limites, par

8 (v;  ) 2 VKL �	l,

a((u; '); (v;  )) = 2�

Z



�
�

� + 2�
�%���� + ��%���

�
e%�(u)e��(v) dx

+

Z



p33 @3'@3 dx

+

Z



p3�� [e��(u)@3 � @3'e��(v)] dx;

l(v;  ) =

Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d�:

avec les constantes p33 et p3�� d�e�nies comme suit

p33 =
1

�
P3�3P3�3 +

1

�+ 2�
P333P333 + �33

p3�� =
�

�+ 2�
P333 ��� � P3��: (3.83)

Lemme 3.3.2 La limite (u; ') est l'unique solution de l'�equation variationnelle

Trouver (u; ') 2 VKL �	l;

8 (v;  ) 2 VKL �	l0; a((u; '); (v;  )) = l(v;  ): (3.84)

Preuve. Prenons tout d'abord v dans VKL,  dans 	 dans l'�equation (3.54) et faisons

tendre h vers 0. Grâce aux r�esultats de convergence faible de la proposition 3.3.1, on a

lim
h!0

a(h) ((u(h); �'(h)); (v;  )) =
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Z



C��kl �kl ���(v) dx+

Z



�33 @3 �'@3 dx+Z



P3�� @3 �'���(v) dx�
Z



P3kl @3 �kl dx; (3.85)

lim
h!0

l(h)(v;  ) =

Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d� �
Z



�33 @3'0@3 dx�Z



P3�� @3'0 ���(v) dx: (3.86)

En rempla�cant �ij , i; j = 1; 2; 3 par les expressions obtenues au lemme 3.3.1 dans (3.85),

on a

lim
h!0

a(h) ((u(h); �'(h)); (v;  )) =Z



C���� ��� ���(v) dx+

Z



C���3

�
� 1

2�
P3�3 @3'���(v)

�
dx +Z




C��33

�
� 1

�+ 2�
(P333 @3'+ ����)

�
���(v) dx+

Z



�33 @3 �'@3 dx+Z



P3�� @3 �'���(v) dx�
Z



P3�� @3 ��� dx�
Z



P3�3 @3 

�
� 1

2�
P3�3 @3'

�
dx �Z




P333 @3 

�
� 1

�+ 2�
(P333 @3'+ ����)

�
dx (3.87)

ou encore

lim
h!0

a(h) ((u(h); �'(h)); (v;  )) =Z



(� ������ + �(������ + ������)) e�� e��(v) dx+Z



�

�
� 1

�+ 2�
(P333 @3'+ � e��)

�
e��(v) dx+

Z



�33 @3 �'@3 dx+Z



P3�� @3 �'e��(v) dx�
Z



P3�� @3 e��(v) dx�
Z



P3�3 @3 

�
� 1

2�
P3�3 @3'

�
dx �Z




P333 @3 

�
� 1

�+ 2�
(P333 @3'+ � e��)

�
dx: (3.88)

En�n, en faisant l'�egalit�e

lim
h!0

a(h) ((u(h); �'(h)); (v;  )) = lim
h!0

l(h)(v;  )

et en tenant compte de ce que

�' = '� '0;

e��e�� = ������ e��e��;
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on a

8 (v;  ) 2 VKL �	; a((u; '); (v;  )) = l(v;  ):

De plus, d'apr�es la proposition 3.2.2, pour toute fonction  de 	l0, il existe une suite

( n)n2N dans 	 qui tend fortement vers  pour la norme k : k	l
. Comme

lim
n!1

a((u; '); (v;  n)) = a((u; '); (v;  ));

lim
n!1

l(v;  n) = l(v;  );

nous obtenons a((u; '); (v;  )) = l(v;  ).

Pour obtenir l'unicit�e de la solution de l'�equation (3.84), supposons qu'il y en a deux,

(u1; '1) et (u2; '2) et posons w = u1 � u2,  = '1 � '2. On a donc

a((w;  ); (w;  )) = 2�

Z



�
�

� + 2�
�%���� + ��%���

�
e%�(w)e��(w) dx+Z




�
1

�
P3�3P3�3 +

1

�+ 2�
P333P333 + �33

�
@3 @3 dx = 0;

d'o�u w = 0 dans VKL, et @3 = 0 dans L2(
), donc  est nul dans 	l0. Ainsi nous avons

l'unicit�e de la solution de l'�equation (3.84).

Remarque 3.3.3 On aurait pu �etablir directement la coercivit�e de la forme bilin�eaire

a(: ; :) sur l'espace VKL �	l0, et en d�eduire l'existence et l'unicit�e d'une solution.

Nous allons maintenant �ecrire, le probl�eme variationnel trouv�e au lemme 3.3.2 sous forme

d'un syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees partielles. Comme le vecteur d�eplacement limite

u est dans VKL, il peut s'�ecrire

u�(x) = ��(x1; x2)� x3@��3(x1; x2)

u3 = �3; (3.89)

o�u �� 2 VH(!) et �3 2 V3(!).
Th�eor�eme 3.3.2 Le potentiel �electrique ' est un polynôme du second degr�e en x3 :

'(x1; x2; x3) =
2X
i=0

'i(x1; x2)x
i
3; (3.90)

dont les coe�cients 'i(x1; x2) sont donn�es en fonction de �3 par

'0 =
'+
0 + '�0
2

� p3��

2p33
@���3;

'1 =
'+
0 � '�0
2

; (3.91)

'2 =
p3��

2p33
@���3:
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Preuve. Prenant v = 0 dans l'�equation (3.84), nous obtenons le syst�eme d'�equations

limites �electriques. En e�et,

8 2 	l0;

Z



D3(u; ') @3 dx = 0; (3.92)

o�u D3 est la troisi�eme composante du vecteur d�eplacement limite donn�e en (3.81) et

s'�ecrit

D3(u; ') = �p33@3'� p3��e��(u): (3.93)

Comme D(
) est dense dans 	l0 pour la norme k : k	l
, l'�equation (3.92) est �equivalente

�a

@3D3(u; ') = 0 dans D0(
): (3.94)

Il existe donc une distribution d1 dans D0(!), en fait dans L2(!) d'apr�es la r�egularit�e de

u et de ', telle que D3(u; ') = d1. De (3.93), on tire que

@3' = �p3��
p33

[e��(�)� x3@���3]� 1

p33
d1: (3.95)

Int�egrons �a nouveau ; il existe d0 dans L2(!) tel que

' = �p3��
p33

�
x3e��(�)� x23

2
@���3

�
� x3

p33
d1 + d0: (3.96)

Il reste �a choisir d0 et d1 de sorte que ' satisfasse les conditions aux limites de Dirichlet

'j�+ = '+
0 et 'j�� = '�0 . On obtient

d0 =
'+
0 + '�0
2

� p3��

2p33
@���3;

d1 = �p33'
+
0 � '�0
2

� p3��e��(�):

On en tire imm�ediatement les expressions (3.90)-(3.91).

Th�eor�eme 3.3.3 On fait sur les donn�ees les hypoth�eses de r�egularit�e suivantes :

{ la densit�e de force volumique f appliqu�ee v�eri�e f� 2 H1(
), f3 2 L2(
),

{ les forces surfaciques g� sont dans
�
H1(�N )

�3
,

{ le potentiel au bord est tel que
�
'+
0 � '�0

�
est dans H1(!).

Les d�eplacements �3 et (�1; �2) sont alors solutions de deux syst�emes d'�equations aux

d�eriv�ees partielles d�ecoupl�es.
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{ Syst�eme d'inconnue �38>>>>>>><
>>>>>>>:

@��m��(�3) =
R 1

�1
(x3@�f� + f3) dx3 + g+3 + g�3 + @�(g+� � g�� ) dans !;

�3 = 0; @��3 = 0 sur 
0;

m��(�3)���� = 0 sur 
1;

@�m��(�3)�� + @�fm��(�3)����g =
R 1
�1
x3 f��� dx3 + (g�� � g�� )�� sur 
1;

(3.97)

o�u

m��(�3) =
4�

3

�
�

� + 2�
�����3 + @���3

�
+
2p3��p3�%
3p33

@�%�3 ;

{ Syst�eme d'inconnues (�1; �2)8>>>>><
>>>>>:

�@�n��(�1; �2) =
R 1
�1 f� dx3 + (g+� + g�� )� p3�� @�

�
'+
0 � '�0

�
dans !;

(�1; �2) = 0 sur 
0;

n��(�1; �2)�� =
R 1

�1
g� dx3 + p3��

�
'+
0 � '�0

�
�� dans 
1;

(3.98)

o�u

n��(�1; �2) = 2�

�
�

�+ 2�
���e%%(�) + e��(�)

�
: (3.99)

Commentaire 3.3.1 Comme en �elasticit�e pure, les m�� correspondent aux limites des

moments des forces de contrainte

m�� = lim
h!0

Z 1

�1

x3���(h) dx3; (3.100)

et les n�� �a la moyenne sur l'�epaisseur de la plaque des forces de contrainte

n�� = lim
h!0

Z 1

�1

���(h) dx3: (3.101)

Preuve. En posant successivement, dans l'�equation (3.84),

v�(x) = �x3 @��3(x1; x2); v3 = �3 et  = 0;

v�(x) = ��(x1; x2); v3 = 0 et  = 0;

et en proc�edant par int�egration par parties, nous obtenons le syst�eme d'�equations limites

m�ecaniques.
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Le th�eor�eme 3.3.2 nous permet d'�eliminer l'inconnue ' dans l'�equation variationnelle

(3.84), de d�ecoupler les �equations v�eri��ees par les d�eplacements verticaux et celles v�eri��ees

par les d�eplacements horizontaux, et de poser les �equations aux limites sur le domaine

bidimensionnel !.

Nous allons reformuler l'�equation variationnelle (3.84) sans les �equations �electriques

d�ej�a r�esolues : nous prenons  = 0 et rempla�cons ' par
2X
i=0

'i(x1; x2)x
i
3. Nous obtenons

l'�equation

8 v 2 VKL; aM(u; v) = lM(v) (3.102)

o�u

aM(u; v) = 2�

Z



�
�

�+ 2�
��%��� + ��%���

�
e%�(u)e��(v) dx+Z




p3��p3�%

p33
x23@�%u3@��v3 dx;

lM(v) =

Z



f � v dx +
Z
�N

g � v d� +

Z



p3��
'+
0 � '�0
2

e��(v) dx:

Le probl�eme (3.102) est proche du probl�eme limite que l'on obtient dans l'analyse aymp-

totique du syst�eme de l'�elasticit�e lin�earis�ee. Nous suivons pour sa r�esolution la d�emarche

classique.

Soit �3 un �el�ement de V3 d�e�ni en (3.75), posons

v�(x) = �x3 @��3(x1; x2); v3 = �3

dans l'�equation (3.102). Nous obtenons

4�

3

Z
!

�
�

� + 2�
�%���� + ��%���

�
@%��3 @���3 d! +

2

3

Z



p3%�p3��

p33
@%��3 @���3 d!

= �
Z



x3f�@��3 dx+

Z



f3�3 dx�
Z
��
x3g�@��3 d� +

Z
��
g3�3 d� ; (3.103)

d'o�u, en choisissant �3 dans D(!), l'�egalit�e

@��m��(�3) = @�

Z 1

�1

x3f� dx3 +

Z 1

�1

f3 dx3 +

@�(g
+
� � g�� ) + g+3 + g�3 dans D0(!); (3.104)
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avec

m��(�3) =
4�

3

�
�

�+ 2�
�����3 + @���3

�
+
2p3��p3�%
3p33

@�%�3:

Supposons, par exemple, que le domaine ! est polygonal. Les conditions au bord �etant

mêl�ees, des singularit�es peuvent apparâ�tre au niveau des sommets singuliers, c'est-�a-dire

des sommets non convexes de !, et des sommets o�u il y a un changement de condition

au bord. Ainsi, il n'y a pas assez de r�egularit�e sur �3 pour que l'on puisse appliquer

la formule d'int�egration par parties de Green. Cependant, nous savons que �3 est dans

H4(~!) o�u ~! est ! amput�e d'un voisinage de l'ensemble des sommets singuliers. Pour plus

de d�etails sur l'�etude des singularit�es, on peut se ref�erer �a Grisvard [21]. Soit fsig1�i�n
l'ensemble des sommets singuliers, soit l'ouvert !" = ! n [ni=1B(si; "), o�u B(si; ") est la
boule de centre si et de rayon ", on d�e�nit 
1" = 
1 \ �!". Soit �3 2 V3 �a support dans �!",
�3 �etant dans H4(! "

2
), nous pouvons appliquer la formule de Green �a (3.103) :Z

! "
2

@��m��(�3)�3 d! �
Z

1 "

2

@�m��(�3)���3 d
 +

Z

1 "

2

m��(�3)��@��3 d
 =

Z
! "
2

@�

�Z 1

�1

x3f� dx3

�
�3 d! �

Z

1 "

2

�Z 1

�1

x3f� dx3

�
���3 d


+

Z
! "
2

�Z 1

�1

f3 dx3

�
�3 d! +

Z
! "
2

@�(g
+
� � g�� )�3 �

Z

1 "

2

(g+� � g�� )���3

+

Z
! "
2

(g+3 + g�3 )�3 d!:

Ainsi d'apr�es (3.104), nous avons l'�egalit�eZ

1 "

2

@�m��(�3)���3 d
 �
Z

1 "

2

m��(�3)��@��3 d
 =

Z

1 "

2

�Z 1

�1

x3f� dx3

�
���3 d


+

Z

1 "

2

(g+� � g�� )���3:

Or

@��3 = ��@��3 + ��@��3;

d'o�uZ

1 "

2

@�m��(�3)���3 d
 +

Z

1 "

2

@�fm��(�3)����g�3 d
 �
Z

1 "

2

m��(�3)����@��3 d
 =

Z

1 "

2

�Z 1

�1

x3f�

�
���3 dx3 d
 +

Z

1 "

2

(g+� � g�� )���3;
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et, pour tout " > 0, par identi�cation, on a

@�m��(�3)�� + @�fm��(�3)����g =

Z 1

�1

x3f��� dx3 + (g+� � g�� )��; sur 
1 "2 ;

m��(�3)���� = 0; sur 
1 "
2
:

Il en r�esulte les deux derni�eres conditions au bord de (3.97). Choisissons maintenant

(�1; �2) dans VH d�e�ni en (3.74) et posons

v�(x) = ��(x1; x2); v3 = 0 (3.105)

dans l'�equation (3.102). Nous obtenons

4�

Z
!

�
�

� + 2�
�%���� + ��%���

�
e%�(�)e��(�) d!

=

Z



f��� dx+

Z



p3��
'+
0 � '�0
2

e��(�) dx+

Z
��
g��� d�;

d'o�u l'�egalit�e

�@�n��(�1; �2) =
Z 1

�1

f� dx3 � p3��@�
�
'+
0 � '�0

�
+ g+� + g�� dans D0(!) (3.106)

avec

n��(�1; �2) = 4�

�
�

� + 2�
��� e��(�) + e��(�)

�
:

Ici aussi, pour des raisons de non r�egularit�e du domaine !, et de conditions aux limites

mêl�ees, on proc�ede comme pr�ec�edemment. Soit (�1; �2) 2 VH �a support dans �!", (�1; �2)

est alors dans H2(! "
2
). En appliquant la formule de Green �a (3.102), on a

�
Z
! "
2

@�n��(�1; �2)�� d! +

Z

1 "

2

n��(�1; �2)���� d
 =

Z
! "
2

Z 1

�1

f��� dx3 d! �
Z
! "
2

p3��@�
�
'+
0 � '�0

�
�� d! +

Z

1 "

2

p3��
�
'+
0 � '�0

�
���� d


+

Z
! "
2

�Z 1

�1

g� dx3

�
�� d! +

Z

1 "

2

�Z 1

�1

g� dx3

�
�� d
:

Ainsi d'apr�es l'�egalit�e (3.106), nous avons, pour tout " > 0 l'�egalit�e

Z

1 "

2

n��(�1; �2)���� d
 =

Z

1 "

2

p3��
�
'+
0 � '�0

�
���� d
 + 2

Z

1 "

2

g��� d
:
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D'o�u, pour tout " > 0,

n��(�1; �2)�� = p3��
�
'+
0 � '�0

�
�� +

Z 1

�1

g� dx3 sur 
1 "
2
:

Il en r�esulte les condition de Neumann de (3.98) Ceci ach�eve la d�emonstration du th�eo-

r�eme 3.3.3.

Remarque 3.3.4 1. Il faut noter que Bernadou et Haenel [4] avaient �et�e amen�es �a

supposer pour l'�ecriture directe d'un mod�ele bidimensionnel de coque pi�ezo�electrique

ce que nous avons justi��e ici par l'analyse asymptotique : ' est un polynôme de

degr�e 2 en x3. Nous retrouvons aussi la même hypoth�ese dans Rogacheva [35] qui,

de plus, suppose que le vecteur d�eplacement �electrique v�eri�e @3D3 = 0, hypoth�ese

que nous avons justi��ee en (3.94).

2. L'in
uence de la pi�ezo�electricit�e et de la di��erence de potentiel se situent pour le

probl�eme de membrane uniquement dans le second membre ; elle est assimilable �a

une force ext�erieure. Par contre, c'est l'op�erateur du probl�eme de 
exion qui est

modi��e.

3. Le th�eor�eme 3.3.3 justi�e, dans le cas des plaques, le mod�ele bidimensionnel de

Destuynder [14] et de Destuynder et Saidi [15], qui admet que le potentiel n'agit

dans les �equations d'�equilibre m�ecanique qu'�a travers la di��erence de potentiel entre

les faces horizontales. Dans [14] et [15] est �etudi�e le comportement d'une plaque

ou d'une coque �elastique C sur laquelle est coll�ee une coque pi�ezo�electrique 
h,

d'�epaisseur 2h ; ceci, dans le but de contrôler C. En nous pla�cant dans un cadre

statique, nous d�eduisons de [15] le mod�ele adimensionnel :

8�� 2 VH(!); �3 2 V3(!); ~a(u; �) = ~l(�);

o�u ~a( : ) est une forme bilin�eaire incluant l'in
uence des contraintes de la coque C
et

~l(�) = �h��
c
V

Z

h
e��(�) dx

h + h
h��

c
V

Z

h
@���3 dx

h; (3.107)

avec V di��erence de potentiel entre les deux faces du patch pi�ezo�electrique, h��

coe�cients de pi�ezo�electricit�e et c constante di�electrique. Plus pr�ecis�ement, [15]

suppose les composantes E� du champ �electrique nulles, consid�ere un d�eplacement

de Kirchho�-Love, et utilise les lois de comportement8<
:

��� = R����e�� + h��D3;

E3 = h��e�� + cD3;
(3.108)
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o�u R��%� correspond au tenseur des constantes �elastiques. En consid�erant le second

membre de l'�equation variationnelle (3.102),

lM(v) =

Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d� +

Z



p3��
'+
0 � '�0
2

e��(v) dx; (3.109)

on constate que l'e�et pi�ezo�electrique y est le même que dans le mod�ele de [14] et

[15] si l'on se place dans les mêmes conditions, c'est-�a-dire :

{ si l'on annule dans (3.109) les densit�es de force int�erieure et surfacique ;

{ si l'on redimensionnalise les variables et inconnues :

lhM (vh) =

Z

h
p3��

'+
0 � '�0
2

eh��(v
h) dxh ;

{ si l'on consid�ere que le d�eplacement est de Kirchho�-Love, c'est-�a-dire v3 = �3,

v� = �� � xh3 �3, o�u les �i sont ind�ependants de xh3 :

lhM(v
h) =

Z

h
p3��

'+
0 � '�0
2

eh��(�) dx
h �

Z

h
xh3 p3��

'+
0 � '�0
2

@���3 dx
h ;

{ si l'on fait les approximations de [15], c'est-�a-dire :

. la di��erence de potentiel '+
0 � '�0 est ind�ependante des variables xh�,

. dans v� = �� � xh3@��3, on suppose que l'on peut approcher la variable xh3
par h.

Il vient alors

lhM(v
h) = p3��

'+
0 � '�0
2

Z

h
e��(�) dx

h � h p3��
'+
0 � '�0
2

Z

h
@���3 dx

h;

o�u

p3�� =
�

� + 2�
P333��� � P3�� ;

{ si l'on ne consid�ere pas les e�ets m�ecaniques du mat�eriau pi�ezo�electrique ; dans

ce cas, en comparant les lois de comportement (3.108) et (3.81), on a

p3�� = �h��
c
:

4. Il faut noter que l'analyse asymptotique montre que l'e�et m�ecanique �

�+2�P333���

dans la constante p3�� ne peut être n�eglig�e que si � est tr�es petit par rapport �a �.

5. On voit que la r�egularit�e de ' ne d�epend que de celles des potentiels '+, '� et du

d�eplacement �3.
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3.4 R�esultats de convergence forte

Dans le th�eor�eme suivant, nous allons d�emontrer que toutes les convergences que nous

avons obtenues au sens faible sont fortes.

Th�eor�eme 3.4.1 Gardons les notations de la proposition 3.3.1. Nous avons les r�esultats

de convergence forte suivants :

u(h) �! u dans V; (3.110)

�(h) �! � dans (L2(
))9; (3.111)

'(h) �! ' dans L2(
); (3.112)

(h@1'(h); h @2'(h); @3'(h)) �! (0; 0; @3') dans (L2(
))3: (3.113)

Preuve. De l'unicit�e de la solution du probl�eme (3.84), nous d�eduisons classiquement

que les convergences faibles sont toutes valables pour la suite enti�ere. Pour toute matrice

A 2 L2(
)9 et pour tout vecteur v 2 L2(
)3,

k(A; v)k =

�Z



CA : A dx +

Z



�ij vi vj dx

� 1
2

d�e�nit une norme sur L2(
)9�L2(
)3 grâce aux propri�et�es de coercivit�e (3.2)-(3.3). Soit

X(h) la norme de (�(h); h @1'(h); h @2'(h); @3'(h)) dans L2(
)12. On a

X(h) =

�Z



C�(h) : �(h) dx+Z



��� (h@�'(h))(h@�'(h)) dx +

Z



�33 @3'(h)@3'(h) dx +

Z



�3� [(h@�'(h))@3'(h) + @3'(h)(h@�'(h))] dx

� 1
2

:

Nous savons d'apr�es l'�equation variationnelle (3.54) que (u(h); '(h))h>0 v�eri�e l'�equationZ



C�(h) : �(h) dx +Z



��� (h@�'(h))(h@�('(h)� '0)) dx +

Z



�33 @3'(h)@3('(h)� '0) dx+Z



�3� [(h@�'(h))@3('(h)� '0) + @3'(h)(h@�('(h)� '0))] dx =Z



f � u(h) dx +
Z
�N

g � u(h) d� �
Z



P3kl�kl(h)@3'0 dx�Z



P�kl �kl(h)(h@�'0) dx: (3.114)
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Grâce aux majorations et aux r�esultats de convergence faible obtenus �a la proposition

3.3.1, nous avons donc

lim
h!0

(X(h))2 =

Z



f :u dx+

Z
�N

g:u d� +

Z



�33 @3'@3'0 dx �
Z



P3kl �kl @3'0 dx:(3.115)

La convergence faible de (�(h); h@1'(h); h@2'(h); @3'(h)) dans L2(
)12 �etant d�ej�a

connue, il su�t de montrer que la limite de sa norme tend vers la norme de sa limite

faible pour obtenir sa convergence forte. Notons

X =

�Z



C� : � dx +

Z



�33(@3')
2 dx

� 1

2

(3.116)

la norme de (�; 0; 0; @3'). Pour �evaluer X, reprenons l'�equation variationnelle limite

(3.84), posons-y (v;  ) = (u; '� '0). On obtient

2�

Z



�
�

� + 2�
�%���� + ��%���

�
e%�(u)e��(u) dx

+

Z



�
1

�
P3�3P3�3 +

1

�+ 2�
P333P333 + �33

�
@3'@3('� '0) dx

+

Z



�
�

�+ 2�
P333��� � P3��

�
[e��(u)@3('� '0)� @3'e��(u)] dx

=

Z



f :u dx+

Z
�N

g:u d�;

d'o�u

2�

Z



�

� + 2�
e%%(u)e��(u) dx + 2�

Z



e��(u)e��(u) dx +

Z



�33@3'@3'dx

+

Z



1

�
P3�3@3'P3�3@3'dx+

Z



1

�+ 2�
P333@3'P333@3'dx

+

Z



�

� + 2�
P333e��(u)@3'dx�

Z



P3��e��(u)@3'dx

�
Z



�

� + 2�
P333e��(u)@3'dx +

Z



P3��e��(u)@3'dx

=

Z



f :u dx+

Z
�N

g:u d� +

Z



�33@3'@3'0 dx

+

Z



�
1

�
P3�3P3�3 +

1

� + 2�
P333P333

�
@3'@3'0 dx

+

Z



�
�

� + 2�
P333��� � P3��

�
e��(u)@3'0 dx;

ou encore, en utilisant les �egalit�es8<
:

�33 = � 1
�+2� (P333 @3'+ ����) dans L2(
);

��3 = � 1
2�P3�3@3' dans L2(
);
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Z



�
1 � �

� + 2�

�
e%%(u) (�e��(u)) dx + 2�

Z



e��(u)e��(u) dx+

Z



�33@3'@3'dx

+4�

Z



��3��3 dx�
Z



P333�33 @3'dx�
Z



P3��e��(u)@3'dx

�
Z



1

� + 2�
P333@3' (�e��(u)) dx +

Z



P3��e��(u)@3'dx

=

Z



f :u dx +

Z
�N

g:u d� +

Z



�33@3'@3'0 dx�
Z



P3kl ekl(u) @3'0 dx;

puis en rassemblant certains termes on a

�

Z



e%%(u) e��(u) dx + 2�

Z



e��(u)e��(u) dx +

Z



�33@3'@3'dx

+4�

Z



��3��3 dx�
Z



P333�33 @3'dx+

Z



�33 (�e��(u)) dx

=

Z



f :u dx +

Z
�N

g:u d� +

Z



�33@3'@3'0 dx�
Z



P3kl ekl(u) @3'0 dx:

Or, on sait que

�P333�33 @3' = �33 [(�+ 2�)�33 + ����] ;

on a alors

�

Z



e%%(u) e��(u) dx + 2�

Z



e��(u)e��(u) dx +

Z



�33@3'@3'dx

+4�

Z



��3��3 dx +

Z



�33 ((�+ 2�)�33 + ����) dx+

Z



�33 (�e��(u)) dx

=

Z



f :u dx+

Z
�N

g:u d� +

Z



�33@3'@3'0 dx�
Z



P3kl ekl(u) @3'0 dx

En�n, on tient compte de ce que

Cijkl = ��ij�kl + �(�ik�jl + �il�jk):

On obtient

(X)2 =

Z



C� : � dx +

Z



�33(@3')
2 dx =Z




f :u dx+

Z
�N

g:u d� +

Z



�33@3'@3'0 dx�
Z



P3kl�kl@3'0 dx:
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Ainsi nous avons

lim
h!0

X(h) = X;

d'o�u les convergences fortes

�(h) �! � dans L2(
)9; (3.117)

'(h) �! ' dans L2(
); (3.118)

(h@1'(h); h @2'(h); @3'(h)) �! (0; 0; @3') dans L
2(
)3: (3.119)

D'apr�es (3.117), et puisque ei3(u) = 0, i = 1; 2; 3; on a

e(u(h)) �! e(u) dans L2(
)9; (3.120)

ce qui implique la convergence forte de u(h) vers u dans H1(
)3. De même, puisque

'(h) � ' est dans 	l0, l'�equivalence sur cet espace de normes k k	l
et  ! j@3 j


prouve que '(h) tend vers ' dans L2(
).
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Chapitre 4

Cas dynamique

Nous allons, dans ce chapitre, e�ectuer l'analyse asymptotique du probl�eme pi�ezo-

�electrique pour une plaque en r�egime dynamique. Auparavant, nous donnons un r�esultat

d'existence, tout d'abord dans le cas simpli��e des �equations de l'�electromagn�etisme dy-

namique, puis pour le mod�ele pi�ezo�electrique dynamique complet.

4.1 Electromagn�etisme d'�evolution

Nous nous int�eressons dans ce paragraphe �a un probl�eme �electromagn�etique d'�evolu-

tion, sans terme pi�ezo�electrique, pour lequel nous donnons un r�esultat d'existence. Soient

' le potentiel �electrique, A = (A1; A2; A3) le potentiel vecteur magn�etique au sein d'un

mat�eriau occupant un domaine cylindrique 
 = !�]� 1; 1[. On note D('; A) le vecteur

d�eplacement �electrique et E('; A) le vecteur champ �electrique donn�e par

E('; A) = �r'� @A

@t
:

Ils sont li�es par la loi

D = �E: (4.1)

Rappelons que le potentiel vecteur magn�etique est li�e au champ magn�etique par la rela-

tion

B = rotA

cons�equence de l'�equation de Maxwell, divB = 0.
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Equations �electromagn�etiques

On suppose que le milieu occupant 
 est �a densit�e de charge volumique nulle. Un

potentiel �electrique '0 est appliqu�e sur les faces sup�erieure et inf�erieure. On suppose

qu'il n'y a pas de charge sur le bord lat�eral de 
. Le syst�eme d'�equations �electriques

(�equations de Maxwell-Gauss) est un syst�eme quasi-statique qui s'�ecrit8>>><
>>>:

divD('; A) = 0 dans Q;

' = '0 sur ��;

D('; A) � � = 0 sur �l;

o�u on a pos�e

Q = 
�]0; T [; �� = ���]0; T [; �l = �l�]0; T [:

Utilisant (4.1), on �ecrit les �equations ci-dessus sous la forme8>>><
>>>:

div [�(r'+A0)] = 0 dans Q;

' = '0 sur ��;

�(r'+A0) � � = 0 sur �l:

(4.2)

Passons aux �equations magn�etiques. Une condition de transmission d'un champ ma-

gn�etique B entre deux milieux 
1 et 
2 de fronti�ere commune �, et de perm�eabilit�es

respectives �1 et �2 s'�ecrit (voir [5], [30])

1

�1
B1 ^ � � 1

�2
B2 ^ � = �j sur �;

o�u � est la normale unitaire ext�erieure �a 
1, j est le vecteur densit�e de courant surfacique ;

ici c'est la densit�e du courant circulant sur les �electrodes situ�ees sur �+ et ��, que nous

supposons constitu�ees d'une �ne pellicule d'un mat�eriau conducteur. L'�epaisseur des

�electrodes est tr�es petite par rapport au d�eplacement des �electrons. De plus, elles sont

entour�ees d'isolants (l'air et le di�electrique pi�ezo�electrique). Il en r�esulte que le courant

ne circule pas dans la direction perpendiculaire �a la surface moyenne de la pellicule,

c'est-�a-dire que

j = (j1; j2; 0) sur ��: (4.3)

En tenant compte de ce qu'il n'y a pas de charge �electrique sur le bord lat�eral de 
, on a

j = 0 sur �l: (4.4)
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Par ailleurs, si � repr�esente la densit�e de charge, j v�eri�e l'�equation de conservation de

la charge

div j+
@�

dt
= 0 sur ��: (4.5)

Lorsque nous nous pla�cons dans un cadre statique, nous utilisons (4.5) sous la forme

div j = 0 sur ��: (4.6)

On note �1 la perm�eabilit�e du milieu 
 et on suppose que le milieu ext�erieur �a 


est d�epourvu de champ magn�etique. Le syst�eme d'�equations magn�etiques (�equation de

Maxwell-Amp�ere) dans 
 est

8>>><
>>>:

rot rotA = �1D
0 dans Q;

rotA ^ � = ��1j sur �;

A(0) = A0; A0(0) = A1 dans 
;

(4.7)

o�u les vecteurs initiaux A0 et A1 sont des rel�evements du champ magn�etique impos�e

(B(0); B0(0)) �a l'instant 0, qui v�eri�e divB(0) = divB0(0) = 0.

Exprimant D en fonction de ' et A, et utilisant (4.1), nous pouvons �ecrire l'�equation

(4.7) sous la forme

8>>><
>>>:

�A00 + 1
�1
rot rotA = ��r'0 dans Q;

rotA ^ � = ��1j sur �;

A(0) = A0; A0(0) = A1 dans 
:

(4.8)

Nous aurons donc �a r�esoudre le syst�eme magn�etique d'�evolution constitu�e par (4.2) et

(4.8), dont les inconnues sont ' et A.

Espaces fonctionnels.

Etudions tout d'abord le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler par

la suite. Il est classique de d�e�nir les espaces de Hilbert
�
H(
; rot); k kH(
; rot)

�
et
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�
H(
; div�); k kH(
; div�)

�
par

H(
; rot) = fA 2 L2(
)3; rotA 2 L2(
)3g;

kAkH(
; rot) =
h
krotAk2

L2(
)3 + kAk2
L2(
)3

i 1
2

;

H(
; div�) = fA 2 L2(
)3; div (�A) 2 L2(
)3g;

kAkH(
; div�) =
h
kdiv(�A)k2

L2(
)3 + k�Ak2
L2(
)3

i1
2

:

(4.9)

Des propri�et�es importantes des espaces H(
; rot) et H(
; div�) sont �etablies dans [10]

et [19]. Nous utilisons les r�esultats ci-dessous :

Th�eor�eme 4.1.1 Soit 
 un ouvert de Rn, n = 3 ou 2, de fronti�ere � born�ee et lipschit-

zienne. Alors :

i) l'espace D(�
)n est dense dans H(
; rot) ;

ii) l'application trace tangentielle : A 2 D(�
)n �! A ^ �j� s'�etend par continuit�e en

une application lin�eaire continue de H(
; rot) sur H� 1

2 (�)3 si n = 3 et sur H� 1

2 (�)

si n = 2.

Th�eor�eme 4.1.2 Soit 
 un ouvert de Rn, n = 3 ou 2, de fronti�ere � born�ee et lipschit-

zienne. Alors :

i) l'espace D(�
)n est dense dans H(
; div�) ;

ii) l'application trace normale : A 2 D(�
)n �! ("A) � �j� s'�etend par continuit�e en

une application lin�eaire continue de H(
; div�) sur H� 1
2 (�).

Revenons �a 
 ouvert cylindrique de R3. On sait que la formule de Green peut être �etendue

�a H(
; rot)�H1(
)3 et �a H(
; div�)�H1(
) par

8 (A; ~A) 2 H(
; rot)�H1(
)3;Z



rotA � ~A dx =

Z



A � rot ~A dx� hA ^ �; ~Ai
H
� 1
2 (�)3;H

1
2 (�)3

; (4.10)

8 (A; ~A) 2 H(
; div�)�H1(
);Z



div (�A) q dx = �
Z



(�A) � rq dx+ h(�A) � �; qi
H
�1
2 (�);H

1
2 (�)

:(4.11)
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Pour l'�etude du probl�eme dynamique, introduisons les espaces

H�l(
; div� 0) =
�
A 2 L2(
)3; div (�A) = 0;

h(�A) � �; qi
H
�
1
2 (�);H

1
2 (�)

= 0 8q 2 H1
��(
)

o
;

Wdyn = H(
; rot) \H�l(
; div� 0);

(4.12)

munis respectivement des normes des espaces H(
; div�) et H(
; rot) qui en font des

espaces de Hilbert. Pour prouver que Wdyn est un espace de Hilbert, il su�t de montrer

qu'il est un sous-ensemble ferm�e de l'espace de HilbertH(
; rot), ce que nous allons faire

dans le lemme ci-dessous.

Lemme 4.1.1 Le sous-espace Wdyn est ferm�e dans H(
; rot).

Preuve. Soit An une suite de Wdyn qui converge dans H(
; rot) vers A. On sait que

div(�An) = 0, or An tend vers A dans L2(
)3. D'o�u div(�A) = 0. On a donc la conver-

gence de An dans H(
; div�). D'o�u, par la continuit�e de l'application trace du th�eor�eme

4.1.2, on a :

8 q 2 H1
��(
); h(�A) � �; qi

H
� 1
2 (�);H

1
2 (�)

= lim
n!1

h(�An) � �; qi
H
� 1
2 (�);H

1
2 (�)

= 0:

On en d�eduit que A 2 H�l(
; div� 0).

Enon�cons un th�eor�eme de d�ecomposition en somme directe de l'espace H(
; rot).

Th�eor�eme 4.1.3 (d�ecomposition) L'espace H(
; rot) se d�ecompose en la somme di-

recte

H(
; rot) =Wdyn �
�rq; q 2 H1

��(
)
	
: (4.13)

Preuve. Introduisons sur H(
; rot) le produit scalaire

hA; ~Ai� =
Z



(�A) � ~A dx+

Z



rotA � rot ~A dx;

�equivalent au produit scalaire usuel de H(
; rot), et notons ? l'orthogonalit�e par rapport

�a ce produit scalaire. Sachant que siX est un sous-espace deH(
; rot), alorsH(
; rot) =
�X �X?, montrons tout d'abord que l'espace X d�e�ni par

X =
�rq; q 2 H1

��(
)
	

(4.14)

est un sous-espace ferm�e de H(
; rot). Soit (An)n2N une suite de X convergente vers

A dans H(
; rot). Montrons que A est dans X. Soit (qn)n2N la suite de H1
��(
) d�e�nie
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par An = rqn. Nous savons que krqnkH(
; rot) = krqnkL2(
)3 est une norme pour qn sur

H1
��(
) �equivalente �a la norme H1(
). Donc, la suite (qn)n2N est born�ee dans H1

��(
),

elle admet alors une sous-suite (qn0) qui converge faiblement vers une fonction q dans

H1
��(
). Il s'ensuit la convergence faible dans L

2(
)3

rqn0 * rq:

Comme rqn0 ! A dans L2(
)3; on a donc rq = A: Il en r�esulte que A est dans X.

Montrons maintenant que Wdyn = X?.

Soit A 2Wdyn, soit ~A un �el�ement quelconque de X, ~A = rq avec q 2 H1
��(
). Nous

avons

hA; ~Ai� =

Z



(�A) � rq dx+
Z



rotA � rot (rq) dx =
Z



(�A) � rq dx

= �
Z



div(�A) q dx + h(�A) � �; qi
H
�1
2 (�); H

1
2 (�)

= 0:

Nous avons donc l'inclusion Wdyn � X?. Il reste �a montrer l'inclusion inverse. Soit

A 2 X?, pour tout �el�ement q 2 H1
��(
),

0 = hA; rqi� =

Z



(�A) � rq dx+
Z



rotA � rot (rq) dx =
Z



(�A) � rq dx:

Donc

8q 2 D(
);
Z



(�A) � rq dx = 0;

c'est-�a-dire div (�A) = 0. Donc A 2 H(
; div�) et

8q 2 H1
��(
); 0 =

Z



(�A) � rq dx = h(�A) � �; qi
H
�1
2 (�);H

1
2 (�)

:

D'o�u A 2 H�l(
; div�).

R�esultats d'existence.

Magn�etostatique. En guise de travail pr�eliminaire �a la r�esolution du probl�eme d'�elec-

tromagn�etisme dynamique, �etudions le probl�eme statique qui lui est associ�e.

En supposant, dans les syst�emes d'�equations (4.2) et (4.8), que ni les inconnues, ni

les donn�ees ne d�ependent du temps, on obtient d'une part le syst�eme de Maxwell-Gauss
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r�esolu dans le chapitre pr�ec�edent, et d'autre part le syst�eme de Maxwell-Amp�ere statique :8<
:

rot rotA = 0 dans 
;

rotA ^ � = ��1j sur �;
(4.15)

o�u le vecteur densit�e de courant v�eri�e (4.3)-(4.4) et (4.6).

Soit l'espace H�(
; div 0) d�e�ni par

H�(
; div 0) = fA 2 H(
; div); divA = 0 dans 
; A � � = 0 sur �g:

Nous allons chercher la solution variationnelle du syst�eme (4.15) dans l'espace

Wstat = H(
; rot) \H�(
; div0)

muni de la norme k:kH(
;rot) qui en fait un espace de Hilbert, de mani�ere analogue �a ce

que l'on a vu pour Wdyn. D'apr�es [19], l'espace Wstat s'injecte de fa�con continue dans

H1(
)3, ce qui donne un sens �a la trace des �el�ements de Wstat dans H
1
2 (�)3.

Th�eor�eme 4.1.4 Soit j 2 H� 1

2 (�)3, le probl�eme variationnel

Trouver A 2Wstat; 8 ~A 2Wstat;

1

�1

Z



rotA � rot ~A dx = �hj; ~Ai
H
� 1
2 (�)3; H

1
2 (�)3

(4.16)

admet une solution unique A. De plus, si j 2 C0(�)3 et v�eri�e (4.3)-(4.4) et (4.6), alors

A s'interpr�ete comme solution du syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees partielles (4.15).

Preuve. Soient b(: ; :) la forme bilin�eaire d�e�nie sur Wstat par

b(A; ~A) =
1

�1

Z



rotA � rot ~A dx; (4.17)

et l(:) la forme lin�eaire d�e�nie par

l( ~A) = �hj; ~Ai
H
� 1
2 (�)3; H

1
2 (�)3

:

D'apr�es [19], 9 c > 0 tel que

8A 2Wstat; kAkL2(
)3 � ckrotAkL2(
)3:
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On en d�eduit la Wstat-coercivit�e de b(: ; :). La forme lin�eaire l(:) est Wstat continue

puisque

jl( ~A)j � kjk
H
�
1
2 (�)3

k ~Ak
H

1
2 (�)3

;

� kjk
H
�
1
2 (�)3

k ~AkH1(
)3 � kjk
H
�
1
2 (�)3

k ~AkH(
; rot)

d'apr�es l'injection continue de Wstat dans H
1(
)3.

Il en r�esulte que, d'apr�es le lemme de Lax-Milgram, le probl�eme (4.16) admet une

solution unique.

Passons maintenant �a l'interpr�etation du probl�eme (4.16). Pour ce faire, nous allons

d'abord montrer que, si A est solution de (4.16), il est aussi solution du probl�eme

Trouver A 2Wstat; 8 ~~A 2 H1(
)3;

1

�1

Z



rotA � rot ~~A dx = �hj; ~~Ai
H
� 1
2 (�)3; H

1
2 (�)3

: (4.18)

D'apr�es [19], nous avons la d�ecomposition

L2(
)3 = H�(
; div0) � frq; q 2 H1(
)g:

En appliquant cette d�ecomposition �a un �el�ement ~~A 2 H1(
)3, nous obtenons d'abord

~~A = ~A+rq o�u ~A 2 H�(
; div 0) et q 2 H1(
):

Alors rot ~A = rot ~~A est un �el�ement de L2(
)3 et on a la r�egularit�e suppl�ementaire
~A 2 H(
; rot) et donc ~A 2 Wstat. On en tire que ~A est en fait dans H1(
)3 et donc

que rq 2 H1(
)3, c'est-�a-dire que q 2 H2(
). Calculons maintenant b(A; ~~A), o�u on a

prolong�e de mani�ere �evidente la forme bilin�eaire b(:; :). On obtient

b(A; ~~A) =
1

�1

Z



rotA � rot ~~A dx =
1

�1

Z



rotA � rot ~A dx = �hj; ~Ai
H
� 1
2 (�)3; H

1
2 (�)3

:

Pour prouver que A est solution de (4.18), il su�t de montrer que

8 q 2 H2(
); hj; rqi
H
�1
2 (�)3;H

1
2 (�)3

= 0:

En consid�erant que j 2 C0(�)3 et v�eri�e (4.3)-(4.4) et (4.6), on a

hj; rqi
H
�1
2 (�)3;H

1
2 (�)3

=

Z
�

j � rq d� =

Z
��
j � rq d� =

Z
��
j� @�q d�

= �
Z
��
@�j� q d� + hj� ��; qi

H
�1
2 (@(��)); H

1
2 (@(��))

= 0:
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Il en r�esulte que A est solution de (4.18). On peut maintenant prendre ~~A 2 D(
)3 dans
(4.18), on obtient

rotrotA = 0 dans 
: (4.19)

Ensuite, on prend ~~A dans H1(
)3 ; en appliquant la formule de Green �a (4.18), on aZ



rotrotA � ~~A dx+ h[(rotA) ^ �] ; ~~Ai
H
� 1
2 (�);H

1
2 (�)

= �
Z
�

�1j � ~~A d�:

Vu l'identit�e (4.19), on a

h[(rotA) ^ �] ; ~~Ai
H
�1
2 (�);H

1
2 (�)

= �
Z
�

�1j � ~~A d�:

Or, pour tout g 2 H 1
2 (�)3, il existe ~~A 2 H1(
)3 tel que ~~Aj� = g. Il vient alors la condition

aux limites

(rotA) ^ � = ��1j sur �:

Electromagn�etisme dynamique. Passons maintenant �a la r�esolution des �equations

dynamiques de l'�electromagn�etisme.

Remarque 4.1.1 La condition \div (� ~A) = 0", que nous avons impos�ee dans la d�e-

�nition de l'espace Wdyn, est la condition de jauge de Coulomb habituellement �ecrite

\div ~A = 0" dans le cas d'un mat�eriau �electriquement isotrope. Elle permet de d�ecou-

pler les syst�emes (4.2) et (4.8) : on peut r�esoudre le syst�eme (4.2) ind�ependamment de

l'inconnue A si cette derni�ere est dans l'espace Wdyn.

Avant de nous attaquer �a la r�esolution du syst�eme constitu�e par (4.2) et (4.8), r�esolvons

le sous-probl�eme analogue �a (4.8)8>>><
>>>:

�A00 + 1
�1
rot rotA = �h dans Q;

rotA ^ � = ��1j sur �;

A(0) = A0; A0(0) = A1 dans 
;

(4.20)

o�u

h 2 L2(0; T ; H�l(
; div� 0));

j 2 L2(0; T ; H
1

2 (�)3); et v�eri�e les conditions (4:3)� (4:4);

A0 2Wdyn; A1 2 H�l(
; div� 0)):

(4.21)
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D�e�nissons le vecteur �j par

�j1 = �j2; �j2 = j1; �j3 = 0 sur �+;

�j1 = j2; �j2 = �j1; �j3 = 0 sur ��;

et, par exemple, �j = 0 sur �l. Ceci nous permet d'�ecrire j sur � sous la forme

j = �j ^ �

et on peut �etablir que �j 2 L2(0; T ; H
1
2 (�)3). Pour obtenir la formulation faible du

syst�eme (4.8), d�e�nissons la forme bilin�eaire b(: ; :) et la forme lin�eaire l(:) sur H(
; rot)

par

b(A; ~A) =
1

�1

Z



rotA � rot ~A dx;

l ( ~A) =

Z



(�h) � ~A dx+ h�j; ~A ^ �i
H

1
2 (�)3; H�1

2 (�)3
;

et consid�erons le probl�eme variationnel

Trouver A tel que

8<
:

A 2 C0 (0; T ; Wdyn) ;

A0 2 C0 (0; T ; H�l(
; div� 0)) ;

8 ~A 2Wdyn;
h
�A; ~A

i00


+ b(A; ~A) = l ( ~A); dans D0(]0; T [);

A(0) = A0; A0(0) = A1:

(4.22)

Nous pouvons �enoncer le th�eor�eme

Th�eor�eme 4.1.5 Sous les conditions (4.21), le probl�eme (4.22) admet une solution

unique A.

De plus, si on fait les hypoth�eses

h 2 H1(0; T ; H�l(
; div� 0));

j 2 H1(0; T ; H
1

2 (�)3) \ L2(0; T ; C0(�)3); div j 2 H1(0; T ; L2(��));

��1(rot rotA0) 2 H�l(
; div� 0)); A1 2Wdyn;

(4.23)

alors A s'interpr�ete comme solution du syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees partielles (4.20).
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Enon�cons tout d'abord un lemme utile dans la d�emonstration du th�eor�eme ci-dessus.

Lemme 4.1.2 L'espace Wdyn est dense dans H�l(
; div� 0).

Preuve. Il su�t de montrer que l'orthogonal de Wdyn dans H�l(
; div� 0) est nul. Soit

A un �el�ement de H�l(
; div� 0) orthogonal �a Wdyn, c'est-�a-dire, pour tout ~A 2Wdyn,Z



(�A) � ~A dx = 0:

Nous savons aussi que pour tout q 2 H1
��(
).Z




(�A) � rq dx = �
Z



div (�A) q dx + h(�A) � �; qi
H
�
1
2 (�);H

1
2 (�)

= 0;

puisque A 2 H�l(
; div� 0). Or, d'apr�es le th�eor�eme de d�ecomposition, pour tout �A 2
H(
; rot), il existe ~A 2Wdyn et q 2 H1

��(
) tels que
�A = ~A +rq. Il vient alors

8 �A 2 H(
; rot);

Z



(�A) � �A dx = 0:

Sachant que H(
; rot) est dense dans L2(
)3, on a

8 �A 2 L2(
)3;

Z



(�A) � �A dx = 0:

d'o�u A = 0.

Preuve du th�eor�eme 4.1.5. Rappelons que l'espace Wdyn est muni de la norme

k:kH(
;rot) qui en fait un espace de Hilbert. La forme bilin�eaire b(: ; :) est continue sur

Wdyn, et v�eri�e la propri�et�e de coercivit�e �elargie

b( ~A; ~A) + k ~Ak2L2(
)3 � ck ~Ak2
H(
;rot) = ck ~Ak2

Wdyn
:

La forme lin�eaire l (:) est continue surWdyn, et l'espaceWdyn est dense dansH�l(
; div� 0)

d'apr�es le lemme 4.1.2. Le probl�eme (4.22) admet donc une solution unique A (voir [25]).

Montrons maintenant que, sous les conditions suppl�ementaires (4.23), A est solution

du syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees partielles (4.20). Pour ce faire, on montre d'abord

que l'on peut �etendre dans (4.22) l'espace des fonctions ~A et que A v�eri�e l'�equation

8 ~~A 2 H(
; rot);
h
�A; ~~A

i00


+ b(A; ~~A) = l ( ~~A): (4.24)
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On sait, d'apr�es le th�eor�eme 4.1.3, que pour tout ~~A 2 H(
; rot), il existe ~A 2Wdyn; et

q 2 H1
��(
) tels que

~~A = ~A +rq:

Donc, pour montrer que A v�eri�e (4.24), il su�t de prouver que : 8 q 2 H1
��(
),

[�A; rq]00
 +
1

�1

Z



rotA � rot(rq) dx =
Z



(�h) � rq dx
+h�j; rq ^ �i

H
1
2 (�)3;H�

1
2 (�)3

: (4.25)

Le deuxi�eme terme est clairement nul. De plus, d'une part, puisque A est dans Wdyn, on

a

[�A; rq]00
 = �
�Z




div(�A) q dx

�00
+ h(�A) � �; qi00

H
�1
2 (�);H

1
2 (�)

= 0:

et d'autre partZ



(�h) � rq dx = �
Z



div (�h) q dx+ h(�h) � �; qi
H
�
1
2 (�);H

1
2 (�)

= 0;

puisque h 2 L2(0; T ; H�l(
; div� 0)). En�n,

h�j; rq ^ �i
H

1
2 (�)3; H�1

2 (�)3
= 0

car si q 2 H1
��(
), il existe une suite (qn)n2N� D(�
) qui tend vers q dans H1(
). D'o�u

rqn tend vers rq dans H(
; rot) et

h�j; rq ^ �i
H

1
2 (�)3; H� 1

2 (�)3
= lim

n!1
h�j; rqn ^ �i

H
1
2 (�)3; H� 1

2 (�)3

= � lim
n!1

Z
��
j � rqn d� = lim

n!1

Z
��

div j qn d�;

(4.26)

car d'apr�es la r�egularit�e impos�ee sur j et l'hypoth�ese (4.4), on a j = 0 sur @��. D'o�u

h�j; rq ^ �i
H

1
2 (�)3; H�1

2 (�)3
=

Z
��

div j q d� = 0; (4.27)

car qj�� = 0. L'�egalit�e (4.25) est donc v�eri��ee et, par cons�equent, A satisfait l'�equation

(4.24).

En prenant maintenant ~A 2 D(
)3, dans l'�equation variationnelle (4.24), on obtient

�A00 +
1

�1
rot rotA = �h dans Q: (4.28)
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Il reste �a �etablir les conditions aux limites de (4.20). Notons que la formule de Green

n'est applicable dans l'�equation (4.24) que si rot rotA 2 L2(0; T ; L2(
)3). Pour obtenir

cette derni�ere condition, remarquons d'abord la r�egularit�e en temps de A00.

Puisque A 2 C0([0; T ] ; L2(
)3) et h 2 C0([0; T ] ; H�l(
; div� 0)); on a

� 1

�1
(rot rotA) + �h 2 C0(0; T ; D0(
)3):

D'apr�es (4.28), A00 est donc dans C0([0; T ] ; D0(
)3) et pour t = 0

A00(0) = � 1

�1
��1(rot rotA0) + h(0) 2 H�l(
; div� 0));

grâce �a l'hypoth�ese (4.23) sur A0. Il s'ensuit donc que le probl�eme (4.22) d�eriv�e

Trouver �A tel que

8<
:

�A 2 C0 (0; T ; Wdyn) ;

�A0 2 C0 (0; T ; H�l(
; div� 0))) ;

8 ~A 2Wdyn;
h
� �A; ~A

i00


+ b( �A; ~A) = l0( ~A); dans D0(]0; T [)

�A(0) = A1; �A0(0) = A00(0):

(4.29)

admet une solution unique �A qui n'est autre que �A = A0. Ce qui entrâ�ne que A00

est dans C0 (0; T ; H�l(
; div� 0))), d'o�u rot rotA est dans C0 (0; T ; L2(
)3). Prenons
~A 2 H1(
) dans (4.24), et appliquons la formule de Green (4.10). On obtientZ




�
�A00 +

1

�1
rot rotA

�
~A dx =

Z



h � ~A dx

+h�j; ~A ^ �i
H

1
2 (�)3; H�1

2 (�)3
� 1

�1
h(rotA) ^ �; ~Ai

H
� 1
2 (�)3; H

1
2 (�)3

:

En consid�erant l'�egalit�e (4.28), on a, pour tout ~A 2 H1(
),

h�j; ~A ^ �i
H
� 1
2 (�)3; H

1
2 (�)3

=
1

�1
h(rotA) ^ �; ~Ai

H
� 1
2 (�)3; H

1
2 (�)3

;

c'est-�a-dire

hj; ~Ai
H
� 1
2 (�)3; H

1
2 (�)3

= � 1

�1
h(rotA) ^ �; ~Ai

H
� 1
2 (�)3; H

1
2 (�)3

:

On a donc (rotA) ^ � = ��1j dans H� 1

2 (�)3 puisque �a tout �el�ement de H
1

2 (�), on peut

associer un rel�evement dans H1(
).
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Pour en d�eduire la solution du syst�eme �electromagn�etique (4.2), (4.8), nous �etablissons

d'abord un r�esultat de r�egularit�e par rapport au temps, de la solution du probl�eme

8>>><
>>>:

div (�r') = 0 dans Q;

' = '0 sur ��;

(�r') � � = 0 sur �l:

(4.30)

On fait l'hypoth�ese '0 2 H1(0; T ; H
1
2 (�)). Le probl�eme (4.30) est le syst�eme de Maxwell-

Gauss d�ej�a r�esolu dans le cas statique. Soit '0 2 H1(0; T ; H1(
)); un rel�evement de '0.

En posant �' = '� '0, nous savons que �' est solution de l'�equation variationnelle

8 2 	;

Z



�ij @i �'@j dx = �
Z



�ij @i'0 @j dx: (4.31)

Lemme 4.1.3 Sous l'hypoth�ese '0 2 Hm(0; T ; H1(
)), m 2 N, le probl�eme (4.31)

admet une solution unique �' dans Hm(0; T ; H1
��(
)).

Preuve. Tout d'abord, on suppose que m � 1 pour que le probl�eme ait un sens pour

chaque t �x�e. Nous avons d�ej�a vu au chapitre 3 que le probl�eme (4.31) admet une solution

dans 	 pour chaque t �x�e puisque '0 2 C0(0; T ; H1(
)). En posant  = �' dans (4.31),

et en int�egrant l'�equation obtenue de 0 �a T , on d�emontre ais�ement que

kr �'kL2(0; T ; 	) � ckr'0kL2(0; T ;H1(
)) (4.32)

d'o�u �' est dans L2(0; T ; 	), puisque '0 est dans L
2(0; T ; H1(
)). Puis on d�erive (4.31)

par rapport au temps et on y pose  = �'0, on obtient que �'0 est dans L2(0; T ; 	) puisque

'00 est dans L
2(0; T ; H1(
)). Plus g�en�eralement, en d�erivant (4.31) k fois (k � m) par

rapport au temps et en posant  = �'(k), on obtient que �'(k) est dans L2(0; T ; 	). Il

reste �a d�emontrer le lemme pour m = 0. On obtient le r�esultat pour m = 0 en utilisant

l'in�egalit�e (4.32) et la densit�e de H1(0; T ; H1(
)) dans L2(0; T ; H1(
)).

Donc si '0 2 H1(0; T ; H
1

2 (�)), on peut r�esoudre le syst�eme de Maxwell-Amp�ere

(4.20) avec

h = �r'0 2 L2(0; T ; H�l(
; div� 0)):

Le potentiel vecteurA ainsi trouv�e �etant dans C0(0; T ; Wdyn)\C1 (0; T ; H�l(
; div� 0)),

il est imm�ediat que si ' est solution (4.30), alors le couple (A; ') est solution du syst�eme

de Maxwell-Amp�ere (4.2). Ainsi, le syst�eme (4.2), (4.8) se d�ecouple en (4.30), (4.8). Et,

il vient le th�eor�eme
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Th�eor�eme 4.1.6 Si '0 2 H2(0; T ; H
1

2 (��)), et si A0, A1 et j v�eri�ent les conditions

(4.23), le syst�eme (4.2), (4.8) admet une solution unique (A; ') telle que

' 2 H2(0; T ; H1
��(
));

A 2 C0(0; T ; Wdyn) \ C1(0; T ; H�l(
; div� 0)):

De plus, ' et A sont respectivement solution de (4.30) et (4.8).

4.2 R�esultats d'existence en pi�ezo�electricit�e dyna-

mique

Nous adjoignons maintenant au mod�ele �etudi�e en 4.1, les termes m�ecaniques a�n de

pouvoir traiter la pi�ezo�electricit�e. Nous utilisons les mêmes notations pour ces termes

qu'au chapitre 3.

Lois de comportement et �equations

Soient u = (u1; u2; u3) le vecteur d�eplacement,' le potentiel �electrique,A = (A1; A2; A3)

le potentiel vecteur magn�etique au sein du mat�eriau 
. On note �(u; '; A) le tenseur

des contraintes et e(u) celui des d�eformations, avec

eij(u) =
1

2
(@iuj + @jui):

Les vecteurs d�eplacement�electrique et champ�electrique sont respectivement not�esD(u; '; A)

et E('; A). On a, comme en 4.1,

E('; A) = �r'� @A

@t
:

Soient C le tenseur des constantes d'�elasticit�e, P le tenseur des constantes pi�ezo�elec-

triques, et � celui des constantes �electriques. Les lois de comportement m�ecanique et

�electromagn�etique g�en�eralisent celles du chapitre 3 et s'�ecrivent8><
>:

�(u; '; A) = Ce(u)� PE('; A) dans 
;

D(u; '; A) = Pe(u) + �E('; A) dans 
;

(4.33)

o�u les tenseurs C, � et P v�eri�ent (3.2)-(3.4).
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Equations m�ecaniques.

Soient � la densit�e massique du mat�eriau pi�ezo�electrique occupant le domaine 
, f

(resp. g) la densit�e de force volumique (resp. surfacique) qui lui est appliqu�ee, p le

vecteur d�eplacement initial, et q le vecteur vitesse initiale. Le syst�eme m�ecanique est8>>>>>>><
>>>>>>>:

�u00 � div�(u; '; A) = f dans Q;

�(u; '; A) � = g sur �N ;

u = 0 sur �D;

u(0) = p; u0(0) = q dans 


(4.34)

o�u �N = �N�]0; T [ et �D = �D�]0; T [, avec �N � �, et �D � �l.

Equations �electriques et magn�etiques.

On consid�ere le même dispositif que celui �etudi�e �a la section 4.1. Nous faisons donc les

mêmes hypoth�eses, (4.3)-(4.4), sur le vecteur densit�e de courant j. Les syst�emes d'�equa-

tions �electriques (�equations de Maxwell-Gauss) et magn�etiques (�equations de Maxwell-

Amp�ere) sont donn�es par8>>><
>>>:

divD(u; '; A) = 0 dans Q;

' = '0 sur ��;

D(u; '; A) � � = 0 sur �l;

(4.35)

8>>><
>>>:

rot rotA = �1D
0 dans Q;

rotA ^ � = ��1j sur �;

A(0) = A0; A0(0) = A1 dans 
:

(4.36)

Remarque 4.2.1 Notons que, si le syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees partielles (4.34)-

(4.36) admet une solution, il en admet une in�nit�e. En e�et, si un triplet (u; '; A) est

solution du syst�eme d'�equations (4.34)-(4.36), alors pour tout g 2 D(
�]0; T [); (u; '�
g0; A +rg) en est aussi une solution. Les conditions de jauge permettent d'obtenir une

unicit�e. Il y a, par exemple, la condition de jauge de Lorentz o�u l'on choisit une fonction

g v�eri�ant une �equation des ondes pour que divA soit proportionnelle �a '00. Ici, nous

utilisons les conditions de jauge div (�A) = 0 sur 
.
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Une �ecriture plus explicite de (4.35)-(4.36) est

8>>><
>>>:
�div (�r') = �div (Pe(u))� �A0) dans Q;

' = '0 sur ��;

(�r') � � = (Pe(u)� �A0) � � sur �l;

(4.37)

8>>><
>>>:

�A00 + 1
�1
rot rotA = Pe(u0)� �r'0 dans Q;

rotA ^ � = ��1j sur �;

A(0) = A0; A0(0) = A1 dans 
:

(4.38)

Formulation variationnelle.

Pour la commodit�e de la lecture, rappelons la d�e�nition des espaces associ�es au d�e-

placement et au potentiel scalaire :

V = fv 2 (H1(
))3; vj�D � 0g;
	 = f 2 H1(
);  j�� � 0g:

On fait les hypoth�eses suivantes sur les donn�ees du probl�eme :

f 2 L2(0; T ; L2(
)3); g 2 H1(0; T ; L2(�N )3);

p 2 V; q 2 L2(
)3;

'0 2 H1(0; T ; H
1

2 (�));

j 2 H1(0; T ; H
1
2 (�)); et v�eri�e les conditions (4:3) � (4:4)

A0 2Wdyn; A1 2 H�l(
; div� 0):

(4.39)

Etablissons la formulation faible des syst�emes (4.34), (4.37)-(4.38). Pour ce faire, de fa�con

formelle, on multiplie les �equations aux d�eriv�ees partielles de (4.34), (4.37) et (4.38)

respectivement par v 2 V,  2 	 et ~A 2 H(
; rot), puis on int�egre par parties.

Soit '0 une fonction de H1(0; T ; H1(
)) telle que '0j�� = '0. Posons �' = '�'0. On

d�e�nit les formes bilin�eaires c0(:; :) et c1(:; :) et la forme lin�eaire l(:) surV�H(
; rot)�	
par :

c0

�
(u; A; �'); (v; ~A;  )

�
= a ((u; �'); (v;  )) + b(A; ~A); (4.40)
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o�u la forme bilin�eaire a(:; :) correspond �a la forme (3.45) �ecrite au chapitre 3, c'est-�a-dire

a((u; �'); (v;  )) =

Z



Ce(u) : e(v) dx+

Z



(�r �') � r dx

+

Z



P (r �' e(v)�r e(u)) dx;

et la forme bilin�eaire b(:; :) est donn�ee par (4.17) ;

c1

�
(u; A; �'); (v; ~A;  )

�
=

Z



P
n
Ae(v)� e(u) ~A

o
dx

+

Z



�
�
r �' ~A +Ar 

�
dx ; (4.41)

l (v; ~A;  ) =

Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d�

�
Z



(�r'0) � r dx�
Z



(P r'0) : e(v) dx

�
Z



(�r'0
0) � ~A dx+ h�j; ~A ^ �i

H
1
2 (�)3; H�

1
2 (�)3

:(4.42)

Remarque 4.2.2 Lorsque A et ~A sont dans Wdyn, alors le dernier terme de la forme

bilin�eaire c1(:; :) est nul, et c1(:; :) se r�eduit �a

c1((u; A; '); (v; ~A;  )) =

Z



P
�
Ae(v)� e(u) ~A

�
dx:

La forme c1(:; :) est donc ind�ependante de ( �';  ). Et dans la suite, si on est dans cette

hypoth�ese, on note c1((u; A); (v; ~A)) au lieu de c1((u; A; '); (v; ~A;  )).

Aux �equations (4.34), (4.37) et (4.38), on associe ainsi le probl�eme variationnel par des

calculs �el�ementaires que l'on ne d�etaille pas ici
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Trouver (u; A; �') tel que8<
:

(u; A; �') 2 L1 (0; T ; V �Wdyn �	) ;

(u0; A0) 2 L1 �0; T ; L2(
)3 �H�l(
; div� 0)
�
;

8 (v; ~A;  ) 2 V �Wdyn �	;

�hu00; viV0;V + h�A00; ~Ai(Wdyn)0;Wdyn

+
d

dt
c1

�
(u; A); (v; ~A)

�
+ c0

�
(u; A; �'); (v; ~A;  )

�
= l(v; ~A;  ); dans D'(]0, T[)

u(0) = p; u0(0) = q; A(0) = A0; A
0(0) = A1:

(4.43)

Avant d'�etudier le probl�eme (4.43), examinons en quoi il di��ere des probl�emes usuels.

Pour cela, regroupons les inconnues u et A en U = (u; A), et posons

V = V �Wdyn et H = L2(
)3 �H�l(
; div� 0):

On a donc un probl�eme �equivalent �a (4.43)

Trouver (U; �') tel que (U; �') 2 L1 (0; T ; V �	) ; U 0 2 L1 (0; T ; H) ;

8 (V;  ) 2 V �	;
d2

dt2
(U; V )H +

d

dt
c1(U; V ) + c0((U; �'); (V;  )) = l (V;  );

U(0) = U0; U 0(0) = U1:

(4.44)

Ce probl�eme pr�esente les particularit�es ci-dessous :

{ L'op�erateur de d�erivation temporelle \
d2

dt2
" n'agit que sur U et non sur le couple

(U; �').

{ La forme bilin�eaire c1(:; :) n'est pas coercive. Cependant, elle v�eri�e la propri�et�e

c1(U; U) = 0.

{ La forme bilin�eaire c0(:; :) n'est pas sym�etrique.
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A cause de l'absence de sym�etrie de la forme bilin�eaire c0(:; :), on n'obtient pas la ma-

joration d'�energie a priori de fa�con usuelle, c'est-�a-dire en posant (V;  ) = (U 0; �'0) dans

(4.44). Cependant, en utilisant l'�equation de Maxwell-Gauss variationnelle d�eriv�ee par

rapport au temps, on obtient une estimation de l'�energie. On pose V = 0 dans (4.44),

puis on d�erive l'�equation obtenue par rapport au temps, puis on pose  = �', il vient :

c0((U
0; �'0); (0; �')) = l0 (0; �'):

On annule maintenant  dans (4.44) et on y pose V = U 0, on obtient

1

2

d

dt
(U 0; U 0)H + c1(U

0; U 0) + c0((U; �'); (U
0; 0)) = l (U 0; 0):

En sommant ces deux derni�eres �equations, on obtient

1

2

d

dt
(U 0; U 0)H + c0((U; �'); (U

0; 0)) + c0((U
0; �'0); (0; �')) = l (U 0; 0) + l0 (0; �'): (4.45)

Il est facile de constater l'�egalit�e

c0((U; �'); (U 0; 0)) + c0((U 0; �'0); (0; �')) =

1

2

d

dt

�Z



Ce(u) : e(u) dx+
1

�1

Z



rotA � rotA dx +

Z



(�r �') � r �'dx

�
;

(4.46)

et, pour tout m > 0, l'in�egalit�e����
Z t

0

[l (U 0; 0) + l0 (0; �')] ds

���� � c

m
(k(u0; A0)k2H + k(u; A)k2V + k �'k2	)

+c

Z t

0

�k(u0; A0)k2H + k(u; A)k2V + k �'k2	
�
ds+ c(m):

(4.47)

En combinant (4.45)-(4.47), et en appliquant le lemme de Gronwall, on obtient�k(u0; A0)k2H + k(u; A)k2V + k �'k2	
� � c

o�u c d�epend uniquement des donn�ees du probl�eme. Des calculs plus d�etaill�es permettant

d'obtenir cette derni�ere estimation sont e�ectu�es dans la d�emonstration du th�eor�eme

Th�eor�eme 4.2.1 Le probl�eme (4.43) admet une solution unique.

Preuve. Nous allons utiliser la m�ethode de Galerkin qui consiste �a r�esoudre le probl�eme

dans une suite d'espaces vectoriels de dimension �nie convergeant vers V �Wdyn � 	.

Soient fvn; n 2 N�g, fwn; n 2 N�g et f n; n 2 N�g des bases hilbertiennes respective-
ment de H1

�D
(
), Wdyn et 	. Posons

VN = (vectfvn; 1 � n � Ng)3 ;
WN = vectfwn; 1 � n � Ng;
	N = vectf n; 1 � n � Ng:
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Soient (pN )N2N� et (qN)N2N� des suites de V convergeant fortement respectivement vers

p dans V, q dans L2(
)3, et telles que pN , qN 2 VN . Soit ( ~AN
0 )N2N� et (

~AN
1 )N2N� des

suites de Wdyn convergeant fortement vers A0 dans Wdyn, A1 dans H�l(
; div� 0) et

telles que ~AN
0 , ~A

N
1 2WN . Posons

pN(x) =
X

1�n�N

dn0 v
n(x); qN(x) =

X
1�n�N

dn1 v
n(x):

~AN
0 (x) =

X
1�n�N

bn0 w
n(x); ~AN

1 (x) =
X

1�n�N

bn1 w
n(x);

et on cherche les inconnues (uN ; AN ; 'N) sous la forme

uN (x; t) =
X

1�n�N

dn(t) vn(x);

AN (x; t) =
X

1�n�N

bn(t)wn(x);

'N(x; t) =
X

1�n�N

cn(t) n(x)

Nous allons poser le syst�eme d'�equations di��erentielles ordinaires dont les inconnues sont

le vecteur dn = (dn1 ; d
n
2 ; d

n
3), et les scalaires b

n et cn pour 1 � n � N . Soit (e1; e2; e3) la

base canonique de R3,

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Trouver (dni ; b
n; cn) 2 C1(0; T )3; 1 � n � N tels que

8 k; i; 1 � k � N; 1 � i � 3;

�(uNi
00; vk)
 +

d

dt
c1
�
(uN ; AN ); (eiv

k; 0)
�

+c0
�
(uN ; AN ; 'N ); (eiv

k; 0; 0)
�
= l(eiv

k; 0; 0);

(�AN 00; wk)
 +
d

dt
c1
�
(uN ; AN ); (0; wk)

�
+c0

�
(uN ; AN ; 'N ); (0; wk; 0)

�
= l(0; wk; 0);

c0
�
(uN ; AN ; 'N ); (0; 0;  k)

�
= l(0; 0;  k);

(dn(0); bn(0)) = (dn0 ; b
n
0); (dn0(0); bn0(0)) = (dn1 ; b

n
1):

(4.48)
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En introduisant les coordonn�ees des inconnues uN , AN et 'N (dn, bn et cn), nous obte-

nons un probl�eme �equivalent �a (4.48) :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Trouver (dni ; b
n; cn) 2 C1(0; T )3 tel que; 8 k; i; 1 � k � N; 1 � i � 3;

� dni
00(t)(vn; vk)
 + c1

�
(dn0(t) vn; bn0(t)wn); (ei v

k; 0)
�

+c0
�
(dn(t) vn; bn(t)wn; cn(t) n); (ei v

k; 0; 0)
�
= l(ei v

k; 0; 0);

bn00(t)(�wn; wk)
 + c1
�
(dn0(t) vn; bn0(t)wn); (0; wk)

�
+c0

�
(dn(t) vn; bn(t)wn; cn(t) n); (0; wk; 0)

�
= l(0; wk; 0);

c0
�
(dn(t) vn; bn(t)wn; cn(t) n); (0; 0;  k)

�
= l(0; 0;  k);

(dn(0); bn(0)) = (dn0 ; b
n
0); (dn0(0); bn0(0)) = (dn1 ; b

n
1):

(4.49)

Tout d'abord, nous pouvons remarquer que dans le syst�eme ci-dessus, les �equations de

Maxwell-Gauss variationnelles

c0
�
(dn(t) vn; bn(t)wn; cn(t) n); (0; 0;  k)

�
= l(0; 0;  k);

peuvent se simpli�er comme suit : 8 k; 1 � k � N ,

cn
�
�r n; r k

�


� �P r k; e(uN)

�


= � ��r'0; r k

�


:

La matrice
�
(�r n; r k)


�
1�n; k�N

est inversible parce que les vecteurs ( k)1�k�N sont

lin�eairement ind�ependants. D'o�u les cn peuvent s'exprimer en fonction des dn, c'est-�a-dire

'N en fonction de uN . Ainsi, on peut r�esoudre les �equations variationnelles m�ecanique et

magn�etique (Maxwell-Amp�ere) ind�ependamment de 'N . En �ecrivant les cn en fonction
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des dn, nous obtenons : 8k; 1 � k � N;

8>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

�dn00(t)
�
vn; vk

�



+ Fk
1

�
d11
0
; d12

0
; d13

0
; � � � dN1 0; dN2 0; dN3 0; b10; � � � bN 0

�
+ Fk

0

�
d11; d

1
2; d

1
3; � � � dN1 ; dN2 ; dN3 ; b1; � � � bN

�
= Fk(t);

bn00(t)
�
�wn; wk

�



+ Gk
1

�
d11
0
; d12

0
; d13

0
; � � � dN1 0; dN2 0; dN3 0; b10; � � � bN 0

�
+ Gk

0

�
d11; d

1
2; d

1
3; � � � dN1 ; dN2 ; dN3 ; b1; � � � bN

�
= Gk(t);

(dn(0); bn(0)) = (dn0 ; b
n
0 ); (dn0(0); bn0(0)) = (dn1 ; b

n
1);

(4.50)

o�u Fk
0, F

k
1, G

k
0 et G

k
1 sont des fonctions lin�eaires d�e�nies sur L

2(0; T )4N , et Fk et Gk sont
respectivement dans L2(0; T )3 et L2(0; T ).

Les matrices

�
(vn; vk)


�
1�n; k�N

et
�
(�wn; wk)


�
1�n; k�N

�etant inversibles, le probl�eme (4.50) admet une solution unique (voir [31]).

Montrons maintenant que la suite (uN ; AN ; 'N ) converge faiblement �etoile dans

L1(0; T ; V �Wdyn � 	). Pour ce faire, il su�t de majorer les normes de la suite.

On multiplie les deux premi�eres �equations de (4.49) respectivement par dki
0 et bk0, puis

on d�erive la derni�ere par rapport au temps et on la multiplie par ck, nous obtenons

�(uN 00; uN 0)
 + c1((u
N 0; AN 0); (uN 0; 0))

+c0((uN ; AN ; 'N); (uN 0; 0; 0)) = l(uN 0; 0; 0);

(�AN 00; AN 0)
 + c1((uN 0; AN 0); (0; AN 0))

+c0((uN ; AN ; 'N); (0; AN 0; 0)) = l(0; AN 0; 0);

c0((uN 0; AN 0; 'N 0); (0; 0; 'N )) = l0(0; 0; 'N):
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En sommant ces trois �equations, on obtient, dans L2(0; T ), l'�egalit�e

�(uN 00; uN 0)
 + (�AN 00; AN 0)
 +

Z



Ce(uN) : e(uN 0)

+
1

�1

Z



rotAN � rotAN 0 +

Z



(�r'N 0) � r'N dx =

Z



f � uN 0 dx+
Z
�N

g � uN 0 d� �
Z



(�r'00) � r'N dx

�
Z



(P r'0) : e(u
N 0) dx �

Z



(�r'0
0) �AN 0 dx + h�j; AN 0 ^ �i

H
1
2 (�);H�1

2 (�)
:

(4.51)

et une int�egration de 0 �a t nous donne

1

2
XN (t) =

1

2
XN (0) +

Z t

0

Z



f � uN 0 dx �
Z t

0

Z
�N

g0 � uN d� +

Z
�N

g � uN d�
����
t

0

�
Z t

0

Z



(�r'0
0) �AN 0 dx dt �

Z t

0

Z



(�r'00) � r'N dx dt

+

Z t

0

Z



(P r'00) : e(uN) dx dt �
Z



(P r'0) : e(u
N) dx

����
t

0

+

Z t

0

h�j0; AN ^ �i
H

1
2 (�);H�1

2 (�)
dt� h�j; AN ^ �i

H
1
2 (�);H�1

2 (�)

���t
0
;

(4.52)

o�u

XN (t) = � juN 0j2
 +
�
�AN 0; AN 0

�


+
�
�r'N ; r'N�



+

Z



Ce(uN) : e(uN) dx

+
1

�1

Z



rotAN � rotAN dx:

On utilise les propri�et�es de coercivit�e (3.2)-(3.3) et l'in�egalit�e de Korn pour minorer

le premier membreM1 de l'�equation (4.52) :

juN 0j2
 + kuNk2
V
+
��r'N��2



+
��AN 0

��2


+ jrotAN j2
+ � cM1: (4.53)

Par ailleurs, sachant que les suites de conditions initiales (pN ), (qN), ( ~AN
0 ) et ( ~A

N
1 ) sont

respectivement born�ees dans V, L2(
)3, Wdyn et L2(
)3, et en utilisant la continuit�e de

l'application trace du th�eor�eme 4.1.1, nous majorons le second membreM2 de l'�equation

(4.52) : 8m 2 R�
+

M2 � c+

Z t

0

fjf j2
 + jg0j2�Ng dt+
Z t

0

fjuN 0j2
 + kuNk2
V
g dt
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+mjgj2�N +
1

m
kuNk2

V
+ c

Z t

0

jr'00j2
 dt+ c

Z t

0

jAN 0j2
 dt

+c

Z t

0

jr'00j2
 dt+ c

Z t

0

jr'N j2
 dt (4.54)

+c

Z t

0

jr'00j2
 dt+ c

Z t

0

kuNk2
V
dt+ cmjr'0j2
 +

c

m
kuNk2

V

+cm

Z t

0

k�j0k2
H

1
2 (�)

dt+
c

m

Z t

0

kANk2
H(
;rot) dt

+cmk�jk2
H

1
2 (�)

+
c

m
kANk2

H(
; rot):

Prenons m assez grand dans cette derni�ere in�egalit�e. D'apr�es (4.52)-(4.54) et l'in�egalit�e

jAN j2
 � 2T

Z T

0

jAN 0j2
 dt+ 2jAN
0 j2
;

il vient

juN 0j2
 +
��AN 0

��2


+ kuNk2

V
+ kANk2

H(
;rot) + jr'Nj2
 �

c+ c

Z T

0

n
juN 0j2
 +

��AN 0
��2


+ kuNk2

V
+ +kANk2

H(
; rot) + jr'N j2

o
dt:

(4.55)

Nous pouvons donc appliquer le lemme de Gronwall et obtenir la majoration

juN 0j2
 + kuNk2
V
+
��AN 0

��2


+ kANk2

H(
;rot) + jr'N j2
 � c: (4.56)

Les espaces L1 (0; T ; L2(
)), L1 (0; T ; V), L1 (0; T ; Wdyn) et L1 (0; T ; 	) �etant

de Banach, il existe une sous-suite encore not�ee (uN ; AN ; 'N ) et des fonctions u; A; �'

telles qu'on a les convergences faibles �etoile

uN
�
* u dans L1 (0; T ; V) ;

uN 0
�
* u0 dans L1 (0; T ; L2(
)3) ;

AN �
* A dans L1 (0; T ; Wdyn) ;

AN 0 �
* A0 dans L1 (0; T ; H�l(
div� 0)) ;

'N
�
* �' dans L1 (0; T ; 	) ;

(4.57)

Pour montrer que la limite faible ci-dessus est solution de (4.43), on introduit (comme

dans [25], vol. 1, p. 289) l'espace

C1T [0; T ] =
�
� 2 C1([0; T ]); �(T ) = �0(T ) = 0

	
(4.58)
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et, pour N0 �x�e dans N, on consid�ere les fonctions v = (v1; v2; v3), ~A et  d�e�nies par

vi =

N0X
j=1

�ij 
 vj; �ij 2 C1T [0; T ]; (4.59)

~A =
N0X
j=1

�j 
wj ; �j 2 C1T [0; T ]; (4.60)

 =
N0X
j=1

�j 
  j; �j 2 C1([0; T ]): (4.61)

Pour obtenir le syst�eme (4.43), pour N � N0, on se sert des �egalit�es

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

��
Z T

0

�
uNi

0; vi
0
�


dt� �

�
qNi ; vi(0)

�


�
Z T

0

�
�AN 0; ~A0

�


dt�

�
� ~AN

1 ;
~A(0)

�



�
Z T

0

c1

�
(uN ; AN ); (v0; ~A0)

�
dt� c1

�
(uN ; AN ); (v; ~A)

����
t=0

+

Z T

0

c0

�
(uN ; AN ; 'N); (v; ~A;  )

�
dt =

Z T

0

l(v; ~A;  ) dt

obtenues �a partir de (4.48), en int�egrant par parties par rapport au temps. En faisant

tendre N vers l'in�ni dans ces derni�eres �equations, on a

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

��
Z T

0

(ui
0; vi

0)
 dt� � (qi; vi(0))
 �
Z T

0

�
�A0; ~A0

�


dt�

�
�A1; ~A(0)

�



�
Z T

0

c1

�
(u; A); (v0; ~A0)

�
dt� c1

�
(u; A); (v; ~A)

����
t=0

+

Z T

0

c0

�
(u; A; �'); (v; ~A;  )

�
dt =

Z T

0

l(v; ~A;  ) dt

(4.62)

Or, les vj, les wj et les  j forment respectivement des bases de V, Wdyn et 	, donc

l'ensemble des fonctions de la forme (4.59) est dense dans l'espace de fonctions

E1 =
�
v 2 L2(0; T ; V); v0 2 L2(0; T ; L2(
)3); v(T ) = 0

	
;

l'ensemble des fonctions de la forme (4.60) est dense dans l'espace des fonctions ~A 2
L2(0; T ; Wdyn) telles que

E2 =
n
~A 2 L2(0; T ; Wdyn); ~A0 2 L2(0; T ; L2(
)3); ~A(T ) = 0

o
;
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et l'ensemble des fonctions de la forme (4.61) est dense dans l'espace H1(0; T ; 	). Donc

l'�equation (4.62) est v�eri��ee pour

8>>><
>>>:

v 2 L2(0; T ; V) \ C1(0; T ; L2(
)3); avec v(T ) = 0;

~A 2 L2(0; T ; Wdyn) \ C1(0; T ; L2(
)3); avec ~A(T ) = 0;

 2 H1(0; T ; 	):

On en d�eduit que (u; A; ') est solution de (4.43)

Unicit�e de la solution du probl�eme (4.43)

L'unicit�e de la solution (u; A; ') est obtenue si l'on montre que pour des donn�ees

nulles, (u; A; ') est n�ecessairement nulle. Supposons que les donn�ees du probl�eme (4.43)

sont toutes nulles. Soit s 2]0; T [, d�e�nissons (v; ~A; ~') par :

v(t) =

8><
>:
�
Z s

t

u(r) dr si t < s;

0 si t � s;

(4.63)

~A(t) =

8><
>:
�
Z s

t

A(r) dr si t < s;

0 si t � s;

(4.64)

 (t) =

8><
>:
�
Z s

t

�'(r) dr si t < s;

0 si t � s:

(4.65)

Rappelons que

D(u; A; ') = P e(u)� �r'� �A0:

L'�equation de Maxwell-Gauss,

8 ~ 2 	;

Z



D(u; A; �') � r ~ dx = 0

implique que (v;  ) d�e�ni ci-dessus v�eri�e l'�equation variationnelle : 8 ~ 2 	,Z



(P e(v)� �r ) � r ~ dx = 0; (4.66)



130 Cas dynamique

D�e�nissons ( n) une suite de H1(0; T ; 	) qui tend vers  = �' dans L2(0; T ; 	). Cette

suite v�eri�e Z



(P e(v)� �r ) � r n dx = 0;

d'o�u Z



(P e(v)� �r ) � r �'dx = 0 (4.67)

Consid�erons les fonctions test (4.63)-(4.64) dans l' �equation (4.62), on obtient

��
Z s

0

(ui
0; ui)
 dt�

Z s

0

(�A0; A)
 dt

+

Z s

0

�Z



Ce(v0) : e(v) +
1

�1

Z



rot ~A0 � rot ~A dx

�
dt

+

Z s

0

Z



(Pr �') : e(v) dx dt = 0:

(4.68)

En faisant la somme des �equations (4.67) et (4.68), on obtient

��
Z s

0

(ui
0; ui)
 dt�

Z s

0

(�A0; A)
 dt

+

Z s

0

Z



Ce(v0) : e(v) dx dt+
1

�1

Z s

0

Z



rot ~A0 � rot ~A dx dt

+

Z s

0

Z



(P r �') : e(v) dx dt�
Z s

0

�Z



(P e(v)� �r ) � r �'dx

�
dt = 0;

(4.69)

c'est-�a-direZ s

0

d

dt

�
�� (u; u)
 � (�A; A)
 +

Z



�r � r dx

+

Z



Ce(v) : e(v) dx+
1

�1

Z



rot ~A � rot ~A dx

�
dt = 0;

ou encore,

f� (u; u)
 + (�A; A)
g (s)

+

�Z



�r � r dx+
Z



Ce(v) : e(v) dx+
1

�1

Z



rot ~A � rot ~A dx

�����
t=0

= 0:

On en d�eduit u(s) = 0, A(s) = 0 et  (0) =

Z s

0

�'(r) dr = 0, pour tout s 2]0; T [, d'o�u
�' = 0. Ceci ach�eve la d�emonstration de l'unicit�e de la solution.
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Rappelons que la forme bilin�eaire c1(:; :) est d�e�nie sur V � H(
; rot) � 	 comme

suit

c1

�
(u; A; �'); (v; ~A;  )

�
=

Z



P
n
Ae(v)� e(u) ~A

o
dx

+

Z



�
n
r �' ~A +Ar 

o
dx; (4.70)

On peut, dans le probl�eme (4.43), �etendre l'espace des fonctions test ~A, d'apr�es le th�eo-

r�eme de d�ecomposition 4.1.3, comme le montre le lemme ci-dessous

Lemme 4.2.1 Le prob�eme (4.43) est �equivalent au probl�eme

Trouver (u; A; �') tel que8<
:

(u; A; �') 2 L1 (0; T ; V �Wdyn �	) ;

(u0; A0) 2 L1 �0; T ; L2(
)3 �H�l(
; div� 0)
�
;

8 (v; ~A;  ) 2 V �H(
; rot)�	;

�hu00; viV0;V + h�A00; ~AiH(
;rot)0; H(
;rot)

+
d

dt
c1

�
(u; A; �'); (v; ~A;  )

�
+ c0

�
(u; A; �'); (v; ~A;  )

�
= l(v; ~A;  ); dans D0(]0; T [)

u(0) = p; u0(0) = q; A(0) = A0; A
0(0) = A1:

(4.71)

Preuve. Tout �el�ement ~A de H(
; rot) se d�ecompose en la somme ~A = w + rp avec

w 2 Wdyn et p 2 	. Posons tout d'abord v = 0, ~A = 0, et  2 	 dans (4.43), on a le

syst�eme variationnel de Maxwell-Gauss :

8 ~ 2 	;

Z



D(u; A; ') � r dx = 0: (4.72)

Posons maintenant v = 0,  = 0 et ~A = rp avec p 2 	 dans (4.43), et montrons que

l'�equation est encore v�eri��ee : il s'agit de montrer que

d

dt
(�A0; rp)
 +

d

dt
c1 ((u; A; '); (0; rp; 0)) + c0 ((u; A; '); (0; rp; 0))

= h�j; rp ^ �i
H

1
2 (�)3; H�1

2 (�)3
;
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ou encore

d

dt

Z



D(u; A; ') � r dx = h�j; rp ^ �i
H

1
2 (�)3; H�1

2 (�)3
:

Or, d'apr�es (4.72) le premier membre de cette �egalit�e est nul, et nous avons d�ej�a montr�e

que le second membre est nul (voir (4.27)). On en d�eduit que toute solution de (4.43) est

aussi solution de (4.71). La r�eciproque est �evidente. Ce lemme sera utile dans la preuve

du lemme 4.3.3 dans lequel on �etablit le probl�eme limite.

4.3 Analyse asymptotique en pi�ezo�electricit�e dyna-

mique

Comme au chapitre pr�ec�edent, nous faisons des changements de variables et d'incon-

nues pour faire porter le petit param�etre h sur les op�erateurs. Ceci permet de se ramener

dans le cadre des �equations param�etr�ees dont une th�eorie g�en�erale a �et�e d�evelopp�ee dans

[24]. Pour les �equations de l'�elasticit�e pure, l'analyse asymptotique est faite dans [32] et

[8].

Conservons les mêmes notations (sauf mention contraire) et les mêmes hypoth�eses

(3.47) sur les ordres de grandeur des donn�ees du probl�eme et e�ectuons les mêmes chan-

gements d'inconnues (3.48) que dans le chapitre pr�ec�edent. De plus nous supposons que

la masse volumique est d'ordre 2 par rapport �a h, �h = h2�, et le potentiel vecteur A(h)

et le vecteur densit�e de courant surfacique j sont mis �a l'�echelle comme suit

Ah(x) = h2A(h)(x);

jh(x) = h3j(h)(x):

Nous obtenons ainsi un probl�eme variationnel pos�e sur le domaine �xe 
.
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4.3.1 Formulation variationnelle

Pour all�eger les �ecritures, donnons d'abord quelques notations :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

���(v) = e��(v); ��3(v) =
1
h
e�3(v); �33(v) =

1
h2
e33(v);

�(h)(u(h)) = �(h);�
rot(h) ~A

�
1
= @2 ~A3 � 1

h
@3 ~A2;�

rot(h) ~A
�
2
= �(@1 ~A3 � 1

h
@3 ~A1);�

rot(h) ~A
�
3
= @1 ~A2 � @2 ~A1;

(h@1 �'(h); h@2 �'(h); @3 �'(h)) = (�1(h); �2(h); �3(h));

(h@1'0; h@2'0; @3'0) = (�01(h); �
0
2(h); �

0
3):

(4.73)

Nous d�e�nissons aussi les formes bilin�eaires mises �a l'�echelle :

c0(h)
�
(u(h); A(h); �'(h)); (v; ~A;  )

�
=

Z



C�(h) : �(h)(v) dx

+
1

�1

Z



rot(h)A(h) � rot(h) ~A dx

+

Z



�33 �3(h) @3 dx +

Z



��3 f�3(h) (h@� ) + ��(h) @3 g dx

+

Z



��� ��(h) (h@� ) dx+

Z



P3ij f�3(h)�ij(h)(v)� @3 �ij(h)g dx

+

Z



P�ij f��(h)�ij(h)(v)� (h@�  )�ij(h)g dx

c1(h)
�
(u(h); A(h)); (v; ~A)

�
=

Z



P
�
A(h)�(h)(v)� ~A �(h)

�
dx

(4.74)

l(h)(v; ~A;  ) =

Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d�

�
Z



�33 �
0
3 @3 dx�

Z



��3
�
�03 (h@� ) + �0�(h) @3 

�
dx

�
Z



��� �
0
�(h) (h@� ) dx�

Z



P �0(h)�(h)(v) dx�
Z



(� �0(h)0) � ~A dx

+h�j; ~A ^ �i
H

1
2 (�)3; H�1

2 (�)3
: (4.75)
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Des calculs �el�ementaires montrent que le probl�eme (4.43) est �equivalent �a

Trouver (u(h); A(h); �'(h)) 2 V �Wdyn �	 tel que

8 (v; ~A;  ) 2 V �H(
; rot)�	;

� h(h2u�(h); u3(h))00; viV0;V + h�A(h)00; ~AiH(
; rot)0; H(
; rot)

+
d

dt
c1(h)

�
(u(h); A(h)); (v; ~A)

�
+c0(h)

�
(u(h); A(h); �'(h)); (v; ~A;  )

�
= l(v; ~A;  ) dans D0(]0; T [);

u(h)(0) = p; u(h)0(0) = q; A(h)(0) = A0; A(h)0(0) = A1:

(4.76)

4.3.2 Majoration de normes et convergences

On suppose que les donn�ees du probl�eme mises �a l'�echelle v�eri�ent

f� 2 H1(0; T ; L2(
)); f3 2 L2(0; T ; L2(
));

g 2 H1(0; T ; L2(�N )3); p 2 V; q 2 L2(
)3;

'0 2 H1(0; T ; H
1

2 (�)3);

j 2 H1(0; T ; H
1
2 (�)); A0 2Wdyn; A1 2 L2(
)3:

(4.77)

On suppose aussi que les conditions initiales sont telles que la suite (N0(h))h>0 d�e�nie

par

N0(h) =

�
jhu�(h)0j2
 + ju3(h)0j2
 + jA(h)0j2
 + j�(h)j2
 +

Z



C�(h) : �(h) dx

+

Z



rot(h)A(h) � rot(h)A(h) dx

�
t=0

est born�ee. Nous avons le lemme ci-dessous.
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Lemme 4.3.1 Il existe c > 0 tel que nous avons la majoration

k(hu1(h)0; hu2(h)0; u3(h)0)kL1(0; T ;L2(
)3) + k�(h)kL1(0; T ;L2(
)9)

+kA(h)0kL1(0; T ;L2(
)3) + krot(h)A(h)kL1(0; T ;L2(
)3)

+k(h@1'(h); h@2'(h); @3'(h))kL1(0; T ;L2(
)3) < c:

(4.78)

De plus, il existe u = (u1; u2; u3); � = (�ij)1�i; j�3; A = (A1; A2; A3) et ' tels que

u 2 L1(0; T ; H1(
)3);

u03 2 L1(0; T ; L2(!));

� 2 L1(0; T ; L2(
)9);

A0 2 L1(0; T ; L2(!)3);

(rotA)3 2 L1(0; T ; L2(!));

et des sous suites (u(h))h>0, (�(h))h>0, (A(h))h>0 et ('(h))h>0 telles que nous avons les

convergences faibles �etoiles

u(h)
�
* u dans L1(0; T ; V); (4.79)

�(h)
�
* � dans L1(0; T ; L2(
)9); (4.80)

A(h)0
�
* A0 dans L1(0; T ; L2(
)3); (4.81)

'(h)
�
* ' dans L1(0; T ;

�
L2(
)

�3
); (4.82)

(h@1'(h); h@2'(h); @3'(h))
�
* (0; 0; @3') dans L1(0; T ;

�
L2(
)3

�3
); (4.83)

((rotA(h))�; (rotA(h))3)
�
* (0; (rotA)3) dans L1(0; T ; L2(
)3): (4.84)

Preuve. Pour majorer la norme de la solution (u(h); A(h); '(h)), nous utilisons la suite

(uN (h); AN (h); 'N (h))N2N� construite dans la d�emonstration du th�eor�eme d'existence

4.2.1. Donnons d'abord quelques notations permettant d'all�eger les �ecritures :

(h@1 �'N (h); h@2 �'N(h); @3 �'N(h)) = (�N1 (h); �
N
2 (h); �

N
3 (h));

(h@1'0(h); h@2'0(h); @3'0(h)) = (�01(h); �
0
2(h); �

0
3(h)):
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Ecrivons l'�egalit�e (4.52) mise �a l'�echelle

XN (h)(t) = XN (h)(0)�
Z t

0

Z



f 0� u
N
� (h) dx+

Z



f�u
N
� (h) dx

����
t

0

+

Z t

0

Z



f3 u
N
3 (h)

0 dx

�
Z t

0

Z
�N

g0 � uN (h) d� +

Z
�N

g � uN(h) d�
����
t

0

�
Z t

0

Z



��0(h)0AN(h)0 dx dt �
Z t

0

Z



� �0(h)0r'N(h) dx dt

+

Z t

0

Z



P �0(h)0 �(h)(uN(h)) dx dt �
Z



P �0(h)0 �(h)(uN(h)) dx

����
t

0

�
Z t

0

h�j0; AN(h) ^ �i
H

1
2 (�);H� 1

2 (�)
dt+ h�j; AN (h) ^ �i

H
1
2 (�); H�1

2 (�)

���t
0

(4.85)

o�u

XN (h)(t) =
1

2

"
� h2

2X
�=1

juN� (h)0j2
 + � juN3 (h)0j2
 +

Z



C�(uN (h)) : �(uN (h)) dx

#

+
1

2

�
(�AN(h)0; AN (h)0)
 +

1

�1

Z



rot(h)AN (h) � rot(h)AN (h) dx

�

+
1

2
(��N(h); �N(h))
:

Pour tout m > 0, le second membreM2 de (4.85) peut être major�e comme suit

M2 � c

m
XN (h)(t) + c

Z t

0

XN (h)(s) ds+ c(m):

On prend m assez grand et on obtient

XN (h)(t) � c

Z t

0

XN (h)(s) ds + c(m);

on applique le lemme de Gronwall, ce qui fournit la majoration de XN (h)(t) ind�epen-

damment de h, de N et de t :

� k(huN1 (h)0; h uN2 (h)0; uN3 (h)0)kL1(0; T ;L2(
)3) + k�(h)(uN (h))kL1(0; T ;L2(
)9)

+kAN(h)0kL1(0; T ;L2(
)3) + krot(h)AN (h)kL1(0; T ;L2(
)3)

+k�N(h)kL1(0; T ;L2(
)3) � c:
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D'autre part, on utilise les convergences faibles (4.57) lorsque N tend vers l'in�ni, on a

la majoration (4.78) :

� k(hu1(h)0; h u2(h)0; u3(h)0)kL1(0; T ;L2(
)3) + k�(h)kL1(0; T ;L2(
)9)

+kA(h)0kL1(0; T ;L2(
)3) + krot(h)A(h)kL1(0; T ;L2(
)3)

+k�(h)kL1(0; T ;L2(
)3) � c:

Par ailleurs, nous savons que toute suite born�ee d'un espace de Banach admet une sous-

suite convergente pour la topologie faible �etoile ; de (4.78), et par application de l'in�egalit�e

de Korn, on d�eduit donc (4.79)-(4.82) et l'existence de (�1; �2; �3) 2 L1(0; T ; L2(
)3)

tels que

((rot(h)A(h))�; (rotA(h))3)
�
* (��; �3) dans L1(0; T ; L2(
)2): (4.86)

Pour obtenir (4.84), posons v = 0,  = 0 et ~A = (w1(x)m(t); 0; 0) avec w1 2 D(�
) et
m 2 D(]0; T [) dans (4.76), on obtient

�1�

Z T

0

m00(t)(A�(h); w1)
 dt+ �13

Z T

0

m00(t)(A3(h); w1)
 dt

+

Z T

0

m0(t)

Z



P1ij w1 �ij(h) dx dt�
Z T

0

m0(t)

Z



�i1 �i(h)!1(x) dx dt

+
1

h�1

Z T

0

m(t)

Z



(rot(h)A(h))2 @3w1 dx dt � 1

�1

Z T

0

m(t)

Z



(rotA(h))3 @2w1

= �
Z T

0

m(t)

Z



�13 @3'
0
0w1 dx dt� h

Z T

0

m(t)

Z



��1 @�'
0
0w1 dx dt

�
Z T

0

m(t)

Z
��
j1 w1 d� dt:

En multipliant l'�equation pr�ec�edente par h et en passant �a la limite, il vientZ T

0

m(t)

Z



�2 @3w1 dx dt =

Z



�Z T

0

m(t)�2 dt

�
@3w1 dx = 0:

Il en r�esulte que �2 = 0 (cf. [8]). De fa�con analogue, on d�emontre que �1 = 0.

Nous allons maintenant d�emontrer que les Ai sont ind�ependants de x3. Nous avons

d�ej�a obtenu, les convergences faibles �etoile des Ai(h) et ( 1
h
@3A�(h) � @�A3(h)), dans

L1(0; T ; L2(
)) donc dans D0(
�]0; T [). Il en r�esulte que @3A�(h) tend vers 0 dans

D0(
�]0; T [), d'o�u @3A� = 0. Pour A3, nous utilisons la condition \divh (�Ah) = 0" qui,

mise �a l'echelle, devient h��j@�Aj(h)+ �3j@3Aj(h) = 0. Le passage �a la limite dans cette

derni�ere �egalit�e donne �3j@3Aj = 0, d'o�u �3j Aj(h) est ind�ependant de x3. Or, les A� sont

ind�ependants de x3, et le tenseur � est sym�etrique d�e�ni positif donc �33 est di��erent de

0, d'o�u A3 ne d�epend pas de x3.
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4.3.3 Identi�cation du probl�eme limite

Ici, on consid�ere les espaces fonctionnels d�ej�a d�e�nis au paragraphe 3.3.4.

Lemme 4.3.2 Les limites u, � et (A1; A2; A3) trouv�ees au lemme 4.3.1 sont respecti-

vement dans L2(0; T ; VKL), L2(0; T ; L2(
)9) et L2(0; T ; L2(!)3) et v�eri�ent les

�equations suivantes :

Ci3kl�kl + P3i3 @3'+ Pmi3A
0
m = 0 dans L2(0; T ; L2(
)); (4.87)

��� = e��(u) dans L2(0; T ; L2(
)): (4.88)

On se place d�esormais dans le cas d'un mat�eriau m�ecaniquement isotrope, comme dans

(3.1). Alors on a8>><
>>:

�33 = � 1

�+ 2�
(P333@3'+ Pi33A

0
i + ����) dans L2(0; T ; L2(
))

��3 = � 1

2�
(P3�3@3'+ Pi�3A

0
i) dans L2(0; T ; L2(
)):

(4.89)

Preuve. La d�emonstration de la premi�ere partie de ce lemme est analogue �a celle du

lemme 3.3.1.

Si on remplace Cijkl par sa valeur (3.1), on trouve (4.89). Le vecteur d�eplacement

limite u �etant dans VKL, il s'�ecrit

u�(x) = ��(x1; x2)� x3@��3(x1; x2)

u3 = �3; (4.90)

o�u �� 2 VH(!) et �3 2 V3(!), les espaces VH(!) et V3(!) �etant d�e�nis en (3.74)-(3.75).

De même qu'au chapitre 3, (voir 3.83), nous d�e�nissons les constantes pij , pi�� et c%��� :

pij =
1

�
Pi�3Pj�3 +

1

�+ 2�
Pi33Pj33 + �ij;

pi�� =
�

�+ 2�
Pi33��� � Pi��;

c%��� =
2��

�+ 2�
�%���� + 2���%���:

Soit Wl
dyn le sous-espace de L2(!)3 d�e�ni par

Wl
dyn = f ~A = ( ~A1; ~A2; ~A3) 2 L2(!)3; (@1 ~A2 � @2 ~A1) 2 L2(!)g:
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Lemme 4.3.3 La limite (u; A; �') est l'unique solution de l'�equation

Pour tout (v; ~A;  ) 2 VKL �Wl
dyn �	l0,

�hu300; v3iV 03 ; V3 + hpA00; ~Ai(Wl
dyn

)0;Wl
dyn

+
d

dt

Z



pi��

h
e��(u) ~Ai �Ai e��(v)

i
dx

+

Z



c%��� e%�(u) e��(v) dx+
1

�1

Z



(rotA)3 (rot ~A)3 dx +

Z



p33 @3'@3 dx

+

Z



p3�� [e��(u)@3 � @3'e��(v)] dx

=

Z



f :v dx+

Z
�N

g:v d�

�
Z
!

(j+� + j�� ) ~A� d! �
Z
!

pi3
'+
0
0 � '�0

0

2
~Ai d!;

u3(0) = p3; u3
0(0) = q3; A(0) = A0; A0(0) = A1:

(4.91)

Preuve. Rappelons que le lemme 4.2.1 nous permet de prendre ~A dans H1(!)3. Prenons

tout d'abord v dans VKL, ( ~A1; ~A2; ~A3) dans H1(!)3 et  dans 	 dans l'�equation (4.76)

et faisons tendre h vers 0. Grâce aux r�esultats de convergence faible du lemme 4.3.1, il

vient l'�equation (4.91), sachant que H1(!)3 et 	 sont respectivement denses dans Wl
dyn

et 	l0 (voir proposition 3.2.2 et th�eor�eme 4.1.1).

Pour prouver l'unicit�e de la solution, il su�t de montrer que pour des donn�ees nulles, la

solution est n�ecessairement nulle. Nous pouvons proc�eder comme dans la d�emonstration

de l'unicit�e de la solution du probl�eme (4.43). On suppose que le second membre de

l'�equation (4.91) est nul, on d�emontre, comme dans la preuve de l'unicit�e de la solution

du probl�eme (4.43), que u = 0, A = 0 et �' = 0.

Nous allons maintenant �etablir les �equations aux d�eriv�ees partielles correspondant �a

l'�equation variationnelle limite (4.91).

Th�eor�eme 4.3.1 Le potentiel �electrique ' est un polynôme du second degr�e en x3 :

'(x1; x2; x3) =

2X
i=0

'i(x1; x2)x
i
3; (4.92)
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dont les coe�cients 'i(x1; x2) sont donn�es en fonction de �3 par

'0 =
'+
0 + '�0
2

� p3��

2p33
@���3;

'1 =
'+
0 � '�0
2

; (4.93)

'2 =
p3��

2p33
@���3:

Preuve. Prenant v = 0 et ~A = 0 dans l'�equation (4.91), nous obtenons l'�equation limite

�electrique :

8 2 	l0;

Z



D3(u; ') @3 dx = 0; (4.94)

o�u D3 est donn�e par :

D3(u; ') = �p33@3'� p3��e��(u); (4.95)

d'o�u

@3D3(u; ') = 0 dans D0(
):

Il existe donc une distribution d1 dans D0(!), (en fait dans L2(!) d'apr�es la r�egularit�e de

u et de ') telle que D3(u; ') = d1. Utilisant l'expression (4.95), on tire que

@3' = �p3��
p33

[e��(�)� x3@���3]� 1

p33
d1:

Int�egrons �a nouveau ; il existe d0 dans L2(!) tel que

' = �p3��
p33

�
x3e��(�)� x23

2
@���3

�
� x3

p33
d1 + d0:

Il reste �a choisir d0 et d1 de sorte que ' satisfasse les conditions aux limites de Dirichlet

'j�+ = '+
0 et 'j�� = '�0 . On obtient

d0 =
'+
0 + '�0
2

� p3��

2p33
@���3;

d1 = �p33'
+
0 � '�0
2

� p3��e��(�):

On en tire imm�ediatement les expressions (4.92)-(4.93).

Th�eor�eme 4.3.2 Gardons les mêmes notations qu'en (4.90) et faisons les hypoth�eses
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i) les forces surfaciques g� sont dans H1(0; T ; H1(�N )3),

ii) le potentiel au bord est tel que
�
'+
0 � '�0

�
est dans H1(0; T ; H1(!)).

Alors nous avons les syst�emes d'�equations aux d�eriv�ees partielles, associ�ees �a l'�equation

variationnelle (4.91) :

{ un syst�eme dont la seule inconnue est �3

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

2� �3
00 + @��m��(�3) =

Z 1

�1

(x3@�f� + f3) dx3

+g+3 + g�3 + @�(g+� � g�� ) dans ! � (0; T );

�3 = @��3 = 0 sur 
0 � (0; T );

m��(�3)���� = 0 sur 
1 � (0; T );

@�m��(�3)�� + @�fm��(�3)����g =
Z 1

�1

x3 f��� dx3

+(g+� � g�� )�� sur 
1 � (0; T );

�3(0) = p3; � 03(0) = q3 dans !:

(4.96)

o�u

m��(�3) =
4�

3

�
�

� + 2�
�����3 + @���3

�
+
2p3�� p3�


3p33
@�
�3 (4.97)

{ un syst�eme couplant les d�eplacements horizontaux et le potentiel vecteur A. Dans

ce syst�eme, la composante A3 est connue d�es que A1 et A2 le sont. On a

8>><
>>:

A3
00 = �p�3

p33
A�

00 � p3��

p33
e��(�

0
1; �

0
2)�

'+
0
0 � '�0

0

2
; dans ! � (0; T );

A3(0) = A03; A3
0(0) = A13 dans !:

A des composantes horizontales donn�ees et �a un potentiel vecteur donn�e, on associe

n��(�1; �2; A1; A2) = 4�

�
�

�+ 2�
�%���� + ��%���

�
e%�(�1; �2)� 2pi��A

0
i:
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Le quadruplet (�1; �2; A1; A2) est alors l'unique solution du syst�eme coupl�e form�e

des �equations quasi-statiques en (�1; �2)8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

�@�n��(�1; �2; A1; A2) =

Z 1

�1

f� dx3 + (g+� + g�� )

�p3��@�('+
0 � '�0 ) dans ! � (0; T );

n��(�1; �2; A1; A2)�� =

Z 1

�1

g� dx3 + p3�� ��('
+
0 � '�0 ) sur 
1 � (0; T );

(�1; �2) = 0 sur 
0 � (0; T );

(4.98)

et des �equations d'�evolution du deuxi�eme ordre en (A1; A2)8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
p�1 � p31p�3

p33

�
A�

00 +
1

�1
@2(@1A2 � @2A1)

+

�
p1�� � p31p3��

p33

�
e��(�

0
1; �

0
2) = �(j+1 + j�1 ) dans ! � (0; T );

�
p�2 � p32p�3

p33

�
A�

00 � 1

�1
@1(@1A2 � @2A1)

+

�
p2�� � p32p3��

p33

�
e��(�

0
1; �

0
2) = �(j+2 + j�2 ) dans ! � (0; T );

@1A2 � @2A1 = 0 sur 
 � (0; T );

A�(0) = A0�; A�
0(0) = A1� dans !:

(4.99)

Remarque 4.3.1 Comme dans le cas statique, les d�eplacements verticaux ne d�ependent

pas du potentiel (d.d.p.) impos�e aux faces de la plaque. Cependant, ils d�ependent des

constantes pi�ezo�electriques et �electriques du mat�eriau.

Par contre, les d�eplacements horizontaux sont fonction de la di��erence de potentiel

('+
0 � '�0 ). De plus, ils sont coupl�es �a la variation en fonction du temps du potentiel

vecteur magn�etique A0.

L'analyse asymptotique des plaques minces pi�ezo�electriques nous permet d'obtenir les

�equations de Maxwell bidimensionnelles. Nous pouvons, en particulier, d�eduire du sys-

t�eme (4.99) ci-dessus les �equations de Maxwell-Amp�ere bidimensionnelles ; il su�t d'y

annuler les coe�cients de pi�ezo�electricit�e.

Preuve du th�eor�eme 4.3.2. Pour �etablir les �equations m�ecaniques verticales, on pose

dans (4.91), v� = �x3@��3, v3 = �3, ~A = 0, on obtient
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2�h�300; v3iV 03 ; V3 +
2

3

Z
!

c%��� @%��3 @���3 d! +
2

3

Z
!

p3��p3%�

p33
@%��3 @���3 d!

= �
Z
!

�Z 1

�1

x3f� dx3

�
@��3 d! +

Z
!

�Z 1

�1

f3 dx3

�
�3 d!

+

Z
!

(g�� � g+� )@��3 d! +

Z

1

�Z 1

�1

g3 dx3

�
�3 d
: (4.100)

Prenons �3 dans D(!) et multiplions l'�equation (4.100) par g 2 D(]0; T [), on a :

2��3
00 +

2

3
(c%��� +

p3��p3%�

p33
) @�� @%��3

=

Z 1

�1

(x3@�f� + f3) dx3 + @�(g
+
� � g�� ) + g+3 + g�3

Pour obtenir les conditions au bord, on reconduit la même m�ethode que pour �etablir le

syst�eme (3.97). M�ethode qui permet d'appliquer la formule de Green en tenant compte

des singularit�es.

Pour �etablir les �equations m�ecaniques horizontales, on pose dans (4.91), v� = ��,

v3 = 0, ~A = 0, on a

2

Z
!

c%��� e%�(�1; �2) e��(�1; �2) d! � 2

Z
!

pi�� A
0
i e��(�1; �2) d!

=

Z
!

�Z 1

�1

f� dx3

�
�� d! +

Z
!

(g+� + g�� )�� d!

+

Z

1

�Z 1

�1

g� dx3

�
�� d
 +

Z
!

p3��('
+
0 � '�0 ) e��(�1; �2) d!:

Il en r�esulte, en utilisant la même d�emarche que pour �etablir (3.98)), le syst�eme (4.98).

Prenons v = 0 et  = 0 dans (4.91), ~A 2 D(!), il vient
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
p�1 � p31p�3

p33

�
A�

00 +
1

�1
@2(@1A2 � @2A1)

+

�
p1�� � p31p3��

p33

�
e��(�

0
1; �

0
2) = �(j+1 + j�1 ) dans ! � (0; T );

�
p�2 � p32p�3

p33

�
A�

00 � 1

�1
@1(@1A2 � @2A1)

+

�
p2�� � p32p3��

p33

�
e��(�

0
1; �

0
2) = �(j+2 + j�2 ) dans ! � (0; T );

A3
00 = �p�3

p33
A�

00 � p3��

p33
e��(�

0
1; �

0
2)�

'+
0
0 � '�0

0

2
; dans ! � (0; T ):

Maintenant, nous allons montrer que @1A2 � @2A1 = 0 sur 
. Pour ce faire, on montre

d'abord que

8g 2 D(0; T );
Z T

0

(@1A2 � @2A1) g dt 2 H1(!);

pour pouvoir appliquer la formule de Green.

Posons v = 0, et ~A2 = ~A3 = 0, et prenons ~A1 2 D(!) dans (4.91), soit g 2 D(]0; T [), on
a

�pi1
Z
!

~A1

Z T

0

Ai
0 g0 dt d! +

1

�1
h@2
Z T

0

(rotA)3 g dt; ~A1iD0(!);D(!)

�p1��
Z
!

~A1

Z T

0

e��(�1; �2) g
0 dt dx

= �
Z
!

~A1

Z T

0

(j+1 + j�1 ) g dt d! � p13

Z
!

~A1

Z T

0

'+0 � '�0

2
g dt d!:

Nous avons alors, dans D(!)0, l'�egalit�e

1

�1
@2

Z T

0

(rotA)3 g dt = p1��

Z T

0

e��(�1; �2) g
0 dt+ pi1

Z T

0

Ai
0 g0 dt

�
Z T

0

(j+1 + j�1 ) g dt� p13

Z T

0

'+ � '�

2
g0 dt: (4.101)

Or, le second membre de cette derni�ere �egalit�e est dans L2(!). Donc, pour tout g 2
D(]0; T [), @2

Z T

0

(rotA)3 g dt 2 L2(!). Il en est de même pour @1

Z T

0

(rotA)3 g dt. Sa-

chant, alors, que pour tout g �x�e dans D(]0; T [),
Z T

0

(rotA)3 g dt est dans H1(!), on
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multiplie (4.91) par g 2 D(]0; T [), puis par un �el�ement ~A = ( ~A1; 0; 0) 2 H1(!)3, en

int�egrant par parties, on obtient

�pi1
Z
!

Z T

0

Ai
0 ~A1 g

0 dt d!

+
1

�1

Z
!

�
@2

Z T

0

(rotA)3 g dt

�
~A1 dx� 1

�1

Z



�
�2

Z T

0

(rotA)3 g dt

�
~A1 d


+

Z
!

Z T

0

p1�� e��(�1; �2) ~A1 g
0 dt d!

= �
Z
!

Z T

0

(j+1 + j�1 ) g ~A1 dt d! + p13

Z T

0

Z
!

'+ � '�

2
g0 ~A1 dt d!:

En utilisant l'�egalit�e (4.101), on obtientZ



�
�2

Z T

0

(rotA)3 g dt

�
~A1 d
 = 0

pour tout ~A1 2 H1(!). De même, on d�emontre queZ



�
�1

Z T

0

(rotA)3 g dt

�
~A2 d
 = 0

pour tout ~A2 2 H1(!). On en d�eduit que

8 g 2 D(]0; T [);
Z T

0

(rotA)3 g dt = 0 sur 
;

d'o�u @1A2 � @2A1 = 0 sur 
.

4.3.4 R�esultats de convergence forte

Dans ce paragraphe, nous �etablissons les r�esultats de convergence forte pour la solution

du probl�eme (4.76). Soit s 2]0; T [, dans la suite, les fonctions (v(h); ~A(h); ~'(h); ~�(h))

et (v; ~A; ~'; ~�) sont d�e�nies par

v(h)(t) =

8><
>:
�
Z s

t

u(h)(r) dr si t < s;

0 si t � s;

v(t) =

8><
>:
�
Z s

t

u(r) dr si t < s;

0 si t � s;

~A(h)(t) =

8><
>:
�
Z s

t

A(h)(r) dr si t < s;

0 si t � s;

~A(t) =

8><
>:
�
Z s

t

A(r) dr si t < s;

0 si t � s;
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~'(h)(t) =

8><
>:
�
Z s

t

�'(h)(r) dr si t < s;

0 si t � s;

~'(t) =

8><
>:
�
Z s

t

�'(r) dr si t < s;

0 si t � s;

~�(h)(t) =

8><
>:
�
Z s

t

�(h)(r) dr si t < s;

0 si t � s;

~�(t) =

8><
>:
�
Z s

t

�(r) dr si t < s;

0 si t � s:

De même, on d�e�nit ~'0(h) et ~'0 par

~'0(h)(t) =

8><
>:
�
Z s

t

'0(h)(r) dr si t < s;

0 si t � s;

~'0(t) =

8><
>:
�
Z s

t

'0(r) dr si t < s;

0 si t � s:

Th�eor�eme 4.3.3 Supposons que les conditions initiales v�eri�ent les convergences fortes

(h q1(h); h q2(h); q3(h)) �! (0; 0; q3) dans L2(
)3;

p(h) �! p dans V;

��3(p(h)) �! � 1

2�
(P3�3@3'(0) + Pi�3A1i) dans L2(
);

�33(p(h)) �! � 1

�+ 2�
(P333@3'(0) + Pi33A1i + � e��(p)) dans L2(
);

(A0(h); A1(h)) �! (A0; A1) dans L2(
)3 � L2(
)3:

Alors, nous avons les r�esultats de convergence forte ponctuelle : pour tout s 2]0; T [,

(hu1(h); h u2(h); u3(h)) (s) �! (0; 0; u3)(s) dans L2(
)3;

v(h)(0) �! v(0) dans V;

~�(h)(0) �! ~�(0) dans L2(
)9;

A(h)(s) �! A(s) dans L2(
)3;

rot(h) ~A(h)(0) �!
�
0; 0; (rot ~A)3

�
(0) dans L2(
)3;

(h@1 ~'(h); h @2 ~'(h); @3 ~'(h)) (0) �! (0; 0; @3 ~') (0) dans L2(
)3:
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Preuve. Soit l'�equation (4.62) mise �a l'�echelle, o�u l'on annule  , on a :

��
Z s

0

h2 (u�(h)
0; v�(h)

0)
 dt� � h2 (q�(h); v�(h)(0))
 � �

Z s

0

(u3(h)
0; v3(h)

0)
 dt

�� (q3(h); v3(h)(0))
 �
Z s

0

(�A(h)0; A(h))
 dt�
�
�A1(h); ~A(h)(0)

�



� c1(h)
�
(u(h); A(h)); (v(h); ~A(h))

����
t=0

+

Z s

0

Z



C�(h)(v(h))0 : �(h)(v(h)) dx dt

+
1

�1

Z s

0

Z



rot(h) ~A(h)0 � rot(h) ~A(h) dx dt

+

Z s

0

�Z



P3ij @3 �'(h)�ij(h)(v) dx+ h

Z



P�ij @� �'(h)�ij(h)(v) dx

�
dt

=

Z s

0

l(h)(v(h); ~A(h); 0) dt:

(4.102)

De l'�equation variationnelle de Maxwell-Gauss,

Z



�33 @3 �'(h) @3 dx+ h

Z



��3 f@3 �'(h) @� + @� �'(h) @3 g dx

+h2
Z



��� @� �'@� dx�
Z



P3ij@3  �ij(h) dx � h

Z



P�ij@� �ij(h) dx

= �
Z



�33 @3 �'0(h) @3 dx� h

Z



��3 f@3 �'0(h) @� + @� �'0(h) @3 g dx

�h2
Z



��� @� �'0 @� dx;

on tire l'�equation

Z s

0

�Z



�33 @3 ~'(h) @3 dx + h

Z



��3 f@3 ~'(h) @� + @� ~'(h) @3 g dx
�
dt

+

Z s

0

�
h2
Z



��� @� ~'@� dx�
Z



P3ij@3  ~�ij(h) dx � h

Z



P�ij@�  ~�ij(h) dx

�
dt

= �
Z s

0

�Z



�33 @3 ~'0(h) @3 dx+ h

Z



��3 f@3 ~'0(h) @� + @� ~'0(h) @3 g dx
�
dt

�
Z s

0

�
h2
Z



��� @� ~'0 @� dx

�
dt: (4.103)
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En sommant les �equations (4.102) et (4.103) o�u on a pos�e  = �'(h), on obtient

��
Z s

0

h2 (u�(h)
0; v�(h)

0)
 dt� � h2 (q�(h); v�(h)(0))
 � �

Z s

0

(u3(h)
0; v3(h)

0)
 dt

�� (q3(h); v3(h)(0))
 �
Z s

0

(�A(h)0; A(h))
 dt�
�
�A1(h); ~Ai(h)(0)

�



� c1(h)
�
(u(h); A(h)); (v(h); ~A(h))

����
t=0

+

Z s

0

�Z



C�(h)(v(h))0 : �(h)(v(h)) dx+
1

�1

Z



rot(h) ~A(h)0 � rot(h) ~A(h) dx

�
dt

+

Z s

0

�Z



�33 @3 ~'(h) @3 �'(h) dx+ h

Z



��3 (@3 ~'(h) @� �'(h) + @� ~'(h) @3 �'(h)) dx

�
dt

+

Z s

0

�
h2
Z



��� @� ~'(h) @� �'(h) dx

�
dt =

Z s

0

l(h)(v(h); ~A(h); �'(h)) dt:

Rappelons que dans l'intervalle ]0; s[, on a

v(h)0(t) = u(h)(t); ~A(h)0(t) = A(h)(t); ~'(h)0(t) = �'(h)(t):

L'�equation pr�ec�edente est alors �equivalente �a

��
2

Z s

0

d

dt

�
h2 (u�(h); u�(h))
 dt+ (u3(h); u3(h))


	
dt

�1

2

Z s

0

d

dt
f(�A(h); A(h))
g dt

+
1

2

Z s

0

d

dt

�Z



C�(h)(v(h)) : �(h)(v(h)) dx+
1

�1

Z



rot(h) ~A(h) � rot(h) ~A(h) dx

+

Z



�33 @3 ~'(h) @3 ~'(h) dx + 2h

Z



��3@3 ~'(h) @� ~'(h) dx

+ h2
Z



��� @� ~'(h) @� ~'(h) dx

�
dt

=

Z s

0

l(h)(v(h); ~A(h); �'(h)) dt+ � h2 (q�; v�(h)(0))


+� (q3; v3(h)(0))
 +
�
�A1(h); ~A(h)(0)

�



+ c1(h)
�
(u(h); A(h)); (v(h); ~A(h))

����
t=0

:

(4.104)



4.3 Analyse asymptotique en pi�ezo�electricit�e dynamique 149

Soit Nh(s) la norme du vecteur
�
u(h)(s); A(h)(s); v(h)(0); ~A(h)(0); ~'(h)(0)

�
d�e�nie

par

Nh(s) =
1

2

�
� h2 (u�(h); u�(h))
 + � (u3(h); u3(h))
 + (�A(h); A(h))


�
t=s

+
1

2

�Z



C�(h)(v(h)) : �(h)(v(h)) dx+
1

�1

Z



rot(h) ~A(h) � rot(h) ~A(h) dx

+

Z



�33 @3 ~'(h) @3 ~'(h) dx+ 2h

Z



��3@3 ~'(h) @� ~'(h) dx

+ h2
Z



��� @� ~'(h) @� ~'(h) dx

�
t=0

:

L'�equation (4.104) est �equivalente �a :

Nh(s) = �
Z s

0

l(h)(v(h); ~A(h); �'(h)) dt� � h2 (q�(h); v�(h)(0))


�� (q3; v3(h)(0))
 �
�
�A1(h); ~A(h)(0)

�



� c1(h)
�
(u(h); A(h); 0); (v(h); ~A(h); 0)

����
t=0

1

2

�
� h2 (p�(h); p�(h))
 + � (p3(h); p3(h))
 + (�A0(h); A0(h))


�
;

et par passage �a la limite, d'apr�es les r�esultats de convergence du lemme 4.3.1, et la

d�e�nition (4.75), on obtient

lim
h!0

Nh(s) = �
Z s

0

�Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d� �
Z



�33 @3 ~'0 @3 �'dx

�
Z



P3ij @3'0 ~�ij dx�
Z



�i3 @3'
0
0
~Ai dx

�
Z
!

(j+ + j�) � ~A d!

�
dt

�� (q3; v3(0))
 � �ij

�
A1j; ~Ai(0)

�



�
Z



Pmij

�
A0m ~�ij(0)� ~Am(0)�ij(p)

�
dx

1

2

�
� (p3; p3)
 + �ij (A0j; A0i)


	
:

(4.105)
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Soit N(s) la norme du vecteur
�
u(s); A(s); v(0); ~A(0); ~'(0)

�
d�e�nie par

N(s) =
1

2
[� (u3; u3)
 + (�A; A)
]t=s

+
1

2

�Z



C~� : ~� dx +
1

�1

Z



(rot ~A)3 (rot ~A)3 dx+

Z



�33 @3 ~'(h) @3 ~'(h) dx

�
t=0

:

Montrons que la norme Nh(s) tend vers N(s) lorsque h tend vers 0. La convergence

faible ayant �et�e d�ej�a obtenue, la convergence des normes implique la convergence forte.

Soit ~An une suite de H1(0; T ; H1(!)3) qui tend vers ~A dans H1(0; T ; Wl
dyn), et qui est

nul sur l'intervalle de temps ]s; T [. En annulant  dans l'�equation (4.76), on obtient

��
Z s

0

�
(h2u�(h); u3(h))

0; v0
�


dt� �(h2u�(h); u3(h))0; v�
 (0)

�
Z s

0

�
�A(h)0; ~An0

�


dt�

�
�A(h)0; ~An

�


(0)Z s

0

Z



(C�(h))
��
���(h)(v) dx dt+

1

�1

Z s

0

Z



rot(h)A(h) � rot(h) ~An dx dt

+

Z s

0

�Z



P3ij �3(h)�ij(h)(v) dx+

Z



P�ij ��(h)�ij(h)(v) dx

�
dt

�
Z s

0

Z



Pmij

�
Am(h)�ij(h)(v

0)� ~An
m
0 �ij(h)

�
dx dt�

Z s

0

Z



�ij �j(h) ~A
n
i
0 dx dt

�
Z



Pmij

�
Am(h)�ij(h)(v)� ~An

m �ij(h)
�
(0) dx �

Z



�
�ij �j(h) ~A

n
i

�
(0) dx

=

Z s

0

�Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d�
�
dt

�
Z s

0

�Z



Pmij �
0
m(h)�ij(h)(v) dx�

Z



�ij�
0
j (h)

0 ~An
i dx

�
dt

+

Z s

0

h�j; ~An ^ �i
H

1
2 (�)3;H� 1

2 (�)3
dt:
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En faisant tendre h vers 0, puis n vers l'in�ni dans l'�equation ci-dessus, on obtient

��
Z s

0

(u3
0; v03)
 dt� (u3

0; v3)
 (0)

�
Z s

0

�
�A0; ~A0

�


dt�

�
�A0; ~A

�


(0) +

Z s

0

Z



(C�)�� ~��� dx dt

+
1

�1

Z s

0

Z



(rotA)3 (rot
~A)3 dx dt +

Z s

0

Z



P3�� @3 �' ~��� dxdt

+

Z s

0

Z



Pm33Am �33 dx dt+ 2

Z s

0

Z



Pm�3Am ��3 dx dt�
Z s

0

Z



�i3 @3 �'Ai dx dt

�
Z



Pm�� (Am ~���) (0) dx+

Z



Pmij

�
~Am �ij

�
(0) dx �

Z



�
�i3 @3 �' ~Ai

�
(0) dx

=

Z s

0

�Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d�
�
dt

�
Z s

0

�Z



P3�� @3'0 ~��� dx�
Z



�i3@3'0
0 ~Ai dx

�
dt

�
Z s

0

Z
!

�
j+ + j�

� � ~A d! dt:

(4.106)

Soit  n une suite de H1(0; T ; 	) qui tend vers �' dans H1(0; T ; 	). En utilisant l'�equa-

tion (4.76) o�u on annule v et ~A, on a

Z s

0

�Z



�33 @3 ~'(h) @3 
n dx+

Z



��3 f@3 ~'(h) (h@� n) + @� ~'(h) @3 
ng dx

�
dt

+

Z s

0

�Z



��� @� ~'(h) (h@� 
n) dx �

Z



P3ij @3 
n ~�ij(h) dx

�
dt

�
Z s

0

Z



P�ij(h@� 
n) ~�ij(h) dx dt

= �
Z s

0

�Z



�33 @3 ~'0 @3 
n dx+

Z



��3 (@3 ~'0 (h@� 
n) + @� ~'0 @3 

n) dx

�
dt

�
Z s

0

Z



��� @� ~'0 (h@� 
n) dx dt: (4.107)

En faisant tendre h vers 0, puis n vers l'in�ni, on obtient

Z s

0

Z



�33 @3 ~'@3 �' dx dt�
Z s

0

Z



P3ij @3 �' ~�ij dx dt = �
Z s

0

Z



�33 @3 ~'0 @3 �' dx dt:(4.108)
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En sommant les �equations (4.109)-(4.108), on obtient

��
Z s

0

(u3
0; v03)
 dt� � (u3

0; v3)
 (0)�
Z s

0

�
�A0; ~A0

�


dt�

�
�A0; ~A

�


(0)

+

Z s

0

�Z



(C�)�� ~��� dx+
1

�1

Z



(rotA)3

�
rot ~A

�
3
dx+

Z



�33 @3 ~' @3 �'dx

�
dt

�
Z s

0

�Z



P333 @3 �' ~�33 dx+ 2

Z



P3�3 @3 �' ~��3 dx

�
dt

+

Z s

0

�Z



Pm33Am �33 dx + 2

Z



Pm�3Am ��3 dx

�
dt

�
Z s

0

Z



�i3 @3 �'Ai dx dt�
Z



Pm�� (Am ~���) (0) dx

+

Z



Pmij

�
~Am �ij

�
(0) dx �

Z



�
�i3 @3 �' ~Ai

�
(0) dx

=

Z s

0

�Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d�
�
dt

�
Z s

0

�Z



P3�� @3'0 ~��� dx�
Z



�i3@3'0
0 ~Ai dx

�
dt

�
Z s

0

Z
!

�
j+ + j�

� � ~A d! dt�
Z s

0

Z



�33 @3 ~'0 @3 �'dx dt:

(4.109)

Utilisant le fait que

v0 = u; ~A0 = A; ~'0 = �'

sur l'intervalle ]0; s[, on a

��
Z s

0

(u3
0; u3)
 dt� � (u3

0; v3)
 (0) �
Z s

0

(�A0; A)
 dt�
�
�A0; ~A

�


(0)

+

Z s

0

�Z



(C�)�� ~��� dx+
1

�1

Z



�
rot ~A0

�
3

�
rot ~A

�
3
dx+

Z



�33 @3 ~'@3 �' dx

�
dt

�
Z s

0

�Z



P333 @3' ~�33 dx + 2

Z



P3�3 @3' ~��3 dx

�
dt

�
Z s

0

�Z



Pm33A
0
m ~�33 dx + 2

Z



Pm�3A
0
m ~��3 dx

�
dt

�
�Z




Pm33Am ~�33 dx+ 2

Z



Pm�3Am ~��3 dx

�
(0)

�
Z



Pm�� (Am ~���) (0) dx +

Z



Pmij

�
~Am �ij

�
(0) dx

=

Z s

0

�Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d�
�
dt
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�
Z s

0

�Z



P3ij @3'0 ~�ij dx�
Z



�i3@3'0
0 ~Ai dx

�
dt

�
Z s

0

Z
!

�
j+ + j�

� � ~A d! dt�
Z s

0

Z



�33 @3 ~'0 @3 �'dx dt:

Sachant que

(C�)i3 ~�i3 = �(P3i3 @3'+ Pji3A
0
j) ~�i3;

on a

��
Z s

0

(u3
0; u3)
 dt�

Z s

0

(�A0; A)
 dt

Z s

0

�Z



C~�0 : ~� dx+
1

�1

Z



(rot ~A0)3(rot ~A)3 dx+

Z



�33 @3 ~'@3 ~'
0 dx

�
dt

=

Z s

0

�Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d�
�
dt

�
Z s

0

�Z



P3ij @3'0 ~�ij dx�
Z



�i3@3'0
0 ~Ai dx

�
dt

�
Z s

0

Z
!

�
j+ + j�

� � ~A d! dt�
Z s

0

Z



�33 @3 ~'0 @3 �' dx dt

+� (q3; v3(0))
 +
�
�A1; ~A(0)

�


+

Z



Pmij

�
Am ~�ij � ~Am �ij

�
(0) dx:

(4.110)

Cette derni�ere �egalit�e est �equivalente �a

1

2

Z s

0

d

dt

�
�� (u3; u3)
 dt� (�A; A)
 +

Z



C~� : ~� dx

+
1

�1

Z



(rot ~A)3(rot ~A)3 dx+

Z



�33 @3 ~'@3 ~'dx

�
dt

=

Z s

0

�Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d�
�
dt

�
Z s

0

�Z



P3ij @3'0 ~�ij dx �
Z



�i3@3'0
0 ~Ai dx

�
dt

�
Z s

0

Z
!

�
j+ + j�

� � ~A d! dt�
Z s

0

Z



�33 @3 ~'0 @3 �'dx dt

+� (q3; v3(0))
 +
�
�A1; ~A(0)

�


+

Z



Pmij

�
A1m ~�ij(0)� ~Am(0)�ij(p)

�
dx:

(4.111)
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En�n, il vient l'�egalit�e

1

2
f� (u3; u3)
 + (�A; A)
g (s)

+
1

2

�Z



C~� : ~� dx+
1

�1

Z



(rot ~A)3(rot ~A)3 dx+

Z



�33 @3 ~'@3 ~' dx

�
t=0

= �
Z s

0

�Z



f � v dx+
Z
�N

g � v d�
�
dt

+

Z s

0

�Z



P3ij @3'0 ~�ij dx�
Z



�i3@3'0
0 ~Ai dx

�
dt

+

Z s

0

Z
!

�
j+ + j�

� � ~A d! dt+

Z s

0

Z



�33 @3 ~'0 @3 �' dx dt

�� (q3; v3(0))
 �
�
�A1; ~A(0)

�


�
Z



Pmij

�
A0m ~�ij(0)� ~Am(0)�ij(p)

�
dx

+
1

2
� (p3; p3)
 +

1

2
(�A0; A0)
 ;

(4.112)

ce qui, vu l'�egalit�e (4.105), fournit la convergence des normes : Nh(s)! N(s) pour tout

s 2]0; T [.
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5.1 Introduction

5.1.1 Objet du travail et r�esultats obtenus

Dans l'approximation des solutions d'un probl�eme elliptique par �el�ements �nis, l'erreur

d'approximation d�epend des �el�ements �nis et du maillage utilis�es aussi bien que de la

r�egularit�e des solutions. Or, il est connu que si le domaine dans lequel est pos�e le probl�eme

n'est pas assez r�egulier (par exemple polygone non convexe), ou si les conditions au bord

pr�esentent une discontinuit�e (par exemple conditions mêl�ees en un point r�egulier), la

solution peut pr�esenter des singularit�es.

Consid�erons pour illustrer cela l'�equation de Laplace dans un polygone 
 de fronti�ere

� = �D [ �N :

ω

s

Γ

θ
x

r

i
Γ

i-1

i

i

Γ

Γ

D               

N

Fig. 5.1: 
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8>>>><
>>>>:

��u = f dans 
;

u = 0 sur �D;

@u

@�
= 0 sur �N :

(5.1)

Si f est un �el�ement de L2(
), et si 
 est convexe, et si les angles au niveau des points de

changement de condition au bord sont inf�erieurs �a �

2
, il est connu que (5.1) admet une

solution unique dans H2(
). Par contre, si 
 est un polygone non convexe, même si f

est dans D(
), u n'est pas dans H2(
), en g�en�eral. Elle s'�ecrit sous la forme

u = uR + 
 r� cos(� � + �0); 0 < � < 1

o�u uR, la partie r�eguli�ere est dans H2(
), et on remarque que r� cos(� � + �0) n'est pas

dans H2(
).

Consid�erons maintenant un sch�ema d'approximation de la solution de (5.1) par la

m�ethode des �el�ements �nis (MEF) classique. Soit V d�e�ni par

V = fv 2 H1(
); vj�D � 0g

muni de la norme usuelle de H1(
). Soit Vh l'espace de dimension �nie, des �el�ements �nis

P1 classique. Soient u 2 V , uh 2 Vh solutions respectives de

8 v 2 V
Z



ru � rv dx =
Z



f v dx;

8 v 2 Vh
Z



ruh � rv dx =
Z



f v dx:

Il est alors connu que (Ciarlet [4]) si u est dans H2(
),

ku� uhkV � c h;

o�u h est l'ordre de grandeur des diam�etres des �el�ements de la triangulation du domaine


.

Cependant, pour un domaine polygonal non convexe, selon [13], la MEF classique

fournit seulement l'approximation

ku� uhkV � c h
�
! ;
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si les arêtes qui forment l'angle ! sont toutes les deux dans �D ou �N . Rappelons que

� < ! � 2� et que, par cons�equent, la pr�esence de singularit�es provoque une diminution

de l'ordre de convergence. Pour rem�edier �a cette perte de convergence, plusieurs m�ethodes

de calcul ont �et�e propos�ees parmi lesquelles :

{ l'adjonction des singularit�es �a l'espace Vh, cf. [3],

{ l'utilisation des espaces de Sobolev avec poids et ra�nement de maillage au niveau

des angles non convexes, cf. [12],

{ la s�eparation de l'ouvert en sous-domaines, cf. [2],

{ l'utilisation des solutions duales, cf. [9].

Les m�ethodes cit�ees ci-dessus fournissent un ordre de convergence �equivalent �a celui

obtenu dans le cas o�u u est dans H2(
).

Ici, nous proposons une m�ethode utilisant seulement les �el�ements �nis classiques, et

ne tenant pas compte des solutions duales dans le cas d'une �ssure, pour calculer des

coe�cients de singularit�e 
 : nous montrons que 
 s'�ecrit


 =

Z



�
F S
0 u+ F S

1 f
�
; (5.2)

o�u les F S
i d�ependent de la solution singuli�ere \r� cos(� � + �0)". Par ailleurs, nous ob-

tenons un ordre d'approximation de la solution u �equivalent �a celui du cas o�u 
 est un

polygone convexe.

Si �N = ;, cette m�ethode fournit, pour le coe�cient de singularit�e 
, une approxima-

tion d'ordre h2�", " pouvant être arbitrairement petit. Notons que, jusqu'�a maintenant,

la meilleure appxoximation avec les �el�ements �nis P1, est obtenue par [3]. Elle est de

d'ordre h1+
�
! .

Une expression du coe�cient de singularit�e 
 similaire �a (5.2) est obtenue par Gris-

vard [21], mais l'ordre d'approximation de 
 y est O(h), tandis qu'ici, nous obtenons

une approximation d'ordre O(h2�"), avec " > 0 quelconque, en utilisant simplement les

�el�ements �nis classiques.

De plus nos r�esultats s'�etendent aux domaines �ssur�es, c'est-�a-dire ! = 2�.

5.1.2 Plan du travail

Nous nous pla�cons dans le cas o�u la solution u de (5.1) comporte une seule singularit�e

S. Nous calculons tout d'abord le coe�cient de singularit�e 
, en fonction de u, dans le cas
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d'une �ssure, puis dans le cas d'une singularit�e d'angle quelconque ! < 2�. Les m�ethodes

utilis�ees dans ces deux cas di��erent dans le choix du multiplicateur.

Ensuite nous calculons une approximation 
h de 
 en fonction de la solution approch�ee

uh de u obtenue par la m�ethode des �el�ements �nis classique P1 :

8 " > 0; j
 � 
hj � C(")h1+
�
!
�";

et, si �D = �, on a la majoration

j
 � 
hj � C(")h2�":

Soit Vh l'espace des �el�ements �nis classiques P1. Nous calculons une nouvelle approxi-

mation ~uh de u en fonction de la solution ~uhR de l'�equation

8 vh 2 Vh;
Z



r~uhR � rvh dx =
Z



f vh dx+ 
h

Z



�S vh dx;

en posant

~uh = ~uhR + 
h r
� cos(�� + �0);

o�u � est inversement proportionnel �a l'angle !. En�n, nous �etablissons la majoration

kr(u� ~uh)kL2(
)3 � C h:

5.2 Cas de l'�equation de Laplace

5.2.1 Notations et position du probl�eme

Soit 
 un domaine born�e non vide polygonal (cf. �g. 5.1), on note (si)0�i�n les sommets

des arêtes de 
 auxquels on a ajout�e les points de changement de conditions au bord ;

soit pour i 2 f0; :::n � 1g (resp. i = n), �i l'arête comprise entre si et si+1 (resp. �n

l'arête comprise entre sn et s0) ; soit pour i 2 f0; :::n� 1g, �i le vecteur unitaire tangent
�a 
 port�e par �i dirig�e vers si+1 (resp. �0 le vecteur unitaire tangent �a 
 port�e par �n

dirig�e vers s0) ; soit �i pour i 2 f0; :::; ng le vecteur normal unitaire ext�erieur �a 
 sur �i.

Pour tout i 2 f0; :::; ng, on note (ri; �i) les coordonn�ees polaires locales en si o�u �i est

l'angle mesur�e par rapport �a �i. Soit en�n !i l'angle que fait �i�1 avec �i mesur�e dans

le sens trigonom�etrique �a partir de �i.
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Pour tout i 2 f0; :::; ng, �i 2 H3(R2) est �egal �a 1 sur un voisinage de si et de plus

Supp(�i) \ �j = ; pour tout j 2 f0; :::; ng n fi; i+ 1g, si i 6= 0 et Supp(�0) \ �j = ; pour
tout j 2 f1; :::; n� 1g. En�n on note �N la partie du bord de 
 portant la condition de

Neumann et �D celle portant la condition de Dirichlet. On suppose que �D 6= ;. Soit

V = fu 2 H1(
); uj�D = 0g (5.3)

Soit f 2 L2(
), on consid�ere le syst�eme d'�equations8>>>><
>>>>:

��u = f dans 
;

u = 0 sur �D;

@u

@�
= 0 sur �N :

(5.4)

Cette �equation admet une et une seule solution variationnelle u 2 V , celle du probl�eme

suivant :

Trouver u 2 V telle que :

8v 2 V;
Z



ru � rv dx =
Z



fv dx: (5.5)

Nous savons que si 
 est un polygone convexe, et si les angles se trouvant aux intersections

entre �D et �N sont inf�erieurs �a �

2
, alors la solution u de cette derni�ere �equation est dans

H2(
). S'il existe un angle !i > �, alors nous savons, d'apr�es [21], que

u = uR + 
i Si(ri; �i); (5.6)

o�u uR 2 H2(
), 
i est le coe�cient de la solution singuli�ere Si d�e�nie par

Si(ri; �i) = �i r
�
!i

i cos(
�

!i
�i + �i+1); (5.7)

avec

Si(ri; �i) =

8>>>>>>><
>>>>>>>:

�i r
�
!i cos( �

!i
�i) si �i�1; �i � �N ;

��i r
�
!i sin( �

!i
�i) si �i�1; �i � �D;

��i r
�
2!i cos( �

2!i
�i) si �i�1 � �D et �i � �N ;

��i r
�
2!i sin( �

2!i
�i) si �i�1 � �N et �i � �D:

Dans tous les cas, on calcule 
i en fonction de f et u, sans faire intervenir les solutions

singuli�eres duales dans le cas d'une �ssure. On utilise le multiplicateur (x � x0):rSi si
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!i = 2�, ou
x

r
2 �
!i

�rSi, si � < !i < 2�, en exploitant les calculs e�ectu�es par Niane et Seck

[10], [11], dans les probl�emes de contrôlabilit�e exacte dans des domaines pr�esentant des

solutions singuli�eres. Le calcul consiste �a appliquer la formule de Green sur 
 amput�e

d'une boule de centre le sommet singulier et de rayon ", et d'�etudier la convergence

lorsque "! 0. Ensuite, on donne une m�ethode d'approximation num�erique du coe�cient

de singularit�e 
i et de la solution u. Dans toute la suite, on supposera que la singularit�e

se situe au sommet si d�e�ni par les arêtes �i�1 et �i, et on se passera de l'indice i.

5.2.2 Calcul du coe�cient 


5.2.2.1 Cas d'une �ssure ou d'une condition mêl�ee \r�eguli�ere"

5.2.2.1.1 Conditions de Dirichlet ou de Neumann sur une �ssure. Soit x0 un

point de R2 situ�e sur la droite portant la �ssure, tel que x0 6= s. On choisit le rep�ere

(s; ��; �). On a le th�eor�eme

Th�eor�eme 5.2.1 Si s est le sommet de la �ssure portant une condition de Dirichlet ou

une condition de Neumann, alors le coe�cient de singularit�e 
 de la solution u de (5.4)

associ�e �a la �ssure s'�ecrit


 =
2

�x01

Z



[f �(x� x0) � rS + F (�)u] dx: (5.8)

o�u

F (�) = 2div [r�(x� x0) � rS] + � div [(x� x0)�S]���(x� x0) � rS: (5.9)

Preuve. Soit s le sommet d'une �ssure sur laquelle porte une condition de Dirichlet,

c'est-�a-dire �i�1 [ �i � �D. On a8<
:
��(� u) = � f � 2r�i � ru� (��)u dans 


� u = 0 sur @
;
(5.10)

avec

� u = � uR + 
 � S(r; �); (5.11)

o�u uR 2 H2(
), 
 est le coe�cient de la solution singuli�ere

S(r; �) = ��pr sin(�
2
): (5.12)
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On pose

v = �u; vR = �uR et

g = �f � 2r�:ru� (��)u: (5.13)

On a donc 8<
:
��v = g dans 


v = 0 sur @

(5.14)

o�u

v = vR + c�2
p
r sin

�

2
: (5.15)

Soit " > 0, tel que la boule B(0; ") v�eri�e dist(B(0; "); � n (�i�1 [ �i)) > 0, on pose


" = 
 nB0(0; ");


" = @B(0; "); (5.16)

�" = @
" n 
":

On d�e�nit

I" =

Z

"

f(x� x0) � rS(��v) + (x� x0) � rv(��S)g dx

=

Z

"

fg(x� x0) � rS + (x� x0) � rv(��S)g dx: (5.17)

Le second membre de cette identit�e v�eri�e

lim
"!0

I" = �
Z



fg(x� x0)rS + (x� x0)rv(��S)g dx: (5.18)

D'autre part, par int�egration par parties, le premier membre donne

I" = �
Z
@
"

@v

@�
(x� x0) � rS d� �

Z
@
"

@S

@�
(x� x0) � rv d�

+

Z
@
"

(x� x0) � �rS � rv d�: (5.19)

Puisque sur �", v = S = 0, et que x0 est sur la droite portant la �ssure, on a (x�x0)�� =
0, (x� x0) � rS = (x� x0) � � @S

@�
sur �". Il vient alors

I" = �
Z

"

(x� x0) � � @v
@�

@S

@�
d� +

Z

"

(x� x0) � � @v
@�

@S

@�
d�

�
Z

"

(x� x0) � � @v
@�

@S

@�
d� �

Z

"

(x� x0) � � @v
@�

@S

@�
d�: (5.20)
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On remplace v par son expression (5.15) dans I", et lorsque " tend vers 0, la limite de I"

est donn�ee par la limite de J" qui est d�e�nie par

J" = 


"
�
Z

"

(x� x0) � �
�
@S

@�

�2

d� +

Z

"

(x� x0) � �
�
@S

@�

�2

d�

�2
Z

"

(x� x0) � � @S
@�
:
@S

@�
d�

�
;

d'o�u en passant en coordonn�ees polaires :

J" = 


�
�
Z 2�

0

(�"+ x01 cos � + x02 sin �)
1

4"
sin2

�
�

2

�
" d�

+

Z 2�

0

(�"+ x01 cos � + x02 sin �)
1

4"
cos2

�
�

2

�
" d�

+2

Z 2�

0

(x01 sin � � x02 cos �)
1

4"
sin

�
�

2

�
cos

�
�

2

�
" d�

�
;

ce qui donne

J" =
�x01

2

:

Donc en faisant tendre " vers 0, on obtient


 =
2

�x01
I;

o�u I est la limite de I" donn�ee en (5.18). On remplace g et v par leurs valeurs et on a :

I =

Z



(� f � 2r� � ru� u��)(x� x0) � rS dx

�
Z



(�S)(x� x0) � r(� u) dx:

Comme �S, r�, �� sont dans H1(
), on a, en int�egrant par parties :

I =

Z



�f(x� x0) � rS dx

+

Z



[(2div(r� (x� x0) � rS)���(x� x0) � rS + � div((x� x0)�S))] u dx;

d'o�u (5.8).

Pour une �ssure portant une condition de Neumann, la même technique que dans le

cas Dirichlet convient.
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5.2.2.1.2 Conditions mêl�ees Dans le cas d'une condition mêl�ee "r�eguli�ere" , c'est-

�a-dire telle que �i�1 et �i sont parall�eles et portent des conditions aux limites de nature

di��erente. On a deux situations :

a)

�i�1 � �D et �i � �N ;

d'o�u

�iu = �iuR � 
i�i
p
ri cos(

�i

2
) ; (5.21)

b)

�i�1 � �N et �i � �D;

d'o�u

�iu = �iuR � 
i�i
p
ri sin(

�i

2
); (5.22)

Soit le point x0 2 R2 situ�e sur la droite portant �i�1 et �i.

Th�eor�eme 5.2.2 Soit s un point \r�egulier" de changement de condition au bord, c'est-

�a-dire �i�1 est parall�ele �a �i, et �i�1 2 �D et �i 2 �N ou �i�1 2 �N et �i 2 �D. Soit

F (�) d�e�ni en (5.9). Alors, le coe�cient de singularit�e de la solution u de (5.4), associ�e

�a s s'�ecrit


 =
4�

�x01

Z



[f �(x� x0) � rS + F (�)u] dx; (5.23)

o�u � = +1 si s est en aval de �D et � = �1 si s est en aval de �N .

Preuve. Soit s un point de changement de conditions aux limites au bord de type (5.21).

On pose

v = �u; vR = �uR;

S = ��pr cos �
2
; (5.24)

g = �f � 2r� � ru� (��)u:

On a donc 8>>>><
>>>>:

��v = g dans 


v = 0 dans � n �i
@v

@�
= 0 dans �i;

(5.25)
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v = vR + 
 S: (5.26)

Soit " > 0, assez petit pour que B(0; ") v�eri�e dist(B(0; "); � n (�i�1 [ �i)) > 0. On

pose


" = 
 nB0(0; ")


" = @B(0; ") \ 
 (5.27)

�N" = �N nB(0; ") et �D" = �D nB(0; "):

On a :

I" =

Z

"

f(x� x0)rS(��v) + (x� x0)rv(��S)g dx

=

Z

"

fg(x� x0)rS + (x� x0)rv(��S)g dx: (5.28)

Le second membre de cette identit�e v�eri�e

lim
"!0

I" =

Z



fg(x� x0)rS + (x� x0)rv(��S)g dx: (5.29)

D'autre part, le premier membre donne par integration par parties

I" = �
Z
@
"

@v

@�
(x� x0):rS d� �

Z
@
"

@S

@�
(x� x0):rv d�

+

Z
@
"

(x� x0):�rSrv d�: (5.30)

Grâce au choix du support de �, nous avons,

@v

@�
=
@S

@�
= 0 sur �N";

(x� x0) � � = 0;

(x� x0) � rS = (x� x0) � � @S
@�
;

(x� x0) � rv = (x� x0) � � @v
@�

9>>>>=
>>>>;

sur �D" \ Supp(�);

puisque le point x0 est sur la droite portant �i�1 et �i. On a alors

I" = �
Z

"

(x� x0):�
@v

@�

@S

@�
d� +

Z

"

(x� x0):�
@v

@�

@S

@�
d�

�
Z

"

(x� x0):�
@v

@�

@S

@�
d� �

Z

"

(x� x0):�
@v

@�

@S

@�
d�:
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Du fait que

vR 2 fv 2 H2(
); vj�D � 0;
@v

@�j�N � 0g;

le terme signi�catif dans I" lorsque " tend vers 0+ est

J" = 


"
�
Z

"

(x� x0):�

�
@S

@�

�2

d� +

Z

"

(x� x0):�

�
@S

@�

�2

d�

�2
Z

"

(x� x0):�
@S

@�

@S

@�
d�

�
;

d'o�u en passant en coordonn�ees polaires et en supposant que �jB(0; ") � 1, on a

J" = 


�
�
Z �

0

(�"+ x01 cos � + x02 sin �)
1

4"
cos2

�

2
" d�

+

Z �

0

(�"+ x01 cos � + x02 sin �)
1

4"
sin2

�

2
" d�

+2

Z �

0

(�x01 sin � + x02 cos �)
1

4"
sin

�

2
cos

�

2
" d�

�
;

d'o�u

J" = ��x01
4


;

ce qui donne le r�esultat pour le cas (5.21). La même d�emonstration est valable pour le

cas (5.22).

5.2.2.2 Cas d'une singularit�e quelconque

Soit s le sommet de la singularit�e d'angle !, sur laquelle porte une condition de

Dirichlet ou une condition de Neumann, on a d'apr�es [21],

u = uR + 
 S(r; �); (5.31)

o�u uR 2 H2(
), 
 est le coe�cient de la solution singuli�ere

S(r; �) = �� r �
! sin(�

!
�) pour une condition de Dirichlet;

S(r; �) = � r
�
! cos( �

!
�) pour une condition de Neumann:

(5.32)
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Si s est le sommet de la singularit�e d'angle !, sur laquelle portent des conditions mêl�ees,

on a

S(r; �) = �� r �
2! sin( �

2!
�) si

�i�1 porte une condition de Neumann et �i porte une condition de Dirichlet;

S(r; �) = �� r �
2! cos( �

2!�) si

�i�1 porte une condition de Dirichlet et �i porte une condition de Neumann:

(5.33)

5.2.2.2.1 Condition de Dirichlet ou de Neumann

Th�eor�eme 5.2.3 Si s est un sommet d'un angle !, � < ! < 2�, portant une condition

de Dirichlet ou une condition de Neumann, alors le coe�cient de singularit�e 
 de la

solution u du syst�eme (5.4) associ�e �a ! s'�ecrit


 = � !

�2

Z



f
x

r2
�
!

� rS dx� !

�2

Z



�(
x

r2
�
!

� rS)u dx: (5.34)

Preuve.

i) Le cas Dirichlet

Supposons que �i�1 [ �i porte une condition de Dirichlet. On ram�ene le sommet s

�a l'origine. Soit " > 0, assez petit, pour que B(0; ") ne rencontre aucune arête de 


di��erente de �i�1 et �i. On pose


" = 
 nB0(0; ");


" = @B(0; ") \ 
;

�" = @
" n 
":

(5.35)

Pour tout � 2 R, on d�e�nit

I" =

Z

"

x

r�
� rS(�u) dx = �

Z

"

f
x

r�
� rS dx (5.36)

En e�ectuant des integrations par parties, on obtient

I" =

Z

"

�(
x

r�
� rS)u dx+

Z
@
"

@u

@�

x

r�
� rS d� �

Z
@
"

@

@�
(
x

r�
� rS)u d�: (5.37)

Puisque S = 0 sur �" \ (�i�1 [ �i), nous y avons

x � rS = (x � �)@S
@�

= 0: (5.38)
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De plus, [�" n (�i�1 [ �i)] \ supp(�) = ;: On remplace alors u par uR + 
S, on obtient

�
Z

"

f
x

r�
� rS dx =

Z

"

�(
x

r�
� rS)u dx

+

Z

"

@uR

@�

x

r�
� rS d� �

Z

"

@

@�
(
x

r�
� rS)uR d�

+


�Z

"

@S

@�

x

r�
� rS d� �

Z

"

@

@�
(
x

r�
� rS)S d�

�
: (5.39)

En passant en coordonn�ees polaires, on a

�
Z

"

f
x

r�
� rS dx =

Z

"

�(
x

r�
� rS)u dx+

Z !

0

@uR

@�

�

!
"
�
!
��+1 sin(

�

!
�) d�

�
Z !

0

�

!
(
�

!
� �) "

�
!
�� sin(

�

!
�)uR d� � 
 (

�

!
�)

Z !

0

"2
�
!
�� sin2(

�

!
�) d�:

Pour calculer 
, on pose

� = 2
�

!
; q =

�
2(
�

!
)2
Z !

0

sin2(
�

!
�) d�

��1
=

!

�2
;

et on a




q
=

Z

"

f
x

r2
�
!

� rS dx +
Z

"

�(
x

r2
�
!

� rS)u dx

+ "1�
�
!

Z !

0

@uR

@�

�

!
sin(

�

!
�) d� + "�

�
!

Z !

0

(
�

!
)2 sin(

�

!
�)uR("; �) d�: (5.40)

Nous allons maintenant calculer la limite de cette derni�ere expression quand " tend vers

0. Nous avons les �egalit�es

x

r2
�
!

� rS =
�

!
r�

�
! sin(

�

!
�)

�(
x

r2
�
!

� rS) = 0 dans f� = 1g;
d'o�u

lim
"!0

�Z

"

f
x

r2
�
!

� rS dx�
Z

"

�(
x

r2
�
!

� rS)u dx
�
=Z




f
x

r2
�
!

� rS dx�
Z



�(
x

r2
�
!

� rS)u dx: (5.41)

De plus, uR 2 H2(
), donc il existe "0 > 0 tel pour tout " < "0, on a8>><
>>:

@uR

@�
2 H 1

2 (@
");

k@uR
@�

k
H

1
2 (@
")

� c kuRkH2(
):
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Il en r�esulte la convergence

lim
"!0

"1�
�
!

Z !

0

@uR

@�
("; �)

�

!
sin(

�

!
�) d� = 0: (5.42)

Il reste �a montrer que

lim
"!0

"�
�
!

Z !

0

(
�

!
)2 sin(

�

!
�)uR("; �) d� = 0: (5.43)

Pour ce faire, nous utilisons l'injection continue de H2(
) dans C0; �(�
), 0 < � < 1 (cf.

[1]). La fonction uR est dans H2(
), donc on a

kuRkC0; �(�
) = kuRkC0(�
) + sup

x; y 2 


x 6= y

juR(x)� uR(y)j
jx� yj� � ckuRkH2(
):

Il s'ensuit qu'il existe un r�eel h0 tel que : pour tout 0 < � < !,

sup
0<h<h0

juR("+ h; �) � uR(h; �)j
"�

� ckuRkH2(
);

or, uR est continue sur �
 et uR(0; �) = 0 impliquent qu'en faisant tendre h vers 0, on

obtient

juR("; �)j
"�

� ckuRkH2(
):

D'o�u la majoration

juR("; �)j
"
�
!

� ckuRkH2(
)"
�� �

! ;

qui, en choisissant �

!
< � < 1 et en appliquant le th�eor�eme de la convergence domi-

n�ee, fournit la convergence (5.43). L'�egalit�e (5.40) et les convergences (5.41)-(5.43) nous

donnent


 = q

Z



f
x

r2
�
!

� rS dx+ q

Z



�(
x

r2
�
!

� rS)u dx:

ii) Le cas Neumann

La d�emonstration est presque analogue dans le cas o�u �i�1 [ �i porte une condition

de Neumann. Cependant, dans ce dernier cas, nous n'avons plus les �egalit�es (5.38), mais

nous avons8>><
>>:

@u

@�
= 0;

@

@�
(
x

r�
� rS) = �(�

!
)2 r

�
!
���1 sin(

�

!
�) = 0;

sur �" \ (�i�1 [ �i):
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Ce qui donne encore l'�egalit�e (5.39). En passant en coordonn�ees polaires, on obtient

�
Z

"

f
x

r�
� rS dx =

Z

"

�(
x

r�
� rS)u dx+

Z !

0

@uR

@�

�

!
"
�
!
��+1 cos(

�

!
�) d�

�
Z !

0

�

!
(
�

!
� �) "

�
!
�� cos(

�

!
�)uR d� � 
 (

�

!
�)

Z !

0

"2
�
!
�� cos2(

�

!
�) d�:

Dans la suite, le seul argument du cas Dirichlet que nous n'avons pas ici est la nullit�e

de uR sur �" utilis�ee dans la d�emonstration de la convergence (5.42). Nous allons donc

d�emontrer la convergence

lim
"!0

"�
�
!

Z !

0

(
�

!
)2 cos(

�

!
�)uR("; �) d� = 0: (5.44)

Pour ce faire nous scindons l'int�egrale en deux parties, \

Z !

0

=

Z !
2

0

+

Z !

!
2

", et nous

appliquons la seconde formule de la moyenne : il existe ��" et �+" , 0 � ��" � !

2 et !

2 �
�+" � ! tels que

"�
�
!

Z !

0

(
�

!
)2 cos(

�

!
�)uR("; �) d� =

�

! "
�
!

�
uR("; �

�
" )� uR("; �

+
" )
�
:

En consid�erant la majoration

kuRkC0; �(�
) = kuRkC0(�
) + sup

x; y 2 


x 6= y

juR(x)� uR(y)j
jx� yj� � ckuRkH2(
);

on a : il existe "0 > 0 tel que pour tout " < "0, et pour tout � 2] �! ; 1[,
juR("; ��" )� uR("; �+" )j

"
�
!

� c
�
(cos ��" � cos �+" )

2 + (sin ��" � sin �+" )
2
��
2 "��

�
! :

Il en r�esulte que

lim
"!0

juR("; ��" )� uR("; �+" )j
"
�
!

= 0:

Ceci ach�eve la d�emonstration du th�eor�eme 5.2.3.

5.2.2.2.2 Conditions mêl�ees

Th�eor�eme 5.2.4 Si s est un sommet d'un angle !, �

2 < ! < 2�, portant des conditions

mêl�ees, alors le coe�cient de singularit�e 
 de la solution u du syst�eme (5.4) associ�e �a !

s'�ecrit :


 =
4!

�2

Z



f
x

r
�
!

� rS dx+ 4!

�2

Z



�(
x

r
�
!

� rS)u dx:
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Preuve. Supposons que �i�1 porte une condition de Neumann et que �i porte une

condition de Dirichlet. On ram�ene le sommet s �a l'origine. Soit " > 0, assez petit, pour

que B(0; ") ne rencontre aucune arête de 
 di��erente de �i�1 et �i. On pose


" = 
 nB0(0; ");


" = @B(0; ") \ 
;

�" = @
" n 
" :

(5.45)

Pour tout � 2 R, on d�e�nit

I" =

Z

"

x

r�
� rS(�u) dx = �

Z

"

f
x

r�
� rS dx (5.46)

En e�ectuant des int�egrations par parties, on obtient :

I" =

Z

"

�(
x

r�
� rS)u dx+

Z
@
"

@u

@�

x

r�
� rS d� �

Z
@
"

@

@�
(
x

r�
� rS)u d�: (5.47)

Puisque S = 0 sur �" \ �i, nous y avons

x � rS = (x � �)@S
@�

= 0: (5.48)

Par ailleurs, on a8>><
>>:

@u

@�
= 0;

@

@�
(
x

r�
� rS) = (

�

2!
)2 r

�
2!
���1 cos(

�

2!
�) = 0:

sur �" \ �i�1;

De plus, [�" n (�i�1 [ �i)]\ supp(�) = ;: On remplace alors u par uR+ 
S, on obtient

�
Z

"

f
x

r�
� rS dx =

Z

"

�(
x

r�
� rS)u dx

+

Z

"

@uR

@�

x

r�
� rS d� �

Z

"

@

@�
(
x

r�
� rS)uR d�

+


�Z

"

@S

@�

x

r�
� rS d� �

Z

"

@

@�
(
x

r�
� rS)S d�

�
: (5.49)

En passant en coordonn�ees polaires, on a

�
Z

"

f
x

r�
� rS dx =

Z

"

�(
x

r�
� rS)u dx+

Z !

0

@uR

@�

�

2!
"

�
2!
��+1 sin(

�

2!
�) d�

�
Z !

0

�

2!
(
�

2!
� �) "

�
2!
�� sin(

�

2!
�)uR d� � 
 (

�

2!
�)

Z !

0

"
�
!
�� sin2(

�

2!
�) d�

:
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Pour calculer 
, on pose

� =
�

!
; q =

�
2(
�

2!
)2
Z !

0

sin2(
�

2!
�) d�

��1
=

4!

�2

et on a




q
=

Z

"

f
x

r
�
!

� rS dx+
Z

"

�(
x

r
�
!

� rS)u dx (5.50)

+ "1�
�
2!

Z !

0

@uR

@�

�

2!
sin(

�

2!
�) d� + "�

�
2!

Z !

0

(
�

2!
)2 sin(

�

2!
�)uR("; �) d�:

Nous allons maintenant calculer la limite de cette derni�ere expression quand " tend vers

0. Nous avons les �egalit�es

x

r
�
!

� rS =
�

2!
r�

�
2! sin(

�

2!
�)

�(
x

r
�
!

� rS) = 0 dans f� � 1g;

d'o�u

lim
"!0

�Z

"

f
x

r
�
!

� rS dx�
Z

"

�(
x

r
�
!

� rS)u dx
�
=Z




f
x

r
�
!

� rS dx�
Z



�(
x

r
�
!

� rS)u dx (5.51)

De plus, uR 2 H2(
), donc il existe "0 > 0 tel pour tout " < "0, on a8>><
>>:

@uR

@�
2 H 1

2 (@
");

k@uR
@�

k
H

1
2 (@
")

� c kuRkH2(
):

Il en r�esulte la convergence

lim
"!0

"1�
�
2!

Z !

0

@uR

@�
("; �)

�

!
sin(

�

2!
�) d� = 0: (5.52)

Il reste �a montrer que

lim
"!0

"�
�
2!

Z !

0

(
�

2!
)2 sin(

�

2!
�)uR("; �) d� = 0: (5.53)

Pour ce faire, nous utilisons l'injection continue de H2(
) dans C0; �(�
), 0 < � < 1 (cf.

[1]). La fonction uR est dans H2(
), donc on a

kuRkC0; �(�
) = kuRkC0(�
) + sup

x; y 2 


x 6= y

juR(x)� uR(y)j
jx� yj� � ckuRkH2(
):
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Il s'ensuit qu'il existe un r�eel h0 tel que

sup
0<h<h0

juR("+ h; �) � uR(h; �)j
"�

� ckuRkH2(
);

or uR est continue sur �
 et uR(0; �) = 0 impliquent qu'en faisant tendre h vers 0, on

obtient

juR("; �)j
"�

� ckuRkH2(
):

D'o�u la majoration

juR("; �)j
"

�
2!

� ckuRkH2(
)"
�� �

2! ;

qui, en choisissant �

2!
< � < 1 et en appliquant le th�eor�eme de la convergence domi-

n�ee, fournit la convergence (5.53). L'�egalit�e (5.50) et les convergences (5.51)-(5.53) nous

donnent


 = q

Z



f
x

r
�
!

� rS dx+ q

Z



�(
x

r
�
!

� rS)u dx:

5.2.3 Approximation num�erique du coe�cient 


On se propose d'approcher 
 via une approximation de la solution u du probl�eme (5.5)

par la m�ethode des �el�ements �nis (MEF).

Soit Th une triangulation de 
 v�eri�ant les conditions suivantes : il existe une constante

c telle qu'on a

8K 2 Th; hK

�K
� c;

o�u

hK = diam�etre de K et

�K = diam�etre du cercle inscrit dans K:

Posons h = sup
K2Th

hK et introduisons l'espace

Vh = fvh 2 V \ C0(
); vhjK 2 P1 8K 2 Thg; (5.54)
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Fig. 5.2: 


o�u P1 d�esigne l'ensemble des polynômes de degr�e au plus �egal �a 1.

Le probl�eme approch�e associ�e �a (5.5) consiste �a trouver uh dans Vh tel que :

8v 2 Vh;
Z



ruh � rv dx =
Z



fv dx: (5.55)

Soient 
k des sous-domaines polygonaux de 
 (voir �gure 5.2), ~
 = int([6
k=1

�
k), et
~
6 = ~
 n �
6. On suppose que supp(�) \ 
 est dans l'ouvert ~
 et que � vaut 1 dans 
6.

Nous allons tout d'abord donner quelques estimations d'erreur entre u et uh.

Proposition 5.2.1 Soit u et uh respectivement solutions des probl�emes (5.5) et (5.55).

Supposons que

u = uR + 
 r� '(�)

o�u uR 2 H2(
); ' 2 C1[0; 2�] et 0 < � < 1. On a alors, 8 " > 0, les majorations :

kr(u� uh)kL2(
)3 � C" h
��"; (5.56)

ku� uhkL2(~
6) � C" h
1+��"; (5.57)

o�u C" ne d�epend pas de h.

De plus, si �D = �, on obtient les majorations

kr(u� uh)kL2(~
)3 � C" h
1�"; (5.58)
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ku� uhkL2(~
6) � C" h
2�": (5.59)

Preuve.

i) Cas o�u �D 6= �

Soit uI l'interpol�e de u dans Vh, c'est-�a-dire uI est une fonction de Vh telle que pour

tout noeud a de Th, on a uI(a) = u(a). On sait, d'apr�es le th�eor�eme 7.1 de [13] que, pour

tout " > 0, il existe une constante C" telle que

kr(u� uI)kL2(
)3 � C" h
��": (5.60)

Nous savons aussi que

kr(u� uh)k2L2(
)3 =
Z



r(u� uh) � r(u� uh) dx =

Z



r(u� uh) � r(u� uI) dx ;

et que, par cons�equent, l'in�egalit�e de Schwarz donne

kr(u� uh)k2L2(
)3 � kr(u� uh)kL2(
)3kr(u� uI)kL2(
)3;

d'o�u la majoration (5.56) :

kr(u� uh)kL2(
)3 � kr(u� uI)kL2(
)3 � C" h
��":

Si u porte une condition de Dirichlet sur tout le bord de 
, la majoration (5.58) est

obtenue dans [13] (p. 78). Il reste donc �a d�emontrer (5.57) et (5.59).

a) On se place d'abord dans le cas o�u �i�1 [ �i porte une condition de Dirichlet. Pour

majorer la norme ku � uhkL2(
), pour toute fonction g 2 L2(~
6), nous introdui-

sons les fonctions vk, 1 � k � 5 solutions variationnelles respectives des syst�emes

d'�equations 8>>>>><
>>>>>:

��v1 = g dans 
1;

@v1

@�
= 0 sur @
1 n �i;

v1 = 0 sur @
1 \ �i;

(5.61)

8>>>>><
>>>>>:

��v2 = g dans 
2;

@v2

@�
= 0 sur @
2 n �i�1;

v2 = 0 sur @
2 \ �i�1;

(5.62)
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et 8><
>:
��vl + � vl = g dans 
l;

@vl

@�
= 0 sur @
l;

l = 3; 4; 5; (5.63)

o�u � est un r�eel strictement positif.

On d�e�nit aussi vkh, des �el�ements de Vh, comme suit : pour tout noeud a de Th,

vkh(a) =

(
vk(a) si a 2 �
k

0 sinon ;
k = 1; :::; 5: (5.64)

Nous avons les �egalit�esZ

�

(u� uh)g dx = �
Z

�

(u� uh)�v
� dx =

Z

�

r(u� uh)rv� dx; � = 1; 2;

Z

l

(u� uh)g dx = �
Z

l

(u� uh)�v
l dx+ �

Z

l

(u� uh)v
l dx

=

Z

l

r(u� uh)rvl dx + �

Z

l

(u� uh)v
l dx; l = 3; 4; 5:

Or, on a Z

k

r(u� uh)rvkh dx = 0 k = 1; :::; 5;

d'o�u Z
~


(u� uh)g dx =

5X
k=1

Z

k

r(u� uh)r(vk � vkh) dx

+

5X
l=3

�

Z

l

(u� uh)v
l dx: (5.65)

D'apr�es l'in�egalit�e de Schwarz, pour k = 1; � � � ; 5, nous avons����
Z

k

r(u� uh)r(vk � vkh) dx

���� � kr(u� uh)kL2(
k)3kr(vk � vkh)kL2(
k)3; (5.66)

Les ouverts 
k sont des polygones convexes dont les angles o�u sont pos�es des condi-

tions mêl�ees sont inf�erieurs �a �
2 (voir �gure 5.2, (5.61)-(5.63)), les solutions vk sont

respectivement dans les espaces H2(
k) (cf. [21]). D'apr�es le th�eor�eme 3.4.1 de [6],

nous avons les majorations

kr(vk � vkh)kL2(
k) � C" h jvkjH2(
k); (5.67)
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Nous avons en�n, dans [21], les in�egalit�es

kvkkH2(
k) � kgkL2(
k): (5.68)

Les in�egalit�es (5.56) et (5.65)-(5.68) fournissent la majoration����
Z
~
6

(u� uh)g dx

����
kgkL2(~
6)

� C"h
1+��" + �ku� uhkL2(~
6) 8 g 2 L2(~
6): (5.69)

Or, on sait que

ku� uhkL2(~
6) = sup
g2L2(~
6)

Z
~
6

(u� uh)g dx

kgkL2(~
6)
: (5.70)

D'o�u, en prenant 0 < � < 1, nous avons la majoration

ku� uhkL2(~
6) � C"h
1+��": (5.71)

b) Si �i�1 [�i porte une condition de Neumann, pour obtenir (5.71) nous reproduisons

la même d�emonstration avec les fonctions vk et vkh d�e�nies par8><
>:
��vk + � vk = g dans 
k;

@vk

@�
= 0 sur @
k:

(5.72)

et

vkh(a) =

(
vk(a) si a 2 �
k;

0 sinon:
(5.73)

c) Si on se place dans le cas de conditions mêl�ees port�ees par deux arêtes �i�1 et �i

telles que �

2 < !i � �. Par exemple �i�1 porte une condition de Dirichlet et �i

porte une condition de Neumann, on consid�ere la �gure 5.3. Alors, on fait la même

d�emonstration que pr�ec�edemment avec des fonctions vk et vkh, d�e�nies par8>>>>><
>>>>>:

��v2 = g dans 
2;

@v2

@�
= 0 sur @
2 n �i�1

v2 = 0 sur �i�1;

(5.74)



5.2 Cas de l'�equation de Laplace 185
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Fig. 5.3: 


8><
>:
��vl + � vl = g dans 
l;

@vl

@�
= 0 sur @
l;

l = 1; 3; (5.75)

et

vkh(a) =

(
vk(a) si a 2 �
k

0 sinon:
(5.76)

Et comme dans le cas Dirichlet, on obtient la majoration (5.71).

Si on est dans le cas de conditions mêl�ees port�ees par deux arêtes �i�1 et �i telles

que � < !i � 2�, on consid�ere la �gure 5.2 et les fonctions vk et vkh d�e�nies par8>>>>><
>>>>>:

��v2 = g dans 
2;

@v2

@�
= 0 dans @
2 n �i�1

v2 = 0 sur �i�1;

8><
>:
��vl + � vl = g dans 
l;

@vl

@�
= 0 sur @
l;

l = 1; 3; 4; 5



186

Une m�ethode de calcul des coe�cients des solutions singuli�eres. Approximation des

solutions

et

vkh(a) =

(
vk(a) si a 2 �
k

0 sinon:

Et on reconduit la d�emonstration e�ectu�ee dans le cas ou �i�1 et �i portent des

conditions de Dirichlet.

ii) Cas o�u �D = �

Si une condition de Dirichlet est mise sur tout le bord de 
, [13] (p. 78) donne la

majoration (5.58). Pour obtenir (5.59), on peut reconduire la même preuve que dans le

cas o�u �i�1 [ �i � �D, en utilisant la majoration (5.58). Ceci ach�eve la d�emonstration

de la proposition 5.2.1.

Pour F d�e�ni par (5.9), on donne une approximation 
h du coe�cient de singularit�e


 calcul�e dans la section pr�ec�edente :


h =

8>>><
>>>:

2

� x01

Z



[f�(x� x0) � rS + F (�)uh] dx si ! = 2�;

�

!2

Z



f
x

r2
�
!

� rS dx+ �

!2

Z



�(
x

r2
�
!

� rS)uh dx si � < ! < 2�;

(5.77)

dans le cas o�u la singularit�e porte une condition de Dirichlet uniquement ou une condition

de Neumann uniquement ;


h =

8>>><
>>>:

4�

� x01

Z



[f�(x� x0) � rS + F (�)uh] dx si ! = �;

4�

!2

Z



f
x

r
�
!

� rS dx+ 4�

!2

Z



�(
x

r
�
!

� rS)uh dx si �

2 < ! < 2�;

(5.78)

dans le cas o�u la singularit�e porte des conditions mêl�ees. Soit la fonction � 2 H3(R2),

telle que supp(�)\
 � ~
 et �j
6 � 1 dans le cas de la �gure 5.2 (� < ! < 2�), et �j
4 � 1

dans le cas de la �gure 5.3. Dans la pratique, on peut le prendre comme un polyôme de

degr�e 3 par morceaux. Nous pouvons maintenant �etablir le th�eor�eme

Th�eor�eme 5.2.5 Si 
 est le coe�cient de la singularit�e de u solution de (5.5) au sommet

s d'angle !, et 
h l'expression d�e�nie dans (5.77)-(5.78), on a : 8 " > 0,

j
 � 
hj � C(�; ")h1+
�
!
�"; (5.79)

o�u C(�; ") d�esigne une constante ne d�ependant pas de h.

De plus, si �D = �, nous avons la majoration

j
 � 
hj � C(�; ")h2�" (5.80)
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Preuve. La d�emonstration du th�eor�eme repose sur la proposition 5.2.1. On applique

l'in�egalit�e de Schwartz �a


 � 
h =
2

� x01

Z
~
6

F (�) fu� uhg dx; (5.81)

on obtient

j
 � 
hj � kF (�)kL2(~
6)ku� uhkL2(~
6); (5.82)

et en utilisant la proposition 5.2.1, on compl�ete la preuve du th�eor�eme.

5.2.4 Approximation de la solution u

Soit ~uhR solution de l'�equation

8 vh 2 Vh;
Z



r~uhR � rvh dx =
Z



f vh dx+ 
h

Z



�S vh dx: (5.83)

Posons ~uh = ~uhR + 
h S. Nous obtenons le th�eor�eme

Th�eor�eme 5.2.6 Soit u solution du probl�eme (5.5), nous avons la majoration

kr(u� ~uh)kL2(
)3 � C h: (5.84)

Preuve. En utilisant l'�ecriture u = uR + 
 S, nous avons

u� ~uh = uR � ~uhR + (
 � 
h)S: (5.85)

Sachant que j
 � 
hj � C h (voir th�eor�eme 5.2.5) et que S est dans H1(
), il su�t de

prouver que

kr(uR � uhR)kL2(
)3 � C h:

Des �equations (5.5) et (5.83), on tire

8 v 2 Vh;
Z



r(uR � ~uhR) � rvh dx = (
 � 
h)

Z



�S vh dx:

Par ailleurs,

kr(uR � ~uhR)k2L2(
)3 =

Z



r(uR � ~uhR) � r(uR � ~uhR) dx

=

Z



r(uR � ~uhR) � ruR dx� (
 � 
h)

Z



�S ~uhR dx:
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Il s'ensuit l'�egalit�e

8 vh 2 Vh; kr(uR � ~uhR)k2L2(
)3 =

Z



r(uR � ~uhR) � r(uR � vh) dx

�(
 � 
h)

Z



�S (~uhR � vh) dx:

D'o�u, en prenant vh = uhR solution de l'�equation

8 vh 2 Vh;
Z



ruhR � rvh dx =
Z



f vh dx+ 


Z



�S vh dx; (5.86)

on a

kr(uR � ~uhR)k2L2(
)3 =

Z



r(uR � ~uhR) � r(uR � uhR) dx

+(
 � 
h)

Z



�S (uhR � ~uhR) dx:

En appliquant respectivement les in�egalit�es de Schwarz et Poincar�e �a cette derni�ere �equa-

tion, on obtient la majoration

1

2
kr(uR � ~uhR)k2L2(
)3 �

1

2
kr(uR � uhR)k2L2(
)3 + C j
 � 
hj kr(uhR � ~uhR)kL2(
)3 : (5.87)

Rappelons que uR est solution de l'�equation

8 v 2 V;
Z



ruR � rv dx =
Z



f v dx + 


Z



�S v dx;

et que uR 2 H2(
). Nous avons alors la majoration

kr(uR � uhR)kL2(
)3 � C h: voir [6]: (5.88)

De plus, des �equations (5.83) et (5.86) on tire

8 vh 2 Vh;
Z



r(uhR � ~uhR) � rvh dx = (
 � 
h)

Z



�S vh dx;

d'o�u, en posant vh = uhR� ~uhR, et en appliquant respectivement les in�egalit�es de Schwarz

et Poincar�e au second membre, on obtient

kr(uhR � ~uhR)kL2(
)3 � Cj
 � 
hj � C h: (5.89)

Les in�egalit�es (5.87)-(5.89) et j
 � 
hj � C h impliquent

kr(uR � ~uhR)kL2(
)3 � C h: (5.90)

En�n la majoration (5.84) est donn�ee par les in�egalit�es (5.90) et j
 � 
hj � C h.
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Commentaire 5.2.1 1. Dans le cas d'une �ssure, une expression de 
 ne faisant pas

intervenir les solutions duales a �et�e obtenue dans [5], mais la majoration de l'erreur

j
 � 
hj y est seulement d'ordre h avec l'espace d'approximation Vh (voir 5.54).

Des majorations d'ordre C"h
3

2
�" y sont obtenues �a condition d'utiliser des �el�ements

�nis P2. Par une m�ethode d'adjonction de solutions singuli�eres, d'apr�es [3], on peut

construire une suite (
nh )n2N dont la limite 
h v�eri�e j
 � 
hj � C"h
1+�

!
�".

2. L'intêret du pr�esent travail consiste �a obtenir une expression tr�es simple du coef-

�cient de singularit�e 
 ; puis une majoration de j
 � 
hj d'ordre h1+
�
!
�", ou h2�"

(dans le cas o�u �D = �), en travaillant seulement avec l'espace d'approximation

(5.54) de fonctions a�nes par morceaux, et en n'utilisant que les fonctions singu-

li�eres S = r
�
! cos(�

!
�+�) d�ej�a connues. De plus, nous obtenons une approximation

~uh de u d'ordre �equivalent �a celui obtenu dans le cas o�u la solution u est dans

H2(
) : kr(u� ~uh)k � c h.
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R�ESUM�E

Le m�emoire est consacr�e �a divers aspects de la mod�elisation de plaques : contrôlabilit�e

fronti�ere de structures bidimensionnelles et construction de mod�eles de plaques pi�ezo�electriques,

en relation avec des situations technologiques d'actualit�e, puis �etude de singularit�es.

Dans le premier chapitre on obtient un r�esultat de contrôlabilit�e exacte fronti�ere pour une

plaque �elastique bidimensionnelle. On r�esout d'abord le probl�eme de contrôlabilit�e exacte pour

une plaque tridimensionnelle d'�epaisseur h en contrôlant uniquement l'int�erieur et la fronti�ere

lat�erale de la plaque ; le choix e�ectu�e des contrôles tridimensionnels permet de faire disparâ�tre

les contrôles int�erieurs lorsque h tend vers 0.

On �etudie, dans les chapitres 2, 3 et 4, le comportement d'une plaque pi�ezo�electrique

lorsque son �epaisseur tend vers 0, notamment, dans le cas complet o�u la contribution magn�etique

dans les �equations de Maxwell n'est pas n�egligeable.

Ainsi, d'une part, on justi�e les mod�eles qui supposent que dans une plaque mince le po-

tentiel �electrique peut être assimil�e �a un polynôme du second degr�e en la coordonn�ee d'espace

suivant l'�epaisseur. Et, d'autre part, on explique pourquoi dans les mod�eles bidimensionnels les

�equations d'�equilibre m�ecanique, ou les �equations d'�evolution, sont li�ees au potentiel �electrique

uniquement par la di��erence de potentiel entre les deux faces horizontales. De plus, on exhibe

de mani�ere pr�ecise la contribution des termes pi�ezo�electriques dans l'op�erateur de 
exion.

Le chapitre 5 est consacr�e au calcul de coe�cients de singularit�e sur un ouvert bidimen-

sionnel polygonal non convexe.

Mots cl�es : Elasticit�e, Pi�ezo�electricit�e, Plaques, Analyse asymptotique, Contrôlabilit�e exacte,

Coe�cients de singularit�e.

ABSTRACT

This dissertation deals with various aspects of plate modelling : boundary exact controllabi-

lity of 2D structures, construction of models for piezoelectric plates, and analysis of singularities.

The �rst chapter presents a result of boundary exact controllability for a 2D elastic plate.

First, we solve an exact controllability problem for a plate with thickness h, by controlling only

its interior and its lateral boundary. We choose interior controls that vanish as h tends to 0.

In Chapters 2, 3, 4, we study the behavior of a piezoelectric plate when its thickness tends

to 0. Particularly, in the dynamic case where the magnetic contribution is taken into account

in the Maxwell equations.

So, in one hand, we justify the thin plate models which assume that the electric potential is

a second order polynomial in the thickness direction. On the other hand, we prove that in 2D

models, the equilibrium equations depend on the electric potential only through the di�erence

of potential between the horizontal faces. Moreover, we obtain the very contribution of the

piezoelectric constants in the bending operator.

In Chapter 5, we give a simple way to compute the singularity coe�cients in a 2D none

convex open domain.

Keywords : Elasticity, Piezoelectricity, Plates, Asymptotic analysis, Exact controllability,

Singularity coe�cients .


