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Introduction

Le 19 d�ecembre 1978, un accroissement rapide de la demande en �electricit�e
a conduit �a un �ecroulement de l'ensemble du r�eseau �electrique fran�cais. L'in-
terruption de la distribution dura plusieurs heures, de huit heures et demi du
matin jusqu'au milieu de l'apr�es-midi. Le coût d'une telle d�efaillance du r�eseau
n'est pas chi�r�e. Mais, si on l'�evalue en nombres d'heures de travail perdues, il
est de l'ordre de la centaine de millions d'heures.

Bien que ce type de panne g�en�erale soit rare, un r�eseau �electrique n'en est
jamais �a l'abri. En France, un autre �ev�enement de cette ampleur est survenue
le 12 janvier 1987 et, il est possible de recenser par an, dans le monde, de tr�es
nombreux incidents de cette esp�ece.

L'origine de ces pannes tient �a la nature même de la gestion de l'�energie
�electrique. Comme elle ne peut être stock�ee avec un faible coût, l'exploitant d'un
r�eseau doit en permanence maintenir un �equilibre entre l'o�re disponible et la
demande potentielle. Quand le r�eseau s'�eloigne trop de cette zone d'�equilibre,
ce genre de panne peut alors survenir. C'est notamment le cas en p�eriode de
grand froid - tous les radiateurs sont branch�es simultan�ement -, ou de grande
chaleur - idem avec la climatisation.

Pour s'assurer de la �abilit�e d'un r�eseau �electrique, la Direction des �Etudes
et Recherches d'�Electricit�e de France (DER d'EDF) a d�evelopp�e en collabora-
tion avec la soci�et�e belge Tractebel, le logiciel Eurostag. Le principe de ce
simulateur est de permettre �a l'utilisateur d'une part, de concevoir et de dessi-
ner facilement un r�eseau comptant quelques n�uds �a plusieurs centaines, d'autre
part, d'�etablir des sc�enarii d'incidents (coupure d'une ligne, arrêt d'une tranche,
augmentation brutale de la demande...) et de simuler alors l'�evolution du r�eseau
au cours du temps. �A partir de ces r�esultats, il est possible de dire si les syst�emes
automatiques de r�egulation du r�eseau (automates) sont su�sants �a r�etablir un
�etat d'�equilibre, même d�egrad�e, apr�es une avarie.

Le mod�ele math�ematique choisi dans Eurostag pour e�ectuer ses simula-
tions est un syst�eme d'�equations alg�ebro-di��erentielles d'indice un, muni d'une
condition initiale qui est un point d'�equilibre du syst�eme. Ce mod�ele r�esulte
d'une premi�ere approximation. Un mod�ele plus pr�ecis devrait tenir compte du
temps de propagation du champ �electrique et conduirait �a un syst�eme d'�equa-
tions aux d�eriv�ees partielles. La dimension du syst�eme peut varier entre une
centaine de variables dans le cas d'une �etude d'un r�eseau r�egional, �a plusieurs
milliers de variables pour un r�eseau national.
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La nature même des sc�enarii �etudi�es conduit �a des syst�emes di��erentiels dont
les temps caract�eristiques di��erent de plusieurs ordres de grandeurs (de la mil-
liseconde pour un court-circuit, �a la seconde au cours d'un �etat d'�equilibre), ce
qui en fait des syst�emes raides. En�n, toutes les variables sont astreintes �a de-
meurer dans des intervalles de valeurs �a l'int�erieur d'une zone de fonctionnement
du r�eseau. Cela a comme cons�equence d'imposer des discontinuit�es par rapport
aux variables d'�etat du syst�eme �a la fonction le d�ecrivant. Typiquement, si une
variable atteint un certain seuil, une action est d�eclench�ee qui correspond �a un
changement du mode de calcul des fonctions donnant le syst�eme.

Le franchissement de ces seuils est un moment crucial. Un des probl�emes
pour Eurostag est de les d�etecter. L'instant pour lequel ce seuil est atteint est
essentiel dans les �etudes de re-stabilisation du r�eseau.

Comme le mod�ele math�ematique est le r�esultat d'une approximation phy-
sique de la r�ealit�e, que de nombreuses discontinuit�es sont mises en jeu, que
l'int�egration num�erique est e�ectu�ee sur de longs intervalles de temps, on est
en droit de se demander si la simulation est �able, c'est-�a-dire si qualitative-
ment, le syst�eme se re-stabilise vraiment apr�es l'intervention des automates et
si, quantitativement, les valeurs apr�es le passage d'un seuil ont un rapport avec
la r�ealit�e.

Une mani�ere de r�epondre �a cette question est de parvenir �a encadrer la
solution exacte du syst�eme di��erentiel dans un tuyau centr�e sur la solution
num�erique de fa�con �a pouvoir anticiper la d�etection du seuil (Fig. 0.1). Il s'agi-
rait donc de borner �nement l'erreur commise entre la solution num�erique et la
solution exacte.

t

ymax

TcT �
c T

0
c

Fig. 0.1 { D�etection d'un seuil

Devant le nombre des di�cult�es math�ematiques apparaissant dans les sys-
t�emes di��erentiels trait�es par Eurostag, la question qui nous �etait pos�ee �etait
de savoir dans quelle mesure il �etait possible de r�ealiser un tel encadrement dans
des cas plus simples. En somme, il nous �etait demand�e de ne retenir de toutes les
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di�cult�es �enum�er�ees ci-dessus, que la plus classique d'entre elles, celle de la va-
lidation des solutions num�eriques d'�equations di��erentielles ordinaires (EDO):

_y = f(y);
y(0) = y0;

(0.1)

int�egr�ees sur un intervalle de temps [0; T ].
Comme les syst�emes trait�es par Eurostag sont des syst�emes alg�ebriques

et di��erentiels semi-explicites et d'indice un, ils ne di��erent pas essentiellement
des �equations di��erentielles ordinaires [BCP89]. En revanche, s'il est clair qu'�a
ce niveau, nous ne consid�erons plus l'erreur de mod�elisation, il reste que la
di��erence entre la solution num�erique et la solution exacte comprend deux types
d'erreur di��erents, une erreur due �a la m�ethode d'int�egration utilis�ee et une
erreur arithm�etique, c'est-�a-dire de l'erreur due �a la repr�esentation des nombres
sur un calculateur. De ces deux types d'erreurs, nous avons fait l'hypoth�ese
que l'erreur arithm�etique �etait n�egligeable par rapport �a celle de la m�ethode
d'int�egration.

L'obtention de bornes de l'erreur commise par une solution num�erique d'�equa-
tions di��erentielles ordinaires n'est pas un probl�eme r�ecent. La majoration clas-
sique de cette erreur donn�ee par la relation [Hen62]

kyn � y(tn)k � C
eL(tn�t0) � 1

L
max

0�i�n�1
hpi ;

o�u yn est la solution num�erique de (0.1) approchant la solution exacte y(tn), L et
C sont des constantes d�ependant respectivement du probl�eme et de la m�ethode
d'int�egration, p l'ordre de la m�ethode d'int�egration et hi, le pas d'int�egration
tel que ti+1 = ti + hi, t0 = 0, est beaucoup trop pessimiste pour pouvoir être
utilis�ee.

Un domaine de l'analyse num�erique, l'analyse d'intervalle, s'est constitu�e
autour de la seule question de l'obtention d'encadrements sûrs. L'analyse d'in-
tervalle tient compte non seulement de l'erreur de la m�ethode de r�esolution, mais
aussi de l'erreur arithm�etique. Cela impose de remplacer tous les calculs sur les
nombres par des calculs sur des intervalles contenant ces nombres [Moo76]. De-
puis, des travaux ont �et�e e�ectu�es pour porter les m�ethodes de l'analyse d'inter-
valle �a l'int�egration d'�equations di��erentielles ordinaires [DS76, Rih94]. Dans le
cas de l'int�egration num�erique des EDO, cette approche conduit �a une explosion
des encadrements successifs [Rhi97]. Apr�es quelques it�erations, le seul intervalle
sûr est R lui-même.

La validation de la solution num�erique de (0.1) est moins exigeante que le
strict encadrement d�ecrit plus haut. Dans la mesure o�u de nombreuses approxi-
mations ont �et�e faites pour rendre le syst�eme di��erentiel int�egrable dans des
temps raisonnables, on peut se contenter d'une estimation de l'erreur commise.
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On prendra alors comme tuyau encadrant de la solution de (0.1), la solution
num�erique � l'estimation.

C'est l'approche que nous avons adopt�ee dans ce travail. Nous nous sommes
int�eress�es �a des m�ethodes d'estimation asymptotique. Le principe de ces m�e-
thodes est d'am�eliorer le r�esultat num�erique obtenu. E�ectivement, il su�t de
disposer d'une valeur de la solution exacte meilleure ~yn que yn pour utiliser
yn � ~yn comme d'une estimation de l'erreur commise. Quand on dispose d'un
estimateur asymptotique, il est aussi facile d'en d�eriver des bornes asympto-
tiques de l'erreur globale [BS66, Sha84].

L'int�erêt de ces m�ethodes est de rester dans la droite �le des m�ethodes
d'int�egration num�erique elles-mêmes. Elles sont donc implantables facilement
dans un logiciel industriel. Leur inconv�enient, comme les m�ethodes d'int�egration
num�erique, est de ne fournir un r�esultat qui n'est garanti qu'�a la limite, quand le
pas tend vers z�ero. La question qui se pose alors �a nous est de savoir dans quelle
mesure pour une int�egration donn�ee, ces estimateurs sont �ables, c'est-�a-dire
s'il n'est pas n�ecessaire d'attendre la convergence de l'estimateur pour obtenir
au moins l'ordre de grandeur de l'erreur et son premier chi�re signi�catif.

De plus, on ne cherche pas �a r�epondre �a cette question dans le cas de la
m�ethode particuli�ere implant�ee dans Eurostag. Le probl�eme est plutôt la re-
cherche de proc�ed�es d'estimation d'erreur que l'on puisse gre�er �a n'importe
quelle m�ethode. Et, bien que la m�ethode d'int�egration num�erique implant�ee
dans Eurostag soit une m�ethode de pr�ediction-correction �a pas et �a ordre
variables utilisant une m�elange de m�ethodes Adams et BDF [ABJ93], comme
nous nous int�eressons avant tout aux proc�ed�es g�en�eraux d'estimation de l'erreur
globale, il �etait beaucoup plus simple de nous focaliser sur les m�ethodes �a un
pas variable.

Ce m�emoire est construit de la fa�con suivante.

La Partie I pr�esente et analyse les estimateurs asymptotiques que nous avons
retenus pour notre �etude. L'analyse se restreint aux seules m�ethodes d'int�egra-
tions �a un pas. Cette partie s'attache �a �etudier l'in
uence des variations du pas
sur ces techniques d'estimation.

Les r�esultats th�eoriques concernant ces estimateurs n'�etant qu'asympto-
tiques, il est n�ecessaire de les doubler de tests num�eriques. La Partie II est
consacr�ee �a ce besoin. On reproduit les tests publi�es dans [AL97]. �A ceux-ci
nous avons ajout�e des tests e�ectu�es sur Eurostag.

La Partie III ne concerne pas directement le travail e�ectu�e autour d'Eurostag.
Elle pr�esente d'une part une application du contrôle de l'erreur locale au contour-
nement automatique des singularit�es isol�ees des EDO, d'autre part les e�ets
d'une singularit�e sur l'erreur globale.
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Premi�ere partie

Analyse de quelques

estimateurs asymptotiques

1





Chapitre 1

Introduction

Dans [Ske86], on trouve recens�es un grand nombre d'estimateurs possibles.
Ce qui a guid�e notre choix est la g�en�ericit�e des techniques d'estimation. Nous
souhaitions pouvoir les utiliser sans avoir �a entrer dans les param�etres de la
m�ethode �a un pas. Ainsi, la technique d'Epstein et Hicks [EH79] d�ecrite dans
le cas particulier de la m�ethode d'Euler ne pouvait pas être retenue, de même
que celle faisant intervenir deux m�ethodes d'int�egration di��erentes ou celle ap-
plicable �a des m�ethodes de Runge-Kutta dont l'�equation variationnelle v�eri�e
une propri�et�ee particuli�ere (Method with an Exact Principal Error Equation).
En revanche, il aurait �et�e possible de retenir la technique qui consiste �a e�ectuer
deux int�egrations avec deux tol�erances di��erentes [Ste80b]. Nous avons toutefois
pr�ef�er�e la technique comparable de Richardson.

Nous avons donc retenu quatre estimateurs :
� l'estimateur de Richardson (RS) [SW76],
� les estimateurs de Zadunaisky (ZD) [Zad76],
� l'int�egration de l'�equation variationnelle (EV) [Ste74, Pro80],
� le calcul d'une correction globale 1 (SC) [Ske86].

Ces estimateurs fonctionnent tous selon un principe commun de calcul de
variation. Ils e�ectuent tous une seconde int�egration num�erique en parall�ele
de la premi�ere. Cette seconde int�egration est obtenue en faisant varier un des
param�etres de la solution num�erique du probl�eme (0.1), ou bien en e�ectuant
une mise �a l'�echelle de l'erreur globale. Ainsi, l'estimateur de Richardson se
calcule en utilisant deux solutions num�eriques de (0.1) obtenue sur deux grilles
di��erentes. Les estimateurs de Zadunaisky utilisent la solution num�erique d'un
probl�eme voisin de (0.1) calcul�e sur la même grille. L'int�egration de l'�equation
variationnelle utilise la connaissance de l'�equation v�eri��ee par le terme dominant
de l'erreur globale. Le calcul d'une correction globale g�en�eralise cette approche.

Le Chapitre 2 est consacr�e aux rappels des notions dont nous avons besoin
pour conduire notre analyse. On rappelle en particulier, la forme du d�eveloppe-

1. Solving for the Correction, d'o�u SC.
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ment asymptotique de l'erreur globale des m�ethodes �a un pas (x2.1), les notions
de base des m�ethodes de Runge-Kutta (x2.2). On rappelle aussi au paragraphe
x2.3, les principes du contrôle de l'erreur locale dans un code d'int�egration nu-
m�erique. On d�e�nit une restriction que l'on appelle contrôle th�eorique et qui
correspond au but que cherche �a r�ealiser un contrôle e�ectif.

Le Chapitre 3 est consacr�e aux estimateurs asymptotiques. Plus qu'�a leur
coût, on s'int�eresse �a leur ordre relatif de convergence. Un estimateur asymp-
totique Ên de En est dit valide d'ordre relatif r > 0 quand il v�eri�e Ên =
En (1 + O(hr)). Pour une int�egration �a pas variable, on remplace dans la re-
lation pr�ec�edente, h par H = maxi hi ou par � , la tol�erance utilisateur. Dans
le cas d'une int�egration �a pas constant, l'ordre de convergence relatif des trois
premiers estimateurs est d�ej�a bien connu. Pour les deux premiers estimateurs, il
est de 1 [Hen62, Pro80]. L'ordre relatif maximumdes estimateurs de Zadunaisky
est �egal �a l'ordre de la m�ethode d'int�egration num�erique [FU75, Hai78].

Contrairement �a l'estimateur de Richardson, il est possible de construire une
pl�ethore de variantes autour de l'estimateur classique de Zadunaisky [Zad66].
Celles que l'on rencontre dans la litt�erature sont construites en utilisant des
proc�ed�es d'int�egration num�erique de Lagrange de la solution num�erique [Zad76,
Hai78, DDP84, DP85] ou des tangentes de la solution num�erique [DDP84,
DP85], ou d'une combinaison des deux par de l'interpolation d'Hermite [DDP84,
DP85]. La technique de Zadunaisky a aussi donn�e lieu �a des estimations de l'er-
reur locale dans [CK63, Alt82].

Contrairement �a l'estimateur de Richardson dont la preuve de l'ordre de
convergence tient en une demi-ligne (x3.1), celle des estimateurs de Zadunaisky
demande un peu d'e�ort. Pour obtenir une pr�esentation su�samment g�en�erale
et explicative du fonctionnement de ces estimateurs, on les consid�ere du point
de vue des perturbations r�eguli�eres du probl�eme (0.1). De cette mani�ere, on
essaie de faire une synth�ese des di��erents r�esultats connus sur ces estimateurs
que l'on trouve r�epartis dans [FU75, Hai78, DDP84, DP85]. Il est alors possible
de montrer qu'une partie de ce qui a �et�e fait dans le cas non-autonome (x3.2.1)
admet un pendant autonome (x3.2.2). En e�ectuant un parall�ele entre la tech-
nique de Zadunaisky et la technique d'analyse r�etrograde de l'erreur connue sous
le nom d'�Equation Modi��ee [WH74, Cor94], on montre ici comment cette der-
ni�ere permet de sortir de l'interpolation num�erique et d'envisager un algorithme
num�erico-formel d'estimation de l'erreur globale.

Dans le paragraphe x3.3, on rappelle la relation de r�ecurrence �a laquelle
conduit l'int�egration de l'�equation variationnelle.

Pour le calcul d'une correction globale, on am�eliore l�eg�erement les r�esul-
tats de [Ske86, Pet86]. On montre qu'il n'est pas n�ecessaire d'int�egrer avec une
m�ethode d'ordre p le probl�eme qu'utilise cet estimateur pour obtenir une es-
timation valide. Il est possible de r�ealiser un ordre relatif de convergence de r
avec une m�ethode d'ordre r.

Le Chapitre 4 est consacr�e �a l'extension du d�eveloppement asymptotique
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de l'erreur globale �a pas variable. E�ectivement, si une m�ethode d'int�egration
num�erique conserve son ordre de convergence en fonction du pas maximum,
la question se pose de savoir si cela reste vrai pour les estimateurs, i.e. si un
estimateur d'ordre relatif r par rapport �a h restera d'ordre r par rapport �a H.

Dans le cas de l'estimateur de Richardson et de l'int�egration de l'�equation
variationnelle, les preuves de leur ordre de convergence n'utilisent que l'existence
du premier terme du d�eveloppement de l'erreur globale. Les r�esultats classiques
sur le comportement asymptotique de l'erreur globale des m�ethodes �a un pas
variable sont alors su�sants pour conclure [CM84]. Ce n'est pas le cas des
estimateurs de Zadunaisky et du calcul d'une correction globale, dont les preuves
font un usage r�ep�et�e des termes suivants de ce d�eveloppement.

Il s'av�ere que dans le cas d'une int�egration �a pas variable, il n'existe que
des r�esultats partiels donnant l'existence des termes suivant du d�eveloppement
asymptotique de l'erreur globale en fonction deH. Cependant, au lieu de prendre
H comme param�etre de mesure de l'ordre d'un estimateur, il est aussi possible
de prendre � , la tol�erance utilisateur. Mais, même dans ce cas, il n'existe pas de
th�eor�eme assurant l'existence de ces termes pour une heuristique classique de
s�election du pas telle que l'on peut la trouver dans un code d'int�egration num�e-
rique moderne. Toutefois, un r�esultat prouvant l'existence du premier terme de
ce d�eveloppement pour un contrôle classique de l'erreur locale peut être trouv�e
dans [Hig91].

On montre dans ce Chapitre comment il est possible d'�etendre le d�evelop-
pement de l'erreur globale en fonction de la tol�erance aux termes suivants du
d�eveloppement dans le cas d'un contrôle th�eorique.

Le Chapitre 5 est un retour sur l'estimateur classique de Zadunaisky dans
le cas d'une int�egration �a pas variable. On souhaite comprendre l'in
uence des
variations du pas sur l'ordre relatif de cet estimateur. Dans la mesure o�u il
a�che un ordre relatif de p, on souhaite savoir s'il est possible qu'il conserve cet
ordre de convergence sur des grilles non-uniformes. La question se pose aussi
pour le calcul d'une correction globale. Toutefois, comme l'analyse de ce dernier
estimateur peut se ramener au pr�ec�edent, il su�t de consid�erer l'estimateur
classique de Zadunaisky.

On consid�ere ici des grilles obtenues par contrôle de l'erreur locale d�ependant
de � et des grilles convergentes d�ependantes du seul param�etre H.

Dans le premier cas, il existe d�ej�a un r�esultat donnant l'ordre de convergence
de l'estimateur de Zadunaisky par rapport �a � dans [CHMR96]. Ce r�esultat est
obtenue pour la famille particuli�ere des m�ethodes de Runge-Kutta d�evelopp�ees
par Dormand et al. dans [DLMP89]. En utilisant le r�esultat du Chapitre 4, on
�enonce dans le paragraphe x5, l'ordre de convergence de cet estimateur dans le
cas d'un contrôle th�eorique de l'erreur locale sans hypoth�ese sur la m�ethode de
Runge-Kutta utilis�ee.

Nous nous penchons par la suite, dans le paragraphe x5.2, sur le cas particu-
lier des m�ethodes Runge-Kutta d�evelopp�ees par Dormand et al. dans [DDP84,
DP85]. Ces m�ethodes ont �et�e les premi�eres d�evelopp�ees par les auteurs pour

5



obtenir par la technique de Zadunaisky une meilleure estimation qu'avec une
m�ethode quelconque.

On montre comment ces m�ethodes pr�esentent sur des grilles quelconques
un meilleur comportement asymptotique que les autres m�ethodes. Sans hypo-
th�ese sur les coe�cients de la m�ethode, pour o�rir une estimation valide, même
d'ordre 1, l'estimateur de Zadunaisky a besoin de plus d'un terme du d�evelop-
pement de l'erreur globale. En revanche, quand il est utilis�e avec les m�ethodes
sp�eci�ques de Dormand et Prince, on peut montrer que pour fournir une estima-
tion valide, il n'est plus n�ecessaire de supposer l'existence des termes suivants
du d�eveloppement de l'erreur globale par rapport au pas maximum.

Cette partie est une version augment�ee de [A��d97].
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Chapitre 2

Rappels

2.1 D�e�nitions et notations

On se donne un probl�eme de condition initiale de la forme

_y(t) = f(y(t))
y(0) = y0

(2.1)

o�u t 2 [t0; T ], t0 = 0, T > 0, f est une fonction vectorielle r�eelle, _y est la d�eriv�ee
de y par rapport �a t. Le 
ot de (2.1) sera not�e  (t0; y0; t). On supposera de plus
que la fonction f est aussi r�eguli�ere que l'on veut.

Une m�ethode num�erique fournit une valeur approch�ee yn �a l'instant tn =
tn�1 + hn�1, tM = T , de y(tn), n = 0; : : : ;M . L'erreur globale commise �a
l'instant tn est la di��erence En = yn � y(tn).

Pour plus de simplicit�e, on donne les d�e�nitions suivantes pour des m�ethodes
explicites.

D�e�nition 2.1.1 Une m�ethode �a un pas est d�e�nie par le sch�ema:

yn+1 = yn + hn�(yn; hn; f); (2.2)

o�u y0 est la condition initiale de (2.1). La fonction � est appel�ee la fonction
d'incr�ement de la m�ethode.

Quand il n'y aura pas de risque de confusion, la d�ependance de � par rapport
�a f sera omise.

D�e�nition 2.1.2 : Soit H = maxn hn. La m�ethode �a un pas (2.2) est conver-
gente si :

lim
H!0

max
0�n�M

kEnk = 0:

Elle est convergente d'ordre p si :

En = O(Hp):
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D�e�nition 2.1.3 Un estimateur Ên de En sera dit valide d'ordre relatif r > 0
quand

En = Ên (1 +O(Hr)): (2.3)

Remarques : La valeur ŷn = yn � Ên est alors d'ordre p + r par rapport �a H.
On d�e�nit de la même mani�ere l'ordre relatif d'un estimateur par rapport �a la
tol�erance utilisateur � .

On rappelle la d�e�nition de l'erreur de troncature et de l'erreur locale:

D�e�nition 2.1.4 L'erreur de troncature de la m�ethode (2.2) est

"n = y(tn+1)� y(tn)� hn�(y(tn); hn) (2.4)

D�e�nition 2.1.5 L'erreur locale de la m�ethode (2.2) est

len =  (tn; yn; tn+1) � yn+1: (2.5)

D�e�nition 2.1.6 : La m�ethode (2.2) est dite d'ordre p quand p est le plus grand
entier tel que "n = O(hp+1

n ) pour toute fonction f su�samment r�eguli�ere.

On a :

Proposition 2.1.1 [HNW87] D�es que le probl�eme (2.1) est su�samment r�e-
gulier, si la m�ethode (2.2) est d'ordre p, il existe des fonctions di telles que:

"n = dp+1(y(tn))h
p+1
n + � � �+ dp+q(y(tn))h

p+q
n +O(hp+q+1

n ): (2.6)

Remarque : L'entier q ne d�epend que de la r�egularit�e de f .

D�e�nition 2.1.7 : La m�ethode (2.2) est dite stable s'il existe une constante C
ind�ependante de H telle que, pour H < H0, yn et zn donn�es par :

yn+1 = yn + hn�(yn; hn);

zn+1 = zn + hn�(zn; hn) + �n;

v�eri�ent :

max
0�n�M

kzn � ynk � C (kz0 � y0k+
X
n<M

k�nk):

La construction d'estimateurs asymptotiques repose sur le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.1.1 [Gra64] On suppose que le probl�eme (2.1) est int�egr�e avec
la m�ethode (2.2) stable, d'ordre p � 1, �a pas constant h. Alors, il existe des
fonctions ek telles que l'on ait

yn � y(tn) = hp ep(tn) + � � �+ hp+q ep+q(tn) +O(hp+q+1); (2.7)
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uniform�ement sur [0; T ]. Les fonctions ek, k = p; : : : ; p + q, sont solutions
d'�equations di��erentielles de la forme:

_ek(t) = f 0(y(t)) ek(t) + 	k(t)
ek(0) = 0

(2.8)

o�u f 0 est le jacobien de f et 	k un terme inhomog�ene d�ependant de � et de f .
L'�equation donnant ek sera appel�ee la k-i�eme �equation variationnelle.

Preuve: On reproduit la preuve concise de [HNW87]. On consid�ere que les
valeurs :

ŷn = yn � hp ep(tn);

sont les valeurs num�eriques donn�ees par le sch�ema:

ŷn+1 = ŷn + h �̂(tn; ŷn; h):

appliqu�e �a (2.1). Par comparaison de ces valeurs avec yn, on voit que �̂ est d�e�ni
par:

�̂(tn; ŷn; h) = �(ŷn + hp ep(tn); h)� hp�1 (ep(tn + h)� ep(tn)):

Le but est alors de montrer qu'il existe une fonction ep telle que �̂ soit d'ordre
p + 1. En utilisant le fait que �y(y; 0) = f 0(y), le d�eveloppement asymptotique

de l'erreur de troncature de �̂ est :

"̂n = (dp+1(y(tn))� f 0(y(tn)) ep(tn) + _ep(tn))h
p+1 +O(hp+2):

D'o�u, ep d�e�ni par:

_ep = f 0(y) ep � dp+1(y);

ep(0) = 0;

v�eri�e le but cherch�e. Les termes suivants du d�eveloppement sont obtenus de
mani�ere r�ecursive par ce proc�ed�e. 2

Remarque :

1. Pour k = p, on a 	p(t) = �dp+1(y(t)) et pour k = p+ 1, avec p � 2,

	p+1(t) = �dp+2(y(t)) +
1

2
(f 0(y(t)) dp+1(y(t)) + d0p+1(y(t))f(y(t)):

Les termes suivants sont d'une compl�exit�e croissante. On les retrouvera
au paragraphe x3.2.2.

2. Quand on parlera de l'�equation variationnelle sans pr�eciser l'indice, cela
correspondra �a l'�equation (2.8) pour k = p.
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On fera aussi usage du th�eor�eme suivant sur les perturbations r�eguli�eres non-
autonomes :

Th�eor�eme 2.1.2 [Sha94] Si y est la solution de:

y0 = f(y);

y(t0) = y0;

et u(t; ") celle de:

u0 = f(u) + " g(t);

u(t0) = y0 + " �0;

alors:

u(t; ") = y(t) + " �(t) +O("2);

o�u � est donn�e par l'EDO lin�eaire inhomog�ene:

�0 = f 0(y) � + g(t);

�(t0) = �0:

On rappelle le Lemme de Gronwall :

Lemme 2.1.1 ([Cho59]) Soit f(y) et g(y) des fonctions de RN dans RN. Soit
G un ouvert de RN. On suppose que f satisfait une condition de Lipschitz par
rapport �a y sur G de constante L, et que :

8y 2 G; kf(y) � g(y)k � K:

Soient v et w les solutions de v0 = f(v), v(0) = v0 et de w0 = g(w), w(0) = w0.
Alors :

8t 2 [0; T ]; kv(t) �w(t)k � kv0 � w0ke
Lt +

K

L
(eLt � 1):

2.2 M�ethodes de Runge-Kutta

On rappelle la d�e�nition des m�ethodes de Runge-Kutta (RK) :

D�e�nition 2.2.1 Soit s un entier, bi, ci, aij, i; j = 1; : : : ; s des r�eels. Une
m�ethode de Runge-Kutta s-�etapes est une m�ethode de la forme :

yn+1 = yn + h

sX
i=1

bi ki;

ki = f(yn + h
sX

j=1

aij kj):
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Les coe�cients ci n'apparaissent pas explicitement parce que nous consid�e-
rons des EDO autonomes.

Il est courant de noter la m�ethode pr�ec�edente sous la forme du tableau
suivant :

c1 a11 � � � a1s
...

...
...

...
cs as1 � � � ass

b1 � � � bs

Si la matrice A = (aij) est telle que aij = 0 pour i � j, la m�ethode est dite
explicite (ERK).

Une notion importante dans l'�etude des m�ethodes de Runge-Kutta est celle
de di��erentielle �el�ementaire. Si y est la solution de (2.1), alors, on a :

�y = f 0(y)f(y);

y(3) = f 00(y)f(y)f (y) + f 0(y)f 0(y)f(y);

etc...
Les termes f 0(y)f(y), f 00(y)f(y)f(y), f 0(y)f 0(y)f(y) sont des di��erentielles

�el�ementaires. Le probl�eme vient de leur complexit�e croisante. Pour pouvoir les
manipuler, il existe plusieurs notations. On peut les indicer �a la mani�ere de
[Ste73], pp 114, ou de [Dor96], par des entiers.

Dans ce cas, on notera par exemple

F
(1)
1 = f(y);

F
(2)
1 = f 0(y)f(y);

F
(3)
1 = f 00(y)f(y)f(y);

F
(3)
2 = f 0(y)f 0(y)f(y);

et de mani�ere plus g�en�erale, F
(i)
j , la j-�eme di��erentielle �el�ementaire d'ordre i

avec 1 � j � ri o�u ri est le nombre de di��erentielles �el�ementaires d'ordre i.
Il faut alors disposer d'un tableau pour �etablir cette correspondance entre le
couple (i; j) et sa di��erentielle �el�ementaire associ�ee.

On peut aussi indicer les di��erentielles �el�ementaires par des arbres �a la ma-
ni�ere de Butcher [But87]. Cette m�ethode pr�esente l'avantage de supprimer l'ar-
bitraire du tableau pr�ec�edent.

Soit � l'arbre �a un n�ud. On note u = [u1; : : : ; um] l'arbre form�e par une
racine connect�ee �a m branches o�u sont connect�es les arbres ui, i = 1; : : : ;m. On
note T , l'union de l'ensemble de tous les arbres munis d'une racine ainsi que de
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l'arbre ; d'ordre 0. On d�e�nit alors les di��erentielles �el�ementaires de la fa�con
suivante [But87]:

D�e�nition 2.2.2 Soit f : RN ! RN une fonction su�samment di��erentiable.
La di��erentielle �el�ementaire F (u) : RN ! RN de f associ�ee �a l'arbre u =
[u1; : : : ; um] 2 T est d�e�nie par :

F (u)(y) = f (m)(y)(F (u1)(y); : : : ; F (um)(y));

et si u = �,

F (�)(y) = f(y);

On notera �(u) le nombre de n�uds de l'arbre u.
Dans le cas o�u le probl�eme (2.1) ne serait pas autonome, en ajoutant l'�equa-

tion _t = 1, on se ram�enerait au cas autonome.
Les fonctions di du d�eveloppement (2.6) s'�ecrivent comme une combinaison

lin�eaire de di��erentielles �el�ementaires d'ordre i appliqu�ees en y(t) :

di(y(t)) =
X

�(u)=i

a(u)F (u)(y(t));

o�u a : T ! R est une application ne d�ependant que des coe�cients de la
m�ethode de Runge-Kutta.

L'erreur de troncature et l'erreur locale admettent alors les d�eveloppements
suivants :

"n =
X
u2T

a(u)F (u)(y(tn))
h
�(u)
n

�(u)!
;

len =
X
u2T

a(u)F (u)(yn)
h
�(u)
n

�(u)!
:

Ce type de d�eveloppement s'appelle une B-s�erie :

D�e�nition 2.2.3 [HNW87] Soit a : T ! R une application. La s�erie formelle :

Ba(x; y) =
X
u2T

a(u)F (u)(y)
x�(u)

�(u)!
;

est appel�ee une B-s�erie.

2.3 Contrôle de l'erreur locale

Les codes d'int�egration num�erique e�ectuent leurs calculs en fonction de
vecteurs de tol�erances relative et absolue fournies par l'utilisateur. A chaque pas
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de temps, il maintient la norme d'une estimation de l'erreur locale en dessous
d'une valeur calcul�ee d'apr�es les tol�erances fournies. Pour simpli�er l'�etude de
ces heuristiques d'int�egration, on se limitera au cas o�u seul un param�etre de
tol�erance contrôle l'int�egration, la tol�erance absolue � .

On consid�erera un contrôle de l'erreur locale par pas e�ectu�e avec une esti-
mation valide (EPS) ou avec extrapolation locale (XEPS).

Un contrôle de l'erreur locale par pas consiste �a rechercher le plus grand pas
telle que l'in�egalit�e

klenk � � (2.9)

reste vraie.
La norme utilis�ee dans un code d'int�egration est d'habitude une norme eu-

clidienne pond�er�ee. Pour plus de simplicit�e, on ne consid�erera qu'une norme
euclidienne.

Comme l'erreur locale reste une inconnue, dans l'in�egalit�e pr�ec�edente, len
est remplac�ee par une estimation l̂en.

Si l'estimation est valide (contrôle EPS), pour une m�ethode d'ordre p, on
aura :

l̂en = hp+1
n dp+1(yn) +

r+1X
k=p+2

hkn d̂k(yn) +O(hr+2
n ); (2.10)

o�u dp+1 est le terme principal de l'erreur locale de la m�ethode d'int�egration.
Si on utilise de l'extrapolation locale (contrôle XEPS), on a :

l̂en =
r+1X
k=p

hkn d̂k(yn) +O(hr+2
n ): (2.11)

On cherche donc le plus grand pas tel que l'estimation de l'erreur locale passe
le test (2.9).

En pratique, un contrôle (X)EPS de l'erreur locale conduit �a une relation de
r�ecurrence de la forme:

hn+1 = (
�

kl̂enk
)1=qhn;

o�u q = p+ 1 pour un contrôle EPS et q = p pour un XEPS [Sha94].
Pour �eviter trop de rejets de pas, on a�ne la relation pr�ec�edente �a l'aide de

coe�cients de s�ecurit�e cM , cm et c ([HNW87], p. 167):

hn+1 = min(cM ;max(cm; c (
�

kl̂enk
)1=q))hn: (2.12)

A la relation (2.12) devrait être ajout�e un moyen permettant de calculer
le premier pas. Des heuristiques pour calculer un pas optimal existent (voir
[HNW87], p. 182 et pour plus de d�etails, [GSB87]).
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La relation (2.12) d�e�nit pour chaque � une suite unique de pas. Le contrôle
de l'erreur locale qu'elle d�ecrit sera appel�e contrôle pratique de l'erreur locale.

On voit qu'un contrôle pratique fait intervenir de nombreux param�etres et
que même en en n�egligeant quelques uns, il reste complexe �a �etudier. Une hy-
poth�ese couramment faite depuis l'ouvrage d'Henrici [Hen62] est de consid�erer
que le pas d'int�egration hn allant de tn �a tn+1 est donn�e par une fonction � par
hn = �(tn)H o�u � est une fonction �x�ee quand H tend vers z�ero.

Cependant, cette hypoth�ese est trop forte. D'une part, la fonction � n'existe
qu'�a la limite, quand les tol�erances deviennent petites, d'autre part, elle peut
pr�esenter des discontinuit�es. Ces deux observations conduisent �a restreindre la
relation donnant le pas �a hn = �(tn)H (1+O(H)) et � admettant un nombre �ni
de discontinuit�es du premier ordre, i.e. des sauts de hauteur �nie. Cela conduit
�a la d�e�nition d'une fonction de s�election.

D�e�nition 2.3.1 [Sha94] Une fonction de s�election est une fonction � : [0; T ]!
]0; 1], continue et d�erivable par morceaux, admettant un nombre �ni de discon-
tinuit�es, une limite �a gauche et �a droite de chaque discontinuit�e, et telle qu'il
existe � et � tels que : 0 < � � �(t) et �(�) = 1.

On peut voir sur les �gures Fig. 2.1 et Fig. 2.3, un exemple de ce que l'on
peut observer pour le rapport hn=H quand on fait diminuer la tol�erance absolue
d'int�egration de 10�4 �a 10�10 dans DOPRI5 sur un probl�eme non-lin�eaire de
dimension 4 et sur les probl�emes A3 et A4 du package DETEST (cf Partie II).
Sur la �gure Fig. 2.1, on voit clairement ce rapport venir s'accumuler sur une
fonction lisse sauf en t0 et en T . En revanche, c'est beaucoup moins net pour
les probl�emes A3 et A4 sur les �gure Fig. 2.3 et Fig. 2.5. De la même fa�con,
en anticipant un peu sur le Chapitre 4, on a repr�esent�e sur les �gures Fig. 2.2,
Fig. 2.4 et Fig. 2.6, le rapport hn=�

1=5. On peut remarquer la similitude des
courbes entre les �gures Fig. 2.1 et Fig. 2.2. C'est la même fonction sur les
deux �gures. La premi�ere fois, elle est divis�ee par H, la seconde, par �1=5.

Avant d'essayer de traiter le cas d'un contrôle pratique de l'erreur locale,
on peut �etudier si le but que se �xe le contrôle de l'erreur locale pr�eserve les
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propri�et�es asymptotiques de l'erreur globale. Le but du contrôle de l'erreur locale
est de trouver le plus grand pas hn tel que :

kl̂enk � �: (2.13)

Le probl�eme ici est que rien ne garantit l'existence de ce plus grand pas. La
situation d�ecrite sur la �gure Fig. 2.7 ne peut pas être exclue a priori.

�

hn

kl̂enk

Fig. 2.7 { Cas d'inexistence du plus grand hn

En revanche, si l'on consid�ere un contrôle de l'erreur locale tel que ce soit le
plus petit hn qui v�eri�e:

kl̂enk = � (2.14)

qui soit s�electionn�e, alors la situation pr�ec�edente n'empêche plus l'existence
et l'unicit�e du pas hn. Un tel contrôle de l'erreur locale sera appel�e contrôle
th�eorique de l'erreur locale.
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Chapitre 3

Estimateurs Asymptotiques

Dans ce chapitre, sont pr�esent�es les quatre estimateurs asymptotiques que
nous avons retenus pour notre �etude. Ils sont pr�esent�es ici dans le cas o�u l'int�e-
gration du probl�eme de condition initiale (2.1) est e�ectu�ee �a pas constant.

L'estimateur de Richardson et les estimateurs de Zadunaisky peuvent don-
ner lieu �a des proc�ed�es it�eratifs d'am�elioration de la solution num�erique initiale.
L'estimateur de Richardson entre dans le cadre plus g�en�eral des m�ethodes d'ex-
trapolation, et ceux de Zadunaisky dans celui du principe de Correction It�er�e
du D�efaut (Iterated Defect Correction principle [Ste80a]).

3.1 Estimateur de Richardson

Il se fonde sur l'existence du premier terme du d�eveloppement asymptotique
donn�e par le Th�eor�eme 2.1.1. En parall�ele avec l'int�egration num�erique de pas
h est conduite une seconde int�egration de pas h=2. On note y�2i les secondes
valeurs obtenues. On a:

yn = y(tn) + hp ep(tn) +O(hp+1)

y�2n = y(tn) +
hp

2p
ep(tn) +O(hp+1):

D'o�u :

En =
yn � y�2n
1� 2�p

+O(hp+1): (3.1)

La valeur

Rn =
yn � y�2n
1� 2�p

fournit un estimateur d'ordre relatif 1. Il est d'un emploi tr�es courant et a d�ej�a
fait l'objet d'une implantation dans un code du domaine public, GERK [SW76].

Le coût de l'estimateur de Richardson est �elev�e. Il multiplie par trois celui
de l'int�egration.
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Il est possible de r�eduire ce coût �a deux en renvoyant au lieu des valeurs
yn, les valeurs y

�
2n. C'est par exemple ce qui est fait dans GERK. Cependant,

on n'obtient plus une estimation par pas mais seulement tous les deux pas.
De plus, ce n'est pas toujours une possibilit�e que l'on peut adopter quand il
s'agit d'implanter un estimateur dans un code d�ej�a existant. Cela imposerait un
changement ind�esirable dans les valeurs obtenues jusqu'alors.

3.2 Estimateurs de Zadunaisky

Les estimateurs de Zadunaisky se construisent sur l'id�ee suivante. Si l'on
dispose d'un probl�eme voisin du probl�eme (2.1) dont on connaisse la solution
exacte, alors on peut utiliser la di��erence entre la solution de ce probl�eme voisin
obtenue par la même m�ethode que celle utilis�ee pour le probl�eme (2.1) et la
solution exacte du probl�eme voisin comme d'une estimation de l'erreur globale
commise sur le probl�eme (2.1).

�A notre connaissance, la premi�ere r�ef�erence �a cette technique d'estimation
de l'erreur globale remonte �a [Zad66]. Ce n'est que plus tard que cette technique
sera justi��ee de mani�ere heuristique dans [Zad76].

La premi�ere preuve compl�ete de l'ordre de convergence relatif de cette tech-
nique se trouve dans [FU75]. Elle est faite dans le cas des m�ethodes de Runge-
Kutta et de l'interpolation des valeurs yn de la solution num�erique. Il est
montr�e un r�esultat plus fort que la seule obtention d'une estimation valide
de l'erreur globale. Il y est donn�e l'ordre des valeurs num�eriques obtenues
apr�es plusieurs it�erations de cette technique d'estimation. Par la suite, dans
[Fra76, Fra77, FU78], les auteurs se sont attach�es �a g�en�eraliser cette preuve �a
d'autres types de probl�emes di��erentiels et �a des classes de m�ethodes plus larges.

Une seconde preuve de l'ordre de convergence de l'algorithme IDeC est don-
n�ee dans [Hai78]. Elle est d'une plus grande g�en�eralit�e que celle que l'on trouve
dans [FU75]. L'approche est di��erente. Les r�esultats sont d�emontr�es pour toutes
les m�ethodes num�eriques qui peuvent s'�ecrirent sous forme de B-s�eries. Ils ne se
limitent pas non plus �a la seule interpolation des valeurs de la solution num�e-
rique. La technique est pr�esent�ee de mani�ere explicite en terme de perturbations
r�eguli�eres non-autonomes et les hypoth�eses assurant la convergence de l'algo-
rithme sont faites sur la perturbation. Ces hypoth�eses sont exprim�ees elles aussi
�a l'aide de B-s�eries. Cette preuve est d'un abord moins ais�e pour un n�eophyte
que celle de [FU75].

En�n, on trouve dans [DDP84] une troisi�eme preuve. On pourrait la dire
interm�ediaire entre celle de [FU75] et celle de [Hai78] dans le sens o�u elle se
limite �a des m�ethodes explicites de Runge-Kutta, mais o�u elle est construite
pour être applicable �a une classe plus large de perturbations. Nous reviendrons
sur cette preuve dans le Chapitre 5, x5.2.

Le paragraphe x3.2.1 pr�esente les estimateurs de Zadunaisky en adoptant le
point de vue des perturbations r�eguli�eres [Hai78]. Toutefois, les hypoth�eses sur
la perturbation sont directement exprim�ees sous forme de bornes �a la mani�ere
de [FU75]. En pratique, ce type de bornes est facile �a montrer. Le point de vue
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des perturbations est f�econd et permet d'�etablir un lien direct entre la technique
de Zadunaisky et l'�Equation Modi��ee (voir [Cor94] pour une introduction g�e-
n�erale). Le paragraphe x3.2.2 reprend cette pr�esentation dans le cas autonome.
L'�Equation Modi��ee devient une alternative aux m�ethodes de perturbation fon-
d�ee sur de l'interpolation num�erique.

3.2.1 Perturbation non-autonome

On consid�ere des perturbations du probl�eme (2.1) de la forme:

_̂y(t) = f(ŷ(t)) + gh(t);
ŷ(0) = y0:

(3.2)

On suppose que l'on int�egre ce probl�eme avec la même m�ethode que celle
utilis�ee sur le probl�eme (2.1) et que l'on obtient les valeurs ŷn comme valeurs
approch�ees de ŷ(tn). On note fh(t; x) = f(x) + gh(t).

S'il existe des perturbations gh telles que ŷ soit connue, alors il est possible
d'utiliser ŷn � ŷ(tn) comme estimation de yn � y(tn), �a condition que gh reste
petite. C'est ce qui est fait dans [Zad76, FU78, DDP84, DP85].

Cette section pr�esente les r�esultats connus sur l'estimateur de Zadunaisky
et l'algorithme it�eratif qui s'en d�eduit, la Correction It�er�ee du D�efaut (IDeC)
[Ste78a].

Perturbations g�en�erales

Le principe de la preuve de l'ordre de convergence des estimateurs de Zadu-
naisky utilise le d�eveloppement asymptotique de l'erreur globale commise sur
les probl�emes (2.1) et (3.2) :

yn � y(tn) = hp ep(tn) + � � �+ hp+q ep+q(tn) +O(hp+q+1);

ŷn � ŷ(tn) = hp êh;p(tn) + � � �+ hp+q êh;p+q (tn) +O(hp+q+1);

o�u les fonctions êh;k sont elles aussi donn�ees par des �equations variationnelles
semblables aux relations (2.8) :

_̂eh;k(t) = f 0(ŷ(t)) êh;k(t) + 	̂h;k(t);

êk(0) = 0:

Par di��erence, on a :

yn � y(tn) � (ŷn � ŷ(tn)) = hp (ep(tn)� êh;p(tn)) + � � �

+ hp+q (ep+q(tn)� êh;p+q(tn)) +O(hp+q+1):

Il faut alors montrer que les di��erences ek � êh;k sont petites. Pour cela, il

faut montrer que les fonctions f 0(y)z + 	k et f 0(ŷ)z + 	̂h;k sont voisines.
Une premi�ere �etape consiste �a �etablir la relation entre les di��erentielles �el�e-

mentaires de fh et celles de f (Lemme 3.2.1). Une fois cette borne �etablie pour
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les di��erentielles �el�ementaires, elle s'�etend aux termes inhomog�enes, 	k et 	̂k;h

(Lemme 3.2.2).
Une di�cult�e vient de ce que même si le probl�eme (2.1) est autonome, l'�equa-

tion (3.2) ne le sera pas. Mais, comme les variables y et t sont s�epar�ees, les
d�eriv�ees crois�ees en y et t sont toutes nulles, ce qui conduit �a d'importantes
simpli�cations. On commence donc par une proposition reliant l'ordre de la
perturbation avec la di��erence des di��erentielles �el�ementaires perturb�ees et non-
perturb�ees.

Dans les applications, les d�eriv�ees successives de la perturbation gh ne reste-
ront pas du même ordre. Il est n�ecessaire de les borner, elle et toutes ses d�eriv�ees
successives. On consid�erera que gh v�eri�e pour tout k � 0 :

g
(k)
h = O(hmax(0;min(r;m�k))): (3.3)

Dans les applications que nous utiliserons ici, l'ordre r de la perturbation sera
�egal �a l'ordre p de la m�ethode d'int�egration num�erique. On les distingue ici dans
les �enonc�es parce qu'il est possible de ne pas utiliser seulement des perturbations
de cet ordre (voir [FU78], p 212 pour une application de ce type). L'entier m
correspondra �a un degr�e de r�egularit�e d�ependant de la m�ethode d'interpolation.

Lemme 3.2.1 [FU75] Soient r � m deux entiers. Soit ŷ la solution de (3.2).
On suppose que gh v�eri�e la borne (3.3). On a alors:

Fh(u)(ŷ) = F (u)(y) +O(hmax(0;min(r;m+1��(u)))): (3.4)

Lemme 3.2.2 [FU75] Soient r � m deux entiers. Soit ŷ la solution de (3.2).
On suppose que gh v�eri�e la borne (3.3). Alors, pour tout k � p,

	̂k;h = 	k +O(hmax(0;min(r;m�k))): (3.5)

Une fois ces deux lemmes montr�es, il est alors possible d'�etablir le th�eor�eme
suivant. C'est une variation du th�eor�eme donn�e dans [Hai78], p. 410.

Th�eor�eme 3.2.1 [Hai78] On suppose que (2.1) est int�egr�e avec une m�ethode
d'ordre p � 1. On note ŷn la solution num�erique de (3.2) obtenue avec la même
m�ethode. Soient r � m deux entiers. On suppose que gh v�eri�e la borne (3.3).
Alors,

ŷn � ŷ(tn) = yn � y(tn) +O(hmin(p+r;m)): (3.6)

En r�egle g�en�erale, on cherche des perturbations gh telles que la solution de
(3.2) soit connue. Toutefois, une hypoth�ese suppl�ementaire sur le comportement
de la solution du probl�eme perturb�e permet de s'en passer.

Corollaire 3.2.1 [Hai78] Soient r � m deux entiers. On suppose que (2.1) est
int�egr�e avec une m�ethode ERK d'ordre p � 1. On note ŷn, la solution num�erique
de (3.2) obtenue en utilisant la même m�ethode. On suppose que gh v�eri�e la
borne (3.3), et que, de plus, :

ŷ(tn) = yn +O(hm): (3.7)
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Alors,

ŷn � yn = yn � y(tn) +O(hmin(p+r;m)): (3.8)

Preuve: Il su�t de remplacer ŷ(tn) dans (3.6) en utilisant l'hypoth�ese (3.7).

2

L'int�erêt de ce corollaire est d'indiquer qu'il n'est pas n�ecessaire de connâ�tre
la solution du probl�eme perturb�e. Il su�t de la savoir su�samment proche de
la solution num�erique du probl�eme (2.1). Il ne reste plus qu'�a savoir si de telles
perturbations existent.

Exemples de perturbations

N'importe quelle perturbation de la forme gh(t) = _uh(t) � f(uh(t)) conduit
�a une solution exacte connue, ŷ = uh. La principale di�cult�e consiste �a trouver
une fonction uh telle gh soit su�samment petite, c'est-�a-dire �a trouver une
solution approch�ee continue de (2.1). La solution continue approch�ee la plus
simple et la plus �evidente que l'on puisse construire consiste �a interpoler la
solution num�erique elle-même [Zad76].

Soit Ph, la fonction d�e�nie par Ph(t) = Pj(t) pour t 2 [t(j�1)m; tjm] o�u Pj
et le polynôme d'interpolation de degr�e m des valeurs yi, i = (j � 1)m; : : : ; jm.
On note dh(t) = _Ph(t)� f(Ph(t)), le d�efaut de Ph dans (2.1).

Proposition 3.2.1 Soit m � 1. Le d�efaut dh v�eri�e:

dh(t) =
m�1X
k=p

hk	k(t) +O(hmax(0;min(p;p+q;m)));

pour tout k,

d
(k)
h = O(hmax(0;min(p;p+q�k;m�k))):

Preuve: On reproduit l'analyse de [FU75]. D'apr�es le Th�eor�eme (2.1.1), on a:

yn � y(tn) = hp ep(tn) + � � �+ hp+q ep+q(tn) +O(hp+q+1):

Soit Qh la fonction d�e�nie par Qh(t) = Qj(t) pour t 2 [t(j�1)m; tjm] o�u Qj est
le polynôme d'interpolation de degr�e m des valeurs y(ti), i = (j� 1)m; : : : ; jm.
On a :

Pj = Qj + hpE[j]
p + � � �+ hp+q E

[j]
p+q +O(hp+q+1);

o�u E
[j]
k , k = p; : : : ; p+ q est le polynôme d'interpolation des valeurs ek(ti), pour

i = (j � 1)m; : : : ; jm. Par cons�equent, sur [0; T ], on a :

Ph = Qh + hpEh;p + � � �+ hp+q Eh;p+q +O(hp+q+1);
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o�u Eh;k(t) = E
[j]
k (t) si t 2 [t(j�1)m; tjm]. D'apr�es un r�esultat classique d'inter-

polation polynomiale [SB93], on a :

Q
(k)
h = y(k) +O(hmax(0;m+1�k)): (3.9)

D'o�u, en utilisant ce r�esultat aussi sur les Eh;k, on a :

Ph = y + hp ep + � � �+ hm em +O(hm+1): (3.10)

De plus, nous avons vu que les fonctions qui apparaissent dans le d�eveloppement
asymptotique de yi sont toutes di��erentiables. Par d�erivation, on a alors:

_Ph = _y + hp _ep + � � �+ hm�1 _em�1 +O(hm):

En utilisant le d�eveloppement asymptotique de Ph, on a donc :

f(Ph) = f(y) + f 0(y)
mX
k=p

hk ek +O(hmin(m+1;2p));

et avec celui de _Ph, on a :

dh =
m�1X
k=0

hk( _ek � f 0(y) ek) +O(hmin(p;p+q�k;m�k)):

Comme

_ek � f 0(y) ek = 	k:

on arrive au r�esultat souhait�e.
Les bornes des d�eriv�ees de dh s'obtiennent par les relations :

dh = _Ph � _y + f(y) � f(Ph);

_dh = P
(2)
h � y(2) + f 0(y)( _y � _Ph) + (f 0(y) � f 0(Ph)) _Ph;

...

L'ordre de d(k)h est impos�e par la di��erence P (k)
h � y(k) donn�ee par les rela-

tions (3.9) et (3.10).

2

Le Th�eor�eme 3.2.1 rapproch�e de la Proposition 3.2.1 conduit �a l'�enonc�e :

Th�eor�eme 3.2.2 On suppose que (2.1) est int�egr�e avec une m�ethode ERK
d'ordre p � 1. Soit � un r�eel non-nul et m un entier tel que p � m. On note ŷn
la solution de :

_̂y = f(ŷ) + �dh(t);
ŷ(0) = y0:

(3.11)

en utilisant la même m�ethode que celle utilis�ee pour (2.1). Alors

yn + ��1 (yn � ŷn) = y(tn) +O(hmin(2p;m)): (3.12)
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Preuve: En appliquant la Proposition 3.2.1 au probl�eme (3.11), on a :

_̂y = f(ŷ) + � (hp	p(t) + � � �+ hm�1	m�1(t)) +O(hm);

ŷ(0) = y0:

En appliquant alors le Th�eor�eme 2.1.2 au probl�eme pr�ec�edent, on a :

ŷ = y + hp�p + � � �+ hm�1�m�1 +O(hm);

avec:

_�k(t) = f 0(y(t)) �k(t) + �	k(t);

�k(0) = 0:

Par lin�earit�e de l'�equation pr�ec�edente, on a �k = � ek. D'o�u,

ŷ � y = �
m�1X
k=p

hk ek(tn) +O(hm);

= � (yn � y(tn)) +O(hm);

De plus, comme �dh satisfait l'hypoth�ese (3.3), le Th�eor�eme 3.2.1 s'applique:

ŷn � ŷ(tn) = yn � y(tn) +O(hmin(2p;m)):

Cette relation peut se r�e�ecrire :

ŷn � yn = ŷ(tn)� y(tn) +O(hmin(2p;m)):

D'o�u :

ŷn � yn = � (yn � y(tn)) +O(hmin(2p;m)):

et le r�esultat annonc�e s'obtient alors par division par �.

2

Une alternative �a l'interpolation des valeurs yn est d�ej�a sugg�er�ee dans [Zad76].
Elle consiste �a interpoler les valeurs f(yi). Dans [DP85], il est montr�e que cette
alternative conduit �a une am�elioration de l'estimateur.

Proposition 3.2.2 [DP85] Soit Rh la fonction d�e�nie par Rh(t) = Rj(t) pour
t 2 [t(j�1)m; tjm] avec Rj le polynôme d'interpolation de degr�e m des valeurs
f(yi), i = (j � 1)m; : : : ; jm. Soit Sh la fonction d�e�nie par Sh(t) = Sj(t) pour
t 2 [t(j�1)m; tjm] avec Sj la fonction d�e�nie par :

Sj(t) = wj +

Z t

t(j�1)m

Rj;
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et wj d�e�nie de mani�ere r�ecursive par :

wj+1 = wj +

Z tjm

t(j�1)m

Rj;

w1 = y0:

Soit rh = Rh � f(Sh).
Alors, rh v�eri�e:

r
(k)
h = O(hmax(0;min(p;m+1�k))):

Pour retrouver le r�esultat de [DP85], p. 487, il su�t alors d'appliquer le
Th�eor�eme 3.2.1.

Proposition 3.2.3 [DP85] On suppose que (2.1) est int�egr�e avec une m�ethode
ERK d'ordre p � 1. Soit m un entier tel que p � m. On note ŷn la solution
num�erique de :

_̂y = f(ŷ) + rh(t);
ŷ(0) = y0;

(3.13)

obtenue en utilisant la même m�ethode. Alors,

ŷn � Sh(tn) = yn � y(tn) +O(hmin(2p;m+1)): (3.14)

L'int�erêt de cette alternative est de fournir un ordre de convergence �egal �a
celui de l'interpolation des yi mais avec un polynôme de degr�e inf�erieur.

Un des probl�emes li�es aux perturbations de la forme gh(t) = _uh(t)�f(uh(t))
est de conduire �a une estimation de l'erreur globale dont le coût en terme d'�eva-
luation de la fonction f , est �egal �a celui de l'estimateur de Richardson. Toutefois,
l'hypoth�ese (3.3) et le Corollaire 3.2.1 peuvent être utilis�es pour r�eduire ce coût.
On a :

Proposition 3.2.4 [Hai78] Soit d̂h la fonction polynômiale par morceaux de

degr�e m d�e�nie par d̂h(t) = d̂j(t) pour t 2 [t(j�1)m; tjm] avec d̂j le polynôme

d'interpolation de degr�e m des valeurs _Ph(ti) � f(yi), i = (j � 1)m; : : : ; jm.

Alors, d̂h v�eri�e les hypoth�eses (3.3) et (3.7).

Par cons�equent, l'usage d'une perturbation polynomiale par morceaux d̂h
conduira �a une estimation de même ordre que celle obtenue avec dh mais pour
un coût moindre.

Algorithme classique de la Correction It�er�ee du D�efaut

Le Th�eor�eme 3.2.2 permet d'am�eliorer la solution num�erique de fa�con it�e-
rative, par Correction It�erative du D�efaut (Iterated Defect Correction, IDeC),
[FU78, Ste78a]. En fait, toutes les perturbations gh v�eri�ant les hypoth�eses du
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Th�eor�eme 3.2.1 ou de son Corollaire 3.2.1 peuvent conduire elles aussi �a un tel
proc�ed�e it�eratif. On se limite ici au cas o�u gh = dh.

Dans [Ste80a], le principe IDeC est pr�esent�e sous deux versions di��erentes
nomm�ees A et B. Dans le cas de l'interpolation des valeurs yi, ces deux versions
correspondent respectivement �a une perturbation dh et �dh. Le Th�eror�eme 3.2.1
montre qu'il n'est pas n�ecessaire d'�etablir dans ce cas, une telle distinction entre
les deux versions. La premi�ere correspond �a une valeur de � = 1 et la seconde
�a � = �1. Toutes les autres valeurs non nulles de � sont possibles.

On donne l'algorithme IDeC de [FU75] dans le cas d'une perturbation �dh.
Dans [FU75], cet algorithme est envisag�e de mani�ere globale, par opposition �a
[Hai78] o�u la correction est apport�ee tous les m pas �a la solution num�erique et
le calcul est poursuivi �a partir de cette valeur corrig�ee. Il devient ici :

1. int�egrer (2.1) avec une m�ethode �a un pas. Noter yn la solution obtenue.

Poser v(1)n = yn et j = 1.

2. calculer dh;j �a l'aide des valeurs v
(j)
n .

3. en utilisant la même m�ethode, int�egrer :

_̂y(j) = f(ŷ(j)) + �dh;j(t);

ŷ(j)(0) = y0;

et noter y(j)n le r�esultat.

4. Poser v
(j+1)
n = v

(j)
n + ��1 yn � ��1 y(j)n .

5. Aller en 2 avec j := j + 1.

On a alors de mani�ere analogue au th�eor�eme 3.1, p. 7 de [FU75] :

Th�eor�eme 3.2.3 On a :

v(j)n = y(tn) +O(hmin(jp;m)): (3.15)

Nous allons voir dans le paragrpahe pr�ec�edent qu'il est possible de calquer
exactement cet algorithme dans le cas autonome.

3.2.2 Perturbation autonome

On consid�ere maintenant des perturbations du probl�eme (2.1) de la forme :

_̂y = f(ŷ) + gh(ŷ);
ŷ(0) = 0:

(3.16)

On note f̂ (y) = f(y) + gh(y) et on suppose que l'on int�egre ce probl�eme
avec la même m�ethode que celle utilis�ee pour le probl�eme (2.1). En consid�erant
des perturbations explicites de la forme hr gr(y) + � � � + hm gm(y), on �evite le
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probl�eme des bornes sur les d�eriv�ees successives de la perturbation. Ici, elles
seront n�ecessairement v�eri��ees par r�egularit�e des gk.

La principale di��erence avec le cas des perturbations non-autonomes est qu'il
y a peu de chances maintenant de trouver une fonction gh telle que la solution
exacte de (3.16) soit connue. Toutefois, nous avons vu que le corollaire 3.2.1
nous permet de nous a�ranchir de la n�ecessit�e de connâ�tre la solution exacte
du probl�eme perturb�e.

L'�etape la plus importante a d�ej�a �et�e r�ealis�ee pour la technique d'analyse r�e-
trograde de l'erreur que l'on appelle l'�Equation Modi��ee. Cette �equation consiste
pr�ecis�ement �a chercher une EDO de la forme (3.16) telle que sa solution exacte
co��ncide avec la solution num�erique de (2.1). Cette approche est surtout utili-
s�ee �a des �ns d'analyse du comportement qualitatif des m�ethodes num�eriques
[GSS86, CMSS94, Hai94, HS97].

En g�en�eral, une telle �equation n'existe pas d�es que l'on sort du cas lin�eaire.
Par contre, il a �et�e montr�e dans [Hai94, HW96] qu'il existe toujours une �Equa-
tion Modi��ee tronqu�ee dont la solution passe aussi pr�es que l'on veut de la
solution num�erique de (2.1). Il est possible alors de r�ecup�erer la situation du
Corollaire 3.2.1 et d'en d�eduire un analogue du Th�eor�eme 3.2.2, puis une ver-
sion autonome de l'algorithme IDeC.

�Equation Modi��ee

On rappelle le th�eor�eme �etablissant l'existence d'une �Equation Modi��ee
d'ordre K.

Th�eor�eme 3.2.4 [HW96] On consid�ere une m�ethode stable �a un pas, d'ordre
p � 1. Alors, il existe des fonctions fi, i = p; : : : ;K � 1 telles que sur tout
intervalle �ni

yn � ŷ(tn) = O(hK);

o�u ŷ est la solution de :

_̂y = f(ŷ) + hp fp(ŷ) + � � �+ hK�1 fK�1(ŷ);
ŷ(0) = y0:

(3.17)

Une formule explicite donnant les fi pour des m�ethodes de Runge-Kutta se
trouve dans [Hai94]. Il y est montr�e qu'il existe des applications ck : T ! R

telles que :

fk(y) =
X

�(s)=k+1

ck(s)F (s)(y): (3.18)

D'autre part, on peut remarquer que les fk pour k = p; : : : ; 2p�1 sont �egaux
aux 	k apparaissant dans les �equations variationnelles (2.8) (Proposition 3.2.5).
Un point important �a relever ici est que les fk sont des combinaisons lin�eaires
des di��erentielles �el�ementaires de f d'ordre k + 1. Par cons�equent, il su�t de
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borner la di��erence de ces derni�eres avec celles de f̂ pour obtenir la relation
entre les erreurs globales commises sur (2.1) et (3.2).

Proposition 3.2.5 On suppose que (2.1) est int�egr�e avec une m�ethode ERK
d'ordre p � 1. Soient 	k les termes inhomog�enes apparaissant dans les �equations
variationnelles donnant les ek de (2.8). Soient fk les fonctions apparaissant dans
(3.17). Alors, pour k = p; : : : ; 2 p� 1, on a :

	k(t) = fk(y(t)): (3.19)

Preuve : On a :

yn = y(tn) + hp ep(tn) + � � �+ hN�1 eN�1(tn) +O(hN ):

De mani�ere formelle, on peut �ecrire:

yn = y(tn) +
X
k�p

hk ek(tn)

Donc, la solution de l'�Equation Modi��ee ŷ est telle que :

ŷ = y +
X
k�p

hk ek:

Par d�erivation par rapport au temps, on a :

_̂y = _y +
X
k�p

hk _ek:

Par cons�equent, comme ŷ est solution de (3.17), on a :

_y +
X
k�p

hk _ek = f(y +
X
k�p

hkek) +
X
j�p

hjfj(y +
X
k�p

hkek):

Par d�eveloppement en s�erie de Taylor de f et des fi au voisinage de y, on a :

f(ŷ) = f(y) + hp f 0(y) ep + � � �+ h2p�1 f 0(y) e2p�1

+ h2p(f 0(y)e2p + 1=2f 00(y)e2p) + � � �

hp fp(ŷ) = hp fp(y) + h2p f 0p(y)ep + � � �

...

h2p�1 f2p�1(ŷ) = h2p�1 f2p�1(y) + � � �

h2p f2p(ŷ) = h2p f2p(y) + � � �
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En rassemblant les termes de même ordre, on a _ek = f 0(y) ek + fk(y) pour
k = p; : : : ; 2p� 1. Par d�e�nition de l'�equation variationnelle donnant ek, on a :

	k(t) = fk(y(t))

pour k = p; : : : ; 2p� 1, ce qui termine la preuve.

2

Remarque:

1. Cette relation n'est plus vraie �a partir de h2p. On a

_e2p = f 0(y)e2p + f2p(y) +
1

2
f 00(y)e2p + f 0p(y)ep :

2. La proposition pr�ec�edente avec la relation explicite donnant les fp dans
[HS97] donne aussi un moyen relativement plus simple de construire les
expressions alg�ebriques donnant les termes inhomog�enes que l'expression
que l'on peut trouver dans [Ste73], pp 154-155.

2

On �etablit maintenant une proposition montrant la relation entre l'int�egra-
tion du probl�eme perturb�e (3.16) et celle du probl�eme non-perturb�e. Le fait
que la perturbation soit autonome complique beaucoup les relations entre les
di��erentielles �el�ementaires de f et celles de f̂ . Il n'y a plus les simpli�cations
propres au cas non-autonome. Cependant, le fait de prendre la perturbation de
la forme hr g(y) permet de dire tout de suite que toutes les di��erences entre les

di��erentielles �el�ementaires de f et celles de f̂ seront en O(hr).

Proposition 3.2.6 Soit r un entier. On consid�ere une perturbation de (2.1) de
la forme :

_̂y = f(ŷ) + hr g(ŷ);
ŷ(0) = y0;

(3.20)

o�u g est in�niment di��erentiable. On suppose que l'on int�egre ce probl�eme avec
la même m�ethode RK d'ordre p � 1 que pour (2.1). Alors, la solution num�erique
ŷn de (3.20) v�eri�e :

ŷn � ŷ(tn) = yn � y(tn) +O(hp+r): (3.21)

Preuve: En utilisant le Th�eor�eme 2.1.1 sur (3.20), on a :

ŷn � ŷ(tn) =

p+qX
k=p

hk êh;k(tn) +O(hp+q+1):
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Les fonctions êh;k sont d�e�nies cette fois par :

_̂eh;k = f̂ 0(ŷ) êh;k + f̂h;k(ŷ);

ê(0) = 0;

o�u f̂ (ŷ) = f(ŷ) + hr g(ŷ) et o�u la relation (3.19) a �et�e utilis�ee. On a:

f̂ 0 = f 0 + hr g0;

et par r�egularit�e de g, f̂ 0 = f 0 +O(hr). D'o�u,

_̂eh;k = f 0(ŷ) êh;k + f̂h;k(ŷ) +O(hr);

ê(0) = 0:

De plus, pour tout s 2 T , par lin�earit�e et composition, on a :

F̂ (s)(ŷ) = F (s)(ŷ) + hr Ĝh(s)(ŷ);

o�u Ĝh(s)(y) repr�esente un terme contenant une combinaison de di��erentielles
�el�ementaires de f et de g au moins born�e par rapport �a h. Comme g est r�eguli�ere,
on a :

F̂ (s)(ŷ) = F (s)(ŷ) +O(hr):

Et, en utilisant le fait que les fonctions f̂k sont des combinaisons lin�eaires de
di��erentielles �el�ementaires de f̂ d'ordre k + 1 (relation (3.18)), on a

f̂h;k(ŷ) = fk(ŷ) +O(hr):

D'o�u :

_̂eh;k = f 0(ŷ) êh;k + fk(ŷ) +O(hr);

ê(0) = 0:

Comme

kF (s)(ŷ)� F (s)(y)k � Csky � ŷk;

et que ky�ŷk = O(hr). Par le Lemme de Gronwall 2.1.1, on a êh;k�ek = O(hr),
k = p; : : : ; 2 p� 1. D'o�u:

ŷn � ŷ(tn) =

p+qX
k=p

hk (ek(tn) +O(hr)) +O(hp+q+1);

= yn � y(tn) +O(hp+r);

ce qui conclut la preuve.

2
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Le th�eor�eme suivant �etablit comment l'�Equation Modi��ee peut être utilis�ee
pour am�eliorer la solution num�erique de (2.1).

Th�eor�eme 3.2.5 On suppose que (2.1) est int�egr�e avec une m�ethode RK d'ordre
p � 1. On consid�ere :

_̂y = f(ŷ) + �

K�1X
i=p

hi fi(ŷ);

ŷ(0) = y0;

o�u les fk sont les fonctions apparaissant dans l' �Equation Modi��ee associ�ee �a f
et �a la m�ethode RK. Soit ŷn sa solution num�erique obtenue en utilisant la même
m�ethode. Alors,

yn + ��1 (yn � ŷn) = y(tn) +O(hmin(2p;K)): (3.22)

Preuve : En utilisant la Proposition 3.2.6, on a :

ŷn � ŷ(tn) = yn � y(tn) +O(h2p):

De plus :

ŷ = y + hpyp + � � �+ hK�1yK�1 +O(hK);

avec

_yk = f 0(y)yk + �fk(y);

pour k = p; : : : ;K � 1 et K � 2p. Comme les �equations variationnelles sont
a�nes, on a yk = � ek. Donc,

ŷ = y + �hpep + � � �+ �hK�1eK�1 +O(hK):

Par cons�equent,

ŷ(tn) = y(tn) + � (yn � y(tn)) +O(hmin(2p;K)):

En rempla�cant cette relation dans la pr�ec�edente, on a :

(�� 1) yn + ŷn
�

= y(tn) +O(hmin(2p;K)):

2

Algorithme autonome de la Correction It�er�ee du D�efaut

De même que le Th�eor�eme 3.2.2 ouvrait la porte �a un algorithme it�eratif
d'am�elioration de la solution num�erique, le Th�eor�eme 3.2.5 le permet aussi.
L'ordre auquel on tronque l'�Equation Modi��ee correspond au degr�e des poly-
nômes d'interpolation des yi.
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En prenant comme m�ethode de base une m�ethode de Runge-Kutta, on peut
d�ecrire la version autonome de l'algorithme IDeC de la fa�con suivante :

1. int�egrer (2.1) avec la m�ethode �a un pas. Noter yn la solution obtenue.

Poser v(1)n = yn et j = 1.

2. calculer Fj, la s�erie de l'�Equation Modi��ee associ�ee aux valeurs v
(j)
n et au

probl�eme (2.1) �a l'ordre K.

3. en utilisant la même m�ethode, int�egrer :

_y = f(y) + �Fj(y);

y(0) = y0;

et noter y
(j)
n , les valeurs obtenues.

4. Poser v
(j+1)
n = v

(j)
n + ��1 yn � ��1 y(j)n .

5. Aller en 2 avec j := j + 1.

Th�eor�eme 3.2.6 Pour l'algorithme pr�ec�edent, on a :

v(j)n = y(tn) +O(hmin(jp;K)): (3.23)

Remarque : Pour obtenir les fonctions Fj(y) �a partir des valeurs v(j)n , on
peut proc�eder de la mani�ere suivante.

La fonction F1 est donn�ee par la s�erie de l'�equation modi��ee associ�ee �a f et

�a v(1)n = yn. On connait l'expression des coe�cients c1 de la B-s�erie de yn.

1. On suppose que l'on connait Fj et l'expression des coe�cient cj de la

B-s�erie en f donnant v
(j)
n .

2. On a :

y
(j)
1 =

X
u2T

h�(u)

�(u)!
�(u)a(u)Fj(u)(y0);

o�u Fj(u) est la di��erentielle �el�ementaire associ�ee a u pour la fonction
f + �Fj. Elle d�epend de h. Le nombre �(u) est le nombre de mani�ere
d'indicer de mani�ere croissante l'arbre u.

3. On la d�eveloppe en fonction de h, on remplace dans l'expression pr�ec�edente

et on r�e-arrange les termes pour obtenir l'expression de la B-s�erie de y
(j)
1

en fonction des di��erentielles �el�ementaires de f . On note cj ses coe�cients.

4. On a alors l'expression de la B-s�erie de v
(j+1)
1 . Ses coe�cients sont donn�es

par cj+1 = cj +
a� aj
�

.
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5. A partir de cj+1, on peut calculer Fj+1 �a l'aide de la relation (2.12) de
[Hai94].

L'�etape 3 donne lieu �a des calculs lourds.
Exemple: Soit _y = � y, y(0) = 1, que l'on int�egre avec la m�ethode d'Euler

explicite. Dans ce cas simple, l'�Equation Modi��ee peut se calculer sous forme
close:

_z =
ln(1 + �h)

h
z:

Sa solution passe exactement par les valeurs yn = (1 + �h)n. Son int�egration
donne :

ŷn = (1 + �̂ h)n;

avec �̂ = (1=h) ln(1 + �h). La valeur am�elior�ee en utilisant l'algorithme pr�ec�e-
dent pour � = 1 est:

2 (1 + �h)n � (1 + �̂ h)n:

L'�Equation Modi��ee associ�ee �a v
(2)
n n'est pas d'un calcul direct, alors que celle

recherch�ee pour � = �1, c'est-�a-dire pour les valeurs

v(2)n = ŷn

elles-mêmes, est :

_z = (� + � �
ln(1 + �h)

h
) z:

On peut alors calculer les valeurs am�elior�ees de mani�ere r�ecursive par l'algo-
rithme :

�k = �+ �k�1 � 1
h ln(1 + �k�1 h);

�0 = �:
(3.24)

On peut v�eri�er alors que :

(1 + �k h)
(t=h) � e� t = O(hk+1):

2

3.3 Int�egration de l'�equation variationnelle

Les m�ethodes d'estimation pr�ec�edentes (RS et ZD) sont coûteuses. Il est sug-
g�er�e dans [Pro80] d'int�egrer l'�equation variationnelle donnant le premier terme
du d�eveloppement de l'erreur globale. L'estimation obtenue est alors identique
�a celle propos�ee dans [Ste74].
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A premi�ere vue, l'�equation variationnelle de l'erreur a l'air de peu d'int�erêt
pour estimer l'erreur globale. D'une part, elle n�ecessite le calcul du jacobien,
d'autre part, elle n�ecessite la solution exacte. Toutefois, ces deux probl�emes se
r�eglent assez vite en faisant des approximations simples. On remplace le jacobien
par une di��erence divis�ee et la solution exacte par la solution num�erique obtenue.
De plus, l'int�erêt de cette �equation est de pouvoir être int�egr�ee par une m�ethode
d'ordre peu �elev�e.

Ainsi, en appliquant la m�ethode d'Euler �a (2.8) pour k = p, on obtient :

ep;i+1 = ep;n + h f 0(y(tn))ep;n + h dp+1(tn);

ep;0 = 0:

On consid�ere maintenant vn = hp ep;n. Il est clair que vi est une estimation
valide de En puisque vn = hp (ep(tn) +O(h)) et que donc, vn = En+O(hp+1).

En utilisant alors le premier terme du d�eveloppement de l'erreur de tronca-
ture "n, on a :

vn+1 = vn + h (f(yn) � f(yn � vn)) + "n;
v0 = 0:

(3.25)

Cette relation est d�ecrite dans [Ste78b] comme un moyen peu coûteux per-
mettant d'estimer l'erreur globale. Elle ne demande qu'une seule �evaluation
suppl�ementaire de la fonction f par pas de calcul, f(yn � vn).

Toutefois, elle n�ecessite encore le remplacement de l'erreur de troncature par
une estimation. Elle restera valide si on la remplace par une estimation valide
de l'erreur de troncature "̂n = "n (1 +O(h)).

Le fait que la plupart des codes d'int�egration num�erique e�ectue de l'extra-
polation locale pour estimer l'erreur locale conduit �a une estimation non-valide
de l'erreur locale. Par cons�equent, il est �a pr�evoir que l'utilisation de ces valeurs
dans la relation (3.25) ne conduise pas �a des r�esultats brillants.

Il est possible d'utiliser le d�efaut du polynôme d'interpolation Ph vu pour
ZD. E�ectivement, on vu que

h dh(tn) = hp+1	p(tn) +O(hp+2);

= hp+1 dp+1(tn) +O(hp+2);

= "n +O(hp+2):

3.4 Calcul d'une Correction Globale

La fonction d'interpolation Ph d�ecrite au paragraphe x3.2 conduit directe-
ment �a un autre algorithme pr�esent�e dans [Ske86]. On consid�ere :

Eh = Ph � y:

La fonction Eh donne la valeur de l'erreur globale �a chaque instant tn; n = 0; : : : .
Elle satisfait l'�equation di��erentielle :

_Eh(t) = _Ph(t)� f(Ph(t)� Eh(t));
Eh(0) = 0:

(3.26)
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L'�equation (3.26) peut alors être int�egr�ee avec une autre m�ethode que celle
utilis�ee pour (2.1). On note "n sa solution num�erique. Elle fournit directement
une estimation de l'erreur globale. Pour que cette estimation soit valide, il est
courant de demander que la m�ethode utilis�ee pour int�egrer (3.26) soit d'un
ordre au moins �egal �a celui de la m�ethode employ�ee pour (2.1) [Ske86, Pet86,
DLMP89, DP89, DGP94]. Ce n'est pas n�ecessaire.

De plus, une remarque dans [Pet86] indique que d'autres types d'interpola-
tion peuvent être envisag�es. Dans [Pet86], l'interpolation des f(yi) est utilis�ee
avec succ�es dans des tests num�eriques.

Par cons�equent, au lieu de se limiter �a Ph et Sh, nous reprenons des pertur-
bations de la forme gh(t) = _uh(t) � f(uh(t)) vues au paragraphe x3.2.1. Nous
supposons qu'elle v�eri�e une borne semblable �a (3.3), pour tout k � 0 :

g
(k)
h = O(hmax(0;min(p;m�k))): (3.27)

Cette fois, on ne consid�ere pas de perturbations qui seraient d'un ordre inf�erieur
�a celui de la m�ethode.

Et, nous posons :

Eh = uh � y;

ce qui conduit �a :

_Eh(t) = _uh(t)� f(uh(t)� Eh(t));
Eh(0) = uh(0)� y(0):

(3.28)

La condition initiale peut maintenant être non nulle.
On continue �a noter "n sa solution num�erique. Maintenant, l'estimateur SC

est :

"̂n = "n � uh(tn) + yn: (3.29)

Pour montrer son ordre de convergence, on commence par un lemme:

Lemme 3.4.1 Soit f̂h(t; x) = _uh(t) � f(uh(t) � x). On suppose que gh v�eri�e
la borne (3.27). Alors pour tout s 2 T :

F̂h(s)(Eh) = O(hmax(0;min(p;m+1��(s)))): (3.30)

Preuve: En reprenant l'analyse de [Dor96], p. 236, on d�e�nit :

fh(t; x) = f(x) + gh(t):

On a alors :

f̂h(t; Eh) = fh(t; uh) � f(y):

L'auteur montre alors que :
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F̂h(s)(Eh) = Fh(s)(uh) � F (s)(y) +O(hp):

En utilisant alors le Lemme 3.2.1, on a :

Fh(s)(uh) = F (s)(y) +O(hmax(0;min(p;m��(s)+1))):

D'o�u :

F̂h(s)(Eh) = O(hmax(0;min(p;m+1��(s)))):

2

On peut maintenant �etablir l'ordre de convergence du Calcul d'une Correc-
tion Globale.

Th�eor�eme 3.4.1 On suppose que (2.1) est int�egr�e avec une RK d'ordre p � 1.
On suppose que gh v�eri�e la borne (3.27). On suppose que le probl�eme (3.28)
est int�egr�e avec une RK d'ordre q � 1. Alors,

"̂n = yn � y(tn) +O(hmin(m;p+q)): (3.31)

Preuve : L'usage d'une RK d'ordre q sur (3.28) conduit �a une valeur "n v�eri-
�ant :

"n = Eh(tn) + hq lh;q(tn) + � � �+ hq+p lh;q+p(tn) +O(hq+p+1);

o�u les fonctions lh;i, i = q; : : : ; q + p sont donn�ees par :

_lh;i = f̂ 0h(Eh) lh;i + 	̂h;i

lh;i(0) = 0:

et f̂h(t; x) = _uh(t)�f(uh(t)�x). Par cons�equent, f̂ 0h(x) = f 0(uh�x) et f̂ 0h(Eh) =
f 0(y), qui ne d�epend ni de h, ni de Eh. Les �equations variationnelles se r�eduisent
alors �a :

_lh;i = f 0(y) lh;i + 	̂h;i

lh;i(0) = 0:

Ces �equations sont des perturbations r�eguli�eres non-autonomes de :

_X = f 0(y)X
X(0) = 0;

dont la solution est z�ero. Le Lemme 3.4.1 permet d'obtenir alors la relation
�equivalente de la Proposition 3.2.2, pour i � q :

	̂i(t) = O(hmax(0;min(p;m�i))):
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D'o�u pour i � q :

lh;i(t) = O(hmax(0;min(p;m�i))):

Et,

hi lh;i(t) = O(hmax(i;min(p+i;m))):

De plus, comme:

Eh(tn) = uh(tn)� yn + yn � y(tn);

on a :

"n � uh(tn) + yn = yn � y(tn) +O(hmin(p+q;m)):

2

Cette proposition montre qu'il n'est pas n�ecessaire d'utiliser des polynômes
de degr�e �elev�e pour peu qu'on l'on int�egre (3.28) avec une m�ethode d'ordre
r < p. Elle �etablit aussi que par exemple, dans le cas de l'interpolation des yi, il
su�t de prendre des polynômes de degr�e p+ r et une m�ethode de r�eint�egration
d'ordre r pour garantir un ordre p+r. Et, dans le cas de l'interpolation des f(yi),
cela signi�e qu'il su�t d'utiliser une m�ethode d'ordre r+1 et des polynômes de
degr�es p+ r pour garantir un ordre p+ r + 1.

Remarque : L'int�egration de l'�equation variationnelle n'est qu'un cas particu-
lier de cet estimateur. On a vu au paragraphe x3.3 que quand la m�ethode d'Euler
est appliqu�ee �a l'�equation variationnelle, on obtient la relation de r�ecurrence :

en+1 = en + h (f(yn) � f(yn � en)) + "̂n;

e0 = 0;

o�u "̂n est une estimation valide de l'erreur de troncature. On peut retrouver
cette relation par application de la m�ethode d'Euler sur (3.26).

On a :

En+1 = En + h ( _Ph(tn)� f(yn � En)):

En d�eveloppant f au voisinage de Ph(tn), on a :

En+1 = En + h ( _Ph(tn)� f(yn) + f 0(yn) En)) +O(h2p):

En utilisant l'approximation

f 0(yn) En = f(yn)� f(yn � En) +O(E2n);

on obtient la relation :

En+1 = En + h (f(yn) � f(yn � En) + h dh(tn; h):

Comme m � p + 1, le terme h dh(tn; h) est une estimation valide de l'erreur
locale.

2
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Illustration Num�erique: Pour v�eri�er l'ordre de l'estimateur �enonc�e plus
haut, nous avons e�ectu�e des calculs symboliques sur l'�equation _y = y2, y(0) = 1.
Nous avons utilis�e Maple pour calculer le d�eveloppement en s�erie de Taylor de
la solution num�erique et de sa valeur corrig�ee �a l'aide de l'estimateur SC sur les
m premiers pas. Les r�esultats suivants montrent l'ordre local de cet estimateur.

Nous avons utilis�e des m�ethodes ERK classiques d'ordre 2 �a 4, ainsi que
des polynômes d'interpolation des yi et des f(yi). On peut voir qu'avec p = 3,
m = 4 et q = 1 un terme suppl�ementaire est obtenu dans les valeurs corrig�ees
et qu'avec les mêmes valeurs de p et de m, si q = 2 on ne gagne pas de termes
suppl�ementaires par rapport au calcul pr�ec�edent. Ici, on est limit�e par le degr�e
du polynôme d'interpolation.

> read SolvCor ;

Solving For The Correction with parameters

p := 3

m := 4

q := 1

Error committed on the y[4]

ER4 := �
4

3
h4 �

33

2
h5 + O(h6)

Error on the corrected value y[4] - eps[4]

sc4 :=
34

3
h5 + O(h6)

> read SolvCor ;

Solving For The Correction with parameters

p := 3

m := 4

q := 2

Error committed on the y[4]

ER4 := �
4

3
h4 �

33

2
h5 + O(h6)

Error on the corrected value y[4] - eps[4]

sc4 := �
31

4
h5 + O(h6)
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Cela s'observe aussi avec m = 5 et q variant de 1 �a 3.

> read SolvCor;

Solving For The Correction with parameters

p := 3

m := 5

q := 1

Error committed on the y[5]

ER5 := �
5

3
h4 �

635

24
h5 �

6745

24
h6 +O(h7)

Error on the corrected value y[5] - eps[5]

sc5 := �
35

6
h5 �

1355

6
h6 +O(h7)

> read SolvCor ;

Solving For The Correction with parameters

p := 3

m := 5

q := 2

Error committed on the y[5]

ER5 := �
5

3
h4 �

635

24
h5 �

6745

24
h6 +O(h7)

Error on the corrected value y[5] - eps[5]

sc5 := �
25

4
h6 + O(h7)

> read SolvCor ;

Solving For The Correction with parameters

p := 3

m := 5

q := 3

Error committed on the y[5]

ER5 := �
5

3
h4 �

635

24
h5 �

6745

24
h6 +O(h7)
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Error on the corrected value y[5] - eps[5]

sc5 := �
3475

384
h6 +O(h7)

Il est aussi possible de voir que l'interpolation des valeurs f(yi) conduit �a
des valeurs corrig�ees meilleures. L'ordre de l'estimateur peut être ici p + q � 1
avec des polynômes de degr�e p+ q.

Sur le même exemple, cette propri�et�e est observ�ee avec une m�ethode de base
d'ordre 2 et m = 2. Il su�t maintenant d'int�egrer (3.28) avec la m�ethode d'Euler
pour obtenir un terme suppl�ementaire de la solution exacte. Le même calcul est
conduit avec m = 3 and q = 2. L'ordre local est maintenant de 5.

> read SolvCor ;

Solving For The Correction with parameters

p := 2

m := 2

q := 1

And Interpolation of the f(y[i]) values
Error committed on the y[2]

ER2 := �
3

2
h3 �

13

2
h4 + O(h5)

Errors on the corrected value y[2] - eps[2]

sc2 := �
3

2
h4 +O(h5)

> read SolvCor ;

Solving For The Correction with parameters

p := 2

m := 3

q := 2

And Interpolation of the f(y[i]) values
Error committed on the y[3]

ER3 := �
9

4
h3 �

33

2
h4 �

339

4
h5 +O(h6)

Errors on the corrected value y[3] - eps[3]
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sc3 := �
75

16
h5 + O(h6)

On reprend ces calculs avec une m�ethode de base d'ordre 3. Si l'on compare
les valeurs corrig�ees pour m = 3, q = 1 et pour m = 3, q = 2, on remarque que
dans les deux cas, seul un terme de plus est obtenu. En�n, un calcul avec m = 4
et q = 2 montre que maintenant deux termes sont gagn�es.

> read SolvCor ;

Solving For The Correction with parameters

p := 3

m := 3

q := 1

And Interpolation of the f(y[i]) values
Error committed on the y[3]

ER3 := �h4 �
71

8
h5 +O(h6)

Errors on the corrected value y[3] - eps[3]

sc3 :=
7

2
h5 +O(h6)

> read SolvCor ;

Solving For The Correction with parameters

p := 3

m := 3

q := 2

And Interpolation of the f(y[i]) values
Error committed on the y[3]

ER3 := �h4 �
71

8
h5 �

429

8
h6 + O(h7)

Errors on the corrected value y[3] - eps[3]

sc3 := �
33

16
h5 �

311

16
h6 +O(h7)

> read SolvCor ;

Solving For The Correction with parameters
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p := 3

m := 4

q := 2

And Interpolation of the f(y[i]) values
Error committed on the y[4]

ER4 := �
4

3
h4 �

33

2
h5 �

275

2
h6 +O(h7)

Errors on the corrected value y[4] - eps[4]

sc4 := �
5

3
h6 +O(h7)
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Chapitre 4

Analyse asymptotique

d'une int�egration �a pas

variable

Les preuves de l'ordre relatif de convergence de ZD et SC e�ectu�ees dans le
Chapitre 3 l'ont �et�e en supposant que le pas d'int�egration �etait constant. Cette
hypoth�ese n'est pas v�eri��ee dans Eurostag et elle ne l'est pas non plus dans
les codes d'int�egration num�erique disponibles sur la NetLib 1.

Si l'on souhaite calquer les preuves faites dans le cas d'une int�egration �a
pas constant, il faut pouvoir �etendre le Th�eor�eme 2.1.1 �a une grille convergente,
c'est-�a-dire dont le pas maximum tend vers z�ero. Il faut tout d'abord faire une
croix sur un �enonc�e qui nous dirait que l'on peut �ecrire :

yn = y(tn) +Hp ep(tn) + � � �+Hp+q ep+q(tn) +O(Hp+q+1);

d�es que la grille serait convergente. Il est extrêmement facile d'exhiber une suite
de grilles convergentes pour laquelle même le premier terme de ce d�eveloppement
n'existe pas. Pour cela, il su�t d'utiliser des suites extraites. On consid�ere deux
suites de grilles (hN;i)1�i�N et (ĥN;i)1�i�N telles que les limites

lim
N!1

yN � y(tN )

Hp
N

et

lim
N!1

ŷN � y(tN )

Ĥp
N

existent, vaillent respectivement E et Ê et soient di��erentes. Alors, la suite de
grilles (h�N;i)1�i�N d�e�nie par h�N;i = hN;i si N est pair et h�N;i = ĥN;i si N est

1. http://www.netlib.org/ode/index.html
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impair, est telle que

lim
N!1

y�N � y(tN )

H�p
N

n'existe pas.
Une fois ce point admis, on peut ou bien chercher �a caract�eriser les grilles

pour lesquelles le d�eveloppement asymptotique de l'erreur globale est pr�eserv�e,
ou bien chercher �a montrer dans quelle mesure les algorithmes qu'utilisent les
codes d'int�egration num�erique pr�eservent ce d�eveloppement. Il n'existe pas de
th�eor�eme caract�erisant les grilles pour lesquelles le d�eveloppement asymptotique
de l'erreur globale est pr�eserv�e. Et, c'est plutôt la seconde approche, plus prag-
matique, qui est adopt�ee dans la litt�erature. Cependant, même cette voie est
d'un abord di�cile. Les algorithmes de s�election du pas sont nombreux.

Fond�es sur des approximations des solutions locales, ils utilisent des para-
m�etres de lissage et des heuristiques optimisant leurs variations. Ils sont d�evelop-
p�es pour optimiser le coût de l'int�egration et valid�es par l'exp�erience num�erique,
et non pas construits pour maintenir l'existence du d�eveloppement de l'erreur
globale.

Les extensions du Th�eor�eme 2.1.1 au cas d'une int�egration �a pas variable
peuvent s'�ecrire en consid�erant comme param�etre ind�ependant de d�eveloppe-
ment ou bien le pas maximumH [Hen62, HNW87, Sha94], ou bien la tol�erance
utilisateur � [Ste80b, Hig91, CHMR97, Stu97]. Dans les deux cas, il faut ajouter
�a ce param�etre un proc�ed�e pour d�eterminer le ra�nement de la grille. Dans le
premier cas, il s'agit d'une fonction � de s�election du pas, dans le second, d'une
heuristique du contrôle de l'erreur locale de type (2.12). Dans le cas o�u � est
suppos�e su�samment r�eguli�ere, on retrouve tous les termes du d�eveloppement
asymptotique de l'erreur globale [HNW87].

Mais, comme nous l'avons vu au paragraphe x2.3, cette hypoth�ese est trop
forte, dans la mesure o�u une fonction de s�election du pas n'est observable qu'�a
la limite, quand la tol�erance tend vers z�ero.

Dans le cas o�u le pas courant est donn�e par une relation de la forme hn =
�(tn)H (1+O(H)) avec � une fonction de s�election du pas (cf. D�e�nition 2.3.1,
on peut montrer que le premier terme du d�eveloppement est conserv�e. On a
alors [CM84, Sha94] :

yn = y(tn) +Hp ep(tn) +O(Hp+1); (4.1)

o�u ep v�eri�e maintenant :

_ep = f 0(y) ep + �p 	p

ep(0) = 0
(4.2)

Ces r�esultats sont importants. Ils permettent de justi�er la validit�e de l'esti-
mateur de Richardson et de l'int�egration de l'�equation variationnelle pour une
int�egration �a pas variable. Mais, comme rien ne peut plus être a�rm�e quant
aux termes suivants, il n'est pas possible de calquer la preuve de [FU75] pour
justi�er l'ordre de ZD et celui de SC par rapport au pas maximum.
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La restriction la plus forte n'est pas impos�ee par la r�egularit�e de la fonction �.
L'hypoth�ese qui restreint la preuve au seul premier terme est la prise en compte
du fait que la fonction de s�election n'est observable qu'�a la limite, quand la
tol�erance utilisateur est su�samment petite par la relation pr�ec�edente hn =
�(tn)H + O(H2). La pr�esence du O(H2) empêche de montrer l'existence des
termes suivants.

Un param�etre tenant mieux compte de ce qui se passe e�ectivement dans un
code d'int�egration num�erique est la tol�erance utilisateur. A ce param�etre, il faut
ajouter un algorithme comme (2.12) ou (2.14), permettant d'assurer l'existence
d'une application � 7! (hn).

Des r�esultats existent d�ej�a qui expriment une relation entre l'erreur glo-
bale et la tol�erance utilisateur. Ils ont �et�e d�evelopp�es dans le but de trouver
des conditions qui garantissent que l'erreur globale est proportionnelle �a la to-
l�erance [Sha77, Ste80b, Hig91, CHMR97, Stu97]. On dit que l'erreur globale
est proportionnelle �a la tol�erance quand il existe une constante C telle que
kyn � y(tn)k1 � C� .

Cette recherche a �et�e reprise plus r�ecemment dans [Hig91] dans le cas d'un
contrôle XEPS de l'erreur locale. Il y est montr�e que l'on a :

yn = y(tn) + � ep(tn) +O(�1+1=p);

o�u ep v�eri�e maintenant :

_ep = f 0(y) ep + �̂p 	p;

ep(0) = 0;

avec �̂(t) = 1=kd̂p(y(t))k. La preuve de ce r�esultat fait appel �a deux hypoth�eses :

H1 lim
�!0

H = 0,

H2 8t 2 [0; T ]; d̂p(y(t)) 6= 0.

Ce dernier r�esultat est tr�es similaire au pr�ec�edent. Dans [Sha94], Chapitre
7, x4, le même r�esultat est montr�e de mani�ere plus directe, en �etablissant une
relation entre le pas maximun et la tol�erance, puis en composant ce r�esultat avec
la relation (4.1). Ce r�esultat explique entre autre que l'on retrouve les mêmes
courbes pour les rapports hn=H et hn=�

1=p (cf. x2.3), puisque par comparaison
des deux d�eveloppements, on voit que H est proportionnel �a �1=p.

Si l'int�erêt de ce r�esultat est de tenir compte du contrôle de l'erreur locale
(2.12), il n'en reste pas moins vrai que l'on ne dispose encore que d'un seul
terme du d�eveloppement de l'erreur globale.

Le but de ce chapitre est de montrer que l'erreur globale d'une m�ethode �a un
pas admet un d�eveloppement asymptotique dans le cas d'un contrôle th�eorique
de l'erreur locale. L'id�ee qui pr�eside au travail de ce paragraphe est de montrer
que dans certaines conditions le pas courant admet un d�eveloppement asymp-
totique en fonction de la tol�erance et que par cons�equent, par composition, il
est possible d'en d�eduire un d�eveloppement de l'erreur globale.
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Cette id�ee a d�ej�a �et�e utilis�ee dans [HS97] dans le cadre d'une classe particu-
li�ere de m�ethodes �a un pas, les m�ethodes sym�etriques, et d'un contrôle particulier
conservant les bonnes propri�et�es de ces m�ethodes �a pas variable. Il y est alors
montr�e que l'on a :

yn � y(tn) = "pep(tn) + "p+1ep+1(tn) + � � � ;

avec " = �1=q, et q d�epend de l'utilisation ou non d'extrapolation locale. Ce
r�esultat est montr�e en passant par une analyse r�etrograde de l'erreur et l'utili-
sation de l'�equation modi��ee.

D'une mani�ere plus g�en�erale, on montre dans le paragraphe x4.1, que si
hn admet un d�eveloppement asymptotique en fonction d'un param�etre � et
si les fonctions qui apparaissent dans ce d�eveloppement sont d'une r�egularit�e
su�sante, alors l'erreur globale admettra aussi un d�eveloppement par rapport
�a � de la forme (2.7). Ce r�esultat est montr�e de mani�ere directe et calculatoire,
sans faire usage d'analyse r�etrograde de l'erreur.

Dans un deuxi�eme temps, on montre dans le paragraphe x4.2, qu'au moins
le contrôle th�eorique de l'erreur locale donn�e par (2.14) conduit �a un pas qui
v�eri�e les hypoth�eses n�ecessaires au r�esultat pr�ec�edent. Nous faisons aussi usage
des hypoth�eses H1 et H2.

En�n, dans le paragraphe x4.3, on discute les restrictions possibles des hy-
poth�eses utilis�ees �a montrer ce r�esultat.

4.1 Proposition de base

La proposition suivante montre qu'une condition su�sante pour que l'er-
reur globale admette un d�eveloppement asymptotique est que le pas courant
d'int�egration en admette un aussi.

Proposition 4.1.1 On suppose que hn admet le d�eveloppement suivant:

hn = �1(tn) � + � � �+ �2p(tn) �
2p +O(�2p+1);

o�u � ! 0 et o�u les fonctions �i sont r�eguli�eres. Alors, on a :

yn � y(tn) = �p �p(tn) + � � �+ �2p�1 �2p�1(tn) +O(�2p) (4.3)

Preuve : Comme dans la preuve du Th�eor�eme 2.1.1, on consid�ere que les
valeurs :

ŷn = yn � �p �p(tn);

correspondent �a la solution num�erique de :

ŷn+1 = ŷn + hn �̂(tn; ŷn; hn):

appliqu�ee �a (2.1). On cherche alors une fonction �p telle que ces valeurs soient
d'ordre p+ 1 par rapport �a �.
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La fonction d'incr�ement �̂ est d�e�nie par :

�̂(tn; ŷn; hn) = �(ŷn + �p �p(tn); hn)�
�p

hn
(�p(tn + hn)� �p(tn)):

L'erreur de troncature de � admet le d�eveloppement :

"n = dp+1(y(tn))h
p+1
n + � � �+ d2p(y(tn))h

2p
n +O(h2p+1

n ):

Par composition avec le d�eveloppement de hn, on a :

"n = dp+1(y(tn)) �
p+1
1 (tn) �

p+1

+ ((p+ 1) dp+1(y(tn)) �
p
1(tn) �2(tn) + dp+2(y(tn)) �

p+2
1 (tn)) �

p+2

+ � � �+O(�2p+1):

Il est possible de r�e�ecrire cette relation sous la forme :

"n =

2pX
k=p+1


k(tn) �
k +O(�2p+1): (4.4)

L'erreur de troncature de �̂ est :

"̂n = y(tn + hn) � y(tn)� hn�(y(tn) + �p �p(tn); hn) + �p (�p(tn + hn)� �p(tn)):

Par composition de d�eveloppement pour �p, on a :

�p (�p(tn + hn)� �p(tn)) = �1 _�p(tn) �
p+1 +O(�p+2):

Et, de plus, on a :

hn�(y(tn) + �p �p(tn); hn) = hn�(y(tn); hn)

+hn �
p @�

@y
(y(tn); hn) +O(hn�

p+1);

et

@�

@y
(y(tn); hn) =

@�

@y
(y(tn); 0) +O(hn):

En utilisant le fait que hn = O(�), et par injection de ces relations dans
l'erreur de troncature de �̂, on a :

"̂n = (
k+1(tn) � �1(tn) f
0(y(tn)) �p(tn) + �1(tn) _�p(tn)) �

p+1 +O(�p+2):

Comme, 
k+1 = �p+1
1 dp+1(y), il su�t de prendre �p solution de :

_�p = f 0(y) �p � �p1 dp+1(y);
�p(0) = 0;

(4.5)

pour garantir que "̂n = O(�p+2).
Et la preuve du Th�eor�eme 2.1.1 se g�en�eralise de la même fa�con. 2
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4.2 D�eveloppement asymptotique du pas d'in-

t�egration

Dans ce paragraphe, on supposera v�eri��ees les hypoth�eses H1 et H2.
Avant de montrer qu'un contrôle th�eorique de l'erreur locale s�electionne un

pas admettant un d�eveloppement asymptotique par rapport �a � , nous avons
besoin d'un lemme. Ce lemme �etablit une relation entre le param�etre local hn
du d�eveloppement de l'erreur locale, et le param�etre global H.

Lemme 4.2.1 Si hn est s�electionn�e suivant un contrôle th�eorique de l'erreur
locale, alors H = maxn hn v�eri�e :

H = O(hn); (4.6)

pour tout n.

Preuve : Il su�t de montrer que H et le pas minimum sont du même ordre de
grandeur par rapport �a � .

Pour � su�samment petit, par l'hypoth�ese H1, hn tend vers z�ero. Il est par
cons�equent donn�e par :

hp+1
n kdp+1(yn)k+O(hp+2

n ) = �:

En d�eveloppant dp+1 au voisinage de y(tn), on a :

hp+1
n kdp+1(y(tn))k+O(hp+1

n (yn � y(tn))) +O(hp+2
n ) = �:

D'o�u, en faisant usage de l'hypoth�ese H2, on a :

1 +O((yn � y(tn))) +O(hn) = �=(hp+1
n kdp+1(y(tn))k);

o�u tous les O tendent vers z�ero quand � tend vers z�ero. Donc, hn est �equivalent :

hn � (
�

kdp+1(y(tn))k
)1=(p+1):

D'o�u, H v�eri�e :

H � (
�

�
)1=(p+1);

avec � = mint2[0;T ] kdp+1(y(t))k.

Et, le pas minimum ĥ v�eri�e :

ĥ � (
�

�̂
)1=(p+1);

avec �̂ = maxt2[0;T ] kdp+1(y(t))k.
D'o�u :

H

ĥ
� (

�̂

�
)1=(p+1);

qui est le r�esultat souhait�e.

2
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On discute maintenant du d�eveloppement asymptotique du pas courant dans
le cas d'un contrôle th�eorique fond�e sur une strat�egie EPS.

Proposition 4.2.1 On suppose que hn est s�electionn�e suivant un contrôle th�eo-
rique et une strat�egie EPS, alors, on a :

hn = �
kdp+1 (y(tn))k1=(p+1)

� 1
p+1

D̂p+2(y(tn))
kdp+1 (y(tn))k1+2=(p+1) �

2 + � � �+O(�2p+1):

(4.7)

o�u � = �1=(p+1).

Preuve : Le principe de la preuve est simple. Il consiste �a inverser le d�eveloppe-
ment asymptotique de k̂lenk �a la mani�ere de ce que l'on peut lire dans [Car61].
Tout d'abord, en faisant usage du Lemme 4.2.1, on se d�ebarrasse de la d�epen-
dance de l'estimation locale,̂len, en yn et on la remplace par une d�ependance en
y(tn), c'est-�a-dire par une fonction qui ne d�epend plus de la tol�erance.

Dans le cas d'un contrôle fond�e sur une strat�egie EPS, l'estimation de l'erreur
locale v�eri�e :

l̂en = dp+1(yn)h
p+1
n + � � �+ d̂2p(yn)h

2p
n +O(h2p+1

n ):

On a de plus : yn = y(tn) +O(Hp). D'o�u :

l̂en = (dp+1(y(tn)) +O(Hp))hp+1
n + � � �+ (d̂2p(y(tn)) +O(Hp))h2pn +O(h2p+1

n ):

En faisant usage du Lemme 4.2.1, on a donc :

l̂en = dp+1(y(tn))h
p+1
n + � � �+ d̂2p(y(tn))h

2p
n +O(h2p+1

n ):

Comme dp+1(y(t)) ne s'annule jamais, on a :

kl̂enk = kdp+1(y(tn))kh
p+1
n +

2pX
k=p+2

hkn D̂k(tn) +O(h2p+1
n );

o�u les fonctions D̂k sont r�eguli�eres et s'expriment en fonction de dp+1 �a d̂i, i � k.
A l'aide de ce d�eveloppement, on recherche hn tel que :

kdp+1(y(tn))kh
p+1
n + D̂p+2(tn)h

p+2
n + � � �+O(h2p+1

n ) = �:

En utilisant le fait que dp+1 ne s'annule pas, cela conduit �a :

hn (1 +
D̂p+2(tn)

kdp+1(y(tn))k
hn + � � �+O(hq+2

n ))
1

p+1 = !;

o�u ! = (�=kdp+1(y(tn))k)
1

p+1 .
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Maintenant, nous devons d�evelopper une expression de la forme (1 + u)�

avec � = 1=(p+ 1). On a :

(1 +

2pX
k=1

D̂p+1+k(tn)

kdp+1(y(tn))k
hkn +O(h2p+1

n ))� = 1 + �
D̂p+2(tn)

kdp+1(y(tn))k
hn

+(�
D̂p+3(tn)

kdp+1(y(tn))k

+
�(�� 1)

2
(

D̂p+2

kdp+1(y(tn))k
)2 )h2n

+ � � �+O(h2p+1
n );

ce qui peut se r�e�ecrire sous la forme :

(1 +

2pX
k=1

D̂p+1+k(tn)

kdp+1(y(tn))k
hkn +O(h2p+1

n ))� = 1 +

2pX
k=1


p+1+k(tn)h
k
n +O(h2p+1

n ):

On a :

hn (1 +

2pX
k=1


p+1+k(tn)h
k
n +O(h2p+1

n )) = !:

Nous sommes maintenant dans une position o�u nous pouvons appliquer le
th�eor�eme d'inversion d'un d�eveloppement asymptotique([Car61], pp. 26). Pour
� su�samment petit, l'�equation pr�ec�edente admet une solution unique donn�ee
par :

hn = ! � �
D̂p+2(tn)

kdp+1(y(tn))k
!2 + � � �+O(!2p+1):

Le O(!2p+1) se r�eduit �a un O(�
2p+1
p+1 ), ce qui conclut la preuve. 2

Remarques : En utilisant les mêmes hypoth�eses, il est possible de montrer que
dans le cas d'une strat�egie XEPS, le pas v�eri�e :

hn =
�1=p

kd̂p(y(tn))k1=p
�
1

p

D̂p+1(tn)

kd̂p(y(tn))k1+2=p
�2=p + � � �+O(�

2p+1
p ):

De plus, il faut noter que les fonctions qui interviennent dans ces deux d�e-
veloppement sont continues, grâce �a l'hypoth�ese H2. La conjonction des Propo-
sitions 4.1.1 et 4.2.1 conduit au th�eor�eme :

Th�eor�eme 4.2.1 Si l'on suppose que le pas d'int�egration est s�electionn�e suivant
un contrôle th�eorique de l'erreur locale, alors l'erreur globale v�eri�e :

yn � y(tn) = �p �p(tn) + � � �+ �2p �2p(tn) +O(�2p+1); (4.8)
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o�u � = �1=(p+1) pour une strat�egie EPS et � = �1=p pour une strat�egie XEPS, et
o�u les fonctions �k sont solutions d'�equations variationnelles similaires �a celle
de (2.8). Et, la fonction �p v�eri�e :

_�p = f 0(y) �p � 	̂p;
�p(0) = 0:

o�u 	̂p = dp+1
kdp+1kp=(p+1) pour une strat�egie EPS et 	̂p = dp+1

kd̂pk pour une strat�egie

XEPS.

4.3 Discussion

L'approche d�evelopp�ee dans ce chapitre pour obtenir le d�eveloppement asymp-
totique de l'erreur globale dans le cas d'une int�egration �a pas variable peut
être simpli��ee [Hai97]. Au lieu d'utiliser l'inversion de s�eries dans la Proposi-
tion 4.2.1, il est possible d'utiliser directement le th�eor�eme des fonctions impli-
cites. Dans ce cas, au lieu d'obtenir un d�eveloppement asymptotique du pas en
termes de fonction du temps, on obtient des coe�cients fonctions de la solution
num�eriques. Il faut alors �etendre la Proposition 4.1.1 �a ce cas, ce qui peut se
faire sans grandes modi�cations de la preuve de cette proposition.

Le r�esultat d�emontr�e dans ce chapitre l'a �et�e au prix de plusieurs hypo-
th�eses restrictives des comportements possibles d'un contrôle du pas d'int�egra-
tion. Nous voulons dire ici dans quelle mesure il nous semble possible d'�etendre
ce r�esultat.

La premi�ere question est de savoir si en conservant les hypoth�eses H1 et H2,
le pas s�electionn�e par un contrôle pratique admet un d�eveloppement asympto-
tique �a plusieurs termes. Un r�esultat qui va dans ce sens se trouve dans [SN91].
Dans l'hypoth�ese o�u il n'y aurait pas depas rejet�e et en supposant H1 vrai, il est
montr�e qu'asympotiquement le pas d'int�egration ne d�epend que de la solution
num�erique et plus du pas pr�ec�edent. On peut alors se ramener �a la Proposi-
tion 4.1.1.

La deuxi�eme question est de savoir si l'on peut r�eduire les hypoth�eses H1 et
H2. L'hypoth�ese H1 n'est pas tr�es exigeante. Le probl�eme ici est qu'au voisinage
d'un point o�u le terme dominant de l'estimation de l'erreur locale s'annule, le
pas d'int�egration risque de prendre de trop grande valeur. Typiquement, sur un
probl�eme o�u la m�ethode d'int�egration num�erique est exacte, le contrôle du pas
donn�e par (2.12) conduit �a une int�egration en quelques pas, et le nombre de pas
n'augmente pas quand on fait d�ecrô�tre la tol�erance. Ce cas n'est malgr�e tout
pas g�enant pour l'existence du d�eveloppement asymptotique de l'erreur globale
en fonction de la tol�erance. Dans ce cas, tous les termes du d�eveloppement sont
nuls et ce cas ne donc pas �a être trait�e.

En revanche, pour un contrôle de type (2.12), l'hypoth�ese H2 est n�ecessaire.
Dans [CHMR97], des exemples sont donn�es pour lesquels l'erreur n'est plus

proportionnelle �a la tol�erance quand d̂p(y(t)) s'annule. On peut essayer de se
rassurer sur la raret�e de ces situations en faisant une analyse probabiliste de la
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fr�equence de ces situations comme dans [Stu97] ou bien proposer des contrôles
du pas pour lequel même si le terme dominant de l'erreur locale s'annule, la
solution de l'�equation variationnelle continue �a exister [CHMR97].
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Chapitre 5

Estimateur de Zadunaisky �a

pas variable

Nous avons vu au paragraphe x3.2 et dans le Th�eor�eme 3.2.2 que l'ordre
relatif maximum de convergence de la technique de Zadunaisky �a pas constant
et pour une perturbation dh est �egal �a l'ordre de la m�ethode d'int�egration.

Nous nous posons maintenant la question de l'extension de ce r�esultat �a des
int�egrations �a pas variable.

La question est alors de savoir s'il est possible de d�emontrer que les variations
du pas ne d�etruisent pas l'ordre de cet estimateur. Nous souhaitons savoir dans
quelle mesure on conserve la relation ŷn � yn = yn � y(tn) + O(Hp+r) avec
m = p + r, ou bien une relation semblable avec �1=q �a la place de H pour une
int�egration utilisant un contrôle de l'erreur locale. Toutefois, deux points posent
probl�eme.

Le premier est que la preuve du Th�eor�eme 3.2.2 telle que l'on peut la trouver
dans [FU75] fait usage des termes de p �a 2p�1 du d�eveloppement de l'erreur glo-
bale. L'existence de ces termes n'�etant pas d�emontr�ee dans le cas d'un contrôle
pratique de l'erreur locale de la forme (2.12), il n'est pas possible de calquer la
preuve de [FU75] �a ce cas.

Le second est qu'il existe un contre-exemple montrant que l'ordre relatif de
convergence de cet estimateur ne s'�etend pas �a toutes les grilles [Hai78]. Ce
contre-exemple peut se reformuler et se r�esumer de la mani�ere suivante.

On applique la m�ethode d'Euler �a y0 = y, y(0) = 1, avec un premier pas de
longueur h et un deuxi�eme de longueur �h. On a :

y1 = (1 + h);

y2 = (1 + h)(1 + �h):

On consid�ere alors Ph, le polynôme d'interpolation de degr�e 2 des valeurs y0, y1
et y2. L'int�egration de _̂y = ŷ + dh(t); ŷ(0) = 1 fournit les valeurs ŷ1 et ŷ2. Les
valeurs zi = 2 yi � ŷi; i = 1; 2 devraient être des valeurs approch�ees de eh et de
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e(1+�)h �a l'ordre 3. Or, on a :

z1 = 1 + h+
h2

1 + �
;

z2 = 1 + (1 + �)h+ (1 + �+ 2�2)
h2

1 + �
+O(h3);

et ces valeurs ne sont d'ordre trois que si � = 1. Il faut relever ici que dans
cet exemple, les hypoth�eses H1 et H2 sont v�eri��ees. Elles ne sont donc pas
su�santes.

Ce contre-exemple montre qu'il est d�ej�a certain que l'ordre de l'estimateur
de Zadunaisky n'est pas conserv�e par rapport au pas maximum. Toutefois, ce
contre-exemple n'est plus valable d�es que � n'est plus une constante, ce qui est
le cas des codes d'int�egration num�erique. Par cons�equent, il reste possible qu'en
ajoutant des hypoth�eses de r�egularit�e dans les variations du pas, on retrouve le
bon ordre.

Il est tout d'abord clair que si l'on se contente de variations de pas de la
forme hn = �(tn)H avec � une fonction d�erivable, la question ne se pose pas.
En utilisant la preuve de [HNW87], p. 213-214, on se trouve dans la même
situation qu'�a pas constant. Le probl�eme se pr�esente si l'on veut tenir compte
des variations observ�ees dans un code classique d'int�egration num�erique.

Dans ce domaine, on trouve dans [CHMR96] un r�esultat particulier pour
les m�ethodes ERK sp�eciales d�evelopp�ees dans [DLMP89]. Les auteurs consi-
d�erent un contrôle de l'erreur locale de type XEPS (2.12) v�eri�ant les hypo-
th�eses H1 et H2 du Chapitre 4. Leurs �enonc�es sont �etablis pour des m�ethodes
ERK particuli�eres appel�ees formules d'estimation �a r-termes de [DLMP89]. Ces
m�ethodes prolongent celles d�ej�a construites dans [DDP84, DP85] (cf. x5.2 de
ce m�emoire). Elles sont con�cues pour pouvoir fournir une estimation de l'erreur
globale �a chaque pas de temps, et non pas tout les m pas de temps dans la
version classique d�ecrite au paragraphe 3.2.1. Les m�ethodes d�evelopp�ees dans
[DLMP89] utilisent pour cela comme polynôme d'interpolation une extension
continue fournie avec la m�ethode de Runge-Kutta.

Il est alors montr�e que, pour ces formules et pour ce contrôle du pas, l'esti-
mateur de Zadunaisky est valide et v�eri�e :

ŷn � yn = yn � y(tn) +O(�
p+r
p ):

Ce r�esultat particulier utilise le fait que l'ordre de l'estimation est donn�e
par celui de l'expression donn�ee dans la relation (12) de [DLMP89], p. 839.
Cette relation �etablit que la di��erence entre les erreurs locales commises par
une m�ethode de Runge-Kutta sur les probl�emes (2.1) et (3.11) s'�ecrit :

len � l̂en =
1X

i=p+1

hi�1
riX
j=1

�
(i)
j (F

(i)
hj (y(tn))� F

(i)
j (y(tn)) +O(h2pn ); (5.1)

o�u len et l̂en d�esigne respectivement les erreurs locales commises sur (2.1) et

(3.11), F
(i)
j et F

(i)
hj sont les di��erentielles �el�ementaires associ�ees �a (2.1) et (3.11),
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ri est le nombre de di��erentielles �el�ementaires d'ordre i, et les � (i)j sont des
coe�cients qui ne d�ependent que des coe�cients de la m�ethode de Runge-Kutta.

La preuve utilise alors le fait que pour les formules d'estimation �a r-termes
utilisant une extension continue, cette di��erence se r�eduit �a un O(hp+r+1

n ). Ce
fait est tr�es d�ependant du polynôme d'interpolation choisi et de la m�ethode
ERK choisie. L'estimation obtenue par ce proc�ed�e n'utilise que la derni�ere valeur
calcul�ee pour poursuivre son estimation.

On peut se demander s'il est possible d'�etendre ce r�esultat �a d'autres m�e-
thodes et �a d'autres types d'interpolation, et, d'une mani�ere g�en�erale, ce qui est
d�emontrable pour cet estimateur, dans le cas d'une int�egration �a pas variable.
Les tests num�eriques que l'on peut trouver dans [Zad76, AL97] et dans la Partie
II de ce m�emoire sont encourageants et laissent penser que même pour un code
d'int�egration �a pas variable, et même pour des ERK quelconques, l'estimateur
de Zadunaisky estime asymptotiquement de mani�ere correcte l'erreur globale.

On montre ici deux r�esultats.

Dans le paragraphe x5.1, on consid�ere que l'int�egration est e�ectu�ee avec
une ERK quelconque et un contrôle th�eorique du pas. Il est alors possible de
montrer que l'estimateur classique de Zadunaisky reste valide et de donner son
ordre relatif par rapport �a � . Dans ce cas, il n'est plus possible d'a�rmer que la

relation (5.1) se r�eduit �a un O(h
min(m;p)+1
n ) dans le cas d'une int�egration �a pas

variable fond�ee sur un contrôle de l'erreur locale et une tol�erance � (cf. x4). Ef-
fectivement, d'apr�es la Proposition 3.2.1, si pour une int�egration �a pas constant,
la relation (5.1) est de cet ordre, cette assertion repose n�eanmoins elle-même sur
la Proposition 3.2.1 qui fait usage des termes ep �a e2p�1 du d�eveloppement de
l'erreur globale pour borner les d�eriv�ees successives du d�efaut dh.

Dans le paragraphe x5.2, on se penche sur le cas des m�ethodes sp�eciales de
Dormand et Prince [DDP84, DP85]. On peut montrer que leur e�cacit�e dans
l'usage de l'estimateur de Zadunaisky peut être reli�ee �a leur propri�et�e sur des
grilles quelconques. Il n'est pas n�ecessaire de consid�erer les m�ethodes utilisant
des extensions continues construites dans [DLMP89, DP89]. On montre que d�ej�a,
celles construites dans [DDP84, DP85], permettent d'obtenir une estimation
valide de l'erreur globale par rapport au pas maximum, sans contrôle de l'erreur
locale, si le premier terme du d�eveloppement asymptotique de l'erreur globale
par rapport au pas maximumest pr�eserv�e. Cette condition ne su�t pas �a assurer
la validit�e de l'estimation de Zadunaisky quand celle-ci est employ�ee pour une
m�ethode de Runge-Kutta quelconque.

5.1 Contrôle de l'erreur locale

On ne consid�ere ici que le cas de l'interpolation des yi telle qu'elle est d�ecrite
dans x3.2.1. De plus, on suppose que le pas courant hn est s�electionn�e suivant
un contrôle th�eorique de l'erreur locale et par rapport �a une tol�erance � . On
note P� l'analogue de Ph de x3.2.1 et d� l'analogue de dh.

Pour calquer la preuve de [FU75] �a cette situation, il su�t de montrer que
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l'on a encore :

F (u)(yn)� F� (u)(ŷn) = O(�max(0;min(p;m+1��(u)))=p); (5.2)

pour un contrôle de type XEPS, par exemple. Pour prouver la relation (5.2),
il su�t de montrer que le d�efaut d� et ses d�eriv�ees admettent une borne par
rapport �a � analogue �a celle de dh par rapport �a h. Une fois qu'une telle borne
est montr�ee, le Th�eor�eme 3.2.1 peut lui être appliqu�ee.

Proposition 5.1.1 On suppose que (2.1) est int�egr�e �a l'aide d'une m�ethode
de Runge-Kutta d'ordre p � 1, et que le pas d'int�egration est obtenu par un
contrôle th�eorique de l'erreur locale. On suppose que les hypoth�eses H1 et H2
sont v�eri��ees. On a :

d(k)� = O(�max(0;min(p;2p�k;m�k)));

avec � = �1=(p+1) pour une strat�egie EPS et � = �1=p pour une strat�egie XEPS.

Preuve: Par application du Th�eor�eme 4.2.1, on a :

yn � y(tn) = �p �p(tn) + � � �+ �2p �2p(tn) +O(�2p+1);

avec � = �1=(p+1) pour une strat�egie EPS et � = �1=p pour une strat�egie XEPS.

Soit Q� la fonction d�e�nie par Q� (t) = Qj(t) pour t 2 [t(j�1)m; tjm] avec Qj

le polynôme d'interpolation de degr�e m des valeurs y(ti), i = (j� 1)m; : : : ; jm.
On a :

Pj = Qj + �pE[j]
p + � � �+ �2pE

[j]
2p +O(�2p+1);

avec E
[j]
k , k = p; : : : ; 2p est le polynôme d'interpolation de degr�e m des valeurs

�k(ti), pour i = (j � 1)m; : : : ; jm. Donc, sur [0; T ], on a :

P� = Q� + �pE�;j + � � �+ �2pE�;2p +O(�2p+1):

Le r�esultat sur l'interpolation lagrangienne est maintenant :

Q(k)
� = y(k) +O(Hmax(0;m+1�k));

avec H = maxn hn. En utilisant, la Proposition 4.7, on sait que H = O(�).

Par composition, on a donc :

P (k)
� = y(k) +O(�max(0;min(p;2p�k;m+1�k))):

Et la preuve se conclut de la même fa�con que celle de la Proposition 3.2.1.

2
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Il est maintenant possible de calquer la preuve du Th�eor�eme 3.2.2 pour
exprimer l'ordre de convergence de l'estimateur de Zadunaisky par rapport �a � .

Th�eor�eme 5.1.1 On suppose que (2.1) est int�egr�e �a l'aide d'une m�ethode de
Runge-Kutta d'ordre p � 1, et que le pas d'int�egration est obtenu par un contrôle
th�eorique de l'erreur locale. On suppose que les hypoth�eses H1 et H2 sont v�eri-
��ees. On note ŷn la solution num�erique de :

_̂y = f(ŷ) + d� (t);

ŷ(0) = y0:

obtenue en utilisant la même m�ethode sur la même grille. On a :

ŷn � yn = yn � y(tn) +O(�min(2p;m)=q): (5.3)

avec q = p+ 1 pour une strat�egie EPS et q = p pour une strat�egie XEPS.

5.2 M�ethodes ERK de Dormand et Prince

Des m�ethodes sp�eci�ques de Runge-Kutta on �et�e d�evelopp�ees dans [DDP84,
DP85] pour am�eliorer les performances de l'estimateur de Zadunaisky. E�ective-
ment, on le verra dans la Partie II, le fait d'utiliser de l'interpolation num�erique
induit des erreurs importantes dans le cas de tol�erances d'int�egration larges,
c'est-�a-dire quand l'int�egration est e�ectu�ee avec de grands pas.

L'id�ee de la construction de ces m�ethodes sp�eci�ques repose sur l'utilisation
des degr�es de libert�e des m�ethodes de Runge-Kutta pour r�eduire le degr�e du
polynôme d'interpolation. Le but que se �xent les auteurs est :

{ ou bien, d'obtenir un ordre meilleur que celui pr�evu par le Th�eor�eme 3.2.2
en conservant le même degr�e pour les polynômes d'interpolation,

{ ou bien d'obtenir le même ordre d'estimation que celui pr�evu par le Th�eo-
r�eme 3.2.2 en utilisant des polynômes d'interpolation de degr�e inf�erieur.

Dans [DLMP89, DP89], cette recherche est �etendue au cas o�u le polynôme
d'interpolation est fourni par l'extension continue de la m�ethode de Runge-
Kutta. En ce qui nous concerne on peut se limiter aux m�ethodes de [DDP84,
DP85] et �a l'interpolation lagrangienne des yi par blocs de degr�e m.

Dans ce paragraphe, nous voulons montrer que cette optimisation des m�e-
thodes de Runge-Kutta vis-�a-vis de l'estimateur de Zadunaisky leur procure
de meilleurs propri�et�es sur des grilles non-�equidistantes. Pour y parvenir, nous
commen�cons par reproduire les principales �etapes de l'analyse conduite dans
[DDP84] dans le cas d'une int�egration �a pas constant. Puis, nous montrons
comment cette analyse s'adapte au cas des grilles non-�equidistantes et ce qu'elle
implique.

Nous adoptons ici la notation des di��erentielles �el�ementaires de [DDP84,
DP85] et, de même, nous noterons En = yn�y(tn)� ŷn+yn, la di��erence entre
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l'erreur globale et l'estimation de Zadunaisky. Ce changement de notations par
rapport au paragraphe 3.2 s'explique par le fait que je souhaite rester au plus
pr�es des calculs et des expressions [DDP84]. La raison en est que l'on admet les
d�etails de leur analyse et en particulier, la formule donnant pn (cf. plus bas) en
fonction des di��erentielles �el�ementaires.

Ainsi, apr�es quelques calculs, il leur est possible d'exprimer sous forme d'une
relation de r�ecurrence la propagation de l'erreur commise sur l'estimation de
l'erreur globale :

En+1 = En + hGn(En) + hpn: (5.4)

Et, en utilisant le Lemme de Gragg [Gra64], on obtient la majoration :

kEnk �
exp(C (tn � t0))� 1

C
maxnkpnk; (5.5)

o�u C est une constante telle que kGn(En)k � C kEnk. Le terme pn est donn�e
par l'expression :

pn =
X
i�p+1

hi�1
riX
j=1

�
(i)
j (F

(i)
hj �F

(i)
j )

+
X
i�1

hi�1
riX
j=1

�
(i)
j (F

(i)
hjk1 � F

(i)
jk1)

k1(yn � y(tn)) +O(h2p);

(5.6)

o�u F
(i)
hj sont les di��erentielles �el�ementaires correspondant au probl�eme per-

turb�e (3.2) avec comme perturbation dh, ri est le nombre de di��erentielles

�el�ementaires d'ordre i, � (i)j et �(i)j sont des coe�cients d�ependants des coe�-
cients de la m�ethode de Runge-Kutta, l'indice k1 marque la d�eriv�ee partielle
par rapport �a la premi�ere composante de yn � y(tn) et l'exposant k1 devant
yn � y(tn) d�enote la premi�ere composante du vecteur. Toutes les di��erentielles
�el�ementaires sont prises en y(tn).

D�es que p > 1, il est possible de simpli�er le terme pn. Comme yn� y(tn) =
O(hp), le terme

X
i�1

hi�1
riX
j=1

�
(i)
j (F

(i)
hjt �F

(i)
jt )

t(yn � y(tn)) +O(h2p)

n'a pas d'in
uence sur En.
Par cons�equent, par abus de notation et en se fendant de la même lettre

pour d�esigner deux termes di��erents, le terme dont l'ordre d�etermine celui de
En se ram�ene �a :

pn =
X
i�p+1

hi�1
riX
j=1

�
(i)
j (F

(i)
hj � F

(i)
j ) (5.7)
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o�u toutes les di��erentielles �el�ementaires sont prises en y(tn).
Maintenant, pour borner pn, on se sert de la majoration de la Proposition

3.2.1 :

d
(j)
h =

�
O(hmin(p;p+q�j;m�j)) j = 0; : : : ;m� 1
O(1) m � j,

(5.8)

o�u p+ q est le nombre de termes existant dans le d�eveloppement asymptotique
de l'erreur globale. La majoration (5.8) peut être utilis�ee pour trier les termes
en hp et en hp+1 de (5.7). Pour comprendre comment s'e�ectue ce tri, nous
le d�ecrivons bri�evement sur un exemple. On prend p = 2. L'expression (5.7)
devient :

pn = h2
r3X
j=1

�
(3)
j (F

(3)
hj � F

(3)
j ) + h3

r4X
j=1

�
(4)
j (F

(4)
hj �F

(4)
j ) + � � � :

On utilise alors le fait que :

F
(3)
h1 � F

(3)
1 = d00h + 2 f 00fdh + f 00d2h;

F
(3)
h2 � F

(3)
2 = f 0f 0dh + f 0d0h;

F
(4)
h1 � F

(4)
1 = 3 f 000f2dh + 3 f 000fd2h + f 000d3h + d000h ;

F
(4)
h2 � F

(4)
2 = f 00f 0fdh + f 00f 0dhf + f 00f 0d2h + f 00d0hf + f 00dhd0h;

F
(4)
h3 � F

(4)
3 = 2 f 0f 00fdh + f 0f 00d2h + f 0d00h;

F
(4)
h4 � F

(4)
4 = f 0f 0f 0dh + f 0f 0d0h:

D'o�u :

pn = h2f�
(3)
1 (d00h + 2 f 00fdh + f 00d2h) + �

(3)
2 (f 0f 0dh + f 0d0h)g

+ h3f�
(4)
1 (3 f 000f2dh + 3 f 000fd2h + f 000d3h + d000h )

+ �
(4)
2 (f 00f 0fdh + f 00f 0dhf + f 00f 0d2h + f 00d0hf + f 00dhd0h)

+ �
(4)
3 (2 f 0f 00fdh + f 0f 00d2h + f 0d00h) + �

(4)
4 (f 0f 0f 0dh + f 0f 0d0h)g+ � � � :

Maintenant, si m = 2, la borne (5.8) indique que dh = O(h2), d0h = O(h),
d00h = O(1) et d000h = O(1). Donc, h2 d00h produira un terme au moins d'ordre deux,

et par cons�equent, le coe�cient �
(3)
1 apparâ�tra dans tous les termes de pn. En

gardant cela �a l'esprit, on a :

pn = h2fA �
(3)
1 g+ h3fB1 �

(3)
1 +B2 �

(3)
2 +B3 �

(4)
1 +B4 �

(4)
3 g+ � � � ;

o�u A et les Bi sont ind�ependants de h, et o�u tous les autres termes sont au
moins d'ordre quatre.
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p m hp hp+1

2 2 �
(3)
1 �

(3)
i ,�

(4)
j i = 1; 2, j = 1; 3

3 0 �
(3)
1 , �

(4)
1

3 2 �
(4)
1 , � (4)3 �

(4)
i ,� (5)j , i = 1; 2; 3; 4, j = 1; 4; 5; 8

3 �
(4)
1 �

(4)
1 ,�

(4)
3 ,�

(5)
1 ,�

(5)
5

4 0 �
(4)
1 ,� (5)1

4 2 �
(5)
i , i=1,4,5,8 �

(5)
i ,�

(6)
j ,i = 1; :::; 9,j = 1; 4; 5; 6; 7;13;14;15;19

3 �
(5)
1 ,� (5)5 �

(5)
i ,� (6)j , i = 1; 4; 5; 8, j = 1; 6; 7; 15

4 �
(5)
1 �

(5)
1 ,�

(5)
5 ,�

(6)
1 ,�

(6)
7

5 0 �
(5)
1 ,� (6)1

Tab. 5.1 { Coe�cients RK pour l'interpolation des yn

En utilisant cette r�egle, il est possible d'�etablir la liste des �
(i)
j qui appa-

raissent dans les termes hp et hp+1. Cette table est la Table 3 dans [DDP84] et
la Table 1 dans [DP85]. On la reproduit ici sur la table Tab. 5.1. On y lit que

pour p = 2 et m = 2, seul �
(3)
1 apparâ�t dans le terme h2.

Cette proc�edure permet de construire des ERK d'ordre p donnant des es-
timations �a r-termes �a l'aide de l'estimation de Zadunaisky, c'est-�a-dire telles
que ŷn � yn = yn � y(tn) + O(hp+r). Le nombre r d�epend �a la fois de p et de
m. Dans les cas que nous verrons, il n'exc�ede jamais deux. Les m�ethodes sp�eci-
�ques d�evelopp�ees de cette mani�ere seront appel�ees des formules d'estimation �a
r termes.

Typiquement, dans [DDP84], cinq de ces m�ethodes sont construites. Elles
sont d�esign�ees par les sigles suivants : RK2(1)2G, RK3(2)3G1, RK3(2)3G2,
RK4(3)5FG, RK4(3)5G, o�u RKp(q)S signi�e que l'on a a�aire �a une m�ethode
RK d'ordre p �a S �etapes avec une formule embô�t�ee d'ordre q. On peut lire sur la
table Tab. 5.2 l'ordre relatif de l'estimation de Zadunaisky pour l'interpolation
des yi et di��erents types de m�ethodes RK.

Nous en venons maintenant �a leur propri�et�e sur des grilles non-�equidistantes
qui pr�eservent le premier terme du d�eveloppement asymptotique de l'erreur
globale.

Proposition 5.2.1 Même si l'int�egration ne pr�eserve que le premier terme du
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p m RK classique RKDP

2 2 0 1
3 1 1
4 2 2

RK3(2)3G1 RK3(2)3G2
3 2 0 1 0

3 0 1 0
4 1 1 2

RK4(3)5FG RK4(3)5G
4 2 0 0 1

3 0 1 2
4 0 2 2
5 1 2 2

Tab. 5.2 { Ordre relatif de l'estimation pour des ERK classiques et des ERK de
Dormand et Prince pour l'interpolation des yn �a pas constant

d�eveloppement asymptotique par rapport au pas maximum H = maxn hn, une
formule d'estimation �a r-termes continuera �a fournir une estimation valide de
l'erreur globale, i.e. on aura au moins ŷn � yn = yn � y(tn) +O(Hp+1)

Remarque : Cette proposition pr�esente un int�erêt, par exemple, dans le cas
p = 2 et m = 3. Dans ce cas, la simple existence du premier terme du d�evelop-
pement asymptotique ne su�t pas �a garantir une estimation valide pour une
ERK quelconque. Par contre, cela su�t �a la RK3(2)3G1.

Preuve: L'analyse conduite plus haut dans le cas d'une int�egration �a pas
constant reste vraie avec h chang�e en hn dans la relation de r�ecurrence (5.4).
Elle devient maintenant :

En+1 = En + hnGn(En) + hnpn:

Le Lemme de Gragg s'applique aussi �a une grille non-�equidistante ([CM84], p.
76) et l'on obtient la même borne que (5.5). Le terme dont l'ordre d�etermine
celui de En est toujours pn. Il est donn�e par l'expression :

pn =
X
i�p+1

hi�1n

riX
j=1

�
(i)
j (F

(i)
Hj � F

(i)
j )

+
X
i�1

hi�1n

riX
j=1

�
(i)
j (F

(i)
Hjt � F

(i)
jt )

t(yn � y(tn)) +O(h2pn );
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o�u les di��erentielles �el�ementaires associ�ees aux probl�emes (2.1) et (3.11) d�e-
pendent maintenant de tous les pas d'int�egration, ce que l'on r�esume par l'indice
H.

Maintenant, si la grille ne pr�eserve que le premier terme du d�eveloppement
asymptotique de l'erreur globale, on peut appliquer la Proposition 3.2.1 avec
q = 0, et la borne devient :

d
(j)
H =

�
O(Hmin(p�j;m�j)) j = 0; : : : ;m� 1
O(1) m � j,

(5.9)

La simpli�cation faite dans la relation (5.6) reste toujours valable d�es que
p > 1, car quel que soit la grille, on a yn� y(tn) = O(Hp). De plus, la di��erence

F
(i)
Hjt � F

(i)
jt reste un O(Hp). Par cons�equent, le terme qui contrôle l'ordre de

l'estimation reste :

pn =
X
i�p+1

hi�1n

riX
j=1

�
(i)
j (F

(i)
Hj �F

(i)
j ): (5.10)

Un changement important entre la borne donn�ee dans la Proposition (3.2.1)
pour le pas constant et la borne (5.9) est que maintenant il est possible d'obtenir
une d�eriv�e k-i�eme non-born�ee en prenant m trop grand par rapport �a p.

N�eanmoins, la borne (5.9) demeure identique �a la borne (5.8) d�es que m � p.

Par cons�equent, les mêmes �
(i)
j feront leur apparition dans les deux cas du

d�eveloppement de pn. Par cons�equent, on aura :

pn = O(Hp+r)

pour une formule d'estimation �a r-termes avec m � p et p = 2; : : : ; 4.
Cela montre que les formules RK2(1)2G avec m = 2, RK3(2)3G1 avec m =

2; 3, et RK4(3)5FG avec m = 3 et RK4(3)5G avec m = 2 fournissent une
estimation �a un terme.

De plus, la formule RK4(3)5FG avec m = 4 continuera �a fournir une estima-
tion valide �a deux termes, de même que la formule RK4(3)5G en fournira deux
avec m = 3; 4.

Les cas des formules RK3(2)3G2 avec m = 4, RK4(3)5FG avec m = 5 et
RK4(3)5G avec m = 5 doivent être consid�er�es �a part. Il su�t de remarquer que
la borne (5.9) est la même pour m = p+ 1 que pour m = p. Par cons�equent, la
formule RK3(2)3G2 continuera �a fournir une estimation �a un terme avec m = 4.
Par contre, elle n'en fournira plus deux comme dans le cas d'une int�egration �a
pas constant. Le même ph�enom�ene se produit pour les formules RK4(3)5FG et
RK4(3)5G avec m = 5. Elles continuent �a fournir une estimation �a deux termes.

2

On r�esume sur la table Tab. 5.3 ces di��erents r�esultats. Il est int�eressant
de noter ce qui se passe quand on utilise des valeurs de m qui exc�edent celles
donn�ees dans la �gure Fig. 5.1. Par exemple, pour la m�ethode RK2(1)2G avec
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p m RK classique RKDP

2 2 0 1
3 0 1
4 -1 0

RK3(2)3G1 RK3(2)3G2
3 2 0 1 0

3 0 1 0
4 0 1 2

RK4(3)5FG RK4(3)5G
4 2 0 0 1

3 0 1 2
4 0 2 2
5 0 2 2

Tab. 5.3 { Ordre relatif de l'estimation pour des ERK classiques et des ERK
de Dormand et Prince pour l'interpolation des yn �a pas variable conservant un
terme du d�eveloppement de l'erreur globale

m = 4, la borne (5.9) donne d000H = O(1=H). Par cons�equent, le coe�cient �
(4)
1

va passer du terme en h3 au terme en h2. Par suite, la formule RK2(1)2G ne
fournira plus une estimation valide. La même remarque peut être faite pour les
formules d'estimation �a r-termes. On ne peut plus garantir qu'elles conserveront
la propri�et�e �enonc�ee dans le Th�eor�eme 5.2.1 quand elles sont utilis�ees avec des
polynômes d'un degr�e qui exc�ede p+ 2.

Une cons�equence de l'analyse ci-dessus est que l'estimateur de Zadunaisky
utilis�e avec une m�ethode de Runge-Kutta quelconque ne fournira pas n�ecessai-
rement une estimation valide si seul existe le premier terme du d�eveloppement
asymptotique de l'erreur globale par rapport �a H. Par exemple, pour p = 2 et
m = 3, la borne (5.9) �etablit que d00H = O(1) alors qu'�a pas constant, on avait
d00h = O(h). Par cons�equent, le terme en h2 de pn ne sera plus supprim�e.

Pour conclure cette remarque, nous noterons que même les formules d'esti-
mation �a r termes perdront leur validit�e sur des grilles qui ne pr�eservent même
pas le premier terme du d�eveloppement de l'erreur globale.

Illustration Num�erique : Pour illustrer la Proposition 5.2.1, on consid�ere
l'�equation _y = y2, y(0) = 1, t 2 [0; 0:5] et la suite convergente de grilles d�e�nies
par h2p = h0 et h2p+1 = 2h0 et h0 = 0:5=(3P ) si le nombre de pas N = 2P , et
h0 = 0:5=(3P + 1), si N = 2P + 1.

Le pas maximum est 2h0 et il tend vers z�ero quand N tend vers l'in�ni.
Une telle suite de grille ne peut pas être d�ecrite par une fonction de s�election et
ne peut pas non plus être d�ecrite par une relation de la forme hn = �(tn)H +
O(H2). Le pas n'admet pas non plus un d�eveloppement asymptotique suivant
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les hypoth�eses n�ecessaires �a l'application du Th�eor�eme 4.2.1.
Cela peut se voir en remarquant que si une relation de la forme hn = �(tn)H

existait, alors � devrait satisfaire �(t1) = 1 si t1 est atteint avec t1 = h0 et
�(t1) = 1=2 si t1 est atteint avec t1 = h0=3 + 2h0=3. Ce raisonnement peut
s'�etendre aux deux autres cas.

N�eanmoins, cette suite de grilles ne d�etruit pas le premier terme du d�eve-
loppement asymptotique de l'erreur globale, comme cela peut se voir sur la
�gure Fig. 5.1. Ce fait peut aussi se comprendre en remarquant que l'int�egra-
tion sur cette grille est �equivalente �a une int�egration �a pas constant de longueur
3h0 [Hai97].
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Fig. 5.1 { Erreur magni��ee pour ERK2

Sur les �gures Fig. 5.2 et Fig. 5.3, on montre le comportement des valeurs

max
n

j2 yn � zn � y(tn)j

(2h0)r

o�u zn est la valeur obtenue par int�egration du probl�eme perturb�e, pour un
nombre croissant de pas N , pour respectivement la m�ethode classique de Runge-
Kutta d'ordre 2 RK2 (c2 = 1=2) et pour la formule RK2(1)2G avec m = 3. On
a pris r = 3 pour RK2 et r = 4 pour RK2(1)2G.

Le fait que dans les deux cas on obtienne une belle ligne droite montre que
pour la formule RK2, les valeurs 2 yn � ŷn ne sont que d'ordre deux alors que
pour RK2(1)2G, elles sont d'ordre trois.

La même exp�erience �a �et�e faite avec m = 4 sur les �gures Fig. 5.4 et Fig. 5.5
pour respectivement RK2 and RK2(1)2G. Cette fois, on a pris r = 3 pour les
deux formules. Et, on voit que quelle que soit la formule, les valeurs obtenues
sont d'ordre deux.

Et, le fait que la formule RK2(1)2G se comporte mieux que la classique RK2
ne peut être imput�e �a un meilleur d�efaut. Sur les �gures Fig. 5.6 et Fig. 5.7,
on a trac�e pour les deux m�ethodes, respectivement les rapports

max
t2[0;0:5]

kdh(t)k=h
3
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et

max
t2[0;0:5]

kd0h(t)k=h
2

en fonction d'un nombre croissant de pas.
Il apparâ�t clairement d'une part, que dans les deux cas les d�efauts des deux

m�ethodes sont du même ordre et leurs d�eriv�ees aussi, d'autre part, que leur
d�eriv�ee n'est que d'ordre un, comme la borne (5.9) l'indique.

5.3 Discussion

Nous voulons ici juste faire une remarque et une conjecture.
La remarque concerne la raison pour laquelle sur une grille non-uniforme l'es-

timateur de Zadunaisky peut perdre sa validit�e. Si on reprend le contre-exemple
qui entame ce chapitre, on remarque que la valeur obtenue par int�egration du
probl�eme perturb�e z1 = 1+h+h2=(1+�) d�epend de � alors que l'erreur y1�y(t1)
n'en d�epend pas. Les m�ethodes d�evelopp�ees dans [DP85] utilisent comme po-
lynôme d'interpolation une extension continue de la m�ethode de Runge-Kutta.
Par cons�equent, elles n'utilisent que des informations locales et ne sou�rent pas
de ce probl�eme.

Cette remarque �etant faite, on peut conjecturer que l'estimation obtenue par
l'�equation modi��ee reste convergente d'ordre relatif p �a pas variable.

Dans ce cas, on note zn+1 la solution num�erique en tn+1 de :

_z = f(Zn) + � (hpnfp(Zn) + � � �+ h2p�1n f2p�1(Zn));
z(tn) = zn;

(5.11)

obtenue avec la même m�ethode num�erique et tn+1 = tn+hn, Z0(t0) = z0 = y0..
Et, on devrait avoir :

yn + ��1 (yn � zn) = y(tn) +O(Hmin(2p;K)); (5.12)
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avec H = maxn hn.
Le cas � = �1 est �equivalent �a une m�ethode �a un pas. E�ectivement, dans

ce cas, la valeur yn + ��1 (yn � zn) vaut zn et est ind�ependante de yn. Pour
� 6= �1, le r�esultat n'est pas direct.

Cependant, l'estimation ainsi obtenue ne l'est qu'�a partir d'informations
locales. Si on reprend la preuve de Dormand et Prince ci-dessus, on remarque
qu'elle reste enti�erement valable �a ceci pr�es que l'on s'�epargne cette fois le terme

F
(i)
Hjt � F

(i)
jt . Le syst�eme perturb�e restant autonome, il n'y a plus de raison de

distinguer les d�eriv�ees partielles par rapport �a t. Le terme d�eterminant l'ordre
de l'estimation demeure encore

pn =
X
i�p+1

hi�1n

riX
j=1

�
(i)
j (F(i)

hn;j
� F

(i)
j ):

Mais, cette fois, les di��erentielles �el�ementaires du probl�eme perturb�e ne d�e-
pendent plus que du pas courant hn.

Il n'est pas alors n�ecessaire de faire appel au d�eveloppement asymptotique
de l'erreur globale pour montrer que pn est un O(h2pn ). Nous avons vu au para-
graphe x3.2.2 qu'il su�sait que la perturbation du probl�eme soit d'ordre p pour
que cela se r�epercute sur les di��erentielles �el�ementaires.

Il resterait un dernier point pour pouvoir conclure. Il reste �a savoir si, sur
une grille quelconque, l'�equation modi��e pr�ec�edente passe aussi pr�es que l'on
veut de la solution num�erique de (2.1), c'est-�a-dire si l'on a encore

Zn(tn) = yn +O(H2p):
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Deuxi�eme partie

Exp�erimentations

num�eriques
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Chapitre 1

Introduction

Le but des tests num�eriques pr�esent�es dans cette partie est simple. Il s'agit
pour nous de savoir si l'on peut se �er �a au moins un des estimateurs asympto-
tiques �etudi�es dans la partie pr�ec�edente.

Les tests s'organisent de la fa�con suivante.
Tout d'abord, dans le Chapitre 2, nous reproduisons les tests publi�es dans

[AL97, A��d96]. Ils constituent la base sur laquelle s'est fait le choix de l'implan-
tation de l'estimateur de Richardson dans Eurostag. Ils utilisent di��erents
syst�emes di��erentiels de petites tailles dont la solution sous forme close est
connue. Nous avons ajout�e �a ceux-l�a, des tests particuliers de l'estimation du
Calcul d'une Correction Globale dans le cas o�u la seconde m�ethode d'int�egra-
tion est d'ordre inf�erieur �a celui de la premi�ere. Claude-Pierre Jeannerod et
Josselin Visconti se sont charg�es d'e�ectuer les mêmes tests sur des �equations
alg�ebro-di��erentielles d'indice un et deux pour con�rmer que les r�esultats ob-
serv�es n'�etaient pas fondamentalement di��erents du cas ordinaire [Jea97, JV97].
Ces tests ne sont pas reproduits ici.

Bien que l'analyse de la Partie I ait �et�e conduite pour des m�ethodes �a un
pas, nous avons voulu aussi tester l'estimateur de Richardson et l'int�egration
de l'�equation variationnelle sur des codes employant des m�ethodes multipas.
Nous nous sommes limit�es �a ces deux estimateurs dans la mesure o�u l'analyse
conduite �a pas variable pour l'estimateur de Zadunaisky et pour le Calcul d'une
Correction Globale ne laissait pr�esager rien de bon dans ce cas. E�ectivement, les
codes que nous avons utilis�es (DVODE [BBH89] et DSTEP [SG73]) implantent
des m�ethodes �a pas et ordre variables fond�ees sur respectivement la famille
BDF et la famille Adams. Se posent alors deux probl�emes. D'une part, �a pas
constant, des conditions suppl�ementaires sont n�ecessaires sur la stabilit�e de la
m�ethode num�erique et sur les valeurs l'initialisant pour garantir l'existence d'un
d�eveloppement de la forme (2.7). D�es que l'on sort de ce cas, il n'est plus possible
de d�ecoupler l'indice du pas de sa valeur [Gra64, HNW87]. D'autre part, nous
avons vu dans la Partie I que le passage d'une int�egration �a pas constant �a
une int�egration �a pas variable ne se faisait pas sans le risque d'une perte de
convergence des estimateurs. Dans le cas des codes multipas o�u l'ordre varie, les
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r�esultats sont encore plus d�elicats. Les principaux r�esultats sur cette question
se trouvent dans [GT74, GW74, CL84, SZ90]. D'une mani�ere g�en�erale, dans le
cas de codes e�ectifs, les termes successifs sont perdus.

Puis, dans le Chapitre 3, nous nous int�eressons au cas particulier de l'utilisa-
tion de l'�Equation Modi��ee comme alternative aux estimateurs de Zadunaisky
employant des proc�ed�es d'interpolation num�erique. Bien que l'on dispose dans
[HS97] d'une relation g�en�erale donnant les termes successifs de la perturbation
de l'�equation modi��ee, nous n'avons pas cod�e cet algorithme. Nous nous sommes
content�es de calculer ces termes dans les cas qui nous int�eressaient.

En�n, dans le Chapitre 4, nous pr�esentons les tests r�ealis�es sur le simulateur
Eurostag lui-même. Ces tests ont �et�e e�ectu�es par Rodolphe Chopinet au
cours de l'�et�e 97 pour son stage industriel [Cho97].

72



Chapitre 2

Comparaison des

estimateurs

Pour e�ectuer ces tests, nous avons choisi plusieurs codes du domaine public
disponible ou bien sur http://www.netlib.org/ode/index.html, ou bien sur
http://www.unige.ch/folks/hairer/index.html:

1. DOPRI5 (version d'avril 96) [DP80], utilise une paire ERK d'ordre 4 et 5
et un contrôle de l'erreur locale par extrapolation locale,

2. DVODE [BH75, BBH89], utilise la famille de m�ethodes multipas BDF.
D�emarre �a l'ordre un. Ne fait pas d'extrapolation locale.

3. DSTEP [SG73], utilise la famille de m�ethodes multipas Adams. D�emarre
�a l'ordre un. E�ectue de l'extrapolation locale.

Dans DOPRI5, tous les estimateurs du Chapitre 3 ont �et�e implant�es. Par
contre, dans DVODE et DSTEP, seuls celui de Richardson et l'int�egration de
l'�equation variationnelle l'ont �et�e.

Nous avons utilis�e les six syst�emes suivants :

I. Un syst�eme lin�eaire instable de dimension 2 [Hal69] :

y0 =

2
664

�1 +
3

2
cos2 t 1�

3

2
sin t cos t

�1�
3

2
sin t cos t �1 +

3

2
sin2 t

3
775 y

avec y(0) = (1; 0)t, et t 2 [0; 10]. Sa solution exacte est :

Y (t) =

�
et=2 cos t e�t sin t
�et=2 sin t e�t cos t

�
y(0)
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II. Une �equation scalaire instable [SW76] :

y0 = 10 (y � t2)
y(0) = 0:02

avec t 2 [0; 2]. Sa solution exacte est :

y(t) = 0:02 + 0:2 t+ t2:

III. Un syst�eme stable non-lin�eaire de dimension 4 :

y01 = �y3y1 + y2
y02 = �y1 � y3y2
y03 = y4
y04 = �y3

avec y(t0) = (1; 1; 1; 1)t; t 2 [0; 7].

Sa solution exacte est :

y1(t) = (cos t+ sin t)e�1+cos t�sin t

y2(t) = (cos t� sin t)e�1+cos t�sin t

y3(t) = cos t + sin t
y4(t) = cos t � sin t:

IV. Un syst�eme lin�eaire raide de dimension 4 [Pro80] :

y0 =

2
4 �0:1 �49:9 0

0 �50 0
0 70 �120

3
5y

avec y(0) = (2; 1; 2)t, et t 2 [0; 1].

Sa solution exacte est :

�(t0; y0; t) =

2
4 e�(t�t0)=10 e�50(t�t0) � e�(t�t0)=10 0

0 e�50(t�t0) 0
0 e�50(t�t0) � e�120(t�t0) e�120(t�t0)

3
5 y0

V. Le probl�eme A3 du package DETEST [HEFS72], _y(t) = cos(t) y(t), y(0) = 1,
t 2 [0; 20].

VI. Le probl�eme A4 du package DETEST _y = 0:25 y (1 � 0:05 y), y(0) = 1,
t 2 [0; 20].

Pour ZD et SC, nous avons utilis�e des polynômes d'interpolation de degr�e
10 et des di��erences divis�ees.

Pour EV, nous avons utilis�e l'estimation de l'erreur de troncature donn�ee par
le d�efaut du polynôme d'interpolation utilis�e pour ZD (EVd). Pour des codes
fond�es sur des m�ethodes multipas, nous avons utilis�e �a la fois l'estimation qu'ils
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utilisent pour la s�election du pas (EV) et l'erreur locale exacte (EVE), pour
avoir une id�ee de ce que peut donner cet estimateur au mieux.

Pour pouvoir e�ectuer des comparaisons de mani�ere syst�ematique, nous
avons utilis�e la m�ethode suivante. Nous avons attribu�e �a chaque estimateur, �a
chaque instant tn, 0, s'il ne fournissait pas même l'ordre de grandeur de l'erreur
et 1 sinon, plus le nombre de chi�res signi�catifs de l'erreur dans le premier cas.
Puis, nous avons fait la moyenne de ces valeurs sur tout l'intervalle d'int�egra-
tion. La valeur obtenue est une mesure de l'e�cacit�e de l'estimateur. Une valeur
proche de un signi�e que l'estimateur donne correctement l'ordre de grandeur
de l'erreur globale et un chi�re signi�catif. Toutefois, une valeur voisine de 0.5
su�t �a garantir qu'il donne cet ordre de grandeur. Si cette m�ethode ne donne
pas une vision dynamique de l'estimation, c'est-�a-dire de son comportement au
cours du temps, elle fournit une id�ee correcte de sa pr�ecision.

De plus, pour rester au plus proche du cadre th�eorique d�evelopp�e dans le
Chapitre 4, les tests ont �et�e tous e�ectu�es en �xant la tol�erance relative des
codes �a z�ero. Cette mani�ere de proc�eder est plus contraignante pour le code,
mais elle correspond mieux �a ce qui a �et�e suppos�e au chapitre 4.

Pour tester SC dans le cas d'un r�e-int�egration avec une m�ethode d'ordre
inf�erieur �a 5, et pour limiter le nombre de cas possibles, nous n'avons pas repris
l'ensemble des probl�emes. Nous nous sommes limit�es aux probl�emes III, V et VI.
Nous avons utilis�e des m�ethodes ERK d'ordre q = 2; :::; 5 pour int�egrer l'�equa-
tion (3.26) et des polynômes d'interpolation prenant les valeurs m = 6; 8; 10. La
m�ethode d'ordre 2 est obtenue avec c2 = 1=2. La m�ethode d'ordre 3 est donn�ee
par le tableau :

1=3 1=3

2=3 0 2=3

1=4 0 3=4

La m�ethode d'ordre 4 est la m�ethode classique de Runge-Kutta. La m�ethode
d'ordre 5 utilis�ee ici est di��erente de celle de DOPRI5. Il s'agit de la ERKF5
[Feh66]. Nous avons utilis�e la même mesure de l'e�cacit�e de l'estimation que
dans les autres cas.

Tous les calculs ont �et�e conduits en arithm�etique 
ottante double pr�ecision
sur un SUN4.

2.1 DOPRI5

Avant de commenter l'ensemble des r�esultats, nous commen�cons par illustrer
le probl�eme que pose l'utilisation d'une m�ethode d'interpolation polynomiale
�el�ementaire pour ZD et SC. Sur les �gures Fig. 2.1 �a Fig. 2.4 sont repr�esent�ees
�a la fois l'erreur globale commise dans DOPRI5 sur le syst�eme V, ainsi que
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Fig. 2.4 { RS - syst�eme V - atol=10�10

les estimations obtenues par ZD et RS. Ces �gures permettent de comparer
le comportement de ZD et RS pour des tol�erances grandes (10�5, Fig. 2.1 et
Fig. 2.3) et petites (10�10, Fig. 2.2 et Fig. 2.4).

Si dans les deux situations, l'estimation fournie par RS se comporte de ma-
ni�ere satisfaisante, ce n'est pas le cas de celle obtenue par ZD. Elle montre
clairement un comportement irr�egulier sur la �gure Fig. 2.1. Une fois que la
tol�erance a �et�e su�samment diminu�ee pour que les pas d'int�egration soient pe-
tits, ce ph�enom�ene disparâ�t et l'estimation est alors bien meilleure que celle de
RS.

Cela illustre un des avantages de RS sur ZD. Alors que RS n'a besoin que
de l'existence du premier terme du d�eveloppement asymptotique, ZD et SC
n�ecessitent plus de r�egularit�e des termes ek de ce d�eveloppement pour permettre
une convergence rapide des termes perturb�es eh;k. On voit que sur le probl�eme
V, au moins la premi�ere de ces fonctions n'est que d�erivable par morceaux �a
cause des variations du pas d'int�egration (voir [CHMR96] pour plus de d�etails).

Les tables Tab. 2.1 et Tab. 2.2 donnent l'e�cacit�e des estimateurs telle que
nous l'avons d�e�nie plus haut. D'une mani�ere g�en�erale, ZD et SC fournissent
plus de chi�res signi�catifs que RS ou EVd. L'estimation RS donne de mani�ere
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-log atol 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

3.2 1.8 1.6 2.0 2.0 2.1 2.2 2.0 2.3 1.5

I 4.3 5.5 6.8 6.6 6.4 6.0 4.7 3.9 3.0 1.1

4.3 5.5 6.8 6.5 6.4 6.5 6.0 4.9 4.1 3.1

1.1 0.4 0.6 1.2 1.5 1.7 1.8 2.2 1.6 0.7

1.0 1.8 1.8 2.1 2.1 2.0 2.0 2.1 2.0 2.1

II 0.1 3.5 4.7 5.4 6.0 6.5 6.9 6.2 5.6 4.5

0.1 3.4 4.7 5.4 6.0 6.5 6.8 6.9 6.7 5.6

0.1 0.0 0.0 0.2 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5

2.3 2.3 2.4 2.3 2.3 2.4 2.3 2.2 2.2 2.1

III 2.4 1.3 2.5 3.3 4.2 5.2 6.0 4.1 3.0 2.3

2.3 1.1 2.5 3.3 4.1 5.0 6.0 5.5 4.4 3.4

0.2 0.1 0.4 0.3 0.7 1.5 2.0 2.1 1.8 0.8

Tab. 2.1 { RS, ZD, SC, EVd - DOPRI5 - I/III

constante en fonction de la tol�erance l'ordre de grandeur de l'erreur globale et un
chi�re signi�catif. Sur la plupart des exemples, il faut attendre d'avoir atteint
la zone des tol�erances petites pour que ZD et SC deviennent bien meilleurs
que RS. Ils peuvent alors être utilis�es pour am�eliorer de mani�ere drastique la
solution num�erique. En r�egle g�en�erale, SC est plus pr�ecis que ZD. Si le besoin
de l'utilisateur se limite �a l'ordre de grandeur de l'erreur globale, EVd peut faire
l'a�aire.

On remarque aussi une d�egradation de l'estimation pour des tol�erances inf�e-
rieures ou �egales �a 10�11 qui peut être mise sur le compte d'un e�et de l'erreur
arithm�etique.

En ce qui concerne SC utilis�e �a un ordre inf�erieur �a son maximum, une
premi�ere lecture des tables Tab. 2.3 et Tab. 2.4 montre que, dans l'ensemble,
on n'obtient pas une estimation satisfaisante pour des tol�erances grandes. C'est
nettement visible sur la table Tab. 2.3.

Il n'est pas possible d'utiliser conjointement une interpolation de faible degr�e
et une m�ethode d'ordre un pour obtenir une estimation �able. En revanche, sur
les probl�emes A3 et III, l'estimation obtenue avec des polynômes de degr�e 8
devient su�sante pour des tol�erances petites.
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-log atol 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2.2 3.9 3.6 2.2 2.2 2.3 2.3 2.7 2.3 1.2

IV 1.7 2.0 3.2 3.7 4.5 6.3 7.0 4.7 1.2 3.7

1.7 2.0 3.0 3.8 4.5 5.1 5.0 4.3 3.4 2.2

0.3 0.4 0.7 0.8 1.2 1.7 2.0 2.1 0.8 0.4

2.2 2.3 2.2 2.3 2.5 2.1 2.7 2.2 2.1 1.5

V 0.9 0.1 0.8 1.7 2.2 2.4 3.5 4.9 3.7 2.5

0.9 0.1 0.8 1.7 2.2 2.3 3.2 4.7 3.5 3.8

0.0 0.0 0.0 0.1 0.2 0.2 0.6 1.0 1.6 0.4

2.4 2.4 2.3 2.9 2.4 2.2 2.3 2.4 2.4 2.3

VI 0.0 2.0 3.2 4.0 4.2 4.9 6.4 5.8 5.1 1.9

0.0 2.2 3.4 3.3 3.7 4.5 5.0 5.0 4.0 3.1

0.0 0.4 0.6 0.3 0.9 1.1 1.2 1.9 2.2 1.2

Tab. 2.2 { RS, ZD, SC, EVd - DOPRI5 - III/VI

-log Atol 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

m q

6 1 0.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
5 0.0 0.0 0.2 0.5 0.3 0.8 0.7 0.7 1.2 1.5

8 1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.1 0.0 0.2 0.5 0.5 0.3
2 0.0 0.1 0.0 0.0 0.0 0.2 0.5 0.5 1.1 0.9
3 0.0 0.0 0.0 0.0 0.2 0.2 0.6 0.7 1.6 1.2
4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.1 0.1 0.4 0.9 0.8 0.7

10 1 0.0 0.0 0.0 0.1 0.2 0.2 0.6 0.9 1.6 0.4
2 0.0 0.0 0.0 0.2 0.1 0.7 0.8 1.3 1.1 1.0
3 0.0 0.0 0.0 0.1 0.3 0.7 1.0 1.6 1.7 1.2
4 0.0 0.0 0.0 0.1 0.3 0.5 0.5 1.2 1.2 0.7
5 0.0 0.0 0.2 0.9 1.1 1.6 2.5 3.3 3.3 2.9

Tab. 2.3 { SC probl�eme A3
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-log Atol 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
m q

6 1 0.1 0.4 0.0 0.0 0.3 0.1 0.1 0.1 0.2 0.3
5 1.1 1.8 1.5 1.4 1.6 2.2 2.1 2.5 2.7 2.1

8 1 0.1 0.2 0.4 0.2 0.3 0.4 1.0 1.4 1.4 1.5
2 0.1 0.6 0.4 0.8 0.7 1.1 1.3 1.7 2.0 2.2
3 0.5 1.1 0.7 0.8 1.1 1.5 2.0 2.6 2.7 2.7
4 0.5 0.3 0.3 0.3 0.6 0.7 0.7 0.9 0.9 1.3

10 1 0.0 0.4 0.6 0.3 0.9 1.1 1.2 1.9 2.2 1.2
2 0.0 0.2 1.2 1.2 1.6 1.9 2.0 2.6 2.5 1.7
3 0.0 0.9 1.5 1.2 1.7 2.1 2.3 2.8 2.5 2.4
4 0.0 0.6 0.6 0.6 0.7 0.8 1.0 1.1 1.0 1.1
5 0.0 1.4 2.2 2.6 3.0 3.3 3.9 4.5 4.0 3.1

Tab. 2.4 { SC probl�eme A4

-log Atol 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
m q

6 1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
5 0.9 0.8 1.1 1.1 1.2 1.6 1.9 2.1 2.3 2.7

8 1 0.1 0.0 0.0 0.1 0.3 0.7 0.9 1.3 2.0 1.2
2 0.1 0.2 0.1 0.3 0.6 0.8 1.3 1.6 2.2 2.2
3 0.2 0.2 0.2 0.4 0.8 1.4 2.0 2.7 3.1 2.1
4 0.1 0.2 0.1 0.0 0.7 0.7 0.9 1.0 1.1 1.1

10 1 0.2 0.1 0.4 0.3 0.7 1.5 2.0 2.1 1.8 0.8
2 0.3 0.3 0.6 0.6 1.3 2.1 3.1 3.4 3.0 2.0
3 0.6 0.3 0.7 1.1 1.6 2.6 3.5 3.7 2.7 1.6
4 0.2 0.2 0.2 0.7 0.7 0.8 0.9 1.1 1.1 1.2
5 1.5 0.7 1.4 2.3 3.0 4.0 5.2 5.2 4.2 3.1

Tab. 2.5 { SC probl�eme III

Bien que DOPRI5 ne soit pas pr�evu pour être utilis�e �a des tol�erances plus
petites que 10�12, on peut voir sur les �gures Fig. 2.5 et Fig. 2.6 ce qui se
produit pour ces estimateurs pour des tol�erances tr�es petites sur respectivement
les probl�emes II et VI. Sur ces �gures, est repr�esent�e le maximumde l'erreur et
des estimateurs en �echelle logarithmique. On constate que pour des tol�erances
situ�ees entre 10�3 et 10�12, l'erreur et les estimateurs d�ecroissent lin�eairement et
que leurs courbes sont confondues. En revanche, pour des tol�erances plus faibles,
l'erreur arithm�etique conduit �a une stagnation de l'erreur locale. Les estimateurs
se distinguent alors. L'estimateur de Richardson - �a gauche de chaque �gure -
reste voisin de l'erreur globale alors que les estimateurs SC et ZD - �a droite de
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Fig. 2.5 { Comportement du maximum des estimations et du maximum de l'er-
reur globale sur le syst�eme II
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Fig. 2.6 { Comportement du maximum des estimations et du maximum de l'er-
reur globale sur le syst�eme V

chaque �gure -, beaucoup plus sensibles aux erreurs d'arrondis, divergent.
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2.2 DSTEP et DVODE

En arguant du fait que l'estimateur de Richardson n'a besoin que du pre-
mier terme du d�eveloppement asymptotique pour donner une estimation valide,
il �etait susceptible de continuer �a donner une estimation correcte de l'erreur
globale dans des codes aussi sophistiqu�es que DVODE et DSTEP quant �a la
s�election de l'ordre et du pas d'int�egration. Un d�etail restait toutefois �a �xer.
Il fallait choisir l'ordre p �a utiliser dans la relation donnant l'estimation de Ri-
chardson. Nous avons choisi de le prendre �egal �a 2. La raison qui justi�e ce choix
est que le premier pas �etant e�ectu�e avec une m�ethode d'ordre 1, nous avons
consid�er�e qu'au pire l'erreur globale �etait d'ordre deux. Autre point int�eressant
�a noter, l'ordre n'intervient que comme facteur multiplicatif (1 � 2�p)�1. Au
pire, on se trompera d'un rapport constant par rapport �a H si le code maintient
le premier terme du d�eveloppement de l'erreur.

Comme on peut le voir sur les �gures Fig. 2.7 et Fig. 2.8, l'estimation RS
obtenue sur les syst�emes III et IV int�egr�es avec DSTEP suit bien le compor-
tement de l'erreur globale. C'est aussi le cas pour le syst�eme raide (Fig. 2.8).
Si l'on compare ce r�esultat �a ce que l'on obtient avec DVODE pour les mêmes
syst�emes et les mêmes valeurs de la tol�erance (�gures Fig. 2.9 et Fig. 2.10), on
remarque que ce ph�enom�ene est encore plus 
agrant sur DVODE. L'estimation
RS suit le comportement erratique de l'erreur globale.

Dans les tables Tab. 2.6 et Tab. 2.7 on donne sur la premi�ere ligne, la
mesure de l'e�cacit�e de l'estimateur RS. Si on la compare avec ce que l'on
obtenait avec DOPRI5, il est clair qu'elle est moins bonne. On peut imputer
cette d�egradation de l'estimation aux variations d'ordre. N�eanmoins, il fournit
encore une estimation satisfaisante dans les deux codes, puisqu'il donne au moins
l'ordre de grandeur de l'erreur globale et un premier chi�re.
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atol=10�5
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Fig. 2.10 { RS - syst�eme IV - DVODE
- atol=10�5

Pour ce type de codes d'int�egration, EV donne de meilleurs r�esultats que
dans le cas pr�ec�edent. Les tables Tab. 2.6 et Tab. 2.7 montrent pour chaque
code et chaque syst�eme, sur la seconde ligne, la qualit�e de l'estimation obtenue en
utilisant l'estimation de l'erreur locale calcul�ee par le code, et sur la troisi�eme
ligne, celle que l'on peut obtenir au mieux en prenant l'erreur locale exacte
(EEV). Il apparâ�t alors clairement que cet estimateur peut fournir une tr�es
bonne estimation de l'erreur locale si l'on am�eliore l'estimation de l'erreur locale.
C'est ce que l'on peut trouver dans [Ste79].
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-log atol 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1.2 1.5 1.1 1.1 1.1 1.2 1.1 0.9 1.2 1.2
I 0.8 1.2 0.7 0.6 0.7 0.9 0.8 0.8 0.6 0.5

1.4 1.7 1.4 1.7 1.9 2.2 2.2 2.5 2.6 2.7

2.1 1.8 2.0 2.4 2.5 2.7 2.0 2.7 1.1 2.0
II 0.3 0.3 0.4 0.4 0.5 0.5 0.5 0.7 0.3 0.4

0.4 0.5 0.6 0.6 0.7 0.8 0.9 0.9 0.8 1.2

1.2 1.1 1.3 1.3 1.2 1.1 1.1 1.1 1.2 1.2
III 0.7 0.8 0.7 0.8 0.9 0.9 0.8 0.7 0.5 0.7

1.6 1.9 2.2 2.3 2.3 2.4 2.5 2.7 3.0 3.0

1.4 1.3 1.3 1.2 1.2 1.2 1.4 1.3 1.0 1.1
IV 1.0 0.8 0.7 0.7 1.0 0.6 0.4 1.0 0.8 0.8

1.7 2.2 2.2 2.3 2.4 2.7 2.9 2.7 3.0 2.8

1.5 1.0 1.9 1.4 1.3 1.3 1.3 1.2 1.1 1.1
V 0.6 0.6 0.8 0.8 0.9 0.6 0.7 0.7 0.7 0.7

1.5 1.5 2.1 1.8 2.1 2.2 2.3 2.6 2.5 2.7

1.3 1.4 1.9 1.5 1.0 1.1 1.3 0.8 1.1 1.2
VI 1.3 1.3 1.3 0.6 1.5 1.2 0.7 0.9 0.8 0.3

1.9 2.3 2.6 2.6 3.2 3.1 3.4 3.3 3.6 3.9

Tab. 2.6 { RS, EV, EEV - DVODE

-log atol 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1.5 1.5 1.2 1.1 1.1 0.7 0.6 0.5 0.7 0.8
I 0.7 0.3 0.3 0.3 0.2 0.3 0.4 0.2 0.0 0.0

1.8 1.7 1.8 2.3 2.5 2.5 2.5 2.9 2.8 3.0

1.1 1.3 1.5 0.7 1.0 1.2 2.6 1.5 1.2 1.2
II 0.6 0.7 0.4 0.0 0.6 0.6 0.6 0.6 0.3 0.3

0.5 0.3 0.8 0.7 1.1 1.3 0.8 1.5 0.8 1.4

1.3 1.5 1.1 1.1 1.2 0.9 0.7 0.6 0.7 0.8
III 0.5 0.7 0.4 0.4 0.5 0.5 0.7 0.1 0.0 0.0

1.3 1.8 1.8 2.1 2.3 2.5 2.4 2.6 2.9 2.7

1.1 1.1 1.1 1.1 1.1 1.1 1.1 1.1 1.2 1.1
IV 0.7 0.3 0.3 0.3 0.4 0.3 0.0 0.0 0.0 0.0

2.7 2.4 3.1 3.4 3.4 3.6 4.0 4.3 4.7 4.9

1.4 1.2 1.1 1.2 1.2 1.0 0.7 0.5 0.5 0.6
V 0.3 0.2 0.6 0.6 0.0 0.7 0.5 0.2 0.0 0.0

1.4 1.7 1.8 1.7 1.8 1.9 2.2 2.6 2.4 2.8

1.4 1.5 1.3 1.4 1.3 1.0 1.0 0.9 0.9 0.9
VI 0.0 0.3 0.7 0.5 0.3 0.2 0.7 0.2 0.0 0.0

1.7 2.6 2.7 3.2 3.2 3.6 3.6 3.7 4.0 3.9

Tab. 2.7 { RS, EV, EEV - DSTEP
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Chapitre 3

Estimation par �Equation

Modi��ee

Le but de ces tests n'�etant que de comparer l'estimation obtenue en utilisant
l'�equation modi��ee (EM) avec celle obtenue par la technique de même ordre de
Zadunaisky (ZD), nous nous sommes limit�es �a une m�ethode de Runge-Kutta
d'ordre 2 avec c2 = 1=2.

Dans [HW96], sont donn�es les termes fp et fp+1 de l'�equation modi��ee :

fp(y) = dp+1(y);

fp+1(y) = dp+2(y) �
1

2
(f 0p(y)f(y) + f 0(y)fp(y)):

Pour cette m�ethode Runge-Kutta, on a :

dp+1(y) = �
1

24
f 00(y)f2(y) �

1

6
f
02(y)f(y);

dp+2(y) = �
1

48
f 000(y)f3(y) �

1

6
f 00(y)f 0(y)f2(y) �

1

24
f
03(y)f(y);

o�u nous avons utilis�e une simpli�cation pour le cas scalaire.

Nous avons consid�er�e les probl�emes A3 et A4 du package DETEST vu dans
le Chapitre 2. �A ceux-ci, nous avons ajout�e les probl�emes simples suivants :
_y = y2, y(0) = 1, t 2 [0; 0:5] (probl�eme VII) et _y = y3, y(0) = 1=2, t 2 [0; 1]
(probl�eme VIII).

Nous avons compar�e tout d'abord la qualit�e des estimations EM et ZD sur
le probl�eme A3. Celui-ci est le plus di�cile des quatre probl�emes �a int�egrer.
Nous n'avons utilis�e pour ce test que le premier terme de l'�equation modi��ee et
pour l'estimateur de Zadunaisky, des polynômes de degr�e 3. L'ordre de conver-
gence des deux estimateurs est alors le même et, ce que l'on mesure dans cette
situation, est l'in
uence de la constante dans le grand O.
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L'�equation modi��ee pour A3 est alors :

_z = cos(t) z �
1

24
h2 (� cos(t) z � 2 sin(t) cos(t) z)

�
1

6
(� cos(t) sin(t) z + cos3(t) z)

et pour A4 :

_z =
1

4
z �

1

80
z2

+ h2 (�
1

384
z +

11

15360
z2 �

3

51200
z3 �

1

384
z4)

+ h3 (
1

2048
z �

1

5120
z2 +

11

409600
z3 �

1

655360
z4 +

1

32768000
z5):

Ensuite, nous avons compar�e les ordres maximumatteignables sur la grille h,
2h, : : : , vue au x5.3. Nous avons d�ej�a vu au x5.3, que l'estimateur de Zadunaisky
perd sa validit�e asymptotique dans ce cas. Pour ces tests, nous avons utilis�e les
probl�emes autonomes parce qu'il est alors beaucoup plus simple de calculer fp+1.

Dans le cas o�u l'int�egration est conduite �a pas variable, l'estimation EM est
obtenue par la suite des probl�emes :

_Zn = f(Zn) + hpnfp(Zn) + � � � ;

Zn(tn) = zn;

avec tn+1 = tn + hn, Z0(t0) = z0 = y0 et zn la valeur num�erique obtenue en tn
par la m�ethode de Runge-Kutta.

Les �gures Fig. 3.1,Fig. 3.2 et Fig. 3.3 correspondent �a l'estimation de l'er-
reur globale commise sur le probl�eme A3 pour une int�egration �a pas constant de
80 pas. On peut relever deux traits caract�eristiques qui se reproduisent �a chacune
des exp�eriences que nous avons r�ealis�ees. D'une part, la �gure Fig. 3.1 montre
que l'estimation obtenue par l'�equation modi��ee est moins pr�ecise que celle ob-
tenue par l'estimateur de Zadunaisky. On peut voir sur les �gures Fig. 3.2 et
Fig. 3.3 la di��erence entre l'erreur globale et respectivement, l'estimation obte-
nue par ZD et celle obtenue par l'�equationmodi��ee. On constate que l'estimateur
ZD fournit un chi�re signi�catif de plus que EM. D'autre part, la perte de ce
chi�re signi�catif est compens�ee par une plus grande r�egularit�e de l'estimateur
EM en fonction du temps.
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Fig. 3.1 { Erreur et estimation sur A3 - 80 pas

En ce qui concerne le caract�ere asymptotique de ces deux estimateurs, on
observe directement ce qui se produit sur la grille h, 2h, quand on augmente le
nombre de pas. Les �gures Fig. 3.4 et Fig. 3.5 montrent le comportement du
rapport

maxn jzn � 2 yn + y(tn)j

Hr

avec H = 2h et respectivement r = 3 et r = 5 sur le probl�eme _y = y2. Pour
ZD, on a pris m = 4 et pour EM, on a pris deux termes, ce qui fait que
les deux estimateurs devraient exhiber le même ordre relatif de convergence.
L'obtention de droites montre clairement que les valeurs obtenues par ZD ne
sont que d'ordre 2 alors que celles obtenues par EM sont d'ordre 4. Même sur
cette grille qui d�etruit le deuxi�eme terme du d�eveloppement asymptotique de
l'erreur globale, EM conserve le même ordre qu'�a pas constant.

Cette exp�erience est reproduite sur le probl�eme _y = y3 sur les �gures Fig. 3.6
et Fig. 3.7. Elle conduit �a la même remarque.

Toutefois, le fait que EM pr�esente un meilleur caract�ere asymptotique que
ZD n'est pas incompatible avec le fait qu'il puisse fournir une bonne estimation
de l'erreur globale même sur cette grille. On peut observer qu'en fait, ZD reste
plus pr�ecis que EM même sur cette grille. Les �gures Fig. 3.8, Fig. 3.9 et
Fig. 3.10 reprennent le test qui a �et�e fait sur A3. On constate que ZD conserve
toujours un chi�re signi�catif de plus que EM, même s'il est moins r�egulier.
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Fig. 3.2 { Erreur ZD sur A3 m = 3
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Fig. 3.3 { Erreur EM sur A3 avec un
terme
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VII
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Fig. 3.5 { Ordre de l'estimation EM -
VII
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Fig. 3.6 { Ordre de l'estimation ZD -
VIII
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Fig. 3.7 { Ordre de l'estimation EM -
VIII
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Fig. 3.9 { Erreur de ZD - A3 - pas al-
tern�e
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Fig. 3.10 { Erreur EM - A3 - pas al-
tern�e
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Fig. 3.8 { Probl�eme A3 - pas altern�e

Une derni�ere mesure permet de comprendre pourquoi l'estimateur ZD conti-
nue �a fournir une estimation aussi pr�ecise �a pas variable que EM alors qu'il a un
caract�ere asymptotique moins bon. Il ne perd son caract�ere asymptotique que
de peu. Parce que sur ce syst�eme le ph�enom�ene est tr�es visible, on compare sur
le probl�eme A4 la convergence du rapport

maxn kEstimation(tn)k

maxn kErreur(tn)k

vers un dans le cas d'une int�egration �a pas constant, puis sur la grille h, 2h pour
ZD et pour EM.

La table Tab. 3.1 montre que dans le cas d'une int�egration �a pas constant,
ZD et EM pr�esentent un rapport voisin de un �a 10�4 pr�es. Et, quand on passe
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Nbr pas � 40 ZD EM
PC PV PC PV

1 8:3 10�4 2:2 10�2 2:2 10�4 8:9 10�4

2 2:1 10�4 2:2 10�2 8:7 10�5 3:7 10�4

3 7:0 10�5 2:0 10�2 7:6 10�5 2:0 10�4

4 8:0 10�5 1:9 10�2 8:5 10�5 1:5 10�4

5 3:9 10�5 1:9 10�2 1:1 10�4 1:4 10�4

6 5:1 10�5 1:9 10�2 1:3 10�4 1:5 10�4

7 1:3 10�4 1:9 10�2 1:7 10�4 1:6 10�4

8 1:8 10�4 1:9 10�2 2:1 10�4 1:8 10�4

9 2:3 10�4 1:9 10�2 2:6 10�4 2:1 10�4

10 2:9 10�4 1:8 10�2 3:1 10�4 2:4 10�4

11 3:4 10�4 1:8 10�2 3:7 10�4 2:9 10�4

12 4:1 10�4 1:8 10�2 4:3 10�4 3:3 10�4

13 4:8 10�4 1:8 10�2 5:0 10�4 3:8 10�4

Tab. 3.1 {| Estimateur/Erreur - 1| pour un nombre croissant de pas constant
(PC) et variable (PV)

�a la grille h, 2h, seul EM conserve un aussi bon rapport. L'estimation fournie
par ZD n'est plus voisine de un qu'�a 10�2. Ce rapport ne tend donc plus vers
un mais vers une valeur voisine, ce qui explique que l'estimation reste encore
bonne.

90



Chapitre 4

Tests e�ectu�es sur Eurostag

Nous pr�esentons les conclusions que l'on peut tirer de l'implantation de l'es-
timateur de Richardson dans Eurostag. Les simulations ont �et�e e�ectu�ees en
bloquant l'ordre maximum de la m�ethode d'int�egration �a deux. Cette restric-
tion n'est pas faite uniquement pour ces tests. Pour des raisons de stabilit�e de
l'int�egration, il est pr�ef�erable de se limiter �a cet ordre. Par contre, le contrôle
du pas d'int�egration a �et�e laiss�e inchang�e.

Ces tests correspondent �a trois sc�enarii. Le premier sc�enario (sim1) est consti-
tu�e par un r�eseau de 40 variables. C'est un cas simple qui sert �a tester le bon
fonctionnement du logiciel et de l'estimation.Le deuxi�eme (cigretri) comporte 73
variables dont une divergente. C'est cette variable que l'on surveille. Le troisi�eme
(voltcol) compte 270 variables. C'est un sc�enario au cours duquel est simul�ee
une brusque chute de tension. Les automates du r�eseau essaient de maintenir la
tension constante au n�ud o�u se produit la chute de tension, sans succ�es.

De mani�ere g�en�erale, les syst�emes d'�equations di��erentielles que doit trai-
ter Eurostag sont fortement non-lin�eaires, mais leur jacobien est creux. Ces
�equations sont g�en�er�ees automatiquement �a partir d'une interface graphique.
Et, sauf sur des exemples simples de cas d'�ecoles, leur structure alg�ebrique n'est
pas disponible.

Sc�enario Sim1

La �gure Fig. 4.1 montre le comportement d'une des variables de ce syst�eme.
On peut voir sur la �gure Fig. 4.2 que selon l'estimateur de Richardson l'erreur
commise est de l'ordre de 2 10�4 dans la phase transitoire. L'estimation relative,
i.e. le rapport de la valeur absolue de l'estimation sur la valeur de la solution
num�erique, pr�esente sur la �gure Fig. 4.3 un pic au moment o�u la variable passe
par z�ero. En dehors de ce pic, l'estimation relative est de l'ordre de 10�3, ce qui
fait moins de 0.1% d'erreur.

Sc�enario Cigretri Sur ce sc�enario, on observe une variable divergente,
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Fig. 4.1 { Sc�enario Sim1 - variable 34
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Fig. 4.2 { Sc�enario Sim1 - Estimation
erreur variable 34
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Fig. 4.3 { Sc�enario Sim1 - Estimation
relative
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Fig. 4.4 { Sc�enario Sim1 - Estimation
relative (zoom)
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Fig. 4.5 { Sc�enario Cigretri - Variable
Theta - Tol. 10�4
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Fig. 4.6 { Sc�enario Cigretri - Variable
Theta - Tol. 10�5
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Fig. 4.7 { Sc�enario Cigretri - Estima-
tion Erreur Variable Theta - Tol. 10�4
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Fig. 4.8 { Sc�enario Cigretri - Estima-
tion Erreur Variable Theta - Tol. 10�5

Theta, et une variable tendant vers z�ero, IQ. On e�ectue une premi�ere simulation
avec une tol�erance de 10�4 puis avec une tol�erance de 10�5. Le fait de faire
varier les tol�erances n'induit pas de comportement qualitativement di��erent sur
la variable Theta (Fig. 4.5 et Fig. 4.6). Ce n'est pas le cas en revanche, des
estimations. Elles sont visibles sur les �gures Fig. 4.7 et Fig. 4.8.

La di��erence de comportement des estimations entre 10 et 15 secondes n'est
qu'apparente et cela se voit en e�ectuant un zoom (Fig. 4.9 et Fig. 4.10). En
revanche, entre 15 et 25 secondes, les deux estimations sont qualitativement
di��erentes (Fig. 4.11 et Fig. 4.12), alors que rien de tel n'est visible entre les
deux courbes de la variable.

Les variations de la variable IQ donn�ees sur les �gures Fig. 4.13 et Fig. 4.14
permettent de mieux comprendre ce ph�enom�ene. Les estimations d'erreur ob-
tenues sur les �gures Fig. 4.15 et Fig. 4.16 exhibent des comportements tr�es
di��erents au-del�a de 15s. Avant cet instant, un zoom sur l'intervalle [10; 15]
montrerait comme pour la variable Theta que leur forme est la même. La �-
gure Fig. 4.18 montre non seulement des oscillations erratiques de l'estimation,
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Fig. 4.9 { Sc�enario Cigretri - Estima-
tion Erreur Variable Theta -Tol. 10�4 -
zoom
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Fig. 4.10 { Sc�enario Cigretri - Estima-
tion Erreur Variable Theta - Tol. 10�5
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Fig. 4.11 { Sc�enario Cigretri - Estima-
tion Erreur Variable Theta - Tol. 10�4

(zoom 2)
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Fig. 4.12 { Sc�enario Cigretri - Estima-
tion Erreur Variable Theta - Tol. 10�5

(zoom 2)
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mais celle-ci estime l'erreur globale �a un ordre de grandeur de 10�6 alors que
pour les tol�erances de 10�4 celle-ci �etait estim�ee �a une valeur de l'ordre de 10�2

(Fig. 4.17). De plus, si l'on compare le comportement de l'estimation pour une
tol�erance de 10�4 avec la variation de IQ entre [15 : 25] (Fig. 4.19), on remarque
que l'estimation reproduit bien la brutale variation de la d�eriv�ee de la variable.

Cela peut s'interpr�eter comme un e�et de la limite de la pr�ecision machine.
Au moins pour ces variables, il est probable qu'au-del�a de 15 secondes, l'erreur
num�erique soit pr�epond�erante sur l'erreur de la m�ethode d'int�egration.
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Fig. 4.13 { Sc�enario Cigretri - Variable
IQ - Tol. 10�4
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Fig. 4.14 { Sc�enario Cigretri - Variable
IQ - Tol. 10�5

-0.015

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

10 15 20 25 30 35

E
s
t
i
m
a
t
i
o
n
 
E
r
r
e
u
r
 
G
l
o
b
a
l
e

Temps

’Sys2EstIQ-1’

Fig. 4.15 { Sc�enario Cigretri - Estima-
tion Erreur Variable IQ Tol. 10�4
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Fig. 4.16 { Sc�enario Cigretri - Estima-
tion Erreur Variable IQ - Tol. 10�5
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Fig. 4.17 { Sc�enario Cigretri - Estima-
tion Erreur Variable IQ - Tol. 10�4
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Fig. 4.18 { Sc�enario Cigretri - Estima-
tion Erreur Variable IQ - Tol. 10�5
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Fig. 4.19 { Sc�enario Cigretri - Variable IQ - Tol. 10�4 et 10�5

Sc�enario Voltcol - D�ecalage des automates Pour le troisi�eme sc�enario,

on peut voir sur la �gure Fig. 4.20 comment la tension au n�ud N14 d�ecrô�t petit
�a petit au cours de la simulation. Cette simulation dure plus de 7500 secondes.
Peu apr�es l'instant t = 7500 s, la tension �nit par chuter compl�etement. Les pics
du graphe correspondent �a des passages de seuils des automates. A ces instants,
la variable connâ�t des sauts. Sur la �gure Fig. 4.22, on peut voir comment
l'implantation de l'estimateur de Richardson permet d'obtenir une estimation
de l'erreur commise sur l'instant du d�eclenchement de l'automate.

Typiquement, les deux courbes montrent un �t de l'ordre de la seconde.
Toutefois, sur ce même sc�enario, du fait de la longueur de la simulation, on a

aussi pu observer sur les variables de certains automates une estimation relative
de l'ordre de un et ce, non pas de mani�ere ponctuelle, mais bien constante. Cela

96



2.7

2.8

2.9

3

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

V
a
r
i
a
b
l
e
 
N
_
1
4

Temps

’CigreVar14’

Fig. 4.20 { Sc�enario Voltcol variable 14
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Fig. 4.21 { Sc�enario Voltcol - Estima-
tion Erreur variable 14

correspond �a un doute complet sur la valeur r�eelle de la variable de l'automate.
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Fig. 4.22 { D�ecalage d'une variable d'un automate
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Chapitre 5

Conclusion

L'analyse asymptotique de la Partie I et les tests de cette partie conduisent
aux conclusions suivantes.

D'une part, quitte �a utiliser un estimateur asymptotique, autant utiliser l'es-
timateur de Richardson. Malgr�e son coût �elev�e, il o�re des avantages s�erieux sur
les autres estimateurs. Non seulement, il s'adapte facilement �a de nombreuses
m�ethodes d'int�egration et demande peu d'hypoth�eses sur le comportement de
l'erreur globale, mais aussi, il pr�esente une estimation utile pour toute la gamme
des tol�erances possibles d'int�egration. Ne supprimer qu'un terme du d�eveloppe-
ment de l'erreur globale en faisant varier le pas est une mani�ere plus sûre et
plus directe d'obtenir une estimation �able de l'erreur que de passer par de
l'interpolation polynômiale pour essayer de gagner plusieurs termes. En�n, cet
estimateur semble plus robuste vis �a vis des erreurs arithm�etiques.

Les premiers tests e�ectu�es sur Eurostag ne doivent pas être sur-interpr�et�es.
Il s'agit avant tout d'une �etude pr�eliminaire visant �a v�eri�er que l'estimateur
implant�e peut fournir une information utile �a l'utilisateur. Notre rôle s'arrête
ici. Une �etude plus syt�ematique des simulations conduites par Eurostag ne
peut être r�ealis�ee que de mani�ere interne �a la Der.

Dautre part, d'un point de vue th�eorique, si l'on souhaite utiliser les tech-
niques d�evelopp�ees ici pour doubler l'ordre de la m�ethode d'int�egration, il nous
semble que l'�equation modi��ee peut être une alternative int�eressante au cal-
cul d'une correction globale et aux estimateurs de Zadunaisky �a perturbations
non-autonomes.

En ce qui concerne l'erreur arithm�etique dont nous avons suppos�e n�egli-
geables les e�ets, des techniques de v�eri�cation de l'in
uence des arrondis sur
le calcul des solutions num�eriques peuvent être mises en �uvre pour d�eceler les
pertes de pr�ecision (Cadna [AV96, BBC+97], Aquarels [BBC+97]). Ce type
de techniques a d�ej�a fait l'objet d'implantations dans d'autres simulateurs de la
DER. Elles nous semblent être un contrepoint utile aux techniques d'estimation
de l'erreur globale.
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Troisi�eme partie

Int�egration num�erique

dans C
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Chapitre 1

Introduction

On consid�ere l'�equation di��erentielle ordinaire :

y0(t) = f(t; y(t))
y(t0) = y0

(1.1)

o�u t prend ses valeurs dans C et f est une fonction holomorphe de n + 1 va-
riables complexes dans un voisinage de (t0; y0). Dans ces conditions, la solution
du probl�eme (1.1) est holomorphe et d�e�nie dans un voisinage de t0 [Car61].
Cette solution est �egale �a son d�eveloppement en s�erie enti�ere sur un disque de
rayon R. On s'int�eresse au cas o�u R est �ni, c'est-�a-dire au cas o�u la solution
admet au moins une singularit�e �a distance �nie de t0, et o�u il est possible de
prolonger cette solution au-del�a de son disque de convergence.

Exemple 1 : Singularit�e polaire. Soit l'�equation di��erentielle scalaire :

y0 = y2;
y(0) = 1:

(1.2)

Elle admet pour solution sous forme close y(t) = 1=(1 � t). Pour une m�ethode
d'int�egration num�erique qui reste sur l'axe r�eel, il ne sera pas possible de calculer
la valeur de cette solution au-del�a de 1, car la solution devient in�nie en 1.
Pourtant, la forme close montre que les valeurs de la solution existent au-del�a
de t = 1. Si l'on se donne dans C un chemin � : [0; 1] ! C , t 7! �(t) tel que
�(0) = 0, et �(1) = 2, et tel que pour tout t, �(t) ne prend pas la valeur 1, alors
l'int�egration de (1.2) le long de ce chemin fournira la valeur de la solution en 2,
qui est ici -1.

Il peut ne pas y avoir unicit�e du prolongement analytique.

Exemple 2 : Singularit�e alg�ebrique. Soit l'�equation di��erentielle scalaire sui-
vante :

y0 = y3;
y(0) = 1:

(1.3)
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Elle admet deux solutions sous forme close qui sont :

y1(t) =
p
1�2 t
2 t�1 , y2(t) = �

p
1�2 t
2 t�1

Ici, non seulement ses deux solutions deviennent in�nies au point 1/2, mais les
valeurs de la solution de (1.3) d�ependent du chemin sur lequel l'int�egration est
e�ectu�ee autour de 1/2.

Le probl�eme est alors de calculer un prolongement analytique de la solution
de (1.1) en un point T de C .

Une m�ethode de r�esolution num�erico-formelle de ce probl�eme a �et�e implant�ee
par Cha�y [Cha95] dans le cas d'�equations di��erentielles scalaires non-lin�eaires
pour lesquelles la position des singularit�es est connue �a l'avance. Sa m�ethode se
fonde sur le proc�ed�e de Weierstrass. Le calcul des valeurs de la s�erie enti�ere est
e�ectu�e grâce �a un langage de calcul formel (Reduce) qui permet d'exprimer
les d�eriv�ees successives de la solution. Un prolongement analytique est alors
e�ectu�e le long d'un chemin sp�eci��e en entr�ee du programme.

Si l'on souhaite calculer les valeurs de la solution de (1.1) �a l'aide d'une m�e-
thode d'int�egration num�erique classique, il semble di�cile de se passer de cette
sp�eci�cation a priori du chemin d'int�egration � et donc, de la d�etermination des
singularit�es de la solution. Toutefois, si dans le cas lin�eaire, la d�etermination des
singularit�es est possible, il n'est pas toujours simple de le faire pour un syst�eme
non-lin�eaire d'�equations di��erentielles. Dans le cas complexe, les donn�ees que
doit prendre en entr�ee un code d'int�egration num�erique semblent donc être : la
fonction f , la condition initiale (t0; y0), la tol�erance utilisateur � , et le chemin
d'int�egration �.

Cependant, il existe des heuristiques purement num�eriques pour parvenir �a
d�etecter la pr�esence de singularit�es sur la droite r�eelle �a partir de la donn�ee seule
de f [SE92].

On montre dans le Chapitre 2 comment il est possible, en s'inspirant de
ces heuristiques, de l�eg�erement modi�er les codes d'int�egration num�erique pour
permettre de s'a�ranchir de la donn�ee a priori du chemin d'int�egration et de la
remplacer par la sp�eci�cation d'un param�etre r�eel. Ainsi, le cas de l'impl�emen-
tation d'un int�egrateur dans le cas complexe se ram�ene au cas r�eel.

Les exp�erimentations num�eriques du Chapitre 3 sont l�a pour attester du bon
fonctionnement de l'algorithme pr�esent�e dans le chapitre pr�ec�edent (x3.1). De
plus, on s'int�eresse �a l'in
uence d'une singularit�e isol�ee sur l'erreur globale d'une
m�ethode d'int�egration num�erique (x3.2).
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Chapitre 2

Algorithme d'int�egration

Il est possible de montrer �a travers un exemple simple comment le contrôle
du pas d'int�egration peut permettre d'e�ectuer une int�egration dans C sans
sp�eci�er de chemin.

On reprend l'exemple (1.2) et on lui applique la m�ethode d'Euler explicite.
La relation de r�ecurrence obtenue est :

yn+1 = yn + hn y
2
n;

y0 = 1:

Son erreur de troncature est :

"n = y(tn + hn)� y(tn)� hny(tn)
2:

Connaissant la solution de (1.2), cette erreur de troncature se r�e�ecrit :

"n =
h2n

(1� tn)2(1� tn � hn)
: (2.1)

Le minimum du module de cette erreur est command�e par le maximum du
module de J = 1� tn�hn. Soit hn = �n exp(i �n), et soit tn = rn exp(i sn). Soit
S le cercle de centre tn et de rayon �n. SoitM l'intersection de S et du segment
[tn; 1]. Soit M

0 le sym�etrique de M par rapport �a tn. Pour �n �x�e, le maximum
de J est atteint au point tn+1 = tn + hn qui est l'a�xe de M 0. Cela est r�esum�e
sur la �gure Fig. 2.1.

Le r�esultat de ce calcul ne semble pas tr�es encourageant. Pour le pas h0, il
conseille de prendre h0 r�eel n�egatif. Cela ne nous rapproche pas de T = 2.

Toutefois,M correspond au maximun de l'erreur de troncature et les points
entre M et M 0 sont des points o�u elle d�ecrô�t. On voit sur la �gure 2.2 les
variations de l'erreur de troncature commise par la m�ethode d'Euler explicite
appliqu�ee au probl�eme (1.2) sur le premier pas. Le module du pas est �x�e et
son argument varie de 0 �a 2�. On constate que le minimum est bien atteint
en � et qu'entre ces deux valeurs, l'erreur de troncature diminue de mani�ere
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Fig. 2.1 { Minimum de l'erreur de troncature

r�eguli�ere. Par cons�equent, il sera possible de choisir une direction interm�ediaire
dans laquelle on diminuera su�sament l'erreur de troncature de fa�con �a passer
le test de tol�erance.

D'une mani�ere plus g�en�erale, dans le cas o�u il existerait plusieurs points
singuliers, les variations de l'erreur de troncature ne seront pas aussi simples.
Mais, en se limitant �a un secteur bien choisi, il doit être possible de trouver �a
chaque instant une direction pour se fau�ler entre ces points.
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Fig. 2.2 { Variation de l'erreur de troncature sur le premier pas du probl�eme
(1)

On consid�ere une m�ethode �a un pas (2.2).

On note aussi  (u; v; t), la fonction de C�C N�C ! C v�eri�ant  (u; v; u) = v
et  t(u; v; t) = f(t;  (u; v; t)).

Le contrôle du pas permet �a l'int�egrateur de d�etecter la pr�esence d'une sin-
gularit�e du type de l'exemple 1. E�ectivement, au voisinage de ce point, il n'est
plus possible de passer le test (2.9) avec un pas sup�erieur au pas hmin impos�e
par l'arithm�etique de la machine.
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Dans le cas de l'int�egration dans le champ complexe, il est possible d'utili-
ser cette sensibilit�e de l'estimation de l'erreur locale aux variations du 
ot de
l'�equation di��erentielle pour contourner d'�eventuelles singularit�es.

L'id�ee consiste �a essayer de changer de direction d'int�egration avant d'e�ec-
tuer une r�eduction du pas. On note Pasd, le pas dans la direction courante et
"d, le module de l'estimation de l'erreur locale dans cette direction. Le premier
pas, PasInit, est pris dans la direction de t0 �a T et son module est d�etermin�e
selon la r�egle donn�ee dans [HNW87], p. 182. Cela conduit �a l'algorithme g�en�eral
de la �gure Fig. 2.3.

Tcourant := t0 ;
PasCourant := PasInit ;
Ycourant := y0 ;
Tant que Tcourant 6= T faire

(Ysuivant, ") := FaireUnPas(Tcourant, Ycourant, PasCourant) ;
Si " � � alors

Tcourant := Tcourant + Pascourant ;
Ycourant := Ysuivant ;
PasCourant := Allonger(PasCourant) ;

sinon
(Ysuivant, Pasd, "d) := ChangerDeDirection(Tcourant, Ycourant,

PasCourant) ;
Tant que "d > � et kPask > Hmin faire

(Ysuivant, "d) := FaireUnPas(Tcourant, Ycourant, Pasd) ;
Si "d � � alors

Tcourant := Tcourant + Pasd ;
Ycourant := Ysuivant ;

PasCourant :=
jPasdj

jT � Tcourantj
(Tcourant� T ) ;

sinon
Pasd := R�eduire(Pasd) ;

fsi
ftq

fsi
ftq

Fig. 2.3 { Algorithme G�en�eral

On remarque sur l'algorithme g�en�eral qu'apr�es avoir e�ectu�e un changement
de direction, l'int�egration reprend le long de la ligne droite qui joint l'instant
courant et l'instant �nal. De plus, on remarquera qu'en cas d'�echec dans la
direction courante, la r�eduction du pas se fait dans la direction Pasd, et non
dans la direction courante.
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Il existe plusieurs mani�eres de concevoir un changement de direction. On
peut par exemple e�ectuer une rotation d'angle �max (Figure Fig. 2.4), ou
bien, se placer sur une demi-droite orthogonale �a la direction courante (Figure
Fig. 2.5). On ajoute dans ce cas, �a T � Tcourant, �� i (T � Tcourant). Dans les
deux cas, les points test�es se trouveront sur la nouvelle direction choisie.

Pasd

T

Tcourant

PasCourant

�max

Fig. 2.4 { Premi�ere strat�egie de changement de direction

T

Tcourant

PasCourant

Pasd

Fig. 2.5 { Seconde strat�egie de changement de direction

Dans la mesure o�u l'on ne se pr�eoccupe pas du coût de l'int�egration, il
est possible d'a�ner les strat�egies pr�ec�edentes en e�ectuant une minimisation
de la norme de l'estimation sur l'arc de cercle ou le segment consid�er�e. Cette
minimisationn peut se faire par �echantillonage.
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Chapitre 3

Exp�erimentations

num�eriques

Les id�ees d�ecrites dans la section pr�ec�edente ont conduit �a l'�ecriture d'un
code d'int�egration num�erique d'�equations di��erentielles ordinaires sur C . Ce
code est �ecrit en C et appel�e Ccart. Nous avons implant�e deux m�ethodes d'in-
t�egration. La premi�ere est la RKF5(4) [SW76]. La seconde est la RKDP8(7)
[HNW87], p. 195.

Ces m�ethodes ont �et�e choisies pour la simplicit�e de l'estimation de l'erreur
locale qu'elles permettent par extrapolation locale. Les deux strat�egies pr�ec�e-
dentes y sont implant�ees.

Les donn�ees que l'utilisateur doit fournir sont :

{ la fonction f ,

{ la condition initiale (t0; y0),

{ l'instant �nal T ,

{ une tol�erance absolue Atol, et une relative Rtol,

{ un param�etre r�eel caract�erisant la strat�egie d'int�egration.

Pour la premi�ere strat�egie, ce param�etre est �max, l'angle maximum de d�e-
viation autoris�e. L'utilisateur peut le �xer comme il le souhaite, mais il est
recommand�e de ne pas lui donner de valeurs sup�erieures �a �=2. Dans le cas
contraire, l'int�egrateur pr�esente des oscillations super
ues.

Pour la seconde strat�egie, ce param�etre est une constante �. On recommande
de ne pas lui donner de valeur trop grande. Un � de 4 ou 5 est tout �a fait su�sant.

Une capacit�e d'estimation de l'erreur globale par extrapolation de Richard-
son est aussi implant�ee.

Les cas d'�echec du code d'int�egration sont :

{ impossibilit�e de trouver un pas de module sup�erieur �a hmin et permettant
de passer le test sur l'erreur de troncature,
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{ d�epassement du nombre d'�evaluations de fonctions.

Le second cas garantit l'arrêt du programme. Ces cas d'�echec sont les mêmes
que pour un int�egrateur r�eel.

Les exp�erimentations num�eriques ont �et�e conduites d'abord dans le but de
v�eri�er que l'int�egrateur trouvait un chemin reliant t0 �a T ne passant pas par une
singularit�e (x3.1), ensuite pour mesurer l'in
uence d'une singularit�e sur l'erreur
globale d'int�egration (x3.2).

Pour e�ectuer ces exp�erimentations nous avons pris de nombreuses �equa-
tions di��erentielles pr�esentant des singularit�es. Nous pr�esentons ici les r�esultats
observ�es sur les exemples 1 et 2 de notre introduction qui sont typiques du com-
portement du code d'int�egration Cart. Les deux exemples sont int�egr�es jusqu'�a
T = 2 pour le premier et jusqu'�a T = 1 pour le second. La valeur de la solution
pour le premier exemple est 1 et pour le second exemple, deux valeurs sont
possibles suivant la nature du chemin, i et �i.

A ceux deux exemples, nous ajoutons un exemple pour lequel il y a deux
singularit�es :

y0 = t y3;
y(�3) = 4 i;

(3.1)

dont la solution est :

y(t) =

p
143=16� t2

t2 � 143=16
:

La premi�ere singularit�e se trouve sur l'axe r�eel et vaut environ -2.989 et 2.989.
La premi�ere singularit�e est donc tr�es proche de l'instant initial. De plus, nous
l'int�egrons jusqu'�a T = 3.

Nous avons �x�e les valeurs des param�etres d'int�egration �max et � �a 1.55 et
4, respectivement.

3.1 Contournement automatique d'une singula-

rit�e

Les �gures Fig. 3.1 et Fig. 3.3 montrent le chemin trouv�e par l'int�egrateur
dans le cas de l'exemple 1, avec la premi�ere et la seconde strat�egie respective-
ment. L'int�egration a �et�e e�ectu�ee avec la m�ethode RKF5(4) et une tol�erance
absolue de 10�5. On constate que dans les deux cas, l'int�egrateur atteint T = 2
et que la valeur de la solution approch�ee est voisine de -1. Les chemins di��erent
peu d'une strat�egie �a une autre. Toutefois, la seconde strat�egie a �et�e con�cue pour
essayer de lisser le chemin d'int�egration. On remarque sur les �gures Fig. 3.2 et
Fig. 3.4 qui repr�esentent l'image du chemin d'int�egration, i.e. les valeurs de la
solution approch�ee en fonction du temps, que la seconde strat�egie fournit un r�e-
sultat l�eg�erement plus lisse que la premi�ere. Ce fait s'accentue sur des exemples
plus di�ciles.
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Fig. 3.1 { Chemin d'int�egration -
Exemple 1 - M�ethode 1 - Strat�egie 1 -
atol = 10�5
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Fig. 3.2 { Solution - Exemple 1 - M�e-
thode 1 - Strat�egie 1 - atol = 10�5
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Fig. 3.3 { Chemin d'int�egration -
Exemple 1 - M�ethode 1 - Strat�egie 2 -
atol = 10�5
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Fig. 3.4 { Solution - Exemple 1 - M�e-
thode 1 - Strat�egie 2 - atol = 10�5
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Fig. 3.5 { Chemin d'int�egration -
Exemple 2 - M�ethode 1 - Strat�egie 1 -
atol = 10�5
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Fig. 3.6 { Solution - Exemple 2 - M�e-
thode 1 - Strat�egie 1 - atol = 10�5
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Fig. 3.7 { Chemin d'int�egration -
Exemple 2 - M�ethode 1 - Strat�egie 2 -
atol = 10�5
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Fig. 3.8 { Solution - Exemple 2 - M�e-
thode 1 - Strat�egie 2 - atol = 10�5

Les �gures Fig. 3.5 et Fig. 3.7 montrent les chemins trouv�es par les deux
strat�egies sur l'exemple 3. Les singularit�es qui se situent proches de l'instant
initial et de l'instant �nal n'empêchent pas l'int�egrateur de trouver un chemin,
même si ceux-ci ont une forme plus complexe que dans le cas pr�ec�edent.

La di��erence entre les deux strat�egies est plus manifeste. Les �gures Fig. 3.6
et Fig. 3.8 montrent que la seconde strat�egie fournit une solution plus lisse que
la premi�ere.

De plus, au voisinage de l'instant �nal T = 3, la �gure Fig. 3.10 montre que
la premi�ere strat�egie conduit �a un chemin qui spirale l�eg�erement autour de T ,
alors que celui fourni par la seconde est plus direct. Ce ph�enom�ene d'enroulement
s'observe souvent avec la premi�ere strat�egie quand l'instant �nal est voisin d'une
singularit�e.
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Fig. 3.10 { Agrandissement au voisi-
nage de t0
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Fig. 3.11 { Agrandissement au voisi-
nage de T
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Fig. 3.9 { Chemin selon les deux strat�egies

Les �gures Fig. 3.12 et Fig. 3.14 montrent ce qui se produit quand la so-
lution de l'�equation di��erentielle est multiforme. Nous avons e�ectu�e un tour
autour de la singularit�e en donnant comme condition initiale pour la seconde
partie de l'int�egration (Fig. 3.14 et Fig. 3.13) la valeur trouv�ee �a la �n de la
premi�ere int�egration (�gures Fig. 3.12 et Fig. 3.13). On constate qu'apr�es un
premier tour (Fig. 3.12 �a Fig. 3.15), la solution n'a pas repris sa valeur initiale
de 1 et qu'elle vaut -1.

Une question int�eressante qui se pose pour cette technique d'int�egration est
de savoir ce qui se passe pour le chemin d'int�egration choisi par l'int�egrateur
quand la tol�erance devient de plus en plus petite. La �gure Fig. 3.16 montre
ce qui se produit sur l'exemple 1 quand on fait passer la tol�erance utilisateur
de 10�5 �a 10�11. L'int�egration a �et�e e�ectu�ee avec la m�ethode RKDP8(7) qui
supporte mieux des tol�erances �elev�ees que la RKF5(4), et avec la seconde strat�e-
gie. On constate que la suite des chemins s'accumule sur une courbe continue et
h�eriss�ee de dentelures. Ce ph�enom�ene peut être visualis�e sur les autres exemples
et avec l'autre strat�egie.
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Fig. 3.12 { Chemin d'int�egration -
Exemple 2 - atol = 10�5
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Fig. 3.13 { Solution - Exemple 2 - atol
= 10�5
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Fig. 3.14 { Chemin d'int�egration -
Exemple 2 - atol = 10�5
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Fig. 3.15 { Solution - Exemple 2 - atol
= 10�5
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Fig. 3.16 { convergence du chemin en fonction de la tol�erance

Les solutions d'�equations di��erentielles dans le champs complexe peuvent
pr�esenter une fronti�ere naturelle de singularit�es autour de la condition initiale.
Dans un tel cas, il n'existe pas de prolongement analytique de la solution au-del�a
de cette fronti�ere.

Un exemple de syst�eme di��erentiel donnant naissance �a un ph�enom�ene de
ce type est fourni par l'�equation de Chazy [CO96] :

y01 = y2y3 � y1y2 � y1y3;
y02 = y1y3 � y2y1 � y2y3;
y03 = y1y2 � y3y1 � y3y2:

(3.2)

Sur cette �equation, le code d'int�egration sort apr�es avoir atteint le pas Hmin.
Bien que ce ne soit pas exactement une limitation, nous insistons sur le

fait que l'int�egrateur prendra aussi des valeurs complexes si les variations de
la solution sont trop importantes sur la droite r�eelle. Par exemple, des tests
e�ectu�es sur y0 = 2x y nous ont montr�e que sur une gaussienne, l'int�egrateur
contourne le sommet de la solution.

3.2 In
uence d'une singularit�e sur l'erreur glo-

bale

On suppose ici que le segment d'int�egration [0; T ] ne contient plus de singu-
larit�es de la solution de l'�equation di��erentielle (1.1). En revanche, on s'int�eresse
au cas o�u ce segment est voisin d'une singularit�e.

Notre propos ici est de savoir si cette strat�egie permet d'obtenir un gain
sur l'erreur globale �a l'instant �nal d'int�egration. E�ectivement, il n'est plus
possible de comparer ailleurs qu'�a cet instant les di��erentes valeurs obtenues
sur di��erents chemins.

Un premier travail dans le sens de l'�etude de l'in
uence d'une singularit�e sur
un int�egrateur num�erique a �et�e r�ealis�e dans [ATV97]. On y montrait comment �a
l'aide d'un outil de visualisation d'ensembles de solutions, un utilisateur pouvait
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Fig. 3.17 { Chemin d'int�egration recti-
ligne
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Fig. 3.18 { Valeurs de la solution

de mani�ere interactive modi�er les chemins d'int�egrations pour faire d�ecrô�tre
une estimation de l'erreur globale.

Cependant, l'int�egrateur utilis�e alors ne b�en�e�ciait pas d'une strat�egie de
minimisation de l'erreur locale. Cette stratr�egie conduit �a des �ecarts par rapport
�a la trajectoire rectiligne que peut prendre un int�egrateur classique. On peut
alors se demander si le coût suppl�ementaire que repr�esente cette minimisation
est au moins compens�e par une erreur globale plus petite �a l'arriv�ee.

Pour e�ectuer alors nos comparaisons, nous utilisons une �equation �a singula-

rit�e essentielle _y =
1

(1� t)2
y, y(0) = 1, avec T = 2:0+0:1 i, ainsi que l'�equation

de l'exemple 1 que nous int�egrons jusqu'�a T = 2:0 + 0:01 i.

Il est possible d'e�ectuer avec notre code d'int�egration ou bien une int�e-
gration sur le segment [0; T ] en mettant �a z�ero le param�etre de contrôle de
changement de direction - on retrouve alors une int�egration num�erique r�eelle
classique - ou bien en mettant ce param�etre �a une valeur strictement positive,
on autorise l'int�egrateur �a d�evier de sa trajectoire rectiligne.

Ainsi, on peut voir sur les �gures Fig. 3.17 et Fig. 3.19 ce que l'on obtient
comme variations du pas d'int�egration quand on �xe respectivement les valeurs
du param�etre de d�eviation �a z�ero et �a 4,0 sur le probl�eme de l'exemple 1. On
constate d'une part que l'int�egration forc�ee le long du segment conduit �a une
accumulation de points au voisinage de la singularit�e (Fig. 3.17), d'autre part,
que même si la singularit�e ne se trouve pas exactement sur le segment [0; T ], la
strat�egie de contournement conduit �a s'en �ecarter (Fig. 3.19).

Si on compare les valeurs que prennent les solutions num�eriques dans les
deux cas (Fig. 3.18 et Fig. 3.20), on constate que celles-ci sont beaucoup plus
grandes en norme sur le chemin rectiligne que sur le chemin d�evi�e.

Les mesures du nombre d'�evaluations de fonctions, du nombre de pas et de
l'erreur commise en T en fonction de la tol�erance absolue et pour di��erentes
valeurs du param�etre de d�eviation sont donn�ees dans les �gures Fig. 3.21 �a
Fig. 3.24.
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Fig. 3.19 { Chemin d'int�egration avec
d�eviation
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Fig. 3.20 { Valeurs de la solution

On constate tr�es clairement qu'avec un param�etre de d�eviation non nul, on
obtient une erreur plus petite avec moins de pas et d'�evaluations de fonctions.
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Fig. 3.21 { Nombre d'�evaluations de
fonctions vs Erreur - exemple 1
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Fig. 3.22 { Nombre de pas vs Erreur -
exemple 1
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Fig. 3.23 { Nombre d'�evaluations de
fonctions vs Erreur - sing. ess.
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Chapitre 4

Conclusion

Nous esp�erons avoir montr�e dans cette partie les possibilit�es techniques que
pr�esentait le contrôle de l'erreur locale pour l'int�egration num�erique des �equa-
tions di��erentielles ordinaires dans le champ complexe. Quand il existe, le pro-
longement analytique d'une solution est un proc�ed�e purement local qui s'e�ectue
de proche en proche. Il n'est pas �etonnant alors de pouvoir le r�ealiser de mani�ere
automatique en �evitant les singularit�es de la solution.

Bien que le code que nous ayons �ecrit ne soit qu'un prototype, il permet
de montrer qu'une minimisation locale dans C de l'erreur locale conduit �a des
valeurs en sortie plus pr�ecises et �a un moindre coût qu'une int�egration impos�ee
sur un segment.

En�n, il faut reconnâ�tre que l'int�egration num�erique dans C n'est pas un
domaine tr�es couru de l'analyse num�erique. Les probl�emes de simulation nu-
m�erique sont g�en�eralement pos�es avec un temps r�eel. Une tâche que nous nous
donnons pour l'avenir est de rechercher des applications li�ees �a ce type d'int�e-
gration.
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