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Chapitre 1

Introduction

Si au cours de ces derniéres années les programmes informatiques sont deve-
nus de plus en plus surs, on est encore loin de la perfection. S’il est bien connu
que cette perfection nous est inaccessible, nous chercherons & nous en rappro-
cher. Et ce d’autant plus que les systemes sur lesquels nous travaillons sont de
plus en plus complexes, et que les sources d’erreurs sont donc multipliées.

Cette complexité peut venir de différents facteurs. Tout d’abord, on peut
vouloir augmenter la qualité des controleurs de certains systémes extrémement
critiques nécessitant une réponse trés rapide & certains événements. On re-
gardera entre autre du co6té des centrales nucléaires, ou du domaine spatial.
Ensuite, les systemes répartis se multiplient. Ainsi, dans le domaine de la té-
léphonie mobile, on gére un tres grand nombre d’appareils qui peuvent se dé-
placer, se connecter ou se déconnecter du réseau. Parfois, les deux probléemes
sont présents, comme dans les réseaux de transport. De nombreux appareils
circulent et communiquent pour assurer un haut débit de circulation tout en
évitant les collisions, mais il faut aussi pouvoir réagir aux accidents tels que des
problemes mécanique sur un véhicule, une voie impraticable, ou un probléeme
de communication.

Pour valider ces programmes, et plus généralement, tous les programmes dits
réactifs (qui réagissent & leur environnement), il faut étre capable de modéliser
aussi leur environnement. En effet il est nécessaire de confronter un programme
de ce genre a son environnement pour évaluer son comportement, mais dans
de nombreux cas on ne peut tester le programme sur un environnement réel,
pour des raisons de coiit ou de sécurité. Il reste alors a confronter le programme
& un modele de I’environnement. De plus en plus, on a alors besoin de modé-
liser le temps, qui est un parametre important de cet environnement surtout
s’il y a interactions entre plusieurs systemes. Les interactions sont en général
modélisées par des compositions paralleles, qui posent un certain nombre de
problémes lorsqu’elles sont utilisées avec des systemes temporisés. Cette these
propose un modele de temporisation permettant de résoudre une partie de ces
problémes, les propriétés dites de progres maximal et de réactivité temporelle
étant notamment assurées par construction.

Avant de rentrer plus en détail dans le sujet, voyons quelques notions qui
permettront de cerner les probléemes que nous chercherons & résoudre.
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1.1 Systemes de transitions

L’objet de base pour modéliser un systéme en informatique est le systeme
de transition. Il s’agit d’un graphe orienté (au sens mathématique du terme),
dont les sommets représentent les états du systéme et les arcs représentent les
actions, ou transitions. Si I'on isole un état initial dans ce graphe, les différents
chemins du graphe partant de cet état représentent les différentes évolutions
possibles pour le systeme modélisé.

Ce modele, §’il est extrémement simple, est aussi extrémement puissant puis-
qu’il permet de représenter un tres grand nombre de systéemes. Des modeles plus
évolués ont été définis, qui permettent de structurer les systemes de transitions.
Tous ces modeles ont en commun le fait que leur sémantique est définie sur
les systéemes de transitions, et qu’ils permettent donc de représenter des sous-
classes de ces systemes de transitions. Parmi ces modeles, on remarquera entre
autres, les réseaux de Petri, les automates et les algebres de processus.

Pour des raisons de généralité nous travaillerons donc sur les systeémes de
transitions (&4 part dans le chapitre 3, ott nous nous placerons dans le cadre
plus restreint des automates temporisés). Les résultats qui seront donnés ici
pourront alors étre appliqués a toute la gamme des modeéles informatiques que
nous venons de citer.

1.2 Systemes temporisés et systemes hybrides

L’un des principaux problemes de ces modeles apparailt lorsque 'on veut
spécifier des systemes ou le temps intervient. Cette situation est de plus en plus
courante avec le développement des systéemes répartis, ou les différentes parties
du systéme sont obligées de se synchroniser pour fonctionner correctement. On
la retrouve aussi lorsque le systéme nécessite une réponse rapide a certains évé-
nements.

Tout d’abord nous remarquerons que les problemes temporels peuvent étre
vus différemment suivant que 'on cherche & programmer un systéme ou & le
spécifier. En effet, lors de la programmation, on n’appréhendera le temps et les
actions de I’environnement que par l'ordre dans lequel ils arrivent. On tiendra
alors compte de la nature de ces événement pour fournir des données au sys-
téme. En aucun cas on ne pourra poser de contrainte sur I’environnement, en
particulier sur ’écoulement du temps.

A I'opposé, lors de la spécification de systemes, nous avons un certain
nombre d’informations sur I'’environnement, en particulier une relation de cau-
salité entre les événements est donnée. De plus, pour modéliser 'urgence de
certaines actions on peut se permettre de stopper le temps, forcant ainsi les
actions & s’exécuter. Pour introduire les incertitudes qui apparaitraient dans
I’environnement, on utilisera alors le non déterminisme, & savoir que si dans
certains états plusieurs événements sont possibles, un seul sera effectué, mais
cet événement est susceptible de changer d’une exécution du systéme sur 'autre.
On aura ainsi un moyen de représenter différentes situations possibles (ou dif-
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férentes évolutions de I’environnement) en un seul systéme.

D’autre part, deux approches sont possibles pour intégrer le temps dans un
systeme. Lorsque I'on programme, on sait tres bien que toute action a un certain
délai d’exécution non nul. Mais lorsque ’on spécifie, on peut tres bien considérer
que les actions sont instantanées. Cette approche peut surprendre, mais elle est
équivalente & la premiére en ce sens qu’une action est alors représentée comme
un début d’exécution, une attente, puis une fin d’exécution. Si seul le résultat de
I’action compte, on pourra représenter une action par sa durée et sa terminaison,

ainsi sg KN $1 = 89 peut représenter une action a de durée 3. Une autre vision
de cette seconde approche est de considérer que le passage du temps représente
une évolution du systéme suivant un comportement donné (par exemple pour
un controleur de chaudiere, le chauffage est en marche) et que les actions sont
des changements de comportement (on allume ou éteint le chauffage). Quelle
que soit 'optique envisagée, cette seconde approche est treés pratique pour la
spécification puisqu’elle permet de séparer tres clairement les actions qui seront
considérées comme instantanées et le passage du temps. Dans le cadre de cette
étude, cela permettra aussi de se focaliser sur la gestion du temps dans les
modeles. C’est pour cette raison que j’ai choisi cette approche.

Comme les systémes non temporisés sont étudiés depuis plus longtemps,
et que 'on sait mieux les décrire, 'habitude a été prise de baser les systemes
temporisés sur un squelette non temporisé que ’on habille ensuite selon des
techniques de temporisations qui peuvent varier.

De nombreuses temporisations ont été effectuées sur les algebres de proces-
sus et les automates. On parle habituellement de systémes hybrides pour le cas
général, et de systemes temporisés dans le cas plus restreint ou les seules gran-
deurs continues sont des horloges permettant de mesurer des laps de temps. Le
terme temporisation sera néanmoins employé dans le sens le plus général dans
la suite.

La plupart des temporisation est réalisée par ’adjonction de variables qui
sont modifiées par le passage du temps et que 'on peut tester. Ceci permet de
savoir quand on peut prendre une transition et quand on doit la prendre. Il y
a donc deux types de conditions:

— des conditions, souvent appelées gardes, qui disent quand une action est
possible. Les gardes sont donc des conditions qui restreignent les moments
ou les actions sont possibles.

— des conditions sur la progression du temps qui interdisent au temps de
progresser a certains moments. Cela permet de simuler 'urgence d’une
ou plusieurs actions, car en empéchant le temps de progresser on force les
actions a étre effectuées. Apres avoir effectué une action, on change d’état,
et le temps peut alors progresser a nouveau. Ces conditions n’ont donc pas
pour but de bloquer le temps, mais de forcer des actions & étre réalisées
a certains moment, le temps devant pouvoir progresser en permanence.

Ce type de temporisation est celui adopté par les différents automates tem-
porisés [NSY92, MP91, AD90], automates hybrides [NSY92, PV94, MMP92],
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z,y:=0
Affichage
FAU)?g _
fin
=30
trop tard prompt Sortie
y= <30 VRAI
Y=
Attente
y<6Az<30
onne reponse
y<b6 :
Session
VRAI

Fic. 1.1 — Procédure de login

réseaux de Petri temporisés [Ram74] et de nombreuses algebres de processus
temporisés (telles que ATP [NRSV90], ou ET-LOTOS [LL95]).

La figure 1.1 montre un systeme temporisé donné sous forme d’un automate
temporisé. Il s’agit d’une procédure de login correspondant a la situation sui-
vante : la procédure ne peut durer plus de 30 secondes, passé ce délai on sort
et 'utilisateur ne peut se loger. Pendant les 30 secondes qui lui sont imparties,
I'utilisateur a droit & un nombre d’essais indéfini, mais chaque essai est lui aussi
limité dans le temps et ne peut durer plus de 6 secondes. Chaque essai se dé-
compose en deux étapes: laffichage d’un prompt, et la lecture de la réponse.
La figure se lit comme suit: on a un graphe sur lequel on peut reconnaitre la
boucle représentant la succession des essais, et les deux sorties possibles. Les
sommets du graphe sont appelés états de controle. Sur ce graphe, on a ajouté
des conditions portant sur les horloges (ici et y, dont nous verrons la signifi-
cation ci-apres) et des remises a zéro de ces horloges (notées = := 0 et y := 0).
On reconnaitra les gardes associées aux transitions et les conditions de pro-
gression du temps associées aux états. Dans cet exemple, £ mesure le temps
depuis le début de la procédure, pour savoir si les 30 secondes imparties ne sont
pas écoulées, auquel cas on effectue action nommée fin. De méme y mesure le
temps écoulé pour chaque essai. On remarquera que la condition de progression
du temps associée a I’état Sortie est VRAI, c’est-a-dire que l'on peut rester
indéfiniment dans cet état, de méme pour Session. Au contraire, I’état affichage
ne correspond qu’a un point de controle ot I’on ne peut attendre, la condition
associée est alors FAU X. Par contre dans cet état, suivant la valeur de z on
prendra soit la transition fin soit la transition prompt.

Nous reviendrons ultérieurement sur cette maniere de décrire des systémes
réactifs.
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a = en attente b = produit c¢ = traite d = transmet e=e -1 f=l—>r

Fi1c. 1.2 — Un exemple simple : émetteur - récepteur

1.3 Composition parallele

On assiste au développement des systémes distribués, c’est-a-dire formé
d’un certain nombre de composants, lesquels sont répartis sur plusieurs sites
et évoluent en parallele tout en communicant entre eux pour se synchroniser
ou transmettre des données. Pour représenter cela, on utilise en général des
compositions paralleles. L’opérateur de composition paralléle [Mil80] permet
de regrouper plusieurs systemes simples pour donner un seul systeme qui re-
présente ’ensemble des comportements des petits systémes mis en présence les
uns des autres.

Cet opérateur présente plusieurs avantages. Tout d’abord, il est plus facile
de représenter deux petits systémes qu’un gros. Ceci est illustré sur I'exemple
suivant.

La figure 1.2 nous montre un exemple composé de trois systeémes, un émet-
teur, une ligne de transmission et un récepteur. Ce systéme est trés simplifié.
Le comportement de la ligne est modélisé comme suit. Dans 1’état 1 la ligne
attend un message de I'émetteur qui la fera passer dans I’état 2. Le message est
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alors transmis a "autre bout de la ligne, celle-ci arrive dans I’état 3. Elle délivre
alors le message au récepteur et passe dans I’état 4. Finalement, elle émet un
signal indiquant qu’elle est & nouveau préte a transmettre. L’émetteur est plus
simple, il produit un message et le donne a la ligne. De méme le récepteur recoit
le message de la ligne et effectue ensuite un certain traitement sur ce message.
Pour compléter le systeme, nous imposerons des contraintes de synchronisa-
tion: I’émetteur délivre le message a la ligne au moment ou celle-ci le recoit,
de méme que la ligne délivre le message au récepteur au moment ou celui-ci
le recoit. Le systéme composé est alors formé de 16 états et 28 transitions. Ce
systeme, pourtant relativement simple, commence & devenir illisible.

Si la composition parallele est apparue pour représenter des systemes dis-
tribués, elle s’est développée pour d’autres applications. Il existe aujourd’hui
des langages de programmation, tel ET-LOTOS ([LL95] permettant de décrire
un systeme complexe comme composition parallele de systémes plus simples,
méme dans le cas de systémes non distribués. Outre la facilité apportée par une
telle description, on gagne en place mémoire. En effet, la description par com-
position paralléle n’oblige pas & calculer le systéme composé (qui est proche du
produit cartésien des composants), mais permet de travailler directement sur
les composants et leurs interactions. Cette approche est aussi utilisée lorsque
I’on veut effectuer certains traitements a ces systémes complexes, par exemple
les vérifier. On procede alors avec les techniques dites a la volée [VWS86].

L’opérateur de composition parallele apparait alors comme un outil indis-
pensable pour construire ou vérifier des systéemes.

1.4 Exposé du probleme

Etant donnés deux systemes S; et Se non temporisés, on sait effectuer leur
composition parallele (S; || S2) et l'on sait temporiser chacun des trois sys-
temes (pour obtenir St, S% et (S || S2)!). Ce que 'on aimerait c’est avoir une
composition paralléle sur les systémes temporisés (||') qui rende le diagramme
de la figure 1.3 commutatif.

Or ceci n’est pas réalisable avec la composition parallele classique. En ef-
fet, la composition parallele sur les systémes non temporisés correspond a une
spécification a base de processus communicants. Il s’agit de processus compléte-
ment séparés qui ne communiquent qu’au travers de certaines synchronisations,
pour échanger des données ou coordonner leurs actions. Lorsque 1'on cherche
a étendre cette composition aux systémes temporisés, on se heurte au fait que
le temps (physique) est une donnée partagée, méme si cette donnée n’apparait
que pour indiquer comment évoluent les autres données, en particulier les hor-
loges. 11 est alors facile de faire apparaitre des blocages: le systeme ne peut ni
effectuer d’action, ni laisser passer le temps, comme c’est le cas sur I'exemple
suivant issu de [SY96].

Cet exemple (figure 1.4), qui représente un systéme formé d’un producteur
qui met a disposition le produit pendant une durée limitée avant de recom-
mencer a produire, et d'un consommateur qui cherche un produit pendant un
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FiG. 1.3 — Composition paralléle des systémes temporisés
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certain temps puis le consomme. Les intervalles associés aux transitions in-
diquent & quels moments les transitions peuvent étre prises, le temps écoulé
dans D’état de controle devant appartenir & I'intervalle donné. Ainsi, pour le
producteur, en partant de I’état A, on peut effectuer la transition produit en
ayant attendu au moins #; unités de temps, on devra avoir pris cette transition
avant sij. Apres avoir effectué cette transition on arrive dans I’état B, ou il
faudra attendre entre i9 et s9 pour effectuer la transition échange.

Le producteur et le consommateur doivent se synchroniser sur l’échange
du produit (transition échange), les actions de production et de consommation
étant indépendantes. Le squelette de la composition est donné figure 1.4. Le
calcul de l'intersection des comportements peut introduire des blocages, c’est a
dire que le systéme est dans un état ou non seulement il ne peut plus effectuer
de transition, mais en plus il ne peut pas laisser passer le temps. Pour certaines
valeurs des intervalles, il est méme impossible d’éviter les blocages, car les deux
systemes seront complétement désynchronisés.

Regardons ce qui se passe pour les valeurs suivantes: 43 = 1, s; = 3, 19 = 2,
So = b, 13 = 2, 83 =4, 14 = 3 et s4 = 4. Dans certaines conditions le sys-
téme peut fonctionner. Par exemple, en partant de I'état A || C, les transitions
suivantes peuvent étre prises:

2 produit 1 consomme 3 echange
- — — — - = ..

En effet, ayant attendu entre 1 et 3 on peut effectuer la transition produit apres
quoi le systéme se trouve dans I’état de controle B || C, le consommateur n’a pas
changé d’état de controle. Le temps de référence pour savoir si 'on peut prendre
la transition consomme est donc le délai écoulé depuis le début de ’exécution.
En attendant encore 1 unité de temps on aura donc un délai total de 3 qui est
compris entre 73 et s3, on peut donc effectuer consomme pour se trouver dans
I'état B || D. Ensuite si 'on attend 3 unités de temps supplémentaires, on sera
depuis 4 unités de temps dans B, ce qui permet d’effectuer échange, et depuis
3 dans D, ce qui permet également d’effectuer échange. Ces transitions échange
étant autorisée simultanément dans les deux composants, leur composition est
autorisée, on peut ainsi continuer avec les mémes délais.

Par contre, les mémes valeurs pour les intervalles induisent un blocage si
I’on commence par la séquence suivante, toujours & partir de AIC':

1 produit 3 consomme 2
— — — — —

Cette séquence est valide au sens ou chaque transition peut étre effectuée sui-
vant les contraintes définies ci-dessus. Par contre, elle conduit & un état ou le
temps ne peut plus progresser: on est dans B depuis 5 unités de temps, ce qui
est le maximum autorisé avant de prendre échange, et dans D depuis 2, ce qui
est inférieur & la limite inférieure 44 pour effectuer échange. Les deux transitions
échange ne pouvant se réaliser simultanément, leur synchronisation ne peut se
faire en ce point. On est donc dans un état ou ni action, ni passage du temps
ne sont possibles.
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Avec d’autres valeurs pour les intervalles, on réalise facilement des systéemes
se bloquant forcément. Or le blocage est quelque chose qui nous semble irréaliste,
puisqu’en aucun cas dans la réalité on ne peut empécher le temps de passer.
On cherchera donc & produire des systemes qui peuvent toujours laisser passer
le temps, si besoin aprés avoir effectué des transitions discrétes (actions).

Une solution possible serait d’autoriser les deux transitions échange a s’effec-
tuer séparément, mais alors un autre probléme se pose: ces transitions entrent
en concurrence avec la synchronisation. La propriété que nous appellerons de
progres mazimal dit que dans ce cas la synchronisation doit étre favorisée. Pour
réaliser le progrés maximal on ajoute souvent un opérateur de masquage, per-
mettant de supprimer les transitions indésirables. Nous chercherons & nous pas-
ser de cet opérateur, ou plus exactement a 'intégrer a la composition parallele.
Le but de cette thése est de réaliser un systéme satisfaisant la condition de
progreés maximal, et temporellement réactif (c’est-a-dire ne bloquant jamais to-
talement le systéme).

1.5 Plan de la these

Pour résoudre le probleme envisagé, nous commencerons par une étude de
la temporisation dans le chapitre 2. Nous en tirerons des conclusions quant a
la forme que peuvent prendre les contraintes temporelles. Habituellement les
contraintes régissant la progression du temps sont liées aux états de controle.
Nous verrons que pour des raisons de spécification, et pour des raisons de
flexibilité dans la composition parallele, nous attacherons ces contraintes aux
transitions. Ceci semble naturel aussi par le fait que le but premier de ces
contraintes est de caractériser 'urgence des transitions. L’étude portera donc
sur ces contraintes, que nous appellerons échéances.

Nous verrons au chapitre 3 un modele général (les SHEC) satisfaisant les
propriétés de réactivité temporelle et de progres maximal. La réactivité tem-
porelle est une version affaiblie de la propriété de non-blocage, mais elle est
associée a chaque transition séparément; la propriété de non-blocage exigerait
au contraire d’examiner simultanément toutes les transitions. Le progres maxi-
mal est assuré par un opérateur de choix particulier: le choix avec priorités qui
permet de favoriser certaines transitions par rapport a d’autres. Ce modele est
trés puissant, mais nous verrons qu’il n’est pas utilisable dans la pratique: une
grande gamme d’opérateurs aussi bien pour le choix que pour la composition
parallele sont disponibles, mais les interactions entre différents opérateurs sont
parfois difficiles & prévoir. Par contre, si I'on se restreint & quelques opérateurs,
on peut avoir une puissance d’expression tres grande et simultanément une
grande facilité d’utilisation.

Le chapitre 4 présente I'un de ces modeles, que nous appellerons les Au-
tomates Temporisés a Transitions Typées. Dans ce modele, nous ne garderons
qu’un seul opérateur de choix (le choix avec priorités) et nous utiliserons trois
modes de synchronisation ET (synchronisation classique), MAX (synchronisa-
tion avec attente) et MIN (interruption). De plus nous verrons que nous n’uti-
liserons pas directement les échéances, mais des types permettant de spécifier
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I’'urgence d’une transition en calculant son échéance & partir de sa garde.
Enfin, nous ferons le point sur le travail effectué au chapitre 5.
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Chapitre 2

Spécification de urgence

2.1 Présentation du probleme

2.1.1 Le probléme lui-méme

Jusqu’a présent la manieére de gérer le passage du temps dans les systémes
temporisés et hybrides a été trés peu étudiée de fagon théorique. En effet, dans
ces systemes il est nécessaire d’interdire au systéme d’évoluer contintiment, ce
qui revient & arréter la progression du temps c’est-a-dire rendre urgentes cer-
taines actions. A cet effet, 'utilisation de conditions liées aux états et spécifiant
si la progression du temps est autorisée semble naturelle, mais elle devient in-
suffisante si 'on veut simuler le systeme. En effet un prédicat sur les états du
systeme permet de savoir si le temps peut s’écouler dans un état donné mais ne
permet pas de quantifier directement le laps de temps qui peut s’écouler. Pour
passer du qualitatif au quantitatif on est obligé de calculer une fonction per-
mettant de savoir si I'on peut attendre dans un état donné pendant une durée
donnée. Cette fonction, que nous appellerons “fonction de délais possibles”, est
plus générale et pourrait étre utilisée pour spécifier le comportement temporel
d’un systéme si elle n’avait ce grave défaut d’étre complexe & manipuler. Nous
en sommes donc réduits & utiliser deux entités, I'une simple (les prédicats sur
les états) et 'autre puissante (les fonction de délais possibles) et & passer de
I'une & Pautre. Nous étudierons donc dans cette partie ce que sont ces deux
entités et comment elles sont liées.

2.1.2 Modélisation du temps

Nous allons étudier une méthode classique pour spécifier la progression du
temps et 'urgence dans les systemes hybrides et temporisés. Il s’agit de la
méthode consistant & ajouter des variables & un systéme discret, ces variables
évoluant avec le passage du temps, le comportement discret du systéme étant
alors limité par des contraintes sur les variables.

Les états du systeéme sont donc définis par un couple (état discret, valuation
des variables). Nous décrirons le temps comme une grandeur réelle, c’est-a-dire
que toute progression du temps sera quantifiée par un nombre réel. C’est cette
représentation du temps par les réels qui nous permettra de modéliser des phé-
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nomenes continus.

Nous étudierons certains aspects de la spécification des comportements tem-
porels d’un systeme hybride. Ces systemes peuvent évoluer de facon continue
et changer de comportement par des actions discretes. Il est donc important
de savoir quand le systeme peut évoluer et dans ce cas comment il évolue. Les
deux aspects de I’évolution (quand, comment) peuvent étre rassemblés en une
seule fonction ou séparés en deux. C’est cette deuxieme approche que nous uti-
liserons; en effet, nous porterons le plus gros de notre étude sur la spécification
de l'urgence.

L’évolution du systeme avec le passage du temps est généralement don-
née par l'utilisation d’équations différentielles avec des dérivées par rapport au
temps. Nous supposerons ici que les équations sont résolues et que la solution
est unique, c’est-a-dire que ’on peut prédire I’état qui sera atteint en laissant
passer le temps. Ceci nous permet de définir les fonctions d’évolution.

Définition 1 Fonction d’évolution
L’évolution du systéme sera donnée par une fonction > qui d un état (s,v)
et une durée t associe l’état atteint a partir de (s,v) en laissant s’écouler
t unités de temps. > est donc une fonction de (S x V) xRy dans (S xV),
ot V est l’ensemble des valuations et S ’ensemble des états.

Notation 1 Pour plus de simplicité on notera (s,v)>t 'image de ((s,v),t) par
>. De plus, on séparera la loi d’évolution en lois d’évolution locales a chaque
état de controle, > : V X Ry — V qui donne ’évolution dans chaque état de
controle.

Remarque 1
Cette séparation en lois d’évolutions locales est justifiée par le fait que le
passage du temps n’autorise que des évolutions continues du systéme et
donc interdit de changer d’état de controle.

On supposera de plus que pour tout état (s,v), la fonction ¢ — v >yt
est définie sur Ry. Cela signifie que 'on donne une valeur & tous les
successeurs temporels d'un état donné, indépendamment du fait que ces
successeurs soient accessibles ou non. Ceci peut surprendre, mais cette
technique ne change rien par rapport a celle consistant & ne donner de va-
leurs qu’aux successeurs accessibles, puisque celles-ci ne seront pas prises
en compte lors de ’exécution du systeme. Par contre nous verrons par
la suite qu’il peut étre tres utile de connaitre I’évolution “spontanée” du
systeme lorsque l'on oblige le temps a s’écouler en interdisant toute action
discrete.

Pour clore le sujet des fonctions d’évolution nous remarquerons que du fait
du déterminisme du temps elles doivent satisfaire la propriété suivante:
Définition 2 Déterminisme temporel
On dit qu’une fonction f : VXR, — V est déterministe temporellement
lorsqu’elle satisfait [’égalité suivante :

Vo € V.V, ts € Ry . f(f(v,11),12) = f(v,t1 +12)
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Pour une loi d’évolution cela signifie simplement que 1’évolution est la méme
en laissant passer une durée ¢; puis une durée ¢ ou en laissant passer une seule
durée t1 + to.

Remarque 2 Nous utiliserons des lois d’évolutions >, déterministe
temporellement. On en déduit que (v >gt) >3 0 = v > ¢, pour tout v et
t. Nous généraliserons cette propriété en exigeant que v >3 0 = v méme
si v n’est successeur temporel d’aucune valuation. Cela revient a dire
qu’attendre une durée 0 ne change pas 1’état, ce qui est normal puisque
attendre pendant une durée 0 revient a ne pas évoluer.

Pour simplifier les notations par la suite, nous utiliserons souvent le symbole
> pour une fonction d’évolution locale & un état de contrdle lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité sur cet état de contréle ou si cet état de contrdle est insignifiant
dans le contexte étudié. Par abus nous parlerons aussi de fonction d’évolution
dans les mémes conditions, sans préciser qu’elle est locale. La différence entre
une fonction d’évolution globale et une fonction d’évolution locale est facile &
remarquer puisque la premiere s’applique a un état complet alors que la seconde
ne s’applique qu’a la partie continue de I’état, la valuation.

2.2 Les échéances

Classiquement on utilise des conditions de progression du temps liées aux
états pour spécifier si I'attente est possible dans un systéme. Les conditions de
progression du temps spécifient les états accessibles par passage du temps, on
doit donc prohiber toute attente menant dans un état qui ne satisfait pas la
condition. Ceci est bien str lié & la volonté de spécifier I'urgence d’une action.

Les automates temporisés, qui sont des automates étendus par des hor-
loges, sont ainsi définis de la maniére suivante. Partant d’un automate discret,
on ajoutera des contraintes de temps (cf figure 2.1). Les variables x et y sont
des horloges qui mesurent le temps écoulé depuis leur derniére remise a zéro (in-
diquée par z := 0 et y := 0), ou depuis le début de 'exécution du systéme. Un
état du systéme est alors défini par un état de controle (un état de 'automate
discret), et un état des horloges. La contrainte sur un état de controle, appe-
lée condition de progression du temps, indique les états des horloges possibles
dans cet état de controle. Les contraintes sur les transitions, appelées gardes,
indiquent les états des horloges pour lesquels ces transitions sont autorisées.
Cela permet de limiter les moments ol les transitions peuvent étre effectuées.

On remarquera que les conditions de progression du temps, qui limitent
le passage du temps dans cet état de controle, peuvent étre données indépen-
damment des actions possibles depuis cet état de controle. Il est alors facile de
bloquer le temps quand aucune action n’est possible. On exigera donc de relier
les conditions permettant de bloquer le temps aux conditions autorisant les ac-
tions. Il nous est alors paru naturel que si la gestion du passage du temps devait
étre liée aux actions, on pouvait définir deux conditions pour chaque action. La
premiere, la garde, dit quand l'action est possible. La seconde, 1’échéance, dit
quand D’action est obligatoire. L’échéance est donc le complément d’une condi-
tion de progression du temps, en ce sens que lorsqu’elle est vraie le temps ne
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b y>7
1 2
<3 true
a C a
r =5 r<H true
z:=0 y>6 y:=0
3 4
x<3 y<5
d f
d f true true
z:=0,y :=(
(s ) ;
r <4
Automate discret Automate temporisé

Fi1G. 2.1 — Automates temporisés

peut progresser. Nous reviendrons sur ce choix dans la partie suivante.
Nous utiliserons donc au cours de cette partie la convention suivante.
Définition 3 Echéances

Une échéance est un prédicat sur les valuations d’un systéme hybride,
autrement dit une fonction de V' dans {vrai, fauz}. L’échéance spécifie
les €tats a partir desquels le temps ne peut plus progresser, rendant une
action urgente. Les états satisfaisant I’échéance ne sont pas tous inacces-
sibles : le temps ne doit s’arréter que lorsque [’échéance est devenue vraie.
Des échéances seront liées a chaque transition, mais une condition globale
a chaque €tat de controle sera induite et permettra donc de connaitre la
progression du temps dans cet état de controle.

Remarque 3 Ce qu’il faut retenir de cette définition est que les échéan-
ces, liées aux actions, identifient les états ou l'action est urgente et donc
ol le temps est arrété. Ceci nous permet de calculer une condition, par
exemple une condition de progression du temps, pour chaque état de
controle. Ceci est illustré sur ’exemple suivant.

Exemple 1

La figure 2.2 nous montre un état s d’ou partent deux transitions étiquetées
par a et b; on supposera qu’il n’y a que deux variables. Les échéances sont les
suivantes: a est urgente si z > 4 Ay > 3 et b est urgente six =3V = 5.
Le temps ne peut progresser que si aucune des actions n’est urgente, donc si
=((z >4 ANy >3)V(zx=3Vz=75)). La condition de progression du temps
d’un état de contrdle n’est donc que la négation de 'union des échéances des
actions issues de cet état de controle.

Le choix qui a été fait que certains états satisfaisant ’échéance soient ac-
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Fia. 2.2 — Condition de progression du temps et échéances

cessibles est discutable. Néanmoins, il permet de simplifier considérablement
les modeles que nous étudierons par la suite. Nous verrons plus tard que si les
échéances étaient inaccessibles, la définition d’un modele temporellement réactif
serait beaucoup plus complexe, et dépasserait le cadre de notre propos.

Dans toute la suite, nous utiliserons la dualité qui existe entre les prédicats
sur un ensemble et les parties de cet ensemble: un prédicat peut étre représenté
par ’ensemble des éléments qui ont vra: pour image par ce prédicat et inverse-
ment un ensemble peut étre représenté par le prédicat dont 'image des éléments
de cet ensemble est vrai et 'image des autres éléments est fauz. Ainsi sur R,
on utilisera indifféremment le prédicat z <= 4 ou l'intervalle (<o00,4]. Nous
préférerons cependant travailler sur des prédicats en utilisant des opérateurs
logiques, et illustrer les exemples & l'aide d’ensembles, plus faciles & visualiser.

Nous profiterons de plus de la structure de treillis existant sur les prédicats
sur V pour induire une telle structure sur les échéances. Cependant, nous inver-
serons 'ordre: en effet nous considérerons que la plus petite échéance est celle
qui ne laisse pas passer le temps, soit VRAI : v — vrai. Au contraire la plus
grande sera celle qui laisse toujours passer le temps, soit FAUX : v — faux.
Nous verrons une autre raison, technique, de cette inversion de 'ordre en 2.4.

Notation 2 Nous noterons E le treillis des échéances.

2.3 Les fonctions de délais possibles

Si les échéances sont faciles d’utilisation, elles sont insuffisantes des qu’il
s’agit de déterminer une durée pendant laquelle le systéme peut évoluer. Or
ce besoin se présente si 'on veut exécuter ou simuler le systeme, c’est-a-dire
si 'on ne considere pas le systeme comme un objet statique a étudier, mais
comme un objet dynamique. Dans notre cas, il est facile de pallier ce probléme
en considérant une fonction qui, pour une valuation z et une durée ¢ données,
dit si 'on rencontre une échéance ou non. Pour un état de controle s source
d’une unique transition d’échéance c, nous obtenons la fonction suivante:

flv,t) =Vt €[0,t) . ~c(v>st)
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On remarquera que ’on ne tient pas compte de la valeur de ¢ en z >t puisque,
comme indiqué précédemment, ¢ empéche le temps de progresser a partir d'un
état et non pas d’atteindre cet état. Par contre tous les états intermédiaires
sont examinés pour savoir si le temps n’est pas bloqué avant d’atteindre v >4 #'.
Cette fonction satisfait la propriété d’additivité, définie ci-apres, qui signifie
que si le temps peut avancer de t; puis de to, alors il peut avancer de t; + to
directement, et inversement toute progression du temps peut étre scindée en
deux progressions successives.
Définition 4 Additivité
Etant donnée une fonction d’évolution >g, un prédicat sur V. x Ry est dit
additif s’il satisfait I’équivalence suivante :

Vv € V,Vi1,ts € Ry . p(v,t1) Ap(vpsty,te) & p(v,tr +t2)

Une conséquence directe de Padditivité est que pour tous réels positifs ¢ et ¢/
tels que t soit supérieur & t' on a 'implication:

p(v,t) = p(v, ')

Ce qui signifie simplement que si 'on peut attendre plus longtemps qu’une
durée t' alors on peut attendre une durée t'.
On a méme une propriété encore plus forte.

Propriété 1

Si p est additif, alors pour tout v € V, ou bien p(v,t) est vrai pour tout ¢, ou
bien il existe un réel positif ¢y, tel que pour tout t < tg, p(v,t) vaut vrai et
pour tout ¢ > tg, p(v,t) vaut fauz.

Preuve 1
Immédiate avec I'implication précédente.
O

On voit aussi que f(v,0) est vrai pour tout v, c’est-a-dire que I’on autorise
toujours d’attendre 0 unité de temps.

Comme nous n’avons pas besoin, a priori, d’autres propriétés sur les prédi-
cats pour qu’ils puissent servir & gérer le temps, nous définirons les fonctions
de délais possibles comme des prédicats additifs.

Définition 5 Fonctions de délais possibles
Une fonction de délais possibles, ou FDP, pour ’état de contrile s est un
prédicat fsur V. x Ry additif par rapport a la loi d’évolution >g, tel que
pour tout v € V, f(v,0) vaut vrai.

Remarquons tout de suite que cette définition ne permet pas de reconnaitre
aisément si un prédicat est une FDP ou non.

Exemple 2

Voici quelques exemples de prédicats que I’on étudiera dans le cas tres simple ou
I’on n’a qu’une seule variable z et ou I’évolution est linéaire: x>t = v+t. Sur la
figure 2.3, f1 et fo sont des FDP (cela est laissé au lecteur). Par contre, f3, qui
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est la disjonction de fi et fo, n’en est pas une. En effet, on peut attendre 3 unités
de temps & partir de 1, et donc atteindre le point 4, & partir duquel on peut
attendre 4 unités de temps, mais on ne peut pas attendre directement 7 unités
de temps a partir de 1. La propriété d’additivité est donc violée. Inversement
f1 est une FDP car au point 4, le temps est arrété.

Comme on vient de le voir, I'additivité n’est pas préservée par union. Mais
tout espoir n’est pas perdu.

Proposition 2
L’additivité est préservée par conjonction.

Preuve 2
Soient f1 et fo deux FDP, pour tous réels positifs t1 et to et toute valuation v,
on a l’équivalence :

(fiAfo)(v,tr +1t2) & fi(v,tr +1t2) A fav, b1 + t2)
& filv,t) A fi(vest, t2) A fa(v, 1) A fa(vbs By, t2)
& (fiNf2) (v, t1) A(f1 A fo)(v s by, ta)

Ceci nous incite a chercher une structure de treillis sur les FDP, pour I'ordre
=. Pour cela il nous faut déterminer la borne supérieure de deux FDP, la borne
inférieure étant la disjonction. Si 'on note respectivement M et LI les bornes
inférieure et supérieure dans ce treillis, nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 3
(T'P,=-,M,) est un treillis distributif avec :

fillfo=finfe et filfo= v J1Vi fa

i=1
avec :

fiVifa = fiVfa
(fi Vi1 fo)(g,t) = 0t <t (fiVifo)lg,t') A1V f2)lg>t't=t)
Preuve 3

On va d’abord déterminer les bornes supérieure et inférieure et ensuite montrer
la distributivité.

— M = A est évident.

— Montrons maintenant que fi U fy = \/:i;’o f1 Vi fo:
f1 et fo impliquent Vfil f1 Vi fo, eneffet: f; = f1 V1 fo = \/Sil fi Vi fa
pour j valant 1 ou 2. Montrons que toute fonction d’évolution f impliquée
par f1 et fo, est impliquée par fi U fo = V:ffo f1 Vi fo. Pour cela nous
allons montrer par induction que Vi € N . f1 V; fo = f:
f1 V1 fo = f (par choix de f).
Si fi1 Vi—1 fo = f, alors pour tous (q,t) tels que (f1 V; f2)(q,t) = vrai,
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4
filv,t) =(0<zAz+t<4)V(t=0)
; i
4 v
t
4
m\ fo(v,t) =(A<zAz+t<8)V(t=0)
0 4 8
t
4
m fs=hV/f
0 4 8
t
4

fao,t) = (0 <z Az +t<4)V
(4<zAz+t<8)V(t=0)

0 4 8 v

FiG. 2.3 — Quels prédicats sont des FDP?
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nous avons par définition :

J o<t <t.(fiViafI)@,t)A(f1V f2)(g>t' t=t)
et par conséquent : ' 0 <t' <t . f(q, ')A flgot',t <t)
f étant additive, on a donc: f(q,t) = vrai.

— II reste a montrer la distributivité. Cela nécessite quelques calculs peut-
étre longs, mais relativement simples.

Remarquons tout d’abord que V; peut aussi s’exprimer par la formule
suivante :

(f1Vif2)(v,t) = (

Ao =0, Ft; <tg,..., 3, < tp_q,...,3t; =t < t;_1, )
Vie{l,...,i} . (f1 \/fg)(vbtjfl,tj <:>tj,1)

qui signifie que (f1 V; f2)(v,t) vaut vrai si 'on peut découper 'intervalle
[0,t] en i sous-intervalles [t;,t;41] sur lesquels soit fi(v>t;,t;41 <t;) soit
o(v >t tir <t;) vaut vrai. Autrement dit, le temps peut passer par
Jr Ui+ J ) ps p p p
1 V; fo 8’il peut passer alternativement par fi et fo, en ne changeant que
f1 Vi fa2 s’il peut p p ; geant q
(¢ ©1) fois de fonction pour laisser passer le temps (voir la figure 2.4).
Ceci se démontre par récurrence sur i.

— Cas de base: pour i = 1, comme V1 est la disjonction, il est évident
que la formule suivante vaut vrai :

(f1 V1 fg)(’l),t) = {atg = 03251 =t< tg(fl V fg)(’l) > to,tl <:>t0)}

— Supposons maintenant que la formule soit égale a vrai pour i <1,
c’est-a-dire

(f1 Vic1 f2)(v,t) =
( Jtg =0, Ity <tg,..., Ity <tp_1,....,3 ;i1 =t < t;_o, )
Vie{l,...,iel}. (fi \/fg)(vbtjfl,tj <:>tj,1)

et prouvons la pour i : Par définition de V; on a:

(f1Vifo)(v,t) =3t €[0,8] . (f1Vier f2)(0, ) A(f1V fa) (vt tot)

En appliquant I’hypothése de récurrence pour développer (f1 Vi_1
f2)(v,t") on obtient facilement le résultat :

(f1 Vi f2)(v,t) =
( Jtg =0, Ity <tg,..., Ity <tp_1,...,3t; =t < t;_q, )
Vie{l,...,i} . (fiV fo)(v >t 1,15 <:>tj,1)

Ensuite il est facile de voir que fy V11 fo implique f V; fao. Ceci implique
que pour fy, fo, v et t donnés, si (f1 U f2)(v,t) vaut vrai alors il existe
i € N tel que (f1 Vi f2)(v,t) vaut vrai.

A partir de ces deux remarques, la preuve de la distributivité de U et 1
revient & trouver le bon découpage de I'intervalle [0,t] en sous-intervalles
idoines sur lesquels on pourra appliquer la distributivité de V et A. Cela
est laissé au lecteur.
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fi
\ |

2

Jil fa:
f1V fo complété
par additivité

v

FiG. 2.4 — Effet de U
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a

Les FDP forment donc un treillis distributif, qui est une structure bien connue.
Sur ce treillis le minimum est Av,.(t = 0) et le maximum est VRAI.

Notation 3 Nous noterons FDP le treillis des FDP.

2.4 La correspondance de (Galois entre £ et I'DP

Maintenant que nous avons deux treillis distributifs, F (treillis des échéan-
ces) et FDP (treillis des fonctions de délais possibles), nous allons chercher 4 les
relier. Ceci nous permettra de passer de I'un & I'autre donc de calculer la FDP
correspondant a une échéance et, réciproquement, d’effectuer des opérations sur
I'un des treillis en ayant des opérations correspondantes sur 'autre treillis. Ainsi
nous pourrons, par exemple, calculer la FDP de 'union de deux échéances a
partir des FDP de ces deux échéances.

On peut les définir assez naturellement les fonctions qui permettent de pas-
ser de I'une des structures a 'autre. Nous avons déja la fonction fdp définie
par

V(v,t) €V xRy . fdp(c)(v,t) =Vt €[0,t) . nc(v>t)

qui calcule la FDP associée a une échéance. Il nous reste a trouver une échéance
a partir d’une FDP. Sil’on se rappelle que les échéances caractérisent les états a
partir desquels le temps ne peut progresser, il suffit de repérer les états a partir
desquels la FDP ne laisse progresser le temps par aucun délai positif, & part
éventuellement 0 qui ne correspond pas & une attente. Ceci nous donne donc la
fonction ec suivante :

YoeV . ec(f)(v) =Vt>0.f(v,t)

La premiere relation & vérifier est : est-ce que cela nous donne une bijection?
La réponse est évidemment non, comme on peut le voir sur le contre-exemple
suivant.

Exemple 3

Pour une seule variable z, et en prenant comme fonction d’évolution v>t = z+t,
posons c¢(v) = z > 3. Ce prédicat ne peut étre I'image d’une FDP f par ec.
Supposons, en effet, que ce soit le cas: il existerait f telle que ec(f)(v) =z > 3.
Alors nécessairement pour x > 3, f ne pourrait laisser progresser le temps. Par
contre, pour 2 = 3 (qui n’appartient pas a I'échéance), le temps doit pouvoir
progresser d’une durée strictement positive. Notons ¢y cette durée, on aurait
alors f(z = 3,ty) = vrai et (par additivité) f((x = 3) > to/2,t9/2) = vrai. Ce
qui contredit le fait que f ne peut laisser le temps progresser pour x > 3.

Une autre relation classique est la correspondance de Galois. C’est une ver-
sion treés affaiblie de la bijection ou deux ensembles de cardinaux différents
peuvent étre en correspondance. Par contre la correspondance assure un cer-
tain nombre de propriétés qui en font une relation tres utile. Elle permet en
particulier de dire qu'un ensemble peut étre approché par un autre. On trouvera
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FiG. 2.5 — Correspondance de Galois

dans [CCT77, CC92] et [LGST95] un exposé des propriétés de cette correspon-
dance. On retiendra cependant qu’il y a correspondance entre deux ensembles
24 et 28 ¢'il existe deux fonctions croissantes « : 24 — 28 et 5 : 28 — 24 telles
que:

Ve C A.xC Bla(z))
Vy C B . a(By) Cy

Cette relation est illustrée sur la figure 2.5

Regardons donc si la paire (fdp,ec) forme une correspondance de Galois.
Pour commencer, il nous faut des fonctions croissantes, ce qui est le cas car
lordre sur E est l'ordre inverse de l'ordre habituel (cf 2.2). Ensuite il faut
montrer que eco fdp et fdp o ec sont impliquées par I'identité. Ceci est donné
par les deux propositions suivantes.

Proposition 4
Pour toute échéance ¢, on a l'implication: ¢ = ec(fdp(c)).

Preuve 4
En appliquant directement les définitions de fdp et ec:

ec(fdp(c))(v) Vit >0 . =fdp(c)(v,t)
Vt>0. -Vt €0,t) . c(vpt)

= Vt>0.3 €[0,¢t) . c(v>t)

On remarque que si ¢(v) = vrai alors en prenant t' =0, on a
ec(fdp(c))(v) = vrai. D’ott 'implication recherchée.
O

Proposition 5
Pour toute FDP f, on a I'implication: f = fdp(ec(f)).
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Preuve 5
Toujours en appliquant les définitions :

fdp(ec(f))(v, t) vi' €[0,t) . mec(f) (v t')
vi' € 0,t) . V" > 0. —f(v>t, ")

= YV e0,4).H >0. flost ")

[ étant additive si f(v,t) vaut vrai alors il en est de méme pour f(v>t' t<t')
pour tout t' dans [0,t). Pour tout t' il suffit alors de prendre t" =t <t', qui est
strictement positif. Ceci permet de conclure.

O

On a donc bien une correspondance de Galois entre E et FDP. Si nous
avions choisi I'ordre habituel sur les échéances, nous n’aurions pas ce résultat,
c’est pour cela que nous avons di inverser I'ordre. De nombreuses propriétés
découlent de cette correspondance. Ce sont des résultats classiques, donc nous
n’en donnerons pas de preuve. Dans le cas qui nous intéresse, les preuves sont
assez triviales, et des résultats plus généraux peuvent étre vus dans [CCT7,
CC92].

Proposition 6

fdpoeco fdp= fdp et eco fdpoec=ec
fdp(cr V e2) = fdp(cr) N fdp(c2) = fdp(er) A fdp(cz)
ec(fi U f2) = ec(f1) A ec(f2)

Ceci est un début, mais c’est insuffisant pour les calculs que nous voulons
faire. Il serait en effet intéressant d’avoir un homomorphisme pour pouvoir
effectuer des opérations sur E ou F'DP en sachant quel effet cela aura sur les
FDP ou échéances correspondantes.

Néanmoins, il est facile de vérifier que les images de F par fdp et de FDP
par ec sont en bijection par ces fonctions, du fait de la correspondance de Galois.
Cherchons donc & caractériser ces ensembles.

Nous avons vu & lexemple 3 que > 3 n’est pas dans I'image Im(ec) de
FDP par ec. Par contre x > 3 est I'image de 4+t < 3. La différence est due a
une question de fermeture. Nous allons voir aussi que seule compte la “direction
du temps”, au sens ot les seules propriétés importantes portent sur I’évolution
temporelle £ — v > ¢ pour une valuation v donnée. C’est pourquoi nous allons
définir les notions suivantes.

Définition 6 Fermeture (prédicats)
Etant donné un prédicat temporel g
(9 : Ry — {vrai, fauz}), nous dirons que g est fermé & gauche si

Vit . =g(to) = Je >0 . Ve’ <€ . g(ty + €)

Nous dirons que g est fermé a droite s’il vérifie la formule précédente ou
Uon a remplacé g(to + €') par g(to <€).

Remarque 4
Cette définition est simplement la définition duale de celle des ensembles
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sens du temps

Echéance fermée a gauche Echéance fermée & droite et A
ouverte & droite gauche pour tout sens du temps
¢ t

| h N

| N

| N

v v

Fdp fermée & droite. Fdp ouverte & droite.

F1Gc. 2.6 — Echéances et FDP fermées et ouvertes

fermés a droite ou a gauche sur Ry : ¢ est fermé & gauche s’il est le dual
d’un sous-ensemble fermé & gauche de R .

Il est alors facile de parler de prédicats ouverts a gauche ou a droite,
suivant le méme principe.

Définition 7 Fermeture (échéances, FDP)
Nous dirons qu’une échéance c est fermée a gauche (resp. a droite) dans le
sens du temps si pour toute valuation vy le prédicat temporel t — c(vy>t)
est fermé a gauche (resp. a droite).

Nous dirons qu’une FDP f est fermée & droite dans le sens du temps
st pour toute valuation vy le prédicat temporel t — f(vg,t) est fermé a
droite.

On définira de méme l'ouverture a gauche et a droite dans le sens du
temps.

Remarque 5 De par leur définition, les FDP sont nécessairement fer-
mées & gauche (voir propriété 1), c’est pour cela que nous n’avons pas
pris soin de définir la fermeture & gauche sur les FDP.

Quelques exemples d’échéances ouvertes ou fermées sont donnés dans la
figure 2.6.
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Ceci nous permet maintenant de caractériser Im(ec) et Im(fdp).

Proposition 7
— L’image de F'DP par ec est I’ensemble des échéances fermées a gauche
dans le sens du temps.

— L’image de E par fdp est 'ensemble des FDP fermées a droite dans le
sens du temps.

Preuve 7
— Montrons d’abord que Im(ec) ne contient que des échéances fermées a
gauche. Puis que toute échéance fermée a gauche est dans Im(ec), on
aura alors I’égalité cherchée.

Pour toute FDP f, on a ec(f)(v) =Vt > 0. -f(v,t) et donc —ec(f)(v) =
It > 0. f(v,t). Supposons que ec(f)(v>ty) = fauxr (voir la définition de
la fermeture), et posons vy = v > ty. On a alors d’aprés ce qui précéde :
Ity > 0 . f(vo,t1). Pour tout e strictement inférieur a t; on a donc, par
additivité: It' =t e . f((vo>€),t'), cest-a-dire ec(f)(vo > €) = fauzx.
Ce qui prouve la fermeture de ec(f).

Soit maintenant une échéance c fermée a gauche. Montrons qu’elle est
invariante par ec o fdp, donc qu’elle est I'image de fdp(c) et qu’elle est
dans Im(ec). On a vu ¢ = ec(fdp(c)), montrons I'implication inverse.
Supposons que c¢(v) = fauzx, comme c est fermée a gauche :

3t > 0,Vt' € [0,t) . ~c(vpt')
Or on a calculé que:
ec(fdp(c))(v) =Vt > 0,3t €[0,t) . c(v>t')

On en déduit que ec(fdp(c))(v) = fauz, et donc ec(fdp(c)) = c. Ce qui
nous donne I'égalité ec(fdp(c)) = c.

Ceci suffit pour affirmer que I'm(ec) est I'ensemble des échéances fermées
a gauche.

— Montrons de méme que Im(fdp) ne contient que des FDP fermées a
droite, puis que toutes les FDP fermées a droite sont dans I'm(ec).

Pour toute échéance ¢, on a fdp(c)(v,t) = Vt' € [0,t) . c(v>t') et donc
= fdp(c)(v,t) = 3" € [0,t) . =c(v > t'). Supposons que fdp(c)(v,to) =
fauz. On a d’aprés ce qui précéde: 3t € [0,t) . —c(v >t'). Ce que I'on
peut récrire en 3t' € (0,t] . —c(v>t<t'). Posons alors ty = t<t'. Pour tout
t" strictement inférieur a t' on a 0 <ty < t St" et c(v > ty) = vrai ce qui
est la méme chose que fdp(c)(v,t<t") = fauz. Ceci prouve la fermeture
de fdp(c).

Soit maintenant f fermée a droite. Montrons qu’elle est invariante par
fdpoec. On a vu f = ec(fdp(c)), montrons I’ implication inverse. Sup-
posons que fdp(ec(f))(v,t) vaut vrai. On sait que

fdp(ec(f))(v,t) =Vt €[0,t), " >0. flopt' t")
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On en déduit que f(v,t") est vrai pour au moins une valeur stricte-
ment positive de t'. Et par fermeture a droite de f, il existe t, maxi-
mum (éventuellement infini) tel que f(v,ty) soit vrai. ty étant maximal,
il en découle que Vt" > 0 . = f(v,tp + t"). Par additivité, on a donc:
V" >0 . =f(v>tg,t"). En comparant cela & la valeur de fdp(ec(f))(v,t),
on en déduit que ty > t. On a donc nécessairement f(v,t) = vrai. Donc,
fdp(ec(f)) = f, et finalement fdp(ec(f)) = f.

Im(fdp) est donc I'ensemble des FDP fermées a droite.
d

La question que 'on peut se poser maintenant est la suivante: serait-il
raisonnable de se restreindre a I'm(ec) et Im(fdp)?

Qu’apportent les échéances qui ne sont pas fermées a gauche? Vu 'approche
que nous avons prise, la réponse est simple: elles ne nous apportent que des
problémes. En effet aux points de la frontiere gauche d’une échéance, qu’ils
soient dans I’échéance ou non, le temps ne peut progresser, car toute attente
meéne dans I’échéance. Il est donc utile de se restreindre & des échéances fermées
a gauche.

Quant aux FDP, on ne les manipulera pas directement. On les calculera a
partir d’échéances, donc ce n’est pas un probléme de se restreindre & I'm(fdp).

2.5 Traduction des échéances en FDP

2.5.1 FEchéances bien définies

Les résultats précédents montrent une puissante corrélation entre les échéan-
ces et les FDP. Dans la pratique cependant nous utilisons des systémes com-
plexes qui sont obtenus en combinant des systémes plus simples. Deés lors, les
échéances d’un systéme hybride, ou de facon équivalente toute forme de condi-
tions de progression du temps, sont obtenues comme combinaison des échéances
de ses composants. Nous étudierons dans cette partie les résultats permettant
le calcul compositionnel des FDP, c’est-a-dire un calcul de FDP comme combi-
naisons de FDP plus simples, et nous verrons que les échéances seront obtenues
par combinaisons d’échéances plus simples. Nous chercherons d’abord les condi-
tions sous lesquelles nous avons un morphisme de treillis entre £ et F'DP. Nous
verrons ensuite les résultats sur la traduction des échéances de forme modale
en FDP. Les échéances de forme modale sont des échéances particulieres, bien
adaptées aux systemes hybrides car elles sont définies & partir de gardes, ce qui
permet d’avoir facilement les propriétés liant échéances et gardes.

Si nous voulons avoir un morphisme de treillis, il est nécessaire d’avoir une
bijection. Nous nous restreindrons donc aux échéances fermées a gauche et aux
FDP fermées a droite. De plus, nous avons besoin de la propriété :

fdp(c1 A ca) = fdp(c1) U fdp(ca)

Observons que dans le cas général, cette égalité n’est pas satisfaite.
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C1 C2

F1G. 2.7 — Les ensembles de l’exemple 4.

Exemple 4
Regardons ce qui se passe pour les conditions ¢; et ¢y définies par:

C1 = VZ P2

avec pi(v) =102 1 < r <12 (@)
cy = VZ Poit1 pz( ) S

dans le cas ou nous n’avons qu’une seule variable, x, et que la fonction d’évo-
lution est v >t = z + . Ces ensembles sont représentés figure 2.7

11 est facile de voir que ¢; A co = FALSE et par conséquent fdp(ci A cg) =
TRUE. Mais, par définition de LI, on a pour tout réel ¢ supérieur & 1: (fdp(ci)U
fdp(c2))(0,1) = false. On a vu Pimplication fdp(c1) U fdp(ce) = fdp(cr A c2),
on sait donc maintenant que dans le cas général cette implication est stricte.
Ici cela provient du fait que chaque FDP permet de faire progresser le temps
jusqu’a un point ou il peut progresser par I’autre FDP, mais si 'on veut faire
progresser le temps de 1 ou plus il faut changer infiniment souvent de FDP or,
par définition, LI ne permet qu'un nombre fini de tels changements.

Ceci nous amene a poser la définition suivante.
Définition 8 Echéances bien définies
Nous dirons qu’une échéance ¢ est bien définie si elle est fermée a gauche
et si elle est telle que At.c(v >t) ne change qu’un nombre fini de fois de
valeur sur un intervalle de temps fini, et ce pour toute valuation v.

Remarque 6 L’ensemble des échéances bien définies est stable par dis-
jonction et conjonction. Il forme de plus un sous-treillis de £ de méme
minimum et méme maximum.
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Il ne nous reste plus qu’a voir que ce sont 1a les objets que nous cherchons.

Proposition 8
La restriction de fdp aux échéances bien définies est un morphisme de treillis.

Preuve 8

Par définition de fdp, nous avons immédiatement fdp(ci V c3) = fdp(ci) N

fdp(c2) et fdp(er)U fdp(c2) = fdp(ciAce). Pour avoir un morphisme de treillis,

il nous reste donc & montrer I'implication fdp(ci A ca) = fdp(ci) U fdp(cz).
Supposons donc que fdp(c; A c2)(v,t) = wvrai, et regardons si 'on peut

découper [0,t] en sous-intervalles [0,t1], [t1,t2],..., [tn—1,tn] avec (fdp(ci) V

fdp(c2))(v > t,tip1 ©t;) = vrai pour chaque i < n. On a:

fdp(er Neg) =Vt €]0,t) . =(c1 Aca)(vt)
=Vt' €10,t) . (mcr(v>t'))V (me2(vet'))

Or A1.c1(v> 7) et AT.co(v > 7) ne changent qu’un nombre fini de fois de valeur
sur [0,t]. On peut donc diviser cet intervalle en un nombre fini, n, de sous-
intervalles [to, t1], [t1,t2],. .., [tn—1,tn] sur Pintérieur desquels ¢, et cy ont une
valeur constante. Autrement dit :

to=0, t,=1t et Vi<n.ti+1fti
Vi<n. (th € (ti,ti+1) . —ncl(v l>tl)) \% (th € (ti,ti+1) . _|02('U l>tl))

Cela ne nous satisfait pas tout a fait, car il faut encore que si I'on ait —c¢; sur
(ti,ti+1) on ait aussi —c; en t;, sinon le temps se trouverait bloqué en t;, et ’'on
n’aurait pas fdp(c1)(v > t;,ti11 <t;).

On va utiliser ici le fait que les échéances considérées, c, et co, sont fermées
a gauche. Si l'on a —c¢; sur (t;,t;11), avec t;11 > t;, nécessairement on a —c; en
t;. Le cas t;y1 = t; n’est pas génant. Ceci nous donne donc pour chaque ¢ < n:

Vi<mn. (Vt, € [ti,ti+1) . —|Cl(’l) l>t,)) V (Vt, € (ti,ti+1) . —|02(’U l>t,))
Ce qui se traduit en :
Vi<mn. fdp(cl)(v > &, tit1 <:>ti) \% fdp(CQ)(’U >, tit1 <:>ti)

Et finalement nous obtenons: (fdp(ci) U fdp(ce))(v,t) = vrai.
O

Nous avons donc défini une classe d’échéances avec lesquelles il est particu-
lierement pratique de travailler. Nous remarquerons de plus que les restrictions
apportées pour les échéances ne sont pas particulierement contraignantes, puis-
qu’en pratique les échéances correspondent & des ensembles convexes ou, plus
rarement, & des unions finies d’ensembles convexes et que la fermeture a gauche
est de toute maniére imposée. Les échéances bien définies sont donc bien adap-
tées a l'utilisation que I'on veut en faire.
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2.5.2 Traduction des échéances de forme modale

Nous allons voir ici les résultats sur le calcul compositionnel des FDP lorsque
les échéances sont données par des formules modales. Mais commencons par
voir ce que sont les formules modales. Intuitivement, ce sont des prédicats sur
les états dans lesquels on fait intervenir des événements passés et futurs. Plus
formellement, nous utiliserons la définition suivante.

Définition 9 Echéances de forme modale
Les échéances de forme modale sont données par le langage dont la syntaze
est la suivante :

cu=g|gl| FAUX
gu=VRAI|FAUX |p|gAglgVg|Og|Og|Edg| g

avec p € P. P est un ensemble de prédicats atomiques sur les états.
Ces prédicats, vus en tant qu’échéances, sont bien définis et fermés a
droite. Nous définirons la sémantique des échéances de forme modales par

la fonction | .|, qui @ une formule ¢ associe un prédicat sur V, | c|. Cette
fonction est définie par induction sur la structure de c.

|FAUX| = FAUX

| VRAI | = VRAI

lgiAg2 | = g |A]g2|

lgival = |lalVig|

(09| (0) = F20. |g| (s

1Ol (0) = Vi>0. |g| (o)

|©g|(v) = FH>0.W .v=v>t AN|g()]
|Bg|(v) = Vi>0. Y .v=vv>t =|g)]

gl @) = lg| (@) A3>0. Ve, |~g| @)

Remarque 7
Observons que O, <, B, & ne correspondent pas aux modalités usuelles de
la logique temporelle [Pnu77], signifiant respectivement dorénavant, in-
évitablement, jusqu’a présent et précédemment. En effet, la logique pré-
cédemment citée tient compte des actions. Ici, nous ne tenons compte
que de I’évolution virtuelle du systéme ou seul interviendrait le passage
du temps, non limité par les conditions de progression du temps. Nous
verrons au chapitre suivant que cela permet de définir les propriétés tem-
porelles locales & un état de controle donné, dans le cas d’une évolution
idéale se déroulant entierement dans cet état de contrdle, et indépendam-
ment de I’évolution réelle faisant intervenir les actions.

L’opérateur | est 'opérateur de front descendant, qui associe a une
formule ¢ la formule dont la sémantique est la frontiére droite de | ¢ |.

Nous définirons en 3.1.1 les échéances a partir de gardes. C’est pour cela que
nous définissons la grammaire en deux étapes, g correspondant ici aux gardes.
Cependant la grammaire donnée offre un choix plus général, et si effectivement
chaque échéance est définie a partir d’'une garde, ce ne sera pas nécessaire-
ment celle-ci qui sera la garde liée a la transition. La seule contrainte que nous
exigeons est que les échéances soient incluses dans les gardes.
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C’est pour cette raison, et a cause de I'opérateur |, que nous imposons que
toutes les formules précédentes soient fermées a droite. Comme les opérateurs
que nous utilisons préservent la fermeture, il suffit d’exiger que les prédicats
atomiques de P soient fermés a droite. C’est dans la méme optique que nous
n’utilisons pas la négation, qui ne préserve pas la fermeture.

Cependant dans les calculs qui suivent nous serons amenés a faire apparaitre
des formules négatives. Nous utiliserons alors la signification usuelle de —, ce
qui implique les relations suivantes:

-VRAI = FAUX -FAUX =V RAI
(91 A g2) = g1V g2 (91 V 92) = 791 A g2

De plus, nous serons amenés a fermer les formules ouvertes ainsi créées. Nous
utiliserons pour cela l'opérateur de fermeture F, qui est formellement défini par
la formule suivante:

Définition 10 Opérateur de fermeture F

Flg)(v) = g(v) V( —g(v)A | |
>0 . ( (V' e (0,7] . g(v>t))V

(Vt' € (0,t], F' €V .v=v">t' Ag(v')) )

Voyons maintenant comment ’on s’y prend pour le calcul des FDP.

Théoréme 9
Pour toute échéance ¢, fdp(c) peut étre exprimée comme une formule du langage
suivant :

fu= Av,tag(o) V(E=0) | Av,tg(v) V(t=0)| v, t.F(=g)(v>t)V (t=0) |
Mo,t.g(vet) Vi =0] fdp(p) | fdp(=p) | fASISfUS

ol g est encore dans le langage précédent, et p appartient a P.

Preuve 9
Par induction sur la structure de ¢, dans le langage précédent.

— fdp(g) : le calcul se fait par induction sur la structure de g :

- fdp(VRAI), fdp(FAUX), fdp(p), fdp(g1 A g2) et fdp(g1 V g2) se
réduisent facilement. Il reste le cas des quatre opérateurs modaux.

— Si $g ou Bg sont faux a un état, ils resterons toujours faux. D’aprés
la définition de fdp, il est alors suffisant de tester leur valeur a
Détat courant pour savoir si le temps peut passer: fdp(<Cg)(v,t) =
~Og(v) V (t=0) et fdp(B g)(v,t) = =B g(v) V(t=0).

— SiOg ou ©g sont vrais & un état donné, il le resteront toujours. Pour
pouvoir avancer de v a vi>t sans rencontrer Og, par exemple, il suffit
de savoir si Og(v>t) vaut fauz, ou siv>t est le premier point ot Og
vaut vrai, ce qui revient a savoir si F(—0g)(v) vaut vrai. On obtient
ainsi les formules suivantes: fdp(Og)(v) = F(=Og)(v>1t) V (t = 0)
et fdp(© g)(v) = F(=© g)(v>t) V (t<0).
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~ fdp(g |) : nous allons prouver que pour g bien définie et fermée c’est égal
a fdp(g) U fdp(=g).
Commencons par étudier fdp(g) U fdp(—g). On sait que cette FDP per-
met au temps de progresser si alternativement fdp(g) et fdp(—g) lui per-
mettent de progresser. Mais voyons ce qu’il se passe si ’on veut enchainer
un passage du temps par fdp(—g) puis un par fdp(g), en d’autres termes
que vaut la formule:

' € [0,t) . fdp(=g)(v,t') A fdp(g)(v>t't &t)
On peut la récrire en :
I €0,t) . (Vt" €[0,t)glv>t")) AV € [t t)ng(vit))

g étant fermée, cette formule ne peut valoir vrai que sit = 0. On en déduit
que l'on ne peut laisser progresser le temps de la maniére envisagée ci-
dessus. Des lors, on peut simplifier 'expression de fdp(g) U fdp(—g) :

(fdp(g)U fdp(=g))(v,t) =3t" € [0,¢] . fdp(g)(v,t') A fdp(=g) (vt tet)
Revenons maintenant & fdp(g ) :

fdp(g D) (v,t) =Vi"€[0,2) . —(g ) (vet)
=Vt' €[0,t) . —(g(v>t) ATty >0,
vVt e (0, tl] . —Ig(’l) >t + tll))
=Vt €[0,t) . —g(v>t)V
Vi, > 0, It e (O,tl] . g(v >t 4 tll)

Cette formule est de la forme Vt' € [0,t) . AV B. On va montrer que si B
est vrai en t' alors il le reste sur [t',t). Ce qui permettra de conclure que
la formule est équivalente & 3t' . (Vt" € [0,t') . AAVt" € [t',t) . B).

g étant fermée a gauche, on a U'implication :
Vi >0, 3" € (0,t1] . glost' +t1") = glo>t)

Supposons que fdp(g })(v,t) = vrai, et que Vt; > 0, It;" € (0,41] . g(v >
t' +t1') est vrai en t' = ty. Alors, par fermeture a droite de g, ou bien
g reste vraie sur [tg, +00), ou bien il existe t; > ty maximum tel que g
reste vraie sur [to,t1], et devienne fausse immédiatement aprés. Comme
t1 ne satisfait aucun des deux termes de la disjonction —g(v > t') V Vi, >
0, 3t," € (0,¢1] . g(v>t' +t1), on en déduit que t; > t. Dans tous les cas
g reste vraie sur [to,t). On a alors I'implication :

fdp(g 1) (v,t) = 3" €[0,t] . fdp(g)(v,t') A fdp(—g)(v>t',t &t')

L’implication inverse est immédiate. On a donc I’égalité. Et finalement :

fdp(g |) = fdp(g) U fdp(—g)

Ce résultat est illustré dans 'exemple 5.
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gl gl
M g
0 4 5 6 10

Fi1G. 2.8 — FDP et front descendant

— Il nous faut donc maintenant calculer fdp(—g), pour g fermée. On obtient
facilement que:

fdp(~V RAI) = VRAI

(
fdp(=FAUX)(v,t) = (t =0)
fdp(=(g1 A g2)) = fdp(=g1) A fdp(—g2)
fdp(=0g)(v,t) = Og(v) V (t = 0)
fdp(=© g)(v,t) = © g(v) V (£ =0)
fdp(=Cg)(v,t) = Cg(vet) V(¢ =0)
fdp(=3 g)(v,t) =Bg(vrt)V(t=0)

II reste le cas fdp(—(g1 V ¢2)), car =gy et =g, n'étant pas bien définies,
on ne peut appliquer le morphisme de treillis. Cependant —g; et —go
étant toutes les deux ouvertes, on a quand méme I'égalité: fdp(—(g; V
92)) = fdp(—g1) U fdp(—g2). La démonstration pour le cas ot I'on a deux
prédicats ouverts est tout a fait semblable & celle ot I'on a deux prédicats
fermés.

a

Exemple 5
Sur la figure 2.8, ona g(v) =1 <z <5V6 <z <10 donc (g |)(v) = (z =
5) V (z = 10) ce qui nous donne:

fdp(g)(v,t) =z +t<1V(e>5Az+t<6)Ve>10V(t=0)
fdp(— g)(,) I<zAz+t<5)V6<2Ax+t<10)V(t=0)
fdp(g )(v,t) =24+t <5V(x>bAz+t<10)Va>10V (t=0)

On voit que fdp(g) permet de progresser jusqu’en 1, ou on peut progresser
par fdp(—g) jusqu’en 5. De méme en 6. Par contre aucune de ces deux FDP ne
permet de progresser & partir de 5 ou 10. La dissymétrie est engendrée par le
fait que g est fermée a droite, mais pas —g.

11 est ensuite facile de vérifier fdp(g) U fdp(—g) = fdp(g l).

Ce théoreme permet donc un calcul & la volée des FDP. On remarquera
néanmoins que ce calcul va faire intervenir ’opérateur LI qui est tres couteux,
voire méme dans le cas général incalculable (parce que faisant intervenir un
nombre non borné de quantificateurs). C’est pourquoi il vaut mieux essayer de
réduire les échéances avant de calculer leur FDP.
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Voyons donc comment se distribue 'opérateur |.

Propriété 10
Pour toutes gardes ¢, g1, g2, nous avons les relations:

VRAI |= FAUX = FAUX |
(g1 ANg2) 1= (g1 L Ag2) V (g1 A g2 1)

(91 V g2) 4= (91 4 A=g2) V (mg1 Ag2 1) V (g1 4 Aga {)
(Og) = FAUX = (©g) |

Preuve 10
On a par définition :

gl =gw)AFIt>0.V0<t <t.—glv>t)

Cela implique que pour que g | vaille vrai en un point, il faut que g vaille
vrat en ce point et devienne faux plus tard. Donc pour toutes les formules qui
restent indéfiniment a vrai dés qu’il y a un point ot elles ont valu vraz, le front
descendant donne FAUX. On a donc:

VRAI |= FAUX = FAUX |= (Og) |= (¢ d) |

Regardons maintenant ce qui se passe pour la disjonction ou la conjonction. In-
tuitivement, le front descendant de la conjonction de deux gardes est I’ensemble
des points ou le front descendant d’une garde est vrai et ot lautre garde est
vraie. Le front descendant de la disjonction est I’ensemble des points oti le front
descendant de I'une des gardes est vrai et ou 'autre garde est fausse, addition-
nés des points communs aux deux fronts descendants. Ceci est illustré par la
figure 2.9, et démontré par les calculs suivants (qui peuvent paraitre relative-
ment rébarbatifs).

En appliquant les définitions :

(g1 Ag2) L (v) =(g1Ag2)(v) ATt>0.Vt € (0,¢]. =(g1Ag2)(v>t)
=(g1 ANg2)(v) ATt >0 .Vt €(0,t] . (mg1(v>t)V —ga(vrt))

Utilisons le fait que g, et go sont bien définies, et donc que les fonctions \t'.g; (v>
t') et A\t'.g2(v>t') ne changent qu’un nombre fini de fois de valeur sur [0,t]. On
a I'implication suivante :

(th S (O,tl] . —Igl(’l) Dtl))
(Vt' € (0,t] . =g1 (v>t')V—go(vet')) = It € (0,¢] . V
(th S (O,tl] . —Igg(’l) Dtl))

La réciproque étant évidente, on a I'égalité et on en déduit :

(g1 A g2) L (v) = (91 Ag2)(v) A3t>0 (V' € (0,t] . =g1(t'))V
(Vt' € (0,1] . =ga(t'))
=g1(v) Ag2(v) A((Ft > 0.Vt € (0,t] . ~g1(t'))V
(3t >0.Vt" € (0,1 . ~ga(t')))

— (914 () A go(0)) V (91 (0) A g 4 (v))
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Voila pour la conjonction!
Et voici pour la disjonction :

(1Vg2)d(v) =(g1Vge)v)ATt>0.Vt € (0,¢].=(g1Vg2)(v>t')
=(g1Vg2)(w) ATt >0 .Vt € (0,t] . (mg1 A —g2)(v>t)
=(g1Vg2)(v) AFt>0. (V' €(0,t] . ~g1(v>t)V

Vi € (0,1] . gl 1))

Or on a I’équivalence :

G50 ( VEe (0,4 . fLE)AVE € (0,4 . fo(t))
< (3 >0.Vt € (0,t1] . i) A (Fte >0 .Vt € (0,t2] . f2(t"))

On en déduit :

(g1 Vg2l (v) = (g1(v) Vga(v))A(Ft>0.Vt € (0,t] . ~gr(v>t)V
3t > 0.Vt €(0,¢] . —ga(vrt'))
= (g1(v) ATt>0.Vt' € (0,t] . ~g1(v>t')A
It >0.Vt €(0,t] . ~ga(vrt))V
(g2(v) ATt >0 .Vt € (0,t] . ~g1(v>t)A
It >0.Vt €(0,t] . ~ga(vt))

= (g1l (v)ATt>0.Vt €(0,t]nge(v>t))V
(g2 4 (V) ATt >0 .Vt €(0,t]mg1(v>t))
= (14 (v) A(g2(v) V =g2(v)) ATt >0 . VE' € (0,t]-ga(v>t))V
(92 4 (v) A(g1(v) V g1 (v))3t > 0. VE' € (0,¢]~g1 (v > 1))
= (i @A(g] )V
(=g2(v)3t >0 . Vt' € (0,] . ~ga(v>t'))))V
(g2 4 (v) Algr L (v)V
(mg1(v)3t > 0.Vt € (0,4] . ~g1(v>t))))

Du fait de la fermeture de g1 et g2, on a I'implication: =gy (v) = 3t >0 . Vt' €
[0,¢] . =g1(v>t'). On en déduit :

(91 Vg2) L (v) = (g1 L (v) A=g2(v)) V (92 4 (v) A=g1(v)) V(g1 L (v) Aga | (v))
O

Cette propriété permet de n’avoir a calculer les fronts descendants que de
trois types de gardes:

— les gardes atomiques, p € P, que 'on connait a priori sans avoir aucune
composition & faire,

— les gardes de la forme <g,
— les gardes de la forme G g.

Pour ces deux derniers cas, le front descendant est facile & calculer puisque ce
sont des gardes ayant une seule composante connexe dans le sens du temps, au
maximum : elles ne peuvent en aucun cas étre vraies a un moment puis fausses
apres un certain temps puis a nouveau vraies.
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Fi1G. 2.9 — Fronts descendants de conjonction et de disjonction

D’autre part on pourra éviter de calculer certains fronts descendants grace
aux propriétés suivantes.

Propriété 11

O(g ) =08(g9)) = FALSE
O(g d) = <(g A —-Og)
Sgl)=0(-gnog)Vgl

Ceci nous permettra de limiter au maximum les calculs de fronts descendants
au prix, il est vrai, de 'introduction de la négation.

2.6 Conclusion de cette étude

Nous avons vu dans ce chapitre que ’on ne peut prendre n’importe quelle
condition sur les valuations pour définir des échéances. Avec la fonction FDP,
permettant de calculer les fonctions de progressions du temps & partir des
échéances que nous nous sommes données (fdp(c)(v),t =V’ € [0,t) . =c(v>t)),
il faut que les échéances soient fermées a gauche dans le sens du temps.

Nous avons vu que si 'on se limite aux échéances bien définies, alors on
peut calculer les fonctions de progression du temps de fagon compositionnelle.
Cependant ce calcul pose probleme, car opérateur L permettant de calculer la
FDP d’une disjonction d’échéances cotute cher a calculer, quand il est calculable.

Par contre nous avons vu que le calcul d’échéances de forme modale peut
étre simplifié, car on peut presque éliminer les occurrences de 'opérateur de
front descendant |. En se placant dans le cadre des échéances de forme modale,
on peut alors espérer réaliser des compositions d’échéances a faible cofit.
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On remarquera que pour pouvoir avoir des échéances ouvertes a gauche, il
aurait fallu prendre une autre fonction pour calculer les FDP :

fdp2(c)(v,t) =Vt € 0,t] . =c(vrt)

qui interdit d’atteindre les états ou I’échéance est vraie. Or ceci compliquerait
le modele que nous allons voir, ol les blocages sont impossibles par le simple
fait de n’arréter le temps que si une action peut étre effectuée. En effet, ceci est
réalisé en imposant que ’échéance est contenue dans la garde, et cela deviendrait
insuffisant si 'on utilise fdp2. On pourrait envisager d’imposer une contrainte
plus forte, qui permettrait la réactivité temporelle sur ce type de systémes. Ceci
peut étre réalisé assez simplement sur le modele simplifié des ATTT (chapitre 4),
mais I’étude complete n’a pas été réalisée dans le cadre du modele général des
SHEC (chapitre 3). Le principe est d’étendre la garde & gauche de I’échéance,
de facon & permettre & I'action de s’exécuter avant que le temps ne soit arrété.
Cela interdit donc de spécifier des actions urgentes et ponctuelles (ne pouvant
étre effectuées qu’a un seul moment précis). Pour cette raison nous avons choisi
de ne pas utiliser fdp2, mais de rester dans le cadre défini dans ce chapitre.
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Chapitre 3

Des systemes hybrides: les
SHEC

N

Nous venons de constater qu’il y a certaines contraintes & respecter pour
spécifier le temps dans les systémes temporisés. Cela va nous permettre de régler
la question de la construction de systémes temporisés simples en garantissant
I’absence de blocage. Par contre, des qu’il s’agit de composer des systeémes,
d’autres problemes vont surgir, comme nous ’avons évoqué dans I’introduction.

Nous allons voir une méthode pour construire des systemes hybrides qui
satisfont les propriétés de réactivité temporelle et de progrés maximal, avec
des opérateurs qui préservent ces propriétés. Nous appellerons ces systémes les
SHEC (Systemes Hybrides & EChéances).

Dans ce chapitre seront exposés des résultats généraux et puissants, mais
malheureusement difficilement exploitables tels quels. Nous examinerons au cha-
pitre suivant un cas particulier, qui restreint quelque peu 'expressivité du mo-
dele mais dont 1'utilisation est facilitée par une simplification de certains aspects
du modele général.

3.1 Systemes séquentiels

Nous regarderons dans cette partie comment temporiser un systeme discret.
Nous étudierons d’abord une adaptation de la méthode classique pour étendre
le choix non déterministe puis nous nous intéresserons a une généralisation
permettant de définir d’autres opérateurs de choix. Nous nous attarderons sur
I'opérateur de choix avec priorités dont nous noterons plus tard qu’il est indis-
pensable pour la composition parallele (voir 3.2.3). Nous verrons aussi 'opéra-
teur de choix consensuel qui ne sera utile que dans certains cas tres précis, mais
qui prouve aussi que notre modele offre la possibilité de spécifier par un seul
opérateur des comportements relativement complexes.

3.1.1 Une premiére temporisation

Nous allons temporiser des systemes discrets en assurant la réactivité tem-
porelle. Grace a l'utilisation de gardes et d’échéances (cf chapitre précédent),
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cela est facile: il suffit de vérifier que les échéances sont contenues dans les
gardes. Ainsi si le temps est arrété c’est qu'une échéance est satisfaite, donc la
garde correspondante aussi et une action est nécessairement possible. Le sys-
téme n’est donc jamais totalement bloqué.

Comment allons nous procéder en pratique? Nous allons définir la tem-
porisation sur un systéme de transitions étiquetées. Comme les systemes de
transitions servent de modele sémantique pour nombre de systemes discrets,
cette définition pourra s’appliquer pour définir de nombreuses extensions.

La temporisation se passe en trois étapes: une premiere étape consiste a
ajouter un ensemble de variables X définies sur un ensemble dense B et une
fonction d’évolution >, la deuxiéme étape consiste a modifier les étiquettes du
systeme de transitions et la derniére consiste & donner une signification a ces
étiquettes.

Variables et fonction d’évolution

Les variables sont définies classiquement pour mesurer le temps ou des quan-
tités liées au systéme et évoluant dans le temps. On adoptera les notations
suivantes.

Notation 4 L’ensemble des variables utilisées par le systéme sera noté X. Le
domaine de ces variables sera identique pour toutes les variables et sera noté
B. On notera V l’ensemble des valuations, c’est-a-dire [’ensemble des fonctions
de X dans BX.

Sur ces variables on définira la fonction d’évolution > : V' x Ry — V.
Cette fonction d’évolution globale sera divisée en fonctions d’évolution locales
a chaque état s, >5: V — V.

Remarque 8 Le fait d’avoir un seul domaine pour toutes les va-
riables n’est pas discriminant. Cela permet simplement de simplifier les
notations.

Modification des étiquettes

Ainsi une transition (s, a, s'), aussi notée s — s', deviendra (s, (a,g,c¢, f),s')

a)gacrf
_>

ou bien s s'. Il restera & définir la signification de cette nouvelle étiquette.

Définition 11 Transition temporisée

A toute transition discréte (s,a,s") on associera une transition temporisée
(s,(a,g,¢,f),s") ou g et c sont des prédicats sur V et f une fonction de
V dans V. g sera appelée la garde de la transition, c sera [’échéance de la
transition et f la fonction de transfert de la transition. On exigera de g et
¢ qu’elles soient fermées a gauche dans le sens du temps (cf définition 6)
et formées d’un nombre fini de composantes connezxes. De plus on aura
l'implication ¢ = g.
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Boisson

I

piece bouton
Attente Choix Disponible?

\
rend piece

rend_piece

Fi1G. 3.1 — Le distributeur de boissons (non temporisé)

Systéme de transitions temporisé

Il nous reste maintenant & définir la signification de ces étiquettes. Cela se
fera en construisant un systéme de transitions qui tiendra compte du temps et
donc d’un contexte temporel.

Définition 12 Etat temporisé
Pour un systeme de transitions discret donné, un état temporisé est un
couple (s,v) ot s est un état du systéme discret et v est une valuation (v
appartient a V' défini ci-dessus).
Nous définirons alors un systeme de transitions pour ces états temporisés grace
aux regles suivantes.
Définition 13 SHEC - sémantique
Etant donnés un systeme discret SD, un ensemble de variables X, un
ensemble de valuations V', une fonction d’évolution et une temporisation
pour chacune des transitions, on définit le systéme hybride SH par les
deux régles d’induction :

S a,g_,g,f s’ et g(v) vi'e [O’t) o Vsa’g—’f’fs’ C(U g t,)
(5,0) % (', f(v)) (5,0) = (s,0>1)

On remarquera que la premiere regle spécifie la facon dont sont effectuées les
actions discretes et la seconde spécifie le passage du temps.
L’exemple suivant montre la temporisation d’un systéme rudimentaire.

Exemple 6
Cherchons a spécifier un distributeur de boissons. Comment se comporte-t-
il? Au repos, il attend que 'on introduise une piéce. Ensuite, il attend que 'on
choisisse une boisson (en appuyant sur le bouton correspondant) ou alors, si ’on
attend trop longtemps, il rend la piece. Enfin apres avoir vérifié si la boisson est
disponible il la. donne ou il rend la piece. Ce peut étre modélisé par I'automate
suivant (figure 3.1).

Si I'on veut temporiser, il faut regarder maintenant chaque transition et
voir les conditions qui leur sont appliquées. On remarquera d’abord que 'on
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Boisson 2=z<10
/ z =10
. VRAI z <30
Attente T ¢ Choix bouton FAUy Disponible?
=1 =0 z=1 o =1

rend_piecd = 30
\c > 30

d o z <10

rend_piece
P =10

F1a. 3.2 — Le distributeur de boissons (temporisé)

ne cherche qu’a mesurer le temps, et uniquement le temps écoulé depuis la
derniere action. Une seule horloge est donc nécessaire, nous l'appellerons z.
Aucune condition ne peut étre appliquée quant au moment ou I’on va introduire
la piece (si le distributeur est en attente), donc la garde est VRAI et I’échéance
est FAU X. Par contre on va mesurer le temps écoulé depuis I'introduction de
la piece, on va donc remettre ’horloge a zéro, ce qui est indiqué par la ligne
z := 0. Ensuite, on a 30 secondes pour appuyer sur le bouton, sans obligation de
le faire. L’horloge est aussi remise a zéro ici pour mesurer le temps de réaction
avant de distribuer la boisson ou de rendre la piece. Rendre la piece est une
action qui doit étre effectuée rapidement, c’est pour cela que 1’échéance est
égale a la garde: deés que 'action est possible il faut réagir. Ceci nous donne
lautomate temporisé de la figure 3.2.

On remarquera que dans ’état choiz, pour z = 30, il peut se passer deux
choses : ou bien le bouton est enfoncé et ’on regarde si la boisson est disponible,
ou bien on rend la piece. Cette derniere action peut étre effectuée méme si le
bouton est enfoncé. Ceci est imposé par le fait que les gardes sont fermées.
On peut voir cela comme une limite du systeme. Cependant la simultanéité
stricte est quelque chose qu’il est difficile d’appréhender en pratique, et ’on peut
concevoir que si I'on accepte ’événement qu’est le bouton, c’est que celui-ci a
été enfoncé juste avant la date x = 30, mais de fagon non mesurable, par contre
si le distributeur rend la piece, c’est que les 30 secondes se sont effectivement
écoulées. Cela correspond a une certaine facon de voir I’écoulement du temps:
on ne peut isoler un instant précis dans le passage du temps, et des erreurs
non mesurables sont toujours possibles. On tiendra bien entendu compte du
fait de ce qu’on est ici au niveau de la spécification, et que 'implantation d’un
tel systeme pourra par exemple éviter que ’on tienne compte du bouton pour
z = 30.

En soi ce modele est pour 'instant identique aux modeles habituels. Il est
en effet facile de passer des échéances aux conditions de progression du temps
et vice versa. Si I'utilisation des échéances nécessite d’écrire une condition pour
chaque transition, elle permet de ne pas avoir a calculer la condition de pro-
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a b a b a b
<5 y<6 z <95 y<6 <5 y<6
FAUX AUX z<5H =6 =25 y==6

a et b paresseuse a urgente a et b retardables

b retardable

CP=TRUE CP=(z#5)V(y#6)
CP=xz>5V(y#6)

FiG. 3.3 — Ezemple de spécification de l'urgence

gression du temps lorsque 'on connait 'urgence de chaque action, comme sur
I’exemple de la figure 3.3. Nous allons voir de plus que nous pouvons affiner la
temporisation de facon & obtenir différents comportements & partir d’un méme
ensemble de transitions issues du méme état. Il faut pour cela définir différentes
manieres de temporiser le choix non déterministe, ce qui revient a modifier les
regles d’inférence utilisées pour définir les systémes de transitions temporisés.

3.1.2 Opérateurs de choix

Nous considérerons ici que la garde et ’échéance d’une action définissent le
comportement maximal de cette action, a savoir que ’action ne peut étre exé-
cutée que si sa garde est vraie et elle ne peut devenir urgente que si ’échéance
est vraie. Par contre, une telle action mise en concurrence avec d’autres ac-
tions pourra voir son comportement limité et devenir équivalente & une action
de garde et échéance plus petites que la garde et 1’échéance initiales. Ce sera
fait & travers des opérateurs de choix, qui sont des extensions temporelles du
choix non déterministe. Nous nous baserons donc sur 'opérateur de choix non
déterministe, noté >, des algebres de processus.

Notation 5 Un état noté Eie[ a;.s; peut effectuer chacune des actions a;, me-
, . . N . .y . a
nant dans état s;. Ainsi, si ¢ partir de s on a les deuz transitions s — sy
a ’ . , -
et s 3 sy, on pourra écrire s = Zie{m} a;.S;, ou encore dans ce cas precis
S =a1.81 + a2.89.

Nous verrons que dans le cas temporisé, il est possible de définir plusieurs
équivalents de ), comme illustré figure 3.4. Nous verrons donc dans un premier
temps quelles sont les regles générales que nous voulons respecter lors de la
définition des opérateurs de choix, puis dans un second temps nous examinerons
deux exemples intéressants: le choix avec priorités et le choix consensuel.
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(aiier Y icr Gi-Si

[ ZiEI bi.s;

(bi)ier

Zf;[ bi.si

FiG. 3.4 — Choiz temporisés

Généralités
Nous allons définir des opérateurs de choix sur le modele suivant. Pour un
état donné, nous considérerons toutes les transitions issues de cet état, et nous
modifierons la temporisation de chaque transition en tenant compte de toutes
les transitions issues de l'état.
Voyons alors la forme générale que nous adopterons pour les opérateurs de
choix.
Définition 14 Opérateurs de choix
Un opérateur de choix ZF est associé a la fonction de restriction
F . B* = B* telle que pour tout vecteur fini d’actions temporisées
(@i, 9i, ci, fi)ier, F((ai, gi, ci, fi)ier) est de la forme (ai,g's, i, fi)ier avec
pour tout i de I, ¢'; = g; et ¢ = ¢;. L'opérateur ZF est alors défini par
la formule :

F
> (airgircis fi)-si = Y (ai g5 i, fi)-si

1€l el

en respectant les notations précédentes
(i.e. F((ai,gi,ci, fi)ier) = (@i, g';, i, fi)ier)-

On définit le choix ZF comme étant le choix non déterministe appliqué a
des actions restreintes par F'. F' est appelée la fonction de restriction du choix
ZF , car elle transforme un vecteur de n actions en un autre vecteur de n actions
ou seules sont modifiées les gardes et les échéances. Nous verrons plus loin que
I’on ne peut pas prendre n’importe quelle fonction de restriction. Mais déja la
définition apporte les précisions suivantes :

— les gardes obtenues apres restrictions (¢’;) ne dépendent que des gardes
avant restrictions, mais chaque garde peut étre modifiée par toutes les
autres.

— pour les échéances, il en va de méme, sauf que 'on veut préserver la
réactivité temporelle (¢/; = ¢;), donc les échéances sont aussi affectées
par les gardes.

Si nous nous contentons de cette définition, nous aurons la possibilité de dé-
finir des choix qui ne font rien (¢'; = FAUX). Ceci ne nous intéresse pas. Plus
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précisément, nous imposerons de conserver les possibilités d’actions, éventuelle-
ment avec un certain retard. Cette exigence répond au besoin que si le systeéme
est spécifié comme actif (pouvant effectuer une action dans 1’avenir), alors nous
obtenons effectivement un systéme actif. Nous appellerons cette propriété la
conservation de 'activité.

Définition 15 Conservation de ’additivité
Une fonction F utilisée pour définir un opérateur de choixz conserve [’ac-
tivité si la formule suivante est vérifice :

Vodi =\ og

icl i€l
avec les notations de la définition précédente.

Nous ne nous intéresserons qu’aux opérateurs de choix définis grace a des fonc-
tions conservant l'activité. D’autres opérateurs peuvent étre envisagés, mais au
risque d’avoir des situations ou la garde d’une transition est vraie, alors que le
seul comportement possible pour le systeme est d’attendre indéfiniment. Ceci
ne semble pas raisonnable.

Voyons maintenant deux exemples de ce que 'on peut définir comme choix.
Le premier, le choix avec priorités, se révélera d’une importance capitale par
la suite (voir chapitre 3.2.3). Le second, le choix consensuel, est un peu plus
exotique, mais nous verrons que dans certains cas nous pouvons l’'utiliser pour
modéliser un partage de ressources.

Choix avec priorités

Nous voulons, par le moyen ce choix, avoir un moyen simple de spécifier
plusieurs actions possibles a partir d’'un état donné, en favorisant certaines
de ces actions. Favoriser une action peut se faire de plusieurs manieres. Nous
utiliserons des priorités: une action a sera prioritaire sur une autre, b, si lorsque
a peut étre effectuée b est prohibée. Ainsi on limite b pour que a puisse se faire
plus stirement, mais cette limitation peut étre étendue. En effet, dans le cas
temporisé ou nous nous plagons, on peut empécher b d’étre effectuée si ’on sait
que dans 'avenir a sera, effectuée.

Pour formaliser cette notion, nous commencerons par définir un ordre de
priorités, a partir duquel nous pourrons définir le choix.

Définition 16 Ordre de priorités
Un ordre de priorités sur l'alphabet A est une relation < sur AXNU{oo} x
A satisfaisant les propriétés données ci-dessous. On notera a <y b le fait
que le triplet (a, k,b) appartienne d <. <p peut alors étre vue comme une
relation sur A.

< doit satisfaire :

— pour tout k € N U{oo}, <y est une relation d’ordre partiel sur A.

— si pour un k donné on a ay <y az, alors pour tout k' inférieur a k,
ay <y ao.

- st a) <k ag et ay <; as alors a1 <k as.
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On a alors trivialement la propriété :

Propriété 12
La relation < définie par a; < ag = Ik € NU {0} . a1 <) ag est une relation
d’ordre.

Nous allons maintenant utiliser cet ordre de priorités pour définir des prio-
rités entre actions. Les priorités auront une certaine portée dans le temps. Ainsi
a1 <p ag signifie que lorsque la garde de a9 est vraie ou sera vraie avant k unité
de temps alors a; est inhibée. Si k& vaut oo, alors il suffit que la garde de as
soit vraie dans I’avenir pour que a; ne puisse pas étre exécutée. Si k vaut 0, la
priorité est immédiate: a; est inhibée uniquement si la garde de ay est vraie.

Pour exprimer ces propriétés, nous avons besoin d’étendre les opérateurs
temporels définis en 2.5.2. C’est pourquoi nous posons les définitions suivantes.

Définition 17 Opérateurs modaux
Les opérateurs <y et O sont définis comme suit pour tout prédicat p sur
les valuations et tout k € N U {o0} :

(Ckp)(v) =3t €[0,k] . p(vrt)
(Ogp)(v) =Vte[0,k] . plv>t)

On remarquera que <o = < et Oy = O (voir la définition en 2.5.2). De plus
Oop = p = Ogp et pour tout k Opp = —(O-p).
Ceci nous permet de définir les opérations de restriction pour 'opérateur de
choix avec priorités.
Définition 18 Choix avec priorités
Etant donné un ordre de priorités <, on définit le choix avec priorités,
S de la fagon suivante :

Z<(ai,gi,0i,fi)-3i = (ai,g';, i, fi)
iel i€l
avec
gli =gi N\ /\je[,ai<kaj _'<>Icgj
di =c¢ A /\jEI,ai<kaj —Org;)
Pour ne pas surcharger les notations, il n’est pas indiqué dans les défini-
tions ci-dessus que k dépend de 1 et j : il s’agit de ’entier maximum tel
que a; <p aj ou de 0o si a; <o @j. Sil'on ne peut trouver un tel k, alors
il N’y a aucun terme en —<rgj. Ceci est normal puisque a; n’étant pas
prioritaire sur a;, gj n'intervient pas dans le calcul de ¢';.

Notation 6 Pour les cas ou il n’y aurait que deux transitions en jeu, on utili-
sera ['opérateur binaire <+, défini par:

Z <bi.8i = b1.81 <+b9.59
1€{1,2}

Attention, malgré la notation qui peut induire en erreur, <+ est bien commu-
tatif !
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g2

g1

o I B 01 <o a3
g1 . N : . a1 <1 a2
g9’ : — : . a1 <oo @2

01 2 3 456 7 89

Fia. 3.5 — Différentes priorités

Un exemple de ce que peut donner une telle définition est donné en figure 3.5,
pour deux actions a; et ay de gardes respectives g; et go.

Remarque 9 Cette définition peut induire des gardes et échéances
ouvertes a gauches, & cause de la négation. Cependant, si 'on considere
I’ensemble des actions, il est facile de vérifier que 'union des gardes est
fermée a gauche (cf exemple suivant), donc la réactivité temporelle est
maintenue.

Exemple 7

Ne considérons que deux transitions a; et a9, ao ayant une priorité immédiate
sur aj. Supposons que a1 ait pour garde g; = 6 < x < 10 et pour échéance
c1 =8 < x <10, et que ag ait pour garde go = 3 < x < 9 et pour échéance
co =8 <z < 9. ay étant prioritaire verra sa garde et son échéance inchangées.
Par contre pour a;, on obtient :

Ji=(6<z<10)A-3<2<9)=9<z<10
d1=8<z<10)A9<2<10)=9<2<10

Ainsi, si 'on considére uniquement a;, en z = 9 le temps est bloqué (s’il pro-
gresse on entre dans ¢'1), et a; n’est pas possible (¢'; est fausse en ce point). Par
contre si I'on tient compte de ao, il n’y a plus de probléme, car ay est possible
enz =9.

Si la priorité n’avait pas été immédiate, cela n’aurait rien changé. Intuiti-
vement, la négation induit une garde ouverte a gauche pour g;, uniquement
sur le front descendant (frontiere arriere) de <ggo, c’est-a-dire lorsque go est
satisfaite. Donc I'union est fermée & gauche (cf figure 3.6).
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Fi1Gc. 3.6 — Fermeture pour la priorité

Tout cela vient du fait que pour une garde g fermée a gauche, gV =g est
fermée a gauche.

Propriété 13
Pour toute garde g fermée & gauche, et tout £ € N U{oc}, le prédicat g V =g
est fermé & gauche.

Preuve 13

Supposons que pour une valuation v on a (gV =< rg)(v) = fauz. Cela implique
g(v) = faux et Okg(v) = vrai. g étant fermée a gauche, il existe t > 0, tel
que pour tout t' € (0,t] on ait g(v>t') = faux. On a alors nécessairement
Org(v > t') = vrai, et par conséquent (g V —<Opg)(v>t') = faux.

O

On remarquera de plus que les ¢; ainsi définis satisfont ¢/; = ¢; A ¢;. Une
autre facon de définir ¢/; aurait été:

di=c A g'i A /\ —Okey
jel,a;<pa;

Mais il est facile de voir que ces deux définitions donnent le méme résultat.

Proposition 14

ci N\ g'i A /\ —Orcj = ¢ A /\ —rgj
jelai<pa; j€la;i<paj
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Preuve 14
En effet, on a:

ciNg'i A /\je[,ai<kaj k¢
=ci A 9i A /\jEI,ai<kaj _'<>Ic9j A /\jEI,ai<kaj _'<>ij
=i NGi N Njerai<pa, (TCRIS A 7OkC))
=i NGi N Njeraicpa, 7Ok(95 V €5)
=ci A /\jEI,ai<ka]- _'<>kgj

car c = g.
O

Pour des raisons pratiques, nous allons chercher & savoir comment ce choix
interagit avec le choix non déterministe. En effet, dans certains cas il sera in-
téressant de grouper des transitions par le choix non déterministe avant de
regarder les priorités; ce sera notamment le cas si ’on décrit le systeme par des
algebres de processus. On cherche donc a effectuer un choix plus complexe en
combinant le choix non déterministe et le choix avec priorités.

La raison cachée de ce nouveau choix est que 'on veut que le choix avec
priorités soit associatif. Cela n’aurait aucun sens si I’on se limitait a la définition
précédente, on étendra donc cette définition pour capter la situation décrite
figure 3.7, qui correspond & (3,105 bi-5i) <H(Xicfn1.m) bi-Si)- L'associativité
permet alors de combiner des actions en plusieurs fois & 'aide du choix avec
priorités, et le résultat sera indépendant de cet ordre. Il s’agit donc d’une facilité
de spécification. Nous verrons aussi que cette associativité sera tres utile lorsque
nous modéliserons la composition parallele.

Définition 19 Choix avec priorités - cas général
Nous conviendrons que la valeur de
(ier(ai, gisci, fi)-si) <t (X e (a5, 95, ¢5, f5)-57) est
(Zie[(aiagi/JvCi/Jafi)'Si) + (Zjej(ajagj/laCj/Iafj)-Sj) avec

9i/5 = 9i N Njera<pa, "OkYi
ci/J =c N\ /\jEJ,ai<kaj _‘<>kgj

g;/1 €t cjjr sont définis de maniere similaire.

Nous avons donc choisi dans ce cas de ne restreindre chaque transition que par
rapport aux actions qui ne sont pas du méme co6té de 'opérateur <+.

Attention, ceci implique que <4 n’est pas distributif par rapport a +:
(b1.81 + b2.82) <+b3.s3 # (b1.81 <+b3.83) + (b2.82 <+b3.83)

En effet, si a3 (étiquette de bs) est 1'action la moins prioritaire, alors dans
(b1.s1 + bo.sg) <+bs.s3, bg sera restreinte par les by et by simultanément, tandis
que dans (by.s1 <t+bs.s3) + (bo.s2 <b3.s3), b3 est restreinte par by et by séparé-
ment puis on fait 'union de ces deux comportements. Dans le premier cas le
comportement de b sera restreint plus encore que pour by.s; <+bs3.s3), alors
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[N}
o
3

by

bmfl
b1 bg bn bn+1

>
3

FiG. 3.7 — Choiz avec priorités étendu
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que c’est le contraire pour le second cas.

Néanmoins, cette définition a deux avantages. Tout d’abord, il est facile de
généraliser 'opérateur pour obtenir une somme n-aire et non plus simplement
binaire. De plus on peut vérifier une propriété d’associativité.

Propriété 15
Si l'on note b; les actions temporisées (a;, g, ¢;, fi), on a:

((Xier bi-si) <t(Xjerb5-55))  <F(pex br-sk) =
(ZiEI blsz) <+((Zj€J bj.Sj) <+(ZkeK bk-sk)

Preuve 15

On va en fait montrer que ((3_;c;bi-5i) <+ ;er05-57)) <+ g br-sk)
est égal au résultat de l'opérateur ternaire appliqué aux termes ) ;;b;.s;,
Eje] bj.sj et Y,k bi.sk. L'opérateur <+ étant commutatif, cela sera suffi-
sant pour montrer son associativité.

Calculons donc ce que cela vaut :

((ier bi-si) <+(Xjerbi-55)) <F(Xkex br-sk)
= ((Zie[ b,i-si) + (Zjej ,j-sj)) <+(Zke[( bi-Sk)
= ((Zie[ b”i.si) + (ZjEJ b”j.Sj)) <+(ZkeK b”k-sk)
avec

gi =giN /\jej,ai<laj =<i(95)

g; =gi N /\iEI,aj <0 <1(9i)

g”i = gli A /\kEK,ai<lak _'<>l gk)

g”j = glj A /\kEK,aj<lak ~i(gk)

g”k =gk N\ /\iEI,ak<lai _‘<>l(g z) A /\jEJ,ak<laj _‘<>l(glj)

Ce que I'on veut montrer c’est que:

g”i =4 A /\jEJ,ai<laj _|<>l(g]) N /\kEK,ai<lak _I<>l(gk)
g”j =9j A /\iEI,a]‘<lai _'<>l(gl) N /\kEK,a]‘<lak _|<>l(gk)
g”k = Gk N /\iEI,ak<lai _|<>l(gl) A /\jEJ,ak<laj _|<>l(gﬂ)

Les deux premieres égalités sont immédiates. La derniére est plus dure a vérifier.
Tout d’abord constatons qu’il suffit de montrer:

\/ ulg'y) = \/ u(g:)
i€lUJ,ap<;a; i€lUJ,ap<;a;

L’égalité précédente en découle alors trivialement. Cette derniére propriété est
donnée par le lemme suivant.
O

Lemme 16 Pour tout ordre de priorité < sur un ensemble d’actions {a;}icr,
on a pour tout i1 € I :

Vo oolgrn AN ~Omg = V Guly)

Jj€lai<ia; kel,aj<may Jj€lai<iaj
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Preuve 16
Montrons le résultat par récurrence sur I'ordre inverse de <.

— Si a; est maximal pour <, il n’y a rien & montrer.

— Supposons que pour tout a; supérieur a a; (dans l'ordre <), on ait

Vo oougr N Cwme =\ ulg)

j€lay<;a; kel aj<may jelay<ia;

Montrons que cette égalité est vraie pour a;. Par transitivité de < et du
fait que 019 = Oi4myg, on a:

Vje[,ai<li].aj <>lij (95 A Ake[,aj<ljkak _‘<>ljk-gk)

= VjEI,ai<lijaj (<>li]- (gj A Ake[7a’j<ljka’k _'<>ljk9k)v
Vj'EI,aj<ljj,aj/ O (gjr A /\ke[,aj/<lj,kak )

= Vje[,ai<li].a]- Olij((gj N /\kJEI,a]‘<1jkak _‘<>l]-kgk)v
Vj’e[,aj<ljj,ajl Ol (957 A /\kel,a]-/<lj,kak _|<>lj’kgk))

= Vje[,ai<lijaj O, ((g5 A /\ke[,aj<l]_kak =1 9k)V
Vj’EI,aj<l]_]_,aj/ Oljjfgj’)

= Vje[,ai<lij a; 1 (95 V Viera, S L Gk)

= Vje[,ai<lij aj (Olijgj v \/kel,aj<ljkak 5 Oljkgk)

= VjEI,ai<lij a; <>lij g]

La propriété précédente permet donc d’affirmer que l'opérateur de choix
avec priorités tel que nous I'avons défini est un opérateur associatif. De plus le
lemme va permettre de montrer que cet opérateur conserve 'activité.

Propriété 17
Tout opérateur de choix conserve l'activité.

Preuve 17
Le lemme précédent nous donne:

A o) = N <ulg)

a;<ja; a;<ja;

or, par définition,
!/
gdi=gh-\ <ulgs)

a;<ja;
Nous avons donc:

g,i \/ Vai<laj Ol(g,j) = gZ /\ - \/ai<,aj Ol(g]) \/ Vai<laj Ol(g])
=9i V Va,<,0; C1(95)
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En appliquant < qui est distributif par rapport a la disjonction :

&g v \/ <>g'j:<>gi\/ \/ &g

a;<ja; a;<ja;

En faisant I'union sur toutes les actions intervenant dans le processus:

\ o' =\/ ©gs

el i€l

Un autre propriété importante de ce choix est qu’il conserve 1’équivalence
entre systémes donnée par le remplacement d’une transition par deux transi-
tions de méme comportement. Plus précisément, nous avons la propriété sui-
vante.

Proposition 18

La scission d’une transition (s, a, g, ¢, f, s') en deux transitions (s, a, g1,c1, f, s')
et (s,a,g2,co, f,s'), avec g = g1 Vg2 et ¢ = ¢1 V g, a le méme effet que le choix
soit non déterministe ou avec priorités.

Preuve 18
Par définition du choix avec priorités, on a:

<

I

E (ai,gi, iy fi).5i = E (aisg'is i fi)
el el
avec

I )

g ) - gl /\ /\je[,ai<kaj _'<>]Cg]

oo )

ci =c¢ N /\je[,ai<ka]‘ _I<>kg]

Comme —<pgin A ~COrgjo = ~Ok(gia V gj2), il est évident que scinder une
transition n’affecte pas la facon dont les autres transitions sont modifiées.

De plus, si I'on scinde la transition i en i,1 et 1,2, avec g; = g;1 V gi2 et ¢; =
i V2, comme i, 1 et 4,2 ont méme étiquette, elles seront incomparables entre
elles, et auront les méme priorités que la transition i. Il est alors évident que les
gardes et échéances transformées satisferont : g'; = ¢'; | Vg'; 5 et c'; = ¢/ 1V 2.
O

Nous verrons par la suite que cet opérateur est capital pour la composition.
Mais examinons maintenant un autre opérateur de choix.

3.1.3 Choix consensuel

Nous définirons ici un choix tres spécifique correspondant a la situation sui-
vante. Le systéeme est composé d’un serveur pouvant servir deux clients avec
des contraintes spécifiques a chaque client( figure 3.8). On veut assouplir ces
contraintes pour ne favoriser aucun client, on réduira donc les échéances cor-
respondantes de facon a ne bloquer le temps que dans les deux cas suivants:

— les deux clients sont d’accord pour bloquer le temps.
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attente

finl fin2
ebl deb2

sersl sers?

FiG. 3.8 — Schéma du systéme

— l'un des clients n’aura plus besoin de bloquer le temps, ’autre pourra
alors le faire normalement.

Ainsi un client ne peut bloquer le temps pour obliger le serveur & le servir que si

I’autre client est hors course. On réduira chaque échéance en tenant compte de

I’échéance de I'autre action. On aurait pu affiner encore en tenant compte de la

garde de 'autre action, mais le but de cet exercice est uniquement de faire un

choix qui ne fonctionne que sur les échéances et ignore les gardes. L’inverse est

impossible, car si 'on réduit les gardes on est obligé de réduire les échéances.
On cherche donc a obtenir des échéances vérifiant 1’équation suivante :

cp =c A (CQ V |:|—|CQ)
Cy = C9 A (01 V |:|—|Cl)

Ceci est bien str une équation de point fixe. A cause des négations, on ne
peut appliquer les méthodes classiques de recherche du plus grand ou plus petit
point fixe, qui nécessitent des fonctions monotones. Néanmoins, on cherchera
calculer les échéances réduites en remplacant c¢; et co dans les équations précé-
dentes, au moins partiellement. C’est ainsi qu’a été trouvée la solution suivante.

Proposition 19
Si ¢ et ¢y sont des échéances, les échéances ¢’q et ¢’9 obtenues par

Cll =C A (02 \% D(—|02 \% (—|01 A 001)))
cy =ca A (61 V D(—|cl V (—|CQ A 062)))

satisfont 1’équation précédente. Ce couple forme la solution maximale (pour
I'implication) satisfaisant O(c'y V ¢'a) = O(eq V e2) et inférieur & (c1, o).

Preuve 19
Nous allons vérifier que 1 et /o satisfont chacune des propriétés de la propo-
sition.

— Il est évident que c'1 = c¢1 et 'y = ca.
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— Voyons maintenant que <(cd'y V d's) = O(c1 V ¢o). L'implication &(c'y V
d9) = (e V ¢g) est évidente, montrons I'implication inverse. Supposons
pour cela que pour la valuation v, on a <$ci(v) = wvrai, et montrons
que &(d'1 V d9)(v) = vrai. ¢; et ¢p ayant un nombre fini de composantes
connexes, il existe une derniére composante connexe dans le sens du temps.
Soit t1, tel que v > t1 appartienne a la derniére composante connexe de
¢1, on a donc O(cy V O~-c¢y). Et par conséquent : ¢'1(v>t1) = (¢ A (c2 V
O=cg))(v>ty) = (c2VO=eo)(vbty). Le seul cas ot 1 (v>ty) vaut faux est si
(mee AOco)(vity). I existe alors une date to supérieure a t1, telle que vi>ty
soit dans la derniére composante connexe de to. Comme précédemment
on a dy(v>ty) = (c1 VO=er)(v b ty), ce qui vaut vrai car to > t1. Si I'on
résume, on a soit ¢'1(v>ty), soit '2(v>t9). Dans tous les cas, on obtient :
O(dy Vo) (v).

— Le couple (c'1,¢'9) est solution de ’équation : vue la symétrie de I'expres-
sion, il suffit de vérifier que ¢’y = /1 A (2 V O~c'3). Nous allons en fait
montrer que ¢'1 A =9 ANy = FALSE. On a en effet :

Ody = O((er Aea) V(2 AO(=er A (e V $Ocg))))

= O(Cl A 02) V <>(02 A D(—ncl A (—|02 V 002)))

=dy = =(cr Aeg) A =(ea AO(=eq V (mez A Ocg)))
1 =(c1Aea) V(e AO(=ez V (mer A Ocy)))

On en déduit :

diN-dy = A D(—|CQ V (—l01 A <>01)) A —l(01 A CQ)/\
_I(02 A D(—|Cl V (—102 A 002)))
=c1 A A D(—|CQ V (—|61 A 001))/\
_I(02 A D(—|Cl V (—|02 A 002)))
=c1 Ac A D(—|CQ V (—|61 A <>Cl))

On remarquera que O(—cz V (—cp A ©cy)) implique O=(cy A ¢2). D’ot:
Cll/\—|012/\<>012 =1 /\—|CQ/\D(—|CQ\/(—|01/\<>01))/\<>(CQ/\|:|(—|CIV(—lCQ/\<>CQ)))

Nous allons montrer par 'absurde que cette expression vaut FAUX.
Supposons en effet qu’il existe une valuation v telle que (1 A —c'a A
&d9)(v) = vrai. Nécessairement, il existe t1 positif tel que (co A O(=e¢p V
(mco A <co)))(v > t1) = vrai. De plus, on a O(—e¢y V (-e1<$cr))(v) done
aussi O(—cy V (—c1<cr)) (v > ty). v >ty satisfait donc ¢y V —ey. Il existe
alors toy > t1 tel que ci(v > t2), et aussi (O(—ca V (—mer A cr)))(v > t2),
(O(—ey V (me2 A e2)))(v b tg) et —ep(v > ta). On peut recommencer et
construire une suite infinie (t;) telle que

(€1 V —eg) (v ty) = vrai = (cg V —ey) (v > toiqr)

Ceci étant incompatible avec le fait que c¢; et ¢y ont un nombre fini de
composantes connexes, I'hypothése (¢'1 A=d'a ANOd5)(v) = vrai est fausse.
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— (d'1,d'2) est solution maximale: supposons que ce ne soit pas le cas, il
existerait un couple ("1, ") qui soit solution et tel que ¢'1 = "1 = ¢
et 'y = 'y = ¢9. De plus, on aura "1 # 1 ou s # 5 (au moins pour
certains couples (c1,cz)). Supposons alors qu’il existe une valuation v telle
que ("1 A=) (v) = vrai. On a alors aussi ¢y (v) = vrai. Par définition
de c'1, v satisfait

WA <>(02 A (Cl V D—ncl))

II existe alors to > 0 tel que (c2 A (c1 V O=c¢y))(v > tp) = vrai. On a de
plus c2(v) = fauz, donc ’5(v) = fauz, et comme (c1,c"y) vérifie ' =
d"1A("9vO=("3), on a O—c’y(v) = vrai. Ceci implique "y (v>ty) = vrai
et donc —c'y(vdty). vty satisfait donc caA—c's. On peut alors recommencer
Popération précédente et obtenir une suite (t;) telle que:

(01 A —Icll)(’l) > t2i+1) (02 A —10,2)(’1) > tgi)

Comme (c; A =c'1) = ¢1 A —eg, cette suite contredit le fait que ¢y ait un
nombre fini de composantes connexes. Donc 1 = ¢/1. D’'ou d'1 =1 et
de méme 'y = /5. (1, 3) est donc maximal.

Une autre propriété intéressante de cet opérateur est que la fermeture a
gauche est conservée :

Propriété 20
Si ¢ et c2 sont fermés & gauche alors c; A (ca V O(—ca A (—er V <cy))) est fermé
a gauche.

Preuve 20
Nous allons vérifier que ca V &(—ea A (—ey V <cy)) est bien fermé a gauche.
Supposons donc que pour une valuation v on ait

=(ea VO (mea A (mer V <cq)))(v) = vrai

v satisfait alors:
—C9 A D(CQ V (01 A D—ncl))

cy étant fermé, il existe t > 0 tel que:
vt' € 0,t] . —c(v>t)
Comme de plus on a O(cy V (¢1 A O-¢y))(v), on obtient :
vt' € 10,¢] . O(cz V (cy AO=ey))(v>t)
Et par conséquent :
Vt' € [0,t] . =(ca V O(mea A (mer V Ocy))) (v > t)

c1 A (ca VO(mea A (mep V <©cy))) est done fermé & gauche, ce qui permet de
conclure quant a la propriété.
O
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Ce choix est défini comme un opérateur binaire, mais on peut généraliser
& un nombre quelconque d’opérandes, il suffit alors de prendre la définition
suivante :
C,i =c; N\ /\(Cj V D(—ICj \% (—ICZ' A Oci)))
J#L
Les propriétés ci-dessus sont conservées (il est relativement simple d’adapter
les preuves). On a donc obtenu un opérateur de choix consensuel n-aire.

Cet opérateur, s’il n’est applicable que dans certains cas n’en pas moins inté-
ressant, car il montre que ’on peut faire facilement spécifier des comportements
relativement complexes avec un unique opérateur. Comme ce choix se traduit
en un choix non déterministe, on aurait trés bien pu représenter le comporte-
ment souhaité avec ce choix non déterministe, néanmoins cela aurait nécessité
des calculs préalables, et ce pour chaque état ou I'on veut utiliser ce type de
choix. On peut ainsi définir des opérateurs complexes permettant de spécifier
plus simplement certains comportements.

3.2 Compositions paralleles

3.2.1 Introduction

Nous venons de voir que ’on peut spécifier des comportements relativement
complexes avec des opérateurs de choix. Cependant d’autres comportements
peuvent étre envisagés, qui ne correspondent pas & des opérateurs de choix. De
plus, on peut décomposer des systémes complexes en systemes plus simples que
I’'on voudra relier par la suite. C’est 1a le role des opérateurs de composition
parallele.

Les opérateurs classiques, comme nous l’avons constate sur ’exemple 1.4,
posent quelques problemes dus & la facon de spécifier le temps. Nous verrons
ici comment construire des opérateurs de composition parallele qui conservent
la réactivité temporelle, tout en garantissant le progres maximal.

Nous nous baserons pour cela sur des systémes ne comportant que des opé-
rateurs de choix avec priorités. Cela peut sembler restrictif, néanmoins si ’'on
remarque que le choix non déterministe est un choix avec priorité ol toutes
les actions sont incomparables entre elles, on voit que 'on capture la plupart
des systemes. D’autre part, tous les opérateurs de choix que nous avons dé-
finis précédemment se rameénent & des opérateurs de choix non déterministe.
On pourra donc spécifier les composants d'un systéme avec des opérateurs de
choix quelconques, les traduire en systémes avec des opérateurs de choix non
déterministes et enfin appliquer les compositions.

D’autre part, 'idée importante que nous retrouverons ici est que 'on doit
relier les comportement temporels aux actions, méme dans les compositions
paralleles. Cela nous donnera des compositions plus flexibles que la composition
habituelle, en ce sens que l'on admettra d’infléchir les exigences que l'on a
imposées sur le passage du temps, et ceci afin d’éviter les blocages. Comme les
conditions de progression du temps sont liées a la définition de I'urgence des
actions, cela signifie que 'on admet de diminuer cette urgence.
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ab||c d

FiG. 3.9 — Automates a composer

Cette approche est en opposition avec une approche de vérification, puisque
la vérification chercherait & détecter ces blocages. Par contre pour spécifier des
systemes, elle apporte la facilité que I'absence de blocage est assurée. Cette
propriété pourra étre utilisée si I’on cherche & faire de la synthese de systemes.

3.2.2 Composition de systémes discrets

Regardons d’abord comment faire pour des systémes non temporisés. Nous
étendrons ensuite la méthode aux systemes hybrides.

Pour composer deux systemes non temporisés, nous utiliserons la méthode
suivante. Nous commencerons par spécifier pour chaque couple d’actions si ces
actions synchronisent ou non, et si oui, quel est le résultat de cette synchroni-
sation. Cela se fera avec l'opérateur I: si a et b ne synchronisent pas on aura
a'b = L sinon, a'b sera 1’étiquette de la synchronisation de a et b. On appellera
Al 'ensemble des étiquettes obtenues en combinant des étiquettes de A par un
nombre quelconque de synchronisations.

Le systeme de transitions résultant est alors obtenu a partir des systemes
de transitions des composants par les régles suivantes:

a1 b 1
P1—p pP2—p o
a b
pillp2=p'1[lp2 p1llp2—=p1llp’s
b
p1op'y 5 paply 5 alb#EL

b
pilp2=p 1 1lp' >

Regardons ce que cela donne pour ’exemple suivant décrit par des auto-
mates.

Exemple 8
Sur les automates de la figure 3.9, nous prendrons les synchronisations sui-
vantes: ald = L, alc = ac, bic = be, bid = bd. Les systemes de transitions sont
les suivants:
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a
13 23
b
c
d c d
d
bc
a
14 24
b

F1G. 3.10 — Automate composé

Si 'on note 13 'état 1 || 3, le résultat est alors:

13523 13514 135 24

23 %13 23 %924 23% 14

14 %924 14-%13
b d bd
2 %14 24 %493 24213

Ce qui donne l'automate de la figure 3.10.

Remarque 10 On remarquera que ce modele permet la synchronisa-
tion de deux actions et I’avancement indépendant des deux composants.
On peut interdire la synchronisation, mais en aucun cas on ne peut inter-
dire & un composant de progresser isolément. Ceci peut étre génant, mais
nous verrons que dans le cas temporisé le probleme peut étre réglé.

En général, les systéemes un peu complexes nécessitent plusieurs composants.
On cherchera alors & ce que le résultat ne dépende pas de l'ordre de compo-
sition. Si 'on exige que | soit un opérateur commutatif, associatif et ayant L
comme élément absorbant, alors la composition paralléle est commutative et
associative.

3.2.3 Composition des SHEC
Schéma général

Pour les systemes hybrides, nous garderons les mémes transitions, mais il
faut maintenant définir les gardes, échéances, etc... de ces transitions. Rappe-
lons nous les propriétés que nous exigeons de la composition. Nous voulons que,
si dans un état I’'un des systémes, pris isolément, peut effectuer une action, alors
le systéme composé puisse aussi faire une action (synchronisation ou échappe-
ment); nous voulons de plus favoriser la synchronisation (propriété de progres
maximal).
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Pour cela nous allons bien sir utiliser les priorités. Ainsi on utilisera le
schéma suivant, ot by = (a1, g1, c1, f1) et by = (az, g2, ca, f2) :

b1-p1 || ba-p2 = b1.(p1 || b2-p2) <tbo.(b1.p1 || p2) <+(b1102)(p1 || p2)

Si nous voulons utiliser ce schéma, il nous faut étendre la définition de I aux
actions temporisées. Nous allons voir comment procéder.

Composition des actions temporisées

Le principe de synchronisation des actions temporisées est une simple ex-
tension de la synchronisation des actions non temporisées. Cela signifie que 'on
définira (al, gi,C1, f1)|(a2, g2, Co, f2) comime (a1|a2, g1'g2,cylca, f1|f2). ailas est
défini précédemment; si aqlag vaut L, alors la synchronisation est impossible.

Les gardes et échéances composées posent un certains nombre de problémes,
aussi les étudierons-nous plus loin en détail. Si les composants ne partagent
aucune variable, alors on notera (v1,v3) la juxtaposition de deux valuations vq
et v, et nous utiliserons la définition :

filfa(vi,v2) = (f1(v1), f2(v2))

Nous nous limiterons & ce cas. Techniquement il est possible (et facile) de spé-
cifier des variables partagées (il suffit de vérifier la cohérence des évolutions
des variables partagées dans les deux composants). Mais les variables partagées
pouvant poser de nombreux problémes, en particulier lors de la vérification,
nous n’utiliserons pas cette possibilité.

Passons donc & la composition des gardes et des échéances. Nous ne don-
nerons ici que des principes généraux. Des exemples seront donnés au chapitre
suivant. Tout d’abord intéressons nous aux gardes. Il nous parait nécessaire de
respecter un certain principe de causalité : si une synchronisation peut se pro-
duire, c’est que I'une au moins des actions composantes peut se produire. Pour
une synchronisation, nous pourrions exiger que les deux actions composantes
s’effectuent pour que la synchronisation ait lieu, mais nous étendrons la notion
de synchronisation pour pouvoir capter d’autres formes de coordination, comme
les interruptions par exemple. Nous exigerons aussi que si les deux composantes
d’une synchronisation sont prétes & coopérer, alors la composition peut se faire.
En d’autres termes nous demandons que:

gL Ng2=g1'g2 = g1V g2
Nous exigerons de méme :
c1 \Nca = c1lcg = (01 Vv CQ) A\ (g1|g2)

Remarque 11 Il faut bien noter que g; | g2 (resp. ¢; | c2) ne dépend
pas uniquement de g; et g, (resp. ¢; et c2). En effet, suivant les étiquettes
a1 et ag des actions a composer, on pourra vouloir effectuer un traitement
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différent sur les gardes et les échéances. De plus pour assurer la réacti-
vité temporelle, il faut relier ¢; | ¢; & g1 | g2. Ceci n’est pas uniquement
un détail technique, mais représente une modification fondamentale par
rapport a 'approche traditionnelle de la composition. En effet, tradition-
nellement le comportement temporel du systeme composé était calculé
sans tenir compte des actions de ce systeme. C’est 1a la cause des blo-
cages que 'on pouvait obtenir. En faisant intervenir les gardes dans le
calcul des échéances, nous tenons compte des actions dans le calcul du
comportement temporel. Revenons aux sources de la composition pour
comprendre un peu mieux les mécanismes mis en jeu. Sur les systémes
discrets, on a défini une composition parallele que I'on a étendu aux sys-
temes temporisés. Or cette composition des systémes discrets était valable
pour des processus communicants, c’est-a-dire sans variables partagées,
les communications s’effectuant lors de la synchronisation d’actions. Le
probléme de la temporisation est que le temps est une variable partagée.
Cette variable n’apparait peut-étre pas directement dans la modélisation
des systemes, mais elle régit ’évolution des variables continues de chacun
des systemes et est utilisée par ce biais dans tous les composants. Nous
apportons ici une méthode pour composer les systemes en tenant compte
de ce fait.

En adoptant les contraintes précédentes, on peut vérifier que by.py || be.p2 a
la méme activité que by.p1 + be.p2. En effet

b1-p1 || ba-p2 = b1.(p1 || b2-p2) <t+b2.(b1.p1 || p2) <+(b11b2).(p1 || p2)

Donc son activité est:
Cg1V Oge V O(g1'92)

qui vaut trivialement (g1 Vgz). Cela nous permet de garantir que localement la
composition ne “perd pas d’action”, au sens ou si une action est possible avant
composition, inévitablement une action sera possible dans la composition.

3.2.4 Garde de la synchronisation

Les contraintes que nous avons données pour la synchronisation sont tres
faibles. Si nous nous en tenions a cette situation, nous aurions certes un tres
grand choix de synchronisations possibles, mais au prix de la perte d’un certain
nombre de propriétés. Ces propriétés, que nous allons voir ici, nous semblent
suffisamment importantes pour que I'on élimine les synchronisations qui ne les
respectent pas. Regardons d’abord ce que nous exigerons sur les gardes.

L’une des exigences que ’on attendra de la composition parallele est qu’elle
préserve une certaine forme d’équivalences entre systemes. Si S; est équivalent
a S2 (en un sens que l'on verra ci-dessous), on voudra que S; || S soit équivalent
a Sy || S, pour tout SHEC S.

L’une des équivalences que ’on peut souhaiter garder, est que scinder une
transition en deux transitions spécifiant le méme comportement temporel donne
un systéme équivalent. Plus précisément, si S’ est le systéme S ou 1'on a rem-
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, e a7g707f e avghCl,f
placé la transition s ( - ) s’ par les transitions s ( - ) s'et s

telles que g = g1 V g2 et ¢ = ¢1 V ¢p alors S et S’ sont équivalents.

Il peut paraitre étrange de demander cette équivalence, alors que 'un des
choix que nous avons présentés (le choix consensuel), ne la respecte pas. Néan-
moins, observons que les deux choix qui servent de base a notre modele, le
choix non déterministe et le choix avec priorités, la respecte. Pour le choix non
déterministe, c’est trivial d’apres la sémantique des SHEC. Pour le choix avec
priorités, nous l’avons vu avec la propriété 18. Il parait alors raisonnable de
demander que la composition parallele préserve cette équivalence. Pour cette
raison, nous limiterons les gardes composées a celles de la forme suivante.

avg2yc27f
(@areed)

Définition 20 Synchronisation des gardes
La garde de la composition de deux transitions de gardes g1 et go seront
de la forme :

g11g92 = (g1 Ama(g2)) V (m1(g1) A g2)
avec des fonctions my et mo satisfaisant :
- Vz .z = mx)
- Vz,y . mi(z Vy) =mi(z)Vmy)

Ceci nous garantit que la synchronisation satisfait :

g1 NGg2 = g1'92 = g1V g2
On a alors la propriété voulue:

Propriété 21
Les synchronisations de la forme précédente satisfont :

(91 V g2)'g3 = (g91'93) V (92'93)

Preuve 21
Par distributivité de m1, on a:

(91 Vg2)igs = ((91Vg2) Ama(gs)) V (m1(g1V g2) Ags)
= (91 Ama(gs)) V (mi(g1) A gs)V

(92 A'ma(g3)) V (mi(g2) A g3)

(9193) V (g2'93)

a

3.2.5 Synchronisation des échéances

Nous imposerons une valeur pour ’échéance composée. En effet, seule I’éché-
ance cilcg = (g1'g2) A (€1 V ¢2) semble raisonnable. Toutes les autres échéances
donneraient des synchronisations qui perdraient de 'urgence. Or, par définition
de la composition parallele, I'urgence est déja réduite & cause du choix avec
priorités que nous utilisons. En outre, cela permet de simplifier la définition
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d’une synchronisation. En effet, aprés avoir défini ’étiquette de la synchroni-
sation, il ne reste qu’a calculer sa garde pour la définir completement. Nous
utiliserons donc la notion suivante.

Définition 21 Modes de synchronisation
Nous appellerons mode de synchronisation 'opérateur qui d (gi,c1) et
(g2, c2) associe le couple (g11g2, c1'c2) et on le notera mode((g1, c1), (g2, ¢2)).

Ceci assure la propriété suivante.

Propriété 22
L’échéance cqlco peut étre calculée directement par:

crlca = (1 Ama(g2)) V (m1(g1) A e2)

Preuve 22
Comme on a ¢; = g; = mj(g;), on a:

cilca = (g1'g2) A (c1 Vez)

= ((g1 Ama(g2)) V (m1(g1) A g2)) A (e1V e2)

= (c1 Ama(g2)) V (c1 A g2) V (91 Ac2) V (mi(g1) V c2)
= (

c1 Ama(g2)) V (mi(g1) A c2)

On peut aussi vérifier que I’échéance calculée est préservée par scission d’une
transition.

Propriété 23

mode((g1,c1) V (92,¢2), (93,¢3)) =
mode((g1,c1),93,c3) V mode((g2; c2), (93,¢3))

Preuve 23

I suffit de montrer que (g1 V ¢2)193 = (g1'93) V (g92'g93) et (c1 V c2)icz = (cilez) V
(colc3). La premiére égalité a été montrée dans la propriété 21. La seconde se
montre de méme.

(c1Vea)ies = ((c1Vea) Amalgs)) V (ma(gr Vg2) Acs)
= (c1 Ama(gs)) V (m1(g1) Acs)V

(ca Ama(g3)) V (mi(g2) A cs3)

(c1les) A (czlcs)

Enfin, nous pouvons généraliser le schéma de composition. En effet, pour
de nombreux modes les opérateurs obtenus ne sont pas associatifs. Il faut donc
définir des opérateurs n-aires, correspondant & la composition de n systémes en
parallele. La définition précédente se généralise alors pour un ensemble fini de
transitions.

Définition 22 Mode - cas général
Si l’on note G la garde de la transition composée pour les actions (a;)icr,
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il suffit de prendre :

G = Vie[(gi A /\je[,j;éi mj(gj))
mode((gi)ier, (¢i)ier) = (G, G A V¢p ci)

avec les mémes contraintes sur les m;.
On peut vérifier que les propriétés concernant le calcul des échéances et la
scission de transitions sont conservées.

3.2.6 Composition de plus de deux actions

Nous venons de voir comment composer deux processus qui ne débutent
que par une seule action, et non par un choix. L’idée intuitive pour réaliser la
composition parallele dans le cas de processus plus complexes serait alors:

Zie[ bi.p; || ZjGJ bj-pj = ZiEI bz(pz || Eje] bj-pj)
<t ZjeJ bj-(Xier bi-pi || )
<t Dierjerata; L (0it0)-(pi || p5)

Cependant, cette définition pose un gros probléme : méme dans le cas tres simple
ou la synchronisation est définie par g;1g; = g;/\gj, on n’obtient pas un opérateur
associatif. En effet, & cause des priorités, les gardes des actions qui s’effectuent
isolément sont modifiées, et lors d’une composition ultérieure ce ne sont plus
les mémes actions qui sont composées !

Le probléeme vient du fait que 'on mélange deux types de choix: le choix
non déterministe et le choix avec priorités. Comme on veut garder le choix avec
priorités pour avoir la propriété de progres maximal, on va changer la définition
pour ne garder que des choix de ce type.

Définition 23 Composition paralléle
Nous définirons l'opérateur de composition parallele associé & la fonction
de synchronisation | par la formule suivante :

<t ZjeJ bj.(Xier bi-pi |l )

<t E;el,jeJ,ailaﬂu(bi'bj)-(Pi I pj)

On peut remarquer que cette définition est quelque peu incompléte, car on va
regarder des priorités entre des actions composées et des actions simples. Il faut
donc étendre 'ordre de priorité de A a Al Cela se fera de la fagon suivante.

Définition 24 Faxtension de l'ordre de priorités
L’ordre de priorités sur Al est obtenu par une extension naturelle de
Uordre sur A,<. On prendra pour cela le plus petit ordre sur Al au-dessus
de < tel que:

Yai,as € A . a1 <eo a1las et ag < ailas
Yai,as,a3 € A . a; <pas = a; < aslag
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Des lors, du fait des propriétés d’associativités du choix avec priorités, 1’'opé-
rateur de composition paralléle est associatif si la fonction de synchronisation
est associative sur les actions temporisées (c’est-a-dire by1(b21bg) = (b11b2)1b3).
Cela ne dépend que de la synchronisation des gardes et échéances, puisque ! est
associatif par définition sur A et que les fonctions de transfert se composent de
facon associative.

De nombreuses facon d’effectuer la synchronisation existent. Parmi celles-ci,
peu se révelent intéressantes. Nous verrons au chapitre suivant trois synchroni-
sations qui se distinguent des autres: ET, MIN et MAX.

3.3 Critique du modele

Le modele des SHEC, que nous venons de présenter, correspond a ce que
nous attendions, a savoir:

— il est réactif temporellement, et cette propriété est préservée par compo-
sition parallele.

— La composition parallele garantit par construction les propriétés de pro-
gres maximal et de conservation de 'activité.

Nous avons de plus une grande gamme d’opérateurs aussi bien pour le choix
que la composition parallele. Nous avons ainsi mis en évidence les possibilités
qu’offre la temporisation.

Cependant, du fait de cette grande liberté qui nous est offerte, on peut étre
amené 3 spécifier des systémes dont le comportement est tout a fait aléatoire en
associant différentes compositions a des choix exotiques. Le fait que la composi-
tion parallele soit définie & partir du choix avec priorités complique énormément
les calculs dés lors que 'on veut utiliser un autre choix, et il devient difficile
de savoir ce que 'on a spécifié. Dans de nombreux cas, on peut néanmoins se
contenter de quelques compositions et du choix avec priorités. De plus, il est
souvent possible de déterminer les échéances a partir des gardes d’une fagon ou
d’une autre. C’est pour cette raison que nous définirons un modele simplifié,
moins puissant, mais probablement plus facile & utiliser.
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Chapitre 4

Un modele simplifié: les
ATTT

4.1 Pourquoi un autre modele?

Le modele que nous venons d’étudier, s’il est satisfaisant du point de vue
théorique, a quelques gros défauts du point de vue pratique. Comme nous
I’avons vu, sa richesse en fait un outil difficile & exploiter. Un humain peut
déja se perdre dans la diversité des opérateurs de choix et de composition pa-
rallele, mais si 'on a une idée de ce que 'on fait, on peut tirer profit de cette
diversité. Par contre, lorsque ’on veut faire de la syntheése automatique, ce mo-
dele est completement inutilisable. C’est pourquoi nous nous contenterons d’un
modele simplifié, moins expressif, mais utilisable d’un point de vue pratique.
Nous appellerons ce modele simplifié les ATTT (Automates Temporisés & Tran-
sitions Typées). Ce modele, s’il est moins riche, est suffisant dans bien des cas
pratiques. De plus, il est facile d’y ajouter des extensions si besoin.

Par rapport au modele des SHEC, nous nous baserons sur les automates
et non plus simplement sur les systemes de transitions. Ceci permettra une
écriture plus compacte du systeme. Nous limiterons de plus plusieurs aspects
du modele général :

— On se placera dans le cas temporisé et non plus hybride, a savoir que les
variables seront des réels servant & mesurer le temps. Pour cette raison,
la fonction d’évolution > sera +. On se limitera de plus aux fonctions de
transfert qui soit ne changent pas les variables, soit les remettent a zéro.

— Les échéances ne seront plus définies comme des conditions indépendantes
des gardes, mais comme le résultat de fonctions appliquées aux gardes.
Nous obtiendrons ainsi des transitions temporisées typées, le type corres-
pondant & l'urgence de la transition.

— Nous ne garderons que 'opérateur de choix avec priorités, indispensable
pour la composition parallele, et qui couvre le choix non déterministe.
Les autres choix, qui peuvent étre intéressants dans des cas précis, sont
rarement nécessaires, et on a bien souvent avantage a calculer directement
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les gardes que I'on désire plutdt que de calculer un opérateur parfois tres
complexe.

— Nous ne garderons que trois opérateurs de composition parallele: ET,
MIN et MAX. Nous verrons ces opérateurs en 4.4.1.

Regardons plus en détail chacun de ces aspects.

4.2 Transitions typées

Jusqu’a présent, nous avons spécifié les échéances indépendamment des
gardes, or bien souvent nous désirons simplement spécifier le “degré d’urgence”
d’une transition. C’est-a-dire qu'une fonction permettant de calculer ’échéance
en fonction de la garde suffit.

Nous utiliserons trois fonctions (ou types) particulierement intéressantes :

— les transitions paresseuses (en anglais lazy), sont celles qui ne bloquent
jamais le temps. Ces transitions sont optionnelles: méme s’il n’y a pas la
concurrence d’autres actions, elle peuvent ne jamais avoir lieu. Cela peut,
par exemple, représenter des perturbations du systéeme, dont ’occurrence
est incertaine. Nous utiliserons la fonction A pour les représenter :

Vg . \g) = FAUX

Ainsi les transitions paresseuses auront une échéance toujours fausse, ce
qui correspond a la définition que nous avons donnée.

— les transitions retardables (en anglais delayable), sont les plus courantes.
Ce sont des transitions qui peuvent ne pas étre exécutées immédiatement,
mais qui doivent étre exécutées avant que leur garde ne soit dépassée (&
part si une transition concurrente est exécutée avant). Cela représente
toutes les transitions dont la date d’exécution est soumise & une certaine
incertitude, comme nous le verrons plus loin. Nous utiliserons la fonction
0 pour les représenter :

Vg .d(g) =g

L’échéance est alors le front descendant de la garde. La transition peut
étre exécutée des que la garde est vraie mais doit étre exécutée au plus
tard lorsque 1’échéance devient vraie, c’est-a-dire au dernier moment ou
la garde est vraie.

Ce type n’est possible que si la garde est fermée a droite dans le sens du
temps, sinon I’échéance ne serait pas incluse dans la garde.

— les transitions immédiates (en anglais eager), sont les transitions & exécu-
ter aussi tot que possible. Nous les représenterons par la fonction €:

Vg .e(g) =g

L’échéance étant égale a la garde, le temps est bloqué deés que la transition
est possible. Ceci impose une exécution immédiate. On notera cependant
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Fic. 4.1 — Echéances engendrées par les types

que, du fait de la définition que nous avons prise pour les choix, le temps
est bloqué, mais une autre action peut étre exécutée.

Nous représenterons les gardes typées avec la notation suivante: g®?¢. Ainsi
l’action maximale aura pour garde typée VRAI*.
Voyons sur des exemples ce que donnent ces trois types.

Exemple 9

Tout d’abord, la figure 4.1 nous montre les différentes échéances engendrées
par les différents types. L’une des maniéres d’utiliser les types, mais il y en
bien d’autres, est d’attribuer un type aux actions en fonction de la nature de
I’action :

— une action du systéme sera immédiate.
— une action non contrainte de I’environnement sera paresseuse.

— une action de I’environnement nécessitant une réaction du systeéme sera
retardable.

La distinction est arbitraire, et la frontiere entre les deux derniers cas est relati-
vement floue. Néanmoins, pour essayer de fixer les idées on regardera ce modele
tres simplifié de téléphone (figure 4.2). Les actions du téléphone lui-méme seront
immédiates, celles de 'utilisateur seront paresseuses sauf celles soumises a une
contrainte de temps. Ainsi, on ne laissera qu’'un certain délai pour numéroter.
Ce modele est extrémement simplifié et omet certains aspects, aussi les gardes
ne sont-elles pas données.

Pour conclure, nous remarquerons que nous ne perdons ici aucune généralité,
puisque toute transition avec garde et échéance peut se décomposer en une
transition immédiate et une transition paresseuse.

Propriété 24

Une transition de garde g et d’échéance c quelconques peut étre représentée par
I’union de la transition immédiate de garde c et de la transition paresseuse de
garde g A —c.
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attente trop tard
. €
signal raccroche

A

appel decroch

essage A
sonne € numero
€ raccroche
sonnere A connexion
decroche 0
5 comm

Fia. 4.2 — Un téléphone simplifié

Nous avons ajouté le type retardable, car il est souvent utile. Mais on pourra
au besoin le considérer comme une macronotation puisqu’il est couvert par les
deux autres types.

En conclusion, nous avons gardé trois types, qui sont les plus utilisés, et qui
couvrent la totalité des cas. Cependant, si un systéme utilise abondamment un
autre type, celui-ci pourra étre défini comme une macronotation a partir des
trois types de bases, ce qui permettra de simplifier la spécification. Dans certains
cas, comme pour les transitions retardables, on pourra effectuer des composi-
tions directement avec les types spécifiés (cf 4.4.2), mais dans la plupart des
cas, on se contentera de les traduire en transitions paresseuses et immédiates.

4.3 Choix

Pour simplifier la spécification des composants élémentaires du systéme,
nous n’utiliserons que 'opérateur de choix avec priorités. Plus exactement, nous
n’utiliserons qu’un opérateur de choix. Nous définirons un ordre de priorités sur
I’alphabet du systéeme, qui sera utilisé pour tous les choix de tous les compo-
sants. Cette restriction, qui peut sembler sévére, est nécessaire pour pouvoir
utiliser la composition parallele simplement.

Dans le cas ou 'on voudrait avoir des ordres différents suivant les compo-
sants, il faudra soit ajouter de nouvelles étiquettes (ce qui se réalise simplement,
mais ne correspond pas forcément & ce que 'on veut), soit calculer & 1’avance
les gardes correspondant au résultat des priorités. Cette derniére solution a
I'inconvénient que la composition parallele peut alors donner des résultats tres
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différents de ce que 'on attendrait. Ceci est donc a éviter autant que possible, ce
qui devrait généralement étre le cas. En effet, on aura rarement plus de quelques
étiquettes qui seront comparables, et le cas que nous venons d’évoquer ne de-
vrait se présenter qu’avec une extréme rareté.

Une caractéristique importante du choix avec priorités est aussi qu’il est
stable par rapport aux trois types utilisés.

Proposition 25

Si l’on réduit le choix avec priorités & un choix non déterministe, les transitions
immédiates et paresseuses restent respectivement immédiates et paresseuses.
De plus les transitions retardables sont transformées en transitions qui peuvent
étre décomposées en une transition paresseuse et une transition retardable.

Preuve 25

Par définition du choix avec priorités, il est évident que les transitions pares-
seuses restent paresseuses et que les transitions immédiates restent immédiates.
Quant aux transitions retardables, on peut les voir comme des transitions pa-
resseuses jusqu’a leur front descendant qui est immédiate. L’effet du choix avec
priorités peut alors supprimer le front descendant, ce qui donne une transition
paresseuse, ou non, ce qui donne une transition retardable. Une transition re-
tardable est donc transformée en I'union de deux transitions, 'une paresseuse,
lautre retardable, définies suivants les endroits ou le front descendant de la
transition initiale est supprimé.

O

Cette preuve est insatisfaisante, dans le sens ou elle ne permet pas de
construire effectivement la décomposition d’une transition retardable. Néan-
moins, elle assure que le calcul des gardes et échéances effectives d’un systéeme
(par réduction du choix avec priorités au choix non déterministe), est stable par
rapport aux types utilisés. De plus on pourra utiliser le fait que le choix avec
priorités préserve 1’équivalence induite par scission d’une transition en deux
autres. C’est-a-dire que nous appliquerons la décomposition de toute transition
en une transition paresseuse et une transition immédiate en étant assurés que
le choix avec priorités ne modifie pas le comportement du systeme.

4.4 Compositions paralleles

Nous allons voir trois modes de synchronisation. Ces trois modes ont été
choisis pour deux raisons. La premiére est qu’ils couvrent une grande partie des
interactions entre deux systémes. La seconde est une propriété liée aux types:
on peut typer les gardes obtenues (au besoin en scindant la synchronisation).
De plus, nous apporterons une simplification supplémentaire qui consistera a
définir un seul opérateur de composition parallele, mais pouvant utiliser les
trois modes de synchronisation. Ce mode sera choisi en fonction des transitions
a synchroniser.
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4.4.1 Modes de synchronisation

Les trois modes de synchronisation que nous avons gardés sont les suivants:
ET, MAX et MIN.

Le mode ET correspond & la synchronisation traditionnelle, c’est-a-dire que
la transition composée peut avoir lieu lorsque les deux transitions composantes
peuvent avoir lieu. On obtient alors gilgs = g1 A go. Ceci correspond & ce que
I’on comprend habituellement par synchronisation: les composantes cooperent
pour donner une action composée. S’il y a désynchronisation (les composantes
ne pouvant étre effectuées simultanément), la synchronisation ne peut avoir lieu.

Le mode M AX correspond & une synchronisation avec attente : la premiere
action pouvant s’effectuer attend la seconde pour synchroniser, et ce méme si
la deuxiéme action devient possible & un moment ou la premiére ne I'est plus.
Ceci est réalisé par: gi1lgo = (g1 A © g2) V (© g1 A g2). La garde composée est
vraie lorsque 'une des gardes est vraie et I’autre ’a été dans le passé. Le nom
de cette synchronisation vient du fait que si les deux gardes g, et go sont des
intervalles, alors la garde synchronisée est aussi un intervalle, dont la borne
supérieure est le maximum des bornes supérieures des deux intervalles et la
borne inférieure est le maximum de leur borne inférieure. Cela peut étre simulé
avec des compositions ET', tant que ’on ne cherche pas a composer a nouveau le
systeme obtenu; dans le cas contraire cela ne peut étre réalisé car la composition
donnée par M AX est atomique tandis que la version faite avec ET" comporte
des états intermédiaires.

On remarquera de plus que M AX ne correspond effectivement & une syn-
chronisation avec attente que si ’on peut controler la valeur des variables lorsque
le systeme entre dans ’état de controle concerné. Supposons en effet que 'on
veuille composer par M AX deux transitions dont les gardes respectives sont
g1 = (x > 5) et go = (y = 3) dans le cas ol = et y sont des horloges. Si lorsque
le systéme entre dans 1’état de controle on a z = y = 6, alors go n’a jamais été
vraie dans ’évolution du systéme, par contre & go est vraie, donc la synchro-
nisation est possible. Il faut bien voir que nous avons ici des propriétés locales
a un état de controle et que les opérateurs modaux ne tiennent pas compte de
I’évolution réelle du systéme, mais d’une évolution virtuelle dans le cas ou toute
I’évolution se ferait dans ’état de contréle donné sans aucune transition discrete.

Le mode MIN correspond & une interruption: la premiere action pouvant
s’effectuer interrompt la seconde et force la synchronisation. On réalise cela par
g1'ge = (g1 A ©g2) V (g1 A g2). La garde composée est vraie lorsque 1'une des
deux gardes est vraie et 'autre sera vraie dans ’avenir. Le nom MIN vient
d’une propriété similaire a celle observée pour M AX.

La figure 4.3 nous montre les gardes composées pour chacun des trois modes
danslecason gy = (1 <z <3)et go=(2<y <4).

Une propriété intéressante de ces trois modes de synchronisation est qu’ils
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Fia. 4.3 — Les trois modes de compositions
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sont associatifs.

Propriété 26
Les trois mode ET', M AX et MIN sont associatifs.

Preuve 26
Commencons par ET. Comme on a vu que 'on peut scinder toute transition
en une transition immédiate et une transition paresseuse, on ne considérera que
les types € et A\. On utilisera de plus Iordre sur les types: e > \.

On a alors, pour les transitions typées gi* et g5* :

ET (97", 95%) = (g1 A g2)"e*(@102)
Pour trois gardes typées on a alors:
ET( ET(g5",65%) ,95%) = (g1 A g2 A g3)™*(@1:02:09)

L’associativité en découle trivialement.

Passons maintenant aux types M AX et MIN. Les preuves étant identiques,
on ne verra ici que la preuve pour MIN. De méme que pour E'T, on ne consi-
dérera que les types € et A\. On a alors:

MIN (g1, 95%) = (g1 A Og2)™ V (Og1 A g2)™?
Et en conséquence :

MIN( MIN(gi",95°) ,95°) =
= MIN((g1 A ©g2)*,g5%) V MIN((Og1 A g2)*2, 93%2)
= (g1 A Oga A Og3)™ V (Og1 A Cga) A gs)®eV
(Cg1 A ga A <Og3)*? V (O(Cgr A ga) A gs)™
= (g1 A Cga A Ogs)™ V (g2 A Og1 A Og3)*2V
((O(g1 A Oga) V O(Ogr1 A g2)) Ags)™®

Or on a O(g1 A Oga) VO (Og1 A g2) = <(g1) A O(g2). On obtient ainsi une
expression symétrique en g1, go et g3. L’associativité en découle.
O

4.4.2 A propos des échéances

De méme que nous avons typé les transitions, nous allons chercher a typer les
transitions composées. Mais un probléme se pose alors. Nous exigeons cjlca =
(g1'92) A (€1 V ¢2). Comme le montre la figure 4.4, les transitions obtenues par
synchronisation ne sont pas directement typables. Il faut donc les décomposer
en plusieurs transitions qui elles seront typées. Nous allons voir ici comment
effectuer cette décomposition dans le cas ou les transitions sont soit immédiates
soit paresseuses (ce qui recouvre donc tous les cas), et une simplification dans
le cas ou les deux transitions sont retardables.

Nous allons utiliser les propriétés suivantes.

Propriété 27
Pour « appartenant a {¢, A}, on a:

1. mode(gf,g5) = (g1'92)*
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g1

g1 retardable g1 immédiate g1 immédiate
go paresseuse go retardable go paresseuse

g1 g1
g1 retardable g1 retardable g1 immédiate
g2 retardable g2 paresseuse go retardable
MIN
(=== garde
g B Bl — échéance
L garde
g1 g1 suprimée
g1 immédiate g1 retardable B+ échéance
g2 paresseuse g2 paresseuse supprimée

FI1G. 4.4 — Echéances apres composition
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2. mode(g5,93) = (g1 Ama(g2)) V (mi(g1) A g2)*
3. mode(gi\,gg) = (g1 Ama(g2))* V (m1(g1) A g2)€

Preuve 27

1. Comme g1lgs = g1 V g2, on a:

g1'92, (91192) A (91 V g2))
91'92, 91'92)

mode(g1, g5) E

= (91'92)°
= (
= (
= (

g1'92, (g1'92) N (FAUX V FAUX))
g1'92, FAUX)

mode(g?, g3)

2. Comme g; = m;(g;), on a:

mode(g5,93) = (91192, (91'92) A (91 V FAUX))
= ((91 Ama(g2)) V (m1(g1) A g2), 91 A ma(g2))
= (g1 Ama(g2)) V (mi(g1) A g2)*

3. idem

Ces trois propriétés nous donnent la décomposition des transitions lorsque
les seuls types utilisés sont € et A. Ceci est suffisant puisque nous avons vu
que 'on peut décomposer toute transition en une transition immédiate et une
paresseuse. Dans le cas ou les deux transitions sont retardables, nous pouvons
nous passer de cette décomposition, comme le montre la propriété suivante.

Propriété 28
On a les égalités suivantes :

ET(g},93) = (91 Ng2)°
MAX(¢2,93) = (g1 A©g2)° V(© g1 Ago)
MIN(g2,93) = (g1 A 0ga)? V (Og1 A ga)?

Preuve 28

Pour les gardes fermées a gauche, on a (g1 A g2) 1= (g1 1 Ag2) V (91 Ag2 1). On
a alors immédiatement :

ET(g3,95) = (91 Ag2,(91 4 Ag2) V (91 Agal))
= (g1 A 92)5
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De plus, si g est fermée a gauche, il en est de méme pour <g et © g. Ce qui
nous donne:

(g1 A Og2)* V(O Agi)
= (91 L ACg2) V (g1 A (©g2) 1) V ((Cg1) L Ag2) V (Cg1 A g2 )
= (g1 4 ACg2) V (Og1 A g2 {)

(1 ASg2)t V(©gAg)'
= (14 NG g) V(g1 A (©9g2) 1) V((©g1) L Ag2) V(g1 Ng2l)
=@ I A g2) V(g1 Ng2])

On en déduit :
MAX(g},g5) = (91 A& 92) (©g91Ng2), (91 L A g2) V(S g1 Aga l))
gL AN © g2)" V(O g1 A go)°

(91 A <>92) (Cg1 A g2),, (91 4 ACg2) V (Cg1 Ag2 )
g1 A ©ga)° V (Og1 A ga)°

MIN(g9,95) =

o e e

4.4.3 Réalisation de la composition

N

Il reste & réaliser la composition parallele. Nous le ferons en spécifiant le
mode de composition sur les étiquettes. Nous avons vu que chacun des modes
est associatif. Pour assurer 'associativité de la composition paralléle on définira
un mode pour les étiquettes, et seules les étiquettes de méme mode pourront
synchroniser. La composition parallele est alors donnée par :

— lopérateur | qui donne I’étiquette ajlas de la synchronisation de deux
transitions d’étiquettes a; et as quand cette synchronisation existe, et qui
indique que la synchronisation est impossible (par L) dans le cas contraire.

— le mode mode(a) de toute action de A. Les actions de modes différents ne
pourront synchroniser. On étendra de fagon naturelle le mode aux actions
composées : si a; et as ont le méme mode, alors aqlas aura aussi ce mode.
On choisira le mode parmi les trois disponibles: ET, MAX ou MIN.

Les trois modes utilisés donnent les gardes et les échéances de la synchronisation,
et nous avons vu que cette synchronisation peut étre décomposée aisément
en transitions typées. On obtient ainsi des transitions dont les étiquettes, les
gardes et les types sont connus. Les fonctions de transfert se composant de fagon
unique, la synchronisation est entierement spécifiée. Et nous avons vu que cela
suffit pour spécifier la composition parallele grace a la formule d’expansion :

Sier bipi | Xiesbjpi = Xieq bi(pi | EJ<EJ B2))
<t ZJGJ (Ezel i-Pi || Pj)
<t ZJ 1 (bitbg)-(pi [ p;)
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4.5 Synthese

Maintenant que nous avons donné tous ces aspects techniques, voyons com-
ment 'on peut définir un ATTT, et récapitulons les propriétés qui en découlent.

Définition 25 ATTT

Un ATTT est un n-uplet (S, A, X,>, 59, <) 0t :
- S est un ensemble fini de places, appelées états de controle.
— A est un alphabet fini.

- X est un ensemble de variables réelles. On notera respectivement V,
G et F l’ensemble des valuations de X, l’ensemble des prédicats sur
V et Uensemble des fonctions de V' dans V.

- — est un sous-ensemble fini de S x (A x G x {€,5,\} x F) x S ap-
pelé ensemble des transitions. Pour une transition (s, (a,g,a, f),s')
appartenant ¢ —, on dit que

— s est ’état source de la transition.
— a est I’étiquette de la transition.
— g est la garde de la transition.

— « est le type de la transition.

f est la fonction de transfert de la transition.

— s’ est létat d’arrivée de la transition.

.. . . a,9%,f p
On wutilisera aussi la notation s =" s' pour représenter une tran-

sition. On exigera par ailleurs que g soit fermée d gauche dans le
sens du temps et ait un nombre fini de composantes connexes. Si le
type est 6, on exigera aussi que g soit fermée a droite. De plus la
fonction de transfert f ne pourra affecter les variables que de deux
manieres : ou bien elles resteront inchangées, ou bien elles seront
remises ¢ zZ€ro.

— so appartient a S et est appelé ’état de départ du systeme.
— < est un ordre de priorités sur A.
Le modele sémantique de ce systéme est un systeme de transitions calculé

en deux étapes:

— on commence par calculer le systéme temporisé avec choix non détermi-
niste équivalent au ATTT considéré (voir 3.1.2).

— le systéme de transitions est ensuite calculé par les regles d’induction

suivantes :
s P29 s et g(v) vt' € [0,t) . - Vsa,g,g,fs, a(g)(v>t')
(s,0) % (', f(v)) (s,v) 4 (s,v>t)

Les transitions (s,v) — (s', f(v)) sont appelées les actions et les transi-

tions (s, v) LN (s,v>t) sont appelées des progressions du temps, la notation
v >t représentant la valuation ou toutes les horloges ont été augmentées
de la durée t.
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Les ATTT vérifient la propriété de réactivité temporelle: ou bien une tran-
sition est possible, ou bien on peut laisser passer le temps.

Cette propriété n’implique pas la propriété dite “non-Zénon”, qui assure que
le systeme ne peut effectuer une séquence infinie d’actions en un temps fini.

Pour construire des systéemes complexes, nous disposons de 'opérateur de
composition parallele qui a partir de deux ATTT en construit un troisiéme.
Cet opérateur n’est défini que pour deux systemes 7' = (S, A, X, >, —, 59, >) et
T = (8", A", X" ' =" s, >") qui satisfont :

- A=A
- XNX'=0
- >=>'

On définit alors sur A deux fonctions:
— le mode mode : A — {ET,MAX, MIN}.

— la fonction de composition 1: A x A — BU{L}. B est un alphabet dont
I'intersection avec A est vide. L est une étiquette spéciale n’appartenant
ni a A, ni & B et qui représente I'impossibilité de la synchronisation. Deux
étiquettes de mode différent ne synchroniseront pas.

Ces deux fonctions déterminent la composition parallele. T' || T est alors le
systeme (S, A", X" " =" s(,>") défini par:

- §" =8x 8" (x est le produit cartésien). On notera s || s’ le couple (s, ).
~ A" = AU{aylaz [ a1 € A,ay € A}

- X" = X UX'. On notera (v,v') une valuation sur X", ot v et v sont
respectivement une valuation sur X et X’ (définies de fagon non ambigué
puisque X et X' sont séparés).

— p =/ = b par définition des ATTT.

— ="=— U =’ U —.. = est ensemble des synchronisations et est défini
par la regle:

4
! (o1 !
a,g'"* . f

a,9®.f ' I ’
s 8 51,8 & §,ad#EL

la’ ;mod a ra’ Nl
s || g “m e(g(icg W\ s1 | 81
la composition des fonctions de transfert étant définie simplement par:

fif'(,0") = (f(v), (V).

— 55 =50 |l s

— > est Pordre minimal induit sur A” par les regles:

— a1 € A et ay € A impliquent a; <j as & a1<"ras
— a1 € A implique Vas € A . a1<" wa1la2
— a1 €A, az € A et a; <j az impliquent Yaz € A . ajlaz3<"raslas
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4.6 Présentation sous forme d’algebre de processus

Nous allons présenter ici une esquisse de formalisation des ATTT sous forme
d’algebre temporisée.

Nous ne travaillerons pour cela que sur des processus ayant un alphabet
A, un ensemble de variables X et un ordre de priorités < communs. Nous
représenterons les ATTT par des termes de 'algebre :

pu=Nil | bp | p<tp | pllp | Z | RecZp

avec b appartenant a ’ensemble B des actions de A temporisées sur X et Z
appartenant & I’ensemble des variables de processus .
On interprétera les différents opérateurs de la facon suivante:

— Nil est le processus oisif: il ne peut que laisser passer le temps. Il corres-
pond donc & un état puits.

— b.p est le préfixage du processus p par Iaction b.
— Popérateur <+ est I'opérateur de choix avec priorités des ATTT.

— RecZ.p est Uopérateur de récursion, permettant de représenter les cycles
dans les ATTT. On ne considérera que les termes bien formés, c’est-a-dire
sans variable libre, et ou toute variable liée apparait apres un opérateur
de préfixage. On interdira aussi les compositions paralléles a l'intérieur
des récursions.

Ces opérateurs vérifient alors les propriétés suivantes, par définition:

Nil<+p=p Nil|p=p

bi.pi || be.p2 = (b1.(py || b2.p2) <tba.(b1.p1 || p2))
<t (b11b2)-(p1 || p2)

RecZ.p = plp/Z]

De plus <+ étant associatif, on pourra utiliser la notation E<. Les formules
précédentes permettent alors décrire tout terme sous la forme

p= Z<bi-pi

el

Si I est vide, on obtient Nil.

Nous ne donnerons pas ici la construction des termes de l'algebre & partir
des ATTT. Cette construction est tout a fait similaire & celle faite sur les auto-
mates classiques. Nous nous intéresserons, en revanche, a 1’équivalence induite
sur les processus par une équivalence sur les actions.
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4.6.1 Equivalence sur les actions temporisées

L’un des problémes posés par la temporisation est la présence d’actions
dont la garde est fausse. Comme ces actions ne peuvent étre effectuées, nous
les considérerons toutes comme équivalentes. Nous utiliserons alors la notation
CUT qui représentera une action de garde fausse. Nous allons voir que cette
notation est justifiée, car I’étiquette est sans importance.

Remarquons que pour les trois modes de composition ET, MAX et MIN, si
la garde de I'une des actions est fausse alors la garde de la synchronisation est

fausse:
Vbe B .bCUT =CUT

Attention, cette notation fait disparaitre le fait que les étiquettes sont diffé-
rentes.
4.6.2 Equivalence sur les processus

D’apres ce qui précede, il est intuitif de considérer 1’équivalence = sur les
processus définie par:

CUT.p = Nil
pL=p2 = bpi=bpo
PL=ps = p1 <tp =py <tp
pr1=p2 = pi|p=p2 P
p1=p2 = RecZ.py = RecZ.py
On remarquera que si p; et py sont équivalents par =, alors p; et po ne dif-

ferent que par la présence éventuelle d’actions temporisées de gardes fausses.
Intuitivement, p; et ps se comportent donc de la méme maniere: c’est le sens
du résultat suivant.

Théoreme 29
Si deux processus p; et po sont équivalents par = alors pour toute valuation v,
(p1,v) et (p2,v) sont fortement bisimilaires.

Preuve 29
On va procéder par induction sur la preuve que p; et py sont équivalents par

— Sip1 = Cut.p et po = Nil (ou 'inverse), ni (p1,v) ni (p2,v) ne peuvent
effectuer d’actions, et tous deux peuvent laisser passer le temps indéfini-
ment. IIs sont donc bisimilaires.

- Sip1 = (a,g,¢, f)p'y et po = (a,g,¢, f).p'y: si v satisfait g alors on a
les transitions (p1,v) — (p'y,f(v)) et (p2,v) = (p'y, f(v)) avec p'y, =
p'y, sinon ni (p1,v), ni (p2,v) ne peuvent effectuer d’action discréte. Les
comportements temporels sont liés de méme.

- Sipr = pl <+p et po = p'y <+p: p1 et pa ne different que par des
éventuelles transitions de garde vide, or ces transitions ne modifient pas
les autres transitions et de plus elles ne peuvent jamais étre prises. Ceci
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implique que si (p1,v) peut laisser passer le temps par t, il en est de
méme pour (p2,v), et 'inverse est vrai également. Si (p1,v) peut effectuer
une action discréte, il s’agit soit d’une action que peut effectuer (p,v), et
alors (py,v) peut Deffectuer aussi (les restrictions sur les actions de p sont
les mémes dans p| <+p et p'y <+p), soit d’une action que (p',,v) peut
effectuer, alors (p',,v) peut Ueffectuer et (po2,v) peut aussi 'effectuer, car
p n’empéchant pas I'action dans (pi,v), il ne peut 'empécher dans (pz,v).
Dans tous les cas, les états atteints apres transition sont équivalents.

Ceci se voit bien sur le processus CUT.p <+b.p: CUT ne modifiant pas le
comportement de b et ne pouvant que laisser passer le temps, CUT.p <b.p
se comporte comme b.p, c’est-a-dire Nil <b.p.

— Sipy =9y ||petps =05 || p: en fait, vue la régle d’expansion définissant
||, il suffit de vérifier que CUT.p; || p2 = Nil || p2 =p2. On a

CUT.py | Yier“bi-gi = CUT.(p1 || Y ie; bi-ai)
<Eiel<bi(OUT-p1 | @)
<Ziel<(CUlei)'(p1 | @)

Or CUTW; = CUT, et CUT.p <+p' = p' donc

< <
CUT.py | Y bigi =Y b(CUT.p || ¢;)
iel iel

Ceci prouve que CUT.p; || Zi61<bi-(Ii et Zi61<bi-(Ii sont bisimilaires.

~ Si p1 = RecZ.p'| et py = RecZ.p'y: en utilisant le fait que RecZ.p =
p[RecZ.p/Z], le résultat est évident.

Ceci est plus un squelette de preuve qu’une preuve compléte, néanmoins on
pourra compléter les points qui restent flous en regardant la sémantique des
opérateurs <+ et ||.

O

On aurait pu aller un peu plus loin, et regarder I’équivalence qui semble
naturelle:

(a,91 Vg2,c1 Ve, f)p=(a,g1,c1, f)p <t+(a,g2,c2, f)p

Cependant montrer un résultat de bisimilitude sur cette équivalence nécessi-
terait de donner les régles d’inférence permettant de construire le systeme de
transition correspondant a l’algeébre de processus que nous étudions. Ces regles
étant quelque peu complexes (& cause de la sémantique du choix avec priorités),
il devient alors difficile de les utiliser dans une preuve. Si tous les espoirs sont
permis quant & 'obtention de cette preuve, cela n’a pu étre concrétisé, faute de
temps.
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Chapitre 5

Conclusions et perspectives

5.1 Objectifs

Nous avons cherché au cours de cette these & voir comment obtenir par
construction des systemes corrects. Cette exigence provient du fait que la véri-
fication des systémes complexes est extrémement difficile, voire impossible. On
cherchera donc & éliminer certaines sources d’erreur a la conception méme du
modele. Le probléme que nous avons abordé en priorité est celui de la composi-
tion parallele des systemes temporisés, qui peut engendrer des blocages si I’'on
ne fait pas attention.

La composition usuelle sur les systemes temporisés est une extension de la
composition parallele sur les processus communicants. Or les systémes tempori-
sés ont une variable commune, le temps, méme si cette variable n’apparailt pas
directement dans la description des systémes. Ces systémes ayant des espaces
d’états partagés ne sont donc pas des systémes communicants au sens propre
du terme et il est souhaitable d’adapter les opérateurs de compositions pour
tenir compte de ce fait.

5.2 Résultats

Nous avons commencé par une étude préliminaire sur la facon de modéliser
le temps et 'urgence des actions dans les systémes temporisés. Cette étude nous
a apporté un cadre dans lequel les liaisons entre spécification des contraintes
temporelles (par les échéances) et utilisation de ces contraintes (par les fonctions
de délais possibles) sont facilement formalisables. Nous avons vu que si nous
nous restreignons a des échéances de forme modale, alors le calcul des FDP
correspondantes peut étre fait de facon relativement simple.

Tenant compte de ce résultat, nous avons développé un modele de sys-
temes hybrides, les SHEC, qui par construction satisfont deux propriétés inté-
ressantes :

— la réactivité temporelle: il s’agit en fait de I'absence de blocage: si le
temps est arrété, alors une action est possible. Comme cette propriété
est une propriété locale, elle ne garantit pas que le temps pourra toujours
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progresser (propriété dite de Zénon). Par contre, elle assure que si le temps
est bloqué c’est qu’on a spécifié une infinité d’actions en un temps fini.

— le progres maximal: cette propriété concerne les systémes obtenus par
composition parallele, et dans lesquels on a concurrence entre des syn-
chronisations et des transitions d’entrelacement permettant au systéeme de
transitions de progresser si la synchronisation est impossible. Le progres
maximal est la propriété que les synchronisations sont alors prioritaires
sur les autres transitions. Contrairement aux autres solutions proposées
jusqu’ici, nous n’avons pas ajouté d’opérateur de restriction, mais nous
avons défini un opérateur de composition parallele qui respecte cette pro-
priété.

Pour réaliser ce modele, nous avons apporté deux innovations:

— nous avons relié le comportement temporel des systémes a leur comporte-
ment discret en imposant que les échéances devaient étre incluses dans les
gardes. Au-deld du détail technique il faut voir ici une volonté de satis-
faire par construction des propriétés temporelles sur les systeémes. Ceci ne
peut étre réalisé si I'on spécifie indépendamment comportement temporel
et comportement discret.

— nous avons montré qu’il existe de nombreuses facons de temporiser les
opérateurs de composition discrets (opérateur de choix non déterministe
et de composition parallele). Evidemment parmi la grande variété d’opéra-
teurs que nous pouvons construire, un grand nombre n’ont aucun intérét.
Néanmoins, on remarquera tout particulierement les opérateurs de choix
avec priorités et les compositions paralléles utilisant les synchronisations
ET, MAX et MIN.

Enfin, nous avons montré un modele simplifié, les ATTT. Ce modele ne conserve
que les opérateurs les plus intéressants. En restreignant les choix possibles,
nous gagnons en facilité d’utilisation. Par ailleurs, on a poussé plus loin la
formalisation des ATTT, et si ceci n’est qu’esquissé dans le présent ouvrage,
une formalisation plus complete sous forme d’algebre de processus et d’algebre
d’actions est en cours de réalisation.

5.3 Perspectives

Par la structure méme de ce document, nous voyons que de nombreuses
spécialisations du modele des SHEC sont possibles. Nous n’en avons présenté
qu’une seule, mais on pourra au cas par cas étudier des modeles plus adaptés
a certaines situations et faisant intervenir d’autres opérateurs. Mais avant de
chercher ces variantes, on s’attachera a valider le modele originel par la pratique.
Si plusieurs applications ont été réalisées (cf [BST97, Goe98, Alt98]), elles sont
encore insuffisantes.

Méme si 'on a un champ tres vaste concernant les possibilités de forma-
lismes utilisant les notions que nous avons présentées, nous sommes limités par
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certaines contraintes qui pourraient éventuellement étre assouplies. Ainsi une
étude plus complete dans le cas oli 'on autorise les échéances ouvertes a gauche
permettrait d’augmenter sensiblement la puissance de notre modele. Ceci né-
cessitera cependant de régler une foultitude de détails techniques.

Mais I'une des voies les plus prometteuses est d’appliquer les techniques que
nous avons décrites a d’autres systemes continus que les systemes temporisés. En
effet, partant de problemes de temporisation, nous avons obtenu un opérateur
de choix avec priorités utilisant des modalités temporelles. Il est tout & fait
envisageable d’adapter les résultats obtenus au cas ot I'on voudrait travailler
sur des problemes de coiit (quel que soit le sens exact de ce cofit), pour avoir
des priorités liées & ce cout et donc adapter le modele au calcul d’optimisations.
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