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Introduction 1

Introduction

La mécanique quantique établit l'existence de �uctuations fondamentales sur les
quadratures du champ électromagnétique. Cette propriété est la conséquence des
incertitudes associées à la détermination simultanée de deux quadratures orthogo-
nales, qui obéissent à une inégalité de Heisenberg, analogue à celle existant sur la
mesure de la position x̂ et de l'impulsion p̂ d'une particule: ∆x̂ ∆p̂ ≥ ~/2. Cette in-
égalité de Heisenberg dé�nit une "limite quantique standard" pour les �uctuations
du champ.

Les progrès techniques ayant permis de s'a�ranchir progressivement des sources
de bruit classiques, ces �uctuations quantiques intrinsèques se sont alors imposées
comme une limite à la précision de certaines mesures ultra-sensibles. Toutefois cette
limite n'est pas infranchissable puisqu'il est possible de produire des états pour les-
quels les �uctuations d'une quadrature sont inférieures à la limite quantique stan-
dard, ce au prix d'un excès de bruit sur la quadrature conjuguée. De tels états sont
dits comprimés.

La production de ces états comprimés a tout d'abord été motivée par la possi-
bilité d'améliorer la sensibilité des expériences. Puis l'intérêt qu'ils ont suscité s'est
orienté récemment vers leurs applications potentielles dans le domaine naissant de
l'information quantique. L'idée principale consiste alors à transposer les protocoles
de calcul quantique, de cryptographie quantique ou bien de téléportation quantique,
initialement pensés pour des systèmes à variables discrètes, au domaine des variables
continues, que sont les quadratures du champ électromagnétique. Par exemple, deux
états comprimés mélangés sur une lame séparatrice permettent de produire deux fais-
ceaux fortement corrélés, appelés faisceaux EPR: de tels états, intriqués au sens de la
mécanique quantique, ont permis de réussir l'expérience de téléportation quantique
dans le domaine des variables continues [Vaidman94,Braunstein98], réalisée pour la
première fois en 1998 [Furusawa98].

Cette expérience a ouvert la voie au domaine de l'information quantique en va-
riables continues. Dans ce cadre, l'étude des �uctuations quantiques de polarisation
d'un faisceau lumineux s'est particulièrement développée [Chirkin93,Korolkova02a].
L'attrait grandissant pour ces �uctuations de polarisation s'explique notamment par
les résultats prometteurs obtenus à l'université de Aarhus dans l'équipe du professeur
Polzik. En e�et, cette équipe a montré qu'il était possible de transférer une partie des
�uctuations non classiques de la polarisation du champ aux �uctuations de variables
atomiques [Hald99]. La possibilité de transfert réciproque de �uctuations entre la



2 Introduction

polarisation et le moment angulaire collectif d'une vapeur atomique constitue une
première étape vers la réalisation, à terme, de "mémoires quantiques" [Schori02]. De
plus, ces travaux permettent d'envisager prochainement la réalisation d'une expé-
rience de téléportation quantique de variables atomiques [Kuzmich00a].

Par ailleurs, les �uctuations de la polarisation ont l'avantage de pouvoir être me-
surées directement pour des faisceaux su�samment intenses. Dans ce cas, il n'est pas
nécessaire de recourir à l'utilisation d'un oscillateur local. Cette propriété constitue,
quant à elle, une nette simpli�cation par rapport aux protocoles utilisant les �uc-
tuations des quadratures du champ comme vecteur de l'information quantique [Ko-
rolkova02a].

Ces deux raisons ont, notamment, motivé l'étude et la réalisation expérimentale
de tels états de polarisation non classiques qui peuvent être produits de di�érentes
façons. Un premier moyen consiste à combiner sur un cube polariseur un faisceau
vide comprimé, obtenu, par exemple, à l'aide d'un oscillateur paramétrique optique
dégénéré fonctionnant sous le seuil, avec un faisceau intense polarisé orthogonale-
ment [Grangier87,Hald99]. Ces états non classiques en polarisation, peuvent égale-
ment être obtenus en combinant deux faisceaux comprimés et indépendants sur un
cube polariseur. Ces expériences ont été réalisées à partir de faisceaux comprimés à
la sortie d'un ampli�cateur paramétrique optique dégénérés par Bowenet al. [Bo-
wen02a] ou à partir de faisceaux comprimés en utilisant l'e�et Kerr dans des �bres
optiques [Heersink03].

Au sein du groupe d'Optique Quantique du Laboratoire Kastler-Brossel, notre
équipe s'intéresse à la production d'états comprimés du champ lors de l'interaction
de la lumière avec un nuage d'atomes froids de césium placé à l'intérieur d'une
cavité optique. Lorsque la polarisation incidente sur la cavité est circulaire, les phé-
nomènes de pompage optique conduisent le milieu atomique à se comporter comme
un ensemble d'atomes à deux niveaux. La non-linéarité associée à la saturation de
la transition optique est alors susceptible de modi�er les �uctuations du champ inci-
dent [Hilico92a]. Cette méthode a permis d'observer une réduction de bruit d'environ
40% sur un seul mode du champ [Lambrecht96a].

Dans le contexte de l'étude des �uctuations de polarisation, nous avons changé
la con�guration de l'expérience: la polarisation incidente sur la cavité est mainte-
nant linéaire. Ce changement, en apparence mineur, modi�e en fait totalement les
propriétés physiques du système. En e�et, nous avons observé dans ces conditions
une réduction de bruit sur deux modes orthogonaux du champ: le champ moyen et
le mode vide orthogonal. Un état non classique de polarisation est alors produit di-
rectement à la sortie de la cavité. Par ailleurs, ce dispositif génère des états intriqués
en quadratures.

Lors de ce travail de thèse nous avons expliqué ces phénomènes, amélioré la ré-
duction de bruit et �nalement identi�é les corrélations quantiques produites par le
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système.

Le premier chapitre de ce manuscrit est consacré à l'introduction des propriétés
du bruit quantique dans le domaine des variables continues. Nous détaillerons éga-
lement les caractéristiques de la réduction de bruit avec un milieu d'atomes froids
puis nous préciserons la notion d'états comprimés en polarisation, dé�nis à l'aide
des opérateurs de Stokes quantiques [Chirkin93].

Dans un second chapitre, nous présenterons les premiers résultats que nous avons
obtenus. Tout d'abord, nous avons observé la modi�cation des courbes de résonance
de la cavité: lorsque que l'on balaie sa longueur, il existe un seuil à partir duquel la
polarisation intracavité, initialement linéaire, devient circulaire. Nous détaillerons
ainsi les propriétés de ce basculement de la polarisation, observé pour la première
fois sur une vapeur de sodium en 1982 [Cecchi82]. La cavité étant asservie dans le
domaine où la polarisation reste linéaire, nous avons observé et étudié la réduction
de bruit sur deux modes de polarisation orthogonale. En�n, nous présentons une
méthode originale de mesure de la "phase" de la quadrature comprimée du mode vide
orthogonal, ce qui revient à déterminer les �uctuations quantiques des paramètres
de Stokes.

A�n d'améliorer la réduction de bruit sur ces deux modes du champ, nous
avons changé la con�guration expérimentale. Au lieu du piégeage continu utilisé
jusqu'alors, nous avons mis en place un cycle de coupure des faisceaux pièges. Ceux-
ci sont éteints pendant un temps court devant le temps de fuite des atomes de
manière à ce que le nombre d'atomes interagissant avec la lumière soit quasiment
stationnaire. Nous avons alors utilisé la référence du cycle de coupure des faisceaux
pièges pour e�ectuer une détection synchrone du bruit quantique. La description de
cette nouvelle méthode et les résultats obtenus font l'objet du troisième chapitre.

Le quatrième chapitre présente les résultats d'un modèle à quatre niveaux en
"X", développé a�n d'expliquer les phénomènes physiques que nous avons observés.
La motivation de cette étude s'est trouvée renforcée par les travaux théoriques de
Matsko et al. [Matsko02a] qui prévoient l'apparition d'une réduction de bruit sur le
mode vide orthogonal d'un faisceau polarisé linéairement, lors de la traversée d'un
milieu atomique. Une réduction de bruit sur ce mode vide a e�ectivement été obser-
vée très récemment par Ries et al. [Ries03] en utilisant la propagation du faisceau
dans une cellule de rubidium. C'est pourquoi il nous a semblé, dans un premier
temps, que cet e�et de dit de "rotation auto-induite", ou "self rotation" en anglais,
était à l'origine de la réduction de bruit observée dans notre expérience. Cepen-
dant, nous montrerons qu'il constitue, du fait des processus de pompage optique,
une source d'excès de bruit importante pour notre système. La réduction de bruit
est alors attribuée à l'e�et Kerr croisé dû à la saturation de la transition optique
6S1/2F = 4 → 6P3/2F

′ = 5.
Les mécanismes physiques intervenants dans notre système étant bien compris,

nous consacrerons le dernier chapitre à l'étude des corrélations quantiques. A�n
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de les caractériser, nous utiliserons le critère d'inséparabilité développé par Duan
et al. [Duan00a] et Simon [Simon00] pour des variables continues. En particulier,
nous développerons une méthode permettant de déterminer quels sont les modes les
plus intriqués pour un système quelconque. En applicant cette démarche à notre
expérience, nous démontrerons que les modes polarisés à 45◦ par rapport aux di-
rections horizontale et verticale sont intriqués à la sortie de la cavité. Finalement
nous utiliserons cette intrication en quadrature pour produire des états intriqués en
polarisation.
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Chapitre 1

Introduction au bruit quantique

Il est bien connu que le champ électromagnétique possède des �uctuations quan-
tiques fondamentales. Nous rappellerons dans ce chapitre les notions essentielles et
nous poserons les notations qui serviront dans la suite du manuscrit.

Nous discuterons, en particulier, comment il est possible de réduire ces �uctua-
tions quantiques en utilisant l'interaction entre le champ électromagnétique et un
ensemble d'atomes froids placé à l'intérieur d'une cavité optique. Une telle réduc-
tion de bruit sur un mode du champ a été observée en 1995 lors du travail de thèse
d'Astrid Lambrecht [Lambrecht96a]. Récemment, des modi�cations de la con�gu-
ration expérimentale nous ont permis d'obtenir une réduction de bruit sur deux
modes du champ à la sortie de la cavité. Cette observation nous a conduit à étudier,
notamment, les �uctuations de la polarisation du faisceau sortant de la cavité.

Ainsi nous préciserons la notion de �uctuations quantiques pour la polarisation
d'un faisceau lumineux en introduisant le formalisme des opérateurs de Stokes, puis
nous discuterons la notion d'états comprimés en polarisation.

A Bruit quantique du champ électromagnétique
A.1 Inégalités de Heisenberg

Considérons dans un premier temps un mode du champ électromagnétique de
fréquence ω, quanti�é dans une boite de volume V . En un point �xe de l'espace,
le champ électrique s'écrit à l'aide des opérateurs de création et d'annihilation du
photon:

Ê(t) = E0(âe−iωt + â†e+iωt) = E0

(
X̂ cos(ωt) + Ŷ sin(ωt)

)
(1-1)

où nous avons introduit les quadratures X̂ et Ŷ du champ dé�nies par:
X̂ = â† + â et Ŷ = i(â† − â) (1-2)

Le champ E0 correspond au champ électrique d'un photon d'énergie~ω:

E0 =

√
~ω

2ε0V
(1-3)
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Fig. 1.1 � Figure (a): représentation d'un état classique dans le repère de Fresnel. Figure
(b): représentation d'un état quantique. Les quadratures X̂I et X̂φ sont les qua-
dratures d'amplitude et de phase du champ.

Dans le cadre de la mécanique classique, ces quadratures sont des nombres réels
et correspondent aux coordonnées de l'amplitude complexe du champ (normalisée
à E0) dans le repère de Fresnel (voir partie (a) de la �gure 1.1). En mécanique
quantique, ces quadratures sont des variables conjuguées. En utilisant la relation de
commutation des opérateurs â et â† ([â, â†] = 1), nous obtenons en e�et:

[
X̂, Ŷ

]
= 2i (1-4)

Par conséquent, ces quadratures ne peuvent être mesurées simultanément avec une
précision in�nie. Les dispersions des résultats, caractérisées par les variances∆2X̂ ≡
〈(X̂ − 〈X̂〉)2〉 et ∆2Ŷ ≡ 〈(Ŷ − 〈Ŷ 〉)2〉 obéissent alors à l'inégalité de Heisenberg:

∆2X̂∆2Ŷ ≥ 1 (1-5)

C'est pourquoi nous représentons l'état quantique d'un champ dans le repère de
Fresnel en associant au vecteur donnant la valeur moyenne du champ, des �uctua-
tions intrinsèques (voir partie (b) de la �gure 1.1).

Jusqu'ici, nous n'avons considéré que les quadratures X̂ et Ŷ . Toutefois, la dé-
�nition des opérateurs de quadratures est arbitraire: elle correspond à un choix de
l'origine des phases dans le plan de Fresnel. Par la suite, nous serons amenés à étu-
dier les propriétés de bruit pour un couple de quadratures orthogonales quelconque
X̂(θ) et Ŷ (θ), tournées de l'angle θ dans le repère de Fresnel (voir �gure 1.1):

X̂(θ) = â†eiθ + âe−iθ et Ŷ (θ) = i(â†eiθ − âe−iθ) (1-6)

Ces quadratures véri�ent la même relation de commutation que les quadraturesX̂
et Ŷ et leurs variances doivent donc satisfaire à l'inégalité de Heisenberg1-5.

Parmi tous les choix de quadratures possibles, il existe un couple de quadrature
privilégié correspondant à θ = φ, où φ est la phase du champ moyen: 〈â〉 = |〈â〉|eiφ.
En e�et, les �uctuations des quadratures X̂(φ) et Ŷ (φ), notées X̂I et X̂φ, sont
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respectivement proportionnelles aux �uctuations d'intensité et de phase du champ.
Les �uctuations de phase n'ont de sens ici que pour des champs su�samment intenses
[Reynaud90]. Dans ces conditions, les �uctuations du champ δâ sont très faibles
devant la valeur moyenne 〈â〉. En négligeant les termes du second ordre en δâ, les
�uctuations du nombre de photons et de la phase s'écrivent:

δN̂ = δ(â†â) ' |〈a〉|δX̂I (1-7)

δφ ' δX̂φ

2|〈a〉| (1-8)

Nous obtenons ainsi l'inégalité de Heisenberg dite "phase-nombre", valable pour des
champs intenses:

∆N̂∆φ ≥ 1

2
(1-9)

Par exemple, un état de Fock a, par dé�nition, un nombre de photons parfaitement
déterminé, mais en contrepartie une phase complètement indéterminée.

A.2 Etat cohérent et limite quantique standard
L'inégalité de Heisenberg 1-5 est valable quel que soit l'état du champ, et en

particulier pour l'état vide. Dans ce cas, il n'existe pas de phase privilégiée et le
bruit, identique sur toutes les quadratures, est égal à la limite permise:

∆2X̂vide(θ) = 1 quel que soit θ (1-10)

Le vide dé�nit ainsi une référence naturelle pour les �uctuations, que l'on appelle la
limite quantique standard.

L'état du champ le plus proche d'un champ classique est obtenu en superposant
à ce champ classique les �uctuations du vide, comme nous l'avons illustré sur la �-
gure 1.2. Ces états sont appelés semi-classiques et sont produits expérimentalement
par un laser très au dessus du seuil. Ils correspondent, en fait, aux états cohérents
dé�nis comme les états propres de l'opérateur d'annihilation â.

Avant d'aller plus loin, on peut donner une interprétation simple de cette limite
quantique standard en terme de bruit de grenaille (ou "shot noise" en anglais) des
photons. En e�et, si on mesure le nombre de photons à l'aide d'un détecteur, la
dispersion des résultats pour un champ cohérent suit une loi de Poisson:

∆N̂ =

√
〈N̂〉 d'après la relation 1-7 (1-11)

Cette statistique de bruit re�ète la nature granulaire des photons, dont les temps
d'arrivée sur le détecteur sont aléatoires.
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Fig. 1.2 � Représentation de di�érents états du champ dans le repère de Fresnel. Figure
(a): état cohérent. Figure (b): états comprimés pour di�érentes quadratures.

A.3 Etats comprimés
Si les �uctuations du vide constituent une référence pour les �uctuations quan-

tiques, rien n'empêche cependant d'obtenir des états pour lesquels les �uctuations
d'une quadrature, X̂(θsq), sont réduites sous la limite quantique standard. L'inéga-
lité de Heisenberg 1-5 porte en e�et sur le produit des incertitudes. Celle-ci est alors
satisfaite pourvu que �uctuations augmentent en conséquence sur la quadrature
orthogonale Ŷ (θsq):

∆2X̂comprimé(θsq) < 1 et ∆2Ŷanti−comprimé(θsq) > 1 (1-12)

Sur la �gure 1.2, nous avons représenté di�érents états comprimés dans le repère de
Fresnel, la compression de bruit apparaissant pour une quadrature quelconque, la
quadrature d'intensité ou de phase.

Les états comprimés ont suscité un intérêt considérable en raison de leurs ap-
plications potentielles. A l'origine, les principales motivations concernaient l'amé-
lioration des mesures optiques ultrasensibles, comme par exemple la détection des
ondes gravitationnelles. Plus récemment l'intérêt s'est porté vers leurs applications
éventuelles dans le domaine des communications quantiques [Bachor98a]. En parti-
culier, ils peuvent être combinés pour générer des états fortements corrélés [Furu-
sawa98,Ralph98,Pereira00,Silberhorn01], appelés états EPR du nom des auteurs du
paradoxe Einstein, Podolsky et Rosen. Nous étudierons en détail le lien entre ces
corrélations quantiques et les états comprimés au chapitre5.

A.4 E�et des pertes
Les états comprimés sont en fait très fragiles car ils sont très sensibles aux pertes.

A�n d'évaluer cet e�et, on décrit les pertes optiques linéaires comme le passage du
faisceau au travers d'une lame partiellement ré�échissante, de coe�cient de ré�exion
égal aux pertes en intensité.
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Fig. 1.3 � Modélisation des pertes optiques linéaires par une lame séparatrice. Les �uctua-
tions du vide sont mélangées aux �uctuations du champ incident, ce qui a pour
e�et de ramener ses �uctuations à la limite quantique standard.

Considérons la situation représentée sur la �gure 1.3: la lame mélange les �uc-
tuations du champ âin entrant par la voie A avec les �uctuations du vide entrant
par la voie B. L'opérateur d'annihilation âout correspondant au champ sortant sur
la voie C s'écrit en fonction des opérateurs âin et âvide:

âout = t âin + r âvide (1-13)

où r et t sont les coe�cients de ré�exion et de transmission en amplitude de la lame.
Le champ âvide étant dans l'état vide, le bruit du champ sortant sur une quadrature
quelconque vaut:

∆2Xout(θ) = T ∆2X in(θ) + (1− T ) (1-14)
Si les �uctuations du champ entrant sont égales au bruit quantique standard, les
�uctuations du champ sortant le sont également. Cependant, si le champ entrant est
dans un état comprimé, les pertes ramènent les �uctuations à la limite quantique
standard et la compression de bruit diminue. Notons que ce raisonnement s'applique
quelle que soit la quadrature de bruit considérée et quel que soit son niveau de bruit.

C'est pourquoi il faut prêter une attention particulière aux pertes a�n de pouvoir
produire de tels états comprimés. Notamment, il est important de disposer de pho-
todétecteurs avec un rendement quantique proche de 1 pour mesurer une éventuelle
réduction de bruit.

A.5 Champ multimode temporel
Nous nous sommes intéressés jusqu'à présent aux �uctuations d'un champ mo-

nomode. De fait, cette description n'est pas adaptée à la réalité de l'expérience.
Par exemple, le champ sortant d'un laser a une valeur moyenne non nulle dans une
étroite bande de fréquence, mais aussi des �uctuations à toutes les autres fréquences.
Pour caractériser l'état d'un champ on devrait donc, a priori, décrire le comporte-
ment des modes à toutes les fréquences. En pratique nous considérerons des champs
quasi-monomodes avec un mode de fréquence centraleωL, entouré de modes latéraux
situés dans une bande de fréquence∆ω très inférieure à ωL.



10 Chapitre 1. Introduction au bruit quantique

A.5.1 Ecriture du champ libre multimode
En toute rigueur, il faut également tenir compte de la structure spatiale trans-

verse du champ que l'on cherche à décrire. A�n de simpli�er le problème, on modélise
le faisceau par une onde d'extension �nie, de sectionS, dont on néglige la variation
d'amplitude dans le plan transverse. Les limites de cette approximation ont été pré-
cisées par A. Lambrecht et al. [Lambrecht96b], dans le cas où l'on étudie l'interaction
de la lumière avec un ensemble d'atomes à deux niveaux placé en cavité.

Le champ électrique s'écrit alors comme une somme sur les di�érents modes
latéraux [Fabre96]:

Ê(t) =

∫ ωL+∆ω/2

ωL−∆ω/2

dω

2π

√
~ω

2ε0Sc
(âωe−iωt + â†ωe+iωt) (1-15)

Comme ∆ω ¿ ωl, nous obtenons en posant Ω = ω − ωL:

Ê(t) ' E0

(∫ ∆ω/2

∆ω/2

dΩ

2π
âωL+Ω e−iΩt

)
e−iωLt + c.c. (1-16)

où E0 vaut:
E0 =

√
~ωL

2ε0Sc
(1-17)

La relation 1-16 permet alors de dé�nir l'opérateur Â(t):

Â(t) =

∫ ∆ω/2

∆ω/2

dΩ

2π
âωL+Ω e−iΩt (1-18)

Cet opérateur est l'enveloppe lentement variable du champ électrique autour de la
fréquence optique ωL et le champ se met �nalement sous la forme:

Ê(t) = E0

(
Â(t)e−iωLt + Â†(t)e+iωLt

)
(1-19)

Notons que le choix de la constante E0 �xe l'unité des opérateurs Â et Â† telle que
〈Â†(t)Â(t)〉 corresponde au �ux moyen de photons à travers la sectionS.

De façon équivalente au cas monomode détaillé au début de ce chapitre, le champ
électrique s'exprime en fonction des quadraturesX̂ et Ŷ dé�nies maintenant à partir
des opérateurs enveloppes:

Ê(t) = E0

(
X̂(t) cos(ωLt) + Ŷ (t) sin(ωLt)

)
(1-20)

avec
X̂(t) = Â†(t) + Â(t) et Ŷ (t) = i

(
Â†(t)− Â(t)

)
(1-21)

Il existe toujours des �uctuations quantiques fondamentales sur ces quadratures
dues aux �uctuations du vide des modes latéraux contenus dans la bande de fré-
quence ∆ω. A�n de caractériser leurs manifestations, il nous faut déterminer les
relations de commutation entre ces quadratures.
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A.5.2 Relations de commutation
Par la suite nous étudierons le bruit pour des fréquencesωm très inférieures aux

fréquences optiques. Il est donc possible de choisir la bande d'étude∆ω telle que:

ωm ¿ ∆ω ¿ ωL (1-22)

Dans cette limite, on montre que les champs Â(t) et Â(t′) véri�ent la relation de
commutation [Fabre96]:

[
Â(t), Â†(t′)

]
= δ(t− t′) avec t− t′ À 1

∆ω
(1-23)

Dans ce cas, la relation de commutation entre les quadratures X̂ et Ŷ s'écrit
immédiatement: [

X̂(t), Ŷ (t′)
]

= 2i δ(t− t′) (1-24)

A.5.3 Densités spectrales de bruit
Nous verrons au paragraphe C.1 du chapitre 2 que nous pouvons mesurer le

bruit du champ électromagnétique à l'aide d'une détection homodyne. Cette tech-
nique nous permet de déterminer les densités spectrales de bruit d'une quadrature
quelconque, tournée de l'angle θ dans le repère de Fresnel:

X̂(θ) = Â†(t) eiθ + Â(t) e−iθ (1-25)

Pour une fonction stationnaire quelconque f(t), de transformée de Fourier (TF)
f(ω), la densité spectrale de bruit Sf (ω) est dé�nie par la relation:

〈f(ω)f(−ω′)〉 = 2πδ(ω − ω′) Sf (ω) (1-26)

où la TF de la fonction f vaut:

f(ω) =

∫
dtf(t)eiωt (1-27)

Nous déduisons de la relation1-24, le commutateur des opérateurs de quadratures
X̂(ω) et Ŷ (ω), obtenus par transformée de Fourier:

[
X̂(ω) , Ŷ (−ω′)

]
= 4iπ δ(ω − ω′) (1-28)

A partir cette relation, on généralise la relation de Heisenberg1-5 valable dans le
cas monomode, aux densités spectrales de bruit des quadraturesX et Y [Fabre96]:

SX(ω) SY (ω) ≥ 1 (1-29)
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Cette inégalité nous permet de dé�nir une limite quantique standard pour les
densités spectrales de bruit. Ainsi, on appellera état comprimé à la fréquenceω, un
champ pour lequel la densité spectrale d'une quadrature véri�e:

SX(θsq) (ω) < 1 (1-30)

A.5.4 Lien avec les variances
En pratique, nous mesurons le bruit à l'aide d'un analyseur de spectre fonc-

tionnant à une fréquence d'analyse donnéeωm/2π et une résolution en fréquence δf
petite devant l'échelle de variation des densités spectrales de bruit. Le signal de sortie
de l'analyseur de spectre est alors proportionnel à la variance de la quantitéXF (θ)
obtenu à partir de X(θ) après �ltrage par un �ltre en créneauF , de bande passante
en fréquence δf et centré sur la pulsation ωm. Cette variance est proportionnelle à
la densité spectrale de bruit:

∆2XF (θ) = 2 δf SX(θ) (ωm) (1-31)

A partir de la relation 1-29, nous obtenons alors une inégalité de Heisenberg sur
les variances mesurées:

∆2XF ∆2YF ≥ 4 (δf)2 (1-32)
On retrouve ainsi le résultat bien connu: la limite quantique standard (ou "shot

noise" pour le bruit de photon) est proportionnelle à la bande passante de la mesure.
Lorsque celle-ci diminue, le temps d'intégration des �uctuations augmente et le bruit
diminue.

Par la suite, on utilisera cette relation entre les variances et les densités spectrales
de bruit pour mener les calculs dans le cadre d'un champ monomode. Il sera alors
implicite que les variances calculées correspondent à une fréquence d'analyse et une
bande passante donnée. Une formulation mathématiquement rigoureuse de cette
analogie est donnée dans la référence [Treps01].

B Production d'états comprimés
Depuis bientôt une vingtaine d'années, de nombreuses expériences permettant

d'obtenir des états comprimés du champ ont été réalisées. On peut classer ces mé-
thodes en plusieurs familles:

1. Méthode utilisant le principe de la pompe régulière [Golubev84]. La statis-
tique des photons émis par un laser très au dessus du seuil re�ète, en e�et, la
statistique des processus de pompage. Lorsque celle-ci est régulée, il est pos-
sible d'obtenir une statistique de photon sub-poissoniènne. Ce mécanisme a
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été mis en oeuvre dans les lasers à semiconducteurs alimentés en courant élec-
trique régulier et a conduit à des réductions de bruit d'intensité allant jusqu'à
60% [Wang93].

2. Méthodes utilisant les processus d'interaction non linéaires de typeχ(2).
3. Méthodes utilisant les processus d'interaction non linéaires de typeχ(3).

Les deux dernières méthodes permettent de produire des états comprimés en
brisant la symétrie entre les quadratures du champ. A�n d'illustrer ces phénomènes,
nous allons présenter brièvement le principe de génération d'états comprimés uti-
lisant le processus d'ampli�cation paramétrique dégénéré lors de la traversée d'un
milieu présentant une linéarité de typeχ(2).

Ensuite nous verrons comment un milieu de typeχ(3) est également susceptible de
réduire les �uctuations quantiques. De fait, la première réalisation d'états comprimés
a été obtenue par mélange à quatre ondes dans un faisceau d'atomes de sodium en
1985 [Slusher85]. Nous nous consacrerons ici uniquement à l'étude de la réduction du
bruit par e�et Kerr a�n d'introduire les motivations initiales de l'expérience menée
dans le groupe.

B.1 Réduction de bruit par ampli�cation paramétrique
dégénérée

Considérons un milieu de type χ(2) dans une con�guration de simple passage,
sans cavité. Une onde incidente de fréquence ωP est susceptible de produire deux
ondes, signal et complémentaire, de fréquence ωS et ωC . Dans le cas dégénéré, ces
deux ondes correspondent à un même mode du champ noté ÂS. Classiquement,
l'ampli�cation paramétrique du champαS = 〈ÂS〉 est décrite par l'équation:

∂αS

∂z
= −χ(2)αP α∗S (1-33)

où αP est le champ pompe. La forme de cette équation montre que le champαS

peut être ampli�é ou atténué suivant sa phase par rapport au champ pompe. Ce
qui signi�e que l'ampli�cation paramétrique brise la symétrie entre les di�érentes
quadratures: certaines sont ampli�ées et d'autres déampli�ées. Il en est de même
des �uctuations quantiques qui sont déformées par le processus. Par exemple, si la
phase de la pompe est choisie telle queαP soit un réel positif, la quadrature X̂S est
déampli�ée tandis que la quadrature ŶS est ampli�ée:

∂X̂S

∂z
= −χ(2)αP X̂S et ∂ŶS

∂z
= +χ(2)αP ŶS (1-34)

Si le champ incident Âin
S est dans un état cohérent, le champ sortant Âout

S est com-
primé suivant la quadrature X̂S. Cette situation est illustrée sur la �gure1.4, où l'on
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Fig. 1.4 � Réduction de bruit par ampli�cation paramétrique dégénérée dans le cas où le
champ signal incident αS est en phase par rapport au champ pompe αP . Le
signal est alors déampli�é et ses �uctuations sont comprimées en intensité.

a représenté le cas où les champs moyensαS et αP sont en phase: le champ sortant
est alors comprimé en intensité.

En pratique, on place le milieu non linéaire à l'intérieur d'une cavité optique pour
exalter l'interaction. Un tel dispositif est appelé Oscillateur Paramétrique Optique
(OPO). Il existe alors un seuil d'oscillation pour le champ âS initialement de valeur
moyenne nulle. En dessous de ce seuil, le champ émis est du type vide comprimé
[Wu87]. La réduction de bruit obtenue par un tel dispositif est actuellement de
l'ordre de 80% [Lam99].

B.2 Réduction de bruit par e�et Kerr idéal
Un milieu Kerr est un milieu dont l'indice de réfraction dépend de l'intensité

I = E2
0|〈Â〉|2 du faisceau:

n = n0 − n2 I (1-35)
Le signe du coe�cient n2 dépend du milieu. Par exemple, nous verrons qu'il est
positif si cet e�et est dû à la saturation d'une transition optique.

Considérons un champ incident Âin dans un état cohérent. Ce champ possède des
�uctuations d'amplitude et de phase qui sont proportionnelles aux �uctuations des
quadratures δX̂ in

I et δX̂ in
φ . Lors de la traversée du milieu, les �uctuations d'intensité

vont moduler l'indice du milieu, qui, en retour, va moduler la phase du champ
transmis Âout. Pour un milieu de longueur L et une longueur d'onde λ, la phase du
champ sortant s'écrit:

φout = φin + φ0 − φNL avec: φO =
2πn0L

λ
, φNL =

2πn2L

λ
I (1-36)

Comme un milieu Kerr n'a aucun e�et sur les �uctuations d'amplitude, les �uc-
tuations du champ sortant sont reliées aux �uctuations entrantes de la façon sui-
vante:

δX̂out
I = δX̂ in

I et δX̂out
φ = δX̂ in

φ − 2φNL δX̂ in
I (1-37)

Dans le repère de Fresnel, cet e�et se traduit simplement par une rotation du champ
incident qui dépend de l'intensité (voir �gure1.5). Si le champ incident est dans un
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Fig. 1.5 � Génération d'états comprimés par e�et Kerr.
état cohérent, l'interaction transforme le disque de �uctuations, correspondant aux
�uctuations du vide, en une ellipse. Pour un milieu Kerr parfait, l'aire des �uctua-
tions doit être conservée et le champ sortant est donc comprimé.

A partir des relations 1-37, on montre que la densité spectrale de bruit de la
quadrature comprimée Smin vaut dans ce cas:

Smin = e−2rKerr < 1 avec rKerr = sinh−1(φNL) (1-38)

Pour obtenir une bonne réduction de bruit, il faut que la non-linéarité soit impor-
tante. Parmi les nombreux milieux Kerr existants, on peut distinguer deux grandes
classes: les milieux résonants et les milieux non résonants.

Pour ces derniers la non-linéarité est plus faible mais on peut l'augmenter en
jouant sur la longueur du milieu. C'est pourquoi de nombreux travaux ont été e�ec-
tués sur la réduction du bruit dans les �bres optiques [Shelby86]. A�n de résoudre le
problème posé par la di�usion Brillouin due aux résonances des ondes acoustiques
dans la �bre, les expériences sont réalisées en régime pulsé et deux faisceaux se pro-
pagent à contre sens dans la �bre. Ces deux faisceaux interfèrent à la sortie de la
�bre et ainsi les e�ets de di�usion de phase disparaissent. Cette méthode permet
d'obtenir une réduction de bruit de l'ordre de 60% [Silberhorn01].

Par ailleurs, les milieux résonants ou quasi-résonants possèdent de fortes non-
linéarités. En revanche, le taux d'absorption est en général important et cette absorp-
tion tend à diminuer la réduction de bruit attendue. De plus, ces milieux réémettent
de la lumière de �uorescence, ce qui a pour e�et de rajouter du bruit. Il faut donc
faire très attention au choix des paramètres a�n d'obtenir un bon compromis entre
ces di�érents e�ets. Nous allons rappeler ici dans quelles conditions il a été possible
d'observer une réduction de bruit par e�et Kerr avec des atomes froids de césium
lors des travaux de thèse précédents [Lambrecht96a].

Cette présentation nous servira par la suite, puisque ces conditions expérimen-
tales sont très proches de celles correspondant aux expériences présentées dans la
suite de ce manuscrit.
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B.3 Réduction de bruit avec des atomes froids
B.3.1 E�et Kerr dû à la saturation d'une transition optique
A�n de faire le lien entre un milieu atomique proche de résonance et un milieu

Kerr, nous considérons ici une transition atomique à deux niveaux. Cette transition
est caractérisée par une énergie de transition ω0 et un dipôle d ayant un taux de
relaxation γ dû à l'émission spontanée (voir �gure 1.6). Pour un désaccord en fré-
quence du laser∆ = ω0−ωL, le déphasageΦat produit sur le champ par un ensemble
de N atomes s'obtient en résolvant les équations de Bloch optiques [Cohen96c]:

Φat = Ng2 ∆

γ2 + ∆2

1

1 + s
(1-39)

où g = dE0/~ est la constante de couplage atomes-champ (nous rappelons que la
quantité E0 est dé�nie par la relation 1-17) et s est le paramètre de saturation:

s =
I

Isat

1

1 + (∆/γ)2
avec Isat = ε0c

γ2~2

d2
(1-40)

Lorsque la saturation est faible (s ¿ 1), le milieu se comporte approximativement
comme un milieu Kerr:

Φat ' Φ0 − ΦNL (1-41)
avec

Φ0 = Ng2 ∆

γ2 + ∆2
∝ 1

∆
et ΦNL = Φ0 s ∝ 1

∆3
(1-42)

Comme la non linéarité de type Kerr décroît très vite avec le désaccord (∝ 1/∆3),
il faut se placer au voisinage d'une résonance. Cependant, les e�ets d'absorption
peuvent devenir importants. En e�et, l'absorption en intensitéAat subie par le champ
lors de la traversée du milieu est donnée par:

Aat = 2Ng2 γ

γ2 + ∆2

1

1 + s
' 2Ng2 γ

γ2 + ∆2
∝ 1

∆2
(1-43)

Il est donc important de maîtriser précisément le désaccord entre le laser et la
transition atomique a�n d'obtenir le meilleur compromis possible entre l'absorption
et la non-linéarité du milieu. C'est pourquoi il faut absolument s'a�ranchir du phé-
nomène d'élargissement inhomogène de la transition dû à l'e�et Doppler. On peut
contourner ce problème de deux façons: soit en utilisant un jet atomique dans une
direction perpendiculaire à celle de propagation ou soit en utilisant un gaz d'atomes
froids. Le premier type d'expérience a conduit à l'observation d'une réduction de
bruit de l'ordre de 20% (50% corrigé des pertes) [Raizen87, Hope92]. Cependant,
les résultats obtenus étaient toujours inférieurs aux prédictions théoriques. A�n de
mieux contrôler les conditions expérimentales, le groupe d'Optique Quantique du
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Fig. 1.6 � Principe de l'expérience de réduction de bruit par e�et Kerr avec des atomes
à deux niveaux. Figure (a): structure atomique à deux niveaux. Figure (b): le
milieu atomique est constitué d'atomes froids, placés à l'intérieur d'une cavité
pour augmenter l'interaction non-linéaire.

laboratoire décida de réaliser l'expérience avec des atomes froids de césium, qui dé-
buta lors du travail de thèse de Laurent Hilico [Hilico92b]. Le choix du césium fut,
en partie, lié au récent développement d'un piège magnéto-optique pour cet atome
dans le laboratoire. En outre, la longueur d'onde de la transitionD2 se situe autour
de 850 nm et correspond au domaine spectrale où les photodiodes au silicium ont
un rendement quantique proche de 1 (c'est à dire donnant un électron par photon
reçu). On limite ainsi les pertes au niveau du dispositif de détection.

B.3.2 Réduction de bruit par bistabilité optique
Pour un nuage d'atomes froids l'e�et Doppler est complètement négligeable. De

plus le temps d'interaction des atomes avec le champ (de l'ordre de quelquesms)
est beaucoup plus long que pour des jets atomiques. On dispose ainsi d'un milieu
atomique bien adapté à l'étude de la réduction de bruit de la lumière. En revanche, le
nombre d'atomes interagissant avec le faisceau est très faible, typiquement de l'ordre
de 106 à 107 pour nos conditions expérimentales. A�n d'obtenir une non-linéarité
su�sante pour observer une réduction de bruit, le milieu atomique est donc placé au
milieu d'une cavité Fabry-Perot qui a pour e�et d'augmenter la longueur e�ective
d'interaction (voir �gure 1.6).

Les pics de résonance de cette cavité sont alors déformés par la présence du milieu
atomique. En e�et si l'intensité incidente dépasse un certain seuil, la cavité devient
bistable [Gibbs76]. On peut comprendre aisément ce phénomène en se plaçant dans
la limite de faible saturation, auquel cas le déphasage atomique peut se mettre sous
la forme 1-41. Si on ne tient pas compte des e�ets d'absorption, l'évolution du champ
dans la cavité se traduit par un simple déphasage. Le champ Â′ dé�ni sur la �gure
1.7 s'obtient à partir du champ Â suivant la relation:

Â′ = Â e−iΦtot avec Φtot = Φcav − Φat = Φcav − Φ0 + ΦNL (1-44)

où Φcav est le déphasage linéaire dû à la propagation du champ pour un aller-retour.
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Fig. 1.7 � Résonance de la cavité en fonction du désaccordΦcav. Lorsque la non-linéarité
est assez importante, il apparaît le phénomène de bistabilité optique.

A�n de calculer la valeur de l'intensité intracavité, nous écrivons la relation d'entrée
sortie sur le miroir de couplage de coe�cient de transmissionT en intensité, supposé
petit devant 1:

Â = (1− T

2
)Â′ +

√
TÂin (1-45)

où nous avons e�ectué l'approximation r =
√

1− T ' 1− T/2. Au voisinage d'une
résonance, la solution pour l'intensité intracavité |〈Â〉|2 est donnée par la relation
bien connue:

|〈Â〉|2 =
4

T

|〈Âin〉|2
1 + m2(Φcav − Φat)2

avec m =
2

T
(1-46)

Lorsque la cavité est vide, la courbe de résonance est la fonction d'Airy usuelle
centrée en Φcav = 0 et de largeur à mi-hauteur ∆Φcav = T (voir �gure 1.7). En
présence du milieu atomique, le déphasage linéaireΦ0 a pour e�et de simplement
déplacer la courbe de résonance qui se retrouve centrée enΦcav = Φ0. En revanche,
le déphasage non-linéaireΦNL diminue avec l'intensité, ce qui a pour e�et de décaler
progressivement la courbe de résonance vers la gauche à mesure que l'intensité croît
dans la cavité. Si ce déphasage non-linéaire est assez important, cette déformation
conduit au phénomène de bistabilité: pour certaines valeurs deΦcav, il existe trois
valeurs possibles pour l'intensité intracavité, comme nous l'avons illustré sur la �gure
1.7. Une analyse de stabilité montre que les solutions correspondant à la branche
intermédiaire sont en fait instables.

On peut donner un ordre de grandeur pour l'apparition du phénomène de bista-
bilité. La �gure 1.7 montre qu'il faut que le déphasage non linéaire au sommet de
la cavité Φmax

NL soit de l'ordre de la largeur à mi-hauteur de la courbe de résonance
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non déformée, soit T/2:

Φmax
NL ' T

2
ce qui donne 2

T
Φmax

NL = Φ0
8

T 2

I in

Isat

' 1 (1-47)

où l'on a utilisé les relations 1-42 et 1-46. On peut calculer précisément la condition
de bistabilité dans le cas d'un milieu Kerr parfait:

Φ0
8

T 2

I in

Isat

≥ 4

3
√

3
' 0.77 (1-48)

Cette condition est très proche de l'ordre de grandeur estimé ci-dessus, ce qui justi�e
notre analyse précédente.

Nous avons vu qu'un milieu Kerr était capable de produire des états comprimés
pour des champs traversant le milieu en simple passage. D'après l'analyse précédente,
il est clair que l'e�et de la cavité ne revient pas seulement à augmenter la longueur
e�ective du milieu atomique et donc la non-linéarité. En e�et, si la condition de
bistabilité est satisfaite, il existe des points tournants (LT et HT sur la �gure 1.7).
Au voisinage de ces points, les �uctuations d'une des quadratures divergent à cause
de l'existence d'un gain di�érentiel. Si le milieu est un milieu Kerr idéal passif,
l'aire des �uctuations est conservée lors de ce processus et les �uctuations de la
quadrature orthogonale diminuent pour passer sous la limite quantique standard.
Ainsi, il est possible d'obtenir théoriquement une réduction de bruit allant jusqu'à
100% à la fréquence de bruit nulle au voisinage des points tournants, et ce sans que
la longueur d'interaction ne tende vers l'in�ni.

Contrairement à la con�guration en simple passage décrite au paragrapheB.2, les
�uctuations du champ sortant dépendent ici de la fréquence d'analyse du bruit. De
manière générale la réduction de bruit diminue lorsque la fréquence de bruit devient
supérieure à la largeur de la cavité, ce qui peut se comprendre intuitivement: la
cavité n'a d'e�et que pour les temps longs devant son temps de stockage, c'est à dire
pour des fréquences de bruit inférieures à sa bande passante qui est de l'ordre de
5 MHz pour notre expérience. Une description de ces phénomènes pour un milieu
Kerr passif est donnée dans la référence [Reynaud89].

Le milieu atomique considéré ci-dessus n'étant pas un milieu Kerr passif, l'analyse
précédente est très simpli�ée. L'étude de la réduction de bruit pour un ensemble
d'atomes à deux niveaux placé à l'intérieur d'une cavité a donné lieu à de nombreux
travaux théoriques, comme par exemple [Reid88]. En particulier, la comparaison
entre la réduction de bruit obtenue par un milieu atomique ou un milieu Kerr passif
est détaillée dans la référence [Hilico92a].

B.3.3 Réalisation expérimentale
Nous avons vu au paragraphe précédent les raisons qui nous ont conduit à réali-

ser l'expérience avec des atomes froids de césium. Il est clair que cet atome n'est pas
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Fig. 1.8 � Principe de l'expérience réalisée en polarisation incidente circulaire (�gure (a)).
Les phénomènes de pompage optique conduisent le milieu à se comporter ap-
proximativement comme un ensemble d'atomes à deux niveaux (�gure (b)).

un atome à deux niveaux. Cependant, il est possible de se ramener à la situation
décrite ci-dessus en utilisant les processus de pompage optique entre les di�érents
sous niveaux Zeeman. Pour cela, le faisceau incident est polarisé circulairement et
proche de la résonance 6S1/2 F = 4 → 6P3/2 F ′ = 5 et les atomes sont pompés dans
le sous niveau Zeeman 6S1/2 F = 4, m = +4. Dans ce cas le champ n'interagit
plus qu'avec la transition fermée 6S1/2 F = 4, m = +4 → 6P3/2 F ′ = 5, m′ = +5
(voir �gure 1.8). On peut alors considérer le milieu atomique comme un ensemble
d'atomes à deux niveaux.

La description détaillée du montage expérimental sera e�ectuée dans la partieA
du chapitre 2. Cependant nous allons donner ici l'ordre de grandeur des di�érentes
quantités introduites au paragraphe précédent pour les paramètres correspondant à
l'expérience.

La cavité Fabry-Pérot utilisée a un coe�cient de transmission T = 0.1 et sa
longueur vaut environ 25 cm. Pour cette géométrie, le col ("waist") du mode propre
fondamental est de w0 = 260 µm. Nous avons considéré jusqu'ici que l'amplitude
du faisceau était constante dans le plan transverse sur une extension �nie de section
S. Pour adapter cette description au mode gaussien de la cavité, nous prenonsS =
πw2

0/2 = 0.1 mm2. On peut alors calculer la constante de couplage atome-champ
qui se met sous la forme:

g2

2π
=

3λ2

4πS

γ

2π
= 4.24 Hz avec γ

2π
= 2.6 MHz (1-49)

Les études expérimentales e�ectuées précédemment ont montré que le choix
d'un désaccord atomique de ∆ ' 45 MHz ' 17γ dans le rouge de la transition
fermée constituait un bon compromis entre la non-linéarité et l'absorption [Lam-
brecht96a,Khoury98]. La con�guration expérimentale ne permettant pas de changer
ce désaccord aisément, celui-ci est resté �xé à cette valeur pour toute les expériences
qui seront présentées dans ce manuscrit. En�n, le piège magnéto-optique nous per-
met d'obtenir un nombre d'atomes de 106 à 107 interagissant avec la pompe. Avec
ces données on peut maintenant donner un ordre de grandeur pour les déphasages
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linéaire Φ0 et non linéaire ΦNL.
De fait, les quantités intéressantes sont les déphasages normalisés à la demi-

largeur de la cavité T/2 (voir, par exemple, l'équation 1-47):

δ0 =
2

T
Φ0 ' 2Ng2

T∆
= 2 C

γ

∆
et δNL =

2

T
ΦNL = δ0

γ2

∆2

Iintra

Isat

(1-50)

où l'on a introduit le paramètre de coopérativitéC:

C =
Ng2

γT
(1-51)

Pour un nombre d'atomes de 5 106, la coopérativité est de C ' 80 et le déphasage
linéaire normalisé vaut δ0 ' 10. En utilisant la formule 1-47, nous trouvons alors:

δmax
NL ' 1 pour I in

Isat

' 0.8 (1-52)

Ce qui correspond à une puissance incidente sur la cavité de l'ordre de 800nW . Cette
estimation est assez grossière car le milieu atomique ne se comporte pas comme un
milieu Kerr parfait. En outre, l'intensité intracavité est réduite à cause de l'absorp-
tion du faisceau par le milieu. En pratique le seuil de bistabilité apparaît pour des
puissances incidentes de l'ordre de 10 µW .

Il est important d'estimer ces pertes par absorption car elles ont un e�et des-
tructeur sur la compression de bruit. La formule 1-43 donne Aat = 5%. Ces pertes
par absorption doivent être comparées aux pertes "utiles"T dues au miroir de cou-
plage qui permettent d'observer une réduction de bruit à la sortie de la cavité. Le
paramètre intéressant est donc l'absorption normalisée:

αat =
1

T
Aat = 2 C

γ2

∆2
' 0.5 (1-53)

Dans le cas simple d'un milieu Kerr parfait, il est montré dans la référence
[Reynaud89] que la réduction de bruit est diminuée par un facteurη:

η =
1

1 + αat

' 0.66 (1-54)

L'e�et des pertes est donc non négligeable pour ces paramètres. Néanmoins celles-ci
sont compensées par une non-linéarité importante qui permet d'obtenir une réduc-
tion de bruit e�ective à la sortie de la cavité.

Les conditions expérimentales peuvent être, selon les cas, légèrement di�érentes
de celles décrites ici, néanmoins ces quantités constituent généralement des ordres
de grandeur acceptables. Ce dispositif a permis d'observer une réduction de bruit
de l'ordre de 40% sous la limite quantique standard [Lambrecht96a]. Dans ce cas les
faisceaux pièges étaient coupés lors de la mesure du bruit quantique a�n d'éviter
l'excès de bruit dû à la �uorescence dans le mode de la cavité provoquée par ces fais-
ceaux [Khoury98]. Cette technique de mesure compliquant fortement la procédure
expérimentale, l'expérience a également été réalisée en présence de faisceaux pièges
atténués et une réduction de bruit d'environ 20% a été observée.
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Fig. 1.9 � Principe de l'expérience en polarisation incidente linéaire (�gure (a)). Dans ce
cas les phénomènes de pompage optique sont plus complexes (�gure (b)) et il faut
tenir compte, a priori, de toute la structure atomique. L'étude des résultats ob-
servés pour cette con�guration fait l'objet du travail présenté dans ce manuscrit.

B.3.4 E�et d'une polarisation incidente linéaire

A la suite de l'intérêt suscité par les expériences sur le bruit de polarisation
[Hald99,Korolkova02a,Bowen02a,Bowen02b,Heersink03], nous avons décidé d'étu-
dier le comportement de notre système lorsque le faisceau incident sur la cavité
contenant les atomes est polarisé linéairement.

A�n de se placer dans cette nouvelle con�guration expérimentale, il su�t sim-
plement d'enlever la lame quart d'ondeλ/4 placée à l'entrée de la cavité (voir �gure
1.8). La situation est alors fondamentalement di�érente de celle décrite au para-
graphe précédent car les processus de pompage optique ne conduisent plus le milieu
à se comporter comme un ensemble d'atomes à deux niveaux (voir �gure1.9). Ainsi
les résonances de la cavité sont fortement modi�ées et nous avons observé un bas-
culement de la polarisation du faisceau transmis. En e�et, lorsque l'on balaie sa
longueur, il existe un domaine pour lequel la polarisation devient circulaire à l'inté-
rieur de la cavité.

Par ailleurs, nous avons constaté qu'il était possible d'obtenir une réduction de
bruit sur deux modes de polarisation orthogonale à la sortie de la cavité, à savoir le
champ moyen et le mode vide orthogonal.

L'interprétation de ces phénomènes s'est imposée naturellement comme l'objectif
principal de ce travail de thèse. D'après l'analyse précédente, il est clair que nous
devrons maintenant décrire le système à l'aide de deux modes du champ, et non
plus d'un seul comme c'était le cas pour une polarisation incidente circulaire. Les
phénomènes de polarisation jouent alors un rôle essentiel dans le système, aussi bien
au niveau de leurs propriétés classiques que quantiques. Il existe, en e�et, un lien
direct entre les �uctuations de la polarisation et le bruit du mode vide orthogonal.
De fait, ce dernier est couramment appelé bruit de polarisation.

A�n de clari�er ce lien, nous allons maintenant présenter le formalisme des opé-
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rateurs de Stokes quantiques à partir desquels la notion d'états comprimés en pola-
risation a été introduite [Chirkin93,Korolkova02a].

C Bruit quantique de polarisation
C.1 Notations

Nous reprenons ici le modèle de faisceau lumineux introduit au paragrapheA.5.1:
nous considérons une onde plane d'extension �nie, de sectionS, se propageant dans la
direction donnée par le vecteur d'onde~k = k~ez. On repère alors la direction du champ
électrique dans le plan orthogonal à l'aide des vecteurs~ex et ~ey, dé�nis tels que le
trièdre (~ex,~ey,~ek) soit direct, les axes x et y correspondant aux directions horizontale
et verticale (voir �gure 1.10). Avec ces conventions, le champ électromagnétique
s'écrit sous la forme:

~E = E0

[
( Ax ~ex + Ay ~ey ) e−iωLt + ( A†

x ~ex + A†
y ~ey ) eiωLt

]
(1-55)

où la constante E0 est dé�nie par la relation 1-17. Par la suite nous appellerons Ax

et Ay les modes du champs correspondant aux directionsx et y.

C.2 Représentation d'un état de polarisation classique
Pour un champ classique, Ax et Ay sont des amplitudes complexes. La polarisa-

tion du faisceau est alors déterminée par le vecteur:

~A = Ax ~ex + Ay ~ey = |Ax| eiφx ~ex + |Ay| eiφy ~ey (1-56)

En particulier, deux états de polarisation dé�nis par ~A et ~A′ seront orthogonaux si
leur produit scalaire hermitien est nul:

~A∗ . ~A′ = A∗
x A′

x + A∗
y A′

y = 0 (1-57)

C.2.1 Ellipse de polarisation
On peut représenter un état de polarisation quelconque en étudiant l'évolution

temporelle du vecteur ~A(t) = Ax(t)~ex + Ay(t)~ey avec:

Ax(t) = |Ax| cos(ωLt− φx) et Ay(t) = |Ay| cos(ωLt− φy) (1-58)

Le vecteur ~A(t) décrit donc une ellipse au cours du temps, appelée ellipse de po-
larisation. On repère sur la �gure 1.10 les angles α, appelé "azimuth", et ε qui
caractérisent l'orientation et l'ellipticité de la polarisation. Ces angles sont détermi-
nés en fonction des amplitudes |Ax|, |Ay| et de la di�érence de phase φ = φy − φx à
l'aide de relations données dans la référence [Huard97].
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Fig. 1.10 � Figure (a): orientation du trièdre de référence qui servira de repère pour l'étude
de la polarisation du champ électromagnétique. Figure (b): ellipse de polarisa-
tion.

Le signe de l'ellipticité ε dépend du sens de rotation du vecteur ~A(t). Elle est
choisie positive lorsque le sens de rotation est direct, ce qui correspond àφ compris
entre 0 et π. En revanche, elle est négative pour un sens de rotation indirect,φ étant
alors compris entre −π et 0. Par exemple, un état polarisé linéairement correspond
à ε = 0 tandsi que les états circulaires σ+ et σ− véri�ent ε = +π/4 et ε = −π/4
respectivement.

De manière générale, deux états de polarisation orthogonale dé�nis par les couples
(α, ε) et (α′,ε′) véri�ent [Huard97]:

α′ = α± π

2
et ε′ = −ε (1-59)

C.2.2 Paramètres de Stokes et sphère de Poincaré
On peut également caractériser un état de polarisation à l'aide des paramètres

de Stokes dé�nis comme:

S0 = A∗
xAx + A∗

yAy = Ix + Iy

S1 = A∗
xAx − A∗

yAy = Ix − Iy

S2 = A∗
xAy + A∗

yAx = I+45 − I−45

S3 = i(A∗
yAx − A∗

xAy) = Iσ+ − Iσ−

où nous avons utilisé les relations de passage entre les di�érentes bases de polari-
sation qui sont données dans l'appendice A. Ces paramètres de Stokes s'expriment
uniquement en fonction des intensités dans di�érentes bases de polarisation. Il sont
donc mesurables directement comme nous le verrons au paragrapheC.6.2. Pour un
faisceau parfaitement polarisé, ces trois paramètres ne sont pas indépendants. Ils
véri�ent en e�et la relation:

S2
0 = S2

1 + S2
2 + S2

3 (1-60)
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Fig. 1.11 � Représentation des états de polarisation classiques dans la sphère de Poincaré.
Les angles α et ε correspondent à l'azimuth et à l'ellipticité de la polarisation
(voir �gure 1.10).

Le paramètre S0, qui correspond à l'intensité totale du faisceau, est donc redondant
et s'interprète simplement comme la norme du vecteur de Stokes ~S de coordonnées
(S1, S2, S3). Ce vecteur ~S caractérise complètement l'état de polarisation et s'ex-
prime aisément à partir de l'azimuthα et de l'ellipticité ε introduits au paragraphe
précédent [Huard97]:

S1 = A∗
xAx − A∗

yAy = S0 cos 2ε cos 2α (1-61)
S2 = A∗

xAy + A∗
yAx = S0 cos 2ε sin 2α (1-62)

S3 = i(A∗
yAx − A∗

xAy) = S0 sin 2ε (1-63)
L'examen de ces trois relations suggère immédiatement une représentation sphé-

rique des états de polarisation. Pour cela, on introduit la sphère de Poincaré de rayon
S0 (voir �gure 1.11). Un état de polarisation quelconque correspondant au vecteur
~S est alors repéré par les angles polaires 2α et 2ε sur cette sphère (voir relations
1-61 à 1-63).

Ainsi chaque parallèle de la sphère correspond à des états de polarisation d'el-
lipticité �xe et chaque méridien représente des états dont l'azimuth est �xe. En
particulier, le plan equatorial dé�ni par (S1, S2) regroupe l'ensemble des états de
polarisation linéaire (ε = 0) et les pôles correspondent aux états de polarisation
circulaire σ+ et σ− (ε = ±π/4).

De manière générale, deux états de polarisation diamètralement opposés sur la
sphère de Poincaré sont orthogonaux. En e�et, la transformationα → α ± π/2 et
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ε → −ε donne ici ~S → −~S. Par exemple, un état représenté suivantS1 correspond à
un état polarisé horizontalement tandis que un état polarisé verticalement est aligné
suivant −S1.

C.3 Opérateurs de Stokes quantiques
Nous revenons maintenant au traitement quantique du champ électromagné-

tique. Les quantités Ax et Ay sont alors des opérateurs quantiques dont les relations
de commutations sont données par des relations du type 1-24. A�n d'étudier les
propriétés quantiques de la polarisation, on introduit alors les opérateurs de Stokes
quantiques, dé�nis à partir de leurs homologues classiques [Chirkin93,Korolkova02a]:

Ŝ0 = Â†
xÂx + Â†

yÂy (1-64)
Ŝ1 = Â†

xÂx − Â†
yÂy (1-65)

Ŝ2 = Â†
xÂy + Â†

yÂx = Â†
+45Â+45 − Â†

−45Â−45 (1-66)
Ŝ3 = i(Â†

yÂx − Â†
xÂy) = Â†

σ+
Âσ+ − Â†

σ−Âσ− (1-67)

Nous avons introduit ces opérateurs en utilisant le formalisme développé pour
des champs multimodes (voir paragraphe A.5). Les quantités de la forme 〈Â†

i Âi〉
correspondent donc à des �ux de photons. En outre les �uctuations s'expriment
maintenant en terme de densités spectrales de bruit. On peut bien sûr poursuivre
l'analyse avec ce formalisme [Josse03a]. Néanmoins ces opérateurs sont générale-
ment écrits pour des champs monomodes [Heersink03,Bowen02a]. A�n de simpli�er
les écritures, nous adopterons ici la même description du champ. Dans ce cas les
relations de commutation s'écrivent:

[
Âi , Â†

j

]
= δij avec i, j = x, y (1-68)

et les quantités 〈Â†
i Âi〉 correspondent maintenant à un nombre de photons. Nous

avons vu au paragraphe A.5.4 que l'on pouvait justi�er ce passage en considérant
le processus de mesure des �uctuations à la fréquence d'analyseω0 avec une bande
passante δf . 〈Â†

i Âi〉 représente alors le nombre de photons, contenus dans les bandes
latérales situées aux fréquences ±ω0 par rapport à la fréquence centrale du laser,
reçus par le détecteur pendant le temps de mesureT = 1/(2δf).

Avec ces dé�nitions, les opérateurs de Stokes véri�ent les relations de commuta-
tion suivantes:

[
Ŝ0, Ŝi

]
= 0 et

[
Ŝi, Ŝj

]
= 2iεijk Ŝk avec i, j, k = 1, 2, 3 (1-69)

On remarque que ces relations de commutation sont similaires à celles du moment
angulaire ~J . Nous reviendrons sur cette similitude au paragrapheC.6.1. Du fait de
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Fig. 1.12 � Représentation d'un état de polarisation cohérent.

ces relations de commutation, les opérateurs de Stokes satisfont aux inégalités de
Heisenberg suivantes:

∆2Ŝ1 ∆2Ŝ2 ≥ |〈Ŝ3〉|2 , ∆2Ŝ1 ∆2Ŝ3 ≥ |〈Ŝ2〉|2 , ∆2Ŝ2 ∆2Ŝ3 ≥ |〈Ŝ1〉|2 (1-70)

Il est donc, en général, impossible de mesurer simultanément ces trois paramètres
avec une précision arbitraire. Contrairement aux inégalités véri�ées par les quadra-
ture du champ, celles-ci dépendent maintenant des valeurs moyennes de ces quan-
tités. Dans ce cas, la limite quantique standard dépend de l'état de polarisation
du faisceau. A�n d'éclaircir ces propriétés, nous allons considérer l'état cohérent en
polarisation, puis dé�nir la notion d'état comprimé en polarisation.

C.4 Etat coherent en polarisation
L'état cohérent en polarisation est dé�ni comme l'état pour lequel les deux modes

Ax et Ay sont dans un état cohérent:

Ax|αx〉 = αx|αx〉 et Ay|αy〉 = αy|αy〉 (1-71)

Dans ce cas, les valeurs moyennesαx et αy dé�nissent le vecteur de Stokes classique
〈 ~̂S〉 suivant les relations 1-61 à 1-63. Il faut superposer à ce vecteur des �uctuations
quantiques données par les incertitudes des paramètres de Stokes. Pour un état
cohérent, ces variances sont toutes identiques:

∆2Ŝcoh
i = |αx|2 + |αy|2 = 〈Ŝ0〉 = 〈n̂〉 pour i = 1, 2, 3 (1-72)
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Le volume d'incertitude est donc une sphère de rayon
√

3〈n̂〉, comme illustré sur la
�gure 1.12.

C.5 Etat comprimé en polarisation
C.5.1 L'état cohérent: un état de référence?
Pour dé�nir un état comprimé en polarisation, l'idée la plus naturelle consiste à

se servir des �uctuations de l'état cohérent comme référence, comme nous l'avions
fait pour les quadratures du champ. Dans cette optique, on appellera alors état
comprimé en polarisation, un état tel que [Korolkova02a,Bowen02a]:

∆2Ŝi ≤ ∆2Ŝcoh
i = 〈Ŝ0〉 (1-73)

Notons ici que cette dé�nition s'applique aux �uctuations de n'importe quel vecteur
de Stokes orienté de façon quelconque dans la sphère de Poincaré. S'il est clair qu'un
état véri�ant cette condition est un état non classique du champ (car ces �uctuations
sont inférieures à celles d'un état cohérent), cette dé�nition pose un problème car
l'état cohérent n'est pas un état minimal du point de vue des inégalités1-70. Suivant
cette dé�nition, un état peut donc être dit comprimé en polarisation, sans pour
autant "violer" aucune de ces inégalités d'Heisenberg.

Nous allons discuter ce problème sur un exemple particulier qui nous servira à
poser la bonne dé�nition d'un état comprimé en polarisation.

C.5.2 Un exemple: champ polarisé linéairement
Considérons ici le cas où le faisceau est polarisé horizontalement suivant l'axex:

〈Âx〉 = αx 6= 0 et 〈Ây〉 = 0 (1-74)
Dans ce cas le vecteur de Stokes est orienté suivant Ŝ1 (voir �gure 1.13):

〈Ŝ0〉 = 〈Ŝ1〉 = |αx|2 et 〈Ŝ2〉 = 〈Ŝ3〉 = 0 (1-75)

et les inégalités de Heisenberg 1-70 s'écrivent:

∆2Ŝ1 ∆2Ŝ2 ≥ 0 , ∆2Ŝ1 ∆2Ŝ3 ≥ 0 et ∆2Ŝ2 ∆2Ŝ3 ≥ 〈Ŝ1〉2 = |αx|4 (1-76)

Il n'existe donc aucune limite quantique sur les �uctuations du paramètreŜ1. En
revanche, les paramètres Ŝ2 et Ŝ3 satisfont à une relation d'incertitude et possèdent
donc des �uctuations minimales. De manière générale, les paramètres de Stokes
du plan sous-tendu par Ŝ2 et Ŝ3 et repérés par l'angle θ suivant la relation Ŝθ =
cos θ Ŝ2 + sin θ Ŝ3 satisfont à la même relation d'incertitude:

∆2Ŝθ ∆2Ŝθ+π/2 ≥ 〈Ŝ1〉2 = 〈Ŝ0〉2 (1-77)
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Fig. 1.13 � Figure (a): �uctuations des paramètres de Stokes dans le plan sous tendu parŜ2

et Ŝ3. On a représenté ici un état comprimé en polarisation pour le paramètre
de Stokes Ŝθsq . Figure (b): état polarisé suivant Ŝ1 et comprimé en polarisation
pour le paramètre de Stokes Ŝ3 .

On dé�nit alors la notion d'état comprimé en polarisation à partir de cette inéga-
lité. Ainsi un état polarisé linéairement suivant Ŝ1 sera dit comprimé en polarisation
s'il existe un paramètre de Stokes Ŝθ pour lequel:

∆2Ŝθ ≤ 〈Ŝ1〉 = 〈Ŝ0〉 avec Ŝθ ⊥ Ŝ1 (1-78)

On remarque que la limite quantique standard dans le plan orthogonal au vecteur
de Stokes moyen (ici Ŝ1) est donnée par les �uctuations de l'état cohérent (∆2Ŝcoh

i =
〈Ŝ0〉).

C.5.3 Dé�nition générale

Ce résultat se généralise pour une polarisation moyenne quelconque, caractérisée
par le vecteur de Stokes 〈~S〉. On appellera état comprimé en polarisation, un état
pour lequel les �uctuations d'un paramètre de StokesŜ⊥, perpendiculaire au vecteur
de Stokes moyen, sont inférieures à celles d'un état cohérent de même intensité
totale [Heersink03]:

∆2Ŝ⊥ ≤ |〈~S〉| = 〈Ŝ0〉 (1-79)

C.5.4 Interprétation du bruit de polarisation

La dé�nition de la réduction du bruit de polarisation est donc restreinte aux �uc-
tuations dans le plan orthogonal au vecteur de Stokes moyen. Le sens physique d'une
telle restriction apparaît plus clairement si on e�ectue une analyse semi-classique des
�uctuations du vecteur de Stokes. Pour cela, nous nous placerons dans la situation
où les �uctuations sont très petites devant les valeurs moyennes. En revenant au cas
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d'une polarisation linéaire suivant l'axe x, cette hypothèse se traduit ici par:

δÂy, δÂx ¿ 〈Âx〉 = αx (1-80)

Le vecteur de Stokes est dé�ni classiquement par sa longueurS0 et son orientation
donnée par les valeurs de l'azimuth α et l'ellipticité ε suivant les relations 1-61 à
1-63. Pour la polarisation linéaire considérée ici, l'azimuth et l'ellipticité sont nuls
en valeur moyenne. Au premier ordre, leurs �uctuations δα et δε sont directement
reliées aux �uctuations des paramètres de Stokes par les formules:

δŜ1 ' δŜ0 (1-81)
δŜ2 ' 2 Ŝ0 δ α (1-82)
δŜ3 ' 2 Ŝ0 δ ε (1-83)

Ainsi les �uctuations de Ŝ1 correspondent aux �uctuations de l'élongation du
vecteur de Stokes et donc simplement aux �uctuations de l'intensité totale du fais-
ceau. En ne gardant que les termes du premier ordre, les �uctuations de Ŝ1 sont
proportionnelles à celles de la quadrature d'amplitude du champ moyenAx:

δŜ1 ' αxδÂ
†
x + α∗xδÂx = |αx| δX̂x(θx) avec αx = |αx|eiθx (1-84)

Si le champ moyen est comprimé en amplitude (∆2X̂x(θx) < 1), les propriétés du
faisceau sont bien non classiques et les �uctuations deŜ1 sont inférieures celles d'un
état cohérent:

∆2Ŝ1 = |αx|2 ∆2X̂x(θx) < 〈Ŝ0〉 (1-85)

Pourtant cet état n'est pas, à priori, comprimé en polarisation. En e�et la polarisa-
tion d'un faisceau ne dépend pas de son intensité.

On s'intéresse maintenant aux �uctuations de Ŝ2 et Ŝ3. Celles-ci sont propor-
tionnelles aux �uctuations d'azimuth et d'ellipticité et sont donc intimement liées
à la notion de polarisation. Les inégalités 1-70 se traduisent simplement comme
une relation d'incertitude sur la détermination de l'azimuth et de l'ellipticité de la
polarisation d'un faisceau:

∆ α ∆ ε ≥ 1

4〈Ŝ0〉
=

1

4〈n̂〉 (1-86)

Ces �uctuations minimales sont, en fait, dues aux �uctuations du mode videAy.
Toujours au premier ordre, les �uctuations des paramètres Ŝ2 et Ŝ3 sont, en e�et,
proportionnelles aux �uctuations des quadratures du mode vide orthogonal:

δŜ2 = |αx|(δÂ†
ye

iθx + δÂye
−iθx) = |αx| δX̂y(θx) (1-87)

δŜ3 = i|αx|(δÂ†
ye

iθx − δÂye
−iθx) = |αx| δŶy(θx) (1-88)
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Fig. 1.14 � Equivalence entre la section de la sphère de Poincaré suivantŜ2 et Ŝ3 et le dia-
gramme de Fresnel. Le faisceau est polarisé horizontalement suivant la direction
x et le paramètre de Stokes moyen est aligné suivant Ŝ1 (voir encart). On re-
présente alors les deux modesAx (champ moyen) et Ay (mode vide orthogonal)
dans le même diagramme de Fresnel. Les �uctuations des quadratures du mode
vide orthogonal sont proportionnelles au �uctuations des paramètres de Stokes
contenus dans le plan perpendiculaire au vecteur de Stokes moyen〈 ~̂S〉. En re-
vanche, les �uctuations d'amplitude du champ moyen sont proportionnelles aux
�uctuations du paramètre Ŝ1.

Ainsi l'inégalité de Heisenberg véri�ée par ces paramètres découle directement de
celle satisfaite par les quadratures du mode vide:

∆2 X̂y(θx) ∆2 Ŷy(θx) ≥ 1 donne ∆2Ŝ2 ∆2Ŝ3 ≥ 〈Ŝ0〉2 (1-89)

De manière générale, les �uctuations du paramètre de Stokes tourné de l'angle
θ dans le plan dé�ni par Ŝ2 et Ŝ3 s'écrivent:

δŜθ = |αx| δX̂y(θx + θ) (1-90)

Le plan (S2,S3) est donc équivalent (au coe�cient près |αx|) au repère de Fresnel
dont les axes correspondent aux quadratures d'amplitude et de phase du champ
moyen Ax (voir �gure 1.14). Les �uctuations de S2 et S3 sont alors proportionnelles
aux �uctuations d'"intensité" et de "phase" du mode vide orthogonal, dé�nies par
rapport à la phase du champ moyen θx.

L'analyse précédente nous permet �nalement de donner une dé�nition simple
de la réduction de bruit en polarisation pour des faisceaux intenses: un faisceau
est comprimé en polarisation si et seulement si le mode vide orthogonal au champ
moyen est un état comprimé en quadrature.
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C.6 Intérêt du bruit de polarisation
Nous présentons ici brièvement les di�érents aspects qui ont motivé l'étude des

propriétés non classiques de la polarisation dans le domaine des variables continues.
D'une part, de tels faisceaux comprimés en polarisation peuvent être utilisés pour

améliorer les mesures de spectroscopie reposant sur l'étude de la modi�cation de la
polarisation à la traversée d'un milieu [Grangier87,Sørensen98].

Toutefois, ce sont leurs applications potentielles dans le domaine des commu-
nications quantiques qui ont suscité dernièrement un intérêt grandissant pour ce
domaine de recherche.

C.6.1 Formalisme d'interaction matière-rayonnement

En e�et, a�n de stocker les propriétés non classiques des �uctuations du champ
électromagnétique, il est important de pouvoir transférer ces propriétés aux variables
atomiques d'une vapeur ou d'un gaz d'atomes froids. Ces variables atomiques sont
les composantes du moment angulaire total ~̂

J . Celles-ci véri�ent des relations de
commutations similaires à celle des opérateurs de Stokes:

[
Ĵx, Ĵy

]
= iĴz (1-91)

les autres relations s'obtenant par permutation circulaire. On peut dé�nir, à par-
tir des relations d'incertitude découlant de ces relations de commutation, la notion
d'état comprimé pour les variables atomiques [Wineland94].

La similitude des algèbres entre le moment angulaire et les opérateurs de Stokes
incite alors à décrire l'interaction entre la lumière et un milieu atomique à l'aide
de ces derniers. Récemment, le formalisme des opérateurs de Stokes quantiques a
e�ectivement été utilisé pour caractériser le transfert de la compression de bruit en
polarisation du faisceaux aux �uctuations de l'orientationĴz d'un niveau excité dans
le césium [Hald99].

Dans le cas d'une interaction non résonante entre le champ et les atomes, les
opérateurs de Stokes sont également bien adaptés pour déterminer l'évolution des
variables atomiques dans le niveau fondamental. Considérons par exemple les sys-
tèmes simples, représentés sur la �gure 1.15, pour lesquels la structure atomique
est en "X" ou en "Λ". Pour des grands désaccords de fréquence avec la transition
atomique, les systèmes sont décrits par des hamiltoniens e�ectifsĤeff

X et Ĥeff
Λ , ne

faisant intervenir que les variables atomiques associés aux sous niveaux fondamen-
taux 1 et 2 [Duan00b,Kuzmich00b]:

Ĥeff
X ∝ Ĵz Ŝ3 et Ĥeff

Λ ∝ ~̂
J .

~̂
S = ĴxŜ1 + ĴyŜ2 + ĴzŜ3 (1-92)
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ĝ

D

A
-

A
+

1 2

3(a) (b)

Fig. 1.15 � Expression des hamiltoniens e�ectifs pour une transition en "X" (a) et une
transition en "Λ"(b).

Les termes supplémentaires dans le second hamiltonien tiennent compte de la cohé-
rence induite par e�et Raman dans un système en "Λ".

Ainsi, l'hamiltonien e�ectif du système en "X" a été utilisé pour préciser le
principe d'intrication entre les moments angulaires collectifs d'atomes de rubidium
contenus dans deux cellules séparées spatialement [Julsgaard01]. D'autre part, il
a été démontré que l'on pouvait transférer une partie des �uctuations d'un état
comprimé en polarisation aux �uctuations du moment angulaire collectif ~̂

J d'une
cellule de rubidium [Schori02].

C.6.2 Détection directe

Les di�érents exemples présentés au paragraphe précédent illustrent un aspect
de l'intérêt pour l'étude des états non classiques en polarisation. Du point de vue des
applications dans le domaine des communications quantiques, les �uctuations des
paramètres de Stokes ont également l'avantage de pouvoir être mesurées directement.

En e�et, pour des faisceaux intenses, la détection des paramètres de Stokes re-
pose sur des mesures directes d'intensité. Le dispositif est alors identique à celui
utilisé pour la mesure des paramètres de Stokes classiques [Korolkova02a]. Les re-
lations 1-64 à 1-67 indiquent la démarche à suivre. A l'aide d'un cube polariseur
PBSS, on sépare les polarisations horizontale et verticale du faisceau. La somme
et la di�érence des �uctuations d'intensité détectées sur les deux voies donnent les
�uctuations des paramètres Ŝ0 et Ŝ1 respectivement (voir �gures (a) et (b) de la
�gure 1.16). Pour obtenir les �uctuations des deux autres paramètres Ŝ2 et Ŝ3, il
su�t de placer la combinaison adéquate de lames d'ondes avant le cubePBSS a�n
de séparer les modes polarisés à 45◦, puis les modes circulaires (voir �gures (c) et (d)).

Pour des faisceaux su�samment intenses, il n'est donc pas nécessaire de recourir
à un oscillateur local pour mesurer les �uctuations des variables conjuguées. Cette
propriété conduit à une nette simpli�cation par rapport au dispositif de mesure des
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Fig. 1.16 � Dispositif de mesure directe des di�érents paramètres de Stokes.

�uctuations des quadratures du champ par détection homodyne (voir paragraphe
C.1 du chapitre 2). Dans cette optique, Korolkova et al. [Korolkova02a] ont proposé
d'étendre certains protocoles de cryptographie quantique utilisant des états non
classiques en quadrature [Ralph99,Silberhorn02] au domaine des états non classiques
en polarisation.

C.7 Production d'états non classiques en polarisation
Nous allons maintenant passer en revue les di�érents moyens qui ont été mis en

oeuvre pour produire de tels états de polarisation non classiques. On peut classer
ces techniques en deux grandes catégories: les méthodes indirectes et directes.

C.7.1 Méthode indirecte
La solution la plus simple consiste à mélanger un mode vide comprimé avec un

état cohérent sur un cube polariseur selon le principe décrit sur la partie (a) de la
�gure 1.17. D'après la dé�nition donnée au paragrapheC.5.4, le faisceau sortant est
comprimé en polarisation. Cette méthode a été utilisée pour la première fois par
Grangier et al. [Grangier87] en 1987 a�n de démontrer l'amélioration de la sensibi-
lité des mesures faites sur la polarisation d'un faisceau à la sortie d'un cristal. Hald
et al. [Hald99] ont produit de la même façon leur faisceau comprimé en polarisation
qui a permis de réduire les �uctuations des variables atomiques d'un gaz d'atomes
froids de césium. Dans ces deux cas, les modes vides comprimés sont produits à l'aide
d'oscillateurs paramétriques optiques dégénérés fonctionnant sous le seuil (voir pa-
ragraphe B.1).

Dans la con�guration précédente, les �uctuations de l'élongation du vecteur de
Stokes dans la sphère de Poincaré sont celles d'un état cohérent en polarisation (voir
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Fig. 1.17 � Génération d'états comprimés en polarisation en combinant sur un cube pola-
riseur des champs comprimés indépendamment.

paragraphe C.5). Nous avons vu que ces �uctuations sont reliées aux �uctuations
d'amplitude du champ moyen (voir paragraphe C.5.4); on peut donc les réduire si
le faisceau intense, représenté sur la partie (a) de la �gure 1.17, est comprimé en
amplitude.

Cependant, on peut arriver au même résultat en combinant, par exemple, deux
états comprimés en amplitude sur un cube polariseur suivant le principe illustré sur
la partie (b) de la �gure 1.17. Cette méthode a été utilisée récemment par Bowen
et al. [Bowen02a] et Heersink et al. [Heersink03] pour produire de tels états non
classiques de polarisation.

C.7.2 Méthode directe
Il est également possible de générer directement des états comprimés en polarisa-

tion en utilisant des non-linéarités de type Kerr [Chirkin93]. Pour cela on peut tirer
partie de l'e�et Kerr croisé dans les �bres suivant la proposition Boivin et Haus [Boi-
vin96]. Supposons qu'un faisceau possédant une faible ellipticité (l'intensité du mode
polarisé suivant x étant très supérieure à celle du mode polarisé suivant y) se pro-
page dans une �bre présentant de l'e�et Kerr croisé. Le mode de faible intensitéy
est alors ampli�é ou déampli�é suivant sa phase relative avec le mode intensex. On
retrouve alors un phénomène analogue à celui décrit au paragrapheB.1 dans le cas
de l'ampli�cation paramétrique dégénérée.

Supposons maintenant que le faisceau est parfaitement polarisé linéairement: le
mode y est vide et ses �uctuations, à l'entrée de la �bre, sont celles d'un état cohé-
rent. Lors de la propagation dans la �bre, l'e�et Kerr croisé brise la symétrie entre
les quadratures et le mode y se retrouve dans un état vide comprimé à la sortie de
la �bre (voir partie (a) de la �gure 1.18). Ce phénomène a e�ectivement été observé
expérimentalement en 1998 par Margalit et al. [Haus98] et a conduit à une réduc-
tion de bruit de 50% sur le mode vide orthogonal. Le faisceau est ainsi directement
comprimé en polarisation.

En suivant la même idée Matsko et al. [Matsko02a] ont proposé d'utiliser des va-
peurs atomiques pour réduire les �uctuations sur le mode vide orthogonal d'un fais-
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ceau polarisé linéairement. Ces milieux atomiques, initialement isotropes, peuvent
devenir biréfringents lors de l'interaction avec un faisceau lumineux. Du fait, par
exemple, des phénomènes de pompage optique entre les di�érents sous niveaux Zee-
man ou bien des déplacements lumineux des niveaux d'énergie, la biréfringence
circulaire d'une vapeur atomique dépend de l'ellipticité du faisceau incident [Ro-
chester01]. Ainsi un faisceau polarisé elliptiquement à l'entrée du milieu atomique
va induire une biréfringence circulaire qui, en retour, provoque la rotation de la di-
rection de sa polarisation lors de sa propagation. C'est pourquoi ce phénomène est
couramment appelé "self-rotation" en anglais.

Le même raisonnement que celui e�ectué pour l'e�et Kerr croisé dans les �bres
s'applique ici. Si le faisceau est polarisé linéairement alors le mode vide orthogonal
subit un gain qui dépend de la phase. Ce mode vide est donc comprimé à la sortie
du milieu atomique (voir partie (b) de la �gure 1.18). Ainsi, une réduction de bruit
de l'ordre de 20% a été observée récemment par Ries et al. [Ries03] en utilisant une
vapeur de rubidium.

Notre con�guration expérimentale, illustrée sur la �gure1.9, rappelle le principe
des expériences décrites ci-dessus. Ainsi le faisceau incident sur la cavité est polarisé
linéairement et nous avons observé une réduction de bruit sur le mode vide ortho-
gonal du faisceau après l'interaction avec le nuage d'atomes froids à l'intérieur de
cette cavité.

Après avoir présenté les principaux résultats expérimentaux dans les chapitres
2 et 3, nous verrons au chapitre 4 comment s'interprètent ces observations. En
particulier, nous montrerons que la réduction de bruit n'est pas due à l'e�et de
"rotation auto-induite" comme le suggère l'analyse précédente, mais plutôt à la
présence d'e�et Kerr croisé du fait de la saturation de la transition optique.
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Chapitre 2

Réduction du bruit de polarisation

Commencée lors de la thèse de Laurent Hilico [Hilico92b], cette expérience avait
pour objectif d'obtenir une réduction des �uctuations d'un faisceau lumineux sous
la limite quantique standard en utilisant la non-linéarité associé à la saturation
d'un milieu atomique constitué d'un nuage d'atomes froids (voir paragrapheB.3 du
chapitre 1).

Les atomes interagissent avec un faisceau, que l'on appellera par la suite fais-
ceau pompe, produit par un laser Titane:Saphir (TiSa) stabilisé en fréquence. Si le
faisceau pompe est polarisé circulairement et proche de résonance de la transition
fermée 6S1/2 F = 4 → 6P3/2 F ′ = 5 de la raie D2 du césium alors les atomes sont
pompés optiquement dans le niveau6S1/2 F = 4, m = +4. On peut alors considérer
le milieu atomique comme un système à deux niveaux: 6S1/2 F = 4, m = +4 →
6P3/2 F ′ = 5, m′ = +5. A�n de s'a�ranchir de l'e�et Doppler, les atomes sont
refroidis dans un piège magnéto-optique. Pour augmenter l'interaction, les atomes
sont placés à l'intérieur d'une cavité. Lorsque l'intensité du faisceau pompe dépasse
un certain seuil, la cavité devient bistable et l'on peut prédire théoriquement une
importante réduction du bruit au voisinage des points tournants. La bistabilité op-
tique a été observée expérimentalement lors du travail de thèse de Laurent Hilico et
une compression du bruit sous la limite quantique standard de l'ordre de40% a été
obtenue par Astrid Lambrecht et Jean Michel Courty [Lambrecht96a].

A la �n de la thèse de Laurent Vernac et lors de mon arrivée dans le groupe,
nous avons repris le même type d'expérience, le champ pompe étant maintenant
linéairement polarisé. Le système est alors profondément modi�é et les processus de
pompage optique sont plus complexes. Lorsque l'intensité du faisceau pompe croît,
nous avons observé dans ce cas un basculement de la polarisation, de l'état linéaire
vers un état circulaire, du champ transmis par la cavité. Avant cette transition, la
polarisation reste linéaire et nous avons obtenu une réduction du bruit sous la limite
quantique standard pour deux modes du champ: le champ moyen et le mode vide
de polarisation orthogonale.

Nous présenterons successivement dans cette partie le montage expérimental,
l'étude de la bascule de polarisation et les résultats obtenus sur la mesure du bruit
quantique des deux modes du champ de polarisation orthogonale. Nous interprétons
ensuite ces résultats en termes de réduction des �uctuations de polarisation du
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faisceau pompe.

A Dispositif experimental
Nous présentons dans cette section les principaux éléments du dispositif expe-

rimental, à savoir le laser Titane:Saphir et ses asservissements, le piège magnéto-
optique et la cavité optique. Le montage a tout d'abord été réalisé pendant la thèse
de Laurent Hilico, puis successivement modi�é au cours des expériences menées
par Astrid Lambrecht, Thomas Coudreau et Laurent Vernac. La caractérisation de
ces éléments ayant été détaillée dans les manuscrits de thèse précédents, nous nous
limiterons ici à une présentation succinte.

A.1 Le laser Titane:Saphir
Le laser Titane:Saphir constitue la source laser principale de l'expérience. Les

�uctuations d'intensité et de phase de ce type de laser sont au niveau quantique
standard pour des fréquences supérieures à quelquesMHz. Le TiSa est donc un la-
ser particulièrement adapté à nos mesures de bruit, contrairement aux diodes laser
qui présentent en particulier un fort excès de bruit de phase (de l'ordre de40 dB au
dessus de la limite quantique standard).

A.1.1 La cavité laser
La cavité laser est une cavité en anneau construite d'après le modèle développé

par François Biraben (�gure 2.1). Le cristal de Titane:Sapphir est pompé par un
laser à argon ionisé 10 Watt(INNOVA 310). Le faisceau pompe rentre à l'intérieur
de la cavité grâce au miroir dichroïqueM1 et est focalisé sur le cristal. L'alignement
de la pompe est e�ectué à l'aide de di�érents miroirs; les miroirsm1 et m3, montés
en position de "baïonnette", disposent de montures Micro-contrôle. Ils permettent
ainsi un réglage précis de la direction du laser à argon a�n d'obtenir une puissance
et une stabilité de pompage optimales.

La cavité a une longueur d'environ 1.6 m ce qui correspond à un intervalle
spectral libre (ISL) de 170 MHz. A�n d'obtenir un fonctionnement monomode du
laser, di�érents �ltres sélectifs en fréquence sont disposés dans la cavité. Ils possèdent
des largeurs spectrales de plus en plus �nes a�n de pouvoir sélectionner la fréquence
du laser. Ces trois éléments sont un �ltre de Lyot (ISL = 1THz) et deux étalons
Fabry-Perot: un étalon "mince" constitué d'une lame de verre (ISL = 150GHz) et
un étalon "épais" constitué de deux prismes séparés par une couche d'air (ISL =
20GHZ). Ces trois éléments permettent de sélectionner un seul mode d'oscillation
de la cavité laser. A�n de pouvoir changer continûment la fréquence du laser, on
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Fig. 2.1 � Cavité en anneau du laser Titane:Saphir pompé par un laser à Argon ionisé.

fait varier la longueur de la cavité à l'aide d'un bilame ou en utilisant la cale piezo-
électrique du miroirM4. A�n d'éviter que le laser ne saute de mode, l'étalon épais est
asservi en longueur à l'aide d'une détection synchrone: on module sa longueur grâce
à la cale piézo-électrique PZ3 à 1 kHz et on détecte la modulation d'intensité à la
sortie du laser. On génére ainsi un signal d'erreur utilisé pour contrôler la longueur
de l'étalon épais. On peut ainsi balayer la fréquence du laser sur une plage d'environ
10 GHz sans avoir de sauts de modes.

La cavité étant en anneau, il peut exister a priori deux modes d'oscillation du
laser correspondant aux deux sens de propagation du faisceau lumineux dans la
cavité. A�n de sélectionner le mode d'oscillation correspondant au sens direct de
rotation (�gure 2.1), il faut introduire des pertes sur l'autre sens de propagation.
Pour ce faire, trois miroirs non coplanaires M4, M5 et M6 sont placés à l'intérieur
de la cavité et induisent une rotation de la polarisation du faisceau dépendant du
sens de propagation. Parallèlement un rotateur de Faraday induit une rotation de
polarisation indépendante du sens de parcours. Ces deux rotations ayant la même
valeur absolue, elles se compensent dans un sens et s'ajoutent pour l'autre. Comme
plusieurs éléments de la cavité sont montés à l'angle de Brewster par rapport au
faisceau, on introduit de fortes pertes pour le sens de propagation indirect et le laser
oscille �nalement de façon unidirectionnelle.

Dans ces conditions, le laser délivre typiquement 1 Watt à850 nm. Cette puis-
sance est largement su�sante pour satisfaire aux besoins de l'expérience. Toutefois,
ce laser n'est pas assez stable en fonctionnement libre et il est nécessaire d'asservir
sa fréquence.
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A.1.2 Les asservissements

Dans notre expérience, nous étudions l'interaction entre le laser et des atomes
de césium placés dans un piège magnéto-optique. Ce piège utilise le même laser,
décalé en fréquence à l'aide de modulateurs acousto-optiques. A�n d'optimiser la
réduction de bruit, il faut maîtriser précisément le désaccord entre le laser et la
transition atomique. En outre, le piège est très sensible aux �uctuations de fréquence
des faisceaux pièges qui doivent être décalés d'environ 5 MHz dans le rouge de la
transition. Pour ces raisons la fréquence du laser doit avoir une largeur de raie faible
et sa fréquence centrale doit rester stable au cours du temps.

La largeur du laser TiSa libre est de l'ordre de quelquesMHz. Nous la diminuons
en asservissant le laser sur une cavité de référence très stable. Puis nous corrigeons
les dérives lentes de fréquence en contrôlant la longueur de la cavité de référence à
l'aide d'un asservissement sur une résonance d'absorption saturée du césium.

La cavité de référence utilisée est une cavité linéaire construite en Invar. Sa �nesse
vaut F = 58 et son intervalle spectral libre 375 MHz. Le signal d'erreur est généré
par la méthode dite "Hänsch et Couillaud" (�gure 2.2). Une lame à l'incidence de
Brewster est placée à l'intérieur de la cavité. L'ellipticité du faisceau ré�échi dépend
ainsi du désaccord entre le laser et la cavité. L'analyse de la polarisation donne un
signal d'erreur qui est utilisé pour contrôler la longueur de la cavité (�gure2.1). On
corrige les �uctuations basses fréquences à l aide de la "grosse" calePZ1 (�gure 2.1)
sur laquelle on envoie le signal d'erreur après son passage par un circuit intégrateur.
Parallèlement un circuit dérivateur fournit le signal d'erreur envoyé sur la petite cale
PZ2 a�n de corriger les �uctuations hautes fréquences (voir �gure2.2). Ce dispositif
permet de réduire le jitter du laser à environ 100 kHz, la fréquence centrale étant
�xée par la longueur de la cavité de référence qu'il faut alors asservir.

Pour ce faire, on utilise une résonance d'absorption saturée. On choisit le pic d'ab-
sorption correspondant au croisement des transitions6S1/2F = 4 → 6P3/2F

′ = 4 et
6S1/2F = 4 → 6P3/2F

′ = 5. La fréquence de résonance correspondante est décalée
de 125 MHz dans le rouge de la transition 6S1/2 F = 4 → 6P3/2 F ′ = 5 (�gure 2.4).
Par ailleurs, les expériences nécessitent une fréquence du faisceau pompe décalée de
45 MHz dans le rouge. Si on asservit directement le laser sur le pic d'absorption
saturée, il faut ensuite décaler la fréquence du laser avec un modulateur acousto-
optique de fréquence 80 MHz a�n d'obtenir le bon désaccord du faisceau pompe
avec le milieu atomique. Cette solution n'est pas adaptée à l'étude des �uctuations
quantiques car le passage à travers un modulateur acousto-optique introduit un bruit
de phase sur le faisceau [Lambrecht t3]. Il faut donc décaler la fréquence du laser qui
est envoyé dans la cellule d'absorption saturée de−80 MHz par rapport au faisceau
pompe (voir �gure 2.2). Pour réaliser l'asservissement, nous modulons la fréquence
RF qui est envoyée dans le modulateur acousto-optique à environ2 kHz. Nous ef-
fectuons ensuite la détection synchrone du signal enregistré par la photodiodePhD4
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à la sortie de la cellule a�n d'obtenir un signal d'erreur.

Une fois ces asservissements réalisés, on obtient une source laser stabilisée en
fréquence et adaptée à notre étude des �uctuations quantiques. Cette boucle d'as-
servissement est assez stable pour tenir plusieurs heures typiquement.

A.2 Le piège magnéto-optique
Nous avons vu dans la partie précédente qu'il était nécessaire de refroidir les

atomes a�n que la largeur Doppler soit inférieure à la largeur homogène de la raie.
Le piège magnéto-optique (MOT) permet d'obtenir des densités relativement im-
portantes à des températures de quelquesmK [Raab87]. On peut ainsi obtenir un
milieu possédant une forte non-linéarité, une faible absorption si on se place légère-
ment hors de résonance, et dont la structure hyper�ne est bien résolue.

La technique de refroidissement d'un MOT est maintenant bien connue, ce dis-
positif étant utilisé pour de nombreuses expériences. Nous n'en présentons donc ici
que les caractéristiques principales.

A.2.1 Principe
Le piège magnéto-optique combine l'utilisation de faisceaux quasi-résonants pour

ralentir les atomes et un champ magnétique inhomogène destiné à créer une force
de rappel. Les faisceaux pièges sont composés de trois paires de faisceaux contra-
propagatifs dans les trois directions de l'espace. Ils ont tous la même fréquence et
sont décalés dans le rouge de la transition fermée 6S1/2F = 4 → 6P3/2F

′ = 5. A
cause de l'e�et Doppler, un atome se déplaçant avec une vitesse non nulle s'éloigne
de résonance du faisceau laser qui se propage dans sa direction et se rapproche de
résonance du faisceau qui se propage en sens inverse. L'atome absorbe donc plus le
faisceau s'opposant à son mouvement et est donc ralenti. On peut ainsi montrer que
la force totale exercée par les faisceaux lumineux sur les atomes s'écrit comme une
force de friction. Cette force est optimale si le désaccord est de l'ordre de la largeur
de raie, i.e. 5 MHz.

Pour piéger les atomes ainsi refroidis il faut appliquer une force de rappel. Celle-ci
est crée par un champ magnétique produit par une paire de bobines en con�guration
anti-Hemholtz. Le champ magnétique s'annule au centre et possède un fort gradient
de l'ordre de 10 Gauss/cm. Ce champ magnétique décale en fréquence les di�érents
sous niveaux Zeeman. De cette façon, le désaccord entre les lasers et les atomes
dépend maintenant de la position par rapport au centre et de la polarisation des
faisceaux pièges. Ces derniers sont polarisés circulairement, avec des polarisations
orthogonales pour les faisceaux contra-propageant. On peut alors montrer qu'une
force de rappel s'ajoute à la force de friction décrite ci dessus.

Les atomes sont donc tout d'abord refroidis par les faisceaux lumineux puis
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piégés au zéro du champ magnétique. Nous disposons également de trois paires de
bobines Helmholtz pour compenser les champs magnétiques résiduels. En pratique
ces champs magnétiques nous servent à déplacer le nuage atomique a�n de maximiser
le nombre d'atomes interagissant avec le faisceau pompe.

A�n d'éviter toute collision avec un gaz résiduel, on piège les atomes à l'intérieur
d'une cellule dont le vide, très poussé (inférieur à 10−9 Torr), est réalisé à l'aide
d'une pompe ionique. Le césium est introduit par une vanne qui met en communica-
tion la cellule avec un réservoir, on assure ainsi une pression constante en vapeur de
césium dans la cellule. Les caractéristiques de cette cellule sont présentés en détail
dans la thèse de Laurent Hilico.

A.2.2 Génération des faisceaux pièges

Comme nous l'avons déjà signalé dans la partieA.1, la puissance fournie par le la-
ser Titane:Saphir est bien supérieure à celle nécessaire pour e�ectuer nos expériences
sur le faisceau pompe. Les faisceaux pièges sont donc également produits par ce laser.

Le désaccord du faisceau pompe est �xé à 45 MHz dans le rouge de la transi-
tion 6S1/2 F = 4 → 6P3/2 F ′ = 5 (voir �gure 2.4). Il faut décaler cette fréquence
de 40 MHz dans le bleu pour obtenir la fréquence désirée des faisceaux pièges (de
l'ordre de 5 MHz dans le rouge de la résonance atomique). On utilise pour cela
deux modulateurs acousto-optiques en série. Le premier décale la fréquence dans le
rouge de 110 MHz. Le deuxième est en con�guration de "double passage": il dif-
fracte deux fois le faisceau, et le décale à chaque fois de75 MHz dans le bleu (�gure
2.3). La fréquence des faisceaux pièges est donc �nalement décalée dans le bleu de
−110 + 2× 75 = +40 MHz.

Le dispositif en double passage a l'avantage de permettre de faire varier légère-
ment la fréquence des faisceaux sans faire varier l'orientation du faisceau. On peut
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donc optimiser leur fréquence pour maximiser l'interaction entre le faisceau pompe
et les atomes, sans pour autant dérégler leur alignement.

Une lame quart d'onde est placée entre le modulateur et le miroir de renvoi (voir
�gure 2.3) de façon à réaliser un circulateur optique: la polarisation à la sortie du
second modulateur acousto-optique est perpendiculaire à la polarisation incidente.
On peut donc séparer les faisceaux pièges obtenus à l'aide d'un cube polariseur. On
dispose ainsi d'une puissance disponible d'environ200 mW , ce qui est bien supérieur
à la puissance nécessaire (de l'ordre de quelquesmW ).

A.2.3 La diode laser de repompage

Lorsque les atomes sont piégés dans le MOT, ils peuvent être pompés par les
faisceaux pièges dans le niveau excité 6P3/2F

′ = 4 et se désexciter dans le ni-
veau fondamental 6S1/2F = 3 (voir �gure 2.4). Dans ce cas, ils n'interagissent
plus avec les faisceaux pièges. Ce processus vide rapidement le MOT de tous les
atomes; il faut donc utiliser un faisceau de "repompage" résonant avec la transition
6S1/2 F = 3 → 6P3/2 F ′ = 4 qui repeuple les atomes dans le niveau 6S1/2 F = 4.
Ce faisceau doit être décalé en fréquence d'environ9 GHz et ne peut être produit à
partir du laser Ti:Sa à l'aide d'un modulateur acousto-optique.

C'est pourquoi ce faisceau de repompage est produit indépendamment par une
diode laser DBR (SDL− 5712−H1). Le MOT étant très sensible à la stabilité de
cette diode, elle est régulée en température pour limiter ses �uctuations de fréquence.
Néanmoins, cette régulation n'est pas su�sante pour éviter les dérives lentes de fré-
quence et nous avons donc monté un asservissement par absorption saturée (voir
�gure 2.5). Le faisceau de repompage est ensuite superposé aux faisceaux pièges et
envoyé dans la cellule.

A.2.4 Caractéristiques du piège magnéto-optique

Pour une puissance de pièges de l'ordre de quelquesmW , on obtient un nuage
d'atomes froids comprenant typiquement de 106 à 107 atomes. L'estimation du
nombre d'atomes peut se faire par di�érentes méthodes qui seront détaillées dans la
partie B.3. La température du nuage a été évaluée précédemment à1 mK. Dans ce
cas l'élargissement Doppler de la transition est de l'ordre de la largeur naturelle de
la raie 6S1/2 F = 4 → 6P3/2 F ′ = 5. Il est alors possible de contrôler précisément le
désaccord entre le faisceau pompe et la transition atomique. Au �nal, nous dispo-
sons d'un milieu atomique dont la non-linéarité est su�sante, l'absorption restant
limitée.
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Fig. 2.4 � Structure hyper�ne de la raieD2 du césium et fréquences des di�érents faisceaux
lumineux utilisés dans l'expérience.
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Fig. 2.5 � Asservissement de la diode de repompage par absorption saturée.
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A.3 La Cavité à atomes
A.3.1 Les caractéristiques
La con�guration de la cavité est celle choisie par Astrid Lambrecht. La cavité

est linéaire et les miroirs sont situés à l'extérieur de la cellule contenant le nuage
de césium. L'axe optique dé�ni par la cavité est horizontal et orienté à45◦ des fais-
ceaux pièges. La longueur de la cellule est environ de 25 cm. L'intervalle spectral
libre (ISL) peut être déterminé à l'aide d'un autre faisceau: le faisceau sonde (voir
section C.2). La valeur obtenue est ISL = 543 MHz; ce qui équivaut à une longueur
e�ective de 27.6 cm. Le miroir d'entrée est un miroir plan et le miroir de sortie est
concave de rayon de courbure500 mm. Dans ces conditions le col ("waist") du mode
gaussien fondamental (TEM00) vaut 260 µm.

La transmission du miroir d'entrée vaut T1 = 0.1. Le miroir de sortie a un
coe�cient de ré�exion proche de1 a�n de minimiser les pertes sur le faisceau ré�échi
dont on veut mesurer le bruit quantique. La mesure du coe�cient en transmission
de ce miroir donne T2 = 6 10−4. Dans ces conditions la �nesse théorique de la cavité
est estimée à Fth ' 2π/T1 ' 63.

Le faisceau pénètre dans la cellule par des fenêtres traitées anti-re�et qui intro-
duisent des pertes. Celles-ci dégradent la �nesse de la cavité. Cette �nesse a été
évaluée expérimentalement à l'aide d'un faisceau auxiliaire (voir paragrapheC.2 du
chapitre 3), ce qui donne F0 ' 52. On peut ainsi estimer les pertes dues aux fenêtres
Afenêtres sur un aller retour de la cavité en utilisant la relation:

F0 = 2π/(T1 + Afenêtres) (2-1)

On trouve une absorptionAfenêtres = 1.8%. Pour un aller retour, le faisceau traverse
huit fois un traitement anti-re�et dont on évalue ainsi l'absorption à environ0.2%,
ce qui correspond à l'ordre de grandeur attendu. On déduit de ces résultats le taux
de ré�exion de la cavité à résonance à partir de la formule:

Rth
rés =

(T1 −Afenêtres)
2

(T1 + Afenêtres)2
' 0.46 (2-2)

Cette valeur est proche de la valeur expérimentale mesuréeRexp
rés = 0.47, ce qui valide

notre traitement. Il est à noter que ces mesures ont été faites après le nettoyage
des fenêtres. Ce nettoyage a été e�ectué lors du démontage et du réassemblage de
l'expérience à la suite d'une rupture du vide à l'intérieur de la cellule. En e�et, les
fenêtres s'étaient dégradées et présentaient une absorption totale d'environ3.5%.

A.3.2 Détection des résonances et asservissement
Pour observer les résonances de la cavité, on balaie sa longueur à l'aide de la cale

piézo-électrique montée sur le miroir arrière. On détecte alors l'intensité transmise
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avec une photodiode sensible. Avec les paramètres de la cavité, la transmission est
de l'ordre de 1.6%. L'intensité incidente sur la cavité étant typiquement de l'ordre de
quelques µW , la photodiode doit être capable de détecter quelques dizaines denW .
Le montage de cette photodiode est détaillé dans la thèse de Laurent Vernac [Ver-
nac01a]. Son temps de réponse a été estimé à environ 50µs.

Pour réaliser les expériences sur la mesure du bruit, il faut pouvoir contrôler l'état
stationnaire du système et donc asservir la longueur de la cavité. A�n de produire
un signal d'erreur, une tension continue de référence est soustraite au signal de
transmission du faisceau pompe. Cette méthode permet d'asservir la cavité sur le
�anc du pic de transmission.

Toutefois, les non-linéarités étant importantes, les pics de résonances sont for-
tement modi�és par rapport aux pics d'Airy correspondant aux résonances d'une
cavité vide. Les points de fonctionnement intéressants pour la réduction du bruit
quantique sont, de manière générale, situés au voisinage des points tournants du
système. En particulier, il est nécessaire de pouvoir asservir la cavité proche du
sommet du pic. L'asservissement devient alors instable. A�n de s'approcher le plus
possible ce point, une attention particulière a été portée à la stabilité mécanique de
la cavité [Coudreau97].

Pour asservir la cavité, on peut également penser à utiliser les pics de transmis-
sion d'un faisceau auxiliaire dont la non-linéarité est négligeable. Pour cela, il faut
désaccorder ce faisceau loin des transitions atomiques. Cette méthode a e�ective-
ment été développée et sera présentée dans le chapitre3.

A.3.3 Schéma expérimental
Le dispositif expérimental est présenté sur la �gure 2.6. Le laser Titane:Saphir

produit la source lumineuse pour le faisceau pompe et les faisceaux pièges. Le laser
repompeur est superposé aux faisceaux pièges et envoyé dans la cellule contenant le
césium. Le faisceau pompe polarisé linéairement interagit avec les atomes à l'inté-
rieur de la cavité optique. Sa puissance incidente est réglée grâce à la lame demi-onde
placée en amont du cube polariseur PBS1. Une faible partie du faisceau est trans-
mise par la cavité et sert, comme indiqué ci-dessus, à étudier ses résonances et
asservir sa longueur.

Le faisceau ré�échi est séparé du faisceau incident à l'aide d'une lame sépara-
trice. Son coe�cient de ré�exion doit être important a�n de minimiser les pertes
sur le faisceau ré�échi et ne pas dégrader les réductions de bruit observées. La lame
utilisée possède les caractéristiques suivantes:Rs = 0.9 pour la polarisation verticale
(suivant y) et Rp = 0.7 pour la polarisation horizontale (suivant x). Dans toute la
suite, nous allons étudier les �uctuations quantiques du mode vide de polarisation
orthogonale à celle du champ moyen. Ce mode doit être le moins atténué possible:
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Fig. 2.6 � Schéma de principe de la con�guration expérimentale.
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sa polarisation est donc choisie verticale pour qu'il soit bien ré�échi par la lame
séparatrice. C'est pourquoi nous considérerons dorénavant uniquement le cas où le
faisceau pompe est polarisé horizontalement.

Finalement le faisceau pompe est mélangé avec un oscillateur local a�n d'e�ectuer
une détection homodyne des �uctuations quantiques. Ce principe de mesure sera
détaillé au paragraphe C.1.

B Résonances de la cavité
Les résonances de la cavité sont fortement modi�ées du fait des non-linéarités

atomiques. Ainsi, pour une polarisation incidente circulaire, la cavité devient bis-
table à partir d'un certain seuil pour l'intensité (voir paragrapheB.3.2 du chapitre
1).

Lorsque la polarisation incidente est linéaire, le système est plus complexe et
nous observons notamment des instabilités de la polarisation. Ce phénomène, mis
en évidence précédemment avec des vapeurs atomiques de sodium au début des an-
nées 80 [Cecchi82,Hamilton83], est dû à la compétition des processus de pompage
optique entre les di�érents sous niveaux Zeeman du fondamental [Kitano81,Giaco-
bino85]. Nous présenterons dans cette section l'étude de ces résonances puis leur
interprétation.

B.1 bascule de polarisation
Lorsque la longueur de la cavité est balayée continûment, on observe les réso-

nances de la cavité à l'aide de l'intensité transmise par la cavité. Pour étudier les
instabilités de polarisation nous e�ectuons une analyse de polarisation du faisceau.
Cette analyse est réalisée à l'aide d'un cube polariseur, d'une lame quart d'onde
et de deux photodiodes (PhD 1 et PhD 2), comme illustré sur la �gure 2.7. Ces
photodiodes sont identiques à celle décrite au paragrapheA.3.2.

Pour e�ectuer une analyse de polarisation linéaire, on enlève la lame quart
d'onde. Dans ce cas si la polarisation reste linéaire alors le faisceau doit être to-
talement transmis par le cube et enregistré par la photodiode 1. Le signal vu par
la photodiode 2 est alors nul. La �gure (a) de la �gure 2.8 montre un enregistre-
ment typique pour une puissance incidentePin = 5 µW et une puissance des pièges
Ppièges = 1.2 mW . On balaie la cavité de la gauche vers la droite. Au départ la po-
larisation reste linéaire car le signal observé sur la voie2 est quasi-nul. Au point A,
on observe un saut de l'intensité intracavité. Cette brusque discontinuité apparaît
simultanément sur les deux voies et l'on constate que les intensitésV1 et V2 sont
maintenant presque égales. La pompe n'est donc plus polarisée horizontalement.
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Fig. 2.7 � Dispositif expérimental pour l'analyse de la polarisation transmise par la cavité.
Si la lame quart d'onde est enlevée, les photodiodesPhD 1 et PhD 2 mesurent
les intensités des modes polarisés horizontalement et verticalement. Si la lame
quart d'onde est tournée de 45◦, alors ces photodiodes mesurent les intensités
des modes polarisés circulairement.
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Fig. 2.8 � Courbe (a): analyse linéaire de la polarisation transmise en fonction de la lon-
gueur de la cavité. Courbe (b): analyse circulaire de la polarisation. La puissance
incidente du faisceau pompe vaut 5 µW et le nombre d'atomes est estimé à 5
106.
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A�n de déterminer la nature de la polarisation après cette discontinuité, on
e�ectue une analyse circulaire de la polarisation à l'aide d'une lame quart d'onde
tournée à 45◦ (�gure 2.7). Les photodiodes 1 et 2 mesurent alors les intensités des
composantes polarisées circulairement. Les courbes obtenues sont présentées sur la
partie (b) de la �gure 2.8.

Sur la partie gauche de la courbe, on constate que les intensités sur les voies1
et 2 sont peu di�érentes, ce qui est en accord avec le fait que la polarisation reste
quasiment linéaire. Par contre, il apparaît un seuil (point A) à partir duquel l'in-
tensité d'une composante circulaire de polarisation tend rapidement vers zéro; la
polarisation devenant très proche d'une circulaire.

Nous concluons de cette analyse qu'il existe un seuil à partir duquel la polari-
sation incidente, initialement linéaire, bascule vers une polarisation circulaire. Nous
allons voir maintenant comment l'allure générale de ces résonances peut être sim-
plement interprétée.

B.2 Interprétation phénoménologique
On s'intéresse ici à l'étude des courbes de résonance des composantes circulaires

σ+ et σ− (partie (b) de la �gure 2.8). D'une côté, les résonances de ces composantes
dépendent des déphasages atomiques qu'elles subissent à l'intérieur de la cavité.
Or ceux-ci sont directement liés à la répartition des populations entre les di�érents
sous-niveaux Zeeman du fondamental. D'un autre côté, cette répartition dépend
de l'intensité intracavité des composantes circulaires et donc de la position sur la
courbe de résonance. Le système est donc couplé de façon non-linéaire et,a priori,
complexe. C'est pourquoi l'étude théorique complète ne sera pas détaillée ici mais
présentée au chapitre 4.

Sans rentrer dans ces calculs, il est néanmoins possible d'interpréter qualitative-
ment l'allure générale de la résonance présentée sur la �gure2.8. A�n de simpli�er
au maximum l'analyse, nous supposons ici que la saturation du faisceau pompe est
assez faible pour pouvoir se placer dans le cadre de l'approximation du pompage
optique.

Pour �xer les idées, considérons le cas où la répartition des populations dans
les sous niveaux du fondamental est déterminée exclusivement par les processus de
pompage optique dus au champ pompe. En d'autres termes, cela revient à négliger
les processus de relaxation de l'orientation dans le fondamental (pompage optique
dû aux faisceaux pièges, relaxation due champ magnétique transverse, etc...) devant
le taux de pompage optique du faisceau pompe. Nous préciserons la validité de ces
hypothèses au paragraphe suivant.

Dans ces conditions, on peut calculer la répartition des populations dans le cas
où le faisceau pompe est polarisé linéairement. Si on essaie d'e�ectuer le calcul dans
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la base des sous niveaux Zeeman pour laquelle l'axe de quanti�cation coïncide avec
l'axe de propagation de la lumière, il faut tenir compte des cohérences créées par
le champ pompe entre ces di�érents sous niveaux. Il est beaucoup plus simple de
changer de base et d'utiliser comme axe de quanti�cation l'axe de polarisation du
faisceau incident (voir partie (a) de la �gure2.9). Dans cette base, la polarisation du
faisceau est une polarisation π. Si on néglige la saturation de la transition, le calcul
des populations stationnaires pi dans le niveau fondamental se réduit à la résolution
d'une équation de taux. Les résultats sont présentés sur la �gure2.9.

Le déphasage total est égal à la somme des déphasages pour chaque transition
6S1/2 F = 4, mi → 6P3/2 F ′ = 5, mi (caractérisée par le coe�cient de Clebsh-
Gordan cmi→mi

), pondérée par les populations pi:

φlin
at = Natg

2 ∆

γ2 + ∆2
(Σpic

2
mi→mi

) ' 0.52 φ0 (2-3)

où φ0 = Natg
2 ∆/(γ2 + ∆2) est le déphasage correspondant à une transition dont le

coe�cient de Clebsch-Gordan est égal à 1 (voir paragrapheB.3 du chapitre 1).

Revenons à l'étude des courbes de résonance des composantes circulairesσ+ et
σ−. Lorsque la polarisation est linéaire, les déphasages atomiques associés à ces
composantes sont égaux et valent φlin

at :

φlin
σ+

= φlin
σ+

= φlin
at (2-4)

En négligeant tout phénomène de saturation, les pics de résonance de ces compo-
santes sont identiques et correspondent à des pics d'Airy centrés autour de la valeur
φlin

at (voir �gure 2.10).
Supposons maintenant que la polarisation ait basculé à l'intérieur de la cavité:

une composante circulaire devient dominante. Les processus de pompage optique
modi�ent alors la répartition des populations entre les sous niveaux et donc le dé-
phasage atomique. Dans la suite, on notera φcirc

at le déphasage atomique pour cette
composante.

Pour étudier cette situation, il est préférable de choisir l'axe de propagation du
faisceau comme axe de quanti�cation (voir partie (b) de la �gure2.9). Supposons
que la composante dominante soit la composanteσ+; par e�et de pompage optique,
la plupart des atomes se trouvent dans le niveau 6S1/2 F = 4, mz = +4. Ce mode
interagit essentiellement avec la transitionmz = 4 → m′

z = 5 dont le coe�cient de
Clebsch-Gordan est égal à 1. En utilisant une relation similaire à la relation2-3 dans
cette base de quanti�cation, on montre aisément que son déphasage, notéφcirc

σ+
, est

approximativement égal à :

φcirc
σ+

≡ φcirc
at ' φ0 ' 2 φlin

at (2-5)
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Fig. 2.10 � Interprétation des courbes de résonance pour les composantes circulairesσ+ et
σ−. Lorsque la polarisation est linéaire, les résonances de ces deux composantes
sont confondues et correspondent au pic d'Airy centré surφlin

at . Toutefois cette
polarisation linéaire n'est pas stable dans un certain domaine du désaccord de
la cavité (trait pointillé), ce qui correspond typiquement à φcav ≥ φlin

at sur la
�gure. Dans ce domaine, la polarisation devient elliptique. Les processus de
pompage optique dus à la composante circulaire dominante, par exempleσ+,
modi�ent la répartition des populations entre les di�érents sous niveaux Zee-
man du fondamental (voir détails dans le texte). Ainsi cette composante "voit"
maintenant tous les atomes et son déphasage atomique vaut alors φ0. C'est
pourquoi la résonance de cette composante tend vers le pic d'Airy centré enφ0

(tiret). Inversement la composante circulaire σ− ne "voit" plus les atomes et
son déphasage atomique devient négligeable par rapport à la largeur de la cavité.
Ainsi elle tend rapidement vers le pic d'Airy centré en 0 (tiret) qui se trouve
hors de résonance dans ce domaine du désaccord de la cavité.
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Son pic de résonance doit donc se rapprocher du pic d'Airy centré enφ0 ' 2φlin
at . En

pratique le pompage optique dépend de l'intensité, c'est pourquoi cette approxima-
tion sera d'autant plus pertinente que l'intensité intracavité est élevée. Cet e�et est
visible sur la �gure 2.10 où l'on a représenté à la fois la résonance de la composante
σ+ et le pic d'Airy centré en φ0.

Pour la composante σ− la situation est complètement di�érente. Les atomes se
trouvant dans le niveaumz = +4, elle interagit avec la transitionmz = 4 → m′

z = 3
dont le coe�cient de Clebsch-Gordan vaut1/

√
45 (voir �gure 2.9). Dans ce cas, son

déphasage atomique est très faible :

φcirc
σ− ' 1/45φ0 ' 0 (2-6)

Cette composante se comporte alors comme si la cavité était vide, la solution étant
un pic d'Airy centré en 0. Il est clair sur la �gure2.10 que ce pic est loin de résonance
dans le domaine où la polarisation a basculée: l'intensité tombe donc rapidement à
zéro.

Cette analyse permet d'interpréter simplement la forme des courbes de résonance:
lorsque la polarisation bascule, la composante dominante retrouve la résonance de la
cavité tandis que l'autre composante est rejetée hors de résonance. Toutefois, nous
n'avons pas décrit ici les causes de ce basculement, cette étude étant détaillée au
chapitre 4. Nous montrerons, en particulier, comment ce phénomène s'explique par
l'e�et de "rotation auto-induite" exercé par le milieu atomique sur la polarisation du
faisceau [Rochester01,Matsko02a]. En particulier, nous interpréterons cette bascule
comme un seuil d'oscillation laser pour le mode vide orthogonal.

B.3 Dépendance en fonction de l'intensité
B.3.1 Paramètres de saturation - Ordres de grandeur
De façon évidente, le système physique étudié ici est beaucoup plus complexe.

En e�et les processus de pompage optique dépendent de l'intensité de tous les lasers
avec lesquels les atomes interagissent. Les déphasages atomiques dépendent de la ré-
partition des populations entre les di�érents sous niveaux Zeeman et donc également
de ces intensités.

Comme nous l'avons vu, les di�érents faisceaux présents dans notre expérience
sont: le faisceau pompe, les faisceaux pièges et le faisceau repompeur (voir �gure2.4).
A�n de déterminer quel est le processus de pompage dominant, il faut estimer les
di�érents taux de pompage optiqueγi

p qui sont reliés aux paramètres de saturationsi

par la relation γi
p = γsi. Le paramètre de saturation est dé�ni à partir de l'intensité

par:
si =

I

Isat

1

1 + (∆i/γ)2
(2-7)
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avec Isat = 1.05 mW/cm2 et ∆i le désaccord du faisceau avec la transition atomique.
Pour le repompeur, on estime le taux de pompage optique à srepompeur = 0.007

[Lambrecht t4] et ce processus sera négligé dans la suite. Ainsi, seul le taux de
pompage optique dû aux faisceaux pièges est en compétition avec celui du champ
pompe. La surface des faisceaux pièges étant d'environSpièges = 0.5 cm2 et le désac-
cord ∆pièges ' 7 MHz ' 3γ, on obtient spièges ' 0.2 pour 1 mW de puissance
totale. Le taux de pompage optique des pièges n'est donc pas du tout négligeable.

A�n d'estimer l'ordre de grandeur de la saturation du faisceau pompe, on calcule
le paramètre de saturation à résonance en négligeant l'absorption due aux atomes.
Dans ce cas l'intensité intracavité maximale est donnée par la relation:

Pmax =
4T1

(T1 + Afenêtres)2
Pin =

T1F
2

π2
Pin (2-8)

où l'on a utilisé la relation 2-1. Le waist du mode de la cavité vautw0 = 260 µm et
nous prendrons comme section faisceau la surface moyenneS = πw2

0/2 = 0.1 mm2

(voir paragraphe B.3.3 du chapitre 1). A partir de l'intensité incidente, on peut ainsi
déterminer le paramètre de saturation intracavité à résonance:

smax
pompe =

Pmax/S

I lin
sat

1

1 + (∆pompe/γ)2
(2-9)

En toute rigueur, il faudrait calculer l'intensité de saturationI lin
sat lorsque la po-

larisation est linéaire pour la transition 6S1/2 F = 4 → 6P3/2 F ′ = 5. Nous n'avons
pas e�ectué ce calcul. Néanmoins, nous verrons au chapitre4 que, dans le cas d'une
transition J = 1/2 → J ′ = 1/2, cette intensité de saturation I lin

sat est multipliée
par 2 par rapport à sa valeur en polarisation circulaire Isat. En e�et, ce sont les
composantes circulaires qui saturent les transitions optiques et elles ont une inten-
sité moitié par rapport à l'intensité totale du faisceau. A�n de donner un ordre de
grandeur nous nous référerons à cet exemple: c'est pourquoi nous poserons par la
suite I lin

sat = 2Isat = 2.1 mW/cm2. Ainsi l'expression du paramètre de saturation est
�nalement donnée par:

smax
pompe =

Pmax/S

2Isat

1

1 + (∆pompe/γ)2
(2-10)

Pour une puissance incidente de Pin = 1 µW et un désaccord ∆pompe = 45 MHz '
17γ, le paramètre de saturation du faisceau pompe vautsmax

pompe = 0.044.
Cependant cette valeur smax

pompe = 0.044 (pour une puissance incidente de 1 µW )
est surestimée car on n'a pas pris en compte l'absorption atomique. Expérimenta-
lement, on peut déterminer plus précisément la valeur du paramètre de saturation
intracavité du champ pompe en utilisant la tension de sortie délivrée par la photo-
diode PhD1 placée en transmission de la cavité (voir �gure2.7). Elle est directement
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proportionnelle à l'intensité intracavité. Pour une puissance incidente donnée, les re-
lations 2-8 et 2-9 nous donnent la valeur de la saturation à résonance pour une cavité
sans atomes; on relie cette valeur à la tension mesuré par la photodiode correspon-
dant au sommet du pic d'Airy de la cavité vide. Cette calibration nous permet ainsi
d'évaluer la saturation du faisceau pompe en présence d'atomes et ce pour un désac-
cord de la cavité quelconque. Nous nous servirons de cette calibration au paragraphe
B.3.3 pour estimer le nombre d'atomesNat.

Un mode de fonctionnement typique de l'expérience correspond à une puissance
de pièges de l'ordre de 1 mW . Dans ce cas, les phénomènes de pompage optique
de la pompe et des faisceaux pièges s'équilibrent pour une puissance incidente de
la pompe de l'ordre de quelques µW (spièges ' smax

pompe ' 0.2 pour Pin ' 5 µW ).
Or cette valeur correspond à l'ordre de grandeur de l'intensité incidente pour nos
paramètres expérimentaux; le pompage optique dû aux faisceaux pièges joue donc
un rôle important. Nous verrons ces e�ets sur les courbes de résonance que nous
allons maintenant étudier plus en détails.

B.3.2 Evolution des courbes de résonance

Nous présentons ici l'étude des courbes de résonance en fonction de l'intensité.
Cette série d'enregistrements a été réalisée avec une puissance des faisceaux pièges
constante égale à 1.2 mW . Dans ces conditions, nous pouvons évaluer le nombre
d'atomes interagissant avec le faisceau pompe à environNat = 5 106. La méthode
de mesure de ce nombre d'atomes sera explicitée au prochain paragraphe.

Si l'intensité du faisceau pompe est faible, on s'attend à ce que l'état station-
naire soit déterminé par les mécanismes du piège magnéto-optique. Or il existe des
asymétries dans le système comme un léger déséquilibre des puissances entre les
di�érents faisceaux pièges, l'inhomogénéïté du champ magnétique de piégeage (qui
joue un rôle d'autant plus important qu'on s'éloigne du centre géométrique des bo-
bines anti-Hemholtz) ou encore les e�ets dus à des champs magnétiques parasites
(par exemple ceux produits par l'aimant de la pompe ionique avant que l'on ne place
un blindage magnétique). Ces asymétries se répercutent sur la répartition des popu-
lations et le nuage atomique présente ainsi une biréfringence circulaire intrinsèque.
Celle-ci a pour e�et de décaler les résonances des deux composantes circulaires l'une
par rapport à l'autre.

On observe e�ectivement ce décalage sur la �gure 1(b) de la �gure2.11, corres-
pondant à une analyse circulaire de la polarisation. Cet enregistrement correspond
à une puissance de pompe très faible (environ400 nW ) et son paramètre de satura-
tion (smax

pompe ' 0.02) est très petit devant spièges ' 0.25. Comme nous l'avons évoqué
ci dessus, le phénomène de basculement de la polarisation est due à la compétition
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des processus de pompage optique entre les di�érents sous niveaux Zeeman. Pour
de faibles puissances incidentes, ces e�ets de pompage optique sont négligeables et
ce basculement ne peut avoir lieu. Les pics de résonances des deux composantes
circulaires correspondent alors à des pics d'Airy simplement décalés du fait de la bi-
réfringence du nuage de césium. C'est pourquoi la polarisation ne reste pas linéaire
dans la cavité, même à faible puissance (voir courbe (a) de la �gure2.11).

Lorsqu'on augmente continûment l'intensité de la pompe, nous retrouvons le bas-
culement de la polarisation décrit au paragraphe B.1. Il est repéré par le point A
sur les courbes 2(a) et 2(b). La composante circulaire dominante correspond à celle
enregistrée par la voie 1 (voir �gure2.7). Nous n'avons pas déterminé les axes lent et
rapide de la lame quart d'onde et nous ne pouvons savoir s'il s'agit d'une polarisa-
tion σ+ ou σ−. Néanmoins, nous observons que la polarisation bascule toujours sur
cette composante. Cette brisure de symétrie entre les deux polarisations circulaires
est attribuée aux asymétries intrinsèques du système évoquées ci-dessus.

Pour une intensité incidente de quelques µW (typiquement supérieures à 3-4
µW ), il apparaît des non-linéarités dues au pompage optique. Lorsque la pola-
risation bascule, la composante circulaire pompe les atomes dans le sous-niveau
6S1/2F = 4, m = +4 (voir �gure 2.9). Comme les coe�cients de Clebsch-Gordan
augmentent avec la valeur du nombre quantiquemF des sous-niveaux Zeeman, le dé-
phasage de la composante circulaire dominanteφcirc

σ+
croît avec l'e�cacité du proces-

sus de pompage [Lambrecht95]. Le déphasage dépend donc de l'intensité intracavité
et il apparaît un phénomène de bistabilité (point B) pour la composante circulaire
dominante. Inversement, les coe�cients de Clebsch-Gordan diminuent pour la com-
posante circulaire σ− lors du pompage optique. Son déphasage diminue donc avec
l'intensité et il apparaît également un �anc raide sur son pic résonance.
Ces phénomènes sont illustrés sur les courbes 3(a) et 3(b) de la �gure2.11 pour une
puissance incidente de 5 µW .

On continue à augmenter la puissance de la pompe. Les processus de pompage
optique de la pompe commence alors à dominer ceux des faisceaux pièges. Avant le
seuil de bascule de polarisation, la pompe polarisée linéairement va tendre à symétri-
ser la répartition des populations des di�érents sous niveaux et et donc à diminuer
la biréfringence circulaire du piège (courbes 4(b) et 5(b)). En e�et, la di�érence
d'intensité entre les deux composantes circulaire avant la bascule est plus faible.
En outre, lorsque la polarisation devient circulaire, le pompage optique commence
à saturer: les atomes sont de mieux en mieux pompés dans le niveaumF = +4, le
déphasage de l'onde σ+ augmente par rapport au déphasage linéaire φlin

at et tend
alors vers sa valeur limite:

φcirc
σ+ → φ0 ' 2φlin

at . (2-11)
Pour des puissances incidentes supérieures à une dizaine de µW , il faut tenir

compte d'un nouveau type de non-linéarité: le déphasage atomique décroît en fonc-
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Fig. 2.11 � Evolution des courbes de résonance en fonction de l'intensité. Les courbes (a) et
(b) correspondent à une analyse linéaire et circulaire respectivement. La puis-
sance des pièges vaut Ppièges = 1.2 mW et le paramètre de saturation est
spièges = 0.25. Courbes 1): Pin = 0.4 µW , smax

pompe ' 0.02 ; 2): Pin = 1.9 µW ,
smax
pompe ' 0.08; 3): Pin = 5 µW , smax

pompe ' 0.22; 4): Pin = 8.5 µW ,
smax
pompe ' 0.37; 5): Pin = 13 µW , smax

pompe ' 0.57.
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Fig. 2.12 � Courbes de résonance en fonction du sens de balayage: de droite à gauche pour
les courbes (a) et (b), et de gauche à droite pour les courbes (c) et (d). Les
courbes (a) et (c) ((b) et (d)) représentent l'analyse linéaire (circulaire) de
polarisation. La puissance des pièges est Ppièges = 1.2 mW et la puissance
incidente du faisceau pompe vaut 17 µW .

tion de l'intensité à cause de la saturation de la transition optique. Contrairement à
la non linéarité de pompage optique qui ne joue un rôle que lorsque la polarisation
est circulaire, celle-ci se manifeste aussi bien dans les deux régimes de polarisations:
linéaire ou circulaire. On observe e�ectivement que les �ancs des pics de résonance
deviennent de plus en plus raides (voir courbes 5).

Finalement, si la puissance dépasse 15µW , on constate que l'allure des courbes
est fortement modi�ée (voir �gure 2.12). On observe une forte variation des courbes
en fonction du sens de balayage de la cavité. En e�et, la pompe pousse les atomes
hors du pièges, ce qui introduit une autre source de non-linéarité.

A�n de compléter l'étude des phénomènes intervenant pour des intensités élevées,
il faut augmenter la puissance des pièges. Nous avons donc réalisé une nouvelle série
d'enregistrements pour une puissance de pièges de10 mW et un nombre d'atomes de
l'ordre de 3 107. La �gure 2.13 présente les résonances pour di�érentes puissances in-
cidentes Pin = 7; 14; 21; 28 et 42 µW . On remarque qu'il existe un écart important
entre les intensités des composantes circulaires dans le domaine où la polarisation
est censée être quasiment linéaire (avant le point A). Nous avons attribué ce phé-
nomène à la forte biréfringence circulaire du milieu atomique dans cette situation.
Celle-ci diminue lorsqu'on augmente l'intensité, en accord avec les processus évoqués
ci-dessus: le pompage optique dû à la pompe tend à symétriser les populations des
sous niveaux Zeeman.
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Fig. 2.13 � Evolution des courbes de résonance en fonction de l'intensité. Les courbes (a)
et (b) représentent l'analyse linéaire et circulaire respectivement. La puissance
des pièges vaut Ppièges = 10 mW et le paramètre de saturation est spièges ' 2.
Courbes 1): Pin = 7 µW , smax

pompe ' 0.3 ; 2): Pin = 14 µW , smax
pompe = 0.6; 3):

Pin = 21 µW , smax
pompe = 0.9; 4): Pin = 28 µW , smax

pompe = 1.2; 5): Pin = 42 µW ,
smax
pompe = 0.35.
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Fig. 2.14 � Notations utilisées pour la mesure du nombre d'atomes. Nous avons représenté
ici l'allure typique de la résonance de la composante circulaire dominante pour
la cavité vide ou contenant des atomes.

Les e�ets de saturation de la transition optique apparaissent à partir de14 µW
et ne sont plus masqués par la diminution du nombre d'atomes. Ces phénomènes de
saturation se manifestent par l'apparition d'un �anc raide sur les pics de résonance,
et ce aussi bien sur la partie linéaire (point C) que circulaire (point D). Dans le do-
maine où la polarisation est circulaire, les non-linéarités dues au pompage optique
et à la saturation s'opposent: dans le premier cas le déphasage augmente avec l'in-
tensité tandis que la saturation de la transition optique tend à le diminuer. Pour des
puissances incidentes importantes (voir courbes 5 de la �gure2.13), on observe alors
les instabilités précédemment étudiées durant la thèse d'Astrid Lambrecht [Lam-
brecht95].

B.3.3 Mesure du nombre d'atomes

Pour mesurer le nombre d'atomes, trois techniques ont été utilisées lors des tra-
vaux précédents. La mesure de la �uorescence des pièges conduit au nombre total
d'atomes dans le piège et non au nombre d'atomes interagissant e�ectivement avec
le faisceau pompe. Pour avoir accès à ce nombre d'atomes, on peut mesurer l'ab-
sorption de la pompe par le milieu ou bien le déplacement des résonances dû au
déphasage atomique.

A l'aide des courbes de résonance, l'absorption peut être estimée par deux mé-
thodes di�érentes: en utilisant les maxima de transmission de la pompe polarisée
linéairement T lin

at ou circulairement T circ
at que l'on compare à celui de la cavité vide

T0 (voir �gure 2.14). En e�et, la transmission de la cavité contenant des atomes est
donnée par:

Tat

T0

=
4T1

(T1 + Afenêtres + Aat)
(2-12)
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En utilisant l'équation 2-1, la valeur de l'absorption s'écrit simplement:

Alin
at =

2π

F0

(

√
T0

T lin
at

− 1) et Acirc
at =

2π

F0

(

√
T0

2T circ
at

− 1) (2-13)

A partir de ces deux expressions de l'absorption en intensité, nous pouvons éva-
luer de deux façons le nombre d'atomes à partir de la relation1-43:

N lin
at = Alin

at

γ

2g2
lin

(1 + (∆pompe/γ)2)(1 + slin
pompe) (2-14)

N circ
at = Acirc

at

γ

2g2
circ

(1 + (∆pompe/γ)2)(1 + scirc
pompe) (2-15)

Ces formules reposent sur des hypothèses simpli�catrices. D'une part, nous avons
supposé que les pics de résonance atteignent leur valeur maximale avant la bascule
de polarisation pour pouvoir appliquer la relation 2-12. D'autre part le coe�cient
de Clebsch-Gordan moyen vu par les atomes, lorsque la polarisation est circulaire,
dépend de l'intensité à cause des processus de pompage optique, i.e.g2

circ ≡ g2
circ(I).

Pour résoudre ce problème, on suppose le pompage optique saturé (cf partieB.2)
et on prend g2

circ ' g2 = 4.24Hz. Cette hypothèse se justi�e pour des puissances
incidentes du faisceau pompe supérieures à une dizaine deµW .

Lorsque la pompe est polarisée linéairement, nous avons vu que le coe�cient de
couplage moyen valait g2

lin ' 0.5g2. En�n pour tenir compte de la saturation de
l'intensité intracavité intervenant dans les relations 2-14 et 2-15, nous avons utilisé
la calibration des photodiodes PhD1 et PhD2 décrite dans le paragraphe B.3.1.

Ces deux méthodes nous donnent donc deux estimations du nombre d'atomes,
N lin

at et N circ
at , interagissant avec la pompe. Les résultats sont présentés sur la �-

gure 2.15 pour di�érentes séries réalisées avec des puissances de pièges di�érentes.
La �gure (a) correspond aux mesures exposées dans le paragraphe précédent (voir
�gure 2.11). Ces deux types de mesure donnent le même ordre de grandeur mais ne
coïncident pas. On peut expliquer ce désaccord par le fait que le pic de transmission
linéaire bascule avant d'avoir atteint son maximum: l'absorption du milieuAlin

at est
ainsi surestimée.

A�n de valider cette hypothèse, on détermine le nombre d'atomes suivant une
troisième méthode reposant sur une mesure des déphasages. Pour cela nous utilisons
la di�érence ∆φat entre les déphasages atomiques correspondant à la polarisation
linéaire φlin

at et circulaire φcirc
at (voir �gure 2.14). On utilise à nouveau l'hypothèse de

pompage optique saturé pour relier ce déphasage au nombre d'atomes:

∆φat = φcirc
at − φlin

at ' φ0 − 0.52φ0 ' 0.5φ0 (2-16)

avec φ0 =
Ndéphasage

at g2

γ

1

1 + (∆pompe/γ)2

1

1 + scirc
pompe

(2-17)
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Fig. 2.15 � Mesure du nombre d'atomes pour deux puissances de pièges distinctes. Figure
(a): Ppièges = 1.2 mW . Figure (b): Ppièges = 2.5 mW . Les valeurs N lin

at et N circ
at

sont estimées en mesurant l'absorption dans le cas où la polarisation est linéaire
et lorsque elle est devenue circulaire respectivement. La valeurNdéphasage

at est
reliée à la mesure du déphasage ∆φat entre les pics de résonance linéaire et
circulaire.
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Pour mesurer ce déphasage ∆φat, on normalise l'écart mesuré entre les deux pics à
l'aide de la largeur de la cavité à mi-hauteur∆φcav = 2π/F0. Le nombre d'atomes
calculé de cette façon Ndéphasage

at est comparé avec les valeurs N lin
at et N circ

at sur la
�gure 2.15. On obtient un bon accord entre les valeurs estimées de deux manières
di�érentes lorsque la polarisation est circulaire. En e�et,N circ

at et Ndéphasage
at tendent

vers la même limite lorsque l'intensité de la pompe augmente et que le pompage
optique sature. Nous en concluons que cette limite donne la meilleure estimation du
nombre d'atomes qui est bien de l'ordre de 106-107.

Les expériences suivantes ont été réalisées avec une analyse en polarisation li-
néaire à la sortie de la cavité. A�n d'optimiser le recouvrement entre le nuage ato-
mique et le mode de la cavité, nous maximisons l'absorption du faisceau dans la
cavité et donc minimisons la hauteur du pic de transmission en linéaire, i.e.T lin

at . Le
rapport T lin

at /T0 nous sert donc à évaluer l'interaction. D'après l'analyse que nous
venons de présenter, on ne peut utiliser cette valeur directement pour estimer le
nombre d'atomes. Néanmoins elle donne le bon ordre de grandeur à un facteur 2
près pour des puissances de l'ordre de quelquesµW (voir �gure 2.15).

Nous venons donc de présenter une étude détaillée des courbes de résonance de
la cavité. Celle-ci nous a permis d'introduire les di�érents phénomènes physiques
intervenant dans l'expérience. La suite de ce chapitre sera maintenant consacrée à
l'étude de la réduction du bruit dans un tel système.

C Réduction du bruit
La réduction du bruit sous la limite quantique standard a été observée expéri-

mentalement pour la première fois avec des atomes froids en cavité lors du travail
de Thèse d'Astrid Lambrecht en 1995 [Lambrecht96a]. Elle a été obtenue dans le
cas où la pompe incidente est polarisée circulairement. Grâce aux e�ets de pompage
optique, on peut alors considérer le milieu atomique comme un ensemble d'atomes à
deux niveaux. Deux con�gurations expérimentales ont été envisagées; la mesure du
bruit quantique s'e�ectuant alors que les faisceaux pièges sont coupés ou non. Dans
ce dernier cas, le mode opératoire est simpli�é mais il faut tenir compte du bruit
ajouté par la présence des faisceaux pièges: cette étude a été réalisée par Thomas
Coudreau et Antonio Zelaquett-Khoury [Khoury98].

Nous allons maintenant présenter le dispositif de détection homodyne qui nous
permet de mesurer le bruit quantique de la lumière et les résultats obtenus sur
la réduction du bruit quantique de deux modes du champ lorsque la polarisation
incidente est linéaire. Cette étude a été commencée par L. Vernac à la �n de son
travail de thèse.

Dans toute cette partie, les expériences ont été e�ectuées en présence des fais-
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Fig. 2.16 � Schéma de principe de la détection homodyne.

ceaux pièges. La cavité est asservie sur un point de fonctionnement où la polarisation
reste linéaire. Dans la dernière section nous exposerons les résultats obtenus lorsque
la polarisation est devenue circulaire à l'intérieur de la cavité, à l'issue du phénomène
de bascule déjà décrit.

C.1 Détection homodyne
C.1.1 Principe
Bien que le principe de la détection homodyne soit maintenant bien connu, nous

allons détailler le processus de mesure a�n de poser les dé�nitions qui nous serviront
par la suite. Cette détection permet de mesurer les �uctuations de toutes les qua-
dratures d'un faisceau lumineux en le faisant interférer avec un faisceau lumineux
intense, appelé "oscillateur local" (noté AOL). L'interféromètre est du type Mach-
Zehnder. Une cale piézo-électrique permet de faire varier le chemin parcouru par
l'oscillateur local et donc son déphasage par rapport au champ dont on veut mesu-
rer le bruit, que nous noterons AM . Après avoir été séparés par une lame, les deux
faisceaux sont recombinés sur un cube polariseur avec des polarisations orthogonales
(voir �gure 2.16).

Ils passent alors à travers une lame demi-onde dont les axes sont tournés de
+22.5◦ par rapport aux directions horizontale et verticale. A la sortie de cette lame,
les modes AA et AB sont séparés par un cube polariseur et envoyés vers les deux
photodiodes PhD A et PhD B. Ces deux modes sont des combinaisons des modes
AOL et AM (voir appendice A):

AA =
±1√

2
(AM + AOL) (2-18)

AB =
±1√

2
(AM − AOL) (2-19)
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Fig. 2.17 � Principe de la mesure du bruit des quadratures dans le diagramme de Fresnel.

Les signes ± dans ces expressions tiennent compte du fait que nous ne savons pas
quel est l'axe rapide de la lame. Les expressions des photocourants sont donnés par
iA ∝ A†

AAA et iB ∝ A†
BAB. Le signal de la détection homodyne est alors obtenu en

e�ectuant la di�érence de ces photocourants. Un rapide calcul donne:

idh = iA − iB ∝ ε(A†
MAOL + AMA†

OL). (2-20)

Dans tout ce manuscrit, nous considérons des champs dont les �uctuations quan-
tiques sont assez faibles pour qu'on puisse les décomposer en leur valeur moyenne
et leurs �uctuations.

AM = 〈AM〉+ δAM et AOL = 〈AOL〉+ δAOl (2-21)

Les �uctuations du photocourant idh s'expriment donc comme la somme de deux
termes:

δidh ∝ (〈AOL〉δA†
M + 〈AOL〉∗δAM) + (〈AM〉δA†

OL + 〈AM〉∗δAOL) (2-22)

Comme l'oscillateur local est beaucoup plus intense (∼ 10 mW ) que le signal
mesuré (quelques µW ), alors |〈AOL〉| À |〈AM〉| et on peut négliger le second terme
dans l'expression précédente. Les �uctuations du signal de la détection homodyne
sont donc proportionnelles à celles de la quadrature du champXM(θOL) tournée
de l'angle θOL dans le repère de Fresnel (voir �gure 2.17), où θOL est la phase de
l'oscillateur local par rapport à une référence de temps arbitraire (〈AOL〉 = αOLeiθOl):

δidh ∝ αOL(δA†
MeiθOL + δAMe−iθOL) = αOL XM(θOL) (2-23)
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En balayant la phase de l'oscillateur local à l'aide de la cale piézo-électriquePZT ,
nous pouvons ainsi mesurer le bruit de toutes les quadratures du champ. Pour cela,
on envoie le signal dans un analyseur de spectre fonctionnant à la fréquence d'analyse
Ω avec une résolution en fréquence δf . A la sortie de cet analyseur, nous obtenons
la variance ∆2(idh)F du bruit du courant (idh)F obtenu à partir de idh après �ltrage
par un �ltre en créneau F de bande passante en fréquence δf et centré en Ω. Cette
variance est proportionnelle à la densité spectrale de bruit des quadratures du champ
(voir paragraphe A.5.4 du chapitre 1):

∆2(idh)F = 2δfSidh
(Ω) ∝ α2

OLSXM (θ)(Ω) (2-24)

Les courbes de bruit sont ensuite normalisées au bruit quantique standardSibqs
,

donné par la détection des �uctuations du vide dans les mêmes conditions:Sibqs
∝

α2
OLSXvide

= α2
OL. Cette normalisation nous permet de mesurer, au �nal, la densité

spectrale de bruit des quadratures:

SXM (θ)(Ω) =
Sidh

Sibqs

(Ω) (2-25)

En pratique, il faut tenir compte du bruit électroniqueSibel
(Ω). Celui-ci s'ajoute

au bruit mesuré car ils sont complètement décorrélés. On soustrait donc ce bruit
pour obtenir �nalement la densité spectrale de bruit du faisceauAM :

SXM (θ)(Ω) =
Sidh

− Sibel

Sibqs
− Sibel

(Ω) (2-26)

C.1.2 Mise en oeuvre expérimentale
Les deux photodiodes PhDA et PhDB utilisées sont des photodiodes EG&G

FND 100 qui ont une grande e�cacité quantique (∼ 90%) à 852 nm. Le montage
électronique d'ampli�cation a été mis au point par Antoine Heidmann. Il permet
d'obtenir d'une part la partie basse fréquence du signal d'interférence (Ω < 10 kHz)
et d'autre part sa partie haute fréquence sur une plage allant de1.5 MHz à envi-
ron 30 MHz. Pour la détection, il faut que ces photodiodes soient équilibrées a�n
d'éviter les erreurs dans la soustraction des deux photocourantsiA et iB. Cet équili-
brage doit être également réalisé sur la partie basse fréquence a�n de pouvoir régler
précisément la lame demi-onde de manière à envoyer la même puissance lumineuse
sur les deux photodiodes PhDA et PhDB.

La di�érence des deux photocourants iA et iB est assurée pour la partie haute
fréquence par un composant Minicircuits ZSCJ-2-1. A la sortie, le signal obtenu est
ampli�é par un ampli�cateur commercial faible bruit (Minicircuits ZHL 1D) qui a
un gain de 20 dB.
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Fig. 2.18 � Evolution du bruit quantique standard à la fréquence de 4MHz en fonction de
la puissance de l'oscillateur local.

Plus on augmente la puissance de l'oscillateur meilleur est le rapport signal sur
bruit de la détection. Cependant il faut veiller à ne pas saturer la partie haute
fréquence du signal. On véri�e donc que la valeur du bruit quantique standard dé-
pend bien linéairement de l'intensité comme le montre la �gure2.18. Par la suite, la
puissance de l'oscillateur local est �xée à 6 mW sur chaque photodiode, ce qui cor-
respond à une puissance totale de 12 mW . Dans ces conditions, le bruit quantique
standard est supérieur d'environ 10 dB au bruit électronique.

A�n de limiter les pertes lors de la détection, il faut optimiser le recouvrement
spatial entre le faisceau à mesurer AM et l'oscillateur local. Pour le contrôler, on
utilise la partie basse fréquence du signal d'interférence enregistré par la photodiode
PhDA et on compare la valeur de l'amplitude de l'oscillation de ce signal à la valeur
qu'il prendrait pour un recouvrement parfait. Pour cela, on balaye le déphasageθhd

entre l'oscillateur local et le faisceau mesuré à l'aide d'un générateur basse fréquence.
On note VOL, VM et Vosc les valeurs des tensions mesurées à l'oscilloscope pour
l'intensité de l'oscillateur local, l'intensité du faisceau mesuré et l'amplitude des
oscillations crête à crête. La qualité du recouvrement est caractérisé par le paramètre
η qui vaut:

η =
Vosc

4
√

VOLVM

(2-27)

Pour un recouvrement parfait η vaut 1, et la mesure de η selon la formule ci-
dessus donne une valeur typique de η = 0.95.

C.2 Observation de deux modes comprimés
Nous présentons ici l'observation d'une réduction de bruit sous la limite quan-

tique standard pour les deux modes du champ polarisés linéairementAx et Ay. La
pompe est dans ce cas polarisée linéairement suivant l'axe horizontalx et on as-
servit la cavité à l'aide du signal de transmission selon la méthode décrite dans le
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successivement le bruit des modesx (champ moyen) et y (mode vide orthogonal)
en tournant la lame demi-onde (λ/2)pola.
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(a)

(b)

Fig. 2.20 � Réduction du bruit pour deux modes du champ. Courbe (a): bruit normalisé
du mode vide Ay pour une fréquence d'analyse de 3 MHz. On observe une
réduction de bruit de 13%. Courbe (b): bruit normalisé du champ moyenAx à
la fréquence de 6 MHz. La réduction de bruit est estimée à 4%.

paragraphe A.3.2. Le point de fonctionnement est choisi dans le domaine où la po-
larisation reste linéaire. Le mode Ay a donc une valeur moyenne nulle et le champ
reste polarisé suivant l'axe x à la sortie de la cavité.

A�n de mesurer les �uctuations quantiques de ces deux modes du champ, on
place une lame demi-onde (λ/2)pola sur le chemin du faisceau pompe avant de le
recombiner avec l'oscillateur local (voir �gure2.19). On peut ainsi envoyer alternati-
vement les deux modes vers la détection homodyne selon l'orientation de cette lame.

Nous avons fait remarquer lors de l'étude des résonances de la cavité, que la
polarisation ne reste jamais complètement linéaire du fait de la biréfringence intrin-
sèque du nuage atomique. Avant que le phénomène de bascule de la polarisation
n'intervienne, la polarisation du faisceau sortant a donc légèrement tourné. On cor-
rige alors cette rotation à l'aide de la lame (λ/2)pola a�n d'envoyer, e�ectivement,
le champ moyen et le mode vide orthogonal vers le dispositif de détection homodyne.

Les spectres de bruit dépendent bien sûr de la fréquence d'analyse, de la puis-
sance incidente, du point de fonctionnement de la cavité et du nombre d'atomes.
Leur évolution en fonction de ces paramètres sera étudiée dans les paragraphes sui-
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vants. Nous présentons ici l'allure typique des courbes de réduction de bruit. La
�gure 2.20 montre les résultats obtenus pour ces deux modes lorsque la puissance
incidente de la pompe vaut 7 µW et pour une puissance des faisceaux pièges de
l'ordre de 1 mW . On a obtenu une réduction de bruit de l'ordre de 13% pour le
mode Ay et de 3% pour le champ moyenAx. Il est clair sur la �gure 2.21 que l'on ne
peut donner très précisément la valeur de la réduction de bruit pour ces deux modes.
Nous estimons que la marge d'erreur est d'environ±2%. Par la suite, cette marge
d'erreur sera implicite pour toutes les mesures de bruit présentées dans ce manuscrit.

Comme nous l'avons signalé, les pertes en puissance ont pour e�et de diminuer
la réduction du bruit. Pour estimer le bruit à la sortie de la cavité, il faut tenir
compte de toutes les pertes du système. Les pertes dues à l'atténuation entre la
cavité et la détection sont de l'ordre de 5%, celles dues à la lame séparatrice placée
devant la cavité valent 10% pour le mode Ay et 30% pour le mode Ax, l'e�cacité
quantique limitée des photodiodes de la détection homodyne correspond à des pertes
de 10%. Finalement le défaut de recouvrement spatial entre l'oscillateur local et le
faisceau pompe rajoute 5% de pertes. On a donc une e�cacité totale de détection
de Ty = 0.95×0.9×0.9×0.95 = 0.73 et Tx = 0.95×0.7×0.9×0.95 = 0.56. On peut
donc remonter à la valeur du bruit normalisé à la sortie de cavitéScav

x,y en fonction
du bruit normalisé mesuré Smes

x,y en utilisant la relation:
Smes

x,y = Tx,yS
cav
x,y + (1− Tx,y)× 1 (2-28)

On obtient alors une réduction de bruit corrigée des pertes de17% pour le mode Ay

et de 5% pour le champ moyen Ax.

C.3 Dépendance en fonction de la fréquence et du désaccord
Les dépendances en fréquence des spectres de bruit pour ces deux modes sont

très di�érentes.
Pour le mode vide Ay, la réduction de bruit est la plus importante à basse fré-

quence d'analyse Ω. Lorsqu'on augmente cette fréquence, la réduction diminue du
fait de la faible largeur spectrale de la cavité (κ = 5 MHz). Notre système de dé-
tection permet de mesurer le bruit quantique à partir de1.5 MHz. Nous reportons
sur la courbe (b) de la �gure 2.21 l'évolution en fréquence du bruit pour di�érents
points de fonctionnement choisis sur la courbe de résonance de la cavité. On repère
les points d'asservissements A, B et C par leur transmission T{A,B,C} normalisée à
la transmission au sommet du pic en polarisation linéaire:r{A,B,C} =

T{A,B,C}
T lin

at
. Sauf

à très basse fréquence, la réduction du bruit augmente si on s'approche du sommet
du pic de résonance.

La courbe (c) de la �gure 2.21 donne l'évolution du bruit du mode Ax dans
les mêmes conditions. Nous observons une forte augmentation du bruit à basse
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Fig. 2.21 � Réduction du bruit en fonction de la fréquence pour di�érents points de fonc-
tionnement. Courbe (a): Position des points de fonctionnement. Courbe (b):
spectre de bruit du mode videAy. Courbe (c): spectre de bruit du champ moyen
Ax. La puissance incidente vaut 7 µW et la puissance des pièges est de 1 mW .
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fréquence. La réduction de bruit sous la limite quantique standard apparaît pour
des fréquences supérieures à 4 MHz et reste très faible. Le maximum (∼ 2% soit
4% corrigé des pertes) est généralement atteint pour des fréquences de l'ordre de5
à 6 MHz. La variation du bruit en fonction du désaccord dépend de la fréquence:
à basse fréquence (≤ 4 MHZ) le bruit augmente lorsque l'intensité intracavité
croît. A haute fréquence (≥ 6 MHZ), cette tendance s'inverse. Nous reviendrons
sur l'interprétation de ces résultats dans la partie 4. Comme la réduction du bruit
de ce mode reste limitée dans cette con�guration expérimentale, nous allons nous
consacrer essentiellement à l'étude du bruit du mode videAy dans la suite de ce
chapitre.

C.4 Dépendance en intensité
Nous avons vu qu'il fallait se placer le plus près possible du sommet du pic de

transmission pour obtenir la meilleure réduction de bruit possible sur le modeAy.
Nous sommes alors limités par notre système d'asservissement "sur le �anc" de la
cavité. Nous avons donc monté un nouveau type d'asservissement utilisant le pic de
résonance d'un laser auxiliaire, décalé loin de la résonance atomique et donc peu
sensible aux atomes. Nous avons utilisé di�érents montages qui seront détaillés dans
la partie C.2 du chapitre 3. Les résultats présentés ici ont été obtenus avec ce type
d'asservissement qui nous a permis d'asservir la cavité au sommet du pic de réso-
nance.

Nous avons alors étudié l'evolution de la réduction du bruit avec la puissance
incidente, et ce pour des puissances de pièges di�érentes. La fréquence d'analyse est
choisie à 3 MHz. La �gure 2.22 montre les résultats obtenus. Les mesures d'absorp-
tion réalisées à l'aide des pics de transmission de la pompe polarisée linéairement
(voir paragraphe B.3) sont également présentées pour évaluer l'e�et de la puissance
de la pompe sur le nuage atomique. L'absorption diminue lorsque la puissance aug-
mente car les atomes sont chassés du piège. Pour des puissances de pièges faibles
(voir par exemple la courbe 1(b)), le piège se vide complètement pour des puissances
de pompe de l'ordre d'une dizaine de µW .

Pour chaque puissance de pièges, il existe une puissance incidente optimale. Elle
augmente légèrement avec le nombre d'atomes. Pour les puissances de pièges utili-
sées, cette intensité de pompe varie de 6 à 9µ W (voir �gure 2.22). La valeur de la
réduction de bruit varie peu et vaut typiquement 10%. Ces courbes montrent qu'il
paraît di�cile de dépasser cette valeur. Il est possible que cette réduction de bruit
soit limitée par l'excès de bruit dû à la présence des faisceaux pièges [Lambrecht96a].
Nous avons donc changé de con�guration expérimentale, a�n de s'a�ranchir de cet
excès de bruit potentiel. La méthode utilisée pour couper les faisceaux pièges est dif-
férente de celle mise en place durant la thèse d'Astrid Lambrecht et sera présentée
dans le chapitre 3.



C Réduction du bruit 75

1(a) 1(b)

2(b)2(a)

3(a) 3(b)

4(a) 4(b)

Fig. 2.22 � Réduction du bruit en fonction de l'intensité incidente pour di�érentes valeurs
de la puissance des faisceaux pièges. Les courbes (a) correspondent aux bruits
normalisés du mode vide Ay et les courbes (b) représentent l'évolution de l'ab-
sorption. 1): Ppièges = 0.34 mW , Nat ∼ 2 106; 2): Ppièges = 0.54 mW ,
Nat ∼ 3 106 ; 3): Ppièges = 1 mW , Nat ∼ 5 106; 4): Ppièges = 1.5 mW ,
Nat ∼ 6 106.
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D Bruit de polarisation
D.1 Dispositif expérimental

D.1.1 Principe
Comme nous l'avons montré dans l'introduction de ce manuscrit (voir sectionC

du chapitre 1), les �uctuations quantiques du mode vide orthogonal sont reliées au
bruit de polarisation du faisceau sortant de la cavité. Ces propriétés quantiques de
la polarisation d'un faisceau lumineux sont, en fait, caractérisées par les �uctuations
des opérateurs de Stokes dé�nis par:

S0 = A†
xAx + A†

yAy S1 = A†
xAx − A†

yAy (2-29)
S2 = A†

xAy + A†
yAx S3 = i(A†

yAx − A†
xAy)

Dans la con�guration expérimentale, le faisceau pompe incident sur la cavité est
polarisé linéairement le long de l'axe x. Comme nous l'avions fait au paragraphe
précédent, nous limitons ici notre étude au domaine des désaccord de la cavité pour
lequel la polarisation reste linéaire. Dans ce cas nous posons:

〈Ay〉 = 0 et 〈Ax〉 = αxe
iθx 6= 0 (2-30)

où θx est la phase du champ moyen. Dans la sphère de Poincaré, dé�nie au chapitre1,
le vecteur de Stokes est donc aligné suivantS1: 〈S0〉 = 〈S1〉 = |α2

x| et 〈S2〉 = 〈S3〉 = 0.
Comme nous l'avons expliqué dans l'introduction, les �uctuations deS2 sont dans
ce cas liées à celles de l'azimuth alors que celles de S3 expriment les �uctuations
d'ellipticité du faisceau. Les �uctuations deS2 et S3 sont alors proportionnelles aux
�uctuations d'"amplitude" et de "phase" du mode vide.

δS2 = αx(δA
†
ye

iθx + δAye
−iθx) = αx δXy(θx) (2-31)

δS3 = iαx(δA
†
ye

iθx − δAye
−iθx) = αx δYy(θx) (2-32)

Nous rappelons que les notions de quadrature d'"amplitude" et "phase" pour le
mode vide n'ont de sens ici que par rapport à la phase du champ moyen θx(voir
�gure 1.14).

En principe ces paramètres de Stokes peuvent être mesurés directement suivant
la méthode décrite au paragraphe C.6.2 du chapitre 1. Toutefois l'intensité totale
du faisceau doit être su�sante pour que le signal soit détectable. Le dispositif étant
analogue à celui d'une détection homodyne, la puissance du faisceau doit être supé-
rieure à quelques centaines de µW . Or la puissance du faisceau pompe interagissant
avec les atomes est typiquement de l'ordre de quelquesµW . C'est pourquoi nous ne
pouvons utiliser cette méthode.

Néanmoins, il est possible de mesurer les �uctuations des paramètres de Stokes
à l'aide d'un oscillateur local. En e�et, notre dispositif de détection homodyne nous
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Fig. 2.23 � Principe de la détection du bruit de polarisation. Les interférences entre le
champ moyen et l'oscillateur local sont détectées sur la voie 1. Le bruit du mode
vide orthogonal y est mesuré sur le voie 2 à l'aide d'une détection homodyne
standard.

permet de mesurer les �uctuations des quadratures du mode vide orthogonal et
donc, d'après les relations 2-31 et 2-32, de mesurer les �uctuations des opérateurs
de Stokes S2 et S3. En e�et, Le signal de la détection homodyne donné par la relation
2-23 peut se réécrire sous la forme:

δihd ∝ αOL

αx

(cos θhdδS2 + sin θhdδS3) =
αOL

αx

δSθhd
(2-33)

où Sθ ≡ cos θS2 +sin θS3 est l'opérateur de Stokes tourné de l'angleθ dans le repère
(S2, S3) et θhd = θOL − θx est la phase relative entre l'oscillateur local et le champ
moyen. Lorsqu'on balaie la phase de l'oscillateur, on mesure successivement toutes
les quadratures du mode vide et donc les �uctuations des paramètresSθ.

Pour caractériser complètement les �uctuations de polarisation nous avons be-
soin de savoir précisément quel est le paramètre mesuré. Il nous faut donc mesurer
simultanément la phase θhd de la détection homodyne et le bruit. Pour cela, on
peut utiliser les interférences entre l'oscillateur local et le champ moyen qui nous
permettent de déterminer cos(θhd). On mélange sur le cube polariseur PBS3 le
faisceau pompe et l'oscillateur local polarisé maintenant à 45◦. Le mode vide est
ré�échi par le cube sur la voie 2 et envoyé vers la détection homodyne avec une
portion de l'oscillateur local. On enregistre alors les interférences entre le champ
moyen et l'autre partie de l'oscillateur local sur la voie 1. Ce principe de détection
est illustré sur la �gure 2.23.
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Fig. 2.24 � Dispositif expérimental pour la détection des paramètres de Stokes.

D.1.2 E�et du déphasage dû aux éléments biréfringents
Nous détaillons ici la mise en oeuvre expérimentale de la mesure des paramètres

de Stokes. Les notations qui seront utilisées pour décrire le dispositif sont précisées
sur la �gure 2.24. D'après l'analyse de principe du paragraphe précédent, l'objectif
est ici de déterminer la di�érence de phase entre l'oscillateur local utilisé pour la
détection homodyne notéAOL

x et le mode AM
y . Pour cela on exploite les interférences

entre le champ AM
x et l'autre partie de l'oscillateur localAOL

y . Pour que cette mesure
soit �able, les déphasages doivent être identiques sur les voies1 et 2 correspondant
aux deux sorties du cube PBS3.

Ces déphasages dépendent de la di�érence de marche entre le faisceau pompe
et l'oscillateur local avant qu'ils soient recombinés sur le cube polariseur. Cette
di�érence de marche est donnée par deux contributions. La première correspond à
la di�érence de longueur entre les bras de l'interféromètre de Mach-Zehnder. Celle-ci
est de nature géométrique et ne dépend pas de la polarisation du faisceau; elle est
donc égale pour les voies 1 et 2.

La seconde contribution est donnée par les déphasages que l'oscillateur local et le
faisceau à mesurer subissent à la traversée des di�érents éléments optiques, comme
les cubes polariseurs, les lames demi-ondes, etc... Ceux-ci ne sont pas, a priori,
identiques pour les polarisations horizontale et verticale. A�n de déterminer sans
ambiguïté la valeur des paramètres de Stokes, il nous faut donc prêter une attention
particulière aux éléments biréfringents qui déphasent di�éremment les modesAOL

x ,
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AOL
y , AM

x et AM
y . Par exemple, le cube polariseur PBS3 qui recombine la pompe et

l'oscillateur local introduit des déphasages distincts pour les voies1 et 2. Nous allons
voir maintenant comment ceux-ci peuvent être compensés en jouant sur l'ellipticité
de l'oscillateur local.

D.1.3 Réglage de la détection
Les relations de passage au niveau du cube polariseurPBS3 (voir �gure 2.24)

sont dé�nis par les déphasages θC
x , θC

y , φC
x et φC

y :

A(1)
x = AM

x eiθC
x A(2)

x = AOL
x eiφC

x (2-34)
A(1)

y = AOL
y eiφC

y A(2)
y = AM

y eiθC
y (2-35)

Sur les voies 1 et 2, les lames demi-ondes (λ/2)1 et (λ/2)2 sont tournées de +22.5◦

par rapport à la direction horizontale x. Les champs A1A, A2A et A2B mesurés par
les photodiodes PhD 1A, PhD 2A et PhD 2B s'expriment dans ce cas:

A1A =
1√
2
(A(1)

x + A(1)
y ) =

1√
2
(AM

x eiθC
x + AOL

y eiφC
y ) (2-36)

A2A =
1√
2
(A(2)

x + A(2)
y ) =

1√
2
(AM

y eiθC
y + AOL

x eiφC
x ) (2-37)

A2B =
1√
2
(A(2)

x − A(2)
y ) =

1√
2
(AM

y eiθC
y − AOL

x eiφC
x )

La détection homodyne des �uctuations du modeAM
y est réalisée sur la voie 2

par la di�érence des photocourants i2A et i2B. On obtient alors (voir relation 2-23):

δi
(2)
dh ∝ αOL

x ((δAM
y )† eiθ(2)

+ δAM
y e−iθ(2)

) = αOL
x δXy(θ

(2)) (2-38)

avec 〈AOL
x 〉 = αOL

x eiφOL
x , et θ(2) = φOL

x + φC
x − θC

y la phase de la quadrature mesurée.
D'après la relation 2-33, on peut relier ce signal aux �uctuations des paramètres de
Stokes du faisceau à mesurerAM , dans le cas où le mode AM

y a une valeur moyenne
nulle (〈AM

y 〉 = 0). En posant 〈AM
x 〉 = αM

x eiφM
x , on peut ainsi écrire:

δi
(2)
dh ∝

αOL
x

αM
x

δS
θ
(2)
hd

(2-39)

où θ
(2)
hd = θ(2) − φM

x = φOL
x + φC

x − θC
y − φM

x (2-40)

La phase θ
(2)
dh correspond à la di�érence de phase entre celle de la quadrature mesurée

et celle du champ moyen AM
x .

Suivant notre principe de détection, cette phase doit être mesurée à l'aide du
signal d'interférence entre ce champ moyen et l'autre partie de l'oscillateur localAOL

y .
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Celui-ci est enregistré sur la voie1 par la photodiodePhD 1A (voir �gure 2.24). Pour
des raisons pratiques (qui apparaîtront clairement dans le chapitre5 concernant les
mesures de corrélations), cette photodiode est identique aux photodiodesPhD 2A
et PhD 2B. Le signal d'interférence est donné par la sortie basse fréquence:

i1A ∝ (αOL
y )2 + (αM

x )2 + 2αOL
y αM

x cos θ1A (2-41)
avec θ1A = φOL

y + φC
y − θC

x − φM
x (2-42)

On peut déduire de ce signal la di�érence de phase θ1A entre la portion de
l'oscillateur localAOL

y et le champAM
x . A�n d'étalonner la détection, il faut imposer:

θ1A = θ
(2)
dh (2-43)

D'après les relations 2-40 et 2-42, cette condition s'écrit:

φOL
y + φC

y − θC
x = φOL

x + φC
x − θC

y (2-44)

On corrige donc les déphasages du cube, en envoyant un oscillateur local polarisé
elliptiquement. Le déphasage entre ses deux composantesAOL

x et AOL
y doit satisfaire:

φOL
y − φOL

x = (φC
x − θC

y )− (φC
y − θC

x ) (2-45)
Pratiquement, on peut obtenir l'ellipticité souhaitée à l'aide des lames demi-onde
(λ/2)OL et quart d'onde (λ/4)OL (voir �gure 2.24).

Pour régler les orientations de ces lames, le faisceauAM est maintenant polarisé
à +45◦ en tournant la lame demi-onde (λ/2)pola à +22.5◦. Dans ces conditions, les
phases des modes envoyés sur les voies 1 et 2 sont égales: 〈AM

x 〉 = 〈AM
y 〉 = αMeiφM .

Les interférences peuvent êtres enregistrées simultanément par les photodiodesPhD
1A et PhD 2A. On compare alors les deux photocourants i1A et i2A de ces photo-
diodes lorsqu'on balaie la phase de l'oscillateur local (voir équations2-36 et 2-37):

i1A ∝ (αOL
y )2 + α2

M + 2αOL
y αM cos θ1A

avec θ1A = φOL
y + φC

y − θC
x − φM (2-46)

i2A ∝ (αOL
x )2 + α2

M + 2αOL
x αM cos θ2A

avec θ2A = φOL
x + φC

x − θC
y − φM (2-47)

Lorsque l'intensité de l'oscillateur est également répartie entre ses deux compo-
santes (αOL

x = αOL
y ), on oriente les lames (λ/2)OL et (λ/4)OL de manière à superpo-

ser à l'oscilloscope les tensions correspondant à ces photocourants (voir �gure2.25).
Dans ce cas le déphasage entre i1A et i2A est nul: θ2A = (θ1A)[2π]. Les relations 2-46 et
2-47 montrent alors clairement que la condition 2-45 sur l'ellipticité de l'oscillateur
local est satisfaite.
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ms

(a) (b)

Fig. 2.25 � Photocourants i1A et i2A (superposés) une fois les déphasages du cube PBS3
corrigés (a). En (b), le résultat obtenu en modeX, Y à l'oscilloscope.

Une fois ces déphasages corrigés, la condition2-43 est automatiquement véri�ée,
ce qui garantit la validité de notre détection. Nous obtenons �nalement d'après les
relations 2-40 et 2-42:

θ
(2)
dh = (θ1A)[2π] = φOL

x + φC
2 − φM

x ≡ θdh (2-48)

Par souci de simplicité, nous n'avons considéré ici que les déphasages dus au
cube polariseur PBS3. En pratique, la méthode de réglage de la phase de l'oscil-
lateur local permet de corriger d'un seul coup les déphasages de tous les éléments
biréfringents.

D.1.4 Résultats préliminaires

Pour caractériser les �uctuations des paramètres de Stokes, nous mesurons si-
multanément le bruit du mode vide Ay sur la voie 2 et le signal d'interférence sur
la photodiode 1A. A�n de pouvoir synchroniser les deux enregistrements, il faut
pouvoir disposer de ces deux signaux sur le même oscilloscope. Sur notre analyseur
de spectre, il existe une sortie qui donne un signal directement proportionnel à la
déviation du point lumineux sur l'écran avant le �ltre vidéo. Lorsque l'analyseur de
spectre fonctionne en échelle linéaire et en mode "zéro span" (fréquence d'analyse
�xe), ce signal est donc proportionnel au bruit. En pratique, l'échelle de l'analyseur
est réglée sur le calibre 10 µV/div et la résolution vaut 100 kHz. Après avoir été
�ltré par un �ltre passe bas (fréquence de coupure∼ 20 Hz), ce signal est envoyé
sur la voie Y de notre oscilloscope, le signal d'interférence étant envoyé sur la voieX.

La procédure de normalisation du bruit mesuré est maintenant modi�ée. On
mesure successivement la référence de l'analyseur de spectreV0(Ω), le bruit électro-
nique du montage Vel(Ω), le niveau du bruit quantique standard Vbqs(Ω) et le bruit
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(a) (b)

(c)

Fig. 2.26 � Résultats préliminaires pour la mesure du bruit de polarisation.

quantique du faisceau VM(Ω). Le bruit normalisé est alors obtenu par la formule:

SXM
(Ω) =

(VM − V0)
2 − (Vel − V0)

2

(Vbqs − V0)2 − (Vel − V0)2
(Ω) (2-49)

Les signaux correspondant aux interférences et à la mesure du bruit étant en-
registrés, il faut les comparer pour déterminer quelle est la quadrature comprimée.
Par exemple si le minimum de bruit est atteint lorsque les faisceaux sont en phase
ou en opposition de phase (θdh = 0 ou π), c'est la quadrature d'"intensité" du mode
vide (par rapport à la référence de phase du champ moyen) qui est comprimée. Dans
le cas général il est di�cile de déterminer le bruit associé à chaque quadrature. Un
moyen de rétablir ce lien univoque est de tracer le bruit quantique en fonction des
interférences (∝ cos θdh). L'allure typique des premières courbes obtenues par cette
méthode est montrée sur la �gure 2.26.

Ces courbes ne sont pas satisfaisantes car le bruit sur le signal mesuré est trop im-
portant. Comme nous allons le voir, les �uctuations d'intensité de l'oscillateur local
sont ici le facteur limitant pour la détermination des interférences. En ne considé-
rant que les �uctuations d'intensité, on peut écrire l'expression du photocourant en
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notant ∆IOL et ∆Ipompe les �uctuations d'intensité de l'oscillateur et de la pompe:

i1A = (IOL + ∆IOL) + (Ipompe + ∆Ipompe) +
1

2
(Iosc + ∆Iosc) cos θdh(2-50)

où Iosc = 4η
√

IOLIpompe et ∆Iosc

Iosc

=
1

2
(
∆Ipompe

Ipompe

+
∆IOL

IOL

) (2-51)

Notre laser Titane:Saphir n'est pas asservi en intensité. Du fait des �uctuations
thermiques et mécaniques de la cavité, l'intensité du laser �uctue. Ces �uctuations
sont de deux natures: des �uctuations rapides (typiquement 50 kHz) devant le
temps de balayage de la phase de l'oscillateur local et des �uctuations très basses
fréquences qui ont pour e�et de déplacer verticalement le niveau moyen des oscil-
lations présentées sur la courbe (b) de la �gure 2.26. Sur cette enregistrement les
�uctuations hautes fréquences n'apparaissent pas car elles ont été éliminées par un
�ltre passe-bas identique à celui utilisé à la sortie de l'analyseur de spectre (fré-
quence de coupure de l'ordre de 20Hz). L'ordre de grandeur de ces �uctuations est
typiquement de 2-3% pour des fréquences de quelques centaines demHz. Pour une
puissance de l'oscillateur local de l'ordre de 5 mW , on a donc des �uctuations de
l'ordre de ∆IOL ' 100 µW .

Celles-ci sont à comparer avec l'amplitude moyenne des interférences qui valent
Iosc = 4

√
IOLIpompe. Estimons l'ordre de grandeur de l'intensité du faisceau pompe

au niveau de la détection homodyne. La puissance incidente sur la cavité vaut ty-
piquement 7 µW . Le taux de ré�exion de la cavité à résonance est d'environ 50%
(voir 2-2) pour une cavité vide et de 30% si l'on considère une absorption atomique.
L'intensité est encore divisée par deux au niveau des photodiodes de détection, ce
qui nous donne �nalement une puissance Ipompe ' 1 µW . L'amplitude des oscilla-
tions est donc de l'ordre: Iosc ' 250 µW . Ce qui fait un rapport signal à bruit de
l'ordre de 2-3 !

Ces �uctuations sont donc très importantes. Elles ont pour e�et de décaler ho-
rizontalement la courbe (c) de la �gure 2.26 et perturbent fortement notre mesure
des �uctuations des paramètres de Stokes.

Une solution serait bien sûr d'asservir l'intensité du Titane:Saphir, à l'aide par
exemple d'un modulateur électro-optique et d'un analyseur. Une solution bien plus
simple consiste à compenser ces �uctuations d'intensité à l'aide d'un signal de réfé-
rence. Pour cela, nous avons monté une photodiode, notéePhD 3, équilibrée avec
les photodiodes de la détection homodyne, qui reçoit une partie de l'oscillateur local
avant qu'il ne soit recombiné avec le faisceau pompe (voir �gure2.24). En envoyant
la même intensité sur les photodiodes PhD 1A et PhD 3 en l'absence de faisceau
pompe, on obtient exactement le même signal donnant les �uctuations d'intensité
de l'oscillateur local. On soustrait alors le signal de la photodiode 3 à celui de la
photodiode 1A et on élimine ainsi les �uctuations d'intensité de l'oscillateur local.
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(a) (b)

Fig. 2.27 � Réduction du bruit sur le signal d'interférence. Courbe (a): signal d'interférence
i1A donné par la photodiode 1A. Courbe (b): di�érence des photocourants (i1A−
i3). Ces deux signaux ont été enregistrés sans utiliser de �ltre basse fréquence.

Le signal ainsi mesuré sera noté par la suite iphase:

iphase ≡ i1A − i3 ∝ (Ipompe + ∆Ipompe) +
1

2
(Iosc + ∆Iosc) cos θdh (2-52)

' 1

2
(Iosc + ∆Iosc) cos θdh (2-53)

L'approximation utilisée vient du fait que Ipompe ' 1 µW ¿ Iosc ' 250 µW .
La �gure 2.27 compare les signaux d'interférence obtenus avec (iphase) ou sans (i1A)
soustraction du photocourant i3. Ici le �ltre utilisé pour l'enregistrement de la courbe
(b) de la �gure 2.26 a été enlevé pour rendre compte de la réduction du bruit sur
toute la bande de fréquence accessible par les photodiodes (< 100 kHz sur la sortie
basse fréquence). Nous avons estimé un gain d'un facteur 10 pour le rapport signal à
bruit avec cette méthode. Comme nous l'avons expliqué ci dessus, seule la réduction
du bruit à basse fréquence (de l'ordre de quelquesHz) est réellement intéressante
pour notre expérience.

A posteriori, il paraît clair qu'il existe une autre méthode pour obtenir un résultat
similaire: on peut en e�et placer la photodiode 3 (nommée dans ce cas1B) sur la voie
1, à la sortie en ré�exion du cube polariseur PBS1. On e�ectue alors la di�érence
des photocourants sur les sorties basse fréquence. Ceci correspond à un montage
classique de détection homodyne et le signal est donné par:

i
(1)
dh ≡ i1A − i1B ∝ 4η

√
IOLIpompe cos θdh (2-54)

Cette méthode permet de gagner un facteur 2 par rapport au dispositif décrit ci-
dessus. Celui-ci nous ayant permis de résoudre les problèmes de bruit d'intensité,
nous n'avons pas utilisé cette seconde méthode.

Nous n'avons discuté ici que des �uctuations du niveau moyen des interférences.
On peut également estimer les �uctuations de l'amplitude des oscillationsIosc. Avec
les ordres de grandeur discutés ci-dessus, on obtient:

∆Iosc =
Iosc

2
(
∆Ipompe

Ipompe

+
∆IOL

IOL

) ' 5 µW ¿ Iosc ' 250 µW (2-55)
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Ces �uctuations sont tout à fait négligeables.

Après avoir détaillé de quelle façon nous avons résolu les problèmes de dépha-
sage lié au cube polariseur PBS3, ainsi que ceux liés aux �uctuations d'intensité
de l'oscillateur local, nous pouvons présenter maintenant les résultats concernant la
mesure du bruit de polarisation.

D.2 Détection des paramètres de Stokes
Un exemple typique des résultats obtenus est présenté sur la �gure2.28. Le bruit

du mode vide normalisé au bruit quantique standard est représenté en fonction du
signal d'interférence normalisé: cosθdh. Nous avons également représenté les courbes
correspondant au bruit et au signal d'interférence. Ce dernier reste toujours a�ecté
par le bruit sous l'e�et des �uctuations mécaniques de l'interféromètre (voir les
courbes (b) des �gures 2.26 et 2.28), mais nous mesurons maintenant de manière
plus précise la phase θdh grâce à la soustraction des �uctuations d'intensité de l'os-
cillateur local (voir paragraphe précédent).

La forme générale de cette courbe s'explique par le fait que la puissance de bruit
oscille deux fois plus vite que le signal d'interférence lorsqu'on balaie la phase de
l'oscillateur local. En e�et, on a:

SSθdh
= cos2 θdhSS2 + sin2 θdhSS3 + sin θdh cos θdh(SS2S3 + SS2S3) (2-56)

où le dernier terme tient compte des corrélations entre les �uctuations deS2 et S3.

Pour déterminer la phase θdh à partir de la valeur cos θdh, il faut connaître son
sens de variation. Celui-ci nous est donné par l'étude de la haute tension appli-
quée sur la cale piézo-électrique PZT (voir �gure 2.24). Lorsque la haute tension
augmente, la cale piézo-électrique se dilate, la distance parcourue par l'oscillateur
local diminue et la phase de la détection θdh (dé�nie par la relation 2-48) décroît.
Nous avons réalisé toutes nos mesures dans cette situation. Ainsi lorsque la valeur
de cosθdh varie continûment de la valeur−1 à +1, la phase θdh passe de π à 0.

On �xe ce sens de parcours de la phase pour interpréter la courbe (c) de la �gure
2.28. Au départ la phase vaut θhd = π, le champ moyen est en opposition de phase
avec l'oscillateur local: on mesure le bruit d'"intensité" du mode vide, soit le para-
mètre S2. Lorsque la phase décroît continûment jusqu'à0, on mesure successivement
le bruit de tous les paramètres de StokesSθ. Par exemple, pour θdh = π/2, la pompe
est en quadrature de phase, on mesure dans ce cas le bruit de "phase" du mode
vide, i.e. S3. On peut déterminer ainsi quel est le paramètre de Stokes comprimé:
celui-ci est repéré par l'angle θsq. La réduction du bruit de polarisation observé sur
la �gure 2.28 correspond à un paramètre tourné de θsq = 45◦ par rapport à S2. De
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Fig. 2.28 � Méthode de mesure du bruit de polarisation. Courbe (a): bruit du mode vide
enregistré sur la voie 2 (voir �gure 2.24). Courbe (b): signal d'interférence entre
le champ moyen et l'oscillateur local enregistré sur la voie 1. Courbe (c): Bruit
du mode vide en fonction du signal d'interférence normalisécos θdh. Lorsque la
phase θdh varie, nous mesurons successivement le bruit des paramètres de Stokes
Sθdh. Par exemple, lorsque le champ moyen et l'oscillateur local sont en phase
ou en opposition de phase (θdh = 0[π]), le bruit correspond aux �uctuations de
S2. Le paramètre de Stokes dont les �uctuations sont comprimées correspond à
l'angle θsq = +45◦ et la réduction de bruit est de 10% (14% corrigé des pertes).
La fréquence d'analyse est �xée à 3 MHz. La puissance incidente est de 7,5
µW et la puissance des faisceaux pièges vaut 1.2mW .
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Fig. 2.29 � Mesure du bruit de polarisation pour di�érentes puissances incidentes du fais-
ceau pompe. Le désaccord de la cavité est choisi proche de la résonance et la
fréquence d'analyse vaut 3 MHz. La puissance des pièges est de l'ordre de 1.2
mW . Courbe (a): Pin = 8.5 µW et θsq ' 35± 10◦. Courbe (b): Pin = 7.5 µW

et θsq ' 45 ± 10◦. Courbe (c): Pin = 6 µW et θsq ' 90 ± 10◦. En passant
des courbes (a) à (c), les �uctuations du paramètres de StokesS3 diminuent
tandis qu'elles augmentent pour le paramètreS2, a�n de satisfaire les inégalités
d'Heisenberg.
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(q )sq x

X

Y

<A >x

(q )sq y

Fig. 2.30 � Représentation du bruit des quadratures des modes x et y dans le diagramme
de Fresnel. On note (θsq)x et (θsq)y les phases des quadratures comprimées par
rapport à la phase du champ moyen Ax.

manière générale, nous estimons l'incertitude à environ±10◦ pour la mesure de la
phase avec cette méthode.

Nous sommes donc capables de caractériser le bruit de polarisation du faisceau
pompe. Cette méthode de mesure du bruit en fonction de la phase des quadratures
peut s'appliquer également à la mesure du bruit de n'importe quel mode de polari-
sation du faisceau pompe. Par exemple, en tournant la lame demi-onde(λ/2)pola, on
peut envoyer le champ moyenAx sur la voie 2 et mesurer ainsi ses �uctuations quan-
tiques. Dans ce cas les interférences disparaissent sur la voie 1 car le modey a une
valeur moyenne nulle. On utilise donc naturellement les interférences entre le champ
moyen et l'oscillateur local mesurées directement sur la voie 2 par la photodiode
PhD 2A. La phase de la quadrature comprimée pour ce mode est alors déterminée
par la méthode décrite ci-dessus.

D.3 Dépendance en fonction de la fréquence et du désaccord
Nous avons étudié précédemment l'évolution de la réduction du bruit du mode

vide Ay. Ces résultats s'appliquent directement à la réduction du bruit de polari-
sation. C'est pourquoi nous nous consacrons ici uniquement à l'étude de la phase
de la quadrature comprimée. Celle-ci dépend aussi bien du désaccord de la cavité
que de la fréquence d'analyse. La �gure 2.29 illustre les transformations des courbes
de mesure du bruit de polarisation pour di�érents points de fonctionnement à la
fréquence d'analyse de 3 MHz. Ces courbes ont été réalisées avec des puissances
incidentes distinctes et le désaccord de la cavité est choisi proche de la résonance. Il
ne s'agit pas ici de faire une étude systématique mais d'illustrer les transformations
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Fig. 2.31 � Mesure de la phase de la quadrature comprimée par rapport à la phase du champ
moyen Ax en fonction de la fréquence, pour di�érents points de fonctionnement.
Courbe (a): position des points de fonctionnement. Courbe (b): phases des qua-
dratures comprimées du mode vide (θsq)y et du champ moyen (θsq)x. Courbe
(c): di�érence des phases: (θsq)y − (θsq)x. La puissance incidente vaut 7 µW

et la puissance des pièges est de 1 mW . L'incertitude sur les mesures est de
l'ordre de ±10◦
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des courbes lorsque la phase de la quadrature comprimée varie.

Nous présentons sur la courbe (b) de la �gure 2.31 les mesures que nous avons
e�ectuées sur la phase de la quadrature comprimée(θsq)y du mode vide, en fonction
de la fréquence et ce pour di�érents points de fonctionnement. Cette série correspond
à celle présentée pour l'étude de la réduction de bruit (voir �gure2.21). Nous avons
également déterminé la phase de la quadrature comprimée pour le champ moyen
(θsq)x. Comme nous l'avons expliqué ci dessus, le signal d'interférence est mesuré
dans ce cas par la photodiode PhD 2A. Ces phases (θsq)y et (θsq)x sont ainsi dé-
terminées par rapport à la phase du champ moyenAx pour les deux con�gurations
comme illustré sur la �gure 2.30.

De manière générale, le champ moyen est comprimé pour des quadratures voisines
de la quadrature d'intensité, alors que le mode vide est comprimé en "phase". La
réduction du bruit de polarisation est donc essentiellement suivant le paramètre de
Stokes S3. Ses �uctuations correspondent à celles de l'ellipticité du faisceau pompe,
celle-ci est alors mieux dé�nie que celle d'un état cohérent. La courbe (c) de la �-
gure 2.31 représente l'évolution de la di�érence des quadratures comprimées pour
les deux modes: cette di�érence est proche de π/2. Cette propriété nous sera utile
par la suite pour déterminer les corrélations générées par ce système.

D.4 Autres modes de polarisation
Jusqu'à présent, nous nous sommes uniquement intéressés aux spectres de bruit

des modes polarisés linéairement x et y. Qu'en est-il pour les autres modes de pola-
risation? Pour un point de fonctionnement donné sur la courbe de résonance de la
cavité et pour une fréquence �xe de 3 MHz, nous avons mesuré le bruit en fonction
des quadratures pour les modes polarisés à±45◦ des axes x et y, et pour les modes
polarisés circulairement.

Pour réaliser ces mesures, nous avons enregistré le signal d'interférence à l'aide
de la photodiode PhD 2A, c'est à dire sur la voie 2. Dans ce cas, la phase des qua-
dratures est mesuré par rapport à la phase du mode mesuré, à savoir la phase de
〈A+45〉, 〈A−45〉, 〈Aσ+〉 et 〈Aσ−〉 respectivement. Pour les modes x et y nous avons
utilisé la méthode détaillée au paragrapheD.2.

Les résultats sont présentés sur la �gure 2.32. Conformément à l'analyse du
paragraphe précédent, les deux modes Ax et Ay sont comprimés pour des quadra-
tures orthogonales. Considérons maintenant les autres modes de polarisation. Pour
cela, nous envoyons successivement les modesA±45◦ vers la détection homodyne en
tournant la lame demi-onde (λ/2)pola de ±22.5◦. Les spectres de bruit de ces deux
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Fig. 2.32 � Bruit normalisé de di�érents modes de polarisation en fonction des interfé-
rences lorsque la polarisation est linéaire à l'intérieur de la cavité. Ces interfé-
rences sont toutes enregistrées par la photodiodePhD 2A, sauf pour la mesure
du bruit du mode vide y où l'on a utilisé la photodiode PhD 1A (courbe 1(b)).
Courbes 1(a) et (b): modes Ax et Ay. Courbes 2(a) et (b): modes A+45◦ et
A−45◦. Courbes 3(a) et (b): modesAσ+ et Aσ−. La fréquence d'analyse est �xée
à 3 MHz. La puissance incidente du faisceau pompe est de 6µW et la puissance
des faisceaux pièges vaut 1.2 mW .
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modes présentent un excès de bruit quasiment constant pour toutes les quadratures
(courbes 2(a) et 2(b) de la �gure 2.32).

La mesure du bruit des modes σ+ et σ− est obtenue en plaçant une lame quart
d'onde tournée à 45◦ sur le trajet du faisceau pompe. Nous n'avons pas mesuré les
axes lent et rapide de cette lame; nous ne pouvons donc discriminer les modesσ+ et
σ−. Comme la polarisation du faisceau est linéaire, ces deux modes sont symétriques
et on s'attend à ce que leurs propriétés de bruit soient identiques. Les spectres de
bruit ont en e�et la même forme correspondant à une faible réduction de bruit pour
la quadrature d'intensité (courbes 3(a) et 3(b)). Néanmoins ils ne sont pas tout à
fait identiques; nous avons en e�et montré que la polarisation de la pompe devient
légèrement elliptique à l'intérieur de la cavité du fait des asymétries du système (voir
paragraphe B.3.2).

Nous reviendrons par la suite sur l'interprétation de ces résultats aux chapitres
4 et 5. Toutefois, on peut signaler dès maintenant que la réduction de bruit sur
les modes σ+ et σ− était attendue. En e�et, ces deux modes saturent la transition
optique, ce qui conduit à une réduction de bruit par e�et Kerr sur ces deux compo-
santes. Les relations de passage entre la base de polarisation circulaire et les bases
de polarisation linéaire permettent alors d'expliquer la réduction de bruit sur les
modes Ax et Ay, ainsi que l'excès de bruit observé sur les modesA±45◦ . Cette ana-
lyse nécessite la prise en compte des corrélations entre les di�érents modes et sera
détaillée au chapitre 5.

E Expérience réalisée en polarisation circulaire
L'étude du bruit est jusqu'ici restée limitée au domaine où la polarisation du

champ moyen reste linéaire. Le faisceau pompe incident étant toujours polarisé li-
néairement, il existe un seuil à partir duquel la polarisation devient circulaire à
l'intérieur de la cavité (voir paragrapheB.1). Dans ce domaine, on peut penser que
le système se comporte comme si la polarisation incidente était elle-même circu-
laire, ce qui nous ramène à la con�guration expérimentale étudiée en détail lors des
travaux de thèse précédents [Hilico92b,Lambrecht96a,Coudreau97,Vernac01a]. On
s'attend alors à observer une réduction de bruit sur la composante circulaire à la
sortie de la cavité.

A�n de véri�er cette hypothèse, nous avons étudié les �uctuations quantiques des
champs sortants dans le cas où la polarisation a basculé. Cependant, il est di�cile
d'asservir la longueur de la cavité dans ce domaine. Nous nous sommes donc limités
à une étude succinte de la réduction de bruit en fonction de la fréquence pour un seul
point de fonctionnement, représenté sur la courbe (a) de la �gure2.33. Ainsi, nous
avons e�ectivement observé une réduction de bruit de l'ordre de3% pour le mode de
polarisation dominant dans la cavité, disons σ+ (voir courbe (b) de la �gure 2.33).
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Fig. 2.33 � Réduction du bruit et mesure de la phase de la quadrature comprimée pour un
point de fonctionnement en polarisation circulaire (P). On s'intéresse unique-
ment au bruit de la composante circulaire dominanteσ+. Courbe (a): point de
fonctionnement sur la courbe de résonance (point P); le point A correspond au
seuil de bascule de la polarisation. Courbe (b): spectre de bruit minimal du mode
σ+. Courbe (c): phase de la quadrature comprimée par rapport à la phase du
champ moyen 〈Aσ+〉.
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Ce mode est envoyé vers la détection homodyne à l'aide de la lame quart d'onde
(λ/4)pola tournée à 45◦.

Nous avons également véri�é que le bruit de la composante orthogonaleσ− se
trouve au niveau du bruit quantique standard dans ces conditions. Cette compo-
sante est en e�et hors de résonance de la cavité et n'interagit plus avec les atomes
(cf paragraphe B.2).

En comparant la courbe (b) de la �gure 2.33 et la courbe (c) de la �gure �gure
2.21, on remarque que la dépendance en fréquence du bruit minimum de la compo-
sante σ+ présente la même forme que celle correspondant au champ moyen dans le
cas où la polarisation est linéaire. On constate en e�et un excès de bruit à basse fré-
quence et la quadrature comprimée tend vers la quadrature d'amplitude lorsque la
fréquence augmente. Le comportement du bruit des champs moyens en polarisation
linéaire Ax et circulaire Aσ+ sont donc très semblables. Cette comparaison indique
que l'origine de la réduction de bruit est certainement due au même phénomène, à
savoir la saturation des transitions optiques.

F Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté les premiers résultats obtenus sur la ré-

duction du bruit quantique du faisceau pompe lorsqu'il est polarisé linéairement à
l'entrée de la cavité.

Dans un premier temps, nous avons montré que la polarisation transmise par
la cavité peut basculer et devenir quasiment circulaire. Les courbes de résonances
observées ont été analysées en détail. Parallèlement nous avons donné une inter-
prétation simple de ces résonances, l'étude théorique complète étant présentée au
chapitre 4.

Puis nous avons étudié les �uctuations quantiques du système dans le domaine
où la polarisation reste linéaire. Nous avons alors observé une réduction du bruit
quantique sur les deux modes de polarisation du champ: le mode videAy et le mode
correspondant au champ moyen Ax. La réduction de bruit pour le champ moyen
est assez faible (de l'ordre de 3%) et est obtenue pour des fréquences d'analyse
supérieures à 4 MHz. Pour le mode vide orthogonal, la réduction est plus élevée (de
l'ordre de 17% corrigé des pertes) et ceci pour des fréquences d'analyse plus basses.

La réduction du bruit sur le mode vide orthogonal s'interprète comme la réduc-
tion du bruit de polarisation du faisceau. Celui-ci est caractérisé par les �uctuations
des opérateurs de Stokes. Nous avons réalisé un montage permettant de mesurer
ces �uctuations, ce qui revient à déterminer la phase de la quadrature comprimée



F Conclusion 95

du mode vide par rapport à la référence de phase du champ moyen. Cette mesure,
réalisée par une méthode originale, a montré que les deux modes sont comprimés
pour des quadratures quasiment orthogonales. Nous verrons que cette propriété est
fondamentale pour l'étude des corrélations quantiques générées par le système.

Nous avons également réalisé une étude des �uctuations quantiques pour les
autres modes de polarisation. Il ressort de cette étude que les modes polarisés cir-
culairement σ+ et σ− sont également comprimés, tandis que les modes polarisés à
±45% présentent un excès de bruit uniforme sur toutes les quadratures. Une étude
détaillée de ces phénomènes sera présentée au chapitre5.

Finalement nous nous sommes intéressés au comportement du système à la suite
du basculement de la polarisation. Dans ce cas, la polarisation devient quasiment
circulaire à l'intérieur de la cavité et nous avons obtenu une réduction de bruit sur le
mode de polarisation dominant, i.e. une composante circulaire. Cette réduction de
bruit était attendue puisque cette con�guration expérimentale est similaire à celle
étudiée lors des travaux précédents [Lambrecht96a].

Les réductions de bruit observées restant limitées, nous avons essayé d'améliorer
notre dispositif expérimental. En particulier, il a été démontré que la présence des
faisceaux pièges constituait une source importante d'excès de bruit [Khoury98]. C'est
pourquoi nous avons décidé d'e�ectuer nos mesures de bruit en l'absence de ces
faisceaux. Pour cela une nouvelle con�guration expérimentale a été mise en place.
La description de celle-ci fait l'objet du prochain chapitre de ce manuscrit.
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Chapitre 3

Amélioration de l'expérience: coupure des
faisceaux pièges

A�n d'améliorer les réductions de bruit observées sur les deux modes de po-
larisation du faisceau pompe, nous avons développé une technique permettant de
mesurer le bruit quantique en l'absence de l'excès de bruit rajouté par les faisceaux
pièges [Khoury98]. Nous reprenons ainsi le principe de mesure utilisé initialement
sur cette expérience [Lambrecht96a].

Notre montage di�ère pourtant fondamentalement de celui mis en place par As-
trid Lambrecht pendant sa thèse. Le principe expérimental consistait alors à couper
les faisceaux pièges et les champs magnétiques sur une période de temps longue par
rapport au temps de vie des atomes dans le piège magnéto-optique (de l'ordre de 5
ms). Dans ce cas, le nuage atomique explose suivant sa répartition de vitesse initiale
et tombe sous l'e�et de la gravité. Le déphasage atomique tombe à zéro sur cette
échelle de temps, ce qui a pour e�et de balayer la résonance de la cavité. Comme le
bruit dépend de la position du point de fonctionnement sur la courbe de résonance,
il faut e�ectuer la mesure du bruit rapidement devant le temps de balayage de la
cavité. Le temps de balayage de la phase de l'oscillateur local est alors d'environ2
ms (i.e. un temps de balayage du bruit des quadratures de 1ms). Cette mesure du
bruit a un sens car on peut considérer que l'état du système est quasi-stationnaire
pendant le temps de mesure. Celui-ci est donné par le temps de mesure de l'analyseur
de spectre, i.e. l'inverse de la résolution en fréquence, choisie à 100kHz [Lambrecht
t1].

Cette méthode a permis d'observer une réduction du bruit d'environ40% sous
la limite quantique standard; néanmoins elle complique notablement la procédure
expérimentale, essentiellement au niveau du traitement des données [Lambrecht t2].

Nous avons donc opté pour une solution intermédiaire: nous coupons les faisceaux
pièges sur des temps courts devant le temps de fuite des atomes (typiquement 1ms).
Dans ce cas les atomes n'ont pas le temps de quitter la zone d'interaction avec le
faisceau pompe, car ils sont aussitôt piégés à nouveau lorsque l'on rallume les pièges.
Le nombre d'atomes reste donc quasiment constant au �l du temps. On peut alors
considérer que l'état du système reste stationnaire sur des temps très long (de l'ordre
de quelques heures en fonctionnement stable).
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Suivant cette méthode le bruit quantique est modulé par le cycle de coupure des
pièges. Seule la partie du signal de bruit correspondant à l'absence des faisceaux
pièges nous intéresse. On e�ectue alors la mesure du bruit par détection synchrone.
Cette technique suppose des échelles bien séparées: le temps de mesure du bruit
doit être très long devant le temps d'un cycle de coupure des pièges. On balaie
donc lentement la phase de l'oscillateur local comme c'était le cas pour les résultats
présentés dans le chapitre 2.

Pour assurer un fonctionnement stationnaire de l'interaction entre la pompe et
les atomes, la longueur de la cavité doit rester �xe pendant le temps de mesure.
Nous devons donc asservir cette cavité. La réalisation de cet asservissement est ici
nettement plus di�cile que dans la con�guration expérimentale précédente, où nous
e�ectuions la mesure du bruit sans couper les faisceaux pièges. Nous verrons en e�et
que la résonance de la cavité est maintenant fortement perturbée. C'est pourquoi
nous avons donc décidé d'utiliser une diode laser auxiliaire pour asservir la cavité.

Dans ce chapitre, nous présenterons successivement la mise en oeuvre de la cou-
pure des faisceaux pièges, les résonances de la cavité et la nouvelle méthode d'as-
servissement, puis le principe de détection du bruit. Nous discuterons ensuite les
résultats obtenus sur la mesure du bruit quantique dans ces conditions.

A Mise en place de la coupure des faisceaux pièges

A.1 Coupure des faisceaux pièges

La coupure des faisceaux pièges est réalisée de façon très simple: il su�t de
contrôler la puissance di�ractée par le modulateur acousto-optiqueAO1 fonctionnant
à 110 MHz (voir �gure 2.3). Pour cela on utilise un atténuateur placé sur la sortie
radio-fréquence (RF ) de l'oscillateur à 110 MHz (voir �gure 3.1). La puissance
RF transmise est commandée par une tension TTL 0-5V . Cette tension TTL sera
noté Vcycle et constitue la référence de notre cycle de coupure. SiVcycle = 0 V alors
la transmission est proche de 0: le faisceau sortant du laser Ti:Sa n'est donc pas
di�racté à la sortie du modulateurAO1. Quand Vcycle = 5 V , la transmission vaut 1
et le faisceau est di�racté (voir �gure3.1); celui-ci passe alors dans l'acousto-optique
double passage AO2 et est envoyé avec la fréquence adéquate vers la cellule à vide
où sont piégés les atomes (voir �gure 2.3).

Nous n'avons pas mesuré le temps de réponse de ce dispositif; nous verrons néan-
moins dans le paragraphe A.2.2 qu'il est nettement inférieur au temps de coupure
qui est choisi de l'ordre de 1 ms. Ce dispositif est donc bien adapté et nous allons
maintenant étudier l'e�et de la coupure des pièges sur le nuage atomique.
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Fig. 3.1 � Principe de la coupure des faisceaux pièges. On contrôle la puissance radio-
fréquence à 110 MHz envoyée vers le modulateur acousto-optique AO1 (voir
�gure 2.3) à l'aide d'un atténuateur commandé par une tension TTL.

A.2 Caractérisation du piège magnéto-optique
A.2.1 Détection par �uorescence

Il nous faut obtenir un moyen d'observation du nuage atomique. Celui-ci risque
en e�et de subir des perturbations importantes lors de la coupure. Nous avons donc
monté une photodiode pour détecter la lumière de �uorescence émise par les atomes.
La puissance émise, notée P piège

fluo , est égale à l'énergie d'un photon, multipliée par le
nombre d'atomes Nat qui subissent un cycle de �uorescence pendant une seconde:
P piège

fluo = ~ωatNat. Nat est relié à la probabilité pour un atome d'être excité par les
faisceaux pièges qui s'exprime en fonction du paramètre de saturationspièges:

N
pièges
at = Γ Nat

1

2

spièges

1 + spièges

. (3-1)

Par rapport aux conditions expérimentales précédentes, nous avons augmenté la
puissance des faisceaux pièges a�n d'obtenir un nombre d'atomes, interagissant avec
le faisceau pompe, assez important. Leur puissance typique totale est maintenant
de l'ordre de 5 mW et leur désaccord vaut ∆pièges ' 7 MHz ' 3γ. Dans ce cas, le
paramètre de saturation des pièges (donné par la relation2-7) est de l'ordre de 1.

En tenant compte de l'angle solide de détection imposé par la géométrie de
notre cellule ∆Ω/4π ' 0.01, l'ordre de grandeur de la puissance de �uorescence
est de P piège

fluo ' 20 nW , pour 107 atomes. Cette �uorescence est collectée par une
photodiode sensible dont le temps de réponse est d'environ 50µs.

A.2.2 Dynamique du piège magnéto-optique

Avant d'étudier le comportement du nuage atomique lorsqu'on coupe les fais-
ceaux pièges de manière cyclique, nous avons estimé le temps de chargement du
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~1,5 V

Fig. 3.2 � Temps de chargement du piège: évolution de la �uorescence en fonction du temps.

piège. Pour cela, on utilise le dispositif décrit ci-dessus mais pour des cycles de plu-
sieurs secondes. On observe alors l'augmentation de la �uorescence des pièges au
cours du temps (voir �gure 3.2). La valeur stationnaire de la �uorescence due aux
atomes, mesurée par la photodiode décrite ci-dessus, vaut environ 1.5V . L'état sta-
tionnaire du piège est atteint au bout de 6 secondes et le temps à mi-hauteur est de
l'ordre de 1.5 s.

Dans la suite, le temps typique de coupure des pièges sera de 1ms. Ce temps est
très inférieur au temps mis par le système à atteindre son régime stationnaire. Nous
avons alors constaté que la �uorescence diminuait pour atteindre un régime stable
au cours du temps. La �gure 3.3 montre l'évolution de cette �uorescence pendant un
cycle de coupure. Ce cycle correspond à un temps de coupure deτcoupure = 850 µs
et un temps de piégeage de τpièges = 1.15 ms.

Sur cet enregistrement, la di�érence de �uorescence entre les périodes éteintes et
allumées des pièges est d'environ 300 mV . Ce signal est composé de la �uorescence
due aux atomes et des ré�exions parasites des faisceaux pièges sur les parois de la
cellule. La contribution de ces derniers peut être estimée indépendamment en cou-
pant les champs magnétiques de piégeage. Dans ce cas les atomes ne sont plus piégés
et la �uorescence disparaît. On obtient ainsi une valeur e�ective de la �uorescence
atomique de l'ordre de 250 mV .

On remarque que cette valeur est constante entre deux cycles de coupure; le
nombre d'atomes dans le piège semble donc stationnaire en présence des faisceaux
pièges. Qu'en est il pour le nombre d'atomes en l'absence des faisceaux pièges? A�n
de répondre à cette question, nous allons maintenant étudier l'évolution de ce nombre
d'atomes lorsque l'on coupe les pièges. Pour cela, nous utilisons la �uorescence due
au faisceau pompe.

En e�et, l'étude précédente a été réalisée en l'absence du faisceau pompe. Néan-
moins, lorsque celui-ci est résonant avec la cavité, il interagit avec les atomes et dif-
fuse également de la lumière par �uorescence, notéeP pompe

fluo . Pour une puissance inci-
dente de 7 µW , le paramètre de saturation de la pompe à résonance vautsmax

pompe ' 0.3
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Fig. 3.3 � Fluorescence du nuage atomique due aux faisceaux pièges. Courbe (a): tension de
commande de la coupure des faisceaux pièges:Vcycle. Courbe (b): tension de sortie
de la photodiode enregistrant la �uorescence des atomes. La puissance totale des
faisceaux pièges est de l'ordre de 5 mW . résonance de la cavité. Courbe (b) :
évolution de l'intensité maximale de �uorescence de la pompe en fonction du
temps T , compté à partir de la coupure des faisceaux pièges.
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I
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Fig. 3.4 � Fluorescence du nuage atomique due au faisceau pompe. Courbe (a): résonance
de la cavité. Courbe (b) : évolution de l'intensité maximale de �uorescence de
la pompe en fonction du temps T , compté à partir de la coupure des faisceaux
pièges.
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(voir relation 2-10). On compare cette �uorescence à celle due aux faisceaux pièges:

P pompe
fluo

P pièges
fluo

=
smax

pompe/2

spièges

1 + spièges

1 + smax
pompe/2

' 0.4 (3-2)

La �uorescence due aux faisceaux pièges étant d'environ 250mV , on s'attend à
observer une puissance de �uorescence due à la pompe de l'ordre d'une centaine de
mV , ce qui est tout à fait détectable. Ainsi, la courbe (a) de la �gure 3.4 montre
la détection d'une résonance de la cavité à l'aide de la �uorescence de la pompe.
Celle-ci est enregistrée pendant l'intervalle de temps où les faisceaux pièges sont
coupés. Pour cela, on balaie la longueur de la cavité plus rapidement que le temps
de coupure, choisi ici à τcoupure = 4 ms. L'intensité maximale du pic de résonance
Imax ' 60 mV est en bon accord avec l'ordre de grandeur calculé ci-dessus.

Cette intensité maximale Imax est proportionnelle au nombre d'atomes interagis-
sant avec la pompe pour un délaiT écoulé après la coupure. Nous avons tracé sur la
courbe (b) de la �gure 3.4 l'évolution de cette intensité Imax en fonction de ce délai
T . Cette courbe montre que les atomes quittent la zone d'interaction au bout d'une
dizaine de ms. Le temps caractéristique de fuite (temps à mi-hauteur) des atomes
est d'environ 5 ms. Ce temps caractéristique est environ deux fois plus petit que la
valeur déterminée par A. Lambrecht, les faisceaux pièges utilisés dans ce dernier cas
étant environ trois fois plus puissants.

Cette mesure peut être e�ectuée de manière similaire en étudiant la transmission
de la cavité en fonction de ce même tempsT ; nous obtenons les mêmes résultats par
ces deux méthodes.

Pour un temps de coupure d'environ 1ms, inférieur au temps de fuite des atomes,
le nombre d'atomes interagissant avec la pompe est donc quasi-stationnaire. Dans
toute la suite de ce manuscrit, le cycle utilisé correspond à celui de la �gure3.3,
à savoir τcoupure = 850 µs et τpièges = 1.15 ms. Nous allons maintenant étudier les
résonances de la cavité dans ces conditions.

B Résonances de la cavité à atomes
B.1 Modulation de la transmission de la cavité

Lorsque les faisceaux pièges sont coupés, on enregistre la transmission de la
cavité à l'aide de la photodiode PhD 1 (voir �gure 2.7). Le temps de coupure étant
assez rapide, la longueur de la cavité reste constante pendant quelques cycles. La
�gure 3.5 montre que la transmission de la cavité est alors modulée par le cycle
de coupure. Ceci est dû à la modulation du déphasage atomique, qui peut résulter
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Fig. 3.5 � Transmission de la cavité en fonction du temps. Courbe (a): tension de com-
mande de la coupure des faisceaux pièges: Vcycle. Les deux courbes (b) et (c)
donnent les transmissions correspondant à deux longueurs de cavité di�érentes.
Ces longueurs de cavité restent quasiment constantes sur l'intervalle de temps
considéré ici, i.e. 5 ms.
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Fig. 3.6 � En haut: obtention d'un nouveau cycle pour la mesure du bruit quantique à l'aide
d'un retardateur. En bas: cycle de mesure Vmesure (a) et signal de transmission
pour une longueur �xe de la cavité (b).
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d'une modulation du nombre d'atomes. Il est en e�et raisonnable de supposer que
ce nombre diminue en l'absence des faisceaux pièges.

On observe un temps de relaxation sur la courbe transmission de la cavité. Celui-
ci est dû au temps de coupure de la photodiodePhD 1 (environ 50 µs). Pour éviter
de mesurer le bruit pendant cette phase transitoire, nous avons mis en place un
deuxième cycle qui sera utilisé pour dé�nir la plage de temps pendant laquelle nous
allons e�ectivement mesurer le bruit quantique. Pour cela on retarde le début de la
mesure par rapport à la chute de la tension Vcycle qui conditionne l'arrêt des pièges
(voir �gure 3.6). Ce retard est choisi de quelques centaines deµs. La nouvelle ten-
sion de commande ainsi obtenue, notéeVmesure, servira de référence pour e�ectuer la
détection synchrone du bruit mesuré par l'analyseur de spectre. Nous avons constaté
une amélioration des résultats sur la réduction de ce bruit lorsque ce retard est de
l'ordre de 350 µs.

B.2 Détection synchrone des résonances
L'étude précédente a été réalisée pour une longueur de la cavité �xée. A�n d'ob-

server les résonances, on balaie maintenant cette longueur. Comme nous l'avons vu,
la transmission de la cavité est modulée par la coupure des faisceaux. Une courbe
typique de résonance de la cavité est présentée sur la courbe (a) de la �gure3.7:
le signal de transmission bascule lorsqu'on éteint ou allume les pièges. On discerne
alors deux courbes de transmission: une partie "basse" correspondant à la coupure
des pièges et une partie "haute" donnant la transmission en leur présence. Il est
néanmoins di�cile d'étudier les résonances de la cavité dans ces conditions; on ef-
fectue donc une détection synchrone pour démoduler le signal de transmission.

Pour cela on utilise un échantillonneur commandé par la tension TTL du cycle
de mesure (�gure 3.6): la tension de sortie est égale à la tension d'entrée lorsque
Vmesure = 0 V et s'annule si Vmesure = 5 V . On obtient ainsi un signal non nul
uniquement pour la partie "basse" de la courbe correspondant à la coupure des
faisceaux pièges. Le résultat est présenté sur la courbe (b) de la �gure 3.7. Ce
signal est ensuite �ltré par un �ltre passe bas dont la fréquence de coupure vaut
typiquement 20 Hz. Celui-ci donne la moyenne, pondérée par les temps respectifs
τcoupure et τpièges, entre la valeur du signal sans pièges et la valeur constante nulle. Le
signal ainsi �ltré est donc proportionnel à la transmission de la cavité en l'absence
des faisceaux pièges.

Cette méthode est, en fait, une détection synchrone et suppose une échelle de
temps bien séparée entre le temps de coupure et le temps de balayage de la cavité
de telle sorte que τcoupure ¿ τfiltre ¿ τbalayage. Les courbes (c) et (d) de la �gure
3.7 montrent le signal direct en transmission et le résultat à la sortie du �ltre passe
bas pour un temps de balayage de l'ordre de 500ms. On retrouve ainsi l'allure des
courbes de résonance présentées dans la sectionB du chapitre 2.
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Fig. 3.7 � Méthode de détection des résonances en l'absence des faisceaux pièges par détec-
tion synchrone. En haut: schéma du dispositif expérimental. En bas: signaux de
transmission illustrant les di�érentes étapes de la détection synchrone. Courbe
(a): transmission de la cavité pour un balayage rapide de la cavité. Courbe (b):
signal obtenu à la sortie de l'échantillonneur. Courbe (c): transmission de la ca-
vité pour un balayage lent. Courbe (d): signal à la sortie du �ltre basse fréquence.
La puissance incidente de la pompe vaut 7 µW .
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B.3 Bascule de polarisation
On peut appliquer la méthode de détection des résonances présentée ci-dessus à

l'analyse de la polarisation à la sortie de la cavité à l'aide des photodiodesPhD 1
et PhD 2 (voir �gure 2.7). La �gure 3.8 montre les courbes de résonance obtenues
pour une puissance incidente du faisceau pompe de 6µW .

On observe à nouveau le phénomène de bascule de polarisation que nous avons
étudié en détail dans la section B du chapitre 2. Le pompage optique dû aux fais-
ceaux pièges ne joue maintenant plus aucun rôle; on s'attend alors à ce que le régime
de pompage optique saturé soit atteint pour des puissances de pompe inférieures à
celles nécessaires dans le cas où les faisceaux pièges sont allumés (voir paragraphe
B.3.2 du chapitre 2). Ce comportement semble être véri�é sur les courbes 1(a) et
1(b) de la �gure 3.8, puisque les �ancs raides sont nettement moins marqués sur les
courbes de résonance au niveau du point B en l'absence des faisceaux pièges qu'en
leur présence (pour comparaison voir �gure 2.8).

Pour comparer directement ces di�érences de comportement, on peut obtenir la
courbe de transmission en présence des faisceaux pièges. Pour cela, il su�t d'inver-
ser la commande TTL Vmesure envoyée sur l'échantilloneur. Les courbes 2(a) et 2(b)
de la �gure 3.8 montrent les résonances pour les polarisations circulaire et linéaire.
Contrairement au cas précédent, les processus de pompage optique dus à la pompe
et aux pièges entrent maintenant en compétition; le pompage optique n'est plus sa-
turé et on observe à nouveau l'apparition de �ancs raides au voisinage du point B
(voir paragraphe B.3.2 du chapitre 2).

En comparant les courbes 1(b) et 2 (b) de la �gure 3.8, on remarque que l'in-
teraction entre la pompe et les atomes semble plus importante en l'absence des
faisceaux pièges qu'en leur présence puisque le basculement de la polarisation est
moins marqué dans ce cas. Cette observation semble donc contredire l'hypothèse
d'une diminution du nombre d'atomes en l'absence des faisceaux pièges, hypothèse
que nous avions faite pour expliquer la modulation de la transmission du faisceau
pompe à travers la cavité (voir, par exemple, la courbe (a) de la �gure3.7).

En fait, on attribue cet e�et à la saturation importante du milieu atomique en
présence des faisceaux pièges. En e�et, pour les puissances de pièges utilisées (de
l'ordre de 5mW ), le paramètre de saturation des pièges est proche de 1, comme nous
l'avons estimé au paragrapheA.2.1. Ainsi une partie non négligeable des atomes est
excitée par ces faisceaux. Pour se faire une idée, calculons l'e�et de la saturation due
aux faisceaux pièges exclusivement. Cette saturation se traduit par une diminution
apparente du nombre d'atomes donnée par:

Neff = Nfondamental −Nexcité = Nat
1

1 + spièges

' 0.5 Nat (3-3)
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Fig. 3.8 � Analyse de la polarisation transmise par la cavité lorsque l'on coupe les faisceaux
pièges. Les tensions V1 et V2 correspondent aux tensions délivrées par les photo-
diodes PhD1 et PhD2 placées en transmission de la cavité (voir �gure2.7). Les
courbes présentées ici ont été obtenues après le dispositif de détection de syn-
chrone décrit dans le texte. Les courbes (a) et (b) correspondent aux analyses de
polarisation linéaire et circulaire respectivement. Courbes (1): transmission en
l'absence des faisceaux pièges. Courbes (2): on inverse la tension de commande
Vmesure a�n d'obtenir la partie de la transmission correspondant à la présence
des faisceaux pièges. La puissance incidente du faisceau pompe vaut 6µW .
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Ainsi le faisceau pompe "voit" successivement un nombre d'atomes valantNat

ou Neff suivant que les faisceaux pièges sont éteints ou allumés. Nous pensons donc,
�nalement, que la modulation observée sur la transmission de la cavité est due à la
modulation du nombre e�ectif d'atomes vus par la pompe, le nombre réel d'atomes
étant quasiment constant.

C Asservissement de la cavité
C.1 Principe et première réalisation

Par la suite, nous allons mesurer les �uctuations quantiques des champs sortant
de la cavité en e�ectuant une détection synchrone du signal donné par la détection
homodyne. Pour réaliser cette détection synchrone il faut bien séparer les échelles
de temps de mesure, de celles de la coupure des faisceaux pièges. Le balayage de
la phase de l'oscillateur local doit alors être long devant le temps de coupure des
pièges. En pratique, le temps de balayage est choisi de l'ordre de la seconde. Il faut
donc asservir la longueur de la cavité pour obtenir un comportement stationnaire
du système sur cette échelle de temps.

Nous avons vu que la transmission de la cavité était maintenant fortement mo-
dulée, il est donc di�cile d'utiliser ce signal pour asservir la cavité "sur le �anc"
comme c'était le cas précédemment (voir paragrapheA.3.2 du chapitre 2). Comme
nous l'avons déjà évoqué, nous avons décidé d'utiliser les pics de résonance d'un fais-
ceau auxiliaire pour asservir la cavité. Sa fréquence doit être su�samment éloignée
des résonances atomiques pour qu'il ne soit pas sensible à la modulation d'indice
due aux atomes à l'intérieur de la cavité. En outre, sa stabilité en fréquence doit
être inférieure à la largeur de la cavité qui vaut environ5 MHz. En�n sa fréquence
doit être asservie pour ne pas entraîner de dérive lente de la cavité pendant les en-
registrements des spectres de bruit.

La première solution envisagée fut de produire ce faisceau à l'aide de modulateurs
acousto-optiques à partir du laser Titane:Saphir. Cette solution permet de s'a�ran-
chir de tous les problèmes de stabilité de fréquence car le Ti:Sa est déjà asservi (voir
paragraphe A.1 du chapitre 2).

A cette époque, nous avions le projet d'étudier les �uctuations atomiques du
niveau 6S1/2 F = 4 à l'aide d'un faisceau quasi-résonant avec la transition6S1/2 F =
4 → 6P3/2 F ′ = 3. Cette transition est décalée d'environ 450MHz dans le rouge de
la transition 6S1/2 F = 4 → 6P3/2 F ′ = 5, i.e. décalée de 400 MHz par rapport au
faisceau pompe. Ce faisceau, que nous appellerons le faisceau sonde (voir �gure2.4),
est produit à partir du faisceau pompe par un modulateur acousto-optique. Celui-
ci fonctionne autour de 200 MHz et est monté en con�guration double passage,
analogue à celle décrite sur la �gure 2.3. A�n d'obtenir la résonance simultanée des
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faisceaux pompe et sonde, la cavité avait été allongée de telle sorte que l'intervalle
spectral libre de la cavité soit réduit à environ 400MHz.

Nous n'avons �nalement pas utilisé ce faisceau sonde pour l'étude des �uctuations
atomiques. En revanche, il nous a servi, dans un premier temps, à générer le faisceau
auxiliaire pour asservir la cavité. Le faisceau d'asservissement, obtenu à partir du
faisceau sonde par un nouveau décalage de 2 × 200 MHz, est ainsi décalé de 800
MHz dans le rouge du faisceau pompe, soit deux fois l'intervalle spectral libre de la
cavité. Dans ce cas, il est situé à 400MHz de la transition atomique la plus proche,
à savoir la transition 6S1/2 F = 4 → 6P3/2 F ′ = 3 (voir �gure 2.4). Ce désaccord est
su�samment important pour que ce faisceau ne soit pas sensible à la modulation
d'indice à l'intérieur de la cavité.

Nous avons pu ainsi asservir la cavité sur un pic de résonance de ce faisceau.
Malgré la faible puissance de ce faisceau à l'entrée de la cavité (inférieure à 1µW ),
nous avons observé une augmentation de la biréfringence du nuage atomique vue par
le faisceau pompe. La rotation de polarisation induite sur le faisceau pompe ré�échi
par la cavité peut être corrigée à l'aide d'une lame demi-onde avant d'envoyer le
faisceau vers la détection homodyne; ce problème n'est donc pas critique. En outre
nous n'avons pas constaté d'excès de bruit ajouté par ce faisceau.

Cette solution a néanmoins été abandonnée pour des raisons pratiques. En e�et,
nous voulons pouvoir choisir le point de fonctionnement sur la courbe de résonance
de la pompe. La demi-largeur de la cavité vide est de 5MHz. Lorsque la pompe
interagit avec les atomes, l'absorption qu'elle subit a pour e�et de diminuer la �nesse
et donc d'augmenter cette largeur. Pour balayer le pic de résonance en polarisation
linéaire il faut ainsi pouvoir faire varier la fréquence du faisceau d'asservissement
d'environ 20 MHz. Nous sommes alors confrontés à deux problèmes lorsque l'on
change la fréquence de fonctionnement du modulateur acousto-optique: d'une part
la puissance di�ractée diminue à chaque passage par rapport au réglage initial, la
puissance du faisceau auxiliaire décroît donc très rapidement. D'autre part, l'angle
de Bragg avec lequel ce faisceau est di�racté dépend de la fréquence. Bien que le mo-
dulateur soit monté en con�guration de double passage (voir �gure2.3), l'orientation
du faisceau varie légèrement et le recouvrement entre le mode du laser auxiliaire et
de la cavité chute également rapidement. Cet e�et s'ajoute au précédent pour dé-
truire le signal de transmission de ce faisceau par la cavité. En pratique, la plage de
balayage accessible est de l'ordre de 1 à 2MHz, ce qui n'est pas su�sant.

Pour résoudre ce problème, on aurait pu utiliser un modulateur acousto-optique
fonctionnant à des fréquences plus élevées comme 400 ou 800MHz. Nous ne dis-
posions pas de tels modulateurs acousto-optique; il nous a donc semblé préférable
d'utiliser une diode laser annexe, notre groupe béné�ciant d'une solide expérience
sur leur fonctionnement. Il faut alors stabiliser sa fréquence.

Pour cela, nous détectons les battements entre la diode et le faisceau sonde décrit
ci-dessus à l'aide d'une photodiode rapide. Le signal des battements est ensuite utilisé
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pour contrôler la fréquence de la diode. Nous allons maintenant détailler le montage
de cette diode puis la technique d'asservissement de sa fréquence.

C.2 Diode laser auxiliaire
C.2.1 Montage de la diode laser
La diode laser utilisée est une diode SDL-5422-H1, régulée en température et

montée sur réseau en con�guration Littrow a�n de réduire sa largeur spectrale.
Néanmoins le centre d'émission de cette diode varie sensiblement, de l'ordre de 50
MHz. Il est principalement dû aux �uctuations mécaniques et acoustiques. Pour
réduire ces �uctuations, nous avons apporté un soin particulier au montage méca-
nique de la diode. En suivant les conseils de François Nez, nous avons inséré du
caoutchouc entre la table optique et le support de la diode. En outre nous avons
réalisé une boite en bois, tapissé d'un isolant acoustique pour améliorer l'isolation
acoustique de la diode laser. Ceci a eu pour e�et de réduire le "jitter" à une dizaine
de MHz, évalué par les battements avec le laser Ti:Sa sur la photodiode rapide (voir
paragraphe C.2.2).

Pour des raisons d'encombrement, cette diode a été montée sur une table optique
annexe. Le faisceau est envoyé vers la cavité à atomes et le dispositif d'asservissement
en fréquence à l'aide d'une �bre optique (voir �gure3.9).

A la sortie de la diode laser, on dispose deux prismes taillés à l'angle de Brews-
ter pour rendre circulaire le mode spatial du faisceau, initialement elliptique. Le
faisceau traverse ensuite deux isolateurs optiques montés en série a�n d'éviter tout
retour de lumière. Une partie du faisceau est envoyée vers un lambdamètre a�n de
repérer sa fréquence, tandis que l'autre partie est envoyée vers une �bre optique
monomode à maintien de polarisation. Cette �bre possède un coupleur à l'entrée et
un collimateur en sortie. On adapte le mode du faisceau à l'aide de deux lentilles
convergentes de focale 500 et 300mm pour coupler e�cacement le faisceau dans la
�bre et on obtient une transmission à travers la �bre d'environ55%. Le passage par
cette �bre permet également de �ltrer spatialement le mode de la diode. Celui est
donc un mode gaussien TEM00 à la sortie de la �bre.

Pour obtenir la fréquence désirée, nous ajustons l'angle d'incidence du faisceau
sur le réseau qui assure l'a�nement spectral de la diode en cavité étendue. On
peut ainsi déplacer la longueur d'onde de la diode d'une vingtaine denm par sauts
de mode. La fréquence libre de la diode laser étant d'environ 849 nm, on peut
obtenir ainsi un mode d'oscillation autour de 852,11nm. On règle alors �nement la
fréquence en jouant sur la température et sur l'intensité d'alimentation. Nous avons
ainsi choisi un point de fonctionnement correspondant à une intensité deI = 75 mA
et une température de T ' 8◦. La puissance disponible à la sortie de la �bre est alors
d'environ 5 mW , ce qui est largement su�sant pour les besoins de l'expérience.
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Fig. 3.9 � Montage de la diode laser auxiliaire sur réseau. Le faisceau est envoyé vers la
cavité à l'aide d'une �bre monomode.

La fréquence dépend également de la longueur de la cavité étendue, dé�nie par
la distance entre la diode laser et le réseau. On balaye la fréquence continûment
en montant le réseau sur une cale piézo-électrique. Pour asservir la fréquence de la
cavité, nous allons jouer à la fois sur le courant d'alimentation de la diode et la
longueur de la cavité étendue.

C.2.2 Asservissement en fréquence
Le signal d'asservissement de la fréquence est généré par le signal de battements

entre la diode laser et le faisceau sonde. Nous avons vu au paragrapheC.1 que ce
dernier est décalé d'environ 400MHz dans le rouge par rapport au faisceau pompe.

Ces battements sont détectés à l'aide d'une photodiode rapide. On transforme ce
signal en un signal d'erreur exploitable à l'aide d'un convertisseur fréquence-tension
qui nous a été fourni par F. Nez. Le signal de sortie est proportionnel à la di�érence
de la fréquence des battements par rapport à une fréquence de référence centrée
autour de 300 MHz. Cette dernière est commandée par une tension continue et
peut être choisie entre 280 et 320MHz.

Le signal d'erreur ainsi généré est séparé en deux parties. La première partie
est utilisée pour corriger les �uctuations rapides de la fréquence en agissant sur le
courant d'alimentation. Ce signal passe par un intégrateur à gain ajustable dont la
constante de temps vaut typiquement 500 µs. La seconde partie est utilisée pour
corriger les dérives lentes de la fréquence en jouant sur la tension appliquée sur la
cale piézo-électrique du réseau. Ce signal est également intégré avec un gain réglable,
la constante de temps étant plus lente (de l'ordre de 100ms).

Les battements entre la diode et la sonde, de fréquence située autour de 300
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MHz, ont tout d'abord été détectés par une photodiode FND 100, identique à celles
utilisées pour la détection homodyne. Ce dispositif permet de détecter les battements
entre la sonde et la diode jusqu'à 400 MHz. Ceux-ci sont asservis autour de 300
MHz suivante la technique décrite ci-dessus. Dans ce cas, le faisceau sonde est décalé
de 500 MHz dans le rouge par rapport au faisceau pompe. Au total, la diode laser
se trouve alors décalée d'environ 800MHz par rapport au faisceau pompe, i.e deux
fois l'intervalle spectral libre de la cavité dans cette con�guration.

Ce désaccord étant le même que celui obtenu pour la con�guration préliminaire
utilisant un modulateur acousto-optique pour produire le faisceau auxiliaire, nous
avons à nouveau constaté l'in�uence du faisceau d'asservissement sur la rotation de
la polarisation du champ pompe à la sortie de la cavité (voir paragrapheC.1). Une
fois la diode laser asservie, on peut choisir la fréquence d'asservissement des batte-
ments autour de 300 MHz à l'aide de la tension de référence. Cette technique nous
permet de déplacer la fréquence de la diode sur une plage de 40MHz et de balayer
ainsi toute une résonance de la cavité (de l'ordre de 20MHz). Nous avons utilisé
cette méthode pour obtenir les résultats présentés au paragrapheC.4 du chapitre 2.

A la suite d'une rupture du vide dans la cellule contenant le gaz d'atomes froids,
nous avons dû démonter puis réassembler une partie du dispositif expérimental. A
cette occasion, nous avons décidé de revenir à la con�guration initiale de la ca-
vité, à savoir diminuer sa longueur pour améliorer sa stabilité. Ses caractéristiques
correspondent dans ce cas à celles présentées lors de la description du montage ex-
périmental au paragraphe A.3.1 du chapitre 2. Son intervalle spectral libre (ISL)
vaut donc à nouveau environ 540 MHz.

Dans ce cas, la di�érence de fréquence entre la diode et la pompe doit valoir au
moins de 1080 MHz pour que ces deux faisceaux soient résonants simultanément
avec la cavité. Les battements entre la sonde et la diode doivent toujours se situer
autour de 300 MHz pour pouvoir asservir la fréquence de la diode, ce qui nous
oblige à décaler la sonde d'environ 800MHz par rapport à la pompe. Ceci n'est pas
possible: le modulateur acousto-optique utilisé pour produire la sonde fonctionne en
e�et autour de 200 MHz. Nous avons alors changé de méthode d'asservissement.

Les battements, entre la diode et la sonde, sont maintenant détectés par une pho-
todiode à avalanche, polarisée à 180 V . Celle-ci nous permet d'obtenir un signal de
battement pour des fréquences, νbatt = νdiode−νsonde, allant jusqu'à la limite permise
par notre analyseur de spectre, à savoir 1.8GHz. Ces battements ne peuvent pas être
utilisés directement pour générer le signal d'erreur car le convertisseur fréquence-
tension fonctionne seulement autour de 300MHz. Ils sont sont donc comparés à une
fréquence de référence νref variable fournie par un générateur fonctionnant jusqu'à
2 GHz (voir �gure 3.10). Ces deux fréquences sont mélangées sur un mixeurRF
(Minicircuit ZP-5) dont la sortie nous donne un signal de fréquenceνmix = νbatt−νref .

On asservit �nalement cette fréquenceνmix à 300 MHz à l'aide du convertisseur
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Fig. 3.10 � Principe d'asservissement de la diode laser à 2.16GHz de la pompe.
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fréquence-tension. En pratique, la puissanceRF de ce signal doit être supérieure à
-20 dBm pour que ce convertisseur fréquence-tension puisse fonctionner. A�n d'ob-
tenir une telle puissance, nous avons donc utilisé une série d'ampli�cateurs. Toutefois
ces ampli�cateurs ont une bande passante très large et ils ampli�ent également les
modulations parasites. Pour les éliminer, nous avons donc inséré une série de �ltres
RF permettant de sélectionner uniquement le signal correspondant aux battements.
Le détail de cette chaîne de fréquence est présenté sur la �gure3.11.

Dans la con�guration �nale, les battements se situent autour de 1.6GHz et la
fréquence de référence vaut environ 1.3 GHz. La sonde est, quant à elle, décalée
de 560 MHz dans le rouge du faisceau pompe. Au total, la di�érence de fréquence
entre le faisceau pompe et la diode laser est de l'ordre de 4 fois l'intervalle spectrale
libre de la cavité:

νpompe − νdiode = (νpompe − νsonde) + νbatt ' 0.560 + 1.6 = 2.16 GHz = 4 ISL (3-4)

Cette technique nous a permis d'asservir la fréquence de la diode laser, ce qui est
indispensable pour asservir la longueur de la cavité. En outre, en changeant simple-
ment la fréquence RF de référence νref envoyée sur le mixeur, on peut maintenant
balayer cette fréquence sur une plage de l'ordre de 200MHz.

C.2.3 Couplage dans la cavité - asservissement d'intensité
Pour asservir la cavité à l'aide de cette diode laser, il faut tout d'abord coupler

le mode de la diode avec celui de la cavité. Pour cela, on superpose le faisceau de
la diode laser avec le faisceau pompe sur un cube polariseur à l'entrée de la cavité
(voir �gure 3.10). On obtient un bon recouvrement entre les modes spatiaux de la
diode et de la cavité à l'aide de la lentilleL de focale 800 mm. La diode laser étant
polarisée verticalement, on détecte ses résonances sur la photodiodePhD 2 de la
�gure 3.10.

La �gure 3.12 montre la résonance de la diode laser. Lorsque l'asservissement
par battements n'est pas utilisé, on observe les �uctuations de sa fréquence en ba-
layant la cavité assez lentement (courbe (a)). La courbe (b) montre l'amélioration
apportée par cet asservissement. Nous disposons ainsi d'une source laser adéquate
pour asservir la longueur de la cavité.

Néanmoins nous avons constaté que la polarisation de la diode laser à la sortie de
la �bre �uctuait lentement au cours du temps. Ces �uctuations se manifestent par
une variation de l'intensité en transmission du cube polariseurPBSd de la �gure
3.10. Cette variation peut atteindre jusqu'à 50% et disparaître pendant plusieurs
heures.

Ces �uctuations de polarisation peuvent être provoquées par des contraintes mé-
caniques exercées sur cette �bre. Celles-ci ont été réduites au minimum, mais nous
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(b)(a)

Fig. 3.12 � Transmission de la diode laser. Courbe (a): diode laser sur réseau. Courbe (b):
diode laser asservie en fréquence à l'aide des battements avec le faisceau sonde.

n'avons pas noté d'amélioration sensible. Nous pensons donc que notre �bre à main-
tien de polarisation présente un défaut de fabrication. Ces �uctuations d'intensité
posent un réel problème pour l'asservissement sur le �anc de la cavité: elles in-
duisent, en e�et, des �uctuations lentes de la longueur de la cavité qui peuvent être
très importantes.

L'intensité de la diode laser à la sortie de la �bre est donc asservie à l'aide
d'un modulateur électro-optique (�gure 3.10). Le faisceau de la diode laser est po-
larisé horizontalement à l'aide d'un premier cube polariseur: on transforme ainsi les
�uctuations de polarisation en �uctuations d'intensité. Les axes optiques du cristal
électro-optique sont tournés de 45◦ et on applique, dans un premier temps, une ten-
sion constante U0 sur le cristal de manière à ce que la polarisation transmise soit
tournée à +45◦. En�n on place un cube polariseur en sortie, celui-ci joue le rôle
d'analyseur. Une portion de l'intensité transmise par ce dispositif est détectée par
une photodiode et comparée à une tension de référence pour générer un signal d'er-
reur, qui est sommé à la tension constanteU0 (voir �gure 3.10). On contrôle ainsi la
polarisation transmise par le cristal de manière à ce que l'intensité soit constante à
la sortie du deuxième cube polariseur.

C.3 Asservissement de la cavité
Nous pouvons maintenant asservir la longueur de la cavité à l'aide du faisceau

de la diode laser. Sa transmission est détectée par la photodiodePhD 2, celle de la
pompe par la photodiode PhD 1 (lorsque celle-ci reste linéaire) (voir �gure 3.10).
On réalise un asservissement "sur le �anc", à mi-hauteur du pic de transmission de
la diode. On change ensuite le désaccord entre la pompe et la cavité en jouant sur la
fréquence de référence (νref) qui décale continûment le désaccord entre la pompe et
la diode (voir paragraphe C.2.2). Cette méthode permet de faire varier le désaccord
d'environ 200 MHz, on peut donc aisément balayer la résonance d'un pic de cavité
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Fig. 3.13 � Asservissement de la cavité par la diode laser en l'absence d'atomes. Courbe
(a): diode laser sur réseau sans asservissement par battements; le signal de
transmission du faisceau pompe présente un bruit important. Courbe (b): diode
laser stabilisée en fréquence: la transmission de la pompe est alors aussi asservie.

(' 20 MHz).

Les performances de cet asservissement sont illustrées sur la �gure3.13. En l'ab-
sence d'atomes, on asservit la cavité sur le signal de la diode laser alors que le
faisceau pompe est également résonant. Lorsque la diode n'est pas stabilisée en fré-
quence, on peut asservir la cavité sur la diode de manière stable (courbe (a)); les
�uctuations de fréquence sont alors transmises aux �uctuations de longueur de la
cavité. On observe ces dernières sur le signal de transmission du faisceau pompe qui
est dans ce cas très bruyant. Si on asservit la fréquence de la diode, la di�érence
de fréquence entre la pompe et la diode est maintenant �xe. Le désaccord entre la
pompe et la cavité est donc également asservi (voir courbe (b)).

Lorsque les atomes sont présents, on véri�e que la résonance de la diode n'est
pas a�ectée par la modulation introduite par la coupure des faisceaux pièges. On
compare sur la courbe (a) de la �gure3.14 les résonances de la diode et de la pompe,
lorsque celles-ci ne sont pas résonantes simultanément. On retrouve sur cette courbe
le phénomène de bascule de polarisation: une partie de la résonance de la pompe
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faisceau pompe
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Fig. 3.14 � Comparaison des résonances de la diode laser et du faisceau pompe lorsque la
cavité contient des atomes. La transmission de la diode laser est détectée par
la photodiode PhD 2 (voir �gure 2.7), alors que celle de la pompe est détectée
par les photodiodes PhD 1 et PhD 2 suivant sa polarisation à l'intérieur de la
cavité. On applique le cycle de coupure sur les faisceaux pièges, c'est pourquoi
on retrouve la modulation sur la transmission du faisceau pompe à travers la
cavité. En revanche la transmission de la diode n'est pas modulée car elles est
su�samment désaccordée par rapport aux transitions atomiques. Courbe (a):
résonances séparées. Courbe (b): résonances simultanées.

est détectée par la photodiode 2. Cette bascule de polarisation perturbe fortement
le signal de transmission de la diode lorsque la pompe et la diode sont résonantes
simultanément. La courbe (b) de la �gure 3.14 illustre cette situation: on ne peut
donc asservir la longueur de la cavité que dans le domaine où la polarisation reste
linéaire. Cette partie de la résonance étant celle qui nous intéresse, cette limitation
n'est pas problématique.

La �gure 3.15 montre la transmission de la pompe en présence d'atomes lorsque
l'on coupe les faisceaux pièges. La cavité est asservie à l'aide de la diode (stabilisée
en fréquence) dans la partie où la polarisation reste linéaire. On retrouve la modula-
tion de la transmission. Néanmoins ce point de fonctionnement est maintenant bien
stable pour des durées très supérieures au temps d'enregistrement des spectres de
bruit.

Nous avons donc atteint notre objectif de départ, à savoir l'asservissement de
la cavité lorsque l'on coupe les faisceaux pièges. Bien que sa réalisation complique
sensiblement l'expérience, la stabilité de l'ensemble de l'expérience dans cette version
améliorée peut atteindre plusieurs heures.
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Fig. 3.15 � Transmission de la pompe en présence d'atomes lorsque l'on coupe les pièges.
La cavité est asservie à l'aide des pics de transmission de la diode laser.

D Mesure du bruit
D.1 Détection synchrone du bruit

Un fois la cavité asservie sur un point de fonctionnement stable, on mesure le
bruit quantique du faisceau pompe à l'aide de la détection homodyne dont le prin-
cipe a été décrit au paragrapheC.1 du chapitre 2. Ce bruit est modulé par le cycle de
coupure des faisceaux pièges. A�n de sélectionner la composante de bruit qui nous
intéresse, à savoir celle correspondant à l'absence des faisceaux, nous e�ectuons une
détection synchrone.

Le bruit mesuré par l'analyseur de spectre est accessible grâce à la sortie vidéo
qui nous donne un signal proportionnel à la déviation du point lumineux sur l'écran.
Ce signal nous a déjà servi à mesurer le bruit quantique lorsque l'on s'intéresse à
la détermination de la phase de la quadrature comprimée (voir paragrapheD.1.4
du chapitre 2). L'analyseur de spectre fonctionne à nouveau en échelle linéaire (10
µV/div), avec une résolution de 100 kHZ. Ceci correspond à un temps de mesure
de l'analyseur d'une dizaine deµs, ce qui est bien inférieur au temps de coupure des
pièges (de l'ordre de 500 µs).

Pour démoduler le signal de bruit, on utilise une technique identique à celle dé-
crite pour étudier la transmission de la cavité (cf paragrapheB.2). On envoie tout
d'abord le signal dans un échantilloneur. Celui-ci est commandé par la tension TTL
Vmesure, dont le cycle est retardé par rapport au cycle de coupure de piègesVcycle

(voir �gure 3.6). Nous avons constaté que la réduction de bruit était plus impor-
tante pour un retard de l'ordre de 350 µs. Le régime transitoire à l'instant de la
coupure semble donc être une source d'excès de bruit. L'allure du signal à la sortie
de l'échantillonneur est donnée sur la �gure 3.16.

Le signal passe ensuite par un �ltre passe bas similaire à celui utilisé pour la
détection synchrone des résonances. Ce �ltre a une fréquence de coupure de l'ordre
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(a)

(b)

Fig. 3.16 � Signal de bruit à la sortie de l'échantillonneur (b) -voir �gure3.19- en fonction
du cycle de mesure Vmesure (a).

(a) (b)

Fig. 3.17 � Dépendance du bruit quantique standard mesuré par détection synchrone avec
la puissance de l'oscillateur local. Courbe (a): fréquence d'analyse 1.5MHz.
Courbe (b): fréquence d'analyse 5 MHz

de 20 Hz. Le signal ainsi obtenu est proportionnel à la valeur du bruit quantique en
l'absence des faisceaux pièges.

Pour normaliser le bruit au bruit quantique standard, on mesure les �uctuations
du vide avec ce dispositif. De même, on mesure la référence de bruit de l'analyseur
V0 et le bruit électronique introduit par le système de détection. On utilise ensuite la
formule 2-49. On véri�e que le bruit quantique standard mesuré dans ces conditions
est bien proportionnel à l'intensité de l'oscillateur local. On estime que le comport-
ment est bien linéaire à partir de 1.5 MHz. Nous n'étudierons pas des fréquences
plus basses car le signal est détruit par la coupure basse fréquence du montage
électronique des photodiodes. Les courbes (a) et (b) de la �gure 3.17 montrent la
dépendance du bruit avec la puissance de l'oscillateur local pour les deux fréquences
1.5 et 5 MHz.

D.2 Détection de la phase
Pour mesurer les paramètres de Stokes du faisceau pompe, nous avons vu qu'il

fallait connaître la quadrature comprimée du mode vide par rapport à la référence
de phase du champ moyen (voir section D du chapitre 2). Pour cela, on enregistre
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Fig. 3.18 � Modulation du signal d'interférence entre l'oscillateur local et le faisceau pompe
du fait de la coupure des faisceaux pièges.

le signal d'interférence entre l'oscillateur local et le champ moyen. La phase du fais-
ceau pompe ré�échi dépend du désaccord entre la pompe et la cavité. Celui-ci est
modulé par la coupure des faisceaux pièges (essentiellement du fait de la saturation
due à ces faisceaux). La phase de la pompe et, par conséquent, le signal d'interfé-
rence sont donc également modulés (voir �gure3.18). On sélectionne la composante
de ce signal correspondant à l'absence des faisceaux pièges à l'aide d'une nouvelle
détection synchrone (similaire aux deux autres décrites aux paragraphesB.2 et D.1).

Le signal d'interférence est obtenu à la sortie d'un �ltre passe bas placé à la suite
de l'échantilloneur (voir �gure 3.19). Comme c'était le cas pour les autres détections
synchrones, le temps de coupure de ce �ltre est assez bas (de l'ordre de 50ms). Il
faut donc balayer lentement la phase de l'oscillateur local. La période d'une oscilla-
tion est de l'ordre de 1 à quelques secondes. A ces échelles de temps, les �uctuations
mécaniques de l'interféromètre sont importantes. Un e�ort particulier a été apporté
pour les réduire en remontant complètement le dispositif expérimental. On ne peut
néanmoins empêcher les événements consistant en une variation rapide de la phase
relative entre l'oscillateur local et le champ moyen (de l'ordre d'une centaine de
ms). Ce temps est trop rapide pour le �ltre passe bas et donc nous ne pouvons pas
mesurer la phase avec précision. Ce problème rend impossible la détermination de
la quadrature comprimée si on balaie la phase de cette façon.

Nous avons donc décidé d'asservir la phase de l'oscillateur local. Pour cela on
utilise le signal d'interférence à la sortie de la détection synchrone. Il est comparé
à une tension de référence pour générer le signal d'erreur qui est envoyé sur la cale
piézo-électrique PZT (voir �gure 3.19). On peut ainsi asservir la phase de l'oscilla-
teur local, sauf lorsque celui-ci est en phase ou en opposition de phase avec le champ
moyen. On peut faire varier lentement la référence de tension de l'asservissement et
mesurer ainsi le bruit de toutes les quadratures du faisceau pompe, exceptée celle
d'intensité.
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Fig. 3.19 � Principe de mesure du bruit lorsque l'on coupe les faisceaux pièges. Le signal
d'interférence est mesuré par détection synchrone. Il est utilisé pour déterminer
la phase de la quadrature comprimée et pour asservir la phase de l'oscillateur
local. Le bruit quantique est mesuré en e�ectuant la détection synchrone du
signal à la sortie de l'analyseur de spectre.
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E Réduction du bruit
Nous présentons ici les mesures de bruit que nous avons réalisées lorsque l'on

coupe les faisceaux pièges. La cavité est asservie à l'aide de la diode auxiliaire sta-
bilisée en fréquence et le bruit correspondant à l'absence des faisceaux pièges est
mesuré par détection synchrone du signal donné par la détection homodyne.

E.1 Amélioration de la réduction de bruit
Dans ces conditions, nous avons observé à nouveau la réduction du bruit du mode

vide Ay. A basse fréquence d'analyse, nous obtenons typiquement une réduction de
bruit de l'ordre de 10%. La courbe (a) de la �gure 3.20 montre une réduction de
bruit de l'ordre de 11% à 2 MHz ; la puissance incidente de la pompe étant de 7
µW et le nombre d'atomes est estimé à 3 106. De manière générale, la réduction
de bruit mesurée dans cette con�guration est similaire à celle obtenue en l'absence
de coupure des faisceaux pièges pour des paramètres expérimentaux équivalents (cf
paragraphe C.3 du chapitre 2). On retrouve ainsi la même évolution en fréquence
(courbe (c) de la �gure 3.20): la réduction du bruit sur le mode vide est maximale
à basse fréquence et atteint 12% à 1.5 MHz (17 % corrigé des pertes).

La meilleure réduction de bruit obtenue pour le champ moyen est de l'ordre de
5% (9% corrigé des pertes). Cette réduction de bruit est environ deux fois supérieure
à celle obtenue en présence des faisceaux pièges (cf paragrapheC.3 du chapitre 2).
En outre, l'excès de bruit à basse fréquence est moins marqué. La reduction de bruit
reste toujours limitée mais elle s'étend sur une plage de fréquence plus importante.
Pratiquement, cette nouvelle con�guration rend l'observation de la réduction de
bruit sur ce mode beaucoup plus aisée, reproductible et non négligeable. Pour ces
raisons, la coupure des faisceaux pièges constitue une nette amélioration. On obtient
ainsi un domaine de fréquence centré autour de 5MHz (voir courbe (c) de la �gure
3.20) où les deux modes du champ sont comprimés simultanément d'environ5%.

E.2 Dépendance en fonction du désaccord
Nous avons présenté au chapitre2 l'évolution de la réduction du bruit en fonction

de la fréquence et ce pour di�érents points de fonctionnement choisis sur la courbe
de résonance. Nous avons alors repris cette étude dans cette nouvelle con�gura-
tion. Nous nous sommes intéressés en particulier à la détermination des quadratures
comprimées pour les deux modes du champs; ces résultats nous serviront en e�et à
caractériser les corrélations quantiques générées par notre système au chapitre5.

A�n de déterminer la phase de la quadrature comprimée du mode vide, nous
utilisons les interférences entre le champ moyen et l'oscillateur local. Cette méthode
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Champ moyen Ax

Mode vide Ay

(a)

(b)
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Fig. 3.20 � Mesure du bruit dans la con�guration de coupure des faisceaux pièges. Courbe
(a): bruit normalisé du mode vide Ay à la fréquence d'analyse de 2 MHz.
Courbe (b): bruit normalisé du champ moyenAx à la fréquence d'analyse de 5
MHz. Courbe (c): réduction du bruit sur les modes Ax et Ay en fonction de
la fréquence d'analyse. La puissance incidente du faisceau pompe vaut 7µW et
le nombre d'atomes est estimé à 3 106. Le point de fonctionnement est choisi
proche du sommet de la courbe (rA = TA/T lin

at ' 0.8).
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Fig. 3.21 � Evolution de la réduction de bruit et de la phase de la quadrature comprimée
en fonction de la fréquence pour di�érents points de fonctionnement. Courbe
(a): position des di�érents points de fonctionnement sur la courbe de résonance
de la cavité. Ces points sont choisis dans le domaine où la polarisation reste
linéaire. Les coe�cients rA,B,C sont égaux aux rapports entre leur transmission
TA,B,C et la transmission maximale en polarisation linéaire T lin

at (voir �gure
2.21). Courbe (b): phases des quadratures comprimées(θsq)x et (θsq)y des modes
Ax et Ay. Courbe (c): di�érence des phases entre les quadratures comprimées
((θsq)x − (θsq)y). Courbe (d): réduction du bruit sur le mode videAy. La puis-
sance incidente du faisceau pompe vaut 5µW et le nombre d'atomes est estimé
à 2.5 106. Comme pour les résultats présentés au chapitre 2, l'incertitude sur
la mesure de la phase des quadratures est de l'ordre de±10◦ et de ±2% sur la
mesure du bruit.
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a été détaillée dans la sectionD.1 du chapitre 2. Nous rappelons ici que cette mesure
nous donne les phases des quadratures comprimées du champ moyen (θsq)x et du
mode vide orthogonal (θsq)y par rapport à la phase du champ moyenAx (voir �gure
2.30).

Nous avons expliqué au paragraphe D.2 précédent pourquoi la mesure du bruit
et des interférences par détection synchrone nous impose maintenant d'asservir la
phase de l'oscillateur local. Cette technique pose un problème pour le champ moyen.
En e�et, la quadrature comprimée est très proche de la quadrature d'intensité; celle-
ci n'est pas accessible par notre asservissement "sur le �anc" des interférences. On
peut contourner ce problème en mesurant la quadrature dont le bruit est maximale
qui est tournée de +π/2 par rapport à la quadrature comprimée. Celle-ci est en e�et
aisément accessible à l'expérience. On peut mesurer indépendamment la réduction
de bruit sur ce mode en balayant la phase de l'oscillateur local sans asservissement.

Cependant, les résultats présentés sur la �gure3.21 nécessitent l'acquisition d'un
nombre importants de spectres de bruit et donc une stabilité de tous les asservisse-
ments (en particulier ceux du laser Titane:Saphir) pendant plusieurs heures. Pour
ces raisons pratiques, nous n'avons pas mesuré la réduction du bruit du champ
moyen pour cette série d'expériences.

Les résultats sont présentés sur la �gure3.21. La puissance incidente du faisceau
est de 5 µW et le nombre d'atomes d'environ 3106. La courbe (d) montre l'évolution
des spectres de bruit du mode videAy. La réduction du bruit augmente lorsque l'on
s'approche du sommet du pic de résonance, sauf à très basse fréquence où la réduc-
tion de bruit semble saturer. Nous avons obtenu la meilleure réduction de bruit, à
savoir 14% (soit 20% corrigé des pertes).

La courbe (b) montre que la phase de la quadrature comprimée de ce mode vaut
typiquement (θsq)y ' 80◦, celle-ci est donc proche de la quadrature de "phase".
La quadrature comprimée du champ moyen correspond à θx ' 0◦. Comme nous
l'avons annoncé ci-dessus, ce mode est comprimé en intensité. Nous véri�ons sur la
courbe (c) que les modes Ax et Ay sont comprimés pour des quadratures quasiment
orthogonales. En outre cette propriété dépend peu du point d'asservissement sur la
courbe de transmission de la pompe.

Ces résultats expérimentaux sont en accord avec les prédictions du modèle théo-
rique que nous avons développé et que nous allons présenter au chapitre suivant.

E.3 Expérience en polarisation circulaire
Nous consacrons cette dernière section aux résultats obtenus lorsque la polari-

sation est devenue circulaire. La polarisation incidente de la pompe est toujours
linéaire mais nous choisissons un point de fonctionnement situé après la bascule de
polarisation (voir courbe (a) de la �gure 3.22).
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Fig. 3.22 � Evolution de la réduction de bruit du faisceau pompe et de la phase de sa qua-
drature comprimée en fonction de la fréquence d'analyse dans le cas où la po-
larisation est devenue circulaire à l'intérieur de la cavité.σ+ désigne le mode
circulaire dominant. Courbe (a): position du point de fonctionnement P sur la
courbe de transmission du faisceau pompe. Courbe (b): réduction du bruit sur le
mode σ+. Courbe (c): phase de la quadrature comprimée (θsq)σ+ par rapport à
la phase du champ moyen 〈Aσ+〉. La puissance incidente du faisceau pompe vaut
6 µW et le nombre d'atomes est estimé à 3 106. L'incertitude sur la mesure de
la phase est de ±10◦ et de 2% sur la mesure du bruit.
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Ces résultats sont à mettre en parallèle avec ceux de la sectionE du chapitre 2.
Comme la polarisation de la pompe est maintenant circulaire, une partie du signal
de transmission est détectée à la sortie de la cavité par la photodiodePhD 2, qui
détecte également la transmission du faisceau d'asservissement produit par la diode
(voir �gure 3.14). C'est pourquoi il n'est plus possible d'utiliser cette diode laser
pour asservir la longueur de la cavité dans ce domaine.

Néanmoins, on peut asservir directement la cavité sur le signal de transmission du
faisceau pompe qui est fortement modulé par la coupure des faisceaux pièges. Dans
ces conditions, l'asservissement n'est pas très stable et le point de fonctionnement
dérive lentement au cours du temps. Nous ajustons alors la longueur de la cavité
"à la main" pour chaque spectre de bruit. Pour cette raison, nous nous sommes
contentés d'étudier les propriétés de bruit pour un seul point de fonctionnement.

La �gure 3.22 montre les résultats obtenus sur la réduction de bruit du mode
circulaire dominant, disonsσ+. La réduction de bruit est de l'ordre de 10% autour de
la fréquence de 4MHz. La comparaison de ce spectre de bruit avec celui présenté sur
la �gure 2.33 du chapitre 2 illustre à nouveau l'amélioration apportée par la coupure
des faisceaux pièges. Cette amélioration n'est e�ective que pour les spectres de bruit
des champs moyens: Ax en polarisation linéaire et Aσ+ en polarisation circulaire.

Comme nous l'avions déjà remarqué au paragrapheE du chapitre précédent, il
existe une forte similitude entre les bruits de ces champs moyens. Ceci est également
vrai pour la phase de la quadrature comprimée dans les deux cas. On retrouve en
e�et sur la courbe (c) de la �gure 3.22 le fait que la quadrature comprimée des
champs moyens est proche de la quadrature d'intensité.

F Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre les moyens mis en oeuvre a�n d'obtenir une

amélioration de la réduction de bruit. Dans ce but, nous avons modi�é le dispositif
expérimental a�n de pouvoir e�ectuer la mesure du bruit en l'absence des faisceaux
pièges. Ces derniers sont coupés de manière cyclique pendant un temps court devant
le temps de fuite des atomes de manière à ce que le nombre d'atomes interagissant
avec la lumière soit quasiment stationnaire. A�n de sélectionner la partie du bruit
correspondant à l'absence des faisceaux pièges, nous mesurons le bruit par détec-
tion synchrone. Cette méthode permet de s'a�ranchir de l'excès de bruit dû à la
présence de ces faisceaux pièges [Khoury98]. Cette procédure complique néanmoins
l'expérience.

En e�et, le cycle de coupure de ces faisceaux entraîne une modulation du nombre
d'atomes "vus" par le faisceau pompe. Cette modulation se traduit par une modula-
tion du dépahasage subie par la pompe à l'intérieur de la cavité et donc de l'intensité
transmise.
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Dans ces conditions, l'asservissement de la cavité a fait l'objet d'un travail expé-
rimental important. Ainsi, l'utilisation du signal de transmission d'une diode laser
auxiliaire, dont les battements sont asservis en fréquence, nous a permis d'obtenir
un fonctionnement stable de la cavité pendant plusieurs heures.

Une fois cette cavité asservie, le bruit quantique des modes polarisés linéairement
est mesuré en e�ectuant la détection synchrone du signal de la détection homodyne.
Ces nouvelles conditions ont conduit à l'observation d'une nette amélioration de la
réduction de bruit sur le champ moyen. En revanche, ces e�orts n'ont pas permis
d'obtenir une amélioration signi�cative de la réduction de bruit sur le mode vide
orthogonal. Le bruit sur ce mode ne semble donc pas a�ecté par la présence de ces
faisceaux, l'excès de bruit étant entièrement reporté sur le champ moyen.
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Chapitre 4

Etude théorique du système: modèle à
quatre niveaux en "X"

A�n de comprendre les phénomènes physiques présentés dans les chapitres pré-
cédents, à savoir la bascule de la polarisation de la lumière à l'intérieur de la cavité
et l'observation de la réduction du bruit sous la limite quantique standard pour deux
modes du champ, nous avons cherché à modéliser le système. Les réductions de bruit
observées étant assez faibles, l'objectif est ici de déterminer si ces résultats sont li-
mités intrinsèquement par le système, ou bien s'il existe un domaine des paramètres
pour lequel on pourrait espérer améliorer la réduction de bruit.

L'interaction entre la lumière et les atomes placés à l'intérieur d'une cavité est
complexe. En e�et, le champ est proche de la résonance de la transition6S1/2 F =
4 → 6P3/2 F ′ = 5 et donc au moins 20 sous niveaux Zeeman (9 pour l'état fonda-
mental et 11 pour l'état excité) doivent être, en principe, pris en compte. Et ce sans
tenir compte d'autres niveaux qui sont peuplés, comme les sous niveaux de l'état
fondamental hyper�n 6S1/2 F = 3, et qui interagissent avec les autres niveaux sous
l'e�et du faisceau repompeur.

Notre but n'est pas ici de tenir compte de toutes ces interactions mais de simpli-
�er au maximum notre modèle a�n de pouvoir donner une interprétation claire des
résultats. Dans cette optique, nous ne considérerons pas les e�ets dus aux faisceaux
pièges ni au repompeur. L'étude de l'in�uence de ces faisceaux sur la réduction de
bruit a été e�ectué par Khoury et al. [Khoury98], dans le cas où la polarisation inci-
dente du faisceau pompe est circulaire. De même, nous ne tiendrons pas compte de
la structure spatiale transverse du faisceau. Les limites de cette approximation ont
été discutées par Lambrecht et al. [Lambrecht96b], dans le cas où le milieu atomique
est constitué d'atomes à deux niveaux.

Cette étude a été menée en nous appuyant sur les travaux préexistants. Ainsi,
le basculement de la polarisation d'un faisceau transmis par une cavité contenant
une vapeur atomique a été prédite au début des années 80 par Wallset al. [Walls80]
et Kitano et al. [Kitano81]. Ce basculement a été observé pour la première fois par
Cecchi et al. [Cecchi82] en étudiant la polarisation transmise par une cavité conte-
nant une vapeur de sodium. Les di�érentes études théoriques réalisées sur un tel
système [Walls80,Kitano81, Savage82,Giacobino85] ont montré que ce phénomène
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de basculement était dû à la compétition des processus de pompage optique entre les
di�érents sous niveaux de l'état fondamental. Nous avons déjà évoqué ces processus
lors de la présentation des courbes de résonance de la cavité au paragrapheB du
chapitre 2. L'étude d'Elisabeth Giacobino [Giacobino85] nous a servi, en particulier,
de point de départ. Le modèle à quatre niveaux en "X" a été adapté à notre cas, où
le milieu est constitué d'atomes froids.

Nous verrons que l'on peut interpréter cette bascule de polarisation en terme
de seuil d'oscillation laser pour le mode vide orthogonal Ay. En e�et, les proces-
sus de pompage optique entre les sous niveaux Zeeman du fondamental modi�ent
la répartition des sous niveaux du fondamental et peuvent induire une biréfrin-
gence circulaire. Celle-ci a pour e�et d'entraîner une rotation de la polarisation du
faisceau lorsqu'il traverse le milieu, ce qui se traduit par un gain sur le mode de
polarisation orthogonale. Cet e�et est couramment appelé "rotation auto-induite",
ou "self-rotation" (SR) en anglais [Rochester01]. Toutefois ce phénomène n'est pas
intrinsèque au milieu atomique, en e�et, il a été observé pour la première fois dans
les liquides par Maker et al. [Maker64].

Lorsque la polarisation incidente est linéaire (par exemple suivant l'axex), cet
e�et se traduit par un gain non-linéaire sur les �uctuations du mode vide orthogonal
y [Matsko02a, Boivin96]. Ce champ étant recyclé dans la cavité, il se produit une
oscillation dès que ce gain est supérieur aux pertes. Nous ferons alors l'analogie
entre ce système et le comportement d'un oscillateur paramètrique optique (OPO)
dégénéré sous le seuil.

En poursuivant l'analogie avec un OPO, on peut penser que cette interaction
non linéaire est capable de produire un état vide comprimé à la sortie de la cavité.
Ainsi Matsko et al. [Matsko02a] ont récemment prédit la possibilité d'obtenir une
réduction de bruit sur ce mode vide orthogonal lorsqu'un champ polarisé linéaire-
ment traverse un milieu présentant ce phénomène de "rotation auto-induite", ce
qui est le cas pour un ensemble d'atomes à quatre niveaux en "X". Dernièrement
cette réduction de bruit a e�ectivement été observée expérimentalement lorsqu'un
faisceau polarisé linéairement traverse une vapeur de rubidium [Ries03].

C'est pourquoi la modélisation du milieu par un ensemble d'atomes à quatre
niveaux en "X" semble bien appropriée à notre système, aussi bien du point de vue
de l'étude de la bascule de polarisation que du calcul des �uctuations quantiques.
Nous avons donc choisi ce modèle d'interaction pour rendre compte des phénomènes
observés.

Dans un premier temps, nous ferons l'approximation du pompage optique où l'on
néglige la saturation de la transition optique. Cette hypothèse permet de mettre en
valeur le rôle joué par le phénomène de "rotation auto-induite" sur la stabilité de la
polarisation linéaire à l'intérieur de la cavité. En revanche, nous montrerons que ce
phénomène ne peut expliquer l'observation de la réduction du mode vide orthogonal.



A Présentation du modèle en X 133

Nous verrons qu'il constitue, en fait, une source d'excès de bruit du système.
Dans une seconde partie nous tiendrons compte de la saturation optique du

milieu. Après avoir détaillé les résonances de la cavité dans ce cas, nous verrons
qu'il est possible d'obtenir une réduction de bruit sur deux modes du champ: par
e�et Kerr sur le champ moyen et e�et Kerr croisé sur le mode vide orthogonal.

A Présentation du modèle en X
A.1 Choix du modèle

Nous avons exposé ci-dessus les raisons qui nous ont amené à modéliser le milieu
d'interaction par un ensemble d'atomes à quatre niveaux en "X". C'est également
le modèle le plus simple que l'on puisse envisager pour le système.

Dans le cas d'un modèle à deux niveaux, seul un mode du champ interagit avec
les atomes. Il ne peut donc y avoir de réduction de bruit sur le mode vide orthogonal.

Si l'on considère maintenant un système à trois niveaux en V ouΛ, il existe
alors un état dit "état noir", combinaison des états 1 et 2 et qui n'est pas couplé
avec le champ. Ce cas nous ramène au cas précédent. Toutefois, ces états noirs ne
sont jamais totalement isolés car il existe toujours des sources de relaxation. Ces
résonances noires, très �nes, peuvent ainsi être utilisées a�n d'obtenir de fortes non-
linéarités de "self-rotation" [Novikova00,Matsko02b]. Il est alors possible de prédire
une bascule de polarisation avec un tel modèle, que l'on ne peut donc éliminer
a priori. Cependant notre faisceau est quasi-résonant avec la transition atomique
6S1/2 F = 4 → 6P3/2 F ′ = 5 du type J → J +1 pour laquelle il n'existe pas d'états
noirs [Rochester01]. C'est pourquoi nous ne nous intéresserons pas ici à un modèle
de ce type.

Nous avons donc naturellement choisi un modèle à quatre niveaux en "X" pour
traiter l'interaction entre la lumière et le milieu atomique. Ceci constitue une ap-
proximation pour notre système, en particulier au niveau des cohérences entre les
sous niveaux Zeeman. En e�et, un tel système en X ne crée pas de cohérences entre
les sous niveaux fondamentaux ce qui n'est, bien sûr, pas le cas pour la transition
6S1/2 F = 4 → 6P3/2 F ′ = 5.

A.2 Description du modèle
Nous considérerons dans la suite de ce chapitre un ensemble de N atomes à

quatre niveaux qui interagissent avec la lumière à l'intérieur d'une cavité en anneau
(voir �gure 4.1). En outre, nous ne tiendrons pas compte ici de la structure trans-
verse du faisceau lumineux. Le champ électromagnétique est donc représenté par
une onde plane progressive.
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Fig. 4.1 � Description du modèle. La transition atomique est à quatre niveaux (b) et la
cavité est en anneau (b). Le coe�cient de transmission du miroir de couplage
vaut T .

Le faisceau incident est polarisé linéairement suivant l'axe horizontal x. Les
champs A±, représentés sur la �gure 4.1, sont les enveloppes lentement variables
des composantes circulaires σ+ et σ− dé�nies au paragraphe A.5 du chapitre 1:

−→
E = E0 [ A+(t)e−iωLt−→e + + A−(t)e−iωLt−→e − + c.c. ] (4-1)

où E0 =
√
~ω/2ε0Sc. Avec cette dé�nition, les intensités |〈A±〉|2 s'expriment alors

en nombre de photons par seconde. Ces deux modes sont couplés aux transitions
atomiques 1 → 4 et 2 → 3 (voir partie (b) de la �gure 4.1) et s'expriment en fonction
des modes polarisés linéairement x et y suivant la relation de passage entre les deux
bases:

A+ = − 1√
2
( Ax − iAy ) (4-2)

A− =
1√
2
( Ax + iAy ) (4-3)

Les niveaux fondamentaux 1 et 2 sont dégénérés, de même pour les niveaux excités.
Les fréquences atomiques des deux transitions sont donc toutes les deux égales à
ωat = ω13 = ω24. Ainsi, le désaccord entre la fréquence du faisceau et la transition
atomique est égal dans les deux cas à∆ = ωat − ωL.

Les populations des états excités des niveaux 3 et 4 relaxent par émission spon-
tanée vers les niveaux 1 et 2 avec les taux 2γ⊥ et 2γ// (voir �gure 4.1). Si on ne
considère pas d'autres sources de relaxation, le taux de relaxation des dipôles op-
tiques vaut dans ce cas γ = γ// + γ⊥ [Cohen96b]. Par la suite, nous ne prendrons
pas en compte de taux de relaxation, γ0, entre les sous niveaux fondamentaux 1 et
2. Nous supposerons en e�et que les taux de pompage optique sont très supérieurs à
γ0, c'est à dire que nous nous placerons dans l'hypothèse de pompage optique saturé.

Les variables atomiques sont décrites par les opérateurs collectifs correspondants
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aux populations σ11, σ22, σ33 et σ44 et aux dipôles optiques σ14 et σ23:

populations σii =
N∑

j=1

|i〉j〈i|j i = {1, 2, 3, 4} (4-4)

dipôles optiques σ14 =
N∑

j=1

eiωLt|1〉j〈4|j (4-5)

et σ23 =
N∑

j=1

eiωLt|2〉j〈3|j (4-6)

Les dipôles optiques sont dé�nis dans le repère tournant à la fréquence du laser
ωL. L'approximation de l'onde tournante consiste à éliminer les termes évoluant aux
fréquences 2ωL, l'hamiltonien d'interaction entre le champ et les atomes s'écrit alors:

H = −~g[A+σ41 + A†
+σ14 + A−σ32 + A†

−σ23] (4-7)
où g = E0d/~ est la constante de couplage etd le dipôle commun aux deux transitions
[Cohen96c]. Avec cette dé�nition, la constante g est reliée à la fréquence de Rabi
par la relation Ω± = 2g|〈A±〉|.

A.2.1 Evolution des variables atomiques
L'évolution des variables atomiques est obtenue par dérivation des équations de

Heisenberg-Langevin. Aux termes d'évolutions hamiltoniennes décrits par i~Ȧ =
[A,H], nous ajoutons les processus de relaxation dus au couplage avec l'extérieur.
A ces processus de relaxation sont associées des �uctuations qui sont données par
les forces de Langevin Fµ,ν :

dσ14

dt
= −(γ + i∆)σ14 + igA+(σ11 − σ44) + F14 (4-8)

dσ23

dt
= −(γ + i∆)σ23 + igA−(σ22 − σ33) + F23 (4-9)

dσ11

dt
= 2γ⊥σ33 + 2γ//σ44 + ig(A†

+σ14 − A+σ41) + F11 (4-10)
dσ22

dt
= 2γ//σ33 + 2γ⊥σ44 + ig(A†

−σ23 − A−σ32) + F22 (4-11)
dσ33

dt
= −2γσ33 − ig(A†

−σ23 − A−σ32) + F33 (4-12)
dσ44

dt
= −2γσ44 − ig(A†

+σ14 − A+σ41) + F44 (4-13)

Les forces de Langevin sont dé�nies par leurs coe�cients de di�usion:

〈Fµ(t)Fν(t
′)〉 = 2Dµ,νδ(t− t′) (4-14)
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Ces coe�cients, dont leur expressions sont données dans l'appendiceB, sont calculés
en utilisant le théorème de régression quantique [Cohen96a].

A.2.2 Evolution des champs en cavité
La transmission du miroir de couplage de la cavité en anneau vautT (voir �gure

4.1). Nous supposerons que la �nesse de la cavité est élevée, c'est à dire que T
est petit devant 1, comme c'est le cas pour l'expérience oùT = 0.1. Les relations
d'entrée-sortie sur la lame de couplage s'écrivent dans ces conditions:

A±(t) = (1− T

2
)A′

±(t) +
√

TAin
± (t) (4-15)

Aout
± (t) = −Ain

± (t) +
√

TA′
±(t) (4-16)

où nous avons utilisé l'approximation r ' 1 − T/2. On note τ = L/c le temps de
parcours du champ dans la cavité de longueurL. Lorsque la cavité est vide, le champ
E ′ qui a e�ectué un tour dans la cavité est égal au champE qui est rentré à l'instant
t− τ :

E ′(t) = E(t− τ) (4-17)

D'après la relation 4-1, cette égalité se traduit pour les enveloppesA± par:

A′
±(t) = A±(t− τ)eiωLτ = A±(t− τ)e−iΦcav (4-18)

où nous avons introduit le déphasage de la cavitéΦcav. Celui-ci est dé�nit en consi-
dérant la fréquence de résonance de la cavitéωcav la plus proche de la fréquence du
laser ωL:

Φcav = (ωcav − ωL)τ (4-19)

Au voisinage d'une résonance de la cavité Φcav est petit devant 1. En développant
au premier ordre l'exponentielle dans l'expression4-18, la relation 4-15 donne:

A±(t)− A±(t− τ) ' −(
T

2
+ iΦcav)A± +

√
TAin

± (t) (4-20)

En supposant que les variations de A± sont petites pour un aller retour dans la
cavité, l'équation d'évolution des deux composantes circulairesσ+ et σ− dans une
cavité vide devient:

τ
dA±
dt

= −(T/2 + iΦcav)A± +
√

TAin
± (4-21)

L'interaction avec les atomes à l'intérieur de la cavité se traduit par un terme
supplémentaire dA± correspondant au champ électromagnétique rayonné par les
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atomes dans le mode de la cavité [Hilico92a]. Les équations d'évolution des champs
s'écrivent alors:

τ
dA+

dt
= −(T/2 + iΦcav)A+ + igσ14 +

√
TAin

+ (4-22)

τ
dA−
dt

= −(T/2 + iΦcav)A− + igσ23 +
√

TAin
− (4-23)

B Approximation du pompage optique
B.1 Hypothèse de grand désaccord

Le système d'équations précédent est complexe car l'évolution des champs dans
la cavité est donnée par celles des variables atomiques qui dépendent elles-mêmes
des champs A+ et A−. Il est possible de simpli�er ce problème en se plaçant dans le
cadre de l'approximation du pompage optique.

Pour cela, nous supposons que le désaccord entre le laser et la transition atomique
est très grand devant les fréquences de Rabi et le taux de relaxation:

∆ À Ω± , γ (4-24)
Dans ce cas les dipôles optiques évoluent très rapidement par rapport au temps
d'évolution des populations et on peut e�ectuer l'approximation adiabatique dans
les équations 4-8 et 4-9:

σ14 ' ig

γ + i∆
A+(σ11 − σ44) +

F14

γ + i∆

' g

∆
A+σ11 − i

F14

∆
(4-25)

et σ23 ' ig

γ + i∆
A−(σ22 − σ33) +

F23

γ + i∆

' g

∆
A−σ22 − i

F23

∆
(4-26)

Nous avons négligé ici les populations des états excités σ33 et σ44. Nous allons
maintenant justi�er cette approximation. A l'aide des expressions des dipôlesσ14

et σ23, on peut estimer les populations stationnaires des états excités à partir des
équations 4-12 et 4-13:

〈σ33〉 ' 1

2
s−〈σ22〉 (4-27)

〈σ44〉 ' 1

2
s−〈σ11〉 (4-28)

où nous avons introduit les paramètres de saturation des composantesσ+ et σ−
[Cohen96c]:

s± =
2g2|〈A±〉|2
∆2 + γ2

' 2g2|〈A±〉|2
∆2

=
Ω2
±/2

∆2
(4-29)
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L'hypothèse de grand désaccord (∆ À Ω±) se traduit par s± ¿ 1, ce qui légitime
l'approximation faite dans les équations 4-25 et 4-26:

〈σ33〉 ¿ 〈σ22〉 et 〈σ44〉 ¿ 〈σ11〉 (4-30)

Les populations des états excités sont donc bien négligeables devant celles des
états fondamentaux 1 et 2 dans le cadre de notre approximation. De plus, nous
e�ectuerons leur élimination adiabatique dans la suite de cette partie consacrée
au régime de pompage optique. Cette approximation suppose que les fréquences
d'évolution des populations fondamentales sont petites devantγ. En utilisant cette
approximation dans les équations 4-10 et 4-11, nous obtenons les équations d'évo-
lution des populations fondamentales. Celles-ci se réduisent à de simples équations
de taux:

dσ11

dt
= −γ⊥s+σ11 + γ⊥s−σ22 + F ad

11 (4-31)
dσ22

dt
= −γ⊥s−σ22 + γ⊥s+σ11 + F ad

22 (4-32)

où les taux γp+ = γ⊥s+ et γp− = γ⊥s− sont les taux de pompage optique associés
aux composantes circulaires σ+ et σ−. L'élimination adiabatique des populations
excitées est donc bien justi�ée puisque les taux de pompages optiques sont petits
devant γ:

γp+, γp− ¿ γ (4-33)
Les expressions des forces de LangevinF ad

11 et F ad
22 intervenant dans les équations 4-

31 et 4-32 sont données dans l'appendiceB. Elles contiennent les forces de Langevin
associées aux cohérences optiques F14 et F23, ainsi que celles associées aux popula-
tions excitées F33 et F44. Nous montrons dans l'appendiceB que ces nouvelles forces
de Langevin véri�ent bien F ad

11 + F ad
22 = 0. Nous déduisons alors directement des

équations 4-31 et 4-32 que les populations du fondamental satisfont à la relation de
conservation du nombre d'atomes:

σ11 + σ22 = N = constante (4-34)

L'interaction des champs avec le milieu atomique se traduit, quant à elle, comme
un simple déphasage:

τ
dA+

dt
= −(T/2 + iΦcav)A+ + iΦ+A+ +

√
TAin

+ −
gF14

∆
(4-35)

τ
dA−
dt

= −(T/2 + iΦcav)A− + iΦ−A− +
√

TAin
− −

gF23

∆
(4-36)

où les déphasages Φ+ et Φ− dépendent des populations des états 1 et 2 (voir équa-
tions 4-25 et 4-26):

Φ+ = gσ14 =
g2

∆
σ11 et Φ− = gσ23 =

g2

∆
σ22 (4-37)
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B.2 Etat stationnaire
Nous ne considérons, dans cette partie, que les valeurs moyennes des opérateurs.

A�n de ne pas alourdir les notations nous n'écrirons pas explicitement ces valeurs
moyennes: par exemple A+ se lira comme 〈A+〉.

B.2.1 E�et de "rotation auto-induite"
La solution pour les valeurs stationnaires des populations des niveaux 1 et 2 est

obtenue aisément à partir des équations 4-31, 4-32 et 5-65:

σ11 = N
s−

s− + s+

et σ22 = N
s+

s− + s+

(4-38)

Comme attendu, ces populations dépendent des intensités respectives des modes
circulaires et sont égales à N/2 lorsque la polarisation est linéaire (s+ = s−). Ces
intensités s+ et s− dépendent en retour des populations σ11 et σ22.

Pour résoudre aisément ce système non linéaire couplé, nous suivons la démarche
de la référence [Giacobino85] et nous décomposons alors les déphasages atomiques
Φ+ et Φ− en leur partie linéaire et non linéaire. Les relations 4-37 conduisent à:

Φ+ = Φ0 + ΦSR et Φ− = Φ0 − ΦSR (4-39)

avec Φ0 =
1

2
(Φ+ + Φ−) =

Ng2

2∆
(4-40)

et ΦSR =
1

2
(Φ+ − Φ−) = Φ0

σ11 − σ22

N
= −2Φ0

Jz

N
(4-41)

Dans la dernière équation nous avons introduitJz = (σ22 − σ11)/2 qui donne la dif-
férence des populations des niveaux fondamentaux. Cette valeur est appelée l'orien-
tation du milieu.

Le déphasage Φ0 correspond au déphasage des deux composantes lorsque l'état
stationnaire du système est symétrique, i.e. la polarisation est linéaire et les popu-
lations sont équiréparties (σ11 = σ22 = N/2). Cette valeur est ainsi divisée par deux
par rapport à la valeur du déphasage correspondant à un milieu atomique constitué
de N atomes à deux niveaux (voir relation 1-42 du chapitre 1).

En revanche le déphasage ΦSR est lié à la biréfringence circulaire du milieu. Si
cette valeur est non nulle, les déphasages subis par les composantesσ+ et σ− sont
di�érents. Lorsque le champ n'est pas en cavité, cet e�et entraîne la rotation de la
polarisation lors de la traversée du milieu en simple passage. Cette biréfringence dé-
pend ici de l'ellipticité ε du faisceau. Si nous remplaçonsJz par sa valeur stationnaire
donnée par les équations 4-38, nous obtenons en e�et:

ΦSR = Φ0
s− − s+

s− + s+

= Φ0
|A−|2 − |A+|2
|A−|2 + |A+|2 = −Φ0

S3

S0

= −Φ0 sin 2ε (4-42)
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Les paramètres S0 et S3 sont les paramètres de Stokes dé�nis au paragrapheC.2.2
chapitre 1. Le paramètre S3 est, en e�et, relié à l'ellipticité du faisceau d'après la
relation 1-63.

Ainsi un faisceau polarisé elliptiquement (ε 6= 0) à l'entrée du milieu atomique
va induire une biréfringence circulaire du milieu (ΦSR 6= 0). Celle-ci va, en retour,
provoquer la rotation de la direction de polarisation du faisceau. Ce phénomène est
appelé "self rotation" et ces équations, valables pour un milieu atomique en "X",
ont été établies précédemment par d'autres groupes [Matsko02a, Rochester01]. Ici
la situation est plus compliquée car les champs se propagent en cavité. Nous allons
montrer par la suite que cet e�et de "self-rotation" est responsable de la bascule de
polarisation à l'intérieur de la cavité.

B.2.2 Bascule de polarisation
Les solutions stationnaires des champsA+ et A− découlent des équations 4-35,

4-36 et 4-39:

A+ =

√
TAin

+
T
2

+ i(Φcav − (Φ0 + ΦSR))
(4-43)

A− =

√
TAin

−
T
2

+ i(Φcav − (Φ0 − ΦSR))
(4-44)

Elles dépendent de la valeur des champs Ain
+ et Ain

− à l'entrée de la cavité. La po-
larisation incidente étant linéaire suivant l'axe horizontalx, les relations de passage
4-2 et 4-3 conduisent à sin

+ = sin
− = sin

x /2, où sx est le paramètre de saturation du
champ moyen Ax:

sx =
2g2|〈Ax〉|2
∆2 + γ2

' 2g2|〈Ax〉|2
∆2

(4-45)

En normalisant tous les déphasages à la demi-largeur de la cavitéT/2, par exemple
δSR = 2ΦSR/T , nous obtenons �nalement:

s+ =
smax

1 + (δ0 + δSR − δcav)2
(4-46)

s− =
smax

1 + (δ0 − δSR − δcav)2
(4-47)

avec smax = 4sin
± /T = 2sin

x /T (4-48)

Les solutions sont des fonctions de la valeur δSR, dé�nie à partir de la relation 4-41,
qui dépend en retour de s+ et s−. Nous reportons alors ces solutions dans la relation
4-42 a�n d'aboutir à l'équation:

δSR = δ0
s− − s+

s− + s+

=
2δ0δSR(δ0 − δcav)

1 + δ2
SR + (δ0 − δcav)2

(4-49)
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Pour un désaccord de la cavité �xé, cette équation admet,a priori, deux solutions:

δSR = 0 et δ2
SR = δ2

0 − δ2
cav − 1 = CPS (4-50)

Lorsque δSR = 0, le système est symétrique et la polarisation est linéaire. Les
solutions pour les composantes circulaires, notées dans ce cass(s)

+ et s
(s)
− , sont égales

et correspondent à un pic d'Airy centré en δ0. En e�et, les équations 4-46 et 4-47
donnent:

s
(s)
+ = s

(s)
− =

smax

1 + (δ0 − δcav)2
(4-51)

Par ailleurs, il existe des solutions non nulles pour δSR, si la fonction CPS est
positive:

CPS = δ2
SR = δ2

0 − δ2
cav − 1 ≥ 0 (4-52)

Comme δSR 6= 0, on remarque que les solutions données par les équations4-46 et 4-
47, notées s

(a)
+ et s

(a)
− , correspondent à des intensités intracavités di�érentes pour les

composantes circulaires: s(a)
+ 6= s

(a)
− . La polarisation est donc, dans ce cas, elliptique

à l'intérieur de la cavité (ε 6= 0 d'après l'équation 4-42).
Nous montrerons au prochain paragraphe que la solution symétrique n'est plus

stable dès que le critère CPS ≥ 0 est véri�é. Lorsque le déphasage de la cavité δcav

varie, la polarisation devient donc elliptique pour les déphasages compris entre−δPS

et δPS:
−δPS ≤ δcav ≤ δPS avec δPS ≡

√
δ2
0 − 1 (4-53)

Un tel domaine existe si
δ0 ≥ 1 ou Φ0 ≥ T

2
(4-54)

Cette condition est aisément satisfaite pour nos paramètres expérimentaux. Nous
avons vu au paragraphe B.3.3 du chapitre 2 que le nombre d'atomes est de l'ordre
de 5 106. Le désaccord atomique vaut environ 45MHz soit ∆ ' 17γ. En utilisant
g2/2π = 4.24Hz, on estime le déphasage atomique δ0 à:

δexp
0 =

Ng2

T∆
' 5 > 1 (4-55)

En reportant la valeur de δSR donnée par la relation 4-50 dans les équations
4-46 et 4-47, il est possible de déterminer analytiquement les valeurs stationnaires
de s

(a)
+ et s

(a)
− . Nous ne donnerons pas ici le résultat car il ne présente pas d'intérêt

particulier. En revanche, nous avons tracé les résonances prédites par le modèle sur
la �gure 4.2. Ces courbes reproduisent l'allure générale des courbes de résonances
expérimentales que nous avons présentées dans la sectionB au chapitre 2.

A�n d'expliquer ces courbes, nous reprenons ici l'analyse faite au paragraphe
B.2 du chapitre 2 en considérant les processus de pompage optique en polarisation
linéaire ou circulaire. En polarisation linéaire, le système est symétrique et les dé-
phasages atomiques sont égaux pour les deux polarisations circulaires:δ+ = δ− = δ0.
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Polarisation
linéaire

cav

Polarisation
circulaire

s+

(a)
¹ s-

(a) s+

(s) = s-

(s)

s+

(a)

s-

(a)

Résonance de la cavité
correspondant à

N atomes

Résonance
de la cavité

vide

A

-dps
d »d0 ps

Fig. 4.2 � Courbes de résonance pour les composantes circulaireσ+ et σ−. Les paramètres
correspondent à δ0 = 5 et smax = 0.01. Le déphasage de la cavité correspondant
au seuil de bascule de polarisation (point A) vaut δPS =

√
δ2
0 − 1 ' 4.9 ' δ0.

Quand on balaie le déphasage de la cavitéδcav à partir de la droite, la solution de
polarisation linéaire (s(s)

+ = s
(s)
− ) est stable jusqu'à ce que δcav = δPS (trait plein),

puis instable jusqu'à δcav = −δPS (trait pointillé). Dans ce domaine, les solutions
stables sont les solutions de polarisation elliptique (spa 6= s

(a)
− ) (trait plein).

Nous avons représenté également les résonances pour la cavité correspondant à
des déphasages atomiques constants égaux à 0 et 2δ0, vers lesquels tendent les
solutions σ+ et σ− après la bascule de la polarisation.
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Les solutions pour s
(s)
+ et s

(s)
− correspondent donc à un pic d'Airy centré enδ0 donné

par la relation 4-51.
Quand une composante circulaire devient dominante, choisissonsσ+, les atomes

sont pompés dans le niveau 2 (voir �gure 4.1). Dans la limite où s
(a)
+ À s

(a)
− , les

équations 4-38 et 4-42 donnent:

σ11 ' 0 , σ22 ' N et δSR ' −δ0 (4-56)

Dans ces conditions, la composante σ+ ne "voit" plus les atomes et la solution
s'approche d'un pic d'Airy centré en 0:

s
(a)
+ ' smax

1 + δ2
cav

(4-57)

Cette solution correspond à la résonance de la cavité vide. Inversement la compo-
sante σ− interagit avec pratiquement tous les atomes. La solution tend alors vers le
pic d'Airy centré en 2δ0 qui est justement hors de résonance dans ce domaine du
déphasage de la cavité (voir �gure 4.2):

s
(a)
− ' smax

1 + (2δ0 − δcav)2
(4-58)

Les courbes de résonance présentées ici ont le même comportement que les
courbes expérimentales présentées dans la partieB du chapitre 2. Néanmoins l'ana-
lyse montre que la situation est inversée. En e�et, le modèle montre que la compo-
sante circulaire dominante σ+ n'interagit plus avec les atomes contrairement au cas
expérimental où cette composante interagit avec tous les atomes (voir discussion du
paragraphe B.2 du chapitre 2). Pour obtenir cet e�et théoriquement, il faut consi-
dérer une transition J → J + 1, le plus simple étant de considérer une transition
1/2 → 3/2. Dans ce cas, les équations concernant l'évolution des populations sont
les mêmes. L'expression des déphasages dépend des valeurs des di�érents coe�cients
de Clebsch-Gordan. Il est alors aisé de montrer qu'on obtient le même phénomène
de bascule de polarisation, cette fois-ci dans le sens correspondant à la situation
expérimentale.

B.2.3 Analogie avec un oscillateur paramétrique optique
Nous allons voir dans ce paragraphe que l'on peut donner une interprétation

simple au phénomène de bascule de polarisation en terme de seuil d'oscillation la-
ser. Pour ce faire, nous nous intéresserons ici aux �uctuations classiques du mode
orthogonal Ay qui sont liées à la stabilité de la solution de polarisation linéaire, dans
le cas où le champ moyen est aligné selon (0x).

En utilisant la relation de changement de base de polarisation4-2, on obtient à
partir des équations 4-35 et 4-36:

1

κ

dAy

dt
= −(1 + iδcav)Ay + iδ0Ay − δSRAx (4-59)
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où κ = T/2τ est le taux de relaxation de la cavité. Rappelons qu'il n'y a pas de terme
source correspondant au champ incident (Ain

y = 0) et que l'on ignore les �uctuations
quantiques dans ce paragraphe.

A�n d'obtenir une interprétation simple de la bascule de polarisation, nous ef-
fectuons l'élimination adiabatique de toutes les variables atomiques dans l'équation.
Nous reviendrons sur cette simpli�cation importante dans la suite de ce paragraphe.
Dans ce cas, le terme de biréfringence circulaire du milieu donné parδSR est directe-
ment relié à l'ellipticité. En se plaçant dans la base des modes polarisé linéairement
x et y, la relation 4-42 devient:

δSR = −δ0
S3

S0

= −δ0

i(A∗
yAx − AyA

∗
x)

|Ay|2 + |Ax|2 (4-60)

Dans le domaine où la polarisation est linéaire, δSR et Ay sont nuls en valeur
moyenne. Nous remplacerons doncAy par δAy. En ne gardant que les termes d'ordre
1 en �uctuations, δSR s'écrit:

δSR ' −δ0

i(δA∗
y〈Ax〉 − δAy〈Ax〉∗)

|〈Ax〉|2 (4-61)

En reportant cette valeur de δSR dans l'équation d'évolution 4-59, nous obtenons
�nalement à l'ordre 1:

1

κ

d

dt
δAy = −(1 + iδcav)δAy + iδ0

〈Ax〉2
|〈Ax〉|2 δA∗

y (4-62)

Cette équation est analogue à celle dérivée par Matskoet al. [Matsko02a] dans le
cas de la traversée du milieu en simple passage. Dans notre con�guration, l'équation
est identique à celle d'un oscillateur paramétrique optique (OPO) dégénéré sous
le seuil, le champ moyen Ax jouant le rôle de la pompe [Milburn81,Collet84, Col-
let85]. Le mode vide orthogonal subit un gain non linéaire qui dépend de la phase:
iδ0(〈Ax〉2)/(|〈Ax〉|2)A∗

y. Ce gain s'interprète aisément: les �uctuations de δSR en-
traînent la �uctuation de la polarisation du champ autour de l'axe horizontal x
(voir �gure 4.3). La projection de ces �uctuations sur l'axe orthogonaly agit comme
un gain sur ce mode. Celui-ci oscille dés que ce gain est supérieur aux pertes de la
cavité:

δ0 ≥ 1 ou Φ0 ≥ T

2
(4-63)

Nous retrouvons alors la condition de bascule de polarisation donnée par le critère
4-54.

Nous véri�ons cette analogie en e�ectuant l'analyse de stabilité du mode videy.
A partir de l'équation 4-62, nous avons directement:

1

κ

d

dt

[
δAy

δA∗
y

]
= B

[
δAy

δA∗
y

]
avec B =

[
−(1 + iδcav) iδ0

〈Ax〉2
|〈Ax〉|2

−iδ0
〈Ax〉∗2
|〈Ax〉|2 −(1− iδcav)

]
(4-64)
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y

x

dF
SR

<A >x

dA <A >y x=dF
SR

Fig. 4.3 � Interprétation des �uctuations de la polarisation en terme de gain sur le mode
vide orthogonal.

La stabilité de la solution dépend du signe des valeurs propres de la matriceB.
Celles-ci sont données par:

λ1 = −1−
√

δ2
0 − δ2

cav (4-65)

λ2 = −1 +
√

δ2
0 − δ2

cav (4-66)

La valeur propre λ2 devient positive lorsque

δ2
0 − δ2

cav − 1 ≥ 0 (4-67)

Le seuil d'instabilité du mode vide orthogonal coïncide alors exactement avec le seuil
d'existence de solutions asymétriques d'après le critère4-52 (CPS ≥ 0).

Les deux méthodes di�érentes employées conduisent ainsi au même résultat. Le
seuil de bascule de la polarisation s'interprète donc comme le seuil d'oscillation laser
du mode vide y suivant un processus similaire à celui d'un OPO.

Toutefois notre analyse repose sur l'élimination adiabatique des variables ato-
miques. Celle-ci se justi�e uniquement si on e�ectue une analyse de stabilité à fré-
quence nulle. Comme le seuil d'instabilité trouvé ci-dessus correspond justement à
l'annulation d'une valeur propre, notre traitement est justi�é a postériori. Néan-
moins, nous n'avons pas pris en compte toutes les causes d'instabilité du système
et il se peut qu'il existe d'autres seuils correspondant à des instabilités dynamiques.
C'est pourquoi nous avons véri�é que notre analyse était en accord avec les calculs
e�ectués numériquement de la matrice complète de stabilité atomes-champ.

La capacité d'un système à produire des états comprimés étant étroitement reliée
aux propriétés de stabilité [Hilico92a], on s'attend à ce que les �uctuations du mode
vide y soient fortement modi�ées au voisinage du seuil de bascule de polarisation. En
poursuivant l'analogie avec un OPO dégénéré sous le seuil (voir équation4-62), on
peut se demander s'il est possible d'obtenir une réduction de bruit importante grâce à
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l'e�et de "rotation auto-induite" [Matsko02a]. Pour répondre à cette question, il faut
tenir compte du bruit atomique, qui, comme nous allons le démontrer maintenant,
est très important.

B.3 Fluctuations quantiques
B.3.1 Principe
L'objectif est ici de calculer les densités spectrales de bruit des quadratures

des champs sortants de la cavité. Nous nous limiterons par la suite au cas où la
polarisation reste linéaire dans la cavité, i.e. sous le seuil de bascule de la polarisation.

Pour cela, nous allons linéariser les opérateurs quantiques autour de leur valeurs
moyennes en suivant la méthode entrée-sortie détaillée dans la référence [Hilico92a].
Cette méthode est valable si les �uctuations des champs sont faibles devant la valeur
moyenne 〈Ax〉.

Considérons un champ A, qui pourra être, par la suite, aussi bien le champ
moyen Ax que le mode vide orthogonal Ay. Pour une quadrature quelconque Xθ =
A†eiθ +Ae−iθ, repérée par l'angle θ dans le repère de Fresnel, la densité spectrale de
bruit s'écrit:

〈δXθ(ω)δXθ(−ω′)〉 = 2πδ(ω − ω′) SXθ
(ω) (4-68)

Cette densité spectrale de bruit s'exprime à partir des fonctions de corrélations
faisant intervenir les opérateurs enveloppes δA(ω) et δA†(−ω′). En e�et, nous obte-
nons:

〈δXθ(ω)δXθ(−ω′)〉 = 〈δA(ω)δA†(−ω′)〉+ 〈δA†(ω)δA(−ω′)〉
+〈δA†(ω)δA†(−ω′)〉e2iθ + 〈δA†(ω)δA†(−ω′)〉e−2iθ (4-69)

A�n de simpli�er les écritures, il est commode d'introduire la matrice de corrélation
du champ [V (ω)] dé�nie par:

2πδ(ω − ω′) [V (ω)] = 〈
[

δA(ω)
δA†(ω)

] [
δA(ω′)
δA†(ω′)

]†
〉 (4-70)

En utilisant la relation 4-171, on remarque que les densités spectrales de bruit des
quadratures s'expriment alors en fonction des éléments de cette matrice suivant la
relation:

SXθ
(ω) = [V (ω)]11 + [V (ω)]22 + [V (ω)]21e

2iθ + [V (ω)]12e
−2iθ (4-71)

C'est pourquoi nous allons consacrer cette section au calcul des corrélations[V out
x ]

et [V out
y ], a�n de déterminer les bruits des champs sortantsAout

x et Aout
y pour toutes

les quadratures. Ces champs sortants sont reliés aux champs intracavités par les
relations (voir équation 4-16):

Aout
x,y =

√
TAx,y − Ain

x,y (4-72)
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B.3.2 Linéarisation des équations
Les équations d'évolution des champsx et y à l'intérieur de la cavité s'obtiennent

à partir de celles des modes polarisés circulairementσ+ et σ− en utilisant les relations
de passage 4-2 et 4-3. Les équations 4-35 et 4-36 conduisent à:

1

κ

dAx

dt
= −(1 + iδcav)Ax + iδ0Ax + δSRAy +

2√
T

Ain
x + F dip

x (4-73)

1

κ

dAy

dt
= −(1 + iδcav)Ay + iδ0Ay − δSRAx +

2√
T

Ain
y + F dip

y (4-74)

où les forces de LangevinF dip
x et F dip

y s'expriment en fonction de celles associées aux
dipôles optiques:

F dip
x =

g
√

2

T∆
(F14 − F23) et F dip

y = −i
g
√

2

T∆
(F14 + F23) (4-75)

Le champ est polarisé linéairement suivant l'axe x, donc Ay et δSR ont une
valeur moyenne nulle. Comme nous l'avons fait précédemment, nous remplacerons
Ay par δAy. Le champ x est, quant à lui, décomposé en sa valeur moyenne et ses
�uctuations: Ax = 〈Ax〉 + δAx. En se limitant à l'ordre 1 en �uctuations, nous
linéarisons les équations des champs:

1

κ

d

dt
δAx = −(1 + iδcav − iδ0)δAx +

2√
T

δAin
x + F dip

x (4-76)

1

κ

d

dt
δAy = −(1 + iδcav − iδ0)δAy − δSR〈Ax〉+

2√
T

δAin
y + F dip

y (4-77)

Considérons tout d'abord, l'équation d'évolution des �uctuations du champ moyen
Ax. Nous remarquons que les e�ets de pompage optique liés àδSR n'ont aucune in-
cidence sur le spectre de bruit du champ moyen x puisque le terme δSRAy est du
second ordre en �uctuations. En e�et, il est clair que la projection du modey sur
le champ moyen est complètement négligeable. Par ailleurs, nous montrons dans
l'appendice B que la force de Langevin F dip

x est à l'origine d'un terme de bruit dû à
l'absorption atomique. Dans cette partie, consacrée à l'étude du pompage optique,
les phénomènes d'absorption sont négligés, par conséquent le coe�cient de di�usion
associé à ces forces est, lui aussi, négligeable. Si le champ incident est dans un état
cohérent, le champ sortant l'est donc également.

Le comportement du champ moyen ne présente donc pas d'intérêt particulier
dans le cadre de cette étude et nous nous consacrerons exclusivement, par la suite,
à l'étude des �uctuations du mode vide y.

Nous avons montré au paragraphe B.2.3 que le terme de "self-rotation" δSR

est responsable de la bascule de la polarisation. Ce terme dépend de la répar-
tition des populations dans le fondamental qui est caractérisée par l'orientation
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Jz = (σ22 − σ11)/2 (voir équation 4-41). L'équation d'évolution de cette quantité
découle directement des équations de pompage optique4-31 et 4-32:

dJz

dt
= −γ⊥(s+ + s−)(Jz − N

2

S3

S0

) + Fz (4-78)

où Fz = (F ad
22 − F ad

11 )/2 = F ad
22 est la force de Langevin associée aux �uctuations de

pompage optique. En polarisation linéaire, la valeur moyenne deJz est nulle, nous
remplacerons donc Jz par δJz. En utilisant le fait que s+ = s− = sx/2, l'équation
4-78 devient, au premier ordre en �uctuations:

d

dt
δJz = −γp ( δJz − N

2

δS3

|〈Ax〉|2 ) + Fz (4-79)

avec γp = γ⊥sx = γ⊥
2g2|〈Ax〉|2

∆2
et δS3 = i(δA†

y〈Ax〉 − δAy〈Ax〉∗) (4-80)

Les spectres de bruit sont calculés en e�ectuant la transformée de Fourier des
équations donnant δJz et δAy. L'équation 4-79 donne immédiatement:

δJz(ω) =
γp

γp − iω

N

2

δS3(ω)

|〈Ax〉|2 +
Fz(ω)

γp − iω
(4-81)

Nous rappelons que l'équation de pompage optique suppose l'élimination adiaba-
tique des populations excitées. L'équation précédente n'est donc valable que pour
un domaine de fréquence limité à:

ω ¿ γ (4-82)

Cette équation montre, par ailleurs, que les �uctuations deJz ne sont importantes
que sur une plage de fréquence centrée en 0 et de largeurγp. Ce taux de pompage
optique est e�ectivement petit devant γ (voir relation 4-33), ce qui con�rme la
cohérence de notre traitement.

En reportant la relation 4-81 dans l'équation d'évolution du champ y 4-77 (par
l'intermédiaire de la relation 4-41), nous obtenons �nalement l'équation suivante:

(1 + iδcav − iω/κ)δAy(ω) = iδ0

[
1− γp

γp − iω

]
δAy(ω)

+iδ0
γp

γp − iω

〈Ax〉2
|〈Ax〉|2 δA†

y(ω)

+
2√
T

δAin
y (ω) + FAy(ω) (4-83)

Le terme de "rotation auto-induite", dépendant de la phase (∝ δA†
y), a une

amplitude de δ0 ∝ γ/∆ à fréquence nulle, ce qui est très important par rapport aux
ordres de grandeurs usuels des termes non-linéaires dus à la saturation (∝ (γ/∆)3).
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On peut donc s'attendre à une bonne réduction de bruit si le bruit atomique est
négligeable. Celui-ci est, quant à lui, inclus dans l'expression de la force de Langevin
FAy :

FAy(ω) =
2δ0Ax

N

Fz(ω)

γp − iω
+ F dip

y (ω) (4-84)

Nous allons voir comment intervient ce terme dans les calculs du spectre de bruit.

B.3.3 Matrices de susceptibilité et de corrélations atomiques
Nous avons jusqu'à présent décrit l'interaction entre le champ éléctromagnétique

et les atomes en terme de déphasages. Cette présentation est bien adaptée lorsque
l'on e�ectue l'élimination adiabatique des dipôles optiquesσ14 et σ23. La méthode
générale détaillée par Hilico et al. [Hilico92a] permet de calculer les spectres à l'aide
des matrices de susceptibilité [χ(ω)] et de corrélations [σ(ω)], qui sont dé�nies à
partir des �uctuations de ces dipôles. Nous allons adapter ici notre calcul à ce for-
malisme.

Pour simpli�er les écritures, il est commode d'utiliser les notations suivantes pour
les vecteurs:

|δAy(ω)] =

[
δAy(ω)
δA†

y(ω)

]
(4-85)

et [δAy(ω)| = |δAy(ω)]† = [δA†
y(−ω), δAy(−ω)] (4-86)

L'équation 4-83 peut se mettre alors sous la forme:

( 1− i
ω

κ
+ i[ε]δcav + 2Cγ[ε][χ(ω)] ) |δAy(ω)] =

2√
T
|δAin

y (ω)] + |FAy(ω)] (4-87)

où l'on a introduit le paramètre de coopérativité:

C =
Ng2

2κτγ
= δ0

∆

γ
(4-88)

ainsi que la matrice de susceptibilité [χ(ω)] et la matrice [ε]:

[χ(ω)] = [χ(ω)]0 + [χ(ω)]SR et [ε] =

[
1 0
0 −1

]
(4-89)

Les expressions des matrices [χ(ω)]0 et [χ(ω)]SR sont données dans l'appendice B.
Nous dé�nissons alors la matrice de transfert [µ(ω)], qui relie le champ entrant au
champ intracavité, de la façon suivante:

[µ(ω)] = 2( 1− i
ω

κ
+ i[ε]δcav + 2Cγ[ε][χ(ω)] )−1 (4-90)
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La relation entrée-sortie 4-72 donne l'expression du champ sortant en fonction du
champ entrant et du bruit ajouté par les atomes:

|δAout
y (ω)] = ([µ(ω)]− 1)|δAin

y (ω)] +

√
T

2
[µ(ω)]|FAy(ω)] (4-91)

Les �uctuations du champ entrant Ain
y et les �uctuations dues à la relaxation des

atomes étant décorrélées [Hilico92a], on obtient �nalement l'expression de la matrice
de corrélation du champ [V out

y ], dé�nie par la relation 4-70:

[V out
y ] = ([µ(ω)]− 1)[V in

y ]([µ(ω)]† − 1) + [µ(ω)][V at
y ][µ(ω)]† (4-92)

où la matrice [V at
y ] contient les termes de bruit dus aux atomes. Cette matrice est

dé�nie par:
2πδ(ω − ω′)[V at

y ] =
T

4
|FAy(ω)][FAy(ω)| (4-93)

La matrice [V at
y (ω)] se calcule à partir des coe�cients de di�usion des forces de

Langevin. Le détail de ce calcul est reporté dans l'appendiceB. A�n de poursuivre
la comparaison avec les calculs de la référence [Hilico92a], nous notons ici que la
matrice de corrélation [σ(ω)] est directement reliée à [V at

y (ω)] par:

[V at
y (ω)] =

Ng2

T
[ε][σ(ω)][ε] = Cγ[ε][σ(ω)][ε] (4-94)

B.3.4 Bruit associé au pompage optique
Avant de calculer les spectres de bruit au paragraphe suivant, nous montrons ici

que les processus de pompage optique sont associés à un important excès de bruit.
Les termes de bruit correspondant au pompage optique sont donnés par la force

de Langevin Fz intervenant dans l'expression deFAy (voir équation 4-84). A�n d'es-
timer leur ordre de grandeur, il faut calculer le coe�cient de di�usionDz dé�ni par
la relation:

〈Fz(t)Fz(t
′)〉 = 2Dzδ(t− t′) (4-95)

Ce coe�cient de di�usion Dz est calculé rigoureusement dans l'appendice B.
Néanmoins on peut retrouver directement le résultat dans le cadre de l'approxima-
tion du pompage optique. En e�et, le théorème de régression quantique [Cohen96a]
donne:

2Dz = 〈D(J2
z )〉 − 〈JzD(Jz)〉 − 〈D(Jz)Jz〉 (4-96)

La notation D désigne les termes de dérive des opérateurs [Cohen96a]. Les forces
de Langevin étant associées au couplage avec l'extérieur, nous ne gardons que les
termes de relaxation dans ces termes de dérive. L'équation de pompage optique4-79
conduit immédiatement à:

D(Jz) = −γpJz (4-97)
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En outre, nous véri�ons aisément que:

J2
z =

1

4
(σ11 + σ22) =

N

4
= constante (4-98)

J2
z étant constant, son terme de dérive est donc nul (D(J2

z ) = 0) et nous obtenons
ainsi:

2Dz = −2〈(−γpJ
2
z )〉 =

N

2
γp (4-99)

On peut maintenant estimer les termes de bruit correspondant au pompage op-
tique dans l'expression de la matrice de [V at

y ]. Celle-ci se calcule à partir de la force
de Langevin FAy (voir équation 4-93). Regardons, par exemple, l'élément de matrice
[V at

y ]1,1 dé�ni par:

2πδ(ω − ω′)[V at
y (ω)]1,1 =

T

4
〈FAy(ω)F †

Ay
(−ω′)〉 (4-100)

L'expression de FAy est composée de deux termes (voir équation 4-84), toutefois on
peut obtenir un ordre de grandeur de l'élément [V at

y (ω)]1,1 en ne considérant que la
contribution faisant intervenir la corrélation 〈Fz(ω)Fz(−ω′)〉:

〈FAy(ω)F †
Ay

(−ω′)〉 ' 4δ2
0|〈Ax〉|2
N2

1

γ2
p + ω2

〈Fz(ω)Fz(−ω′)〉 (4-101)

' 2πδ(ω − ω′)
C

T

γ

γ⊥

γ2
p

γ2
p + ω2

(4-102)

où l'on a utilisé 〈Fz(ω)Fz(−ω′)〉 = 2πδ(ω − ω′)(2Dz). L'élément de matrice vaut
�nalement:

[V at
y (ω)]1,1 ' C

4

γ

γ⊥

γ2
p

γ2
p + ω2

(4-103)

L'ordre de grandeur de la coopérativité est de typiquement 50-100 pour notre expé-
rience. A basse fréquence (ω ¿ γp) ce terme est donc très important. Nous allons
voir, en e�et, qu'il rend impossible une réduction de bruit, due au phénomène de
"self-rotation" sur le mode videAy.

B.3.5 Spectres de bruit
Le champ entrant Ain

y étant un mode vide du champ, sa matrice de corrélations
s'écrit simplement [Hilico92a]:

[V in
y ] =

[
1 0
0 0

]
(4-104)

A l'aide des expressions des matrices [χ(ω)] et [σ(ω)] données dans l'appendiceB,
nous pouvons calculer la matrice de corrélation [V out

y ] du champ sortant en utilisant
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w/k

S
min

w/k

S
max

0,5 1 1,5 2 0,5 1 1,5 2

(b)(a)

Fig. 4.4 � Spectres de bruit minimal (a) et maximal (b) pour le champ sortantAout
y en ne

considérant que les e�ets de pompage optique. Les paramètres correspondent à
δ0 = 5, ∆ = 40γ, γ/γ⊥ = 3, κ = 2γ, sx = 0.1, δcav = 3.

la relation 4-92. D'après la relation 4-71, les spectres de bruit minimal Smin et
maximal Smax sont donnés par:

Smin = [V out
y ]1,1 + [V out

y ]2,2 − 2|[V out
y ]1,2| (4-105)

Smax = [V out
y ]1,1 + [V out

y ]2,2 + 2|[V out
y ]1,2| (4-106)

Ces spectres de bruit sont représentés sur la �gure 4.4. Nous avons choisi dans
ce cas κ = 2γ ce qui correspond à nos paramètres expérimentaux (κ ' 5 MHz et
γ = 2.6 MHz). Notre con�guration est e�ectivement proche de la limite de "mau-
vaise cavité" (κ À γ) qui est la plus favorable pour la réduction de bruit par e�et
Kerr [Reid88]. Le bruit minimal est juste au dessus de la limite quantique standard
alors que le niveau de bruit maximal est très élevé. Comme nous l'avons expliqué au
paragraphe précédent, le pompage optique est, en e�et, un phénomène très bruyant.

Il est possible de calculer analytiquement le spectre de bruit de ce mode. Nous
constatons alors qu'il n'est jamais possible d'obtenir une réduction de bruit sous la
limite quantique standard et ce aussi bien dans la limite de bonne ou mauvaise cavité.
Le processus non-linéaire de "self-rotation" considéré ici n'est donc pas utilisable
pour produire des états comprimés, c'est même, en fait, une source d'excès de bruit
très importante.

Néanmoins, l'excès de bruit dû au pompage optique n'est important que sur une
largeur en fréquence de l'ordre γp. L'approximation des grands désaccords (∆ À
Ω, γ) nous assure ici γp ¿ γ. Ce bruit se manifeste donc uniquement pour des
fréquences inférieures au taux de relaxation des dipôlesγ.

Nous verrons dans la suite de cette partie que nous pouvons alors obtenir une
réduction de bruit par e�et Kerr pour des fréquences de bruit supérieures àγ. Il
faut pour cela prendre compte les processus de saturation des transitions optiques.
C'est l'objet de la suite de ce chapitre.
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C Etat stationnaire complet
Il est possible de déterminer complètement l'état stationnaire du système sans

faire l'approximation des grands désaccords. Dans ce cas, la saturation des transi-
tions optiques a pour e�et de modi�er les courbes de résonance de la cavité. Celles-ci
sont complexes puisqu'au phénomène de bascule de la polarisation s'ajoute mainte-
nant celui de bistabilité optique.

Dans un premier temps, nous étudierons en détail ces résonances a�n de détermi-
ner quel peut être le point de fonctionnement le plus favorable à la génération d'états
comprimés. L'exposé suit la même démarche que celle de la section précédente, qui
servira de référence a�n d'interpréter aisément les résultats.

Nous calculerons ensuite les spectres de bruit des deux modes x et y dans la
limite des grands désaccord à l'ordre 1 en saturation. Nous comparons �nalement
ces résultats à ceux fournis par un calcul numérique exact des �uctuations.

C.1 Variables atomiques
Les équations d'évolution des variables atomiques (4-8 à 4-13) nous permettent

de déterminer l'état stationnaire du système en fonction des valeurs des champs
〈A−〉 et 〈A+〉:

〈σ14〉 =
−igN〈A+〉

γ + i∆

s−
s+ + s−

1

1 + S
(4-107)

〈σ23〉 =
−igN〈A−〉

γ + i∆

s+

s+ + s−

1

1 + S
(4-108)

〈σ11〉 = N
s−

s+ + s−

1 + s+/2

1 + S
(4-109)

〈σ22〉 = N
s+

s+ + s−

1 + s−/2

1 + S
(4-110)

〈σ33〉 = 〈σ44〉 =
N

4

S

1 + S
(4-111)

Les paramètres de saturation s+ et s− ont déjà été dé�nis (relations 4-29) et l'on a
introduit ici le paramètre de saturation coupléS:

S =
2s+s−

s+ + s−
(4-112)

Le développement des expressions précédentes à l'ordre zéro en saturation conduit
aux solutions simples correspondant à l'approximation de pompage optique, dé-
taillées dans la section précédente.

Lorsque la polarisation est linéaire, on remarque que le paramètreS est égal à la
saturation des composantes circulaires σ+ et σ−et donc à la moitié de la saturation
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du champ moyen Ax:
S = s+ = s− = sx/2 (4-113)

Nous verrons par la suite le rôle essentiel joué par ce paramètre dans la résolution
de ce problème complexe.

C.2 Bascule de polarisation
Les valeurs stationnaires des champs polarisés circulairement dépendent des va-

leurs stationnaires des dipôles 〈σ14〉 et 〈σ23〉. Leur contribution se décompose en un
terme de déphasage Φ± et un terme d'absorption en intensitéA±:

ig〈σ14〉 = (−A+

2
+ iΦ+)〈A+〉 et ig〈σ23〉 = (−A−

2
+ iΦ−)〈A−〉 (4-114)

avec Φ± = 2Φ0
s∓

s+ + s−

1

1 + S
, A± = 2A0

s∓
s+ + s−

1

1 + S
(4-115)

et Φ0 =
Ng2∆

2(∆2 + γ2)
, A0 =

Ng2γ

∆2 + γ2
(4-116)

Φ0 et A0 sont le déphasage et l'absorption en intensité pour un faisceau polarisé
linéairement, en l'absence de saturation. Réciproquement, les quantitésΦ± et A±
dépendent des intensités des champsA+ et A−.

A�n de déterminer les solutions, on suit la démarche de la section précédente. La
première étape consiste à séparer les déphasages et les absorptions en deux contri-
butions:

Φ± = Φl ± ΦSR avec Φl =
Φ0

1 + S
et ΦSR = ΦlxSR (4-117)

A± = Al ±ASR avec Al =
A0

1 + S
et ASR = AlxSR (4-118)

Φl et Al correspondent au cas où le système est symétrique tandis que ΦSR et
ASR donnent la biréfringence et le dichroïsme circulaire. Ces derniers sont reliés à
l'ellipticité du faisceau ε [Huard97]:

xSR =
s− − s+

s+ + s−
= − sin 2ε (4-119)

On retrouve dans le cas général l'e�et de "rotation auto-induite" décrit dans le
cadre de l'approximation de pompage optique. Les équations sont ici similaires sauf
qu'il faut tenir compte de la saturation du milieu caractérisée parS, s+ et s−.

On poursuit la démarche précédente en cherchant l'équation satisfaite parxSR.
Pour ce faire, on exprime les paramètres de saturation des composantes circulaires
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à partir des équations 4-22, 4-23 et 4-114. En normalisant les déphasages à la demi-
largeur de la cavité T/2 et les absorptions aux pertes T (δj = 2Φj/T et αj = Aj/T ),
on obtient:

s± =
smax

(1 + αl ± αSR)2 + (δl ± δSR − δcav)2
(4-120)

où smax = 2/Tsin
x correspond à l'intensité intracavité maximale, pour les compo-

santes circulaires, en l'absence d'absorption. En reportant les solutions4-120 dans
la relation 4-119, nous obtenons l'équation désirée pour xSR:

xSR = 0 ou (α2
l + δ2

l )x
2
SR = δ2

l + α2
l − δ2

cav − 1 (4-121)

Les solutions non nulles correspondent à un état stationnaire de polarisation ellip-
tique. La seconde équation nous fournit un critère d'existence pour ces solutions:

Cex(s+, s−) =
δ2
0 + α2

0

(1 + S)2
− δ2

cav − 1 ≥ 0 avec s+ 6= s− car xSR 6= 0 (4-122)

où nous avons utilisé les relations 4-117 et 4-118. Il est important de noter ici que
ce critère est complexe puisque la fonction Cex dépend des valeurs stationnaires de
s+ et s−. Il est donc fondamentalement di�érent de celui dérivé en l'absence de
saturation (voir équation 4-52).

Nous remarquons également que l'absorption favorise l'existence de solutions
asymétriques. En e�et le dichroïsme circulaire dépend de l'ellipticité du faisceau
incident (voir équations 4-118 et 4-119). Ce phénomène a donc un e�et similaire au
processus de "self rotation" [Rochester01] décrit au paragraphe B.2.1 et il n'est pas
surprenant qu'il participe favorablement à la bascule de polarisation.

En�n, le critère 4-122 est uniquement associé à l'existence de solutions asymé-
triques et ne nous donne pas d'informations a priori sur la stabilité du système.
A�n d'e�ectuer cette étude de stabilité, nous évaluons numériquement les valeurs
propres de la matrice de stabilité atomes-champ du système.

C.3 Stabilité de la solution de polarisation linéaire
On peut toutefois obtenir des informations sur la stabilité de la polarisation

linéaire en reprenant l'analyse faite au paragraphe B.2.3. L'étude des �uctuations
classiques du mode orthogonalAy nous a, en e�et, permis d'interpréter la bascule de
polarisation comme le seuil d'oscillation laser de ce mode. Nous reprenons ici cette
étude dans le cas général a�n de déterminer un critère de stabilité pour la solution
linéaire.

On e�ectue à nouveau l'élimination adiabatique des variables atomiques dans
l'équation d'évolution du mode y. A partir des équations 4-22, 4-23 4-114 et des
relations de passage, 4-2 et 4-3, nous obtenons maintenant:

1

κ

dAy

dt
= −(1 + iδcav)Ay + (iδl − αl)Ay − (δSR + iαSR)Ax (4-123)
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Lorsque la polarisation est linéaire,Ay est un terme �uctuant que l'on remplace par
δAy. En ne gardant que les termes d'ordre 1 en �uctuations et en utilisant le fait
que S = sx/2, nous obtenons une équation similaire à celle d'un OPO, comme nous
l'avions déjà remarqué au paragraphe B.2.3:

1

κ

d

dt
δAy = −(1 + iδcav)δAy + (

iδ0 − α0

1 + sx/2
)

A2
x

|Ax|2 δA∗
y (4-124)

On en déduit un seuil de bascule de la polarisation à partir de la solution polarisée
linéairement. Le mode Ay oscille dès que le gain (∝ δA∗

y) est supérieur aux pertes,
ce qui se traduit par:

C′PS(s+ = s− = sx/2) =
δ2
0 + α2

0

(1 + sx/2)2
− δ2

cav − 1 ≥ 0 (4-125)

Une étude de stabilité identique à celle menée au paragrapheB.2.3 montre que
la solution symétrique, correspondant à une polarisation linéaire, n'est plus stable
dès que C′PS ≥ 0. Nous avions signalé alors les limites de cette analyse dues à
l'élimination adiabatique des variables atomiques. Nous avons donc véri�é que notre
étude était en accord avec le calcul numérique complet de la matrice de stabilité.
C'est pourquoi nous utiliserons, par la suite,C′PS ≤ 0 comme critère de stabilité de
la solution symétrique.

Il est important de noter que ce critère de stabilité (C′PS ≤ 0) ne coïncide pas avec
le critère 4-122 (Cex ≥ 0), associé à l'existence de solutions asymétriques. En e�et, le
paramètre de saturation couplé S, intervenant dans la fonction Cex, est di�érent de
sx/2 lorsque la solution est asymétrique (s+ 6= s−), ce qui implique C′PS 6= Cex. Nous
allons maintenant détailler ce point en étudiant l'allure des courbes de résonance.

C.4 Courbes de résonance - tristabilité
Les phénomènes de saturation modi�ent les courbes de résonance de la cavité

et nous n'avons pas trouvé de solutions analytiques pour s+ et s− en fonction du
désaccord de la cavité δcav. Il est toutefois possible de tracer les résonances de la
cavité. Pour cela, nous allons exprimer les fonctions s+, s− et δcav en fonction du
paramètre de saturation couplé S.

A partir des relations 4-120, nous obtenons aisément:

S =
2s+s−

s+ + s−
=

smax

(1 + αl)2 + (δl − δcav)2 + α2
SR + δ2

SR

(4-126)

D'après l'équation 4-121, il existe toujours une solution symétrique correspondant à
xSR = 0. A cette solution est associée une valeur du paramètreS par l'intermédiaire
de la relation 4-126, on la note S(s).
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Lorsque le critère Cex ≥ 0 est véri�é, il existe en outre une solution asymétrique
caractérisée par xSR 6= 0. A cette solution correspond une autre valeur deS que l'on
notera S(a).

En combinant les équations 4-121 et 4-126, nous obtenons les expressions de ces
deux valeurs, S(s) et S(a):

S(s) = s
(s)
+ = s

(s)
− = s(s)

x /2 =
smax

(1 + α
(s)
l )2 + (δ

(s)
l − δcav)2

(4-127)

avec α
(s)
l =

α0

1 + s
(s)
x /2

, δ
(s)
l =

δ0

1 + s
(s)
x /2

(4-128)

et S(a) =
smax/2

α
(a)
l (1 + α

(a)
l ) + δ

(a)
l (δ

(a)
l − δcav)

pour Cex ≥ 0 (4-129)

avec α
(a)
l =

α0

1 + S(a)
, δ

(a)
l =

δ0

1 + S(a)
(4-130)

La première solution donne la valeur de l'intensité intracavité des composantes
circulaires, s(s)

+ et s
(s)
− , dans le cas où la polarisation est linéaire. On retrouve l'équa-

tion classique de bistabilité optique dont les solutions sont bien connues. La courbe
de résonance de la solution symétrique (S(s) = s

(s)
+ = s

(s)
− = s

(s)
x /2) est tracée sur

la �gure 4.5 pour une intensité maximale intracavité donnée par smax = 2. Cette
résonance est déformée par rapport à un pic d'Airy à cause l'importante saturation
de la transition. Au dessus d'un certain seuil de saturation, il existe des désaccords
de la cavité δcav pour lesquels l'intensité intracavité peut prendre trois valeurs. Cette
région est délimitée sur la �gure par les points tournantsHT et LT .

La seconde solution S(a) ne correspond pas directement à une solution de l'inten-
sité intracavité. On peut néanmoins s'en servir pour paramétrer les courbess(a)

+ et
s
(a)
− qui sont les solutions dans le cas asymétrique (s(a)

+ 6= s
(a)
− ). En e�et les relations

4-129 et 4-130 permettent d'exprimer le déphasage de la cavité en fonction deS(a):

δcav =
1

δ
(a)
l

[α
(a)
l (1 + α

(a)
l ) + δ

(a)
l − smax

2S(a)
] = δcav(S

(a)) pour Cex ≥ 0 (4-131)

Cette valeur est reportée dans l'expression dexSR (voir équation 4-121):

x±SR = ±
√

1− δ2
cav(S

(a)) + 1

(α
(a)
l )2 + (δ

(a)
l )2

= x±SR(S(a)) pour Cex ≥ 0 (4-132)

Le signe ± revient à inverser les solutions entre les composantesσ+ et σ−, et donc
simplement échanger leur rôle. Jusqu'à présent, nous avons toujours choisi la pola-
risation σ+ comme composante dominante après la bascule de la polarisation. Cela
revient à prendre la solution x−SR. Dans ce cas, la biréfringence circulaire et le di-
chroïsme s'expriment comme:

α−SR = x−SR α
(a)
l = α−SR (S(a)) (4-133)

δ−SR = x−SR δ
(a)
l = δ−SR (S(a)) (4-134)
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Nous obtenons �nalement les expressions des intensités lorsque la polarisation a
basculé en revenant aux relations 4-120:

s
(a)
+ =

smax

(1 + αl + α−SR)2 + (δl + δ−SR − δcav)2
= s

(a)
+ (S(a)) (4-135)

s
(a)
− =

smax

(1 + αl − α−SR)2 + (δl − δ−SR − δcav)2
= s

(a)
− (S(a)) (4-136)

Nous pouvons alors tracer ces solutionss(a)
+ et s

(a)
− en fonction du désaccordδcav(S

(a)),
les courbes étant paramétrées par S(a). Nous retrouvons alors l'allure générale des
courbes de résonance sur la �gure 4.5. Celles-ci sont déformées, par rapport aux
courbes présentées sur la �gure 4.2, du fait de la saturation du milieu.

L'e�et de l'absorption sur ces courbes est clair: la hauteur du pic de résonance de
la solution symétrique diminue, ce qui n'est pas le cas pour la composante dominante
σ+. En e�et, cette composante n'interagit plus avec les atomes à cause des processus
de pompage optique.

A�n de clari�er leur rôle, les fonctions Cex(s
(a)
+ , s

(a)
− ) et C′PS(s

(s)
+ = s

(s)
− ) sont

également tracées sur la �gure 4.5. Lorsque la première fonction Cex est positive, il
existe des solutions asymétriques qui correspondent à des déphasages compris entre
δmin et δex. En revanche, la stabilité de la solution symétrique est donnée par le signe
de C′PS et le seuil de bascule de polarisation (C′PS = 0) est atteint pour le déphasage
δcav = δPS.

Dans le domaine de désaccord dé�ni par δPS ≤ δcav ≤ δex, il existe donc une
solution symétrique stable et quatre solutions asymétriques (on peut échanger les
valeurs de s+ et s−). Les solutions asymétriques admettent en e�et deux valeurs
possibles pour le même désaccord (voir �gure 4.5). Ce phénomène est analogue à
la bistabilité sur la solution symétrique, on s'attend donc à ce que seule la branche
basse de ces solutions soit stable (courbes en trait plein). Nous avons véri�é cette
hypothèse en calculant numériquement les valeurs propres de la matrice de stabilité
atomes-champs.

Ce domaine correspond donc à une zone de tristabilité pour la polarisation:
linéaire, dominante σ+ et dominante σ−. Il apparaît alors un cycle d'hystéresis sur la
courbe de résonance de la cavité. Lorsqu'on balaie le désaccord de droite à gauche, la
polarisation bascule de linéaire à circulaire pourδcav = δPS. Si on revient en arrière,
la polarisation redevient linéaire pour le déphasage δcav = δex (voir �gure 4.5).

C.5 Bistabilité optique et bascule de polarisation
La résonance de la cavité présentée sur la �gure4.5 conduit à deux observations.

Premièrement il est di�cile de dissocier le seuil de bascule de polarisation (PS) du
point tournant (HT ) de la branche haute de la courbe. Deuxièmement la branche
basse de la solution symétrique n'est pas stable (à gauche du pointLT ).
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Fig. 4.5 � Figure (a): courbes de résonance pour les composantes circulaires σ+ et σ−
lorsque la saturation est importante. Les paramètres correspondent à δ0 = 7,
∆ = 20γ et smax = 2. L'absorption linéaire vaut dans ce cas α0 = 0.35. Les
courbes en pointillé correspondent aux solutions instables. La bascule de la pola-
risation de linéaire en circulaire correspond àδcav = δPS. La fonction Cex est po-
sitive pour δmin ' −δ0 ≤ δcav ≤ δex, ce qui correspond au domaine d'existence de
solutions asymétriques. La zone de tristabilité est donnée parδPS ≤ δcav ≤ δex.
Les �èches correspondent au sens de balayage de la cavité lorsqu'on parcourt le
cycle d'hystéresis. Figure (b): évolutions des fonctions Cex (courbe en tiret) et
C′PS (trait plein). Comme nous l'avons fait remarquer dans le texte, ces fonctions
ne sont pas identiques.
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Fig. 4.6 � Courbe de bistabilité pour la solution de polarisation linéaire: intensité intracavité
S = sx/2 en fonction de smax. PS est le point correspondant à la bascule de
la polarisation, HT et LT sont les points tournants haut et bas. Pour certaines
intensités incidentes smax, il existe 3 solutions (1,2,3) pour l'intensité intracavité
sx/2. Seule la solution (3) est stable. En revanche, on aurait deux solutions
stables, (1) et (3), en l'absence de bascule de polarisation.

Comment évolue la stabilité des points tournantsLT et HT vis à vis de la bascule
de polarisation lorsqu'on se déplace dans l'espace des paramètres? En particulier,
est-il possible de trouver un domaine pour lequel le point LT soit stable? Comme
on s'attend à ce que les meilleures réductions de bruit par e�et Kerr soient obtenues
au voisinage des points tournants [Reynaud89,Hilico92a], la réponse à ces questions
est cruciale pour caractériser la capacité de notre système à produire des états com-
primés.

Ce problème se pose de façon simple sur la �gure 4.6, où l'on a tracé l'allure
générale de l'intensité intracavité S = sx/2 en fonction de l'intensité maximale
smax = 2sin

x /T , pour un désaccord de la cavité �xe. Nous avons choisi ici des para-
mètres pour δ0 et δcav de façon à ce qu'il existe une zone où S peut prendre trois
valeurs (1, 2 et 3). Nous avons reporté la position des points tournantsHT et LT .
En l'absence de phénomène de bascule de polarisation, la solution (2) est toujours
instable et les solutions sur les branches basses (1) et hautes (3) sont stables. Il
faut tenir compte ici d'une source d'instabilité supplémentaire due à la bascule de
polarisation.

La stabilité des solutions vis à vis de cette bascule nous est donnée par le signe
de C′PS(S). Pour le désaccord δcav, cette fonction s'annule pour l'intensitéSPS(δcav),
calculée à partir de l'équation 4-125:

SPS (δcav) =

√
δ2
0 + α2

0

δ2
cav + 1

− 1 (4-137)
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Fig. 4.7 � Lieu des points PS (trait pointillé) par rapport aux points tournants HT et
LT (trait gras). Les courbes de bistabilité (trait �n) représentées correspondent
aux déphasages (δcav)1 = −0.25, (δcav)2 = 0.3 et (δcav)3 = 1.1. Les valeurs de
δ0 et ∆ sont les mêmes que sur la �gure 4.6. Les branches haute et basse de la
courbe AB donnent le lieu des points HT et LT respectivement. Le phénomène
de bistabilité apparaît pour les intensités incidentes telles quesA ≤ smax ≤ sB.

Si S(δcav, smax) = sx/2 ≤ SPS alors CPS(S) ≥ 0 et la polarisation linéaire est
instable. En revanche si S ≥ SPS alors la solution linéaire est stable. Cette valeur
sépare donc en deux le graphique de la �gure 4.6. Si SPS(δcav) ≥ SHT (δcav), alors le
point HT et par conséquent toute la branche basse sont instables.

A�n de pouvoir décider de la stabilité des solutions, nous avons tracé sur la �-
gure 4.7 les positions relatives des pointsSPS(δcav), SHT (δcav) et SLT (δcav) lorsque le
désaccord varie. Pour illustrer ces positions, nous avons également représenté trois
courbes de bistabilité semblables à celles de la �gure4.6 pour des désaccords δcav dif-
férents. L'ensemble des points tournantsHT et LT constitue les branches haute et
basse de la courbe AB respectivement. La courbe en pointillé donne la position des
points SPS à partir desquels la polarisation bascule. Celle-ci est toujours au dessus de
la courbe HT , et donc les points tournants ne sont jamais stables. Nous avons véri�é
que cette conclusion restait vraie quels que soient les valeurs des paramètresδ0 et ∆.

Cette analyse répond ainsi aux questions posées au début de ce paragraphe:
lorsque la polarisation est linéaire et qu'on se déplace sur la courbe de résonance,
alors la polarisation bascule avant que l'on atteigne le pointHT . En outre le point
tournant bas LT n'est jamais stable.

Ces résultats montrent que les processus de pompage optique constituent un réel
problème pour ce type d'expérience: ils sont en e�et responsables d'un important
excès de bruit à basse fréquence (voir paragrapheB.3.4) et provoquent, en outre, la
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bascule de la polarisation qui nous empêche de nous placer au point de fonctionne-
ment le plus favorable, i.e. le point tournant bas [Hilico92a].

Toutefois, il est possible de se placer au voisinage du point tournant hautHT .
En e�et, nous voyons sur la �gure 4.7 que pour de faibles puissances incidentes,
les points SPS et SHT sont très proches. On retrouve ainsi l'observation faite sur la
courbe de résonance correspond à smax = 2 (voir �gure 4.5). Le point tournant HT
étant un point favorable à la réduction de bruit par e�et Kerr, nous nous attendons
à ce que les meilleures réduction de bruit soient obtenues au sommet de la courbe
de résonance. Nous avons e�ectivement constaté cette propriété expérimentalement
(voir section C du chapitre 2).

Pour conclure cette étude, nous remarquons sur la �gure 4.7 que la bistabilité
disparaît lorsque la puissance incidente est trop importante:smax ≥ sB. De même,
la polarisation ne bascule plus si on augmente encore la saturation. Cette situation
n'est pas visible sur la �gure 4.7 car il faut atteindre une saturation de l'ordre de
40.

D Fluctuations quantiques dans la limite Kerr
Nous allons maintenant étudier les �uctuations des deux modesx et y dans le

domaine où la polarisation linéaire est stable. A�n de pouvoir interpréter aisément
les équations, nous nous placerons à nouveau dans la limite de grand désaccord et ne
garderons que les termes du premier ordre en saturation. Ceci revient à e�ectuer un
développement au troisième ordre en 1/∆. Dans la suite nous supposerons que l'in-
tensité est su�sante pour que la fréquence de Rabi (Ω± = 2g|〈A±〉|) soit également
très supérieure au taux de relaxation des dipôlesγ:

∆ À Ω± À γ (4-138)

Dans cette limite, le milieu se comporte comme un milieu Kerr idéal [Hilico92a],
en l'absence, bien sûr, du phénomène de bascule de polarisation.

D.1 Evolution des champs
Nous ne considérerons dans ce paragraphe que la contribution due aux atomes.

En outre, nous n'écrirons pas les forces de Langevin a�n d'alléger les expressions.
A�n d'estimer le bruit dû aux atomes, nous tiendrons compte au �nal de la ma-
trice de corrélations [σ] (voir paragraphe B.3.3) dont l'expression est donnée dans
l'appendice B.

A partir des équations 4-22 et 4-23 et de la relation de passage dans la base des
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états polarisés linéairement 4-2, on écrit les termes de �uctuations dus aux atomes:

1

κ

d

dt
δAx|at = −i

√
2g

T
(δσ14 − δσ23) (4-139)

1

κ

d

dt
δAy |at =

√
2g

T
(δσ14 + δσ23) (4-140)

Les expressions des �uctuations des dipôlesδσ14 et δσ23 sont obtenues en linéari-
sant les équations 4-8 et 4-9. Après avoir e�ectué leur transformée de Fourier, nous
obtenons aisément:

δσ14(ω) =
−ig

γ + i∆− iω
(〈A+〉(δσ11 − δσ44) + δA+(ω)〈σ11 − σ44〉) (4-141)

δσ23(ω) =
−ig

γ + i∆− iω
(〈A−〉(δσ22 − δσ33) + δA−(ω)〈σ22 − σ33〉) (4-142)

Comme la polarisation est linéaire, la relation de passage4-2 impose 〈A−〉 = −〈A+〉 =
〈Ax〉/

√
2. Au premier ordre en saturation, les valeurs stationnaires s'écrivent dans

ce cas:
〈σ11 − σ44〉 = 〈σ22 − σ33〉 ' N

2
(1− sx

2
) (4-143)

De plus nous utiliserons le développement au troisième ordre en1/∆:

1

γ + i∆− iω
' 1

i∆
(1 + i

γ − iω

∆
− (

γ − iω

∆
)2) (4-144)

En fait, la contribution du dernier terme (en 1/∆3) de l'expression précédente
aux équations d'évolution des champs sera toujours négligeable. En e�et, nous avons
supposé que la fréquence de Rabi est très grande devantγ. Nous l'éliminerons donc
par la suite. Les équations d'évolution des champs, obtenues à partir des relations
4-139 à 4-144, s'écrivent �nalement comme:

− i
ω

κ
δAx(ω)|at = iδ0(1 + i

γ − iω

∆
) { (1− sx

2
)δAx(ω)

+
〈Ax〉
N

[(δσ22 + δσ11)− (δσ33 + δσ44)] } (4-145)

−i
ω

κ
δAy(ω)|at = iδ0(1 + i

γ − iω

∆
) { (1− sx

2
)δAy(ω)

−i
〈Ax〉
N

[(δσ22 − δσ11)− (δσ33 − δσ44)] } (4-146)

Si on ne considère pas les phénomènes de saturation, les populations véri�ent
δσ22 + δσ11 = 0 et δσ22− δσ11 = 2δJz. On retrouve alors les équations dérivées dans
le cas de l'approximation de pompage optique (voir équations4-76 et 4-77).
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D.2 Fluctuations des populations excitées
Le mode vide orthogonal est sensible aux �uctuations de la di�érence des po-

pulations entre les deux transitions 1 → 4 et 2 → 3: (δσ22 − δσ11) − (δσ33 − δσ44).
La biréfringence induite par ces �uctuations de l'orientation du milieux provoque
la rotation de l'axe de polarisation. Leur projection sur le mode vide orthogonal
modi�e alors les �uctuations de ce mode.

Par contre le champ moyen n'est sensible qu'aux �uctuations de la population
totale des états excités. En e�et la projection des �uctuations de polarisation sur ce
mode est négligeable.

Ces �uctuations des populations dépendent en retour des �uctuations des champs
dans la cavité. Pour déterminer cette réponse, on linéarise les équations d'évolution
4-12 et 4-13 autour des valeurs moyennes et on e�ectue leur transformée de Fourier.
En e�ectuant le développement au troisième ordre en1/∆, on obtient, à l'aide des
équations 4-141 et 4-142:

δσ33(ω) =
γ − iω

2γ − iω

sx

2
δσ22(ω) +

Ng2

2
√

2∆2
(〈Ax〉∗δA− + 〈Ax〉δA†

−) (4-147)

δσ44(ω) =
γ − iω

2γ − iω

sx

2
δσ11(ω)− Ng2

2
√

2∆2
(〈Ax〉∗δA+ + 〈Ax〉δA†

+) (4-148)

Le terme intervenant dans les �uctuations du champ moyen vaut(δσ22 + δσ11)−
(δσ33+δσ44). On le calcule à partir des équations précédentes en utilisant la propriété
de conservation du nombre d'atomes qui s'exprime par:

(δσ22+δσ11+δσ33+δσ44)(ω) = 0 ou (δσ33+δσ44)(ω) = −(δσ22+δσ11)(ω) (4-149)

Le résultat �nal donne:

(δσ33 + δσ44)(ω) =
Ng2

2∆2
(〈Ax〉∗δAx(ω) + 〈Ax〉δA†

x(ω)) =
N

4
δsx(ω) (4-150)

On obtient ainsi une propriété fondamentale: les �uctuations des populations exci-
tées suivent les �uctuations du champ sur tout le domaine de fréquence. Connaissant
cette propriété le résultat présenté ci-dessus se retrouve immédiatement. Les valeurs
stationnaires de ces populations valent, en e�et,〈σ33 +σ44〉 = Nsx/4. En linéarisant
directement cette solution, nous obtenons bien:

(δσ33 + δσ44)(ω) =
N

4
δsx(ω) (4-151)

Toutefois, cette propriété n'est vraie que pour la somme des populations et pour un
développement au troisième ordre en γ/∆.

Pour la di�érence des populations, les processus de pompage optique jouent
un rôle important. Ceux-ci ont un temps de réponse de l'ordre de 1/γp. A basse
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fréquence, les �uctuations de cette di�érence de population ne suivent plus les �uc-
tuations du champ. Ce temps de réponse important du milieu donne lieu à un excès
de bruit sur une largeur de l'ordre de γp. Ces e�ets se ressentent sur le bruit du
mode vide. En e�et, cette di�érence de populations intervient dans son équation
d'évolution par l'intermédiaire de la quantité (δσ22− δσ11)− (δσ33− δσ44). A partir
des équations 4-147 et 4-148, celle-ci s'écrit:

(δσ44 − δσ33)(ω) = −2(γ − iω)

2γ − iω

sx

2
δJz(ω) +

Nsx

4

δS3(ω)

|〈Ax〉|2 (4-152)

où Jz et S3 sont l'orientation du milieu et le paramètre de Stokes dé�ni dans l'in-
troduction.

Les équations 4-150 et 4-152 vont nous permettre d'étudier maintenant les �uc-
tuations des champs Ax et Ay respectivement.

D.3 E�et Kerr sur le champ moyen
On utilise la relation 4-150 pour déterminer l'équation d'évolution du champ

moyen 4-145. En tenant compte des termes d'évolution du champ dans la cavité,
nous obtenons:

− i
ω

κ
δAx(ω) = −(1 + iδcav − iδ0)δAx(ω)

−iδ0
sx

2

[
2δAx(ω) +

〈Ax〉2
|〈Ax〉|2 δA†

x(ω)

]
+

2√
T

δAin
x (ω)(4-153)

Le terme provenant de l'e�et Kerr (∝ 〈Ax〉2δA†
x) est responsable de la réduction de

bruit à la sortie de la cavité. Nous n'avons pas inclus dans cette équation les termes
correspondant à l'absorption, la dispersion et la force de Langevin associée. A partir
de cette équation on peut calculer le spectre de bruit du champ sortant suivant la
méthode détaillée au paragraphe B.3.3. La matrice de susceptibilité s'écrit sous la
forme:

[χ(ω)]x = [χ(ω)]0 + [χ(ω)]Kerr (4-154)
Les expressions de ces matrices, ainsi que la matrice [σ(ω)]Kerr donnant la contri-
bution du bruit dû aux atomes, sont données dans l'appendice B. L'étude de ces
spectres de bruit et en particulier de la réduction de bruit a donné lieu à de nom-
breuses publications [Lugiato82,Reid88,Hilico92a] et les résultats sont bien connus.
Nous ne détaillerons donc pas plus ici ces propriétés pour nous consacrer maintenant
à l'étude des �uctuations du mode vide orthogonaly.

D.4 Fluctuations du mode vide
Pour le mode vide, la situation est plus complexe compte tenu des e�ets de

pompage optique. Nous avons vu au paragrapheB.3.5 que ce mode est a�ecté par
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un excès de bruit important à basse fréquence. Nous allons maintenant obtenir une
équation valable dans tout le domaine de fréquence.

A partir des relations 4-146 et 4-152, l'équation d'évolution du modeAy s'écrit:

− i(ω/κ)δAy = −(1 + iδcav − iδ0)δAy − iδ0
sx

4

[
3δAy − 〈Ax〉2

|〈Ax〉|2 δA†
y

]

+β(ω)
2δ0

N
〈Ax〉 δJz(ω) +

2√
T

δAin
y + FAy (4-155)

où l'on a introduit la fonction β(ω):

β(ω) = 1− sx

4λ(ω)
avec λ(ω) =

2γ − iω

2(γ − iω)
(4-156)

Il apparaît un terme d'e�et Kerr croisé (∝ 〈Ax〉2δA†
y) provenant de la saturation

de la transition. Celui-ci contribue à l'obtention d'un état comprimé. On retrouve
également la contribution des �uctuations deJz comme c'était le cas dans la partie
concernant l'approximation du pompage optique. Pour calculer les spectres de bruit
du mode y, il nous faut donc déterminer l'équation d'évolution de l'orientationJz.

Celle-ci s'obtient en linéarisant les équations 4-10 et 4-11 correspondant aux
populations fondamentales. En utilisant les résultats obtenus pour les �uctuations
des états excités (formules 4-147 et 4-148) et après quelques calculs, nous obtenons
�nalement:

− iωδJz(ω) = −γpα(ω)

[
δJz − λ(ω)

(
1− sx

2

) N

2

δS3(ω)

|〈Ax〉|2
]

+ Fz (4-157)

avec
α(ω) =

[
1− iω

4γ⊥

]
β(ω)

λ(ω)
(4-158)

les fonctions β(ω) et λ(ω) étant dé�nies par les relations 4-156.
Ces équations sont d'apparences complexes, néanmoins nous allons voir que les

cas limites de haute et basse fréquence de bruit conduisent à des interprétations très
simples.

D.5 Cas Limites
D.5.1 Limite basse fréquence de bruit
On se place dans le domaine des basses fréquences telles queω ¿ γ. Dans ce cas

les fonctions α, β et λ tendent vers les limites:

α(ω) → 1− sx

4
, β(ω) → 1− sx

4
, λ(ω) → 1 (4-159)
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Négliger ω devant γ dans les équations donnant les populations excitées 4-147
et 4-148 revient à e�ectuer leur élimination adiabatique. On retrouve donc naturel-
lement les équations établies dans le cadre de l'approximation du pompage optique
(voir équations 4-81 et 4-83). On est donc ramené à l'étude réalisée au paragraphe
B.3.2.

Toutefois les équations obtenues ci-dessus tiennent compte maintenant des e�ets
de saturation à l'ordre 1. Or nous avons vu dans la section précédente que les �uc-
tuations sont dominées par les e�ets de pompage optique à l'ordre 1 en1/∆. En
particulier, l'excès de bruit est très important (cf§ B.3.4) et les e�ets de saturation
des transitions optiques sont négligeables dans ce domaine de fréquence.

On calcule donc le bruit à l'aide des matrices [χ(ω)]SR et [σ(ω)]SR utilisées dans
la section précédente et qui sont données dans l'appendice B. Leurs éléments de
matrices sont pondérés par des fonctions dont la largeur en fréquence est de l'ordre
de γp et tendent rapidement vers 0 quand ω À γp. Les e�ets de pompage optique
sont alors négligeables à haute fréquence.

D.5.2 Limite haute fréquence
On suppose maintenant que les fréquences de bruit sont grandes devant le taux

de relaxation γ. Les limites des fonctions α, β et λ valent dans ce cas:

α(ω) → −iω

2γ⊥
(1− sx

2
) , β(ω) → 1− sx

2
, λ(ω) → 1

2
(4-160)

Ce qui donne pour Jz:
δJz(ω) =

N

2

sx

4

δS3(ω)

|〈Ax〉|2 (4-161)

Ce résultat n'est pas surprenant. Lorsque l'on étudie le bruit à haute fréquence
(ω À γ, γp), on s'intéresse, en e�et, à des processus dont les échelles de temps
sont très inférieures au temps de relaxation atomique. Or ce sont ces relaxations
qui introduisent un couplage entre les deux transitions 1 → 4 et 2 → 3. On peut
alors considérer que le système se comporte comme si ces deux transitions étaient
symétriques et indépendantes, chacune contenantN/2 atomes (voir �gure 4.8). En
supposant que ce soit e�ectivement le cas, les �uctuations des populations se séparent
suivant:

δσ11 + δσ44 = 0 et δσ22 + δσ33 = 0 (4-162)

Nous avons vu au paragraphe D.2 que les populations des états excités suivent
les �uctuations des champs sur toute la gamme de fréquence (voir en particulier
l'équation 4-150). En appliquant ce résultat pour des transitions à deux niveaux,
on peut obtenir directement les �uctuations des populations à partir des valeurs
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Transitions indépendantesCorrélations par pompage optique

w>>g

Fig. 4.8 � Comportement de la transition en "X" à haute fréquence. Pour des fréquences
de bruit telles que ω À γ, on s'interesse à des échelles de temps petites devant le
temps de couplage des deux transitions 1 → 4 et 2 → 3 par émission spontanée
(a). On peut alors considéré que le milieu se comporte comme s'il était constitué
de deux transitions indépendantes1 → 4 et 2 → 3 (b). A�n d'insister sur ce com-
portement e�ectif de ces deux transitions, nous les avons séparées spatialement
sur la �gure (b).

stationnaires ( 〈σ33〉 = Ns−/4 et 〈σ44〉 = Ns+/4):

δσ44(ω) = −δσ11(ω) =
N

4
δs+ et δσ33(ω) = −δσ22(ω) =

N

4
δs− (4-163)

On retrouve ainsi directement les �uctuations deJz (relation 4-161):

δJz(ω) =
δσ22 − δσ11

2
=

N

8
(δs+ − δs−) =

N

8

δS3(ω)

|〈Ax〉|2 (4-164)

Ce raisonnement simple est, en fait, complètement justi�é. En e�et, le résultat
4-161 permet de démontrer rigoureusement les relations4-162 et 4-163.

Revenons maintenant à l'étude des �uctuations deJz. Les termes dus au pompage
optique ont disparu dans ce domaine de fréquence carω À γp. Les �uctuations de
Jz sont donc uniquement dues à la saturation de la transition optique et contribuent
à l'e�et Kerr croisé (terme ∝ 〈Ax〉2δA†

y) dans l'équation d'évolution de δAy 4-155
par l'intermédiaire de:

〈Ax〉δJz(ω) =
Nsx

8
〈Ax〉δS3(ω)

|〈Ax〉|2 = i
Nsx

8

( 〈Ax〉2
|〈Ax〉|2 δA†

y(ω)− δAy(ω)

)
(4-165)

L'équation des �uctuations pour le mode vide, obtenue avec cette valeur deJz,
est �nalement semblable à celle du champ moyenAx (voir équation 4-153):

− i(ω/κ)δAy(ω) = −(1 + iδcav − iδ0)δAy(ω)

−iδ0
sx

2

[
2δAy(ω)− 〈Ax〉2

|〈Ax〉|2 δA†
y(ω)

]

+
2√
T

δAin
y (ω) + FAy(ω) (4-166)
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La force de Langevin FAy tient compte du bruit atomique. Comme l'excès de
bruit dû au pompage optique disparaît à haute fréquence, il ne reste plus que les
e�ets dus à l'absorption. Nous en tiendrons compte par l'intermédiaire de la matrice
[σ(ω)]abs (voir appendice B).

La réduction de bruit sur les deux modes x et y est donc identique dans ce
domaine de fréquence. Plus précisément les �uctuations de quadrature d'un mode
correspondent aux �uctuations de la quadrature orthogonale pour l'autre mode. Ceci
est dû à la di�érence de signe pour les termes non linéaires (∝ δA†

y) dans les équations
4-153 et 4-166. On peut donner une interprétation simple en étudiant les propriétés
de bruit des composantes circulaires, ce qui constitue l'objet du paragraphe suivant.

D.6 Fluctuations des composantes circulaires à haute
fréquence

Nous pouvons déterminer les équations d'évolution des modes circulaires à partir
de la relation de passage 4-2 et des équations donnant les �uctuations du champ
moyen 4-153 et du mode vide 4-166.

Néanmoins, nous voulons insister ici sur le fait que ces équations s'obtiennent
très simplement dans la limite des hautes fréquences de bruit (ω À γ). Considérons,
par exemple, le mode σ+. La modi�cation de ses �uctuations dans la cavité est liée
aux �uctuations du dipôle δσ14:

1

κ

d

dt
δA+|at = +ig δσ14 (4-167)

La relation 4-141 montre que les �uctuations de ce dipôle dépendent de celles
des populations selon le terme δσ11 − δσ44. Celles-ci se calculent immédiatement en
utilisant la propriété fondamentale valable à haute fréquence: la transition à quatre
niveaux se sépare en deux transitions indépendantes et symétriques (voir �gure4.8
et relation 4-162). Dans ce cas les relations 4-143 et 4-163 donnent:

〈σ11 − σ44〉 =
N

2
(1− s+) donc (δσ11 − δσ44)(ω) = −N

2
δs+(ω) (4-168)

Nous obtenons �nalement une équation similaire à celles obtenues pour les champs
x et y:

− i
ω

κ
δA±(ω) = −(1 + iδcav − iδ0)δA±

−iδ0s±

[
2δA± +

〈A±〉2
|〈A±〉|2 δA†

±

]
+

2√
T

δAin
± (4-169)

La polarisation étant linéaire, les composantes circulaires jouent un rôle symétrique
c'est pourquoi nous avons remplacéA+ par A± dans l'équation précédente.
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Ces équations correspondent à la saturation d'un ensemble de N/2 atomes à
deux niveaux et sont identiques à celles obtenues dans la limite de grand désaccord
par Hilico et al. [Hilico92a]. La polarisation étant linéaire, on utilise les relations
〈A−〉 = −〈A+〉 = 〈Ax〉/

√
2 et s+ = s− = sx/2 pour obtenir:

− i
ω

κ
δA±(ω) = −(1 + iδcav − iδ0)δA±

−iδ0
sx

2

[
2δA± +

〈Ax〉2
|〈Ax〉|2 δA†

±

]
+

2√
T

δAin
± (4-170)

Cess équations sont identiques à celle du champ moyen4-153: les spectres de bruit
des modes x, σ+ et σ− sont donc égaux dans la limite haute fréquence.

Cette propriété est directement liée au fait que les composantes circulaires sont
complètement décorrélées. En e�et, les deux transitions1 → 4 et 2 → 3 sont indé-
pendantes dans ce domaine de fréquence, et par conséquent, il n'existe aucun terme
de couplage entre les modes A+ et A− dans les équations 4-170.

Dans ces conditions, les relations de passage 4-2 et 4-3 entre les bases de polari-
sation circulaire et linéaire nous permettent de résumer les liens qui existent entre
les bruits de quadrature des champs sortants:

SX+(θ) = SX−(θ) = SXx(θ) = SXy(θ + π/2) (4-171)

Comme nous l'avions évoqué au paragraphe précédent, le champ moyenAx et
le mode vide Ay sont e�ectivement comprimés sur des quadratures orthogonales et
cette propriété est due au fait que les spectres de bruit des composantes circulaires
sont identiques et indépendants à haute fréquence.

D.7 Spectres de bruit
D.7.1 Matrices de susceptibilité et de corrélations atomiques
Les spectres de bruit s'obtiennent à partir de la matrice de corrélation du champ

sortant [V out]. Celle-ci est déterminée par les matrices de susceptibilité [χ(ω)] et de
corrélations atomiques [σ(ω)] par l'intermédiaire de la relation 4-92.

La matrice de susceptibilité correspondant au mode vide se calcule à partir des
équations 4-155 et 4-157. Néanmoins, cette expression est complexe. Pour simpli�er
le problème, nous utilisons les expressions dérivées dans les cas limites de haute et
basse fréquence de bruit:

[χ(ω)]y ' [χ(ω)]0 + [χ(ω)]SR + [χ(ω)]abs + [χ(ω)]Kerr (4-172)

La matrice [χ(ω)]SR correspond à la limite basse fréquence lorsqu'on néglige les
termes de saturation. La matrice [χ(ω)]Kerr est obtenue à partir de l'équation 4-166
et est valide à haute fréquence. En�n la matrice [χ(ω)]abs est associée à l'absorption
et la dispersion du milieu.



D Fluctuations quantiques dans la limite Kerr 171

Cette approximation est justi�ée car les termes dus à la saturation (e�et Kerr)
sont négligeables à basse fréquence devant les termes dus au pompage optique (e�et
SR). Inversement ces derniers disparaissent à haute fréquence où l'e�et Kerr est
dominant.

On applique la même idée au calcul de la matrice de corrélations atomiques
[σ(ω)]. Nous avons vu que le bruit atomique était très important à basse fréquence,
celui-ci étant caractérisé par [σ(ω)]SR. A haute fréquence, seuls les e�ets de satura-
tion rentrent en compte. Au troisième ordre en 1/∆, le bruit atomique est unique-
ment associé à l'absorption du milieu [Hilico92a]. Nous écrivons donc:

[σ(ω)]y ' [σ(ω)]SR + [σ(ω)]abs (4-173)

Quant au champ moyen, ses matrices de susceptibilité et de corrélations ato-
miques s'écrivent:

[χ(ω)]x = [χ(ω)]0 + [χ(ω)]abs + [χ(ω)]Kerr et [σ(ω)]x = [σ(ω)]abs (4-174)

Les expressions de ces di�érentes matrices sont données dans l'appendiceB.

D.7.2 Comparaison avec un modèle complet
La �gure 4.9 compare les spectres de bruit minimal du mode vide estimé suivant

la méthode décrite dans ce chapitre (courbes (a)) avec le résultat d'un traitement
complet des �uctuations (courbes (b)). Il est en e�et possible de calculer numérique-
ment les spectres de bruits exacts en appliquant la théorie de la réponse linéaire [Hi-
lico92a] au modèle à quatre niveaux.

Les paramètres choisis sont proches des paramètres expérimentaux, à savoirδ0 =
5, ∆ = 20γ et κ = 2γ. L'intensité intracavité maximale smax = 0.1 correspond à
une puissance incidente de l'ordre de 7µW pour le champ polarisé linéairementAin

x .
En�n le désaccord de la cavité est choisi de telle sorte que le point de fonctionnement
est proche du seuil de bascule de la polarisation (pointPS sur la courbe 4.5). Tant
que la saturation reste faible, on constate un très bon accord entre notre modèle et
le calcul exact des �uctuations.

Nous avons représenté sur la courbe (a) les spectres de bruits minimaux donnés
par les limites basse et haute fréquence. On constate que le spectre de bruit du mode
vide se confond avec celui donné par la limite Kerr dès queω est supérieur à γ. En
revanche le niveau de bruit remonte à basse fréquence à cause de l'excès de bruit dû
au pompage optique. La meilleure réduction est donc obtenue pour une fréquence
intermédiaire (de l'ordre de κ) et vaut 25%.

La �gure 4.9 nous permet également de comparer les spectres de bruit minimal
du champ moyen obtenus par les deux méthodes. Celui-ci est donné d'une part par
la limite Kerr sur tout le domaine de fréquence (trait grisé sur la courbe (a)). D'autre
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Fig. 4.9 � Figure (a): spectre de bruit minimal du mode vide Aout
y donné par les termes

basse fréquence "SR" (trait pointillé), par les termes hautes fréquences Kerr (trait
grisé) et par les deux e�ets combinés (trait noir). D'apparence négligeable sur
cette �gure, puisque l'on a représenté le spectre de bruit minimal, les termes "SR"
sont en fait associés à un important excès de bruit sur les autres quadratures. Cet
excès de bruit provoque une remontée du bruit à basse fréquence. Par ailleurs,
on note que le spectre de bruit minimal donné par la limite Kerr (trait grisé)
correspond également au spectre de bruit minimal du champ moyenAout

x . Figure
(b): spectre de bruit des modes Aout

y (trait noir) et Aout
x (trait grisé) calculés

par un traitement numérique complet des �uctuations. Les paramètres valent:
δ0 = 5, ∆ = 20γ, γ/γ⊥ = 3, κ = 2γ, smax = 0.1, δcav = 4.6. Le point de
fonctionnement est proche du seuil de bascule de la polarisation et correspond au
point A représenté sur la �gure 4.11.
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Fig. 4.10 � Spectres de bruits minimaux et maximaux pour les modesAout
y (trait noir) et

Aout
x (trait grisé). Les paramètres sont identiques à ceux de la �gure 4.9 et

valent: δ0 = 5, ∆ = 20γ, γ/γ⊥ = 3, κ = 2γ, smax = 0.1, δcav = 4.6.

part nous avons représenté le résultat du calcul complet pour ce mode (trait grisé
sur la courbe (b)). On constate également un bon accord entre les deux méthodes,
la réduction de bruit étant légèrement surestimée par nos approximations.

A�n d'insister sur l'important excès de bruit à basse fréquence, nous avons re-
présenté sur la �gure 4.10 les spectres de bruit minimaux et maximaux pour les
deux modes du champ x et y. Nous constatons à nouveau que seul le mode vide est
a�ecté par le bruit de pompage optique. Le champ moyen reste, quant à lui, proche
d'un état minimal (SminSmax ' 1).

D.7.3 Comparaison théorie-expérience
Ces spectres de bruit théoriques sont à comparer avec les résultats expérimen-

taux présentés aux chapitres 2 et 3. Notre modèle est très simpli�é par rapport
à la situation expérimentale réelle. Notamment nous avons remplacé la transition
6S1/2 F = 4 → 6P3/2 F ′ = 5 par une transition à quatre niveaux. Nous nous
contenterons donc de comparaisons qualitatives.

La �gure 3.20 résume l'allure générale des spectres de bruit enregistrés lorsque
l'on coupe les faisceaux pièges. La réduction de bruit sur le mode vide est optimale à
basse fréquence pour atteindre environ 17% (corrigé des pertes) autour de 2MHZ.
Le dispositif de détection homodyne ne nous permet pas de mesurer le bruit à plus
basse fréquence. Nous ne pouvons donc observer l'excès de bruit dû au pompage
optique qui est prédit théoriquement pour des fréquences de bruit inférieures au taux
de pompage optique γp. On peut estimer ce dernier pour un point de fonctionnement
proche du sommet du pic de résonance de la cavité à γmax

p ' 2γsmax ' 500 kHZ,
pour smax = 0.1. Ce terme est multiplié par deux car smax correspond à l'intensité
maximale des composantes circulaires. Insistons sur le fait qu'on obtient ainsi qu'un
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Fig. 4.11 � Spectre de bruit minimal du mode vide Aout
y (trait noir) et du champ moyen

(tireté) pour di�érents désaccord de la cavité. δ00 = 5, ∆ = 20γ, κ = 2γ =
6γ⊥, smax = 0.1. Les points de fonctionnement sont: A (δcav = δSR = 4.6,
sx/2 = 0.065, rA = 1), B (δcav = 5.78, sx/2 = 0.04, rB ' 0.6 ), C (δcav = 6.79,
sx/2 = 0.02, rC ' 0.3). L'encart illustre la position de ces points sur la courbe
de résonance de la cavité tracée pour ces paramètres. Les paramètres rA,B,C

sont dé�nis comme le rapport des intensités intracavités à l'intensité maximale
permise, comme c'était le cas sur la �gure 2.21.

ordre de grandeur puisque cette estimation a été faite en utilisant une expression
obtenue pour une transition à quatre niveaux.

Quant au spectre de bruit sur le champ moyen, il est a�ecté par un excès de bruit
à basse fréquence qui n'est pas pris en compte par le modèle. Nous avons réussi à
le diminuer en mesurant le bruit en l'absence des faisceaux pièges (voir chapitre
3), ces derniers ayant été reconnus comme une source d'excès de bruit [Khoury98].
Néanmoins cet e�et reste important et limite la plage de fréquence pour laquelle il
est possible d'observer une réduction de bruit sous la limite quantique standard.

Il reste à comprendre cette source d'excès de bruit à basse fréquence. Nous pou-
vons l'imputer aux imperfections de la con�guration expérimentale. En e�et, nous
ne coupons pas les champs magnétiques de piégeage ni le faisceau repompeur. Néan-
moins il faudrait expliquer pourquoi cet excès de bruit ne vient pas, apparemment,
perturber les �uctuations du mode vide orthogonal.

D.7.4 Optimisation de la réduction de bruit

Nous avons vu que les spectres de bruit du champ moyen étaient identiques à
ceux obtenus pour un atomes à deux niveaux, dans la limite d'un e�et Kerr idéal. Les
caractéristiques de ces spectres de bruits sont bien connus ainsi que leur comparaison
avec un modèle complet. Nous ne détaillerons donc pas plus les résultats ici car
ils sont décrits dans la référence [Hilico92a]. En revanche nous allons consacrer ce
paragraphe à l'étude de l'évolution des spectres de bruit du mode y lorsque les
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paramètres varient. Ces spectres seront calculés, par la suite, à l'aide du traitement
exact des �uctuations.

L'espace des paramètres est trop important pour présenter ici une étude exhaus-
tive des spectres de bruit. Pour limiter notre domaine d'investigation, nous �xons
le déphasage atomique et le désaccord atomique, à savoir δ0 = 5 et ∆ = 20γ, en
accord avec les valeurs expérimentales. Ces grandeurs sont en e�et di�ciles à faire
varier dans la con�guration actuelle de l'expérience. Elles correspondent à une co-
opérativité de C = ∆δ0/γ = 100 et à un nombre d'atomes environ égal à 5 106.

Ces paramètres étant �xés, nous cherchons le point de fonctionnement le plus fa-
vorable à la réduction de bruit lorsqu'on se déplace sur la courbe de résonance (voir
�gure 4.11). L'intensité incidente est identique à celle de la �gure4.9 (smax = 0.1).
Quand on se rapproche du sommet du pic de résonance, l'intensité augmente et les
e�ets non-linéaires sont plus importants. La meilleure réduction de bruit est donc
obtenue proche du seuil de bascule de polarisation (point A). On remarque, toujours
sur la �gure 4.11, que la fréquence correspondant à la meilleure réduction de bruit
est quasiment indépendante du désaccord de la cavité.

Ce comportement est bien véri�é expérimentalement. Les �gures 2.21 et 3.21
montrent l'évolution des spectres de bruit lorsqu'on se déplace sur la courbe de
résonance. Comme cela a déjà été mis en évidence, la meilleure réduction de bruit
est e�ectivement observée au voisinage du sommet du pic de résonance.

Par la suite, nous choisirons comme désaccord δcav celui correspondant au som-
met du pic de résonance. On étudie alors l'in�uence de la puissance incidente sur
la réduction de bruit. Nous voyons sur la �gure 4.12 qu'il existe une valeur de sa-
turation optimale. Si la saturation augmente trop, l'excès de bruit dû au pompage
optique détruit la réduction de bruit qu'il est possible d'obtenir par e�et Kerr. Cette
valeur optimale de la saturation correspond à un compromis entre ces deux e�ets
et vaut environ smax ' 0.5. Néanmoins nous remarquons que la réduction de bruit
varie peu en fonction de la saturation, elle reste de l'ordre de 20 à 30% lorsque smax

passe de 0.05 à 1. En revanche la fréquence de bruit optimale augmente en fonction
de l'intensité incidente du fait de l'excès de bruit croissant à basse fréquence.

Nous n'avons pas e�ectué cette étude expérimentalement. Néanmoins nous avons
présenté sur la �gure 2.22, l'évolution de la réduction du bruit à la fréquence d'ana-
lyse �xe de 3 MHz en fonction de la puissance incidente du faisceau pompe. Nous
avions alors constaté l'existence d'une puissance optimale de l'ordre de 7-8µW . Nous
pouvons maintenant attribuer la remontée du bruit pour des puissances incidentes
supérieures à l'in�uence croissante des e�ets du pompage optique.

A�n de s'a�ranchir de cet excès de bruit basse fréquence, il faut mesurer le bruit
à des fréquences d'analyses plus élevées. Dans la con�guration actuelle, nous sommes
limités par la bande passante de la cavité. Nous pouvons l'augmenter sans changer
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Fig. 4.12 � Spectres de bruit minimal du mode vide Aout
y pour di�érentes valeurs de satu-

rations smax. Pour chaque valeur de smax, le désaccord de la cavité est choisi
proche du seuil de bascule de la polarisation (PS). Les paramètres valent:δ0 = 5,
∆ = 20γ, κ = 2γ = 6γ⊥.

les non-linéarités du système en diminuant simplement sa longueur:

si L ↘ alors κ =
T

2τ
=

CT

2L
↗ et δ0 =

Ng2

T∆
=

γC

∆
= constante (4-175)

La con�guration la plus favorable correspond à la limite de "mauvaise cavité":
κ À γ. On tire ainsi pro�t de la réduction de bruit qui s'étend sur toute la bande pas-
sante de la cavité, l'excès de bruit restant limité aux basses fréquences. Les spectres
de bruit correspondant à di�érentes valeurs deκ sont présentés sur la �gure 4.13. On
peut donc atteindre théoriquement des valeurs importantes de réduction de bruit.
Par exemple, nous obtenons une réduction de bruit de l'ordre de 75%, pour une
cavité telle que κ = 50γ, ce qui correspond à une longueur d'environ 1 cm.

Evidemment, on surestime avec ce modèle l'importance de la réduction de bruit
obtenue, car on ne tient pas compte de toutes les sources d'excès de bruit provenant
des di�érentes sources de relaxation du système, comme, par exemple, la relaxation
due aux champs magnétiques parasites. En outre la modélisation de l'interaction
atomes - champ par une transition à quatre niveaux constitue une grosse approxi-
mation. Toutefois nous avons remarqué que le mode vide orthogonal semblait moins
a�ecté par les sources d'excès de bruit -exceptées celles provenant des processus de
pompage optique- que le champ moyen (voir paragrapheD.7.3).

Nous pensons donc qu'il serait intéressant de diminuer la longueur de la cavité
a�n de véri�er s'il est possible d'obtenir une nette amélioration sur la réduction de
bruit. Malheureusement, nous ne pouvons raccourcir la longueur de la cavité dans
notre con�guration expérimentale.
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Fig. 4.13 � Spectres de bruit minimal pour di�érentes valeurs du rapportρ = κ/γ (pointillé:
ρ = 2, tireté: ρ = 10, plein: ρ = 50). Pour chaque valeur de ρ, le paramètre de
saturation smax est optimisé. Les paramètres correspondent à:δ0 = 5, ∆ = 20γ,
γ/γ⊥ = 3.

D.7.5 Phases des quadratures comprimées
A�n de terminer cette étude des spectres de bruit des deux modesx et y, nous

allons estimer maintenant la phase des quadratures comprimées. Nous avons déjà
évoqué l'importance de ces résultats pour l'étude des corrélations que nous allons
mener au chapitre 5.

Nous avons développé une méthode permettant de mesurer expérimentalement
la phase des quadratures comprimées pour les modes du champx et y (voir para-
graphe D.2 du chapitre 2). Nous avons vu que ces deux modes étaient comprimés
pour des quadratures quasiment orthogonales: le champ moyen est comprimé pour
une quadrature proche de la quadrature d'amplitude, et le mode vide pour une qua-
drature proche de la quadrature de "phase", dé�nie par rapport au champ moyen
(voir �gures 2.31 et 3.21). Comme nous l'avons évoqué au paragrapheD.6, nous nous
attendons en e�et à ce que ces deux modes soient comprimés sur des quadratures
orthogonales à haute fréquence, les deux modes de polarisation circulaireσ+ et σ−
étant dans ce cas décorrélés (voir relation 4-171).

Nous comparons ici ces résultats aux prévisions théoriques. A partir de la relation
4-71 donnant le bruit d'une quadrature quelconque, on détermine les phases des
quadratures comprimées pour le mode vide (θsq)y et pour le champ moyen (θsq)x:

(θsq)y(ω) = θVy(ω)− θout
x +

π

2
avec e2iθVy = [V out

y ]1,2/|[V out
y ]1,2| (4-176)

(θsq)x(ω) = θVx(ω)− θout
x +

π

2
avec e2iθVx = [V out

x ]1,2/|[V out
x ]1,2| (4-177)

Celles-ci sont repérées par rapport à la phase du champ moyen sortant de la cavité
θout

x . Les résultats présentés sur la �gure 4.14 correspondent aux points de fonction-
nement A, B et C repérés sur la �gure 4.11.
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Fig. 4.14 � Figure (a): phase des quadratures comprimées pour le mode vide -(θsq)y- (trait
noir) et pour le champ moyen -(θsq)x- (trait grisé). Les courbes sont tracées
pour les points de fonctionnement A, B et C dé�nis sur la �gure4.11. Figure
(b): di�érence des phases comprimées ((θsq)y−(θsq)x) pour les di�érents points
de fonctionnement. Les paramètres valent:δ0 = 5, ∆ = 20γ, γ/γ⊥ = 3, κ = 2γ,
smax = 0.1.
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On obtient un accord qualitatif avec les résultats expérimentaux (voir par exemple
la �gure 3.21). En e�et, à haute fréquence, les phases des quadratures comprimées
sont quasiment constantes et orthogonales (courbe (b) de la �gure3.21). En outre le
champ moyen est e�ectivement comprimé en amplitude lorsqu'on se place au milieu
de la courbe de résonance (point B), le mode vide étant alors comprimé en "phase".
Toutefois, ces phases dépendent fortement du point de fonctionnement et le champ
moyen n'est plus comprimé en intensité au sommet du pic de résonance (point A).

Etant donné les approximations faites par le modèle nous nous contentons ici d'un
accord qualitatif. D'autant plus que la propriété essentielle par la suite, à savoir que
les deux modes sont comprimés pour des quadratures orthogonales, est bien véri�ée
expérimentalement.

D.7.6 Autres modes de polarisation

La suite de ce manuscrit est consacrée à l'étude des corrélations quantiques
produites par le système. Nous chercherons à déterminer quelle est la meilleure
intrication qu'il est possible d'obtenir entre deux modes de polarisation orthogonale.
En particulier nous serons amenés à étudier les propriétés de bruit pour d'autres
modes de polarisation que les modes x et y.

Nous présentons ici l'allure des spectres de bruit des modes polarisés à 45◦, par
rapport aux axes x et y, et les modes circulaires σ+ et σ− (voir �gure 4.15). Les
spectres de bruit de ces modes sont égaux deux à deux, nous ne ferons donc pas
de di�érence entre les modes +45 et -45 (de même pourσ+ et σ−). Ces modes pré-
sentent un excès de bruit important à basse fréquence car ils sont des combinaisons
linéaires des modes x et y. On remarque que les composantes circulaires ont une
allure similaire au spectre de bruit du mode vide y: ils sont comprimés à haute fré-
quence et la réduction de bruit diminue à basse fréquence (courbe (b) de la �gure
4.15). En revanche, les modes polarisés à 45◦ présentent un excès de bruit à toutes
les fréquences. En outre, la di�érence entre leur bruit minimal et maximal tend ra-
pidement vers zéro (ω ≥ κ) (courbe (a) de la �gure 4.15).

Ces résultats sont en bon accord avec les courbes de bruit présentées sur la �gure
2.32 pour une fréquence d'analyse de 3 MHz: le bruit des modes ±45 dépend peu
des quadratures et se trouve au dessus de la limite quantique standard tandis que
les modes σ± sont légèrement comprimés.

Avant de conclure cette partie théorique, nous traçons sur la �gure 4.16 les
spectres de bruit minimal obtenus pour les modes de polarisation x, y, ±45 et
σ±. Comme nous l'avons signalé au paragrapheD.6, les bruits minimaux des modes
circulaires (σ+,σ−) et linéaires (x,y) sont identiques à haute fréquence.
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Fig. 4.15 � Figure (a): spectre de bruit minimal (trait plein) et maximal (tireté) pour les
modes polarisés à 45◦. (les spectres de bruit des modes à +45 et −45 sont
identiques). Figure (b): spectre de bruit minimal (trait plein) et maximal (tireté)
pour les modes circulaires σ±. (Les spectres de bruit des modes à σ+ et σ− sont
identiques). Le point de fonctionnement correspond au point A dé�ni sur la
�gure 4.11 et les paramètres valent: δ0 = 5, ∆ = 20γ, γ/γ⊥ = 3, κ = 2γ,
smax = 0.1, δcav = 4.6.
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Fig. 4.16 � Spectres de bruit minimal des modes x, y, ±45 et σ±. Le point de fonctionne-
ment correspond au point A dé�ni sur la �gure 4.11 et les paramètres valent:
δ0 = 5, ∆ = 20γ, γ/γ⊥ = 3, κ = 2γ, smax = 0.1, δcav = 4.6.
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E Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre les résultats de la modélisation de l'expé-

rience par un système à quatre niveaux en X. Ce modèle permet de prédire la bascule
de la polarisation à l'intérieur de la cavité. Les courbes de résonance reproduisent
bien l'allure des courbes observées expérimentalement (voir �gure2.8 du chapitre
2). En particulier, ce modèle donne une interprétation simple de la bascule de po-
larisation en terme de seuil d'oscillation laser du mode vide orthogonal. En e�et, la
biréfringence circulaire du milieu dépend de l'ellipticité entrante du faisceau, ce qui
introduit un gain non linéaire sur le mode vide orthogonal au cours de sa propaga-
tion dans le milieu. Nous avons pu ainsi obtenir un critère de bascule qui signi�e
simplement que ce gain doit être supérieur aux pertes de la cavité.

Lorsque la saturation est importante, il apparaît un cycle d'hystéresis: le seuil
de bascule de la polarisation dépend du sens de balayage du désaccord de la ca-
vité (voir �gure 4.5). Ce comportement a également été observé expérimentalement
comme nous pouvons le voir sur les courbes de la �gure2.12 du chapitre 2.

Nous avons ensuite détaillé les calculs des �uctuations quantiques dans le cas
où le désaccord atomique est très grand devant les autres fréquences d'évolution du
système et pour une faible saturation du milieu:∆ À Ω À γ À γp.

Dans un premier temps nous n'avons considéré que les e�ets dits de "rotation
auto-induite" qui induisent la bascule de la polarisation. Il a été prédit par Matsko
et al. [Matsko02a] que cet e�et pouvait générer un état vide comprimé sur le mode
orthogonal à la polarisation moyenne à la sortie du milieu. Compte tenu de l'im-
portant excès de bruit dû au pompage optique associé à la bascule de polarisation,
nous avons montré qu'il n'était pas possible de générer, à partir de cet e�et, de tels
états lorsque le milieu est placé à l'intérieur de la cavité. Inversement, cet e�et est
responsable d'un important excès de bruit.

Toutefois, cet excès de bruit reste limité aux basses fréquences de bruit, sur une
largeur de γp qui est le taux de pompage optique. Il est alors possible d'obtenir une
réduction de bruit sur ce mode par e�et Kerr croisé pour des fréquences supérieures
à quelques γp. Cet e�et Kerr croisé est dû à la saturation des transitions optiques.

Quant au champ moyen, il n'est pas a�ecté par les �uctuations de pompage
optique: celles-ci sont à l'origine des �uctuations de l'axe de polarisation et la pro-
jection de ces �uctuations sur le champ moyen est du deuxième ordre. On prédit
donc une réduction de bruit pour des fréquences de bruit comprises dans toute la
bande passante de la cavité.

Nous avons alors comparé ces résultats avec les observations expérimentales pré-
sentées aux chapitres 2 et 3. Nous trouvons un très bon accord entre les spectres de
bruit du mode vide orthogonal et ceux prédits théoriquement. En particulier, nous
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avons une réduction de bruit de l'ordre 15-20% (corrigé des pertes), ce qui est très
proche de la valeur théorique de 25% prévue pour les paramètres correspondant à
l'expérience.

En revanche, le modèle ne permet pas d'expliquer la remontée du bruit du champ
moyen à basse fréquence. Ceci n'est pas surprenant car nous avons e�ectué beaucoup
d'approximations, aussi bien au niveau de la transition choisie que des sources de
relaxation prises en compte (champs magnétiques, faisceau repompeur,...).

En�n, cette étude a permis de clari�er le comportement du système en fonc-
tion de la fréquence. En e�et, nous avons démontré que les variables atomiques
sont couplées à basse fréquence par les processus de pompage optique, tandis que
le milieu atomique se comporte à haute fréquence comme s'il était composé de
deux transitions indépendantes et symétriques. Cette propriété sera essentielle pour
comprendre quelles sont les corrélations produites par le système. L'étude de ces
corrélations quantiques constitue l'objectif du chapitre suivant.
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Chapitre 5

Génération d'états non-séparables

A Corrélations quantiques en variables continues
A.1 Corrélations EPR

A.1.1 Le paradoxe EPR
La description du paradoxe dit "EPR" [Einstein35] du nom de ses auteurs Ein-

stein, Podolsky et Rosen nous fournit un cadre idéal pour introduire la spéci�cité
des corrélations quantiques. Le paradoxe se présente lorsque les deux observables
conjuguées d'un sous système sont fortement corrélées avec les mêmes observables
d'un second sous système. Nous allons résumer brièvement les principaux arguments
de leur raisonnement.

Tout d'abord ils supposent que les prédictions de la mécanique quantique sont
valables pour le cas de �gure dont ils discutent. Ils dé�nissent le concept de réalité
de la manière suivante: si on peut, sans perturber un système, prédire avec certitude
une de ses grandeurs physiques, alors il existe un élément de réalité associé à cette
quantité. En�n ils supposent qu'aucune action à distance n'est possible. Einstein,
Podolsky et Rosen considèrent alors deux particules séparées spatialement et qui
exhibent des corrélations maximales entre leurs positionsx et leurs impulsions p.

A�n d'e�ectuer le lien avec le travail présenté dans ce manuscrit, nous adaptons
la formulation initiale en considérant ici les corrélations entre deux modes du champ
électromagnétique a et b, décrits respectivement par les quadratures orthogonales
Xa, Ya et Xb, Yb. Celles-ci sont dé�nies parXa,b = A†

a,b +Aa,b et Ya,b = i(A†
a,b−Aa,b).

Ces observables obéissent aux relations de commutation:

[Xj, Yk] = 2iδjk avec j, k = a, b (5-1)

En revanche les opérateurs Xa + Xb et Ya − Yb commutent:

[Xa + Xb, Ya − Yb] = 0 (5-2)

Il est donc possible de créer des états pour lesquels les quadraturesXa et Xb sont
parfaitement anticorrélées et les quadratures orthogonales Ya et Yb parfaitement
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corrélées:
〈δ(Xa + Xb)

2〉 = 0 et 〈δ(Ya − Yb)
2〉 = 0 (5-3)

Cette situation est illustrée sur la �gure 5.1.
Une mesure réalisée sur la quadrature Xb du mode b nous permet alors de

connaître avec certitude la valeur de Xa. Selon les auteurs du paradoxe EPR, il
ne peut y avoir d'actions à distance, la prédiction de la quantitéXa est faite sans
perturber le mode a. D'après la proposition de EPR, on doit alors associer un élé-
ment de réalité physique à cette quadratureXa et donc une valeur prédéterminée.
De la même façon, on aurait associé, avec certitude, une valeur prédéterminée à la
quadrature Ya si on avait e�ectué la mesure de la quadrature Yb. Ce résultat est
en contradiction avec les postulats de la mécanique quantique qui interdisent au
mode a du champ d'avoir une valeur parfaitement dé�nie, simultanément, pour les
quadratures Xa et Ya. L'inégalité de Heisenberg impose en e�et:

〈δX2
a〉〈δY 2

a 〉 ≥ 1 (5-4)

En fait, les mesures des quadratures du modes b, Xb et Yb, ne peuvent être
e�ectuées simultanément. Pour résoudre ce paradoxe, il faut donc admettre que l'état
du mode a dépend de la mesure du mode b. En acceptant les lois de la mécanique
quantique on doit donc supposer qu'il existe des interactions non locales, ce que
refusaient Einstein, Podolsky et Rosen.

Ce paradoxe repose donc sur l'hypothèse de "réalisme local". En se limitant à
de telles interactions, Bell [Bell64] introduisit des inégalités que doivent véri�er les
mesures faites sur de tels systèmes. En 1982, Aspect et al. [Aspect82] démontrent
expérimentalement que les corrélations entre les photons émis par cascade radiative
dans le calcium permettent de violer ces inégalités.

A.1.2 Critère de corrélations EPR en variables continues
L'expérience réalisée par Aspect concernait les corrélations de variables discrètes

que sont les états de polarisation du photon. En revenant à la formulation initiale
du paradoxe EPR en terme de variables continues, Reid proposa de démontrer le
paradoxe EPR en utilisant les corrélations entre les quadratures de deux modes du
champ électromagnétique [Reid89]. Dans la suite de ce manuscrit, nous ne consi-
dérerons que des états gaussiens (c'est à dire dont la fonction de Wigner est gaus-
sienne [Kimble90]).

Les corrélations ne sont, en pratique, jamais parfaites entre deux modes du champ
contrairement au cas idéal présenté ci dessus (voir équation5-3). Supposons que les
deux modes du champ sont partiellement anticorrélés sur les quadraturesXa et Xb

et partiellement corrélés pour les quadraturesYa et Yb. A partir des mesures de Xb

et Yb réalisées sur le mode b, on cherche à déterminer le plus précisément possible
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Fig. 5.1 � Représentation de deux faisceaux EPR dans le diagramme de Fresnel. Partie (a):
faisceaux parfaitement corrélés: à un instant donné, la connaissance deAb permet
de déterminer la valeur de Aa. Il faut faire ici attention car cette représentation
simple peut induire en erreur: on ne peut en e�et déterminer simultanément les
quadratures Xb et Yb. De même les quadraturesXa et Ya ne sont pas déterminées
simultanément, conformément aux postulats de la mécanique quantique. Partie
(b): faisceaux partiellement corrélés: la connaissance du modea à partir du mode
b est entachée d'erreurs données par les variances conditionnelles.
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les valeurs des quadratures Xa et Ya. Les corrélations n'étant pas parfaites, cette
détermination est en pratique entachée d'erreurs comme nous l'avons illustré sur la
�gure 5.1. Les incertitudes sont données par les variances:

〈δX2
a〉(gX) = 〈(δXa + gXδXb)

2〉 (5-5)
〈δY 2

a 〉(gY ) = 〈(δYa − gY δYb)
2〉 (5-6)

où l'on a introduit les gains gX et gY que l'on peut ajuster a�n de réduire ces erreurs.
Les incertitudes minimales correspondent alors aux variances conditionnelles dé�nies
par [Reid89]:

〈δX2
a〉inf = min

gX

〈(δXa + gXδXb)
2〉 = 〈δX2

a〉 −
〈δXaδXb〉2
〈δX2

b 〉
(5-7)

〈δY 2
a 〉inf = min

gY

〈(δYa − gY δYb)
2〉 = 〈δY 2

a 〉 −
〈δYaδYb〉2
〈δY 2

b 〉
(5-8)

En suivant le raisonnement de Einstein, Podolsky et Rosen, le paradoxe appa-
raît si les corrélations entre les modes a et b sont su�santes pour contredire, en
apparence, la relation d'incertitude de Heisenberg donné par l'inégalité5-4:

〈δX2
a〉inf 〈δY 2

a 〉inf < 1 (5-9)

La première démonstration expérimentale du paradoxe EPR en variables conti-
nues fut réalisée par Ou et al. [Ou92] en 1992 en utilisant les corrélations entre les
modes signal et complémentaire à la sortie d'un ampli�cateur paramétrique nondé-
généré, reprenant ainsi l'idée initiale de Reid [Reid89].

Ces faisceaux de type EPR ont suscité depuis un grand intérêt du fait de leur
implication dans de nombreux protocoles d'information quantique utilisant les va-
riables continues, comme par exemple la téléportation quantique [Braunstein98,Fu-
rusawa98,Bowen03b] ou la cryptographie quantique [Ralph99,Reid00,Silberhorn02].

En fait, la caractérisation de ces di�érents protocoles dépend des objectifs qu'ils
cherchent à atteindre [Bowen03a]. Il existe donc di�érents critères pour caractéri-
ser les corrélations quantiques entre deux modes. Par exemple, les interprétations
du protocole de téléportation quantique en variables continues varient suivant les
critères utilisés [Braunstein98,Ralph98,Grosshans01,Braunstein01,Bowen03b].

A.2 Critère de non-séparabilité
Tous ces critères de corrélations quantiques reposent sur la notion de non-séparabilité

pour deux états quantiques. Considérons deux modesa et b dont l'état est caracté-
risé par la matrice densité ρab. En mécanique quantique, ces états sont séparables
si cette matrice densité s'exprime comme le produit tensoriel des matrices densités
ρa et ρb attachées à chaque état: ρab = ρa ⊗ ρb. Plus généralement un état est dit
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séparable si et seulement si on peut l'exprimer sous la forme d'une superposition
statistique d'états séparables:

ρab =
∑

i

piρai
⊗ ρbi

(5-10)

où ρai
et ρbi

sont les matrices densités des modes a et b dans l'état i.

Soient maintenant deux états gaussiensa et b, décrits par des variables continues,
pour lesquels les quadratures Xa et Xb sont partiellement anticorrélées, tandis que
les quadratures Ya et Yb sont partiellement corrélées. Duanet al. [Duan00a] et Simon
[Simon00] ont proposé un critère de non-séparabilité pour ces états, qui s'écrit sous
la forme:

1

2

[〈δ(Xa + Xb)
2〉+ 〈δ(Ya − Yb)

2〉] < 2 (5-11)

Nous rappelons dans l'appendiceC le principe de cette démonstration. Il est impor-
tant de noter que cette condition est uniquement su�sante. La formulation com-
plète du critère de non-séparabilité dans sa forme nécessaire et su�sante requiert
une présentation nettement plus détaillée [Duan00a]. Nous nous contenterons donc
du caractère su�sant dans la suite de cet exposé.

Ce critère de non-séparabilité rappelle l'expression du critère EPR (inégalité5-9)
présentée par Reid, du fait la présence des termes de la formeXa + Xb et Ya − Yb.
Par exemple, la variance 〈δ(Xa + Xb)

2〉 donne l'information que l'on peut obtenir
sur Xa à partir de la mesure deXb pour un gain unité (gX = 1 dans la relation 5-7).
Néanmoins ces deux critères ne sont pas équivalents. De manière générale, tout état
EPR est non-séparable, la réciproque n'étant pas vraie [Bowen03a].

Par la suite nous quanti�erons les corrélations quantiques entre deux modes
de polarisation orthogonale a et b du faisceau pompe à l'aide du critère de non-
séparabilité exprimé par la condition 5-11.

A.3 Production d'états d'intriqués
A�n de guider notre étude des corrélations produites à la sortie de la cavité à

atomes, il est intéressant de rappeler comment peuvent être produits ces faisceaux
non-séparables.

Nous avons vu plus haut que les modes signal et complémentaire constituent
une paire de faisceaux EPR à la sortie d'un ampli�cateur paramétrique optique
nondégénéré (NOPA) [Reid89,Ou92]. Ce n'est toutefois pas la seule méthode pour
produire de telles corrélations.

En e�et, on peut générer des états intriqués en faisant interférer deux modes
1 et 2 indépendants sur une lame séparatrice [Furusawa98, Bowen03a, Leuchs99,
Silberhorn01] (voir �gure 5.2). Supposons que ces deux modes soient comprimés sur
les mêmes quadratures, par exemple en amplitude à la sortie de deux ampli�cateurs
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Fig. 5.2 � Génération de faisceaux intriqués en combinant deux faisceaux 1 et 2 compri-
més sur une lame séparatrice 50/50. Ces faisceaux sont comprimés en amplitude
(quadrature X). Si on introduit un déphasage de π/2 entre les deux bras, alors
les faisceaux sortant sont intriqués.
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paramétriques optiques [Furusawa98,Bowen03a] ou en exploitant les non-linéarités
de type Kerr dans les �bres optiques [Silberhorn01]. Nous considérerons ici que les
modes 1 et 2 sont comprimés pour les quadraturesX1 et X2: 〈δX2

1 〉 < 1 et 〈δX2
2 〉 < 1.

On introduit alors un déphasage deπ/2 avant de les combiner sur la lame. A la sortie,
les modes a et b s'expriment en fonction des modesA1 et A2 de la manière suivante:

Aa =
1√
2
(A1 − iA2) (5-12)

Ab =
1√
2
(A1 + iA2) (5-13)

Nous obtenons alors immédiatement:
1

2
〈δ(Xa + Xb)

2〉 = 〈δX2
1 〉 < 1 (5-14)

1

2
〈δ(Ya − Yb)

2〉 = 〈δX2
2 〉 < 1 (5-15)

Le critère de non-séparabilité est donc automatiquement véri�é pour les modesa et
b:

1

2
[〈δ(Xa + Xb)

2〉+ 〈δ(Ya − Yb)
2〉] = 〈δX2

1 〉+ 〈δX2
2 〉 < 2 (5-16)

Il existe ainsi un lien direct entre la réduction de bruit et la valeur de l'intrication
estimée par le critère de non-séparabilité. Nous reviendrons sur cette propriété dans
la suite de cet exposé.

En général, les modes a et b présentent chacun un important excès de bruit
en contrepartie de leurs corrélations. En e�et ce bruit provient des quadratures non
comprimées, donc bruyantes, des modesA1 et A2 (voir �gure 5.1). Dans le cas où ces
modes 1 et 2 jouent un rôle symétrique (i.e leurs spectres de bruit sont identiques),
cet excès de bruit est indépendant des quadratures :

〈δX2
a(θ)〉 = 〈δX2

b (θ)〉 =
1

2
(〈δX2

1 〉min + 〈δY 2
1 〉max) = constante ≥ 1 (5-17)

Cette propriété peut être utilisée pour les protocoles de communication quantique:
un message Am est codé en le mélangeant avec un des modes intriqués (par exemple
le mode a) et est donc complètement noyé dans le bruit de ce mode. Le message est
décodé à la réception en utilisant les corrélations avec le modeb également transmis
par une autre voie [Pereira00].

A.4 Corrélations entre deux modes de polarisation
orthogonale

Revenons à l'étude des corrélations produites par notre système entre deux modes
de polarisation orthogonale du même faisceau. Les modes a et b décrits ci-dessus
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Fig. 5.3 � Analogie entre les relations de passage entre les di�érentes bases de polarisation
et la traversée d'une lame séparatrice.

comme des modes spatialement séparés seront donc dorénavant deux modes de po-
larisation orthogonale. Les relations de commutation entre ces deux modes sont
toujours données par les équations 5-1 et 5-2 et le critère de non-séparabilité s'ap-
plique de façon identique.

Notre but est de déterminer quelle est la base de polarisation pour laquelle les
corrélations sont maximales et plus généralement de caractériser les propriétés de
réduction de bruit et de corrélations dans toutes les bases.

A�n d'interpréter aisément les résultats qui vont suivre, il est important de garder
en mémoire l'analogie suivante. Considérons la relation de passage d'une base de
polarisation (1,2) à la base de polarisation (a,b) dé�nie par les paramètres α, β et
φ [Huard97]:

Aa = βA1 − αeiφA2

Ab = αA1 + βeiφA2 (5-18)

Celle-ci est équivalente à la relation de passage à travers une lame de coe�cient
T = α2 et R = β2 sur laquelle on combine les modes 1 et 2, ce dernier étant déphasé
de φ. Cette analogie est illustrée sur la �gure 5.3.

Ainsi, s'il existe une base de polarisation pour laquelle les modes 1 et 2 sont
comprimés sur la même quadrature, on déduit immédiatement des relations 5-14 et
5-15 que les états de polarisation a et b dé�nis par les relation de passages 5-12 et
5-13 sont intriqués. Ces états sont les modes polarisés circulairement par rapport à
la base des modes 1 et 2. De plus, si ces modes 1 et 2 sont indépendants, il est clair
que les modes a et b sont les modes les plus intriqués. Cependant, s'il existe des
corrélations quantiques entre les deux modes 1 et 2, la situation est plus complexe.

Dans notre expérience, le champ sort de la cavité contenant le nuage d'atomes
froids avec deux modes de polarisation linéaire comprimés. Néanmoins, il se peut
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qu'il existe des corrélations quantiques entre ces deux modes. On peut se demander
ce que vaut dans ce cas l'intrication maximale produite par le système.

Pour résoudre ce problème, on peut, bien sûr, utiliser les résultats théoriques
obtenus au chapitre précédent par le modèle en "X". Toutefois nous allons montrer
que l'on peut adopter une démarche systématique valable quel que soit le système
décrit par deux modes du champ a�n de déterminer les corrélations maximales qu'il
est capable de produire.

B Intrication et réduction de bruit pour un
système quelconque

Nous allons chercher à caractériser les propriétés de corrélations quantiques et
de réduction de bruit d'un système quelconque dont on ne connaît pas,a priori, les
mécanismes physiques. Il s'agit de montrer dans cette partie qu'il existe des proprié-
tés valables quel que soit le système considéré. Les résultats généraux démontrés ici
seront appliqués par la suite à l'étude des corrélations produites par l'interaction
d'un faisceau polarisé linéairement avec des atomes en cavité.

B.1 Généralités sur le critère de non-séparabilité
B.1.1 Formulation du critère
Nous utiliserons tout au long de cet exposé le critère de non-séparabilité dé-

veloppé par Duan et al. [Duan00a] et Simon [Simon00] pour quanti�er l'intrica-
tion entre deux modes. Comme nous l'avions fait pour discuter des �uctuations
quantiques de la polarisation, nous considérerons les relations de commutation d'un
champ monomode (voir paragrapheA.5 et C.3 du chapitre 1). Cette description est
couramment utilisée [Silberhorn01,Bowen03a].

La relation 5-11 donne la formulation du critère de non-séparabilité dans le cas
particulier où les quadraturesXa et Xb sont anticorrélées tandis que les quadratures
Ya et Yb sont corrélées. En général, les corrélations et anticorrélations peuvent ap-
paraître sur des quadratures quelconques, i.e sur les couplesXa(θ), Xb(θ

′) et Ya(θ),
Yb(θ

′) respectivement. Pour deux modes a et b de polarisation orthogonale, la forme
générale du critère s'écrit alors :

S'il existe deux angles θ et θ′ tels que :
Ia,b(θ, θ

′) =
1

2
[〈δ(Xa(θ) + Xb(θ

′))2〉+ 〈δ(Ya(θ)− Yb(θ
′))2〉] < 2 (5-19)

alors les modes a et b sont intriqués

où Xa,b(θ) = (A†
a,be

iθ + Aa,be
−iθ) et Ya,b(θ) = Xa,b(θ + π/2) sont les quadratures des

modes a et b, tournées de l'angle θ dans le repère de Fresnel. On développe alors
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l'expression de Ia,b(θ, θ
′):

Ia,b(θ, θ
′) =

1

2
[ 〈δX2

a(θ)〉+ 〈δX2
b (θ′)〉+ 2〈δXa(θ)δXb(θ

′)〉
+ 〈δY 2

a (θ)〉+ 〈δY 2
b (θ′)〉 − 2〈δYa(θ)δYb(θ

′)〉 ] (5-20)

Cette expression se simpli�e en utilisant les propriétés suivantes:

〈δX2
a(θ)〉+ 〈δY 2

a (θ)〉 = 2〈δA†
aδAa + δAaδA

†
a〉 (5-21)

〈δX2
b (θ′)〉+ 〈δY 2

b (θ′)〉 = 2〈δA†
bδAb + δAbδA

†
b〉 (5-22)

〈δXa(θ)δXb(θ
′)〉 − 〈δYa(θ)δYb(θ

′)〉 = 2〈δAaδAb〉e−i(θ+θ′) + c.c. (5-23)

Ces relations montrent que la fonction Ia,b(θ, θ
′) ne dépend que de la phase θ + θ′:

Ia,b(θ, θ
′) = Ia,b(

θ + θ′

2
,
θ + θ′

2
) (5-24)

Cette propriété fondamentale, illustrée sur la �gure5.4 dans le cas particulier des cor-
rélations produites par un oscillateur paramétrique optique de type II, sera discutée
au paragraphe suivant. Elle démontre qu'il est possible de restreindre notre étude au
cas où θ = θ′ sans perdre en généralité. Par commodité on pose Ia,b(θ, θ) ≡ Ia,b(θ).
L'avantage de cette transformation, mise à part la simpli�cation des expressions,
apparaîtra clairement lorsque nous nous intéresserons à la mesure de cette quantité
(voir paragraphe C.1.1).

A partir des relations 5-21 à 5-23, on obtient �nalement:

Ia,b(θ) = 〈δA†
aδAa + δAaδA

†
a + δA

†
bδAb + δAbδA

†
b〉

+ 4|〈δAaδAb〉| cos(2(θ − θa,b)) (5-25)

où 2θa,b est la phase du terme croisé 〈δAaδAb〉. La valeur minimale, notée Ia,b, est
atteinte pour θmin = θa,b ± π/2 et vaut:

Ia,b ≡ Ia,b(θmin) = min
θ

Ia,b(θ)

= 〈δA†
aδAa + δAaδA

†
a + δA

†
bδAb + δAbδA

†
b〉 − 4|〈δAaδAb〉| (5-26)

Avec ces dé�nitions, le critère de non-séparabilité s'écrit simplement sous la forme:

Si Ia,b < 2 alors les modes a et b sont intriqués (5-27)

Si on cherche à quanti�er l'intrication de ces deux modes, celle-ci doit rester
inchangée lorsque l'on e�ectue des déphasages sur les modes a et b séparément.
D'après la relation 5-26, il est clair que Ia,b véri�e cette propriété. Si on poseAa′ =
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eiθaAa et Ab′ = eiθbAb, alors Xa′(θ) = Xa(θ − θa) et Xb′(θ) = Xb(θ − θb) et la valeur
Ia′,b′ devient:

Ia′,b′(θ) = Ia,b(θ − θa, θ − θb) = Ia,b(θ − (θa + θb)/2) (5-28)
La seconde égalité découle directement de l'identité 5-24. Nous retrouvons ainsi la
propriété:

Ia′,b′ = min
θ

Ia′,b′(θ) = Ia,b (5-29)
Ainsi, l'intrication est bien indépendante des déphasages relatifs que peuvent su-

bir les modes a et b. Cette propriété n'est bien sûr pas su�sante pour que la valeur
Ia,b constitue une mesure de l'intrication. Néanmoins, il a été montré récemment par
Giedke et al. [Giedke03] que, pour des états gaussiens symétriques, la fonction Ia,b

était directement reliée à la notion de "d'intrication de formation" et donc à une
mesure de l'intrication [Josse03c].

Dans toute la suite de ce chapitre,nous prendrons donc la valeur Ia,b = minθ Ia,b(θ)
comme caractérisation de l'intrication entre deux modesa et b. Pour des états gaus-
siens non-symétriques, cette caractérisation n'est pas une mesure de l'intrication,
mesure qu'il reste encore à dé�nir pour de tels états.

B.1.2 Un exemple: l'oscillateur paramétrique optique non dégénéré
A�n de clari�er la signi�cation de l'égalité 5-24, nous nous intéressons ici aux

corrélations produites par un oscillateur paramétrique optique (OPO) de type II
dégénéré en fréquence. Au dessus du seuil, les modes signalS et complémentaire C,
polarisés orthogonalement, sont fortement corrélés en amplitude et anticorrélés en
phase [Reynaud87]. On représente habituellement ces corrélations dans le diagramme
de Fresnel où l'on choisit la phase globale telle que θs = −θc = θ0 (voir �gure 5.4).
Les quadratures d'amplitude et de phase correspondant àXs(θ0) et Ys(θ0) pour le
signal et Xc(−θ0) et Yc(−θ0) pour le complémentaire sont celles qui correspondent
à l'intrication maximale. Les corrélations entre ces quadratures donnent:

1

2
[〈δ(Xs(θ0)−Xc(−θ0))

2〉+ 〈δ(Ys(θ0) + Yc(−θ0))
2〉] < 2 (5-30)

c'est à dire Is,c(θ0,−θ0 + π) < 2 (5-31)
En utilisant maintenant la relation 5-28, nous obtenons:

Is,c(θ0,−θ0 + π) = Is,c(
π

2
) < 2 (5-32)

Cette égalité nous dit que les quadratures Ys = Xs(π/2) et Yc = Xc(π/2) sont
également anticorrélées tandis que les quadratures−Xs = Ys(π/2) et−Xc = Yc(π/2)
sont corrélées, comme indiqué sur la �gure 5.4.

Ainsi, il est toujours possible de se ramener à des quadratures corrélées ou anti-
corrélées pour la même phase θ. Dans le cas particulier présenté ci-dessus θ = π/2.
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Fig. 5.4 � Illustration de la propriété 5-28 dans le cas des corrélations générées par un
OPO de type II. Les corrélations d'intensité et de phase se traduisent par des
corrélations entre les quadraturesXs et Xc et des anticorrélations entre les qua-
dratures Ys et Yc.

B.2 Recherche de l'intrication maximale
Dans le cas général, notre but est de trouver la base de polarisation, composée

des modes a et b, pour laquelle la valeur de l'intrication Ia,b donnée par la relation
5-26 est minimale. Les modes correspondants sont les modes les plus intriqués du
système et seront notés a∗ et b∗.

Il est aisé de montrer que le premier terme de la relation 5-26 est indépendant
du choix de la base a et b. Celui-ci est en e�et donné par la trace de la matrice
de corrélation [V ] (introduite dans le cadre du calcul des propriétés quantiques du
système au chapitre 4):

〈δA†
aδAa + δAaδA

†
a + δA

†
bδAb + δAbδA

†
b〉 = tr([V ]) ≥ 2 (5-33)

Il est bien connu que la trace d'une matrice est invariante par changement de base.
Si on remplace δAa et δAb par Aa et Ab, cette propriété exprime la conservation
de l'intensité dans toutes les bases de polarisation. Cette quantité est supérieure ou
égale à 2. En utilisant la relation d'incertitude de Heisenberg dans l'équation5-21,
nous obtenons en e�et:

〈δA†
aδAa + δAaδA

†
a〉 =

1

2
(〈δX2

a〉+ 〈δY 2
a 〉) ≥

1

2
|〈[Xa, Ya]〉| = 1 (5-34)

Revenons à la valeur de l'intrication Ia,b entre deux modes a et b. D'après l'ana-
lyse précédente, celle-ci est uniquement caractérisée par le terme croisé|〈δAaδAb〉|.
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D'après la relation 5-26, la base des états les plus intriqués (a∗,b∗) correspond donc
à la base de polarisation pour laquelle cette quantité est maximale:

|〈δAa∗δAb∗〉| = max
a,b

|〈δAaδAb〉| (5-35)

B.2.1 Existence d'une base de polarisation "décorrélée"
A�n d'évaluer le terme |〈δAaδAb〉| pour une base de polarisation quelconque,

nous introduisons une base de référence (u,v). Deux modes a et b de polarisation
orthogonale quelconques se décomposent sur cette base (voir relation5-18):

Aa = βAu − αeiφAv (5-36)
Ab = αAu + βeiφAv (5-37)

où α, β et φ sont des nombres réels.α, β sont choisis positifs et véri�entα2 +β2 = 1.
Nous n'avons pas considéré ici de phase relative entre les modesa et b, car nous avons
vu que cette donnée n'est pas pertinente pour l'optimisation des corrélations (voir
relation 5-29).

Nous montrons dans l'appendiceD qu'il est toujours possible de choisir une base
telle que:

〈δAuδAv〉 = 0 (5-38)
Ces modes u et v ne sont pas, a priori, décorrélés puisque le terme 〈δAuδA

†
v〉 peut

être non nul. Néanmoins, nous les appellerons par la suite les modes "décorrélés", à
comprendre par rapport au critère de non-séparabilité. En e�et, ces modes ne sont
jamais intriqués et véri�ent d'après les relations 5-26 et 5-33:

Iu,v = 〈δA†
uδAu + δAuδA

†
u + δA

†
vδAv + δAvδA

†
v〉 = tr([V ]) ≥ 2 (5-39)

Comme |〈δAuδAv〉| = 0, cette valeur est de fait minimale, comparée aux autres bases
de polarisation:

|〈δAuδAv〉| = min
a,b

|〈δAaδAb〉| = 0 (5-40)

La quantité Iu,v est donc maximale et ces modes sont bien les moins corrélés du
système:

Iu,v = max
a,b

Ia,b (5-41)

Ce choix de base n'est évidemment pas unique puisque tous les modesA′
u = eiθu′Au

et A′
v = eiθv′Av véri�ent aussi 〈δA′

uδA
′
v〉 = 0. A�n de lever toute indétermination,

on choisit par la suite les modes u et v tels que 〈δA2
u〉 et 〈δA2

v〉 soient des nombres
réels positifs. On rappelle l'expression du bruit des quadratures de ces deux modes:

〈δX2
u(θ)〉 = 〈δA†

uδAu + δAuδA
†
u〉 + 2〈δA2

u〉 cos 2θ (5-42)
〈δX2

v (θ)〉 = 〈δA†
vδAv + δAvδA

†
v〉 + 2〈δA2

v〉 cos 2θ (5-43)
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Fig. 5.5 � Représentation des deux modesu et v dans le diagramme de Fresnel. La référence
de phase est choisie de telle sorte que les bruits minimaux correspondent à la
quadrature Y .

Ces relations montrent que les modes u et v atteignent leur bruit minimal pour la
même quadrature repérée par θ = π/2, i.e. la quadrature Y , ce qu'illustre la �gure
5.5. On ne considère pas ici la phase des champs moyensAu et Av, la quadrature Y
n'est donc pas reliée aux quadratures de phase ou d'amplitude de ces modes. Suivant
nos notations, les bruits minimaux s'écrivent alors:

〈δX2
u〉min = 〈δA†

uδAu + δAuδA
†
u〉 − 2〈δA2

u〉 (5-44)
〈δX2

v 〉min = 〈δA†
vδAv + δAvδA

†
v〉 − 2〈δA2

v〉 (5-45)

B.2.2 Intrication maximale
Revenons à la quantité à maximiser |〈δAaδAb〉| qui s'écrit en fonction des para-

mètres α, β et φ (voir relation 5-37):

|〈δAaδAb〉|2 = α2β2
[ 〈δA2

u〉2 + 〈δA2
v〉2 − 2〈δA2

u〉〈δA2
v〉 cos 2φ

]
(5-46)

où l'on a utilisé le fait que 〈δA2
u〉 et 〈δA2

v〉 sont des réels positifs. Il est clair que
cette valeur est maximale pour φ = (π/2)[π] et α = β = 1/

√
2. Les modes les plus

intriqués que nous notons a∗ et b∗ s'écrivent donc:

Aa∗ =
1√
2

( Au − iAv ) (5-47)

Ab∗ =
1√
2

( Au + iAv ) (5-48)

Cette relation de passage est équivalente à la relation des états polarisés linéaire-
ment aux états de polarisation circulaire (voir appendiceA). C'est pourquoi nous
appellerons par la suite les modes a∗ et b∗, les modes polarisés "circulairement" par
rapport aux modes u et v. D'après 5-46 ces modes véri�ent:

|〈δAa∗δAb∗〉| = max
a,b

|〈δAaδAb〉| = 1

2

[ 〈δA2
u〉+ 〈δA2

v〉
]

(5-49)
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En reportant cette valeur dans l'expression 5-26 et en utilisant les équations 5-
44, 5-45 et la relation de conservation 5-33, on obtient �nalement l'expression de
l'intrication maximale du système. Celle-ci est égale à la somme des bruits minimaux
des modes "décorrélés" u et v:

Ia∗,b∗ ≡ min
a,b

Ia,b = 〈δX2
u〉min + 〈δX2

v 〉min (5-50)

B.2.3 Interprétation

Les modes u et v ne sont, a priori, pas indépendants (〈δAuδA
†
v〉 6= 0) mais ils

sont "décorrélés" au sens du critère de non-séparabilité car ils véri�ent la relation
5-38.

De fait, tout se passe comme si ces deux modes étaient réellement indépendants.
On interprète alors aisément les résultats en revenant à l'analogie discutée au para-
graphe A.4 entre le changement de base de polarisation et la combinaison de deux
faisceaux sur une lame séparatrice. Les modesu et v étant comprimés sur la même
quadrature (Y ), on génère des faisceaux intriqués en les mélangeant sur une lame
50/50 après avoir introduit un déphasage de π/2 sur un des modes (voir relations
5-12 et 5-13). Cette transformation revient à passer de la base de polarisation (u,v)
à la base (a∗,b∗). Ces modes sont polarisés "circulairement" par rapport aux modes
u et v et sont naturellement les modes les plus intriqués. La valeur de l'intrication
maximale est alors donnée par la somme des bruits minimaux des modesu et v (voir
relation 5-50). Nous avons illustré cette équivalence sur la partie (a) de la �gure5.6
dans le cas général où les modes u et v ne sont pas symétriques.

Nous avons ainsi établi un lien formel entre les corrélations quantiques d'un
système quelconque (à deux modes) et celles produites par le mélange de deux
faisceaux indépendants. Cette analogie, déjà mise en lumière sur des systèmes par-
ticuliers comme l'ampli�cateur paramétrique optique de type II [Lugiato02], est ici
généralisée à des systèmes quelconques.

Notre analyse est particulièrement intéressante dans le cas où les corrélations
sont produites par un même système, considéré comme une boite noire. Pour dé-
terminer les corrélations, il faut tout d'abord trouver une base du type (u,v). Une
formule explicite de ces modes est donnée dans l'appendiceD. Expérimentalement,
nous montrerons par la suite que nous sommes capables de mesurer la quantité
Ia,b(θ) pour n'importe quelle base de polarisation (a,b). Il existe alors une signature
expérimentale claire d'une base "décorrélée": d'après les relations5-25 et 5-38 cette
quantité Iu,v ne dépend pas de θ. Une fois cette base identi�ée, il faut déphaser ces
modes de façon à ce qu'ils soient comprimés pour la même quadrature. On caracté-
rise alors immédiatement les modes les plus intriqués (relation5-48) et la valeur de
leur intrication (relation 5-50).
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Fig. 5.6 � Interprétation des propriétés de corrélations et de bruits en utilisant l'analogie
avec la combinaison de deux faisceaux sur une lame séparatrice (voir �gure5.3).
Partie 1(a): génération d'états intriqués en faisant interférer deux modes com-
primés sur des quadratures orthogonales. La lame 50/50 mélange les quadratures
bruyantes et comprimées des modes u et v. A la sortie les champs a∗ et b∗ sont
bruyants mais corrélés. Partie 1(b): équivalence en terme de base de polarisa-
tion. Les modes intriqués sont les modes "polarisés circulairement" par rapport
aux modes u et v. Supposons les modes u et v polarisés suivant les directions
horizontale et verticale. A�n de séparer les modes a∗ et b∗, il faut placer une
lame quart d'onde sur le trajet du faisceau. A la sortie de cette lame, les modes
anciennement polarisés circulairement se retrouvent polarisés suivant les direc-
tions verticales et horizontales (voir appendiceA) et peuvent être séparés à l'aide
d'un cube polariseur. Partie 2(a): si les modesu et v interfèrent maintenant avec
un déphasage nul sur la lame, on ne mélange pas les quadratures bruyantes et
comprimées et la réduction de bruit se conserve sur les modesc et d. Partie 2(b):
la transformation précédente est équivalente à la traversée d'une lame demi-onde
tournée à 22.5◦. Les modes c et d sont dans ce cas les modes "polarisés à 45◦"
par rapport aux modes u et v. On a représenté ici le cas le général pour lesquels
les modes u et v ne sont pas symétriques.
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Cette méthode permet, par exemple, de caractériser les corrélations maximales
produites par un oscillateur paramétrique optique (OPO) dans lequel on a inséré
des éléments biréfringents [Longchambon03a,Longchambon03b].

B.3 Lien avec la réduction de bruit
B.3.1 Réduction de bruit pour deux modes
Nous avons vu qu'il existait un lien étroit entre l'intrication et la réduction de

bruit (voir équation 5-50). De manière générale, la valeur Ia,b(θ) dé�nie pour les
modes a et b s'exprime comme la somme des bruits de deux modes de polarisation
orthogonale:

Ia,b(θ) = 〈δX2
1 (θ)〉 + 〈δX2

2 (θ)〉 (5-51)

avec A1 =
1√
2
(Aa + Ab)

A2 =
i√
2
(Aa − Ab)

Les modes a et b sont les modes polarisés "circulairement" par rapport aux modes
1 et 2. La valeur de l'intrication maximale est donc également la meilleure somme
de bruit minimaux de deux modes orthogonaux produite par le système, à savoir la
somme des bruits minimaux des modes u et v:

Ia∗,b∗ = min
a,b

Ia,b = min
1,2
{〈δX2

1 〉min + 〈δX2
2 〉min} = 〈δX2

u〉min + 〈δX2
v 〉min (5-52)

A�n d'étudier l'évolution de cette réduction de bruit en fonction des di�érentes
bases de polarisation, on estime la réduction de bruit pour une base de polarisation
quelconque, dé�nie par les modes a et b. On note Σa,b la somme de leur bruits
minimaux respectifs:

Σa,b ≡〈δX2
a〉min + 〈δX2

b 〉min (5-53)
= 〈δA†

aδAa + δAaδA
†
a + δA

†
bδAb + δAbδA

†
b〉 − 2

[|〈δA2
a〉|+ |〈δA2

b〉|
]
(5-54)

D'après la relation de conservation 5-33 le premier terme est constant et la somme
Σa,b ne dépend que de la quantité |〈δA2

a〉| + |〈δA2
b〉|. A�n de minimiser la somme

des bruits, il faut maintenant maximiser cette quantité. Pour une base de polarisa-
tion repérée par les paramètres α, β et φ suivant la relation de passage 5-37, nous
obtenons:

|〈δA2
a〉|2 = β4〈δA2

u〉2 + α4〈δA2
v〉2 + 2α2β2〈δA2

u〉〈δA2
v〉 cos 2φ (5-55)

|〈δA2
b〉|2 = α4〈δA2

u〉2 + β4〈δA2
v〉2 + 2α2β2〈δA2

u〉〈δA2
v〉 cos 2φ (5-56)

α et β étant �xés, |〈δA2
a〉| et |〈δA2

b〉| atteignent leur valeur maximale pour φ = 0[π].
Dans ce cas la relation de passage 5-37 est identique à celle du passage d'une base
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de polarisation linéaire à une autre base de polarisation, également linéaire. C'est
pourquoi, nous appellerons par la suite les modes dé�nis par φ = 0, les modes
polarisés "linéairement" par rapport aux modesu et v. Ils véri�ent alors:

|〈δA2
a〉|φ=0 = β2〈δA2

u〉+ α2〈δA2
v〉 et |〈δA2

b〉|φ=0 = α2〈δA2
u〉+ β2〈δA2

v〉 (5-57)

La quantité |〈δA2
a〉|+ |〈δA2

b〉| est alors maximale et indépendante des coe�cientsα
et β:

[|〈δA2
a〉|+ |〈δA2

b〉|]φ=0 = max
a,b

[|〈δA2
a〉|+ |〈δA2

b〉|] = 〈δA2
u〉+ 〈δA2

v〉 (5-58)

La somme des bruits minimaux n'est donc pas uniquement minimale pour les modes
u et v (relation 5-52), mais aussi pour tous les modes "polarisés linéairement" par
rapport aux modes u et v, d'après la formule 5-54. On la note Σmin:

Σmin = (Σa,b)φ=0 = 〈δX2
u〉min + 〈δX2

v 〉min (5-59)

Ce résultat s'interprète très simplement: la relation de passage entre les modes
polarisés "linéairement" et la base (u,v) est équivalente au mélange sur une lame
séparatrice des deux modes u et v lorsque le déphasage est nul (φ = 0) (voir partie
(b) de la �gure 5.6). Les modes u et v étant comprimés pour la même quadrature,
il n'y a pas de mélange entre les quadratures bruyantes et comprimées à la sortie de
la lame: la réduction de bruit est donc conservée.
A�n de poursuivre l'étude de l'évolution de la réduction de bruit lorsque l'on change
de base de polarisation, on peut se demander quelle est la base de polarisation pour
laquelle la réduction de bruit est la plus faible. Il est clair sur la partie (a) de la �gure
5.6, que les modes les plus intriqués a∗ et b∗ sont, a priori, bruyants. Ces modes sont
polarisés "circulairement" par rapport à la base (u,v) (α = β = 1/

√
2 et φ = π/2)

et les quadratures bruyantes et comprimées des modes u et v ont été mélangées.
On peut montrer que la somme des bruits minimaux est, en e�et, maximale pour
ces modes, i.e. leur réduction de bruit est la plus faible. Pour cela, considérons la
quantité |〈δA2

a∗〉|+ |〈δA2
b∗〉|. A partir des relations 5-55 et 5-56, nous obtenons:

|〈δA2
a∗〉|+ |〈δA2

b∗〉| = |〈δA2
u〉 − 〈δA2

v〉| (5-60)

Il est possible de démontrer que cette quantité est, en fait, minimale par rapport
aux autres bases de polarisation:

|〈δA2
a∗〉|+ |〈δA2

b∗〉| = min
a,b

(|〈δA2
a〉|+ |〈δA2

b〉|
)

(5-61)

C'est pourquoi la somme de leur bruit minimauxΣa∗,b∗ est, d'après la relation
5-54, la plus élevée que l'on puisse obtenir. Par la suite, on appelleraΣmax cette
somme de bruit:

Σmax = Σa∗,b∗ = max
a,b

Σa,b (5-62)
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En supposant 〈δA2
u〉 ≥ 〈δA2

v〉, on obtient à partir des équations 5-61 et 5-54:

Σmax = 〈δX2
a∗〉min + 〈δX2

b∗〉min = 〈δX2
u〉min + 〈δX2

v 〉max (5-63)

De manière générale, cette somme vaut:

Σmax = min{ (〈δX2
u〉min + 〈δX2

v 〉max) , (〈δX2
u〉max + 〈δX2

v 〉min) } (5-64)

Cette analyse montre que les modes les plus intriqués sont ceux qui ont une
réduction de bruit la plus faible. Inversement les modesu et v, qui sont les modes
"décorrélés", possèdent la plus forte réduction de bruit. Formellement, il existe en
fait une relation entre les quantités |〈δAaδAb〉| et |〈δA2

a〉| + |〈δA2
b〉| dont dépendent

respectivement les quantités Ia,b et Σa,b:

|〈δA2
a〉|2 + |〈δA2

b〉|2 + 2|〈δAaδAb〉|2 = 〈δA2
u〉2 + 〈δA2

v〉2 = constante (5-65)

Cette égalité montre bien que l'intrication augmente quand la réduction de bruit
diminue et vice versa.

B.3.2 Réduction de bruit pour un seul mode
Nous avons étudié jusqu'à présent la somme des bruits de deux modes. On peut

se demander quelle est la réduction de bruit optimale qu'il est possible d'obtenir
pour un seul mode de polarisation. Cette étude n'est pas triviale car les deux modes
u et v ne sont pas, a priori, indépendants. En e�et 〈δAuδA

†
v〉 peut être di�érent de

zéro.
Nous cherchons donc ici à minimiser le bruit d'un modea, combinaison des modes

u et v, et repéré par les paramètres α, β et φ (voir relation 5-37). Son bruit sur une
quadrature quelconque est donné par

〈δX2
a(θ)〉 = β2〈δX2

u(θ)〉+ α2〈δX2
v (θ − φ)〉 − 2αβ〈δXu(θ)δXv(θ − φ)〉 (5-66)

Le terme de corrélation s'écrit en utilisant la relation5-38:

〈δXu(θ)δXv(θ − φ)〉 = 〈δAuδA
†
v〉e−iφ + 〈δA†

uδAv〉e+iφ = 2 cos(φC − φ)|〈δAuδA
†
v〉|

(5-67)
où φC est la phase de 〈δAuδA

†
v〉. Nous n'avons pas trouvé de solution simple dans le

cas général. On peut toutefois calculer le bruit minimal si on suppose que〈δAuδA
†
v〉

est un nombre réel (φC = 0). Par commodité, on le choisit positif.
Nous rappelons que les modes u et v ont été choisis de manière à ce que leur

bruit soit minimal pour la même quadrature θ = π/2. D'après la relation 5-67, les
trois termes de l'équation 5-66 atteignent donc leur minimum pour cette valeur de
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θ si le déphasage φ est nul. Le mode possédant la meilleure réduction de bruit est
donc polarisé "linéairement" par rapport aux modesu et v (φ = 0). Après quelques
calculs, que nous ne détaillerons pas ici, nous obtenons l'expression de la meilleure
réduction de bruit pour un mode du champ:

min
a
{〈δX2

a〉min} =
1

2
{ 〈δX2

u〉min + 〈δX2
v 〉min

−
√

(〈δX2
u〉min − 〈δX2

v 〉min)2 + 16〈δAuδA
†
v〉2 } (5-68)

Ce résultat n'est pas surprenant. Si les modesu et v ne sont pas indépendants, il est
donc possible d'exploiter la corrélation entre les modesu et v (〈δAuδA

†
v〉 6= 0) pour

obtenir une réduction de bruit sur un mode plus importante que celle des modesu
et v.

En revanche, si 〈δAuδA
†
v〉 = 0, alors les modes u et v sont complètement indé-

pendants et la meilleure réduction de bruit est donnée par celle des modesu ou v:

min
a
〈δX2

a〉min = min{〈δX2
u〉min, 〈δX2

v 〉min} (5-69)

B.4 Résumé des propriétés dans la sphère de Poincaré
Ce paragraphe a pour but de résumer les propriétés de corrélation et de réduction

de bruit du système pour les di�érentes bases de polarisation. Cette présentation
constitue un inventaire qui nous servira de référence par la suite. Pour simpli�er la
lecture, nous écrirons les formules essentielles qui, pour la plupart, ont été démon-
trées dans les paragraphes précédents.

A�n d'exposer les résultats, il est utile d'introduire la sphère de Poincaré clas-
sique. La base des modes "décorrélés" est la base naturelle pour e�ectuer cette étude.
On dé�nit alors les paramètres de Stokes classiquesS ′i à l'aide des modes u et v:

S ′0 = A∗
uAu + A∗

vAv S ′1 = A∗
uAu − A∗

vAv

S ′2 = A∗
uAv + A∗

vAu S ′3 = i(A∗
vAu − A∗

uAv)

Nous avons vu au paragraphe C.2.2 du chapitre 1 que l'on pouvait représenter
un état de polarisation par un vecteur de longueur de S ′0 sur cette sphère. Ici les
paramètres de Stokes sont dé�nis par rapport aux modesu et v et non par rapport
aux modes x et y comme nous l'avions fait dans l'introduction de ce manuscrit. Les
pôles correspondent donc maintenant aux modes polarisés "circulairement" par rap-
port aux modes u et v, c'est à dire les modes a∗ et b∗. De même les modes polarisés
"linéairement" (toujours par rapport aux modesu et v) sont représentés par les vec-
teurs contenus dans le plan équatorial. De manière générale, nous avons vu que deux
modes de polarisation orthogonale correspondent à deux vecteurs diamètralement
opposés. Une base de polarisation quelconque est donc représentée par un diamètre
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Réduction de bruit minimale: =S Sa*,b* max
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Fig. 5.7 � Représentation des propriétés quantiques du système dans la sphère de Poincaré
dé�nie par rapport aux modes u et v. Ces derniers sont "décorrélés". Les modes
les plus intriqués sont situés aux pôles: a∗ et b∗. Ces diverses propriétés sont
détaillées dans le corps du texte. Le sens des �èches correspond à l'augmentation
des corrélations.
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de cette sphère de Poincaré.

Nous nous intéressons ici à l'évolution de la somme des bruits minimauxΣa,b et
de l'intrication Ia,b lorsqu'on se déplace sur cette sphère (voir �gure5.7). On rappelle
les expressions de ces valeurs pour une base de polarisation quelconque dé�nie par
les paramètres α, β et φ (voir équations 5-37, 5-26 et 5-54):

Ia,b = 〈δA†
aδAa + δAaδA

†
a + δA

†
bδAb + δAbδA

†
b〉 − 4|〈δAaδAb〉| (5-70)

Σa,b = 〈δA†
aδAa + δAaδA

†
a + δA

†
bδAb + δAbδA

†
b〉 − 2[|〈δA2

a〉|+ |〈δA2
b〉|] (5-71)

Celles-ci dépendent uniquement des valeurs |〈δAaδAb〉| et |〈δA2
a〉| + |〈δA2

b〉|. Pour
une base de polarisation quelconque, on obtient (équations5-46, 5-55 et 5-56):

|〈δAaδAb〉|2 = α2β2[ 〈δA2
u〉2 + 〈δA2

v〉2 − 2〈δA2
u〉〈δA2

v〉 cos 2φ ] (5-72)
|〈δA2

a〉|2 = β4〈δA2
u〉2 + α4〈δA2

v〉2 + 2α2β2〈δA2
u〉〈δA2

v〉 cos 2φ (5-73)
|〈δA2

b〉|2 = α4〈δA2
u〉2 + β4〈δA2

v〉2 + 2α2β2〈δA2
u〉〈δA2

v〉 cos 2φ (5-74)

1. Axe S ′1: modes u et v (α = 0, β = 1).
Ce sont les modes "décorrélés" pour lesquels la valeur de l'intrication et la plus
faible (〈δAuδAv〉 = 0)(voir équation 5-39):

Iu,v = max
a,b

Ia,b = 〈δA†
uδAu + δAuδA

†
u + δA

†
vδAv + δAvδA

†
v〉

=
1

2
{〈δX2

u〉min + 〈δX2
u〉max + 〈δX2

v 〉min + 〈δX2
v 〉max} (5-75)

Ces modes se caractérisent par le fait que la valeur Iu,v(θ) ne dépend plus
de la phase θ. Leur quadrature de bruit minimale est la quadrature Y par
dé�nition: 〈δA2

u〉 et 〈δA2
v〉 sont réels et positifs. Ce choix a permis de simpli�er

les calculs, cependant nous insistons sur le fait qu'il est seulement nécessaire
que les phases de leur quadrature de bruit minimal soient identiques pour les
résultats présentés ici restent juste. Leur somme de réduction de bruit est la
meilleure qu'il est possible d'obtenir et vautΣmin:

Σmin = min
a,b

Σa,b = 〈δX2
u〉min + 〈δX2

v 〉min (5-76)
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2. Plan équatorial (S ′1, S ′2): modes polarisés linéairement (φ = 0).
La somme de la réduction de bruit est maximale pour toutes les bases de
polarisation situées dans ce plan et vautΣmin (équation 5-58):

(|〈δA2
a〉|+ |〈δA2

b〉|)S′1,S′2 = 〈δA2
u〉+ 〈δA2

v〉 (5-77)
d'où ΣS′1,S′2 = 〈δX2

u〉min + 〈δX2
v 〉min = Σmin (5-78)

Par contre la valeur de l'intrication dépend des valeurs respectives deα et β
et on a d'après 5-46:

|〈δAaδAb〉|S′1,S′2 = αβ|〈δA2
u〉 − 〈δA2

v〉| (5-79)

Dans ce plan, l'intrication est maximale pour les modes polarisés à "45◦" par
rapport aux modes u,v (α = β = 1/

√
2). A�n d'éviter toute confusion dans

la suite de l'exposé avec les modes polarisés à 45◦ par rapport aux modes x,y,
on les note ici c et d. Leur intrication est égale à la valeur maximale prise par
la somme des bruits minimaux Σmax (équation 5-64):

Ic,d = Σmax

= min{ (〈δX2
u〉min + 〈δX2

v 〉max) , (〈δX2
u〉max + 〈δX2

v 〉min) } (5-80)

3. Axe S ′3: modes polarisés circulairement a∗ et b∗ (α = β = 1/
√

2 et φ = π/2).
Ce sont les modes les plus intriqués du système et leur intrication est égale à
la meilleure réduction de bruit Σmin (équation 5-50):

|〈δAa∗δAb∗〉| = max
a,b

|〈δAaδAb〉| = 1

2
[ 〈δA2

u〉+ 〈δA2
v〉 ] (5-81)

d'où Ia∗,b∗ ≡ min
a,b

Ia,b = 〈δX2
u〉min + 〈δX2

v 〉min (5-82)

En revanche, leur réduction de bruit est la moins bonne (équation5-63):

|〈δA2
a∗〉| = |〈δA2

b∗〉| =
1

2
|〈δA2

u〉 − 〈δA2
v〉| (5-83)

d'où 〈δX2
a∗〉min + 〈δX2

b∗〉min = Σmax (5-84)

4. Plan méridien S ′2, S
′
3: modes elliptiques à 45◦ (α = β = 1/

√
2).

Ces modes sont des combinaisons à poids égaux des modesu et v; ils véri�ent:

〈δA2
a〉S′2,S′3 = 〈δA2

b〉S′2,S′3 =
1

2
(〈δA2

u〉+ 〈δA2
v〉e2iφ) (5-85)
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La norme de la quantité 〈δA2
a〉 caractérise l'amplitude de l'oscillation du bruit

entre sa valeur maximale et minimale. En outre sa phase dé�nit la quadrature
comprimée; le bruit des modes a et b oscillent donc en phase et avec la même
amplitude. A priori, les spectres de bruits ne sont toutefois pas identiques: la
di�érence du niveau moyen de bruit est reliée à la corrélation des modesu et
v: 〈δAuδA

†
v〉. On déduit des équations 5-66 et 5-67:

〈δXb(θ)
2〉 − 〈δXa(θ)

2〉 = 2〈δXu(θ)δXv(θ − φ)〉 = 4 cos(φC − φ)|〈δAuδA
†
v〉|

(5-86)
où φC est la phase de 〈δAuδA

†
v〉. C'est pourquoi, seuls les modes a et b de la

base dé�nie par φ = φC + π/2 ont des spectres de bruit parfaitement iden-
tiques.

5. Axe S ′2: modes c et d (α = β = 1/
√

2, φ = 0)
Cet axe est l'intersection des plans (S ′1, S ′2) et (S ′2, S ′3), les propriétés de ces
modes ont donc déjà été détaillées. Nous les rappelons ici. Ils sont symétriques,
au sens où leurs bruits oscillent en phase et avec la même amplitude. Ils peuvent
être intriqués

|〈δAcδAd〉| = 1

2
|〈δA2

u〉 − 〈δA2
v〉| (5-87)

d'où Ic,d = Σmax (5-88)
tout en gardant la meilleure réduction de bruit:

Σc,d = Σmin (5-89)
Ces di�érentes propriétés sont résumées sur la �gure5.7. L'intrication est maximale
aux pôles (Ia∗,b∗ = Σmin) et la réduction de bruit la moins bonne (Σa∗,b∗ = Σmax).
Sur le plan équatorial, on obtient la meilleure réduction de bruit (ΣS′1,S′2 = Σmin)
mais l'intrication n'est, a priori, pas constante. Pour l'intrication, ces résultats se
condensent sous la forme:

Ia∗,b∗ = min
a,b

Ia,b = Σmin ≤ Ic,d = Σmax ≤ Iu,v = max
a,b

Ia,b (5-90)

C Application à l'expérience
Nous pouvons maintenant appliquer ces considérations générales à l'étude de

l'interaction entre le faisceau pompe et le milieu atomique lorsque la polarisation
incidente est linéaire. Lorsque la polarisation ré�échie par la cavité reste linéaire,
nous avons observé la compression du bruit sur les deux modesx et y. Nous avons
montré au chapitre 4 que cette réduction du bruit est due à l'e�et Kerr pour le
champ moyen et à l'e�et Kerr croisé pour le mode vide. Le but de cette section est
d'étudier les corrélations produites par le système.
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C.1 Dispositif expérimental
C.1.1 Principe
A�n de mesurer les corrélations en quadratures entre deux modes de faibles am-

plitudes, on peut utiliser la méthode proposée par Reid [Reid89]. Cette méthode
consiste à séparer ces modes et de mesurer les �uctuations à l'aide deux détections
homodynes distinctes utilisant deux oscillateurs locaux [Ou92,Bowen03a]. Cette mé-
thode est illustrée sur la partie (a) de la �gure 5.8. Les �uctuations de la di�érence
des photocourants produits par ces dispositifs permettent d'estimer les corrélations.
La valeur Ia,b est calculée en e�ectuant deux mesures successives a�n de déterminer
les corrélations sur deux quadratures et les anticorrélations sur les quadratures or-
thogonales correspondantes.

Nous avons développé ici une méthode originale pour mesurer l'intrication entre
deux modes a et b orthogonaux quelconques. Cette intrication est donnée par Ia,b

dé�nie par (équation 5-26):

Ia,b ≡ min
θ

Ia,b(θ) ≡ min
θ

1

2

[〈δ(Xa(θ) + Xb(θ))
2〉+ 〈δ(Ya(θ)− Yb(θ))

2〉] (5-91)

La valeur de Ia,b(θ) s'exprime comme la somme des bruits de deux modes 1 et 2
(voir relations 5-26):

Ia,b(θ) = 〈δX2
1 (θ)〉 + 〈δX2

2 (θ)〉 (5-92)

avec A1 =
1√
2
(Aa + Ab)

A2 =
i√
2
(Aa − Ab)

Cette relation nous donne immédiatement la démarche à suivre: il faut mesurer
simultanément les bruits des modes A1 et A2 et ce pour la même quadrature θ.
Cette mesure est permise par les lois de la mécanique quantique car ces deux modes
sont orthogonaux et commutent [A1, A2] = 0.

Les modes a et b étant polarisés suivant les directions horizontale et verticale
(voir �gure 5.8), on obtient les modes 1 et 2 à l'aide d'une lame demi-onde tournée
à +22,5◦, suivie d'une lame quart d'onde à l'angle nul. La lame demi-onde a pour
e�et de faire tourner de 45◦ les modes Aa et Ab. Sur la base x et y de polarisation,
on a alors les modes (Aa +Ab)/

√
2 et (Aa−Ab)/

√
2. La lame quart d'onde introduit

ensuite un déphasage de π/2 entre ces deux modes et on obtient �nalement les deux
modes A1 et A2 dé�nis par la relation 5-92 (voir �gure 5.8).

On sépare ensuite les modes 1 et 2 sur un cube polariseur. Sur l'autre entrée du
cube, on envoie un oscillateur local polarisé à 45◦. Sur chaque voie de sortie, notées 1
et 2, on dispose d'une détection homodyne. On mesure alors simultanément le bruit
des quadratures des deux modes et ce pour les mêmes quadratures. Cette dernière
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Fig. 5.8 � En haut: principe de mesure des corrélations en séparant spatialement les modes
a et b dont on veut estimer Ia,b. Cette méthode suppose deux mesures successives.
En bas: mesure directe du critère de non-séparabilité selon la méthode décrite
dans le texte.
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propriété est essentielle pour la mesure et nous détaillerons au paragraphe suivant
les moyens que nous avons mis en oeuvre pour qu'elle soit véri�ée. La somme des
deux spectres de bruit donne alors directement la valeurIa,b(θ). Cette dernière oscille
lorsqu'on balaye la phase de l'oscillateur local, sa valeur minimale correspondant à
l'intrication Ia,b entre les modes a et b.

C.1.2 mise en oeuvre
Le dispositif de détection a été construit a partir du montage réalisé pour la

mesure des paramètres de Stokes du faisceau pompe détaillé dans la partieD.1.
Sur la voie 2, nous avons déjà monté une détection homodyne qui nous a servi à
enregistrer les spectres de bruit présentés aux chapitres2 et 3 (voir �gure 2.6). Nous
avons donc simplement construit une nouvelle détection homodyne sur la voie 2 (voir
�gure 5.9). Le signal de la détection est obtenu par la di�érence des photocourants
donnés par les photodiodes PhD 1A et PhD 1B qui sont équilibrées avec les autres
photodiodes PhD 2A et PhD 2B.

Nous avons déjà obtenu l'expression du signal de détection homodyne de la voie
2 (relation 2-38). Il est toutefois important de détailler ici le principe de détection
pour véri�er que nous mesurons bien les spectres de bruit des modes1 et 2 pour
les mêmes quadratures. En e�et, nous avons vu au paragrapheD.1 du chapitre 2
qu'il fallait tenir compte des déphasages introduits par le cube polariseurPBS3 sur
lequel on combine les faisceaux 1 et 2 avec l'oscillateur local.

En tenant compte de ces déphasages, les modes envoyés sur les photodiodesPhD
1A, PhD 1B, PhD 2A et PhD 2B s'écrivent (cf paragraphe D.1.3 du chapitre 2):

A1A = ± 1√
2
(A1 eiθC

x + AOL
y eiφC

y ) (5-93)

A1B = ± 1√
2
(A1 eiθC

x − AOL
y eiφC

y ) (5-94)

A2A = ± 1√
2
(A2 eiθC

y + AOL
x eiφC

x ) (5-95)

A2B = ± 1√
2
(A2 eiθC

y − AOL
x eiφC

x ) (5-96)

On reprend les notations précédentes, à savoir 〈AOL
x 〉 = αOL

x eiφOL
x et 〈AOL

y 〉 =

αOL
y eiφOL

y . Les signaux des deux détections homodynes valent alors:

δi
(1)
dh ∝ αOL

y (δA†
1 eiθ(1)

+ δA1 e−iθ(1)

) = αOL
y δX1(θ

(1)) (5-97)
δi

(2)
dh ∝ αOL

x (δA†
2 eiθ(2)

+ δA2 e−iθ(2)

) = αOL
x δX2(θ

(2)) (5-98)

où θ(1) = φOL
y + φC

1 et θ(2) = φOL
x + φC

2 sont les phases respectives des détections
homodynes 1 et 2; φC

1 = φC
y − θC

x et φC
2 = φC

x − θC
y correspondant aux déphasages
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Fig. 5.9 � Dispositif expérimental pour la mesure du critère de non-séparabilité. Les spectres
de bruit des modes A1 et A2 sont enregistrés simultanément sur un oscilloscope.
La somme de leur bruit normalisé donne Ia,b(θ).

induits par le cube PBS3. L'ellipticité de l'oscillateur local est réglée de manière
à corriger ces déphasages (voir équation 2-45): φOL

y − φOL
x = φC

1 − φC
2 . Dans ce cas

l'identité θ(1) = θ(2) ≡ θ est satisfaite et on mesure les bruits des modes 1 et 2 sur
la même quadrature θ, ce qui garantit la validité de la mesure de l'intrication pour
les modes a et b (cf relation 5-92).

Les photocourants δi
(1)
dh et δi

(2)
dh sont envoyés vers deux analyseurs de spectreAS1

et AS2. Idéalement ces deux analyseurs de spectres doivent être équilibrés. Nous ne
disposons pas de deux analyseurs identiques; on ne peut donc sommer les spectres
de bruit directement. D'une part, on envoie les sorties des deux analyseurs,V1 et
V2, sur les voies X et Y d'un oscilloscope. D'autre part, on normalise séparément
les spectres au bruit quantique standard par traitement informatique avant de les
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sommer (voir équation 2-49):

SX1(Ω) =
(V1 − V

(1)
0 )2 − (V

(1)
el − V

(1)
0 )2

(V
(1)
bqs − V

(1)
0 )2 − (V

(1)
el − V

(1)
0 )2

(Ω) (5-99)

SX2(Ω) =
(V2 − V

(2)
0 )2 − (V

(2)
el − V

(2)
0 )2

(V
(2)
bqs − V

(2)
0 )2 − (V

(2)
el − V

(2)
0 )2

(Ω) (5-100)

Au �nal on obtient la mesure de l'intrication des modesa et b:

Ia,b(θ) = SX1(θ) + SX2(θ) (5-101)

où ces quantités dépendent implicitement de la fréquence d'analyseΩ.
Nous avons vu comment mesurer l'intrication de deux modesa et b polarisés sui-

vant les directions horizontale et verticale respectivement. Cette méthode peut être
utilisée pour mesurer l'intrication de deux modes a et b orthogonaux quelconques.
A ces deux modes sont associés deux modes1 et 2 par les relations 5-92. On obtient
directement les modes 1 et 2 à partir des modesx et y en choisissant la combinaison
adéquate des lames demi-onde (λ/2)M et quart d'onde (λ/4)M sur le trajet du fais-
ceau pompe (voir �gure 5.9). Le dispositif de détection permet de déterminer alors
l'intrication des deux modes a et b.

C.2 Générations d'états intriqués en quadrature
C.2.1 Base de polarisation décorrélée
Pour caractériser les corrélations produites par le système et déterminer les

modes présentant l'intrication maximum, il faut tout d'abord trouver la base des
modes "décorrélés" (u,v). On rappelle que cette base véri�e 〈δAuδAv〉 = 0 et que les
phases des quadratures de bruit minimal sont identiques. Il n'est pas nécessaire ici
d'utiliser la formule permettant de déterminer cette base dans le cas le plus général
(voir appendice D).

En e�et, lorsque le champ est polarisé linéairement dans la cavité le milieu ato-
mique joue un rôle complètement symétrique pour les composantes circulairesσ+

et σ−. Dans ce cas, on montre aisément que les modes x et y sont complètement
décorrélés. Ces modes s'écrivent en e�et en fonction des composantesσ+ et σ−:

Ax = − 1√
2
(A+ − A−) (5-102)

Ay = − i√
2
(A+ + A−) (5-103)

Par symétrie, les composantes circulaires véri�ent 〈δA2
+〉 = 〈δA2

−〉, 〈δA+δA†
−〉 =

〈δA†
+δA−〉 et 〈δA+δA†

+〉 = 〈δA−δA†
−〉. Les termes de corrélations croisés entre les
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Fig. 5.10 � Mesure de l'intrication des modes x et y. La courbe (a) donne les spectres de
bruit des modes +45 et i(−45). La somme de ces deux bruits donne la valeur
Ix,y(θ) (courbe (b)). La fréquence d'analyse vaut 5MHz, pour une puissance
incidente du faisceau pompe de 7 µW .

modes x et y sont alors nuls:

〈δAxδAy〉 =
i√
2
(〈δA2

+〉 − 〈δA2
−〉+ 〈δA+δA−〉 − 〈δA+δA−〉) = 0 (5-104)

〈δAxδA
†
y〉 =

−i√
2
(〈δA+δA†

+〉 − 〈δA−δA†
−〉+ 〈δA+δA†

−〉 − 〈δA†
+δA−〉) = 0 (5-105)

Les modes x et y sont bien décorrélés et leur intrication Ix,y est la plus faible du
système (voir paragrapheB.4). Dans ce cas la quantité Ix,y(θ) ne dépend pas la phase
θ (voir, par exemple, la relation 5-39). A�n de véri�er cette propriété expérimenta-
lement, nous avons mesuré cette quantité. On applique la méthode générale décrite
au paragraphe précédent. D'après la relation 5-92, on doit sommer les spectres de
bruit des modes A+45 et iA−45:

Ix,y(θ) = 〈δX2
+45(θ))〉 + 〈δX2

i(−45)(θ)〉 (5-106)

avec A+45 =
1√
2
(Ax + Ay)

iA−45 =
i√
2
(Ax − Ay)
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La lame (λ/2)M est donc tournée de +22,5◦ et les axes de la lame (λ/4)M coïn-
cident avec les directions horizontale et verticale de manière à envoyer les modesA+45

et iA−45 vers les deux détections homodynes 1 et 2 (voir �gure5.9). On véri�e sur la
�gure 5.10 que Ix,y(θ) ne dépend pas, en e�et, de la phase de l'oscillateur local.Les
deux modes x et y sont donc bien "décorrélés" au sens du critère de non-séparabilité.

Cette propriété n'est pas su�sante pour que la base (x,y) soit du type (u,v) car
il faut que les quadratures de bruit minimales soient les mêmes. Les orientations
respectives de ces quadratures pour les modes x et y sont données par les phases
des quantités 〈δA2

x〉 et 〈δA2
y〉:

〈δA2
x〉 =

1√
2
(〈δA2

+〉+ 〈δA2
−〉 − 2〈δA+δA−〉) (5-107)

〈δA2
y〉 = − 1√

2
(〈δA2

+〉+ 〈δA2
−〉+ 2〈δA+δA−〉) (5-108)

Celles-ci sont a priori distinctes. En outre, cette di�érence de phase des quadratures
dépend de la corrélation 〈δA+δA−〉 entre les modes circulaires. Il faut donc e�ectuer
une rotation de phase sur l'un des deux modes pour obtenir une base du type (u,
v).

C.2.2 Limite haute fréquence
Physiquement les modes circulaires sont corrélés par les processus de pompage

optique entre les sous niveaux Zeeman. Toutefois, on mesure le bruit à des fré-
quences d'analyse de l'ordre de quelques MHz. Cette fréquence est supérieure au
taux de pompage optique qui vaut quelques centaines dekHz pour nos paramètres
expérimentaux. Cela revient à considérer des échelles de temps inférieures au temps
caractéristique de pompage optique et donc de couplage. Les modes circulaires sont
donc décorrélés dans ces conditions:

〈δA+δA−〉 ' 0 et 〈δA+δA†
−〉 ' 0 (5-109)

Ils saturent le milieu atomique et sont donc comprimés par e�et Kerr. Par symétrie
leur spectre de bruit sont identiques:

〈δX2
σ+(θ)〉 = 〈δX2

σ−(θ)〉 ≡ 〈δX2
σ(θ)〉 (5-110)

Ces modes étant indépendants, on déduit aisément des relations de passage5-
102 que les modes x et y sont comprimés sur des quadratures orthogonales, leur
réduction de bruit étant égale à celle des modes circulaires:

〈δX2
x(θ)〉 = 〈δX2

y (θ + π/2)〉 = 〈δY 2
y (θ)〉 = 〈δX2

σ(θ)〉 (5-111)

Ces propriétés ont été mises en évidence expérimentalement (paragraphesD.3
du chapitre 2 et E.2 du chapitre 3). Elles ont également été démontrées rigoureuse-
ment lors de l'étude théorique d'une transition à quatre niveaux en X. Le détail des
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Fig. 5.11 � Mesure de l'intrication des modes polarisés à 45◦. La courbe (a) donne les
spectres de bruit des modes x et iy. La somme de ces bruits correspond à
I+45,−45(θ) (courbe (b)). La fréquence d'analyse vaut 5 MHz et la puissance
incidente 7 µ W .
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calculs est donné au paragraphe D.5.2 du chapitre 4.

A�n d'obtenir une base du type (u,v), il su�t donc de déphaser le mode y de
π/2. Les modes dé�nis par

Au = Ax et Av = iAy (5-112)

véri�ent les conditions requises: ils sont indépendants et comprimés pour la même
quadrature (voir �gure (a) de la �gure 5.11). Une fois cette base déterminée, on ap-
plique directement les résultats résumés sur la sphère de Poincaré au paragrapheB.4.

Ainsi, les modes intriqués sont les modes "polarisés circulairement" par rapport
à la base (u,v). Comme les modes u et v sont les modes x et y, l'un étant déphasé
de π/2 par rapport à l'autre, les modes a∗ et b∗ sont, en fait, les modes polarisés à
45◦ des axes Ox et Oy (voir relation 5-48):

Aa∗ =
1√
2
(Au − iAv) =

1√
2
(Ax + Ay) ≡ A+45 (5-113)

Ab∗ =
1√
2
(Au + iAv) =

1√
2
(Ax − Ay) ≡ A−45 (5-114)

Leur intrication est donnée par la somme des bruits des modesAx et iAy:

I+45,−45(θ) = 〈δX2
x(θ)〉+ 〈δX2

iy(θ)〉 = 〈δX2
x(θ)〉+ 〈δY 2

y (θ)〉 (5-115)

avec Ax =
1√
2
(A+45 + A−45)

iAy =
i√
2
(A+45 − A−45)

On déphase donc le mode Ay de π/2 à l'aide de la lame quart d'onde (λ/4)M

pour envoyer les modes Au = Ax et Av = iAy vers les deux détections homodynes.
Les deux modes étant comprimés sur la même quadrature, la valeur minimale de
I+45,−45(θ) est bien inférieure à 2 (voir �gure (b) de la �gure 5.11). Leur intrication
est optimale et vaut:

I+45,−45 = min
a,b

Ia,b = 〈δX2
x〉min + 〈δX2

y 〉min ' 1, 9 (5-116)

Ce résultat s'interprète aisément. Les relations de passage de la base (x,y) à
la base de polarisation (+45◦,−45◦) sont analogues à celles d'une lame séparatrice
50/50 (cf paragraphe B.2.3). On peut donc considérer que ces corrélations pro-
viennent du mélange sur une lame de deux modes indépendants, comprimés sur des
quadratures orthogonales.
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De manière équivalente, on peut raisonner dans la base des états circulaires. Les
modes σ+ et σ− sont indépendants et symétriques, ils sont alors comprimés pour la
même quadrature. Pour obtenir des états intriqués, il faut les combiner sur une lame
50/50 après avoir introduit un déphasage de π/2 [Reid89,Silberhorn01,Bowen03a].
On retrouve ainsi le même résultat: les modes intriqués sont les modes polarisés à
45◦:

A+45 ≡ 1√
2
(Ax + Ay) = −ei π

4√
2
(A+ + iA−) (5-117)

A−45 ≡ 1√
2
(Ax − Ay) = −e−i π

4√
2

(A+ − iA−) (5-118)

En pratique, il existe des sources d'asymétries dans le système qui induisent
une biréfringence circulaire du milieu atomique. Les composantesσ+ et σ− ne sont
donc pas tout à fait symétriques. Les modes x et iy ne sont donc pas comprimés
pour des quadratures parfaitement orthogonales (voir �gure (a) de la �gure5.11).
L'intrication des modes polarisés à 45◦ est alors légèrement supérieure à la somme
des bruits des modes x et y. Néanmoins, les spectres des modesx et iy présentés sur
la �gure 5.11 étant très peu décalés, nous n'avons donc pas cherché à caractériser
plus précisément les modesa∗ et b∗ qui sont, en toute rigueur, les modes d'intrication
maximale du système.

C.2.3 Intrication et réduction de bruit dans la limite haute
fréquence

Les résultats détaillés dans le paragraphe précédent sont résumés sur la sphère
de Poincaré représentée sur la �gure 5.12. Les paramètres de Stokes sont dé�nis par
rapport aux modes x et y. Ce choix équivaut à une rotation de π/2 suivant l'axe S1

de la sphère de Poincaré correspondant à la base (u,v)≡(x,iy) (�gure 5.7):

S1 = A∗
xAx − A∗

yAy = A∗
uAu − A∗

vAv = S ′1
S2 = A∗

xAy + A∗
yAx = i(A∗

vAu − A∗
uAv) = S ′3

S3 = i(A∗
yAx − A∗

xAy) = −(A∗
vAu + A∗

uAv) = −S ′2

Les propriétés quantiques du système découlent directement de l'analyse e�ectuée
dans le cas général au paragraphe B.4. A haute fréquence les modes circulaires sont
symétriques et indépendants; les relations 5-107, 5-108 et 5-109 donnent ici:

〈δA2
x〉 = −〈δA2

y〉 d'où 〈δA2
u〉 = 〈δA2

v〉 (5-119)

On déduit aisément de cette identité que pour toute base de polarisation (a,b) du
plan sous-tendu par (S1,S3), les modes sont indépendants, leur compression de bruit
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Fig. 5.12 � Propriétés quantiques du système dans la limite haute fréquence. La sphère de
Poincaré est dé�nie par rapport à la base (x,y)≡(x,−iy). Les modes polarisés
circulairement sont indépendants, de même pour les modesx et y. La meilleure
intrication a lieu pour les modes polarisés à 45◦. Les �èches correspondent à
une augmentation des corrélations lorsque l'on se déplace sur la sphère.

étant identique et maximale (voir équations 5-79).

En revanche, les modes polarisés à 45◦ sont les plus intriqués. Ils présentent
en outre un excès de bruit constant pour toutes les quadratures car 〈δA2

+45〉 =
〈δA2

−45〉 = 0 d'après la relation 5-83.

Nous avons véri�é ces propriétés expérimentalement. Les �gures 5.13 et 5.14
présentent les mesures du bruit et de l'intrication réalisées pour les trois bases de
polarisation (x,y), (+45,−45) et (σ+,σ−). Ces courbes ont été obtenues pour un
point de fonctionnement proche du sommet du pic de résonance de la cavité; la
fréquence d'analyse est �xée à 5 MHz.

On observe une réduction de bruit quasiment constante pour les modesx, y, σ+

et σ− de l'ordre de 5%. En revanche, les modes polarisés à 45◦ ne sont pas com-
primés et leur excès de bruit est quasiment constant. Il existe néanmoins de légères
di�érences dues aux asymétries du système. Celles-ci entraînent une légère oscilla-
tion des spectres de bruit des modes polarisés à 45◦ au dessus du bruit quantique
standard.

Pour mesurer l'intrication dans ces bases, on e�ectue la somme des spectres de



218 Chapitre 5. Génération d'états non-séparables

1(a) 1(b)

2(a) 2(b)

3(a) 3(b)

mode x mode iy

mode s-mode s+

mode +45 mode i(-45)

Fig. 5.13 � Bruits normalisées à la fréquence d'analyse de 5MHz. La cale piézo-électrique
de l'oscillateur local est modulée dans la temps, ce qui balaie la phase des qua-
dratures de bruit mesurées. La vitesse de balayage est di�érente pour les enre-
gistrements 1,2 et 3. Courbes 1(a) et (b): modesAx et Ay. Courbes 2(a) et (b):
modes Aσ+ et Aσ−. Courbes 3(a) et (b): modes A+45◦ et A−45◦. Les modes x,
y, σ+, σ− sont comprimés tandis que les modes à 45◦ présentent un excès de
bruit. Les spectres de bruits (a) et (b) sont enregistrés en même temps: à chaque
instant, la quadrature mesurée sur les deux spectres est la même.



C Application à l'expérience 219

I
+

4
5
,-

4
5
(

)
q

I
s

+
,s

-
(

)
q

I
x
,y
(

)
q

(a)

(b)

(c)

Fig. 5.14 � Mesure de l'intrication pour di�érentes bases de polarisation. Courbe (a):
Ix,y(θ). Courbe (b): Iσ+,σ−(θ). Courbe (c): I+45,−45(θ). Seul les modes pola-
risés à 45◦ sont intriqués. La fréquence d'analyse vaut 5MHz et la puissance
incidente vaut 5 µW .
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bruit suivant les relations:

Iσ+,σ−(θ) = 〈δX2
x(θ)〉 + 〈δX2

y (θ)〉 (5-120)
Ix,y(θ) = 〈δX2

+45(θ)〉 + 〈δX2
i(−45)(θ)〉 (5-121)

I+45,−45(θ) = 〈δX2
x(θ)〉 + 〈δX2

iy(θ)〉 (5-122)

Ainsi l'intrication Iσ+,σ− est obtenue à partir des spectres 1(a) et 1(b) de la �gure
5.14, où le spectre 1(b) est décalé de π. L'intrication Ix,y est obtenue de la même
manière en sommant directement les spectres 3(a) et 3(b). En�n l'intricationI+45,−45

est obtenue à partir de la somme des spectres 1(a) et 1(b) sans décalage.
Conformément à nos prédictions, les modes circulaires sont e�ectivement décor-

rélés à la fréquence de 5MHz (voir courbe (b) de la �gure 5.14). On retrouve pour la
base (x,y), les résultats présentés dans les paragraphes précédents (voir les courbes
(a) de la �gure 5.14 et (b) de la �gure 5.11), à savoir qu'ils sont décorrélés. Seuls les
modes +45 et −45 sont intriqués (courbe (c) de la �gure 5.14).

C.2.4 Dépendance en fréquence
A basse fréquence, la situation est plus complexe: il faut tenir compte des corré-

lations entre les composantes circulaires. Celles-ci jouent en e�et un rôle important
pour des fréquences inférieures au taux de pompage optique. Néanmoins les modes
σ+ et σ− sont toujours symétriques car la polarisation est linéaire. Les modes x
et y sont donc toujours indépendants, même à basse fréquence (équations5-104 et
5-105). Par contre, les quadratures de bruit minimal tournent l'une par rapport à
l'autre. On rappelle les expressions des quantités〈δA2

x〉 et 〈δA2
y〉 (équations 5-107 et

5-108):

〈δA2
x〉 =

1√
2
(〈δA2

+〉+ 〈δA2
−〉 − 2〈δA+δA−〉) (5-123)

〈δA2
y〉 = − 1√

2
(〈δA2

+〉+ 〈δA2
−〉+ 2〈δA+δA−〉) (5-124)

Pour obtenir une base du type (u,v), il faut donc déphaser un mode, par exemple le
mode y:

Au = Ax et Av = ie−iφcAy (5-125)

avec tan φc =
2|〈δA+δA−〉| sin(φ2 − φ1)

|〈δA2
+〉|+ |〈δA2−〉|+ 2|〈δA+δA−〉| cos(φ1 − φ2)

(5-126)

où φ2 et φ1 sont les phases des termes 〈δA2
+〉 = 〈δA2

−〉 et 〈δA+δA−〉. Ce déphasage
du mode y revient à faire tourner la sphère de Poincaré associée aux modesu, v de



C Application à l'expérience 221

( )s-

S
1

S
3

S
2

(a*)

(v) (ie y)º
-ifc

(-45)

(u) (x)º

( +)s

(+45)

(b*)

S'
2

S'
3

(d)

( )c

fc

Réduction de bruit maximale:

=S SS'1, 2S' min

+

+

+

Intrication optimale:

=Ia*,b* < X  > +< X >d dx min y min

2 2

Modes "indépendants" < A A >=0d du v

Fig. 5.15 � Propriétés quantiques du système à basse fréquence d'analyse du bruit représen-
tées dans la sphère de Poincaré. La sphère est ici dé�nie par rapport aux modes
x,y. Les modes intriqués sont les modes correspondant à l'axe S′3. Contraire-
ment au cas précédent où l'on avait S′3 = S2, l'axe S′3 fait maintenant un angle
φc avec l'axe S2.

l'angle φc autour de l'axe S1. Les di�érentes propriétés de bruit et d'intrication sont
illustrés sur la �gure 5.15.

Les modes les plus intriqués (a∗ et b∗) sont maintenant donnés par:

Aa∗ =
1√
2
(Au − iAv) =

1√
2
(Ax + e−iφcAy) (5-127)

Ab∗ =
1√
2
(Au + iAv) =

1√
2
(Ax − e−iφcAy) (5-128)

Ce sont des modes elliptiques tournés à45◦. Leur intrication est égale à la réduction
de bruit des modes x et y (voir relation 5-50):

Ia∗,b∗ = min
a,b

Ia,b = 〈δX2
x〉min + 〈δX2

y 〉min (5-129)

La �gure 5.16 montre l'évolution de cette intrication maximale lorsque la fréquence
d'analyse varie entre 1.5 et 12 MHz. Cette série de mesure correspond à celle pré-
sentée dans le paragraphe E.1 du chapitre 3. A basse fréquence, la réduction du
bruit augmente pour le mode vide y et diminue pour le champ moyen x; ce dernier
présente alors un excès de bruit (voir �gure (a) de la �gure5.16). Au total, l'intri-
cation générée par le système commence à diminuer pour des fréquences d'analyse
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Bruit minimum du mode Ay

Bruit minimum du mode Ax

Ia*,b*

I+45,-45

(a)

(b)

Fig. 5.16 � Mesure de l'intrication en fonction de la fréquence. Courbe (a): spectres de
bruit minimal pour les modes x et y. Ces résultats correspondent à la série de
mesure présentée sur la �gure 3.20. Courbe (b): comparaison entre la valeur
de l'intrication maximale (Ia∗,b∗ = 〈δX2

x〉min + 〈δX2
y 〉min) et l'intrication des

modes polarisés à 45◦ (I+45,−45). Pour des fréquences inférieures à 4MHz, la
meilleure intrication ne correspond plus aux modes polarisés à 45◦. La puissance
incidente vaut 4,2 µ W .
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inférieures à 2 MHz.
On présente également sur la �gure 5.16 la valeur de l'intrication correspondant

aux modes polarisés à 45◦. A haute fréquence, |〈δA+δA−〉| tend vers 0, de même
que φc. On retrouve le fait que les modes polarisés à 45◦ sont les plus intriqués:
les deux valeurs I+45,−45 et Ia∗,b∗ doivent être égales. On constate néanmoins un
léger désaccord car les modes x et y ne sont pas comprimés pour des quadratures
parfaitement orthogonales.

Pour des fréquences inférieures à 4MHz, ces deux mesures se séparent: les modes
+45 et −45 ne sont plus les modes les plus corrélés. Ceci est dû à l'apparition de
corrélations sur les modes circulaires σ+ et σ−.

Nous avons ainsi détaillé les di�érentes propriétés de bruit et d'intrication en
quadrature sur les di�érents modes de polarisation à la sortie de la cavité. Cette
étude complète l'analyse de notre système lorsque la polarisation est linéaire. Avant
de nous intéresser à la possibilité de générer des états intriqués en polarisation, nous
allons maintenant présenter les résultats obtenus lorsque la polarisation est devenue
circulaire à l'intérieure de la cavité.

C.3 Polarisation circulaire
Le faisceau pompe est toujours polarisé linéairement. Toutefois, il existe un do-

maine de désaccord de la cavité pour lequel la polarisation devient circulaire, i.e.
une composante circulaire, disons σ+, devient dominante. Nous avons montré aux
paragraphes E du chapitre 2 et E.3 du chapitre 3 qu'il était possible d'obtenir une
réduction de bruit sur cette composante.

Dans ce cas, un seul mode du champ est nécessaire pour décrire l'interaction avec
le milieu atomique. Les propriétés quantiques du système se déduisent de l'analyse
générale du paragraphe B.4. De façon évidente, la base des états circulaires corres-
pond à une base du type (u,v): Au = Aσ+ et Av = Aσ− . Le mode v possède en e�et
les �uctuations du vide: il n'a pas d'orientation particulière dans le diagramme de
Fresnel: 〈δA2

v〉 = 0. Les propriétés de la base (u,v) doivent donc rester inchangées
quelque soit le déphasage de ce mode. Ce déphasage revient à faire tourner la sphère
de Poincaré autour de l'axe S ′1, avec la dé�nition:

S ′1 = A∗
uAu − A∗

vAv = A∗
σ+

Aσ+ − A∗
σ−Aσ− ≡ S3

Les propriétés quantiques représentées sur la sphère de Poincaré (voir �gure5.17)
sont donc invariantes par rotation autour de l'axeS3.

En particulier la somme des bruits minimauxΣa,b est constante pour toutes les
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Fig. 5.17 � Propriétés quantiques du système dans le cas où la polarisation est devenue
circulaire à l'intérieur de la cavité. La sphère de Poincaré est dé�nie par rapport
aux modes x,y. Les modes circulaires sont indépendants. La somme des bruits
minimaux est constante pour toutes les bases de polarisation. Les modes situés
dans le plan équatorial sont les plus corrélés.
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1(a) 1(b)

2(a) 2(b)

3(a) 3(b)

mode s+ mode s-

mode iy

mode +45

mode x

mode i(-45)

Fig. 5.18 � Bruits noramlisés pour di�érents modes à la fréquence d'analyse de 4MHz. la
cavité est asservie dans le domaine où la polarisation du faisceau intracavité est
circulaire. Courbes 1(a) et (b): modesAσ+ et Aσ−. Courbes 2(a) et (b): modes
Ax et iAy. Courbes 3(a) et (b): modes A+45◦ et iA−45◦. Les modes x, y, +45
et i(−45) sont comprimés de manière semblables. La fréquence d'analyse vaut
4 MHz et la puissance incidente 4 µ W .
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bases de polarisation:

〈δX2
a(θ)〉 = β2〈δX2

σ+
(θ)〉+ α2 (5-130)

〈δX2
b (θ)〉 = α2〈δX2

σ+
(θ)〉+ β2 (5-131)

d'où Σa,b = 〈δX2
σ+
〉min + 1 = Σmin (5-132)

Ce comportement est illustré sur la �gure5.18 où l'on présente les bruits des modes
σ+, σ−, x, iy, +45 et i(−45) à la fréquence de 4 MHz, la cavité étant asservie dans
le domaine où la polarisation est devenue circulaire. Nous observons la réduction de
bruit, de l'ordre de 7%, attendue sur la composante σ+. Les bruits des modes x, iy,
+45, i(−45) sont très semblables. Leur réduction de bruit est égale à la moitié de
celle du mode σ+:

〈δX2
x〉min ' 〈δX2

y 〉min ' 〈δX2
+45〉min ' 〈δX2

−45〉min ' 0, 97 (5-133)

On remarque que les modes x et y présentent les mêmes caractéristiques de
bruit que dans le cas où la polarisation est linéaire, à savoir ils sont tous les deux
comprimés et ce pour des quadratures orthogonales. Pourtant la situation est ici
radicalement di�érente: le champ à la sortie de la cavité est monomode, autrement
dit les propriétés quantiques du système peuvent être décrites ici par la compression
de bruit d'un seul mode, i.e. σ+. C'est pourquoi les modes x et y ne sont mainte-
nant plus indépendants, contrairement au cas où la polarisation reste linéaire dans
la cavité.

L'intrication est maximale, en fait, pour toutes les bases du plan sous-tendu par
S1 et S2 et en particulier pour la base (x,y )(voir �gure 5.17). L'équation 5-49 donne
ici:

(|〈δAaδAb〉|)S1,S2 = max
a,b

|〈δAaδAb〉| = 1

2
〈δA2

u〉
d'où IS1,S2 = 〈δX2

σ+〉min + 1 = Σmin d'après la relation 5-50 (5-134)

On véri�e cette propriété en mesurant l'intrication générée par le système. Nous
rappelons l'expression de l'intrication pour les bases de polarisation (x,y), (+45,−45)
et (σ+,σ−):

Iσ+,σ−(θ) = 〈δX2
x(θ)〉 + 〈δX2

y (θ)〉 (5-135)
Ix,y(θ) = 〈δX2

+45(θ)〉 + 〈δX2
i(−45)(θ)〉 (5-136)

I+45,−45(θ) = 〈δX2
x(θ)〉 + 〈δX2

iy(θ)〉 (5-137)

Les �gures (b) et (c) de la �gure 5.19 mettent en évidence les corrélations des
modes x et y, ainsi que celles des modes polarisés à 45◦. Ce résultat nous permet
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Fig. 5.19 � Mesure de l'intrication pour di�érentes bases de polarisation. Courbe (a):
Ix,y(θ). Courbe (b): Iσ+,σ−(θ). Courbe (c): I+45,−45(θ). La fréquence d'analyse
est ici �xée à 4 MHz.
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donc de dissocier sans ambiguïtés les propriétés de bruit du système lorsque un seul
ou deux modes du champ sont impliqués, i.e. lorsque la polarisation est circulaire
ou linéaire.

L'analogie entre les relations de changement de bases de polarisation et celle
de passage par une lame séparatrice donne à nouveau une interprétation claire de
ces résultats. Le cas étudié ici s'apparente au mélange sur une lame d'un faisceau
comprimé u (σ+) avec un faisceau vide au bruit quantique standard (σ−). En trans-
mission, la réduction de bruit est plus faible car une partie de la compression de
bruit a été transférée au mode ré�échi, la réduction de bruit totale étant conservée.
Par contre ce processus intrique les modes transmis et ré�échi.

D Intrication en polarisation
Nous avons déterminé théoriquement et expérimentalement les propriétés de cor-

rélation et de réduction du bruit du système. En particulier, nous avons montré que
ce système génère des états non-séparables: les modes polarisés à 45◦ dans la limite
des hautes fréquences de bruit. Toutefois nous n'avons jamais séparé spatialement
ces deux modes du champ.

Pour con�rmer expérimentalement l'intrication de ces deux modes, nous les
avons séparés et nous avons mesuré leurs �uctuations individuellement. Nous avons
alors étudié les corrélations entre les photocourants de détection [Reid89,Ou92,Bo-
wen03a]. Ce principe de mesure est illustré sur la �gure (a) de la �gure5.8.

Nous allons voir maintenant qu'il est possible de se servir de ce principe de
détection pour produire des faisceaux intriqués, non plus en quadrature mais en
polarisation [Korolkova02a,Bowen02b].

D.1 Dé�nition et principe
A deux modes de polarisation α et β séparés spatialement, sont associés deux

ensembles de paramètres de Stokes. Ces opérateurs peuvent être intriqués. Le critère
de non-séparabilité, utilisé pour caractériser l'intrication en quadrature se généralise
aisément si les deux faisceaux sont parfaitement polarisés (voir appendiceC). Deux
faisceaux sont intriqués en polarisation si:

IS
α,β =

1

2
[〈δ(Sα

2 + Sβ
2 )2〉+ 〈δ(Sα

3 + Sβ
3 )2〉] < |〈[Sα

2 , Sα
3 ]〉|+ |〈[Sβ

2 , Sβ
3 ]〉| (5-138)

On peut bien sûr intervertir les rôles des composantes S1, S2 et S3. Ce critère
est maintenant plus complexe: il dépend des valeurs stationnaires de certains para-
mètres, i.e. 〈Sα

1 〉 et 〈Sβ
1 〉. Il faut, en outre, considérer les relations de commutation
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Modes intriqués
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Intrication

en
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Fig. 5.20 � Principe de génération de faisceaux intriqués en polarisation à l'aide de deux
modes intriqués en quadrature

entre les deux observables Sα
2 + Sβ

2 et Sα
3 + Sβ

3 . Les relations d'incertitude imposent
en e�et:

IS
α,β ≥ |〈[Sα

2 + Sβ
2 , Sα

3 + Sβ
3 ]〉| = |〈Sα

1 〉+ 〈Sβ
1 〉| (5-139)

Un état intriqué en polarisation doit donc satisfaire:

|〈Sα
1 〉+ 〈Sβ

1 〉| ≤ IS
α,β < |〈Sα

1 〉|+ |〈Sβ
1 〉| (5-140)

Ceci n'est possible que si 〈Sα
1 〉 6= 〈Sβ

1 〉.

De tels états sont générés, par exemple, en combinant deux faisceaux comprimés
en polarisation sur un cube polariseur [Korolkova02a]. On peut également utiliser
l'intrication en quadrature de deux modesa et b en suivant la méthode utilisée dans
la référence [Bowen02b]. Ces deux modes sont séparés sur un cube polariseur et
mélangés avec un faisceau intense polarisé à 45◦, noté B (voir �gure 5.20). A la
sortie du cube, on obtient deux faisceauxα et β, composés des modes Aa et By, et
Bx et Ab respectivement. Les paramètres de Stokes associés aux faisceauxα et β
s'écrivent:

Sα
1 = A†

aAa −B†
yBy Sβ

1 = B†
xBx − A†

bAb

Sα
2 = AaB

†
y + A†

aBy Sβ
2 = BxA

†
b + B†

xAb

Sα
3 = i(AaB

†
y − A†

aBy) Sβ
3 = i(BxA

†
b −B†

xAb)
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Le faisceau B étant polarisé à 45◦, on dé�nit

〈Bx〉 = 〈By〉 = αBeiθB , 〈Aa〉 = αae
iθa , 〈Ab〉 = αbe

iθb (5-141)

Le faisceau B est choisi su�samment intense pour satisfaireαB À αa, αb. Les deux
faisceaux sont donc polarisés orthogonalement suivant les directions verticale et
horizontale respectivement: 〈Sα

1 〉 = −〈Sβ
1 〉 = −α2

B. Dans ces conditions, le critère
d'intrication en polarisation s'écrit:

0 ≤ 1

2
[〈δ(Sα

2 + Sβ
2 )2〉+ 〈δ(Sα

3 + Sβ
3 )2〉] < 2α2

B (5-142)

Les �uctuations des paramètres de Stokes S2 et S3 sont proportionnelles aux
quadratures des modes a et b (cf paragraphe C.5.4 du chapitre 1):

δSα
2 = αBδXa(θB), δSβ

2 = αBδXb(θB)

δSα
3 = −αBδYa(θB), δSβ

3 = αBδYb(θB)

La valeur IS
α,β est donc directement proportionnelle à la valeur de l'intrication en

quadrature des modes a et b:

IS
α,β = α2

B Ia,b(θB) (5-143)

La phase du faisceau B doit être �xée par rapport aux modes a et b de manière
à obtenir Ia,b(θB) = minθ Ia,b(θ) ≡ Ia,b < 2. Les faisceaux α et β sont alors intriqués
en polarisation à la sortie du cube polariseur.

On mesure directement les �uctuations des paramètres de StokesS2 et S3 selon
la méthode décrite au paragrapheC.6.2 du chapitre 1. Les signaux sortant des deux
détections sont sommés pour obtenir successivement les �uctuations des variables
Sα

2 + Sβ
2 et Sα

3 + Sβ
3 .

Il est clair que cette expérience, présentée sous le formalisme de l'intrication en
polarisation, revient à mesurer l'intrication des modesa et b par la méthode usuelle
décrite sur la partie (a) de la �gure5.8; ces derniers étant alors séparés spatialement.
Le faisceau B joue ici un rôle similaire à l'oscillateur local, à la di�érence près que
sa phase est �xée.

D.2 Mise en oeuvre
Nous reprenons le montage expérimental utilisé pour la mesure directe de l'in-

trication des modes a et b (voir �gure 5.9). Les faisceaux α et β sont envoyés vers
les dispositifs de détection 1 et 2 (�gure 5.21). Au cours de l'analyse précédente,
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Fig. 5.21 � Dispositif de mesure de l'intrication en polarisation. Les lames quart d'onde
(λ/4)1,2 et demi-onde (λ/4)1,2 sont ajustées pour mesurer les paramètres de
Stokes Sα,β

2 et Sα,β
3 . Le signal d'interférence de la photodiode 1A est utilisé

pour asservir la phase du faisceau B.

nous n'avons pas tenu compte des déphasages introduits par le cube qui mélange les
modes a, b avec le faisceau intense B. Néanmoins, nous avons vu qu'il était possible
de corriger ces déphasages en jouant sur l'ellipticité du faisceauB (cf § D.1.3 du
chapitre 2). Par souci de simplicité, nous n'en tiendrons donc pas compte dans la
suite.

D.2.1 Détection des paramètres de Stokes

Sur les voies 1 et 2 on mesure successivement les paramètres de StokesS2 et
S3 des faisceaux α et β. Deux lames quart d'onde amovibles (λ/4)1 et (λ/4)2 sont
ajoutées sur les deux voies pour mesurer le paramètre S3 (voir �gure 5.21). Leurs
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axes optiques sont orientées suivant les directions horizontales et verticales. Pour
déterminer les expressions des photocourants i1 ≡ i1A − i1B et i2 ≡ i2A − i2B, on
réécrit les équations 5-93 à 5-96 avec les nouvelles notations:

A1A = ± 1√
2
(Aa + By) (5-144)

A1B = ± 1√
2
(Aa − By) (5-145)

A2A = ± 1√
2
(Ab − Bx) (5-146)

A2B = ± 1√
2
(Ab + Bx) (5-147)

En présence des lames (λ/4)1 et (λ/4)2, il faut remplacer By par −iε1By et Ab

par −iε2Ab dans les équations précédentes. Les coe�cients ε1 = ±1 et ε2 = ±1
dépendant de l'orientation des axes lent et rapide de ces lames. Les �uctuations des
photocourants donnent:

sans lame (λ/4)1: δi1 ∝ δSα
2 = αB δXa(θB) (5-148)

avec lame (λ/4)1: δi1 ∝ ε1 δSα
3 = −ε1 αB δYa(θB) (5-149)

sans lame (λ/4)2: δi2 ∝ δSβ
2 = αB δXb(θB) (5-150)

avec lame (λ/4)2: δi2 ∝ ε2 δSβ
3 = ε2 αB δYb(θB) (5-151)

Il n'est pas nécessaire de déterminer quels sont les axes lents et rapides des lames
quart d'onde; il su�t simplement de connaître l'orientation de l'une par rapport
à l'autre. Cette caractérisation peut être e�ectuée aisément: on envoie un faisceau
polarisé horizontalement sur ces deux lames placées en série et tournées de 45◦. Si les
axes optiques coïncident, cette combinaison est équivalente à une lame demi-onde;
la polarisation sortante est alors verticale et donc ré�échie par un cube polariseur.
On repère ainsi les axes optiques l'un par rapport à l'autre. On �xe �nalementε1 =
ε2 ≡ ε. Ce problème étant réglé, il su�t d'envoyer la somme des deux photocourants
is vers un analyseur de spectre:

sans lames: δis ∝ δSα
2 + δSβ

2 = αB (δXa + δXb)(θB) (5-152)
avec lames: δis ∝ δSα

3 + δSβ
3 = −εαB (δYa − δYb)(θB) (5-153)

En pratique cette somme est obtenue par la di�érence des photocourants i1 et
−i2 par le même composant (Minicircuits ZSCJ-2-1) que ceux utilisés pour e�ectuer
la di�érence des photocourants i1 = i1A − i1B et −i2 = i2B − i2A.
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(a) (b)

µW µW

Fig. 5.22 � Bruit quantique standard mesuré avec (a) ou sans (b) les lames(λ/4)1 et (λ/4)2
en fonction de la puissance de l'oscillateur local. La fréquence d'analyse vaut 5
MHz.

D.2.2 Véri�cation de la détection
On mesure le niveau du bruit quantique standard en envoyant deux modes vides

a et b vers les deux détections homodynes. Dans ce cas 〈(δivide
s )2〉 ∝ 2α2

B. Cette
mesure peut se faire de deux façons: avec ou sans lames. Nous avons véri�é que
sa valeur est bien identique dans les deux cas et qu'elle dépend linéairement de
l'intensité (�gure 5.22). On note SS2 et SS3 les bruits normalisés au shot:

sans lames: SS2 ≡
〈(δis)2〉
〈(δivide

s )2〉 =
1

2α2
B

〈δ(Sα
2 + Sβ

2 )2〉 =
1

2
〈(δXa + δXb)

2(θB)〉 (5-154)

avec lames: SS3 ≡
〈(δis)2〉
〈(δivide

s )2〉 =
1

2α2
B

〈δ(Sα
3 + Sβ

3 )2〉 =
1

2
〈(δYa − δYb)

2(θB)〉 (5-155)

On remarque que les valeurs SS2 et SS3 , correspondent aux bruits de la quadra-
ture θB des modes A1 et A2:

SS2 =
1

2
〈(δXa + δXb)

2(θB)〉 = 〈δX2
1 (θB)〉 (5-156)

SS3 =
1

2
〈(δYa − δYb)

2(θB)〉 = 〈δX2
2 (θB)〉 (5-157)

avec A1 =
1√
2
(Aa + Ab)

A2 =
i√
2
(Aa − Ab)

On retrouve ainsi la propriété utilisée pour la mesure directe de l'intrication des
modes a et b (voir équation 5-92). Une attention particulière a été portée au réglage
des di�érentes lames impliquées dans la mesure. Il est néanmoins indispensable de



234 Chapitre 5. Génération d'états non-séparables

(a) (b)
mode s+

mode s- mode s-

mode s+

Fig. 5.23 � Mesure des spectres de bruit des composantes circulaires par deux méthodes.
Courbe (a): mesure directe selon la méthode décrite en légende de la �gure5.8.
Courbe (b): avec (mode σ+) ou sans (mode σ−) lames quart d'onde.

s'assurer qu'aucune erreur ne s'est introduite dans le montage. Par exemple, si les
lames quart d'ondes avaient été, par erreur, réglées de telle sorte queε1 = −ε2 alors
SS2 et SS3 seraient les bruits de quadrature du même modeA1 (voir formules 5-149,
5-151 et 5-153).

On véri�e la validité de la détection en choisissant deux modesa et b tels que
les spectres de bruit des modes 1 et 2 qui leur sont associés (suivant les relations
5-156 et 5-157) soient très di�érents, donc aisément identi�ables. Une bonne solution
consiste à asservir la cavité dans le domaine où la polarisation est devenue circulaire
dans la cavité. Dans ce cas, seul un mode circulaire, soitAσ+ = A1, est comprimé,
tandis que le mode Aσ− = A2 reste au niveau du bruit quantique standard. On
envoie donc les modes Aa = A+45 et Ab = iA−45 vers le dispositif de détection:

SS2 = 〈δX2
σ+

(θB)〉 , SS3 = 〈δX2
σ−(θB)〉 (5-158)

avec Aσ+ =
−e−i π

4√
2

(A+45 + iA−45)

Aσ− =
ie−i π

4√
2

(A+45 − iA−45)

En faisant varier continûment la phase de B, celui-ci jouant le rôle d'oscilla-
teur local, on retrouve les spectres de bruit des modes circulaires. On compare ces
spectres à ceux donnés par une mesure directe (on revient alors à la méthode de
mesure utilisant les deux détections homodynes décrites sur la �gure5.9). La �gure
5.23 montre un très bon accord entre ces deux méthodes: le modeσ+ oscille entre
les mêmes valeurs de bruit minimal et maximale et le modeσ− est bien au niveau
du bruit quantique standard. Nous validons ainsi notre dispositif de détection.
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D.2.3 Asservissement de la phase
Pour produire les deux faisceaux intriqués en polarisation, on asservit la phase

θB. Le principe de cet asservissement a été présenté dans le paragraphe D.2 du
chapitre 3. On utilise le signal d'interférence i1A entre le mode Aa et le mode By

donné par la sortie basse fréquence de la photodiodePhD 1A. La lame quart d'onde
(λ/4)1 introduisant un déphasage de π/2 entre ces deux modes, l'expression du
photocourant i1A est di�érente suivant que l'on mesure le paramètre de StokesS2

ou S3 du faisceau. A partir des équations 5-141 et 5-144 on obtient:

i1A ∝ α2
B + α2

a + 2αBαa cos θ1A (5-159)
sans lame (λ/4)1: θ1A ≡ θS2 = θB − θa

avec lame (λ/4)1: θ1A ≡ θS3 = θB − θa − επ/2

La valeur de θB ne doit pas varier entre les mesures des paramètres de StokesS2

et S3. C'est pourquoi on compense le déphasage deπ/2 introduit par la lame (λ/4)1

sur le mode B en déplaçant le point d'asservissement de θ1A entre les deux mesures
de π/2.

D.3 Résultats expérimentaux
Si on s'intéresse à des fréquences d'analyse élevées, c'est à dire supérieures àγ,

les modes polarisés à 45◦ sont intriqués à la sortie de la cavité. On les utilise donc
naturellement pour produire les deux faisceaux intriqués en polarisation suivant la
méthode décrite ci-dessus. On place une lame demi-onde tournée à+22.5◦ sur le
trajet du faisceau pompe de manière à obtenirAa = A+45 et Ab = A−45. Pour cette
con�guration, les signauxSS2 et SS3 correspondent aux bruits des modesx et y pour
la quadrature θB (voir les équations 5-156 et 5-157):

SS2 = 〈δX2
x(θB)〉 , SS3 = 〈δY 2

y (θB)〉 (5-160)

Dans ce domaine de fréquence, les modesx et y sont comprimés sur des quadra-
tures orthogonales. A�n que les faisceauxα et β soient intriqués en polarisation, la
phase du faisceau B doit être égale à la phase θsq

B = θsq des quadratures comprimées
des modes x et iy, tel que:

SS2 = 〈δX2
x(θsq)〉 = 〈δX2

x〉min < 1 (5-161)
SS3 = 〈δY 2

y (θsq)〉 = 〈δX2
iy(θsq)〉 = 〈δX2

y 〉min < 1 (5-162)

En pratique nous asservissons les phasesθS2 et θS3 à l'aide du signal d'interférence
i1A (voir relation 5-159):

sans lame (λ/4)1: θS2 = θB − θ+45 = θB − θx (5-163)
avec lame (λ/4)1: θS3 = θB − θ+45 ± π/2 = θB − θx ± π/2 (5-164)
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Fig. 5.24 � Mesure des bruits SS2 (courbes (a)) et SS3 (courbes (b)) en fonction de cos θS2

et cos θS3 respectivement. Courbes (1): Aa = A+45 et Ab = A−45. Courbes (2):
Aa = A+45 et Ab = iA−45. Les valeurs θsq

S2
et θsq

S3
correspondent aux quadratures

comprimées. Pour les courbes 2, on obtient θsq
S2
' 120◦ et θsq

S3
' 30◦, et donc

θsq
S3
− θsq

S2
' 90◦.

où θx = θ+45 est la phase commune des champs moyens 〈Ax〉 et 〈A+45〉. Nous dé-
terminons la position d'asservissement en étudiant l'évolution des bruitsSS2 et SS3

lorsqu'on balaie la phase θB. La �gure 5.24 montre les courbes obtenues lorsque l'on
trace ces bruits en fonction des signaux d'interférences normaliséscos θS2 et cos θS3 .
Ceci revient à déterminer quelles sont les quadratures comprimées pour le modes
x et y. Cette étude a déjà été réalisée en utilisant une méthode directe (voir para-
graphe E.2 du chapitre 3).

On retrouve ici la propriété observée précédemment, à savoir que la réduction
de bruit du champ moyen apparaît sur une quadrature très proche de la quadrature
d'amplitude correspondant à θS2 ≡ θsq

S2
' 0[π], i.e θsq

B ' θx (voir courbe 1(a) de la
�gure 5.24). Pour cette raison, il n'est pas possible d'asservir la phase du faisceauB
avec le signal i1A, l'asservissement par di�érence ne fonctionnant pas au voisinage
d'un extremum (θS2 ' 0 ou π).

Pour résoudre ce problème, on rajoute une lame quart d'onde sur le trajet du
faisceau pompe. Les modes Aa = A+45 et Ab = iA−45 sont maintenant mélangés
avec le faisceau B. Ils possèdent la même intrication que les modes A+45 et A−45
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(I+45,−45 = I+45,i(−45)) mais les bruits SS2 et SS3 s'expriment maintenant en fonction
des bruits des modes circulaires. Les relations5-156, 5-157 et 5-159 donnent dans ce
cas:

SS2 = 〈δX2
σ+

(θB)〉 , SS3 = 〈δX2
σ−(θB)〉 (5-165)

et θS2 = θB − θ+45 = θB − θσ+ + π (5-166)
θS3 = θB − θ+45 ± π/2 = θB − θσ− ± π/2 (5-167)

Les relations 5-166 et 5-167 découlent directement des relations de passage entre
les di�érentes bases de polarisation qui sont résumées dans l'appendiceA. La dépen-
dance des bruits SS2 et SS3 en fonction de la phase est illustrée sur les courbes 2(a)
et 2(b) de la �gure 5.24. La courbe (a) donne la dépendance du bruit du modeσ+

en fonction de la phase relative entre ce mode et le modeB; celle-ci est donc équiva-
lente à la courbe 3(a) de la �gure 2.32. Ce mode est comprimé pour une quadrature
di�érente de la quadrature d'amplitude, il est donc possible d'asservir la phaseθS2

sur la quadrature comprimée θsq
S2
.

Le mode σ− doit être comprimé pour la même quadrature, les composantes cir-
culaires jouant un rôle symétrique lorsque la polarisation est linéaire. Or la phase
θS3 est décalée de π/2 par rapport à la phase relative entre ce mode et champB.
La quadrature de bruit minimum doit correspondre alors àθsq

S3
' θsq

S2
± π/2, ce qui

est bien le cas, comme on le voit sur la courbe 2(b) de la �gure 5.24. Le point de
fonctionnement correspondant est également accessible par notre asservissement.

Dans ces conditions, nous avons pu mesurer les �uctuations des paramètres de
Stokes S2 et S3, la phase θB étant maintenue constante à la valeur:

θsq
B = θsq

S2
+ θx ' θsq

S3
+ θx +±π/2 (5-168)

Les résultats obtenus à la fréquence d'analyse de 5MHz sont présentés sur la �gure
5.25. On observe une réduction de bruit de l'ordre de 4% sur les deux bruits SS2 et
SS3 :

SS2 ≡
1

2α2
B

〈δ(Sα
2 + Sβ

2 )2〉 = 〈δX2
σ+
〉min ' 0.96 < 1 (5-169)

SS3 ≡
1

2α2
B

〈δ(Sα
3 + Sβ

3 )2〉 = 〈δX2
σ−〉min ' 0.96 < 1 (5-170)

Les deux faisceaux α et β sont donc bien intriqués en polarisation puisqu'ils véri�ent
le critère:

IS
α,β

α2
B

= SS2 + SS3 = I+45,i(−45) ' 1.92 < 2 (5-171)

On retrouve ainsi la valeur de l'intrication des modes polarisés à 45◦. Cette valeur
concorde avec les résultats obtenus par la mesure directe décrite au paragrapheC.2.
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(a)

(b)

Fig. 5.25 � Mesure des bruits SS2 (courbe (a)) et SS3 (courbe (b)) à la fréquence d'analyse
de 5 MHz. La phase du faisceau B est maintenue constante entre les deux
mesures. On observe une réduction de bruit d'environ 4% sur ces deux bruits.
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E Conclusion
Nous avons donc étudié les corrélations quantiques produites par le système. Pour

cela, nous avons estimer l'intrication, dé�nie à partir du critère de non-séparabilité
développé par Duan et al. [Duan00a], entre deux modes de polarisation orthogo-
nale. Dans un premier temps nous avons considéré les propriétés générales d'un
système impliquant deux modes, et nous avons montré que il était toujours possible
de trouver une base particulière pour lesquels les modes sont "décorrélés". Une fois
cette base identi�ée, les propriétés d'intrication du système se déterminent aisément.

Nous avons appliqué ces résultats à l'étude de l'interaction du faisceau pompe
avec le milieu atomique en cavité. Pour des fréquences supérieures au taux de pom-
page optique, les modes de polarisation circulaireσ+ et σ− sont indépendants. Ceux-
ci sont également symétriques lorsque la polarisation du faisceau pompe reste li-
néaire. Du fait de la non-linéarité associée à la saturation de la transition optique
ces deux modes sont comprimés, et ce pour des quadratures identiques.

Les propriétés d'intrication et de réduction de bruit du système découlent alors
directement des relations de passage entre la base de polarisation circulaire et les
autres bases de polarisation. Ainsi les modes polarisés linéairement x et y sont
décorrélés et comprimés sur des quadratures orthogonales. En revanche, les modes
polarisés à 45◦ sont les modes les plus intriqués du système.

Nous avons véri�é ces résultats expérimentalement en mesurant, par une méthode
originale, l'intrication entre ces di�érents modes. Ces résultats sont en accord, d'une
part avec les résultats expérimentaux déjà présentés dans les chapitres 2 et 3 et
d'autre part avec les prévisions théoriques données par le modèle à quatre niveau en
"X" (voir chapitre 4).

Une fois les modes intriqués identi�és, nous les avons mélangés sur un cube
polariseur avec un faisceau intense a�n de produire une paire de faisceaux intriqués
en polarisation.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce manuscrit l'étude de l'interaction entre un fais-
ceau lumineux polarisé linéairement et un nuage d'atomes froids placés à l'intérieur
d'une cavité. A partir de l'observation expérimentale réalisée au début de ce travail
de thèse, à savoir la réduction de bruit sur deux modes du champ, nous avons mis
en oeuvre des techniques permettant de caractériser les �uctuations de polarisation
du faisceau ainsi que les corrélations quantiques produites par le système.

Dans un premier temps, nous avons développé une méthode permettant de me-
surer la phase des quadratures comprimées des champs sortants. Cette méthode
nous a permis de déterminer, tout d'abord, les �uctuations de polarisation du fais-
ceau [Josse03b], puis de montrer que le champ moyen et le mode vide orthogonal
étaient comprimés sur des quadratures orthogonales.

A partir de considérations de symétrie, nous avons déduit que le champ moyen
et le mode vide orthogonal étaient en fait complètement décorrélés à la sortie de la
cavité. En revanche, les modes polarisés à 45◦ sont les modes les plus intriqués du
système. La valeur de leur intrication, estimée à partir du critère d'inséparabilité,
est alors donnée par la somme de la réduction de bruit du champ moyen et du mode
vide orthogonal. Ces propriétés ont été véri�ées expérimentalement [Josse03c].

Pour palier l'excès de bruit dû à la présence des faisceaux pièges, nous avons mis
en place une méthode de détection synchrone, les pièges étant coupés de manière
cyclique. Cette technique nous a permis d'améliorer la réduction de bruit mesurée
sur le champ moyen. Toutefois, aucun e�et n'a été observé sur le mode vide ortho-
gonal.

A�n d'expliquer les résultats expérimentaux, nous avons modélisé le milieu ato-
mique par un ensemble d'atomes à quatre niveaux en "X" [Josse03a]. Ce modèle
nous a permis de démontrer que la réduction de bruit sur les deux modes du champ
résulte de l'e�et Kerr sur le champ moyen et de l'e�et Kerr croisé sur le mode vide
orthogonal. Ces e�ets sont dus à la saturation des transitions optiques. En parti-
culier, nous avons montré que l'e�et de "rotation auto-induite" est, dans notre cas,
responsable d'un fort excès de bruit à basse fréquence sur le mode vide orthogonal.
Les résultats obtenus par ce modèle laissent à penser qu'il serait possible d'améliorer
la réduction de bruit en augmentant la bande passante de la cavité, ce qui pourrait
se faire simplement en diminuant sa longueur. Pour des raisons pratiques, dues à la
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con�guration actuelle de l'expérience, nous n'avons pu véri�er cette hypothèse.

A terme, l'objectif du groupe d'optique quantique est d'étudier la réduction de
bruit sur les variables atomiques. En étendant les prévisions du modèle théorique en
"X" au calcul de ces �uctuations atomiques, on peut montrer que les �uctuations
de l'orientation atomique du nuage d'atomes froids peuvent être réduites lors de
l'interaction avec la lumière. Cette caractérisation constituera, entre autre, l'objet
de travaux futurs.

Par ailleurs, les méthodes développées dans ce manuscrit peuvent être appli-
quées à d'autres systèmes pour lesquels les corrélations quantiques sont produites
au sein d'un même dispositif. Par exemple, le groupe d'optique quantique s'intéresse
actuellement aux corrélations que pourraient produire un oscillateur paramétrique
optique de type II dans lequel on a inséré des éléments biréfringents [Longcham-
bon03b]. Dans ce cas, les considérations générales e�ectuées sur les corrélations
quantiques [Josse03d] peuvent servir à déterminer et à mesurer la meilleure intrica-
tion produite par un tel système.
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Annexe

A Relations de passage
A.1 Relations de passage entre di�érentes bases de

polarisation
Dans la base de polarisation (x,y), le champ électromagnétique s'écrit en fonction

des modes Ax et Ay:
~E = E0( Ax ~ex + Ay ~ey ) e−iωLt + c.c (A-1)

On peut également écrire le champ électromagnétique sur les bases de polarisation
à 45◦ ou circulaire:

~E = E0( A+45 ~e+45 + A−45 ~e−45 ) e−iωLt + c.c (A-2)
~E = E0( A+ ~e+ + A ~e− ) e−iωLt + c.c (A-3)

où les di�érents vecteurs ~e+45, ~e−45, ~e+ et ~e− sont représentés sur la �gure 7.1. Ces
vecteurs se décomposent dans le repère (~ex,~ey) suivant les relations:

~e+45 =
~ex + ~ey√

2
, ~e−45 =

~ex − ~ey√
2

(A-4)

et ~e+ = −~ex + i~ey√
2

, ~e− =
~ex − i~ey√

2
(A-5)

En utilisant l'expression de ces vecteurs dans les relationsA-2 et A-3, nous obtenons
alors les relations de passage entre les modes polarisés à 45◦ et les modes Ax et Ay:

A+45 =
1√
2
(Ax + Ay) et Ax =

1√
2
(A+45 + A−45) (A-6)

A−45 =
1√
2
(Ax − Ay) Ay =

1√
2
(A+45 − A−45) (A-7)

De même, les modes circulaires A+ et A− s'écrivent:

A+ = − 1√
2
(Ax − iAy) et Ax = − 1√

2
(A+ − A−) (A-8)

A− =
1√
2
(Ax + iAy) Ay = − i√

2
(A+ + A−) (A-9)
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ex

e+45e-45

ey

e-

e+

ez

Fig. 7.1 � Représentation des di�érents états de polarisation considérés.
En�n les relations de passages entre les modes polarisés à 45◦ et les modes cir-

culaires valent:

A+ = −e−i π
4√
2

(A+45 + iA−45) et A+45 = −e+i π
4√
2

(A+ + iA−) (A-10)

A− = i
e−i π

4√
2

(A+45 − iA−45) A−45 = i
e+i π

4√
2

(A+ − iA−) (A-11)

A.2 Relations de passage à la traversée d'une lame d'onde
Lors de ce travail, nous avons été amenés à utiliser les relations de passage à

travers des lames d'onde. Nous détaillons ici ces transformations pour une lame
demi-onde tournée à +22.5◦ et pour une lame quart d'onde tournée à 45◦.

A.2.1 Lame demi-onde
Considérons une lame demi-onde tournée de +22.5◦ comme illustré sur la �gure

7.2. A l'entrée de la lame les modes Aa et Ab sont les modes polarisés suivant les
directions horizontale et verticale. Nous les noterons:

Aa = Ain
x et Ab = Ain

y (A-12)
Les axes de la lames correspondent à deux modes de polarisationAx′ et Ay′ .

L'e�et de cette lame est de déphaser le modeAy′ de π:
Aout

x′ = Ain
x′ et Aout

y′ = −Ain
y′ (A-13)

A la sortie de la lame, les modes polarisés suivant les directions horizontale et ver-
ticale sont donc les modes "polarisés à 45◦" par rapport aux modes Aa et Ab:

Aout
x =

1√
2
(Ain

x + Ain
y ) =

1√
2
(Aa + Ab) = ”A+45” (A-14)

Aout
y =

1√
2
(Ain

x − Ain
y ) =

1√
2
(Aa − Ab) = ”A−45” (A-15)
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l/2 à +22.5°

Ay

out

="A"-A ="A"x +

out

A =Ax a

in

A =Ax b

in

ex

ey

ez

axes de la lame

l/4 à 45°

A ="A"y

out

-A ="A"x +

out

A =Ax a

in

A =Ax b

in

ex

ey

ez

axes de la lame

x'

y'
y'x'

(a) (b)

Fig. 7.2 � Figure (a): orientation du trièdre de référence qui servira de repère pour l'étude
de la polarisation du champ électromagnétique. Figure (b): ellipse de polarisation.

Si on inverse maintenant le rôle des axesx′ et y′, cela revient à déphaser les deux
modes de π. Cette phase globale ne change pas le résultat.

A.2.2 Lame quart d'onde

Considérons maintenant une lame quart d'onde tournée de 45◦ (voir �gure 7.2).
Nous reprenons les mêmes dé�nitions qu'au paragraphe précédent, à savoirAa = Ain

x

et Ab = Ain
y . Les axes rapide et lent de lames correspondent aux axesx′ et y′, cette

fois-ci tournés à +45◦. La lame quart d'onde déphase les modes associés à ces deux
axes de π/2:

Aout
x′ = Ain

x′ et Aout
y′ = iAin

y′ (A-16)

A la sortie, les modes polarisés suivant les directions horizontale et verticale sont les
modes "polarisés circulairement" par rapport aux modesAa et Ab:

Aout
x =

ei π
4√
2
(Ain

x − iAin
y ) =

ei π
4√
2
(Aa − iAb) = −ei π

4 ”A+” (A-17)

Aout
y = −i

ei π
4√
2
(Ain

x + iAin
y ) = −i

ei π
4√
2
(Aa + iAb) = −iei π

4 ”A−” (A-18)

Si on échange les rôles des axes lent et rapide, alors on intervertit les composantes
circulaires à la sortie de la lame. On montre dans ce cas:

Aout
x =

e−i π
4√
2

(Aa + iAb) = ei π
4 ”A−” (A-19)

Aout
y = i

e−i π
4√
2

(Aa − iAb) = −ie−i π
4 ”A+” (A-20)
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B Compléments à l'étude du bruit quantique
B.1 Coe�cients de di�usion

B.1.1 Expressions générales
Les coe�cients de di�usion sont dé�nis de la manière suivante:

〈Fab(t) Fcd(t
′)〉 = 2 Dab,cd δ(t− t′) (B-1)

Ces coe�cients se calculent en utilisant le théorème de régression quantique [Co-
hen96a]. Les coe�cients de di�usion correspondant aux populations sont donnés
par:

2D11,11 = 2γ⊥〈σ33〉+ 2γ//〈σ44〉 , 2D22,22 = 2γ⊥〈σ44〉+ 2γ//〈σ33〉 (B-2)
2D11,44 = −2γ//〈σ44〉 , 2D22,33 = −2γ//〈σ33〉 (B-3)
2D11,33 = −2γ⊥〈σ33〉 , 2D22,44 = −2γ⊥〈σ44〉 (B-4)
2D44,44 = 2γ〈σ44〉 , 2D33,33 = 2γ〈σ33〉 (B-5)

Les coe�cients de di�usion impliquant les cohérences optiques valent:

2D11,41 = −2γ⊥〈σ41〉 , 2D22,32 = −2γ⊥〈σ32〉 (B-6)
2D22,41 = −2γ⊥〈σ41〉 , 2D11,32 = −2γ⊥〈σ32〉 (B-7)
2D44,41 = 2γ〈σ41〉 , 2D33,32 = 2γ〈σ32〉 (B-8)
2D14,41 = 2γ〈σ11〉+ 2γ⊥〈σ33〉+ 2γ⊥〈σ44〉 (B-9)
2D23,23 = 2γ〈σ22〉+ 2γ⊥〈σ44〉+ 2γ⊥〈σ33〉 (B-10)

On remarque que ces coe�cients de di�usion satisfont aux relations suivantes:

2D11,41 +
γ//

γ
(2D44,41) = 0 (B-11)

2D22,41 +
γ⊥
γ

(2D44,41) = 0 (B-12)

2D22,32 +
γ//

γ
(2D33,32) = 0 (B-13)

2D11,32 +
γ⊥
γ

(2D33,32) = 0 (B-14)

2D14,41 + 2D23,23 = 2γ(〈σ11〉+ 〈σ22〉+ 〈σ33〉+ 〈σ44〉) = 2γ N (B-15)

B.1.2 Approximation du pompage optique
Dans le cas où le désaccord atomique est très grand devant la fréquence de Rabi

et le taux de relaxation des dipôles (∆ À Ω± À γ), nous e�ectuons l'élimination
adiabatique des cohérences optiques et des populations excitées pour déterminer
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l'évolution des populations dans le fondamental. Nous nous limiterons ici au dé-
veloppement au permettant d'obtenir les matrices de susceptibilité et corrélations
atomiques au premier ordre en γ/∆.

Dans ce cas les forces de LangevinF ad
11 et F ad

22 associées aux équations de pompage
optique 4-31 et 4-32 s'écrivent:

F ad
11 = F11 +

γ//

γ
F44 +

γ⊥
γ

F33 (B-16)

+g
γ⊥
γ

1

∆
(〈A+〉F41 − 〈A−〉F32 + c.c ) (B-17)

et F ad
22 = F22 +

γ//

γ
F33 +

γ⊥
γ

F44 (B-18)

−g
γ⊥
γ

1

∆
(〈A+〉F41 − 〈A−〉F32 + c.c ) (B-19)

La conservation du nombre total d'atomesN impose une relation entre les dif-
férentes forces de Langevin associées aux populations:

F11 + F22 + F33 + F44 = 0 (B-20)

Dans le cadre de l'approximation du pompage optique, nous négligeons les popula-
tions excitées: N ' σ11 + σ22. Cette approximation est bien cohérente puisque l'on
montre aisément à partir des équations précédentes que:

F ad
11 + F ad

22 = 0 (B-21)

Pour calculer le bruit du mode videAout
y à la sortie de la cavité, il faut prendre

en compte le bruit atomique. Le bruit dû aux processus de pompage optique (entre
les di�érents sous niveaux Zeeman du fondamental) est relié, en partie, au coe�cient
de di�usion associé à l'orientation du milieuJz (voir paragraphe B.3 du chapitre 4).
La force de Langevin correspondante vaut:

Fz =
F ad

22 − F ad
11

2
= F ad

22 (B-22)

Le coe�cient de di�usion Dz, dé�ni par 〈Fz(t)Fz(t
′)〉 = 2Dzδ(t − t′), s'obtient

à partir des coe�cients de di�usion donnés au paragraphe précédent. Lorsque la
polarisation est linéaire à l'intérieur de la cavité, le système est symétrique et on
montre alors que Dz s'écrit simplement:

2Dz =
N

2
γ⊥ sx =

N

2
γp (B-23)

où γp est le taux de pompage optique. Nous avons montré au paragrapheB.3.4 du
chapitre 4 que l'on pouvait retrouver cette relation directement à l'aide du théorème
de régression quantique.
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B.2 Susceptibilité et matrice de corrélations atomiques
Nous donnons ici les expressions des matrices de susceptibilité[χ(ω)] et de corré-

lations atomiques [σ] utilisées pour calculer les spectres de bruit du champ moyen et
du mode vide aux paragraphes B.3 et D du chapitre 4. Celles-ci sont écrites suivant
les notations usuelles de la théorie linéaire entrée-sortie décrite dans la référence [Hi-
lico92a].

B.2.1 Limite basse fréquence: e�et de "rotation auto-induite"
Nous nous intéressons ici uniquement au traitement des �uctuations du mode

vide y dans le cadre de l'approximation du pompage optique. Le principe du calcul
est détaillé au paragraphe B.3 du chapitre 4. A partir de l'équation 4-83, nous
obtenons la matrice susceptibilité, qui s'exprime comme:

[χ(ω)] = [χ]0 + [χ(ω)]SR (B-24)

avec

[χ]0 =
1

2∆

[
1 0
0 1

]
(B-25)

et [χ(ω)]SR = − 1

2∆

γp

γp − iω

[
1 −〈Ax〉2/|〈Ax〉|2

−〈Ax〉∗2/|〈Ax〉|2 1

]
(B-26)

La matrice [χ]0 est associée au déphasage linéaire dû aux atomes tandis que la ma-
trice [χ(ω)]SR correspond au phénomène de "rotation auto-induite".

Le bruit atomique intervient dans la calcul des �uctuations du champ sortant
(équation 4-92) par l'intermédiaire de la matrice de corrélation [Vat], dé�nie par
la relation 4-93. Celle-ci s'exprime en fonction de la matrice de corrélation [σ(ω)]
d'après la relation 4-94. En utilisant les coe�cients de di�usion présentés dans cet
appendice, nous obtenons l'expression de cette matrice:

[σ(ω)]SR =
γ2

p

4γ⊥(γ2
p + ω2)

[
1 −〈Ax〉2/|〈Ax〉|2

−〈Ax〉∗2/|〈Ax〉|2 1

]

+
γp

2∆(γ2
p + ω2)

[ −2ω ω + iγp

ω − iγp 0

]
(B-27)

B.2.2 Limite haute fréquence : e�et Kerr
Pour des fréquences très supérieures au taux de pompage optique (ω ¿ γp),

les termes dus au pompage optique disparaissent. A haute fréquence et pour des
grands désaccords, le milieu se comporte approximativement comme un milieu Kerr
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[Hilico92a]. En se limitant au troisième ordre en γ/∆, la matrice de susceptibilité
s'écrit en e�et:

[χ(ω)] = [χ]0 + [χ]abs + [χ(ω)]Kerr (B-28)
avec

[χ]abs =
1

2∆2

[
iγ + ω 0

0 −iγ − ω

]
(B-29)

et [χ(ω)]Kerr = − g2

2∆3

[
2|〈Ax〉|2 ε〈Ax〉2
ε〈Ax〉∗2 2|〈Ax〉|2

]
(B-30)

La matrice [χ]abs prend en compte la dispersion et l'absorption du milieu et la
matrice [χ]Kerr correspond à l'e�et Kerr. Ce dernier est bien en1/∆3. Le coe�cient
ε = −1 donne la matrice de susceptibilité du mode videAy, associée à l'équation
4-166. Cette expression n'est valable que dans le domaine des hautes fréquences de
bruit. En revanche ε = +1 donne la matrice de susceptibilité du champ moyenAx,
celle-ci est alors valable à toutes fréquences.

Quant à la matrice de corrélations atomiques [σ(ω)], elle vaut [Hilico92a]:

[σ(ω)] = [σ(ω)]abs =
γ

∆2

[
1 0
0 0

]
(B-31)

Dans la limite Kerr, le bruit atomique provient uniquement des pertes linéaires dues
à l'absorption du milieu. Celles-ci tendent à ramener les �uctuations des champs au
niveau du bruit quantique standard.

C Critère d'inséparabilité
C.1 Rappel de la démonstration

Nous présentons ici la démonstration du caractère su�sant de du critère d'insépa-
rabilité 5-11, utilisé pour caractériser les corrélations quantiques au chapitre5. Nous
reprenons ici une partie de la démonstration e�ectuée par Duan et al. [Duan00a].
A�n de pouvoir établir un critère valable aussi bien pour les quadratures du champ
que pour les paramètres de Stokes, nous allons suivre la démarche de Korolkovaet
al. [Korolkova03].

Considérons deux sous systèmes 1 et 2, auxquels sont associés un couple d'opé-
rateurs conjugués Ai et Bi qui véri�ent les relations de commutations:

[ A1 , B1 ] = C1 et [ A2 , B2 ] = C2 (C-1)

Les commutateurs C1 et C2 peuvent être ici des opérateurs. On dé�nit alors les
opérateurs S et D:

S = A1 + A2 et D = B1 − B2 (C-2)
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Si l'état du système est séparable, il existe alors une borne inférieur sur la somme
des variances ∆2S +∆2D. Dans ce cas la matrice densité ρ du système global s'écrit
sous la forme:

ρ =
∑

i

pi ρi1 ⊗ ρi2 avec
∑

i

pi = 1 (C-3)

où les pi sont des nombres positifs. On calcule alors la somme des variances:

∆2S + ∆2D = (〈S2〉ρ − 〈S〉2ρ) + (〈D2〉ρ − 〈D〉2ρ) (C-4)
=

∑
i

pi(〈S2〉i + 〈D2〉i) − 〈S〉2ρ − 〈D〉2ρ (C-5)

où la notation 〈...〉i désigne la valeur moyenne sur le produit des matrices densités
ρi1 ⊗ ρi2. En utilisant la séparabilité de ces matrices, nous obtenons:

∆2S + ∆2D =
∑

i

pi

( 〈A2
1〉i + 〈A2

2〉i + 〈B2
1〉i + 〈B2

2〉i
)

+2
∑

i

pi ( 〈A1〉i〈A2〉i − 〈B1〉i〈B2〉i )− 〈S〉2ρ − 〈D〉2ρ

=
∑

i

pi

(
(∆2A1)i + (∆2A2)i + (∆2B1)i + (∆2B2)i

)

+
∑

i

pi〈S〉2i −
(∑

i

pi〈S〉i
)2

+
∑

i

pi〈D〉2i −
(∑

i

pi〈D〉i
)2

D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, la dernière ligne est positive et nous obtenons
donc l'inégalité:

∆2S + ∆2D ≥
∑

i

pi

(
(∆2A1)i + (∆2A2)i + (∆2B1)i + (∆2B2)i

)

≥
∑

i

pi (|〈C1〉i|+ |〈C2〉i|) (C-6)

où nous avons utilisé les inégalités:

(∆2A1)i + (∆2B1)i ≥ |〈C1〉i| et (∆2A2)i + (∆2B2)i ≥ |〈C2〉i| (C-7)

Celles-ci découlent directement des inégalités de Heisenberg(∆2A1)i(∆
2B1)i ≥ |〈C1〉i|2/4

et (∆2A2)i(∆
2B2)i ≥ |〈C2〉i|2/4.

Ainsi si un l'état du système véri�e:

∆2(A1 + A2) + ∆2(B1 −B2) ≤
∑

i

pi (|〈C1〉i|+ |〈C2〉i|) (C-8)

alors il est non-séparable.
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C.2 Quadratures du champ
Considérons le cas où les opérateursAi et Bi correspondent aux quadraturesXi

et Yi du champ éléctromagnétique. Les commutateursC1 et C2 sont alors égaux à
2i. On retrouve alors le critère d'inséparabilité 5-11:

∆2(X1 + X2) + ∆2(Y1 − Y2) ≤ 4 (C-9)

C.3 Paramètres de Stokes
Considérons maintenant le critère d'inséparabilité en polarisation pour deux fais-

ceaux α et β. Prenons, par exemple, les paramètres de StokesS2 et S3 comme opé-
rateurs A et B. Les relations de commutations véri�ées par ces opérateurs donnent:

[ Sα
2 , Sα

3 ] = 2i Sα
1 = C1 et [ Sβ

2 , Sβ
3 ] = 2i Sβ

1 = C2 (C-10)

Le critère d'inséparabilité en polarisation s'écrit alors sous la forme:

∆2(Sα
2 + Sβ

2 ) + ∆2(Sα
3 − Sβ

3 ) ≤ 2
∑

i

pi

(
|〈Sα

1 〉i|+ |〈Sβ
1 〉i|

)
(C-11)

Pour des faisceaux parfaitement polarisés, nous avons:

∀ i 〈Sα
1 〉i = 〈Sα

1 〉 et 〈Sβ
1 〉i = 〈Sβ

1 〉 (C-12)

On retrouve le critère d'intrication en polarisation utilisé dans la partieD du chapitre
5: si ces deux faisceaux satisfont l'inégalité:

∆2(Sα
2 + Sβ

2 ) + ∆2(Sα
3 − Sβ

3 ) ≤ 2|〈Sα
1 〉|+ |〈Sβ

1 〉| (C-13)

alors ils sont intriqués.

D Existence d'une base décorrélée
Nous revenons ici sur la propriété énoncée au paragrapheB.2.1 du chapitre 5.

Nous allons donc montrer qu'il existe toujours une base de polarisation (u,v) telle
que les modes Au et Av véri�ent:

〈δAuδAv〉 = 0 (D-1)

Pour cela, on se �xe une base de polarisation quelconque associée aux modesA1

et A2. Nous supposerons par la suite que 〈δA1δA2〉 6= 0. Dans le cas contraire, la
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démonstration est en e�et immédiate. On décompose alors sur cette base, les modes
u et v recherchés:

Au = cos ψA1 − sin ψeiωA2 (D-2)
Av = sin ψA1 + cos ψeiωA2 (D-3)

La relation D-1 se traduit par une équation su les coe�cientsψ et ω:

1

2

(〈δA2
1〉 − e2iω〈δA2

2〉
)
sin 2ψ + 〈δA1δA2〉 cos 2ψ = 0 (D-4)

A�n de résoudre cette équation, on pose:

〈δA2
1〉 = |〈δA2

1〉|eiκ1 , 〈δA2
2〉 = |〈δA2

2〉|eiκ2 et 〈δA1δA2〉 = |〈δA1δA2〉|eiκ3 (D-5)

D.1 Partie imaginaire
En considérant la partie imaginaire de l'équationD-4, nous obtenons une équa-

tion pour ω:

(|〈δA2
1〉| sin ψ1 − |〈δA2

2〉| sin ψ2) cos ω (D-6)
− (|〈δA2

1〉| cos ψ1 + |〈δA2
2〉| cos ψ2) sin ω = 0 (D-7)

où ψ1 = κ1−κ3 et ψ2 = κ2−κ3. Une solution de cette équation correspond àω = κ
avec:

cos κ =
|〈δA2

1〉| cos ψ1 + |〈δA2
2〉| cos ψ2

N
(D-8)

sin κ =
|〈δA2

1〉| sin ψ1 − |〈δA2
2〉| sin ψ2

N
(D-9)

avec N2 = |〈δA2
1〉|2 + |〈δA2

2〉|2 + 2|〈δA2
1〉||〈δA2

2〉| cos(ψ1 + ψ2) (D-10)

Cette solution n'a de sens que si N 6= 0. Dans le cas contraire, l'équation D-7 est
alors immédiatement véri�ée, quelque soit la valeur de ω. Finalement, on met la
solution sous la forme:

eiω =
M

|M| avec M = 〈δA2
1〉〈δA1δA2〉∗ + 〈δA2

2〉∗〈δA1δA2〉 (D-11)

On véri�e |M| = |N|〈δA1δA2〉. Dans le cas où N 6= 0, la quantité M est bien non
nulle.
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D.2 Partie réelle
En considérant maintenant la partie réelle de l'équation D-4, nous obtenons

l'équation:
sin 2ψ

2
{(|〈δA2

1〉| cos ψ1 − |〈δA2
2〉| cos ψ2) cos ω +

(|〈δA2
1〉| sin ψ1 + |〈δA2

2〉| sin ψ2) sin ω} + |〈δA1δA2〉| cos 2ψ = 0 (D-12)

Supposons, dans un premier temps, queN 6= 0. En utilisant les relations D-8 et
D-9, nous obtenons �nalement l'équation:

|〈δA2
1〉|2 − |〈δA2

2〉|2
2|M| sin 2ψ + cos 2ψ = 0 (D-13)

La solution pour ψ est donc donnée par:

cos 2ψ =
|〈δA2

1〉|2 − |〈δA2
2〉|2

D
, sin 2ψ = −2|M|

D
(D-14)

avec D2 = 4|M|2 + (|〈δA2
1〉|2 − |〈δA2

2〉|2)2 (D-15)

Nous avons ainsi obtenu une solution pourω et pour ψ, ce qui démontre l'existence
d'une base "décorrélée".

Pour être complet, considérons maintenant le cas oùN = 0. Dans ce cas, l'équa-
tion D-12 se simpli�e sous la forme:

|〈δA2
1〉|{cos ψ1 cos ω + sin ψ1 sin ω} sin 2ψ + |〈δA1δA2〉| cos 2ψ = 0 (D-16)

Il su�t donc de prendre ω = −ψ1 et ψ = π/4.

D.3 Cas symétrique
Considérons maintenant le cas d'un système symétrique pour les modesA1 et

A2, tel que 〈δA2
1〉 = 〈δA2

2〉. La quantité M est alors réelle:

M = 〈δA2
1〉〈δA1δA2〉∗ + c.c. (D-17)

En utilisant les équations D-11 et D-14, nous obtenons alors:

ω = 0 et ψ = −π

4
(D-18)

Dans ce cas, les modes décorrélés u et v sont donc les modes "polarisés à 45◦"
par rapport aux modes 1 et 2:

Au =
1√
2
(A1 + A2) (D-19)

Av =
−1√

2
(A1 − A2) (D-20)
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Nous retrouvons ainsi la propriété utilisée au paragrapheC.2 du chapitre 5. Dans
le cas où la polarisation est linéaire, notre système est symétrique par rapport aux
composantes circulaires et les modes décorrélés sont les modes polarisés linéairement
Ax et Ay.
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