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3.11 �Evolution du coût de la solution en fonction du temps (application

de la proc�edure d'am�elioration) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 114
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Introduction

Le travail pr�esent�e dans ce m�emoire a �et�e initi�e par une probl�ematique industrielle
pr�esent�ee par des membres du Centre de Recherches de Voreppe (C.R.V) de la
soci�et�e Pechiney.

Cette probl�ematique, d�etaill�ee au chapitre 0, concerne l'optimisation globale sur
un ensemble de p�eriodes de toute une division industrielle fabriquant plusieurs
produits, comprenant plusieurs sites de production et plusieurs clients r�epartis
sur un territoire. La particularit�e de ce probl�eme r�eside dans le lien existant entre
la production et la distribution. En e�et, le choix d'une a�ectation d'une produc-
tion �a une ligne de production, et donc �a une usine, a des r�epercussions, en terme
de coûts, sur la distribution.

Ce souci d'�etude globale de l'ensemble du syst�eme de production traduit les pr�e-
occupations actuelles des entreprises multinationales, ou simplement multisites.
En e�et, beaucoup d'e�orts se sont port�es sur l'optimisation des syst�emes de pro-
duction au sein des usines et des ateliers, et encore peu, sur la coordination des
di��erents sites de production d'une même entreprise. Pourtant, les gains r�eali-
sables, par de telles politiques globales sont certains, mais la di�cult�e r�eside dans
la recherche et l'application de m�ethodes ad�equates.

Ainsi, comme nous le verrons dans le document, la plupart des �etudes concer-
nant les probl�emes multisites se placent �a un niveau de d�ecision �a long ou moyen
terme en travaillant sur des donn�ees agr�eg�ees, tandis que les d�ecisions �a court
terme concernent essentiellement la plani�cation et l'ordonnancement d'un site
de production ou d'un atelier.

Sur la �gure suivante, la bande gris�ee repr�esente, en fonction des di��erentes
�echelles de temps, le type de probl�emes couramment �etudi�es, et illustre le fait
que plus la d�ecision porte sur un horizon �a long terme, et moins les donn�ees
sont pr�ecises. Lors de la pr�esentation de la probl�ematique industrielle, il est tr�es
vite apparu que les temps de changement entre les produits constituent un as-
pect fondamental �a ne pas n�egliger, même �a un plus haut niveau. En e�et, ces
temps de changement pouvant être tr�es longs, ils r�eduisent de fa�con non n�egli-
geable les capacit�es de production. Nous avons alors eu une d�emarche un peu
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di��erente de celles couramment utilis�ees, en nous int�eressant, au niveau multi-
site, non seulement �a l'a�ectation des productions aux lignes mais �egalement �a
l'ordonnancement (ou tout au moins au s�equencement), a�n de pouvoir prendre
en compte la succession des productions et comptabiliser les temps de change-
ment.

L'�etude de la probl�ematique multisite, multiproduit et multip�eriode expos�ee par
Pechiney s'est fait en plusieurs �etapes : tout d'abord, nous avons extrait un sous
probl�eme, apparaissant au niveau de l'organe de production, et qui concerne l'or-
donnancement de machines parall�eles non li�ees avec temps de changement entre
les produits. Ce probl�eme peut être vu comme un probl�eme monosite, multipro-
duit et monop�eriode, même si il est possible d'int�egrer tr�es facilement les coûts
de distribution qui sont une caract�eristique importante des probl�ematiques mul-
tisites. Puis nous avons �etudi�e la division industrielle de fa�con plus globale, en
consid�erant les aspects multisites puis �nalement les aspects multip�eriodes.

Le m�emoire est donc divis�e en deux parties.

Dans la premi�ere partie nous nous consacrons �a l'�etude des probl�emes d'ordonnan-
cement sur machines parall�eles (ou lignes de production parall�eles) en privil�egiant
le cas de machines parall�eles di��erentes (non li�ees) avec temps de changement n�e-
cessaires lors du passage d'une production �a une autre sur une même ligne de
production.

Pour pouvoir exposer nos recherches dans ce domaine, il nous semble impor-
tant de commencer par introduire les probl�emes d'ordonnancement ainsi que les
notations utilis�ees dans la suite de ce m�emoire. Il est �a noter que le domaine
d'application des probl�emes d'ordonnancement ne concerne pas exclusivement les
probl�emes relatifs �a la gestion de production, mais est beaucoup plus large. En
e�et, la th�eorie de l'ordonnancement s'applique d�es qu'un ensemble de ressources
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est �a utiliser pour r�ealiser un ensemble de tâches, ce qui est notamment rencontr�e
en informatique, o�u un ensemble de processeurs sert �a l'ex�ecution de programmes.
Ainsi, pour parler de ressources, nous utiliserons indi��eremment (ou suivant le
contexte) les termes processeurs, machines ou lignes de production. De même,
pour les tâches que nous appellerons �egalement productions. Le chapitre 1 a pour
objet la pr�esentation des probl�emes d'ordonnancement, leur classi�cation, leur
complexit�e et quelques m�ethodes classiques de r�esolution.

Puis, nous proposerons, au chapitre 2, un �etat de l'art sur l'ordonnancement de
machines parall�eles en insistant sur le cas des machines parall�eles di��erentes (non
li�ees). Cet �etat de l'art sera consacr�e �a trois types de probl�emes : les probl�emes
visant la minimisation de la dur�ee totale de production, ceux visant la minimi-
sation de la somme des dates de �n d'ex�ecution et les probl�emes consid�erant des
temps de changement entre les produits. Nous ne parlerons pas des probl�emes
faisant intervenir des dates d'arriv�ee ou des dates d'�ech�eances, car nous n'avons
pas consid�er�e cet aspect dans notre approche de la probl�ematique.

Le dernier chapitre de cette partie (chapitre 3), sera consacr�e au sous-probl�eme
d'ordonnancement que nous avons �etudi�e. Dans un premier temps, nous d�ecrivons
ce sous-probl�eme, exposons une formulation ainsi que des bornes et des m�ethodes
exactes. Ce probl�eme comporte deux aspects importants : le respect des capacit�es
de production et la minimisation des coûts. Nous nous posons alors la question du
crit�ere de recherche �a utiliser dans le cas d'une approche heuristique. Ceci nous
am�ene �a exposer bri�evement les notions fondamentales de l'optimisation bicrit�ere,
et �a proposer une proc�edure it�erative de r�esolution. Nous exposons, en �n de cha-
pitre, des heuristiques de construction ainsi que des m�ethodes am�elioratrices et
terminons par une discussion des di��erents r�esultats.

Dans la deuxi�eme partie de cette th�ese, nous nous int�eressons �a une prise en
compte plus globale de l'ensemble de la division industrielle et en particulier aux
aspects multisites. Cette con�guration de syst�eme de production comportant plu-
sieurs sites r�epartis sur un territoire, n'est pas sp�eci�que �a la soci�et�e Pechiney,
mais devient une r�ealit�e pour un grand nombre de soci�et�es. En e�et, la globali-
sation du march�e et les processus de fusion poussent les entreprises �a d�evelopper
une politique multi-site. Les b�en�e�ces d'une telle politique sont �evidents. Tout
d'abord, les sites de production peuvent être sp�ecialis�es dans certains types de
produits de fa�con �a r�eduire les temps et coûts de production. De plus, la dis-
persion des sites de production sur une r�egion g�eographique permet aux soci�et�es
d'être proches de leurs clients et r�eduit les temps et coûts de distribution.

Tout semble donc favorable au d�eveloppement de politiques multi-sites. Pourtant,
une importante di�cult�e de ces politiques, est la gestion coordonn�ee des di��e-
rents sites de production et en particulier, la coordination entre la production
et la distribution des produits. Souvent les d�ecisions concernant la production
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et la distribution sont prises s�epar�ement, avec peu ou pas de coordination. Mais
cette approche ne peut s'appliquer pour des probl�ematiques o�u la production et
la distribution ont une importance �equivalente en terme de coûts, ce qui est le
cas de la probl�ematique Pechiney.

Dans ce cadre, le chapitre 4 commence par pr�esenter une revue de travaux r�ecents
portant soit sur la coordination entre les aspects de production et les aspects de
distribution, soit sur des probl�emes multisites. Puis nous positionnons notre pro-
bl�ematique globale et exposons un mod�ele g�en�eral. Nous proposons alors, pour
traiter les aspects multisites et multiproduits, une d�ecomposition spatiale qui
est compar�ee �a une approche centralis�ee. Cette structure a deux avantages. Pre-
mi�erement, elle d�ecompose un probl�eme de grande taille en plusieurs probl�emes
de tailles plus petites, ce qui permet l'utilisation de m�ethodes plus performantes.
Deuxi�emement, elle permet, en environnement dynamique, de g�erer les �eventuelles
perturbations �a un niveau local.

Nous terminons cette deuxi�eme partie par l'�etude du cas tr�es particulier de la
division europ�eenne de fabrication de bô�tes de boisson. Pour cet exemple, il est
possible de traiter la production et la distribution de plusieurs produits en même
temps, sur plusieurs p�eriodes. En e�et, la taille du probl�eme et les choix stra-
t�egiques permettent de mod�eliser l'ensemble des ux des produits sous forme
de r�eseau, avec des contraintes d'int�egralit�e, que nous traduisons en programme
lin�eaire en nombre entiers, avec peu de variables 0-1. En utilisant cette mod�elisa-
tion, il est alors possible de r�esoudre des probl�emes multiproduits, multisites et
multip�eriodes de tailles r�eelles.
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Chapitre 0

Un probl�eme industriel

Au cours de ce chapitre, nous exposons la probl�ematique industrielle �a l'origine
du travail de th�ese pr�esent�e dans ce m�emoire. L'int�erêt du probl�eme pos�e par la
soci�et�e Pechiney r�eside dans la recherche d'une optimisation globale de toute une
division industrielle. Dans ce contexte, un point important et di�cile, que nous
d�eveloppons plus loin, est l'interaction entre les choix d'a�ectation des produc-
tions aux lignes et la distribution des produits aux clients.

Nous pr�esentons, dans un premier temps, le contexte manufacturier relatif �a cette
�etude puis d�e�nissons quels sont les besoins en optimisation expos�es par les per-
sonnes de Pechiney.

0.1 Le contexte manufacturier

La probl�ematique pos�ee par la soci�et�e Pechiney concerne �a la fois la division
industrielle (ou d�epartement) s'occupant de la production de bô�tes de boisson
en aluminium (canettes de bi�eres, de soda, ...) et celle s'occupant de la fabrication
de tubes metallo-plastiques (tubes de dentifrice, par exemple). Nous d�etaillons ici,
essentiellement le cas des bô�tes de boisson en donnant di��erentes illustrations
num�eriques sur le probl�eme. La soci�et�e Pechiney est une multinationale qui a des
clients dans divers pays. Aussi, pour r�epondre �a une demande internationale tr�es
large, la soci�et�e dispose d'une gamme de produits tr�es vari�ee [45].

0.1.1 Les produits

Les bô�tes peuvent être fabriqu�ees �a partir de deux m�etaux (acier ou aluminium),
avoir plusieurs formats (25cl, 33cl, 44cl, 50cl, ...) et avoir di��erents cols de ferme-
ture. Ce qui porte �a une vingtaine le nombre de familles de produits. Le nombre
de d�ecorations des bô�tes est tr�es �elev�e, car les d�ecors di��erent en fonction des
marques des clients et de leur pays d'appartenance. Ainsi, chaque famille peut
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rassembler plusieurs milliers de r�ef�erences, sp�eci�ques �a chaque client. Les temps
de changement relatifs �a une modi�cation de d�ecor sont tr�es faibles et peuvent
être n�eglig�es par rapport aux autres changements. Il n'est donc pas n�ecessaire,
pour notre �etude, de consid�erer ce niveau de d�etails car cela complexi�erait forte-
ment le probl�eme et n'apporterait rien de plus. Ainsi, dans la suite du document,
nous ferons bien la di��erence entre r�ef�erences (comprenant la distinction de d�e-
cor) et produits (�equivalents �a une famille de produits, sans distinction de d�ecor).
Un produit sera alors caract�eris�e par un m�etal, une forme et une taille.

0.1.2 L'organisation g�eographique

La division industrielle dispose sur une zone g�eographique donn�ee (le continent
nord-am�ericain, ou l'Europe, par exemple) d'un ensemble d'usines. Sur ce même
territoire, sont �egalement r�epartis un ensemble de stocks et un ensemble de clients
(voir �gure 0.1).

Clients Usines Stocks

Fig. 0.1 - La division industrielle

Un client correspond �a une soci�et�e et un lieu g�eographique de commande et de li-
vraison. Les clients commandent une certaine quantit�e de di��erents produits pour
des dates donn�ees. Un client peut recevoir sa marchandise depuis une ou plusieurs
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usines, un ou plusieurs stocks. Chaque usine a son propre stock, et il existe �ega-
lement des zones de stockage en dehors des usines, r�eparties sur l'ensemble du
territoire, et servant de stocks interm�ediaires pour absorber les variations d'une
demande saisonni�ere, o�u les clients commandent plus �a l'approche de l'�et�e qu'en
plein hiver. Il faut donc consid�erer des transports directs (des usines aux clients)
et des transports indirects (des usines aux stocks, puis des stocks aux clients).
Les coûts de ces transports ne sont pas n�egligeables par rapport aux coûts de
production pour ces produits de faible valeur ajout�ee, mais o�u, lors des tran-
ports, beaucoup de volume est transport�e pour peu de produits. Il s'av�ere que les
coûts de distribution sont du même ordre de grandeur que les coûts de production.

0.1.3 Les lignes de production

Les di��erentes usines de la division industrielle (une dizaine pour le cas de la divi-
sion europ�eenne de bô�tes de boisson) comportent plusieurs lignes de production
qui ont chacune leurs propres caract�eristiques (voir �gure 0.2).

Fig. 0.2 - Composition d'une usine

Les lignes de production se di��erencient sur plusieurs points.

{ Tout d'abord, elles sont a�ect�ees �a un m�etal et peuvent donc produire des
bô�tes de boisson, soit en aluminium, soit en acier (mais pas les deux).

{ Ensuite, elles permettent la fabrication de plusieurs produits (bô�tes de
formats, de cols de fermeture, de d�ecors di��erents), mais chacune avec son
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rendement propre en fonction de la g�en�eration technologique des machines
de la ligne et des outils qu'elles comportent. Ainsi, les taux de production
varient sensiblement d'une ligne �a une autre en fonction du produit fabriqu�e.

{ De plus, certaines lignes sont techniquement incapables de fabriquer tel ou
tel produit (par manque d'outillage, par exemple); par contre elle peuvent
avoir un tr�es bon rendement pour d'autres produits.

{ En�n, point tr�es important, les usines sont dispers�ees sur toute une r�e-
gion g�eographique (l'Am�erique du nord, ou l'Europe, par exemple). Ceci
implique que les coûts associ�es �a la production et en particulier les coûts
relatifs �a la main d'�uvre ou �a la mati�ere premi�ere, di��erent d'une usine
�a l'autre, en fonction du cours des monnaies, des l�egislations et des lois en
vigueur dans les di��erents pays.

Ainsi toutes ces constatations montrent qu'il est n�ecessaire de consid�erer chaque
ligne de production di��eremment, en associant �a chacune ses caract�eristiques
propres.

0.1.4 Le proc�ed�e de fabrication

Le proc�ed�e de fabrication est d�ecompos�e en plusieurs �etapes. Di��erentes machines
de fa�connage se succ�edent pour traiter la mati�ere premi�ere (acier ou aluminium)
fournie en entr�ee de la ligne.
Dans le cadre de cette �etude, nous nous int�eressons �a la ligne de production en
tant que telle, et non pas �a chacune des machines s�epar�ement. Nous nous pla�cons
donc �a un niveau de macro op�erations. En fait la ligne fabrique les produits en
continu et il est possible, sans perdre trop de pr�ecision, d'assimiler la ligne �a une
seule machine. Nous parlerons donc, dans la suite de ce document, indi��erem-
ment de ligne (de production), de machine ou de processeur. Le plus souvent,
les lignes fonctionnent 24 heures par jour, toute l'ann�ee, sauf en cas de panne,
de maintenance, de surcapacit�e (ce qui peut arriver exceptionnellement lors des
p�eriodes de faibles demandes).

0.1.5 Les changements de fabrication

Nous avons vu pr�ec�edemment que le nombre de r�ef�erences di��erentes �etait assez
�elev�e. Or, lors du passage de la production d'une r�ef�erence �a une autre sur une
même ligne de production, il peut y avoir un changement de format, de col de
fermeture ou de d�ecor. Ces changements sont plus ou moins longs en fonction des
r�ef�erences enchâ�n�ees et du reconditionnement de la ligne �a e�ectuer. Ils varient
entre quelques minutes pour un changement de d�ecor, quelques heures pour un
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changement de fermeture et quelques jours (jusqu'�a six jours) pour un changement
de format.
D'une part, ces changements de production p�enalisent fortement la production car
ils introduisent des temps non productifs (perte de temps machine) et peuvent,
d'autre part, coûter tr�es cher �a cause du personnel sp�ecialis�e suppl�ementaire n�e-
cessaire et des produits rebut�es suite aux di��erents r�eglages.
Dans notre �etude, nous ne consid�erons pas les temps de changement induits par
une modi�cation de d�ecor car ils sont peu p�enalisants par rapport aux change-
ments de type de fermeture ou de format. Nous consid�erons donc les di��erents
produits (caract�eris�es par un m�etal, un format et un type de fermeture) et les
temps de changement entre produits. Ces changements sont d�ependant de la s�e-
quence des produits enchâ�n�es et sont donn�es par une matrice (produit, produit).

0.1.6 Des contraintes suppl�ementaires

Dans ce contexte, il existe des contraintes suppl�ementaires �a respecter. Celles-ci
peuvent être d'ordre technologique ou strat�egique.

Les contraintes technologiques sont par exemple :

{ Le respect des capacit�es de production de chaque ligne. Ces capacit�es de
production, en terme du nombre de bô�tes fabriqu�ees pendant une dur�ee
donn�ee, d�ependent des s�equences de produits. En e�et, les cadences de
production d�ependent de la ligne, mais �egalement des produits fabriqu�es,
et les temps de non productivit�e, induits par les changements de produits,
sont fonction des enchâ�nements des produits. De plus, les rythmes de travail
sont sp�eci�ques aux lignes car le temps de travail peut varier, d'une ligne �a
l'autre, en fonction de la l�egislation du pays dans lequel elles se trouvent,
par exemple. La capacit�e horaire des lignes est alors exprim�ee en nombre
d'heures disponibles dans le mois.

{ Le respect des capacit�es des stocks, qui peuvent être situ�es au sein même
des usines ou en dehors pour servir de zones d'attente entre la production
et la livraison des produits.

{ La prise en compte des p�eriodes de maintenance pr�eventive d�etermin�ees
pour chacune des lignes.

Les choix strat�egiques peuvent être :

{ La volont�e de d�edier en priorit�e des lignes �a certains produits. Par exemple
une usine de la soci�et�e Coca-Cola se trouve voisine d'une usine de fabrication
de bô�tes. Les deux usines ont �et�e con�cues de telle fa�con que le remplissage
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des bô�tes se fasse imm�ediatement apr�es leur fabrication, en utilisant des
tapis roulants pour le transfert d'une usine �a l'autre. Une ou plusieurs lignes
de cette usine sont alors utilis�ees en priorit�e pour la fabrication de bô�tes de
boisson de Coca-Cola et permettent l'approvisionnement de l'usine voisine.
Ces lignes, peuvent toutefois, faire d'autres produits, si cela est n�ecessaire.

{ La volont�e de conserver des liens existants entre des clients et des usines.
Certains clients sont �d�eles �a une usine. Ils ont leur interlocuteur privil�egi�e
et connaissent ainsi la qualit�e des produits qu'ils re�coivent. De l'autre côt�e,
les usines connaissent les habitudes de commande de ces clients ce qui per-
met une meilleure anticipation de la demande et une fabrication pour les
stocks en pr�evision des p�eriodes de fortes demandes.

0.1.7 Les demandes

Une particularit�e importante, li�ee au type de produit fabriqu�e, est la saisona-
lit�e des demandes. En e�et, en pr�eparation de l'�et�e, les clients passent de fortes
commandes �a partir des mois de mars-avril, et pour �eviter les stocks, diminuent
fortement leur demande apr�es septembre. Ainsi, Pechiney doit anticiper ces va-
riations de fa�con �a �equilibrer la charge de travail sur l'ann�ee.

Les demandes sont fermes �a court terme, puis pr�evisionnelles �a plus long terme.
Elles peuvent s'exprimer sous forme de contrat sur une p�eriode assez longue
(6 mois, par exemple), en pr�ecisant la quantit�e minimale �a livrer, mais sans pr�e-
ciser le cadencement exact des livraisons.

En g�en�eral, la demande peut être exprim�ee au mois, �a partir des commandes
fermes compl�et�ees par les commandes pr�evisionnelles. Ceci d�etermine les p�eriodes
de d�ecoupage de l'horizon qui sont d'une longueur d'un mois.

0.1.8 Ordre de grandeur des donn�ees

Le tableau suivant donne des indications sur les ordres de grandeur des di��erents
�el�ements �a consid�erer lors de la recherche de la plani�cation.

0.1.9 Conclusion

Le contexte manufacturier concerne donc toute une division industrielle r�epartie
sur une r�egion relativement vaste. Les di��erentes composantes de cette division
(clients, usines, stocks) ont des caract�eristiques sp�eci�ques de par leur localisa-
tion, leurs capacit�es de production ou de stockage et leurs commandes. Tous ces
�el�ements forment un ensemble h�et�eroclite, qu'il est di�cile de g�erer.



0.2. UN BESOIN D'OPTIMISATION GLOBALE 25

Nombre de r�ef�erences (format, fermeture, d�ecor) 500
Nombre de clients 100
Nombre d'usines 10
Nombre de lignes par usines 3 �a 4
Cadence moyenne 1500 bô�tes par minute
Temps de changement de fermeture qq heures
Temps de changement de format qq jours
P�eriode de plani�cation 1 mois

Tab. 0.1 - Ordre de grandeur des donn�ees

0.2 Un besoin d'optimisation globale

L'originalit�e de cette probl�ematique r�eside dans la consid�eration de toute une
division industrielle et non plus seulement d'un site, ou d'un ilôt de produc-
tion. Ce souci de globalisation intervient dans un grand projet de r�eduction des
coûts engag�e par la soci�et�e Pechiney. Ce projet a pour objectif d'�economiser 20%
des coûts, hors mati�eres premi�eres, sur un horizon de deux ans. Cet objectif est
tellement ambitieux que les approches d'optimisations locales se sont av�er�ees in-
su�santes car chaque unit�e est d�ej�a relativement bien g�er�ee. Ainsi, la plupart
des d�epartements se sont tourn�es vers des approches plus globales, remettant en
cause leur organisation et leur strat�egie.

0.2.1 Une production d�ej�a bien �etudi�ee localement

Chaque usine, ou site de production a d�ej�a beaucoup travaill�e sur l'optimisation
de sa production et des �etudes sont encore en cours.

Par exemple, une attention particuli�ere a �et�e port�ee sur les changements d'outils.
Ils sont plani��es avec pr�ecaution et il existe au sein de chaque usine des �equipes
de sp�ecialistes d�edi�es �a des tâches bien pr�ecises, notamment aux r�eglages des
machines lors de ces changements.

Chaque usine travaille sur son optimisation locale. Historiquement, les clients
s'adressent directement �a une usine pour passer leurs commandes et l'usine g�ere
son carnet de commandes au mieux. D'ailleurs, cette gestion est r�eguli�erement
contrôl�ee par des tableaux de r�esultats, et une comparaison entre les di��erents
sites est r�ealis�ee. Ceci a pour cons�equence de cr�eer une certaine concurrence entre
les usines qui, de ce fait, ne cherchent ni �a communiquer, ni �a avoir une vue plus
globale de l'ensemble du syst�eme de production. Dans ce contexte de concurrence
interne, la recherche d'une optimisation commune �a plusieurs sites de production,
pourrait s'av�erer dangereuse pour l'un ou l'autre de ces sites qui se verrait a�ecter
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des productions moins rentables pour lui, a�n d'am�eliorer la productivit�e globale
de la division industrielle. Le r�esultat serait meilleur pour l'ensemble des sites
consid�er�es, mais individuellement moins bon pour les sites d�efavoris�es.

Ainsi, la comparaison des r�esultats entre les sites semble avoir un e�et motivateur
pour chacun des sites, mais inhibe certainement les coop�erations inter-sites.

0.2.2 Vers une optimisation globale

L'optimisation des sites de production pris individuellement �etant d�ej�a l'objet
de nombreuses �etudes, il est int�eressant de savoir �a quel autre niveau, une opti-
misation est possible. L'id�ee est alors d'avoir une vue globale de l'ensemble du
syst�eme de production et de centraliser une partie des informations pour relever
les incoh�erences qui existent entre les di��erents sites de production.

Les clients passent leurs commandes pour une p�eriode donn�ee. En fonction du
carnet de commandes ainsi �etabli, et �eventuellement compl�et�e par des pr�evisions
de ventes, nous cherchons �a d�eterminer la production �a r�ealiser par les di��erentes
lignes de production sur un horizon donn�e (horizon d�ecoup�e en p�eriodes). La de-
mande doit être satisfaite et sa saisonalit�e impose une anticipation et un stockage
des produits. L'objectif est la minimisation des coûts, l'ensemble des coûts �etant
constitu�e :

{ des coûts de production (d�ependants de la ligne de production et du pro-
duit),

{ des coûts de changement de production (d�ependants de la ligne de produc-
tion et des produits enchâ�n�es),

{ des coûts de transport (d�ependants des sites de production, de stockage et
de livraison),

{ des coûts de stockage (d�ependants du lieu et de la dur�ee du stockage).

0.3 Conclusion

Le probl�eme pos�e par la soci�et�e Pechiney pour l'optimisation de ses divisions in-
dustrielles produisant des bô�tes de boisson ou des tubes m�etallo-plastique, est
tr�es g�en�eral et g�en�erique.

En e�et, cette probl�ematique concerne une production multisite (o�u les sites
peuvent être tr�es �eloign�es les uns des autres), multiproduit (o�u des temps de
changement sont n�ecessaires entre la fabrication de produits di��erents) et multi-
p�eriode (pour consid�erer une demande saisonni�ere), ce qui caract�erise un grand
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nombre de divisions industrielles, quels que soient les produits fabriqu�es.

Nous noterons que la particularit�e du probl�eme �etudi�e, dans le cas expos�e par
la soci�et�e Pechiney, est l'importance relative des coûts de transport par rapport
aux coûts de production. Dans ce probl�eme, il n'est pas possible de privil�egier
la plani�cation de la production au d�epend de la distribution (cas o�u les coûts
de production seraient largement sup�erieurs), ni de s'int�eresser en priorit�e �a la
distribution (cas o�u les coûts de distribution seraient pr�epond�erants). Mais il est
indispensable de consid�erer les deux aspects (production et distribution) en même
temps, puisque tous deux ont des coûts de même ordre de grandeur.



28



29

PARTIE I

Un probl�eme d'ordonnancement

sur machines parall�eles
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Chapitre 1

Introduction �a l'ordonnancement

Un des points centraux de cette th�ese concerne l'ordonnancement et plus parti-
culi�erement l'ordonnancement de machines parall�eles. L'ordonnancement est un
champ d'investigation qui a connu un essor important ces quarante derni�eres
ann�ees, tant par les nombreux probl�emes identi��es que par l'utilisation et le d�e-
veloppement de nombreuses techniques de r�esolution.

L'objet de ce chapitre est de pr�esenter les notions fondamentales concernant les
probl�emes d'ordonnancement. Pour cela il convient de d�e�nir ce qu'est un pro-
bl�eme d'ordonnancement, de montrer la diversit�e de ces probl�emes en indiquant
quelques domaines d'application, d'exposer une classi�cation qui sera utilis�ee dans
la suite du document, de donner quelques �el�ements sur la complexit�e des pro-
bl�emes et de pr�esenter quelques m�ethodes classiques de r�esolution de ces types
de probl�eme.

1.1 D�e�nition et domaines d'application des pro-

bl�emes d'ordonnancement

Dans un probl�eme d'ordonnancement, quatre notions fondamentales interviennent.
Ce sont les travaux (ou jobs), les ressources, les contraintes et les objectifs. Un
travail se d�e�nit comme un ensemble de tâches ou d'op�erations qui doivent être
ex�ecut�ees. Une ressource est un moyen mat�eriel ou humain �a disposition pour la
r�ealisation d'un travail. Les contraintes repr�esentent les limites impos�ees par l'en-
vironnement, tandis que l'objectif est le crit�ere d'optimisation. Ordonnancer un
ensemble de tâches consiste alors �a programmer leur ex�ecution dans le temps en
leur allouant les ressources requises, et en �xant leurs dates de d�ebut d'ex�ecution
[65]. Dans les probl�emes d'ordonnancement classiques, deux hypoth�eses impor-
tantes sont commun�ement consid�er�ees : a) �a chaque instant, une machine ne peut
ex�ecuter qu'une seule tâche, b) �a chaque instant, une tâche peut être ex�ecut�ee
par une machine au plus. Notons que ces hypoth�eses peuvent être lev�ees pour
des probl�emes d'ordonnancement plus sp�eci�ques, comme l'ordonnancement par
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"batch", o�u une machine peut ex�ecuter plusieurs tâches en simultan�e, ou l'or-
donnancement avec chevauchement, o�u une tâche peut être en cours d'ex�ecution
sur plusieurs machines �a un même instant. L'objectif est de trouver une solution
optimale, ou sous-optimale, dans le sens d'un crit�ere d'�evaluation donn�e, par l'ap-
plication d'algorithmes adapt�es.

Ce type de probl�eme est tr�es souvent rencontr�e dans le milieu industriel, o�u il
s'agit de r�epartir l'ensemble du travail sur les machines ou ateliers de produc-
tion, en respectant au mieux un ensemble de contraintes (technologiques, tem-
porelles,...) et en visant un objectif (cadence de production, minimisation des
coûts, ...). En informatique, on fait �egalement r�eguli�erement appel aux probl�emes
d'ordonnancement pour allouer les processeurs �a l'ex�ecution des programmes.
Ces deux domaines, même s'ils concernent des activit�es tr�es di��erentes, ont des
probl�ematiques semblables, qui peuvent être mod�elis�ees et r�esolues de la même
fa�con. Nous citons bri�evement d'autres domaines d'application des probl�emes
d'ordonnancement : il s'agit des domaines de la construction (suivi de projet),
de l'administration (gestion du personnel, emploi du temps) ou encore, de toute
structure compos�ee d'une cellule automatis�ee.

Les ordonnancements sont commun�ement repr�esent�es par des diagrammes de
Gantt. Ceux-ci indiquent, selon une �echelle temporelle, l'occupation des machines
par les di��erentes tâches, les temps morts et les �eventuelles indisponibilit�es des
machines dues aux changements entre produits, par exemple (voir exemple �g
1.1).

M1

M2

M3

J2

J1

J3

J1 J3

J3 J1

J2

Temps mortAffectation

Temps de changement

0 10 20 30 Temps

Ji

Fig. 1.1 - Exemple de diagramme de Gantt
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1.2 Classi�cation

�Etant donn�e la diversit�e des probl�emes d'ordonnancement, nous utilisons couram-
ment un formalisme issu des travaux de Conway et al. [32], et Rinnoy Kan [123],
permettant de distinguer les probl�emes d'ordonnancement entre eux et de les clas-
ser. Ce formalisme, repris par Blazewicz et al. [15], comporte trois champs �=�=
permettant de d�ecrire les di��erentes entit�es d'un probl�eme d'ordonnancement.

1.2.1 Champ � : organisation des ressources

Le champ � est compos�e de deux sous-champs �1�2. Les ressources peuvent être
parall�eles (chaque machine peut ex�ecuter chaque tâche) ou d�edi�ees (sp�ecialis�ees
�a l'ex�ecution d'une ou plusieurs tâches). Dans le cas de machines parall�eles, elles
peuvent être soit identiques et avoir la même vitesse pour toutes les tâches, soit
uniformes, chaque machine a alors sa propre vitesse qui ne d�epend pas de la tâche
ex�ecut�ee, soit non li�ees, cas plus g�en�eral, o�u la vitesse d'ex�ecution d�epend de la
machine et de la tâche ex�ecut�ee.

Le syst�eme peut être plus ou moins simple. L'ex�ecution d'une tâche peut être
r�ealis�ee soit en une seule op�eration, soit en plusieurs op�erations successives ex�e-
cut�ees sur des machines di��erentes. Dans ce dernier cas, plusieurs structures ont
�et�e d�e�nies : les probl�emes de ow-shop, lorsque chaque tâche comporte le même
enchâ�nement d'op�erations, les probl�emes d'open-shop, o�u l'ordre des op�erations
est quelconque et les probl�emes de job-shop, o�u chaque tâche a une gamme d'op�e-
rations qui lui est propre.

Le param�etre �1 2 f;; P;Q;R;F;O; Jg repr�esente le type de ressources princi-
pales (machines) utilis�ees :

�1 = ; une seule machine. C'est le cas le plus simple qui peut être vu comme
un cas particulier des autres con�gurations.

�1 = P : machines parall�eles identiques. Les ressources sont compos�ees de ma-
chines de même cadence, dispos�ees en parall�ele pouvant ex�ecuter toutes les
tâches.

�1 = Q : machines parall�eles uniformes. Les cadences des machines sont di��e-
rentes deux �a deux, mais restent ind�ependantes des tâches.

�1 = R : machines parall�eles non li�ees. Les cadences des machines sont di��e-
rentes deux �a deux et d�ependent des tâches ex�ecut�ees.

�1 = F : ow-shop. Les tâches sont d�ecompos�ees en plusieurs op�erations qui
doivent être ex�ecut�ees sur l'ensemble des machines, dispos�ees en s�erie, selon
un même routage.
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�1 = O : open-shop. Les op�erations des tâches doivent être ex�ecut�ees sur cer-
taines machines sans restriction sur le routage des tâches.

�1 = J : job-shop. Les op�erations des tâches doivent être ex�ecut�ees sur l'en-
semble des machines dispos�ees en s�erie, mais peuvent avoir des routages
di��erents.

Le param�etre �2 2 f;;mg d�enote le nombre de machines composant le syst�eme.
Lorsque �2 = ;, le nombre de machines est variable, tandis que lorsque �2 = m,
le nombre de machines est �egal �a m (m > 0).

1.2.2 Champ � : contraintes et caract�eristiques du sys-

t�eme

Ce champ � = �1�2�3�4�5�6�7�8 d�ecrit les caract�eristiques des ressources et des
tâches. Pour r�epondre �a des probl�emes industriels des plus divers, la vari�et�e de
ces caract�eristiques est tr�es importante.

Tout d'abord, di��erents modes d'ex�ecution sont possibles : soit avec pr�eemption
(l'ex�ecution d'une op�eration peut être interrompue puis reprise sur la même ma-
chine ou sur une autre), soit sans pr�eemption (lorsqu'une op�eration est commen-
c�ee, elle doit être termin�ee avant de pouvoir ex�ecuter une autre op�eration sur la
même machine). Le param�etre �1 2 f;; pmtng indique cette possibilit�e de pr�e-
emption (�1 = pmtn). Si �1 = ;, la pr�eemption n'est pas autoris�ee.

Le param�etre �2 2 f;; resg caract�erise les ressources suppl�ementaires n�ecessaires
�a l'ex�ecution d'une tâche (outils, ressources de transport). �2 = ; indique qu'il
n'y a pas de ressource compl�ementaire. �2 = res sp�eci�e les ressources compl�e-
mentaires.

Le param�etre �3 2 f;; prec; tree; chaing re�ete les contraintes de pr�ec�edence entre
tâches sp�eci�ant qu'une tâche doit être ex�ecut�ee avant une autre. Les valeurs
;; prec; tree; chain repr�esentent respectivement des tâches ind�ependantes, des re-
lations de pr�ec�edence g�en�erales, des relations de pr�ec�edence particuli�eres sous
forme d'arbres ou de châ�nes.

Le param�etre �4 2 f;; rjg d�ecrit les dates d'arriv�ee (ou dates de disponibilit�e, ou
dates au plus tôt) des di��erentes tâches dans le syst�eme. Ces dates peuvent être
identiques et �egales �a z�ero pour toutes les tâches (�4 = ;) ou di��erentes suivant
les tâches (�4 = rj).

Le param�etre �5 2 f;; pj = p; p � p � �pg d�etaille les temps d'ex�ecution des
di��erentes tâches. Ces temps peuvent être ou ne pas être fonction de la machine.
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Di��erentes restrictions peuvent �egalement être consid�er�ees pour simpli�er certains
probl�emes.

�5 = ; : les tâches ont des temps d'ex�ecution arbitraires.

�5 = pj = p : toutes les tâches ont un temps d'ex�ecution �egal �a p.

�5 = p � p � �p : les temps d'ex�ecution des tâches sont compris entre p et �p.

Ensuite, le param�etre �6 2 f;; dj; ~djg indique les �eventuelles dates d'�ech�eance
(ou dates au plus tard) des tâches, dates pour lesquelles les tâches doivent être
termin�ees.

�6 = ; : les tâches n'ont pas de date d'�ech�eance.
�6 = dj : chaque tâche a une date d'�ech�eance souhait�ee. G�en�eralement, un non

respect de ces dates entrâ�ne une p�enalisation.

�6 = ~dj : chaque tâche a une date d'�ech�eance imp�erative (date limite), qu'il
faut absolument respecter.

Le param�etre �7 2 f;; s; si; sij ; nwtg permet de sp�eci�er des contraintes sur les
enchâ�nements de tâches tr�es souvent introduites pour repr�esenter au mieux les
probl�emes r�eels. Il est parfois n�ecessaire de consid�erer un temps de changement
entre l'ex�ecution de deux tâches di��erentes sur une mêmemachine pour repr�esen-
ter les changements et r�eglages d'outils. Ces temps de changement peuvent être
constant (s), fonction de la nouvelle tâche (si) ou bien fonction de l'enchâ�nement
des deux tâches (sij). �Egalement, pour le cas des industries o�u l'on manipule de la
mati�ere en fusion, il convient de pouvoir imposer que toutes les op�erations d'une
tâche soient ex�ecut�ees sans temps d'attente (�7 = nwt (no-wait)).

En�n, le param�etre �8 2 f;;Mjg indique, dans le cas de machines parall�eles,
des restrictions sur la polyvalence des machines. L'ensemble Mj repr�esente l'en-
semble des machines capables de r�ealiser la tâche j. Lorsque �8 est vide, toutes
les machines sont capables d'ex�ecuter toutes les tâches.

1.2.3 Champ  : crit�eres d'optimisation

Le troisi�eme champ, le champ , concerne les crit�eres d'�evaluation d'un ordon-
nancement. Les objectifs vis�es sont li�es �a une bonne utilisation des ressources, une
minimisation du d�elai global ou encore le respect d'un maximum de contraintes.
Nous donnons ici les crit�eres les plus couramment utilis�es.

 = Cmax : makespan. Ce crit�ere vise �a minimiser la date de sortie du syst�eme
de la derni�ere tâche (Cmax = maxj Cj)

1.

1: Cj : date de �n d'ex�ecution de la tâche j.
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 =
P
wjCj : somme pond�er�ee des dates de �n d'ex�ecution 2. Ce crit�ere repr�e-

sente la somme des encours des tâches dans le syst�eme.

 = Lmax : d�ecalage temporel maximal. Ce crit�ere mesure la plus grande vio-
lation des dates d'�ech�eances souhait�ees (Lmax = maxj Lj = maxj(Cj �dj)).

 =
P
wjTj : somme pond�er�ee des retards (Tj = max(Cj � dj ; 0)), qui permet

d'�evaluer les p�enalit�es dûes aux retards.

 =
P
wjUj : somme pond�er�ee du nombre de tâches en retard 3.

1.3 Complexit�e

L'exp�erience montre que certains probl�emes sont plus faciles que d'autres �a r�e-
soudre. Une th�eorie de la complexit�e a �et�e d�evelopp�ee et permet math�ematique-
ment de classer les probl�emes faciles et di�ciles en deux classes : les classes P et
NP. Nous exposons dans la partie qui suit, les grands principes de la th�eorie de la
complexit�e. Le lecteur int�eress�e par de plus amples informations pourra consulter
di��erents ouvrages compl�etement ou partiellement d�edi�es �a la complexit�e dont les
livres de Garey et Johnson [54], Sakarovitch [128], Xuong [144] ou encore Brucker
[19].

1.3.1 Les classes P et NP

Pour pouvoir exposer la notion de classe de probl�emes, il est tout d'abord n�eces-
saire de distinguer les probl�emes de d�ecision des probl�emes d'optimisation. Un
probl�eme de d�ecision est un probl�eme pour lequel la r�eponse est "oui" ou "non". Il
est possible d'associer �a chaque probl�eme d'optimisation, un probl�eme de d�ecision
en introduisant un seuil k correspondant �a la fonction objectif f . Le probl�eme de
d�ecision devient : "existe-t-il un ordonnancement r�ealisable (S) tel que f(S) � k?"

Il est alors possible de d�e�nir la classe P qui regroupe les probl�emes de d�ecision
r�esolubles par des algorithmes polynomiaux. Un algorithme polynomial est d�e�-
nit comme un algorithme dont le temps d'ex�ecution est born�e par O(p(x)) o�u p
est un polynôme et x est la longueur d'entr�ee d'une instance du probl�eme. Les
algorithmes dont la complexit�e ne peut pas être born�ee polynomialement sont
quali��es d'exponentiels.

La classe NP regroupe les probl�emes qui peuvent être r�esolus en temps poly-
nomial par un algorithme non d�eterministe 4. Pour ces algorithmes, si �a chaque

2: wj : poids de la tâche j.
3: Uj = 1 si la tâche j est en retard, 0 sinon.

4:Algorithme qui comporte des instructions de choix
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instruction, le bon choix est e�ectu�e, le temps de calcul est polynomial. Si au
contraire tous les choix sont �enum�er�es, l'algorithme devient d�eterministe et son
temps de calcul devient exponentiel.

Les algorithmes "ordinaires" sont �evidemment des cas particuliers des algorithmes
non d�eterministes. Aussi tout probl�eme de d�ecision qui peut être r�esolu par un
algorithme polynomial, et qui donc appartient �a la classe P, appartient �egalement
�a la classe NP. D'o�u P � NP.

Parmi les probl�emes de la classeNP, une large classe de probl�emes, les probl�emes
NP-complets, sont �equivalents entre-eux quant �a l'existence d'un algorithme po-
lynomial pour les r�esoudre. C'est �a dire, s'il existe un algorithme polynomial pour
r�esoudre un seul de ces probl�emes, alors il en existe un pour chaque probl�eme de la
classe NP. A�n de d�ecrire cette classe d'�equivalence, d�e�nissons tout d'abord la
r�eduction polynomiale entre deux probl�emes. Soient P1 et P2, deux probl�emes de
d�ecision. On dit que P1 se r�eduit polynomialement �a P2 (not�e P1 / P2) s'il existe
un algorithme de r�esolution de P1, qui fait appel �a un algorithme de r�esolution
de P2, et qui est polynomial lorsque la r�esolution de P2 est comptabilis�ee comme
une op�eration �el�ementaire [128]. On dit alors d'un probl�eme de d�ecision qu'il est
NP-complet si tout probl�eme de la classe NP se r�eduit polynomialement �a lui.
Les probl�emes d'optimisation combinatoire dont le probl�eme de d�ecision associ�e
est NP-complet sont quali��es de NP-di�ciles.

1.3.2 Prouver la NP-compl�etude d'un probl�eme

La d�emonstration d'appartenance d'un probl�eme de reconnaissance �a la classe des
probl�emesNP-complets est tr�es importante puisque, une fois cette d�emonstration
faite, on peut consid�erer comme peu vraisemblable l'existence d'un algorithme
polynomial pour r�esoudre ce probl�eme. Prouver qu'un probl�eme de d�ecision P
est NP-complet consiste en les quatre �etapes suivantes :

1 Montrer que P est dans NP.
2 Choisir P 0, un probl�eme NP-complet connu.

3 Construire une transformation f de P 0 ! P .

4 Prouver que f est une r�eduction polynomiale.

Ainsi, il est n�ecessaire de connâ�tre des probl�emes classiques, connus pour être
NP-complets. Le premier probl�eme qui a �et�e prouv�e comme �etant NP-complet
par Cook [33], est le probl�eme de satisfaisabilit�e SAT qui peut être d�e�ni comme
suit : �etant donn�e une expression bool�eenne de la forme d'un produit de sommes
(par exemple), le probl�eme est dit satisfaisable s'il existe une a�ectation en 0 et
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1 de ses variables de mani�ere �a ce que l'expression bool�eenne prenne la valeur 1.

SAT Instance : une expression bool�eenne E sous forme normale conjonctive
Question : E est-elle satisfaisable?

1.3.3 Quelques probl�emes NP-complets

Nous pr�esentons ici quelques autres probl�emesNP-complets dont laNP-compl�etude
n'a pu être d�emontr�ee que grâce �a l'existence d'un premier probl�emeNP-complet.
Ce sont les six probl�emes de base expos�es par Garey et Johnson [54], qui d�etaillent
ensuite la litt�erature concernant la complexit�e des probl�emes.

3-satisfaisabilit�e : �Etant donn�e un ensemble de clauses de dimension 3, construites
�a partir d'un ensemble �ni de variables, existe-t-il une a�ectation de ces va-
riables qui satisfait toutes les clauses?

Couplage de dimension trois : �Etant donn�e un ensembleM de triplets (M �
X � Y �Z, o�u X, Y , Z sont disjoints et de même cardinalit�e q), existe-t-il
M 0 �M tel que jM 0j = q et les triplets de M 0 sont deux �a deux disjoints?

Recouvrement : �Etant donn�e un graphe G = (V;E) et un entier k, existe-t-il
X � V tel que jXj � k et toute arête de G a au moins une de ses extr�emit�es
dans X?

Clique : �Etant donn�e un graphe G = (V;E) et un entier k, existe-t-il X � V tel
que jXj � k et tous les sommets de X sont deux �a deux adjacents?

Cycle Hamiltonien : �Etant donn�e un graphe G = (V;E), existe-t-il un cycle
passant une fois et une seule par chacun des sommets de V ?

Partition : �Etant donn�es n entiers positifs s1; s2; : : : ; sn, existe-t-il un sous en-
semble J � I = f1; 2; : : : ; ng tel que Pi2J si =

P
i2InJ si

La �gure 1.2 repr�esente les transformations utilis�ees pour prouver laNP-compl�etude
des six probl�emes pr�esent�es.

3-Satifaisabilité

Couplage  
de dimension trois

Satisfaisabilité

Recouvrement

Clique Circuit HamiltonienPartition

Fig. 1.2 - Enchâ�nement des preuves de NP-compl�etude
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1.3.4 Hi�erarchie de complexit�e entre les probl�emes d'or-

donnancement

L'�etude des relations existantes entre les di��erents probl�emes d'ordonnancement
revêt un grand int�erêt, dans la mesure o�u cela permet d'appliquer des algorithmes
de r�esolution connus pour certaines classes de probl�emes �a d'autres classes qui
leurs sont r�eductibles. Prenons l'exemple de l'ordonnancement sur machine paral-
l�eles : il est �evident que le probl�eme P==Cmax est un cas particulier du probl�eme
Q==Cmax o�u toutes les machines auraient la même vitesse. Ainsi, P==Cmax est
r�eductible �a Q==Cmax, qui lui est plus g�en�eral et tout algorithme d�evelopp�e pour
Q==Cmax peut être appliqu�e au probl�eme P==Cmax. Nous rappelons que lorsque
le nombre de machines n'est pas pr�ecis�e, il est consid�er�e comme variable.
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Fig. 1.3 - Hi�erarchie de complexit�e entre di��erents probl�emes

Il est int�eressant de voir comment la modi�cation d'un seul �el�ement de la clas-
si�cation d'un probl�eme peut a�ecter sa complexit�e. Pour cela, nous exposons,
�gure 1.3, certaines hi�erarchies existant entre di��erents probl�emes. Pour une re-
pr�esentation plus compl�ete de ces relations, il est possible de se r�ef�erer �a Pinedo
[112] et Blazewicz et al [15].

Le cas a) indique la hi�erarchie de compl�exit�e entre des probl�emes de con�gurations



40 CHAPITRE 1. INTRODUCTION �A L'ORDONNANCEMENT

de machines di��erentes, lorsque l'environnement reste identique. Comme nous le
montre la �gure, le cas le plus simple est le cas �a une machine. Puis le syst�eme
devient plus complexe en consid�erant plusieurs machines en parall�ele ou en s�erie.
La di�cult�e augmente encore, si le nombre de machines est non born�e et si l'on
consid�ere, non plus des machines identiques, mais des machines uniformes ou
non li�ees. En ce qui concerne les relations de pr�ec�edence, le cas b) nous montre
clairement les degr�es de complexit�e. La �gure c) nous donne l'�evolution de la
di�cult�e, en fonction des valeurs des dur�ees op�eratoires. En�n, la �gure d) donne
la relation existant entre les principaux crit�eres d'optimisation.

1.4 M�ethodes classiques de r�esolution

Nous avons vu pr�ec�edemment qu'il existe des probl�emes d'ordonnancement de
complexit�e di��erente. Les probl�emes appartenant �a la classe P ont des algorithmes
polynomiaux permettant de les r�esoudre. Ces algorithmes sont sp�eci�ques au pro-
bl�eme �a r�esoudre et nous ne les citerons pas ici. Pour les probl�emes appartenant
�a la classe NP, l'existence d'algorithmes polynomiaux semble peu r�ealiste. Ainsi,
di��erentes m�ethodes de r�esolution (m�ethodes exactes ou heuristiques), sont large-
ment utilis�ees pour appr�ehender les probl�emesNP-di�ciles. Nous exposons dans
cette partie, les grandes lignes des m�ethodes les plus connues class�ees en trois
cat�egories : les m�ethodes exactes, les heuristiques constructives et les m�ethodes
am�elioratives. Le lecteur int�eress�e par de plus amples d�etails pourra se reporter
aux r�ef�erences donn�ees.

1.4.1 M�ethodes exactes

Dans ce paragraphe, il est question de trois types de m�ethodes exactes : la pro-
grammation dynamique, la m�ethode de s�eparation et �evaluation et la r�esolution �a
partir d'une mod�elisation analytique. Comme nous le verrons, le temps de calcul
de ces m�ethodes est exponentiel ce qui explique qu'elles ne sont utilisables que
sur des probl�emes de petites tailles.

1.4.1.1 Programmation dynamique

Introduite par Bellman dans les ann�ees 50 [12], la programmation dynamique d�e-
compose un probl�eme de dimension n en n probl�emes de dimension 1. Le syst�eme
est alors constitu�e de n �etapes que l'on r�esout s�equentiellement, le passage d'une
�etape �a une autre se faisant �a partir des lois d'�evolution du syst�eme et d'une
d�ecision [25].
Le principe d'optimalit�e de Bellman est bas�e sur l'existence d'une �equation r�ecur-
sive permettant de d�ecrire la valeur optimale du crit�ere �a une �etape en fonction
de sa valeur �a l'�etape pr�ec�edente. Ainsi, pour appliquer la programmation dyna-
mique �a un probl�eme combinatoire, le calcul du crit�ere pour un sous-ensemble
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de taille k n�ecessite la connaissance de ce crit�ere pour chaque sous-ensemble de
taille k � 1 et porte le nombre de sous-ensembles consid�er�es �a 2n (o�u n est le
nombre d'�el�ements consid�er�es dans le probl�eme). La programmation dynamique
est donc de complexit�e exponentielle. Pourtant pour les probl�emes NP-di�ciles
au sens faible, c'est-�a-dire pour lesquels il existe des algorithmes de r�esolution
pseudo-polynomiaux, il est souvent possible de construire un algorithme de pro-
grammation dynamique pseudo-polynomial, pouvant alors être utilis�e pour des
probl�emes de tailles raisonnables.

1.4.1.2 M�ethode de s�eparation et �evaluation

La m�ethode de s�eparation et �evaluation est bas�ee sur une �enum�eration implicite et
intelligente de l'ensemble des solutions r�ealisables. Pour cela, la s�eparation consiste
�a d�ecomposer le probl�eme initial en plusieurs sous-probl�emes qui sont �a leur tour
d�ecomposables. Ce processus peut se visualiser sous forme d'un arbre d'�enum�e-
ration. Pour chaque sous-probl�eme (noeud de l'arbre), la proc�edure d'�evaluation
calcule (dans le cas d'un probl�eme de minimisation) une borne inf�erieure de la
solution obtenue �a partir de ce sous-probl�eme. Au pr�ealable, une borne sup�erieure
de la solution optimale a �et�e calcul�ee et est utilis�ee pour �eviter l'exploration de
noeuds dont la valeur de la borne inf�erieure est sup�erieure �a la valeur de la borne
sup�erieure. Cette borne sup�erieure est r�eactualis�ee lorsqu'une solution r�ealisable
de valeur inf�erieure est atteinte.
Ainsi, l'exploration de certaines branches de l'arbre est coup�ee, ce qui permet
de ne pas �enum�erer r�eellement toutes les solutions. Il faut donc remarquer que
l'e�cacit�e d'un algorithme de s�eparation et d'�evaluation est d�etermin�ee par la
qualit�e des bornes utilis�ees et par de bonnes conditions de branchement.

1.4.1.3 Mod�elisation analytique et r�esolution

La mod�elisation analytique d'un probl�eme permet, non seulement de mettre en
�evidence l'objectif et les di��erentes contraintes du probl�eme, mais �egalement, par-
fois de le r�esoudre. L'id�eal est d'obtenir un programme lin�eaire dont les variables
sont r�eelles. Dans ce cas, il existe bon nombre de solveurs pouvant le r�esoudre.
D�es que le probl�eme comporte des coûts �xes, ou des d�ecisions n�ecessitant l'uti-
lisation de variables enti�eres, les mod�eles deviennent plus di�ciles �a r�esoudre. Il
en est de même lorsque le mod�ele n'est pas lin�eaire, mais quadratique par exemple.

N�eanmoins, il est parfois surprenant de voir qu'un probleme particulier de taille
int�eressante peut être appr�ehend�e et r�esolu par la programmation math�ematique.
Il est donc justi��e de commencer �a �etudier un probl�eme en proposant une ou
plusieurs mod�elisations analytiques. De plus, cette d�emarche a �et�e simpli��ee car
il existe aujourd'hui plusieurs langages de mod�elisation, tels que AMPL, GAMS,
LINGO, MPL, permettant d'�ecrire les programmes lin�eaires de fa�con formelle,
proche de l'�ecriture math�ematique. Ces langages de mod�elisation peuvent soit
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g�en�erer des �chiers lisibles par des solveurs, tels que CPLEX, OSL, XPRESS, soit
être directement coupl�es �a ces solveurs. Malheureusement, tous les probl�emes ne
peuvent être r�esolus par cette approche car la r�esolution de programmes lin�eaires
mixtes, par exemple, demande souvent beaucoup trop de temps de calcul.

1.4.2 M�ethodes heuristiques constructives

Pour les probl�emes de grandes tailles, les m�ethodes exactes ne sont pas envisa-
geables de par leur temps de calcul. Il est dans ce cas possible d'utiliser des m�e-
thodes approximatives qui donnent des solutions certes sous-optimales, mais obte-
nues rapidement. Ces solutions peuvent ensuite servir de solution initiale pour les
m�ethodes am�elioratrices (voir section 1.4.3). La performance de tels algorithmes
est g�en�eralement calcul�ee par le rapport entre la valeur de la solution calcul�ee
par l'heuristique et la valeur de la solution optimale : RA(I) = A(I)=OPT (I)
pour le pire des cas. D'autres analyses de performances peuvent être men�ees. Par
exemple, l'analyse en moyenne regarde le comportement moyen de l'heuristique
en calculant RA(I), non pas seulement pour le pire des cas, mais �egalement pour
la moyenne de plusieurs instances. De plus, lorsque la solution optimale n'est pas
calculable (parce que les probl�emes sont de trop grande taille, par exemple), il est
�egalement possible d'�etudier exp�erimentalement le comportement de l'heuristique
en comparant ses performances soit avec les performances d'autres heuristiques,
soit avec des bornes inf�erieures de la solution optimale.

Les m�ethodes par construction progressive sont des m�ethodes it�eratives o�u �a
chaque it�eration, une solution partielle est compl�et�ee. La plupart de ces m�ethodes
sont des algorithmes gloutons car elle consid�erent les �el�ements (processeurs ou
tâches, suivant les cas) dans un certain ordre sans jamais remettre en question
un choix, une fois qu'il a �et�e e�ectu�e. De principe tr�es simple, ces algorithmes
permettent de trouver une solution tr�es rapidement. Parmi ces m�ethodes nous en
exposons deux types.
Regardons tout d'abord, les algorithmes de liste. Ces algorithmes consistent, dans
une premi�ere phase, �a calculer une liste qui donnera l'ordre de prise en compte des
�el�ements. Cette liste construite a priori, �a partir d'un crit�ere bien d�e�ni, n'est pas
remise en cause au cours de l'ordonnancement. La deuxi�eme phase de l'algorithme
se r�eduit �a consid�erer les �el�ements (processeurs ou tâches) dans l'ordre de la liste
pour construire l'ordonnancement.
Un deuxi�eme type de m�ethode par construction progressive, consiste �a choisir, au
cours de la construction, l'a�ectation d'une tâche sur une machine en utilisant
des r�egles de priorit�e. Ces m�ethodes peuvent �egalement être vues comme des m�e-
thodes s�erielles dynamiques o�u les listes sont reconstruites �a chaque �etape, selon
un crit�ere qui peut �evoluer dans le temps (le nombre de tâches disponibles, par
exemple). Notons que si le choix de la tâche �a ajouter est guid�ee par l'applica-
tion d'un th�eor�eme de dominance, qui permet d'�etablir des r�esultats concernant
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l'existence de solutions optimales si certaines hypoth�eses sont v�eri��ees [112], la
m�ethode peut donner la solution optimale. Une revue d�etaill�ee des r�egles clas-
siques couramment utilis�ees en ordonnancement est propos�ee par Panwalkar et
Iskander [108]. Pour chaque probl�eme, de nombreuses r�egles ont �et�e d�evelopp�ees et
les articles pr�esentant ces r�egles sont tr�es nombreux et sp�eci�ques �a un probl�eme
donn�e. Nous ne d�etaillerons donc pas la litt�erature sur ce point.
A partir de ces sch�emas de construction, des heuristiques plus ou moins com-
plexes ont �et�e d�evelopp�ees pour r�epondre �a des probl�emes sp�eci�ques. Nous en
exposerons quelques-unes, dans la revue de la litt�erature sur les probl�emes d'or-
donnancement sur machines parall�eles (voir chapitre 2).

1.4.3 M�ethodes am�elioratrices

Nous exposons, dans ce paragraphe, les m�ethodes d'am�eliorations locales les plus
connues. Ces m�ethodes sont initialis�ees par une solution r�ealisable, calcul�ee soit
al�eatoirement soit �a l'aide d'une des heuristiques constructives expos�ees pr�ec�e-
demment, et recherchent �a chaque it�eration une am�elioration de la solution cou-
rante par des modi�cations locales. Cet examen se poursuit jusqu'�a ce qu'un
crit�ere d'arrêt soit satisfait. L'utilisation de ces heuristiques it�eratives suppose
que l'on puisse d�e�nir pour toute solution S, un voisinage de solution, N(S),
contenant les solutions voisines (proches dans un certain sens). En g�en�eral, le
voisinage d'une solution est g�en�er�e en appliquant, plusieurs fois et de fa�con dif-
f�erente, �a cette solution, une petite transformation (�echanges, par exemple). A
chaque solution S, nous associons le coût de cette solution, c(S).

1.4.3.1 M�ethode de descente

C'est l'une des heuristiques de recherche locale les plus simples. Elle consiste �a
rechercher dans le voisinage de la solution courante, une solution de coût plus
faible. Elle proc�ede ainsi jusqu'�a arriver �a un optimum local.
Cette m�ethode a l'avantage d'être rapide, mais s'arrête d�es qu'un optimum local
est atteint, même si celui-ci n'est pas de bonne qualit�e.

Parmi ces m�ethodes, nous d�ecrivons ici les m�ethodes d'�echanges de type r-opt.
Ces m�ethodes d'optimisation ont �et�e initialement propos�ees par Lin [96] pour
r�esoudre le Probl�eme du Voyageur de Commerce (PVC), mais elles s'appliquent
�egalement �a tout probl�eme combinatoire dont la solution consiste en une permu-
tation de r composantes parmi n.
Le terme r-optimal indique qu'une solution ne peut plus être am�elior�ee en �echan-
geant r �el�ements. La m�ethode consiste donc �a s�electionner r composantes et �a
regarder si en interchangeant ces composantes, on obtient une meilleure solution.
Nous remarquons donc qu'une solution n-optimale est une solution optimale (dans
le cas d'un probl�eme de taille n). Ainsi, plus r augmente, plus on se rapproche de
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la solution optimale, mais plus les calculs sont di�ciles. En e�et, il y a (
n
r) fa�cons

de choisir r composantes et r! fa�cons de les �echanger. En pratique, on se limite �a
r = 2 ou 3.

1.4.3.2 Recuit simul�e

Cette classe de m�ethodes d'optimisation est dûe aux physiciens Kirkpatrick, Ge-
latt et Vecchi [84]. Elle s'inspire des m�ethodes de simulation de Metropolis (ann�ee
50) en m�ecanique statistique.
L'analogie historique s'inspire du recuit des m�etaux en m�etallurgie : un m�etal re-
froidi trop vite pr�esente de nombreux d�efauts microscopiques, c'est l'�equivalent
d'un optimum local pour un probl�eme d'optimisation combinatoire. Si on le re-
froidit lentement, les atomes se r�earrangent, les d�efauts disparaissent, et le m�etal
a alors une structure tr�es ordonn�ee, �equivalent �a un optimum global.
La m�ethode du recuit simul�e, appliqu�ee aux probl�emes d'optimisation, consid�ere
une solution initiale et recherche dans son voisinage une autre solution pouvant
devenir solution courante. L'originalit�e de cette m�ethode est qu'il est possible de
se diriger vers une solution voisine de moins bonne qualit�e avec une probabilit�e
non nulle. Ceci permet d'�echapper aux optima locaux. Au d�ebut de l'algorithme,
un param�etre T, apparent�e �a la temp�erature, est d�etermin�e et d�ecroit tout au long
de l'algorithme pour tendre vers 0. De la valeur de ce param�etre va d�ependre les
probabilit�es d'acceptation des solutions d�et�eriorantes.
La performance du recuit simul�e d�epend de la r�egle de refroidissement (c'est �a
dire la d�ecroissance du param�etre T) que l'on utilise. Un refroidissement trop
rapide m�enerait vers un optimum local pouvant être de tr�es mauvaise qualit�e.
Un refroidissement trop lent serait tr�es coûteux en temps de calcul. Le r�eglage
des di��erents param�etres (temp�erature initiale, nombre d'it�erations par palier de
temp�erature, d�ecroissance de la temp�erature, ...) peut donc être long et di�cile.

L'int�erêt des cette classe de m�ethode est qu'il existe une preuve de la convergence,
ainsi, lorsque certaines conditions sont v�eri��ees, on a la garantie d'obtenir la
solution optimale.

1.4.3.3 Recherche tabou

Ces m�ethodes dont l'origine peut remonter �a 1977 [58], ont �et�e formalis�ees plus
tard, en 1986, par Glover [59]. Elles n'ont aucun caract�ere stochastique et utilise
la notion de m�emoire pour �eviter de tomber dans un optimum local.
Le principe de l'algorithme est le suivant : �a chaque it�eration le voisinage (complet
ou un sous-ensemble du voisinage) de la solution courante est examin�e et la solu-
tion minimisant l'augmentation de coût est s�electionn�ee. Pour �eviter les ph�eno-
m�enes de cyclage, la m�ethode a l'interdiction de revisiter une solution r�ecemment
visit�ee. Pour cela, une liste taboue contenant les derni�eres solutions visit�ees est
tenue �a jour. Chaque nouvelle solution consid�er�ee chasse de cette liste la solution
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la plus anciennement visit�ee. La longueur de la liste, param�etre �a d�e�nir, d�eter-
mine donc le nombre d'it�erations pendant lesquelles une solution ayant �et�e visit�ee
ne pourra être reconsid�er�ee. Ainsi, la recherche de la solution courante suivante se
fait dans le voisinage de la solution courante actuelle sans consid�erer les solutions
appartenant �a la liste taboue. Tout au long de l'algorithme, la meilleure solution
doit être conserv�ee car l'arrêt se fait rarement sur la meilleure solution. En e�et,
l'arrêt de cette m�ethode peut se faire soit apr�es un certain nombre d'it�erations,
soit lorsqu'il n'y a pas eu d'am�elioration de la meilleure solution depuis un certain
nombre d'it�erations. Des versions plus �elabor�ees permettant des recherches plus
e�caces, ont �et�e propos�ees par la suite [60], [61].
Cette m�ethode donne de tr�es bons r�esultats pratiques, malgr�e l'inexistence de
r�esultats th�eoriques garantissant la convergence de l'algorithme vers la solution
optimale.

1.4.3.4 Algorithmes g�en�etiques

Cette classe de m�ethodes est bas�ee sur une imitation des ph�enom�enes d'adapta-
tion des êtres vivants. L'application de ces m�ethodes aux probl�emes d'optimisa-
tion a �et�e formalis�ee par Goldberg en 1989 [62].
Les algorithmes g�en�etiques fonctionnent sur une analogie avec la reproduction
des êtres vivants. On part d'une population (ensemble de solutions) initiale sur
laquelle des op�erations de reproduction, de croisement ou de mutation vont être
r�ealis�ees dans l'objectif d'exploiter au mieux les caract�eristiques et propri�et�es de
cette population. Ces op�erations doivent mener �a une am�elioration (en terme de
qualit�e des solutions) de l'ensemble de la population puisque les bonnes solutions
sont encourag�ees �a �echanger par croisement leurs caract�eristiques et �a engendrer
des solutions encore meilleures. Toutefois, des solutions de tr�es mauvaises qualit�es
peuvent aussi apparâ�tre et permettent d'�eviter de tomber trop rapidement dans
un optimum local.
Les di�cult�es pour appliquer les algorithmes g�en�etiques r�esident dans le besoin
de coder les solutions, et dans les nombreux param�etres �a �xer (taille de la po-
pulation, coe�cients de reproduction, probabilit�e de mutation, ...). De plus, ces
algorithmes demandent un e�ort de calcul tr�es important.
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Chapitre 2

Ordonnancement sur machines

parall�eles : �etat de l'art

De nombreux �etats de l'art dans le domaine de l'ordonnancement comme l'ouvrage
de Lawler et al [92], du Gotha [65], de Pinedo [112] ou encore de Blazewicz et al
[15] consacrent une partie importante �a l'ordonnancement sur machines parall�eles.
Nous citons �egalement les articles de Cheng et Sin [24], de Guinet et al. [70] et
la th�ese de Perraud-Echalier [111] qui pr�esentent un �etat de l'existant int�eressant
sur le probl�eme.

Ce chapitre est consacr�e �a un �etat de l'art sur la complexit�e des probl�emes de
machines parall�eles et les m�ethodes existantes. Le chapitre est divis�e en quatre
parties. La premi�ere traite des probl�emes d'ordonnancement sur machines paral-
l�eles avec minimisation de la dur�ee totale d'ex�ecution (Cmax). La deuxi�eme partie
expose les r�esultats sur les probl�emes avec minimisation de la somme des dates
de �ns d'ex�ecution (

P
Ci). En�n la troisi�eme partie est consacr�ee aux probl�emes

d'ordonnancement sur machines parall�eles avec temps de changement d�ependant
de la s�equence (sij), et �a leur analogie avec le Probl�eme de Tourn�ees de V�ehicules
(PTV). Bien sûr, �etant donn�e le tr�es grand nombre de travaux r�ealis�es dans ce
domaine, nous n'avons pas pu avoir connaissance de tout et il peut y avoir des
oublis. Nous avons malgr�e tout, essay�e d'en rapporter un grand nombre. Il est,
cependant, �a noter que nous n'avons pas du tout �etudi�e les probl�emes mettant en
cause des dates d'arriv�ee ou des dates d'�ech�eance de tâches.

A l'issue de chaque partie, un tableau r�ecapitulatif r�esume les principaux r�esul-
tats de complexit�e des probl�emes. Seuls les probl�emes les plus durs r�esolubles
polynomialement et les probl�emes NP-di�ciles les plus faciles sont donn�es. Les
probl�emes ouverts sont �egalement indiqu�es.

Avant de commencer, nous rappelons la hi�erarchie de complexit�e existant entre
les di��erentes con�gurations de machines (ou processeurs). La con�guration la
plus simple est compos�ee de machines identiques, o�u toutes les machines peuvent
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ex�ecuter toutes les tâches. Une tâche i a alors une dur�ee op�eratoire pi quelque
soit la machine qui l'ex�ecute. Ensuite vient le cas des machines uniformes o�u
les machines sont polyvalentes mais ont des vitesses di��erentes. Ainsi, la dur�ee
d'ex�ecution de la tâche i sur la machine k est pik = pi=sk, o�u sk est la vitesse
de la machine k. En�n, il existe un cas plus di�cile, o�u les machines sont non
li�ees et la dur�ee d'ex�ecution pik d'une tâche i d�epend �a la fois de la tâche et de la
machine k sur laquelle elle est ex�ecut�ee. Nous remarquons qu'il est alors possible
de sp�eci�er qu'une machine ne peut ex�ecuter certaines tâches en leur donnant
des dur�ees op�eratoires in�nies. Comme nous le verrons au cours de ce chapitre,
dans la plupart des cas, consid�erer des machines non li�ees complexi�e fortement
les probl�emes. Pourtant l'�etude de cette con�guration est justi��ee car elle permet
de rester proche des r�ealit�es industrielles, o�u il existe souvent plusieurs machines
pouvant r�ealiser une même op�eration avec des temps et des coûts di��erents en
fonction de la g�en�eration technologique de la machine, de ses sp�eci�cit�es propres
et de ses outils disponibles.

2.1 Minimisation du Cmax

2.1.1 Processeurs identiques

2.1.1.1 P==Cmax

Le probl�eme consistant �a ordonnancer un ensemble de tâches sur un ensemble
de machines parall�eles identiques, sans contraintes suppl�ementaires, tout en cher-
chant �a minimiser la dur�ee totale de production, est NP-di�cile puisque même
le probl�eme restreint �a deux machines (P2==Cmax) a �et�e d�emontr�e comme �etant
NP-di�cile par une r�eduction du probl�eme de bi-partitionnement par Karp [81].

Ainsi, puisqu'il n'est pas possible de trouver un algorithme polynomial permet-
tant de r�esoudre ce probl�eme, des heuristiques de r�esolution ont �et�e propos�ees.

Une classe de ces heuristiques est compos�ee d'algorithmes de liste, o�u les tâches
sont a�ect�ees aux machines en suivant l'ordre d'une liste construite �a partir d'un
certain crit�ere (voir section 1.4.2). Pour plus de pr�ecisions sur ces algorithmes
appliqu�es aux probl�emes de machines parall�eles, voir, [66]. Ces algorithmes, ap-
pliqu�es au probl�eme P==Cmax ont des performances 1 �egales �a RListe = 2� 1=m.
L'heuristique LPT (Longest Processing time) est la plus connue pour le probl�eme
P==Cmax. Elle classe les tâches par ordre d�ecroissant des dur�ees op�eratoires. De
complexit�eO(nlogn), cette heuristique a une performance deRLPT = 4=3�1=3m.
Plus tard, Ibarra et Kim [78] ont prouv�e que RLPT = 1 + 2(m � 1)=n pour
n � 2(m � 1)� et � = maxi(pi)=mini(pi). D'autres algorithmes de listes ont �et�e

1: Performance d'une heuristique : RH = ZH=Z� o�u, ZH est la valeur du crit�ere de la solution

donn�ee par l'heuristique et Z� est la valeur du crit�ere pour une solution optimale
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d�evelopp�es. Le lecteur int�eress�e par ce type d'algorithmes peut se r�ef�erencer �a
Lawler et al [92].
Nous citons �egalement l'algorithme MULTIFIT issu de l'analogie entre le pro-
bl�eme P==Cmax et le probl�eme de sac �a dos (Co�man et al. [29]). Cette heuristique
d�etermine une valeur C comme capacit�e maximale des machines puis consid�ere
les machines une �a une et leur a�ecte des tâches en suivant la r�egle FFD (First
Fit Decreasing). FFD a�ecte la tâche la plus longue respectant la capacit�e res-
tante de la machine. L'algorithme v�eri�e la faisabilit�e de la solution trouv�ee pour
la capacit�e C donn�ee, et recherche la valeur de C minimale pour laquelle une
solution r�ealisable existe.
D'autre part, un algorithme de programmation dynamique a �egalement �et�e pro-
pos�e pour P==Cmax par Rothkopf [125]. Il permet de trouver la solution optimale
en un temps O(nCm) et ne peut donc être utilis�e que pour de petites valeurs de
m et de C (borne sup�erieure du Cmax).

2.1.1.2 P=pmtn=Cmax

En relaxant la contrainte de non-pr�eemption, le probl�eme devient facile et peut
être r�esolu optimalement en un temps polynomial, en appliquant la m�ethode de
Mc Naughton [100]. Elle consiste �a calculer la dur�ee totale de production optimale
C�
max = maxfmaxi(pi);

1
m

P
i pig, puis d'ordonnancer les tâches une �a une en

compl�etant chaque machine jusqu'�a C�
max. La complexit�e de cet algorithme est

donc O(n).

2.1.1.3 P=prec=Cmax

Consid�erons maintenant le cas o�u il existe des contraintes de pr�ec�edence entre les
tâches. Ullman [139] a tout d'abord prouv�e que la restriction de ce probl�eme aux
tâches unitaires �etaitNP-di�cile. Plus tard, une r�eduction du probl�eme de clique
a permis de montrer que le seul probl�eme de d�ecision consistant �a d�eterminer s'il
existe un ordonnancement de longueur maximale �egale �a trois est NP-complet
[92]. L'utilisation des algorithmes de listes, comme pour le probl�eme P==Cmax,
peut g�en�erer des ordonnancements de comportement non attendus. En e�et, les
anomalies d�ecouvertes par Graham [66], montre que la longueur d'un ordonnan-
cement construit �a partir d'algorithmes de listes peut augmenter si par exemple,
le nombre de processeurs augmente, si des dur�ees op�eratoires diminuent, si des
contraintes de pr�ec�edence sont relax�ees ou encore si la liste de priorit�e change.

Il existe cependant des cas particuliers pour lesquels une r�esolution polynomiale
est envisageable. En e�et, dans le cas P=in � tree; pi = 1=Cmax (ou P=out �
tree; pi = 1=Cmax), Hu [77] a propos�e un algorithme polynomial bas�e sur la
notion de niveau de tâches. De même, le cas P2=prec; pi = 1=Cmax est un autre
cas particulier pour lequel Co�man et Graham [30] ont propos�e un algorithme en
O(n2) utilisant l'algorithme de Hu.
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2.1.1.4 P=pmtn; prec=Cmax

Consid�erons maintenant le probl�eme de l'ordonnancement sur machines parall�eles
identiques avec des contraintes de pr�ec�edence entre les tâches et l'autorisation de
pr�eemption. Dans le cas g�en�eral, ce probl�eme est NP-di�cile [139]. N�eanmoins,
deux cas particuliers (P2=pmtn; prec=Cmax, P=pmtn; forest=Cmax) sont r�esolus
par l'algorithme de Muntz et Co�man [103] bas�e sur une r�eduction des chemins
critiques en partageant les processeurs entre les tâches de plus haut niveau. Le
niveau d'une tâche i �etant compos�e du temps n�ecessaire pour compl�eter la tâche
i, plus la somme des temps d'ex�ecution des tâches situ�ees sur le plus long chemin
entre i et une tâche terminale. Ainsi, le niveau d'une tâche en cours d'ex�ecution
d�ecroit.

2.1.2 Processeurs uniformes

2.1.2.1 Q==Cmax

Le probl�eme de la minimisation de la dur�ee totale d'ex�ecution d'un ensemble de
tâches sur un ensemble de processeurs identiques �etant d�ej�a NP-di�cile, dans le
cas de dur�ees op�eratoires arbitraires, il en est de même pour Q==Cmax. Diverses
heuristiques ont alors �et�e pr�esent�ees pour ce probl�eme. L'une d'entre elles, classe
les tâches par ordre d�ecroissant de leur dur�ee d'ex�ecution et les machines par
ordre d�ecroissant de leur vitesse. L'a�ectation des tâches aux machines se fait en
suivant les listes, dans cet ordre. D�es qu'une machine se lib�ere, la premi�ere tâche
non a�ect�ee de la liste, lui est attribu�ee.

Dans le cas de dur�ee unitaires (Q=pi = 1=Cmax), Blazewicz et al. [15] exposent
deux approches polynomiales de r�esolution. La premi�ere consiste en une for-
mulation du probl�eme en un probl�eme de transport solvable en O(n3) [67]. La
deuxi�eme, enO(m2), est bas�ee sur l'existence d'une borne inf�erieureC 0 = n=

Pm
k=1 sk.

Les tâches sont a�ect�ees une �a une aux machines, tant que cela est possible, de
fa�con �a ne pas d�epasser C 0. Les tâches restantes (au plus m) sont a�ect�ees une �a
une �a la machine minimisant leur date de �n.

2.1.2.2 Q=pmtn=Cmax

Comme pour le cas des machines indentiques, autoriser la pr�eemption rend le
probl�eme plus facile et solvable en un temps polynomial par la r�egle LRPT-
FM (Longest Remaining Processing Time on the Fastest Machine �rst) [112]
qui permet �egalement de r�esoudre le probl�eme Q=pmtn; rj=Cmax. Il est a not�e
que Horvath et al. [76] ont propos�e un algorithme �a partir de l'algorithme de
Muntz et Co�man, d�evelopp�e pour le probl�eme P=pmtn; tree=Cmax, dans laquelle
chaque processeur est partag�e �equitablement entre les tâches de même niveau. Cet
algorithme permet �egalement de r�esoudre le probl�eme Q2=pmtn; prec=Cmax.
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2.1.3 Processeurs non li�es

Le cas des processeurs non li�es �etant celui qui nous int�eresse, nous allons, dans
cette partie, faire une revue un peu plus d�etaill�ee des r�esultats et algorithmes
existants pour cette con�guration.

2.1.3.1 R==Cmax

Pour ce probl�eme NP-di�cile (P2==Cmax �etant d�ej�a NP-di�cile), diverses heu-
ristiques ont �et�e propos�ees. Nous en pr�esentons ici quelques-unes dans l'ordre
chronologique.

Tout d'abord, en 1976, Horowitz et Sahni [75] d�eveloppent une r�esolution par
programmation dynamique, en O(min(nF; 2n)) du probl�eme R2==Cmax (o�u F
est une borne sup�erieure du Cmax). Bas�e sur cet algorithme, ils proposent une
heuristique pour r�esoudre R==Cmax en un temps O(n2m=�) o�u � est l'erreur rela-
tive.

Puis, Ibarra et Kim exposent cinq heuristiques en O(n), O(nlogn) ou O(n2) ba-
s�ees sur une a�ectation au mieux des tâches consid�er�ees dans un certain ordre.
La performance de ces algorithmes est �egale, au pire, �a m fois l'optimum et cette
borne est atteinte pour quatre de ces algorithmes. L'heuristique la plus promet-
teuse, pour laquelle il n'a pas �et�e prouv�e que la borne pouvait être atteinte, est
l'ECT (Earliest Completion Time) qui choisit �a tout moment, parmi les tâches
non encore a�ect�ees, celle qui pourra être achev�ee en premier.

Plus tard, Davis et Ja�e [35] montrent que CECT
max =C

�
max = 1+log2m. Ils proposent

�egalement di��erents algorithmes qui n'a�ectent sur un processeur que des tâches
pour lesquelles le processeur est relativement e�cace. L'un de ces algorithmes,
polynomial en O(mnlogn), est de performance garantie inf�erieure �a 2; 5

p
m. Un

autre algorithme, exponentiel en O(mm+mnlogn) a une performance de 1; 5
p
m.

Plus tard, en 1985, Potts [114], pr�esente l'heuristique deux phases LPE (Linear
Programming and Enumeration). La premi�ere phase r�esout une relaxation du
programme lin�eaire associ�e au probl�eme admettant des tâches partag�ees entre
plusieurs processeurs. Il montre qu'il y a au plus m � 1 tâches fractionn�ees et
la deuxi�eme phase consiste en l'a�ectation par �enum�eration de ces tâches res-
tantes. Cet algorithme de complexit�e O(mm�1) (pour l'�enum�eration) a un ratio
de performance garantie �egale �a 2. Pour r�eduire la complexit�e de l'algorithme,
Potts propose d'utiliser une heuristique capable d'ordonnancer m � 1 tâches en
un temps polynomial �a la place de l'�enum�eration. Pour le cas de deux machines,
la performance de l'algorithme, alors en O(n), est de (1 +

p
5)=2 et atteint 3=2

apr�es une petite modi�cation.
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Par la suite, des r�esultats de complexit�e int�eressants sont pr�esent�es par Lens-
tra et al. [95] qui montrent qu'aucun algorithme polynomial ne peut avoir une
performance meilleure que 3=2 �a moins que P ne soit �egal �a NP. Ils pr�esentent
parall�element un algorithme polynomial de performance �egale �a 2.

Des m�ethodes de recherches locales, utilisant comme point de d�epart une solution
donn�ee par une heuristique de descente, sont �egalement appliqu�ees �a ce probl�eme
par Glass et al. [57]. Leurs exp�erimentations montrent que les algorithmes g�en�e-
tiques et la m�ethode de descente donne de moins bons r�esultats que les autres
algorithmes test�es. La m�ethode de descente reste pourtant int�eressante de par sa
rapidit�e d'ex�ecution. Par contre, la recherche taboue, le recuit simul�e et les al-
gorithmes g�en�etiques coupl�es avec un algorithme de descente, sont des m�ethodes
tr�es comp�etitives de d�eviation moyenne inf�erieure �a 10% sur les exemples donn�es.

En�n, r�ecemment, Martello, Soumis et Toth [99] proposent des bornes pour le
probl�eme R==Cmax bas�ees sur la relaxation lagrangienne. Utilisant ces bornes,
ils pr�esentent des algorithmes exactes et d'approximation. L'une de leurs heu-
ristiques, TARGET, est tr�es int�eressante, car elle cherche �a minimiser la dur�ee
totale de production en se �xant une borne �a essayer de respecter. Au cours de la
recherche de l'ordonnancement, si une machine d�epasse cette borne, la dur�ee de
production de cette machine devient la nouvelle borne. L'a�ectation des tâches
aux machines se fait en fonction d'un calcul de score qui favorise les tâches, qui
mal plac�ees, engendredaient un d�epassement de la borne. Nous �etudierons plus
en d�etail, au chapitre 3, cette heuristique et son adaptation �a notre probl�eme.

2.1.3.2 R=pmtn=Cmax

L'autorisation de pr�eemption permet une nouvelle fois de casser la complexit�e
du probl�eme qui devient facile. Lawler et Labetoulle [91] propose un algorithme
deux-phases qui dans un premier temps r�esout un programme lin�eaire calculant
la valeur optimale du Cmax et la part des tâches a�ect�ees �a chaque processeur.
La deuxi�eme phase utilise cette solution pour construire un ordonnancement.
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2.1.4 Tableau r�ecapitulatif pour Cmax

Le tableau suivant r�esume les principaux r�esultats de complexit�e pour les pro-
bl�emes de machines parall�eles avec minimisation de la dur�ee totale de production.

Probl�eme Complexit�e R�ef�erences

P2=pi = 1; prec=Cmax P Co�man et Graham [30]
P=pi = 1; tree=Cmax P Hu [77]
P=pmtn; tree=Cmax P Muntz et Co�man [103]
Q2=pmtn; prec=Cmax P Horvath, Lam et Sethi [76]
Q=pi = 1=Cmax P Graham et al. [67]
R=pmtn=Cmax P Lawler et Labetoulle [91]
P2==Cmax NP Karp [81]
P=pi = 1; prec=Cmax NP Ullman [139]
P=pi = 1; pmtn; prec=Cmax NP Ullman [139]

Tab. 2.1 - R�esultats majeurs pour Cmax

2.2 Minimisation de la somme des dates de �n

d'ex�ecution (
P
Ci)

2.2.1 Sans pr�eemption

Horn [74] et Bruno et al [20] ont formul�e le probl�eme R==
P
Ci en un programme

lin�eaire en nombres entiers. La structure de ce programme est telle que le pro-
bl�eme est solvable en un temps polynomial. R==

P
Ci �etant polynomial, il en est

de même pour P==
P
Ci et Q==

P
Ci puisqu'il est possible de trouver des r�educ-

tions polynomiales de ces probl�emes vers R==
P
Ci, et la m�ethode utilis�ee pour

R==
P
Ci est utilisable pour P==

P
Ci etQ==

P
Ci. N�eanmoins, des m�ethodes plus

simples ont �et�e d�evelopp�ees pour les machines parall�eles identiques et uniformes.
Par contre, d�es que l'on associe des poids aux tâches (correspondants �a une prio-
rit�e, une urgence,...) le probl�eme devient rapidementNP-di�cile. En e�et, Bruno
et al. [20] ont mis en �evidence une r�eduction du probl�eme du sac �a dos (connu pour
être NP-complet) au probl�eme de d�ecision associ�e au probl�eme P2==

P
wiCi.

2.2.1.1 P==
P
Ci

Consid�erons la recherche d'un ordonnancement d'un ensemble de tâches sur un
ensemble de machines parall�eles identiques minimisant la somme des dates de
�n d'ex�ecution des tâches. La g�en�eralisation de l'algorithme SPT (Shortest Pro-
cessing Time), d�evelopp�e pour le probl�eme 1==

P
Ci, est optimal pour le cas



54 CHAPITRE 2. ORDONNANCEMENT SUR MACHINES PARALL�ELES

de plusieurs machines en parall�ele [32]. Cet algorithme de liste classe les tâches
par ordre croissant de leur dur�ee d'ex�ecution et les a�ecte, dans cet ordre, �a la
premi�ere machine libre. La complexit�e de cet algorithme est O(nlogn) pour la
construction de la liste.

2.2.1.2 P=prec=
P
Ci

Lorsque l'on consid�ere des tâches ayant des contraintes de pr�ec�edence, le probl�eme
devient rapidement di�cile. En e�et, comme l'indiquent Lenstra et Rinnoy Kan
[94], le probl�eme restreint �a deux machines avec des dur�ees op�eratoires unitaires
(P2=prec; pi = 1=

P
Ci) est NP-di�cile. Seul le cas P=out � tree; pi = 1=

P
Ci

peut être r�esolu polynomialement par une adaptation de l'algorithme de Hu d�e-
velopp�e pour P=out � tree; pi = 1=Cmax.

2.2.1.3 Q==
P
Ci

Lorsque l'on se place dans un syst�eme de processeurs uniformes, il faut consid�erer
leurs vitesses d'ex�ecution et il n'est donc pas possible d'appliquer directement
l'algorithme SPT. Horowitz et Sahni [75] propose un algorithme polynomial dont
ils prouvent l'optimalit�e. Cet algorithme a�ecte les tâches dans l'ordre croissant
de leurs dur�ees op�eratoires au processeur dont le ot va être le moins augment�e.

2.2.1.4 R==
P
Ci

Consid�erons maintenant le cas de processeurs non li�es. La formulation de ce pro-
bl�eme en un probl�eme d'a�ectation, propos�ee par Horn [74], est bas�ee sur le
constat suivant : une tâche i plac�ee en derni�ere position sur un processeur m
contribue pour une valeur pim �a la fonction objectif, l'avant derni�ere tâche j du
processeur contribue pour 2�pjm, etc. Ainsi, pour r�esoudre le probl�emeR==

P
Ci,

il faut a�ecter les tâches i aux positions k sur les machinesm avec un coût k�pim.
Bruno et al. [20] transforme ce probl�eme en un probl�eme de transport dont la r�e-
solution, en O(max(mn2; n3)), consiste en la recherche d'un ot maximal de coût
minimal.

2.2.2 Avec pr�eemption

2.2.2.1 P=pmtn=
P
Ci

Mac Naughton [100] ayant montr�e que la pr�eemption n'apportait rien pour la
minimisation du ot moyen sur machines parall�eles identiques, la r�esolution du
probl�eme P=pmtn=

P
Ci est la même que pour P==

P
Ci. Dans le cas du ot

pond�er�e, Brucker [19] montre que pour le probl�eme P=pmtn=
P
wiCi, il existe un

ordonnancement optimal non pr�eemptif. Le probl�eme P2==
P
wiCi �etant NP-

di�cile, il en est alors de même pour P2=pmtn=
P
wiCi.
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2.2.2.2 Q=pmtn=
P
Ci

Dans la cas d'un ordonnancement pr�eemptif sur des machines uniformes, il est
possible de montrer qu'il existe un ordonnancement optimal dans lequel Ci � Cj

si pi < pj [85]. Ainsi, un ordonnancement optimal peut être obtenu en utilisant
l'adaptation suivante de la r�egle SPT : les tâches sont ordonn�ees par ordre crois-
sant de leurs dur�ees op�eratoires et ordonnanc�ees pr�eemptivement, dans cet ordre,
de fa�con �a minimiser leur date de �n. Ainsi, la tâche i1 de plus petite dur�ee op�e-
ratoire est a�ect�ee �a la machine la plus rapide, la deuxi�eme plus courte tâche
i2 �etant a�ect�ee �a la deuxi�eme machine la plus rapide. D�es que la tâche i1 est
termin�ee, la tâche i2 est pr�eempt�ee et mise sur la premi�ere machine, et ainsi de
suite. La complexit�e de cet algorithme est en O(nlogn+mn) pour le calcul de la
liste et l'a�ectation.

2.2.2.3 R=pmtn=
P
Ci

Le probl�eme de la minimisation du ot moyen sur des machines parall�eles non
li�ees est un probl�eme ouvert quant �a sa complexit�e. Il n'existe pas, �a notre connais-
sance, d'algorithme propos�e pour r�esoudre ce type de probl�eme, même dans le
cas de deux machines.

2.2.3 Tableau r�ecapitulatif pour
P
Ci

Le tableau suivant r�esume les principaux r�esultats de complexit�e.

Probl�eme Complexit�e R�ef�erences

R==
P
Ci P Horn [74], Bruno et al. [20]

Q=pmtn=
P
Ci P Labetoulle et al. [85]

P2=out � tree; pi = 1=
P
Ci P Hu [77]

P2=prec; pi = 1=
P
Ci NP Lenstra et Rinnoy Kan [94]

P2==
P
wiCi NP Bruno et al. [20]

P2=pmtn=
P
wiCi NP Mac Naughton [100]

R2=pmtn=
P
Ci Ouvert

Tab. 2.2 - R�esultats majeurs pour
P
Ci
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2.3 Probl�emes avec temps de changement

Nous consid�erons dans cette partie les probl�emes o�u le temps n�ecessaire pour
passer de l'ex�ecution d'une tâche �a une autre d�epend de l'enchâ�nement de ces
tâches. Ce type de probl�eme est tr�es souvent rencontr�e dans l'industrie o�u un
même �equipement r�ealise plusieurs types de tâches.

Ainsi, dans le probl�eme pos�e par la soci�et�e Pechiney, la modi�cation d'une taille
de bô�tes sur une ligne peut entrainer un arrêt de la ligne, pour cause de r�eglage,
d'une dur�ee pouvant aller jusqu'�a six jours ce qui p�enalise tr�es fortement la pro-
duction. Un autre exemple provient de l'industrie chimique o�u le temps n�ecessaire
pour nettoyer les cuves avant de fabriquer un nouveau produit, d�epend de ce qui
a �et�e fabriqu�e pr�ec�edemment. Une situation similaire apparâ�t dans l'industrie
plastique avec la fabrication d'objets de di��erentes couleurs. Lors du passage de
la production d'un objet d'une couleur �a un objet d'une autre couleur, une quan-
tit�e de plastique est jet�ee jusqu'�a ce que la bonne couleur soit atteinte. Dans
ce cas, la perte induite par le changement concerne non seulement une perte de
temps disponible �a la production, mais �egalement une perte de mati�ere.

Dans la litt�erature, ces probl�emes sont appel�es probl�emes d'ordonnancement avec
temps de changement d�ependant de la s�equence et sont caract�eris�es par la pr�e-
sence d'un sij, repr�esentant le temps de changement n�ecessaire pour passer de la
tâche i �a la tâche j sur la même machine, dans le champ � de la classi�cation
expos�ee paragraphe 1.2. Divers articles traitent de probl�emes consid�erant deux
types de changements : les changements majeurs (tr�es longs) entre des tâches de
familles di��erentes et les changements mineurs (moins longs) entre des tâches de
types di��erents appartenant �a une même famille. Nous notons, dans ces cas l�a,
Sij (avec une majuscule) les changements majeurs et sij (avec une minuscule) les
changements mineurs. De même, certains auteurs s'int�eressent �a la minimisation
des coûts de changement de production que nous notons Csij.

R�ecemment, C. Artigues a pr�esent�e une th�ese traitant de la prise en compte de
temps de pr�eparation dans les probl�emes d'ordonnancement [3] et dans laquelle
un �etat de l'art pr�esente di��erents mod�eles et approches d�evelopp�ees pour trai-
ter des probl�emes d'ordonnancement avec temps de pr�eparation. Il propose une
nouvelle approche bas�ee sur les graphes et une proc�edure d'insertion permettant
de rajouter dynamiquement une tâche dans un ordonnancement de fa�con �a mini-
miser l'augmentation du retard maximal [4], [5].

Ce paragraphe est divis�e en deux parties. Tout d'abord, nous exposons, l'ana-
logie entre les probl�emes d'ordonnancement sur machines parall�eles avec temps
de changement d�ependant de la s�equence et le tr�es classique Probl�eme de Tour-
n�ees de V�ehicules (P.T.V.). Puis, dans un deuxi�eme temps, nous relatons les



2.3. PROBL�EMES AVEC TEMPS DE CHANGEMENT 57

r�esultats importants sur l'ordonnancement de machines parall�eles avec temps de
changement d�ependant de la s�equence.

2.3.1 Analogie avec le Probl�eme de Tourn�ees de V�ehicules

Le probl�eme de la minimisation de la dur�ee totale de production sur une ma-
chine unique avec temps de changement de production d�ependant de la s�equence
(1=sij=Cmax) et le probl�eme de la minimisation des temps de changement (1=sij=

P
sij)

sont �equivalents et peuvent, comme l'indique Baker [7], être interpr�et�es comme
des Probl�emes de Voyageur de Commerce (P.V.C.), probl�eme NP-di�cile. L'ap-
proche la plus populaire utilis�ee pour traiter le Probl�eme du Voyageur de Com-
merce, est l'approche par s�eparation et �evaluation [71]. Un r�esum�e de ces ap-
proches est propos�e par Balas et Toth [8]. De leur côt�e, Golden et Stewart pr�e-
sentent un r�esum�e des m�ethodes de construction et d'am�elioration d�evelopp�ees
pour le P.V.C. [63].

Pour le cas des machines parall�eles, le probl�eme de la minimisation de la dur�ee
total de production (P=sij=Cmax) et le probl�eme de la minimisation des temps
de changements (P=sij=

P
sij) ne sont plus �equivalents. Une analogie de ces pro-

bl�emes peut tout de même être faite avec des variantes di��erentes du Probl�eme de
Tourn�ees de V�ehicules (que nous notons P.T.V.). Dans ce probl�eme, il ne s'agit
plus d'un seul voyageur visitant un ensemble de villes, mais d'un ensemble de
v�ehicules. D�etaillons plus pr�ecis�ement l'analogie, indiqu�ee par Parker et al. [110],
entre le probl�eme P=sij=

P
sij et une formulation classique du P.T.V. :

"Un ensemble de v�ehicules, bas�es dans un d�epôt central, doivent livrer plusieurs
clients r�epartis dans di��erentes villes. Le probl�eme de base consiste �a d�e�nir pour
chaque v�ehicule la route �a suivre de fa�con �a livrer tous les clients en minimisant
la longueur totale des parcours. Les v�ehicules partent et reviennent au d�epôt cen-
tral."

Les di��erents �el�ements composant l'analogie entre le probl�eme d'ordonnancement
sur machines parall�eles et le P.T.V. (voir Fig 2.1) sont expos�es ci-apr�es :

L'ensemble des clients : les clients sont les tâches �a r�ealiser.

L'ensemble des v�ehicules : les v�ehicules sont les di��erentes machines dispo-
nibles pour r�ealiser les tâches. Un v�ehicule visitant un client est �equivalent
�a une machine ex�ecutant une tâche.

Les temps de voyage entre clients : ces temps repr�esentent, dans le probl�eme
d'ordonnancement de machines parall�eles, les temps n�ecessaire pour passer
d'une tâche �a une autre sur une même machine.
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Fig. 2.1 - Analogie avec le P.T.V.

Le d�epôt : cette ville initiale repr�esente, pour le probl�eme d'ordonnancement,
l'�etat initial des machines.

Le crit�ere : la somme de la longueur des parcours de chaque v�ehicule doit être
minimis�ee et repr�esente, dans le probl�eme d'ordonnancement, la somme des
temps de changement.

De plus, des contraintes suppl�ementaires peuvent être ajout�ees au probl�eme de
base pour �elargir le domaine de validit�e de cette analogie. Ainsi, pour être �equi-
valent au probl�emeP=sij=Cmax, le P.T.V. doit en plus consid�erer des temps d'arrêt
chez les clients (temps de ramassage), �equivalents aux temps de production, et
le crit�ere devient la minimisation de la plus longue route. D'autres contraintes
concernent, par exemple, des restrictions (restriction sur les capacit�es des v�ehi-
cules, sur la longueur des routes, sur le nombre de villes visit�ees), des contraintes
sur la visite des clients (relations de pr�ec�edence entre certains clients, fenêtres de
temps acceptables pour les livraisons) ou encore sur la con�guration du syst�eme
(les v�ehicules ne sont plus situ�es en un d�epôt unique mais dans plusieurs d�epôts
r�epartis sur le territoire).

Ainsi, en se basant sur cette analogie, il semble possible d'adapter les nombreuses
m�ethodes d�evelopp�ees pour le P.T.V. aux probl�emes d'ordonnancement sur ma-
chines parall�eles. Malheureusement, la plupart de ces m�ethodes s'int�eressent �a
une otte de v�ehicules homog�enes (ayant la même vitesse, par exemple) qui cor-
respondent �a des machines identiques. L'extension de ces m�ethodes au cas des
machines parall�eles non li�ees n'est souvent pas imm�ediate.

Nous ne pr�esentons pas ici de revue compl�ete sur la litt�erature du Probl�eme de
Tourn�ees de V�ehicules, car ce probl�eme a �et�e tr�es largement �etudi�e ces trente der-
ni�eres ann�ees et de multiples algorithmes exacts ou heuristiques ont �et�e propos�es.
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Aussi, nous nous limiterons �a certaines m�ethodes qui ont d�ej�a �et�e adapt�ees �a
des probl�emes d'ordonnancement. Le lecteur int�eress�e par des informations com-
pl�ementaires sur les m�ethodes d�evelopp�ees pour le P.T.V. pourra se reporter �a
certains articles ayant pour objectif de pr�esenter un �etat de l'art sur les m�ethodes
exactes (Laporte et Nobert [87]) et/ou sur les heuristiques existantes (Clark et
Wright [28], Christo�des [27], Bodin et Golden [16], Solomon [131], Laporte [86],
Desrosiers et al. [37]). Nous citons �egalement la th�ese de Y. Rochat [124] et la
bibliographie tr�es compl�ete de Laporte et Osman [88] qui pr�esente 500 r�ef�erences
sur quatre types de probl�emes de tourn�ees : le Probl�eme du Voyageur de Com-
merce, le Probl�eme de Tourn�ees de V�ehicules, le Postier Chinois et le Postier
Rural.

2.3.2 Cas de processeurs identiques

Comme nous l'avons vu pr�ec�edemment, le probl�eme P=sij=f (avec f pouvant
correspondre �a di��erents crit�eres d'optimisation), peut être vu comme un pro-
bl�eme de tourn�ees de v�ehicules et est donc un probl�eme tr�es complexe. En fait,
ce probl�eme d'ordonnancement contient deux sous-probl�emes di�ciles : un pro-
bl�eme d'a�ectation des tâches aux machines, et un probl�eme d'ordonnancement
proprement dit, qui consiste, une fois le probl�eme d'a�ectation r�esolu, �a d�etermi-
ner les dates de lancement des op�erations. Ces deux sous-probl�emes ne peuvent
être trait�es s�epar�ement, mais doivent être consid�er�es simultan�ement.

Dans le cadre de l'�etude des probl�emes d'ordonnancement sur machines parall�eles
avec temps de changement plusieurs crit�eres sont couramment �etudi�es : la mini-
misation de la somme des temps (ou des coûts) de changement, la minimisation
de la dur�ee totale de production et la minimisation du ot moyen.

2.3.2.1 P=sij=
P
sij ou P=sij=

P
Csij

Sumichrast et Baker [132] pr�esentent un algorithme, visant �a minimiser les coûts
de changements, bas�e sur les solutions d'une s�erie de sous-probl�emes entiers en
0-1. Leur horizon �etant divis�e en jours et les demandes �etant exprim�ees en jour-
machines, ils d�eterminent le nombre maximal de machines pouvant rester dans le
même �etat, tout au long de la p�eriode.

Dans son m�emoire de doctorat, Aguilera [2] pr�esente di��erentes m�ethodes de r�e-
solution pour le probl�eme P=sij=

P
Csij issu d'une probl�ematique industrielle de

fabrication de bouteilles de verre. Ce probl�eme, o�u les coûts de changement sont
�elev�es avait �egalement �et�e �etudi�e par Gonthier, lors de son travail de th�ese [64]
dans une optique gestion de production. Les m�ethodes, propos�ees par Aguilera
sont bas�ees pour la plupart sur des m�ethodes d�evelopp�ees pour le P.T.V. et sont
divis�ees en trois classes : m�ethodes exactes, m�ethodes de relaxation, m�ethodes
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heuristiques.

Ces travaux ne consid�erent que la minimisation des coûts de changement de pro-
duction (ou des temps de changement) et ne prennent pas en compte la p�enali-
sation sur les capacit�es de production induites par ces changements.

2.3.2.2 P=sij=Cmax

Le probl�eme de la minimisation de la dur�ee totale de production sur machines
parall�eles identiques sans temps de pr�eparation (P==Cmax) est NP-di�cile (voir
[81]). Ainsi, la plupart des m�ethodes consid�erant ce probl�eme en y ajoutant des
temps de pr�eparation, sont des heuristiques.

Ovacik et Uzsoy [106] montrent que pour le probl�eme P=sij=Cmax, les ordonnan-
cement sans d�elai ne sont pas dominants, ce qui p�enalisent fortement les m�ethodes
bas�ees sur des algorithmes de liste qui g�en�erent de tels ordonnancements.

Guinet [69] s'appuie sur l'analogie avec le P.T.V. pour proposer une heuristique
deux-phases inspir�ee de la m�ethode Hongroise et bas�ee sur le r�eemploi des res-
sources.

Fran�ca et al. [51], proposent une heuristique tabou d�ecompos�ee en trois phases :
construction d'une solution initiale, am�elioration de cette solution par recherche
tabou, am�elioration de la s�equence de la machine la plus charg�ee. Le voisinage
est recherch�e �a partir de proc�edures d'insertion particuli�eres. Cette m�ethode peut
permettre de r�esoudre presque optimalement des probl�emes allant jusqu'�a cin-
quante tâches avec n�eanmoins, des temps de calcul �elev�es.

La minimisation de la dur�ee totale est �egalement �etudi�ee pour des probl�emes
comprenant des temps de changement majeurs et mineurs.

Ainsi, Tang [133], s'int�eresse au probl�emes d'ordonnancement sur machines pa-
rall�eles avec deux types de changements (changements majeurs entre famille de
produits et changements mineurs entre types de produits d'une même famille)
qui d�ependent de la tâche �a venir uniquement (P=Sj ; sj=Cmax). Il propose dans
ce cadre deux bornes sur la valeur de la dur�ee totale de production et une heu-
ristique d�ecomposant le probl�eme en deux niveaux. Tout d'abord, au premier
niveau (niveau agr�eg�e) la part du temps pass�e pour chaque machine sur chaque
famille est calcul�ee en tenant compte des changements majeurs, grâce �a une adap-
tation de l'algorithme MULTIFIT d�evelopp�e pour P==Cmax (voir section 2.1.1.1).
Au deuxi�eme niveau (d�esagr�eg�e), une autre adaptation du MULTIFIT, permet �a
partir du r�esultat du premier niveau de calculer la taille exacte du lot de chaque
type �a r�ealiser sur les machines. Sur les exemples trait�es, cette m�ethode donne
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des solutions de performance �egale �a 4; 5%.

Rajgopal et Bidanda [119], �etudient un probl�eme de fabrication de pneus et se
ram�ene �a un probl�eme particulier d'ordonnancement sur machines parall�eles avec
deux types de changements (majeurs et mineurs) tels que Sij = S pour toute
famille et sij = s pour tout type (probl�eme P=S; s=Cmax). Ils proposent des
bornes pour le Cmax ainsi que di��erentes heuristiques bas�ees sur des r�eductions
successives du Cmax en �economisant �a chaque it�eration un changement majeur et
un changement mineur.

2.3.2.3 P=sij=
P
Ci

Cheng et Chen [23] s'int�eressent au probl�eme de la minimisation du ot moyen
sur deux machines parall�eles identiques avec temps de changement d�ependant de
la s�equence et un temps d'ex�ecution �egale pour toutes les tâches (P2=sij ; pj =
p=
P
Ci) et montrent par une r�eduction du probl�eme de partition que même ce

probl�eme d'ordonnancement simpli��e est NP-di�cile.

2.3.2.4 P=sij=f

So [130] �etudie le probl�eme P=Sij ; sij=f o�u les machines ont une capacit�e bor-
n�ee, les temps de changements sont de deux types et f est la maximisation de la
somme des gains apport�es par l'ex�ecution de chaque tâche. Il pr�esente trois heu-
ristiques : une heuristique s�equentielle, une heuristique par d�ecomposition et une
heuristique gloutonne. La premi�ere heuristique, utilise la programmation dyna-
mique pour r�esoudre le probl�eme sur une machine. Puis la proc�edure est relanc�ee
pour les tâches restantes et la seconde machine, et continue tant que toutes les
machines n'ont pas �et�e a�ect�ees. L'heuristique par d�ecomposition traite deux
sous-probl�emes. Tout d'abord une s�election de l'ensemble des tâches �a a�ecter �a
l'ensemble des machines est calcul�ee en utilisant la programmation dynamique.
Puis les tâches de cet ensemble sont ordonnanc�ees sur chaque machine prise in-
dividuellement. Cette proc�edure est r�ep�et�ee selon un sch�ema it�eratif jusqu'�a ce
qu'une solution r�ealisable soit trouv�ee. En�n l'heuristique gloutonne s�electionne
la tâche de gain le plus �elev�e, non encore a�ect�ee, et l'a�ecte �a une machine de ca-
pacit�e su�sante. Il s'av�ere, que d'apr�es les tests ex�ecut�es, l'heuristique gloutonne
est la plus attractive de par sa rapidit�e d'ex�ecution et ses bonnes performances.

2.3.3 Cas de processeurs non identiques

Dans ce paragraphe nous regroupons la litt�erature traitant des machines paral-
l�eles uniformes et non li�ees. En e�et, peu de litt�erature porte sur ces sujets �a
cause de la complexit�e des probl�emes engendr�es, même si ces probl�emes sont tr�es
int�eressants du point de vue industriel.
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2.3.3.1 Minimisation des coûts de changement

Aguilera et al. [1] �etudient un probl�eme industriel avec machines parall�eles uni-
formes et minimisation des coûts de changement (Q=sij=

P
Csij). Ils proposent

une heuristique deux-phases qui commence par a�ecter des tâches aux machines
puis optimise l'ordonnancement des machines.

2.3.3.2 Minimisation du makespan (Cmax)

Elmaghraby et Guinet [41] �etudient le cas des machines parall�eles non li�ees
(R=Sij=Cmax). Pour cela, ils �etendent la m�ethode du r�eemploi, propos�ee pour le
cas des machines parall�eles identiques, et pr�esentent une heuristique deux-phases.
La premi�ere phase, l'allocation des tâches aux machines, se base sur la r�esolu-
tion d'un probl�eme de chargement de machines construit �a partir du concept du
r�eemploi. La deuxi�eme phase d�etermine la s�equence optimale sur chaque machine.

2.3.3.3 Minimisation du flot moyen

Le probl�eme de la minimisation du ot moyen avecmachines uniformes (Q=sij=
P
Ci)

est �etudi�e par Guinet [68] qui propose un mod�ele et une heuristique consistant pre-
mi�erement �a r�e-�ecrire le probl�eme d'ordonnancement en un Probl�eme de Tourn�ees
de V�ehicule o�u le r�e-emploi est autoris�e, puis �a r�esoudre le dual de ce probl�eme.

2.3.3.4 Crit�eres divers

Lorsque l'on �etudie des probl�emes issus du monde industriel, il n'est pas toujours
possible de se ramener aux crit�eres classiques expos�es ci-dessus. Ainsi, plusieurs
personnes se sont int�eress�ees �a des crit�eres particuliers (d�eriv�es des crit�eres clas-
siques ou non), pour coller �a des r�ealit�es industrielles.

Dietrich [39] consid�ere un probl�eme de machines parall�eles non li�ees et recherche
un ordonnancement minimisant �a la fois la dur�ee totale de production et le ot
moyen (R=sij=f), probl�eme rencontr�e lors de l'ex�ecution de processus de tests
sur les sites IBM. Elle propose une heuristique deux-phases qui commence par
a�ecter les jobs aux machines en cherchant �a �equilibrer la charge de travail sur
l'ensemble des machines, puis ordonne les tâches sur chaque machine de fa�con �a
r�eduire les temps de changement et �a minimiser le ot moyen.

Assad et Ball [6] �etudient un probl�eme industriel intervenant dans la production
de matelas. Ils recherchent �a d�eterminer le plan de production journalier d'un
ensemble de machines non li�ees servant �a coudre les matelas. Leur approche est
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originale puisque, contrairement aux m�ethodes deux phases classiques qui favo-
risent l'a�ectation des tâches aux machines puis recherchent un ordonnancement,
ils privil�egient le regroupement de tâches similaires (avec de faible temps de chan-
gement) puis recherchent leur a�ectation sur les machines.

Kedad et al. [83] proposent une heuristique deux phases pour traiter un probl�eme
d'ordonnancement rencontr�e dans les ateliers de conditionnement de produits
alimentaires. Il consiste en la recherche d'un ordonnancement d'un ensemble de
tâches, ayant des dates d'arriv�ees di��erentes, sur des machines parall�eles non li�ees
avec minimisation des temps improductifs (changement, attente). Cette heuris-
tique se base sur un calcul de priorit�e de la tâche par rapport �a la machine pour
proposer une a�ectation. Puis, une deuxi�eme phase bas�ee sur des proc�edures
d'am�eliorations locales recherche �a am�eliorer l'ordonnancement. De plus, dans sa
th�ese, Kedad [82] pr�esente �egalement un ensemble de m�ethodes stochastiques pour
ce probl�eme avec contraintes temporelles sur les tâches not�e R=rj ; dj ; sij;Mj=f
(pour la signi�cation des di��erentes notations, se reporter �a la section 1.2).
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Chapitre 3

Etude du probl�eme R=sij=f

La probl�ematique initiale, pos�ee par la soci�et�e Pechiney, est tr�es complexe de par
le nombre d'�el�ements qu'elle prend en compte. Cette probl�ematique peut être
quali��ee de multiproduit, multisite et multip�eriode. Dans ce chapitre, nous nous
consacrons �a l'aspect multiproduit et proposons d'�etudier un probl�eme d'ordon-
nancement d�eterministe associ�e �a la probl�ematique dans laquelle les caract�eris-
tiques principales sont : un organe de production constitu�e de machines parall�eles
non li�ees, des temps de changements entre produits d�ependants de la s�equence et
un objectif de minimisation globale d'un ensemble de coûts.

Nous consid�erons, dans ce chapitre, un sous-probl�eme, que nous appelons Pro-
bl�eme Statique Restreint (P.S.R.), qui consiste en la recherche d'un ordonnance-
ment d'un ensemble de tâches sur un ensemble de machines parall�eles non li�ees,
avec temps de changement entre tâches, d�ependant de l'enchâ�nement. L'objectif
est la minimisation d'une fonction objectif f qu'il reste �a d�eterminer. Ce pro-
bl�eme, not�e R=sij=f d'apr�es la notation introduite au chapitre 1, est assez peu
�etudi�e dans la litt�erature, comme nous l'avons vu pr�ec�edemment (cf 2.3.3), [41],
[39], [6], [83].

Ce chapitre est divis�e en plusieurs parties. Tout d'abord, nous d�ecrivons plus
pr�ecis�ement le Probl�eme Statique Restreint que nous avons d�e�ni, et le position-
nons par rapport �a la probl�ematique g�en�erale pr�esent�ee au chapitre 0. Puis nous
en proposons une mod�elisation sous forme d'un programme lin�eaire permettant
de d�e�nir plus pr�ecis�ement le probl�eme. Cette mod�elisation sera �egalement utili-
s�ee pour des r�esolutions exactes. Dans la partie suivante, nous exposons diverses
bornes pour les probl�emes R=sij=Cmax et R=sij=

P
(Coûts). Ensuite, nous pr�e-

sentons les deux approches de r�esolution exacte mises en �uvre et leurs limites. La
section suivante pose le probl�eme du crit�ere �a �evaluer lors de la recherche de m�e-
thodes heuristiques, et propose une proc�edure permettant de consid�erer �a la fois
le crit�ere temps et le crit�ere coût. Puis nous exposons trois m�ethodes heuristiques
d�evelopp�ees pour traiter ce probl�eme ainsi qu'une proc�edure d'am�elioration. Fi-
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nalement, nous exp�erimentons la proc�edure de r�esolution sur le probl�eme initial.

3.1 Description du Probl�eme Statique Restreint

(P.S.R.)

La probl�ematique initiale �etant tr�es g�en�erale, nous avons extrait un sous-probl�eme
que nous appelons P.S.R. (Probl�eme Statique Restreint). Ce probl�eme, dont nous
supposons que toutes les donn�ees sont connues et �x�ees, se focalise sur l'organe de
production de la probl�ematique initiale constitu�e d'un ensemble de machines en
parall�ele. Il proc�ede �a l'a�ectation et l'ordonnancement d'un ensemble de tâches
sur un ensemble de machines de caract�eristiques di��erentes, en parall�ele. Dans la
suite de ce chapitre, nous parlerons indi��eremment de lignes de production, de
machines ou de processeurs. A�n de d�e�nir le P.S.R., nous avons e�ectu�e quelques
modi�cations sur le probl�eme initial.

3.1.1 Modi�cation de la notion de produit

Tout d'abord, nous avons modi��e la notion de produit. Dans la probl�ematique in-
dustrielle, un client peut commander n'importe quel produit. Nous rappelons ici,
qu'un produit est d�e�ni par un m�etal, un format et un type de col de fermeture.
L'organe de production �etant r�eparti sur plusieurs sites, le choix de l'a�ectation
de la production d'un produit sur une machine doit se faire en tenant compte
des probl�emes li�es �a la production, mais �egalement de la distribution, puisque ces
deux aspects sont li�es en terme de coûts. En e�et, du choix de l'a�ectation de la
fabrication d'un produit sur une machine va non seulement d�ependre les temps
et coûts li�es �a cette fabrication, mais �egalement les coûts li�es �a la distribution du
produit depuis sa machine de fabrication (et donc depuis l'usine de fabrication)
jusqu'au client l'ayant command�e. Pour contourner cette di�cult�e, nous choisis-
sons de caract�eriser un produit non seulement par ses caract�eristiques techniques,
mais �egalement par le client qui le commande. Ainsi, la notion de destination est
int�egr�ee dans la notion de produit et les coûts de distribution d'un produit, d�e�ni
de cette fa�con, ne d�ependent que du produit et de son lieu de fabrication. Ces
coûts peuvent alors être agr�eg�es avec les coûts de production qui d�ependent �ega-
lement du produit et du lieu de fabrication. Nous d�e�nissons alors Cpim le coût de
production-distribution associ�e �a la fabrication du produit i sur le processeur m
tel que : Cpim = Cp0im+Ctim o�u Cp0im est le coût de production simple du produit
i sur le processeur m et Ctim est le coût de distribution associ�e au produit i fabri-
qu�e sur le processeur m. Ainsi, lorsque dans ce chapitre, nous parlerons de coûts
de production d'un produit sur une ligne de production, il faudra sous-entendre
coûts de production et de distribution relatifs �a la production de ce produit sur
cette ligne.
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3.1.2 D�etermination de l'ensemble des tâches �a e�ectuer

Ensuite, nous d�e�nissons l'ensemble des tâches �a ex�ecuter en fonction des de-
mandes des clients. Les p�enalit�es en temps et en coûts induites par les change-
ments de production �etant importantes, nous avons d�ecid�e de ne pas autoriser
la pr�eemption pendant l'ordonnancement. Ainsi, le calcul de la taille des lots �a
r�ealiser se fait en amont, et n'est pas consid�er�e ici. Lorsqu'une commande corres-
pond �a un tr�es grand volume de produits, cette commande est divis�ee en plusieurs
petites commandes de l'ordre de la taille des autres commandes, ce qui permet
�eventuellement, de r�epartir la production de cette grande commande sur plusieurs
machines. Une tâche correspond alors �a la production d'une quantit�e donn�ee d'un
certain produit.

3.1.3 �Etude du cas monop�eriode

Finalement, nous regardons dans cette partie de l'�etude, le cas statique d'une
seule p�eriode. Ainsi, pour la p�eriode consid�er�ee, l'ensemble des tâches �a r�ealiser, la
capacit�e des machines, repr�esentant le temps disponible �a la production pendant
la p�eriode, et les autres param�etres sont connus et �x�es. De plus, dans le cadre
de l'�etude d'une seule p�eriode, les aspects de stockage ne sont pas consid�er�es.

3.1.4 Description des composantes du probl�eme

De mani�ere formelle, les composantes du probl�eme que nous �etudions dans ce
chapitre peuvent être d�ecrites de la fa�con suivante :

M : Nombre de processeurs.
N : Nombre de tâches (nous supposons N > M).
T : Longueur de la p�eriode consid�er�ee.
J = f1; :::; Ng : Ensemble des tâches �a r�ealiser.
P = f1; :::;Mg : Ensemble des processeurs disponibles.
Tpim, Cpim : Temps et coût de production de la tâche i sur le processeur m.
Tcijm, Ccijm : Temps et coût de changement lors du passage de la tâche i �a

la tâche j sur le processeur m.

3.2 Mod�elisation

Nous proposons dans cette partie une mod�elisation du probl�eme d�e�ni dans la
section pr�ec�edente, sous forme d'un programme lin�eaire en nombres entiers avec
variables bivalentes. Nous noterons ce probl�eme R=sij ; Cmax < T=

P
(Coûts)

pour indiquer que nous cherchons �a respecter la p�eriode T et �a minimiser l'en-
semble des coûts. Pour cela, nous utilisons les indices suivants :
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i = 1::N : indice relatif aux tâches.
j = 1::N : indice relatif aux tâches.
m = 1::M : indice relatif aux processeurs.
l = 1::L(m) : indices relatif aux positions sur le processeur m.

avec L(m) le nombre maximal de tâches que le processeur m peut ex�ecuter et
Lm l'�enum�eration de toutes les positions valides sur le processeur m (Lm =
f1::L(m)g), v�eri�ant les in�egalit�es (3.1) et (3.2). L'in�equation (3.1) indique qu'au
moins une des machines doit accepter plus deN=M tâches, tandis que l'in�equation
(3.2) s'assure que la somme des positions valides sur l'ensemble des processeurs
est sup�erieure ou �egale au nombre de tâches �a ex�ecuter.

N=M � max
m

L(m) � N (3.1)

N �X
m

L(m) � N �M (3.2)

Nous d�e�nissons les variables bivalentes suivantes :

yilm =

(
1 Si la tâche i est ex�ecut�ee sur m en le position.
0 Sinon.

Ces variables yilm permettent �a elles seules de d�ecrire un ordonnancement r�ea-
lisable, mais elles ne permettent pas de comptabiliser lin�eairement les temps de
changement n�ecessaires pour le passage d'une tâche �a une autre sur le même pro-
cesseur. Ainsi, d'autres variables bivalentes xijm, repr�esentant la succession entre
les tâches, doivent être introduites a�n d'obtenir un programme lin�eaire.

xijm =

(
1 Si la tâche j suit imm�ediatement la tâche i sur le processeur m.
0 Sinon.

Nous pouvons remarquer que les variables xijm se d�eduisent des variables yilm de
la fa�con suivante : xijm = 1 si et seulement si il existe l tel que yilm et yj(l+1)m
soient �egaux �a 1.

xijm =
l=L(m)�1X

l=1

(yilm � yj(l+1)m) 8(i; j) 2 J � J;8m 2 P

Cette �equation n'est pas lin�eaire. Elle sera r�e-�ecrite sous la forme suivante, a�n
d'être utilis�ee dans le programme lin�eaire.

yilm + yj(l+1)m � xijm � 1 8(i; j) 2 J � J;8m 2 P;8l 2 Lm

Nous cherchons �a a�ecter l'ensemble des tâches aux processeurs de fa�con �a mini-
miser l'ensemble des coûts (production-distribution, changement de production)
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et respecter la p�eriode T . Ce probl�eme se traduit par le programme lin�eaire PL1
pr�esent�e ci-dessous. PL1 est caract�eris�e par : l'ensemble des tâches �a r�ealiser J ,
l'ensemble des processeurs disponibles P , les temps de production Tpim, les coûts
de production Cpim, les temps de changement Tcijm, les coûts de changement
Ccijm et la p�eriode �a respecter T .

(PL1 (J; P; Tpim; Cpim; T cijm; Ccijm; T ))

min
X
m2P

X
i2J

(
X
l2Lm

Cpim � yilm +
X
j2J

Ccijm � xijm) (3.3)

X
i2J

(
X
l2Lm

Tpim � yilm +
X
j2J

Tcijm � xijm) � T 8m 2 P (3.4)

X
m2P

X
l2Lm

yilm = 1 8i 2 J (3.5)

X
i2J

yilm � 1 8m 2 P;8l 2 Lm (3.6)

X
i2J

yi(l+1)m �
X
i2J

yilm � 0 8m 2 P;8l 2 LmnL(m) (3.7)

yilm + yj(l+1)m � xijm � 1 8(i; j) 2 J � J;8m 2 P;8l 2 LmnL(m) (3.8)

yilm = 0 ou 1 8i 2 J;8l 2 Lm;8m 2 P (3.9)

xijm = 0 ou 1 8(i; j) 2 J � J;8m 2 P (3.10)

La fonction objectif 3.3 vise la minimisation de l'ensemble des coûts de produc-
tion (incluant les coûts de distribution) et de changement.

L'�equation (3.4) assure que l'ensemble des temps associ�es aux productions des
tâches et aux changements entre les tâches, a�ect�ees �a chaque processeur, ne
d�epassent pas la p�eriode. Les �equations (3.5), (3.6) et (3.7) proc�edent �a l'a�ec-
tation des tâches. L'�equation (3.5) s'assure que chaque tâche est a�ect�ee, tandis
que l'in�equation (3.6) empêche plusieurs tâches d'occuper une même position et
l'in�equation (3.7) interdit les trous (c'est �a dire les positions vacantes au milieu
d'un ordonnancement) qui rendraient impossible la prise en compte des temps et
coûts de changement. Finalement, la derni�ere in�equation (3.8) permet de donner
�a xijm la valeur 1 lorsqu'il existe l tel que yilm = yj(l+1)m = 1 a�n de pouvoir
comptabiliser les temps et coûts de changement de production dans l'�equation
(3.4) et dans la fonction objectif (3.3).

Pour comptabiliser le nombre de variables et de contraintes de cette mod�elisa-
tion, posons L la somme du nombre de positions valides autoris�ees sur chacun des
processeurs (L =

P
m L(m)), c'est-�a-dire, le nombre de combinaisons repr�esent�ees

par l�m. Nous avons alors L�N variables yilm et M �N2 variables xijm pour
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M contraintes (3.4), N contraintes (3.5), L contraintes (3.6), L contraintes (3.7)
et L�N2 contraintes (3.8).

Il n'est pas possible de d�eterminer L avant la r�esolution du programme lin�eaire,
ou tout au moins, avant la connaissance de l'instance �a r�esoudre, car cela revien-
drait �a �xer un nombre maximal de positions valides autoris�ees par machine, ce
qui peut �ecarter la solution optimale. Nous ne pouvons alors qu'estimer le pire et
le meilleur des cas.

Dans le pire des cas, on consid�ere qu'un processeur peut r�ealiser toutes les tâches.
Dans ce cas, L(m) devient �egal �a N (quelque soitm) et L �egal �a N�M . Le nombre
de variables binaires est �egal �a 2�N2�M et le nombre de contraintes de l'ordre
de M �N3.

Dans le meilleur des cas, on parvient �a d�eterminer optimalement, avant la r�eso-
lution du probl�eme, le nombre de tâches r�ealis�ees sur chaque machine. Comme
toutes les tâches doivent être ex�ecut�ees, nous avons alors L = N . Nous obte-
nons un nombre de variables binaires de l'ordre de M � N2 et de l'ordre de N3

contraintes.

Le mod�ele PL1 nous a permis d'exposer clairement chacune des contraintes que
doit respecter l'ordonnacement. Nous utiliserons ce mod�ele, au cours de ce cha-
pitre pour la r�esolution exacte de petits probl�emes (probl�emes ne comportant que
quelques processeurs et quelques tâches) et dans le chapitre 4 lors de la d�ecom-
position du probl�eme global multisite.

3.3 Calcul de bornes

L'objet de cette partie est de calculer un ensemble de bornes inf�erieures pour
le probl�eme d'ordonnancement d'un ensemble de processeurs parall�eles non li�es
avec temps de changement, entre tâches, d�ependant de la s�equence. Des bornes
sont recherch�ees pour deux crit�eres correspondant �a deux aspects importants de
notre probl�eme : la minimisation de la dur�ee totale d'�execution (makespan) et la
minimisation des coûts.

3.3.1 Bornes inf�erieures pour le probl�eme R=sij=Cmax

Nous recherchons tout d'abord des bornes inf�erieures pour la minimisation de
la dur�ee totale d'ex�ecution de l'ordonnancement d'un ensemble de tâches sur
processeurs parall�eles non li�es. Nous remarquons que ces bornes sont �egalement
valides pour des probl�emes sans temps de changement entre tâches, puisqu'il su�t
alors de remplacer les temps de changement par z�ero. Trois bornes bas�ees sur des
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observations sur les ordonnancements sont propos�ees.

3.3.1.1 Chaque tâche est allou�ee �a un processeur

Toute tâche doit être ex�ecut�ee. Au mieux, chaque tâche est a�ect�ee sur le pro-
cesseur capable de l'ex�ecuter en un temps minimum. La dur�ee totale de l'ordon-
nancement est donc sup�erieure (ou �egale) au plus grand des plus petits temps de
production. D'o�u une premi�ere borne inf�erieure C1, d�e�nie par :

C1 = max
i
(min

m
Tpim) (3.11)

3.3.1.2 Toutes les tâches sont allou�ees �a un processeur

Il existe donc au moins un processeur avec bN�1
M
c+ 1 tâches. La dur�ee totale de

l'ordonnancement est donc sup�erieure (ou �egale) au meilleur temps mis par un
processeur pour ex�ecuter bN�1

M
c+1 tâches. Ce temps est sup�erieur (ou �egal) aux

bN�1
M
c + 1 plus petites sommes (temps de production + temps de changement)

moins le plus grand temps de changement consid�er�e.

C2 = min
m

(
X
i2Im

(Tpim +min
j
Tcijm)�max

i2Im
(min

j
Tcijm)) (3.12)

avec Im repr�esentant l'ensemble des bN�1
M
c + 1 tâches s�electionn�ees, c'est-�a-dire,

les bN�1
M
c+1 tâches qui ont la plus petite somme (temps de production + temps

de changement). Im v�eri�e, pour tout processeur m :

Card(Im) = bN � 1

M
c + 1

et 8i 2 Im, 8k 62 Im

Tpkm +min
j
Tckjm � Tpim +min

j
Tcijm

3.3.1.3 Toutes les tâches sont ex�ecut�ees

Au mieux, chaque tâche est a�ect�ee �a son "meilleur processeur" (en terme de
temps). La longueur de l'ordonnancement est donc sup�erieure (ou �egale) �a la
moyenne des meilleurs temps. Cette moyenne est constitu�ee de N temps de pro-
duction et de N�M temps de changement de production. Il faut donc d�eterminer
quels sont les N �M couples (temps de production + temps de changement) �a
consid�erer, et les M temps de production restants.
En fait, un temps de changement, suivant une tâche, doit être e�ectu�e sur le même
processeur que la tâche elle même. Nous recherchons donc pour chaque tâche i
quelles sont les deux machines qui permettent d'une part d'ex�ecuter la tâche,
d'autre part de l'ex�ecuter et d'e�ectuer un changement, le plus rapidemment
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possible. L'�ecart temporel ei repr�esente la di��erence entre ces deux temps, c'est-
�a-dire la perte de temps introduite par la prise en compte du temps de changement
suivant la production de la tâche i.

ei = min
m

(Tpim +min
j
Tcijm)�min

m
Tpim

La moyenne se calcule alors �a partir des plus petits temps de production pour
chaque tâche auxquels nous ajoutons les N �M plus petits �ecarts (composant
l'ensemble I).
D'o�u

C3 =
1

M
[
X
i2J

min
m

Tpim +
X
i2I

ei] (3.13)

avec I repr�esentant le N �M tâches dont l'�ecart ei est plus petit. I v�eri�e :

Card(I) = N �M

et 8i 2 I, 8k 62 I
ek � ei

Ainsi, la borne inf�erieure pour le probl�eme R=sij=Cmax est la plus grande des
trois bornes propos�ees ci-dessus :

Cinf = max(C1; C2; C3)

3.3.2 Borne inf�erieure pour le probl�eme R=sij=
P
(Coûts)

La borne inf�erieure propos�ee pour la minimisation des coûts se rapproche de la
borne C3 d�e�nie pour la minimisation de la dur�ee totale de production. En e�et,
la transposition des bornes C1 ou C2 pour la minimisation des coûts donnerait,
dans tous les cas, une moins bonne borne que la transposition de C3. Toutes les
tâches doivent être ex�ecut�ees. Au mieux, toutes les tâches sont a�ect�ees �a leur
meilleur processeur (en terme de coûts). Le coût total de l'ordonnancement est
donc sup�erieur (ou �egal) �a la somme des meilleurs coûts. Cette somme est au
moins compos�ee de N coûts de production et N �M coûts de changement de
production (cas o�u les M machines sont utilis�ees).
De même que pour C3, il faut d�eterminer quels sont les N �M couples (coût
de production + coût de changement) �a consid�erer et les M coûts de production
restants. Nous d�e�nissons alors la notion d'�ecart �nancier e0i repr�esentant la dif-
f�erence entre le meilleur coût de production de i et sa meilleure somme (coût de
production + coût de changement). Ainsi, e0i repr�esente le surcoût engendr�e par
la prise en compte d'un changement apr�es l'ex�ecution de la tâche.

e0i = min
m

(Cpim +min
j
Ccijm)�min

m
Cpim
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D'o�u
Binf =

X
i2J

min
m

Cpim +
X
i2I 0

e0i (3.14)

avec I 0 repr�esentant les N � M tâches dont le surcout e0i est le plus petit. I 0

v�eri�e :
Card(I 0) = N �M

et 8i 2 I 0, 8l 62 I 0

e0l � e0i

3.3.3 Validit�e des bornes

Di��erentes exp�erimentations ont �et�e men�ees pour v�eri�er la validit�e des bornes.
Pour cela, nous avons compar�e, pour chacun des deux crit�eres temps et coûts,
la valeur des bornes et la valeur de la solution optimale, pour plusieurs types de
probl�emes. Ici la valeur la solution optimale est recherch�ee (en utilisant CPLEX
5.0) pour l'un des deux crit�eres, sans tenir compte du deuxi�eme.

Le tableau 3.1 reporte les r�esultats. La premi�ere colonne indique le type de pro-
bl�eme : nombre de processeurs, nombre de tâches et entre parenth�eses, le nombre
d'instances trait�ees. Les trois colonnes suivantes �evaluent la valeur de la borne
pour la dur�ee totale de production en donnant la valeur optimale (moyenne de
toutes les instances), la valeur de la borne (moyenne de toutes les instances) et
l'�ecart en pourcentage (en moyenne). Les trois derni�eres colonnes reportent le
même r�esultat pour le coût.

Probl�eme Cmax Coût
mach-tâches Optimum Borne Ecart (%) Optimum Borne Ecart (%)

4-8 (10) 122 95 22 1707 1697 5,8
3-6 (10) 125 98 21 1536 1529 4,7
3-10 (10) 204 184 9,8 2318 2302 6,7
2-10 (10) 330 297 9,9 3550 3535 4,1

Tab. 3.1 - E�cacit�e des bornes

Le premier r�esultat indiqu�e sur le tableau concerne la validit�e de la borne sur
le Cmax. Il s'av�ere que pour des probl�emes avec peu de tâches par machine,
la borne se trouve �a un peu plus de 20% de la solution optimale. Lorsque le
nombre de tâches par machine augmente, cette borne descend en dessous de 10%.
Les instances �etudi�ees dans cette exp�erimentation sont caract�eris�ees de la fa�con
suivante : temps op�eratoires variant al�eatoirement dans l'intervalle [25, 100] et
temps de changement variant dans l'intervalle [13, 50].
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Les r�esultats concernant la borne sur le coût semble être tr�es bons. En fait, nous
nous sommes aper�cus, au cours de l'exp�erimentation, que les r�esultats variaient
beaucoup en fonction de la pr�epond�erance ou non des coûts de distribution. En
e�et, lorsque ceux ci sont tr�es sup�erieurs aux coûts de production et de change-
ment, la borne se rapproche �a moins de 1% de l'optimum. Au contraire, lorsque
les coûts de distribution sont du même ordre que les coûts de production (ce sont
les r�esultats report�es dans le tableau), la borne a tendance �a s'�eloigner un peu de
l'optimum mais donne tout de même un tr�es bonne valeur. Ainsi, la validit�e de
cette borne est �a consid�erer en fonction du type de probl�eme �a r�esoudre.

3.4 M�ethodes exactes

Dans cette section, nous exposons deux m�ethodes exactes utilis�ees pour r�esoudre
le probl�eme R=sij ; T=

P
(coûts), o�u T est la longueur de la p�eriode. La premi�ere

m�ethode consiste en la r�esolution du programme lin�eaire expos�e section 3.2 en
utilisant le solveur CPLEX 5.0. La deuxi�eme est une proc�edure de s�eparation et
�evaluation sp�eci�que �a ce probl�eme utilisant les bornes d�ecrites dans la section
pr�ec�edente.

L'exp�erimentation de ces m�ethodes porte sur une comparaison de leurs temps
d'ex�ecution et leurs limites d'utilisation en terme de taille des probl�emes qu'elles
peuvent r�esoudre en un temps raisonnable.

3.4.1 R�esolution du programme lin�eaire avec CPLEX 5.0

La premi�ere m�ethode consiste �a r�esoudre le programme lin�eaire en nombres en-
tiers (PL1) compos�e des �equations 3.3 �a 3.10. Comme nous l'avons signal�e lors
de la pr�esentation de ce programme lin�eaire, la d�etermination du nombre de po-
sitions valides par machine est un point crucial, car de l�a d�epend le nombre de
variables. Il est int�eressant de limiter au maximum le nombre de variables du pro-
gramme lin�eaire, de fa�con �a esp�erer avoir une r�esolution plus rapide, sans �ecarter
la solution optimale en �eliminant trop de possibilit�es.

Nous proposons d'utiliser, pour limiter le nombre de variables, une borne su-
p�erieure du nombre de positions valides par machine qui repr�esente le nombre
maximal de tâches qu'une machine peut ex�ecuter sans d�epasser la longueur de la
p�eriode. Cette borne est calcul�ee pour chaque machine. Pour cela, nous classons
les tâches dans l'ordre croissant de leur somme (dur�ee d'ex�ecution + plus petit
temps de changement associ�e), sur la machine consid�er�ee, et comptabilisons le
nombre de tâches, s�electionn�ees dans cet ordre, su�sant pour d�epasser la capa-
cit�e de la machine. Ce nombre repr�esente donc le nombre maximal de tâches que
peut ex�ecuter la machine pendant la p�eriode.
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Formellement, cette borne se calcule de la fa�con suivante : pour chaque ma-
chine m, soit k l'indice relatif aux tâches class�ees dans l'ordre croissant des
(Tpim + minj Tcijm). Soit L(m) la borne sup�erieure du nombre de positions va-
lides sur la machine m.

L(m) = min(K) tel que :

k=KX
k=1

(Tpkm +min
j
Tckjm)�max( min

j;k�K
Tckjm) � T (3.15)

En utilisant cette borne, nous avons �ecrit un programme C++ qui, �a partir d'un
ensemble de donn�ees (nombre de machines, nombre de tâches, temps et coûts
associ�es �a la production, aux changements et �a la distribution) g�en�er�ees al�ea-
toirement, mais en tenant compte des ordres de grandeurs de la probl�ematique
industrielle, �ecrit le programme lin�eaire en nombres entiers associ�e. Ensuite, nous
utilisons CPLEX 5.0, sur un Pentium 133MHz pour r�esoudre ce programme li-
n�eaire. Lorsqu'il n'y a pas de solution r�ealisable, c'est-�a-dire de solution respectant
la contrainte de la p�eriode, CPLEX nous le signale en indiquant qu'il n'existe pas
de solution enti�ere au probl�eme.

Pour la r�esolution de ce type de probl�eme avec CPLEX, nous avons men�e une ex-
p�erimentation pour connâ�tre quels seraient les meilleurs param�etres �a utiliser. En
e�et, la documentation de CPLEX 5.0 indique qu'"�a l'inverse des programmes pu-
rement lin�eraires, les param�etres par d�efaut utilis�es par CPLEX ne donnent pas,
la plupart du temps, les meilleures performances pour r�esoudre les programmes
lin�eaires mixtes" [79]. Une strat�egie pour am�eliorer les performances est propo-
s�ee. Nous l'avons suivie et avonc donc, pour chacun des param�etres recherch�e le
meilleur choix.
Pour ce qui est des choix des directions de branchement et des variables sur
lesquelles se font les branchements, les param�etres par d�efaut utilis�es par CPLEX
semblent être les plus e�caces.
Par d�efaut, la strat�egie de recherche adopt�ee par CPLEX est la "best bound
search", c'est-�a-dire que l'on favorise le noeud ayant la meilleure borne. Il s'av�ere
qu'en appliquant la strat�egie "best estimate search", CPLEX met, en moyenne,
un peu moins de temps �a r�esoudre les probl�emes (jusqu'�a 25% plus vite pour
certaines instances).
La m�ethode la plus e�cace pour la r�esolution des sous-probl�emes apparâ�t être la
r�esolution du dual "dual simplex" qui correspond �a la m�ethode par d�efaut choisie
par CPLEX.
La recherche automatique de SOS ("Special Ordered Set"), permettant normale-
ment de proc�eder �a des strat�egies de branchement adapt�ees, augmente consid�e-
rablement le temps d'ex�ecution.
Choisir la r�esolution du "dual simplex" �a la place de "primal simplex" pour la
r�esolution de la relaxation associ�ee �a la racine de l'arbre de recherche, permet
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parfois, mais pas syst�ematiquement, de diminuer le temps n�ecessaire �a la r�esolu-
tion.
Nous avons �egalement test�e plusieurs ordres dans l'�ecriture des contraintes. En
e�et, cet �el�ement a de l'importance, puisque lorsqu'aucune priorit�e n'a �et�e d�e�nie,
CPLEX consid�ere les variables dans l'ordre o�u elles sont rencontr�ees.

En r�esum�e, les di��erentes exp�erimentations montrent que les param�etres ont de
l'inuence sur le temps de r�esolution des probl�emes, en fonction du type de pro-
bl�eme. Pourtant, dans notre cas, cette inuence n'intervient pas toujours dans le
même sens suivant les instances et semble limit�ee (r�eduction de 25 % du temps
seulement). Aussi, nous avons choisi, de fa�con �a être le plus neutre possible, et
parce que cela ne semble par aberrant, de garder pour notre exp�erimentation les
param�etres par d�efaut utilis�es par CPLEX.

3.4.2 Proc�edure de s�eparation et �evaluation

La deuxi�eme m�ethode est une proc�edure de s�eparation et �evaluation que nous
avons d�evelopp�ee pour ce probl�eme particulier. Comme nous l'avons vu lors de
la pr�esentation de la m�ethode dans la section 1.4.1.2, les proc�edures de s�epara-
tion et �evaluation sont bas�ees sur une �enum�eration intelligente de l'ensemble des
solutions. Une bonne proc�edure de s�eparation et �evaluation est une proc�edure
qui utilise de bonnes bornes (bornes sup�erieures et inf�erieures) lui permettant de
r�eduire au maximum la taille de l'arbre de recherche.

D'une part, dans le cas d'une minimisation, l'utilisation d'une borne sup�erieure,
quand elle existe, nous permet d'�eviter de poursuivre la construction d'une solu-
tion si la solution non termin�ee est d�ej�a de coût plus �elev�e que la borne. Nous
choisissons d'initialiser cette borne par r�ef�erence �a une solution construite �a l'aide
d'une des heuristiques d�etaill�ees section 3.6 : si la solution propos�ee par l'heuris-
tique respecte la p�eriode, la borne sup�erieure est initialis�ee au coût de cette so-
lution, si au contraire, la solution ne respecte pas la p�eriode, la borne sup�erieure
est initialis�ee �a l'in�ni, car il n'est pas possible de savoir �a l'avance si une solution
r�ealisable existe. Puis, au cours de l'ex�ecution, d�es qu'une meilleure solution est
trouv�ee, cette borne est r�eactualis�ee.

D'autre part, l'utilisation d'une borne inf�erieure permet de stopper la construc-
tion d'une solution quand les �el�ements restants �a consid�erer vont, �a coup sûr,
engendrer une solution de coût trop �elev�e. Ainsi, dans notre proc�edure, chaque
fois qu'une tâche entre dans l'ordonnancement en cours de construction, nous
r�eactualisons la borne inf�erieure qui calcule le coût minimal relatif �a l'insertion
des tâches restantes, de fa�con �a ne pas explorer des branches de l'arbre menant �a
des solutions trop coûteuses. De plus, lorsque l'on d�ecide de changer le processeur
en cours d'a�ectation, nous calculons une borne inf�erieure sur le temps n�ecessaire
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�a l'ordonnancement des tâches restantes, sur les processeurs encore disponibles,
de mani�ere �a v�eri�er que la solution en cours de construction peut mener �a une
solution r�ealisable.

Ainsi, la m�ethode de s�eparation et �evaluation est compos�ee d'une proc�edure r�e-
cursive (Ajout(mach, pos)) qui a�ecte ou non, en fonction du coût de la solution
et des bornes utilis�ees, une tâche sur le processeur (la machine)mach �a la position
pos. Le sch�ema g�en�eral de la proc�edure est donn�e ci-dessous :

Proc�edure principale
// Initialisation de la borne sup�erieure

Si l'heuristique trouve une solution r�ealisable (respectant la p�eriode)
alors Bsup = r�esultat de l'heuristique
sinon Bsup =1

FinSi
// Appel de la proc�edure r�ecursive

Ajout(1, 1)
// R�esultat

Si Bsup =1
alors Il n'existe pas de solution r�ealisable
sinon A�chage de la solution optimale

FinSi

Ajout(mach, pos) // Ajout d'une tâche sur mach en position pos
// Ajout en �n du processeur en cours de chargement

Pour toutes les tâches i
Si i non d�ej�a prise

alors A�ectation de la tâche i sur mach en position pos
Si nr > 0 et coutsol +Binf < Bsup et Cmax < p�eriode

alors Ajout(mach, pos + 1)
sinon,

Si nr = 0 et coutsol < Bsup
alors Nouvelle solution optimale

Bsup = coutsol
FinSi

FinSi
D�esa�ectation de la tâche i du processeur mach

FinSi
FinPour

// Changement du processeur �a charger
Si mach < nbmachines et coutsol +Binf < Bsup
et Cmax < p�eriode et Cinf < p�eriode
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alors Ajout(mach+ 1, 1)
FinSi

Sch�ema g�en�eral de la proc�edure de s�eparation et �evaluation.

mach : Num�ero du processeur.
pos : Num�ero de la position.
nr : Nombre de tâches non a�ect�ees.
Bsup : Borne sup�erieure (puis coût de la solution optimale).
Binf : Borne inf�erieure sur les coûts des tâches non selectionn�ees.
Cmax : Dur�ee totale d'ex�ecution de la solution courante.
coutsol : Coût de la solution courante.
Cinf : Borne inf�erieure de la dur�ee d'ex�ecution des tâches non

s�electionn�ees sur l'ensemble des processeurs disponibles.

Lorsque l'on d�eveloppe une proc�edure de s�eparation et �evaluation, il faut toujours
�etudier le compromis entre la r�eduction du temps de traitement d'un probl�eme
en limitant le parcours de l'arbre par l'introduction de bornes suppl�ementaires et
l'augmentation du temps de traitement induit par les calculs associ�es �a ces bornes.

Probl�eme Sans utiliser En utilisant Gain En utilisant Gain

mach-prod de bornes Binf en % Binf et Cinf en %

Temps Noeuds Temps Noeuds Temps Noeuds Temps Noeuds Temps Noeuds

2-3 (100) 0 36 0 26 - 28% 0 18 - 50%

3-5 (100) 0,08 1136 0,06 536 25% 52,81% 0 285 - 75%

2-8 (40) 31,6 198043 5,35 35299 83% 82,17% 3,85 22699 87,8% 88,53%

3-8 (60) 57,69 265234 11,77 53083 79,6% 80% 4,71 20498 91,8% 92,3%

Tab. 3.2 - Comparaisons des temps d'ex�ecution en secondes

Ainsi, nous avons compar�e l'ex�ecution de la proc�edure de s�eparation et �evalua-
tion avec et sans l'utilisation de la borne inf�erieure Binf (bornes sur les coûts),
en terme de dur�ee d'ex�ecution et de nombre de noeuds visit�es. Puis, nous avons
ajout�e �a cette premi�ere borne, la borne Cinf (sur la dur�ee totale d'ex�ecution
des tâches restantes) lors du passage �a une nouvelle machine. Les r�esultats sont
report�es dans le tableau 3.2. La premi�ere colonne du tableau indique le type de
probl�eme �etudi�e et le nombre d'instances. Les deux colonnes suivantes reportent
les r�esultats pour une ex�ecution sans utilisation de bornes. Puis, les quatre co-
lonnes suivantes indiquent les r�esultats lors de l'utilisation de la borne Binf et
donnent le gain apport�e. En�n, les quatre derni�eres colonnes indiquent les mêmes
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r�esultats lorsque les deux bornes Binf et Cinf sont utilis�ees.

Il apparâ�t clairement dans ce tableau, que l'utilisation des bornes propos�ees Binf
(sur les coûts) et Cinf (sur les temps) est b�en�e�que pour la recherche d'une
solution et que ceci est d'autant plus vrai que le probl�eme est grand (r�eduction
de plus de 90% de l'arbre de recherche et du temps d'ex�ecution).

3.4.3 Exp�erimentation

Nous cherchons ici �a �evaluer l'e�cacit�e des deux m�ethodes exactes pr�esent�ees ci-
dessus. Pour cela, nous comparons tout d'abord les m�ethodes en terme de dur�ee
d'ex�ecution, puis exposons leurs limites. L'exp�erimentation reporte ici, seulement
les r�esultats concernant les instances pour lesquelles des solutions, respectant
la contrainte de longueur de la p�eriode, existent. En e�et, il se peut, que la
recherche de solution n'aboutisse pas lorsque la p�eriode est trop petite par rapport
�a l'ensemble des tâches �a r�ealiser.

3.4.3.1 Comparaison des temps d'ex�ecution

Cette comparaison est faite de deux fa�cons : nous relevons pour chacune des
deux m�ethodes le temps n�ecessaire �a l'obtention de la solution optimale, mais
�egalement, le temps n�ecessaire �a l'obtention d'une premi�ere solution r�ealisable
ainsi que son coût.

Probl�eme S�eparation et �evaluation Programmation lin�eaire Coût PSE
mach-prod Temps

(# instances) Temps Temps Coût Temps Temps Coût 1ere Sol
Opt 1ere Sol 1ere Sol Opt 1ere Sol 1ere Sol CPLEX

3-8 (10) 1,2 0,1 233 83,9 13 226 202
3-10 (10) 16 3,4 271 1218 29,4 248 234
4-10 (10) 22,5 7,4 289 1760 51 282 266
6-10 (10) 49,3 0,1 480 336,4 29 346 291

Tab. 3.3 - Comparaisons des temps d'ex�ecution en secondes et des coûts

Le tableau 3.3 reporte les r�esultats pour di��erents types de probl�emes. La pre-
mi�ere colonne indique le probl�eme trait�e, les trois colonnes suivantes indiquent
pour la proc�edure de s�eparation et �evaluation, le temps n�ecessaire �a l'obtention
de la solution optimale, le temps n�ecessaire �a l'obtention d'une premi�ere solution
r�ealisable et le coût de cette premi�ere solution. Ensuite, trois autres colonnes
reportent les mêmes r�esultats pour la r�esolution du programme lin�eaire PL1 en
utilisant CPLEX 5.0. En�n, la derni�ere colonne, donne la valeur du coût de la
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solution trouv�ee par la proc�edure de s�eparation et �evaluation au bout du temps
n�ecessaire �a CPLEX pour trouver la premi�ere solution.
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Fig. 3.1 - Comparaison des temps d'ex�ecution

La premi�ere constatation inspir�ee par la lecture du tableau 3.3 est que la proc�e-
dure de s�eparation et �evaluation propos�ee est beaucoup plus rapide que la r�esolu-
tion du programme lin�eaire PL1, en utilisant CPLEX 5.0. La �gure 3.1 illustre ce
fait, en repr�esentant pour dix it�erations de probl�emes �a six machines et dix tâches
le temps mis, pour la r�esolution �a l'optimum, par la proc�edure de s�eparation et
�evaluation et par la r�esolution du programme lin�eaire avec CPLEX 5.0.

La deuxi�eme constatation est que la premi�ere solution r�ealisable donn�ee par
CPLEX est en moyenne meilleure que la premi�ere solution donn�ee par la pro-
c�edure de s�eparation et �evaluation.

Pourtant, en regardant plus pr�ecis�ement, nous pouvons voir que CPLEX met
beaucoup plus de temps �a proposer une premi�ere solution que la proc�edure de
s�eparation et �evaluation et surtout que dans le temps n�ecessaire �a CPLEX pour
obtenir cette premi�ere solution, la P.S.E trouve en moyenne une solution de coût
inf�erieur. Ce r�esultat est d�etaill�e par la �gure 3.2 qui repr�esente pour chacune
des dix it�erations des probl�emes �a six machines et dix tâches les valeurs des coûts
des solutions trouv�ees par la P.S.E. et par CPLEX, au bout du temps n�ecessaire
�a CPLEX pour obtenir sa premi�ere solution. Sur cette �gure, nous observons,
comme dans le tableau 3.3, qu'en moyenne le coût de la solution obtenue par
la P.S.E. est meilleur (seule pour l'it�eration 6, cela n'est pas v�eri��e), mais nous
pouvons �egalement voir que pour quatre it�erations (it�erations 1, 2, 5 et 10), la
proc�edure de s�eparation et �evaluation est d�ej�a �a l'optimum lorsque CPLEX trouve
une premi�ere solution r�ealisable.
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Fig. 3.2 - Comparaison des coûts des solutions trouv�ees par la P.S.E. et CPLEX
dans un même laps de temps

3.4.3.2 Limites d'utilisation

Le temps n�ecessaire �a l'obtention des solutions optimales variant beaucoup en
fonction des instances trait�ees, il est int�eressant de voir le pourcentage de pro-
bl�emes de chaque taille pouvant être r�esolus �a l'optimum dans un temps imparti.
Ainsi, pour di��erentes tailles de probl�emes et di��erents temps, nous indiquons
dans le tableau 3.4, le pourcentage de probl�emes r�esolus �a l'optimum pendant ce
temps.

Tps 30 s 60 s 90 s 180 s 300 s 600 s

Pb PSE PL PSE PL PSE PL PSE PL PSE PL PSE PL

3-8 100% 18% 100% 36% 100% 63% 100% 91% 100% 100% 100% 100%

3-10 100% 0% 100% 0% 100% 0% 100% 0% 100% 8% 100% 46%

4-10 90% 0% 100% 0% 100% 0% 100% 0% 100% 10% 100% 40%

6-10 30% 10% 70% 20% 80% 30% 100% 40% 100% 60% 100% 80%

4-12 0% - 0% - 0% - 0% - 10% - 30% -

Tab. 3.4 - Limites d'utilisation des m�ethodes exactes : Pourcentages de probl�emes
r�esolus dans un temps imparti

Nous pouvons voir, dans ce tableau que même pour des probl�emes tr�es petits
(par exemple, trois processeurs et dix tâches), la r�esolution du programme li-
n�eaire en utilisant CPLEX, demande plus de 10 minutes. Par contre, pour les
quatre premiers types de probl�emes �etudi�es (3-8, 3-10, 4-10, 6-10), la proc�edure
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de s�eparation et �evaluation permet toujours de trouver une solution en dix mi-
nutes. La derni�ere ligne, reportant le temps n�ecessaire �a la proc�edure de s�eparation
et �evaluation pour r�esoudre des probl�emes �a quatre processeurs et douze tâches,
met en �evidence les limites d'utilisation d'une telle m�ethode pour des probl�emes
de taille moyenne, puisque seuls 30% des probl�emes ont �et�e r�esolus en moins de
10 minutes (le temps moyen de r�esolution est de 1401 secondes, soit pr�es de 25
minutes).

3.4.3.3 Comportement de la proc�edure de s�eparation et �evaluation

De fa�con �a �etudier plus pr�ecis�ement le comportement de la proc�edure de s�epara-
tion et �evaluation, nous reportons dans la �gure 3.3 l'�evolution de la valeur de la
fonction objectif de la solution en fonction du temps, au cours de la r�esolution
d'un probl�eme �a 5 machines et 12 tâches.
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Fig. 3.3 - Evolution de la fonction objectif au cours du temps

La �gure nous montre que le coût de la solution d�ecrô�t tr�es rapidemment au
d�ebut de la recherche, puis l'am�elioration au cours du temps est beaucoup plus
lente. Il semble donc raisonnable d'utiliser, comme m�ethode heuristique pour des
probl�emes plus gros, la proc�edure de s�eparation et �evaluation pendant un temps
limit�e. La section suivante �etudie cette possibilit�e.

3.4.3.4 Utilisation de la PSE comme heuristique

La proc�edure de s�eparation et �evaluation utilis�ee comme une heuristique est lan-
c�ee, puis stopp�ee au bout d'un temps donn�e. Dans ce cas, la solution optimale
n'est pas forc�ement atteinte. Cependant, comme le montre la �gure 3.3, il est pos-
sible, qu'en coupant la proc�edure au bout d'un temps donn�e, la solution obtenue,
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�a ce moment l�a, soit d�ej�a de bonne qualit�e.

Pour savoir quels sont les probl�emes pour lesquels il est possible d'appliquer une
telle m�ethode, nous avons relev�e, pour di��erentes tailles de probl�eme, le temps
n�ecessaire �a l'obtention de la premi�ere solution. Nous avons e�ectu�e des moyennes
sur 40 probl�emes, car les temps varient fortement en fonction des instances (pro-
bl�emes plus ou moins faciles �a r�esoudre). Le tableau 3.5 reporte les temps moyens
n�ecessaires �a l'obtention de la premi�ere solution ainsi que les temps minimaux,
maximaux et les �ecarts moyens.

Probl�eme Temps Temps Temps �Ecart
M �N moyen minimal maximal moyen

5-15 (40) 2 0 25 2,8
3-12 (40) 12 0 146 14,7
4-12 (40) 3 0 43 4,2
6-18 (40) 179 0 4001 303
4-16 (40) 360 0 2800 425

Tab. 3.5 - Temps n�ecessaires (s) �a l'obtention d'une premi�ere solution

Nous pouvons voir que la di�cult�e de r�esolution, pour un nombre de tâches ou
un nombre de processeurs donn�e, augmente avec le nombre moyen de tâches par
processeur. Ainsi, les probl�emes 3-12 sont plus longs �a r�esoudre que les probl�emes
4-12. En ce qui concerne les probl�emes 4-16, le temps moyen de r�esolution est
de 360 secondes, mais peut monter jusqu'�a 2800 secondes pour des instances tr�es
di�ciles. Les temps minimal �egal �a z�ero indiquent les cas o�u l'heuristique, utilis�ee
comme premi�ere borne sup�erieure, trouve une solution r�ealisable.

Les tailles de probl�emes r�esolubles par l'heuristique bas�ee sur une �enum�eration
tronqu�ee sont malgr�e tout encore limit�ee, et il nous faut donc d�evelopper des
m�ethodes heuristiques pour pouvoir traiter des probl�emes de taille raisonnable.

3.5 Evaluation bi-crit�ere

Dans cette partie, nous posons le probl�eme du ou des crit�ere(s) �a optimiser lors de
notre recherche heuristique de solutions r�epondant au probl�emeR=sij ; T=

P
coûts.

En e�et, le crit�ere de ce probl�eme semble bien d�e�ni (somme des coûts), pour-
tant, cette minimisation des coûts n'est pas l'objectif premier �a consid�erer dans
ce probl�eme o�u nous recherchons une solution respectant une certaine p�eriode.
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Dans cette partie, nous commen�cons par d�eterminer les motivations d'une �etude
bicrit�ere, puis nous exposons quelques �el�ements essentiels de la th�eorie de la d�e-
cision multicrit�ere. Ensuite, nous d�ecrivons quelques applications de cette th�eorie
�a des probl�emes d'ordonnancement et terminons en pr�esentant notre approche.

3.5.1 Motivations d'une telle �etude

Le probl�eme, tel qu'il est pos�e dans sa version initiale, consiste �a trouver un
ordonnancement d'un ensemble de tâches sur un ensemble de processeurs en pa-
rall�ele, tel que cet ordonnancement respecte la longueur d'une p�eriode impos�ee
tout en minimisant la somme des coûts (production, changement).

Lorsque l'on recherche une solution optimale exacte, nous avons vu que ce pro-
bl�eme �etait not�e R=sij ; Cmax < T=

P
(coûts), T �etant la longueur de la p�eriode �a

respecter. Ce probl�eme a �et�e l'objet d'�etudes dans la section pr�ec�edente o�u nous
avons vu que la recherche de la solution optimale n'aboutissait pas toujours. En
e�et, il est possible que le nombre de tâches �a ordonnancer soit trop important et
qu'aucun ordonnancement ne puisse respecter la p�eriode �x�ee. Nous d�e�nissons
alors, dans notre contexte, la notion d'ordonnancement r�ealisable :

D�e�nition 1 Un ordonnancement est dit r�ealisable si sa longueur totale d'ex�e-
cution est inf�erieure �a la longueur de la p�eriode donn�ee.

Cependant, dans le cadre d'applications industrielles, la personne charg�ee de la
mise en place du plan de production recherche, dans un outil d'aide �a la d�ecision,
des propositions d'ordonnancement. Elle pr�ef�erera alors une m�ethode qui lui fait
toujours des propositions, même si ces propositions ne respectent pas toujours la
p�eriode, �a une m�ethode qui lui signale, de temps en temps, qu'il n'existe pas de
solution r�ealisable et ne lui fait aucune proposition.

De plus, nous avons vu que les m�ethodes exactes ne permettaient pas de traiter,
dans notre contexte, des probl�emes de tailles r�eelles (cinq machines, quinze tâches
n�ecessitent, pour certaines instances, plus de douze heures de calcul). Aussi, il est
n�ecessaire de rechercher des m�ethodes heuristiques permettant de r�esoudre au
mieux les probl�emes de grandes tailles. Or l'inconv�enient dans l'utilisation d'heu-
ritiques, est la d�egradation de la qualit�e de la solution par rapport aux m�ethodes
exactes. Ainsi, il est possible qu'en utilisant une heuristique, qui consid�ere le
respect de la p�eriode en tant que contrainte, nous ne trouvions pas de solution
satisfaisant cette contrainte, même si une telle solution existe. La strat�egie que
nous avons alors adopt�ee vise le respect de la p�eriode, tout en ne l'imposant pas
comme contrainte. Ce qui permet, �eventuellement de proposer des solutions ne
respectant pas cette p�eriode, mais s'en rapprochant. Pour cela, nous relaxons la
contrainte de capacit�es (in�equation 3.4 de PL1) et int�egrons les aspect temporels
et de coûts dans une même fonction objectif qui devient alors fonction de deux
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crit�eres, de natures di��erentes, le temps et le coût.

Pour traiter ce probl�eme bi-crit�ere, il est n�ecessaire de rappeler quelques d�e�ni-
tions basiques issues de la th�eorie de la d�ecision multicrit�ere et d'�etudier ce qui a
d�ej�a �et�e fait dans le domaine de l'ordonnancement en environnement multicrit�ere.
C'est ce que nous proposons de faire dans les deux parties qui suivent.

3.5.2 El�ements de la th�eorie de la d�ecision multicrit�ere

D�es 1973, Panwalkar et al. [107], ont fait le constat que les d�ecideurs, en ordonnan-
cement, consid�erent plusieurs crit�eres avant de formuler leurs choix ou d�ecisions.
De plus, l'application de m�ethodes monocrit�eres pour la recherche de solutions en
environnement multicrit�ere, peut être tr�es mauvaise puisque la solution optimale
pour un crit�ere peut s'av�erer être tr�es mauvaise pour un autre crit�ere, et une solu-
tion pr�esentant un bon compromis entre les crit�eres aurait de bonnes chances de
satisfaire le d�ecideur. Ainsi, il est souvent n�ecessaire de consid�erer l'ensemble des
crit�eres qui interviennent dans le probl�eme. Nous d�e�nissons la notion de crit�ere
en conit.

D�e�nition 2 Deux crit�eres sont en conit, si l'optimisation de l'un des crit�eres
peut entrâ�ner une d�egradation de l'autre crit�ere.

Lorsque les crit�eres ne sont pas en conit, c'est-�a-dire, lorsque l'optimisation d'un
des crit�eres optimise les autres, le probl�eme peut être trait�e comme un probl�eme
monocrit�ere. Par contre, d�es que les crit�eres sont en conit, il est n�ecessaire de
connâ�tre l'importance donn�ee par le d�ecideur �a chacun des crit�eres pour les
coupler de fa�con intelligente. Malheureusement, les crit�eres intervenant dans les
d�ecisions sont tr�es souvent non commensurables et sont donc non traduisibles
en un coût et di�cilement comparables entre eux. Ainsi, l'�evaluation de l'im-
portance des crit�eres est tr�es d�elicate d'autant plus que le processus de d�ecision
du d�ecideur est la plupart du temps non mod�elisable. Comme le fait remarquer
A. Sch�arlig, l'importance des crit�eres est souvent exprim�ee par un nombre que
l'on appelle poids. Il ajoute qu'en r�ealit�e, les coe�cients d'importance que sont
les poids n'ont pas la même signi�cation selon qu'ils interviennent dans une m�e-
thode ou dans une autre [129].

Ainsi, dans un environnement multicrit�ere, une des di�cult�es concerne la d�e�-
nition de l'optimalit�e. Id�ealement, la solution optimale serait celle qui minimise
tous les crit�eres en même temps. Or une telle solution ne peut exister lorsque les
crit�eres sont en conit. Il est alors n�ecessaire de d�e�nir la notion de dominance
d'une solution [52], [127].

D�e�nition 3 Une solution �� est non domin�ee dans un environnement de mi-
nimisation multicrit�ere compos�e de n crit�eres (C1, . . .Cn), s'il n'existe pas de
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solution � telle que :

C1(�) � C1(�
�)

: : :

Cn(�) � Cn(�
�)

o�u au moins une de ces in�egalit�es est stricte.

Ainsi, une solution est non domin�ee par une autre, si elle est meilleure pour au
moins l'un des crit�eres. Il est alors possible de d�e�nir l'optimumau sens de Pareto,
telle qu'il a �et�e d�e�ni par Pareto, lui-même [109].

D�e�nition 4 Une solution est optimale au sens de Pareto (Pareto optimale, ou
Pareto e�cace) si elle n'est pas domin�ee par rapport �a l'ensemble des crit�eres.
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Fig. 3.4 - Optima de Pareto

Dans notre probl�eme, l'environnement est bicrit�ere. L'ensemble des solutions peut
alors se repr�esenter sur un plan en fonction de leurs valeurs pour chacun des cri-
t�eres. Pour cela, nous associons �a chaque solution � le point (temps(�), coût(�))
dans R2. La �gure 3.4 montre, pour une instance de notre probl�eme compos�ee
de trois machines et quatre tâches, l'ensemble des solutions existantes. Dans un
objectif de minimisation des deux crit�eres, temps et coût, les optima de Pareto
sont les solutions non domin�ees, c'est-�a-dire, celles dont le cadran inf�erieur gauche
ne contient aucune autre solution. Elles sont repr�esent�ees sur la �gure par une
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croix.

Cette �gure montre �egalement que la minimisation de l'un des crit�eres ne mini-
mise pas forc�ement l'autre. D'o�u l'int�erêt de relever les optima de Pareto pour
laisser au d�ecideur le choix entre plusieurs solutions de bon compromis.

La d�ecision multicrit�ere est une th�eorie tr�es compl�ete que nous n'allons pas expo-
ser ici (voir Roy et Vincke [127], ou Roy et Bouyssou [126] pour une pr�esentation
g�en�erale). Nous nous sommes restreints, dans cette partie, aux d�e�nitions essen-
tielles �a notre approche. Dans la section suivante, nous exposons les probl�emes
d'ordonnancement multicrit�eres trait�es dans la litt�erature.

3.5.3 Multicrit�ere et ordonnancement

Nous avons vu dans la partie pr�ec�edente l'importance, en environnement multi-
crit�ere, de consid�erer l'ensemble des crit�eres. Pourtant, la plupart des recherches
en ordonnancement portent sur des objectifs monocrit�eres. Quelques travaux ont
n�eanmoins �et�e men�es et Nagar et al. [104] ou plus r�ecemment, T'Kindt et Billaut
[136], proposent un �etat de l'art sur les probl�emes d'ordonnancement multicrit�eres
et bicrit�eres, sur machine simple ou plusieurs machines. Beaucoup de probl�emes
multicrit�eres, en ordonnancement, concernent des probl�emes bicrit�eres sur ma-
chine unique.

Ainsi, Van Wassenhove et Gelders [141] ont �etudi�e le cas d'une machine unique
avec minimisation conjointe du ot et du retard maximal. Une solution optimale
peut être obtenue pour chacun des deux crit�eres pris s�epar�ement en un temps
polynomial (r�egle SPT : Shortest Processing Time, pour le ot et r�egle EDD :
Earliest Due Date pour le retard maximal). Ils montrent que la r�egle SPT donne
�egalement une solution Pareto optimale lorsque les deux crit�eres sont consid�er�es,
ce qui n'est pas le cas pour la r�egle EDD. Ils proposent un algorithme pseudo-
polynomial permettant de g�en�erer tous les points Pareto e�caces. Plus tard, Van
Wassenhove et Baker [140] s'int�eressent �a un probl�eme d'ordonnancement sur ma-
chine simple o�u temps et coût sont en conit et proposent une approche bicrit�ere.
Leur algorithme r�esoud optimalement l'un des crit�eres (r�egle EDD, par exemple)
et modi�ent la s�equence trouv�ee de fa�con �a diminuer la valeur de l'autre crit�ere.
Ils g�en�erent ainsi, l'ensemble des points e�caces (non domin�es).

De même, Nelson et al. [105] �etudient l'ordonnancement d'une machine en consi-
d�erant les crit�eres de minimisation du ot, du nombre de tâches en retard et du
retard maximal deux �a deux, puis les trois crit�eres ensemble. L�a encore, chaque
probl�eme pris s�epar�ement est solvable polynomialement. Ils proposent des m�e-
thodes de s�eparation et �evaluation, bas�ees sur les m�ethodes associ�ees �a chaque
crit�ere, pour g�en�erer l'ensemble des points Pareto e�caces. Pour la combinaison
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des trois crit�eres, ils basent leur proc�edure de s�eparation et �evaluation sur les
r�esultats des probl�emes bicrit�eres.

Hoogeveen et van de Velde ont �etudi�e plusieurs probl�emes d'ordonnancement mul-
ticrit�eres sur machine unique. Ainsi, ils proposent dans [72] des bornes inf�erieures
pour le probl�eme 1=nmit=

P
Ci+Lmax+Emax, o�u nmit indique que les temps

morts sur la machine ne sont pas admis,
P
Ci repr�esente le ot total, Lmax le

retard maximal et Emax l'avance maximale. Pour cela ils comparent deux ap-
proches : l'approche par am�elioration potentielle maximale ("maximal potential
improvement"), qui est une approche de type hi�erarchique consid�erant un cri-
t�ere apr�es l'autre, et l'approche de s�eparation des objectifs ("objective splitting")
qui consid�ere les trois crit�eres simultan�ement. Ils constatent que la deuxi�eme ap-
proche est plus rapide et de meilleure performance que la premi�ere, et proposent
de l'am�eliorer de fa�con �a obtenir, moyennant un peu de calculs suppl�ementaires,
une meilleure borne. �Egalement, Hoogeveen et van de Velde [73] s'int�eressent �a
l'ordonnancement d'un ensemble de tâches sur une machine unique avec minimi-
sation du ot et d'un coût maximal, d�e�ni par une fonction r�eguli�ere de la date
d'ach�evement. Emmons [42] propose de traiter le probl�eme de fa�con hi�erarchique
en cherchant �a minimiser le ot pour un coût minimal d�etermin�e par la r�egle de
Lawler [90]. Hoogeveen et van de Velde recherchent polynomialement, pour une
valeur du coût ne d�epassant pas une certaine borne, l'ensemble de points Pareto
optimaux, dont le nombre est born�e par n(n�1)=2+1, si n est le nombre de tâches.

La particularit�e des travaux de Mittenthal et al. [102] est l'�etude de fonctions
non r�eguli�eres des dates de �ns d'ex�ecution des tâches. Dans ces fonctions, l'un
des crit�eres (CT) est la mesure de la tendance centrale (fonction r�eguli�ere, par
exemple le ot moyen ou la date de �n de la tâche du milieu), tandis que l'autre
crit�ere (DSP) est la mesure de la dispersion des dates de �n (fonction non r�e-
guli�ere, par exemple variance, d�eviation par rapport �a la moyenne,...). Dans ce
contexte, De et al [36] �etudient le probl�eme bicrit�ere du ot moyen et de la va-
riance et proposent un algorithme pseudo-polynomial de r�esolution. Dans [102],
Mittenthal et al. pr�esentent pour l'ensemble des probl�emes CT-DSP, les r�esultats
connus ainsi que leurs propres r�esultats sur les combinaisons connexes des deux
crit�eres.

Plus proche de notre probl�ematique, Aguilera [2] et Bourgade et al. [18] consi-
d�erent un probl�eme d'ordonnancement bicrit�ere sur machine unique avec minimi-
sation du retard maximal et des coûts de changement. Ils proposent d'adapter,
pour la recherche de solutions e�caces, la proc�edure de s�eparation et �evaluation
de Little et al. [97], d�evelopp�ee pour le probl�eme du voyageur de commerce. Pour
l'�evaluation des solutions, deux fonctions objectif, agr�egeant les deux crit�eres,
sont retenues et compar�ees. Il est �a noter que l'une de ces fonctions objectif peut
g�en�erer des solutions domin�ees au sens strict.
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Les di��erents probl�emes report�es ci-dessus ont deux points communs qui di��erent
avec notre probl�eme. Tout d'abord, tous ces articles traitent de probl�emes sur ma-
chine unique, ce qui �elimine le probl�eme d'a�ectation sous-jacent �a l'utilisation
de machines en parall�ele. De plus, dans chacun des probl�emes �etudi�es, l'un au
moins des deux crit�eres, est solvable polynomialement lorsqu'il est pris indivi-
duellement. Ainsi, la solution optimale obtenue pour ce crit�ere est une bonne
r�ef�erence et peut servir de borne pour les m�ethodes multicrit�eres. Dans notre cas,
chacun des crit�eres (makespan et coûts) conduit �a un probl�eme NP-di�cile, et
il en est de même pour le probl�eme bicrit�ere. Il n'est donc pas possible d'utiliser
de bonnes m�ethodes permettant de rechercher l'ensemble des solutions e�caces.
Nous noterons tout de même, dans un contexte similaire au notre, l'�etude r�ecente
de T'Kindt et al [137] concernant l'ordonnancement de machines parall�eles non
li�ees avec prise en compte de deux crit�eres : la maximisation de la marge et la
minimisation de Imax repr�esentant la di��erence entre le Cmax et le Cmin (plus
petite date de �n d'une machine).

D'autres travaux, moins nombreux, ont �et�e men�es pour les probl�emes de owshop
ou jobshop multicrit�eres. Ainsi, Rajendran [118] �etudie un probl�eme de owshop
�a deux �etages avec minimisation conjointe de deux crit�eres : le makespan (date
maximale de �n d'ex�ecution) et le ot moyen. Le premier crit�ere est solvable
polynomialement par l'algorithme de Johnson [80], tandis que le deuxi�eme est
NP-di�cile. Il propose un algorithme de s�eparation et �evaluation s'appuyant sur
la solution optimale obtenue pour le makespan, ainsi que deux heuristiques pri-
vil�egiant chacune, l'un ou l'autre des crit�eres. De plus, T'Kindt et al. [138], [14]
ont propos�e des m�ethodes exactes ainsi que des heuristiques pour un probl�eme
de owshop sur deux machines bicrit�ere, not�e F2==Lex(Cmax; �C).

Belton et Elder [13], se sont interess�es �a un probl�eme de jobshop o�u la performance
des solutions est mesur�ee selon dix crit�eres, dont la plupart, pris individuellement,
rendent le probl�eme NP-di�cile. Ils adoptent une approche heuristique de r�eso-
lution, utilisant une somme pond�er�ee des sept param�etres d'entr�ee, pour fournir
une solution initiale au d�ecideur. Ils insistent sur l'int�erêt d'avoir des m�ethodes in-
teractives permettant au d�ecideur d'agir sur la solution propos�ee, mais aimeraient
proposer un m�echanisme de contrôle syst�ematique permettant de r�eagir automa-
tiquement, en fonction de la solution trouv�ee, sur les param�etres d'entr�ee a�n de
r�eex�ecuter l'heuristique et obtenir une meilleure solution. La r�ealisabilit�e d'un tel
m�echanisme de contrôle impose de trouver des corr�elations entre les param�etres
d'entr�ee et les performances mesur�ees, ce qui permettrait �a une heuristique de
contrôler les performances des solutions. Ils �etudient alors les relations existantes
entre les poids donn�es aux param�etres d'entr�ee et les performances des solutions
trouv�ees, et concluent que ces relations ne sont pas directes.
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3.5.4 Notre approche

Maintenant que nous avons expos�e les rudiments de l'optimisation bicrit�ere et
donn�e quelques exemples d'application, nous exposons ci-apr�es l'approche que
nous proposons pour traiter notre probl�eme d'ordonnancement.

Nous supposons, dans cette partie, que nous avons �a disposition un Oracle per-
mettant d'ordonnancer, selon un certain crit�ere de recherche, un ensemble de
tâches sur un ensemble de processeurs non li�es avec temps de changement entre
les tâches d�ependant de la s�equence. Les m�ethodes propos�ees pour traiter ce pro-
bl�eme sont d�etaill�ees dans les parties 3.6 et 3.7, mais il est n�ecessaire avant de les
exposer, de d�eterminer les besoins d'optimisation.

Ainsi, la premi�ere question �a se poser lors de l'optimisation d'un probl�eme est
celle du crit�ere �a optimiser ou, plus g�en�eralement, celle de la caract�erisation de
la solution optimale. Dans notre probl�eme d'ordonnancement, la d�e�nition de la
meilleure solution va d�ependre en quelque sorte du r�esultat. En e�et, si la m�e-
thode utilis�ee pour la r�esolution indique que le probl�eme est r�ealisable, c'est-�a-dire
qu'il existe un ensemble d'ordonnancements respectant la p�eriode (cet ensemble
pouvant être r�eduit �a un seul �el�ement), la solution optimale sera celle de moindre
coût, parmi les �el�ements de cet ensemble. Par contre, si la m�ethode ne met pas
en �evidence de solution r�ealisable, il n'est pas possible de d�e�nir quelle sera la
meilleure solution, et nous pr�ef�erons, dans ce cas, donner un ensemble de solu-
tions non domin�ees par rapport aux deux crit�eres temps et coût. Si deux solutions
sont �egales sur les deux crit�eres et non domin�ees par aucune autre solution, nous
en choisissons arbitrairement une pour faire partie de l'ensemble des solutions
optimales. Nous introduisons alors la notion de solution optimale pour notre pro-
bl�eme.

D�e�nition 5 La ou les solutions optimales �� �a notre probl�eme v�eri�ent l'une
des conditions suivantes :

1. Cmax(��) � T et 8� tq Cmax(�) � T; Coût(�) > Coût(��)

2. 8�; Cmax(�) > T et (Coût(�) � Coût(��) ou Cmax(�)� Cmax(��))

Ainsi, l'optimalit�e des solutions est clairement d�e�nie, et la comparaison entre
deux solutions �1 et �2 sera faite selon le sch�ema suivant qui nous permet de
d�eterminer, parmi un ensemble de solutions candidates, la ou les solutions opti-
males telles qu'elles ont �et�e d�e�nies dans la d�e�nition 5.
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Si Cmax(�1) � T
alors Si Cmax(�2) � T

alors Si Coût(�1) � Coût(�2)
alors garder �1, rejeter �2
sinon garder �2, rejeter �1

sinon garder �1, rejeter �2
sinon Si Cmax(�2) � T

alors garder �2, rejeter �1
sinon Si Cmax(�1) � Cmax(�2)

alors si Coût(�1) � Coût(�2)
alors garder �1, rejeter �2
sinon garder �1 et �2

sinon si Coût(�1) � Coût(�2)
alors garder �1 et �2
sinon garder �2, rejeter �1

Sch�ema de comparaison entre deux solutions.

Maintenant que nous avons d�e�ni ce qu'�etaient les solutions optimales de notre
probl�eme, il reste �a savoir comment obtenir un ensemble de solutions candidates.
Nous avons vu pr�ec�edemment (paragraphe 3.4.3) qu'il n'�etait pas possible de pro-
c�eder �a une �enum�eration compl�ete de l'ensemble des solutions et que seules des
m�ethodes heuristiques sont applicables lorsque la taille du probl�eme augmente.
Les m�ethodes, que nous proposons plus loin, se basent sur un crit�ere, �a d�etermi-
ner, pour proc�eder �a l'ordonnancement. Il semble important que ce crit�ere, qui
va d�eterminer une direction de recherche et dont va d�ependre les choix dans la
construction de la solution, tienne compte des deux aspects temps et coût. Ainsi,
nous avons choisi de lin�eariser les deux aspects dans une même fonction objectif
[48], construite de la fa�con suivante :

f = � � Cmax+ (1 � �) �A (3.16)

avec � � 0 et A repr�esentant la somme des coûts.

A =
X
i2J

Cp
m(i)
im +

X
j2J

Cc
m(i)
i(j);j (3.17)

o�u
m(i) est le processeur qui ex�ecute i.
i(j) est la tâche pr�ec�edant j.

Remarque 1 Cette fonction objectif, telle qu'elle est d�e�nie ci-dessus d�eter-
mine pour les m�ethodes de construction de l'ordonnancement, une direction de
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recherche. Ce n'est en aucun cas la fonction d'�evaluation des solutions. Cette dis-
tinction, entre le crit�ere utilis�e pour la recherche de solution et la performance
des solutions se retrouve dans [13], o�u une somme pond�er�ee de sept param�etres
est utilis�ee par l'heuristique, alors que la performance des solutions est mesur�ee
selon dix crit�eres.

Pour la mise en �uvre d'une telle fonction objectif, deux probl�emes se posent : la
normalisation des valeurs du temps et du coût et la d�etermination du poids �.

En e�et, pour pouvoir comparer deux composantes d'une même fonction objectif,
il est important que ces composantes varient selon une même �echelle. Pour cela,
Belton et Elder [13] proposent d'utiliser dans leur fonction objectif lin�earisant
plusieurs crit�eres, des valeurs des donn�ees remise �a l'�echelle dans un même inter-
valle. Pour chacune des types de donn�ees, ils translatent les intervalles [min;max]
en l'intervalle [0; 100]. Ainsi, chacun des crit�eres �a un même niveau de priorit�e.
Cette m�ethode est facilement applicable lorsque la fonction objectif est compos�ee
d'une combinaison de crit�eres simples. Or, dans notre probl�eme, ce n'est pas le
cas, puisque le crit�ere A est compos�e d'une somme de deux donn�ees : les coûts de
production et les coûts de changement (voir l'�equation 3.17). Or il existe un ratio
entre ces deux coûts, qu'il est indispensable de conserver et qui serait perdu si
l'on translatait chacun des deux coûts dans un même intervalle.

Ainsi, nous avons choisi une autre approche pour normaliser le temps et le coût.
Nous utilisons les bornes inf�erieures calcul�ees selon 3.3.1 et 3.3.2 et divisons les
temps par la borne inf�erieure du makespan et les coûts par la borne inf�erieure
calcul�ee sur les coûts. Ainsi, interviennent dans la fonction objectif, non pas les
valeurs r�eelles du temps et du coût (qui peuvent être d'ordre tr�es di��erent) mais
leur importance relative en fonction des bornes, ce qui donne du sens �a la com-
paraison.

Le second probl�eme �a traiter consiste �a d�eterminer les valeurs du coe�cient �,
c'est-�a-dire de d�eterminer l'importance �a donner �a chacun des crit�eres. A priori,
il n'est pas possible de savoir s'il faut privil�egier l'aspect temporel ou l'aspect �-
nancier pour obtenir les solutions que nous avons d�e�nies comme optimales pour
notre probl�eme (cf d�e�nition 5). Ainsi, nous proposons une proc�edure it�erative
qui va permettre, en fonction du r�esultat trouv�e �a l'it�eration pr�ec�edente, de r�e-
ajuster les poids, de fa�con �a se diriger au mieux vers les solutions optimales. Cette
proc�edure fonctionne sur le principe suivant : si la p�eriode semble facile �a respec-
ter, c'est-�a-dire, si �a l'it�eration pr�ec�edente, une solution r�ealisable a �et�e trouv�ee,
il est possible de diminuer l'inuence du temps dans la recherche de solutions et
d'augmenter le poids associ�e aux coûts (en diminuant �). Au contraire, si lors de
l'it�eration pr�ec�edente, aucune solution r�ealisable n'est trouv�ee, il est n�ecessaire
d'augmenter � de fa�con �a privil�egier les aspects temporels dans la recherche de
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solution et esp�erer de trouver une solution r�ealisable. En fait, cette proc�edure
it�erative simule le comportement que pourrait avoir un d�ecideur face aux solu-
tions donn�ees par les di��erentes it�erations. En fonction de la solution trouv�ee,
le d�ecideur choisira d'augmenter (ou de diminuer) l'importance donn�ee au temps
par rapport aux coûts de fa�con �a se diriger vers ce qu'il pense être la meilleure so-
lution. C'est ce que fait cette proc�edure, en modi�ant syst�ematiquement le poids
en fonction des solutions propos�ees.
Le sch�ema de la proc�edure est d�etaill�e ci-dessous.

Initialisations
Nbiter = 0.
Ex�ecuter l'Oracle avec � = 0:5.

A�ectations
Tantque Nbiter < Nmax

Si Cmax � T
alors � = �=2.
sinon,

Si Cmax > T
alors � = (1 + �)=2.

FinSi
FinSi
Ex�ecuter l'Oracle, sauver la ou les meilleures solutions
Nbiter = Nbiter+ 1

FinTantque

Sch�ema it�eratif modi�ant les valeurs de �
en fonction des ordonnancements obtenus.

o�u :

Cmax : Dur�ee totale de l'ordonnancement.
T : Longueur de la p�eriode.
Nbiter : Nombre d'it�erations.
Nmax : Nombre maximal d'it�erations.

Dans cette proc�edure, nous consid�erons qu'il existe un Oracle permettant d'af-
fecter un ensemble de tâches sur des processeurs parall�eles, moyennant un crit�ere
de recherche multicrit�ere de la forme �Temps+ (1� �)Coûts.

Nous proposons de construire cet Oracle, �a partir de deux composantes : une
heuristique de construction, permettant de cr�eer une premi�ere solution, et une
proc�edure d'am�elioration, permettant, �a partir d'�echanges locaux, d'am�eliorer la
qualit�e de cette premi�ere solution.
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Ces deux composantes sont d�ecrites dans les deux sections suivantes. Pour l'heu-
ristique de construction, nous proposons trois m�ethodes di��erentes. Pour la proc�e-
dure d'am�elioration, nous proposons une proc�edure bas�ee sur des �echanges locaux
et �etudions si l'application de cette proc�edure aux di��erentes solutions des heu-
ristiques de construction a un comportement di��erent. Ainsi, nous recherchons le
meilleur couple, heuristique de construction et proc�edure d'am�elioration, �a utiliser
pour constituer l'Oracle d'a�ectation.

3.6 Heuristiques de construction

Nous pr�esentons dans cette partie trois heuristiques ayant comme particularit�e
commune de consid�erer �a la fois le temps et le coût. Ces heuristiques se basent sur
des indicateurs di��erents pour a�ecter les productions aux machines mais toutes
utilisent deux param�etres qui sont le temps d'a�ectation d'une tâche i sur un
processeur m (TAim), et son coût associ�e (CAim). Ces param�etres sont d�efnis de
la fa�con suivante :

TAim =

(
Tpim Si la tâche i est ex�ecut�ee sur m en premi�ere position.
Tpim + Tcjmim Si la tâche i est ex�ecut�ee sur m apr�es jm

(3.18)

CAim =

(
Cpim Si la tâche i est ex�ecut�ee sur m en premi�ere position.
Cpim + Ccjmim Si la tâche i est ex�ecut�ee sur m apr�es jm

(3.19)

3.6.1 Heuristique "Priorit�es"

La premi�ere heuristique propos�ee pour la construction de l'ordonnancement, vise
�a minimiser le Cmax de l'ensemble des machines tout en limitant les coûts associ�es
[46]. En cherchant �a minimiser le Cmax, nous �equilibrons la charge de travail (en
temps) sur chaque machine et esp�erons ainsi respecter la p�eriode. Nous pr�esentons
ici l'indicateur utilis�e puis donnons les grandes �etapes de l'heuristique.

3.6.1.1 L'indicateur

L'indicateur TC (Temps-Coût) utilis�e prend en compte �a la fois les aspects tem-
porels et les aspects �nanciers du probl�eme. Il est construit �a partir des temps
d'a�ectation (TAim) et des coûts d'a�ectation associ�es (CAim) de la fa�con sui-
vante, pour chaque produit i sur chaque processeur (ou machine) m :

TCim = �� TAim + (1 � �)� CAim
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Cet indicateur varie donc au cours du temps. D�es qu'un produit est a�ect�e sur
une machine, tous les indicateurs concernant cette machine sont �a recalculer.

3.6.1.2 Principe

Cette heuristique gloutonne construit l'ordonnancement de chaque machine en
parall�ele. Chaque fois qu'une machine se lib�ere, une tâche (production �a r�ealiser)
est choisie et a�ect�ee �a la machine libre. Le choix de la tâche se fait en fonction
de listes de priorit�e sur les tâches et sur les machines. L'heuristique est divis�ee en
cinq �etapes.

Etape 1 Cr�eer la liste de priorit�e sur les tâches.

Etape 2 Choisir et a�ecter une premi�ere production sur chaque machine.

Etape 3 Pour toutes les productions non a�ect�ees, initialiser ou mettre �a jour
la liste de priorit�e sur les machines.

Etape 4 Pour la prochaine machine libre, choisir et a�ecter une tâche.
Si moins de n� (m� 1) productions ont �et�e a�ect�ees, retour �a l'�etape 1.

Etape 5 A�ecter les m� 1 derni�eres tâches.

Nous explicitons ici chaque �etape.

�Etape 1 : Liste de priorit�e sur les tâches

Cette liste d�etermine l'ordre de consid�eration des tâches. Au sommet de la liste
doit donc se trouver la tâche qui augmenterait le plus la longueur de l'ordonnan-
cement et les coûts associ�es si elle n'�etait pas a�ect�ee �a son meilleur processeur.
Nous d�e�nissons pour cela le poids de production Wpim d'une tâche i sur une
machine m comme �etant la somme pond�er�ee du temps et du coût de production.

Wpim = �� Tpim + (1 � �)� Cpim

Trois crit�eres (C1, C2 et C3) de construction de la liste ont �et�e �etudi�es [44].

{ C1: Ce crit�ere se base sur une somme simple des temps et coûts de produc-
tion (

P
mWpim). C1 favorise donc "la tâche la plus lourde".

{ C2: Ce crit�ere se base sur la perte moyenne encourue lorsque l'on n'a�ecte
pas une tâche �a sa meilleure machine ((

P
m(Wpim�minmWpim)=(M �1)).

C2 privil�egie la tâche de perte moyenne plus �elev�ee.

{ C3 : Ce crit�ere calcule deux regrets R1 et R2. R1 est la di��erence entre les
deux plus petits poids d'une tâche tandis que R2 est la di��erence entre le
plus petit et le plus gros. R3 peut être calcul�e comme �etant la somme de
R1 et R2. Ainsi une tâche avec un R3 important est, soit une tâche avec
une tr�es bonne machine, soit une tâche avec une tr�es mauvaise machine. Il
faut donc la privil�egier.
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�Etape 2 : A�ectation des premi�eres tâches

L'objectif est de d�eterminer pour chaque machine la premi�ere production �a ex�e-
cuter. Dans l'analogie avec le PTV, ces premi�eres a�ectations sont appel�ees "seed
customers". Tout l'ordonnancement est bas�e sur le choix de ces a�ectations.
L'id�ee g�en�erale est d'a�ecter sur des machines di��erentes des tâches ayant un
grand changement de production entre elles. D�e�nissons Wcij le poids du chan-
gement lors du passage de i �a j (remarquons que Wc n'est pas sym�etrique).

Wcij = �� Tij + (1� �)� Ccij

La r�egle de s�election est la suivante : tout d'abord les deux tâches avec le plus
grand Wcij sont s�electionn�ees. Puis on s�electionne les tâches les plus �eloign�ees des
tâches d�ej�a s�electionn�ees, c'est �a dire celles ayant la plus grande somme

P
uWcui

avec u repr�esentant les tâches d�ej�a s�electionn�ees.

Une fois les tâches s�electionn�ees, il faut les a�ecter. Pour cela nous a�ectons, en
suivant l'ordre de la liste de priorit�e des tâches, chaque tâche sur sa meilleure
machine (plus petit poids de production Wpim) encore libre.

�Etape 3 : Liste de priorit�e sur les machines

Pour une tâche donn�ee, les temps de production et de changement ainsi que les
coûts associ�es varient en fonction de la machine consid�er�ee et de sa production
en cours. Nous utilisons, l'indicateur TC, comme d�e�ni plus haut.

Pour chaque tâche nous classons les machines en quatre cat�egories : tr�es bonne,
bonne, mauvaise et tr�es mauvaise suivant la valeur de l'indicateur et une �echelle
0-1 construite entre la meilleure machine (plus petit TCim) et la plus mauvaise
(plus grand TCim). Un indicateur entre 0 et I1 classera une machine dans la
cat�egorie des tr�es bonnes. Entre I1 et I2, dans la cat�egorie des bonnes; entre I2
et I3 dans les mauvaises et en�n entre I3 et 1 dans les tr�es mauvaises.
Au d�epart, le poids de changement est calcul�e �a partir de la tâche initiale. En-
suite au cours de l'algorithme, chaque fois qu'une production est a�ect�ee �a une
machine, il faut recalculer les listes de priorit�e des machines.

�Etape 4 : Proc�edure d'a�ectation

C'est de l�a que vient l'originalit�e de cet algorithme. Cette proc�edure gloutonne
a�ecte des tâches aux machines jusqu'�a ce que N �M � 1 tâches soient a�ect�ees.

La proc�edure s�electionne parmi les tâches non encore a�ect�ees, celle qui ira sur
la prochaine machine libre.
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Très bonne Bonne Liste de
priorité

Très mauvaiseMauvaise

Fig. 3.5 - Sch�ema de la proc�edure d'a�ectation

Elle fonctionne de la mani�ere suivante : dans l'ordre de la liste de priorit�e sur
les tâches nous recherchons la premi�ere tâche ayant class�e la nouvelle machine
libre comme tr�es bonne. Si une tâche est trouv�ee, elle est a�ect�ee. Sinon, nous
recherchons la premi�ere tâche ayant class�e la machine comme bonne. De même si
une tâche est trouv�ee, elle est a�ect�ee. Dans le cas contraire, cela veut dire que
l'on va a�ecter une tâche sur une mauvaise machine. Il est alors pr�ef�erable de
s�electionner une tâche moins prioritaire (au sens de la liste des priorit�es cr�e�ee).
Nous regardons donc dans l'ordre inverse de la liste de priorit�e des tâches la pre-
mi�ere qui a class�e la machine dans la cat�egorie des mauvaises (ou �a d�efaut des
tr�es mauvaises). La �gure 3.5 illustre le fonctionnement de cette proc�edure.

�Etape 5 : A�ectation des M � 1 derni�eres tâches

Comme les ordonnancements des machines sont construits simultan�ement, la
charge de travail des machines est bien �equilibr�ee. La proc�edure d'a�ectation
autorise parfois qu'une tâche soit a�ect�ee �a une mauvaise machine. Lorsque cela
se produit en cours d'ordonnancement, ce n'est pas trop grave car cela permet
d'occuper une machine au lieu de la laisser libre, par contre, en �n d'ordonnan-
cement, a�ecter une tâche �a une mauvaise machine pourrait entrâ�ner de grandes
disparit�es au niveau de la charge de travail et des coûts inutiles. Nous avons donc
choisi d'a�ecter les derni�eres tâches di��eremment.

Nous consid�erons les tâches non encore a�ect�ees dans l'ordre de la liste de priorit�e
et les a�ectons �a leur meilleure machine, en tenant compte des tâches que nous
venons d'a�ecter bien sûr. Ainsi cela permet d'�eviter une trop grande d�egrada-
tion de l'ordonnancement occasionn�e par le manque de choix dans la s�election
des tâches �a la �n de l'ordonnancement.

3.6.1.3 Mise en oeuvre

Di��erents param�etres interviennent dans l'heuristique priorit�es. En outre, il est
n�ecessaire de d�eterminer les valeurs de I1, I2, I3 qui permettent de calculer, pour
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chaque tâche, sa liste de priorit�e des machines. Nous avons donc ex�ecut�e l'heu-
ristique avec di��erentes valeurs de ces param�etres et compar�e la qualit�e de la
solution obtenue. L'exp�erience, montre que les valeurs I1 = 0:05, I2 = 0:2 et
I3 = 0:5 donnent de meilleurs r�esultats dans l'ensemble. Ces coe�cients per-
mettent, en e�et, d'a�ecter �a la machine qui vient de se lib�erer, en priorit�es une
tâche pour laquelle la machine est tr�es bonne.

3.6.2 Heuristique "Regrets"

Le principe de cette heuristique est simple. D�es qu'une machine a termin�e une
tâche, nous lui a�ectons la tâche de plus petit regret de la fa�con suivante. Soit m
la machine venant de se lib�erer. L'heuristique calcule pour toutes les tâches non
encore a�ect�ees leur poids d'a�ectation sur cette machine m.
Le poids d'a�ectation de la tâche i sur la machine m, PAim est alors calcul�e
suivant une combinaison lin�eaire du temps et du coût, comme dans l'�equation
3.16, par :

PAim = �TAim + (1� �)CAim (3.20)

Puis, pour chaque tâche, non encore a�ect�ees, l'heuristique recherche son poids
d'a�ectation minimal PAmini, sur l'ensemble des machines, avec :

PAmini = min
m

[PAim] (3.21)

En�n, l'heuristique s�electionne la tâche de regret minimal et l'a�ecte �a la machine
m. Le regret, pour une tâche i est d�e�ni par l'�equation 3.22 et repr�esente la
di��erence entre le poids d'a�ectation sur la machine m (la machine pour laquelle
on recherche une tâche) et le poids d'a�ectation minimal.

Rim = PAim � PAmini (3.22)

Nous faisons remarquer ici, que le regret d'une tâche sur une machine �evolue en
fonction de l'ordonnancement en cours de construction. En e�et, le poids d'a�ec-
tation d'une tâche sur une machine d�epend de la derni�ere tâche a�ect�ee �a cette
machine, et doit donc être recalcul�e �a chaque nouvelle a�ectation.

Pour connâ�tre la prochaine machine qui va se lib�erer, nous tenons �a jour une
liste compos�ee de l'ensemble des machines avec leur date de lib�eration, tri�ees se-
lon cette date. Ainsi, �a un instant donn�e, le prochain processeur qui va se lib�erer
est le premier processeur de la liste.

L'algorithme est donn�e ci-apr�es :
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Initialisations
Mettre toutes les machines dans la liste des lib�erations

A�ectations
Tantque il existe des tâches non a�ect�ees

Pour la prochaine machine m qui se lib�ere
Pour toutes les tâches i non a�ect�ees

Pour toutes les machines m0

calculer le meilleur poids d'a�ectation de i sur m0

FinPour
calculer le poids PAim d'a�ectation de i sur m
calculer le regret de la tâche i (Rim = PAim - PAmini)

FinPour
A�ecter la tâche de regret minimal

FinPour
Mettre �a jour la liste des lib�erations des machines

FinTque

Heuristique bas�ee sur des regrets

3.6.3 Heuristique "Cible"

Cette heuristique, inspir�ee de l'heuristique "TARGET" d�evelopp�ee par Martello,
Soumis et Toth [99] pour le probl�eme R==Cmax, essaie de trouver un ordonnan-
cement dont la longueur ne d�epasse par une certaine borne, que nous associons
ici �a la p�eriode. Si lors de la construction, une machine d�epasse la borne initia-
lement pr�evue, la dur�ee de production de cette machine devient alors la nouvelle
borne �a ne pas d�epasser. L'heuristique de construction proc�ede �a des ajouts en
�n d'ordonnancement en se basant sur des p�enalit�es calcul�ees �a partir d'un score
d'a�ectation qui tient compte de la charge des machines et des possibilit�es d'a�ec-
tation future. Au cours de la recherche de l'ordonnancement, nous notons Bm la
capacit�e restante sur la machinem, c'est �a dire la di��erence entre la cible vis�ee et
la longueur de production de la machine, et JR l'ensemble des tâches non encore
a�ect�ees.
Les scores d'a�ectation sont calcul�es �a l'aide du crit�ere de recherche de type
�Temps+ �Coûts, en utilisant la d�emarche de Martello et al. Ils sont d�e�nis de
la fa�con suivante (TAim et CAim �etant les temps et coûts d'a�ectation d�e�nis
pr�ec�edemment).

Sim = (3.23)8><
>:

�TAim + (1� �)CAim Si TAim +mink2JR TAkm � Bm

�Bm + (1� �)CAim Si TAim +mink2JR TAkm � Bm � TAim

�(TAim �Bm) �Q+ (1� �)CAim Si TAim � Bm
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Le premier calcul du score correspond au cas o�u il est encore possible de mettre
au moins une autre tâche apr�es l'a�ectation de i sur m. Le deuxi�eme cas, dont le
score est plus �elev�e, repr�esente le cas o�u le placement de i sur m empêchera tout
autre placement sans d�epassement de la cible. En�n, le troisi�eme cas, correspond
au cas, o�u l'a�ectation de i sur m entrâ�ne un d�epassement de la cible. Il est for-
tement p�enalis�e, puisque le temps d�epass�e est multipli�e par Q, une grande valeur,
lors du calcul du score.

Ayant calcul�e les scores d'a�ectation, il est possible de calculer les p�enalit�es,
comme �etant la di��erence entre les deux meilleurs scores (p�enalit�es propos�ees par
Martello et al. [99]).

�i = min
m

2Sim �min
m

Sim (3.24)

avec min2mSim repr�esentant le deuxi�eme minimum.

L'algorithme s�electionne la tâche de plus forte p�enalit�e, qui repr�esente la tâche
qui n'�etant pas a�ect�ee �a la machine lui donnant un score minimal, serait la plus
p�enalisante.

A chaque �etape, Martello, Soumis et Toth proposent de ne recalculer les scores
que pour la machine m ayant re�cu une nouvelle tâche, car le temps libre de
cette machine Bm est diminu�e et les scores s'en trouvent modi��es. Cela permet
�egalement, lorsque des temps et coûts de changement existent, de les consid�erer
en recalculant les scores d�es qu'une machine a eu une nouvelle a�ectation.

Pourtant, en e�ectuant les mises �a jour des scores d'a�ectation que pour la ma-
chine ayant eu une nouvelle a�ectation, il est possible de perdre en pr�ecision car
l'ensemble des tâches restantes (JR) a �et�e modi��e par l'a�ectation, et il se peut
que des scores le soit �egalement, puisque pour les autres machines, mink2JR TAkm

peut avoir chang�e. Ainsi, il semble n�ecessaire de recalculer l'ensemble des scores
(pour toutes les machines) d�es qu'une a�ectation a �et�e r�ealis�ee.

Pour connâ�tre le prix �a payer (en terme de temps de calcul) pour recalculer
tous les scores �a chaque �etape, nous avons exp�eriment�e les deux versions de cette
heuristique. Cible1 repr�esente la version avec recalcul complet �a chaque �etape,
tandis que Cible2 ne recalcule les scores que pour la machine venant de recevoir
une nouvelle a�ectation. Nous avons compar�e pour di��erents probl�emes la qualit�e
de la solution et le temps de calcul de chacune des deux versions. Cette exp�e-
rimentation a �et�e men�ee dans un objectif de minimisation de la dur�ee totale de
production (c'est-�a-dire � = 1). Le tableau 3.6 reportent les r�esultats (moyenne
de dix ex�ecutions).

Ce tableau nous montre que Cible2 est beaucoup plus rapide que Cible1, ce qui est
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Probl�eme Cible 1 Cible 2

(mach,prod) Cmax Temps Cmax Temps

5-100 1245 1,3 1231 0,3
12-90 474 2,1 469 0,5
15-80 350 4,6 351 1,0
20-200 643 71,9 620 5,9

Tab. 3.6 - Comparaisons du Cmax et des temps d'ex�ecution en secondes

normal puisque les calculs sont moins nombreux. Une autre constatation, beau-
coup plus surprenante est que Cible2 donne dans la majorit�e des cas de meilleurs
r�esultats que Cible1. Ceci n'est pas seulement v�eri��e pour les exemples report�es
dans le tableau, mais se g�en�eralise lorsque l'on compare les deux heuristiques sur
d'autres exemples.

Nous avons donc choisi d'utiliser l'heuristique Cible2, que nous appelerons d�esor-
mais simplement Cible, pour la suite de notre exp�erimentation. L'algorithme de
l'heuristique est le suivant :

Initialisation du temps libre initial pour chaque machine
Pour toutes les machines m

Bm = T /* Temps libre = p�eriode */
Pour toutes les tâches i

Calculer le score d'a�ectation Sim de i sur m
FinPour

FinPour
Boucle d'a�ectation

Tantque il existe des tâches non a�ect�ees
Pour toutes les tâches non a�ect�ees i

Calculer la p�enalit�e �i de i
FinPour
S�electionner la tâche de plus forte p�enalit�e,
l'a�ecter �a sa machine m0 de score minimal
Pour toutes les tâches non a�ect�ees i

Calculer le score d'a�ectation Sim0 de i sur m0

FinPour
FinTque

Heuristique Cible
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3.6.4 Comparaisons

A�n de choisir l'heuristique �a utiliser pour r�esoudre le probl�emeR=Sij ; T=
P
(Coûts),

nous avons exp�eriment�e, sur plusieurs jeux de donn�ees et sur plusieurs types de
probl�emes, les di��erentes heuristiques. Nous avons utilis�e, pour la recherche de
solutions, un indicateur sous la forme d'une combinaison lin�eaire du temps et du
coût (comme pr�esent�e par l'�equation 3.16), et pour l'�evaluation, soit seulement
le temps ou seulement le coût, soit les deux crit�eres en utilisant la d�e�nition de
l'optimalit�e (d�e�nition 5) pr�esent�ee lors de l'explication du probl�eme multicrit�ere.

Pour une meilleure comparaison, nous avons mis en parall�ele les heuristiques
propos�ees dans la section pr�ec�edente avec les bornes calcul�ees suivant la section
3.3 et une heuristique "Al�ea" construisant un ordonnancement al�eatoirement.

3.6.4.1 G�en�eration des jeux de donn�ees

Pour exp�erimenter les di��erentes heuristiques, nous avons g�en�er�e plusieurs types
de probl�emes. Il convient, avant de d�ecrire l'exp�erimentation de donner les carac-
t�eristiques des probl�emes g�en�er�es.

Pour g�en�erer un probl�eme, le programme questionne l'utilisateur sur le nombre
de processeurs et de tâches qu'il d�esire consid�erer. Ensuite, �a partir de ces deux
param�etres les donn�ees sont g�en�er�ees al�eatoirement (ou plus exactement, aussi
al�eatoirement que le permet la fonction rand du C++) de la fa�con suivante (U
repr�esente la loi Uniforme) :

Dur�ees op�eratoires Fonction de la tâche et de la machine.
Tpim = U [minop;maxop] = U [25; 100]

Temps de changement Fonction des produits enchâ�n�es et de la machine.
Tcijm = U [minch;maxch] = U [12:5; 50]

Coûts De fa�con �a être proche de la r�ealit�e, nous avons d�e�nis deux types de
coûts : des coûts horaires (Chm), d�ependants des processeurs et repr�esen-
tant les coûts relatifs �a l'utilisation du processeur et des coûts �xes (Cfim),
d�ependants de tâches et des processeurs et repr�esentant les coûts de trans-
port, par exemple. Il sont g�en�er�es de la mani�ere suivante :
Chm = U [2; 4:5]
Cfim = U [375; 1500]
Ainsi,
les couts de production Cpim = Tpim�Chm+Cfim varient entre [425; 1950]
et les coûts de changements Ccijm = Tcijm � Chm varient entre [25; 225]
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P�eriode La longueur de la p�eriode est calcul�ee en fonction du nombre de tâches
et de processeurs de fa�con �a g�en�erer, soit des p�eriodes r�ealisables, soit non
r�ealisables (en fonction des besoins de l'exp�erimentation).
Tr�ealisable = (N=M + 1)� (maxop+maxch)=2:5
Tnonr�ealisable = Tr�ealisable=2

3.6.4.2 Aspects monocrit�eres

Dans cette partie, nous �evaluons les heuristiques en consid�erant les deux aspects
temps et coûts s�epar�ement.

Minimisation de la dur�ee totale de production

C'est le cas o�u � est �egal �a 1. Les coûts n'interviennent pas dans la recherche de
l'ordonnancement. Seul le temps a de l'importance. Ces tests ont �et�e men�es pour
deux types de probl�emes; des probl�emes o�u la p�eriode est facile �a respecter, et
des probl�emes ou la p�eriode n'est pas respectable (p�eriode inf�erieure �a la borne
inf�erieure du makespan).

Les r�esultats, en terme de longueur des ordonnancements obtenus par les di��e-
rentes m�ethodes, sont report�es dans le tableau 3.7, lorsque la p�eriode est respec-
table. Les valeurs indiqu�ees dans ce tableau repr�esentent une moyenne sur dix
instances par probl�eme.

Probl�eme P�eriode Borne Alea Priorit�es Regret Cible

P1 5-80 1020 776 1553 1163 1064 1007
P2 12-90 480 305 778 496 462 474
P3 15-80 360 216 588 346 331 349
P4 20-200 660 390 1044 636 558 629
P5 30-200 420 248 730 408 379 412

Tab. 3.7 - Comparaisons du Cmax des solutions des di��erentes heuristiques

Ces r�esultats sont �egalement transcrits par la �gure 3.6, pour une meilleure li-
sibilit�e. Nous pouvons constater que l'ensemble des m�ethodes �evolue de fa�con
similaire d'un probl�eme �a l'autre. Pour les probl�emes P2, P3, P4 et P5 l'heuris-
tique des "Regrets" est la meilleure, et les deux autres heuristiques donnent des
solutions tr�es proches l'une de l'autre. Seul pour le probl�eme P1, l'heuristique
"Cible" donne la meilleure solution.

Un autre test a �et�e r�ealis�e dans le cas o�u les p�eriodes ne sont pas respectables,
pour voir si cela a une inuence sur les qualit�es des solutions. Le tableau 3.8 en



104 CHAPITRE 3. ETUDE DU PROBL�EME R=SIJ=F

-

6

P1 P2 P3 P4 P4

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

t

t

t

t

t

Borne

t

t

t

t

t Alea

t

t

t

t

t Priorit�es

t

t

t

t

t

Regrets

t

t

t

t

t

Cible

Fig. 3.6 - Comparaison des heuristiques : cas o�u la p�eriode est respectable

rapporte les r�esultats.

Dans ce cas, il s'av�ere que pour tous les probl�emes, l'heuristique des regrets
donne la meilleure solution. De plus, l'heuristique des priorit�es est g�en�eralement
meilleure que l'heuristique "cible". Nous aurions pu nous attendre �a une meilleure
performance de l'heuristique "cible" qui est la seule parmi les trois �a consid�erer
la p�eriode vis�ee. Mais il semble que la prise en compte des temps de changements
diminue la performance de cette heuristique.

Il apparâ�t clairement, d'apr�es cette exp�erimentation que l'heuristique "Regrets"
est tr�es int�eressante d'autant plus qu'elle est �egalement tr�es rapide (5 fois plus
rapide que l'heuristique "Cible", en moyenne, sur les exemples trait�es). Il semble
donc que dans un objectif de minimisation de la dur�ee totale de production, cette
heuristique soit la plus performante des trois.
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Probl�eme P�eriode Borne Alea Priorit�es Regret Cible

P1 5-80 510 766 1566 1146 1040 1052
P2 12-90 240 304 792 496 452 522
P3 15-80 180 216 597 353 335 384
P4 20-200 330 388 1056 639 555 655
P5 30-200 210 248 732 409 382 491

Tab. 3.8 - Comparaisons du Cmax lorsque la p�eriode n'est pas r�ealisable

Minimisation des coûts

La deuxi�eme exp�erience monocrit�ere porte sur la minimisation des coûts (cas
o�u � = 0). Tout comme dans l'exp�erience pr�ec�edente, nous avons compar�e les
di��erentes heuristiques pour plusieurs types de probl�emes. Le tableau 3.9 donne
les r�esultats.

Probl�eme Borne Alea Priorit�es Regret Cible

P1 5-80 40 348 63 547 51 947 47 706 43 344
P2 12-90 38 869 72 473 51 617 47 848 42 030
P3 15-80 32 924 62 694 45 068 39 854 35 473
P4 20-200 79 034 156 959 111 014 95 217 85 229
P5 30-200 75 918 157 895 111 794 92 688 81 962

Tab. 3.9 - Comparaisons des coûts des solutions trouv�ees par les di��erentes
heuristiques

Il apparâ�t fortement que dans ce cas, l'heuristique cible est la plus appropri�ee,
puisque c'est elle qui fournit le meilleur r�esultat pour toutes les instances �etudi�ees.

Il est alors di�cile de choisir, aux vues des optimisations monocrit�eres quelle est
la meilleure heuristique. En e�et, l'heuristique "Regrets" semble meilleure pour
la minimisation de la dur�ee totale de production tandis que l'heuristique "Cible"
est meilleure pour la minimisation des coûts.

Voyons quel est le comportement de chacune de ces heuristiques en environnement
bicrit�ere, c'est �a dire lorsque l'on regarde �a la fois les qualit�es des solutions en
terme de dur�ee maximale de production et de coûts de la solution.
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3.6.4.3 Aspects bicrit�eres

Dans cette partie, nous �etudions le comportement des heuristiques en environ-
nement bicrit�ere. Pour cela, nous avons ex�ecut�e les heuristiques sur les mêmes
probl�emes en faisant varier la valeur de �.

Comme nous l'avons signal�e lors de la pr�esentation de notre approche bicrit�ere,
il est n�ecessaire, pour pouvoir comparer du temps et des coûts dans une même
fonction de recherche, de normaliser ces deux composantes. Pour cela, nous avons
divis�e chacune des composantes par la borne inf�erieure, calcul�ee comme expliqu�ee
dans la section 3.3, la concernant.

Puis, nous avons relev�e, en faisant varier � entre 0 et 1 la longueur de l'ordon-
nancement trouv�e et le coût de la solution. Les r�esultats de cette �etude, pour des
instances avec 30 processeurs et 200 tâches, sont report�es dans les tableaux 3.10
et 3.11. Les �gures 3.7 et 3.8 montrent plus pr�ecis�ement l'�evolution des solutions
pour les di��erentes valeurs de �.

� Priorit�es Regret Cible

1 509 479 1842
0,9 433 381 569
0,8 431 376 544
0,7 432 374 505
0,6 435 381 544
0,5 440 380 541
0,4 438 367 598
0,3 435 377 512
0,2 438 374 526
0,1 436 376 526
0 436 375 538

Tab. 3.10 - Comparaisons des Cmax des solutions trouv�ees en faisant varier �

Ces r�esultats nous montrent qu'une variation de � dans l'intervalle ]0:5; 1] n'a pas
beaucoup d'inuence sur la qualit�e de la solution. Par contre, pour � � 0:5, une
variation de � a de fortes incidences, en terme de temps et de coûts, sur la solution.

Ainsi, en faisant varier la valeur de �, il est possible d'inuer sur le type de la
solution obtenue. Cela nous permet donc d'appliquer le sch�ema it�eratif propos�e
pour la recherche de solutions. Nous pouvons nous demander quel est l'int�erêt de
faire varier � entre 0; 5 et 1, puisque l'inuence sur la qualit�e des solutions est
tr�es faible. En fait, les solutions g�en�er�ees dans cette fourchette sont, il est vrai de
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qualit�e semblables, mais sont di��erentes. Or n'oublions pas que les heuristiques
ont comme objectif de proposer une premi�ere solution soumise ensuite �a des
am�eliorations. Ainsi, il est toujours int�eressant de visiter des solutions di��erentes,
pour permettre �a la proc�edure d'am�elioration d'avoir plusieurs points de d�epart,
et ainsi plus de chances de trouver de bonnes solutions.
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� Priorit�es Regret Cible

1 112 197 93 311 82 760
0,9 132 135 113 125 105 521
0,8 136 511 120 811 116 672
0,7 137 966 124 311 120 991
0,6 138 515 127 700 124 785
0,5 137 601 129 225 126 110
0,4 139 098 128 561 127 611
0,3 139 484 129 213 128 028
0,2 140 099 130 118 128 121
0,1 139 638 129 827 128 121
0 139 638 130 205 129 485

Tab. 3.11 - Comparaisons des coûts des solutions trouv�ees en faisant varier �
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3.7 Proc�edures d'am�elioration

Les heuristiques pr�esent�ees pr�ec�edemment se basent sur un indicateur, constitu�e
d'une combinaison lin�eaire de deux crit�eres pour ordonnancer un ensemble de
tâches sur un ensemble de processeurs parall�eles. Cet indicateur peut, en fait,
repr�esenter di��erents crit�eres (temps, coûts, combinaison temps et coûts) suivant
les besoins de l'utilisateur. Elle sert �a donner une direction de recherche �a l'heu-
ristique, mais ne sert en aucun cas �a l'�evaluation �nale des solutions.

Ces m�ethodes sont heuristiques et leur point fort est leur rapidit�e. Mais l'incon-
v�enient de l'utilisation de telles m�ethodes est que la qualit�e de leur solution n'est
pas garantie et il est int�eressant de chercher �a am�eliorer ces solutions. Pour cela,
nous proposons de nous inspirer de m�ethodes d'optimisation locale bas�ees sur des
�echanges de tâches (m�ethodes r-opt, par exemple | voir 1.4.3.1 |). La m�ethode
propos�ee est de type descente, car elle se dirige toujours vers une meilleure so-
lution et n'autorise jamais la solution �a se d�egrader. Nous avons opt�e pour ce
type de m�ethodes, car elles commencent par descendre tr�es rapidemment. Bien
sûr, ces m�ethodes restent bloqu�ees dans un optimum local, mais elles permettent,
lorsque le temps imparti est court, de trouver de bonnes solutions. Les autres m�e-
thodes de voisinage, plus complexes (recherche tabou, recuit simul�e, algorithmes
g�en�etiques,...) sont plus e�caces pour la recherche de solutions globales, mais de-
mandent beaucoup plus de temps, et ne progressent pas tr�es rapidement au d�ebut.

C'est donc l'am�elioration rapide qui nous a s�eduit dans les m�ethodes de descente,
puisque dans notre r�esolution du probl�eme par le sch�ema it�eratif faisant varier
�, nous allons ex�ecuter plusieurs fois cette proc�edure d'am�elioration (�a partir de
solution de d�epart di��erentes).

Kedad et al. [83] distinguent, pour un probl�eme d'ordonnancement sur machines
parall�eles semblable, deux types d'am�elioration �a �etudier : les am�eliorations r�eali-
s�ees au sein même d'une s�equence de tâches (c'est �a dire sur un seul processeur) et
les am�eliorations entre s�equences par �echange de tâches, et propose de les mettre
en �uvre conjointement dans une proc�edure hybride. Nous nous sommes inspi-
r�es de cette fa�con de proc�eder pour proposer �egalement une proc�edure hybride
regroupant di��erents types d'am�elioration.

Au cours de la recherche, la performance de la solution trouv�ee est calcul�ee en
fonction de la d�e�nition de l'optimalit�e des solutions (D�e�nition 5). La meilleure
solution (ou les meilleures, lorsque la p�eriode n'est pas respect�ee) est gard�ee en
m�emoire et mise �a jour d�es qu'une meilleure solution est trouv�ee.
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3.7.1 Am�eliorations intra-s�equences

Au sein d'une s�equence, les gains potentiels se trouvent dans la minimisation
des temps et coûts de changement, puisque tout ce qui est relatif �a l'a�ectation
aux machines (temps et coûts de production, coûts de distribution) ne peut être
modi��e par une modi�cation de l'ordre d'ex�ecution des tâches sur la machine.
La s�equence d�etermin�ee pour chaque processeur par l'heuristique de construction
n'est pas forc�ement optimale et une simple r�eorganisation des tâches sur chaque
processeur peut permettre de gagner du temps et de diminuer les coûts en r�e-
ordonnant mieux les tâches de fa�con �a diminuer les temps et coûts relatifs aux
changements.

Ce probl�eme, note 1=Sij=F , avec F la fonction objectif vis�ee a �et�e tr�es �etudi�ee
dans la litt�erature. Nous citons, comme r�ef�erence, la th�ese de Artigues [3] qui
expose un �etat de l'art complet sur les probl�emes �a une machine avec temps de
changement, ainsi qu'un article r�ecent de Williams et Wirth [142] qui s'int�eressent
aux changement ind�ependant de la s�equence.

Ce probl�eme, comportant des temps de changement d�ependants de la s�equence,
peut �egalement être assimil�e au Probl�eme du Voyageur de Commerce Asym�e-
trique [32]. Nous ne reportons pas ici de revue d�etaill�ee sur la litt�erature, tant
celle-ci est vaste, mais citons n�eanmoins l'ouvrage de r�ef�erence de Lawler et al.
[93], l'article de Margot [98] qui propose une structure de donn�ee permettant
d'ex�ecuter une optimisation de type p-opt en O(logn) pour un probl�eme �a n
noeuds, et l'article de Gendreau et al. [55] qui exposent leur m�ethode, combinant
une proc�edure d'insertion et d'optimisation, GENIUS. Leur m�ethode d'insertion
s'appuie sur le principe que l'insertion d'une ville dans une tourn�ee ne se fait
pas forc�ement entre deux villes adjacentes. Ils proposent deux types d'insertion.
De même, pour l'optimisation, ils proc�edent �a des �echanges en enlevant une ville
d'un tour et en la r�eins�erant ailleurs en suivant leur principe d'insertion.

Nous proposons d'e�ectuer le r�e-ordonnancement au sein des s�equences de deux
fa�cons di��erentes en fonction du nombre de tâches composant la s�equence. Soit
le nombre de tâches est relativement faible (� 10), nous pouvons alors recour-
rir �a une m�ethode exacte (PSE : Proc�edure de S�eparation et Evaluation), soit
le nombre de tâches est �elev�e, et nous proposons de proc�eder �a des �echanges en
d�epla�cant une tâche d'une place �a une autre.

La proc�edure d'�echanges intra-s�equence propos�ee est d�ecrite ci-apr�es et peut être
appliqu�ee �a toutes les s�equences.



3.7. PROC�EDURES D'AM�ELIORATION 111

Si NbProd < Npse

alors ex�ecuter une proc�edure de s�eparation et �evaluation
sinon

NbIter = 0
Tque NbIter < Nmax

Prendre une tâche et la placer ailleurs (sur la même s�equence)
Si am�elioration ou solution non domin�ee

alors garder la solution dans les solutions candidates
remplacer la s�equence courante par celle trouv�ee
NbIter = 0

sinon NbIter = NbIter+ 1
FinSi

FinTque
FinSi

Proc�edure d'�echanges intra-s�equences

avec :

NbProd : Nombre de tâches de la s�equence.
Npse : Nombre maximal de tâches pour lequel on fait une PSE.
NbIter : Nombre d'it�erations depuis la derni�ere am�elioration.
Nmax : Nombre maximal d'it�erations autoris�ees, ne donnant pas

d'am�eliorations.

3.7.2 Am�eliorations inter-s�equences

Les a�ectations des tâches aux processeurs sont d�etermin�ees par une heuristique
de construction qui s'appuie sur un indicateur. De cette a�ectation, d�ependent
les temps et coûts relatifs �a la production et les coûts de la distribution. Pourtant
il se peut que des tâches soient a�ect�ees �a de mauvais processeurs. En e�ectuant
des �echanges de tâches entre processeurs, nous pouvons permettre �a des tâches
mal plac�ees d'être a�ect�ees �a de meilleurs processeurs.

Pour e�ectuer ces �echanges inter-s�equences nous proc�edons en trois �etapes : tout
d'abord, s�election des deux s�equences de tâches concern�ees, puis choix du type
d'�echange et en�n d�etermination des positions concern�ees par l'�echange.

Nous proposons de proc�eder �a deux types d'�echanges (voir �gure 3.9) :

Tout d'abord, il est possible d'�echanger deux tâches de deux s�equences de pro-
cesseurs di��erents. Les deux tâches s�electionn�ees �echangent leur place respective.
Leurs temps d'ex�ecution ainsi que les temps de changement les pr�ec�edant et les
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Fig. 3.9 - Echanges inter-s�equences

succ�edant varient. Il est ainsi possible d'obtenir un meilleur ordonnancement pour
l'un des deux processeurs, voire pour les deux.

La deuxi�eme possibilit�e d'�echange consiste �a intervertir les �ns de s�equences de
deux processeurs. De nouveau, les temps d'ex�ecution et de changement, ainsi que
les coûts di��erent. Ce deuxi�eme type d'�echange a l'avantage de pouvoir faire va-
rier le nombre de tâches par processeur et �evite de rester dans un voisinage trop
restreint.

La proc�edure d'�echange inter-s�equence propos�ee est la suivante :

NbIter = 0

Tque NbIter < MaxIter

S�electionner deux processeurs

NbEch = 0

Tque NbEch < MaxEch

Proc�eder �a des �echanges des deux types

Si am�elioration ou solution non domin�ee

alors consid�erer la solution comme solution candidate

remplacer la solution par la nouvelle

FinSi

NbEch = NbEch+ 1

FinTque

NbIter = NbIter+ 1

FinTque

Proc�edure d'�echanges inter-s�equences
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avec :

NbIter : Compteur du nombre d'it�erations (s�elections).
MaxIter : Nombre maximal de s�elections �a faire.
MaxEch : Nombre maximal d'�echanges �a r�ealiser.
NbEch : Compteur du nombre d'�echanges ex�ecut�es �a partir du

couple s�electionn�e.

3.7.3 Performances de la proc�edure d'am�elioration

Dans cette partie, nous exp�erimentons la proc�edure d'am�elioration appliqu�ee
aux solutions construites �a l'aide des heuristiques. Cette exp�erimentation a deux
objectifs : 1) �evaluer l'am�elioration apport�ee par l'application de la proc�edure
d'�echanges et le temps optimal de recherche, 2) d�eterminer quel est le meilleur
couple heuristique de construction - proc�edure d'am�elioration �a utiliser dans notre
Oracle.

Ainsi, nous avons appliqu�e sur plusieurs types de probl�emes les heuristiques de
contruction coupl�ees �a la proc�edure d'am�elioration. L�a encore, nous avons com-
menc�e par �etudier le comportement en environnement monocrit�ere.

Les deux �gures suivantes 3.10 et 3.11 repr�esentent, pour des probl�emes �a 30
processeurs et 200 tâches, respectivement, l'�evolution de la dur�ee totale de pro-
duction de la solution courante dans un contexte de minimisation du Cmax et
l'�evolution du coût de la solution dans un contexte de minimisation des coûts, en
fonction du temps, par l'application de la proc�edure d'am�elioration.
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Fig. 3.10 - �Evolution du Cmax en fonction du temps (application de la proc�edure
d'am�elioration)

La premi�ere remarque que nous inspire ces �gures est que tr�es rapidement la
solution converge vers un optimum local. Il apparâ�t alors inutile d'ex�ecuter la
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proc�edure d'am�elioration trop longtemps, puisque au bout d'un moment elle n'ap-
porte plus d'am�elioration.

La deuxi�eme remarque est que lorsque la solution de d�epart est mauvaise (cas de
la proc�edure "Al�ea", par exemple), la proc�edure d'am�elioration met beaucoup de
temps (lorsqu'elle y arrive) pour am�eliorer la solution et atteindre la qualit�e de
d�epart des solutions donn�ees par les autres heuristiques. Il est donc important,
de commencer la proc�edure d'am�elioration avec la meilleure solution possible.

En�n, la troisi�eme remarque est que lors de l'am�elioration, les solutions des dif-
f�erentes heuristiques restent dans le même ordre. Ainsi, si la solution donn�ee par
l'heuristique des regrets est meilleure dans le cas de la minimisation de la dur�ee
totale de production, elle a de fortes chances d'être la meilleure apr�es l'application
de la proc�edure d'am�elioration.

3.7.4 Conclusions pour le choix de l'Oracle

Ces di��erentes raisons font qu'il semble opportun de choisir comme point de d�e-
part de la proc�edure d'am�elioration la meilleure solution fournit par les di��erentes
heuristiques. Il est alors possible d'ex�ecuter chacune des heuristiques et de s�elec-
tionner la meilleure solution, mais comme nous allons it�erer ce processus plusieurs
fois, il est pr�ef�erable, pour gagner du temps et de la m�emoire, d'ex�ecuter une seule
des heuristiques. Aux vues des r�esultats, nous proposons de choisir l'heuristique
"Regrets" lorsque la dur�ee totale de production devient l'aspect �a privil�egier, et
l'heuristique "Cible" lorsque ce sont les coûts qui doivent être privil�egi�es.

Ainsi, notre Oracle de r�esolution �a utiliser dans la proc�edure it�erative sera com-
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pos�e, suivant la situation, soit de la proc�edure des regrets, soit de la proc�edure
cible, coupl�ees �a la proc�edure am�elioratrice.

3.8 R�esolution du probl�eme initial

Toutes les exp�erimentations pr�ec�edentes nous permettent maintenant de nous
attaquer au probl�eme �etudi�e �a savoir le probl�eme d'ordonnancement de machines
parall�eles non li�ees avec temps de changement d�ependant de la s�equence entre les
tâches, respect d'une p�eriode et minimisation de l'ensemble des coûts, que nous
avons not�e R=sij ; Cmax � T=

P
(Coûts).

3.8.1 M�ethode propos�ee

Nous proposons d'appliquer, pour r�esoudre ce probl�eme, la proc�edure it�erative
expos�ee dans ce chapitre en utilisant pour l'Oracle la composition donn�ee dans la
partie pr�ec�edente. En fonction du r�esultat trouv�e pour une solution, la proc�edure
simule le comportement d'un d�ecideur et d�etermine la r�eaction �a avoir, c'est �a
dire la valeur �a donner �a �, de fa�con �a esp�erer trouver une meilleure solution.
Nous rappelons ici la proc�edure it�erative en d�etaillant la composition de l'Oracle.

Initialisations
� = 0:5, Nbiter = 0.
Ex�ecuter l'heuristique "Regrets"
Am�eliorer la solution, sauver la ou les meilleures solutions

A�ectations
Tantque Nbiter < Nmax

Si Cmax � T
alors � = �=2.
sinon,

Si Cmax > T
alors � = (1 + �)=2.

FinSi
FinSi
Si � � 0:5 /* On favorise le temps */

alors Ex�ecuter l'heuristique "Regrets"
sinon Ex�ecuter l'heuristique "Cible"

FinSi
Am�eliorer la solution, sauver la ou les meilleures solutions
Nbiter = Nbiter+ 1

FinTantque

Proc�edure it�erative de r�esolution
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o�u :

Cmax : Dur�ee totale de l'ordonnancement.
T : Longueur de la p�eriode.
Nbiter : Nombre d'it�erations.
Nmax : Nombre maximal d'it�erations.

3.8.2 Exp�erimentation

A�n de valider la proc�edure it�erative propos�ee, nous reportons ci-dessous les r�e-
sultats obtenus pour la r�esolution d'un probl�eme �a 20 processeurs et 200 tâches.
Di��erentes con�gurations sont �etudi�ees : 1) cas o�u la p�eriode est facile �a res-
pecter, 2) cas o�u la p�eriode n'est pas respectable (la p�eriode est inf�erieure �a la
borne inf�erieure de la dur�ee totale de production), 3) cas o�u la p�eriode est di�-
cilement respectable, mais peut l'être. 30 secondes d'optimisation sont accord�ees
pour chaque it�eration.

Les trois �gures suivantes 3.12, 3.13 et 3.14 repr�esentent, pour les trois cas cit�es
ci-dessus, l'�evolution du Cmax et du coût de la solution courante, en fonction du
temps, lors de la r�esolution du probl�eme. Pour lire les valeurs r�eelle des coûts,
il faut multiplier par 100 la valeur lue sur l'axe des ordonn�ees. Sur ces �gures,
les traits pointill�es verticaux indiquent le moment o�u une nouvelle it�eration com-
mence (c'est-�a-dire, le moment o�u l'on relance l'heuristique avec une nouvelle
valeur de �. Dans le cas o�u aucune solution r�ealisable n'est trouv�ee, plusieurs
solutions candidates sont retenues (les solutions non domin�ees par rapport au
temps et au coût). Nous avons repr�esent�e, sur les �gures, par des �eches la (ou
les) meilleure(s) solution(s) retenue(s) �a la �n de l'ex�ecution.

La �gure 3.12 montre que lorsque la p�eriode est facile �a respecter, la proc�edure
favorise une diminution des coûts en diminuant la valeur de � et en acceptant
ainsi d'augmenter la dur�ee totale de production tout en respectant la p�eriode.
Ainsi, une bonne solution en terme de coût (90 194 pour une borne inf�erieure de
80 509, soit une augmentation de 12%) peut être trouv�ee.

La �gure 3.13 illustre le cas o�u la p�eriode n'est pas respectable. Dans ce cas, la
proc�edure a beaucoup de mal �a trouver une bonne solution. Les quatre �eches
repr�esentent les quatre solutions non domin�ees r�esultant de l'application de la
proc�edure. Le rond indique la solution correspondant �a l'ordonnancement le plus
court (d'une longueur de 502, pour une borne inf�erieure de 387) pour un coût de
131 132 pour une borne inf�erieure de 76 862. Ainsi, la solution trouv�ee est 30%
au dessus de la borne du Cmax et �a 70% au dessus de la borne sur les coûts. Ce
cas est le plus di�cile �a r�esoudre.

En�n, la �gure 3.14 est certainement la plus int�eressante. Elle montre comment
une solution peut être chahut�ee de fa�con �a parcourir un ensemble de solutions
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Fig. 3.12 - �Evolution du coût et du Cmax de la solution en fonction du temps :
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Fig. 3.14 - �Evolution du coût et du Cmax de la solution en fonction du temps :
cas d'une p�eriode di�cilement respectable

int�eressant. Finalement la meilleure solution trouv�ee fait exactement la longueur
de la p�eriode (507) et son coût est de 110 611 pour une borne inf�erieure de 80 184,
soit une augmentation de 38%.

3.8.3 Conclusions

D'apr�es les exp�erimentations report�ees ici, la m�ethode it�erative propos�ee semble
être e�cace, surtout lorsque la p�eriode est respectable (facilement ou non). Dans
ces deux cas, la proc�edure arrive, en faisant varier la valeur de �, �a se rapprocher
au maximumde la longueur de la p�eriode de fa�con �a minimiser les coûts. La �gure
3.15 illustre ce fait pour un exemple �a 5 processeurs et 40 tâches. Nous avons choisi
ce petit exemple pour pouvoir repr�esenter tous les points. Nous avons repr�esent�e,
pour les cinq premi�eres it�erations, menant �a la solution optimale (temps 468, coût
23 461), les principaux points par lesquels passe l'heuristique.

Nous pouvons voir que l'heuristique pro�te de la marge qui existe, entre la so-
lution la plus courte et une solution plus longue qui respecte la p�eriode, pour
a�ecter les tâches de mani�ere �a diminuer les coûts. Lorsque la p�eriode est im-
possible �a respecter, le comportement de l'heuristique est un peu moins probant,
pourtant elle se dirige bien vers des solutions de plus en plus courtes puisque la
meilleure solution, en terme de temps, est trouv�ee �a la �n de la proc�edure.
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Les r�esultats de cette m�ethode syst�ematique semblent satisfaisants et justi�ent le
choix d'une telle m�ethode. Nous avons choisis de proposer, ici, une m�ethode uti-
lisant un m�ecanisme de contrôle syst�ematique pour faire varier la valeur du poids
�. Souvent, pour aborder un probl�ememulticrit�ere, on pr�ef�ere plutôt proposer des
m�ethodes interactives qui font intervenir un d�ecideur en lui demandant de r�eagir
face aux solutions propos�ees. Dans notre cas, on pourrait lui demander de r�e�eva-
luer, �a chaque it�eration, l'importance qu'il donne au temps par rapport aux coûts
aux vues des solutions pr�ec�edentes, ce qui revient �a donner une nouvelle valeur
�a �. Ici, nous avons, en fait, simul�e un d�ecideur qui modi�erait les poids tel que
nous l'avons propos�e, pour permettre d'ex�ecuter la proc�edure un grand nombre
de fois. Transformer cette proc�edure syst�ematique en une proc�edure it�erative est
imm�ediat et peut être fait si l'utilisateur en exprime la demande.

3.9 Conclusion

Nous avons vu, dans ce chapitre, di��erentes facettes d'un probl�eme d'ordonnan-
cement sur processeurs parall�eles non li�es avec temps de changement d�ependant
de la s�equence entre les tâches. Dans un premier temps, nous avons expos�e une
formulation pr�ecise du probl�eme, des bornes ainsi que des m�ethodes exactes. Mal-
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heureusement ce type de m�ethode ne permet pas d'aborder des probl�emes de taille
raisonnable et nous avons donc �etudi�e les possibilit�es de r�esolutions heuristiques.
Dans ce type de r�esolution, l'inconv�enient est la qualit�e d�egrad�ee des solutions
obtenues. Ainsi, alors que le probl�eme comporte au d�epart un probl�eme de satis-
faisabilit�e (respect de la p�eriode) et un probl�eme d'optimisation (minimisation des
coûts), nous avons choisi de l'aborder en relaxant la contrainte de satisfaisabilit�e
et en �etudiant un probl�eme bicrit�ere. Nous avons propos�e di��erentes heuristiques
et une proc�edure d'am�elioration que nous avons int�egr�ees dans une proc�edure it�e-
rative permettant de traiter le probl�eme initial. Les r�esultats montrent que cette
m�ethode it�erative est un bon moyen pour parcourir di��erents lieux de l'espace
des solutions et ainsi esp�erer obtenir de bonnes solutions.
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PARTIE II

Un probl�eme d'optimisation

globale :

prise en compte simultan�ee

de la production et

de la distribution
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Chapitre 4

Gestion d'un syst�eme de

production multisite

Comme nous avons commenc�e �a le pr�esenter dans l'introduction, la mondiali-
sation des march�es a amen�e les grandes entreprises multinationales �a avoir une
vue globale tant de leurs activit�es li�ees au marketing que de leurs activit�es li�ees
�a la production au sein des di��erents sites. C'est ce deuxi�eme aspect qui nous
int�eressent ici. En e�et, ces entreprises sont maintenant confront�ees �a une gestion
globale de leurs di��erents sites de production et aux di�cult�es li�ees �a la coor-
dination et �a l'optimisation de ces di��erents sites. Cet aspect de coordination
doit être trait�e avec beaucoup d'attention car les gains apport�es par une bonne
gestion coordonn�ee, peuvent être aussi importants que les pertes encourues par
une mauvaise gestion.

De fait, les avantages d'une production multisite sont �evidents : augmentation
de la performance par une possible sp�ecialisation des sites, diminution des coûts
relatifs �a la distribution par un rapprochement vers le client... Pourtant, d'impor-
tantes di�cult�es interviennent dans la gestion d'une production multisite o�u il
est n�ecessaire, �a la fois de g�erer l'ensemble des sites de fa�con globale pour maxi-
miser les gains, et d'�etudier tr�es fortement les liens existants entre l'activit�e de
production et l'activit�e de distribution. Alors que, beaucoup de recherches ont
port�e soit sur la gestion des besoins mat�eriels, soit sur l'optimisation d'ateliers
de production isol�es, comportant des structures de type jobshop, owshop, ma-
chines parall�eles ou de type hybride (cf 1.2.1) ou encore sur l'optimisation des
probl�emes de distribution (tourn�ees de v�ehicules), peu ont concern�e cet aspect de
coordination n�ecessaire �a une gestion multisite.

Pourtant, l'optimisation locale d'un seul atelier, par exemple, sans consid�erer les
autres ateliers de l'entreprise, peut être en compl�ete contradiction avec l'optimi-
sation globale du syst�eme de production. Il devient donc n�ecessaire de se poser
la question de la coordination entre le syst�eme de production et le syst�eme de
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distribution, ainsi que de la coordination entre les di��erents sites de production.

Dans cette deuxi�eme partie du document, nous nous int�eressons non plus sim-
plement �a la partie li�ee �a la production, mais nous consid�erons la probl�ematique
dans son ensemble avec tous les �el�ements qui la composent dans un objectif d'op-
timisation globale . Au cours de ce chapitre, nous exposons, dans un premier
temps, des travaux r�ecents e�ectu�es dans le domaine de la coordination entre la
production et la distribution et le domaine des probl�emes de production multisite.
La deuxi�eme section est consacr�ee au positionnement de notre probl�ematique vis
�a vis de l'ensemble des probl�emes de production multisite, �a sa mod�elisation et
�a la d�etermination du cadre d'�etude que nous consid�erons dans la suite du cha-
pitre. Ensuite, nous pr�esentons une approche centralis�ee permettant de traiter le
probl�eme �etudi�e. La quatri�eme section pr�esente une approche de r�esolution bas�ee
sur une d�ecomposition spatiale. Nous terminons ce chapitre par une comparaison
entre l'approche centralis�ee et l'approche par d�ecomposition, pour la r�esolution
du probl�eme multisite, multiproduit consid�er�e.

4.1 Litt�erature

Avant d'exposer notre approche d�evelopp�ee pour traiter le probl�eme multisite,
avec coordination entre les aspects de production et de distribution, auquel nous
sommes confront�es, nous commen�cons par pr�esenter, dans cette section, des tra-
vaux r�ecents, d�evelopp�es pour traiter des probl�emes d'optimisation globale. Nous
avons divis�e ces travaux en deux cat�egories : les travaux portant sur des aspects
de coordination entre production et distribution dans le cas de productions mo-
nosites, et les travaux portant sur des probl�emes de productions multisites.

4.1.1 Coordination production et distribution

Dans ce paragraphe, nous nous int�eressons aux travaux traitant de la coordina-
tion entre le syst�eme de production et le syst�eme de distribution pour le cas de
productions monosites o�u les tailles des lots de production d�ependent non seule-
ment du syst�eme de production, mais �egalement des aspects de distribution.

L'un des premiers �a consid�erer conjointement la production et la distribution est
J.F. Williams [143]. Il s'int�eresse �a trois types de probl�emes : des probl�emes d'as-
semblage dont la gamme est un r�eseau formant une anti-arborescence (chaque
noeud a au plus un successeur), des probl�emes de distribution repr�esent�es par
un r�eseau formant une arborescence (chaque noeud a au plus un pr�ed�ecesseur),
et, des probl�emes couplant les deux structures. L'objectif est la minimisation de
la somme de la moyenne des coûts de stockage et de la moyenne des coûts de
production, par p�eriode, en d�eterminant la taille des lots de production et de
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distribution. Il teste sept heuristiques et discute leur performances.

Plus tard, Burns et al. [21] s'int�eressent �a un syst�eme compos�e d'un seul fournis-
seur (stock ou usine) distribuant di��erents produits �a plusieurs clients r�epartis
sur une r�egion g�eographique. Ils comparent deux strat�egies. La premi�ere, l'exp�e-
dition directe, impose que chaque client soit livr�e directement et isol�ement. Les
formules des coûts de stockage (pouvant être �etendues aux coûts de production)
et des coûts de transport sont d�evelopp�ees pour cette strat�egie. Le compromis de
ces coûts donne la taille optimale des lots �a livrer. La deuxi�eme strat�egie, le col-
portage, autorise un camion �a livrer, lors d'une même tourn�ee, plusieurs clients.
Des sous-r�egions de distribution sont cr�e�ees et les coûts associ�es au stockage et
au transport sont �etudi�es. Il s'av�ere que dans ce cas, la taille optimale des lots �a
livrer revient �a remplir les camions. Une comparaison entre ces deux approches
montre que la deuxi�eme est la meilleure et que son avantage, en terme de coûts,
augmente avec la distance entre le fournisseur et les clients, la densit�e des clients,
la valeur des produits et les coûts de transport.

Chandra et Fisher [22], quant �a eux, consid�erent le cas d'une usine produisant
di��erents types de produits et maintenant un stock de produits �nis dans l'usine.
La demande est connue par p�eriode pour l'ensemble des clients r�epartis sur le
territoire et la distribution se fait �a l'aide d'une otte de v�ehicules. L'objectif
est de d�eterminer l'ordonnancement de la production de fa�con �a minimiser les
coûts de changement, de stockage et de transport, sachant qu'un client peut être
livr�e en avance, mais pas en retard, et que les coûts de transport sont des coûts
�xes par v�ehicules (qu'il est donc pr�ef�erable de remplir). Deux approches sont
compar�ees. La premi�ere traite la production et la distribution s�epar�ement, tandis
que la deuxi�eme int�egre les deux aspects dans un même mod�ele. Pour r�esoudre
ce probl�eme de coordination, ils utilisent les mêmes m�ethodes que pour l'�etude
s�epar�ee, puis recherchent des changements amenant �a des r�eductions de coûts.
Ainsi, l'approche qu'ils quali�ent de coordonn�ee, permet une r�eduction de l'en-
semble des coûts de 5% �a 10% sur les exemples trait�es.

Un syst�eme de production compos�e d'une usine, d'un stock de produits �nis et
d'un unique client est �etudi�e par Pyke et Cohen [117]. Di��erents produits aux-
quels est associ�ee une demande stochastique, sont fabriqu�es dans l'usine, stock�es
puis distribu�es. De plus, les stocks peuvent passer commandes des produits dont
le niveau de stockage diminue dangereusement. Ils proposent une approximation
du mod�ele complexe et une heuristique de r�esolution bas�ee sur cette approxima-
tion.

R�ecemment, Barbarasoglu et �Ozgur [9] consid�erent le probl�eme de la d�etermina-
tion des tailles des lots pour di��erents produits fabriqu�es dans une même usine.
Ces produits sont distribu�es de l'usine �a un ensemble de d�epôts et de ces d�epôts
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aux clients. La demande des clients est d�eterministe, connue pour chaque p�eriode,
et la livraison doit se faire en juste-�a-temps. Ils adoptent une approche bas�ee sur
une relaxation Lagrangienne pour d�ecoupler les d�ecisions li�ees �a la production et
les d�ecisions li�ees �a la distribution. Puis une optimisation est impl�ement�ee pour
coordonner les deux sous-probl�emes de fa�con hi�erarchique.

4.1.2 Production multisite

Dans ce paragraphe, nous nous int�eressons aux probl�emes de production multi-
site. Les travaux cit�es ci-dessous concernent des probl�ematiques di��erentes ayant
toutes comme point commun de consid�erer, plusieurs sites de production r�epartis
sur un territoire.

Tout d'abord, Cohen et Lee [31] s'int�eressent �a toute une châ�ne de production
depuis les fournisseurs de mati�eres premi�eres jusqu'au client, en passant par les
usines produisant les produits semi-�nis, les usines des produits �nis, les centres
de distribution et les centres de stockage. Ils pr�esentent un mod�ele pour coor-
donner les d�ecisions et les performances tout au long de cette châ�ne soumise �a
des demandes stockastiques. Le mod�ele montre les interactions existantes dans
les syst�emes de production et de distribution multi�echelon. A chaque �etage des
sous-mod�eles sont d�e�nis et des r�egles de contrôle utilis�ees. Une proc�edure d'op-
timisation est propos�ee et les r�esultats sont discut�es �a partir d'un exemple.

Garavelli et al. [53], posent le probl�eme de la coordination des di��erents sites
de production d'une multinationale. Ils pr�esentent les avantages li�es �a la prise
en compte globale, au niveau de la plani�cation, de l'ensemble du syst�eme ma-
nufacturier. Pour le cas monoproduit, ils pr�esentent un mod�ele de plani�cation,
d�evelopp�e dans un objectif de minimisation globale de l'ensemble des coûts (pro-
duction et distribution) et utilisent un algorithme g�en�etique pour la recherche
de solutions. Ils pr�esentent une petite application (trois usines, deux march�es et
cinq niveaux de quantit�es par march�e) qu'ils r�esolvent �a l'optimum pour 80 %
des cas en 80 secondes, en moyenne. Ils concluent sur l'extension possible de leur
approche �a des environnements plus complexes.

Metters [101], expose le probl�eme de l'interaction entre le transport et le tri (�equi-
valent �a une phase de production) du courrier �a l'United States Postal Service.
Le mouvement journalier et le tri des lettres n�ecessite un �equilibrage entre les
coûts de transport et les coûts li�es au tri. Ce probl�eme peut être assimil�e �a un
probl�eme multisite, monoproduit et multip�eriode. Il traite le probl�eme d'une di-
vision sp�eci�que et le mod�elise en un programme lin�eaire mixte qu'il peut r�eduire
en consid�erant la con�guration propre du syst�eme �etudi�e. Il peut ainsi utiliser un
solveur de programmes lin�eaires pour r�esoudre son probl�eme.
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Le projet DISCO

A Toulouse, le projet ESPRIT DISCO (Distributed management and Coordina-
tion of Scheduling Systems in a Multisite production Environment), r�ealis�e par
un consortium compos�e de MAGNETI-MARELLI, AEG, BULL, FhG-IAO et
PROMIP (Productique Midi-Pyr�en�ees) a �etudi�e la coordination et l'ordonnance-
ment de productions multisites. Dans ce cadre, la th�ese de C. Boronad-Thierry
[17], a port�e sur la plani�cation et l'ordonnancement multisite en adoptant une
approche par satisfaction de contraintes. Thierry et al. [134] ont alors propos�e
un mod�ele bas�e sur la th�eorie des ots pour des probl�emes multisites, multipro-
duits et multip�eriodes. Ils proposent de reformuler ce probl�eme en un probl�eme
de satisfaction de contraintes pour pouvoir le r�esoudre. Dans [135], Thierry et
al. portent l'accent sur un d�ebut de r�eduction de complexit�e du probl�eme, a�n
de pouvoir utiliser une gestion centralis�ee de l'ensemble de ce syst�eme multisite.
Puis, Bel et al. [10] insistent sur l'importance et la di�cult�e de la coordination
d'un syst�eme de production multisite, en vue d'am�eliorer sa productivit�e. Une
mod�elisation de ce probl�eme, consid�erant simultan�ement plusieurs niveaux de d�e-
cision (correspondant aux niveaux d'agr�egation des ressources), est pr�esent�ee. Ils
proposent une m�ethode de r�eduction bas�ee sur la notion de produits critiques et
de processus critiques. Ils d�e�nissent ainsi un ensemble de criticalit�es (technolo-
gique, manag�eriale, �economique, structurale) qui leur permettent de r�eduire la
taille du probl�eme. Leur heuristique de r�esolution est divis�ee en trois parties : la
recherche rapide d'une bonne premi�ere solution, des modi�cations locales visant
�a r�eduire le coût global, la v�eri�cation de la satisfaction des contraintes. La pre-
mi�ere �etape, la plus d�elicate, consid�ere le probl�eme multisite comme un probl�eme
de satisfaction de contraintes. La m�ethode utilis�ee, et d�etaill�ee dans [11], repr�e-
sente l'ensemble des variables de d�ecisions dans un cube de d�ecision, et plusieurs
strat�egies sont alors test�ees.

L'outil d'aide �a la d�ecision ARIANE

Un autre pôle de recherche sur la production multisite s'est cr�e�e depuis plus d'une
vingtaine d'ann�ees, autour de l'outil d'aide �a la d�ecision ARIANE, d�evelopp�e pour
la conception des plans de production de bouteilles de verre chez BSN/Emballage.
La probl�ematique industrielle concerne la plani�cation de la production de bou-
teilles de verre (environ 2 000 articles emball�es di��eremment) sur les di��erents
sites de production (7 en France) et sur plusieurs p�eriodes pour faire face �a une
demande saisonni�ere. L'outil, de production est form�e de lignes de production po-
lyvalentes, reparties sur les di��erents sites, et compos�ees d'un distributeur (four)
qui alimente plusieurs machines de fa�connage en parall�ele avec une mati�ere pre-
mi�ere d'une certaine qualit�e (teinte).

Depuis la premi�ere version du logiciel, version 1977, (voir la Th�ese de C. Proust
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[115]), qui sou�rait d'un manque d'interactivit�e et de convivialit�e caus�e par les
moyens informatiques de l'�epoque, cet outil n'a cess�e d'�evoluer grâce aux colla-
borations entre BSN et l'universit�e de Tours. Dans [116], Proust et Gr�unenberger
pr�esentent une nouvelle version d'Ariane, de meilleure convivialit�e, retransplan-
t�ee sur micro-ordinateur. Ils d�etaillent �egalement les caract�eristiques du probl�eme
pos�e et se placent aux niveaux long terme et moyen terme de plani�cation. Ils
consid�erent qu'�a ce niveau de plani�cation, les changements de fabrication sur les
machines peuvent être ignor�es car ils se traduisent par une diminution tempo-
raire des cadences. Ils mod�elisent le probl�eme en un programmemath�ematique qui
n'autorise qu'une seule qualit�e par distributeur et par p�eriode. Ils constatent alors
l'impossibilit�e technique (�etant donn�es la nonlin�earit�e du mod�ele, le nombre �elev�e
de variables et de contraintes) de r�esoudre directement le probl�eme, et montrent
l'int�erêt d'un logiciel interactif permettant �a un d�ecideur de participer �a la re-
cherche des solutions : ceci constitue l'esprit d'Ariane 2 000.

Le logiciel fonctionne en deux �etapes [26]. Premi�erement, la r�epartition des teintes
sur les fours est optimis�ee en agr�egeant les donn�ees relatives, aux demandes com-
merciales, aux teintes, aux r�egions g�eographiques et aux p�eriodes, et en se rap-
portant �a un Probl�eme de Transport Simple. On obtient alors un ou plusieurs
calendriers des teintes sur les fours. Deuxi�emement, les produits sont a�ect�es,
teintes par teintes, sur les machines en r�esolvant, �a chaque fois, un probl�eme
de type Transport G�en�eralis�e. Les coûts de transport sont consid�er�es dans cette
phase au même titre que les coûts de production. Derni�erement, la th�ese de P.
Richard [120], r�ealis�ee dans le cadre d'une convention CIFRE chez BSN, a port�e
en partie sur le d�eveloppement de la version Europe d'Ariane 2 000.

Ariane a �et�e d�evelopp�e essentiellement pour traiter les probl�emes de plani�cation
de la production des bouteilles de verre �a long et moyen terme. De r�ecents travaux
ont �egalement port�e sur la plani�cation court terme [122], [121]. Celle-ci consiste,
une fois le plan moyen terme �etabli, �a a�ecter les mod�eles des produits aux ma-
chines. Le probl�eme r�esolu ici est not�e R=:::; blcg= �M. Ce probl�eme d'a�ectation
sur machines parall�eles non li�ees est trait�e suivant trois modes : avec splitting,
avec pr�eemption et sans pr�eemption.

4.1.3 Tableau r�ecapitulatif de la litt�erature

Nous repr�esentons dans le tableau 4.1, un r�ecapitulatif des di��erents probl�emes
trait�es dans la litt�erature. Pour mieux positionner notre probl�ematique vis-�a-vis
des ces travaux, nous les avons class�es en fonction de di��erentes caract�eristiques :
monosite/multisite, monoproduit/multiproduit, monop�eriode/multip�eriode.
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Monop�eriode Multip�eriode
Monosite Multiproduit Multiproduit

J.F. Williams [143] Chandra et Fisher [22]
Burns [21] Pyke et Cohen [117]

Barbarasoglu et �Ozgur [9]

Multisite Monoproduit Monoproduit
Gavarelli [53] Metters [101]
Multiproduit Multiproduit
Cohen et Lee [31] DISCO [17] [134] [135] [10]

ARIANE [115] [116] [26] [120] [122] [121]

Tab. 4.1 - Tableau r�ecapitulatif de la litt�erature

4.2 Positionnement de la probl�ematique

Comme nous l'avons indiqu�e dans la pr�esentation g�en�erale de la probl�ematique
(au chapitre 0), toute une zone g�eographique est �a consid�erer en tenant compte
de la localisation des usines, des stocks et des clients ainsi que des distances
s�eparant ces di��erents �el�ements. Nous avons donc �a faire �a un probl�eme de pro-
duction multisite. Nous allons, dans cette partie, caract�eriser de fa�con g�en�erale les
probl�emes de production multisite en positionnant, dans ce cadre, notre propre
probl�ematique. Puis nous proposerons une mod�elisation du probl�eme global, in-
t�egrant l'ensemble des �el�ements et d�e�nirons de mani�ere pr�ecise les �el�ements pris
en compte dans l'approche que nous proposons.

4.2.1 Les probl�emes de production multisite

Les probl�emes de production multisite se posent dans le cadre d'entreprises qui
comprennent plusieurs sites de production distincts g�eographiquement et qui ont
la possibilit�e de fabriquer certains produits ou composants dans plusieurs sites.
Il peut donc exister des transports de marchandises, sur de grandes distances,
entre les sites de production eux-mêmes, ainsi qu'entre les sites de production et
les clients [17]. Cette r�epartition des moyens de production sur tout un territoire,
a bien des avantages au niveau des coûts : r�eduction des coûts de production en
sp�ecialisant les sites de production en une sous famille de produits, r�eduction des
coûts de transport en se rapprochant des clients.

Bel et al. [10] distinguent deux types de situations : les productions alternatives,
lorsqu'une entreprise poss�ede plusieurs sites de production capables de r�ealiser
les mêmes produits �nis, et les productions s�equentielles, lorsque certains sites de
production produisent les composants utilis�es ensuite par d'autres sites de l'en-
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treprise. Notre probl�ematique se situe dans le cadre des productions alternatives,
o�u un produit est enti�erement manufactur�e sur un seul site, et plus pr�ecis�ement
sur une seule ligne de production, qui est s�electionn�ee parmi l'ensemble des lignes
de production du syst�eme.

Nous rappelons que les trois particularit�es principales de notre probl�ematique
initiale sont a) des lignes de production de caract�eristiques (cadences, coûts...)
di��erentes, b) des temps de changement entre produits pouvant être tr�es p�enali-
sants en terme de temps et coûts et c) des coûts de distribution �elev�es (du même
ordre que les coûts de fabrication) pour des produits de faible valeur ajout�ee. Ces
trois �el�ements imposent d'analyser le probl�eme dans son ensemble et en particu-
lier le lien existant entre les aspects production et les aspects distribution, puisque
les composantes production et distribution, ont ici toutes deux un poids tr�es im-
portant en terme de coûts. Or les d�ecisions prises de fa�con �a diminuer les coûts
associ�es �a la production peuvent être d�esastreuses par rapport �a l'optimisation
de la distribution et vice versa. En e�et, du choix de l'a�ectation d'un produit �a
une ligne va d�ependre la distribution, et en particulier, les coûts de distribution
associ�es �a la livraison de ce produit au client. Pourtant, dans un syst�eme mul-
tisite, la gestion de production est tr�es souvent propre aux di��erents sites, sans
coordination, �a cause de la di�cult�e de leur gestion coordonn�ee.

Or, d'apr�es Giard, "la gestion de production a pour objet la recherche d'une orga-
nisation e�cace de la production de biens et de services" [56]. Plus pr�ecis�ement,
d'apr�es Dupont, "la gestion de production consiste �a produire en temps voulu,
les quantit�es demand�ees par les clients dans des conditions de coût de revient
et de quantit�e d�etermin�es, en optimisant les ressources de l'entreprise de fa�con �a
assurer sa p�er�enit�e, son d�eveloppement et sa comp�etitivit�e" [40].

Ainsi, dans cet objectif d'optimisation des ressources et de recherche de comp�eti-
tivit�e, il est n�ecessaire, en environnement multisite, d'avoir un syst�eme de gestion
de production int�egrant l'ensemble des sites. Le syst�eme de gestion de production
doit prendre des d�ecisions concernant :

{ le long terme : d�ecisions prises au plus haut niveau de l'entreprise (politiques
commerciales, objectifs g�en�eraux, investissement...),

{ le moyen terme (plani�cation) : d�ecisions permettant de fournir les res-
sources physiques et informationnelles n�ecessaires �a la production (res-
sources en hommes, �equipements, mati�eres premi�eres...),

{ le court terme (ordonnancement) : d�ecisions d�eterminant la s�equence des
produits �a r�ealiser et leur date de lancement.

Tr�es souvent, l'aspect multisite n'est consid�er�e que dans les d�ecisions �a long terme
et �eventuellement �a moyen terme sur des donn�ees agr�eg�ees, �a cause de la taille des
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probl�emes �a r�esoudre et du nombre de donn�ees �a traiter lorsque l'on s'int�eresse
au court terme et donc �a des donn�ees d�etaill�ees.

Dans notre probl�ematique, un compromis est �a trouver entre 1) l'a�ectation des
produits sur des lignes de bons rendements pour eux de fa�con �a limiter les coûts
de production, 2) le regroupement de produits semblables sur des mêmes lignes
pour minimiser les temps et coûts associ�es aux changements et 3) la fabrication
des produits dans les usines proches des clients les ayant command�es de mani�ere
�a limiter les coûts de distribution. Si l'a�ectation a �et�e d�ecid�ee �a un niveau de
d�ecision moyen terme, par exemple, en se basant exclusivement sur les coûts de
production et de distribution (sans tenir compte des changements de production),
il peut être tr�es di�cile pour le court terme, non seulement d'optimiser les temps
et coûts relatifs �a ces changements, mais �egalement de trouver un ordonnance-
ment r�ealisable. Nous pensons donc que ces trois �el�ements doivent être consid�er�es
simultan�ement.

Ce souci de coordination entre les aspects plani�cation et ordonnancement, per-
mettant de s'assurer de la r�ealisabilit�e du plan de production donn�e par la pla-
ni�cation est consid�er�e par C. Boronad-Thierry dans sa th�ese [17]. Elle propose
d'adapter, aux probl�emes multisites, multiproduits (mais sans temps de change-
ment d�ependant de la s�equence) et multip�eriodes, l'approche coh�erente int�egr�ee
plani�cation-ordonnancement, pr�esent�ee par Lasserre [89] et Dauz�ere-Peres [34]
pour des probl�emes de type jobshop. Cette approche consiste �a r�esoudre alterna-
tivement les probl�emes de plani�cation et d'ordonnancement, pour assurer leur
coh�erence. Pour les probl�emes multisites, C. Boronad-Thierry utilise les langages
de programmation sous contraintes et en particulier les m�ecanismes de d�emons,
pour d�eclencher la recherche d'ordonnancement d�es qu'une d�ecision est prise au
niveau de la plani�cation. Ainsi, chaque fois qu'une quantit�e de produit est plani-
��ee pour une p�eriode sur une unit�e de production, elle est a�ect�ee �a une ressource
et la r�ealisabilit�e de l'ordonnancement est v�eri��ee. En fonction du r�esultat de cette
v�eri�cation, certaines d�ecisions seront remises en cause, de fa�con �a obtenir un or-
donnancement r�ealisable.

C. Boronad-Thierry [17] indique qu'il n'est pas possible d'envisager une approche
int�egr�ee pour l'ensemble du probl�eme, en particulier pour des raisons de com-
plexit�e, mais �egalement pour des raisons de validit�e des donn�ees pour les p�eriodes
futures. Notre approche est di��erente. Nous recherchons, au contraire, �a consid�e-
rer d�es le plus haut niveau les aspects de s�equencement (�a cause des changements
tr�es p�enalisants entre produits). La m�ethode de r�esolution propos�ee �etant rapide,
cela permet au d�ecideur de la relancer tr�es souvent, et en particulier lorsque les
donn�ees changent. Ainsi, la question de validit�e des donn�ees n'est pas pour nous,
un �el�ement g�enant pour la recherche de solution.
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Pour cela nous proposons une approche non classique qui consiste en une prise de
d�ecision court terme (au niveau de l'ordonnancement) pour l'ensemble des lignes
de production des di��erents sites.

4.2.2 Mod�elisation du probl�eme global

Dans cette partie, nous exposons une formulation math�ematique de la probl�ema-
tique qui permet une meilleure compr�ehension du probl�eme et de ses contraintes.
La taille de ce programme lin�eaire mixte augmente tr�es rapidement lorsque l'on
consid�ere plusieurs produits et plusieurs p�eriodes. De plus, certaines variables de
d�ecision sont bivalentes ce qui rend l'obtention de solutions optimales ou même
simplement r�ealisables di�cile. C'est pourquoi, ce programme lin�eaire ne pourra
être exploit�e tel quel pour la r�esolution du probl�eme, mais permet n�eanmoins d'en
pr�eciser les contraintes et de comprendre l'inuence des aspects de production sur
les aspects de distribution et vice-versa.

4.2.2.1 Les donn�ees du probl�eme

Les donn�ees du probl�eme concernent la production, le stockage et les clients. Les
indices i et j sont relatifs aux produits, l'indice m aux machines (ou lignes de
production), l'indice s aux stocks, l'indice c aux clients et l'exposant t aux p�e-
riodes.

Production

Tpim, Cpim : Temps et coût de production de i sur m (en heures par millier).
Tcijm, Ccijm : Temps et coût de changement lors du passage de i �a j sur m.
Bt
m : Capacit�e du processeur m pour la p�eriode t (en heures).

Stockage

Ctms : Coût de transport de m �a s (par unit�e de volume).
Ks : Capacit�e de stockage du stock s (en volume).
Vi : Volume du produit i (pour un millier de produit).
Csis : Coût de stockage de i dans le stock s (par millier). D�etails :

Ceis : Coût d'entr�ee en stock.
Cdis : Coût de sortie.
Ciis : Coût d'immobilisation.

Clients

Nous consid�erons que les clients passent leurs commandes pour une p�eriode don-
n�ee, sans pr�ecision suppl�ementaire sur la date de livraison.
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Dt
ic : Demande en produit i du client c pour la p�eriode t (par millier).

Clsc : Coût de livraison de s �a c (par unit�e de volume).
Camc : Coût d'acheminement de m �a c (par unit�e de volume).

4.2.2.2 Les variables de d�ecision

Les variables n�ecessaires �a la mod�elisation du probl�eme concernent les d�ecisions
�a prendre au niveau de la production, du stockage et du transport. Les variables
concernant l'a�ectation et l'ordonnancement des productions sur les lignes sont
de même type que les variables utilis�ees dans le chapitre 3 pour le probl�eme d'or-
donnancement sur machines parall�eles. La di��erence est qu'il s'agit d'a�ecter la
production d'un type de produit dont la quantit�e reste �a d�eterminer par d'autres
variables, tandis que pour le probl�eme d'ordonnancement sur machines parall�eles,
il s'agissait d'a�ecter l'ex�ecution compl�ete d'une tâche (tout ou rien).

Production

qtim : Quantit�e de i fabriqu�ee sur m pendant t (en millier).
ytilm : = 1 si i est fabriqu�e en position l sur m pendant t,

: = 0 sinon.
xtijm : = 1 si j suit imm�ediatement i sur m pendant t,

: = 0 sinon.

Stockage

ttims : Quantit�e de i transport�ee depuis m jusqu'�a s pendant t (en millier).
stis : Quantit�e de i dans le stock s �a la �n de t (en millier).

Livraison

atimc : Quantit�e de i achemin�ee directement de m �a c pendant t (en millier).
ltimc : Quantit�e de i livr�ee depuis s jusqu'�a c pendant t (en millier).

4.2.2.3 Les contraintes

De même les contraintes permettant de mod�eliser le probl�eme se situent aux dif-
f�erents niveaux de la probl�ematique. Au niveau de la production, il faut v�eri�er
le respect des capacit�es de production, le bon enchâ�nement des produits et la
prise en compte des temps de changement entre produits di��erents. Au niveau
du stockage, les contraintes concernent le respect des capacit�es de stockage, et
l'�equilibrage entre les entr�ees et sorties. Finalement, au niveau des clients, les
contraintes assurent chaque client d'obtenir sa demande. Ces contraintes sont ex-
pos�ees ci-dessous.
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Production

Tout d'abord, les in�equations (4.1) permettent de s'assurer que pour chacune des
lignes, le temps pass�e �a la production et aux changements, pendant une p�eriode,
ne d�epasse pas la capacit�e horaire de la ligne pour cette p�eriode.

X
i

qtim � Tpim +
X
i

X
j

xtijm � Tctijm � Bt
m 8m;8t (4.1)

Les contraintes suivantes (4.2 - 4.6) permettent de d�e�nir l'enchâ�nement des
produits et de comptabiliser les temps de changement. Ainsi, les in�egalit�es (4.2)
a�ectent �a chaque produit, dont la quantit�e fabriqu�ee sur une ligne pendant
une p�eriode donn�ee est non nulle, une place dans l'ordonnancement (HV repr�e-
sente une grande valeur). L'in�equation suivante (4.3) s'assure qu'une place de
l'ordonnancement n'est utilis�ee que par la fabrication d'un seul produit, tandis
que l'in�equation (4.4) v�eri�e qu'un produit n'est fabriqu�e qu'une seule fois sur
une machine donn�ee pendant une p�eriode (coh�erence avec la minimisation des
temps et coûts de changements). Ensuite, l'in�equation (4.5) assure la continuit�e
de l'ordonnancement en interdisant �a une production d'occuper la place l + 1 si
aucune production n'occupe la place l. En�n, les contraintes (4.6) positionnent
les variables de succession xtijm �a 1 lorsque les produits i et j se succ�edent sur la
machine m pendant la p�eriode t, ce qui permet de consid�erer les temps et coûts
de changement entre produits successifs.

qtim �HV �
X
l

ytilm � 0 8i;8m;8t (4.2)

X
i

ytilm � 1 8l;8m;8t (4.3)

X
l

ytilm � 1 8i;8m;8t (4.4)

X
i

yti(l+1)m �
X
i

ytilm � 0 8l;8m;8t (4.5)

ytj(l+1)m + ytilm � xtijm � 1 8i;8j;8l;8m;8t (4.6)

De même que pour l'enchâ�nement des produits au sein d'une p�eriode, l'enchâ�ne-
ment des produits entre p�eriodes doit être consid�er�e. Nous prenons la convention
de toujours terminer une p�eriode avec une production (ou �eventuellement un
temps mort) et de commencer la p�eriode suivante avec un changement de pro-
duction qui peut être nul si la fabrication d'un même produit termine une p�eriode
et commence la suivante. Ainsi, nous interdisons aux changements de production
d'intervenir au moment des changements de p�eriode (cas tr�es di�ciles �a mo-
d�eliser). Dans ce contexte, les contraintes (4.7) positionnent les indicateurs de
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changement (variables xt+1ijm), entre le dernier produit i de la p�eriode t et le pre-
mier produit j de la p�eriode t+1, �a 1. Le dernier produit de la p�eriode t est celui
qui n'a pas de successeur c'est-�a-dire celui pour lequel, la somme

P
j

P
l0>l y

t
jl0m

est nulle.

yt+1j1m + ytilm �
X
j

X
l0>l

ytjl0m � xt+1ijm � 1 8i;8j;8l;8m;8t (4.7)

Stockage

Un niveau du stockage, un premier type de contraintes est n�ecessaire pour per-
mettre la conservation du ot de produits passant par les stocks. Ainsi, l'�equation
(4.8) indique que la quantit�e de produit i stock�ee en s �a la �n de la p�eriode t
est �egale �a la quantit�e transport�ee jusqu'�a ce stock pendant la p�eriode t plus la
quantit�e d�ej�a pr�esente en �n de p�eriode t� 1 moins la quantit�e livr�ee aux clients
depuis le stock pendant t. Les contraintes (4.9), quant �a elles, assurent le respect
des capacit�es de stockage.

X
m

ttims + st�1is �X
c

ltisc � stis = 0 8i;8s;8t (4.8)

X
i

stis � Vi � Ks 8s;8t (4.9)

Livraison

Les deux ensembles de contraintes qui suivent, g�erent le transport des marchan-
dises. Tout d'abord, les contraintes (4.10) s'assurent que chaque client re�coit bien
la quantit�e de produit demand�ee, au bon moment. Puis les contraintes (4.11)
expriment que la quantit�e de produit i achemin�ee directement aux clients depuis
une ligne de production plus la quantit�e transport�ee jusqu'aux stocks depuis cette
ligne est �egale �a la quantit�e produite sur la ligne.

X
m

atimc +
X
s

ltisc = Dt
ic 8c;8i;8t (4.10)

qtim �
X
c

atimc �
X
s

ttims = 0 8i;8m;8t (4.11)

Int�egralit�e

Les contraintes suivantes d�eterminent le domaine de validit�e de chacune des va-
riables.

ytilm; x
t
ijm 2 f0; 1g 8i;8j;8l;8m;8t (4.12)

qtim; t
t
ims; s

t
is; a

t
imc; l

t
isc � 0 8i;8m;8s;8c;8t (4.13)
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En fait, il s'av�ere que les contraintes d'int�egralit�e sont redondantes et que seule
l'int�egralit�e sur les variables ytilm est n�ecessaire. En e�et, les contraintes (4.6) et
(4.7) su�sent, dans le cas d'une minimisation, pour positionner les variables xtijm
�a 0 ou �a 1, sans qu'il soit n�ecessaire de le pr�eciser. Ainsi, les domaines de validit�e
des variables peuvent être d�ecrits par :

ytilm 2 f0; 1g 8i;8l;8m;8t
xtijm; q

t
im; t

t
ims; s

t
is; a

t
imc; l

t
isc � 0 8i;8j;8m;8s;8c;8t

(4.12')

(4.13')

4.2.2.4 La fonction objectif

L'objectif de l'�etude de ce probl�eme est la minimisation de l'ensemble des coûts
(production, changement, transport, stockage), ce qui peut être mod�elis�e par la
fonction suivante.

X
t

X
i

[
X
m

(qtim�Cpim+
X
j

xtijm�Ccijm+
X
s

ttims�Vi�Ctms+
X
c

atimc�Vi�Camc)

+
X
s

(
X
c

ltisc � Vi � Clsc + stis � Csis)] (4.14)

Le premier terme correspond aux coûts de production, le deuxi�eme aux coûts
relatifs aux changements. Les trois terme suivants correspondent aux di��erents
types de transport : transports lignes-stocks, acheminements lignes-clients et li-
vraisons stocks-clients. En�n le dernier terme est relatif aux frais de stockage,
consid�er�es de fa�con globale.

4.2.3 Description du probl�eme �etudi�e

Ayant pr�esent�e pr�ecis�ement le probl�eme tel qu'il a �et�e expos�e initialement, nous
proposons maintenant de d�e�nir quels sont les �el�ements consid�er�es ici. En fait,
dans la suite du chapitre, nous allons �etudier la probl�ematique avec ses aspects :

{ multisite (plusieurs sites r�epartis sur un territoire),

{ multiproduit (avec des lignes de production de comportement di��erents vis
�a vis des produits et des temps de changements d�ependants de la s�equence
entre les produits),

{ monop�eriode (les aspects de stockage n'interviennent pas).

Comme nous l'avons expos�e plus haut, en vue de minimiser l'ensemble des coûts,
un compromis est �a trouver entre trois d�ecisions possibles et souvent contradic-
toires :

{ a�ecter les produits sur leur(s) meilleure(s) ligne(s) pour minimiser les coûts
de production,
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{ regrouper les produits semblables sur des mêmes lignes pour diminuer les
coûts de changement,

{ fabriquer les produits dans les usines proches des clients pour diminuer les
coûts de distribution.

Ces trois �el�ements sont tr�es importants et aucun ne peut être n�eglig�e. En parti-
culier, il est n�ecessaire, �a tout niveau, de consid�erer les temps de changement car
ceux-ci peuvent durer jusqu'�a six jours et diminuent fortement les capacit�es de
production. Ainsi, notre �etude porte, non seulement sur la recherche d'une a�ec-
tation des produits aux lignes mais, �egalement sur la recherche des s�equencements
des produits sur les lignes qui permettent d'�evaluer les temps et coûts associ�es
aux changements et donc de contrôler le respect des capacit�es de production des
lignes. Nous nous int�eressons alors �a la recherche, pour une p�eriode donn�ee, de
l'a�ectation et de l'ordonnancement d'un ensemble de produits sur un ensemble
de lignes de production, de caract�eristiques di��erentes, r�eparties sur une zone
g�eographique, de fa�con �a minimiser les coûts de production, de changement et
de distribution aux clients. Le stockage n'�etant pas consid�er�e dans ce probl�eme
monop�eriode.

Pour traiter ce probl�eme tr�es g�en�eral, nous modi�ons, comme dans la premi�ere
partie du document, la notion de produit. Dans la probl�ematique, les clients
commandent une certaine quantit�e de produits. Nous appelons une tâche, la fa-
brication d'une demande. De cette fa�con, la notion de destination d'un produit
est int�egr�ee dans la caract�erisation de la tâche �a r�ealiser et les coûts de distri-
bution ne d�ependent alors que de la tâche et de la ligne de fabrication. Si une
demande est trop importante (quantit�e trop importante pour être produite par
une seule machine), elle est d�ecoup�ee en plusieurs tâches.

Ainsi, les di��erents �el�ements du syst�eme de production �a consid�erer sont :

F = f1 : : : jF jg ensemble des fabriques (usines).
M = f1 : : : jM jg ensemble des lignes de production (non li�ees).
J = f1 : : : jJ jg ensemble des tâches �a r�ealiser.

Les donn�ees sont :

Tpim : temps de production de la tâche i sur la ligne m.
Cpim : coût de production de la tâche i sur la ligne m.
Tcijm : temps de changement entre i et j sur la ligne m.
Ccijm : coût de changement entre i et j sur la ligne m.
Bm : capacit�e de la ligne m.
Ctim : coût de distribution de la tâche i depuis la ligne m (rappelons que la

notion de destination est incluse dans la notion de tâche).
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4.3 Approche centralis�ee

La fa�con optimale de consid�erer ce probl�eme, serait de centraliser toute les de-
mandes en un même centre de d�ecision qui proc�ederait, en ayant une vue globale
de l'ensemble du syst�eme de production, �a l'ordonnancement des productions sur
l'ensemble des lignes de la division industrielle.

Lorsque l'on consid�ere une gestion centralis�ee de ce syst�eme, le probl�eme consiste
en un probl�eme d'ordonnancement sur machines parall�eles non li�ees, dispers�ees
sur une zone g�eographique, avec temps de changement entre produits d�ependant
de la s�equence. Il peut donc être mod�elis�e �a l'aide du programme lin�eaire PL1
pr�esent�e section 3.2, lors de l'�etude du probl�eme d'ordonnancement expos�e dans
la premi�ere partie du document, avec les param�etres ad�equats :

PL1(J , M , Tpim, (Cpim + Ctim), Tcijm, Ccijm, Bm)

Comme nous l'avons vu au chapitre 3, ce probl�eme est di�cile �a r�esoudre et les
m�ethodes exactes ne sont utilisables que pour des probl�emes de petites tailles.
Dans le cas d'une gestion centralis�ee, le probl�eme est de grande taille et seule des
heuristiques, comme celles pr�esent�ees au chapitre 3, permettent de trouver des
solutions.

Pour cela, dans la partie suivante, nous proposons une d�ecomposition spatiale
pro�tant de la r�epartition g�eographique des centres de production pour diviser
le probl�eme global en sous-probl�emes de tailles plus petites de fa�con �a utiliser de
meilleures m�ethodes de r�esolution [47].

4.4 D�ecomposition spatiale hi�erarchique

Lors de l'�etude de probl�emes complexes faisant intervenir de nombreux para-
m�etres, une m�ethode couramment utilis�ee est la d�ecomposition du probl�eme glo-
bal en sous-probl�emes de tailles plus petites. A�n de tirer parti, au mieux, de
l'aspect multisite du probl�eme, nous proposons d'adopter une d�ecomposition spa-
tiale [49].

M.C. Portmann indique qu'au niveau de l'atelier, "la d�ecomposition spatiale
cherche �a constituer des sous-ateliers les plus ind�ependants possibles les uns des
autres" [113]. Deux types de d�ecoupage sont mis en �evidence : le d�ecoupage par
fonction qui regroupe les machines qui correspondent �a une même phase de fa-
brication et le d�ecoupage par famille de produits, o�u une famille de produits est
(presque) enti�erement fabriqu�ee au sein d'un groupe. Une m�ethode de d�ecompo-
sition par famille de produits, inspir�ee d'une m�ethode de r�esolution des probl�emes
de technologies de groupe, est propos�ee pour la r�esolution de probl�emes d'ordon-
nancement.
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Pour une meilleure e�cacit�e des m�ethodes de d�ecomposition, l'accent est port�e
sur la n�ecessit�e d'obtenir des groupes ind�ependants, donnant des probl�emes pou-
vant alors être r�esolus s�epar�ement et plus facilement que le probl�eme global [113].
C'est dans cette optique que nous proposons une d�ecomposition bas�ee sur des
consid�erations spatiales. Nous rappelons ici que la particularit�e de notre �etude
est de se placer au niveau court terme pour la recherche de l'ordonnancement des
lignes de production des di��erents sites. Ainsi, la d�ecomposition spatiale propo-
s�ee divise le probl�eme global en plusieurs sous-probl�emes, li�es par une structure
hi�erarchique �a plusieurs niveaux, chaque niveau ayant le même horizon de plani-
�cation.

Pour d�ecrire la d�ecomposition spatiale et la structure hi�erarchique n�ecessaire �a la
coordination des sous-probl�emes, nous pr�esentons, tout d'abord, le sch�ema global
de la structure. Puis nous d�etaillons les di��erents �el�ements de cette structure
avec leurs donn�ees et r�esultats. En�n, nous terminons par d�ecrire les �echanges de
donn�ees n�ecessaires entre ces �el�ements.

4.4.1 Sch�ema global

Le syst�eme est d�ecompos�e en quatre niveaux (voir �gure 4.1). Le premier niveau
(compos�e de la division industrielle toute enti�ere) est le plus g�en�eral. Le niveau
quatre (compos�e des lignes de production) est le plus pr�ecis.

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

Directives Remontées d’informations
(Toutes ne sont pas représentées)

Division globale

Affectation aux usines

Répartition par régions

Niveau 4

Affectation aux lignes

Fig. 4.1 - D�ecomposition spatiale
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�Etant donn�e l'importance des coûts de distribution (du même ordre que les coûts
de fabrication), la localisation des clients par rapport aux usines est un facteur
important. C'est pourquoi, nous proposons une d�ecomposition spatiale qui re-
groupe les usines en r�egions g�eographiques (comme dans Proust et Gr�unenberger
[116]). Ces r�egions sont construites en fonction de la localisation des clients et
des caract�eristiques des lignes de production des usines. Les clients sont ensuite
a�ect�es, en fonction de leur position g�eographique essentiellement, �a une r�egion et
adressent leurs demandes �a cette r�egion qui doit ensuite les r�epartir sur l'ensemble
de ses usines.

4.4.2 Niveau 1 : Le niveau central - C

Le rôle du niveau central est de r�epartir les usines en r�egions en fonction de la
dispersion des clients et du type de leur demande. Pour cela il se base sur les don-
n�ees concernant plusieurs ann�ees de fonctionnement a�n de pouvoir �equilibrer les
demandes et les capacit�es de production. Il prend des d�ecisions �a long terme qui
peuvent de temps en temps modi�er la composition en r�egions en d�epla�cant une
usine d'une r�egion �a une autre.

�Egalement, le niveau central prend les d�ecisions concernant l'anticipation des p�e-
riodes de fortes demandes et peut imposer �a certaines r�egions de produire des
demandes suppl�ementaires de fa�con �a remplir les stocks et pouvoir r�epondre �a
la demande des clients en p�eriodes de sous-capacit�es de production. En e�et, les
demandes en bô�tes de boissons varient d'une p�eriode �a l'autre en fonction de
la saison. Au printemps, les demandes augmentent tr�es fortement pour diminuer
d�es la �n de l'�et�e. Il est alors n�ecessaire de pr�evoir ces variations et de produire
en avance. Ainsi, pendant les p�eriodes de faible demande, une demande visant �a
remplir les stocks (Dis) est ajout�ee �a la demande des clients, alors que pendant
les p�eriodes de fortes demandes, des produits issus des stocks sont utilis�es pour
satisfaire les clients (correspond alors �a des Dis n�egatifs). A ce niveau, les donn�ees
et r�esultats sont les suivants :

Donn�ees :
Br : Capacit�e de production de la r�egion r.
Dil : Demande des clients (pour chaque p�eriode).

R�esultats :
D�ecision de plani�cation �a long terme :

{ premi�ere r�epartition des usines en r�egions,
{ v�eri�cation de l'�equilibrage entre les r�egions,
{ anticipation des p�eriodes de fortes demandes, pr�evisions de stockage (Dis).

Les d�ecisions �a prendre �a ce niveau rel�event de comp�etences tr�es sp�ecialis�ees
et �egalement d'�etudes pouss�ees sur les habitudes de commande des clients, sur
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les capacit�es de production des lignes, etc. Sans donn�ees r�eelles concernant ces
aspects, il n'est pas possible de proposer une quelconque r�epartition. Ainsi, dans
notre �etude, nous prendrons comme donn�ees de d�epart, les d�ecisions prises au
niveau central, c'est-�a-dire une r�epartition des usines en r�egions et un ensemble
de clients a�ect�es �a chaque r�egion.

4.4.3 Niveau 2 : Les r�egions - Rr

A ce niveau, les usines sont r�eparties en r�egions. Un client passe sa commande
directement �a une r�egion qui doit la satisfaire. Ainsi, �etant donn�e un ensemble de
demandes, une r�egion doit a�ecter chacune de ces demandes �a l'une de ses usines,
en tenant compte de la production, des changements et de la distribution, de fa�con
�a minimiser l'ensemble des coûts. Des donn�ees agr�eg�ees (capacit�es de production,
temps de production, coûts...) sont utilis�ees pour caract�eriser chacune des usines,
permettant ainsi de diminuer le nombre d'informations �a traiter �a ce niveau.
"Le principe d'agr�egation peut se d�e�nir comme une forme d'abstraction par
laquelle un ensemble de donn�ees est remplac�e par un ensemble moins important
de donn�ees tout en conservant une partie signi�cative de l'information contenue
dans l'ensemble initial" [40]. Nous d�e�nirons plus loin, lors de la pr�esentation de
l'exp�erimentation, le type d'agr�egation utilis�e.

Les demandes des clients (Dil) et les pr�evisions de stockage (Dis), d�etermin�ees
par le niveau central, sont transform�ees en tâches auxquelles nous associons des
temps et des coûts. Les donn�ees et les r�esultats pour chaque r�egion sont donn�es
ci-dessous :

Donn�ees :
Jr : Ensemble de tâches �a r�ealiser par la r�egion r (Dil et Dis ).
Fr : Ensemble de fabriques (usines) de la r�egion r (1 : : : jFrj).
Tpif : Temps de production de la tâche i dans l'usine f .
Cpif : Coût de production de la tâche i dans l'usine f .
Ctif : Coût de transport de la tâche i depuis l'usine f .
Tcijf : Temps de changement de la tâche i �a la tâche j dans l'usine f .
Ccijf : Coût de changement de la tâche i �a la tâche j dans l'usine f .
Bf : Capacit�e de production de l'usine f .

R�esultats :
Jf : A�ectation de la demande aux usines : d�etermination de l'ensemble des tâches
�a r�ealiser par l'usine f .

Le probl�eme, �a ce niveau, consiste en un probl�eme d'a�ectation et d'ordonnan-
cement d'un ensemble de productions sur un ensemble d'usines de caract�eris-
tiques di��erentes avec des temps de changement entre produits. Comme ces temps
peuvent être longs et coûteux, il est important de les consid�erer pour s'assurer
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du respect des capacit�es de production des usines et ne pas engendrer de solu-
tions trop coûteuses. Il n'est donc pas possible, �a ce niveau, de ne regarder que
l'a�ectation des tâches aux usines, mais il est n�ecessaire de proposer un s�equen-
cement de ces tâches permettant d'assurer le respect des capacit�es de production.
Ainsi, si l'on consid�ere les usines comme des machines, le probl�eme est �equivalent
au probl�eme d'ordonnancement sur machines parall�eles non li�ees avec temps de
changement d�ependant de la s�equence, pr�esent�e au chapitre 3 et peut alors être
d�ecrit �a l'aide du programme lin�eaire PL1 en utilisant les substitutions suivantes.

J ! Jr Tpim ! Tpif Tcijm ! Tcijf
P ! Fr Cpim ! Cpif + Ctif Ccijm ! Ccijf

Nous obtenons alors le programme lin�eaire

PL1(Jr, Fr, Tpif , (Cpif + Ctif), Tcijf , Ccijf , Bf )

4.4.4 Niveau 3 : Les fabriques - Ff

Ce niveau est compos�e des fabriques (ou usines), comportant un ensemble de
lignes de production en parall�ele. Chaque usine doit d�eterminer l'ordonnance-
ment de ses lignes de production en fonction de l'ensemble des tâches �a r�ealiser.
Les donn�ees manipul�ees sont alors :

Donn�ees :
Jf : Ensemble des tâches �a r�ealiser par l'usine f (1 : : : jJf j).
Mf : Ensemble des lignes de l'usine f (1 : : : jMf j).
Cpim : Coût de production de la tâche i sur la ligne m.
Tpim : Temps de production de la tâche i sur la ligne m.
Ccijm : Coût de changement de la tâche i �a la tâche j sur la ligne m.
Tcijm : Temps de changement de la tâche i �a la tâche j sur la ligne m.
Bm : Capacit�e de la ligne m.

R�esultats :
Om : Ordonnancement de la ligne m de l'usine.

Le probl�eme �a r�esoudre dans chacune des usines est clairement un probl�eme de
machines parall�eles non li�ees avec temps de changement d�ependant de la s�equence.
Il peut donc �egalement être mod�elis�e par le programme lin�eairePL1 en e�ectuant
les substitutions suivantes.

J ! Jf Tpim ! Tpim Tcijm ! Tcijm
P !Mf Cpim ! Cpim Ccijm ! Ccijm

Le probl�eme est ainsi d�ecrit par
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PL1(Jf , Mf , Tpim, Cpim, Tcijm, Ccijm, Bm)

4.4.5 Niveau 4 : Les lignes de production - Mm

Les �el�ements de ce niveau sont les lignes de production. Chaque ligne est dif-
f�erentes des autres de par ses caract�eristiques techniques et ses coûts associ�es.
Chaque ligne doit e�ectuer l'ordonnancement donn�e par le niveau imm�ediate-
ment sup�erieur (l'usine). Aucune d�ecision n'est prise �a ce niveau.

Donn�ees :
Om : Ordonnancement pour la ligne m.

R�esultats :
Ex�ecution de l'ordonnancement.

4.4.6 Communications entre les niveaux
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Fig. 4.2 - Communications entre cellules



144 CHAPITRE 4. PRODUCTION MULTISITE

Ayant pr�ecis�e l'ensemble des donn�ees et r�esultats intervenant aux di��erents ni-
veaux de la structure hi�erarchique, il est maintenant n�ecessaire de d�e�nir les liens
entre ces di��erents niveaux. Ces liens sont d�ecrits par la �gure 4.2. Il apparâ�t que
chaque cellule a besoin d'informations concernant les cellules d�ependant d'elle.

4.4.7 Commentaires sur cette d�ecomposition

Nous venons de voir quels sont les probl�eme �a r�esoudre �a chacun des niveaux
de la structure hi�erarchique et avons mis en �evidence la similitude entre le pro-
bl�eme �a r�esoudre au niveau des r�egions et le probl�eme au niveau des usines. En
e�et, �a la nature des donn�ees pr�es, ces probl�emes peuvent se mod�eliser �a l'aide
du programme lin�eaire PL1, tout comme le probl�eme �a r�esoudre par l'approche
centralis�ee. Ainsi, ordonnancer de fa�con centralis�ee un ensemble de productions
sur un ensemble de lignes distantes est, par nature, le même probl�eme que celui
de l'a�ectation (en tenant compte du s�equencement) au sein des r�egions d'un
ensemble de productions sur di��erentes usines ou encore le même probl�eme que
celui de l'ordonnancement des lignes de production au sein des usines.

Ces trois probl�emes peuvent donc être r�esolus de la même fa�con. La seule di��e-
rence est la taille des probl�emes �a r�esoudre qui permet ou ne permet pas d'utiliser
des m�ethodes exactes. Nous allons donc, pour r�esoudre ces di��erents probl�emes,
utiliser les m�ethodes pr�esent�ees dans le chapitre 3. Lorsque le nombre d'�el�ements
�a consid�erer sera assez petit, nous utiliserons la proc�edure de s�eparation et �evalua-
tion. Au contraire, si le nombre d'�el�ements est trop important (cas de la r�esolution
centralis�ee, par exemple), nous utiliserons la proc�edure it�erative de l'Oracle.

Nous allons, dans la section suivante, comparer la r�esolution du probl�eme par
l'approche centralis�ee avec l'approche hi�erarchis�ee.

4.5 Comparaisons des deux approches

Dans cette partie, nous comparons, pour la r�esolution de probl�emes multisites et
multiproduits, deux approches possibles : l'approche centralis�ee r�esolvant le pro-
bl�eme pour toutes les lignes de production en même temps et l'approche par d�e-
composition. Le premier �el�ement de comparaison concerne la taille des probl�emes
�a r�esoudre dans les di��erents cas. Puis nous donnerons quelques indications sur
la mise en �uvre de chacune des m�ethodes et d�etaillerons les algorithmes d�e-
velopp�es. En�n, nous terminerons par une comparaison des coûts des solutions
trouv�ees par les deux approches.
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4.5.1 Indications sur la taille des probl�emes

Pour discuter de l'int�erêt de la d�ecomposition spatiale d'un probl�eme d'opti-
misation globale d'une production multisite et multiproduit, nous d�ecrivons le
probl�eme d'une division industrielle particuli�ere. Cette division est compos�ee de
10 usines, pour un total de 16 lignes de production. Le nombre de commandes �a
traiter par p�eriode de 15 jours est de l'ordre de 80. A chaque commande, nous
associons une tâche d�e�nie par le type de produit �a r�ealiser, sa quantit�e et le lieu
de livraison.

Nous avons vu pr�ec�edemment que le probl�eme vu de fa�con centralis�ee pouvait
être mod�elis�e de la même fa�con que le probl�eme existant au niveau des r�egions ou
encore que le probl�eme existant au niveau des usines. Nous allons donc comparer,
pour chacun de ces probl�emes la taille de leur mod�ele associ�e. Pour chacun d'eux,
nous �evaluons le nombre de variables (born�e par jJ j2�jM j) et de contraintes (de
l'ordre de jJ j3) n�ecessaires �a leur description.

Le probl�eme global

Le tableau 4.2 donne la taille du programme lin�eaire d�ecrivant le probl�eme vu
dans son ensemble (approche centralis�ee). Il apparâ�t clairement que le nombre
de variables et de contraintes est trop �elev�e pour esp�erer utiliser une m�ethode de
r�esolution exacte. Nous sommes alors contraints d'utiliser des heuristiques telles
que celles expos�ees au chapitre 3.

Centre Nb lignes Nb tâches Variables Contraintes
C1 16 80 102 400 512 000

Tab. 4.2 - Le probl�eme global

D�ecomposition en r�egions

Une d�ecomposition spatiale des usines en cinq r�egions, inspir�ee d'une r�epartition
g�eographique r�eelle rencontr�ee chez Pechiney, est d�ecrite dans le tableau 4.3.
Le nombre d'usines composant chacune des r�egions et le nombre de tâches �a
consid�erer est r�eduit de fa�con signi�cative, ce qui donne des programmes lin�eaires
de plus petites tailles. Le nombre d'usines par r�egion est relativement �xe et est
d�etermin�e par le niveau central, qui peut d�ecider occasionnellement de d�eplacer
une usine d'une r�egion �a une autre de fa�con �a r�e�equilibrer la charge de travail des
r�egions. Par contre, le nombre de tâches �a r�ealiser dans chacune des r�egions peut
varier d'une p�eriode �a une autre en fonction des demandes. Ce tableau donne
donc un ordre de grandeur sur les tailles des probl�emes �a r�esoudre au niveau des
r�egions.
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R�egions Nb usines Nb tâches Variables Contraintes
R1 3 25 1 875 46 875
R2 2 20 800 8 000
R3 2 15 450 3 375
R4 2 10 200 1 000
R5 1 10 100 500

Tab. 4.3 - Niveau 2 : Les r�egions

Au niveau des usines

Le tableau 4.4 montre les di��erents probl�emes �a r�esoudre dans chacune des dix
usines de la division industrielle. L'usine num�ero 1.2 repr�esente la deuxi�eme usine
de la r�egion 1. Tout comme dans le tableau 4.3, le nombre de tâches �a consid�erer
par usine n'est pas �xe et d�epend, entre-autre, du r�esultat obtenu au niveau de
la r�egion dont fait partie l'usine.

Usines Nb lignes Nb tâches Variables Contraintes
U 1.1 2 10 200 1 000
U 1.2 2 9 162 729
U 1.3 1 6 36 216
U 2.1 1 7 49 343
U 2.2 3 13 507 2 197
U 3.1 1 6 36 216
U 3.2 2 9 162 729
U 4.1 1 4 16 64
U 4.2 1 6 36 216
U 5.1 2 10 200 1 000

Tab. 4.4 - Niveau 3 : Les usines

De cette d�ecomposition spatiale r�esulte plusieurs sous-probl�emes qui sont chacun
de taille raisonnable et plus facile �a r�esoudre que le probl�eme global. En e�et,
le chapitre 3 nous a montr�e qu'il est possible, en utilisant une proc�edure de
s�eparation et �evaluation adapt�ee au probl�eme, de trouver des ordonnancements
optimaux pour des probl�emes �a trois machines, dix tâches ou encore, quatre
machines, dix tâches en moins de une minute (voire la plupart du temps en
moins de trente secondes).
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4.5.2 Mise en �uvre des deux approches

Comme nous l'avons pr�esent�e dans la partie pr�ec�edente, la r�esolution centralis�ee
du probl�eme peut se faire en utilisant la proc�edure it�erative de l'Oracle pr�esent�e
au chapitre 3. Pour la r�esolution hi�erarchis�ee, les di��erents sous-probl�emes seront
r�esolus soit par la proc�edure de s�eparation et �evaluation, soit par l'Oracle, en
fonction du nombre d'�el�ements en jeux.

A�n de comparer les deux approches de fa�con �equitable, nous les avons mises
en �uvre de mani�ere �a leur autoriser �a peu pr�es le même temps de recherche.
Ainsi, lors de l'ex�ecution de l'approche hi�erarchis�ee (par d�ecomposition), nous
m�emorisons le nombre de fois o�u l'Oracle est appel�e (NbOracle). Puis l'ex�ecution
centralis�ee lance NbOracle fois l'Oracle (ou au moins une fois) avec des valeurs de
� tr�es l�eg�erement di��erentes de fa�con �a visiter le plus grand nombre de solutions
possible.

L'algorithme de l'approche par d�ecomposition est expos�e ci-dessous :

Pour chaque r�egion faire
// D�etermination des productions �a r�ealiser par chaque usine
// (donn�ees agr�eg�ees)
Agr�egation des donn�ees au niveau de la r�egion
Si le nombre de composantes est trop �elev�e (i.e M �M �N > 250)

alors
Ex�ecuter l'Oracle
Incr�ementer NbOracle

sinon
Ex�ecuter une Proc�edure de S�eparation et �Evaluation

FinSi
Pour chaque usine faire

// D�etermination des ordonnancements de chaque ligne
// (donn�ees non agr�eg�ees)
Si le nombre de composantes est trop �elev�e (i.e M �M �N > 250)

alors
Ex�ecuter l'Oracle
Incr�ementer NbOracle

sinon
Ex�ecuter une Proc�edure de S�eparation et �Evaluation

FinSi
FinPour

FinPour

Sch�ema de l'approche par d�ecomposition



148 CHAPITRE 4. PRODUCTION MULTISITE

L'approche centralis�ee consiste �a appeler plusieurs fois l'Oracle avec des valeurs
de � l�eg�erement modi��ees. Le sch�ema utilis�e est le suivant.

Nbiter = 0, � = 0; 5
Tantque Nbiter < NbOracle

� = � + (Nbiter=NbOracle)=10;
Ex�ecuter l'Oracle, gardez la meilleure solution
Nbiter++

FinTantque

Sch�ema de l'approche centralis�ee

4.5.3 Exp�erimentations

Nous reportons ci-dessous (Tableau 4.5) les r�esultats de comparaisons entre le
coût des solutions donn�ees par la proc�edure centralis�ee et celles donn�ees par
l'approche par d�ecomposition. L'exp�erimentation a �et�e r�ealis�ee sur un Pentium
133MHz. Nous avons g�en�er�e al�eatoirement des probl�emes de di��erentes tailles. Les
probl�emes sont d�enot�es de la fa�con suivante : R indique le nombre de r�egions, U ,
le nombre total d'usines, L le nombre total de lignes de production et P le nombre
total de productions �a r�ealiser. Les nombres indiqu�es sont en fait les moyennes
des dix ex�ecutions r�ealis�ees pour chaque type de probl�eme. La r�epartition des
usines par r�egions est faite de fa�con homog�ene (c'est-�a-dire en r�epartissant �a peu
pr�es autant d'usines dans chaque r�egion). La r�epartition des lignes de production
en usines est faite de telle mani�ere que les usines comportent entre une �a trois
lignes de production (cas r�eel).
A�n de g�en�erer des probl�emes ayant de fortes chances d'être r�ealisables, nous les
avons construits de la mani�ere suivante : lecture d'un �chier donnant la structure
de la division industrielle (c'est-�a-dire la r�epartition des usines en r�egions et le
nombre de lignes par usine). Puis, pour chaque r�egion, en tenant compte de sa
capacit�e, nous d�eterminons un nombre de productions �a r�ealiser. En�n, pour
l'ensemble des productions nous g�en�erons de fa�con al�eatoire les temps et coûts
de production, les temps et coûts de changement et les coûts de distribution.
Ces derniers sont calcul�es en fonction de la r�egion de commande des productions
(pour se rapprocher au mieux de la r�ealit�e).
A la lecture du tableau 4.5, il apparâ�t que l'approche par d�ecomposition donne en
moyenne de meilleures solutions que l'approche centralis�ee. En e�et, le surcoût
moyen de l'approche centralis�ee, sur les exemples test�es est de 6%. Une �etude
plus pr�ecise nous permet de voir que lorsque le nombre moyen de productions
�a r�ealiser par chacune des lignes augmente, la sup�eriorit�e de l'approche par d�e-
composition augmente �egalement. Ceci peut être expliqu�e par le fait que, dans la
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Probl�emes Approche par d�ecomposition Approche centralis�ee
R-U -L-P Coût de Temps de Coût de Temps de

la solution de r�esolution la solution de r�esolution

6-14-24-109 1194 178 1215 161
6-14-24-133 1609 159 1805 143
9-21-35-160 1905 210 1968 272
9-21-35-195 2237 285 2561 619
12-30-44-170 1751 175 1834 270
12-30-44-205 2225 307 2355 547

Tab. 4.5 - Comparaisons des coûts des solutions donn�ees par les deux approches
et des temps de r�esolution utilis�es

phase d'am�elioration de l'approche centralis�ee, il y a plus d'�echanges possibles �a
r�ealiser et �egalement plus d'optima locaux dans lesquels la m�ethode peut rester
bloqu�ee.

Tout semble donc être en faveur de l'approche par d�ecomposition. Il est tout de
même n�ecessaire d'�emettre quelques r�eserves concernant les di�cult�es de mises en
�uvre de cette approche. En e�et, au pr�ealable, un certain nombre de param�etres
sont �a ajuster. Ces param�etres sont la r�epartition des usines et des demandes en
r�egions. Il est n�ecessaire, pour que la m�ethode fonctionne correctement, que les
charges de travail et les capacit�es de production soient bien �equilibr�ees. Pour cer-
tains jeux de tests (pour lesquels les capacit�es de production du syst�eme global
permettaient tout juste de r�epondre aux demandes), l'approche par d�ecomposi-
tion n'a pas �et�e capable de trouver une solution r�ealisable, �a cause de la pr�e-
a�ectation des demandes aux r�egions. Par contre, l'approche centralis�ee a r�eussi,
en a�ectant certaines productions �a des sites plus �eloign�es, �a respecter les capa-
cit�es de production. Cela montre donc l'importance du rôle du niveau central qui
doit g�erer la r�epartition des outils de production �a partir des donn�ees �a long terme.

Dans le cadre de l'ordonnancement de lignes de production distantes, il pourrait
être int�eressant de d�evelopper une m�ethode hybride qui couplerait les avantages de
la m�ethode centralis�ee et de la m�ethode par d�ecomposition. Cette m�ethode aurait
le fonctionnement suivant : au niveau central, la m�ethode centralis�ee calculerait un
ordonnancement r�ealisable pour l'ensemble des lignes. Puis en s'appuyant sur cet
ordonnancement, les productions seraient r�eparties dans les di��erentes r�egions.
En�n, connaissant la r�epartition des productions et des usines par r�egions, il serait
possible d'ex�ecuter la m�ethode par d�ecomposition. Cela permettrait de s'assurer
de l'existence d'une solution r�ealisable avec la r�epartition donn�ee par la m�ethode
centralis�ee et de pro�ter des performances de la m�ethode par d�ecomposition.
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4.6 Conclusion

L'objectif de ce chapitre �etait de mettre en �evidence l'importance de la coh�erence
entre les aspects de productions et les aspects de distribution dans le cas d'une
entreprise multisite.

La particularit�e de notre �etude est de consid�erer au plus haut niveau (au niveau
des di��erents sites) non seulement les aspects concernant l'a�ectation, mais �ega-
lement les aspects d'ordonnancement. En e�et les temps de changement existant
entre la fabrication de deux produits di��erents pouvant être tellement longs qu'il
n'est pas possible, �a notre avis, de les ignorer lors de la d�etermination des pro-
ductions �a r�ealiser par les di��erents sites. Ceci aurait pour cons�equence d'imposer
aux sites des plans de production non r�ealisables �a cause de la capacit�e �nie des
lignes. C'est pourquoi, a�n de s'assurer de la r�ealisabilit�e d'un plan de produc-
tion, celui-ci doit être d�e�ni en tenant compte du s�equencement possible entre les
productions.

Pour traiter ce probl�eme d'ordonnancement sur plusieurs lignes de production
distantes, nous avons �etudi�e deux approches.

La premi�ere, la r�esolution centralis�ee, consid�ere l'ensemble de la division indus-
trielle comme un tout et proc�ede en un seul temps �a l'ordonnancement des toutes
les lignes, sans tenir compte de leur r�epartition g�eographique. Bien sûr, les coûts
de distribution sont pris en compte dans l'�evaluation de la solution, mais ne sont
pas r�eellement utilis�es pour guider la recherche d'une meilleure solution.

La deuxi�eme approche �etudi�ee est une approche par d�ecomposition que nous pro-
posons pour traiter des probl�emes multisites avec de forts coûts de distribution.
Cette approche d�ecompose le probl�eme global en plusieurs probl�emes de tailles
plus petites. Au niveau des r�egions, des donn�ees agr�eg�ees sont utilis�ees pour pou-
voir consid�erer chaque usine comme une seule ligne de production.

Les r�esultats montrent que cette deuxi�eme approche donne, en g�en�eral, de meilleurs
r�esultats que l'approche centralis�ee. Il est donc possible de conclure que la perte de
pr�ecision induite par l'utilisation, pour certains sous-probl�emes, de donn�ees agr�e-
g�ees est compens�ee par l'utilisation de m�ethodes plus pr�ecises pour la r�esolution.
Nous rappelons tout de même, qu'il est n�ecessaire, avant d'utiliser la m�ethode
par d�ecomposition, de proc�eder avec soin �a la r�epartition des outils de produc-
tion. Nous sugg�erons l'utilisation d'une m�ethode hybride liant les deux approches.

Ce travail a �et�e men�e dans un cadre monop�eriode et il conviendrait de l'�etendre au
cas multip�eriode. Cet aspect est d�ej�a l�eg�erement pris en compte dans l'approche
par d�ecomposition, puisque le rôle du niveau haut de la structure hi�erarchique est
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justement d'avoir une vue globale du syst�eme tant au niveau spatial que tempo-
rel. C'est en e�et ce niveau qui d�etermine, en fonction des demandes actuelles et
des pr�evisions de demandes, les productions �a r�ealiser en avance, a�n d'anticiper
les p�eriodes de fortes demandes.

Au niveau de l'ordonnancement, une fa�con assez simple d'introduire les aspects
multip�eriodes, serait de donner, �a chaque production, une date d'�ech�eance qui
indiquerait la �n de la p�eriode pour laquelle la production est demand�ee. Puis
il nous faudrait introduire des coûts de stockage pour les productions r�ealis�ees
en avance et des p�enalit�es de retard lorsque la production est r�ealis�ee en retard.
Si aucun retard n'est accept�e, ces p�enalit�es doivent être prohibitives, de fa�con
�a privil�egier le respect des d�elais. La m�ethode de d�ecomposition propos�ee �etant
rapide, elle permet de r�esoudre de plus gros probl�emes, et il est donc tout �a fait
r�ealisable de l'utiliser, moyennant l'introduction de d�elais, de coûts de stockage
et de p�enalit�es de retard, pour des probl�emes multip�eriodes.

De plus, la rapidit�e d'ex�ecution de l'approche par d�ecomposition permet �ega-
lement de l'utiliser assez fr�equemment, et pourquoi pas d�es qu'un changement
survient. Ainsi, en environnement dynamique et r�eactif, lorsqu'une perturbation
se produit, cette m�ethode a l'avantage de pouvoir être r�eutilis�ee, soit enti�erement,
ce qui remet en cause toutes les d�ecisions concernant l'ensemble du syst�eme de
production, soit �a un niveau plus local de fa�con �a absorber la perturbation en ne
modi�ant qu'un petit nombre d'ordonnancements.
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Chapitre 5

�Etude du cas Europe

Dans le cadre de nos contacts et collaborations avec les chercheurs du Centre de
Recherche de Voreppe (CRV) de la soci�et�e Pechiney, nous nous sommes int�eress�es
�a un cas particulier de la probl�ematique g�en�erale expos�ee au chapitre 0 : l'�etude
de la division industrielle europ�eenne multisite de fabrication de bô�tes de boisson
(en aluminium et en acier). Un groupe de travail, comprenant deux repr�esentants
du CRV et quelques personnes de notre laboratoire, a r�e�echi sur la mod�elisation
de ce cas particulier. Notre travail a consist�e en la validation du mod�ele, et l'ex�e-
cution de simulations de fa�con �a mettre en �evidence les possibilit�es et limites de
cette mod�elisation [43].

La mod�elisation et la r�esolution du probl�eme Europe ont �et�e rendues possible
grâce aux recherches, men�ees par les chercheurs de Pechiney, visant �a r�eduire
intelligemment la taille du probl�eme. Les di��erentes restrictions propos�ees nous
ont permis de mod�eliser les di��erents ux de produits sous forme d'un graphe.
Ce graphe a facilit�e le dialogue avec les personnes de Pechiney, et a permis une
meilleure compr�ehension du probl�eme. Puis, dans un deuxi�eme temps, nous avons
propos�e une mod�elisation formelle, sous forme d'�equations, bas�ee sur le graphe.
En�n, des r�esolutions de petits probl�emes ont permis de valider la mod�elisation
propos�ee.

Nous exposons dans ce chapitre les di��erentes phases suivies pour la r�esolution du
cas Europe. Ainsi, nous commen�cons par d�etailler les hypoth�eses et les restrictions
de d�epart. Puis nous pr�esentons la mod�elisation en exposant, dans un premier
temps, celle correspondant au probl�ememonoperiode, et dans un deuxi�eme temps,
son extension au probl�eme multip�eriode. En�n, l'exp�erimentation men�ee donne
des indications sur les tailles des probl�emes abordables par une telle mod�elisation
et sur l'inuence de di��erents param�etres de r�esolution.
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5.1 Hypoth�eses et restrictions

Les chercheurs de Pechiney ayant un besoin urgent d'optimiser la division indus-
trielle europ�eenne fabriquant les bô�tes de boisson, ont �etudi�e de pr�es les donn�ees
du probl�eme et les habitudes de production. Suite �a ce tr�es important travail de
r�ecolte des donn�ees, ils ont formul�e des hypoth�eses et des restrictions.

Nous exposons dans les paragraphes qui suivent, les di��erentes composantes du
probl�eme, les restrictions sur les polyvalences des lignes et sur les changements de
fabrication, ainsi que les cons�equences de ces restrictions sur les �etats possibles
des lignes.

5.1.1 Composantes du probl�eme

Tout d'abord, les di��erentes composantes du syst�eme ont �et�e d�enombr�ees. L'�enu-
m�eration de ces composantes, expos�ee ci-apr�es, ne d�ecrit pas pr�ecis�ement la di-
vision industrielle europ�eenne, dont les donn�ees restent con�dentielles, mais res-
pecte la taille du probl�eme et les ordres de grandeur.

10 usines compos�ees de une �a trois lignes de production et dispers�ees sur l'en-
semble de la zone g�eographique consid�er�ee, �a savoir l'Europe (cf �g 5.1).

16 lignes de production r�eparties dans les usines.

16 produits caract�eris�es en fonction de leur m�etal (acier, aluminium), leur for-
mat (25cl, 33cl, 44cl, 50cl) et leur col de fermeture (deux types de cols). Les
produits excentriques (27.5cl, 35cl, 37.5cl, 56.8cl), repr�esentant in�niment
peu de volume, ont �et�e �elimin�es du probl�eme. Les temps de changement,
n�ecessaires pour passer d'un produit �a un autre, peuvent durer jusqu'�a six
jours pour certains changements de format. Les changements de fermetures
(cols) sont beaucoup moins p�enalisants (quelques heures) et ne sont donc
pas consid�er�es. Nous appellerons, produit hors-col, un produit sans sp�eci-
�cation de col. Il existe donc 8 types de produits hors-col (2 m�etaux � 4
formats).

12 p�eriodes d'un mois qui permettent de mod�eliser une ann�ee enti�ere et de tenir
compte de la saisonalit�e des demandes.

50 stocks dont ceux des usines : soit 10 stocks en usine et 40 stocks r�epartis sur
le territoire.

300 lieux de livraison produit-client. Les lieux sont caract�eris�es par un client
g�eographique et un produit. Si un client commande plusieurs produits, il
est compt�e comme plusieurs lieux de livraison produit-client.
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Fig. 5.1 - Division industrielle europ�eenne
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5.1.2 Polyvalence des lignes

Dans la probl�ematique telle qu'elle avait �et�e pos�ee initialement, chacune des lignes
pouvait faire tous les produits avec une cadence d�ependant de la ligne et du pro-
duit. En fait, d'apr�es les contraintes technologiques et les habitudes de production,
il s'av�ere qu'en pratique la polyvalence des lignes est fortement r�eduite. En ef-
fet, une ligne fabrique, en r�ealit�e, au plus trois produits hors-col di��erents. Dans
l'ensemble du syst�eme de production, il a �et�e d�enombr�e les lignes suivantes :

8 lignes ne faisant qu'un produit hors-col (Lignes de type L1).

6 lignes faisant jusqu'�a deux produits hors-col (Lignes de type L2).

2 lignes faisant jusqu'�a trois produits hors-col (Lignes de type L3).

Les interlocuteurs de Pechiney ont formul�e le souhait de garder, pour les lignes,
les polyvalences observ�ees au cours du travail de caract�erisation du syst�eme de
production.

5.1.3 Changements de production

Lors du passage de la production d'un produit �a un autre, un temps de chan-
gement est �a consid�erer. Ces temps de changement p�enalisent fortement la pro-
duction, puisqu'ils r�eduisent le temps disponible pour la fabrication des produits.
Pour limiter ces p�enalisations, pour r�epartir les changements sur l'ensemble des
lignes, et aux vues des habitudes de production, certaines restrictions sont prises
sur les possibilit�es de changement de production. On autorise, en fait, au plus
un changement par ligne et par p�eriode, �a condition que ce changement ne soit
pas situ�e au moment du changement de p�eriode. Ainsi, une ligne peut fabriquer
pendant une p�eriode au plus deux produits hors-col di��erents (même si la ligne
est de type L3). De plus, en interdisant les changements de produit au moment
du changement de p�eriode, on impose qu'une ligne, en d�ebut de p�eriode, fabrique
le même produit qu'�a la �n de la p�eriode pr�ec�edente.

5.1.4 Cons�equences sur les s�equences des lignes

Enum�eration des s�equences admissibles

Les di��erentes restrictions prises sur le nombre de produits par ligne et le nombre
de changements autoris�es par p�eriode limitent tr�es fortement le nombre de s�e-
quences possibles pour chaque p�eriode pour une ligne, et en permettent l'�enum�e-
ration compl�ete donn�ee dans le tableau 5.1.
Remarquons que A, B et C repr�esentent des produits hors-col, et doivent donc
être vus comme des produits d�e�nis par leur format et leur m�etal.
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Type de ligne Produits possibles S�equences admissibles par p�eriode

L1 A A
L2 A, B A, B, AB, BA
L3 A, B, C A, B, C, AB, AC, BA, BC, CA, CB

Tab. 5.1 - S�equences admissibles par p�eriode en fonction du type de ligne

Enchâ�nement des s�equences

Rappelons que les contraintes sur les changements de production imposent �a une
ligne de commencer une p�eriode avec la même production que celle fabriqu�ee �a
la �n de la p�eriode pr�ec�edente. Ainsi, des liens sont cr�e�es entre les s�equences r�ea-
lisables des p�eriodes adjacentes d'une même ligne, pour garantir le respect de ces
contraintes d'adjacence.

S�equence Pr�ed�ecesseurs compatibles Successeurs compatibles

A A, BA A, AB
B B, AB B, BA
AB A, BA B, BA
BA B, AB A, AB

Tab. 5.2 - Compatibilit�es d'adjacence pour une ligne de type L2

Prenons l'exemple d'une ligne de type L2 ayant suivi la s�equence AB pendant la
p�eriode t. Les di��erents choix possibles pour la p�eriode t + 1, compte tenue des
s�equences et des changements autoris�es, sont toutes les s�equences commen�cant
par B, soient B ou BA. Le tableau 5.2 r�ecapitule l'ensemble des pr�ed�ecesseurs et
successeurs compatibles avec les s�equences d'une ligne de type L2.

Ainsi, il n'est plus n�ecessaire de s'int�eresser aux produits fa�connables sur une
ligne et aux enchâ�nements r�ealisables, mais il est possible de ne consid�erer que
les di��erentes s�equences admissibles sur chaque ligne. Le temps de changement
induit par la r�ealisation, sur une ligne, d'une s�equence comportant plusieurs pro-
duits, pendant une p�eriode, est alors directement soustrait �a la capacit�e totale de
production de la ligne pour cette p�eriode. Il reste ensuite �a r�epartir la dur�ee de
production restante entre les produits de la s�equence.
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5.2 Mod�elisation mono-p�eriode sous forme de

ots

La mod�elisation est bas�ee sur le suivi des produits depuis leur fabrication jusqu'�a
leur livraison. En fait, la demande des clients "tire" le ux des produits venant
des stocks et plus en amont, des lignes. Cette mod�elisation fait appel aux di��e-
rentes entit�es qui repr�esentent les trois �etages principaux de la probl�ematique :
les lignes de production, index�ees par m, les stocks, index�es par w et les clients,
index�es par c. Dans cette partie, nous exposons un mod�ele mono-p�eriode. Nous
donnerons, dans la partie suivante, les ajouts �a r�ealiser pour obtenir un mod�ele
multi-p�eriode [50].

Pour la mod�elisation, nous divisons les lignes de production en deux entit�es (les
�etats des lignes de production qui d�eterminent quelles sont les s�equences en cours
de r�ealisation sur les lignes et les lignes elles mêmes), ce qui donne une mod�e-
lisation �a quatre niveaux (cf �gure 5.2) : les �etats des lignes de production, les
lignes, les stocks et les clients. Nous d�ecrivons ci-dessous, les param�etres, va-
riables et contraintes des trois jonctions inter-�etages : le r�eseau �etats des lignes
de production-lignes (r�eseau PL), le r�eseau lignes-stocks (r�eseau LS) et le r�eseau
stocks-clients (r�eseau SC).

Etats Lignes Stocks Clients

Lignes de production

SCLSPL

Fig. 5.2 - Mod�elisation des ux de produits
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5.2.1 Le r�eseau PL

Le r�eseau PL est le lien entre l'�etat des lignes de production et les lignes elles-
mêmes.

Mod�elisation graphique

Comme nous l'avons vu dans la section pr�ec�edente (5.1.4), une ligne de produc-
tion a un ensemble �ni de s�equences admissibles (ou �etats), qui sont �enum�erables.
Une ligne de production est d�ecompos�ee en ses �etats possibles, repr�esent�es par
des triangles, et en la ligne elle-même, repr�esent�ee par un rectangle.

A

B

AB

BA

Etats S(m) Ligne m de type L2

Repr�esentation d'une ligne de
type L2 : Les quatre triangles repr�e-
sentent les quatre s�equences admis-
sibles (A, B, AB, BA) de la ligne. Une
seule de ces s�equences est choisie par
ligne et par p�eriode. Les produits fa-
briqu�es pendant une p�eriode, sur une
ligne, sont regroup�es �a la �n de la ligne,
moyennant des coûts de production.

Les di��erents �el�ements repr�esentant les lignes de production sont :

�Etats : Cette entit�e repr�esente les di��erentes s�equences possibles pour une ligne.
Ainsi, une ligne de type L1 ne sera repr�esent�ee que par un triangle, une ligne
de type L2 par quatre triangles et une ligne de type L3, quant �a elle, sera
repr�esent�ee par neuf triangles. Soit un total de (8�1)+(6�4)+(2�9) = 50
n�uds, pour l'exemple �etudi�e.

Lignes : Cette entit�e repr�esente une ligne de production physique. Elle regroupe,
en un seul n�ud, tous les �etats possibles de la ligne, et permet d'avoir en
sortie du r�eseau PL un seul n�ud par ligne. Ceci a pour e�et de limiter le
nombre de liens dans le r�eseau LS, et donc le nombre de variables.

Mod�elisation formelle

Nous notons S(m) l'ensemble des s�equences admissibles pour la ligne m, les s�e-
quences �etant index�ees par s.
�A cet �etage, les donn�ees concernent les capacit�es de production des lignes (Bm),
les temps (TPim) et coûts (CPim) de production des produits sur les lignes et les
temps (TCsm) et coûts (CCsm) relatifs au changement associ�e �a la s�equence s de
la ligne m.
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De plus, deux variables sont utiles pour, d'une part d�e�nir la s�equence choisie pour
chacune des lignes et, d'autre part d�eterminer la quantit�e de produits fabriqu�ee.

yms = 1 si la s�equence s est choisie pour la ligne m,
= 0 sinon.

pim : quantit�e de produit i fabriqu�ee sur la ligne m.

Trois classes de contraintes sont associ�ees �a ce r�eseau. Tout d'abord, au niveau
de la production, les contraintes (5.1) s'assurent qu'une et une seule s�equence
est choisie pour chacune des lignes. Puis, les contraintes (5.2) expriment qu'un
produit i peut être fabriqu�e sur la ligne m seulement s'il appartient �a la s�equence
choisie. Dans ces contraintes, HV repr�esente une grande valeur (High Value).
Nous pourrons sp�eci�er pour chaque �equation la valeur de HV en prenant, par
exemple, HV = (Bm � TCsm)=TPim. Finalement, les contraintes (5.3) sp�eci�ent
que le temps utilis�e �a la production plus le temps utile �a l'�eventuel changement
de la s�equence sur une ligne, ne doit pas d�epasser la capacit�e de cette ligne.

X
s2S(m)

yms = 1 8m (5.1)

pim �
X

s2S(m)=i2s

yms �HV � 0 8i;8m (5.2)

X
i

pim � TPim +
X

s2S(m)

yms � TCsm � Bm 8m (5.3)

pim � 0 8i;8m (5.4)

yms 2 f0; 1g 8m;8s (5.5)

5.2.2 Le r�eseau LS

Le r�eseau LS est le lien entre l'organe de production (les lignes de production) et
l'organe de stockage.

Mod�elisation graphique

A cet �etage, les produits sont envoy�es depuis les lignes de production vers les
stocks. Les stocks sont soit situ�es au sein d'une usine, soit en dehors des usines.
Nous d�enombrons, au total, 50 stocks.
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Stocks (w)Lignes (m)

Les stocks sont repr�esent�es par des rec-
tangles arrondis et les produits circu-
lant le long des arcs (lignes-stocks) in-
duisent des coûts de transport. Lorsque
un stock est situ�e au sein d'une usine,
le coût de transport entre une ligne de
cette usine et ce stock est nul.

Mod�elisation formelle

Soit :
timw : quantit�e de produit i transport�ee depuis la ligne m jusqu'au stock w.
siw : quantit�e de produit i traversant le stock w.

Dans le mod�ele mono-p�eriode, les stocks ne sont pas utilis�es en temps que tel,
puisqu'il n'est pas possible d'anticiper la demande. Ils sont donc des points de
transit pour les produits.

Les contraintes (5.6) expriment que
pour tout produit i, la quantit�e trans-
port�ee depuis une ligne m jusqu'�a l'en-
semble des stocks, est �egale �a la quan-
tit�e de produit i fabriqu�ee sur m. p

im
t imw

Les deuxi�emes contraintes sont utilis�ees pour s'assurer du respect des capacit�es
des stocks. La capacit�e du stock w (en volume) est not�eeKw, tandis que le volume
du produit i est not�e Vi. Ainsi, la contrainte (5.7) s'assure que le volume des pro-
duits traversant un stock ne d�epasse pas la capacit�e de ce stock et la contrainte
(5.8) positionne le niveau des stocks �a tout ce qui circule par eux.

pim �
X
w

timw = 0 8m;8i (5.6)

X
i

siw � Vi � Kw 8w (5.7)

siw �
X
m

timw = 0 8w;8i (5.8)

timw � 0 8i;8m;8w (5.9)
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5.2.3 Le r�eseau SC

Le r�eseau SC repr�esente la livraison des produits aux clients depuis les stocks.

Mod�elisation graphique

Un client est associ�e �a la localisation d'un lieu de livraison, tel qu'il a �et�e d�e�ni
au d�ebut du chapitre. Ainsi, �a un client ne correspond qu'un seul type de produit.

Stocks (w)
Clients (c)

La demande des clients (repr�esent�es
par des cercles) doit être satisfaite.
Des coûts de distribution sont associ�es
aux ux des produits le long des arcs
Stocks-Clients.

Mod�elisation formelle

Nous d�e�nissons les variables suivantes :

qwc : quantit�e de produit transport�ee depuis le stock w jusqu'au client c.

Nous remarquons qu'il n'est pas n�ecessaire de sp�eci�er le produit transport�e jus-
qu'au client, puisque chaque client ne commande qu'un produit, qui est donc
connu.

Les contraintes (5.10) expriment
que pour tout produit i, la quan-
tit�e de produit livr�ee, depuis un
stock w, �a l'ensemble des clients
ayant command�e i (not�e C(i)) est
�egale �a la quantit�e de ce produit
transport�ee jusqu'�a ce stock.

t imw
q wc C(i)

Ce r�eseau garantie �egalement que chaque client re�coit la quantit�e de produit
command�ee, grâce aux contraintes (5.11).

X
m

timw �
X

c2C(i)

qwc = 0 8w;8i (5.10)

X
w

qwc = Dc 8c (5.11)

qwc � 0 8w;8c (5.12)
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5.2.4 Fonction objectif mono-periode

La fonction objectif concerne la minimisation de l'ensemble des coûts. Dans le
probl�eme mono-p�eriode, les coûts sont compos�es des coûts de production, de
changement de production et de transport (lignes-stocks et stocks-clients). La
fonction objectif est exprim�ee par l'�equation (5.13)

min
X
m

(
X
i

CPim � pim +
X

s2S(m)

CCsm � yms)

+
X
w

(
X
i

X
m

CTmw � timw +
X
c

CTwc � qwc) (5.13)

Le mod�ele propos�e pour le probl�eme mono-p�eriode est le programme lin�eaire
mixte P consistant en la minimisation de la fonction objectif (5.13) sous les
contraintes (5.1-5.12).

5.3 Mod�elisation multi-p�eriode

Le mod�ele P expos�e dans la section pr�ec�edente repr�esente le syst�eme pendant
une seule p�eriode. Comme nous sommes dans un environnement o�u la demande
varie fortement d'une saison �a l'autre, il est n�ecessaire d'�etendre ce mod�ele de
fa�con �a pouvoir consid�erer plusieurs p�eriodes. Pour cela, nous r�eutilisons le pro-
gramme lin�eaire mixte P, autant de fois que le nombre de p�eriodes souhait�ees.
Les p�eriodes sont index�ees par t et les di��erentes copies de P sont distingu�ees
par un exposant qui indique la p�eriode �a laquelle elles font r�ef�erence. De la même
mani�ere, tous les param�etres et variables li�es �a la p�eriode t sont marqu�es de l'ex-
posant t (exemple : ttimw = quantit�e de produit i transport�ee depuis la ligne m
jusqu'au stock w pendant la p�eriode t).

Il est maintenant n�ecessaire de lier correctement l'ensemble de ces probl�emes P t.
Deux types de liens existent entre deux p�eriodes adjacentes. Ils concernent le sto-
ckage des produits et le choix des s�equences des lignes de production.

La �gure 5.3 pr�esente le mod�ele du probl�eme multi-p�eriode. Sur cette �gure, les
liens entre les stocks de di��erentes p�eriodes sont repr�esent�es car ils correspondent
physiquement �a des ux de produits, tandis que les liens existant entre s�equences
de p�eriodes adjacentes ne le sont pas, car ils ne repr�esentent rien physiquement, et
ne sont que des liens logiques. Ils seront exprim�es plus loin sous forme d'�equations.

5.3.1 Le stockage

De fa�con �a anticiper les p�eriodes de fortes demandes, il est n�ecessaire de produire
en avance certains produits puis de les stocker.
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t-1

t+1

tP

P

P

Stocks

Depuis t-2

LignesEtats Clients

Periode t-1

Periode t

Periode t+1

Vers t+2

Fig. 5.3 - Le mod�ele multi-p�eriode

Mod�elisation graphique

w1

w1

wk

wk
Stocks

Stocks

Periode t-1 Periode t

Des arcs sont n�ecessaires pour relier
un même stock entre deux p�eriodes
adjacentes. Les produits circulant le
long de ces arcs repr�esentent les pro-
duits restant en stock, d'une p�eriode
�a l'autre. Des coûts de stockage sont
associ�es �a ces ux de produits.

Mod�elisation formelle

Lors de la pr�esentation du mod�elemonop�eriode, nous avons propos�e les contraintes
5.7 pour veiller au respect des capacit�es de stockage. Ces contraintes, en environ-
nement multip�eriode, vont proc�eder �a une v�eri�cation de ces capacit�es en �n de
chaque p�eriode (�etant donn�ees les d�e�nitions des di��erentes variables). Cela peut
donc apparâ�tre comme une simpli�cation du mod�ele qui devrait v�eri�er �a tout
instant que la capacit�ee est respect�ee. En fait cela peut être justi��e par le fait que
les commandes des clients sont pass�ees pour certaines p�eriodes. Ainsi, d�es qu'une
commande, qui doit être livr�ee dans la p�eriode courante est prête, elle est envoy�ee
au client. De cette fa�con, en cours de p�eriode, le volume de produits stock�es ne
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d�epasse pas celui de la �n de la p�eriode qui correspond aux commandes produites
en avance pour les p�eriodes futures.

D'autre part, les autres contraintes �a satisfaire visent la conservation des ux de
produits.

Les contraintes (5.8') veillent �a l'�equilibrage des ux de produits. En fait, les
contraintes 5.8 et 5.10 du mod�ele mono-p�eriode ne sont pas compl�etes pour le
probl�eme multi-p�eriode et doivent être remplac�ees par la contrainte (5.8').

Les ux de produits arrivant �a un
stock sont compos�es des produits
transport�es depuis l'ensemble des
lignes vers ce stock, plus les produits
d�ej�a en stock �a la �n de la p�eriode
pr�ec�edente. De la même mani�ere, les
ux de produits sortant d'un stock
sont compos�es des produits livr�es aux
clients et des produits restant en
stock pour la p�eriode suivante.

s t
iw

q t
wc

s
iw
t-1

t t
imw

C(i)

X
m

ttimw + st�1iw � X
c2C(i)

qtwc � stiw = 0 8t;8w;8i

stiw � 0 8t;8w;8i (5.14)

(5.8')

5.3.2 Choix des s�equences

Le second type de liens existant entre les p�eriodes concerne le choix des s�equences
pour chacune des lignes de production. Ces liens ne sont pas repr�esent�es graphi-
quement car ils ne re�etent pas de ux de produits.

Mod�elisation formelle

Dans la pr�esentation du probl�eme, nous avons indiqu�e que les changements de
productions �etaient interdits aux moment des changements de p�eriodes. Il en d�e-
coule, qu'une ligne de production doit commencer une p�eriode en fabriquant le
même produit qu'�a la �n de la p�eriode pr�ec�edente. Ainsi, a chaque p�eriode, la
s�equence choisie doit être compatible avec les s�equences choisies pour la p�eriode
pr�ec�edente et la p�eriode suivante. Nous d�e�nissons les ensembles de pr�ed�ecesseurs
PR(s) et successeurs SU(s) compatibles avec chaque s�equence s d'une ligne don-
n�ee. Par exemple, pour une ligne de type L2, fabriquant les produits A et B,
PR(AB) = fA;BAg and SU(AB) = fB;BAg).
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Il existe plusieurs fa�cons d'exprimer les compatibilit�es et incompatibilit�es entre
les s�equences d'une même ligne pour des p�eriodes adjacentes. Chacune de ces
fa�cons m�ene �a un type de contraintes. Nous en proposons plusieurs ci-dessous.

Contraintes de succession ou de pr�ec�edence

Tout d'abord, les contraintes de succession (Succ.) (5.15), indiquent que pour
chaque ligne de production, une s�equence est susceptible d'être choisie pour la
p�eriode t+ 1 seulement si la s�equence choisie pour cette même ligne pendant la
p�eriode t appartient �a l'ensemble de ses pr�ed�ecesseurs.

yt+1ms �
X

s02PR(s)

ytms0 � 0 8t;8m;8s 2 S(m) (5.15)

De la même fa�con, il est possible de d�e�nir des contraintes de pr�ec�edence (Prec.)
(5.16), qui lient la p�eriode t � 1 �a la p�eriode t et indiquent qu'une s�equence a
pu être choisie pendant la p�eriode t� 1 seulement si la s�equence choisie pour la
même ligne pendant la p�eriode t appartient �a ses successeurs.

yt�1ms �
X

s02SU(s)

ytms0 � 0 8t;8m;8s 2 S(m) (5.16)

Contraintes d'incompatibilit�e

Il est �egalement possible d'exprimer des incompatibilit�es entre des s�equences.
Nous proposons pour cela trois types de contraintes d'exclusion. Les premi�eres
(5.17), d�enomm�ees Exclusion1 (Excl1.), �eliminent la succession de s�equences non
compatibles en indiquant qu'il est impossible d'avoir, sur une même ligne, une
s�equence s pendant la p�eriode t et une s�equence s0 pendant la p�eriode t+ 1 si s0

n'appartient pas �a l'ensemble des successeurs de s.

ytms + yt+1ms0 � 1 8t;8m;8s 2 S(m);8s0 2 S(m)=s0 =2 Su(s) (5.17)

Le deuxi�eme type de contraintes d'incompatibilit�e (5.18), nomm�ees Exclusion2
(Excl2.), interdit pour la p�eriode t+ 1 toutes les s�equences n'appartenant pas �a
l'ensemble des successeurs de la s�equence choisie pour la p�eriode t.

ytms +
X

s0 =2SU(s)

yt+1ms0 � 1 8t;8m;8s 2 S(m) (5.18)

Sym�etriquement, les contraintes Exclusion3 (Excl3.) �eliminent le choix d'une s�e-
quence s pour la p�eriode t si la s�equence choisie pour la p�eriode t�1 n'appartient
pas �a ses pr�ed�ecesseurs.



5.4. EXP�ERIMENTATIONS 167

ytms +
X

s0 =2PR(s)

yt�1ms0 � 1 8t;8m;8s 2 S(m) (5.19)

Contraintes liant trois p�eriodes

Finalement, le nombre de produits r�ealisables par une ligne par p�eriode �etant
limit�e �a deux, il est possible de lier les p�eriodes t� 1, t et t+1 et d'exprimer que
pour une s�equence donn�ee pour la p�eriode t� 1 et une s�equence donn�ee pour la
p�eriode t+ 1 une seule s�equence est possible pour la p�eriode t (3Per.). Ceci est
d�ecrit par les contraintes (5.20).

yt�1ms0 + yt+1ms00 � 1 + ytms 8t;8m;8s0 2 S(m);8s00 2 S(m); (5.20)

8s 2 S(m)=s 2 PR(s00) et s 2 SU(s0)

Chacune de ces contraintes est su�sante, mais certaines d'entre elles peuvent
être plus e�caces que d'autres (en terme de temps n�ecessaire �a l'obtention d'une
solution ou de taille de l'arbre parcourru). Ainsi, il est imp�eratif de choisir le (ou
les) type(s) de contraintes �a utiliser. Pour cela, une partie de l'exp�erimentation de
la section suivante est d�edi�ee �a la comparaison de l'e�cacit�e de ces contraintes.

5.3.3 Fonction objectif multi-p�eriode

La fonction objectif globale vise, tout comme la fonction objective mono-p�eriode,
�a minimiser l'ensemble des coûts. pour cela, il faut additionner les coûts de chaque
p�eriode et int�egrer les frais de stockage. La fonction objectif multi-p�eriode est
d�ecrite par l'�equation (5.11').

min
X
t

(
X
m

(
X
i

CPim � ptim +
X

s2S(m)

CCsm � ytms)

+
X
w

X
i

(
X
m

CTmw � ttimw +
X
c

CTwc � qtiwc + CSw � stwi � Vi) )

(5.13')

Ainsi, le probl�eme multi-p�eriode consiste �a minimiser la nouvelle fonction objectif
(5.12') sous les contraintes (5.1-5.12) mises �a jour de fa�con �a consid�erer les aspects
multi-p�eriodes, les contraintes (5.7-5.14) pour consid�erer les aspects de stockage
et une ou plusieurs contraintes parmi (5.15-5.20) pour v�eri�er les contraintes
d'adjacence entre s�equences d'une même ligne.

5.4 Exp�erimentations

A�n de valider la mod�elisation, des exemples g�en�er�es al�eatoirement ont �et�e r�esolus
sur un Pentium 133MHz, en utilisant un programme �ecrit en C pour la g�en�eration
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des probl�emes et la mise en forme du programme lin�eaire, et CPLEX 5.0 pour la
r�esolution. Nous avons ainsi r�esolus des exemples de di��erents types pour mettre
en �evidence l'inuence de certains param�etres et les limites d'utilisation d'un tel
mod�ele [38].

Pour des facilit�es d'�ecriture, nous nommons de fa�con abr�eg�ee un probl�eme en
donnant dans cet ordre, le nombre de lignes, de produits, de clients, de stocks et
de p�eriodes (M , N , C, W , T ).
Notre plan d'exp�erience vise �a �etudier l'inuence des �el�ements suivants :

{ le choix des contraintes utilis�ees pour mod�eliser les contraintes d'adjacence
des s�equences,

{ la densit�e du graphe de distribution,

{ la taille des di��erentes composantes du syst�eme.

Cette partie, pr�esente en premier lieu la taille du mod�ele, puis chacun des trois
points d'exp�erimentation donn�es ci-dessus.

5.4.1 Taille du mod�ele

Pour d�eterminer la taille du mod�ele, nous donnons le nombre de variables et de
contraintes du mod�ele pour l'exemple de la division europ�eenne de Pechiney.

5.4.1.1 Nombre de variables

Un premier d�ecompte du nombre de variables montre que l'�etage demandant le
plus de variables est la distribution aux clients. Pour chaque p�eriode, 15 000 liens
sont n�ecessaires pour relier les 50 stocks aux 300 clients. Ce qui donne 180 000
variables pour les 12 p�eriodes. En fait, �a cause des forts coûts de distribution,
tous ces liens ne sont pas utilis�es et il semble int�eressant de ne consid�erer qu'une
partie de ces liens (20%, 40%, ...), en ne conservant que les moins coûteux. Ainsi,
pour 20%, le nombre de liens entre les stocks et les clients serait donc r�eduit �a
36 000. Voici le nombre total de variables n�ecessaires.

ptim : 312 variables r�eelles (= 12 � (8 + 6� 2 + 2� 3))
ttimw : 15 600 variables r�eelles (= 12 � (8 + 6� 2 + 2� 3)� 50)
qtiwc : 36 000 variables r�eelles (= 12 � 3000, pour 20%)
stiw : 9 600 variables r�eelles (= 12 � 16 � 50)

ytms : 504 variables binaires (= 12 � (6 � 4 + 2 � 9))

Total : 61 512 variables r�eelles et 504 variables binaires (0-1).

L'utilisation de variables r�eelles aux di��erents niveaux du mod�ele est justi��ee
par les quantit�es manipul�ees par le programme lin�eaire. En e�et, les quantit�es
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command�es sont en dizaines, voire centaines de milliers de produits et il semble
naturel d'utiliser le millier comme unit�e.

5.4.1.2 Nombre de contraintes

Le d�ecompte des contraintes est r�ealis�e pour toutes les contraintes except�e les
contraintes de non n�egativit�e et d'int�egralit�e.

Contraintes (5.1) : 192 contraintes (= 12 � 16)
Contraintes (5.2) : 312 contraintes (= 12 � (8 + 6 � 2 + 2� 3))
Contraintes (5.3) : 192 contraintes (= 12 � 16)
Contraintes (5.6) : 312 contraintes (= 12 � (8 + 6 � 2 + 2� 3))
Contraintes (5.10) : 4 800 contraintes (= 12 � 50 � 8)
Contraintes (5.11) : 3 600 contraintes (= 12 � 300)
Contraintes (5.7) : 600 contraintes (= 12 � 50)

Total : 10 008 contraintes, sans compter les contraintes d'adjacence, dont
au moins un type est n�ecessaire �a la validit�e du mod�ele.

5.4.2 Choix des contraintes d'adjacence

Comme nous l'avons vu pr�ec�edemment, plusieurs types de contraintes sont pos-
sibles pour mod�eliser les restrictions au niveau de la succession des s�equences
choisies pour chacune des lignes. Il est int�eressant de rechercher quel est le groupe
de contraintes �a utiliser pour une r�esolution e�cace.

Pour cela, nous avons men�e deux exp�erimentations. La premi�ere compare chacun
des types de contraintes pris s�epar�ement, tandis que la deuxi�eme cherche �a re-
grouper plusieurs types de contraintes dans l'objectif de r�eduire la taille de l'arbre
de recherche et d'obtenir une solution plus rapidement.

Dans cette exp�erimentation, nous nous int�eressons �a plusieurs types de con�gu-
rations de l'organe de production. Ainsi, pour un même ensemble (ou classe) de
probl�emes (M , N , W , C, T ), le nombre de lignes de type L1, L2 et L3 peut
l�eg�erement varier d'un exemple �a l'autre, ce qui nous permet d'observer, de fa�con
plus g�en�erale, l'inuence des contraintes d'adjacence utilis�ees.

Dans ce cadre, les comparaisons entre r�esultats sont �a r�ealiser avec pr�ecaution.
Il est possible de comparer pour un même ensemble de probl�emes (comparaisons
horizontales), l'e�cacit�e des contraintes utilis�ees. Par contre, les comparaisons
entre ensembles de probl�emes (comparaisons verticales) n'ont pas de sens, car il
se peut que chaque classe ne comporte pas les mêmes types de probl�emes.

5.4.2.1 Comparaison de contraintes isol�ees

Pour di��erentes tailles de probl�emes, nous relevons le temps n�ecessaire �a la re-
cherche de la solution optimale en fonction des contraintes utilis�ees pour mod�eliser
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Probl�eme Succ. Prec. Excl1. Excl2. Excl3. 3Per.
(M , N , W , C, T )

P1 : 4-4-5-15-12 69 62 201 93 94 200
P2 : 8-8-5-15-9 62 52 82 45 60 190
P3 : 12-4-5-15-12 24 23 45 25 25 111
P4 : 12-8-5-15-6 55 73 125 88 76 202

Tab. 5.3 - Temps de recherche (sec) en fonction des contraintes utilis�ees

les compatibilit�es entre les s�equences de p�eriodes adjacentes. Le tableau 5.3 re-
porte les moyennes des temps d'ex�ecution pour 10 probl�emes de chaque taille. Le
meilleur temps de recherche est soulign�e pour chaque instance.
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Fig. 5.4 - Comparaison de l'e�cacit�e des contraintes

Comme nous pouvons le voir sur la �gure 5.4, repr�esentant le tableau 5.3, deux
types de contraintes se font remarquer par leur non e�cacit�e. Il s'agit des contraintes
reliant trois p�eriodes (3per.) et du premier type de contraintes d'exclusion (Excl1.).
Ces deux types de contraintes ont la particularit�e de lier peu de variables entre
elles. L'inconv�enient est qu'il faut beaucoup de contraintes de ce type pour �enu-
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m�erer toutes les possibilit�es, d'o�u une augmentation du temps n�ecessaire �a la
r�esolution. Les quatre autres types de contraintes (Succ., Prec., Excl2. et Excl3.)
ont un comportement �equivalent pour l'ensemble des probl�emes. Nous choisirons,
pour la suite des exp�erimentations, les contraintes de pr�ec�edence comme r�ef�erence,
car elles semblent avoir un comportement assez r�egulier.

5.4.2.2 Comparaison de groupes de contraintes

Nous cherchons maintenant �a combiner di��erents types de contraintes en vue
d'augmenter l'e�cacit�e de la mod�elisation. De même que pr�ec�edemment, di��e-
rentes exp�eriences ont �et�e men�ees pour des probl�emes de tailles vari�ees.

Probl�eme 6 5 4 P, S P, E2 P, E3 P
(M , N , W , C, T )

P5: 8-8-5-15-9 230 162 164 151 159 146 128
P6: 12-4-5-15-12 188 102 100 59 97 69 56
P7: 16-6-5-15-6 163 105 105 69 82 75 71
P8: 10-6-5-15-12 401 334 174 136 199 140 142

Tab. 5.4 - Temps de recherche (sec) en fonction du groupe de contraintes utilis�e

Le tableau 5.4 donne le temps n�ecessaire �a la recherche de solutions en fonc-
tion du groupe de contraintes utilis�e. La premi�ere colonne, not�ee 6, repr�esente
le cas o�u tous les types de contraintes sont utilis�es (soit les six di��erents types).
La deuxi�eme colonne, index�ee par 5, fait r�ef�erence au cas o�u tous les types de
contraintes, sauf 3-p�eriodes, sont utilis�es, quant �a la colonne suivante, elle �elimine
�egalement Exclusion1 du lot. Les colonnes suivantes combinent les contraintes
deux �a deux : Pr�ec�edence et Succession, Pr�ec�edence et Exclusion2, Pr�ec�edence et
Exclusion3. Quant �a la derni�ere colonne, elle repr�esente le point de r�ef�erence car
elle se rapporte �a l'utilisation seule des contraintes de pr�ec�edence.

La �gure 5.5, repr�esentant le tableau 5.4, montre qu'il est possible de distinguer
trois groupes de courbes. Le premier groupe, compos�e des courbes 6 et 5, regroupe
les cas les moins e�caces. Cela peut s'expliquer simplement par l'ine�cacit�e in-
trins�eque des contraintes 3Per et Excl1. Le deuxi�eme groupe, comportant 4 et
P-E2, a un comportement assez homog�ene relativement e�cace. Mais le groupe
comportant les associations les plus e�caces, est compos�e de Prec, Prec-Succ et
Prec-Excl3. Ainsi, les contraintes de pr�ec�edence seules, sont tr�es e�caces. Il ne
semble pas utile de coupler di��erents types de contraintes en vue de diminuer
le temps d'ex�ecution. Nous remarquons tout de même que les couplages les plus
performants sont ceux liants des contraintes sym�etriques, comme c'est le cas pour
Prec-Succ et Prec-Excl3 qui associent Prec (relation entre t� 1 et somme sur t)
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�a Succ ou Excl3 (relation entre t et somme sur t� 1.

Un autre crit�ere pourrait entrer en ligne de compte pour le choix des contraintes
�a utiliser : celui de la taille de l'arbre de recherche, qu'il est parfois bon de r�eduire.
Sur les exemples �etudi�es, nous avons relev�e une l�eg�ere diminution de la taille de
l'arbre de recherche lorsque l'on couple, par exemple, Prec et Excl3 par rapport
�a l'utilisation seule de Prec. Mais cette diminution est assez faible (de l'ordre de
8%, en moyenne) et surtout, n'est pas syst�ematique. Il ne semble donc pas que
ce crit�ere soit d�eterminant quant �a l'utilisation de tel groupe de contraintes pour
la r�esolution.

Ainsi, d'apr�es ces conclusions et dans un souci de garder le programme lin�eaire le
plus simple possible, nous choisissons d'utiliser, pour la suite de l'exp�erimentation
les contraintes de pr�ec�edence seules, non coupl�ees �a d'autres contraintes.

5.4.3 Densit�e du graphe de distribution

L'�etude de l'inuence de la densit�e du graphe de distribution nous parait int�eres-
sante car il semble qu'un graphe tr�es peu dense limite tr�es fortement la combina-
toire en imposant tr�es rapidement des choix. Au contraire, un graphe tr�es dense
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o�re beaucoup de possibilit�es quant �a l'acheminement des produits, et entrâ�ne
une combinatoire importante.

Pour �etudier l'inuence de la densit�e du graphe de distribution, nous avons r�esolu
les mêmes probl�emes, probl�emes comportant un nombre de stocks et de clients
su�samment grand, avec des densit�es de distribution di��erentes. Tout comme
pour l'exp�erimentation sur les contraintes d'adjacence, pour chaque classe de
probl�emes, le nombre de lignes de type L1, L2 et L3 peut varier l�eg�erement
d'un probl�eme �a l'autre. Les comparaisons entre classes de probl�emes ne corres-
pondent donc �a rien. Seules les comparaisons au sein d'une classe, entre densit�es
di��erentes, ont un sens ici. Une densit�e de 20 % correspond �a ne consid�erer que
les 20 % meilleurs liens pour chacun des clients (un client est reli�e aux 20 %
stocks les plus proches). Pour ces exemples, nous avons relev�e �a la fois le temps
n�ecessaire �a l'obtention de la solution, pour les di��erentes densit�es et la valeur
de la fonction objectif. En e�et, il se peut, lorsque l'on restreint trop fortement
le r�eseau de distribution, que l'on s'�ecarte de la solution optimale du probl�eme.
C'est ce que nous avons voulu �etudier.

Le tableau 5.5 donne pour di��erents types de probl�emes les moyennes pour 10
ex�ecutions des temps de recherche de la solution, en fonction de la densit�e retenue
pour le r�eseau de distribution utilis�ee.

Probl�eme 20 % 40 % 60 % 80 % 100 %
(M , N , W , C, T )

12-6-10-50-6 133 139 81 63 33
12-6-10-100-6 3893 1587 502 213 36
12-6-20-100-6 64 29 28 29 34
12-6-30-150-6 66 68 105 113 156
12-6-30-200-6 32 37 55 81 111
12-6-40-200-6 38 39 70 98 121

Tab. 5.5 - Temps n�ecessaire (sec) �a l'obtention de la solution optimale en fonc-
tion de la densit�e

La �gure 5.6, traduisant le tableau 5.5 �a l'exception du cas 12� 6� 10� 100� 6
qui sortirait du graphique, montre que l'int�erêt de la limitation du r�eseau de
distribution d�epend fortement de la taille de ce r�eseau de distribution. Pour des
r�eseaux trop petits, et en particulier, pour un petit nombre de stocks, la limita-
tion du r�eseau de distribution augmente consid�erablement le temps n�ecessaire �a
la recherche de la solution optimale. Cela s'explique par la di�cult�e du probl�eme
engendr�ee par le peu de possibilit�es qu'il existe pour fournir un client. Par contre,
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Fig. 5.6 - Temps d'ex�ecution en fonction de la densit�e

d�es que le nombre de stocks augmente (la limite semble se situer autour de 20
dans notre exp�erimentation), limiter la densit�e du r�eseau de distribution a des
e�ets b�en�e�ques sur les temps de recherche.

Un autre crit�ere important qu'il est n�ecessaire de surveiller est la valeur de la
fonction objectif. Le tableau 5.7 donne, pour le même probl�emes que dans le
tableau 5.5, les moyennes des valeurs des fonctions objectifs.

Probl�eme 20 % 40 % 60 % 80 % 100 %
(M , N , W , C, T )

12-6-10-50-6 4.19 3.52 3.26 3.14 3.06
12-6-10-100-6 4.08 3.43 3.17 3.01 2.91
12-6-20-100-6 3.10 2.79 2.79 2.79 2.79
12-6-30-150-6 2.58 2.58 2.58 2.58 2.58
12-6-30-200-6 2.67 2.67 2.67 2.67 2.67
12-6-40-200-6 2.85 2.85 2.85 2.85 2.85

Tab. 5.6 - Valeur des fonctions objectifs (107) en fonction de la densit�e

Nous remarquons, d'apr�es le tableau 5.6 et la �gure 5.7 que pour les petits cas
(peu de stocks), la solution trouv�ee avec un r�eseau de distribution incomplet
n'est pas optimale. Par contre, pour les probl�emes comportant un nombre �elev�e
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de stocks, la solution optimale est trouv�ee même lorsque l'on consid�ere un r�eseau
de distribution peu dense.

Nos conclusions, quant �a l'int�erêt de la r�eduction du r�eseau de distribution sont
les suivantes : pour des probl�emes avec peu de stocks (moins de 20 pour nos types
de probl�emes), il faut utiliser le r�eseau complet de fa�con �a obtenir la solution
optimale le plus rapidemment possible. Pour des probl�emes plus gros (�a partir de
20 stocks), nous conseillons d'utiliser un r�eseau �a 40 % de mani�ere �a obtenir en
un temps raisonnable et une solution qui a de grandes chances d'être optimale.
C'est donc ce que nous ferons dans la suite de l'exp�erimentation.

5.4.4 Limites du mod�ele

Dans cette partie, nous essayons de d�eterminer les limites d'utilisation d'un tel
mod�ele. Le crit�ere limitant consid�er�e est, une nouvelle fois, le temps mis pour
l'obtention de la solution. En e�et, c'est ce qui permet de discuter de la possibi-
lit�e d'utilisation de ce mod�ele comme outil d'aide �a la d�ecision. Nous rappelons
que nous utilisons les contraintes de pr�ec�edence comme contraintes d'adjacence
et une densit�e du r�eseau de distribution de 40%.

Pour mener cette exp�erience, nous avons r�esolu des probl�emes de tailles vari�ees et
nous donnons ci-dessous les temps moyens d'ex�ecution. Nous donnons �egalement
dans les colonnes qui suivent le pourcentage de probl�emes pour lesquels la solu-
tion a �et�e obtenue avant le temps limite indiqu�e (60s, 180s, 600s, 3600s), car pour
une même classe de probl�emes, le temps n�ecessaire �a l'obtention de la solution
optimale peut varier assez fortement (de 1 �a 10).
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Contrairement aux exp�erimentations pr�ec�edentes, les con�gurations des exemples
trait�es maintenant sont toutes identiques et sont similaires �a la con�guration
rencontr�ee chez Pechiney, �a savoir : 1 ligne sur 2 de type L1, 3 lignes sur 8 de
type L2 et 1 ligne sur 8 de type L3. Ainsi, les comparaisons entre classes de
probl�emes sont possibles puisque chaque classe comporte des probl�emes de même
type de con�guration. Le dernier probl�eme �etudi�e (not�e Eur) est de la taille du
probl�eme Europ�een pr�esent�e au d�ebut du chapitre.

Probl�eme Temps 60s 180s 600s 1800s 3600s
(M , N , W , C, T )

P1 12-6-40-200-6 72 s 50% 100% 100% 100% 100%
P2 12-6-40-200-12 417 s 0% 0% 73,3% 100% 100%
P3 16-6-40-200-6 104 s 36,4% 90,9% 100% 100% 100%
P4 16-6-40-200-12 373 s 0% 6,3% 87,5% 100% 100%
P5 16-8-40-200-12 1704 s 0% 0% 28,6% 71,4% 78,6%
Eur 16-8-50-300-12 1392 s 0% 0% 35,3% 70,5% 94,1%

Tab. 5.7 - Limites d'utilisation de la mod�elisation

Une premi�ere constatation concerne l'inuence du nombre de p�eriodes. Nous pou-
vons remarquer, en comparant P1 avec P2 ou P3 avec P4 que doubler le nombre
de p�eriodes multiplie le temps de r�esolution par un facteur sup�erieur �a 3. Cette
augmentation est donc loin d'être lin�eaire.

De même, l'augmentation du nombre de produits entre P4 et P5 entraine une
forte augmentation du temps d'ex�ecution. Ceci s'explique, d'une part, par une
forte augmentation du nombre de variables. D'autre part, �a nombre de lignes
�egales, si un probl�eme a plus de produits di��erents, cela signi�e que pour chaque
produit il existe moins de lignes candidates �a sa fabrication. Le probl�eme est donc
plus di�cile �a satisfaire.

L'augmentation du nombre de lignes de production entre P1 et P3 ou P2 et P4
ne semble pas avoir de trop forte inuence sur le temps d'ex�ecution.

Finalement, la r�eduction du temps de r�esolution entre les probl�emes P5 et Eur,
peut être expliqu�ee par l'augmentation des clients et la g�en�eration des donn�ees.
En e�et, de mani�ere �a g�en�erer des probl�emes r�ealisables, la demande des clients
est d�etermin�ee en fonction du temps global de production des lignes. Pour un
même nombre de lignes et un nombre de clients plus �elev�e, la demande des clients
sera diminu�ee. Ainsi, dans Eur, la demande de chaque client est l�eg�erement r�e-
duite par rapport �a P5, ce qui peut cr�eer des probl�emes un peu plus faciles �a
r�esoudre.
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L'exp�erimentation ci-dessus montre �egalement que pour des probl�emes r�eels (de
la taille de la division europ�eenne), la r�esolution du programme lin�eaire associ�e �a
la mod�elisation prend, dans la plupart des cas, moins d'une heure.

5.5 Conclusion

La mod�elisation propos�ee pour l'�etude de cas de la division europ�eenne de bô�tes
de boisson a �et�e rendue possible grâce au travail des chercheurs de chez Pechi-
ney qui ont su poser le v�eritable probl�eme et �epurer les donn�ees en mettant en
�evidence les contraintes fortes du probl�eme r�eel. Ainsi, l'aspect g�en�eral de la pro-
bl�ematique a �et�e diminu�e et un probl�eme r�eel, beaucoup moins complexe que le
probl�eme initial, a �et�e �etudi�e. Cependant, l'aspect g�en�erique de ce probl�eme r�eel
existe toujours, puisque les caract�eristiques suivantes ont �et�e consid�er�ees : pro-
duction multisite multiproduit et multip�eriode avec des machines non li�ees, des
temps de changement d�ependant de la s�equence et des demandes saisonni�eres.
Ainsi, de tr�es nombreux probl�emes industriels pourraient être mod�elis�es de la
même fa�con, �a condition qu'un même travail d'�etude des donn�ees soit r�ealis�e en
amont.

L'exp�erimentation montre que des probl�emes de taille r�eelle peuvent être r�esolus
par la mod�elisation propos�ee dans des temps raisonnables. En e�et, nous nous
rendons compte que la plupart des probl�emes sur 12 p�eriodes, correspondants �a
une plani�cation pour une ann�ee enti�ere, sont r�esolus en moins d'une heure (ou
environ une heure). Ce qui permet �a cette mod�elisation de s'inclure dans un pro-
cessus global d'aide �a la d�ecision, o�u le d�ecideur peut, en faisant varier quelques
param�etres (en particulier sur les commandes des clients), rechercher plusieurs
solutions et choisir la plus int�eressante �a ses yeux. Cette solution n'est pas for-
c�ement celle de coût minimal, mais peut être une solution de coût l�eg�erement
plus �elev�e ayant d'autres caract�eristiques int�eressantes que seul le d�ecideur peut
�evaluer.
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Conclusion

Le travail expos�e dans cette th�ese s'int�eresse �a l'�etude d'une probl�ematique in-
dustrielle tr�es g�en�erale concernant l'ordonnancement d'une entreprise multisite.
Dans cette probl�ematique, les aspects de distribution ont un impact aussi impor-
tant que les aspects de production en terme de coûts.

Nous avons, au cours de ce m�emoire, pr�esent�e rapidemment les probl�emes d'or-
donnancement et en particulier les probl�emes d'ordonnancement sur machines
parall�eles, a�n de montrer que certains de ces probl�emes sont d�ej�a di�ciles pour
des probl�ematiques monosites. Puis nous avons �etudi�e le probl�eme global, r�eduit �a
une seule p�eriode en red�e�nissant la notion de produit et en agr�egeant les coûts de
distribution et les coûts de production. Ce probl�eme, qui peut être vu, une fois la
modi�cation r�ealis�ee, comme un probl�eme monosite, se traduit par un probl�eme
d'ordonnancement sur machines parall�eles non li�ees, avec temps de changement
d�ependant de la s�equence. C'est un probl�emeNP-di�cile, pour lequel, nous avons
propos�e des bornes, des m�ethodes exactes et des heuristiques de r�esolution. Il ap-
parâ�t clairement, que sans hypoth�eses suppl�ementaires, ce probl�eme est di�cile
�a r�esoudre et que seules les heuristiques permettent d'appr�ehender les probl�emes
de tailles r�eelles.

Dans la deuxi�eme partie du document, nous avons essay�e d'�etudier plus pr�ecis�e-
ment les caract�eristiques du probl�eme de fa�con �a tirer parti de la r�epartition g�eo-
graphique des sites de production. Nous avons propos�e, dans un premier temps,
une d�ecomposition spatiale d�ecouplant le probl�eme global en plusieurs probl�emes,
organis�es de fa�con hi�erarchique, dont les tailles permettent, la plupart du temps,
l'utilisation de m�ethodes exactes. L'exp�erience nous montre que cette approche
hi�erarchique permet d'obtenir de meilleures solutions qu'une approche centralis�ee.
Ainsi, la perte de pr�ecision induite par l'agr�egation n�ecessaire �a la d�ecomposition
est compens�ee par l'utilisation de m�ethodes plus e�caces.

Le dernier chapitre de la th�ese s'int�eresse �a un cas particulier. Il nous montre
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que lorsque l'on a une connaissance beaucoup plus pr�ecise du probl�eme r�eel, il
est possible de le r�esoudre beaucoup plus e�cacement, voire optimalement. En
e�et, le travail d'�epuration des donn�ees r�ealis�e au sein de l'entreprise permet de se
poser le probl�eme r�eel et non un probl�eme g�en�eral, voire g�en�erique. En d�e�nissant
plus pr�ecis�ement le probl�eme, on obtient de meilleurs mod�eles, plus proches de
la r�ealit�e et surtout de tailles plus petites. De meilleures r�esolutions sont alors
possibles et dans notre cas, nous pr�esentons une mod�elisation permettant une
r�esolution optimale d'un probl�eme de grande taille. Le probl�eme de d�epart est
pourtant de taille importante, puisqu'il s'agit de d�eterminer les plans de produc-
tion, pour l'ann�ee �a venir, des dix usines europ�eennes de la soci�et�e Pechiney.

Bien sûr la r�esolution propos�ee au chapitre 5 ne peut pas s'appliquer �a tout type
de probl�ematique multiproduit, multisite et multip�eriode et reste l'�etude d'un cas
particulier.

Aussi, une extension directe du travail pr�esent�e dans cette th�ese serait d'�etendre
les m�ethodes pr�esent�ees au cours des chapitres 3 et 4 de fa�con �a int�egrer les as-
pects multip�eriodes. En e�et, ces m�ethodes s'adressent �a des probl�ematiques plus
g�en�erales que la r�esolution par programmation lin�eaire mixte du chapitre 5 et sont
plus facilement transposables �a d'autres probl�ematiques. Etendre ces m�ethodes
�a des probl�ematiques multip�eriodes permettrait d'anticiper les uctuations de la
demande, ce qui est tr�es important pour des entreprises dont la demande est sai-
sonni�ere.

Une deuxi�eme perspective int�eressante serait de prendre en compte plus �nement
l'aspect temporel. En e�et, nous avons, dans ce m�emoire, consid�er�e que les d�elais
�etaient �x�es par p�eriode, et n'avons pas consid�er�e de d�elais au sein de la p�eriode.
En fonction de la mani�ere dont les commandes sont pass�ees avec les clients, il
peut être g�enant de ne consid�erer le temps que par p�eriode et ainsi de risquer de
livrer en �n de p�eriode un client qui avait pass�e sa commande pour le d�ebut de
p�eriode.

En�n, une troisi�eme perspective int�eressante serait la prise en compte de l'envi-
ronnement incertain dans lequel �evoluent les entreprises. En e�et, dans le monde
r�eel, bien rares sont les situations pour lesquelles il est possible de d�eterminer de
fa�con certaines toutes les donn�ees du probl�eme. D'un point de vue externe, des
perturbations peuvent arriver au niveau des commandes pr�evues, par exemple.
En e�et, les demandes sont directement li�ees aux pr�evisions de vente des clients,
qui elles-mêmes ne peuvent pas être connues avec pr�ecision. Il est donc tout �a
fait possible que ces pr�evisions ne soient pas v�eri��ees et que le client revoit �a
la baisse ou �a la hausse sa demande. Au niveau interne, des machines peuvent
tomber en panne et les perturbations ainsi engendr�ees doivent être absorb�ees.
Ainsi, �a tout niveau et �a tout moment, des perturbations risquent de venir g�ener
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le bon d�eroulement du plan de production pr�evu, et il est n�ecessaire de remettre
en cause un certain nombre de d�ecisions. La question est de savoir quelles d�eci-
sions remettre en cause. Jusqu'o�u la perturbation va-t-elle se propager? En ce qui
concerne les perturbations internes, un premier �el�ement de r�eponse a �et�e donn�e
au chapitre 4. Ces perturbations arrivent au niveau de la production et il semble
int�eressant de les traiter le plus localement possible. Pour cela, la structure hi�e-
rarchique propos�ee semble être appropri�ee puisqu'elle d�ecompose l'ensemble de la
division industrielle en sous-groupes. Chacun de ces groupes a une autonomie de
d�ecision qu'il est int�eressant d'exploiter pour absorber les perturbations internes
et locales. Pour les perturbations externes, si le traitement local n'est pas r�eali-
sable, il est n�ecessaire de revoir les d�ecisions concernant l'ensemble du syst�eme
de production, ce qui peut être tr�es g�enant vis-�a-vis des di��erentes usines. Il peut
donc être utile de r�e�echir �a une m�ethode remettant en cause le moins de d�eci-
sions possible, mais tout aussi e�cace, qui utilisent la coop�eration entre r�egions
par exemple.
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Notations

Lorsque les aspects multip�eriode sont consid�er�es, l'exposant t indique que la don-
n�ee (ou la variable) correspond �a la p�eriode t. Par exemple,Bt

m indique la capacit�e
de la machine m pour la p�eriode t.

Entit�es et indices

c Indice des clients
C(i) ensemble de clients ayant command�e du produit i
F Ensemble des fabriques (= f1 : : : jF jg)
Fr Ensemble de fabriques (usines) de la r�egion r (1 : : : jFrj)
i Indice de tâches
J Ensemble des tâches �a r�ealiser (= f1 : : : jJ jg)
j Indice de tâches
Jf Ensemble des tâches �a r�ealiser par l'usine f (1 : : : jJf j)
Jr Ensemble de tâches �a r�ealiser par la r�egion r
k Indice de processeurs
l Indice relatif aux positions d'un ordonnancement
Lm Ensemble des position valides pour le processeur m
M Ensemble des processeurs
m Nombre de processeurs
Mf Ensemble des machines de l'usine f (1 : : : jMf j)
Mj Ensemble des processeurs potentiels pour l'ex�ecution de la tâche j
N Ensemble des tâches
n Nombre de tâches
P Ensemble des processeurs
PR(s) Ensemble des pr�ed�ecesseurs compatibles avec la s�equence s
s Indice des s�equences
Sm Ensemble des s�equences admissibles pour m
SU(s) Ensemble des successeurs compatibles avec la s�equence s
w Indice des stocks
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Donn�ees

Bm Capacit�e de la machine m
Bf Capacit�e de production de l'usine f
Br Capacit�e de production de la r�egion r
Camc Coût d'acheminement de m �a c
Ccijf Coûts de changement de la tâche i �a la tâche j dans l'usine f
Ccijm Coût de changement de la tâche i �a la tâche j sur la machine m
Ccsm Coût de changement relatif �a la s�equence s sur la machine m
Cfim Coût �xe relatif �a la fabrication de i sur m
Chm Coût horaire de la machine m
Clsc Coût de livraison de s �a c
Cpif Coût de production de la tâche i dans l'usine f
Cpim Coût de production de la tâche i sur la machine m
Csis Coût de stockage de i dans le stock s
Ctif Coût de transport de la tâche i depuis l'usine f
Ctim Coût de distribution de la tâche i depuis la ligne m
Ctms Coût de transport de m �a s
Dic Demande en produit i du client c
Dil Demande des clients
Dis Pr�evisions de stockage (demande arti�cielle)
dj Date d'�ech�eance souhait�ee de la tâche j
~dj Date d'�ech�eance imp�erative de la tâche j
Ks Capacit�e de stockage du stock s
Kw Capacit�e de stockage du stock w
pim Temps d'ex�ecution de la tâche i sur le processeur k
rj Date de disponibilit�e de la tâche j
sijk Temps de changement entre la tâche i et la tâche j sur le processeur k
T Longueur de la p�eriode
Tcijf Temps de changement de la tâche i �a la tâche j dans l'usine f .
Tcijm Temps de changement de la tâche i �a la tâche j sur la machine m
Tcsm Temps de changement relatif �a la s�equence s sur la machine m
Tpif Temps de production de la tâche i dans l'usine f
Tpim Temps de production de la tâche i sur la machine m
Vi Volume du produit i
wj Poids de la tâche j
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Variables et R�esultats

� Ordonnancement r�ealisable
� Poids donn�e au crit�ere temps
aimc Quantit�e de i achemin�ee directement de m �a c
cj Date de �n d'ex�ecution de la tâche j
Cmax Date de �n d'ex�ecution de la derni�ere tâche (Cmax = maxjCj)
CAim Coût d'a�ectation de la tâche i sur le processeur m
fj Dur�ee du ot de la tâche j
F Dur�ee du ot totale (F =

P
j fj)

limc Quantit�e de i livr�ee depuis s jusqu'�a c
lj Retard alg�ebrique de la tâche j (lj = cj � dj)
Lmax Retard alg�ebrique maximal Lmax = maxjlj
L(m) Nombre maximal de positions valides pour le processeur m
Om Ordonnancement de la ligne m
pim Quantit�e de produit i fabriqu�ee sur la ligne m
qim Quantit�e de i fabriqu�ee sur m
qwc Quantit�e de produit transport�ee depuis le stock w jusqu'au client c
sis Quantit�e de i dans le stock s
siw Quantit�e de produit i traversant le stock w
TAim Temps d'a�ectation de la tâche i sur le processeur m
tims Quantit�e de i transport�ee depuis m jusqu'�a s
timw Quantit�e de produit i transport�ee depuis la ligne m jusqu'au stock w
tj Retard de la tâche j (tj = maxj(0; lj))
Tmax Retard maximal Tmax = maxjtj

xijm =

(
1 Si la tâche j suit la tâche i sur la machine m
0 Sinon

yilm =

(
1 Si la tâche i est ex�ecut�ee sur m en le position
0 Sinon

yms =

(
1 Si la s�equence s est choisie pour la ligne m
0 Sinon


