
HAL Id: tel-00004892
https://theses.hal.science/tel-00004892

Submitted on 19 Feb 2004

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Extraction de surfaces à partir d’images
tridimensionnelles : approche discrète et approche par

modèle déformable
Jacques-Olivier Lachaud

To cite this version:
Jacques-Olivier Lachaud. Extraction de surfaces à partir d’images tridimensionnelles : approche dis-
crète et approche par modèle déformable. Modélisation et simulation. Université Joseph-Fourier -
Grenoble I, 1998. Français. �NNT : �. �tel-00004892�

https://theses.hal.science/tel-00004892
https://hal.archives-ouvertes.fr


UNIVERSITE JOSEPH FOURIER-GRENOBLE 1

INFORMATIQUE ET MATHEMATIQUES APPLIQUEES

THESE

pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L'UNIVERSITE JOSEPH FOURIER

Discipline : Informatique

pr�esent�ee et soutenue publiquement

par

Jacques-Olivier LACHAUD

le 9 juillet 1998

Extraction de surfaces �a partir d'images tridimensionnelles :

approche discr�ete et approche par mod�ele d�eformable

Directeur de th�ese : Mme Annick MONTANVERT

COMPOSITION DU JURY

Bernard LACOLLE, Pr�esident
Laurent COHEN, Rapporteur
Pascal LIENHARDT, Rapporteur
Jean-Marc CHASSERY, Examinateur
Herv�e DELINGETTE, Examinateur
Annick MONTANVERT, Examinateur



2



3

Remerciements

Cette th�ese s'est d�eroul�ee au sein du laboratoire de l'Informatique du Parall�elisme, �a
l'ENS Lyon, et du laboratoire TIMC/IMAG, �a Grenoble. Je tiens ici �a exprimer tous mes
remerciements et ma plus vive gratitude �a :

{ Bernard Lacolle, pour m'avoir fait l'honneur de pr�esider mon jury,

{ Laurent Cohen et Pascal Lienhardt, qui ont eu la gentillesse d'accepter d'être rappor-
teurs de cette th�ese, avec tout le travail que cela repr�esente, et qui ont su me donner
commentaires, conseils et encouragements au moment o�u j'en avais le plus besoin,

{ Herv�e Delingette, pour avoir accept�e de participer �a mon jury, et dont les travaux ont
profond�ement in
uenc�e ma th�ese,

{ Jean-Marc Chassery, pour m'avoir accueilli dans son �equipe pendant cette derni�ere
ann�ee de th�ese, pour son enthousiasme et ses pr�ecieux conseils, et pour l'ambiance qui
r�egne dans son �equipe grâce �a lui.
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recherches pendant ces trois ann�ees, grâce �a une con�ance en mes capacit�es constamment
renouvel�ee. Elle a su me laisser une grande autonomie et, malgr�e un emploi du temps
inhumain, me consacrer le temps n�ecessaire pour que ma th�ese se d�eroule dans les meilleures
conditions. Grâce �a elle, j'ai d�ecouvert le monde de la recherche et appris qu'un chercheur
ne fait pas que chercher. Je la remercie pour tout cela et plus encore pour tous les bons
moments que nous avons eu, qui ont r�eussi �a forger une amiti�e et un respect mutuels.

Deux ann�ees de ma th�ese se sont d�eroul�ees au LIP, et je remercie vivement Michel Cos-
nard et Yves Robert de m'avoir accueilli dans leur laboratoire. J'ai pu y faire la connaissance
de gens passionnants, et ma reconnaissance va particuli�erement �a Serge Miguet.

Comment parler du LIP, sans parler du bureau 314, haut-lieu culturel o�u s�evissaient
Jean-Marc Pierson et Jean-Marc Nicod, mes deux acolytes de bureau. Qu'ils soient �eternel-
lement remerci�es pour ces deux ann�ees pass�ees ensembles. Je tiens aussi �a remercier tout
sp�ecialement le grimpeur Pierre-Yves Calland et le philosophe Thierry Chich (deux baby-
footeurs de la premi�ere heure), le sociologue Richard Baron (vive l'aviron libre), le pilier
Olivier Peyran et le graphologue Cyril Gavoille. Merci pour ces excellentes ann�ees.

L'interm�ede militaire �a Paris n'aura pas compl�etement �et�e perdu. J'ai eu la chance
d'être avec des compagnons d'infortune de haute vol�ee et je remercie tout particuli�erement
les membres de Janus, alias Guillaume Berche (BEEEERRRCHE !!), Jean-Michel Savignat
et Xavier Cavin.



4

Ma derni�ere ann�ee s'est d�eroul�ee �a TIMC. L�a-bas, j'ai pu côtoyer un certain nombre de
personnes qui ont grandement in
uenc�e mes travaux et ma personnalit�e : Laurent H�eliot et
DominiqueAttali (mes co-bureaux), Fabien Mongelard et Yves Usson (les biologistes). En�n,
un grand merci �a toute l'�equipe Infodis (mais aussi aux �equipes SIC et RFMQ) pour leur
accueil et leur excellente compagnie pendant cette derni�ere ann�ee, avec des remerciements
tout particulier pour Jo�elle Vittone, Patrick et Ingrid Bas, Didier Morel, ainsi que pour
Paulette Souillard et Nicole Brochier.

J'adresse aussi ma plus vive gratitude aux gens que j'ai pu rencontrer dans le cadre
de conf�erences (je pense particuli�erement �a Ruzena Bajcsy et Walter Kropatsch) et dans le
cadre du projet (( c�ur battant )) (avec une mention sp�eciale pour Marie-Paule Cani-Gascuel
et Mathieu Desbrun).

En l'honneur de tous ces hommes et ces femmes qui se battent pour le bonheur de
l'humanit�e, je salue respectueusement Rodolphe, Pascal, Guillaume et Marc, qui �uvrent
dans l'ombre pour la promotion de la recherche.

Je remercie aussi ma famille au grand complet pour leur constant soutien a�ectif.
En�n, je tiens �a remercier tout sp�ecialement Nad�ege, qui a r�eussi l'exploit, somme toute

assez rare, de supporter le même th�esard pendant ses trois ann�ees d'errements.
En bref, merci �a toutes et �a tous.



TABLE DES MATI�ERES 5

Table des mati�eres

Pr�eambule 9

1 Imagerie tridimensionnelle 11

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2 Moyens d'acquisition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.1 En m�edecine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.2 En biologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3 Exploitation des donn�ees volum�etriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.4 Organisation de la th�ese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Extraction de structures g�eom�etriques de donn�ees volum�etriques 17
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 M�ethodes discr�etes de reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.1 Segmentation et classi�cation des donn�ees . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2.2 Extraction directe d'un mod�ele g�eom�etrique . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3 Segmentation/reconstruction par mod�ele d�eformable . . . . . . . . . . . . . . 24
2.3.1 Mod�ele d�eformable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.3.2 Approche fronti�ere : image de contours . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.3.3 Approches hybrides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3 Reconstructions discr�etes 29
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.2 G�en�eration d'iso-surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.3 Topologie digitale et combinatoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.3.1 D�e�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.3.2 Plongement d'ensembles de voxels dans l'espace Euclidien . . . . . . 34
3.3.3 Int�erieur et ext�erieur de vari�et�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.3.4 Vari�et�es combinatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.4 Construction de l'iso-surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.4.1 Propri�et�es attendues des iso-surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.4.2 Construction locale sur une con�guration . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.4.3 Construction de l'iso-surface toute enti�ere . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.5 Subdivision de la ��-iso-vari�et�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.5.1 Subdivision g-convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48



6 TABLE DES MATI�ERES

3.5.2 S�eparation du fond et du devant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.5.3 Obtention de la ��-iso-surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.6 R�esultats exp�erimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.6.1 Calcul des tables de con�gurations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.6.2 R�esultats sur des images synth�etiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.6.3 Application �a la reconstruction de donn�ees m�edicales . . . . . . . . . 56

3.7 Propri�et�es des ��-iso-surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.7.1 D�e�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.7.2 Adjacence entre surfels de l'interface . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.7.3 Lien surfaces digitales et iso-surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4 Mod�eles d�eformables en imagerie 65
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.2 D�eformation par minimisation d'�energie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.2.1 Mod�eles actifs �elastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.2.2 Autres contours actifs �elastiques (2D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.2.3 Extension 3D : les surfaces actives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.2.4 Mod�eles actifs param�etriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.3 Mod�eles d�eformables probabilistes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.3.1 Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.3.2 Lien avec la minimisation d'une �energie . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.4 Evolution par application de forces locales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.4.1 Mod�eles non-structur�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.4.2 Mod�eles �a structure �xe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.4.3 Mod�eles �a structure variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.5 Mod�eles d�eformables �a base physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.6 Approche discr�ete des d�eformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.7 D�eformations bas�ees sur un mod�ele de r�ef�erence . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.8 Approche Eulerienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.8.1 Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.8.2 Extensions et discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.8.3 Lien avec la minimisation d'une �energie . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.9 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
4.9.1 Discussion sur les mod�eles pr�esent�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
4.9.2 Elaboration d'un mod�ele g�en�erique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

5 Mod�ele g�en�erique pour la segmentation/reconstruction d'images 3D 87

5.1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.2 Descriptif du mod�ele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.3 G�eom�etrie et topologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

5.3.1 Une surface combinatoire triangul�ee . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
5.3.2 Contraintes g�eom�etriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
5.3.3 Transformations topologiques Euleriennes . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.3.4 Transformations topologiques non-Euleriennes . . . . . . . . . . . . . 96



TABLE DES MATI�ERES 7

5.3.5 Ra�nement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
5.3.6 Autres mod�eles �a topologie adaptative . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

5.4 Dynamique et �evolution du mod�ele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
5.4.1 Dynamique Lagrangienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
5.4.2 Contraintes internes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
5.4.3 Lien avec la minimisation d'une �energie . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
5.4.4 Estimation et in
uence des param�etres . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
5.4.5 Heuristique de traitement des sommets immobiles . . . . . . . . . . . 108
5.4.6 R�esolution num�erique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

5.5 Interaction avec les donn�ees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
5.6 Espace image et multi-r�esolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

5.6.1 Approche multi-�echelle avec des pyramides . . . . . . . . . . . . . . . 114
5.6.2 Pyramide d'images 3D de r�eduction arbitraire . . . . . . . . . . . . . 115
5.6.3 Relation image { mod�ele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
5.6.4 Surface �evoluant dans une image anisotrope . . . . . . . . . . . . . . 121

5.7 Algorithme de segmentation/reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
5.7.1 �Evolution dynamique, g�eom�etrique et topologique . . . . . . . . . . . 122
5.7.2 Segmentation/reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

5.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

6 Applications en imagerie biom�edicale 129

6.1 Pr�esentation des donn�ees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
6.1.1 Coupes dans les donn�ees volum�etriques . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
6.1.2 Iso-surfaces extraites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

6.2 Segment./Recons. par mod�ele d�eformable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
6.2.1 Comparaison approche directe/pyramidale . . . . . . . . . . . . . . . 134
6.2.2 Autres exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6.2.3 Optimisation de la convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

6.3 Enchâ�nement des deux approches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
6.3.1 Simpli�cation par mod�ele d�eformable . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

6.4 Robustesse du mod�ele d�eformable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
6.4.1 Vis-�a-vis de la multi-r�esolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
6.4.2 Vis-�a-vis du param�etrage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

6.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

7 Conclusion et perspectives 149
7.1 R�esum�e et contributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
7.2 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

A El�ements de topologie des surfaces 155

A.1 D�e�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
A.1.1 Vari�et�es et surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
A.1.2 Orientation des 2-vari�et�es dans R3 sans bord . . . . . . . . . . . . . . 156
A.1.3 Poly�edres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
A.1.4 Objets et vari�et�es combinatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160



8

A.2 Propri�et�es et th�eor�emes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
A.2.1 Vari�et�es et surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
A.2.2 Triangulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

A.3 Classi�cation des surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
A.3.1 Classi�cation et invariants topologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
A.3.2 Caract�eristique d'Euler des surfaces triangul�ees . . . . . . . . . . . . 165

A.4 Homotopie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

B Singularit�es lors d'�evolution de surfaces 167

C Justi�cation analytique des transformations topologiques 171



9

Pr�eambule

L'imagerie tridimensionnelle regroupe l'acquisition, l'exploitation et l'interpr�etation de
donn�ees volum�etriques (on dit aussi images tridimensionnelles). C'est un domaine qui
connâ�t un plein essor depuis une dizaine d'ann�ees, notamment grâce aux progr�es techniques
et �a ses nombreux d�ebouch�es dans les domaines m�edicaux et biologiques.

Si leur simple visualisation est utile pour appr�ehender les formes composant l'image, elle
ne su�t pas pour en extraire des informations quantitatives, informations indispensables �a
toute exploitation. Il faut donc extraire des repr�esentations g�eom�etriques des constituants
de l'image, sous forme de surfaces ou de volumes. Les caract�eristiques g�eom�etriques, topo-
logiques, physiques ou statistiques des di��erentes composantes de l'image sont d�eduites de
ces repr�esentations.

Cette extraction rassemble deux op�erations majeures sur les donn�ees : la segmentation,
qui r�ealise une partition de l'image en ses composantes, et la reconstruction, qui transforme
les composantes d�etect�ees en structures g�eom�etriques.

Cette th�ese s'inscrit dans cette probl�ematique de segmentation/reconstruction, en explo-
rant di��erentes approches, et en combinant leurs sp�eci�cit�es. Dans un premier temps, nous
�evoquons le contexte d'utilisation que nous avons approfondi, �a savoir l'imagerie biom�edicale
tridimensionnelle, puis nous rappelons les deux approches mises en �uvre pour r�epondre �a
cette probl�ematique : les algorithmes de reconstruction discr�ete et les mod�eles d�eformables.

Nous �etudions d'abord les algorithmes de reconstruction discr�ete, qui s'appuyent sur la
nature discr�ete des donn�ees pour en extraire rapidement des repr�esentations g�eom�etriques.
Par une approche formelle, nous proposons un algorithme de reconstruction qui fait le lien
entre les deux m�ethodes discr�etes les plus couramment employ�ees (le marching-cubes et le
suivi de surfaces digitales).

L'inconv�enient des approches pr�ec�edentes est de n�egliger le probl�eme de la segmentation
des donn�ees : elles font l'hypoth�ese que les donn�ees ont �et�e segment�ees pr�ealablement ou que
leur simple seuillage est su�sant pour isoler les di��erents constituants.

Un mod�ele d�eformable r�eunit les deux aspects de la segmentation/reconstruction, car
il s'appuie sur sa forme g�eom�etrique et sur des contraintes issues de l'image pour en esti-
mer de plus en plus pr�ecis�ement les composantes. Sa forme g�eom�etrique �nale repr�esente
directement la composante de l'image extraite.

Les mod�eles d�eformables sont tr�es souvent limit�es �a l'extraction de formes simples. Nous
proposons un mod�ele g�en�erique, bas�e sur une surface triangul�ee hautement d�eformable,
apte �a appr�ehender des formes arbitrairement complexes, et r�eunissant des caract�eristiques
int�eressantes provenant de mod�eles d�eformables vari�es.

Nous appliquons les deux approches �a des donn�ees biom�edicales, a�n d'estimer leurs
qualit�es respectives et de mesurer la validit�e et la robustesse des approches propos�ees. Nous
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montrons en�n les potentialit�es o�ertes par la combinaison des deux approches.
Si les approches propos�ees ont �et�e appliqu�ees �a l'extraction de formes d'images bio-

m�edicales, elles peuvent aussi être employ�ees dans d'autres domaines. En topologie digi-
tale, les propri�et�es des surfaces extraites par notre algorithme de reconstruction discr�ete
montrent l'�equivalence entre une repr�esentation combinatoire et une repr�esentation discr�ete
des images. En outre, de nombreux domaines ont besoin de mod�eles g�eom�etriques poss�edant
une topologie adaptative : en mod�elisation, en animation et synth�ese d'images, en recons-
truction de donn�ees non-structur�ees, en simulation, etc. Ces applications constituent autant
de nouvelles directions de recherche, qu'il est int�eressant de poursuivre.
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Chapitre 1

Imagerie tridimensionnelle

1.1 Introduction

L'imagerie tridimensionnelle est un domaine r�ecent, en pleine expansion, qui est apparu
avec la mise au point de modalit�es d'acquisition d'images e�ectuant l'�echantillonnage d'un
volume d'espace. Elle autorise l'examen de structures internes de mani�ere non-invasive,
souvent avec une totale inocuit�e. Ces modalit�es sont particuli�erement int�eressantes dans
l'examen de tissus vivants.

Les techniques d'imagerie tridimensionnelle sont devenues indispensables en m�edecine,
notamment dans l'aide au diagnostic pour le sp�ecialiste. Les pathologies peuvent ainsi être
d�etect�ees dans un �etat d'avancement moindre, avant même l'apparition de symptômes ex-
ternes. Ces techniques permettent au chirurgien de localiser pr�ecis�ement les tumeurs et foyers
infectieux et de mesurer leur �etendue. En biologie, elles fournissent une carte des structures
biologiques microscopiques, dont l'�etude permet leur interpr�etation fonctionnelle. La g�eolo-
gie s'int�eresse aussi �a ce nouveau domaine, par exemple dans l'analyse de la structure des
compos�es min�eraux.

Depuis peu, de nombreuses recherches sont men�ees pour d�epasser la simple (( visuali-
sation )) des donn�ees tridimensionnelles et tenter d'exploiter au maximum la richesse des
informations contenues dans ce type de donn�ees. Des techniques de segmentation et de re-
construction sont peu �a peu mises au point pour construire des repr�esentations g�eom�etriques
des structures anatomiques ou biologiques cartographi�ees dans ces donn�ees. Ces repr�esenta-
tions constituent une information r�e-exploitable dans beaucoup d'autres applications. Elles
permettent la constitution d'atlas anatomiques, qui quanti�ent la variabilit�e de certaines
structures anatomiques. Elles permettent �a un chirurgien de plani�er une op�eration. En
radioth�erapie, elles facilitent la d�etermination des directions (( optimales )) pour irradier
une zone tumorale en minimisant les d�egâts sur les tissus sains. Les repr�esentations g�eom�e-
triques sont primordiales dans la mise au point de proth�eses : celles-ci peuvent être valid�ees
(( virtuellement )) puis fabriqu�ees simplement �a partir de cette repr�esentation.

Ainsi, un grand nombre d'applications n�ecessite des repr�esentations g�eom�etriques des
structures internes d�ecrites par les images. Pour les construire, deux transformations doivent
être faites sur les images : la segmentation qui isole les di��erents constituants et la recons-
truction qui fabrique une ou plusieurs structures g�eom�etriques �a partir des constituants
extraits. Ces transformations ne sont en g�en�eral pas triviales, car les modalit�es d'acquisi-
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tion des images ne fournissent qu'un �echantillonnage du volume d'espace consid�er�e et cet
�echantillonnage n'est repr�esentatif que de certaines propri�et�es sp�eci�ques des objets ou tissus
observ�es. En cons�equence, deux composantes distinctes mais de même nature seront indis-
sociables sur l'image si elles se touchent dans la r�ealit�e. Plus probl�ematique, deux tissus
di��erents pourront avoir des caract�eristiques communes qui les feront r�eagir identiquement
sur certaines modalit�es d'acquisition. D'autres probl�emes peuvent gêner le calcul de ces
repr�esentations : bruits sur les donn�ees, anisotropie des images, d�eformations suivant un
axe, contraste ou luminosit�e variable dans l'espace image, artefacts produits par des objets
m�etalliques, r�esolution d'�echantillonnage.

Cette th�ese s'int�eresse �a l'extraction de formes g�eom�etriques �a partir de telles donn�ees,
et �a ses applications dans le domaine biom�edical. Dans ce chapitre, nous pr�esentons succinc-
tement les principales modalit�es d'acquisition d'images tridimensionnelles utilis�ees dans ce
domaine, puis nous examinons les probl�emes sp�eci�ques li�es �a la visualisation et �a l'exploi-
tation de donn�ees volum�etriques. Nous terminons ce chapitre en pr�esentant l'organisation
de ce m�emoire et les principales contributions que cette th�ese apporte �a ce domaine de
recherche.

1.2 Moyens d'acquisition

1.2.1 En m�edecine

Les di��erentes modalit�es d'acquisition d'images tridimensionnelles permettent d'obtenir
un panel vari�e de (( cartes )) anatomiques ou fonctionnelles du corps humain. Suivant ce que
le praticien souhaite examiner en priorit�e, certaines modalit�es r�epondront mieux �a ce besoin.

La tomodensitom�etrie, ou tomographie X assist�ee par ordinateur, ou encore scanner X,
est une technique d�eriv�ee de la radiographie qui s'appuie sur l'absorption plus ou moins
importante des rayons selon le milieu travers�e. Le principe est de prendre un certain nombre
d'images ou projections suivant des directions di��erentes, puis, �a partir d'une transform�ee
math�ematique, reconstruire un volume de donn�ees �a partir de cet ensemble de projections.
Plusieurs techniques sont utilis�ees pour balayer au mieux le volume d'int�erêt a�n d'aug-
menter la qualit�e des images tridimensionnelles reconstruites et de diminuer les doses de
radiation : source en rotation ou en spirale, faisceaux parall�eles ou coniques. L'image obte-
nue met particuli�erement en valeur les tissus osseux du patient. En utilisant des produits de
contraste, certaines r�egions peuvent être davantage mises en valeur. Son apport diagnostique
est primordial dans les pathologies abdominales, les mesures orthop�ediques, les pelvim�etries
et cette technique sert aussi pour rep�erer les tumeurs ou l�esions c�er�ebrales.

L'Imagerie par R�esonnance Magn�etique Nucl�eaire (ou IRM) est une technique non-
invasive, d'une totale inocuit�e, bas�ee sur la d�etection de la r�esonnace des atomes de certaines
mol�ecules (noyaux d'hydrog�enes en IRM anatomique). L'�emission de rayonnements radiofr�e-
quences stimule les noyaux d'hydrog�ene contenus dans l'eau. Apr�es l'arrêt de la stimulation,
les atomes d'hydrog�ene dissipent cette �energie suivant di��erents plans sous l'action d'un
puissant champ magn�etique. En recueillant cette �energie, on reconstruit une carte �ener-
g�etique de la partie �etudi�ee du corps. L'image tridimensionnelle r�esultante repr�esente la
composante en eau des tissus, leurs vascularisations et leurs �eventuelles pathologies. L'IRM
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anatomique est d'un usage courant aujourd'hui, notamment pour d�etecter des pathologies
tumorales ou infectieuses.

L'IRM est aussi utilis�ee pour former des images angiographiques tridimensionnelles. On
injecte au pr�ealable au patient des produits de contraste. Certains vaisseaux (e.g., art�eres
du cou, du cerveau) ressortent ainsi sur les images IRM obtenues.

Avec des techniques plus rapides d'acquisition, on peut r�ealiser des images de r�esonnance
magn�etique nucl�eaire en des temps tr�es brefs (un dixi�eme �a un centi�eme de seconde). Cela
permet de suivre certains aspects du m�etabolisme. Par exemple, en imagerie c�er�ebrale,
les propri�et�es de r�esonnance magn�etique de l'h�emoglobine varient l�eg�erement suivant que la
mol�ecule est li�ee ou non �a l'oxyg�ene. On acc�ede ainsi �a une information de l'activit�e c�er�ebrale
avec des images montrant les variations du d�ebit sanguin.

L'�echographie tridimensionnelle est une technique r�ecente. Son principe est de projeter un
faisceau d'ondes ultra-sonores qui sera plus ou moins r�e
�echi selon les structures organiques
rencontr�ees. Une sonde est promen�ee sur la r�egion que l'on souhaite examiner. En analysant
les ondes r�e
�echies, une �etape d'interpr�etation et de reconstruction par ordinateur permet de
construire une image tridimensionnelle. L'inocuit�e de cette m�ethode est totale. Les premi�eres
applications concernent la recherche de malformations dans le f�tus. En utilisant l'e�et
Doppler, on peut aussi �etudier les 
ux sanguins dans les art�eres et veines.

En imagerie fonctionnelle, et notamment en imagerie c�er�ebrale fonctionnelle, d'autres
outils ont �et�e d�evelopp�es. Ainsi, l'�electro-enc�ephalographie mesure les potentiels �electriques
�a la surface du crâne par le biais d'�electrodes et suit leur �evolution avec une grande pr�eci-
sion temporelle. La reconstruction d'une image tridimensionnelle �a partir des positions des
�electrodes est en revanche d�elicate car il n'y a pas unicit�e de la reconstruction. La magn�eto-
enc�ephalographie mesure quant �a elle l'intensit�e (ou le gradient) du champ magn�etique au
voisinage du cuir chevelu et poss�ede aussi une tr�es bonne r�esolution temporelle. La tomogra-
phie par �emissions de positons (ou positrons) est une technique bas�ee sur la localisation des
d�esint�egrations de certains �el�ements radioactifs (comme l'oxyg�ene 15) : lorsque le positon
produit rencontre un �electron, deux photons gamma sont �emis en directions oppos�ees. En
d�etectant plusieurs de ces �ev�enements, un ensemble de droites est d�etermin�e dont l'intersec-
tion localise la source. Le proc�ed�e est donc r�eellement tridimensionnel et permet par exemple
de localiser les zones o�u le d�ebit sanguin s'est accru, en injectant de l'eau (( marqu�ee )) au
patient.

1.2.2 En biologie

L'examen des structures microscopiques fait de plus en plus appel aux techniques d'ima-
gerie tridimensionnelle, même si les �echantillons biologiques sont souvent d�et�erior�es par les
modalit�es d'acquisition mises en �uvre. Suivant l'�echelle o�u les �echantillons sont examin�es,
di��erentes techniques sont utilis�ees. La microscopie confocale construit une s�erie de coupes
optiques en d�epla�cant progressivement le plan focal d'int�erêt. La r�esolution est l�eg�erement
inf�erieure au microm�etre. Les structures d'int�erêt doivent être marqu�ees (par exemple �a
l'aide de marqueurs 
uorescents) pour se d�etacher des autres composants. La microscopie
�electronique atteint des r�esolutions encore plus importantes (inf�erieures �a 50 nm) en utili-
sant un faisceau d'�electrons au lieu du rayonnement visible. En m�etallisant les �echantillons
biologiques, une image tridimensionnelle de leur surface peut être construite.
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Ces images construites permettent l'�etude des structures des cellules, des noyaux des
cellules et de leurs consituants (chromosomes et ADN par exemple). Elles sont indispensables
pour comprendre leur structure avant de comprendre leur fonctionnement. L'analyse de ces
images permet aussi une �etude quantitative des objets �etudi�es.

1.3 Exploitation des donn�ees volum�etriques

L'être humain visualise naturellement des images bidimensionnelles (le plus souvent sous
forme de grilles de pixels d'intensit�e variable). Il est en revanche tr�es di�cile de lui pr�esenter
une image tridimensionnelle sous une forme qu'il appr�ehende facilement. Similairement aux
images bidimensionnelles, on appelle voxel un point d'une image 3D.

La fa�con la plus simple et la plus na��ve est de fournir �a l'observateur un ensemble de
coupes des donn�ees suivant di��erents axes. En visitant ces coupes, l'observateur a acc�es �a
toute l'information et doit th�eoriquement être capable de se repr�esenter mentalement les
formes contenues dans l'image. Cette op�eration est n�eanmoins tr�es di�cile �a r�ealiser pour
le cerveau humain et est pour le moins approximative. En e�et, l'information est constitu�ee
de niveaux de gris, parfois peu discernables ou bruit�es, et les fronti�eres entre objets ne sont
visibles que suivant certains axes. En�n, notre esprit peine �a fusionner les informations
de coupes distinctes. Un moyen de contourner ce probl�eme est de connâ�tre �a l'avance la
g�eom�etrie de la forme observ�ee (par exemple, en ayant examin�e un mod�ele obtenu par
dissection). Le risque est alors d'inventer des informations qui, si elles apparaissent sur le
mod�ele, n'existent pas forc�ement sur l'objet observ�e.

Une deuxi�eme approche consiste �a consid�erer les donn�ees du volume avec un certain
degr�e de transparence et de r�e
ection et �a examiner cet objet par lancer de rayons. Les
images obtenues sont similaires �a des projections o�u l'intensit�e du point projet�e par un rayon
d�epend de l'accumulation des intensit�es et des transparences des donn�ees travers�ees par ce
rayon (une radiographie suit quasiment le même principe). On parle de rendu volum�etrique
[38] (voir la Figure 1.1 qui montre deux exemples de ce rendu). Le degr�e de transparence
est attribu�e �a une intensit�e : tous les voxels qui ont la même intensit�e ont donc la même
transparence. Toute la di�cult�e r�eside dans le choix de cette valeur de transparence pour
chacune des intensit�es de l'image. En cherchant �a faire disparâ�tre certains tissus pour en
mettre d'autres en valeur, il est tr�es probable que des zones d'int�erêt deviennent invisibles ou
soient occult�ees par d'autres constituants. Même si on peut am�eliorer les r�esultats de cette
technique en pla�cant des plans d�ecoupant l'image, le rendu volum�etrique reste inexploitable
sur certains types d'images (e.g., IRM, �echographie).

Pour appr�ehender des formes tridimensionnelles, notre cerveau visualise le bord (ou fron-
ti�ere) de ces formes suivant di��erents points de vue. Les objets �etant en g�en�eral opaques,
avoir une repr�esentation du bord des constituants de l'image est su�sant pour les visualiser.
Le probl�eme est alors de d�eterminer les fronti�eres de chacun des constituants de l'image,
ce qui revient �a construire une repr�esentation g�eom�etrique des bords des composantes de
l'image. Ainsi, même dans le cadre de la visualisation et du rendu de donn�ees volum�e-
triques, il est parfois n�ecessaire de construire des objets g�eom�etriques approchant les formes
de l'image. Certains auteurs, comme Udupa et al. [137], ont montr�e les avantages d'une
extraction de surface fronti�ere par rapport au rendu volum�etrique dans le rendu d'os �ns,
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(a) (b)

Fig. 1.1 { Rendu volum�etrique de deux volumes de donn�ees m�edicaux : (a) image obtenue
par tomodensitom�etrie et mettant en valeur les tissus osseux de la tête ; (b) angiographie par
r�esonnance magn�etique �a contraste de phase et repr�esentant les vaisseaux du cerveau.

des fractures et sutures, des textures �nes, mais aussi du point de vue du temps de calcul
et de la m�emoire n�ecessaire.

Par ailleurs, la simple (( visualisation )) des images n'est pas su�sante pour d�eduire
des caract�eristiques pr�ecises souvent n�ecessaires au diagnostic. Une repr�esentation g�eom�e-
trique permet alors d'exploiter le contenu des donn�ees volum�etriques dans un grand nombre
d'applications : visualisation et examen non-invasif, analyse quantitative ou statistique, si-
mulation, r�ealit�e augment�ee, chirurgie assist�ee par ordinateur, enregistrement dans un atlas,
extraction de caract�eristiques, mise en correspondance, classi�cation, etc. Si un ensemble de
donn�ees spatio-temporelles est fourni, les repr�esentations g�eom�etriques facilitent le suivi et
la mod�elisation physique des constituants.

1.4 Organisation de la th�ese

L'extraction de structures g�eom�etriques apparâ�t donc comme un processus indispen-
sable �a la visualisation et �a l'exploitation des donn�ees tridimensionnelles. Les techniques
d'extraction sont souvent tr�es li�ees �a la nature des donn�ees ; par exemple il est d�elicat d'ap-
pliquer une technique e�cace en tomodensitom�etrie sur des images issues d'IRM.

Dans le Chapitre 2, nous rappelons qu'il existe deux grandes approches au probl�eme de
la d�etection des composantes d'une image. L'approche r�egion conduit �a des processus de
classi�cation des voxels des images suivant la composante �a laquelle ils appartiennent, en
utilisant des crit�eres de similitude. L'approche fronti�ere d�etermine les lieux des variations
importantes dans les images et recherche les bords des constituants. Suivant l'approche,
la construction des structures g�eom�etriques pourra être e�ectu�ee soit directement par des
algorithmes discrets de reconstruction, soit it�erativement par le biais demod�eles d�eformables.

Le Chapitre 3 s'int�eresse aux m�ethodes de reconstruction discr�ete et pr�esente un pro-
c�ed�e de reconstruction d�eriv�e du classique marching-cubes [77] qui poss�ede des propri�et�es
int�eressantes. En particulier, son lien �etroit avec les algorithmes de suivi de surfaces digi-
tales montre que l'on peut extraire des surfaces triangul�ees par des algorithmes de suivi.
D'un point de vue th�eorique, ce lien montre que toute image binaire a une repr�esentation
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combinatoire de surface.
Le Chapitre 4 examine les di��erents mod�eles d�eformables pr�esent�es dans la litt�erature

et appliqu�es �a la segmentation/reconstruction des images. Il apparâ�t que la plupart des
mod�eles propos�es ne r�epondent qu'�a certains aspects sp�eci�ques du probl�eme. Suivant la for-
mulation du mod�ele, l'un des aspects suivants sera privil�egi�e : ad�equation mod�ele/donn�ees,
gestion de formes arbitrairement complexes, robustesse aux bruits, int�egration de connais-
sances a priori, interaction de l'utilisateur, autonomie, sensibilit�e au param�etrage et �a l'ini-
tialisation, stabilit�e num�erique.

Le Chapitre 5 pr�esente un mod�ele d�eformable original, g�en�erique, qui cherche �a ras-
sembler des sp�eci�cit�es de di��erents mod�eles. Nous proposons un mod�ele explicite, bas�e
sur une surface triangul�ee sans bords, de dynamique Lagrangienne, auquel un ensemble de
contraintes internes et externes est associ�e. La formulation de l'ad�equation mod�ele/donn�ees
induite peut s'interpr�eter comme la minimisation d'une �energie. Un ensemble de contraintes
g�eom�etriques �el�ementaires permet au mod�ele d'adapter la topologie de sa maille �a ses d�efor-
mations de mani�ere automatique. Des formes arbitrairement complexes peuvent ainsi être
extraites. A�n d'acc�el�erer la convergence du processus, une approche multi-r�esolution, qui
extrait les formes de l'esquisse aux d�etails, est propos�ee.

Le Chapitre 6 montre l'application �a des donn�ees biom�edicales des deux techniques d'ex-
traction de structures g�eom�etriques pr�esent�ees. Des r�esultats d'extraction par reconstruction
discr�ete et par mod�ele d�eformable sont compar�es sur des images acquises par des modalit�es
diverses. L'int�erêt de l'approche multi-r�esolution est discut�e. Les possibilit�es d'enchâ�nement
entre notre algorithme discret de reconstruction et notre mod�ele g�en�erique sont �evoqu�ees.
Les performances des di��erentes m�ethodes sont compar�ees sur des images de modalit�es
vari�ees.

Le Chapitre 7 conclut ce m�emoire en r�esumant les points abord�es. Il montre que les
contributions apport�ees, et particuli�erement le mod�ele g�en�erique introduit, peuvent être ex-
ploit�ees dans d'autres domaines (mod�elisation g�eom�etrique, synth�ese d'images et animation,
reconstruction de donn�ees non-structur�ees). En�n, il sugg�ere un certain nombre de directions
de recherche qu'il semble int�eressant de poursuivre.

L'Annexe A rappelle les notions importantes de topologie des surfaces et souligne les
liens entre surfaces combinatoires et vari�et�es topologiques. L'Annexe B discute des probl�emes
topologiques ou singularit�es qui apparaissent lors de la d�eformation des surfaces dans l'espace
Euclidien et exhibe une m�ethode pour les classi�er. L'Annexe C pr�esente une justi�cation
analytique des transformations topologiques utilis�ees par le mod�ele g�en�erique pour g�erer les
singularit�es.
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Chapitre 2

Extraction de structures
g�eom�etriques de donn�ees
volum�etriques

2.1 Introduction

Notre propos concerne l'extraction de structures g�eom�etriques repr�esentant les compo-
santes d'une image tridimensionnelle. Une image tridimensionnelle est une grille tridimen-
sionnelle o�u une intensit�e (ou niveau de gris) est associ�ee �a chacun des n�uds de la grille.
Ces n�uds sont tr�es souvent appel�es voxels de l'image. Construire une structure ou repr�e-
sentation g�eom�etrique �a partir de ces donn�ees n�ecessite deux op�erations essentielles, qui
peuvent être disjointes ou coupl�ees en un seul processus :

1. Isoler les donn�ees appartenant �a la forme ou aux formes recherch�ees : c'est l'op�eration
de segmentation. Un processus de segmentation complet �etiquette chaque voxel de
l'image par le num�ero de la composante �a laquelle il appartient. L'image est ainsi
partitionn�ee en un ensemble de r�egions ; cette partition est suppos�ee re
�eter la partition
(( r�eelle )) des objets du monde physique �a partir desquels l'image a �et�e acquise.

2. Construire un ensemble de structures g�eom�etriques d�ecrivant les donn�ees segment�ees :
c'est l'op�eration de reconstruction. Une (( structure g�eom�etrique )) peut être une maille
poly�edrique, une surface compos�ee de carreaux B-splines, un squelette, un agr�egat de
t�etra�edres, ou toute autre repr�esentation qui contient sous une forme ou sous une autre
l'information de g�eom�etrie des composantes segment�ees. Une telle structure peut aussi
int�egrer des informations topologiques, physiques ou statistiques.

L'ensemble de ces transformations sera appel�e processus de segmentation/reconstruction.
On distingue deux approches di��erentes au probl�eme de la segmentation : l'approche r�egion
et l'approche fronti�ere. Le fait d'opter pour l'une ou l'autre de ces approches d�etermine si
la segmentation/reconstruction est r�ealis�ee en deux �etapes distinctes ou non :

{ L'approche r�egion se base sur les caract�eristiques propres des constituants (e.g., r�epar-
tition des niveaux de gris, texture, homog�en�eit�e) pour construire une zone dont les
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�el�ements appartiennent �a la composante que l'on recherche. On dit que les voxels ont
�et�e classi��es. Cette approche n�ecessite des informations a priori sur les constituants
pour pouvoir les di��erencier.

De par sa formulation, un ensemble de zones (homog�enes par exemple) est d�eter-
min�e. Ces zones visent �a d�e�nir les composantes de l'image. En collectant l'ensemble
des voxels de chaque composante, une structure g�eom�etrique peut être extraite directe-
ment �a partir de cet ensemble. Les propri�et�es (g�eom�etriques ou physiques par exemple)
que l'on pourrait attribuer �a cette structure n'in
uent donc pas sur la forme extraite :
seule l'�etape de segmentation di��erencie les constituants de l'image. Des algorithmes
discrets sont donc employ�es pour construire rapidement une repr�esentation g�eom�e-
trique �a partir de la classi�cation des voxels. La Figure 2.1 illustre cette approche de
l'extraction de formes de donn�ees volum�etriques.

{ L'approche fronti�ere exploite les di��erences entre r�egions de l'image pour d�etecter les
bords de chaque constituant. En cons�equence, cette approche est plus ind�ependante
des caract�eristiques propres de chaque constituant. Elle est en revanche d�ependante
de la nettet�e des bords entre chaque constituant.

On constate que cette approche ne construit pas une classi�cation des voxels et la
segmentation des donn�ees est partielle apr�es cette �etape. L'�etape de reconstruction in-
t�egre donc une (importante) partie de l'�etape de segmentation car elle doit extraire des
structures g�eom�etriques �a partir des donn�ees brutes et des donn�ees disparates de bords.
Pour ce faire, il est indispensable d'introduire un mod�ele (g�eom�etrique, topologique,
physique et/ou statistique) pour guider la reconstruction. Les propri�et�es associ�ees au
mod�ele sont exploit�ees pour combler l'information manquante. Naturellement, cette
approche de la segmentation/reconstruction ne peut en g�en�eral se faire de mani�ere
directe et r�esulte de la convergence d'un processus qui, en modi�ant progressivement
les param�etres du mod�ele, cherche �a approcher des formes de l'image selon certains
crit�eres associ�es au mod�ele. On parle donc de mod�eles d�eformables. La Figure 2.2
sch�ematise cette autre approche �a l'extraction de formes d'images volum�etriques ou
d'images de contours.

Comme nous ne faisons pas d'hypoth�eses sur la nature des donn�ees (brutes, classi��ees,
bords d�etect�es), nous nous int�eressons d'une part aux m�ethodes discr�etes de reconstruction
(cf. Section 2.2) et d'autre part aux m�ethodes de segmentation/reconstruction guid�ees par
des mod�eles dot�es d'une g�eom�etrie (cf. Section 2.3).

2.2 M�ethodes discr�etes de reconstruction

2.2.1 Segmentation et classi�cation des donn�ees

Dans cette section, nous nous int�eressons �a l'�etape de classi�cation des donn�ees, n�eces-
saire aux m�ethodes discr�etes de reconstruction. De nombreux algorithmes ont �et�e d�evelopp�es
pour e�ectuer cette �etape ; ils permettent de cr�eer une partition de l'image en r�egions. Nous
allons ici juste �evoquer les principaux algorithmes, que nous classons en trois cat�egories :
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Fig. 2.1 { Extraction des formes composant une image volum�etrique par classi�cation de
ses voxels puis reconstruction discr�ete. Ces deux �etapes sont disjointes et tout algorithme de
reconstruction peut être utilis�e apr�es l'�etape de classi�cation. En revanche, les repr�esenta-
tions g�eom�etriques conditionnent l'application en aval. Il s'agit donc de choisir la m�ethode
de reconstruction ad�equate en fonction de l'usage que l'on souhaite faire de la repr�esentation
g�eom�etrique des composantes de l'image.

les algorithmes bas�es uniquement sur les intensit�es des voxels (la r�epartition spatiale des
donn�ees est ignor�ee), ceux qui ajoutent l'information de voisinage entre les voxels, et ceux
qui structurent les donn�ees pour imposer une r�epartition spatiale sur l'image.

Segmentation sans information spatiale

Ces algorithmes de segmentation ne se basent que sur l'histogramme des intensit�es de
l'image pour classi�er les donn�ees. Seul le niveau de gris du voxel d�etermine sa classi�cation.
Tout le probl�eme r�eside dans l'obtention de la (( meilleure )) classi�cation sur ces niveaux de
gris.

La classi�cation la plus fr�equente est le simple seuillage de l'image. Vue sa simplicit�e,
elle est souvent e�ectu�ee directement dans l'op�eration de reconstruction (cf. Section 2.2.2).
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Fig. 2.2 { Extraction des composantes d'une image volum�etrique par mod�ele d�eformable.
Une image de contours calcul�ee �a partir des donn�ees initiales peut aussi être exploit�ee. Le
mod�ele g�eom�etrique produit est le mod�ele utilis�e pour approcher les formes dans l'image.
Le mod�ele dispose non seulement d'une g�eom�etrie mais aussi d'une formulation dynamique,
�elastique, ou probabiliste, qui guide et contraint ses d�eformations. De par leur formulation,
les repr�esentations g�eom�etriques obtenues sont souvent exploitables directement par la plu-
part des applications.

La m�ethode classique de classi�cation appel�ee hard c-means a besoin de connâ�tre le
nombre de classes de l'image pour attribuer �a chaque niveau de gris une classe d'apparte-
nance. Ce d�ecoupage en classes suppose que chaque classe a un niveau de gris moyen et une
certaine variance. Une version plus �ne de cet algorithme est le fuzzy c-means qui assigne �a
chaque niveau de gris une probabilit�e d'appartenance �a chaque classe.

D'autres m�ethodes (appel�ees m�ethodes de Fisher) existent pour classi�er les donn�ees en
un nombre donn�e de classes di��erentes. On peut citer celles utilisant les r�eseaux de neurones
[21] ou les approches Bayesiennes de type maximum a posteriori [142, 104] pour extraire les
solutions.

Toutes ces m�ethodes requi�erent tr�es peu d'informations sur les donn�ees (nombre de
classes seulement). Elles sont donc particuli�erement adapt�ees �a la segmentation automatique.
En revanche, elles n'exploitent pas du tout la r�epartition spatiale des donn�ees : une grande
partie de l'information n'est donc pas prise en compte.

Segmentation avec information de voisinage

Ces approches exploitent la notion de voisinage pr�esente dans une image volum�etrique :
tout voxel (un voxel est un �el�ement de l'image) est adjacent aux voxels qui le bordent. Elles
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sont donc mieux adapt�ees que les pr�ec�edentes pour localiser des textures dans les images.

La m�ethode la plus courante est une approche probabiliste de la segmentation par utili-
sation d'un champMarkovien (se r�ef�erer �a [25] ou [36] pour une analyse d�etaill�ee). Ce champ
Markovien associe un syst�eme de voisinages �a chaque voxel et d�etermine une loi de probabi-
lit�e de r�ealisation sur l'image qui est fonction d'une �energie potentielle (mesure de Gibbs).
On suppose qu'il existe un mod�ele sous-jacent qui a g�en�er�e cette image (e.g., un mod�ele de
texture, un mod�ele de r�egion dont les niveaux de gris suivent une loi normale). En utilisant
la r�egle de Bayes, on peut d�eterminer la probabilit�e d'avoir un mod�ele connaissant l'image.
Le mod�ele le plus ad�equat est obtenu �a l'aide d'estimateurs comme par exemple le maximum
a posteriori. Des algorithmes de simulation (e.g., recuit simul�e, algorithme de M�etropolis,
algorithme ICM) sont utilis�es pour approcher le bon mod�ele �a partir d'une con�guration ini-
tiale. De cette approche, deux classes d'algorithmes peuvent être d�eduites : des algorithmes
de segmentation supervis�ee, o�u les di��erents param�etres que peut prendre le mod�ele sont
connus (i.e., les di��erentes textures de l'image sont connues �a l'avance), et des algorithmes
de segmentation non-supervis�ee, qui estiment en plus les param�etres du mod�ele (e.g., des
param�etres d'une texture peuvent être d�etermin�es). Des m�ecanismes d'apprentissage sont
aussi employ�es.

Ces algorithmes de segmentation d�eterminent pour chaque point de l'image le mod�ele
qui l'a construit et extraient ainsi une classi�cation. L'introduction des voisinages dans les
champs Markoviens (sous forme de cliques) permet de prendre en compte des textures dans
les images. En revanche, aucune propri�et�e g�eom�etrique, comme la convexit�e ou la courbure,
n'est prise en compte dans la segmentation. A noter que le champMarkovien (souvent utilis�e
en deux dimensions) inclut les approches Bayesiennes pr�esent�ees dans la section pr�ec�edente,
approches qui sont plus fr�equentes en imagerie tridimensionnelle.

Segmentation par structuration des donn�ees

Contrairement aux pr�ec�edentes approches, aucune hypoth�ese n'est faite sur le processus
de cr�eation de l'image. Les hypoth�eses portent sur la nature de l'homog�en�eit�e des r�egions �a
extraire. Une structure �evolutive est associ�ee �a l'image et guide les agr�egations ou divisions
des zones de l'image en fonction de ces crit�eres d'homog�en�eit�e.

Certaines approches sont bas�ees sur la croissance de r�egions : un ensemble de germes
est plac�e dans l'image, ces germes croissent en englobant les �el�ements qui leur ressemblent.
D'autres adoptent la strat�egie de divisions et fusions sur un ensemble de r�egions : une r�egion
est divis�ee en sous-r�egions si un pr�edicat (d'homog�en�eit�e en g�en�eral) n'est pas respect�e,
deux r�egions adjacentes sont fusionn�ees si un autre pr�edicat est respect�e. Cette strat�egie
implique l'existence d'un graphe d'adjacence entre r�egions et di��erentes partitions de l'image
peuvent être envisag�ees : arbre quaternaire ou quadtree (octree en 3D), partition de Vorono��,
pyramides de graphes [97], etc.

La structuration des donn�ees permet d'introduire quelques crit�eres g�eom�etriques simples
comme la convexit�e. La notion d'adjacence permet d'obtenir des r�egions connexes. Ces
approches sont moins adapt�ees que les pr�ec�edentes �a la segmentation de textures.

En conclusion aux approches r�egions de segmentation, on constate que les algorithmes
de classi�cation des trois cat�egories pr�esent�ees ci-dessus n'exploitent pas (ou tr�es peu) la
g�eom�etrie des donn�ees. Cela provient du fait que ces algorithmes conservent ou adaptent
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la repr�esentation grille de l'image et n'apportent quasiment pas d'informations extrins�eques
de g�eom�etrie.

2.2.2 Extraction directe d'un mod�ele g�eom�etrique

Extraire un mod�ele g�eom�etrique �a partir d'un calcul direct et local sur une image volu-
m�etrique peut servir deux objectifs : d'une part, la construction et la visualisation rapide de
certaines composantes de l'image, d'autre part la fabrication d'une repr�esentation g�eom�e-
trique �a partir d'images dont les voxels ont �et�e classi��es par un processus de segmentation
ant�erieur.

Le premier objectif induit des algorithmes qui rassemblent le processus de segmenta-
tion et le processus de reconstruction. Comme ce processus calcule en une seule passe et
localement le r�esultat, la segmentation produite doit être relativement �el�ementaire | en
g�en�eral, seul un simple seuillage est possible. Le mod�ele reconstruit peut prendre di��erentes
formes suivant que l'on privil�egie la r�eutilisabilit�e du mod�ele ou sa rapidit�e d'obtention.
L'application principale est de permettre au praticien d'explorer l'image de mani�ere quasi-
interactive et de lui fournir un premier aper�cu des donn�ees. La segmentation n'est souvent
pas assez pr�ecise pour que le mod�ele reconstruit soit exploit�e directement dans d'autres ap-
plications (plani�cation et simulation chirurgicale par exemple). En revanche, il peut servir
d'initialisation �a un processus type mod�ele d�eformable [67, 147].

Le deuxi�eme objectif impose des algorithmes qui traitent en entr�ee des images dont
les voxels ont �et�e pr�e-segment�es (cf. section pr�ec�edente). Ces algorithmes permettent alors
d'extraire rapidement un mod�ele g�eom�etrique �a partir d'une image binaire.

En fait, les mêmes algorithmes sont utilis�es indi��eremment pour ces deux objectifs : vi-
sualisation rapide, ou extraction d'un mod�ele g�eom�etrique exploitable dans d'autres appli-
cations. Nous les classons suivant le mod�ele reconstruit : une surface triangul�ee, une surface
digitale, une boundary representation ou B-rep. Selon le but recherch�e par l'utilisateur, l'un
ou l'autre est pr�ef�er�e.

Reconstruction sous forme de surface triangul�ee

Ces algorithmes sont en g�en�eral utilis�es sur des images volum�etriques de niveaux de gris,
même s'ils peuvent directement être appliqu�es sur des images binaires, la valeur de seuillage
�etant alors implicite. L'image est consid�er�ee comme une grille r�eguli�ere dont les n�uds sont
des valeurs d'�echantillonnage d'un champ scalaire continu sous-jacent, d�enot�e P (x; y; z). Ce
champ est suppos�e être proche de l'interpolation trilin�eaire des valeurs donn�ees aux n�uds
de la grille. L'utilisateur fournit un param�etre �, appel�e iso-valeur. L'iso-surface � de ce
champ ou potentiel P est d�e�ni comme l'ensemble des points tels que P (x; y; z) = �. La
surface extraite par ces algorithmes, form�ee de triangles, doit alors approcher au mieux
l'iso-surface � de ce champ.

L'algorithme le plus r�epandu est certainement lemarching-cubes, d�evelopp�e par Lorensen
et Cline [77] ; une version tr�es proche a �et�e d�evelopp�ee ind�ependemment par Wyvill et al.
[145]. Son principe est de balayer l'image par blocs de huit voxels et d'extraire un ensemble
de triangles dans ce bloc. La r�eunion de tous ces triangles forme une surface triangul�ee qui
approche l'iso-surface demand�ee. Le pr�e-calcul d'une table de 256 con�gurations permet
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d'optimiser l'extraction des triangles au sein de chaque bloc. Le seuil fourni par l'utilisateur
d�e�nit implicitement l'image binaire. Les niveaux de gris ne sont alors utilis�es que pour
lisser la surface et extraire les normales par calcul du gradient.

A l'origine, cet algorithme pouvait produire des surfaces triangul�ees non ferm�ees [39]
ce qui contredisait la d�e�nition de l'iso-surface dans un champ potentiel continu. Dans le
cadre d'une simple visualisation, ce probl�eme n'a quasiment aucune incidence sur le r�esultat
a�ch�e. En revanche, la correction de ce probl�eme de fermeture devient n�ecessaire si l'on veut
exploiter le mod�ele g�eom�etrique construit. De nombreuses m�ethodes ont �et�e propos�ees pour
modi�er l'algorithme du marching-cubes de fa�con �a ce que les surfaces construites soient
ferm�ees [67, 101, 103, 112, 47, 145] (pour une �etude pr�ecise, se r�ef�erer au travail de Van
Gelder et Wilhelms [47]).

De nombreuses optimisations ont �et�e rajout�ees �a l'algorithme initial, soit pour acc�el�erer
l'extraction de la surface [23, 117, 144, 150], soit pour construire e�cacement l'adjacence
entre les triangles [91, 150]. L'algorithme est �egalement facilement parall�elisable [90] et peut
être �etendu �a l'extraction d'iso-surfaces (vari�et�es de dimension 2) au sein d'images quadri-
dimensionnelles [42].

D'autres auteurs [45] ont pro�t�e des propri�et�es des d�ecompositions simpliciales de l'es-
pace pour proposer un algorithme d'extraction d'iso-surfaces bas�e sur un balayage de tous
les t�etra�edres de l'image (une sorte de marching tetrahedra o�u tout cube de 8 voxels de
l'image est d�ecompos�e en six t�etra�edres). La surface g�en�er�ee est e�ectivement ferm�ee.

Dans tous les cas, le but est de produire une surface triangul�ee, ferm�ee et orientable,
i.e., une vari�et�e de dimension 2. Ces algorithmes permettent d'extraire assez rapidement
un mod�ele g�eom�etrique d'un volume de donn�ees, même si le crit�ere de segmentation est
na��f (simple seuillage). Dans certaines modalit�es d'acquisition (e.g., IRM, �echographie), un
pr�e-traitement est indispensable, par exemple sous la forme d'une classi�cation.

En�n, si l'utilisateur ne souhaite que visualiser une iso-surface et non obtenir un mod�ele,
certains algorithmes d�edi�es peuvent être pr�ef�er�es : g�en�eration d'un nuage de points [24],
construction d'un treillis approchant la surface [69, 132].

Reconstruction sous forme de surface digitale

Cette approche vise �a extraire une surface, appel�ee surface digitale, form�ee d'�el�ements
appel�es surfels. En topologie digitale, un surfel est l'intersection de deux voxels adjacents
(plus pr�ecis�ement 6-adjacents) [53, 76]. Ces �el�ements ont un plongement naturel dans l'es-
pace continu : un quadrilat�ere �a l'intersection des deux blocs (plongement des voxels) le
formant. Les algorithmes extraient les surfels qui sont �a la fronti�ere de l'objet. En pratique,
l'utilisateur fournit une valeur de seuillage et l'algorithme recherche les �el�ements de surface
sur le volume de donn�ees ainsi seuill�e. Similairement au marching-cubes, les informations de
niveaux de gris permettent de calculer les normales.

Di��erents algorithmes existent pour calculer ces surfaces. Leur principale sp�eci�cit�e est
de ne pas balayer l'image mais plutôt de pister les surfels connexes �a partir d'un surfel donn�e
en initialisation. Ils se basent sur une notion d'adjacence entre les surfels qui ont une arête
commune [114, 135] ou un sommet commun [67, 68, 92]. L'approche �etant surfacique, les
algorithmes permettent donc d'extraire extrêmement rapidement (e.g., plus rapidement que
le marching-cubes) une composante de surface de l'image 3D. Artzy et al. [5] ont propos�e
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un tel algorithme qui recherche les prochains surfels suivant trois directions de propagation.
Herman et Webster [55] ont montr�e la validit�e de la surface extraite, i.e., la surface produite
est ferm�ee et v�eri�e un th�eor�eme de Jordan digital. Gordon et Udupa [49] l'ont am�elior�e en
notant qu'il su�sait de pister les surfels suivant deux directions de propagation. La validit�e
de cette approche a �et�e montr�ee par Kong et Udupa [65].

Les surfaces extraites sont form�ees de faces de voxels, topologiquement connect�ees ou non
suivant l'application. Le calcul et le rendu de telles surfaces est tr�es rapide. En visualisation,
on peut même s'a�ranchir du probl�eme des (( marches d'escalier )) en exploitant l'information
de gradient de l'image pour approcher les normales. En revanche, leur utilisation dans un
post-traitement est plus probl�ematique que les surfaces triangul�ees. En e�et, ce ne sont
en g�en�eral pas des 2-vari�et�es dans R3. Certaines caract�eristiques g�eom�etriques, comme la
normale �a la surface ou les courbures, ne sont pas directement calculables. Même si de
nombreux auteurs se sont int�eress�es aux calculs de caract�eristiques g�eom�etriques [73] ou
topologiques [70], ce mod�ele de surface n'est pas le plus ad�equat pour une �eventuelle r�e-
utilisation.

A noter que Liu [76] a propos�e un algorithme de suivi de surface qui ne se base pas sur
un seuillage mais qui exploite les informations de gradients. L'algorithme de suivi ne fournit
pas forc�ement une surface ferm�ee.

Reconstruction sous forme de B-rep

Une autre approche a �et�e propos�ee par Kalvin et al. [60]. L'algorithme, appel�e ((alligator)),
construit une surface en examinant l'image coupe par coupe. A partir d'une image volum�e-
trique binaire, une Boundary representation ou plus commun�ement B-rep est construite par
additions successives de morceaux de surfaces. L'algorithme se sert d'op�erations classiques
sur les B-rep, comme l'addition de nouveaux morceaux de surfaces, pour garantir la consis-
tance topologique du r�esultat. De même, la d�ecimation des facettes coplanaires est implicite
dans cette repr�esentation. L'inconv�enient est que la structure manipul�ee pendant l'extrac-
tion est plus on�ereuse en m�emoire et en temps de calcul que les simples surfaces triangul�ees.
Si elle construit e�ectivement un mod�ele g�eom�etrique utilisable dans un post-traitement,
son int�erêt pour la visualisation est moindre.

2.3 Segmentation/reconstruction par mod�ele d�efor-

mable

Au contraire des approches pr�ec�edentes, les mod�eles d�ecrits dans cette section int�egrent
des param�etres g�eom�etriques, mais aussi des param�etres physiques, dynamiques ou statis-
tiques dans leur formulation. Ceux-ci fournissent un ensemble de lois et de contraintes qui
permet au processus d'extraction d'utiliser au mieux les donn�ees disponibles et de combler
l'information manquante.
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2.3.1 Mod�ele d�eformable

Pour extraire e�ectivement les composantes d'une image brute ou d'une image de
contours, il faut d�eterminer les param�etres d'un mod�ele de fa�con �a ce que sa g�eom�etrie
corresponde (( au mieux )) aux donn�ees. Le terme (( au mieux )) rend cette op�eration tr�es
subjective et les crit�eres choisis seront donc en g�en�eral plus ou moins adapt�es au probl�eme.
Pour limiter la subjectivit�e de l'ad�equation mod�ele/donn�ees, les param�etres associ�es au mo-
d�ele sont souvent d�eriv�es de mod�eles physiques. De même, les param�etres (( optimaux ))

du mod�ele ne seront pas d�etermin�es en une seule passe, mais ils seront plutôt corrig�es de
mani�ere it�erative. C'est pourquoi le terme mod�ele d�eformable s'est impos�e.

Toutes les repr�esentations g�eom�etriques ne conviennent pas aux mod�eles d�eformables,
car elles doivent pouvoir prendre en compte les di��erentes d�eformations du mod�ele. Ainsi,
les repr�esentations utilis�ees couramment en Conception Assist�ee par Ordinateur (Boundary-
representation, Constructive Solid Geometry) ne sont gu�ere utilisables e�cacement, malgr�e
leur puissance de mod�elisation. De même, les mod�eles �a base topologique, construits avec
des structures combinatoires [75, 41], s'int�eressent davantage �a la topologie arbitrairement
complexe du mod�ele qu'�a son plongement dans l'espace (i.e., sa g�eom�etrie).

Dans l'objectif de la segmentation/reconstruction, les mod�eles repr�esentant des surfaces
sont les plus couramment employ�es, d'une part parce qu'ils sont moins coûteux en temps
de calcul que les mod�eles purement volumiques, d'autre part parce qu'ils sont mieux adap-
t�es �a l'approche fronti�ere de la segmentation. Une surface sans bord pourra repr�esenter
e�cacement le bord d'une composante de l'image.

Beaucoup de mod�eles d�eformables de surfaces ou de fronti�eres ont �et�e d�evelopp�es. Le
Chapitre 4 pr�esente les principaux mod�eles d�eformables et leurs applications en extraction
de formes.

2.3.2 Approche fronti�ere : image de contours

Même si les mod�eles g�eom�etriques sont capables d'extraire des composantes �a partir
des seules donn�ees brutes, ils peuvent parfois exploiter des (( images de contours )) comme
donn�ees.

L'information de contours peut être obtenue �a l'aide de m�ethodes qui n'exploitent que la
notion de voisinage entre les points de l'image. Ainsi, les m�ethodes d�erivatives consid�erent
l'image comme un �echantillonnage d'un signal multi-dimensionnel. Les lieux des variations
fortes de ce signal (la d�eriv�ee du signal) sont les lieux des contours (ou fronti�eres) de l'image.
L'image gradient repr�esentant les variations du signal image dans deux directions orthogo-
nales constitue une (( image de contours )). Un simple seuillage de cette image indique la
pr�esence ou non d'un contour. Le calcul du gradient en chaque point de l'image peut se faire
avec l'un des nombreux �ltres d�erivatifs propos�es dans la litt�erature (le plus facile �a mettre
en �uvre est l'op�erateur de Sobel ; l'op�erateur de Canny-Deriche [18, 33] est plus pr�ecis
mais plus complexe). On peut aussi exploiter les passages par z�ero de la d�eriv�ee seconde
pour rep�erer les contours. D'autres m�ethodes transforment l'image en une fonction dont
le niveau de gris repr�esente l'altitude. On d�eduit alors une formulation analytique dont on
peut extraire tr�es simplement la d�eriv�ee. En�n, des m�ethodes de morphologie math�ematique
peuvent �egalement calculer une information de contours.
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Cette image de contours ne fournit malheureusement pas une partition de l'espace image
en di��erentes r�egions disjointes. Les contours extraits ne sont en g�en�eral pas ferm�es et les
algorithmes de fermeture de contours, d�ej�a imparfaits en dimension deux, ne sont pas ap-
plicables en dimension trois. La d�etection des contours n'est donc qu'un pr�e-traitement de
l'image. En contrepartie, elle fournit automatiquement les zones fronti�eres marqu�ees entre
les constituants de l'image. En cons�equence, l'image de contours constitue une informa-
tion compl�ementaire pr�ecieuse, et la plupart des mod�eles d�eformables base la d�etection des
composantes sur cette information-l�a.

2.3.3 Approches hybrides

A�n de pro�ter des avantages de la segmentation par classi�cation et des avantages de
l'approche mod�ele d�eformable de l'extraction de formes, certains auteurs ont propos�e des
m�ethodes hybrides qui font coop�erer ces deux approches.

Dans le cas bidimensionnel, Jones et Metaxas [59] utilisent la connexit�e 
oue pour d�etec-
ter un ensemble de r�egions ; celles-ci repoussent un mod�ele physique d�eformable attir�e quant
�a lui par les contours de l'image. Chakraborty et al. [20] utilisent un champ Markovien pour
classi�er l'image en r�egions ; un mod�ele d�eformable de type Fourier snake exploite ces infor-
mations pour dessiner les contours des r�egions. Zhu et Yuille [151] ont �etendu la croissance
de r�egion en int�egrant �a chaque r�egion une probabilit�e de distribution de ses �el�ements et un
crit�ere de minimisation de son p�erim�etre.

En revanche, dans le cas tridimensionnel, tr�es peu d'auteurs proposent des approches
hybrides, sans doute parce que l'une ou l'autre des approches est d�ej�a tr�es on�ereuse en
temps de calcul et en m�emoire. On peut citer le travail de Kapur et al. [61] qui utilise une
segmentation r�egion Bayesienne et des op�erateurs morphologiques pour extraire les tissus
d'un cerveau ; un mod�ele d�eformable bidimensionnel est employ�e pour a�ner le r�esultat.
Les approches hybrides tridimensionnelles constituent donc un domaine encore �a explorer.

2.4 Conclusion

L'extraction de formes de donn�ees volum�etriques est donc e�ectu�ee di��eremment suivant
leur nature :

{ Si les donn�ees sont adapt�ees �a une approche r�egion de classi�cation ou si leur nature au-
torise un simple seuillage pour approcher leurs composantes, on choisira un algorithme
discret d'extraction d'une repr�esentation g�eom�etrique. Le Chapitre 3 montre comment
construire une surface triangul�ee ferm�ee �a partir de ces donn�ees. La construction que
nous proposons fait le lien entre les deux m�ethodes classiques | marching-cubes et
suivi de surfaces digitales | usuellement employ�ees. Ce lien montre que nous pou-
vons reconstruire tr�es rapidement une surface triangul�ee �a partir d'une composante
segment�ee de l'image (en O(n2) si l'image a n3 voxels).

{ Si les donn�ees sont brutes ou que leur nature impose une approche fronti�ere �a l'ex-
traction de leurs composantes, une extraction par mod�ele d�eformable sera pr�ef�er�ee. Le
processus de segmentation sera indissociable de la construction de la repr�esentation
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g�eom�etrique. Le Chapitre 4 examine les di��erentes cat�egories de mod�eles d�eformables
propos�es dans la litt�erature. Il apparâ�t que leur lacune commune principale r�eside
dans leur incapacit�e �a appr�ehender e�cacement des formes arbitrairement complexes
de l'image. Dans le Chapitre 5, nous pr�esentons un mod�ele d�eformable g�en�erique,
bas�e sur une maille triangul�ee, et optimis�e pour modi�er sa topologie en fonction des
d�eformations impos�ees �a sa g�eom�etrie lors du processus d'adaptation aux donn�ees.

Le Chapitre 6 discute des r�esultats obtenus par ces deux m�ethodes sur des images volu-
m�etriques de modalit�es diverses. La m�ethode discr�ete de construction que nous proposons
dans le Chapitre 3 produit une surface triangul�ee �a partir de donn�ees classi��ees (en int�e-
rieur et ext�erieur par exemple). Le mod�ele g�en�erique que nous proposons (cf. Chapitre 5)
manipule des surfaces triangul�ees arbitrairement complexes. On peut donc exploiter cette re-
construction discr�ete comme initialisation de notre mod�ele g�en�erique. Les di��erents aspects
de cette approche sont �egalement abord�es dans le Chapitre 6.
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Chapitre 3

Reconstructions discr�etes

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons aux m�ethodes de segmentation/reconstruction
discr�etes, bas�ees sur un balayage complet ou partiel des donn�ees. Ces m�ethodes exploitent
le fait que les donn�ees sont inscrites dans un espace discret et e�ectuent la segmenta-
tion/reconstruction de mani�ere directe par calcul local, c'est-�a-dire que le r�esultat n'est
pas obtenu par la convergence d'un processus.

Ainsi qu'il a �et�e soulign�e dans la Section 2.2.2, ces m�ethodes sont extrêmement rapides
et particuli�erement adapt�ees aux applications de visualisation. De plus, si un pr�e-traitement
a �et�e e�ectu�e sur l'image (classi�cation des voxels par m�ethode probabiliste par exemple),
les m�ethodes discr�etes fournissent e�cacement un mod�ele g�eom�etrique.

Les m�ethodes discr�etes ne sont donc pas des outils de segmentation �a proprement parler ;
en revanche, ce sont des outils rapides de construction de mod�eles g�eom�etriques �a partir de
donn�ees volum�etriques, dont le r�esultat est exploitable pour la visualisation ou pour l'initiali-
sation d'un autre processus. C'est particuli�erement le deuxi�eme aspect qui nous int�eressera,
car nous souhaitons exploiter le r�esultat d'une m�ethode discr�ete comme initialisation de
notre mod�ele g�en�erique que nous pr�esentons dans le Chapitre 5.

Nous allons examiner les liens unissant les deux approches discr�etes les plus utilis�ees :
les m�ethodes d'extraction d'iso-surfaces et les m�ethodes d'extraction de surfaces digitales.

Dans la Section 2.2.2, nous avons d�ecrit succinctement les m�ethodes d'extraction d'iso-
surfaces. Celles-ci consid�erent l'image implicitement ou explicitement comme un �echantillon-
nage uniforme d'un champ scalaire continu. Ces m�ethodes calculent une surface triangul�ee
qui est cens�ee approcher une iso-potentielle donn�ee (par l'utilisateur) de ce champ ; on dit
souvent iso-surface. En d�ecomposant le calcul sur des petites parties de l'image (blocs de
8 voxels pour le marching-cubes [77], blocs de 4 voxels pour les marching tetrahedra [45]),
ces m�ethodes d�eterminent localement les voxels int�erieurs et les voxels ext�erieurs et en d�e-
duisent un ensemble de triangles. L'union de ces triangles forme une surface triangul�ee. La
recherche d'une iso-valeur dans les donn�ees est donc �equivalente �a la binarisation de ces don-
n�ees suivant cette valeur. Les iso-surfaces ont la propri�et�e int�eressante d'être des 2-vari�et�es
dans R3 sans bord (D�e�nition A.3). Un grand nombre de caract�eristiques g�eom�etriques et
topologiques peuvent donc être calcul�ees e�cacement. De plus, ces surfaces sont directement
exploitables par d'autres applications (e.g., visualisation, mod�eles d�eformables, conception
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assist�ee par ordinateur).

La Section 2.2.2 a �evoqu�e les m�ethodes d'extraction de surfaces digitales. A partir d'une
image binaire, ces m�ethodes construisent l'interface s�eparant les voxels int�erieurs (ou les
voxels de l'objet) des voxels ext�erieurs (ou les voxels du fond). Elles sont plus rapides que
les m�ethodes d'extraction d'iso-surfaces, mais les surfaces extraites ne sont pas des 2-vari�et�es
dans R3. En contrepartie, les surfaces digitales satisfont �a des th�eor�emes de Jordan digitaux
sous des consid�erations de connexit�e : elles s�eparent les composantes de l'objet des compo-
santes du fond dans l'espace digital. A noter que les surfaces digitales (ou surfaces discr�etes)
sont parfois d�e�nies comme des ensembles de voxels [63, 64, 81, 99]. Nous conserverons au
cours de cette th�ese la d�e�nition des surfaces digitales comme ensemble de surfels.

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, les deux approches pr�ec�edentes semblent poss�eder quelques points
communs, notamment la d�e�nition d'un int�erieur et d'un ext�erieur. Les surfaces extraites ont
la propri�et�e de Jordan de s�eparation, mais l'une dans R3, l'autre dans Z3. La construction
des iso-surfaces par blocs discrets semble toutefois indiquer une relation entre les surfaces
digitales et les iso-surfaces.

En utilisant des consid�erations de topologie digitale (notamment la connexit�e digitale),
nous allons d�eduire formellement deux r�esultats aux cons�equences pratiques int�eressantes :

1. D'une part, nous mettons en �evidence un m�ecanisme de construction des tables de
con�gurations utilis�ees par l'algorithme du marching-cubes et par ses nombreuses opti-
misations. L'utilisation de ces tables garantit que la surface r�esultante est une 2-vari�et�e
dans R3. En cons�equence, cette surface peut servir d'initialisation �a un processus de
segmentation/reconstruction bas�e sur le mod�ele g�en�erique que nous proposons (Cha-
pitre 5).

2. D'autre part, nous d�emontrons que la surface construite par ces tables est �etroite-
ment li�ee �a la surface digitale calcul�ee avec les mêmes consid�erations topologiques.
Ainsi, il est possible de construire directement les surfaces digitales d'une image avec
les iso-surfaces de cette image et r�eciproquement (il y a bijection entre ces repr�esen-
tations). Grâce �a ce r�esultat, l'une ou l'autre de ces repr�esentations peut être utilis�ee
indi��eremment en fonction du contexte o�u elle est la plus e�cace.

La structure de ce chapitre est la suivante. Dans un premier temps, nous faisons un
bref rappel des di��erentes variantes de l'algorithme du marching-cubes qui construisent des
surfaces sans bord. Puis nous rappelons quelques d�e�nitions essentielles de topologie digitale
et de topologie combinatoire. Ensuite, nous explicitons une m�ethode de construction d'une
iso-surface combinatoire bas�ee sur des crit�eres de connexit�e digitale. Pour (( plonger )) cette
surface combinatoire dans l'espace Euclidien, nous pr�esentons une m�ethode de subdivision
des boucles de la vari�et�e combinatoire : la surface r�esultante v�eri�e e�ectivement l'ensemble
des propri�et�es pr�ecit�ees que l'on peut l�egitimement attendre des iso-surfaces. Nous validons
la construction d'iso-surfaces sur des exemples synth�etiques et sur des donn�ees m�edicales.
En�n, nous explicitons le lien entre iso-surfaces et surfaces digitales et nous en d�eduisons
quelques propri�et�es int�eressantes.
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3.2 G�en�eration d'iso-surfaces : marching-cubes et ex-

tensions

Pour extraire l'iso-surface d'une image, l'utilisateur fournit un seuil : les voxels dont la
valeur est inf�erieure au seuil sont dits ext�erieurs, les autres sont int�erieurs. L'algorithme
originel du marching-cubes de Lorensen et Cline [77] est bas�e sur la tabulation de 256 con�-
gurations. A chaque con�guration est associ�e un ensemble de triangles. L'algorithme balaie
l'image par blocs de 8 voxels contigus. Chacun de ces voxels est soit int�erieur, soit ext�erieur,
ce qui donne les 28 = 256 con�gurations di��erentes. L'image est donc implicitement trans-
form�e en image binaire (i.e., une image en noir et blanc) : les niveaux de gris de l'image ne
sont g�en�eralement utilis�es que pour lisser la surface ou calculer les normales aux sommets.
Ainsi, la d�e�nition des tables de con�gurations d�etermine enti�erement les propri�et�es des
iso-surfaces extraites.

A l'origine, cet algorithme ne garantissait pas que l'iso-surface construite �etait une
2-vari�et�e sans bord dans R3, comme l'a entre autres remarqu�e D�urst [39]. En e�et, les
tables de con�gurations, d�etermin�ees empiriquement, pr�esentaient quelques incoh�erences :
des (( trous )) apparaissaient sur la surface �a cause de l'ambigu��t�e de la situation de la Fi-
gure 3.1 en topologie digitale. Pour les applications de visualisation, ces (( d�efauts )) n'ont
absolument aucune incidence. En revanche, la surface reconstruite n'est pas exploitable
e�cacement par d'autres applications.

De nombreuses m�ethodes ont corrig�e avec succ�es ces d�efauts dans la surface, parmi
lesquelles on peut citer (voir Van Gelder et Wilhelms [47] pour un compte-rendu pr�ecis de
ces m�ethodes) :

{ choix arbitraire d'une connexion suivant l'une des diagonales [103] ;

{ utilisation de la valeur moyenne (en niveaux de gris) au milieu de cette con�gura-
tion [145] ou d'une interpolation bilin�eaire ou trilin�eaire [101, 103] pour d�ecider de la
connexion dans cette con�guration ;

{ remplissage des trous cr�e�es par l'algorithme du marching-cubes avec un quadrilat�ere
[112] ;

{ r�e-�echantillonnage du cube de voxels si une ambigu��t�e apparâ�t [94] ;

{ utilisation d'un voisinage �etendu et d'une interpolation tri-cubique pour le choix de la
connexion [47] ;

{ utilisation de la coh�erence vis-�a-vis de l'information de gradient [47].

La plupart de ces m�ethodes ont �et�e con�cues et test�ees empiriquement ou par examen syst�e-
matique de milliers de con�gurations. Certaines extraient des informations suppl�ementaires
des niveaux de gris autour des cas probl�ematiques pour d�ecider de la connexit�e. En revanche,
d'autres d�ecident de la connexit�e suivant des crit�eres implicites de topologie digitale : par
exemple, Nielsen et Hamman [103] choisissent de connecter syst�ematiquement les voxels du
fond dans le cas de la Figure 3.1 | cela correspond �a un choix de 6-connexit�e pour les voxels
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Fig. 3.1 { La con�guration probl�ematique dans l'algorithme du marching-cubes et quelques
choix de connexion arbitraires.

objets et 18- ou 26-connexit�e pour les voxels fonds (ou, suivant la terminologie de Udupa et
Ajjanagadde [136], respectivement la 0-connexit�e et la 1- ou 2-connexit�e).

Nous allons nous d�emarquer de ces m�ethodes en introduisant explicitement la connexit�e
digitale dans le calcul de la table des con�gurations : une connexit�e est associ�ee aux voxels
du fond (ou voxels ext�erieurs) et une connexit�e est associ�ee aux voxels du devant (ou voxels
int�erieurs). Ainsi, la table des con�gurations est une fonction de ces deux connexit�es. En
cons�equence, nous n'essayons pas de reconstruire une surface qui repr�esente (i.e., est ho-
m�eomorphe �a) l'iso-surface continue sous-jacente d'un champ potentiel scalaire dont l'image
ne serait qu'un �echantillon discret) : le probl�eme di�cile de la coh�erence entre iso-surface
extraite et iso-surface r�eelle ne se pose donc pas [101, 47]. Les tables de con�gurations que
nous calculons sont con�cues pour repr�esenter la surface digitale de l'image binaire consid�er�ee
avec les mêmes connexit�es.

3.3 Topologie digitale et combinatoire

Nous ne nous int�eressons pas �a l'extraction d'une surface en vue d'une simple visuali-
sation, mais nous cherchons �a construire une surface avec des propri�et�es bien d�e�nies : ce
point est essentiel pour les applications de mod�elisation g�eom�etrique ou de segmentation.
Dans les sections qui suivent, nous pr�esentons une m�ethode originale pour construire quatre
tables de con�gurations, chaque table correspondant �a une connexit�e pr�ecise pour les voxels
du fond et les voxels du devant. Les surfaces g�en�er�ees avec ces tables poss�edent des pro-
pri�et�es int�eressantes : par exemple, le probl�eme classique des (( trous )) dans les iso-surfaces
construites par le marching-cubes de Lorensen et Cline [39] est r�esolu.

Nous commencons donc par rappeler quelques d�e�nitions essentielles de la topologie
digitale, puis nous montrons comment nous plongeons les voxels de l'espace discretZ3 dans
l'espace continu R3, et nous introduisons quelques d�e�nitions et propri�et�es des vari�et�es
combinatoires.

3.3.1 D�e�nitions

Une image I est un couple (E ; h) o�u h est une application d'un sous-ensemble E de Z3,
appel�e le support de I, vers un ensemble D(I) qui est le domaine de valeur de h. Une image
dont le domaine est l'ensemble f0; 1g form�e de deux �el�ements est appel�ee une image binaire.
Toute image seuill�ee est une image binaire. Dans la suite, I est une image binaire avec un
support �ni, et nous notons I� le n�egatif de l'image I.

Un voxel v est un �el�ement du support E ; l'�el�ement h(v) est la valeur du voxel v dans I.
Un voxel de valeur 0 (resp. 1) est un 0-voxel (resp. 1-voxel). Le fond N (I) de l'image I est
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le sous-ensemble de E compos�e de tous les 0-voxels de I. Le devant U(I) de l'image I est
son compl�ementaire dans E.

Nous ne nous int�eressons qu'aux images �nies. Nous supposons que le bord du support
d'une image est un sous-ensemble soit du fond, soit du devant de l'image. Cela n'est pas
restrictif, car on peut toujours �etendre le support pour qu'il n'y ait que des voxels de même
nature sur le bord. Sous ces hypoth�eses, l'image I est une sc�ene surZ3 d'apr�es la terminologie
de Udupa [135].

Chaque voxel v peut être identi��e �a ses trois coordonn�ees enti�eres v = (i; j; k) 2 E .
Cette identi�cation nous permet de d�e�nir des relations d'adjacence entre les voxels. Deux
voxels sont dits �-adjacents pour � 2 f6; 18; 26g si leurs coordonn�ees di��erent de �1 sur :
exactement une coordonn�ee si � = 6 (adjacence de face), une ou deux coordonn�ees si � = 18
(adjacence de face ou d'arête), une, deux ou trois coordonn�ees si � = 26 (adjacence de face,
d'arête ou de sommet). Deux voxels sont dits strictement �-adjacents si leurs coordonn�ees
di��erent de �1 sur : exactement une coordonn�ee si � = 6 (adjacence de face), exactement
deux coordonn�ees si � = 18 (adjacence d'arête), exactement trois coordonn�ees si � = 26
(adjacence de sommet). On d�esigne par �(u; v) deux voxels u et v qui sont �-adjacents. La
relation de �-adjacence est une relation irr�e
exive, sym�etrique, non transitive.

Pour d�e�nir des objets, nous utilisons la fermeture transitive de cette relation, appel�ee la
relation de connexit�e. Deux voxels v1 et vn d'un sous-ensemble A de E sont �-connexes (dans
l'ensemble A � E) s'il existe une suite v1; v2; : : : ; vn d'�el�ements de A telle que pour tout
1 � i < n, vi est �-adjacent �a vi+1. L'ensemble A est �-connexe si toute paire de voxels de A
est �-connexe. Comme la �-connexit�e est une relation d'�equivalence, les classes d'�equivalence
de cette relation pour un sous-ensemble arbitraire A de E sont appel�ees les �-composantes
de A (elles sont �evidemment �-connexes). Ainsi, l'ensemble A est �-connexe s'il ne poss�ede
qu'une �-composante. Par abus, nous dirons que deux 1-voxels (resp. deux 0-voxels) sont
�-connexes s'ils sont �-connexes dans l'ensemble U(I) (resp. l'ensemble N (I)).

L'algorithme du marching-cubes est bas�e sur des con�gurations de huit voxels adjacents.
Nous d�e�nissons donc un 8-cube C8 d'un support E commeun sous-ensemble de huit �el�ements
de E tel que 8u; v 2 C8; u 6= v ) 26(u; v). Les �el�ements de C8 peuvent être ordonn�es
selon leurs coordonn�ees : si C8 = fv0; : : : ; v7g et v0 = (i; j; k), alors v1 = (i + 1; j; k), v2 =
(i; j+1; k), v3 = (i+1; j+1; k), : : : , et v7 = (i+1; j+1; k+1). Le 8-cube est alors dit ordonn�e
et est assimil�e au 8-uplet (v0; : : : ; v7). Les coordonn�ees d'un 8-cube sont les coordonn�ees de
v0. On d�e�nit similairement une 4-face d'un support E comme un sous-ensemble de quatre
�el�ements de E tel que 8u; v 2 C4; u 6= v) 18(u; v). Deux m-voxels strictement 26-adjacents
sont contenus dans un unique 8-cube, disons H. Le 8-cube H forme une con�guration 26-
stricte de m-voxels si tous les autres voxels de H sont des (1�m)-voxels.

Si A est un sous-ensemble d'un espace vectoriel r�eel (ici, ce sera R3) dot�e de sa to-
pologie usuelle, nous notons Fr (A) le bord de A qui est �egal �a l'adh�erence de A, no-
t�ee A, moins l'int�erieur topologique de A, not�e �A, au sens du plus grand ouvert contenu
dans A. L'enveloppe convexe ferm�ee de A est not�ee Conv (A) et est d�e�nie comme l'en-
semble des points exprimables par combinaison lin�eaire de points de A. Si un sous-ensemble
B est convexe, alors l'ensemble Extr (B) est l'ensemble des points extr�emaux de B (i.e.,
b 2 Extr (B)) B n b est encore convexe).

Similairement �a Kong et Roscoe [64], nos preuves sont bas�ees sur le plongement de
l'ensemble des voxels dans l'espace R3. Ainsi, tout voxel v 2 E poss�ede un point treillis
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(ou ?-point) correspondant v? dans l'espace R3 avec les mêmes coordonn�ees (mais dans
R3). Toute paire fu; vg de voxels 6-adjacents (i.e., on appelle aussi cette paire un surfel, cf.
Section 3.7) a un segment treillis (ou ?-segment) qui lui correspond : c'est un segment ouvert
dans R3 reliant les ?-points u? et v? de u et v (on le note fu; vg?). On associe de mani�ere
similaire �a une 4-face de E une face treillis (ou ?-face) de R3 qui est un carr�e ouvert, et �a un
8-cube un cube treillis (ou ?-cube) qui est un cube ouvert. Cet assemblage de sous-ensembles
de R3 s'appelle la repr�esentation treillis d'un espace digital.

3.3.2 Plongement d'ensembles de voxels dans l'espace Euclidien

On est en droit d'attendre que la connexit�e choisie pour un sous-ensemble d'un espace
digital in
ue sur sa repr�esentation dans l'espace R3. En e�et, si on ne peut traverser un
ensemble de voxels dans l'espace digital, il doit en être de même dans l'espace continu.
En d'autres termes, il parâ�t naturel de conserver les relations de connexit�e au travers de
l'op�eration de plongement. On peut remarquer que le plongement (( traditionnel )) des voxels
dans R3 en tant que cubes ferm�es ou ouverts ne r�epond pas �a ce principe.

Le plongement de l'image binaire, consid�er�ee avec certaines connexit�es, doit donc en
d�ependre. En cons�equence, nous introduisons la notion de �-d�ecomposition d'un ensemble
de voxels :

D�e�nition 3.1 (�-d�ecomposition de E)
Nous d�e�nissons la �-d�ecomposition de E, not�ee G�(E), o�u � est une relation d'adja-

cence sur les voxels de E , comme le complexe dont les �el�ements sont les sous-parties de R3

suivantes :

(i) Tous les points treillis des voxels de E. Ces �el�ements sont appel�es les sommets ou
0-cellules de la d�ecomposition par analogie avec les complexes cellulaires.

(ii) Tous les segments ouverts entre les 0-cellules lorsque les voxels correspondants sont
�-adjacents. Ces �el�ements sont les arêtes ou 1-cellules de la d�ecomposition.

(iii) Tous les morceaux de plans ouverts qui peuvent être construits �a partir des i-cellules,
0 � i � 1, | leur bord peut être d�ecompos�e en i-cellules | et qui sont minimaux
| 8p; q 2 G�(E) ; q � p ) q = p. Ces �el�ements sont les faces ou 2-cellules de la
d�ecomposition.

(iv) Tous les ouverts de R3 qui peuvent être construits �a partir des i-cellules, 0 � i � 2, et
qui sont minimaux. Ces �el�ements sont les volumes ou 3-cellules de la d�ecomposition.

On peut ais�ement voir que toutes les i-cellules sont des ensembles convexes et que chacune
des i-cellules est incluse dans au moins un cube unit�e ferm�e de R3 dont les sommets ont des
coordonn�ees enti�eres. Toute i-cellule est hom�eomorphe �a l'espace Ri et a ainsi une dimension
bien d�e�nie i. Si � est une i-cellule, alors l'ensemble Extr

�
�
�
est un sous-ensemble des 0-

cellules de G�(E). On peut remarquer que G6(E) est la repr�esentation treillis de E dans
l'espace R3 : c'est la d�ecomposition cellulaire standard en cubes, carr�es, et segments unit�es,
sur les points �a coordonn�ees enti�eres.
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D�e�nition 3.2 (�-d�ecomposition d'un sous-ensemble de E) La �-d�ecomposition
G�(A) d'un sous-ensemble A de E est d�e�nie comme le sous-ensemble de G�(E) tel que, si
� 2 G�(A), alors les �el�ements de Extr

�
�
�
correspondent tous �a des voxels de A.

Pour toutm, 0 � m � 3, nous utilisons la notation Gm� (A) pour d�esigner le sous-ensemble
de G�(A) compos�e de toutes ses i-cellules, pour 0 � i � m.

Toutes les 0-cellules d'une �-d�ecomposition d'un ensemble A sont donc des ?-points des
voxels deA. Le bord d'une i-cellule (0 < i � 3) est l'union (dans R3) de j-cellules (0 � j < i).

Maintenant, nous avons tous les �el�ements pour d�e�nir un (( plongement volum�etrique ))
dans l'espace R3 d'un ensemble quelconque de voxels consid�er�e avec une relation digitale
d'adjacence. Informellement, tout ensemble de voxels remplit une partie de R3 d�ependante
de la relation d'adjacence digitale choisie pour cet ensemble.

D�e�nition 3.3 (�-volume et �-m-squelette) Le �-volume
SG�(A) d'un ensemble de

voxels A est le sous-ensemble de R3 qui est l'union (dans R3) de toutes les cellules de
G�(A). Nous appelons �-m-squelette de A, pour 0 � m � 3, et nous notons

SGm� (A), le
sous-ensemble de R3 qui est l'union (dans R3) de toutes les cellules de Gm� (A).

On dira que le �-volume d'un ensemble de voxels est le plongement dans R3 de cet
ensemble digital.

Cette d�e�nition est tr�es proche de la d�e�nition de poly�edre digital de Kenmochi et al.
[63]. En e�et, un poly�edre digital est construit en collectant tous les simplexes discrets
d�e�nis sur chaque 8-cube de l'image. En utilisant une table de con�guration de simplexes
discrets | similairement �a l'algorithme du marching-cubes, mais la con�guration contient
un morceau de volume d�e�ni sur les sommets du cube et non un morceau de surface d�e�ni
sur des sommets interm�ediaires |, ils construisent un poly�edre dans R3. Cependant, ils
restreignent leur �etude aux objets dont le bord est un complexe cellulaire de dimension 2.
Par ailleurs, leur table des con�gurations de simplexes est donn�ee telle quelle : il est di�cile
d'exploiter ces tables pour en d�eduire des propri�et�es.

La proposition suivante peut être v�eri��ee tr�es simplement :

Proposition 3.4 Les trois d�eclarations suivantes sont �equivalentes, si A est un sous-
ensemble d'un support E et � une relation d'adjacence sur E :
(i) l'ensemble A est �-connexe (dans E),
(ii) le �-volume de A est connexe par arcs (dans R3),

(iii) le �-1-squelette de A est connexe par arcs (dans R3).

Une illustration bidimensionnelle de la �-d�ecomposition et du �-volume d'ensemble de
voxels est donn�ee sur la Figure 3.2. Les 1-voxels et les 0-voxels de l'image sont d�ecompo-
s�es suivant des connexit�es di��erentes et leurs �-volumes correspondants sont montr�es. On
peut symboliser la 4-d�ecomposition (en 2D) de 4 voxels adjacents par l'ensemble de sous-
parties de R2 f q ; q;

q

;
q

; ; ; ; ; g alors que sa 8-d�ecomposition n�ecessite l'en-
semble f q ; q;

q

;
q

; ; ; ; ;��;@@; ; ; ; g pour être correctement repr�esent�ee.
Les �-volumes de ces deux ensembles sont n�eanmoins identiques.
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Fig. 3.2 { (a) Image binaire repr�esent�ee par un ensemble de 0 et de 1 dans un espace
digital ; (b) la repr�esentation treillis de ce support (sur le sch�ema, les voxels sont marqu�es
di��eremment suivant leur valeur) ; (c) la 8-d�ecomposition de l'ensemble des 1-voxels et la
4-d�ecomposition de l'ensemble des 0-voxels symbolis�es dans l'espace R2 ; (d) le 8-volume et
le 4-volume de ces ensembles (sous-ensembles de R2).

3.3.3 Int�erieur et ext�erieur de vari�et�es

Les surfaces sont d�e�nies topologiquement comme des vari�et�es. En cons�equence, nous
utiliserons au cours de ce chapitre les d�e�nitions de 2-vari�et�e dans R3 (voir D�e�nition A.3 et
D�e�nition A.4) ainsi que la notion d'orientation coh�erente sur ces vari�et�es sans bords (voir
Section A.1.2). De plus, nous construisons l'iso-surface �a l'aide de vari�et�es combinatoires
(voir Section A.1.4).

On peut montrer ais�ement la proposition suivante, en utilisant l'�equivalence de connexit�e
donn�ee par la Proposition 3.4 et en utilisant le Corollaire A.13 :

Proposition 3.5 Soit A un ensemble �-connexe de voxels (dans E). Soit S une 2-vari�et�e
sans bord dans R3 orient�ee de fa�con coh�erente. Les deux assertions suivantes sont �equiva-
lentes (deux assertions sym�etriques existent pour l'ext�erieur de S) :

(i)
SG�(A) � Int (S),

(ii)
SG

�
(A) \ Int (S) = ; et 9u 2 G�(A) = u � Int (S).

Cette proposition est d'ailleurs vraie pour tout sous-ensemble connexe par arcs de R3.

3.3.4 Vari�et�es combinatoires

SoitM une 2-vari�et�e combinatoire triangul�ee sans bord, G son graphe, et fF1; F2; : : : ; Ffg
son ensemble de boucles. Soit f une g�eom�etrie de l'objet combinatoireM (voir Section A.1.4)
dans l'espace R3. Ainsi, une g�eom�etrie associe �a un sommet U deM des coordonn�ees u dans
l'espace R3. Cette g�eom�etrie construit un f -complexe de M dans R3 not�e Mf .

Du fait de la g�eom�etrie a priori arbitraire impos�ee par f �a la surface combinatoire, le
complexeMf n'est pas une triangulation (donc un complexe simplicial) dans le cas g�en�eral.
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La Proposition A.24 montre que ce complexe est une triangulation lorsque ses �el�ements sont
disjoints (on dit que le complexe est propre). On dira alors queM est sans auto-intersection
dans R3 par f et, par abus, on appellera le corps de Mf le plongement de M dans R3 par
f et on dira que M est plong�ee dans R3 par f . Lorque le complexeMf n'est pas propre, on
dira que M est immerg�ee dans R3 par f .

On notera jMf j le corps de Mf (que le complexe soit propre ou non). Ici, nous utilisons
l'�equivalence (Proposition 5.2) entre 2-vari�et�e combinatoire triangul�ee sans bord (D�e�ni-
tion A.25) et surface combinatoire triangul�ee ferm�ee (D�e�nition 5.1) pour obtenir le r�esultat
suivant ; celui-ci permet de d�eterminer la (( topologie intrins�eque )) mod�elis�ee par une vari�et�e
combinatoire :

Proposition 3.6 La 2-vari�et�e combinatoire triangul�ee sans bord M est sans auto-
intersection dans R3 par f (ou, dit autrement, le f -complexe deM est propre) si et seulement
si le corps du f -complexe de M est hom�eomorphe au corps des complexes canoniques asso-
ci�es �a M (voir D�e�nition A.26). En particulier, il est hom�eomorphe �a une surface ferm�ee.
C'est une 2-vari�et�e sans bord dans R3.

Preuve : Voir preuve de la Proposition 5.3. 2

La vari�et�e combinatoireM est donc une repr�esentation combinatoire d'une surface ferm�ee
dans Rn (i.e., chaque composante connexe repr�esente une sph�ere �a p anses). Lorsque l'on
impose une g�eom�etrie �a la vari�et�e combinatoire, si la surface est plong�ee dans l'espace
euclidien de dimension 3, alors elle a la même (( topologie )) que celle intrins�equement d�e�nie
par sa combinatoire. Cela implique que la g�eom�etrie deM in
ue sur la topologie (continue)
que M vise �a repr�esenter dans l'espace.

La d�e�nition suivante �etablit la notion d'orientabilit�e d'une vari�et�e combinatoire :

D�e�nition 3.7 (Orientabilit�e d'une vari�et�e combinatoire)
Soit M une 2-vari�et�e combinatoire sans bord, G son graphe et fF1; F2; : : : ; Ffg ses

boucles. S'il existe une orientation pour chaque boucle Fi not�ee Li (boucle orient�ee) telle
que tout arc orient�e de M est adjacent �a exactement une boucle Lk et une boucle L0l, alors
M est orientable.

Orienter M , c'est alors orienter les boucles de chaque composante connexe de fa�con �a
ce que la propri�et�e pr�ec�edente soit respect�ee.

Si n est le nombre de composantes connexes du graphe de M , alors il existe 2n orien-
tations possibles pour M . Soit f une g�eom�etrie dans R3 sur M . Si jMf j est une 2-vari�et�e
(topologique) sans bord dans R3, alors f est appel�ee par abus plongement de M dans R3

et on dira que M est plong�ee dans R3 par f . On voit que l'on peut associer une orientation
dans R3 (au sens de la D�e�nition A.6) �a l'orientation des boucles de chaque composante de
M .

D�e�nition 3.8 (Int�erieur et ext�erieur d'une 2-vari�et�e combinatoire connexe orien-
t�ee) Soient M une 2-vari�et�e combinatoire sans bord connexe orient�ee et f un plongement
de M dans R3. Par convention, tout point �a l'int�erieur de jMf j voit les (( boucles )) de M
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dans le sens antitrigonom�etrique, et tout point �a l'ext�erieur voit les (( boucles )) dans le sens
trigonom�etrique.

Evidemment, si on note fM la vari�et�e combinatoire connexe orient�ee inversement, alors
l'int�erieur du plongement par f de fM est l'ext�erieur du plongement par f de M et r�ecipro-
quement. Pour une vari�et�e combinatoire connexe, la D�e�nition 3.8 d�etermine un int�erieur et
ext�erieur pour un plongement f . Si cette vari�et�e n'est pas connexe, un int�erieur et ext�erieur
sont d�e�nis pour chaque composante plong�ee par f . On introduit la notion d'orientation
coh�erente suivant la coh�erence de l'orientation induite dans R3 :

D�e�nition 3.9 (Int�erieur et ext�erieur d'une 2-vari�et�e combinatoire orient�ee) On
dira donc qu'une 2-vari�et�e combinatoire sans bord M est orient�ee de fa�con coh�erente pour
le plongement f si l'orientation des boucles de M induit sur la surface jMf j une orientation
coh�erente (cf. D�e�nition A.9). L'int�erieur et l'ext�erieur de jMf j peuvent alors être d�e�nis
naturellement (cf. D�e�nition A.12).

Avec ces d�e�nitions, nous pouvons d�e�nir un ensemble de propri�et�es attendues pour les
iso-surfaces d'images binaires.

3.4 Construction de l'iso-surface

Dans les sections qui suivent, I = (E; h) est une image binaire. Sauf si cela est noti��e
express�ement, on associe une relation d'adjacence � au devant U(I) de l'image I et une rela-
tion d'adjacence � au fond N (I) de cette image. Ces relations induisent des �-composantes
sur U(I) et des �-composantes sur N (I). Le couple (�; �) sera appel�e couple de connexit�e
(de l'image I).

3.4.1 Propri�et�es attendues des iso-surfaces

On appelle ��-iso-surface un proc�ed�e de construction d'une surface �a partir d'une image
binaire I consid�er�ee avec le couple de connexit�e (�; �) :

D�e�nition 3.10 (��-iso-surface) On appelle ��-iso-surface, et on d�esigne parM��, tout
application (i.e., un proc�ed�e de g�en�eration) qui transforme une image binaire consid�er�ee
avec le couple de connexit�e (�; �) en une surface de R3 qui poss�ede les propri�et�es suivantes,
si I est une image binaire :

(i) M��(I) est une 2-vari�et�e sans bord dans R3 orient�ee de fa�con coh�erente,

(ii) M��(I) = M̂��(I�),

(iii)
SG

�
(U(I)) � Int (M��(I)),

(iv)
SG�(N (I)) � Ext (M��(I)).
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La 2-vari�et�e orient�ee ainsi construite est appel�ee une ��-iso-surface de l'image I.

Le point (i) sp�eci�e que l'objet g�en�er�e est une surface ferm�ee plong�ee dans R3 et orient�ee
de fa�con coh�erente (les surfaces �a (( trous )) de l'algorithme du marching-cubes sont donc
exclues). Le point (ii) exprime que l'iso-surface (��-iso-surface) construite pour une image
I est identique �a l'iso-surface (��-iso-surface) construite pour son n�egatif I� en inversant
l'orientation. Les points (iii) et (iv) imposent �a la surface de s�eparer les �-composantes de
1-voxels (plong�ees dans l'espace) des �-composantes de 0-voxels (plong�ees dans l'espace). En
cons�equence, l'iso-surface construite se situe entre les limites impos�ees par les connexions
entre voxels de valeur identique. A noter qu'une iso-surface peut poss�eder un nombre quel-
conque de composantes connexes.

Nous allons construire un tel proc�ed�e par une approche locale aux 8-cubes des images.
En assemblant tous les morceaux construits, on v�eri�era que les propri�et�es (i-iv) de la
D�e�nition 3.10 sont bien respect�ees.

3.4.2 Construction locale sur une con�guration

La construction d'une ��-iso-surface �a partir d'une image I est bas�ee sur une extrac-
tion locale sur chaque 8-cube de l'image. De plus, la surface sera construite de mani�ere
combinatoire, plus pr�ecis�ement sous forme d'une 2-vari�et�e combinatoire sans bord.

Au sein de chaque 8-cube C8 de I, nous d�e�nirons un graphe appel�e graphe local G��(C8)
du 8-cube C8, qui est fonction de la connexit�e (�; �). Ce graphe sera compos�e de sommets
et d'arcs orient�es. Lorsqu'on lui associe un ensemble de boucles (orient�ees), le graphe local
devient un objet combinatoire (voir D�e�nition A.21) not�e �G��(C8) ; les boucles orient�ees
d�e�nissent alors l'orientation des arcs. Le ��-iso-graphe G��(I) est le graphe form�e de l'union
de tous les graphes locaux de l'image I (sommet et arcs du graphe sont fusionn�es s'ils sont
identiques �a l'orientation pr�es) : ce graphe ne conserve donc que les arcs, non leur orientation.

On appelle interface d'une image binaire I l'ensemble des paires de voxels fu; vg du
support de I telles que 6(u; v) et fu; vg = f0; 1g. L'interface est un sous-ensemble des
surfels de I (voir Section 3.4.1). Toute application de l'interface de I dans R3 qui envoie une
paire fu; vg de voxels 6-adjacents sur le ?-segment fu; vg? est appel�ee une iso-application
de l'image I.

Dans la suite, g sera une iso-application arbitraire de I. Dans la Section 3.4.2, nous
construirons les sommets du graphe local sur les �el�ements de l'interface de I. L'ensemble des
sommets du ��-iso-graphe de I est exactement l'interface de I. L'iso-application g d�etermine
donc une g�eom�etrie dans R3 pour tout objet combinatoire construit sur les sommets du ��-
iso-graphe de I.

L'application g permet de r�egler la position des sommets formant l'iso-surface sur l'arête
de la grille o�u ils sont d�e�nis : cela permet aux ��-iso-surfaces de lisser leur aspect similai-
rement au lissage propos�e par Lorensen et Cline [77] dans le marching-cubes.

Toute 4-face d'un 8-cube peut être ordonn�ee en un 4-uplet (�a une permutation circulaire
pr�es) de mani�ere �a ce qu'elle soit vue dans le sens trigonom�etrique de l'int�erieur du 8-
cube (voir Figure 3.3b). Une 4-face ordonn�ee inversement a l'orientation oppos�ee de la
4-face ordonn�ee qui lui correspond. Les six 4-faces ordonn�ees d'un 8-cube sont d�esign�ees
naturellement par bas, haut, droite, gauche, avant et arri�ere. Une 8-con�guration (resp. 4-
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4-face ordre notation binaire
lower (v0; v1; v3; v2) (v000; v001; v011; v010)
upper (v6; v7; v5; v4) (v110; v111; v101; v100)
left (v0; v2; v6; v4) (v000; v010; v110; v100)
right (v3; v1; v5; v7) (v011; v001; v101; v111)
front (v1; v0; v4; v5) (v001; v000; v100; v101)
back (v2; v3; v7; v6) (v010; v011; v111; v110)

(c)

Fig. 3.3 { (a) Repr�esentation treillis d'un 8-cube ordonn�e ; (b) les 4-faces ordonn�ees d'un
8-cube (la 4-face avant a �et�e enlev�ee) ; (c) les 4-faces ordonn�ees d'un 8-cube et leur codage
binaire correspondant.

con�guration) est un 8-cube (resp. une 4-face) associ�e(e) aux valeurs de ses voxels. Tout
couple (resp. toute paire) de voxels 6-adjacents est appel�e(e) un surfel orient�e (resp. un
surfel) ; sa valeur est la valeur (ordonn�ee ou non) de ses voxels. Une 4-face ordonn�ee induit
quatre surfels orient�es ; son inverse induit les quatre surfels inverses.

Si C8 est 8-cube ordonn�e compos�e des voxels vk, k entre 0 et 7, alors l'index k sera
souvent cod�e binairement sous la forme zyx. Deux voxels de ce 8-cube sont 6-adjacents si
leurs index di��erent sur un seul bit ; ils sont 18-adjacents (resp. 26-adjacents) si leurs index
di��erent sur un ou deux bits (resp. un, deux ou trois bits).

Sur chaque 4-face d'un 8-cube, un ensemble d'arcs orient�es est construit. Nous utilisons
une table de Karnaugh pour prouver que l'ensemble de tous les arcs orient�es d'un 8-cube est
un ensemble de boucles orient�ees. En cons�equence, la m�ethode de construction des tables de
con�guration que nous proposons s'�etend facilement aux dimensions sup�erieures (d'autres
adjacences induisent un plus grand nombre de chi�res binaires di��erents).

Extraction sur une 4-face

Soit C8(v0; : : : ; v7) un 8-cube ordonn�e de I (cf. Figure 3.3a). Soit C4 une 4-face ordonn�ee
de C8 (la Figure 3.3b-c d�ecrit l'orientation et le codage des six 4-faces d'un 8-cube). Sur les
quatre surfels ordonn�es (vk; vl) de C4, on applique les r�egles suivantes de construction du
graphe local de C8 :

(i) si la valeur du surfel est (0; 0) ou (1; 1) alors il n'y a pas de sommet cr�e�e entre ces
deux voxels ;
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Fig. 3.4 { Les seize con�gurations di��erentes d'une 4-face : deux cas sont ind�etermin�es (6
et 9). L'int�erieur local est ombr�e

(ii) si la valeur du surfel est (0; 1) alors un sommet fvk; vlg est cr�e�e entre ces deux voxels
et il existe un arc orient�e d�e�ni sur la 4-face qui est rentrant sur ce sommet ;

(iii) si la valeur du surfel est (1; 0) alors un sommet fvk; vlg est cr�e�e entre ces deux voxels
et il existe un arc orient�e d�e�ni sur la 4-face qui est sortant de ce sommet.

Tout sommet cr�e�e par une de ces r�egles est clairement un �el�ement de l'interface de I
et g plonge ce sommet dans R3. Ces sommets seront appel�es s�eparateurs de I. Les conven-
tions d'arcs rentrant et sortant correspondent �a un int�erieur localement �a gauche de chaque
arc vu de l'int�erieur du 8-cube. On peut remarquer que ces r�egles sont ind�ependantes du
couple de connexit�e de I. Le r�esultat de l'application des r�egles (i-iii) sur l'ensemble des 4-
con�gurations possibles est montr�e sur la Figure 3.4. Quatorze des seize con�gurations sont
d�etermin�ees par ces r�egles de fa�con unique. Seuls les cas 6 et 9 ont besoin d'un traitement
particulier. C'est donc sur ces deux con�gurations (ce sont les con�gurations probl�ematiques
du marching-cubes, cf. Figure 3.1) que le couple de connexit�e d�etermine une solution coh�e-
rente unique. Une 4-face dont les valeurs forment la con�guration 6 ou la con�guration 9
est d�enomm�ee une 4-face crois�ee.

D'apr�es la Figure 3.5, une solution satisfaisante ne peut être obtenue pour tous les couples
(�; �). En fait, la surface construite doit respecter la propri�et�e (ii) de la D�e�nition 3.10. Pour
le couple de connexit�e (6; 6) ou un des couples (18; 18), (18; 26), (26; 18), (26; 26), un choix
de connexion arbitraire induirait une surface localement di��erente sur l'image n�egatif. En
cons�equence,

Proposition 3.11 Dans le cas g�en�eral un proc�ed�eM��, qui satisfait �a la propri�et�eM��(I) =

M̂��(I�) pour une image binaire I arbitraire, ne peut être obtenu si le couple de connexit�e
(�; �) est un �el�ement de f(6; 6) , (18; 18) , (18; 26) , (26; 18) , (26; 26)g.

Dans la suite de ce chapitre, les couples (6; 18), (6; 26), (18; 6) and (26; 6) seront d�enom-
m�es couples valides et nous restreignons notre �etude �a ces couples. On remarque qu'aucune
distinction n'est faite entre la 18-connexit�e et la 26-connexit�e dans la r�esolution des con�-
gurations crois�ees : en e�et ces connexit�es ont la même connexit�e relative sur une 4-face.

Tout arc b construit sur une 4-face C4 par ces r�egles est un �el�ement du ��-iso-graphe
de I. On dit que b est un 1-arc. Par d�e�nition, l'iso-application g envoie b dans R3 sous
la forme d'un segment ouvert inclus dans la ?-face de C4. Par un simple examen des 16
con�gurations, on constate que, sur cette ?-face, g(b) est disjoint du �-1-squelette du devant
de I et du �-1-squlette du fond de I lorsque le couple de connexit�e est valide. Les r�egles de
construction sur une 4-face induisent imm�ediatement :
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Fig. 3.5 { Solution des con�gurations probl�ematiques selon le couple de connexit�e : les
connexions locales entre 1-voxels et entre 0-voxels sont soulign�ees.
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Fig. 3.6 { Table de Karnaugh d'un 8-cube : (a) v1 et v5 sont 6-adjacents, v1 et v4 sont
18-adjacents, v5 et v2 sont 26-adjacents ; (b) les six 4-faces orient�ees vues dans la table de
Karnaugh.

Proposition 3.12 Soit (�; �) un couple valide. Soient C18 et C28 deux 8-cubes qui partagent
une 4-face. Les arcs orient�es g�en�er�es sur cette 4-face au sein du 8-cube C18 sont exactement
les oppos�es des arcs orient�es g�en�er�es sur cette 4-face au sein du 8-cube C28 .

Extraction sur un 8-cube

On utilise une table de Karnaugh (voir Figure 3.6a) pour repr�esenter de mani�ere simple
une 8-con�guration. Deux voxels 6-adjacents sont adjacents dans la table de Karnaugh. Le
graphe local d'un 8-cube C8 est le graphe dont les sommets sont les sommets cr�e�es sur chaque
4-face (i.e., les s�eparateurs). Ses arcs sont les 1-arcs cr�e�es sur chaque 4-face, plus quelques
arcs additionnels lorsque C8 forme une con�guration 26-stricte de 1-voxels (resp. de 0-voxels)
et � = 26 (resp. � = 26) (cf. ci-dessous). Le lemme suivant montre que les 1-arcs orient�es
du graphe local forment un ensemble de boucles :

Lemme 3.13 Si (�; �) est un couple valide, le graphe local G��(C8) du 8-cube C8 avec
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ses arcs orient�es peut être arrang�e de fa�con unique en un ensemble de boucles orient�ees
disjointes tel que chaque 1-arc orient�e est adjacent �a exactement une des boucles. Chacune
des boucles obtenues a une longueur sup�erieure �a 3. De plus, le g-complexe des sommets
et arcs du graphe local est propre, et son corps dans R3 est une courbe ferm�ee sans points
multiples.

Preuve : Chaque surfel orient�e d'un 8-cube est partag�e par exactement deux faces et est
syst�ematiquement travers�e en directions oppos�ees comme le montre la table de Kar-
naugh (Figure 3.6b ou Figure 3.3c). Selon les r�egles de construction sur chaque 4-face,
soit aucun sommet n'est cr�e�e sur ce surfel, soit un sommet est cr�e�e sur ce surfel orient�e
avec un 1-arc rentrant (pour la valeur (0; 1)) ou un 1-arc sortant (pour la valeur (1; 0)
lorsqu'il est visit�e dans l'autre sens sur l'autre 4-face. En cons�equence, chaque som-
met du graphe local a un arc rentrant et un arc sortant. Le graphe local est donc
arrang�e en un ensemble de boucles orient�ees de mani�ere unique : ces boucles n'ont ni
sommet commun, ni arc commun. Le fait que ces boucles ont au moins trois arcs vient
de l'orthogonalit�e des 4-faces qui partagent un même voxel. Finalement, les �el�ements
du g-complexe forment trivialement des courbes ferm�ees dans R3 ; ces courbes appar-
tiennent �a l'ensemble des ?-faces et ?-segments du 8-cube. Or, sur toutes ces parties
de R3, les segments ne s'intersectent pas. 2

La 26-connexit�e peut modi�er le graphe local de C8 : si C8 forme une con�guration 26-
stricte de 1-voxels (resp. de 0-voxels) et � = 26 (resp. � = 26), alors six arcs non-orient�es
additionnels, appel�es 0-arcs, sont d�e�nis entre les sommets de G��(C8) comme d�ecrit sur la
Figure 3.7. Dans cette con�guration, le graphe local obtenu par les r�egles pr�ec�edentes est
arrang�e en un ensemble de deux boucles f(cx; cy; cz); (dz; dy; dx)g qui traversent les 1-arcs
orient�es (cf. lemme pr�ec�edent). Avec les six 0-arcs (qui relient un sommet ci �a un som-
met dj si i 6= j) ajout�es au graphe local, on r�earrange le graphe en un ensemble de six
boucles f(cx; cy; dz); (cy; cz; dx); (cz; cx; dy); (dx; dz ; cy); (dz; dy; cx); (dy; dx; cz)g. Par construc-
tion, on a :

Lemme 3.14 Si C8 forme une con�guration 26-stricte de 1-voxels (resp. de 0-voxels)
et � = 26 (resp. � = 26), (�; �) valide, alors le graphe local G��(C8) peut être arrang�e
en un ensemble de boucles orient�ees tel que chaque 1-arc (resp. chaque 0-arc non-orient�e)
est adjacent �a exactement une boucle (resp. est adjacent �a exactement deux boucles en
directions oppos�ees). Chaque boucle a trois arcs.

On peut noter que le Lemme 3.13 est encore valable pour une con�guration 26-stricte.
On notera �G��(C8) le graphe local de C8 associ�e �a l'ensemble des boucles orient�ees d�e�ni

de mani�ere unique par le Lemme 3.13 et le Lemme 3.14.

Par construction, on obtient imm�ediatement la proposition suivante :

Proposition 3.15 Si (�; �) est un couple de connexit�e valide et C8 un 8-cube quelconque de
I, alors le graphe local G��(C8) est identique au graphe local G��(C�8 ), except�ee l'orientation
des boucles.
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Fig. 3.7 { Con�guration 26-stricte de 1-voxels; des arcs additionnels sont ajout�es quand
� = 26.

Pour (26,6) et (18,6) =)

(a)
Pour (6,26) et (6,18) =)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

(g)

Fig. 3.8 { Exemple du calcul du graphe local sur une con�guration : (a) montre la con�gura-
tion ; (b) (resp. (c)) montre les boucles orient�ees obtenues pour les couples (18; 6) ou (26; 6)
(resp. (6; 18) ou (6; 26)) ; (d) et (e) repr�esentent les subdivisions g-convexes de ces boucles
(voir Section 3.5.1) ; (f) et (g) montre la ��-iso-surface locale induite par cette subdivision.

La Figure 3.8a-c montre une con�guration et le graphe local construit ainsi que les
ensembles de boucles. On peut remarquer que le r�esultat n'est pas in
uenc�e si l'on choisit
la 26-connexit�e plutôt que la 18-connexit�e. La Figure 3.9 montre les graphes locaux et les
boucles des quatorze con�gurations classiques du marching-cubes : il en ressort que le couple
de connexit�e choisi a une in
uence importante sur le r�esultat. La 26-connexit�e in
uence le
graphe local seulement dans le cas de la con�guration 26-stricte (cf. Figure 3.9d).

Subdivision et plongement

La construction que nous proposons construit un graphe et un ensemble de boucles
sur ce graphe, i.e., une 2-vari�et�e combinatoire. Pour envoyer cette vari�et�e dans l'espace en
fonction uniquement de la position des sommets, la vari�et�e doit être triangul�ee. Pour ce faire,
nous d�e�nissons donc la subdivision d'une boucle orient�ee (voir D�e�nition A.20) comme un
ensemble de boucles orient�ees de longueur 3 qui triangule la boucle. On d�e�nit naturellement
une subdivision d'une vari�et�e combinatoire (cf. D�e�nition A.22).

Une subdivision d'une boucle du graphe local est dite normale si aucune des boucles de
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(a)

(b)

(c) (d)

Fig. 3.9 { Graphes locaux et boucles associ�ees de con�gurations classiques (les autres peuvent
en fait être obtenues via des rotations, sym�etries ou la propri�et�e (ii) de la D�e�nition 3.10).
Les subdivisions convexes (voir Section 3.5.1) des boucles sont repr�esent�ees par des lignes
hach�ees entre les sommets de ces boucles (lorsque la boucle a un plongement planaire, la
subdivision est arbitraire). Le couple de connexit�e in
uence �a la fois la construction des
boucles et leur subdivision : (a) boucles cr�e�ees pour � = 6 ; (b) si � = 18, ces con�gurations
ont des boucles identiques que lorsque � = 6, mais des subdivisions di��erentes ; (c) si � = 18,
ces con�gurations ont des boucles di��erentes que pour � = 6 ; (d) con�guration 26-stricte
de 1-voxels avec � = 26.

la subdivision n'est form�ee de 3 sommets (i.e., surfels) de la même 4-face (informellement,
la boucle n'est pas inscrite dans une 4-face). Une subdivision d'une boucle du graphe local
est dite g-propre, si le g-complexe de la boucle subdivis�ee est propre. Par extension, toute
subdivision du graphe local et de ses boucles est normale, si chacune des subdivisions de
boucles induites est normale. De même, toute subdivision du graphe local et de ses boucles
est g-propre, si chacune des subdivisions de boucles induites est g-propre. Le lemme qui
suit nous sera utile pour d�emontrer que le g-complexe du ��-iso-graphe avec ses boucles est
propre :

Lemme 3.16 Le g-complexe de toute subdivision g-propre de �G��(C8) est propre.

Preuve : Si l'ensemble L des boucles associ�ees au ��-iso-graphe de C8 est vide, ou ne
contient qu'une seule boucle, le lemme est trivial par hypoth�ese. Supposons que L a
au moins deux boucles. S'il existe une boucle de longueur 3, mettons L1 = (c1; c2; c3),
alors, soit cette boucle a �et�e d�e�nie par une con�guration 26-stricte et l'on peut
conclure par construction, soit cette boucle est d�e�nie sur un coin du cube ferm�e
C = C8? et borde un voxel unique u. Soit L2 = (d1; : : : ; dk) une autre boucle de L. Clai-

rement, 8i; 1 � i � k; jdgi j appartient �a CnConv
�
u?; jcg1j; jcg2j; jcg3j

�
qui est un ensemble

convexe (car g est une iso-application). Imm�ediatement, on a Conv
�
jdg1j; : : : ; jdgkj

�
�

Conv
�
C n Conv

�
u?; jcg1j; jcg2j; jcg3j

��
. Par d�e�nition, tous les �el�ements du g-complexe

d'une subdivision arbitraire de L2 sont inclus dans l'enveloppe convexe ferm�ee des
points fjdg1j; : : : ; jdgkjg. Quelle que soit la subdivision de L2 le g-complexe d�e�ni sur L1

et L2 est donc propre.
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S'il existe une boucle de longueur 4, alors cette boucle est de l'une des formes de la
Figure 3.10. Un argument similaire au pr�ec�edent permet de conclure.

En�n, le graphe local poss�ede au plus douze arcs et douze sommets, car un 8-cube a
six 4-faces. Si le graphe local a e�ectivement douze arcs, on peut voir simplement que
L poss�ede 4 boucles de longueur 3 et l'argument pr�ec�edent conclut. Sinon, une des
4-faces n'est pas crois�ee, ce qui impose que deux autres 4-faces ne sont pas crois�ees
non plus. Le graphe a donc au maximum neuf arcs. Au moins une des boucles a moins
de ou exactement quatre arcs, ce qui conclut. 2

Fig. 3.10 { Les deux di��erents types de boucles constitu�ees de quatre arcs.

3.4.3 Construction de l'iso-surface toute enti�ere

Au cours des sections pr�ec�edentes, nous avons mis en �evidence comment construire
dans chaque 8-cube des �el�ements de surface. Dans cette section, nous montrons que notre
construction est coh�erente et que l'objet produit est e�ectivement une surface combinatoire
sans bord que l'on peut plonger dans R3 par toute iso-application.

On rappelle que le ��-iso-graphe de I est le graphe obtenu en rassemblant tous les graphes
locaux de l'image et en fusionnant les sommets et arcs communs. On montre d'abord que
l'on a construit une 2-vari�et�e combinatoire sans bord :

Th�eor�eme 3.17 Si (�; �) est un couple de connexit�e valide, alors le ��-iso-graphe de I
associ�e avec les boucles d�e�nies sur chaque 8-cube de l'image est une 2-vari�et�e combinatoire
orient�ee sans bord, appel�ee la ��-iso-vari�et�e de I et not�ee �G��(I).

Preuve : Soit e un 1-arc quelconque de cet objet combinatoire. L'arc e appartient par
d�e�nition �a une 4-face, qui est partag�ee par exactement deux 8-cubes (un arc ne peut
pas être sur le bord du support de I). Selon le Lemme 3.13, l'arc e est adjacent �a
exactement une boucle de chacun des deux 8-cubes. La Proposition 3.12 montre que
les deux boucles visitent l'arc e en sens contraires. Si e est un 0-arc, il n'est d�e�ni que
sur un 8-cube. Le Lemme 3.14 indique qu'il est adjacent �a exactement deux boucles et
est travers�e en sens contraires. Tous les arcs de G��(I) sont donc visit�es par exactement
deux boucles en sens contraires.

Il reste �a prouver qu'une ombrelle peut être construite autour de chaque sommet.
Soit u un sommet quelconque du ��-iso-graphe de I. Le sommet u, qui est une paire
de voxels fv; v0g, appartient donc �a exactement quatre 8-cubes C08 , C18 , C28 et C38 que

l'on ordonne de telle mani�ere que Ci8 soit adjacent �a C(i+1) mod 4
8 sur une 4-face. Par
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construction, u est adjacent �a quatre boucles di��erentes L0, L1, L2 et L3, une sur
chacun des 8-cubes correspondants. Chaque Li est adjacent �a L(i+1) mod 4 sur une 4-
face d'apr�es la Proposition 3.12 et le Lemme 3.13. Clairement, aucune autre boucle
ne peut visiter u : L'ombrelle L0, L1, L2 et L3 ainsi construite est donc unique �a une
permutation circulaire pr�es.

On vient de construire une 2-vari�et�e combinatoire sans bord orientable (D�e�nition 3.7).
L'orientation des boucles induit une orientation sur la vari�et�e. 2

Comme la subdivision est Eulerienne [52, 71], toute subdivision d'une 2-vari�et�e combi-
natoire sans bord est encore une 2-vari�et�e combinatoire sans bord qui conserve les mêmes
propri�et�es d'orientabilit�e.

On montre maintenant que si l'on choisit convenablement la subdivision de la ��-iso-
vari�et�e de I, on peut plonger cet objet en tant que surface ferm�ee dans R3 :

Th�eor�eme 3.18 Soit �G��(I) la ��-iso-vari�et�e de I avec (�; �) valide. Soit g une iso-
application de I. SoitM une subdivision de la vari�et�e �G��(I) telle que sur chaque 8-cube de
l'image I, la subdivision des boucles de ce 8-cube est normale et g-propre. Alors la 2-vari�et�e
triangul�ee M est plong�ee par g dans R3 en une 2-vari�et�e ferm�ee dans R3.

Preuve : M est une 2-vari�et�e triangul�ee. L'application g construit donc un g-complexe Mg

d'�el�ements de R3. Par construction, chacun des �el�ements de Mg est inscrit dans le
plongement du 8-cube C8 o�u il a �et�e cr�e�e (c'est l'adh�erence du ?-cube C8?). On montre
donc que le complexe Mg est propre en d�ecomposant ses �el�ements sur tous les cubes
de l'image.

Dans ce ?-cube, comme la subdivision est g-propre, la Proposition 3.16 tient et le
sous-complexe de Mg est propre. Sur chaque ?-face du ?-cube, le sous-complexe de
Mg induit ne contient que des sommets et des arcs car la subdivision est normale. Ses
�el�ements sont disjoints par construction sur chaque 4-face (cf. Figure 3.4 et Figure 3.5)
et par fusion des arcs construits �a l'intersection de deux 8-cubes adjacents. Les ?-
segments du ?-cube ne contiennent qu'un point car g est une iso-application. Les
?-points ne contiennent aucun �el�ement. On peut conclure car l'ensemble des ?-cubes,
?-faces, ?-segments et ?-points forme une partition de l'image de I dans R3.

Le complexe Mg est donc propre et la Proposition 3.6 conclut. 2

Nous pourrons donc obtenir une ��-iso-surface de I comme le plongement par une iso-
application d'une subdivision particuli�ere de la ��-iso-vari�et�e de I.

3.5 Subdivision de la ��-iso-vari�et�e

Dans cette section, nous mettons en �evidence une m�ethode simple pour construire une
subdivision normale et g-propre. On pourra alors montrer que la surface obtenue respecte
toutes les propri�et�es de la D�e�nition 3.10.



48 Reconstructions discr�etes

Soit C8 un 8-cube de I et (�; �) un couple de connexit�e valide. On voit ais�ement que C8
contient soit une �-composante de 1-voxels, soit une �-composante de 0-voxels. Une id�ee
naturelle est de construire la subdivision autour de cette unique composante.

Dans les sous-sections qui suivent, g est une iso-application de I, C8 est un 8-cube
arbitraire de I qui n'est pas compos�e de voxels tous de même valeur (autrement, le graphe
local est vide), C est le cube unit�e ferm�e de R3 qui contient le ?-cube C8? et L1; : : : ; Ll sont
les boucles orient�ees du graphe local �G��(C8).

En�n, on suppose que C8 n'est pas une con�guration 26-stricte, car le graphe local n'est
alors form�e que de boucles de longueur 3, qui n'ont pas besoin d'être subdivis�ees.

3.5.1 Subdivision g-convexe

Pour construire la subdivision autour de l'unique composante de 0-voxels, ou l'unique
composante de 1-voxels, nous d�e�nissons un volume englobant cette composante par :

D�e�nition 3.19 (volume g-convexe) On appelle volume g-convexe de C8, et on note
V g

��(C8), l'enveloppe convexe ferm�ee de R3 des points suivants :

{ les plongements par g des points de l'interface construits sur C8 (i.e., les plongements
des sommets du graphe local) ;

{ si � = 6, les ?-points de l'unique composante de 1-voxels de C8, ou sinon, si � = 6, les
?-points de l'unique composante de 0-voxels de C8.

On va montrer que les boucles du graphe local dessinent des courbes de Jordan sur le bord
du volume g-convexe, et que celui-ci d�etermine une subdivision de ces boucles (la subdivision
telle que le plongement des boucles appartient �a la surface du volume g-convexe) :

Proposition 3.20 Pour (�; �) valide, les boucles du graphe local de C8 forment des courbes
de Jordan sur le bord du volume g-convexe de C8 lorsqu'elles sont plong�ees par g dans R3.
De plus, le volume g-convexe induit une subdivision sur chacune de ces boucles, de fa�con �a
ce que les boucles subdivis�ees soient plong�ees par g dans R3 sur son bord.

Preuve : Soit V le volume g-convexe de C8. Soit Lg
i le sous-complexe du g-complexe du

graphe local qui contient les sommets et arcs d'une boucle  Li de ce graphe. Comme
ce sont des 1-arcs, chacun des segments de ce complexe appartient �a une ?-face, donc
jLg

i j � Fr (C). Par d�e�nition jLg
i j � V , avec V � C. Imm�ediatement, jLg

i j appartient
�a Fr (V ) et est une courbe ferm�ee sans point multiple (Lemme 3.13) sur une surface
ferm�ee dans R3 hom�eomorphe �a une sph�ere. D'apr�es le th�eor�eme de Jordan 2D, chaque
courbe dessin�ee par le plongement d'une boucle Li divise Fr (V ) en deux surfaces
ouvertes connexes S1 et S2.

Supposons par exemple que � = 6 ; donc le volume g-convexe est construit en partie
sur les ?-points des 1-voxels O du 8-cube. Le �-1-squelette

SG1�(O) est connexe par
arcs (Proposition 3.4). L'ensemble

SG1
�(O) \Fr (C) est aussi connexe par arcs car C8
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ne forme pas une con�guration 26-stricte. Sur chaque ?-face, on a par construction
que jfaij; aij+1ggj \ (

SG1�(O) \ Fr (C)) = ;, o�u faij; aij+1g est un arc de Li. L'ensemble

connexe
SG1�(O) \ Fr (C) a une intersection vide avec le plongement des boucles.

En cons�equence, tout voxel de O a un plongement qui appartient �a la même surface
ouverte, disons S1.

Or tout sommet a d'une autre boucle appartient �a un surfel de l'interface dont un
des voxels est un �el�ement de O (appelons-le om). Clairement, la courbe d�e�nie par
la boucle Li est disjointe du segment entre om? et jagj. Donc le sommet a appartient
aussi �a S1. Finalement, nous avons prouv�e qu'une boucle du graphe local d�e�nit deux
surfaces ouvertes sur l'ensemble Fr (V ), dont l'une, d�enomm�ee surface g-interne de Li

sur V ne contient aucun point extr�emal de V . C'est pourquoi le bord de V d�etermine
des ensembles planaires convexes sur la surface g-interne de chaque boucle et ces
ensembles sont enti�erement d�e�nis par les sommets de cette boucle : une subdivision
est alors d�etermin�ee sur Li en choisissant celle qui construit dans R3 exactement la
surface g-interne.

Pour � = 6, le raisonnement est enti�erement sym�etrique ; il est bas�e sur l'unique
composante de 0-voxels sur laquelle est construite le volume g-convexe.

2

La proposition pr�ec�edente nous permet de d�e�nir un processus de subdivision pour la
��-iso-vari�et�e :

D�e�nition 3.21 (Subdivision g-convexe) On appelle subdivision g-convexe de l'objet
combinatoire �G��(C8), et on note4G��(C8), la subdivision induite par le volume g-convexe
V g

��(C8) (cf. Proposition 3.20 pr�ec�edente).

La Figure 3.11 illustre la subdivision g-convexe. Celle-ci triangule une boucle de fa�con
unique sauf lorsque la boucle est planaire dans R3. Dans ce cas, une subdivision arbitraire est
choisie ; en e�et, les plongements de toute subdivision d'une boucle dont les sommets sont
coplanaires seront tous identiques. La Figure 3.9 montre aussi les subdivisions g-convexes
d'un ensemble de con�gurations. Une ��-iso-vari�et�e d'une image I qui a �et�e subdivis�ee par
la subdivision g-convexe est appel�ee ��-iso-vari�et�e-triangul�ee de I et est not�ee4G��(I). On
peut noter que la subdivision g-convexe est d�ependante de g (i.e., une autre iso-application
induit une autre subdivision). En fait cette d�ependance n'apparâ�t que sur des boucles o�u
les sommets sont sym�etriques (par exemple sur les boucles de la Figure 3.10).

Pour un 8-cube C8 arbitraire de I et un couple valide (�; �) les graphes locaux asso-
ci�es �a leurs boucles �G��(C8) et �G��(C�8 ) sont identiques except�ee l'orientation (Proposi-
tion 3.15). En cons�equence, on obtient ais�ement la propri�et�e suivante :

Proposition 3.22 Le volume g-convexe V g
��(C8) est identique au volume g-convexe

V g

��(C�8 ). Les subdivisions induites sur les boucles du graphe local sont identiques �a l'orien-
tation pr�es.

On obtient le th�eor�eme suivant, qui montre que la subdivision g-convexe d'une ��-iso-
vari�et�e est plong�ee dans R3 en une surface ferm�ee orient�ee :
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(a) (b) (c)

Fig. 3.11 { Construction du volume g-convexe et subdivision g-convexe d'une boucle (avec
� = 18 ou � = 26) : (a) graphe local et boucle g�en�er�ee ; (b) volume g-convexe obtenu ; (c)
subdivision de la boucle sur les faces d�e�nies par le volume g-convexe.

Th�eor�eme 3.23 Soit (�; �) un couple de connexit�e valide. Soit g une iso-application de I. Le
g-complexe de la ��-iso-vari�et�e-triangul�ee de I est propre et son corps est une 2-vari�et�e dans
R3 sans bord, qui a une orientation coh�erente (cf. D�e�nition 3.9 et D�e�nition A.9). Cette
2-vari�et�e d�e�nit donc un ensemble de points int�erieurs et un ensemble de points ext�erieurs.

Preuve : La subdivision g-convexe est une subdivision normale, autrement il existerait des
1-voxels dans les surfaces g-internes des boucles, et est une subdivision g-propre, car
elle est construite sur le bord d'un volume convexe. En cons�equence, le Th�eor�eme 3.18
est applicable. Soit N la 2-vari�et�e dans R3 sans bord r�esultante.

Il reste �a montrer que l'orientation induite par chaque composante est coh�erente. La
m�ethode de construction et de subdivision de chaque boucle et le fait que g soit une
iso-application impliquent qu'int�erieur et ext�erieur sont bien d�e�nis localement sur
chaque 8-cube : tout chemin dans un cube unit�e ferm�e C qui ne traverse pas N [ C
(( voit )) les boucles du ��-iso-vari�et�e-triangul�ee dans un même sens s (d'apr�es la
D�e�nition 3.8). Si ce chemin sort par une face que C partage avec un autre cube unit�e
ferm�e C 0, alors ce chemin (( voit )) aussi les boucles de C 0 dans le sens s (autrement, ce
ne serait pas une 2-vari�et�e combinatoire sans bord). Tout chemin qui ne traverse pas
N est donc soit dans l'int�erieur de toutes les composantes de N qu'il borde, soit dans
l'ext�erieur de toutes les composantes. La Proposition A.14 indique que l'orientation
induite sur N est coh�erente. 2

3.5.2 S�eparation du fond et du devant

Il nous reste �a montrer que la surface construite s�epare e�ectivement les voxels du fond
des voxels du devant. Le fait que la subdivision soit construite sur un ensemble convexe est
crucial pour la validit�e de cette assertion.

Dans cette section, nous �xons � = 6 (et donc � 2 f18; 26g). Soit C8 un 8-cube de I et C
le cube unit�e ferm�e contenant C8?. On note O l'ensemble des 1-voxels de C8 et fai1; : : : ; aikig
les sommets de la boucle Li. On note A l'ensemble des sommets de toutes les boucles (Li).
Nous supposons que C8 n'est pas une con�guration 26-stricte : le volume g-convexe V g

��(C8) de
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C8 est alors construit sur les 1-voxels. On montre d'abord que tous les points qui d�e�nissent
V g

��(C8) sont des points extr�emaux de cet ensemble :

Lemme 3.24 Sous les conditions pr�e-cit�ees, l'ensemble des points extr�emaux de V g

��(C8)
est exactement l'ensemble jAgj [O?.

Preuve : Par d�e�nition, il su�t de montrer que jAgj[O? � Extr (V g
��(C8)). Or, tout �el�ement

de O? est un point extr�emal de C et V g

��(C8) � C : les �el�ements de O? sont donc aussi
des points extr�emaux de V g

��(C8). Soit a un sommet de A. Il existe deux ?-faces F1
et F2 telles que jagj 2 F1 \ F2. Sur la face F1, le point jagj est un point extr�emal
de l'ensemble V g

��(C8) \ F1, qui est la trace du volume g-convexe sur cette face de C.
L'ensemble F1 est une face de l'ensemble convexe C. Le th�eor�eme de Krein-Milman
implique Extr

�
V g

��(C8) \ F1
�
= Extr (V g

��(C8)) \ F1 ce qui conclut. 2

Le lemme suivant montre que le plongement des voxels du fond est disjoint du volume
g-convexe au sein d'un 8-cube :

Lemme 3.25 Si C8 n'est pas une con�guration 26-stricte, le �-volume des 0-voxels de C8
(avec � = 6) est disjoint du volume g-convexe V g

��(C8) de ce 8-cube.

Preuve : Soit Q l'ensemble des 0-voxels de C8 et O l'ensemble de ses 1-voxels. Il su�t de
montrer que tout �el�ement de la �-d�ecomposition de Q est disjoint de V g

��(C8). Soit
� une d-cellule de G�(Q) avec 0 � d � 3. Si d = 3 alors C8 est seulement compos�e
de 0-voxels et V g

��(C8) est vide. Supposons d < 3. L'ensemble Extr
�
�
�

est un sous-

ensemble de Q?, d'o�u O? \ � = ;. Aucun �el�ement de jAgj n'appartient �a �, donc
jAgj \ � = ;. Le Lemme 3.24 induit Extr (V g

��(C8)) \ � = ;. Comme � � C, on a
Extr (V g

��(C8)) � C n �. Comme � est soit un sommet, une arête ou une face de C,
l'ensemble C n� est convexe. Le th�eor�eme de Krein-Milman implique V g

��(C8) � C n�
ce qui conclut. 2

On en d�eduit que le plongement du fond de l'image se situe �a l'ext�erieur de l'iso-surface
construite :

Th�eor�eme 3.26 Pour � 2 f18; 26g et � = 6, le �-volume du fond de l'image I est disjoint
du corps du g-complexe de la ��-iso-vari�et�e-triangul�ee de I. De plus, c'est un sous-ensemble
de l'ext�erieur de cette 2-vari�et�e (avec la convention d'orientation choisie).

Preuve : Le plongement par g de la ��-iso-vari�et�e-triangul�ee de I est une 2-vari�et�e sans
bord dans R3 orient�ee de fa�con coh�erente (Th�eor�eme 3.23). Notons-la S. Tout d'abord,
prouvons que S est disjointe du �-volume du fond de I. On d�ecompose R3 en cubes
unit�es ferm�es : soit C un de ces cubes et C8 le 8-cube qui lui correspond (si C est
en dehors de l'image du support de l'image, l'assertion est �evidente). Si C8 est une
con�guration 26-stricte de 1-voxels, la construction particuli�ere du graphe local nous
permet de conclure. Dans le cas contraire, soit Q l'ensemble des 0-voxels de C8. Par
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la D�e�nition 3.21, l'ensemble S \ C est un sous-ensemble de V g

��(C8). Le Lemme 3.25
pr�ec�edent est applicable sur C8 et on obtient (S \ C) \SG�(Q) = ;. Or,

SG�(Q) =SG
�
(N (I)) \ C. L'ensemble de tous les cubes unit�es de R3 forme un recouvrement

de R3 et l'on vient donc de montrer que S \SG�(N (I)) = ;.
On d�ecompose l'ensemble

SG�(N (I)) en ses composantes connexes par arcs dans R3 :
la Proposition 3.4 indique que ces composantes correspondent �a des �-composantes
du fond de I. Pour toute �-composante Q du fond de I, on peut trouver un 0-voxel
q 2 Q qui est 6-adjacent �a un 1-voxel (sinon, l'image serait enti�erement vide et l'as-
sertion triviale). En cons�equence, le 0-voxel q et ce 1-voxel d�e�nissent un �el�ement a
de l'interface tel que jagj 2 S. Autour de jagj, le point q? appartient �a l'ext�erieur de
S (avec la convention d'orientation), et q? est un �el�ement de la �-d�ecomposition de
l'ensemble �-connexe Q. La Proposition 3.5 est applicable pour chaque �-composante
du fond, ce qui d�emontre le r�esultat. 2

On d�emontre un th�eor�eme similaire pour le devant de l'image �a l'aide du lemme suivant :

Lemme 3.27 Le �-volume des 1-voxels de C8 (avec � 2 f18; 26g) est disjoint du corps du
g-complexe de 4G��(C8).

Preuve : On note S(C8) le corps du g-complexe de 4G��(C8). Si C8 est une con�guration
26-stricte de 1-voxels et � = 26 alors on conclut l'argument par construction de S(C8)
dans ce cas pr�ecis (cf. Figure 3.7). Dans les autres cas, on note O l'ensemble des 1-
voxels de C8 et � une d-cellule de G�(O), pour 0 � d � 3. Par d�e�nition, Extr

�
�
� �

O? � Extr (V g

��(C8)). Le th�eor�eme de Krein-Milman implique � � V g

��(C8).
Si d = 0, alors on a clairement � \ S(C8) = ;. Supposons d > 0 et � \ S(C8) 6= ;.
On note b un �el�ement de leur intersection. Comme les points extr�emaux d'une d-
cellule sont des 0-cellules, le point b peut s'exprimer comme une combinaison lin�eaire
de d + 1 0-cellules de G�(O). Selon la Proposition 3.20, b s'exprime aussi comme une
combinaison lin�eaire de trois �el�ements de Ag, si A est l'ensemble des sommets du
graphe local, et ces trois �el�ements forment une face du convexe V g

��(C8). Comme ces
trois �el�ements et les d + 1 0-cellules de G�(O) sont des points extr�emaux de V g

��(C8),
n�ecessairement ces d+4 points sont coplanaires. Or, la subdivision est normale, donc
les trois �el�ements de Ag ne construisent pas un plan qui contient des �elements de O?.
D'o�u la contradiction et on a � \ S(C8) = ;. 2

On montre le th�eor�eme suivant identiquement au Th�eor�eme 3.26 en utilisant le
Lemme 3.27 plutôt que le Lemme 3.25 :

Th�eor�eme 3.28 Pour � 2 f18; 26g et � = 6, le �-volume du devant de l'image I est disjoint
du corps du g-complexe de la ��-iso-vari�et�e-triangul�ee de I. De plus, c'est un sous-ensemble
de l'int�erieur de cette 2-vari�et�e (avec la convention d'orientation choisie).
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3.5.3 Obtention de la ��-iso-surface

On v�eri�e maintenant que le proc�ed�e de construction d'iso-surfaces que nous avons pr�e-
sent�e construit e�ectivement une ��-iso-surface de l'image (au sens de la D�e�nition 3.10) :

Th�eor�eme 3.29 Soit I une image binaire, g une iso-application de I, (�; �) un couple
de connexit�e valide. Le corps du g-complexe de la ��-iso-vari�et�e-triangul�ee de I est une
��-iso-surface de I. En particulier, c'est une surface ferm�ee et orient�ee dans R3 qui s�epare
les plongements des voxels du fond des plongements des voxels du devant.

Preuve : Nous allons montrer que les propri�et�es (i-iv) des ��-iso-surfaces sont v�eri��ees.
Le Th�eor�eme 3.23 prouve la propri�et�e (i). La Proposition 3.15 et la Proposition 3.22
montrent que, pour tout 8-cube C8 de I, 4G��(C8) et 4G��(C�8 ) sont identiques �a
l'orientation pr�es. Cela induit la propri�et�e (ii) des ��-iso-surfaces.

Si � = 6 alors le Th�eor�eme 3.28 prouve la propri�et�e (iii) et le Th�eor�eme 3.26 la propri�et�e
(iv). Si � 6= 6, alors � = 6. On remarque que la ��-iso-vari�et�e-triangul�ee de I� satisfait

au Th�eor�eme 3.26 et
SG�(N (I�)) � Ext

�
j4G��(I�)gj

�
. On a �evidemmentN (I�) =

U(I) et la propri�et�e (ii) induit que Ext
�
j4G��(I�)gj

�
= Ext

�
^j4G��(I�

�)gj
�

=

Int
�
j4G��(I)gj

�
. En repla�cant ces termes dans la formulation pr�ec�edente, on obtientSG�(U(I)) � Int
�
j4G��(I)gj

�
. Un raisonnement similaire utilisant le Th�eor�eme 3.28

permet de d�eduire la propri�et�e (iv) lorsque � = 6. 2

Ce th�eor�eme d�emontre que le processus suivant qui, pour (�; �) valide et g une iso-
application,

1. calcule sur chaque 8-cube le graphe local et les boucles induites suivant la connexit�e
(�; �) pour construire une 2-vari�et�e combinatoire sans bord �M ,

2. puis subdivise chaque boucle �a l'aide de la subdivision g-convexe pour obtenir une
2-vari�et�e combinatoire triangul�ee 4M ,

3. et plonge cette vari�et�e combinatoire triangul�ee dans R3 par g,

construit une ��-iso-surface de I. La ��-iso-vari�et�e-triangul�ee est la repr�esentation combi-
natoire d'une ��-iso-surface.

3.6 R�esultats exp�erimentaux

3.6.1 Calcul des tables de con�gurations

La ��-iso-surface construite ne d�epend que de la con�guration locale de voxels sur chaque
8-cube. C'est pourquoi on peut calculer une fois pour toutes les 256 con�gurations possibles
pour un couple de connexit�e donn�e. Nous construisons donc quatre tables, une pour chaque
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couple valide. Ainsi, un algorithme de marching-cubes classique peut utiliser directement une
de ces tables pour construire une iso-surface (qui n'a pas de (( trous ))) sans aucune modi�ca-
tion dans l'algorithme d'extraction (au contraire de certaines m�ethodes [112] qui n�ecessitent
de modi�er l'algorithme). En cons�equence, des optimisations classiques du marching-cubes
[23, 144, 150], qui ne se pr�eoccupent pas de modi�cations dans la table des con�gurations,
peuvent aussi être employ�ees avec nos tables.

La Figure 3.12 r�esume l'algorithme de calcul d'une con�guration pour les couples de
connexit�e (18; 6) et (26; 6). Cette proc�edure doit être appel�ee avec les 256 con�gurations
di��erentes pour construire les tables correspondantes �a ces deux couples. Les deux autres
tables sont calcul�ees en utilisant les deux tables pr�ec�edentes et la propri�et�e (ii) des ��-
iso-surfaces. Pour calculer la subdivision g-convexe, nous utilisons l'iso-application g qui
envoie chaque surfel de l'interface au milieu du ?-segment correspondant de R3. A priori,
cette subdivision ne convient pas pour toutes les iso-applications possibles. En pratique, les
subdivisions obtenues pour g sont exploitables par toute autre iso-application : on constate
en e�et que toutes les propri�et�es des ��-iso-surfaces sont encore valables.

On peut �eviter le calcul de l'enveloppe convexe ferm�ee en examinant si un arc d�e�nit une
partie localement convexe ou une partie localement concave. Soit (a0; : : : ; ak�1) une boucle
orient�ee. On obtient (si tous les indices sont pris modulo k) :

Soit ~u = ��!aiaj ^ ���!ai�1ai; ~v = ��!aiaj ^ ���!aiai+1; ~u0 = ���!aj�1aj ^ ��!aiaj; et ~v0 = ���!ajaj+1 ^ ��!aiaj

(~v ^ ~u) � ��!aiaj � 0

et (~u0 ^ ~v0) � ��!aiaj � 0

�
) aiaj est localement (( convexe ))

(�el�ement de la subdivision si � 6= 6)

(~v ^ ~u) � ��!aiaj � 0

et (~u0 ^ ~v0) � ��!aiaj � 0

�
) aiaj est localement (( concave ))

(�el�ement de la subdivision si � 6= 6)

La Figure 3.9 fournit les calculs des con�gurations classiques du marching-cubes pour
di��erentes connexit�es.

3.6.2 R�esultats sur des images synth�etiques

Nous mettons en �evidence les sp�eci�cit�es des ��-iso-surfaces sur des images synth�e-
tiques, notamment l'in
uence du couple de connexit�e choisi. D'abord, nous v�eri�ons sur la
Figure 3.13 qu'un trou est cr�e�e sur une con�guration 26-stricte de 0-voxels lorsque � = 26.
Un cube digital, dont les huit sommets sont reli�es par des voxels suivant toutes les diago-
nales, montre l'importance de la connexit�e choisie pour construire la ��-iso-surface (voir la
Figure 3.14). La surface g�en�er�ee s�epare les voxels en plein accord avec leur connexit�e dans
l'espace digital. La Figure 3.15 est une autre illustration de l'in
uence de la connexit�e. Toute
��-iso-surface peut donc être vue comme une Boundary-Representation d'un objet digital.
Les caract�eristiques g�eom�etriques et topologiques des objets digitaux peuvent d�es lors être
identi��ees aux caract�eristiques correspondantes de leur Boundary-Representation.

Dans les exemples pr�ec�edents, les points de l'interface sont envoy�es au milieu de leur ?-
segment. Similairement �a l'algorithme classique du marching-cubes [77], on peut construire
une iso-application qui d�epend du niveau de gris des voxels avant seuillage : la cr�eation
d'un sommet du ��-iso-graphe ne d�epend toujours que de l'image seuill�ee binaire mais son
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Procedure ConstruitCon�gurationLocale (

const Con�guration C,

const Connexite �,

& ObjetCombinatoireM )

ObjetCombinatoire E  � ;,
ObjetCombinatoireM � ;,
pour toute 4-face F de C faire

E  � E [ F .CalculeArcs(�,6)

�n pour tout

M � E [ E.CalculeBoucles()

Volume H  � EnvConvexeFermee(M.Sommets [ C.1-voxels)

tant queM contient une boucle de longueur> 3, faire

Boucle L � M.EnleveBoucleDeLongueur> 3()

/* L est une liste ordonn�ee de Sommets (a1; : : : ; ak) */

Booleen exit � faux, int i � 1, int j  � i+ 2

rep�ete

if Segment (ai; aj) � Fr (H) alors exit � vrai

sinon

j  � j + 1

si j = k alors i � i+ 1, j  � i+ 2

�n si

jusqu'�a exit

M.InsereBoucle((a1; : : : ; ai; aj; : : : ; ak))

M.InsereBoucle(ai; : : : ; aj))

�n tant que

si C.isCon�guration26-stricte() et � = 26 alors

M.Construit0-arcsEtBoucles()

�n si

/*M contient les sommets, arcs et boucles de la con�guration C */
�n

Fig. 3.12 { Pseudo-code pour calculer les morceaux de surface correspondant �a une con�gu-
ration pour les couples (18; 6) et (26; 6). On utilise l'iso-application g qui envoie les surfels
de l'interface au milieu de leur ?-segment.

plongement dans l'espace R3 est une fonction lin�eaire des niveaux de gris des voxels qui
le bordent. Ce plongement est e�ectivement une iso-application et toutes les propri�et�es
pr�ec�edentes sont donc valables : en particulier, le plongement de la ��-iso-vari�et�e-triangul�ee
est une 2-vari�et�e sans bord dans R3. Cette aptitude pour le sommet �a se placer �a un endroit
quelconque de son ?-segment permet d'obtenir une surface d'autant plus lisse, ce qui est
essentiel en visualisation. La Figure 3.16 montre l'am�elioration visuelle obtenue ; les ��-iso-
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Fig. 3.13 { Une con�guration 26-stricte de 0-voxels avec � = 26 : (a) repr�esentation treillis
de la con�guration ; (b) la ��-iso-surface pour le couple (6; 26).

surfaces construites sont n�eanmoins hom�eomorphes.

3.6.3 Application �a la reconstruction de donn�ees m�edicales

La Figure 3.17a montre une ��-iso-surface d'une tomographie par rayons X (le couple
de connexit�e a peu d'in
uence). La taille de l'image est 256 � 256 � 113. Les sommets
sont envoy�es au milieu de leur ?-segment a�n que les triangles obtenus soient relativement
r�eguliers. Puisque la ��-iso-surface est une 2-vari�et�e orient�ee sans bord dans R3, on peut
l'utiliser comme initialisation d'un mod�ele d�eformable. Ici, nous utilisons le mod�ele g�en�e-
rique que nous pr�esentons dans le Chapitre 5 pour d�eformer et lisser la surface en fonction de
contraintes physiques. Le r�esultat obtenu (cf. Figure 3.17b) est meilleur qu'une visualisation
directe issue d'un processus de marching-cubes seul. En fait, la ��-iso-surface calcul�ee pos-
s�ede 354 composantes connexes et 958 trous topologiques (pour environ 295000 sommets),
tandis que la surface d�eform�ee ne poss�ede que 45 composantes connexes et 181 trous (pour
environ 191000 sommets). Nous insistons sur le fait que ce n'est pas de la simpli�cation ou
de la d�ecimation de maillage : le lissage est physique, et n'est ni g�eom�etrique, ni topologique.
En e�et les algorithmes classiques de simpli�cation [58, 146] sont tr�es e�caces pour fusion-
ner des parties quasi-planaires et peuvent donc être utilis�es en post-traitement sur notre
mod�ele. En revanche, ils ne sont pas con�cus pour enlever des petits artefacts.

3.7 Propri�et�es des ��-iso-surfaces

Jusqu'�a pr�esent, nous avons construit un proc�ed�e pour extraire une ��-iso-surface d'une
image binaire arbitraire. Dans cette section, nous montrons que ce proc�ed�e est �etroitement
li�e aux surfaces digitales d�e�nies sur cette image : nous pr�esentons quelques propri�et�es si-
gni�catives des ��-iso-surfaces que l'on peut d�eduire des surfaces digitales. Les surfaces
digitales tridimensionnelles ont �et�e introduites par Liu [76]. Herman a d�e�ni les surfaces di-
gitales pour des dimensions arbitraires [53] et a �etendu cette d�e�nition �a des espaces digitaux
quelconques [54].
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 3.14 { Les ��-iso-surfaces d'un cube de (( connexions )) : (a) repr�esentation bloc de
l'image ; (b) ��-iso-surface pour (�; �) = (26; 6), (c) pour (�; �) = (18; 6), (d) pour (�; �) 2
f(6; 18); (6; 26)g.

3.7.1 D�e�nitions

Pour tout couple de voxels 6-adjacents v et v0, la paire fv; v0g est appel�ee un surfel (surfel
pour (( surface element ))) [53, 135]. La paire orient�ee (v; v0) est appel�ee un surfel orient�e.
Une surface digitale est un ensemble non-vide de surfels ; une surface digitale orient�ee est un
ensemble non-vide de surfels orient�es. Les surfels (v; v0) tels que v 2 U(I) et v0 2 N (I) sont
appel�es les bels de I (bels pour (( boundary elements ))) : ce sont les s�eparateurs de I orient�es
du devant vers le fond. La surface digitale constitu�ee de tous les bels de I est not�ee B(I).
La fronti�ere @(A;B) de deux ensembles disjoints de voxels A et B est l'ensemble des surfels
orient�es f(v; v0) 2 (A;B) j 6(v; v0)g. La fronti�ere entre composantes du fond et composantes
du devant est d�e�nie par :

D�e�nition 3.30 (��-fronti�ere) Soit O une �-composante de U(I) et Q une �-composante
de N (I). La surface digitale orient�ee @(O;Q) est appel�ee une ��-fronti�ere de I si elle est
non vide.

Soit � une surface digitale orient�ee. L'int�erieur imm�ediat de � est l'ensemble des voxels
v tel qu'il existe un voxel v0 v�eri�ant (v; v0) 2 �. On d�e�nit sym�etriquement l'ext�erieur
imm�ediat de �. L'int�erieur d'une surface digitale � est l'ensemble des voxels de I tel qu'il
existe un 6-chemin de ce voxel �a l'int�erieur imm�ediat qui ne traverse pas �. On d�e�nit
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 3.15 { Les ��-iso-surfaces d'un treillis : (a) repr�esentation bloc de l'image ; (b) ��-iso-
surface pour (�; �) = (26; 6), (c) pour (�; �) = (18; 6), (d) pour (�; �) 2 f(6; 18); (6; 26)g.

sym�etriquement l'ext�erieur de �.

Un couple de connexit�e (�; �) est un couple de Jordan (de Zn) si d'une part toute
��-fronti�ere d'une image arbitraire a un int�erieur �-connexe et un ext�erieur �-connexe, et
d'autre part tout chemin de l'int�erieur vers l'ext�erieur contient un bel (se r�ef�erer aux travaux
de Herman [53, 54] et de Udupa [135] pour un expos�e des propri�et�es de ces paires de Jordan).
On a la propri�et�e que si (�; �) est un couple de Jordan alors (�; �) est un couple de Jordan
aussi. C'est pourquoi on dit souvent paire de Jordan. Les paires de Jordan d'un espace digital
induisent des propri�et�es sur les fronti�eres analogues aux propri�et�es des surfaces de Jordan
dans Rn. Elles fournissent des caract�eristiques topologiques pour les surfaces digitales.

Les paires (18; 6) et (6:18) sont des paires de Jordan de Z3 [55]. Une d�emonstration du
fait que les paires (26; 6) et (6; 26) sont aussi des paires de Jordan est dans [92]. On peut
�etablir un parall�ele entre les paires de Jordan de Z3 et la validit�e des couples de connexit�e
pour les ��-iso-surfaces. Pour tout couple de connexit�e valide (�; �), (�; �) est une paire
de Jordan de Z3 et les ��-fronti�eres d'une image s�eparent les �-composantes du devant des
�-composantes du fond dans l'espace digital.

On peut se demander si les ��-fronti�eres poss�edent quelques-unes des propri�et�es des
��-iso-surfaces lorsqu'elles sont envoy�ees dans R3. On note h l'application qui envoie toute
surface digitale de Z3 dans R3 en associant �a tout surfel le carr�e unit�e ferm�e de R3 qui
lui correspond naturellement. L'application h est la repr�esentation canonique des surfaces
digitales dans l'espace Euclidien. On a :
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(a) (b) (c) (d)

Fig. 3.16 { Comparaison visuelle entre des sommets envoy�es au milieu de leur ?-segment
et des sommets de position libre (l'image a une taille de 153) : (a) iso-surface d'une sph�ere ;
(b) même iso-surface mais les sommets sont plac�es par interpolation des niveaux de gris ;
(c) iso-surface d'une sph�ere moins trois cylindres ; (d) même iso-surface mais les sommets
sont plac�es par interpolation des niveaux de gris.

(a) (b)

Fig. 3.17 { R�esultat sur des donn�ees m�edicales : (a) iso-surface d'une tomographie X ; (b)
apr�es d�eformation par le mod�ele d�eformable pr�esent�e dans le Chapitre 5 sous des contraintes
de lissage.

Proposition 3.31 Soit (�; �) un couple valide. On a seulement
SG6(U(I)) \ h(B(I)) = ;

et
SG6(N (I)) \ h(B(I)) = ;.

Preuve : En fait, la con�guration crois�ee de la Figure 3.1 fait que l'ensemble h(B(I))
n'est pas en g�en�eral une 2-vari�et�e. On pourrait n�eanmoins d�e�nir un int�erieur et un
ext�erieur mais en perdant la notion de connexit�e par arcs de ces ensembles (en fait, il
existerait des chemins dans Int (h(B(I))) qui relient deux composantes di��erentes de
Int (h(B(I))).
Le fait que les 6-volumes du fond ou du devant ne rencontrent pas h(B(I)) provient
du fait que B(I) est construit sur les surfels de l'interface de I. 2

On ne peut donc utiliser les surfaces digitales directement pour extraire des 2-vari�et�es
d'une image.
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Fig. 3.18 { Illustration de la ��:�-adjacence entre surfels de l'interface : (a) point (i) de la
D�e�nition 3.32 ; (b) point (ii) ; (c) point (iii) ; (d) point (iv).

3.7.2 Adjacence entre surfels de l'interface

Le d�eveloppement d'algorithmes d'extraction de surfaces digitales par suivi entre surfels
[5, 49] a introduit la notion d'adjacence entre bels : en se pla�cant sur un bel �a l'initialisa-
tion, puis en suivant les connexions entre surfels, l'algorithme extrait des surfaces digitales
connexes. La relation d'adjacence entre bels est �etroitement li�ee �a l'adjacence sous-jacente
entre les voxels qui d�e�nissent ces surfels. On peut se r�ef�erer �a Udupa [135] pour une th�eorie
des fronti�eres et de l'adjacence entre �el�ements de fronti�ere dans Z3. Ici, nous �etendons l�eg�e-
rement cette adjacence en dimension 3 pour rendre compte de l'adjacence entre surfels qui
ne partagent qu'un sommet dans R3. A moins que ce ne soit sp�eci��e explicitement, (�; �)
est une paire de Jordan, la connexit�e � (resp. la connexit�e �) est la connexit�e des 1-voxels
(resp. 0-voxels). Nous d�e�nissons alors une adjacence entre bels comme suit :

D�e�nition 3.32 (��:�-adjacence entre bels) Soit s1 = (u; u0) et s2 = (v; v0) deux bels
de I. Ces surfels sont ��:�-adjacents si l'une des assertions suivantes est satisfaite (voir aussi
la Figure 3.18 pour une illustration) :

(i) u = v et, soit �(u0; v0) ou le voxel w tel que 6(u0; w) et 6(w; v0) est un 0-voxel ;

(ii) u0 = v0 et, soit �(u; v) ou le voxel w tel que 6(u;w) et 6(w; v) est un 1-voxel ;

(iii) 6(u; v) et 6(u0; v0) ;

(iv) u est strictement �-adjacent �a v, u0 est strictement �-adjacent �a v0, et le 8-cube les
contenant forme une con�guration 26-stricte.

Cette relation d'adjacence induit une relation de connexit�e (��:�-connexit�e) et des ��:�-
composantes sur B(I).

Les points (i-iii) sont les d�e�nitions classiques de l'adjacence entre les bels qui partagent
une arête pour les couples (18; 6) et (6; 18) [135] (ou l'adjacence entre bels d�e�nie dans [5, 49]
lorsqu'elle est orient�ee). Apparemment, seulement Perroton [110] a introduit un lien d'ad-
jacence entre bels dans le cas d'une con�guration 26-stricte (voir Figure 3.18d) et a prouv�e
la validit�e de l'algorithme de suivi des surfaces digitales ainsi d�e�nies. Si cette d�e�nition de
�26:6-adjacence est su�sante pour suivre les surfels connexes (un seul lien permet d'�etablir
une connexion), la relation induite n'est pas sym�etrique et n'a pas de justi�cation intuitive.

Nous proposons au travers du point (iv) de la D�e�nition 3.32 d'�etablir six liens dans
une con�guration 26-stricte de 1-voxels (resp. de 0-voxels) lorsque � = 26 (resp. � = 26).
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L'algorithme de suivi de surfaces de Perroton [110] reste valable. Nous allons montrer que
cette d�e�nition de la �26:6-adjacence est coh�erente avec la d�e�nition des ��-iso-surfaces.

Nous pouvons interpr�eter une fronti�ere munie d'une relation d'adjacence comme un
graphe :

D�e�nition 3.33 (��:�-bel-graphe) Soit � une ��-fronti�ere de I. Le graphe �ni dont les
sommets sont les �el�ements de � et dont les arcs sont les ��:�-adjacences entre ces �el�ements,
est appel�e ��:�-bel-graphe de �. Le ��:�-bel-graphe de B(I) est l'union (disjointe) de tous les
��:�-bel-graphes des ��-fronti�eres de I.

Avec cette d�e�nition de l'adjacence sur des bels qui partagent un sommet, on peut
montrer que les ��-fronti�eres constituent des ��:�-composantes :

Th�eor�eme 3.34 Soit (�; �) un couple de connexit�e valide (c'est une paire de Jordan de
Z3). Toute ��-fronti�ere dans une image arbitraire I est une ��:�-composante de B(I) ; dans
la terminologie de Udupa [135], c'est un triplet de Jordan de Z3. Le ��:�-bel-graphe d'une
��-fronti�ere est donc connexe.

Preuve : Pour les couples (6; 18) (et (18; 6) en prenant I�), la relation d'adjacence �18:6
est une bel-adjacence selon la d�e�nition propos�ee par Udupa [135], et Kong et Udupa
[65] ont d�emontr�e que ces couples ont les propri�et�es caract�eristiques des triplets de
Jordan.

Pour les couples (26; 6) et (6; 26), soit � une ��-fronti�ere de I construite sur une �-
composante O du devant et une �-composante Q du fond. On peut supposer � = 26.
On d�ecompose O en ses 18-composantes. Sur chacune de ces composantes le �26:6-bel-
graphe F de � co��ncide avec le �18:6-bel-graphe des bels de cette composante. Toute
con�guration 26-stricte de 1-voxels induit des �26:6-adjacences (strictes) entre les bels
de di��erentes �18:6-composantes de F , ce qui le connecte. 2

Cela implique qu'une �-composante de 1-voxels et une �-composante de 0-voxels d�e-
terminent une (si elle existe) ��:�-composante dans l'ensemble des bels de l'image, mais
aussi qu'une ��:�-composante de bels d�etermine une �-composante de 1-voxels et une �-
composante de 0-voxels qui la bordent. Une image binaire peut donc être compl�etement
reconstruite �a partir de ses surfaces digitales.

3.7.3 Lien surfaces digitales et iso-surfaces

En fait, le proc�ed�e de construction de ��-iso-surfaces que nous avons pr�esent�e dans la
Section 3.4 est extrêmement li�e �a l'adjacence entre bels de l'image ainsi que le montrent le
th�eor�eme et le corollaire ci-dessous :

Th�eor�eme 3.35 Soit � une ��-fronti�ere d'un ensemble �-connexe de 1-voxels O et d'un
ensemble �-connexe de 0-voxels Q, (�; �) valide, sur une image I. Soit G��(O[Q) la restric-
tion du ��-iso-graphe de I aux sommets de l'interface d�e�nis sur O [Q. Alors les sommets
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de G��(O[Q) sont exactement les �el�ements de � ; le graphe G��(O[Q) et le ��:�-bel graphe
de � d�e�nissent les mêmes arcs sur ces �el�ements.

Preuve : Soit a un sommet du ��:�-bel-graphe de � ; a est donc un �el�ement de � et est un
surfel entre un 1-voxel u 2 O et un 0-voxel u0 2 Q (D�e�nition 3.33). C'est un �el�ement
de l'interface de I qui s�epare deux voxels de l'ensembleO[Q ; fu; u0g est donc aussi un
sommet de G��(O [Q). Inversement toute paire de voxels fu; u0g d�e�nit uniquement
un couple (u; u0) 2 O�Q. Les deux graphes sont donc d�e�nis sur les mêmes paires de
voxels de I.

Soit e = fa; bg un arc du ��:�-bel-graphe de �. Cet arc a �et�e construit selon l'une
des quatre r�egles (i),(ii),(iii), ou (iv) de la D�e�nition 3.32. Il est facile de voir que
les r�egles (i-iii) induisent des arcs construits sur quatre voxels qui sont 18-adjacents
deux �a deux, i.e., ces quatre voxels forment une 4-face. Supposons que e soit construit
selon l'une de ces trois r�egles et notons F la 4-face correspondante. Sur F , la r�egle (i)
correspond aux con�gurations 1, 2, 4, 6 (lorsque � = 6), 8, et 9 (lorsque � = 6) ; la
r�egle (iii) correspond aux con�gurations 6 (lorsque � = 6), 7, 9 (lorsque � = 6), 11, 13,
14 ; la r�egle (ii) correspond aux con�gurations 3, 5, 10, 12 ; les con�gurations 0 et 15 ne
peuvent pas apparâ�tre puisqu'il y a au moins un 1-voxel et un 0-voxel dans la 4-face
pour d�e�nir le bel a. En cons�equence, tout arc du ��:�-bel-graphe dont les sommets
sont des couples de la face F poss�ede un 1-arc correspondant dans tout sous-ensemble
du ��-iso-graphe de I qui contient F , donc dans G��(O [ Q). Supposons maintenant
que e soit un arc d�e�ni par la r�egle (iv), alors soit � = 26, soit � = 26. Cette r�egle est
bas�ee sur quatre voxels, dont deux sont strictement 26-adjacents : il est facile de voir
que ces quatre voxels appartiennent �a un 8-cube unique C8. Le 8-cube C8 forme une
con�guration 26-stricte de 1-voxels (resp. de 0-voxels) lorsque � = 26 (resp. � = 26).
On peut v�eri�er que les 0-arcs de cette con�guration sont exactement les arcs de la
r�egle (iv). De même tous les voxels de C8 appartiennent �a O [Q. 2

Corollaire 3.36 Les sommets du ��:�-bel-graphe de B(I) sont exactement les sommets
du ��-iso-graphe de I. Ces graphes d�e�nissent les mêmes arcs sur ces sommets.

Preuve : En d�ecomposant l'ensemble des bels de I en ��:�-composantes (Bi), le Th�eo-
r�eme 3.34 implique que chaque Bi est bord�ee par une �-composante de 1-voxels Oj

et une �-composante de 0-voxels Qk. Sur chaque fOj ; Qkg, le Th�eor�eme 3.35 s'ap-
plique. Or, il ne peut y avoir d'autres sommets ou arcs construits en dehors de ces
��-fronti�eres. 2

Le Th�eor�eme 3.35 induit qu'une composante d'une ��-iso-surface peut être construite �a
partir des ��:�-adjacences de la ��-fronti�ere qui lui correspond (voir la Figure 3.19 pour une
illustration). Or, un algorithme d'extraction de surfaces digitales par suivi (tel celui d'Artzy
et al. [5] ou Perroton [110] pour la paire f26; 6g), qui m�emorise les adjacences entre bels
au cours de l'extraction, construit un bel-graphe d'une ��-fronti�ere avec une complexit�e en
temps de l'ordre de O(n2) pour une image de taille n3. Le parcours du bel-graphe poss�ede
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Fig. 3.19 { (a) Repr�esentation par blocs d'une image binaire ; (b) le �6:�-bel-graphe des
bels de cette image ; (c) son �18:6-bel-graphe ; (d) son �26:6-bel-graphe ; (e) le �26:6-bel-graph
repr�esent�e comme une 2-vari�et�e combinatoire ; (f) subdivision g-convexe dans R3 de (e).

la même complexit�e temporelle et toute subdivision g-convexe a une complexit�e temporelle
en O(1) (par exemple en stockant les di��erentes subdivisions une fois pour toutes). Ainsi, le
calcul d'une 2-vari�et�e dans R3 sans bord connexe (i.e., une composante de la ��-iso-surface
de l'image) qui s�epare une �-composante du devant d'une �-composante du fond peut se
faire en O(n2). C'est une am�elioration importante de l'algorithme du marching-cubes, dont
la complexit�e est en O(n3), lorsque l'on n'a pas besoin d'extraire l'iso-surface enti�ere d'une
image mais plutôt une de ses composantes.

De plus, cela montre qu'une surface digitale peut facilement être convertie en une iso-
surface et que le contraire peut aussi être fait. En�n, toute image binaire I peut être enti�e-
rement reconstitu�ee �a partir d'une ��-iso-surface de cette image.

3.8 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons pr�esent�e une nouvelle approche �a l'extraction d'iso-
surfaces d'images volum�etriques, dont nous avons prouv�e la validit�e : les surfaces extraites
sont e�ectivement des 2-vari�et�es sans bord dans R3 qui s�eparent les donn�ees int�erieures des
donn�ees ext�erieures. Cette approche est bas�ee sur l'introduction d'un couple de connexit�e
sur l'espace image seuill�e. L'iso-surface extraite respecte les connexit�es ainsi d�e�nies et
englobe les plongements des composantes de l'image. Quatre tables de con�gurations pour
lemarching-cubes (une par couple de connexit�e valide) ont �et�e construites et chacune permet
de construire une iso-surface coh�erente avec les connexit�es choisies.

Cette extraction bas�ee sur des consid�erations de topologie digitale nous a permis de
montrer le lien �etroit existant entre ces iso-surfaces et les surfaces digitales d'une image.
Ainsi, le r�esultat d'un algorithme classique d'extraction de surfaces digitales par suivi des
surfels peut être facilement transform�e en une iso-surface de cette image.

Nous pouvons donc exploiter des m�ethodes discr�etes pour fabriquer rapidement un mo-
d�ele g�eom�etrique �a partir des donn�ees volum�etriques, comme le montre l'exemple de la Fi-
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gure 3.17. Dans le Chapitre 6, di��erents exemples d'iso-surfaces extraites �a partir d'images
biom�edicales sont pr�esent�es : les r�esultats obtenus montrent �a la fois la puissance et les limites
de cette approche purement discr�ete. Comme la repr�esentation g�eom�etrique obtenue est une
surface triangul�ee sans bord, elle peut être d�eform�ee par le mod�ele g�en�erique propos�e dans
le Chapitre 5. Les potentialit�es nouvelles o�ertes par l'enchâ�nement de ces deux approches
(reconstruction discr�ete et mod�ele d�eformable) seront explor�ees dans le Chapitre 6.

En�n, on peut se demander dans quelle mesure la m�ethode de construction des ��-iso-
surfaces est extensible aux dimensions sup�erieures (construction d'iso-volumes en dimen-
sion 4, etc). A priori, cela d�epend des propri�et�es induites par les couples de connexit�e en
dimension sup�erieure. Autrement, la m�ethode de construction par 4-face, 8-cube, puis 16-
hypercube doit être similaire. Une construction particuli�ere doit sans doute être int�egr�ee
pour l'�equivalent de la 26-connexit�e en dimension 4 (connexit�e pour des �el�ements qui ne
partagent qu'un sommet de l'hypercube). Un probl�eme pourrait provenir du fait que le vo-
lume g-convexe est construit autour d'une unique �-composante ou �-composante. Dans les
dimensions sup�erieures, il y a des couples de Jordan qui induisent plusieurs composantes
connexes de 1-voxels et plusieurs composantes connexes de 0-voxels (en fait, d�es la dimen-
sion 4, pour l'�equivalent des paires f18; 6g. Le volume g-convexe devrait donc être construit
di��eremment, sans doute autour de chaque composante.

Une r�eponse �a l'extension multi-dimensionnelle de cette m�ethode de reconstruction pour-
rait venir des surfaces digitales. Udupa [135] a montr�e sous quelles conditions une adjacence
entre bels permet d'obtenir des propri�et�es int�eressantes. Une construction d'(( iso-hyper-
surfaces )) �a l'aide du graphe d'adjacence entre bels construirait probablement des hyper-
vari�et�es combinatoires sans bord. Il resterait cependant le probl�eme de la triangulation de
cette vari�et�e.
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Chapitre 4

Mod�eles d�eformables en imagerie

4.1 Introduction

Les donn�ees volum�etriques sont souvent bruit�ees, incompl�etes, d�eform�ees ou non-
reproductibles. Extraire des formes signi�catives d'images volum�etriques est donc une tâche
complexe, souvent impossible sans introduire des informations suppl�ementaires dans le pro-
cessus d'extraction. On peut alors pr�eferer utiliser un mod�ele d�eformable a�n d'am�eliorer le
processus de segmentation/reconstruction :

{ le processus s'appuie sur les caract�eristiques du mod�ele pour approcher les formes
de l'image : propri�et�es g�eom�etriques, topologiques ou physiques du mod�ele, utilisation
d'un mod�ele de r�ef�erence, initialisation, interaction de l'utilisateur.

{ la segmentation/reconstruction �etant le r�esultat de la convergence d'un processus vers
une solution stable, l'extraction est r�ealis�ee par estimations et a�nements successifs,
ce qui la rend d'autant plus robuste.

Un mod�ele d�eformable permet d'approcher un objet au travers de ses lois d'�evolution. Il
peut donc r�eagir �a l'application de forces (e.g., pression interne, gravit�e), de contraintes (e.g.,
r�egularit�e, courbure), de frottements. Il permet d'introduire des contraintes suppl�ementaires
dans le processus d'extraction des formes et, par cons�equent, de rendre plus r�egulier (i.e.
r�egulariser) ce probl�eme en limitant l'espace des solutions. Il peut exploiter l'information
de contours des images, en la compl�etant par ses contraintes.

Les mod�eles d�eformables r�epondent pr�ecis�ement �a de nombreux objectifs, parmi lesquels
on peut citer :

{ obtenir une mod�elisation g�eom�etrique, topologique ou physique des formes extraites.

{ pister des formes d'image en image dans le cas de superposition de coupes ou sur des
images spatio-temporelles.

{ faire correspondre les propri�et�es physiques du mod�ele aux propri�et�es des formes �a
extraire.
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Les mod�eles d�eformables sont �egalement utilis�es intensivement dans d'autres domaines
comme la st�er�eovision, le suivi de formes, la simulation ou la synth�ese d'images.

Dans cette th�ese, nous ne nous int�eressons qu'aux mod�eles d�eformables utilis�es en seg-
mentation/reconstruction. Il existe bien entendu beaucoup d'autres mod�eles de d�eformation,
que ce soit en synth�ese d'images anim�ees ou en mod�elisation physique.

Il est tr�es d�elicat de classer l'ensemble des mod�eles d�eformables suivant un crit�ere pr�e-
cis. En e�et, suivant l'application envisag�ee, cette s�election arbitraire aura plus ou moins
d'int�erêt et pourra faire apparâ�tre des di��erences l�a o�u les principes sous-jacents sont simi-
laires. Nous avons donc pr�ef�er�e regrouper les mod�eles suivant la mani�ere dont ils abordent le
probl�eme de la segmentation/reconstruction, plutôt que de choisir un crit�ere g�eom�etrique,
analytique, topologique, structurel, physique ou num�erique.

La fa�con d'appr�ehender la segmentation/reconstruction d�epend essentiellement de l'es-
pace de repr�esentation du mod�ele et de la transformation de l'ad�equation aux donn�ees vers
les d�eformations induites. L'approche Lagrangienne ou l'approche Eulerienne exprime le
premier point. Le deuxi�eme point correspond �a la formulation des d�eformations en fonction
des donn�ees.

L'approche Lagrangienne rend compte des mouvements et des �evolutions (e.g., de par-
ticules, d'objets rigides ou non) d'un syst�eme en se mettant �a la place de ses composantes :
on parlera donc du mouvement, de l'acc�el�eration, d'un objet en particulier. L'�etude des �evo-
lutions de tous les objets du syst�eme fournira son �evolution globale. Cette vision convient
particuli�erement aux mod�eles rigides, form�es de particules �el�ementaires, dans lesquels on
peut et on souhaite connâ�tre sa d�eformation de mani�ere explicite.

L'approche Eulerienne d�ecrit les mouvements d'un syst�eme de mani�ere globale : ce ne
sont plus les particules du syst�eme qui sont suivies mais l'�evolution de l'espace tout entier.
Pour chaque unit�e de volume, cette approche s'int�eresse �a ce qui rentre et ce qui sort.
En examinant l'�evolution de chacun des volumes �el�ementaires, on peut d�ecrire l'�evolution
globale du syst�eme. Intuitivement, cette vision de la dynamique convient parfaitement �a
l'�etude des 
uides plus ou moins visqueux (e.g., liquides, gaz) �evoluant dans un espace
d�etermin�e. Elle fournit une repr�esentation implicite des d�eformations du syst�eme (e.g., s'il
y a moins de mati�ere ici et plus l�a-bas, c'est que des particules se sont d�eplac�ees).

Les approches Lagrangiennes sont traditionnellement les plus courantes en segmenta-
tion/reconstruction. C'est pourquoi nous avons choisi de les regrouper en di��erentes sous-
cat�egories : d�eformation par minimisation d'une �energie, formalisation probabiliste des d�e-
formations, �evolution sous l'action d'un ensemble de forces, mod�elisation �a base physique,
�evolution discr�ete, d�eformation d'un mod�ele de r�ef�erence. Parmi celles-ci, nous pr�esente-
rons de mani�ere plus d�etaill�ee les contours actifs, ou snakes, introduits par Kass et al. [62],
car beaucoup de mod�eles dits d�eformables leur sont directement ou indirectement d�eriv�es.
En�n nous consacrerons la derni�ere partie aux approches Euleriennes, qui se sont d�evelop-
p�ees r�ecemment en segmentation/reconstruction, notamment grâce aux travaux de Osher et
Sethian [106].
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4.2 D�eformation par minimisation d'�energie

Les mod�eles d�eformables bas�es sur la minimisation d'une �energie, commun�ement appel�es
contours actifs, snakes, ou ballons, ont �et�e introduits par Kass, Witkin et Terzopoulos [62]
dans le domaine de la vision et de l'analyse d'images m�edicales bidimensionnelles. Leur
principe est d'associer une �energie au mod�ele. Celle-ci repr�esente d'une part l'interaction du
mod�ele avec l'image, et d'autre part les contraintes de r�egularit�e du mod�ele. La minimisation
de cette �energie va d�eformer le mod�ele jusqu'�a un point d'�equilibre. Ce point d'�equilibre,
qui correspond en g�en�eral �a un minimum local, est cens�e repr�esenter une forme ou une
caract�eristique de l'image. Le mod�ele d�eformable est donc plong�e dans l'espace image et
l'interaction mod�ele/image est localis�ee autour du plongement du mod�ele.

Un tel mod�ele est donc d'abord d�e�ni par le choix d'une repr�esentation (courbe, surface
param�etrique, etc) et par une �energie potentielle. Cette �energie traduit les interactions in-
ternes, les contraintes (entre autres de l'utilisateur), et les forces externes. En particulier, ces
derni�eres repr�esentent l'ad�equation du mod�ele aux donn�ees. Le mod�ele va donc être optimis�e
en fonction des donn�ees r�eelles tout en restant contraint par sa repr�esentation. Suivant les
primitives que l'on souhaite extraire (contours, formes, r�egions homog�enes) et les donn�ees
dont on dispose (scanner X, IRM, angiographie RM, �echographie, microscopie confocale),
on d�etermine les termes de l'�energie potentielle. En�n, les d�eformations du mod�ele seront
in
uenc�ees par la m�ethode de r�esolution employ�ee (formulation statique ou dynamique,
di��erences �nies ou �el�ements �nis, m�ethodes probabilistes).

Par leur formalisme de minimisation de fonction d'�energie, les contours actifs se rap-
prochent de la th�eorie de l'optimisation. Par ailleurs, ils se basent aussi sur la th�eorie de la
r�egularisation. En e�et, le probl�eme de la d�etection des contours est un probl�eme mal-pos�e
\au sens de Hadamard" [127, 40], c'est-�a-dire que la solution n'est pas forc�ement unique
ou qu'elle ne d�epend pas continûment des donn�ees. Pour am�eliorer le conditionnement du
probl�eme, on rajoute des contraintes de r�egularisation dans la formulation de l'�energie po-
tentielle.

Dans la suite, on parlera de (( contours actifs )) pour les mod�eles bidimensionnels de d�efor-
mation par minimisation d'�energie, de (( surfaces actives )) pour les mod�eles tridimensionnels,
et de (( mod�eles actifs )) pour d�esigner indi��eremment l'un ou l'autre.

On peut diviser les mod�eles actifs en deux sous-cat�egories : les mod�eles actifs �elastiques
et les mod�eles actifs param�etriques. Les mod�eles actifs (( �elastiques )) utilisent une repr�e-
sentation physique explicite de la courbe ou de la surface (en g�en�eral, une liste de points
voisins deux �a deux) et lui associent des propri�et�es comme l'�elasticit�e ou la tension. Les
�equations d'�evolution sont d�eterministes et proviennent des lois de la dynamique Lagran-
gienne. Les mod�eles actifs (( param�etriques )) emploient une repr�esentation param�etrique
de leur g�eom�etrie et respectent aussi des �equations d'�evolution d�eterministes issues des lois
de la dynamique Lagrangienne. En revanche, la repr�esentation du mod�ele est analytique et
l'optimisation du probl�eme se fait sur les param�etres de la repr�esentation. Cela permet d'ob-
tenir une in
uence globale sur les d�eformations du mod�ele, d'introduire des connaissances
a priori sur la forme de l'objet, mais rend souvent son utilisation plus sp�eci�que [11].
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4.2.1 Mod�eles actifs �elastiques

Formulation stationnaire

Dans leur article originel [62], Kass, Witkin et Terzopoulos ont propos�e de poser le
probl�eme de la d�etection de contours (ou autres caract�eristiques de l'image) en tant que
minimisation d'une �energie. Le contour est repr�esent�e par une courbe C = v(s; t), ouverte
ou ferm�ee, param�etr�ee par l'abscisse curviligne s et le temps t. Cette courbe sera d�eform�ee
par une s�erie de minimisations locales. Les auteurs ont appel�e snake leur courbe d�eformable.
L'�energie potentielle �a minimiser est alors :

E(t) = Eext(t) + Ereg(t): (4.1)

Le crit�ere d'optimisation Eext (i.e. l'�energie d'interaction entre le mod�ele et l'image)
d�epend du type de primitives que l'on cherche dans l'image. Supposons que l'on souhaite
superposer la courbe C = v(s; t) �a un contour. Un contour correspond �a une zone de fort
gradient ; on cherche donc �a maximiser la somme des normes du gradient le long de la courbe
C. Cette somme est �egale �a l'�energie potentielle �a optimiser. Ainsi, on peut �ecrire

Eext(t) = ��
Z
C

�(krI(v(s; t))k)ds; (4.2)

o�u � est une fonction continue croissante [40] et � un r�eel positif. Dans la formulation
originelle, Kass et al. [62] ont choisi � : x 7! x2.

Le second terme Ereg est un terme r�egularisant, introduit pour rendre le probl�eme de
minimisation mieux conditionn�e. Kass et al. [62] utilise un op�erateur r�egularisant de type
Thikonov [134] en ne conservant que les termes de premier et de deuxi�eme ordre :

Ereg(t) =

Z
C

1

2

�
�(s) kvs(s)k2 + �(s) kvss(s)k2

�
ds (4.3)

avec vs =
@v
@s

et vss =
@2v
@s2

.
On peut interpr�eter la minimisation d'�energie des snakes comme un comportement phy-

sique. Pour des termes � et � constants sur la courbe, la minimisation du premier terme
est analogue �a l'�equation d'�evolution r�egissant les faibles d�eplacements d'une membrane et
la minimisation du second terme est similaire �a l'�equation d'�evolution des vibrations d'une
plaque mince pour de petits d�eplacements [62, 40]. Ainsi le terme de premier ordre agit sur
la longueur de la courbe et son minimum in
uence la rigidit�e et la tension de la courbe
tandis que le terme de deuxi�eme ordre agit sur sa courbure.

L'�energie potentielle Eext d�erive de l'image ; on ne peut donc en obtenir une expression
analytique. Ainsi, il n'y a pas de m�ethode analytique pour en d�eterminer le minimum.
L'�equation d'Euler du syst�eme peut être d�etermin�ee facilement par un r�esultat classique du
calcul des variations [29]. On obtient alors la formulation stationnaire de la minimisation :

� @

@s
(�vs) +

@2

@s2
(�vss) = �

@�(krI(v)k)
@v

; (4.4)

avec certaines conditions aux limites.
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Pour la r�esoudre, Kass et al. [62] utilisent les di��erences �nies pour discr�etiser l'�equation
et la mettre sous forme lin�eaire :

AV = F (4.5)

o�u V est le vecteur des coordonn�ees des points de la courbe, A, matrice de lissage, est
pentadiagonale (sym�etrique si la courbe est ferm�ee) et le vecteur F , d�eriv�ee de rI, d�epend
implicitement de V . A noter que cette discr�etisation implique que les n�uds de la courbe
restent �a distance uniforme les uns des autres, ce qui, dans le cas g�en�eral, est loin d'être
respect�e : les n�uds ont en e�et tendance �a s'accumuler dans les zones de fort gradient.

On peut noter que Berger [12] a montr�e que la matrice A est toujours singuli�ere pour
les snakes ferm�es et souvent dans les autres cas. Pour r�esoudre l'�equation (4.5) de mani�ere
it�erative, Kass et al. l'ont transform�ee sous la forme suivante :

(A+ 
I)V t+1 = F + 
V t (4.6)

o�u F est une fonction de V t et A + 
I est inversible en O(n) par une d�ecomposition LU .
Cohen [26] a not�e que le conditionnement de ce syst�eme est tr�es d�ependant de ce param�etre

 et qu'il est souvent indispensable de choisir un 
 assez grand (i.e. un pas de temps tr�es
petit) pour am�eliorer la r�esolution num�erique. On peut aussi chercher �a diminuer la plus
grande valeur propre de la matrice A+ 
I [40].

Formulation dynamique

Au lieu d'avoir une approche stationnaire �a la r�esolution du probl�eme de minimisation, on
peut consid�erer la courbe comme un objet dynamique se d�eformant dans un milieu visqueux
(de viscosit�e 
). Le mouvement peut être d�etermin�e �a l'aide du principe de moindre action
g�en�eralis�e de Hamilton. Les �equations d'Euler-Lagrange du syst�eme sont alors (se r�ef�erer
au livre de Courant et Hilbert [29] ou au travail de Bascle [11] pour une description plus
d�etaill�ee) :

�
@2v

@t2
+ 


@v

@t
� @

@s
(�vs) +

@2

@s2
(�vss) = �

@�(krI(v)k)
@v

(4.7)

La formulation �evolutive de Cohen [26] et la r�esolution num�erique par di��erences �nies de
Kass et al. [62] reviennent �a n�egliger le terme d'inertie (� = 0) dans (4.7) tout en conservant
le terme de frottement. Le terme 1=
 peut d�es lors être vu comme le pas de temps.

Un autre int�erêt de la formulation dynamique (4.7) r�eside dans le fait que le mod�ele d�e-
formable repr�esente naturellement un objet dynamique. Le suivi de formes au sein d'images
spatio-temporelles peut être r�ealis�e directement.

La plupart des mod�eles d�eformables sont d�eriv�es de l'�equation (4.7), simpli��ee ou non.
Souvent seules la m�ethode de r�esolution et la d�e�nition des contraintes externes changent
d'un mod�ele �a l'autre.

Discussion

La formulation des snakes est s�eduisante pour diverses raisons. Elle est en e�et extensible
�a de nombreuses applications (segmentation, d�etection de contours ou d'arêtes, st�er�eovision,
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suivi spatio-temporel de formes, coop�eration avec des approches r�egion) et permet l'inter-
action de l'utilisateur. Elle combine les deux op�erations de d�etection et de châ�nage en une
seule. Elle comble l'information l�a o�u elle est manquante grâce au principe de r�egularisa-
tion. Certains auteurs, comme Fua et Brechb�uhler [46], ont montr�e comment int�egrer des
contraintes (( dures )) dans l'�evolution des snakes.

Ce mod�ele n'est pas exempt de d�efauts. Cohen [26] a soulign�e l'in
uence de l'initialisation
du snake dans l'image et les probl�emes d'instabilit�e num�erique. L'interaction de l'utilisateur
est donc indispensable pour donner une bonne initialisation au mod�ele. Le choix des para-
m�etres �elastiques est d�ependant de l'image de travail. Le snake se r�eduit peu �a peu �a un
point en l'absence de gradients (Elomary [40] a propos�e une d�emonstration �el�egante de ce
ph�enom�ene). En�n ce mod�ele conserve sa topologie initiale au cours de ses d�eformations et
ne peut donc appr�ehender des objets complexes. De même il n'y a pas de relation directe
entre la topologie du snake et sa g�eom�etrie. En cons�equence, ce mod�ele est incapable de
r�eagir �a des auto-intersections.

4.2.2 Autres contours actifs �elastiques (2D)

A�n d'�eviter que le mod�ele ne soit trop sensible �a l'initialisation, Cohen [26] a introduit
une force d'in
ation dans (4.7) qui �evite au snake de s'e�ondrer sur lui-même en l'absence
de contours. De plus, il s'attaque au probl�eme du pas de temps en proposant une nor-
malisation de l'in
uence du gradient. Le terme de droite dans (4.7) est alors de la forme
k1n�k2 rP

krPk , o�u n est la normale �a la courbe et P = �krI(v)k2. Si la force d'in
ation peut
être interpr�et�ee comme le gradient d'un potentiel mesurant l'aire �a l'int�erieur de la courbe,
l'in
uence de l'image ne d�erive plus d'un potentiel. Une autre cons�equence de l'introduction
d'une force d'in
ation est que le snake va subir de grandes modi�cations de sa taille. Une
reparam�etrisation r�eguli�ere devient donc indispensable. Elle entrâ�ne une nouvelle inver-
sion du syst�eme lin�eaire (4.6). Par ailleurs, la normalisation rend �egale l'in
uence de tous
les contours de l'image, qu'ils soient marqu�es ou pas. L'auteur utilise donc une image de
contour d�ej�a segment�ee, par exemple avec un op�erateur de type Canny-Deriche [18, 33].

Leymarie et Levine [74] ont �etudi�e le probl�eme de l'estimation des param�etres intrin-
s�eques (�, 
, �(), �()) et extrins�eques (�, �()), ainsi que l'in
uence de la discr�etisation
spatiale et temporelle. Ils proposent de modi�er �() de mani�ere �a ce que le mod�ele tende
vers sa longueur (( naturelle )) et �() de fa�con �a ce que la courbe tende vers sa courbure
(( naturelle )). L'inconv�enient est que le syst�eme d'�equation n'est plus forc�ement inversible
(i.e., le mod�ele peut alors osciller) : une inversion du syst�eme est donc n�ecessaire �a chaque
it�eration. Pour corriger les autres param�etres, Leymarie et Levine saturent leur in
uence en
les bornant. En�n ils proposent un nouveau crit�ere d'arrêt bas�e sur la mesure du potentiel
externe moyen le long de la courbe et sur sa variation entre les it�erations. Le probl�eme
est que le snake peut alors s'arrêter sur le simple fait que cette moyenne est relativement
constante entre deux it�erations.

Cohen et Cohen [27] ont propos�e de r�esoudre l'�equation �evolutive des snakes avec une
m�ethode des �el�ements �nis bas�ee sur des polynômes Hermitiens bicubiques. Ils a�rment
que la complexit�e du probl�eme est r�eduite par cette approche, notamment dans le cas
tridimensionnel. Les �el�ements �nis permettent d'avoir une repr�esentation analytique de la
surface. A noter que les auteurs utilisent les �el�ements �nis pour la discr�etisation spatiale et
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les di��erences �nies (au premier ordre) pour la discr�etisation temporelle.
McInerney et Terzopoulos [85] se sont int�eress�es au probl�eme des changements de topolo-

gie au cours des d�eformations. La dynamique d'�evolution de leur mod�ele, d�enomm�eT-snake,
est identique �a celle de Cohen [26]. Les auteurs se servent d'une grille simpliciale plaqu�ee sur
l'image pour d�etecter et r�esoudre les variations �eventuelles de topologie. Cette division de
l'espace permet en e�et de r�esoudre de mani�ere non-ambigu�e le probl�eme de la connexit�e de
la courbe. En revanche cela n�ecessite de m�emoriser les cellules o�u le mod�ele est d�ej�a pass�e
(algorithme (( terre brûl�ee ))) et empêche la courbe de revenir sur ses pas. De plus, la courbe
doit être reparam�etr�ee �a chaque it�eration pour correspondre aux intersections avec la grille
simpliciale.

4.2.3 Extension 3D : les surfaces actives

Cohen et Cohen [27] ont �etendu la formulation des snakes aux surfaces dans R3. Soit
S = v(s; r; t) une param�etrisation de la surface. L'�energie de r�egularisation devient alors :

Ereg(t) =
R R
S

1
2

�
!10 kvsk2 + !01 kvrk2

+ !20 kvssk2 + !02 kvrrk2 + !11 kvsrk2
�
ds dr

(4.8)

o�u l'�elasticit�e est d�etermin�ee par les fonctions !10 et !01, la rigidit�e par les fonctions !20
et !02 et la r�esistance �a la torsion par !11. Les �equations d'Euler-Lagrange associ�ees sont
alors :
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(!01vr)

+
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@s2
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(!02vrr) +
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@s@r
(!11vsr) = �

@�(krI(v)k)
@v

(4.9)

avec une estimation initiale donn�ee et �eventuellement certaines conditions aux limites.
Cohen et Cohen [27] utilisent le terme d'in
ation des ballons [26] ainsi que la force

normalis�ee d'attraction vers les donn�ees. Les images sont donc pr�e-segment�ees. Une m�ethode
des �el�ements �nis bas�ee sur des fonctions hermitiennes bicubiques est employ�ee pour r�esoudre
l'�equation d'�evolution (4.9). Ils proposent �egalement trois algorithmes de d�eformation de leur
surface active : le premier n'est en fait que la propagation d'une convergence sur une coupe
vers la suivante et n'est pas �a proprement parler un algorithme 3D, le deuxi�eme repr�esente la
surface par un empilement de courbes ferm�ees, le troisi�eme est bas�e sur la d�eformation d'une
surface de R3. Les auteurs pr�esentent di��erentes approches bas�ees sur leur surface active au
probl�eme de la reconstruction de donn�ees non-structur�ees. Ce mod�ele d�eformable n�ecessite
de connâ�tre a priori la topologie exacte de l'objet �a reconstruire, ce qui peut limiter son
champ d'application.

D'autres auteurs ont propos�e des mod�eles de surfaces actives. Ainsi, McInerney and
Terzopoulos [84] ont �egalement pr�esent�e un ballon actif dont la dynamique est r�esolue par
une m�ethode des �el�ements �nis �a cellules triangulaires. L'originalit�e de leur approche r�eside
dans la possibilit�e de ra�ner leur ensemble de cellules. Cette approche multi-r�esolution leur
permet d'estimer rapidement la forme �nale de l'objet �a recouvrir. Les auteurs d�emontrent
les possibilit�es de ce mod�ele sur le suivi du ventricule gauche d'un c�ur canin. Ce mod�ele
ne peut repr�esenter que des surfaces hom�eomorphes �a une sph�ere.
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McInerney and Terzopoulos [87] ont pr�esent�e une surface active pouvant modi�er dy-
namiquement sa topologie en fonction des variations de sa g�eom�etrie. Pour ce faire, ils ont
�etendu leur T-snakes bidimensionnels [85] au cas tridimensionnel. Le probl�eme est de repa-
ram�etrer la surface au cours de son �evolution. Leur algorithme applique une grille simpliciale
| celle de Coxeter-Freudenthal | sur l'espace dans lequel �evolue le mod�ele, a�n de recal-
culer la topologie de la surface en fonction de la nouvelle position de ses sommets. A chaque
it�eration, l'ensemble des sommets de la surface est recalcul�e �a partir de la position des an-
ciens sommets. Cette fa�con de reparam�etrer la surface est tr�es similaire �a des algorithmes
(( Marching-Tetrahedron )) [45]. Un algorithme de marquage de type (( terre brûl�ee )) permet
de d�e�nir exactement l'int�erieur (ou l'ext�erieur) de la surface. Si cela permet de d�e�nir sans
ambigu��t�e la topologie �a chaque pas, cela interdit �a la surface de revenir sur ses pas.

4.2.4 Mod�eles actifs param�etriques

Au lieu de param�etrer la courbe (ou la surface) explicitement par son ensemble de points,
les mod�eles actifs param�etriques mod�elisent la courbe (ou la surface) sous la forme d'une
fonction de ses param�etres (e.g. une B-spline ou une ellipse). On ne cherche donc plus
�a d�eformer la courbe (ou la surface) pour atteindre le minimum d'�energie, mais plutôt �a
faire varier ses param�etres. On ne montre ici que le cas des contours actifs param�etriques
bidimensionnels.

Similairement aux mod�eles actifs �elastiques, on cherche �a minimiser une �energie. La
courbe Ca = v(s;a(t)) est cette fois-ci param�etr�ee par le vecteur a, qui va �evoluer au
cours du temps t ; s repr�esente le parcours sur la courbe, dans l'intervalle 
. En utilisant le
principe de Hamilton g�en�eralis�e et en supposant que la courbe est lin�eaire en ses param�etres,
l'�equation d'�evolution peut se mettre sous la forme lin�eaire suivante :

M
d2a

dt2
+D

da

dt
+Ka =

Z
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�
ds; (4.10)

o�uM est la matrice d'inertie,D la matrice d'amortissement et K la matrice de lissage. Cette
derni�ere caract�erise la r�egularisation du syst�eme. L'int�egration se fait suivant le param�etre
de parcours s et ne correspond pas forc�ement �a l'abscisse curviligne. Cela peut entrâ�ner un
ph�enom�ene d'accumulation sur les zones de forte courbure, ce qui peut biaiser le r�esultat.

Souvent la courbe n'est pas lin�eaire en ses param�etres mais l'�equation (4.10) est malgr�e
tout utilis�ee. Cette hypoth�ese simpli�e les �equations et l'estimation progressive des para-
m�etres s'apparente �a une pseudo-descente en gradient [11]. Le terme d'inertie M est tr�es
souvent n�eglig�e dans les calculs. Le terme de lissage K est aussi parfois n�eglig�e, notamment
lorsque la famille de fonction est d�ej�a relativement lisse. Pour d'autres familles de fonction,
comme une d�ecomposition en s�eries de Fourier, ce terme ne peut être n�eglig�e [120].

Cette approche pr�esente certains avantages par rapport �a l'approche directe, parmi les-
quels on peut citer :

{ La courbe (ou la surface) a d�esormais une repr�esentation analytique. Un ensemble de
caract�eristiques g�eom�etriques peut donc être calcul�e exactement.

{ Le fait de rechercher un minimum sur une famille param�etrique tend �a r�egulariser le
probl�eme car la repr�esentation param�etrique choisie a souvent des propri�et�es de conti-
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nuit�e et de d�erivabilit�e. Cela permet d'�eliminer les termes de lissage dans l'�equation
d'�evolution ce qui limite les probl�emes de conditionnement.

{ Si l'utilisateur peut mod�eliser ce qu'il recherche, l'utilisation d'une famille de fonction
ad�equate permet d'obtenir au mieux les formes voulues (e.g., recherche de cercles, de
quadriques).

En contrepartie, le mod�ele actif perd souvent en souplesse, et se prête mieux �a la r�esolution
de probl�emes sp�eci�ques (donc appr�eciables a priori) qu'�a des probl�emes g�en�eriques comme
la segmentation d'objets anatomiques. De même, la g�eom�etrie, la topologie et la dynamique
du mod�ele sont contraints par l'espace des param�etres.

Yuille et al. [149] ont propos�e des mod�eles actifs param�etriques, appel�es deformable
templates, pour d�etecter des objets pr�ecis. Ces contours actifs sont des assemblages des
cercles et de paraboles. Les auteurs d�emontrent les possibilit�es de leur approche sur la
d�etection et le suivi des yeux et de la bouche. Menet et al. ont aussi pr�esent�e des contours
actifs bas�es sur des B-splines [88].

Bascle [11] a pr�esent�e di��erents contours actifs param�etriques (ellipses, superquadriques,
B-splines) appliqu�es �a l'extraction de caract�eristiques (bords, jonctions), �a la st�er�eovision
et au suivi de formes. L'utilisation de contours actifs param�etriques permet d'accrô�tre la
robustesse de la d�etection dans ces applications. De plus elle permet la quanti�cation des
di��erentes d�eformations.

Sz�ekely et al. [120] ont pr�esent�e un mod�ele actif param�etrique bas�e sur une d�ecompo-
sition de Fourier. Le contour (ou la surface) est mod�elis�e par un vecteur de param�etres
qui sont les coe�cients d'une d�ecomposition de Fourier (unidimensionnelle pour la courbe
et bidimensionnelle pour la surface). Cette d�ecomposition du contour (de la surface) sur
un ensemble orthonorm�e de fonctions permet de bien distinguer les di��erents param�etres,
d'une part en rendant leur �evaluation plus ais�ee, d'autre part en �evitant les redondances
[118]. L'�evolution du mod�ele est dirig�ee par une minimisation d'�energie de la forme (4.10)
(au contraire du mod�ele similaire propos�e par Staib et Duncan [118]). L'int�erêt de cette
approche apparâ�t lorsque l'on dispose d'un mod�ele de r�ef�erence initial. Le caract�ere glo-
bal de la repr�esentation param�etrique permet alors de simuler ais�ement des d�eformations
de l'ensemble du mod�ele (torsions, rotations, changements d'�echelle). La di�cult�e de cette
approche r�eside dans l'obtention d'une param�etrisation de la surface de r�ef�erence pour que
la minimisation d'�energie ne soit pas biais�ee. Les auteurs formalisent ce probl�eme sous la
forme d'un syst�eme de contraintes �a optimiser.

Staib et Duncan [118, 119] ont aussi propos�e un mod�ele actif bas�e sur une param�etrisation
de Fourier, mais dans un cadre probabiliste.

4.3 Mod�eles d�eformables probabilistes

4.3.1 Formulation

Une autre approche aux mod�eles d�eformables est de consid�erer le probl�eme de l'ad�equa-
tion du mod�ele aux donn�ees d'un point de vue probabiliste. En pratique, on va rechercher �a
maximiser la probabilit�e d'existence du mod�ele par rapport �a la con�guration des donn�ees,
tout en tenant compte de la probabilit�e a priori qu'un tel mod�ele se r�ealise [121].
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Soit a le vecteur de param�etres repr�esentant le mod�ele g�eom�etrique. Le vecteur a peut
simplement être un ensemble de points sur une courbe (e.g., le snake de Kass et al. [62]) ou
le vecteur de param�etres d'une courbe param�etr�ee (e.g., le Fourier snake de Staib et Duncan
[118]). On d�enote alors ta la r�ealisation sous forme image du vecteur a. L'objectif est de
trouver l'objet le plus probable en fonction de l'information a priori et de l'information
image. Cela revient �a trouver la r�ealisation ta qui correspond �a l'image en entr�ee I. On va
donc �evaluer la probabilit�e Pr(tajI) et rechercher son maximum sur l'ensemble des a. Cela
peut s'exprimer au travers de la loi de Bayles :

Pr(tmap) = max
a

Pr(tajI) = max
a

Pr(Ijta)Pr(ta)
Pr(I)

; (4.11)

o�u le terme tmap est la solution maximum a posteriori, le terme Pr(ta) est la probabilit�e a
priori d'obtenir une r�ealisation param�etr�ee par a, et le terme Pr(Ijta) repr�esente la proba-
bilit�e d'avoir l'image I pour cette r�ealisation ta. En g�en�eral on �elimine le terme Pr(I) car il
est suppos�e constant (toutes les images ont autant de chance de se r�ealiser) et on transforme
le produit restant en une somme en prenant le logarithme de l'expression (4.11).

Cette expression est tr�es int�eressante car elle mod�elise sous forme probabiliste �a la fois
l'ad�equation aux donn�ees (Pr(Ijta)) et les caract�eristiques du mod�ele (Pr(ta)). On peut ainsi
int�egrer facilement l'existence d'un bruit dans les donn�ees [118]. Du point de vue du mod�ele,
on peut int�egrer une contrainte de lissage [121], et on peut exprimer simplement l'existence
d'un mod�ele de r�ef�erence associ�e �a un ensemble de d�eformations plus ou moins probables.

Le calcul num�erique peut alors être r�ealis�e �a l'aide de m�ethodes optimales (i.e. qui
trouvent le maximum global) telles que l'algorithme de M�etropolis ou le recuit simul�e, ou
bien �a l'aide de m�ethodes sub-optimales comme les modes conditionnels it�er�es (ICM), la
relaxation, la descente en gradient, ou le recuit par champ moyen.

Ainsi, Cootes et al. [28] utilisent l'analyse en composantes principales pour obtenir une
matrice de d�eformations bas�ee sur un ensemble d'entrâ�nement. Le mod�ele g�eom�etrique
est l'ensemble des points d�ecrivant la courbe. L'analyse en composantes principales per-
met d'extraire les di��erents modes de d�eformations et d'estimer leur importance relative
les uns vis-�a-vis des autres. Cela se reformule donc facilement en termes de probabilit�es
ind�ependantes d'obtenir une certaine d�eformation d'un mod�ele de r�ef�erence.

Staib et Duncan [118] ont pr�esent�e un mod�ele de courbe d�eformable bas�e sur une pa-
ram�etrisation de Fourier. Le probl�eme de la d�etection des bords dans une image �a l'aide
d'un mod�ele est formalis�e comme l'optimisation d'une fonction objective de type maximum
a posteriori. Cela permet de mod�eliser les bruits de l'image ainsi que les variations les plus
probables du mod�ele. Le choix d'une d�ecomposition de Fourier permet de r�egulariser en
partie la solution. Staib et Duncan [119] ont aussi propos�e un mod�ele de surface d�efor-
mable bas�e sur une param�etrisation de Fourier. En contraignant certains param�etres ils
montrent comment repr�esenter quatre sortes de topologie distinctes (surface ouverte, tube,
tore, sph�ere).

D'autres auteurs ont propos�e de faire coop�erer un mod�ele d�eformable avec une approche
probabiliste r�egion. Ainsi Chakraborty et al. [20] mettent en �uvre un mod�ele Fourier snake
probabiliste qu'ils associent �a une segmentation r�egion obtenue par un champ de Markov
Gaussien. L'algorithme revient �a it�erer l'estimation suivante bas�ee sur la somme de trois
termes : un terme d�e�nissant la forme a priori, une int�egrale le long de la courbe qui mesure
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sa coh�erence avec l'information de gradient et une int�egrale de region qui estime la coh�erence
de l'int�erieur de la courbe. Le th�eor�eme de Green permet de transformer le calcul sur tout
l'int�erieur de la courbe en variation le long de la courbe.

On peut mettre en avant trois d�efauts principaux �a l'approche probabiliste qui limitent
son champ d'application :

{ La n�ecessit�e de disposer d'un mod�ele de r�ef�erence peut être un handicap �a la g�en�eri-
cit�e de l'approche. Une autre m�ethode de segmentation est donc indispensable pour
extraire la forme de r�ef�erence.

{ Le calcul num�erique est souvent bas�e sur un suivi de gradients. Il faut donc pouvoir
expliciter le gradient en fonction des param�etres du mod�ele et de l'image.

{ La topologie du mod�ele est �x�ee.

4.3.2 Lien avec la minimisation d'une �energie

On peut facilement transformer la formulation �energ�etique de l'�energie interne (4.3) [86]
par discr�etisation en introduisant une distribution de Gibbs de la forme

Pr(ta) =
1

Zt

exp(�S(a)); (4.12)

o�u S(a) est une version discr�etis�ee de Ereg et Zt est la constante de normalisation. La
probabilit�e r�esultante (mod�ele a priori) est d'autant plus importante que l'�energie interne
est faible.

On peut aussi transformer l'expression de l'�energie externe (cf. (4.2)) comme probabilit�e
de r�ealisation de l'image connaissant le mod�ele :

Pr(Ijta) = 1

ZI

exp(�P (a)) (4.13)

o�u P (a) est une version discr�etis�ee de Eext, et ZI la constante de normalisation de la distri-
bution.

La recherche du mod�ele le plus ad�equat est e�ectu�ee en trouvant le vecteur de param�etres
a qui maximise la probabilit�e Pr(tajI) (cf. (4.11)). Avec la construction pr�ec�edente des lois
de probabilit�e, cela revient �a minimiser l'�energie (4.1).

On peut �etendre le mod�ele a priori en supposant qu'il est variable dans le temps : avec
le mod�ele de senseur, on obtient un �ltre de Kalman, qui d�ecrit l'�evolution attendue des
param�etres du mod�ele au cours du temps. Si les �equations Lagrangiennes d'�evolution re-
pr�esentent le mod�ele a priori variant dans le temps, l'algorithme d'estimations s�equentielles
par �ltre de Kalman r�esultant est appel�e Kalman snake [130].

Les mod�eles (( probabilistes )) transposent ainsi le probl�eme de minimisation dans un
processus stochastique (e.g., les champs de Markov). Leur optimisation est formul�ee comme
un probl�eme d'estimation statistique �a partir de donn�ees bruit�ees (e.g., maximum de vrais-
semblance, maximum a posteriori), r�esolu �a l'aide de m�ethodes optimales ou sub-optimales.

Ces mod�eles sont tr�es utiles pour prendre en compte le bruit que peut contenir une
image. Ils sont moins performants pour repr�esenter la r�epartition spatiale de l'information
(par exemple les similitudes entre informations voisines).
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4.4 Evolution par application de forces locales

Si le principe de la minimisation d'une �energie (�equation (4.1)) est fondateur, sa r�eso-
lution e�ective est souvent r�ealis�ee �a l'aide des �equations d'Euler-Lagrange [11, 26, 27, 62,
74, 84, 85]. D'un point de vue physique, la minimisation de l'�energie d'un syst�eme a �et�e
ramen�ee �a la dynamique d'un syst�eme sous l'action de forces et de contraintes. Certains
auteurs pr�ef�erent alors d�e�nir directement leur mod�ele sous la forme d'un ensemble d'�el�e-
ments (g�en�eralement des particules) li�es entre eux par des forces et interagissant avec leur
environnement.

En g�en�eral, les forces mises en jeu sont locales aux particules (i.e., les sommets du mo-
d�ele). Les interactions entre particules voisines permettent de simuler un comportement
de tension ou d'�elasticit�e du mod�ele. Les forces issues de l'image (ou tout autre type de
donn�ees) sont aussi locales aux sommets, et sont le plus souvent calcul�ees dans leur voisi-
nage. Ces mod�eles permettent donc de d�e�nir les forces de mani�ere explicite, notamment les
forces externes qui peuvent être probl�ematiques �a d�e�nir comme des minima de potentiels.
Le calcul explicite pose n�eanmoins le probl�eme de l'instabilit�e num�erique. Di��erentes m�e-
thodes peuvent être employ�ees pour y pallier : pas de temps adaptatif, seuillage des forces
appliqu�ees.

Ces mod�eles relient souvent les sommets entre eux a�n de d�e�nir explicitement pour
chaque sommet ses sommets voisins. On va donc classer ces mod�eles selon l'existence et la
variabilit�e de la structure induite.

4.4.1 Mod�eles non-structur�es

Ce sont des mod�eles de particules libres dont les interactions sont bas�ees sur des crit�eres
de distance. Beaucoup de mod�eles de particules ont �et�e d�evelopp�es, surtout dans le domaine
de l'animation et de la synth�ese d'images (se r�ef�erer par exemple �a la th�ese de Desbrun [34]
pour un tour d'horizon). En mod�elisation g�eom�etrique et reconstruction �a partir de donn�ees
non-structur�ees, on peut citer le mod�ele des (( particules orient�ees )) de Szeliski et Tonnesen
[122, 123]. Ces particules, dot�ees d'un r�ef�erentiel local, construisent une approximation de
la surface d'un objet, �a l'aide de contraintes de co-planarit�e, de co-normalit�e et de co-
circularit�e. Les auteurs montrent que ce mod�ele peut approcher des formes de topologie
complexe et l'appliquent �a de l'approximation de donn�ees non-structur�ees. Un inconv�enient
mineur r�eside dans le calcul des interactions entre particules, qui peut th�eoriquement être
assez coûteux. Un d�efaut plus probl�ematique est que ce mod�ele ne fournit pas une description
de la structure des objets, mais plutôt un �echantillonnage de la forme. Une telle description
n'est utilisable que pour des applications de visualisation.

4.4.2 Mod�eles �a structure �xe

Ces mod�eles sont bas�es sur une maille de type masse-ressort, o�u chaque particule est
reli�ee �a ses voisins par des ressorts. Le r�eseau ainsi constitu�e est �xe au cours du temps. Ces
mod�eles ne peuvent donc approcher que des formes ayant la même topologie que le mod�ele
�a l'initialisation. Vasilescu et Terzopoulos [138] ont pr�esent�e un mod�ele de cette nature pour
reconstruire des donn�ees non-structur�ees : des ressorts sont plac�es entre certains sommets
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et les points des donn�ees. Algorri et Schmitt [3] ont am�elior�e le proc�ed�e en initialisant le
mod�ele avec la topologie suppos�ee de la forme recherch�ee et en optimisant la dynamique des
particules.

Dans le contexte de la segmentation/reconstruction �a partir de donn�ees volum�etriques,
il est di�cile de pr�edire la forme �nale de l'objet et de placer un ensemble de (( ressorts
attracteurs )) pour d�eformer la maille. Ces mod�eles �a structure �xe ne sont donc pas adapt�es
�a ce contexte d'application.

En revanche, si l'objet �a segmenter et �a reconstruire est bien connu, une approche avec
de tels mod�eles peut être r�ealis�ee. Ainsi, Flasque et al. [43] ont propos�e un mod�ele clas-
sique masse-ressort �a structure �xe pour extraire les tissus cervicaux (mati�ere grise et ma-
ti�ere blanche). L'originalit�e de leur approche r�eside dans la d�e�nition de plusieurs surfaces
repr�esentant l'imbrication des di��erents tissus cervicaux. Des ressorts entre ces surfaces
contraignent leurs positions mutuelles de fa�con �a respecter leur structure naturelle.

4.4.3 Mod�eles �a structure variable

Ces mod�eles proposent des structures variables pour augmenter leur souplesse de repr�e-
sentation. Si ces mod�eles sont r�epandus en mod�elisation et en animation [79, 141], ils sont
plus rares dans le contexte qui nous int�eresse, car le mod�ele peut subir des d�eformations ar-
bitraires : les mod�eles �a structure variable doivent pr�edire les transformations topologiques �a
op�erer sur leur structure a�n de l'adapter au mieux aux variations de sa g�eom�etrie. Or, sous
l'action des forces internes et externes, les mailles peuvent s'auto-intersecter ou d�eg�en�erer.
Comme le souligne l'Annexe B, une in�nit�e (th�eoriquement) de probl�emes topologiques (ou
singularit�es) di��erents peuvent survenir et trouver les ensembles d'op�erations topologiques
qui corrigent ces singularit�es est di�cile sans faire certaines hypoth�eses (e.g., fermeture de
la surface, �echantillonnage de la surface).

Leitner [72] et Delingette [30, 31] ont chacun propos�e un mod�ele visant �a appr�ehender
des formes complexes en modi�ant la topologie de la maille de fa�con plus ou moins automa-
tique. Comme le mod�ele g�en�erique que nous pr�esentons dans le Chapitre 5 est assez proche
dans l'esprit de ces deux mod�eles, nous discuterons plus pr�ecis�ement de leurs sp�eci�cit�es et
avantages respectifs dans la Section 5.3.6.

4.5 Mod�eles d�eformables �a base physique

Ce sont des mod�eles qui incluent une partie de la dynamique des solides dans leur
formulation. Ils sont particuli�erement adapt�es �a l'animation, �a la simulation, et au recalage.
Certains auteurs ont propos�e d'utiliser ces mod�eles dans le cadre de la segmentation, de la
reconstruction, ou du suivi de formes.

La plupart des mod�eles �a base physique sont d�eriv�es du mod�ele de Terzopoulos et Witkin
[131]. Leur id�ee a �et�e de reprendre le mod�ele �elastique param�etrique de Terzopoulos et al.
[129] et de lui associer une composante rigide. La forme du mod�ele est ainsi la somme
d'une forme rigide globale et d'un terme repr�esentant les petites d�eformations �elastiques.
Au contraire des mod�eles �elastiques, l'objet poss�ede un r�ef�erentiel non-inertiel centr�e sur son
centre de gravit�e. La dynamique du mod�ele est donc d�e�nie d'une part par la dynamique
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des solides (position, vitesse, vecteur rotation instantan�e), d'autre part par les d�eformations
�elastiques locales. Un tel mod�ele peut se lin�eariser sous la forme :

M �q + C _q +Kq = gq + fq (4.14)

o�u M est la matrice d'inertie, C la matrice d'amortissement, K la matrice de lissage, gq
les forces centrifuges et de Coriolis, fq les forces externes associ�ees, et q est le vecteur de
param�etres du mod�ele repr�esentant �a la fois la position, l'orientation, la forme globale et les
d�eformations locales de l'objet.

Terzopoulos et Metaxas [128] ont appliqu�e ce mod�ele �a la segmentation d'images et �a la
reconstruction de donn�ees non-structur�ees. Leur mod�ele de r�ef�erence est une superquadrique
dont les param�etres globaux sont variables. La di�cult�e r�eside dans le calcul de la matrice
d'inertie, fonction du temps contrairement au mod�ele pr�ec�edent [131].

Metaxas and Kakadiaris [89] ont am�elior�e ce mod�ele en autorisant l'�evolution des para-
m�etres gouvernant l'�elasticit�e de l'objet. Leur m�ethode est d'int�egrer les param�etres �elas-
tiques dans le vecteur d'�etat du syst�eme. Chaque �el�ement �ni du mod�ele poss�ede donc un
param�etre �elastique qui �evolue suivant l'ad�equation aux donn�ees des n�uds de l'�el�ement.
Ils appliquent leur mod�ele sur des images 2D et sur la reconstruction de nuages de points
3D. L'int�erêt de la variabilit�e de l'�elasticit�e est, d'une part que l'utilisateur n'a pas besoin
de r�egler les param�etres �elastiques tr�es �nement, et d'autre part que le mod�ele devient plus

exible sur les zones interm�ediaires, ce qui accrô�t sa vitesse de convergence.

Bardinet et al. [9] utilisent aussi une superquadrique pour reconstruire des donn�ees non-
structur�ees, mais ne recherchent que sa forme globale. Les d�eformations locales ne sont en
e�et e�ectu�ees qu'a posteriori. Les auteurs utilisent alors une technique de d�eformations
de formes libres (FFD de Sederberg et Parry [115]) pour a�ner le r�esultat. Bardinet et al.
[10] ont appliqu�e ce mod�ele au suivi des mouvements cardiaques. Kumar et Goldgof [66]
reconstruisent aussi des donn�ees non-structur�ees mais �a l'aide d'un mod�ele englobant les
superquadriques et appel�e hyperquadrique.

On peut aussi citer les travaux de Pentland et Horowitz [109] qui transposent la dyna-
mique du mod�ele dans la base de ses modes de d�eformations (analyse modale). Le mod�ele
n'est plus repr�esent�e par un ensemble de points mais par un ensemble de param�etres (ortho-
gonaux sur cette base) qui d�e�nissent les di��erentes d�eformations qu'il peut subir. Ainsi les
premiers modes traduisent la dynamique d'un objet rigide (composantes de translation et
de rotation), les suivants sont des termes de d�eformations globales (torsion, �etirement, etc),
puis les termes repr�esentent des d�eformations de plus en plus locales. Grâce �a cette d�ecom-
position, les auteurs peuvent sur-contraindre facilement le probl�eme de la reconstruction de
formes en tronquant le vecteur de param�etres. Nastar et Ayache [100] utilisent aussi l'ana-
lyse modale pour suivre les mouvements d'un c�ur canin au travers d'une s�erie d'images
3D issue d'un scanner �a rayons X.

En�n, Park et al. [107] pr�ef�erent construire un mod�ele partiel de c�ur bas�e sur des
param�etres (( intuitifs )) dans le but de suivre et d'analyser les mouvements du ventricule
gauche. Le mod�ele est volum�etrique et son �evolution est gouvern�ee par des param�etres de
d�eformation radiale, longitudinale, axiale, des param�etres de torsion et de twist. L'espace
des d�eformations est ainsi consid�erablement r�eduit et les mouvements du ventricule peuvent
être directement interpr�et�es et compar�es aux mouvements r�eels. L'inconv�enient de cette
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approche provient de la d�ependance du mod�ele �a sa mod�elisation physique a priori. Si celui-
ci ne traduit pas la dynamique r�eelle du c�ur, l'analyse de ses d�eformations peut conduire
�a des erreurs d'interpr�etation, même si les mouvements correspondent visuellement.

4.6 Approche discr�ete des d�eformations

Les mod�eles pr�esent�es jusqu'�a pr�esent respectent une dynamique Lagrangienne globale
ou locale. Leur dynamique est bas�ee sur un ensemble de forces (directes ou d�eriv�ees d'une
formulation variationnelle) qui agissent sur le syst�eme et le contraignent �a se d�eplacer ou �a
se d�eformer en respectant des lois d'�evolution.

Consid�erant le caract�ere intrins�equement discret des images (2D ou 3D), certains au-
teurs ont une approche purement discr�ete des d�eformations. Contrairement aux approches
�elastiques par exemple, ces mod�eles n'oscillent pas autour de leur position de repos. Par
ailleurs, ils peuvent pro�ter de la combinatoire �nie de leur espace de d�eplacement pour
rechercher la solution de mani�ere optimale.

Ainsi, Miller et al. [93] ont propos�e un mod�ele de surface triangul�ee d�eformable a�n
d'extraire des formes d'images volum�etriques. A chaque sommet est associ�ee une fonction
coût, somme de trois termes ind�ependants : un terme de lissage, un terme d'in
ation et un
terme d'ad�equation aux donn�ees. A chaque it�eration et en chacun des sommets, le sommet
tente de se d�eplacer dans la direction du gradient de la fonction coût. Trois pas di��erents
sont possibles. Le mod�ele peut aussi se subdiviser localement pour a�ner ses r�esultats. En
revanche, ce mod�ele se limite �a l'approximation d'iso-surfaces dans une image.

D'autres auteurs, comme Amini et al. [4] et Tagare [124], ont propos�e une variante dis-
cr�ete des snakes 2D. Les sommets n'ayant qu'un nombre limit�e de d�eplacements possibles,
des techniques de programmation dynamique peuvent être utilis�ees pour minimiser l'�energie
du mod�ele. Tagare [124] optimise la recherche des nouvelles positions le long des courbes or-
thogonales du mod�ele. La programmation dynamique est malheureusement tr�es coûteuse, et
sa complexit�e rend prohibitif son usage dans la segmentation de donn�ees tridimensionnelles.

Elomary [40] a pr�esent�e un mod�ele de (( bulle )) discr�ete d�eformable pour segmenter des
images 2D, qui utilise un principe de minimisation d'�energie similaire �a Kass et al. [62].
L'originalit�e de son approche r�eside dans l'�evolution de la bulle. A chaque it�eration, on
calcule la nouvelle �energie du mod�ele pour chaque sommet d�eplac�e d'un pas �xe donn�e dans
la direction de sa normale. Ensuite, le sommet qui minimise l'�energie sera e�ectivement
d�eplac�e de ce pas. Un tel mod�ele ne converge donc pas vers une solution. En revanche,
on peut examiner a posteriori l'�evolution de l'�energie du mod�ele au cours du temps. Le
minimum donnera alors l'instant o�u la bulle r�epondait au mieux aux crit�eres de r�egularit�e
et d'ad�equation aux contours de l'image. Une telle m�ethode est di�cilement extensible en
3D, car le grand nombre de sommets �a d�eplacer ralentirait consid�erablement l'�evolution de
la bulle.

En�n, Ashton et al. [6] ont construit un mod�ele discret de bulle de voxels in
ationniste.
Le mod�ele poss�ede une pression interne (mod�ele des gaz parfaits) qui le fait s'�etendre de
mani�ere isotrope. Des contraintes sur la pression interne permettent de r�egulariser la forme.
Ce mod�ele ne peut être utilis�e que pour approcher une forme dans une image pr�e-segment�ee,
car son interaction avec l'image est minimaliste.
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En conclusion, les mod�eles d�eformables (( discrets )) exploitent au maximum le fait que les
donn�ees volum�etriques en entr�ees sont discr�etes et manipulent une repr�esentation purement
discr�ete pour les approcher. Des techniques d'optimisation sp�eci�ques comme la program-
mation dynamique peuvent alors être employ�ees avec succ�es. Ces mod�eles sont en revanche
tr�es peu employ�es pour la segmentation de donn�ees 3D, principalement �a cause de leur
complexit�e prohibitive.

4.7 D�eformations bas�ees sur un mod�ele de r�ef�erence

L'objectif est de guider le processus d'extraction de composantes d'une image grâce
�a l'introduction d'une grande quantit�e d'informations sur l'objet �a extraire. Si la plupart
des mod�eles d�eformables pr�esument implicitement de la topologie �nale de l'objet en la
contraignant �a être identique �a celle donn�ee en initialisation du processus de d�eformation,
certains proposent d'utiliser un mod�ele de r�ef�erence, suppos�e proche de l'objet recherch�e,
pour rendre l'extraction plus robuste.

Il existe plusieurs mani�eres d'introduire des connaissances a priori au travers d'un mod�ele
de r�ef�erence :

1. Le mod�ele de r�ef�erence n'est exploit�e qu'en tant qu'initialisation d'un processus de
d�eformation. Cette approche, pour être e�cace, doit placer le mod�ele de r�ef�erence
dans les conditions mêmes o�u il a �et�e extrait. Un recalage (rigide ou �elastique) doit
g�en�eralement être fait. C'est pourquoi cette approche est plus souvent utilis�ee lorsque
le processus e�ectue une s�erie de segmentations 2D sur un ensemble de coupes, le
r�esultat sur la coupe pr�ec�edente servant d'initialisation �a la coupe suivante [27]. Des
probl�emes d'embranchements sur un objet vu sur di��erentes coupes peuvent alors
apparâ�tre.

2. Les d�eformations importantes du mod�ele par rapport au mod�ele de r�ef�erence sont p�e-
nalis�ees. La fa�con dont est e�ectu�ee cette p�enalisation d�epend avant tout du processus
d�evolution choisi :

{ Dans un contexte de structure d�eformable, le mod�ele de simplex mesh de Delin-
gette [30, 31] int�egre une m�emoire de forme : la structure �elastique tend �a revenir
�a sa position de repos. Montagnat et Delingette [96] �etendent ce mod�ele en utili-
sant un ensemble de d�eformations globales �a la surface pour approcher la forme
�nale, puis en autorisant de faibles d�eformations �a l'aide de forces locales sur les
sommets de leur maille pour a�ner le r�esultat.

{ Dans un contexte de minimisation d'�energie, Tagare [124] traduit l'�eloignement
des sommets de leur position de repos par un accroissement d'�energie. Les som-
mets sont contraints de se d�eplacer sur des lignes orthogonales �a la courbe de
r�ef�erence. La minimisation s'e�ectue sur cette �energie de d�eformation addition-
n�ee des termes et d'ad�equation aux donn�ees. MacDonald et al. [80] introduisent
une fonction coût d�e�nie par un terme de conservation �elastique et un terme de
conservation de courbure pour segmenter le cerveau.
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3. Le mod�ele de r�ef�erence fournit non seulement une forme approch�ee de l'objet �nal
mais encore une description de ses d�eformations les plus probables. Les mod�eles pro-
babilistes sont typiquement con�cus pour r�epondre �a ce besoin. En e�et, ils peuvent
exploiter l'information statistique issue d'un ensemble d'entrâ�nement pour extraire
des lois statistiques sur les param�etres du mod�eles. Les travaux de Cootes et al. [28]
sur les (( templates )) d�eformables ainsi que les travaux de Staib et Duncan [118, 119]
sur les (( Fourier snakes )) sont repr�esentatifs de cette m�ethode. Nastar et Ayache [100]
extraient le spectre des d�eformations de leur mod�ele obtenu par analyse modale pour
d�eterminer l'ensemble des d�eformations admissibles.

D'autres auteurs transforment la contrainte d'un mod�ele de r�ef�erence en une contrainte
sur la formulation du mod�ele lui-même. Ainsi Terzopoulos and Metaxas [128] mod�elisent
une superquadrique, capable de d�eformations globales et locales, pour approcher des don-
n�ees. Bardinet et al. [9, 10] utilisent une superquadrique ra�n�ee �a l'aide d'une bô�te de
contrôle d�eformable ((( free-form deformation )) [115]) pour pister les mouvements du ven-
tricule gauche. Pentland et Horowitz [109] d�ecrivent le mod�ele �a l'aide de l'analyse modale ;
le suivi des mouvements et d�eformations s'e�ectue sur les modes de d�eformations propres
(modes de vibrations libres) du mod�ele initial.

4.8 Approche Eulerienne

L'objectif est d'extraire les composantes d'images volum�etriques en se basant sur un
mod�ele. Les sections pr�ec�edentes ont montr�e comment aborder le probl�eme de la segmenta-
tion/reconstruction par le biais de mod�eles d�eformables formul�es explicitement : l'interaction
image/mod�ele d�eforme it�erativement le mod�ele vers une forme �nale.

La vision Eulerienne donne un autre point de vue pour mod�eliser les d�eformations d'un
syst�eme. Au lieu de suivre les d�eformations d'un objet (ici, le mod�ele) dans un espace, on
suit les d�eformations de l'espace tout entier. La forme �nale est donc d�e�nie implicitement
au sein de l'espace de travail.

Dans les domaines de la d�etection de contours, de la segmentation et de la reconstruction,
l'approche Eulerienne qui a re�cu le plus d'attention ces derni�eres ann�ees est la propagation
de fronts (approche (( level-set )) [106]). Le principe est de d�eformer un espace (i.e., le mod�ele
Eulerien) avec une �equation de di�usion (g�en�eralement non-lin�eaire) param�etr�ee par l'image,
puis de suivre l'�evolution d'une iso-potentielle dans cet espace. Sa position de repos �nale
(li�ee �a la position d'�equilibre de l'espace tout entier) d�eterminera implicitement la forme de
l'objet.

Le mod�ele est donc un espace spatio-temporel, u(x; y; t) dans le cas bidimensionnel (resp.
u(x; y; z; t) dans le cas tridimensionnel) �a valeur dans R, associ�e �a une valeur initiale u0(x; y)
(resp. u0(x; y; z)) pour t = 0. On va particuli�erement suivre l'�evolution du niveau 0 (i.e.,
u(x; y; z; t) = 0) au cours du temps. Le nom d'approche (( level-set )) r�esulte de cette formu-
lation.

Cette approche de la segmentation/reconstruction r�esulte de la convergence de plusieurs
id�ees : les espaces multi-�echelles, le �ltrage non-lin�eaire, la propagation d'une onde en fonc-
tion de sa courbure. Le formalisme Lagrangien de la propagation d'une onde dans un milieu
pose plusieurs probl�emes, num�eriquement tr�es di�ciles �a contourner : des chocs peuvent se
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produire, des (( zones de rar�efaction )) peuvent apparâ�tre [116]. L'id�ee majeure de Osher et
Sethian [106] est de transposer la probl�ematique Lagrangienne de l'�evolution d'une courbe
C au cours du temps en l'�evolution d'un niveau dans un espace spatio-temporel.

Dans un premier temps, nous allons rappeler bri�evement l'origine et la formulation de
cette approche. Puis nous �evoquerons et discuterons quelques extensions. En�n, nous mon-
trerons que cette approche peut se mettre sous forme variationnelle et poss�ede ainsi de
profondes similitudes avec le mod�ele explicite de minimisation d'�energie.

4.8.1 Formulation

On s'int�eresse �a la propagation du niveau 0 dans u. Soit X(t) l'�evolution d'un point qui
reste sur l'onde de niveau 0 au cours du temps. En di��erentiant u(X(t); t) = 0, il est facile
d'obtenir l'�equation d'�evolution de u :

@u

@t
(X(t); t) + _X(t)kru(X(t); t)k = 0: (4.15)

o�u F = kdX
dt
k est la vitesse de propagation de l'onde.

Suivant l'application recherch�ee, on d�e�nira le terme de vitesse de propagation de l'onde
X di��eremment :

{ On peut choisir F = �� = �div ru
kruk [106, 116, 148], o�u � est l'expression implicite

de la courbure sur le niveau 0. Dans ce cas-l�a, l'onde se propage plus rapidement
sur les courbures �elev�ees. On peut montrer que cette �equation revient �a une version
g�eom�etrique de l'�equation de la chaleur, o�u la di�usion est bloqu�ee par les arêtes [98]
(i.e., on parle de di�usion anisotropique). Une partie de la th�eorie des espaces multi-
�echelles se base sur cette formulation. Elle correspond aussi �a une minimisation de la
longueur Euclidienne (l'aire en 3D) du front d'onde [51, 148]. Elle permet notamment
de lisser les images en conservant au mieux les zones de fort gradients, c'est-�a-dire les
arêtes.

{ Pour des applications d'extraction de formes dans une image, on peut modi�er la
formulation purement g�eom�etrique pr�ec�edente en int�egrant l'in
uence d'une image I
dans l'expression de F . Ainsi Caselles et al. [19] et Malladi et al. [82, 83] ont propos�e :

F = ��(x; y; z)
�
div
ru
kruk + �

�
(4.16)

o�u � est une fonction de l'image I, appel�ee (( terme d'arrêt )), et � est un terme
d'in
ation pour pousser l'onde vers la forme en absence d'informations (similaire au
terme d'in
ation des ballons de Cohen [26]). Un choix judicieux de � permet �a l'onde
de s'arrêter sur les arêtes fortes et de glisser sur les arêtes faibles. On peut choisir :

� =
1

1 + krG� � Ikn (4.17)

avec G� �ltre gaussien, n 2 f1; 2g suivant les auteurs.
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{ Tek et Kimia [126] ont adapt�e ce mod�ele en param�etrant les contributions du fac-
teur de courbure � et du terme d'in
ation �. Ils obtiennent ainsi un espace de r�eac-
tion/di�usion dans lequel ils extraient les formes en initialisant un grand nombre de
petites bulles. Le param�etrage choisi pour la r�eaction/di�usion in
ue sur le type de
donn�ees extraites.

4.8.2 Extensions et discussion

Beaucoup d'auteurs se sont int�eress�es �a cette approche, nous ne pr�esentons ici que les ap-
plications en segmentation et en extraction de formes (pour une pr�esentation tr�es compl�ete,
se r�ef�erer au livre de Sethian [116]).

Les mod�eles implicites bas�es sur la propagation d'un front pr�esentent certains avantages
comparativement �a beaucoup de mod�eles explicites :

{ Ces mod�eles adaptent naturellement (et implicitement) leur topologie �a leurs �evolu-
tions g�eom�etriques. L'onde est en e�et une iso-potentielle dans un espace de dimension
sup�erieure. Cette espace ne change pas sa topologie au cours du temps, et donc les
changements de topologie de l'onde ne sont que le re
et d'une g�eom�etrie di��erente
de l'espace de dimension sup�erieure. Ainsi ces mod�eles conviennent particuli�erement
�a l'extraction de formes dont on ne connâ�t pas la topologie a priori.

{ Ils sont ind�ependants de la param�etrisation. C'est pourquoi on les appelle souvent des
mod�eles g�eom�etriques intrins�eques. Ainsi ils �evitent tout probl�eme li�e �a l'accumulation
de points dans des zones de forts gradients, et ne n�ecessitent pas de r�e-�echantillonage.

Ils ont n�eanmoins quelques lacunes qui peuvent limiter leur utilisation :

{ Le lissage du mod�ele est intrins�eque. On ne peut donc pas le localiser autour de
certaines zones.

{ L'ajustement du terme d'in
ation est d�elicat. Un crit�ere d'arrêt du processus doit en
g�en�eral être mis en place.

{ Il est di�cile de traduire l'interaction d'un utilisateur �eventuel.

{ Par opposition aux snakes ou �a d'autres m�ethodes contraintes par un terme de rigidit�e,
un tel mod�ele ne s'arrête pas sur une ligne bris�ee. Au contraire, il a tendance �a passer au
travers des trous pour les contourner, puis fusionne. Dans le domaine de la restoration
d'images, Weickert [140] a introduit un nouveau processus de di�usion anisotropique
bas�e non plus sur une (( di�usivit�e )) mais sur un tenseur de di�usion, prenant ainsi
mieux en compte la structure spatiale locale de l'image.

Par ailleurs, la r�esolution num�erique de ces �equations est relativement d�elicate. Osher et
Sethian [106] utilisent un m�ecanisme de di��erences �nies dans le sens du d�eplacement pour
obtenir une bonne stabilit�e. D'autres m�ethodes existent [116]. En 3D, la complexit�e devient
importante, et des optimisations sont souvent n�ecessaires. Malladi et al. [82, 83] proposent
de restreindre le calcul de u autour de la bande u = 0. Cette bande doit donc soit �evoluer
dynamiquement, soit être r�e-initialis�ee en cas de d�epassement. En�n, Desbrun et Gascuel
[35, 34] construisent une triangulation de l'isopotentielle 0 �a chaque it�eration (algorithme
de marching-cubes classique) pour �eviter l'emploi de m�ethodes num�eriques coûteuses.
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4.8.3 Lien avec la minimisation d'une �energie

Whitaker [143] a propos�e une extension int�eressante de la propagation de fronts. Il a
li�e l'�evolution du niveau 0 �a une minimisation d'�energie identique �a (4.1). La formulation
de l'�energie interne est similaire �a (4.3) dans le cas 2D, et omet le terme de rigidit�e dans
le cas 3D. Cette minimisation d'�energie fournit une dynamique (Lagrangienne) du front se
propageant. Cette dynamique (expression de dX

dt
) est r�eintroduite dans l'�equation Eulerienne

(4.15). La reconstruction de la forme se fait par une approche multi-r�esolution.
L'int�egration du terme d'arrêt � dans l'�equation d'�evolution (4.16) peut parâ�tre quelque

peu ad hoc. A�n de traduire l'in
uence de l'image sous forme d'une minimisation d'�energie,
Yezzi et al. [148] remplacent la m�etrique Euclidienne par une m�etrique conforme induite par
�. Le processus de propagation d'onde devient un processus de minimisation de la longueur
(l'aire) conforme de l'onde de niveau 0.

En�n Morel et Solimini [98] ont montr�e que ces approches peuvent être reformul�ees dans
un contexte de minimisation d'�energie. Cela provient du fait que l'�equation de di�usion de
la chaleur peut se mettre simplement sous forme variationnelle.

4.9 Conclusion

4.9.1 Discussion sur les mod�eles pr�esent�es

Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e un grand nombre de mod�eles vari�es, que ce soient
dans leur formulation, leur structure, leur principe de d�eformation, ou leurs applications.

La plupart de ces mod�eles sont particuli�erement performants dans leurs domaines res-
pectifs, mais leur formulation les empêche d'être utilis�es dans d'autres conditions.

Quant aux mod�eles d�eformables plus g�en�eriques, le fait qu'ils int�egrent moins d'informa-
tions a priori les rend plus sensibles aux bruits et moins �ables dans la qualit�e de l'extraction.

Ainsi, le formalisme de minimisation d'�energie est une mani�ere tr�es intuitive d'appro-
cher les contours d'objets. Malheureusement les mod�eles qui en d�ecoulent ont besoin d'être
initialis�es assez proches de la forme �nale. De plus, ils se limitent souvent �a des topologies
simples.

Les mod�eles d�eformables probabilistes permettent d'int�egrer de mani�ere naturelle des
connaissances statistiques sur les objets �a extraire. Ils sont donc tr�es robustes aux bruits et
analysent �nement la variabilit�e du mod�ele. En revanche, leur conception les limite �a des
objets connus, sur lesquels des informations statistiques sont disponibles. De même, leur
topologie est �g�ee.

Les mod�eles de mailles d�eformables sont souvent plus souples vis-�a-vis de leur forme �nale
et peuvent parfois adapter la topologie de leur maille aux d�eformations qu'ils subissent. Leur
processus de segmentation est en revanche souvent moins �able, car ce processus s'appuie
sur une d�e�nition uniquement locale des forces issues de l'image.

Les mod�eles �a base physique permettent d'obtenir un mod�ele dynamique et concis de
la forme. Cette concision permet d'e�ectuer facilement des traitements comme la mise en
correspondance ou le recalage. L'aspect dynamique est un outil puissant pour le suivi de
formes. L�a-encore, ces mod�eles sont tr�es restrictifs au niveau des formes qu'ils peuvent
approcher (formes ovo��des le plus souvent).
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Les mod�eles discrets peuvent am�eliorer l'e�cacit�e des processus de minimisation d'�ener-
gie et �eviter les minima locaux pour trouver e�ectivement le minimum global, mais leurs
extensions tridimensionnelles sont extrêmement coûteuses en temps de calcul.

La segmentation des formes guid�ee par des mod�eles de r�ef�erences accrô�t la robustesse de
l'extraction mais demande des connaissances a priori tr�es pr�ecises. L'apport de ces informa-
tions peut biaiser le r�esultat, notamment si le recalage est di�cile. Par ailleurs, la d�etection
de pathologies est rendu probl�ematique.

En�n, les mod�eles Euleriens ou mod�eles g�eom�etriques intrins�eques approchent de fa-
�con naturelle des objets de formes arbitrairement complexes. N�eanmoins, leur proc�ed�e de
segmentation des donn�ees peut les rendre ine�caces sur certains types de donn�ees. L'ajuste-
ment du crit�ere d'arrêt est d�elicat et ces mod�eles ont tendance �a s'engou�rer dans les trous
plutôt que de combler l'information manquante.

4.9.2 Elaboration d'un mod�ele g�en�erique

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, un mod�ele g�en�erique adapt�e au probl�eme de la segmentation et la
reconstruction de structures g�eom�etriques �a partir d'images tridimensionnelles doit poss�eder
les qualit�es suivantes :

{ gestion de formes arbitrairement complexes ;

{ ad�equation mod�ele/donn�ees intuitive et param�etrable ;

{ interaction possible de l'utilisateur ;

{ invariance vis-�a-vis de l'initialisation.

Dans le Chapitre 5, nous proposons un mod�ele g�en�erique qui tente de r�epondre �a ces
crit�eres, souvent di�ciles �a faire cohabiter.
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Chapitre 5

Mod�ele g�en�erique pour la
segmentation/reconstruction
d'images 3D

5.1 Motivation

Le chapitre pr�ec�edent a permis de regrouper les di��erents mod�eles d�eformables suivant
leur formulation du probl�eme de l'extraction de formes. Il est apparu clairement qu'aucune
approche ne peut pr�etendre �a être universelle, chacune ayant ses avantages et inconv�enients
propres. Plutôt que de construire un mod�ele sp�eci�que �a une tâche, nous nous sommes int�e-
ress�es aux m�ethodes de segmentation/reconstruction plus g�en�eriques, qui, si elles n'o�rent
pas en g�en�eral la robustesse des mod�eles d�edi�es, s'adaptent beaucoup plus facilement �a des
modalit�es diverses. En cons�equence, leurs principales qualit�es doivent être :

1. la 
exibilit�e du mod�ele vis-�a-vis de la g�eom�etrie et de la topologie des composantes �a
extraire ;

2. l'ind�ependance relative du mod�ele par rapport �a l'initialisation ;

3. la capacit�e �a int�egrer de nouvelles contraintes pour interagir avec l'image ;

4. la simplicit�e de r�eglage des param�etres pour rendre plus intuitif son utilisation ;

5. la possibilit�e d'extraire un ensemble de caract�eristiques et de propri�et�es a�n d'analyser
de mani�ere qualitative et quantitative les r�esultats ;

6. de mani�ere indirecte, ce mod�ele doit pouvoir segmenter et reconstruire des formes d'une
image avec des temps de calcul non prohibitifs en regard de la pr�ecision demand�ee.

Ce chapitre pr�esente un mod�ele de surface d�eformable original, bas�e sur une triangulation
de surface, qui r�eunit plusieurs aspects des mod�eles pr�esent�es au chapitre pr�ec�edent, a�n de
r�epondre au mieux aux qualit�es requises pour un mod�ele g�en�erique.
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Ses principales sp�eci�cit�es sont :

{ La structure du mod�ele est une surface triangul�ee adaptative. Son �evolution est simi-
laire �a un syst�eme de particules gouvern�e par une dynamique Lagrangienne et soumis
�a des forces explicites internes ou externes.

{ La recherche de formes au sein de l'image peut s'interpr�eter comme la minimisation
d'une �energie.

{ Le mod�ele adapte de fa�con enti�erement automatique la topologie de sa structure �a
la g�eom�etrie de ses sommets. Quelles que soient ses �evolutions, le mod�ele repr�esente
une surface ferm�ee plong�ee dans R3 (2-vari�et�e sans bord dans R3). En particulier, elle
est orientable [1]). Lorsqu'elle est orient�ee de mani�ere coh�erente (D�e�nition A.7), son
int�erieur repr�esente constamment un volume de R3 (une 3-vari�et�e dans R3 avec bords).

{ Le mod�ele autorise une approche multi-r�esolution de l'esquisse aux d�etails de l'extrac-
tion des formes d'une image. Pour ce faire, un proc�ed�e de construction de pyramides
d'images tridimensionnelles a �et�e mis au point.

Ainsi, ce mod�ele combine la souplesse de la topologie d'un mod�ele Eulerien, la puissance
du formalisme de minimisation d'une �energie des mod�eles actifs �elastiques, et la simplicit�e
et la rapidit�e des mod�eles �a structure adaptative.

Il n'est donc pas restreint �a l'extraction de formes particuli�eres (e.g., ovo��des, �a topologie
sph�erique). Il conserve une approche locale des d�eformations. La r�esolution num�erique de
son �evolution peut se mettre sous forme explicite. Contrairement aux mod�eles Euleriens de
propagation de fronts [19, 82, 83, 106, 116, 143, 148], sa pr�ecision n'est pas conditionn�ee
par la discr�etisation d'une grille mais par la distance entre ses sommets. Sa complexit�e
num�erique est donc moindre.

5.2 Descriptif du mod�ele

Notre objectif est d'extraire des formes tridimensionnelles plong�ees dans R3. D'un point
de vue topologique, ces formes sont des 3-vari�et�es dans R3 (on dit souvent (( volumes ))). Il
est tr�es coûteux de d�eformer un mod�ele enti�erement volum�etrique pour qu'il s'adapte aux
formes de l'image. A�n de r�eduire la complexit�e, la m�ethode couramment utilis�ee consiste
�a d�eformer un mod�ele de surface jusqu'�a ce qu'il approche le bord de l'objet. D'apr�es le
Th�eor�eme A.30, son bord est donc hom�eomorphe �a une 2-vari�et�e sans bord plong�ee dans
l'espace R3.

C'est pourquoi nous proposons un mod�ele d�eformable capable de repr�esenter les sur-
faces (topologiques) sans bord (D�e�nition A.5) que l'on peut plonger dans notre espace. Le
contexte de segmentation/reconstruction justi�e ce choix qui pourrait parâ�tre limitatif. Une
autre cons�equence de ce choix est l'�elimination des conditions aux limites dans la dynamique
du mod�ele, souvent di�ciles �a mod�eliser. En�n, ce choix va nous permettre d'e�ectuer sans
ambigu��t�e des transformations topologiques sur la (( surface )).
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Notre mod�ele est pourvu d'un ensemble d'op�erations de transformation topologique pour
pouvoir approcher toutes les topologies de surfaces sans bord dans R3| ceci est particuli�ere-
ment int�eressant dans notre contexte, car nous n'aurons pas �a attribuer de topologie a priori
�a notre mod�ele. On dit alors que l'ensemble des op�erateurs est complet. La classi�cation des
surfaces (voir Section A.3) permet de v�eri�er simplement si un ensemble d'op�erateur est
complet. En cons�equence, dans le cas des mod�eles d�eformables, la di�cult�e n'est pas tant de
d�e�nir un ensemble complet d'op�erateurs, mais plutôt d'associer aux op�erateurs topologiques
un �ev�enement (donc une g�eom�etrie) qui d�etermine le moment et l'endroit logique de leur
utilisation.

La Section 5.3 pr�esente de mani�ere d�etaill�ee la repr�esentation choisie pour le mod�ele, la
formulation des op�erateurs topologiques, et les contraintes g�eom�etriques associ�ees.

Les d�eformations du mod�ele sont mat�erialis�ees par les d�eplacements g�eom�etriques des
sommets de la surface triangul�ee. Les sommets sont d�eform�es sous l'action de forces locales.
Leur dynamique est similaire �a un syst�eme de particules de type masse-ressort. La Section 5.4
pr�esente la dynamique du mod�ele, les contraintes internes de r�egularisation, l'algorithme
d'�evolution, et le probl�eme de la r�esolution num�erique.

Le mod�ele doit approcher les bords des formes tridimensionnelles incluses dans les images
volum�etriques. La Section 5.5 pr�esente di��erentes forces locales d�eduites de l'image capables
d'attirer les sommets du mod�ele vers les formes voulues.

La Section 5.6 montre la mise en �uvre d'une approche multi-r�esolution du probl�eme
de la segmentation/reconstruction des donn�ees. Une pyramide d'images tridimensionnelles
d�ecrivant les donn�ees �a di��erentes �echelles est construite. Le mod�ele recherche les formes
de l'esquisse au d�etail en travaillant successivement sur les images �a des �echelles de plus en
plus petites.

En�n, la Section 5.7 pr�esente les algorithmes de segmentation/reconstruction issus de ce
mod�ele ainsi que quelques exemples d'�evolutions sur des images de synth�ese.

5.3 G�eom�etrie et topologie

5.3.1 Une surface combinatoire triangul�ee

D'apr�es le Th�eor�eme A.38, toute surface ferm�ee poss�ede une triangulation dont le corps
lui est hom�eomorphe. Ainsi, il su�t de repr�esenter une triangulation pour obtenir toutes les
topologies de surfaces ferm�ees distinctes.

Nous repr�esentons notre mod�ele de surface de mani�ere combinatoire :

D�e�nition 5.1 (Surface combinatoire triangul�ee ferm�ee) Une surface combinatoire
triangul�ee ferm�ee � est un couple (S;~), o�u S est un ensemble �ni et ~ est une relation
binaire sur S qui v�eri�e les propri�et�es suivantes :

1. la relation ~ est irr�e
exive, sym�etrique ;

2. pour tout U 2 S, l'ensemble fV 2 S=U ~ V g, not�e ~(U), peut se mettre sous la
forme d'une permutation circulaire de (U0; U1; : : : ; Uk�1) de sommets distincts deux
�a deux telle que, pour tout 0 � j � k � 1, on ait Uj ~ U(j+1) mod k. L'ensemble
fU;Uj; U(j+1) mod kg est une face de �.
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(a) (b)

Fig. 5.1 { Illustration de l'�equivalence entre surface combinatoire triangul�ee ferm�ee et 2-
vari�et�e combinatoire sans bord triangul�ee : (a) vision (( sommet )) de l'adjacence entre voisins
dans le cas de surface combinatoire triangul�ee ferm�ee et orientation coh�erente sur les listes
de sommets voisins ; (b) vision (( triangle )) de l'adjacence pour les 2-vari�et�es combinatoires
et orientation coh�erente des boucles.

3. pour tout U 2 S, l'ensemble ~(U) contient au moins trois �el�ements.

Les �el�ements de S sont les sommets de �. Les paires fU; V g telles que U ~ V sont les
arêtes de �. On notera �0 l'ensemble des sommets de � (�0 = S), �1 l'ensemble des arêtes
(distinctes) de �, et �2 l'ensemble des faces (distinctes) de �.

La relation binaire ~ traduit la notion de (( est voisin de )). L'ensemble ~(U) est appel�e
le voisinage de U . Ses �el�ements sont les voisins de U . Une surface combinatoire triangul�ee
ferm�ee est un objet combinatoire (D�e�nition A.21).

Une face de � est un triplet de sommets fU; V;Wg qui v�eri�e U ~ V , U ~W et V ~W .
Attention, la r�eciproque est fausse (on peut trouver des triplets de sommets qui ont cette
propri�et�e mais qui ne sont pas des faces de �).

Une surface combinatoire triangul�ee ferm�ee est une repr�esentation �equivalente �a une 2-
vari�et�e combinatoire, si elle est sans bord et triangul�ee, comme le montre la proposition
suivante :

Proposition 5.2 Toute surface combinatoire triangul�ee ferm�ee d�e�nit de fa�con unique
une 2-vari�et�e combinatoire sans bord triangul�ee (D�e�nition A.25). La r�eciproque est vraie
(la Figure 5.1 fournit une illustration intuitive de ce fait).

Preuve : L'ensemble S et la relation ~ d�e�nissent un graphe �ni G. L'ensemble des faces
de � d�etermine exactement un ensemble de boucles de longueur 3 sur G. La relation
~ d�e�nit de plus une ombrelle autour de chacun des sommets. Le fait que chaque arc
soit adjacent �a exactement deux faces provient de l'hypoth�ese que les sommets de la
permutation circulaire sont distincts deux �a deux. 2

D'un point de vue informatique, on peut donc mod�eliser une surface combinatoire �a
l'aide de l'ensemble de ses sommets et, pour chacun des sommets, la liste circulaire de ses
sommets voisins.

On ne s'int�eresse qu'aux surfaces que l'on peut plonger dans R3 : d'apr�es le Th�eo-
r�eme A.33 et le Th�eor�eme A.34, elles sont orientables. Notre mod�ele ne repr�esentera donc
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que des surfaces orientables. Pour ce faire, on associe une orientation �a notre mod�ele combi-
natoire en orientant de mani�ere coh�erente la liste circulaire des voisins pour chaque sommet
(voir Figure 5.1a). De même, on impose une orientation coh�erente entre les di��erentes com-
posantes connexes de � (voir D�e�nition A.7). Cette orientation d�e�nira implicitement un
int�erieur et un ext�erieur �a la surface � lorsqu'elle sera plong�ee dans R3.

Puisqu'une surface combinatoire triangul�ee ferm�ee � est un objet combinatoire, toute
application f de �0 dans R3 est une g�eom�etrie dans R3 de � (voir Section A.1.4). Cette
g�eom�etrie d�e�nit donc un f -complexe de � dans R3, not�e �f .

Du fait de la g�eom�etrie a priori arbitraire impos�ee par f �a la surface combinatoire, le
complexe �f n'est pas une triangulation (donc un complexe simplicial) dans le cas g�en�eral.
D'apr�es la Proposition A.24, ce complexe est une triangulation lorsque ses �el�ements sont
deux �a deux disjoints.

La proposition suivante est fondamentale pour d�eterminer la (( topologie intrins�eque ))

mod�elis�ee par une surface combinatoire.

Proposition 5.3 La surface combinatoire � est sans auto-intersection dans R3 par f
si et seulement si le corps du f -complexe de � est hom�eomorphe au corps des complexes
canoniques associ�es �a � (voir D�e�nition A.26). En particulier, il est hom�eomorphe �a une
surface ferm�ee. C'est une 2-vari�et�e sans bord dans R3.

Preuve : La r�eciproque est �evidente. Montrons l'implication. Soit S = (S1; : : : ; Sn) l'en-
semble des n sommets de �. Soit K un complexe canonique associ�e �a � par une
application g de S dans Rn qui associe �a Si le i-�eme vecteur de base de Rn. On se
place sur un sommet Si de voisins (Si1; Si2; : : : ; Sik) ordonn�es tels que Sij ~Sij+1 mod k

.

Soit hij l'application du triangle ouvert T g
ij
= g(Si)g(Sij)g(Sij+1 mod k

) sur le triangle

ouvert T f
ij
= f(Si)f(Sij )f(Sij+1 mod k

) qui, �a un point x de T g
ij

associe le point y de T f
ij

qui a les mêmes coordonn�ees barycentriques dans le triangle T f
ij

que x dans le triangle

T g
ij

. L'application hij est clairement un hom�eomorphisme.

Par d�e�nition, les triangles T g
ij

de Rn sont deux �a deux disjoints, et par hypoth�ese,

les triangles T f
ij

de R3 sont aussi deux �a deux disjoints. On note P g
i l'adh�erence de

l'union des triangles T g
ij

(pour j = 1 : : : k), des segments ouverts entre les sommets
g(Si) et g(Sij ), et le point g(Si), r�eduite par une homoth�etie de centre g(Si) et de
coe�cient 2=3 (ce coe�cient est choisi pour que l'on obtienne un recouvrement de
toute la surface). On d�e�nit similairement l'ensemble P f

i .

On d�e�nit l'application hi de P g
i dans P f

i par cas :

{ si x appartient �a un triangle T g
ij

, alors hi = hij (x) ;

{ si x appartient �a un segment ouvert entre g(Si) et g(Sij ), on associe le point entre
f(Si) et f(Sij ) qui a les mêmes coordonn�ees barycentriques ;

{ si x = g(Si), alors hi(x) = f(Si).

On peut v�eri�er que hi est continue et bijective. La r�eciproque h�1i est aussi continue.
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Comme K est une triangulation, si i 6= i0, P g
i \ P g

i0 6= ; ) Si ~ Si0 . Dans ce cas,
l'ensemble P g

i \P g

i0 est une sous-partie ferm�ee de l'union du segment ouvert entre f(Si)

et f(Si0) et des deux triangles qui le bordent. Comme �f est aussi une triangulation,
on peut v�eri�er que P g

i \ P g

i0 6= ; , P f
i \ P f

i0 6= ;. Sur cette intersection, on peut
v�eri�er que hi et hi0 co��ncident, et aussi que h�1i et h�1i0 co��ncident. On a aussi que hi
et hi0 sont bijectives de P g

i \ P g

i0 sur P f
i \ P f

i0 .

En cons�equence, le lemme de recollement nous permet de d�e�nir une application h
continue �a partir du recouvrement ferm�e �ni (P g

i )1�i�n. Il nous permet aussi de d�e-
�nir une application h�1 continue �a partir du recouvrement ferm�e �ni (P f

i )1�i�n. La
bijectivit�e provient du fait que cette application est bijective sur chacune de ses parties.

On a montr�e que le f -complexe �f est hom�eomorphe �a un complexe canonique arbi-
traire de �. Par la Proposition A.28, �f est hom�eomorphe �a une surface ferm�ee et est
une 2-vari�et�e dans R3 sans bord. 2

Cette proposition nous permet d'a�rmer que la relation ~ d'une surface combinatoire
triangul�ee ferm�ee repr�esente combinatorialement une surface ferm�ee dans Rn (i.e., chaque
composante connexe repr�esente une sph�ere �a plusieurs anses). Lorsque l'on impose une g�eo-
m�etrie �a la surface combinatoire, si la surface est plong�ee dans l'espace euclidien de dimension
3, alors elle a la même (( topologie )) que celle d�e�nie de mani�ere purement combinatoire.
Cela implique que la g�eom�etrie in
ue sur la topologie r�eellement repr�esent�ee dans l'espace.
Comme nous recherchons une forme avec une certaine g�eom�etrie, cette proposition nous
fournit un moyen pour d�etecter le moment et l'endroit pr�ecis o�u la g�eom�etrie des sommets
ne peut plus convenir �a la topologie courante du mod�ele.

Les d�eplacements g�eom�etriques des sommets dans l'espace R3 modi�ent la g�eom�etrie f
au cours du temps. Cependant, si l'on n'y prend pas garde, ces d�eformations risquent de
faire se croiser des morceaux de surfaces. L'application f ne serait alors plus bijective et �
ne serait plus plong�ee dans R3 par f . Deux alternatives sont alors possibles :

1. empêcher que des parties de surfaces ne se rencontrent de mani�ere g�eom�etrique ;

2. transformer la topologie de la surface autour des zones de (( future collision g�eom�e-
trique)). Cela revient donc �a modi�er la combinatoire de �.

La premi�ere solution r�esout bien le probl�eme demand�e. En revanche, les d�eformations
du mod�ele sont contraintes par sa topologie initiale. Cela est en contradiction avec le point
(1) recherch�e pour le mod�ele g�en�erique.

La deuxi�eme solution r�epond aussi au probl�eme mais introduit de nouvelles contraintes :
la relation ~ devient une fonction du temps. De même, le mod�ele subissant de grandes
d�eformations, il est pr�ef�erable de rendre l'ensemble des sommets S aussi fonction du temps.

Un double probl�eme se pose alors. D'une part, comment d�etecter les zones o�u il est
n�ecessaire de modi�er la topologie de �. D'autre part, comment transformer �0 et ~ pour
que la surface r�esultante puisse être plong�ee dans R3.

La Section 5.3.2 d�ecrit comment d�etecter les zones de (( collision )) �a l'aide de contraintes
g�eom�etriques. La Section 5.3.3 traduit une partie de ces contraintes sous forme de transfor-
mations topologiques dites Euleriennes. La Section 5.3.4 montre les transformations topo-
logiques dites non-Euleriennes �a mettre en �uvre dans les autres cas.
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5.3.2 Contraintes g�eom�etriques

A�n de d�etecter simplement les zones de (( collision )) ou d'auto-intersection, Bainville
[7] a introduit dans son mod�ele des �-snakes un invariant g�eom�etrique qui fournit la dis-
tance minimale et maximale entre deux sommets voisins, et la distance minimale entre deux
sommets non voisins. Cet invariant autorise la d�etection de collisions par simple test de dis-
tance. Bainville a r�esolu ainsi les probl�emes de collisions pour des contours bidimensionnels.
Il a pressenti que ces contraintes g�eom�etriques pouvaient servir �a d�etecter et r�esoudre les
probl�emes topologiques dans les zones de (( collisions )) dans le cas tridimensionnel.

Poursuivant son id�ee, nous introduisons un invariant g�eom�etrique �, global �a la surface
triangul�ee. On note u = f(U), v = f(V ). Nous dirons qu'une g�eom�etrie f de � est une
�-g�eom�etrie de � si les trois contraintes g�eom�etriques suivantes sont respect�ees par f , pour
� > 2, � > 0 et k:k la norme Euclidienne :

8(U; V ) 2 �2
0= U ~ V; � < ku � vk (5.1)

8(U; V ) 2 �2
0= U ~ V; ku� vk < �� (5.2)

8(U; V ) 2 �2
0= U 6~ V; ��� < ku� vk (5.3)

Intuitivement, on peut facilement interpr�eter le comportement de ces contraintes vis-�a-
vis de la g�eom�etrie des sommets. Les contraintes (5.1) et (5.2) expriment respectivement
les longueurs minimale et maximale d'une arête de la maille. En particulier, la maille est
assez r�eguli�ere. Le terme � repr�esente la longueur minimale et traduit directement son degr�e
d'�echantillonnage. Le terme � d�e�nit la proportion entre la longueur maximale et la longueur
minimale. On impose un coe�cient � sup�erieur �a 2 pour que l'op�erateur de fusion T f

0 (fusion
entre deux sommets trop �eloign�es, voir Section 5.3.3) puisse être utilis�e. La contrainte (5.3)
exprime la distance minimale entre deux morceaux localement non connexes par arcs de la
surface. Le terme � d�e�nit le crit�ere de distance proportionnellement �a la longueur maximale
d'arête. Grâce �a la r�egularit�e de la maille, un simple test de distance entre sommets non
connexes permet de d�eterminer une �eventuelle collision entre deux morceaux de surfaces
non connexes.

On a la propri�et�e suivante, qui justi�e le choix de ces contraintes g�eom�etriques :

Proposition 5.4 Si f est une �-g�eom�etrie d'une surface combinatoire triangul�ee ferm�ee

�, avec � > 2 et � >
q
(12 � 1

�
)2 + 3

4 , alors � est plong�ee dans R3 par f . La g�eom�etrie f est

alors appel�ee un �-plongement de �.

Preuve : D'apr�es la Proposition A.24, il su�t de montrer que deux �el�ements arbitraires
du f -complexe �f sont disjoints. La contrainte (5.1) impliquent que les sommets sont
deux �a deux disjoints. Soit UV W un triangle (ouvert) du f -complexe. Soit W 0 un
point du f -complexe. Montrons que W 0 n'appartient pas au triangle UVW .

On reprend les notations de la Figure 5.2. Dans un premier temps, on suppose que W 0

est voisin de U et de V (par exemple). D'apr�es la �gure, le point W 0 ne peut entrer dans
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les cercles (sph�eres) C1 (W non-voisin), C2 (U voisin) et C3 (V voisin). Le point I doit
rester en dehors du triangle. Pour trouver la contrainte minimale sur le point I, on peut
prendre un triangle d'arêtes maximales (donc kU �V k = kV �Wk = kU �Wk = ��).

Dans ce cas, cette contrainte s'exprime sous la forme kI � V k + kI � Hk > kU�V k
2

.

On obtient facilement � >
q
(1
2
� 1

�
)2 + 3

4
. On d�eduit similairement que les segments

UV , VW 0 et W 0U , et la face UVW 0 ont une intersection vide avec le triangle ouvert
UV W , et avec les segments VW et UW .

Dans un deuxi�eme temps, on peut supposer que W 0 n'est voisin que d'un seul sommet
(mettons U). La d�emonstration pr�ec�edente reste valable.

Dans un dernier temps, W 0 n'est voisin d'aucun des sommets U , V et W . Il est facile
de montrer que la contrainte sur � implique que les trois boules de centre U , V et W ,
et de rayon ���, englobent compl�etement le triangle ferm�e UV W . W 0 ne peut donc
appartenir �a UV W ni �a aucune de ses arêtes. Il faut en�n v�eri�er que deux sommets
voisins W 0 et W 00, non-voisins de U , V ou W , ont une arête qui n'intersecte pas le
triangle UVW . Le cas limite est r�ealis�e lorsque W 0 et W 00 sont de part et d'autre
du triangle UVW d'arêtes maximales, l'un au-dessus du centre de gravit�e de UV W
et l'autre en-dessous. Dans cette con�guration, on obtient ais�ement que la distance

minimale entre W et W 0 est sup�erieure �a
q

5
3��. D'apr�es (5.2), W et W 0 ne peuvent

être voisins. On pourrait montrer similairement que UV W ne peut pas intersecter un
autre triangle U 0V 0W 0 de sommets non voisins des pr�ec�edents. 2

A priori, les contraintes (5.1) et (5.2) ne font que maintenir la r�egularit�e d'�echantillonnage
du maillage. Ces contraintes imposent des transformations topologiques �a la surface �,
a�n que ces contraintes soient respect�ees au cours des d�eplacements des sommets. Lorsque
la contrainte (5.1) n'est plus respect�ee entre deux sommets, on peut fusionner les deux
sommets en un seul. Lorsque la contrainte (5.2) n'est plus respect�ee entre deux sommets, on
peut cr�eer un sommet entre eux. Ces transformations topologiques sont dites Euleriennes
car elles ne modi�ent pas la topologie globale de la surface. Le plongement de la surface
r�esultante �0 est en e�et hom�eomorphe au plongement de �. On dira que �0 est semblable �a
� (cf. D�e�nition A.29). La Section 5.3.3 d�ecrit ces transformations Euleriennes. Les autres
transformations, dites non-Euleriennes, modi�ent la topologie de � de mani�ere �a ce que la
surface r�esultante �0 ne lui soit plus semblable. Elles sont d�ecrites dans la Section 5.3.4.
Ainsi, si une �-g�eom�etrie est un moyen puissant pour plonger une surface combinatoire
dans l'espace �a 3 dimensions, son �evolution au cours du temps impose des transformations
topologiques.

Dans la suite, on choisit � = 2; 5 et une valeur � ad�equate (0; 9 par exemple) pour que
toute �-g�eom�etrie f soit un �-plongement. Si on suppose que la g�eom�etrie f varie conti-
nûment dans le temps et que l'op�eration d'inversion (voir Section 5.3.3) est utilis�ee pour
r�egulariser les triangles (cf. Table 5.1), il est su�sant de choisir � > �p

3
pour que f reste un

plongement de �.
En�n, les op�erations topologiques que l'on va d�e�nir ont pour but de modi�er la topologie

du mod�ele pour qu'elle corresponde au mieux �a la �-g�eom�etrie f associ�ee. Formellement, il
faudrait associer une nouvelle �-g�eom�etrie f 0 pour la surface �0 = T (�). La g�eom�etrie f 0 est
construite �a partir de f de mani�ere implicite : pour les sommets inchang�es par T , f 0 = f ;
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Fig. 5.2 { Contraintes g�eom�etriques pour garantir le plongement d'une surface combinatoire
triangul�ee ferm�ee. Le triangle UVW repr�esente une facette de la surface. Le sommet W 0 est
un voisin de U et V . Le cercle C1 repr�esente la distance minimale entre le sommet W et un
sommet qui ne lui est pas voisin (par exemple W 0). Le cercle C2 (resp. C3) repr�esente la
distance minimale entre le sommet U (resp. V ) et un sommet voisin (ici W 0). Le point H
est le milieu de U et V . Le point I est l'intersection de C1 et C3. Le point W 0 est contraint
�a rester en dehors des cercles C1, C2 et C3. En cons�equence, si I (ou son sym�etrique) est
�a l'ext�erieur du triangle UV W , alors W 0 ne peut appartenir au triangle UVW .

pour les sommets cr�e�es par T , f 0 est l'interpolation des sommets voisins inchang�es ; les
sommets supprim�es par T n'appartiennent pas au domaine de f 0. On e�ectue des op�erations
topologiques tant que f 0 n'est pas une �-g�eom�etrie. D�es que f 0 est une �-g�eom�etrie, la surface
transform�ee �0 est plong�ee dans R3 par f 0 (Proposition 5.4).

5.3.3 Transformations topologiques Euleriennes

On va d�e�nir un ensemble d'op�erateurs topologiques sur les surfaces triangul�ees. Ces
op�erateurs prennent en param�etres la surface triangul�ee ainsi que le lieu de l'op�eration.
Ils renvoient une surface triangul�ee v�eri�ant la D�e�nition 5.1. La g�eom�etrie induite sur
cette surface sera une �-g�eom�etrie. Ces op�erateurs ne seront pas d�ecrits formellement, �etant
donn�ee leur simplicit�e. En revanche, une illustration est donn�ee pour expliciter leur e�et sur
une maille.

Le non-respect de la contrainte (5.2) peut induire deux transformations topologiques
Euleriennes : l'op�eration de cr�eation d'un sommet interm�ediaire T c

0 et l'op�eration d'inversion
des liens de voisinage T i

0 (voir Figure 5.3a). Le choix de la constante num�erique � = 2; 5
permet de garantir que la surface transform�ee T c

0(U; V;�) respectera la contrainte (5.1) apr�es
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Fusion illicite
(transformation non-Eulerienne exigée)

(a) (b)

Fig. 5.3 { (a) Cr�eation T c
0 ou inversion T i

0 si U et V sont trop distants ; (b) fusion T f
0

ou transformation non-Eulerienne obligatoire dans le cas o�u U et V sont trop pr�es l'un de
l'autre.

la cr�eation d'un sommet interm�ediaire.
En r�ealit�e, la violation de la contrainte (5.1) n'implique pas n�ecessairement une transfor-

mation topologique Eulerienne. Dans la plupart des cas, on peut certes fusionner les deux
sommets U et V trop proches par une fusion T f

0 (voir Figure 5.3b). Dans certains cas,
cela n'est plus possible. Par exemple, si la surface � est un simple t�etra�edre, l'ensemble
T f
0 (U; V;�) ne peut plus être plong�ee dans R3 par f (ce sont deux triangles coll�es l'un �a

l'autre qui ne peuvent être le bord d'une 3-vari�et�e dans R3). Il faut donc di��erencier certains
cas. La Figure 5.4 d�ecrit les di��erents cas �a prendre en compte pour e�ectuer correctement
la fusion de deux sommets.

Il apparâ�t trois cas majeurs : la fusion simple des deux sommets (op�erateur T f
0 ), la

suppression pure et simple d'un t�etra�edre (op�erateur T ;
�2), et un probl�eme d'�etranglement

ou de fusion illicite (op�erateur T+2). Le rôle et la formulation de ces deux op�erateurs non-
Euleriens seront d�ecrits dans la section suivante.

On peut v�eri�er tr�es facilement que les op�erateurs Euleriens T c
0 , T

i
0 et T

f
0 ne modi�ent

pas la caract�eristique d'Euler 1 de la surface triangul�ee � (voir l'Annexe A et plus particu-
li�erement la Section A.3.2). La surface r�esultante est donc semblable �a �. Ces op�erateurs
Euleriens ont �et�e souvent utilis�es pour simpli�er ou ra�ner des surfaces en synth�ese d'images
[58], ou en conception assist�ee par ordinateur [141].

La Table 5.1 r�esume quelles op�erations topologiques sont e�ectu�ees en fonction des
contraintes g�eom�etriques impos�ees au mod�ele. A noter que les op�erations d'inversion ne
sont pas indispensables au respect des contraintes (5.1) et (5.2). Elles permettent seulement
de maintenir une triangulation plus r�eguli�ere.

5.3.4 Transformations topologiques non-Euleriennes

Classi�cation

On appellera ici (( rupture de topologie )) une op�eration T sur une surface � telle que T (�)
n'est pas semblable �a �. On suppose que notre mod�ele d�eformable fait �evoluer l'ensemble

1: C'est d'ailleurs la raison pour laquelle ils sont appel�es op�erateurs Euleriens.
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Procedure FusionneDeuxSommets ( & Maille �,

& Sommet U ,

& Sommet V )

si n(U) == 3 et n(V ) == 3 alors

U , V , SU et SV forment un t�etra�edre

que l'on supprime avec T ;
�2(U; V;�)

sinon

si n(SU ) == 3 alors

Le Sommet SU est supprim�e dans �.

�n si

si n(SV ) == 3 et n(SU) > 3 alors

Le Sommet SV est supprim�e dans �.

�n si

/* On peut maintenant d�eterminer si la fusion de U et V */

/* est Eulerienne ou non */

si Card(~(U) \~(V )) == 2 alors

/* On peut e�ectuer une fusion Eulerienne */

Les Sommets U et V sont fusionn�es par T f
0 (U; V;�)

sinon

/* Etranglement au niveau des sommets U et V */

Etranglement au niveau de U et V r�esolu par T+2(U; V;�)

�n si

�n si
�n

Fig. 5.4 { Algorithme de fusion de deux sommets trop proches. Certains cas particuliers
doivent être pris en compte.

de ses sommets de fa�con continue par rapport au temps (i.e., si on r�eduit le pas de temps,
le d�eplacement des sommets est r�eduit proportionnellement). Cette hypoth�ese est coh�erente
vis-�a-vis des lois de la dynamique Lagrangienne. De plus, nous nous restreignons au cas
o�u les d�eformations am�enent la surface �a s'auto-intersecter en des points isol�es, appel�es
singularit�es (voir Annexe B). Cela n'est pas trop restrictif dans la mesure o�u notre mod�ele
est discr�etis�e dans l'espace et dans le temps.

Les singularit�es ou (( accidents )) peuvent être class�es de la mani�ere suivante (voir An-
nexe B) :

1. La singularit�e est ponctuelle (i.e., provient d'une partie connexe contractile du plon-
gement de �). Du point de vue discret (ou combinatoire), ce sont deux sommets U
et V de �, tel que U ~ V , qui sont amen�es l'un sur l'autre. Une simple op�eration de
fusion entre sommets de la surface �elimine la singularit�e.

2. La singularit�e est annulaire (i.e., provient d'une partie connexe du plongement de �, de
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� � d0 < 2:0 � � � d0 < 2:0 � 2:0 � < d0 2:0 � < d0

n(U) > 3 et n(U) = 3 ou n(U) > 3 et n(U) = 3 ou
n(V ) > 3 n(V ) = 3 n(V ) > 3 n(V ) = 3

d < � FUSION FUSION FUSION FUSION

� � d � 2:5 � INVERSION(*) | INVERSION(*) |

2:5 � < d INVERSION CREATION CREATION CREATION

(*) INVERSION seulement si d > 1:6d0.

Tab. 5.1 { Table de d�ecision pour appliquer les op�erateurs Euleriens de fusion T f
0 , de cr�ea-

tion T c
0 et d'inversion T i

0 de mani�ere coh�erente. Ici, U et V sont deux sommets de � tels
que U ~ V . Le r�eel d est la distance euclidienne qui les s�epare lorsqu'ils sont plong�es dans
R3. Le r�eel d0 est la distance euclidienne qui s�epare leurs deux voisins communs (autour
de l'arête UV ). � est l'invariant g�eom�etrique associ�e �a la surface triangul�ee. Attention, le
terme (( FUSION )) signi�e ici un appel �a la proc�edure FusionneDeuxSommets(U,V) (cf.
Figure 5.4).

même type d'homotopie que le cercle unit�e). Sur le plan discret, ce sont trois sommets
U , V et W , tels que U ~ V , U ~W , V ~W mais UV W ne forme pas une face de �
(voir Figure 5.5). G�eom�etriquement, la surface forme un tuyau qui se resserre de plus
en plus en un point. Ces singularit�es seront appel�ees accidents annulaires, car on peut
tracer intuivement un plan suivant lequel les sommets forment un anneau de plus en
petit qui se r�eduit �a un point.

3. La singularit�e est sph�erique (i.e., provient d'une partie connexe du plongement de �,
de même type d'homotopie que la sph�ere unit�e). Sur le plan discret, ce sont quatre
sommets U , V ,W et X, voisins deux �a deux (ils forment n�ecessairement un t�etra�edre),
qui s'e�ondrent en un point. G�eom�etriquement, la surface forme une petite sph�ere qui
diminue jusqu'�a un point. Ces singularit�es seront appel�ees d�eg�en�er�escences ou accidents
sph�eriques, et correspondent �a la disparition d'une composante connexe de �.

4. La singularit�e est non-connexe (i.e., provient de deux parties contractiles mais non
connexes du plongement de �). D'un point de vue discret, deux sommets U et V
de �, localement non connect�es, sont amen�es �a occuper g�eom�etriquement le même
lieu. En th�eorie, il pourrait y avoir un nombre �ni quelconque de sommets amen�es
en un seul lieu. Comme le probl�eme est discr�etis�e par le mod�ele, on suppose que les
�ev�enements n'arrivent pas exactement en même temps et on les r�esout les uns apr�es
les autres, deux par deux. On appellera ces singularit�es des accidents axiaux, car on
peut tracer intuitivement un axe entre ces deux sommets sur lequel ils se rapprochent
l'un de l'autre.

5. Les autres cas peuvent être simul�es par une s�erie d'�ev�enements proches mais distincts.
Cette approximation est valable car notre mod�ele est discret dans le temps et dans
l'espace. Par exemple, si la singularit�e provient d'une partie homotope �a une double
châ�ne, on suppose que la singularit�e provient d'abord d'une des châ�nes (r�esolue par
le cas 2) puis de l'autre (r�esolue aussi par le cas 2). De même lorsqu'il y a plusieurs
parties non connexes.
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U

V

O’

O’’

U

V

O

Fig. 5.5 { Deux exemples de surfaces triangul�ees poss�edant des sommets U , V et O tels que
U ~ V , U ~O, V ~O mais o�u UV O ne forme pas une face de la surface.

annulaire annulaire

axial

Opération réciproque Opération réciproque

Ext/Int

Ext/Int
rupture axiale

rupture

rupture

rupture

Fig. 5.6 { Description des quatre ruptures de topologie essentielles d'une surface ferm�ee
et orient�ee dans R3. Deux des quatre ruptures ne correspondent qu'�a une inversion de la
convention int�erieur et ext�erieur et n'exigent pas de traitements sp�eci�ques.

La Figure 5.6 d�ecrit de mani�ere sch�ematique ces singularit�es (�a part la singularit�e sph�e-
rique). Les d�eformations attendues de la surface sont aussi montr�ees. Ces op�erations topolo-
giques sont coh�erentes avec les contraintes topologiques du mod�ele (fermeture, orientation)
et avec les contraintes g�eom�etriques (le mod�ele doit approcher au mieux une forme d'apr�es
la g�eom�etrie de ses points). L'Annexe C fournit une justi�cation analytique des transfor-
mations topologiques propos�ees. Elles correspondent au passage d'une topologie localement
similaire �a la topologie d'un hyperbolo��de �a deux nappes vers une topologie localement
similaire �a la topologie d'un hyperbolo��de �a une nappe (et r�eciproquement).

On peut aussi rajouter une singularit�e simulant l'apparition d'une petite surface, donc
d'une nouvelle composante connexe. Cette op�eration topologique, not�ee T �

+2, est dirig�ee par
l'utilisateur.

Variations de la caract�eristique d'Euler des ruptures de topologie

On peut d�ecrire les ruptures de topologie �a l'aide des op�erateurs topologiques d�e�nis par
Gri�ths [52]. Ces op�erateurs sont assez intuitifs et su�samment puissants pour calculer les
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variations de la caract�eristique d'Euler des surfaces.

Rupture axiale : Elle se produit lors de la collision de deux morceaux de surface locale-
ment non connect�es. L'op�eration topologique associ�ee, appel�ee rupture axiale et not�ee
T�2, peut être d�ecompos�ee en les op�erations �el�ementaires suivantes :

1. Un petit �el�ement de surface est d�ecoup�e sur chacun des morceaux, ce qui d�e�nit
deux contours C1 et C2.

2. Un pont est cr�e�e entre les deux contours ce qui les fusionne en un seul contour
C. Le pont cr�e�e est dispos�e de mani�ere �a ne pas rendre la surface inorientable.

3. Le contour C est rempli par un couvercle, ce qui referme la surface.

Cette op�eration peut soit cr�eer une nouvelle anse �a la surface, soit fusionner deux com-
posantes en une seule. La surface obtenue a une caract�eristique d'Euler : �(T�2(�)) =
�(�)� 2.

Rupture annulaire : C'est l'op�eration r�eciproque de la pr�ec�edente. La surface s'est r�etr�ecie
en un mince (( tuyau )). L'op�eration topologique associ�ee, appel�ee rupture annulaire
et not�ee T+2, peut être d�ecompos�ee en les op�erations �el�ementaires sym�etriques de la
pr�ec�edente.

Cette op�eration peut soit supprimer une anse de la surface, soit diviser la surface
en deux composantes connexes. La surface obtenue a une caract�eristique d'Euler :
�(T+2(�)) = �(�) + 2.

D�etection et impl�ementation algorithmique

Un accident axial se produit lorsque deux parties de la surface, localement non connec-
t�ees, s'interp�en�etrent. La contrainte g�eom�etrique (5.3) semble donc parfaitement adapt�ee �a
la d�etection de ces accidents.

En fait, cette contrainte peut aussi r�ev�eler des accidents annulaires comme le montre la
Figure 5.7. Cela provient du fait que les parties de la surface doivent être non connect�ees.
Soient U et V deux sommets de � tels que U 6~ V . Un petit voisinage autour du sommet U
contient toujours ses voisins. De même pour un voisinage de V . L'intersection de ces deux
voisinages peut être non vide ce qui contredit l'hypoth�ese d'accident axial.

Soit k le nombre de groupes de voisins communs �a U et V (qui correspond au nombre
de composantes connexes de l'intersection de leur plus petit voisinage). On appelle k l'ordre
de l'accident axial (voir Figure 5.7).

En pratique, il est virtuellement impossible de trouver une op�eration topologique non-
Eulerienne pour chacun des k. Il est d'autre part tr�es di�cile d'inf�erer la forme attendue
d'une telle (( collision )). Pour s'a�ranchir de ce probl�eme, l'id�ee consiste �a cr�eer un voisinage
interm�ediaire autour de U et V pour r�eduire syst�ematiquement l'ordre de l'accident axial �a
0.

La Figure 5.8 montre les deux �etapes de r�esolution des accidents axiaux. Un voisinage
plus petit est cr�e�e autour des sommets U et V . On est sûr que les deux voisinages induits
autour de U et V ne sont pas connect�es. On est bien dans le cas d'un accident axial et
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(a) (b) (c)

Fig. 5.7 { Ces �gures montrent plusieurs exemples o�u la contrainte g�eom�etrique (5.3) n'est
plus respect�ee entre deux sommets non voisins. On voit qu'elle peut r�ev�eler des accidents
annulaires. (a) Accident axial d'ordre 0 ; (b) accident axial d'ordre 1 ; (c) accident axial
d'ordre 2.

l'op�eration T�2 peut être e�ectu�ee par une triangulation entre les points interm�ediaires,
suivie de la suppression des sommets U et V et de leurs arêtes incidentes.

Création de
points intermédiaires Triangulation

(a) (b)

Fig. 5.8 { R�esolution des accidents axiaux : (a) cr�eation de points interm�ediaires autour
des sommets probl�ematiques et leurs voisins ; (b) la rupture axiale est dor�enavant d'ordre 0,
on triangule entre les sommets interm�ediaires cr�e�es.

La r�eduction de la singularit�e �a un accident axial d'ordre 0 ne fait que d�eplacer le
probl�eme des accidents annulaires. La cons�equence int�eressante de cette r�eduction est que
les ruptures annulaires sont alors d�etect�ees de mani�ere unique lors des op�erations de fusion
de sommets voisins. La proc�edure de fusion de deux sommets voisins (Figure 5.4) montre
comment d�etecter ces accidents annulaires par simple test de voisinage.

Pour r�esoudre les accidents annulaires, l'op�eration T+2 est construite comme suit. On
sait que U et V poss�edent au moins 3 sommets communs. Notons O un sommet voisin de
U et V tel que OUV n'est pas une face de � (voir Figure 5.5). Le triplet OUV peut être vu
comme un contour sur � se resserrant en un point. On d�ecoupe donc � le long de ce contour,
ce qui cr�ee deux bords. On s�epare les deux morceaux, que l'on ferme avec un couvercle. On
peut alors fusionner e�ectivement les deux paires de sommets voisins (U1; V1) et (U2; V2)



102 Mod�ele g�en�erique pour la segmentation/reconstruction d'images 3D

(voir Figure 5.9), qui ne respectaient pas la contrainte (5.1).

U

O2

2

V2

O1

U1

V1
O

U

V

Fig. 5.9 { R�esolution des accidents annulaires : on d�ecoupe en deux la surface au niveau de
la face (( virtuelle )) OUV , on referme les deux contours avec un couvercle, puis on fusionne
�eventuellement les sommets trop proches.

Il est ais�e de v�eri�er que nos op�erations non-Euleriennes T+2 et T�2 modi�ent la caract�e-
ristique d'Euler similairement �a la Section 5.3.4, ce qui justi�e les notations employ�ees (T+2
augmente de 2 la caract�eristique �, T�2 la diminue de 2).

La r�esolution des accidents sph�eriques se fait par suppression du t�etra�edre impliqu�e.
L'apparition de mati�ere construit un icosa�edre.

En r�esum�e, la contrainte (5.1) d�etecte les op�erations de fusion T f
0 , de d�eg�en�er�escence T

;
�2,

et de rupture annulaire T+2. La contrainte (5.2) d�etecte l'op�eration de cr�eation de sommet
T c
0 . La contrainte (5.3) d�etecte les ruptures axiales T�2. L'algorithme correspondant est

pr�esent�e dans la Section 5.4.

5.3.5 Ra�nement

Une surface combinatoire triangul�ee ferm�ee est plong�ee dans R3 par toute �-g�eom�etrie
sur ses sommets (avec des valeurs de � et � ad�equates). Il est donc impossible d'obtenir un
ra�nement local de la surface plus �n que � sans risquer de perdre cette propri�et�e.

En revanche, on peut e�ectuer un ra�nement global de la surface, en diminuant l'in-
variant � de mani�ere consistante. On propose donc une transformation Eulerienne, not�ee
� 1p

3
, qui transforme toute surface combinatoire triangul�ee ferm�ee � de �-g�eom�etrie f en

une surface combinatoire triangul�ee ferm�ee �0 de �0-g�eom�etrie f 0, avec �0 = �p
3
. Cette trans-

formation r�eduit la longueur d'arête moyenne de � d'un facteur 1p
3
et augmente le degr�e

d'�echantillonnage d'un facteur
p
3. Elle est r�ealis�ee en deux passes (voir Figure 5.10) :

1. Dans une premi�ere passe, un nouveau sommet est cr�e�e au barycentre de chaque face
(interpolation lin�eaire). Le sommet est connect�e aux 3 sommets de la face.

2. Dans une deuxi�eme passe, les arêtes de la surface qui n'ont pas �et�e cr�e�ees lors de la
premi�ere passe sont invers�ees. Cela permet d'obtenir un maillage r�egulier.
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Cette transformation est facile �a mettre en �uvre vis-�a-vis de la structure choisie pour
repr�esenter la combinatoire de la surface. En moyenne, elle multiplie par trois le nombre de
sommets de la triangulation. Elle permet une mod�elisation multi-r�esolution des formes et
nous l'utiliserons pour obtenir une approche de l'esquisse aux d�etails. Doncescu [37] a aussi
utilis�e cette transformation Eulerienne pour contruire des ondelettes de surface.

D'autres transformations qui construisent un ra�nement de la surface auraient pu être
utilis�ees. L'op�eration la plus employ�ee est celle qui divise chaque triangle en quatre (un nou-
veau sommet sur chaque arête) [84, 93, 102]. En moyenne, elle multiplie par quatre le nombre
de sommets de la triangulation pour un �echantillonnage multipli�e par deux. En revanche,
elle est moins adapt�ee �a la structure choisie (chaque sommet a une liste ordonn�ee de ses
voisins), car elle cr�ee des quadrilat�eres pendant la division de la surface. Des m�ethodes plus
perfectionn�ees de ra�nement de surfaces existent [14], mais ces m�ethodes ne s'appliquent
pas sur des mod�eles d�eformables.

Par ailleurs, on peut choisir une autre fonction d'interpolation pour calculer la position
des nouveaux sommets [8].

(a) (b) (c)

Fig. 5.10 { Op�eration de ra�nement global sur un poly�edre �a 60 faces : (a) avant l'op�eration ;
(b) apr�es la premi�ere passe ; (c) apr�es la seconde passe.

5.3.6 Autres mod�eles �a topologie adaptative

Notre m�ethode permet de d�etecter et de r�esoudre l'ensemble des transformations que
peut subir une surface (( hautement d�eformable )). La �-g�eom�etrie permet de d�etecter les
accidents annulaires de la surface en O(s), si s est le nombre de sommets de la surface, et
les accidents axiaux de la surface en O(s log s) par simple utilisation d'un octree par points.
Les op�erations de rupture axiale et de rupture annulaire sont applicables en O(1). On peut
noter que l'utilisation d'une grille discr�ete de pr�ecision approximative � peut rabaisser la
complexit�e th�eorique de la d�etection des accidents axiaux de la surface �a O(s). Ainsi, si notre
mod�ele n'optimise pas le nombre de sommets, il optimise les d�eformations et transformations
de la surface.

Il existe des mod�eles qui adaptent localement le ra�nement de la triangulation en fonc-
tion de la courbure [30, 58, 146]. Cependant, si ces repr�esentations sont plus compactes,
elles ne permettent pas de g�erer de fa�con homog�ene l'�evolution de la surface (d�eformations
et changements de topologie). Ces mod�eles peuvent en contrepartie être utilis�es en tant que



104 Mod�ele g�en�erique pour la segmentation/reconstruction d'images 3D

post-traitement pour obtenir une repr�esentation g�eom�etrique plus concise convenant mieux
�a d'autres applications (visualisation et synth�ese d'images notamment).

Mod�eles hautement d�eformables

Leitner [72] a �et�e un des premiers �a proposer un mod�ele hautement d�eformable pour la
reconstruction de donn�ees pr�esegment�ees. Son mod�ele de surface est bas�e sur des B-splines.
Le mod�ele d�eplace les points de contrôle pour coller aux donn�ees. Le processus d'adaptation
de la forme aux donn�ees est original. En e�et, dans un premier temps, le mod�ele n'e�ectue
que des d�eformations convexes par morceaux. Lorsqu'il ne peut plus en faire, il e�ectue des
d�eformations hyperboliques ou concaves. Si jamais une rupture de topologie s'est produite,
le processus repart sur les d�eformations convexes. L'initialisation doit donc se faire autour de
la forme �a recouvrir et le mod�ele g�ere deux types de ruptures de topologie (rupture axiale et
rupture annulaire pour une surface se d�egon
ant). Leitner propose plusieurs m�ethodes pour
d�etecter les accidents : analytique, discr�etisation de l'espace, pr�ediction. Les d�eformations du
mod�ele ne sont pas r�egies par des lois de la dynamique (action de forces). En cons�equence,
il est di�cile d'utiliser le mod�ele pour extraire directement des formes d'une image volum�e-
trique qui n'est pas pr�e-segment�ee. Même si l'introduction d'informations ou de contraintes
suppl�ementaires est d�elicate, le mod�ele incorpore naturellement la notion de lissage dans
le choix du nombre de points de contrôle. Il peut aussi am�eliorer la pr�e-segmentation en
rajoutant ou en enlevant des points contours �a l'image de travail en fonction de crit�eres
d'homog�en�eit�e.

Delingette [30, 31] a propos�e un mod�ele de surface d�eformable, le simplex mesh, bas�e
sur le dual de la triangulation de surface. Il a d�e�ni un ensemble d'op�erateurs Euleriens et
non-Euleriens pour transformer la topologie de sa surface. D'un point de vue dynamique,
le mod�ele est consid�er�e comme un syst�eme masse-ressort. La segmentation/reconstruction
se fait �a l'aide de forces calcul�ees �a partir du gradient de l'image et de forces d�eriv�ees
d'une image pr�e-segment�ee de contours. Ce mod�ele permet de mod�eliser des 2-vari�et�es avec
bords, ce qui le rend tr�es souple. Cette 
exibilit�e sur la forme empêche n�eanmoins le mod�ele
d'adapter automatiquement sa topologie aux formes qu'il approche. En e�et, la fermeture
de la surface permet de pr�edire l'op�eration topologique ad�equate vis-�a-vis de la g�eom�etrie
des sommets. C'est pourquoi certaines con�gurations de rupture de topologie ont pu être
automatis�ees tandis que l'utilisateur traite les autres. En contrepartie, son mod�ele autorise
une adaptation de la �nesse du maillage �a la courbure locale.

McInerney et Terzopoulos [87] ont �etendu �a la troisi�eme dimension leur mod�ele des
T-snakes bidimensionnels [85]. Leur mod�ele de surface adapte la topologie de sa maille �a
la g�eom�etrie de ses sommets par un m�ecanisme a posteriori. Leur id�ee est de placer une
grille simpliciale (d�ecomposition simpliciale de Coxeter-Freudenthal) dans l'espace o�u se
d�eforme le mod�ele. A chaque it�eration, les nouvelles positions des sommets sont calcul�ees.
Ces nouvelles positions permettent de d�eterminer les t�etra�edres qui contiennent des �el�ements
de la surface. Grâce �a un algorithme de (( terre brûl�ee )) (similaire �a celui utilis�e par Osher et
Sethian [106]), un ensemble de t�etra�edres approchant la surface est extrait et une nouvelle
surface triangul�ee est construite par dualit�e. L'int�erêt de cette approche est d'�eviter les
probl�emes de d�etection des accidents topologiques et de choix des op�erations �a e�ectuer
sur la surface, pour que celle-ci puisse s'adapter �a la g�eom�etrie de ses sommets. Cette
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approche a n�eanmoins quelques inconv�enients : la topologie de la maille est enti�erement
recalcul�ee �a chaque nouveau d�eplacement ; la pr�ecision de la maille correspond �a la �nesse de
la grille simpliciale ; le mod�ele est contraint de choisir une direction g�en�erale de mouvement
(gon
ement ou d�egon
ement). A noter que ce calcul de la topologie au moyen d'une grille
est en d�e�nitive proche des mod�eles de propagation de fronts [19, 82, 143, 116] et de leur
formalisation implicite. Leur dynamique est en revanche tr�es di��erente.

Le mod�ele de (( peaux actives )) de Desbrun et Gascuel [35, 34] peut être vu comme
un interm�ediaire entre les mod�eles implicites et le mod�ele des T-snakes. Ce mod�ele a une
formulation implicite et une dynamique Eulerienne. En revanche, dans sa recherche d'une
iso-surface dans un potentiel, il e�ectue �a chaque it�eration une polygonalisation de la fonc-
tion implicite de d�eformation. Cette polygonalisation permet au mod�ele de ne pas osciller
autour du r�esultat en moyennant l'�evaluation du potentiel courant sur les sommets de la po-
lygonalisation. Ce mod�ele est particuli�erement adapt�e au suivi d'iso-surfaces et �a la synth�ese
d'image �a partir de fonctions implicites.

D�etection des ruptures de topologie

Il existe des algorithmes extrêmement e�caces pour d�etecter des collisions entre surfaces
ou entre morceaux d'une même surface. Malheureusement, ils sont rarement applicables aux
mod�eles d�eformables :

{ Les approches par Sphere-Tree ou OBB-Tree [50] qui enrobent le mod�ele g�eom�etrique
�a l'aide de primitives (sph�eres, parall�el�epip�edes) de plus en plus grosses ne g�erent que
des intersections entre objets rigides.

{ Les approches par hi�erarchisation des triangles de la surface [139] permettent une
d�etection tr�es rapide des auto-intersections sur des mod�eles de surfaces triangul�ees
dont les sommets se d�eplacent. Cependant, la hi�erarchisation de la surface en morceaux
de plus en plus grands impose une topologie �g�ee �a la surface.

D'autres auteurs ont propos�e des algorithmes de changement de topologie sp�eci�ques au
suivi des iso-surfaces d'un potentiel :

{ Ainsi, Rodrian et Moock [113] ont mis en �uvre une maille triangul�ee pour appro-
cher les iso-surfaces d'un potentiel scalaire. Leur surface se d�egon
e progressivement
en adaptant localement la r�esolution de sa maille �a la courbure. Le mod�ele d�etecte
uniquement les ruptures annulaires a posteriori : si la maille est tr�es �etir�ee �a un endroit
de la surface, un contour de d�ecoupage est approxim�e puis la surface est s�epar�ee sur
ce contour.

{ Bottino et al. [15] ont propos�e une m�ethode analytique pour d�eterminer si la surface
doit modi�er sa topologie. Cela est rendu possible par la sp�eci�cit�e de l'algorithme : la
surface cherche �a approcher une iso-valeur dans un potentiel scalaire, suppos�e connu
dans tout l'espace. Grâce �a cette hypoth�ese, une bifurcation dans une iso-potentielle
apparâ�t si le gradient en un point est nul. En rep�erant les lieux o�u le gradient s'annule
et en se pla�cant dans le rep�ere local, l'algorithme d�etermine la nature du probl�eme
topologique (passage d'un hyperbolo��de �a une nappe vers un hyperbolo��de �a deux
nappes ou vice-versa, cf. Annexe C).
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5.4 Dynamique et �evolution du mod�ele

La sp�eci�cit�e majeure de notre mod�ele r�eside dans la constante mise �a jour de la topologie
de ses sommets. Elle rend d�elicate toute approche par minimisation d'�energie, la r�esolution
de la minimisation imposant une topologie constante sur la maille [62, 27, 102]. Certains
auteurs [85] font une reparam�etrisation r�eguli�ere de la maille pour pouvoir e�ectuer cette
minimisation, mais ce processus est coûteux.

Une autre approche est de d�eformer la surface �a l'aide d'un ensemble de forces et d'at-
tendre qu'elle atteigne un �equilibre stable. A ce moment-l�a, la surface r�ealise le minimum
du potentiel associ�e �a ces forces. Un ensemble de forces (internes et externes) coh�erent avec
notre objectif de segmentation/reconstruction doit donc être d�e�ni.

5.4.1 Dynamique Lagrangienne

La maille de notre mod�ele est assimil�ee �a un syst�eme dynamique masse-ressort [79, 138,
3], qui est dot�e de contraintes internes et qui interagit avec l'environnement. Les relations
de voisinage entre sommets de la surface (i.e., sa topologie combinatoire) repr�esentent des
ressorts entre les sommets assimil�es �a des masses ponctuelles. Il n'y a donc pas de calcul
pour d�eterminer quelles sont les particules de la surface qui interagissent avec les autres,
contrairement aux mod�eles de particules classiques [122, 123].

Soit X(i) un sommet de la surface triangul�ee �, x(i) le vecteur de ses coordonn�ees (i.e.
son plongement). La dynamique Lagrangienne de cette particule peut s'exprimer sous la
forme :

m(i)d
2x(i)

dt2
+ 
(i)

dx(i)

dt
= f

(i)
int + f

(i)
ext; (5.4)

o�u m(i) est la masse de la particule/sommet, 
(i) est le frottement de la particule dans le

milieu, f (i)int l'ensemble des contraintes internes sur la particule (qui est en g�en�eral une fonction

de la position des particules voisines), f
(i)
ext est la somme des forces externes appliqu�ees sur

la particule (et qui est d�ependant de sa position). En g�en�eral, on choisit une masse et un
facteur de frottement identiques pour toutes les particules du syst�eme : 
(i) = 
, m(i) = m.

5.4.2 Contraintes internes

L'objectif de ces contraintes est en fait de r�egulariser le processus d'extraction des formes
de l'image. Elle vont repr�esenter l'�energie interne du mod�ele.

On d�e�nit une force interne en chaque sommet X(i), not�ee f
(i)
c , qui tend �a ramener ce

sommet sur le plan (( tangent )) d�e�ni par ses voisins :

f (i)c = �c

0@x(i) � x(i) � 1

n(X(i))

X
X(j)2~(X(i))

(x(j) � x(j))
1A ; (5.5)

o�u x(i) est le barycentre des voisins du sommet x(i), �c est le coe�cient de tension (ou de ri-
gidit�e) de la surface. Il est ais�e de v�eri�er que cette force suit le principe de l'action/r�eaction :
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chaque sommet est attir�e par le plan (( tangent )) d�e�ni par ses voisins mais, en contrepartie,
attire ses voisins vers ce plan ainsi d�e�ni.

On d�e�nit une deuxi�eme force interne en chaque sommet X(i), not�ee f (i)e , qui relie phy-
siquement chaque sommet de la surface �a ses voisins par un ressort de raideur �e et de
longueur au repos r :

f (i)e = �e

X
X(j)2~(X(i))

�kx(j) � x(i)k � r
� x(j) � x(i)
kx(j) � x(i)k ; (5.6)

Cette force suit aussi le principe de l'action/r�eaction. Pour une longueur de repos nulle, elle
correspond �a la force �elastique des snakes [62] ou �a la contrainte de forme de Miller et al.
[93] et, pour une position de repos non nulle, elle correspond �a la force �elastique du mod�ele
de Leymarie et Levine [74].

G�eom�etriquement, la force de f
(i)
c cherche �a minimiser la courbure sur toute la surface

et la force f
(i)
e cherche �a minimiser l'aire de la surface si la longueur de repos est nulle

ou �a r�egulariser l'�echantillonnage de la surface si cette longueur est non nulle. Cette force
�elastique permet de r�epartir le long de la surface des d�eformations locales. On peut noter
qu'une position de repos non nulle permet en th�eorie d'obtenir un maillage tr�es r�egulier
mais, d'un point de vue num�erique, a tendance �a rendre le syst�eme beaucoup plus instable
[74].

Par ailleurs, il est possible d'int�egrer des contraintes internes globales au mod�ele : l'al-
gorithme de d�eformation �a volume constant de Promayon et al. [111] peut être employ�e en
l'�etat.

5.4.3 Lien avec la minimisation d'une �energie

Sous certaines hypoth�eses, la formulation des deux forces internes (5.6) (pour une lon-
gueur de repos nulle) et (5.5) correspond aux deux termes de r�egularisation de (4.8).

En e�et, supposons que le maillage soit quadrangulaire (chaque sommet a 4 voisins) et
que la longueur de repos pour les forces �elastiques soit nulle. On note les sommets sous
une forme plus adapt�ee �a la maille : X(i;j). Soit v(s; r) une surface d�e�nie sur cette maille
de fa�con naturelle (le maillage quadrangulaire d�etermine un param�etrage). On cherche �a
r�egulariser cette surface �a l'aide de l'�equation d'Euler-Lagrange (4.9). On suppose aussi que
les coe�cients ! sont ind�ependants de s et r : !10 = !01 = !1 et !20 = !11 = !02 = !2.

On obtient facilement que f (i)e = �e(x(i+1;j) + x(i�1;j) + x(i;j+1) + x(i;j�1) � 4x(i;j)). Or,
on peut approcher le terme @

@s
(!1vs) +

@
@r
(!1vr) = !1�v en utilisant les di��erences centr�ees

(voir par exemple [105]). Il vient :

�v =
1

h2
(v(s+ h; r) + v(s� h; r) + v(s; r + h) + v(s; r� h)� 4v(s; r))

+O(h2): (5.7)

On a donc, si le maillage est relativement r�egulier avec chaque sommet �a distance h de ses
voisins :

f (i;j)e � �eh
2�vjv(s;r)=x(i;j) (5.8)



108 Mod�ele g�en�erique pour la segmentation/reconstruction d'images 3D

Pour le deuxi�eme terme de r�egularisation de l'�equation (4.9)

@2

@s2
(!2vss) +

@2

@r2
(!2vrr) +

@2

@s@r
(!2vsr) = !2��v; (5.9)

on montre une relation similaire avec la force de tension en utilisant aussi les di��erences
centr�ees :

f (i;j)c � ��ch
4

4
��vjv(s;r)=x(i;j): (5.10)

En cons�equence, nos contraintes internes peuvent être assimil�es �a des op�erateurs discrets
de di��erenciation sur la surface, dont le rôle est similaire aux termes de r�egularisation des
snakes (op�erateurs de Tikhonov). Cette similitude d�epend �etroitement de la r�egularit�e de
la maille (d'apr�es (5.8) et (5.10)). Le fait que la surface soit plong�ee dans l'espace par une
�-g�eom�etrie nous permet d'a�rmer que la dynamique de notre mod�ele est analogue �a la
dynamique d'un mod�ele actif �elastique (donc issue d'une minimisation d'�energie).

5.4.4 Estimation et in
uence des param�etres

Cette analogie nous permet d'obtenir un ordre de grandeur sur les param�etres �e et �c,
que l'on va d�eduire des param�etres d'�elasticit�e et de rigidit�e choisis pour les snakes. Ainsi,
Cohen et Cohen [27] proposent la valeur h2sh

2
r pour !1 et h

3
sh

3
r pour !2, si hs et hr sont les

discr�etisations spatiales. D'apr�es (5.8) et (5.10), �e a donc un ordre de grandeur de h2 et �c

a aussi un ordre de grandeur de h2. Il advient que �e et �c sont proportionnels �a �2.
La Figure 5.11 illustre l'in
uence des param�etres des contraintes internes sur l'extraction

d'un cube. Le coe�cient �c permet de lisser plus ou moins la surface. Le coe�cient �e

permet de r�egulariser les distances entre sommets. On peut voir que pour des coe�cients de
rigidit�e trop importants (Figure 5.11d), la r�esolution num�erique par la m�ethode d'Euler est
instable et la surface oscille autour de la position d'�equilibre. Pour des valeurs de raideur
trop importantes (Figure 5.11g), des creux et des bosses se forment lorsque la longueur au
repos de la force �elastique n'est pas nulle.

5.4.5 Heuristique de traitement des sommets immobiles

Des sommets quasi-immobiles n'occasionnent que tr�es rarement des modi�cations dans
la topologie de la surface. D�es lors, il est souvent inutile d'examiner �a chaque it�eration si ces
sommets respectent les contraintes g�eom�etriques d�e�nies dans la Section 5.3.2. Cependant,
on ne peut prendre le risque de laisser un sommet traverser la surface simplement parce qu'il
se d�eplace tr�es lentement. Dans cette section, nous proposons une heuristique pour adapter
la fr�equence de v�eri�cation des contraintes g�eom�etriques des sommets �a leur vitesse.

Elle se base sur l'introduction de deux constantes d et D telles que 0 < d < D < 1 et sur
une vitesse maximale impos�ee aux sommets, mettons V (cette vitesse d�epend �evidemment
du pas de temps choisi pour la dynamique). Si la vitesse est sup�erieure �a DV , alors les
contraintes g�eom�etriques sont examin�ees sur ce sommet �a chaque it�eration. Si la vitesse est
inf�erieure �a dV , alors les contraintes g�eom�etriques sont examin�ees sur ce sommet toutes les
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g)

Fig. 5.11 { In
uence des param�etres des forces internes sur la reconstruction d'un cube
(longueur de repos du ressort r = 1; 5�) : (a) �e = 0 et �c = 0 ; (b) �e = 0 et �c = 0; 1 ; (c)
�e = 0 et �c = 0:5 ; (d) �e = 0 et �c = 2 ; (e) �e = 1 et �c = 0 ; (f) �e = 3 et �c = 0 ; (g)
�e = 10 et �c = 0.

D
d
it�erations. Si la vitesse est entre ces deux valeurs, la fr�equence d'examen est une fonction

lin�eaire des deux bornes donn�ees ci-dessus.
Par ce biais, les sommets rapides sont toujours test�es, les sommets de vitesses interm�e-

diaires sont test�es r�eguli�erement et les sommets immobiles ou quasi-immobiles sont test�es de
temps en temps. Pour nos exp�erimentations, nous avons choisi (de fa�con relativement empi-
rique) une vitesse maximale de 0; 5 �

�t
, et les valeurs d = 0; 002 et D = 0; 1. Ces coe�cients

laissent une marge confortable quant �a la fr�equence de visite des sommets : le sommet non
test�e le plus rapide a au plus une vitesse de 5

100
�
�t
, un sommet immobile est test�e toutes les

50 it�erations.
De plus, comme les contraintes sont sym�etriques, la d�etection des contraintes g�eom�e-

triques entre un sommet lent et un sommet rapide sera faite du point de vue du sommet
rapide. Il faut donc que les vitesses des deux sommets soient inf�erieures �a 0; 002V pour
que leur contrainte g�eom�etrique commune ne soit test�ee que toutes les 50 it�erations. Pen-
dant ce temps, ils auront au maximum parcouru l'un vers l'autre une distance de 0; 2�. Les
contraintes g�eom�etriques sont donc peu biais�ees par cette heuristique.

Nous optimisons de fa�con similaire le calcul des normales aux sommets. En revanche, les
forces et d�eplacements de tous les sommets sont calcul�es �a chaque it�eration.

5.4.6 R�esolution num�erique

L'�equation (5.4) peut se mettre sous forme matricielle, similairement �a l'�equation (4.14),
avec q = (x(1); : : : ;x(k)). Cette formulation sous forme de syst�eme lin�eaire permet l'inver-
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sion directe du syst�eme. N�eanmoins elle ne sera pas employ�ee car, a priori, la maille du
mod�ele peut changer de topologie (aussi bien par des transformations Euleriennes que non-
Euleriennes), et l'inversion du syst�eme devrait être r�ealis�ee quasiment �a chaque it�eration.

De par la contrainte de �-g�eom�etrie du mod�ele, la surface impose des variations impor-
tantes dans la combinatoire de la surface. Une r�esolution num�erique de (5.4) par une m�ethode
d'�elements �nis serait on�ereuse �a mettre en place. Nous avons donc choisi de r�esoudre cette
�equation par di��erences �nies.

Ce choix laisse cependant une certaine marge sur d'autres param�etres qui in
uencent
notablement la convergence du processus :

{ m�ethode d'int�egration (Euler ou Runge-Kutta) ;

{ estimation du coe�cient de frottement.

M�ethode d'int�egration

A priori, la m�ethode d'int�egration de Runge-Kutta donne des r�esultats plus rapides et
plus pr�ecis que la m�ethode d'Euler. Cependant, en pratique ce n'est pas toujours le cas,
car la m�ethode de Runge-Kutta n�ecessite quatre calculs des forces �a chaque it�eration. De
même, la m�ethode de Runge-Kutta pr�edit le comportement des sommets en supposant
que la topologie des points ne change pas. En cons�equence, l'estimation fournie peut être
approximative même si th�eoriquement elle est pr�ecise.

Par exemple, sur la reconstruction d'un cube sans contrainte interne, la Figure 5.12a
montre que l'int�egration par la m�ethode de Runge-Kutta est tr�es l�eg�erement plus lente
que par la m�ethode d'Euler, notamment �a cause de l'acc�el�eration progressive des sommets
pendant les premi�eres it�erations. L'�evolution calcul�ee par la m�ethode d'Euler, si elle est net-
tement plus �eloign�ee du comportement physique r�eel induit par la dynamique Lagrangienne,
permet une convergence plus rapide dans ce cas pr�ecis.

En revanche, la m�ethode d'Euler est nettement plus instable, comme le montre la Fi-
gure 5.12b qui pr�esente la même reconstruction en incorporant cette fois-ci des contraintes
de tension (�c = 0:5). Elle est d'autant plus instable que les forces internes sont importantes
(voir Figure 5.12c o�u �c = 2:0).

Nous utiliserons la m�ethode de Runge-Kutta dans les exp�erimentations qui suivent,
notamment pour sa stabilit�e.

Coe�cient de frottement

Le coe�cient de frottement 
 ou viscosit�e in
uence grandement la vitesse de convergence.
En e�et, s'il est sous-estim�e, le syst�eme risque d'osciller autour d'une position d'�equilibre.
S'il est surestim�e, le syst�eme va mettre beaucoup trop de temps pour atteindre l'�equilibre.
La Figure 5.13 illustre l'in
uence du param�etre 
 sur la reconstruction d'un cube (pas de
contraintes internes). Dans cet exemple, une viscosit�e comprise entre 0; 6 et 0; 8 permet
d'approcher tr�es rapidement la position d'�equilibre en �evitant les oscillations.

Algorri et Schmitt [3] ont propos�e une m�ethode pour estimer le coe�cient de frottement
(( critique )). Leur estimation se base sur l'analyse modale. Le probl�eme est que ce calcul est
tr�es coûteux. Comme leur objectif est de segmenter des donn�ees non-structur�ees (nuages de
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Fig. 5.12 { Comparaison entre les m�ethodes d'int�egration num�erique (Euler ou Runge-
Kutta). La courbe donne l'�energie cin�etique moyenne de la surface en fonction du temps. On
remarque l'instabilit�e de la m�ethode d'Euler lorsque la surface est soumise �a des contraintes
internes. (a) �c = 0:0 ; (b) �c = 0:5 ; (c) �c = 2:0.

points), ils �evitent ce calcul en n�egligeant les interactions entre les sommets de la surface et
estiment un coe�cient de frottement sur les sommets reli�es �a un point des donn�ees. Cette
m�ethode ne peut donc pas s'appliquer pour extraire des formes d'images volum�etriques.

Le meilleur moyen d'estimer ce frottement serait sans doute d'int�egrer ce param�etre
dans le vecteur d'�etat du syst�eme comme l'ont fait Metaxas et Kakadiaris [89]. Pour ce qui
nous concerne, nous avons remarqu�e que le facteur de frottement optimal varie peu entre les
images issues d'une mêmemodalit�e d'acquisition. En g�en�eral, une viscosit�e 
 = 0:7 convient.

Autres m�ethodes d�ecrites dans la litt�erature

On peut citer deux approches di��erentes utilis�ees pour s'a�ranchir du probl�eme des
oscillations.

Neuenschwander et al. [102] demandent �a l'utilisateur de d�e�nir un ensemble de points
d'ancrage pour leur surface �elastique d�eformable. Ces points d'ancrage fournissent une solu-
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Fig. 5.13 { In
uence du coe�cient de frottement 
 sur la convergence du mod�ele (en ordon-
n�ee, �energie cin�etique moyenne de la surface) : (a) syst�eme faiblement amorti ; (b) syst�eme
fortement amorti ; (c) comparaison entre les �evolutions faiblement amorties (
 < 0; 5), for-
tement amorties (
 > 1; 0), et amorties de mani�ere optimale (
 � 0; 7)

tion homog�ene ne tenant compte que des contraintes internes (i.e., c'est une surface minimale
suivant certains crit�eres). A partir de cette solution homog�ene, les contraintes externes sont
peu �a peu rajout�ees au syst�eme en partant de ces points d'ancrage par propagations succes-
sives. A chaque fois, on attend que le syst�eme int�egre proprement les nouvelles contraintes
avant de lui en additionner d'autres.

Delingette [32] d�e�nit l'in
uence de l'image non comme une force, mais comme un d�e-
placement. Cela revient �a supposer que la dynamique du mod�ele est quasi-statique. Cette
approche n'est valable que pour des d�eplacements tr�es petits.

5.5 Interaction avec les donn�ees

Au cours de cette th�ese, nous avons utilis�e deux forces d'interaction avec des donn�ees
volum�etriques. L'une permet d'approcher les iso-surfaces au sein d'une image (ou d'un po-
tentiel scalaire continu). L'autre permet d'approcher les maxima (ou minima) d'une image



5.5 Interaction avec les donn�ees 113

(ou d'un potentiel scalaire continu). On verra que cette force est similaire �a la minimisation
d'une �energie externe des snakes (d�e�nie par (4.2)). A noter que nous ne d�e�nissons pas
des forces calcul�ees �a partir d'une image transform�ee par pr�e-traitement : nous n'utilisons
pas ainsi une image d' (( arêtes )) comme dans [62, 26, 27, 30] qui aurait �et�e calcul�ee par un
algorithme d'extraction de caract�eristiques [95]).

Dans la suite, on notera I une image volum�etrique discr�ete (une application de Z3 dans
l'intervalle r�eel [0; 1]). Une interpolation trilin�eaire de I sera not�ee �I (c'est une application
de R3 dans [0; 1]).

On d�e�nit une force de recherche d'iso-surface f (i)I en un sommet X(i) qui tire ce sommet
vers une iso-valeur �I dans le potentiel scalaire continu �I par

f
(i)
I = �I

�
�I ��I(x

(i))
�
n(i); (5.11)

o�u �I est le coe�cient d'attraction et n(i) est la normale �a la surface au sommet X(i).
Informellement, la surface est gon
�ee ou d�egon
�ee suivant l'isovaleur o�u elle se trouve. Une
valeur positive pour �I est attendue si le potentiel �I a une valeur 1 �a l'in�ni et une valeur
n�egative si le potentiel a une valeur 0 �a l'in�ni. Le d�eplacement s'e�ectue suivant la normale
�a la surface. En dimension 2, la recherche d'une iso-valeur est �equivalente �a la recherche
d'une ligne de niveau sur un terrain : si on est �a une altitude inf�erieure, on monte le long de
la pente, si on est �a une altitude sup�erieure, on descend le long de la pente.

On note rI l' (( image )) (application de Z3 dans R3) gradient de I. On la transforme en
un champ vectoriel continu ���rI par interpolation trilin�eaire. La force de suivi de gradient
f
(i)
rI d�e�nie ci-dessous attire le sommet X(i) le long du gradient de l'image I :

f
(i)
rI = (�rI � �rI)

�
���rI (x(i)) � n(i)

�
n(i) + �rI���rI (x(i)); (5.12)

o�u �rI (resp. �rI) est le coe�cient d'attraction par le gradient suivant la normale au sommet
(resp. suivant le plan tangent au sommet). Cette force permet donc d'attirer la surface vers
les maxima (ou minima) locaux de l'image.

Ces deux forces peuvent être normalis�ee par � pour que leur intensit�e soit inversement
proportionnelle �a la �nesse de la maille. Les coe�cients �I , �rI et �rI sont alors propor-
tionnels �a �. Par ailleurs, les coe�cients �rI et �rI doivent être choisis largement inf�erieurs
�a la valeur de �I (environ d'un facteur similaire �a la r�esolution de l'image). Cela est dû au
fait que le gradient peut prendre des valeurs tr�es importantes.

On peut remarquer que la force de suivi de gradient est tr�es li�ee �a la minimisation d'une
�energie externe � R

C
�(krI(v)k)ds (cf. (4.2)). En e�et, les �equations d'Euler associ�ees �a

cette minimisation transforment la minimisation d'une �energie externe en suivi du gradient
du potentiel �(krIk). Il su�t donc de cr�eer une image J �egale �a �(krIk) puis d'utiliser la
force f (i)rI avec les param�etres �rI = �rI > 0 pour obtenir le même comportement. De plus,
on �evite le probl�eme propre aux snakes du d�eplacement des sommets le long du contour en
imposant �rI = 0.

D'autres forces pourraient être d�e�nies simplement. Un point de passage donn�e par
l'utilisateur (d�e�nition d'un ressort) ou une contrainte de tangence (3 sommets attir�es par
un plan) sont simples �a d�e�nir dans ce contexte. Par exemple, Bittar [13] a utilis�e un mod�ele
tr�es similaire au notre (qui exclut les probl�emes topologiques) pour faire de la reconstruction
de donn�ees non-structur�ees en d�e�nissant des ressorts entre la maille et les donn�ees.
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L'utilisation de ces forces dans le cadre de la segmentation/reconstruction d'images bio-
m�edicales sera d�etaill�ee dans le chapitre suivant.

5.6 Espace image et multi-r�esolution

5.6.1 Approche multi-�echelle avec des pyramides

Une approche (( directe )) de la segmentation d'une image (i.e., l'image donn�ee en entr�ee
est utilis�ee en l'�etat) n'est pas enti�erement satisfaisante. En e�et, la d�e�nition des forces
externes rend l'in
uence de l'image/potentiel localis�ee dans un petit voisinage autour des
sommets. Cette d�e�nition ne reste coh�erente que si la maille a une densit�e comparable �a la
r�esolution de l'image volum�etrique. Deux approches sont possibles pour prendre en compte
cet aspect :

{ On impose �a la surface d'avoir une �nesse de maille similaire �a la r�esolution de l'image.
La dynamique de la surface est alors coh�erente avec le domaine de fr�equence de l'image
dans laquelle elle �evolue. Un inconv�enient est la n�ecessit�e d'utiliser d�es l'initialisation
une maille tr�es �ne ce qui alourdit d'autant les calculs.

{ Aucune contrainte n'est impos�ee sur la �nesse de la maille. En contrepartie, les forces
ne sont plus calcul�ees pr�ecis�ement sur le sommet mais par un balayage dans un voi-
sinage su�samment large autour de ce sommet. C'est l'approche utilis�ee par exemple
par Montagnat et Delingette [96] pour calculer l'interaction avec l'image : ils optimisent
ce balayage en e�ectuant un pr�e-traitement sur l'image toute enti�ere.

A�n de tirer parti des avantages des deux solutions, nous proposons de calculer une fois
pour toute l'in
uence de l'image �a di��erentes �echelles. Cette solution hybride est faite en
calculant une pyramide d'images tridimensionnelles, o�u chaque r�esolution correspond �a une
�nesse di��erente de la maille triangul�ee. Le mod�ele s'appuiera sur le r�esultat obtenu �a un
niveau de r�esolution plus grossier pour d�ebuter e�cacement son �evolution sur un niveau de
r�esolution plus �n.

La notion d'informations contenues dans une image est �etroitement li�ee �a la r�esolution �a
laquelle l'image est consid�er�ee. L'analyse multi-�echelle est d�es lors devenu un outil commun,
principalement car elle structure le contenu de l'image en l'organisant hi�erarchiquement ;
cette analyse peut être e�ectu�ee aussi bien sur les objets (entit�es) que sur les images.

Les repr�esentations pyramidales d'images de Tanimoto et Pavlidis [125] ont �et�e les pre-
mi�eres �a d�e�nir et �a exploiter les r�eductions d'une image. Ces repr�esentations servent plu-
sieurs objectifs, parmi lesquels on peut citer le calcul rapide de param�etres, la compression,
la d�ecomposition du signal ou la segmentation [22].

Dans notre contexte, les pyramides de d�ecomposition en fr�equence, d�e�nies par Burt [16]
et avec Adelson [17], sont particuli�erement int�eressantes, car elles fournissent un ensemble
d'images �a des r�esolutions d�ecroissantes qui sont proches de la perception visuelle qu'aurait
un observateur �a des distances croissantes. Leur construction est bas�ee sur la convolution
d'un noyau Gaussien qui �ltre les hautes fr�equences, puis sur le sous-�echantillonnage de
cette image �ltr�ee ; le processus est r�ep�et�e plusieurs fois pour obtenir tous les niveaux de la
pyramide. En pratique, un seul op�erateur combine l'op�eration de �ltrage et l'op�eration de
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sous-�echantillonnage. Ce processus cr�ee la pyramide Gaussienne. Sa particularit�e est de ne
pas cr�eer de faux contours. Lorsque la taille du noyau Gaussien est de 5�5 (en dimension 2),
la bande passante est r�eduite d'un octave, donc la fr�equence d'�echantillonnage est r�eduite
d'autant.

Pour tirer au mieux parti des repr�esentations pyramidales, nous devons les d�e�nir pour
des images volum�etriques dont les voxels ne sont pas forc�ement cubiques (images aniso-
tropes) et nous devons les lier �a notre mod�ele de surface. En fait, les pyramides classiques
ne sont pas con�cues pour des applications tridimensionnelles bas�ees sur le plongement de
surfaces maill�ees dans des donn�ees. C'est pourquoi nous avons d�evelopp�e un algorithme
pour construire des pyramides d'images avec un facteur de r�eduction quelconque. Ainsi,
nous pourrons maintenir l'ad�equation entre la r�esolution des donn�ees et la densit�e de la
surface triangul�ee.

5.6.2 Pyramide d'images 3D de r�eduction arbitraire

Pour reconstruire des objets d'une image volum�etrique, le mod�ele doit suivre au plus
pr�es les zones de discontinuit�e tout en englobant les zones homog�enes. Une approche multi-
�echelle de l'image 3D nous fournit un acc�es �a l'image de l'esquisse aux d�etails. Coupl�ee
avec l'�evolution de notre mod�ele de surface, la convergence du mod�ele sera acc�el�er�ee (point
essentiel en 3D).

Nous rappelons d'abord le principe de construction d'une pyramideGaussienne classique.
Les niveaux successifs de ces pyramides sont obtenus par convolution par un noyau

Gaussien discret de côt�e 5 voxels. Ce noyau garantit un �ltrage passe-bas sans translation
de phase et un facteur de r�eduction de 2 suivant toutes les dimensions de l'image [22]. Soit
I0 l'image 3D initiale et la base de la pyramide. Le calcul du niveau Ih+1 (image de niveau
h+1 dans la pyramide) en fonction du niveau Ih (image de niveau h dans la pyramide) est
donn�e par la formule de convolution discr�ete suivante :

Ih+1(i
0; j0; k0) =

�2�p�2X
�2�m�2
�2�n�2

!(m;n; p) � Ih(2i0 +m; 2j 0 + n; 2k0 + p); (5.13)

o�u ! est noyau Gaussien de taille 5 voxels �egal �a
�
1
16[1 4 6 4 1]

�3
.

Trois contraintes majeures sont �a prendre en compte dans le cadre de la segmenta-
tion/reconstruction de donn�ees volum�etriques :

1. les images n'ont pas des r�esolutions qui sont des puissances de 2 et il est coûteux de
(( combler les vides )) en 3D ;

2. les voxels ne sont pas forc�ement cubiques dans l'espace (les fr�equences d'�echantillon-
nage sont tr�es d�ependantes des modalit�es d'acquisition des donn�ees et sont rarement
identiques dans les trois directions de l'espace | par exemple, le ratio entre di��erents
axes peut varier de 1 �a 5 en microscopie confocale) ;

3. le facteur de r�eduction entre les di��erents niveaux de la pyramide doit correspondre
aux ra�nements successifs de la surface triangul�ee.



116 Mod�ele g�en�erique pour la segmentation/reconstruction d'images 3D

La construction pr�ec�edente induite par (5.13) n'est pas utilisable en l'�etat.
Il serait tr�es on�ereux en m�emoire de rendre l'espace des voxels isotrope pour e�ectuer

la convolution de mani�ere coh�erente (la r�esolution suivant les trois axes deviendrait le plus
petit commun multiple des r�esolutions ant�erieures). Au contraire, en d�e�nissant un espace
continu r�eel qui correspond �a la structure discr�ete des donn�ees initiales, nous allons r�ealiser
les op�erations de convolution de fa�con e�cace.

Soit I0; I1; : : : ; Im une liste ordonn�ee d'images volum�etriques : ces images formeront une
pyramide d'images car leur r�esolution sera d�ecroissante. L'image I0 est l'image initiale (i.e.,
l'image I donn�ee pour le traitement) de taille discr�ete (M;N;P ) et de taille r�eelle (�; �; �)
dans l'espace. C'est l'image qui contient le plus d'informations (i.e., les donn�ees de plus
hautes fr�equences). L'image Im sera celle qui ne contient que les plus basses fr�equences. On
noteMh, Nh et Ph les tailles, encore inconnues, des images discr�etes Ih pour h entre 0 et m.
On note Eh l'espace discret de taille Mh � Nh � Ph (indic�e �a partir de (0; 0; 0)). Avec ces
d�e�nitions, chaque image Ih est une application de Eh dans [0; 1] � R.

On note E , et on appelle espace r�eel de l'image, le sous-ensemble de R3 d�e�ni par le
produit [0; �] � [0; �] � [0; �]. Comme toutes les images Ih repr�esentent la même image
(( r�eelle )) �a di��erentes �echelles, elles ont toutes la même taille r�eelle �; �; �. Le plongement
d'un voxel (i; j; k) d'une image discr�ete Ih dans l'espace r�eel E est donn�e par l'application
Th, fonction du niveau h dans la pyramide, d�e�nie ci-dessous :

Th : Eh ! E

(i; j; k) 7!
�
(i+ 1

2
) �

Mh
; (j + 1

2
) �
Nh
; (k + 1

2
) �
Ph

�
:

(5.14)

Cette application est un plongement qui pr�eserve les proportions r�eelles d'une image discr�ete
dans le parall�el�epip�ede d�e�ni par son image r�eelle.

Nous appelons unit�e de l'image r�eelle, et nous notons Uh la valeur min( �

Mh
; �
Nh
; �
Ph
). C'est

la distance la plus courte entre les plongements de deux voxels de Ih dans E. Si l'image
est isotrope, nous avons naturellement Uh = �

Mh
= �

Nh
= �

Ph
. Dans le cas o�u l'image est

anisotrope, le masque de convolution appliqu�e pendant la construction de la pyramide doit
être isotrope dans l'espace r�eel o�u l'image est plong�ee. Si cela n'est pas fait correctement, les
pyramides construites auront tendance �a pr�eserver les contours orthogonaux aux directions
dont la r�esolution est �ne, et �a lisser exag�er�ement les contours parall�eles aux directions dont
la r�esolution est proportionnellement plus grossi�ere. L'unit�e Uh fournit une distance isotrope
pour s�eparer les points constituant le masque de convolution.

L'algorithme de construction de pyramide que nous proposons ici n'assigne pas de valeur
particuli�ere au facteur de r�eduction. En cons�equence, une transformation topologique arbi-
traire peut être employ�ee pour ra�ner la surface triangul�ee. Par exemple, l'op�eration � 1p

3

d�e�ni dans la Section 5.3.5 n�ecessite un facteur de r�eduction non-rationnel de
p
3. On peut

n�eanmoins remarquer que Peleg et Federbusch [108] ont adapt�e le m�ecanisme de construc-
tion de pyramides discr�etes de Burt �a des facteurs de r�eduction rationnels. Cependant leur
transformation n'est pas un processus de convolution ; en cons�equence, les �ltres d�e�nis ne
sont pas passe-bas et les signaux r�esultants ne sont pas clairement d�etermin�es. Lozano [78]
a explicit�e la m�ethode de construction de pyramides �a r�eduction rationnelle de Peleg et
Federbusch en montrant comment calculer un ensemble de noyaux g�en�erateurs, fonction de
la r�eduction fractionnaire choisie. Il l'a mise en �uvre sur des images couleur.
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La coh�erence de l'op�eration de �ltrage/sous-�echantillonnage doit aussi être v�eri��ee : le
�ltrage des hautes fr�equences doit correspondre au facteur de r�eduction employ�e. Nous avons
choisi de conserver un noyau de convolution de côt�e 5. Le facteur de r�eduction par dimension,
not�e �, doit être inf�erieur �a deux.

Soit V0 la base de la pyramide d'images (( r�eelles )). L'application V0 est donn�ee par le
plongement puis par l'interpolation des valeurs discr�etes de I0 (i.e., V0 = �I0). On note Vh
le niveau h dans la pyramide d'images r�eelles. Vh+1 est calcul�e �a partir de Vh. Le nombre
et la localisation dans E des points discrets �a calculer au niveau h + 1 sont d�etermin�es par
le facteur de r�eduction �, et leur valeur est obtenue apr�es convolution sur un ensemble de
points de Vh. Leur stockage apr�es calcul dans l'espace de l'image r�eelle est bien entendu fait
dans un tableau tridimensionnel de voxels qui est le niveau h+1 dans la pyramide d'images
discr�etes (Ii)i=0;::: ;m.

Les tailles discr�etes Mh, Nh, Ph et l'unit�e Uh sont associ�ees �a l'image r�eelle Vh. La
taille r�eelle de Vh est constante pour tout h de valeur (�; �; �). Ses caract�eristiques sont
d�etermin�ees r�ecursivement par :

M0 =M N0 = N P0 = P U0 = min
�
�

M
; �
N
; �
P

�
Mh+1 =

j
Mh

�

k
Nh+1 =

j
Nh

�

k
Ph+1 =

j
Ph

�

k
Uh+1 = �Uh (5.15)

Soit R = (i0; j0; k0) un voxel repr�esentant une donn�ee discr�ete de Ih+1. Notre but est de
trouver sa valeur pour tout (i0; j0; k0) 2 Eh. Son plongement RE dans l'image r�eelle Vh+1 a
pour coordonn�ees Th+1(i0; j0; k0) (voir Figure 5.14a).

Pour �etablir la valeur de R, l'op�eration de convolution est d�e�nie sur des points de Vh.
Le point central du masque a la même position dans Vh et dans Vh+1. La localisation des
autres points impliqu�es dans la convolution (53 � 1 points en 3D pour un noyau de côt�e
5) est d�etermin�ee par l'emploi de l'unit�e Uh pour discr�etiser Vh autour du point RE (voir
Figure 5.14b). Comme Ih est connu, l'application Vh est d�e�nie par �Ih et on obtient la
formule de convolution suivante :

Ih+1(i
0; j0; k0) =

�2�p�2X
�2�m�2
�2�n�2

!(m;n; p)Vh (Th+1(i0; j 0; k0) + (mUh; nUh; pUh)) ;
(5.16)

et Vh+1 est d�e�ni implicitement par Ih+1 (Vh+1 = �Ih+1).
A cause du facteur de r�eduction inconnu, les 53 points impliqu�es dans la convolution ne

co��ncident pas en g�en�eral avec des points de Ih (voir Figure 5.14c). Une cons�equence directe
est qu'il n'y aura pas de recouvrement entre les points impliqu�es dans des convolutions
voisines. Par ailleurs, chaque point de Vh est interpol�e des huit points de donn�ees discr�etes
de Vh (et m�emoris�es dans Ih) qui constituent le parall�el�epip�ede englobant ce point.

Grâce �a sa propri�et�e de s�eparabilit�e, le noyau de convolution Gaussien | d�ecompos�e en
trois noyaux mono-dimensionnels de taille 5 | est appliqu�e successivement suivant les trois
dimensions. On peut estimer les gains en temps obtenu en utilisant les notations suivantes :
soit t0 le temps d'acc�es �a la valeur d'un point r�eel, t1 le temps d'ex�ecution de la convolution
classique, t2 le temps d'ex�ecution de l'algorithme utilisant la s�eparabilit�e du noyau. On a
facilement :
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afin de construire Ih+1
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h

: Voxels de I   utilisés pour calculer la valeur
des points de V   ci-dessus

h

(c)

Fig. 5.14 { Exemple de calcul (bidimensionnel) d'un voxel de Ih+1 �a partir des voxels de Ih :
(a) les deux images Ih+1 et Ih report�ees dans l'espace image r�eelle ; (b) calcul d'un voxel du
niveau Ih+1 et localisation des points du masque de convolution ; (c) application du masque
de convolution sur les donn�ees de Ih (les voxels de Ih n�ecessaires �a l'estimation de la valeur
des points du masque de convolution sont entour�es d'un cercle noir).

t1
t0
= 53Mh+1Nh+1Ph+1 (5.17)

t2
t0
= 5Mh+1NhPh + 5Mh+1Nh+1Ph + 5Mh+1Nh+1Ph+1 (5.18)

D'o�u

t2
t1

=
1

25
(�2 + �+ 1): (5.19)

L'algorithme optimis�e est donc plus rapide pour des facteurs de r�eduction � entre 0 et
�1+p97

2
(approximativement 4:42).

Un pseudo-code de la construction de la pyramide tridimensionnelle est donn�e sur la
Figure 5.15.

La Figure 5.16 repr�esente une pyramide d'images calcul�ee avec un facteur de r�eduction
de
p
3 (puis agrandie �a l'a�chage). Cette image est anisotrope en z d'un facteur 2; 6. Les

�el�ements signi�catifs de l'image sont n�eanmoins pr�eserv�es.
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Procedure ConstruitPyramide ( const & Image I, & Pyramid P , double � )

int h � 0

int Msup, Nsup, Psup

int Minf  � I:M

int Ninf  � I:N

int Pinf  � I:P

P .image(h) � I

tant que �h < �max faire

int Msup � bMinf=�c
int Nsup � bNinf=�c
int Psup � bPinf=�c
Image G(Msup, Ninf , Pinf)

G � ConvolutionSuivantX ( P .image(h), [1 4 6 4 1]=16, �)

Image H(Msup, Nsup, Pinf)

H  � ConvolutionSuivantY ( G, [1 4 6 4 1]=16, �)

Image P .image(h+ 1) (Msup, Ninf , Psup)

P .image(h + 1)  � ConvolutionSuivantZ( H, [1 4 6 4 1]=16, � )

supprime G, H

h � h� 1

�n tant que
�n

Fig. 5.15 { Algorithme de construction d'une pyramide d'images. I d�esigne une image de
taille discr�ete M �N � P et de taille r�eelle �� � � � dans l'espace R3. � est le facteur de
r�eduction et �max la r�eduction maximale. La proc�edure ConstruitPyramide() construit une
pyramide P �a partir de l'image I avec la r�eduction �.

5.6.3 Relation image { mod�ele

Dans la Section 5.5 nous avons choisi d'exprimer l'interaction surface { image avec des
forces d�e�nies localement autour de chaque sommet. L'emploi d'une pyramide d'images tri-
dimensionnelles n�ecessite un mod�ele capable d'adapter sa densit�e �a la r�esolution de l'image.
Les arêtes de la surface triangul�ee ne doivent pas être trop longues, autrement des contours
de hautes fr�equences pourraient être manqu�es, ni trop courtes, sinon elles ne repr�esenteraient
qu'une d�ecomposition d'un contour form�e de deux voxels. A�n de maintenir la coh�erence
entre le mod�ele et les images de la pyramide, nous examinons d'abord le lien entre la den-
sit�e de la maille et la r�esolution d'une image, puis nous montrons comment pr�eserver ce lien
durant le processus de segmentation de l'esquisse aux d�etails.

Suivant les contraintes de �-g�eom�etrie (5.1) et (5.2), la densit�e de la maille est d�etermi-
n�ee par l'invariant �. L'approche de l'esquisse aux d�etails induit un ra�nement du mod�ele
�a chaque fois qu'il descend un niveau de la pyramide (voir Figure 5.17). L'invariant � est
donc d�ependant de l'image de la pyramide dans laquelle la surface est en train de se d�e-
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.16 { Pyramide d'images avec un facteur de r�eduction de 3
1
2 . Chaque image repr�esente

trois coupes (xy, zy et xz) dans le volume de donn�ees. (a) Coupe dans I0. (b) Coupe dans
I1. (c) Coupe dans I2. (d) Coupe dans I3.

former (i.e., � est une fonction de h). Soit �h l'invariant � de la maille au niveau h de la
pyramide. Soit dh (resp. Dh) la longueur minimale (resp. maximale) des arêtes de la surface
triangul�ee au niveau h. Comme la surface � est plong�ee dans R3 avec une �h-g�eom�etrie, on
a imm�ediatement dh = �h et Dh = ��h.

La r�esolution de l'image plong�ee dans l'espace est �etroitement li�ee �a l'unit�e Uh. Dans
la suite, nous supposerons que l'image est isotrope (voir la Section 5.6.4 pour les images
anisotropes). Les arêtes de la maille doivent approcher des contours discrets de l'image. Tant
les contours 6-connexes que les contours 26-connexes sont potentiellement repr�esentables par
des arêtes de la surface triangul�ee. En cons�equence, une arête de la maille peut être plus
courte que la distance entre deux voxels 6-connexes plong�es dans R3, ce qui induit dh � Uh,
et peut être plus longue que la distance entre deux voxels 26-connexes, ce qui implique
Dh �

p
3Uh. D'o�u

�p
3
� Uh

�h
� 1: (5.20)
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Fig. 5.17 { R�esolution d'une image de la pyramide et densit�e de la maille triangul�ee : (d)
�evolue dans (a), (e) dans (b) et (f) dans (c).

La relation pr�ec�edente borne la densit�e de la maille en fonction de la r�esolution de l'image 2.
Une surface triangul�ee d'invariant � donn�e ne peut être construite qu'�a l'initialisation.

Apr�es cela, les modi�cations de l'invariant sont limit�ees par la g�eom�etrie courante de la
surface. L'op�eration de ra�nement � 1p

3
(cf. Section 5.3.5) r�eduit la longeur moyenne des

arêtes �a 1=
p
3 de l'ancienne. C'est pourquoi nous appliquons �a l'invariant un même facteur

de r�eduction de
p
3 entre deux niveaux de la pyramide. Pour que la relation (5.20) soit

respect�ee �a l'initialisation et durant tous les niveaux successifs de la pyramide, un facteur
de r�eduction identique est choisi pour construire la pyramide d'images (� =

p
3). Ainsi, �h

et Uh sont d�e�nis r�ecursivement par :

� =
p
3 et 8h = 0 : : : m� 1;

�
�m = �init; �h = �h+1=�
U0 = U; Uh+1 = �Uh

(5.21)

Au moment de l'initialisation, une bulle ou un ensemble de bulles sont cr�e�es avec un
invariant �init v�eri�ant (5.20). Au cours des d�eformations et du processus multi-r�esolution,
les d�e�nitions induites par (5.21) garantissent l'ad�equation surface { image quels que soient
l'it�eration ou le niveau courant dans la pyramide (i.e., 80 � h � m, �h et Uh suivent (5.20)).

5.6.4 Surface �evoluant dans une image anisotrope

Pendant le processus de segmentation/reconstruction, les arêtes de la maille doivent
conserver leur signi�cation par rapport �a la discr�etisation de l'image en voxels. D'un côt�e,
si la surface �evolue dans l'espace r�eel E de l'image de taille (�; �; �), les arêtes ne suivent
plus les contours de l'image discr�ete. D'un autre côt�e, l'�evolution du mod�ele dans un espace
r�eel o�u les voxels ont �et�e rendus cubiques modi�e les contraintes que l'on applique sur le
mod�ele (i.e., les forces perdent leur interpr�etation physique). On peut mettre en �evidence
trois fa�cons d'appr�ehender ce probl�eme :

1. La surface �evolue dans l'espace r�eel E (de taille (�; �; �)) et suit les contraintes d�e�nies
physiquement. L'ad�equation surface { image est r�ealis�ee sur les axes de r�esolution �ne.

2: Comme � > 2, l'�equation (5.20) peut être v�eri��ee pour des valeurs �h ad�equates.
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2. La surface �evolue dans un espace r�eel obtenu par transformation a�ne de l'espace E.
Cet espace a les mêmes proportions que l'image discr�ete qu'il interpole et sa taille est
(�Mh; �Nh; �Ph). Le comportement des forces di��erent l�eg�erement du comportement
qu'auraient ces forces dans un espace non d�eform�e.

3. La surface �evolue dans l'espace r�eel E auquel une m�etrique anisotrope a �et�e coupl�ee. La
m�etrique est d�e�nie �a partir des proportions de l'image discr�ete de taille (Mh; Nh; Ph).
L'ad�equation surface { image est r�ealis�ee sur tous les axes et les forces conservent une
interpr�etation physique.

La premi�erem�ethode donne de bons r�esultats sur des images dont l'anisotropie est faible ;
la deuxi�eme fournit de meilleurs r�esultats lorsque l'anisotropie est plus signi�cative ; la der-
ni�ere est th�eoriquement la meilleure solution quel que soit le contexte mais poss�ede l'impl�e-
mentation la plus lente. Pour la plupart des applications de segmentation/reconstruction, le
comportement physique exact du mod�ele n'est pas un point critique (pour preuve, un grand
nombre de mod�eles d�eformables ne suivent pas une dynamique ou seulement une dynamique
quasi-statique), aussi nous explorerons la deuxi�eme m�ethode.

5.7 Algorithme de segmentation/reconstruction

5.7.1 �Evolution dynamique, g�eom�etrique et topologique

Suivant l'application, le mod�ele peut être initialis�e avec un nombre quelconque d'icosa-
�edres �eparpill�es dans l'image et qui ne s'intersectent pas dans l'espace, ou, par exemple, un
seul icosa�edre englobant l'image enti�ere. On peut optionnellement ra�ner la surface (voir
Section 5.3.5) a�n que la densit�e de la maille corresponde �a la r�esolution de l'image. Apr�es
cela, la surface est libre d'�evoluer suivant les lois de sa dynamique et suivant les contraintes
de �-g�eom�etrie.

L'algorithme d'�evolution de la surface se r�esume �a une it�eration du pseudo-code de la
Figure 5.18. Les tests v�eri�ant la �-g�eom�etrie de la surface sont e�ectu�es moins fr�equemment
sur les sommets qui se d�eplacent tr�es faiblement. Le gain est particuli�erement substantiel
lors d'une approche multi-r�esolution de la segmentation/reconstruction (voir Section 5.6).

Les Figures 5.19 et 5.20 montrent deux initialisations di��erentes pour reconstruire deux
tores imbriqu�es. Dans le premier cas (Figure 5.19a-e), un icosa�edre ra�n�e englobe presque
compl�etement le double tore. Dans le second cas (Figure 5.20a-f), 1000 petits icosa�edres ont
�et�e cr�e�es. Parmi ceux-ci, un grand nombre d�eg�en�erent rapidement et sont supprim�es. Ceux
qui restent grossissent et fusionnent. Le r�esultat �nal est identique au pr�ec�edent.

On peut remarquer que la deuxi�eme fa�con d'initialiser le processus permet de recouvrir
des creux �a l'int�erieur de volumes, alors que la premi�ere ne peut qu'approcher le bord
ext�erieur de l'objet.

5.7.2 Segmentation/reconstruction

La Figure 5.21 r�esume l'algorithme d'extraction de formes d'une image. D'abord, la
maille est a�n�ee de mani�ere �a avoir une densit�e comparable �a la r�esolution de l'image dans
laquelle elle �evolue. Puis le mod�ele se d�eforme jusqu'�a une position d'�equilibre stable.
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Procedure Evolution ( & Maille T , const & Image I )

pour tout Sommet U 2 T ,
calculer U:fint(T ) et U:fext(I)

estimer U: _x par Runge-Kutta

borner U: _x par une vitesse maximale

pour tout Sommet U 2 T ,
Calculer e�ectivement la nouvelle position U:x �a l'aide
de �t, U:fint et U:fext

ListDeSommet L � tous les sommets de T

Booleen x � faux

rep�ete

tant que L.nonVide() faire

Sommet U  � L.retireSommet ()

pour tout Sommet V 2 U:~
pour (U; V ) v�eri�er les contraintes (5.1) et (5.2) ; faire
les transformations correspondantes (cr�eation, fusion,
inversion, accident annulaire) ; pour tout Sommet W
modi��e par la transformation, L.mettreALaFin(W )

�n pour

�n tant que

Mettre �a jour T .octreeParPoint et extraire les paires
(Sommet U , Sommet V ) qui ne respectent pas (5.3)

si 6 9(U; V ) alors x � vrai

sinon

pour tout (U; V ), faire la rupture axiale; pour
tout Sommet W modi��e par la transformation,
L.mettreALaFin(W )

�n si

jusqu'�a x
�n

Fig. 5.18 { Cette proc�edure d�ecrit les principales �etapes d'une it�eration de l'�evolution de la
surface. Dans un premier temps, on calcule le d�eplacement g�eom�etrique des sommets. Dans
un deuxi�eme temps, on v�eri�e que la surface est toujours un �-plongement. Si tel n'est pas
le cas, on e�ectue les transformations topologiques ad�equates.

La Figure 5.22 r�esume l'approche multi-r�esolution du processus de segmenta-
tion/reconstruction. Apr�es chaque convergence sur un niveau de la pyramide, la maille est
ra�n�ee puis recommence son �evolution sur le niveau inf�erieur de la pyramide.

La Figure 5.23 illustre l'�evolution du mod�ele sur la reconstruction d'un volume fractal
(le classique (( fromage )) de Sierpinski). La Figure 5.24 montre l'�evolution du mod�ele dans
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Fig. 5.19 { Evolution de la surface pendant la reconstruction d'une châ�ne compos�ee de
deux tores imbriqu�es : (a) �a l'initialisation ; (b) �a l'it�eration 20 ; (c) �a l'it�eration 40 ; (d) �a
l'it�eration 60 ; (e) �a l'it�eration 90.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Fig. 5.20 { Evolution de la surface pendant la reconstruction d'une châ�ne compos�ee de
deux tores imbriqu�es : (a) �a l'initialisation ; (b) �a l'it�eration 10 ; (c) �a l'it�eration 30 ; (d) �a
l'it�eration 40 ; (e) �a l'it�eration 70 ; (f) �a l'it�eration 160.

une approche multi-r�esolution. Les param�etres physiques du mod�ele ont �et�e ajust�es avec les
valeurs suivantes : �c = 0:05 et �e = 0:001 pour les forces internes (r�egularisation faible),
�I = �1:0, �I = 0:4, �rI = 0:0 et �rI = 0:0 pour attirer la surface vers une iso-surface de
l'image. On peut noter que la valeur �I est diminu�ee l�eg�erement lors de la reconstruction
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Procedure ExtraitForme ( & Maille T , const & Image I, const double � )

/* Ad�equation surface-image */

tant que T:� > I:U faire

T .ra�nementGlobal� 1p
3
()

�n tant que

/* D�eformation jusqu'�a �equilibre */

rep�ete

Evolution (T , I)

double E  � T .calculeEnergieCinetiqueSuivantNormales()

jusqu'�a E < �
�n

Fig. 5.21 { Algorithme d'extraction de formes d'une image I. Une maille T donn�ee en
initialisation est ra�n�ee tant que sa densit�e n'est pas coh�erente avec la r�esolution de l'image
de travail I.

des niveaux les plus grossiers. En e�et, ce volume fractal est vide �a l'in�ni et n'est donc
compos�e que de (in�niment) hautes fr�equences.

5.8 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons propos�e un mod�ele g�en�erique original, bas�e sur une
surface combinatoire triangul�ee ferm�ee (Section 5.2). Nous avons montr�e comment plonger
cette surface dans l'espace sans auto-intersection (Section 5.3) en utilisant des contraintes de
distances entre les sommets (Section 5.3.2). En se basant sur ces contraintes g�eom�etriques,
nous avons d�e�ni un ensemble d'op�erateurs sur la topologie combinatoire de la surface
(Section 5.3.3 et Section 5.3.4) a�n que le mod�ele puisse adapter sa topologie en fonction
des d�eplacements de ses sommets. Nous avons en�n compar�e notre mod�ele adaptatif aux
mod�eles existant dans la litt�erature (Section 5.3.6).

Ensuite, nous avons d�e�ni la dynamique du mod�ele (Section 5.3.6) et nous lui avons
associ�e des forces internes r�egularisantes (Section 5.4.2). Nous avons montr�e le lien exis-
tant entre la dynamique de notre mod�ele et une dynamique d�eriv�ee d'une minimisation
d'�energie (Section 5.4.3). Le probl�eme de la r�esolution num�erique a �et�e �egalement abord�e
(Section 5.4.6).

Nous avons ensuite d�e�ni des forces d'interaction avec l'image pour extraire les formes
(Section 5.5). En examinant les probl�emes soulev�es par la segmentation/reconstruction par
plongement d'un mod�ele d�eformable dans les donn�ees, nous avons propos�e une approche
multi-r�esolution �a l'extraction des formes (Section 5.6). Cette approche de l'esquisse aux
d�etails est possible grâce �a la construction d'une pyramide �a facteur de r�eduction arbitraire
(Section 5.6.2). En�n l'algorithme d'extraction des formes d'une image de mani�ere directe
ou de l'esquisse aux d�etails a �et�e pr�esent�e (Section 5.7).
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Procedure ExtraitFormePyramide ( & Maille T , const & Pyramide P ,

const double �, const int m )

int i � m

tant que i >= 0 faire

ExtraitForme( T , P .image(i), � )

i � i� 1

�n tant que
�n

Fig. 5.22 { Extraction de formes dans une pyramide : m est un niveau donn�e dans la pyra-
mide P d'images 3D. La maille �evolue dans chaque image P .image(i) de la pyramide pour
I d�ecr�ementant de m �a 0. La maille T est donn�ee comme initialisation sur le niveau le plus
grossier de la pyramide. Apr�es convergence au niveau i, la maille r�esultante (i.e., T ) devient
l'initialisation du niveau i�1. Le ra�nement e�ectif de la surface est fait dans la proc�edure
ExtraitForme().

(a) (b) (c) (d)

Fig. 5.23 { Reconstruction directe d'une image synth�etique repr�esentant le volume fractal
((( fromage ))) de Sierpinski : (a) apr�es 140 it�erations ; (b) apr�es 240 it�erations ; (c) apr�es
340 it�erations ; (d) r�esultat �nal apr�es 640 it�erations.

Dans le chapitre suivant, nous pr�esenterons l'application de ce mod�ele g�en�erique �a l'ex-
traction de formes de donn�ees biom�edicales.
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(a) (b) (c) (d)

Fig. 5.24 { Reconstruction multi-r�esolution d'une image synth�etique repr�esentant le volume
fractal ( (( fromage )) ) de Sierpinski : (a) apr�es convergence sur l'image I3 ; (b) apr�es conver-
gence sur l'image I2 ; (c) apr�es convergence sur l'image I1 ; (d) r�esultat �nal sur I0 = I.
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Chapitre 6

Applications en imagerie biom�edicale

Ce chapitre pr�esente l'application �a l'imagerie biom�edicale tridimensionnelle des m�e-
thodes de segmentation/reconstruction par algorithme d'extraction discr�ete (Chapitre 3) et
par le mod�ele d�eformable pr�esent�e dans le Chapitre 5.

6.1 Pr�esentation des donn�ees

6.1.1 Coupes dans les donn�ees volum�etriques

Suivant la modalit�e d'acquisition de l'image tridimensionnelle, certaines techniques se-
ront plus e�caces que d'autres. Par exemple, les donn�ees fournies par une image angiogra-
phique �a base de produit de contraste sont relativement faciles �a segmenter, car le probl�eme
d'isoler les vaisseaux sanguins est r�esolu par le processus d'acquisition. En revanche, l'image-
rie par r�esonnance magn�etique met en �evidence la proportion d'eau dans les tissus. Comme
tous les tissus contiennent plus ou moins d'eau, les composantes d'une IRM ne sont pas
clairement di��erenci�ees par le processus d'acquisition. Isoler les composantes de ces images
est donc une tâche assez ardue.

La Figure 6.1 pr�esente un ensemble de coupes (suivant les plans XY , ZY , XY ) pour
des images provenant de di��erentes modalit�es. Leurs caract�eristiques sont tr�es variables,
que ce soit en luminosit�e, contraste, pr�ecision, r�esolution, ou bruit. Il est tr�es di�cile pour
l'observateur de se repr�esenter mentalement des objets tridimensionnels par le seul examen
de l'ensemble des coupes d'une image. Pour des images dont les constituants sont tubulaires
(angiographies, cf. Figure 6.1d) ou ont une forme tr�es complexe (noyaux de cellules comme
sur la Figure 6.1e), la reconstruction d'une structure g�eom�etrique par ordinateur est même
indispensable avant toute interpr�etation.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Fig. 6.1 { Visualisation par coupes orthogonales (XY,ZY,XZ) dans des donn�ees volum�e-
triques : (a) image (( head )) acquise par scanner X ; (b) image (( tep )) de tomographie par
�emission de positons ; (c) IRM (( enfant )) (la luminosit�e a �et�e rehauss�ee) ; (d) angiographie
RM (( angio )) �a contraste de phase ; (e) image (( noyau )) de microscopie confocale (mar-
quage 
uorescent des parois d'un noyau d'une cellule polynucl�eaire) ; (f) image (( chromo ))

de microscopie confocale (marquage 
uorescent des zones chromosomiques).
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Les m�ethodes d'extraction de structures g�eom�etriques doivent être param�etrables pour
g�erer des donn�ees aussi diverses. La contrepartie de cette souplesse est la di�cult�e de trouver
le param�etrage (( optimal )) | s'il existe | qui donnera le r�esultat escompt�e. Nous allons
tester les capacit�es de notre mod�ele g�en�erique �a segmenter et �a extraire les composantes
d'images de nature vari�ee. La reconstruction discr�ete propos�ee dans le Chapitre 3 servira
deux objectifs : montrer un aper�cu des composantes recherch�ees lorsque cet algorithme est
applicable (voir Section 6.1.2) et fournir une surface pour l'initialisation de notre mod�ele
g�en�erique (voir Section 6.3).

6.1.2 Iso-surfaces extraites

Les Figures 6.2, 6.3 et 6.4 montrent des vues d'iso-surfaces extraites par reconstruction
discr�ete 1. Comme le montre la Table 6.1, le calcul de ces iso-surfaces est tr�es rapide (en
g�en�eral moins de 20 secondes). Des versions parall�eles de cet algorithme ont �et�e d�evelopp�ees
[90]. L'extraction d'iso-surfaces est alors r�ealis�ee �a des vitesses quasi-interactives. Le choix
des seuils pour une image se fait par examen des intensit�es sur les coupes ou par observation
de l'histogramme des intensit�es de l'image.

Les r�esultats sont particuli�erement probants sur les images de tomodensitom�etrie. Ainsi,
la Figure 6.2 pr�esente deux iso-surfaces reconstruites �a partir de la même image (( head )) :
pour l'une des iso-valeurs, une bonne approximation du contour externe est obtenue, pour
l'autre, on obtient une bonne approximation des tissus osseux. Le l�eger e�et d'escalier peut
être att�enu�e en utilisant des techniques d'ombrages plus �evolu�ees.

Sur une angiographie RM o�u les vaisseaux sont marqu�es, la segmentation par seuillage
est l�a-encore assez e�cace (cf. Figure 6.3). En revanche, le choix du seuil est moins ais�e.

La Figure 6.4 met en �evidence deux limitesmajeures �a ces algorithmes de reconstruction :
la premi�ere est la sensibilit�e aux bruits (cf. Figure 6.4a), la seconde est l'incapacit�e �a g�erer
l'anisotropie des images (cf. Figure 6.4b). Ainsi, une variation du seuil de 1=250�eme diminue
le genre de la surface de 2000 (cf. Table 6.1). L'anisotropie sur les images (( chromo )) et
(( c�ur )) est respectivement de 2.5 et 5.4. Le rendu des surfaces obtenues est particuli�erement
peu r�ealiste et ne peut pas se corriger par des techniques d'ombrage.

Nous ne pr�esentons pas des iso-surfaces extraites des autres images de la section pr�ec�e-
dente, car elles ne seraient pas repr�esentatives de composantes de l'image. En e�et, pour une
image obtenue par IRM, il faudrait enlever auparavant | automatiquement si possible, ma-
nuellement en g�en�eral | les tissus que l'on ne souhaite pas visualiser. Pour une image TEP,
les anomalies g�en�er�ees par le processus d'acquisition doivent être pr�ealablement �elimin�ees.
En�n | et c'est sans doute leur limite principale |, ces m�ethodes discr�etes ne peuvent pas
extraire des formes de donn�ees repr�esentant la surface d'un objet. L'image (( noyau )) (Fi-
gure 6.1e), qui a �et�e obtenue en marquant la surface des noyaux par un produit 
uorescent,
est un exemple d'image de cette nature.

1: Un grand merci �a Jean-Marc Nicod et Serge Miguet pour leur impl�ementation du marching-cubes.
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(a) (b)

Fig. 6.2 { Iso-surfaces extraites sur l'image (( head )) : (a) pour un seuil de 25.6 (sur 256),
on obtient une approximation de contour externe de la tête ; (b) pour un seuil de 76.8 (sur
256), on obtient une approximation des os de la tête.

(a) (b)

Fig. 6.3 { Iso-surfaces extraites sur l'image (( angio )) : (a) pour un seuil de 19.2 et (b) pour
un seuil de 25.6.



6.1 Pr�esentation des donn�ees 133

(a) (b)

Fig. 6.4 { Limites �a l'algorithme de reconstruction discr�ete : (a) iso-surface extraite sur
l'image (( chromo )) pour un seuil de 40,0 ; (b) iso-surface extraite sur l'image pr�e-segment�ee
(( c�ur )).

Image Nature R�esol. Seuil Tps (s) Nsom C. cnx Genre

(( head )) X 1283 25,6 10,0 75004 68 33
(( head )) 76,8 12,6 117674 122 225
(( skel )) X 2562 � 68 25,6 39,9 241600 86 103
(( angio )) aRM 2562 � 124 19,2 25,0 107754 687 334
(( angio )) 25,6 21,5 68810 395 83
(( chromo )) Confoc. 2562 � 32 39,9 11,0 93006 2354 2552
(( chromo )) 40,0 11,0 84772 3247 967
(( c�ur )) D�ecoupe 2562 � 43 128,0 16,6 156884 694 223

Tab. 6.1 { Caract�eristiques de di��erentes surfaces triangul�ees extraites par un algorithme
de reconstruction discr�ete d�eriv�e du marching-cubes. La colonne \Seuil" indique l'iso-valeur
(entre 0 et 255) recherch�ee ; la colonne \Tps" donne le temps de calcul en secondes sur un
Pentium 300MHz avec 128Mo de RAM ; les colonnes suivantes fournissent respectivement
le nombre de sommets, le nombre de composantes connexes et le genre (i.e. le nombre de
trous) de la surface reconstruite.
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6.2 Segmentation/Reconstruction par mod�ele d�efor-

mable

Cette section examine les capacit�es de notre mod�ele �a appr�ehender les composantes
des images biom�edicales. Elle compare di��erentes approches �a la d�eformation du mod�ele
(directe, multi-r�esolution) et analyse la vitesse de convergence en fonction des param�etres
de la dynamique et des m�ethodes d'int�egration.

6.2.1 Comparaison approche directe/pyramidale

Ainsi qu'il a �et�e soulign�e dans la Section 5.6, une approche de l'esquisse aux d�etails des
formes �a extraire peut constituer un gain de temps important. Nous allons �evaluer ce gain
sur di��erentes donn�ees.

La Table 6.2 montre les temps de calcul d'une pyramide de facteur de r�eduction
p
3 sur

un Pentium 300MHz avec 128Mo de RAM.

Image Nature R�esol. Tps (s) Taille (oct.)

(( head )) X 1283 34,5 2600252
(( skel )) X 2562 � 68 74,7 5508092

(( enfant )) IRM 2562 � 113 175,3 12958284
(( angio )) aRM 2562 � 124 145,5 10064626
(( chromo )) Confoc. 2562 � 124 35,1 2578080

Tab. 6.2 { Temps de calcul d'une pyramide sur un Pentium 300MHz avec 128Mo de RAM
(colonne 4) et taille en octets de la pyramide calcul�ee (pour 4 niveaux de r�esolution). Le
noyau de convolution est de taille 53 et sa propri�et�e de s�eparabilit�e est utilis�ee pour optimiser
les calculs.

Ces temps de calcul restent raisonnables, d'autant plus que les pyramides sont calcul�ees
une fois pour toute et qu'aucune interaction de l'utilisateur n'est n�ecessaire.

Comparaison sur une image scanner X (( skel ))

Nous allons estimer les gains en temps de calcul d'une approche pyramidale sur une image
(( skel )) obtenue par scanner X, de taille 256 � 256 � 68. Vue la nature des donn�ees, une
simple recherche d'iso-surfaces sera e�ectu�ee pour d�eterminer les tissus osseux. Le mod�ele
sera soumis �a une force fI param�etr�ee par l'iso-valeur �I = 0; 1 et le coe�cient �I = 1; 0.
Nous introduisons une l�eg�ere r�egularisation avec une force fc param�etr�ee par �c = 0; 4. Pour
la dynamique du mod�ele, nous choisissons les param�etres suivants : m = 1; 0, �t = 0; 3,

 = 0; 4 (une discussion plus d�etaill�ee du choix de ces param�etres est dans la Section 6.2.3).
Une pyramide P , compos�ee de quatre images I0; I1; I2; I3, est construite �a partir de l'image
volum�etrique (( skel )) (l'image I0 correspond �a cette image). Le processus est lanc�e deux
fois :

{ Le processus est lanc�e une premi�ere fois sur l'image I0, sans approche multi-r�esolution,
en appelant la proc�edure ExtraitForme() (Figure 5.21) avec un icosa�edre qui englobe
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(a) (b) (c) (d)

Fig. 6.5 { Evolution de la surface sans approche multi-r�esolution sur l'image (( skel )) : (a)
it�eration 0 sur l'image I0 ; (b) it�eration 200 sur l'image I0 ; (c) it�eration 400 sur l'image I0 ;
(d) it�eration 1100 sur l'image I0.

(a) (b) (c) (d)

Fig. 6.6 { Evolution de la surface avec approche multi-r�esolution sur l'image (( skel )) : (a)
it�eration 399 sur l'image I3 ; (b) it�eration 599 sur l'image I2 ; (c) it�eration 799 sur l'image
I1 ; (d) it�eration 999 sur l'image I0.

l'image. La surface est automatiquement subdivis�ee pour adapter la �nesse de sa maille
�a la r�esolution de l'image. D�es la premi�ere it�eration, la surface compte plus de 65000
sommets. La Figure 6.5 montre l'�evolution de la surface : d'abord la surface tombe
lentement sur la partie ext�erieure du crâne, puis rentre �a l'int�erieur pour extraire le
contour interne (orbites, cavit�e c�er�ebrale, mâchoires).

{ Le processus est lanc�e une seconde fois sur la pyramide P , avec approche multi-
r�esolution, en appelant la proc�edure ExtraitFormePyramide() (Figure 5.22) avec le
même icosa�edre que pr�ec�edemment. La surface est automatiquement subdivis�ee pour
adapter la �nesse de sa maille �a la r�esolution de l'image I3, mais ne comporte au d�e-
but qu'un peu plus de 6000 sommets. Le processus attend la convergence sur chaque
niveau de la pyramide avant de subdiviser la surface et de descendre d'un niveau.
La Figure 6.6 montre l'�evolution de la surface par cette approche : la surface esquisse
rapidement la forme du crâne. Puis, le mod�ele se base sur cette esquisse obtenue au
niveau pr�ec�edent pour commencer l'�evolution au niveau suivant aussi pr�es que possible
du r�esultat escompt�e.

On consid�ere que le processus a converg�e sur un niveau lorsque d'une part son �energie
cin�etique moyenne est inf�erieure �a une valeur � = 5:10�6, et d'autre part la vitesse du
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Fig. 6.7 { Comparaison entre une approche multi-r�esolution et une approche directe pour
extraire les tissus osseux de l'image (( skel )) (obtenue par scanner X) : (a) �energie cin�etique
moyenne du mod�ele (normalis�ee par �2 et le nombre de sommets) ; (b) le nombre de sommets
de la maille ; (c) les temps de calcul de chaque it�eration en vision somm�ee pour l'approche
directe (la courbe la plus haute repr�esente donc le temps total d'une it�eration) ; (d) idem que
(c) pour l'approche multi-r�esolution.

sommet le plus rapide est inf�erieure �a 10�2�.
La Figure 6.7 analyse le comportement des deux approches. Le comportement de l'ap-

proche directe est clair. La courbe d�ecrivant l'�energie cin�etique moyenne (normale �a la
surface) montre la convergence lente du mod�ele (Figure 6.7a). Le nombre de sommets est
sujet �a peu de changements (cf. Figure 6.7b ; �a noter l'augmentation due �a l'extraction de
la partie interne du crâne). Le temps de calcul de chaque it�eration diminue progressivement
grâce �a l'heuristique pr�esent�ee dans la Section 5.4.5 (cf. Figure 6.7c) : on voit que le calcul
des d�eplacements des sommets prend sensiblement le même temps quelle que soit l'it�eration,
si ce temps est normalis�e par le nombre de sommets de la surface.

Le comportement de la deuxi�eme approche met en �evidence les quatre niveaux de la
pyramide. Le nombre de sommets (Figure 6.7b) indique que le mod�ele a descendu d'un
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niveau aux it�erations 400, 600, et 800. L'�energie cin�etique moyenne montre la convergence
vers une position stable �a chaque niveau. Les temps de calcul pr�esent�es dans la Figure 6.7d
mettent clairement en �evidence la rapidit�e d'obtention d'une bonne esquisse du r�esultat par
rapport �a l'approche directe. Le tableau ci-apr�es indique les temps d'extraction pour les
deux approches :

Image Approche T(s) { I3 T(s) { I2 T(s) { I1 T(s) { I0 Totaux

skel multi- T 17,0 30,0 108,7 543,8 11' 39
r�esolution N 1,4 5,5 22,3 97,6 2' 27

F 38,8 77,8 258,3 1242,6 26' 58
= 0' 57 1' 53 6' 30 31' 24 40' 45

skel directe T 2701,7 45' 01
N 553,8 9' 13
F 3476,4 57' 56
= 112' 12 112' 12

Les symboles T, N, et F, d�esignent respectivement les temps de calcul des op�erations
topologiques (d�etection et modi�cation), des normales et barycentres, et de la dynamique.

Le mod�ele met une minute pour esquisser la forme du crâne avec environ 3800 sommets.
Il met presque deux minutes de plus pour a�ner son esquisse qui comporte d�esormais 12000
sommets. Six minutes trente secondes plus tard, le mod�ele poss�ede plus de 38000 sommets.
Trente minutes suppl�ementaires sont n�ecessaires au mod�ele pour converger sur l'image I0 ;
le mod�ele comporte alors 122000 sommets.

Si ces temps de calcul sont largement sup�erieurs aux temps de calcul des reconstructions
discr�etes, ils sont n�eanmoins loin d'être prohibitifs. De plus, l'extraction par mod�ele d�efor-
mable int�egre d'autres contraintes, comme le lissage ou la r�egularit�e de triangulation. Par
ailleurs, les structures g�eom�etriques obtenues par mod�ele d�eformable sont plus simples que
les structures obtenues par reconstruction discr�ete, et ce pour une �nesse de maille similaire.

Comparaison sur une image angiographique (( angio ))

Nous allons tester la robustesse de l'approche multi-r�esolution sur des donn�ees ne com-
portant quasiment pas d'informations de basses fr�equences. En cons�equence, le mod�ele se
base sur une esquisse tr�es �eloign�ee de la forme �nale pour rechercher les d�etails. Les Fi-
gures 6.8 et 6.9 montrent l'inad�equation apparente de l'approche multi-r�esolution dans ce
cas pr�ecis. Cependant, le mod�ele parvient �a retrouver une partie du r�eseau en remontant le
long des vaisseaux. Le r�eseau �nal n'a donc qu'une seule composante connexe. Le tableau
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(a) (b) (c) (d)

Fig. 6.8 { Evolution de la surface sans approche multi-r�esolution sur l'image (( angio )) : (a)
it�eration 200 sur l'image I0 ; (b) it�eration 400 sur l'image I0 ; (c) it�eration 600 sur l'image
I0 ; (d) it�eration 800 sur l'image I0.

(a) (b) (c)

Fig. 6.9 { Evolution de la surface avec approche multi-r�esolution sur l'image (( angio )) :
(a) it�eration 800 sur l'image I2 ; (b) it�eration 1400 sur l'image I1 ; (c) it�eration 3500 sur
l'image I0.

ci-dessous pr�esente les temps de calcul pour ces deux approches :

Image Approche T(s) { I3 T(s) { I2 T(s) { I1 T(s) { I0 Totaux

angio pyramidale T 6,8 0,0 3,8 196,9 3' 27
N 1,4 0,0 0,0 26,4 0' 28
F 4,3 0,1 27,8 729,2 12' 41
= 0' 13 0' 0 0' 32 15' 52 16' 37

angio directe T 1521,0 25' 21
N 344,6 5' 45
F 986,4 16' 26
= 47' 32 47' 32

Les symboles T, N, et F ont la même signi�cation que pr�ec�edemment.

L'approche multi-r�esolution est environ trois fois plus rapide que l'approche directe, mais
manque les composantes t�enues. Une solution �a ce probl�eme pourrait venir de l'interaction
d'un utilisateur, qui initialiserait une bulle autour des composantes manquantes ; on perdrait
cependant l'automatisme de l'extraction.
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(a) (b)

Fig. 6.10 { R�esultat �naux sur l'image (( chromo )) (recherche de l'iso-valeur 40,0 sur 256) :
(a) approche directe ; (b) approche multi-r�esolution

Comparaison sur une image confocale (( chromo ))

L'image (( chromo )) est obtenue par microscopie confocale d'un noyau de cellule dont les
zones chromosomiques ont �et�e pr�ealablementmarqu�ees. La zone quasi-sph�erique la plus noire
(Figure 6.1f) est le chromosome inactif, la zone plus di�use et plus grise est le chromosome
actif. Ces donn�ees sont assez bruit�ees et les contours mal d�e�nis (c'est pourquoi une iso-
surface extraite de ce volume de donn�ees est inexploitable en l'�etat ; cf. Figure 6.4a).

Nous nous int�eressons �a l'extraction du chromosome actif en pla�cant une bulle autour
de cette zone (c'est la même pour les deux approches). Comme la surface �nale poss�ede
environ 4000 sommets, l'extraction multi-r�esolution est extrêmement rapide (1 minute et 17
secondes). L'approche directe est environ 7 fois plus lente (8 minutes et 40 secondes).

La Figure 6.10 montre les surfaces obtenues pour les deux approches. Il apparâ�t claire-
ment qu'une protub�erance a �et�e ignor�ee par l'approche multi-r�esolution. Les deux surfaces
se sont stabilis�ees �a des minima locaux di��erents pour les mêmes param�etres. La Figure 6.11
montre trois coupes orthogonales dans cette image, ainsi que la trace des surfaces extraites.
Comme les contours sont tr�es mal d�elimit�es, il est di�cile voire impossible de dire laquelle
des deux approches donne le r�esultat le plus coh�erent vis-�a-vis des donn�ees.

Conclusion �a ces deux approches

Les di��erents exemples pr�esent�es montrent que ce mod�ele s'adapte �a des images de
modalit�es tr�es diverses. Les r�esultats obtenus sont tr�es prometteurs et les temps de calcul
restent raisonnables en d�epit de la complexit�e des formes manipul�ees.

En outre, l'approche pyramidale peut constituer un gain de temps appr�eciable si elle
est utilis�ee avec discernement. Elle est e�cace si les objets recherch�es ont une composante
basse fr�equence importante ou si les objets recherch�es sont tr�es bruit�es. Elle permet de
s�electionner rapidement les composantes majeures de l'image. Elle fournit des repr�esenta-
tions g�eom�etriques des constituants de l'image �a di��erentes �echelles. En contrepartie, elle est
beaucoup moins e�cace pour extraire des objets �ns ou tubulaires, qui ont une information
basse fr�equence assez t�enue. Elle n'est pas non plus adapt�ee �a l'analyse de donn�ees dont
les di��erentes composantes sont tr�es proches les unes des autres (e.g., les images IRM) ; en
e�et, la construction de la pyramide a tendance �a fusionner les composantes de l'image. Elle
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(a) (b) (c)

Fig. 6.11 { Ad�equation mod�ele et donn�ees sur l'image (( chromo )) : (a) coupes orthogonales
dans l'image (( chromo )) ; (b) le trait noir repr�esente la trace dans ces coupes de la surface
obtenue par approche directe ; (c) idem que (b) pour la surface obtenue par approche multi-
r�esolution.

ne garantit pas non plus que les surfaces extraites soient strictement identiques aux surfaces
obtenues avec les mêmes param�etres mais sans multi-r�esolution, même si les r�esultats sont
souvent assez proches en pratique.

6.2.2 Autres exemples

Segmentation en microscopie confocale

En imagerie biologique cellulaire, il est parfois indispensable de ne marquer que la sur-
face (i.e., le bord) des composants. Un exemple d'image de cette nature est donn�e sur la
Figure 6.1e. C'est une image repr�esentant un noyau de cellule polynucl�eaire. L'extraction
des constituants de ces images ne peut pas se faire par la recherche d'une iso-valeur. Il faut
au contraire rechercher l'information de contour.

En cons�equence, nous utilisons la force frI , avec les coe�cients �rI = 0; 1 et �rI = 0; 0,
pour rechercher les contours les plus marqu�es dans l'image. Nous initialisons une bulle autour
de l'image. Pour que la bulle se r�etracte sur la forme, le mod�ele est soumis �a une l�eg�ere force
�elastique fe (�e = 0; 2 avec une longueur au repos nulle). L'image �etant assez bruit�ee, le
mod�ele est contraint par la force de r�egularisation fc param�etr�ee par �c = 1; 5.

La Figure 6.12a montre une vue de la structure g�eom�etrique obtenue. La Figure 6.12b
permet d'appr�ecier l'ad�equation du mod�ele extrait vis-�a-vis des donn�ees.

Segmentation d'IRM

La segmentation et la reconstruction de la zone corticale est une op�eration d�elicate :
le cerveau est bord�e par un grand nombre de tissus et est reli�e �a d'autres structures ana-
tomiques par di��erentes connexions (e.g., le nerf optique). A�n de simpli�er le probl�eme,
le cerveau est souvent isol�e manuellement de la bô�te crânienne : ainsi, McInerney et Ter-
zopoulos [87] utilisent un mod�ele d�eformable pour reconstruire un cerveau, mais les tissus
environnants ont �et�e pr�ealablement enlev�es manuellement.
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(a) (b)

Fig. 6.12 { R�esultat �naux sur l'image (( noyau )) (recherche des contours maxima par
la force frI) : (a) vue de la repr�esentation g�eom�etrique obtenue (environ 41000 sommets,
1 composante connexe et 2 trous topologiques) ; (b) trace de la surface obtenue dans les
donn�ees.

Nous pr�esentons ici quelques exp�erimentations men�ees sur l'image IRM (( enfant )) (voir
Figure 6.1c), sans qu'aucun pr�e-traitement n'ait �et�e e�ectu�e sur l'image. Six petites bulles
sont plac�ees dans l'image du cerveau, trois dans chacun des h�emisph�eres. Le mod�ele re-
cherche l'iso-valeur 40 (sur 256) qui correspond �a peu pr�es �a la fronti�ere entre mati�ere
blanche et 
uide c�er�ebro-spinal. Le mod�ele est aussi soumis �a des contraintes de lissage et
de minimisation d'aire, pour limiter au maximum l'extension de la surface en dehors de
la zone corticale. La Figure 6.13 pr�esente les premiers r�esultats obtenus, qui sont encoura-
geants. Les deux h�emisph�eres sont correctement segment�es. Cependant, l'examen attentif du
r�esultat montre que la surface a trouv�e un (( pont )) su�samment marqu�e entre l'h�emish�ere
droit et la bô�te crânienne. Si on laissait le mod�ele �evoluer jusqu'�a compl�ete stabilisation, la
surface engloberait non seulement les deux h�emisph�eres, mais aussi la bô�te crânienne et une
partie des composantes qui la bordent. Une premi�ere solution pourrait être d'initialiser le
mod�ele avec un plus grand nombre de bulles r�eparties de fa�con �a peu pr�es homog�ene dans la
zone corticale d'int�erêt ; on pourrait alors donner des contraintes internes plus importantes
au mod�ele a�n qu'il ne s'engou�re pas entre les (( ponts )). Une deuxi�eme solution serait
d'utiliser un mod�ele de r�ef�erence du cerveau pour contraindre le mod�ele [80].

6.2.3 Optimisation de la convergence

Dans la Section 5.4.6, nous avons �evoqu�e les probl�emes li�es �a la r�esolution num�erique des
�equations d'�evolution. L'�etude d'un cas d'�ecole nous a permis de choisir une m�ethode d'int�e-
gration robuste (m�ethode de Runge-Kutta) plutôt qu'une m�ethode rapide mais peu pr�ecise
(m�ethode d'Euler). Il reste n�eanmoins un grand choix de param�etrage pour la dynamique
du mod�ele et il est int�eressant d'�etudier son in
uence.

Certains mod�eles (notamment les mod�eles d�eriv�es du snake) font le choix d'une dyna-
mique quasi-statique, c'est-�a-dire que le mod�ele est en �equilibre �a chaque instant. On peut
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(a) (b)

Fig. 6.13 { Extraction des deux h�emisph�eres c�er�ebraux sur une image RM (( enfant )) non
trait�ee : (a) vue de la structure obtenue (une l�eg�ere protub�erance sur l'h�emisph�ere droit
montre que la surface s'est engou�r�ee dans un pont entre la mati�ere blanche et une autre
structure anatomique) ; (b) trace de la surface obtenue dans l'image.

voir cette dynamique comme la dynamique d'une particule de masse nulle soumise �a une
certaine viscosit�e 
. Les forces deviennent des d�eplacements pour les sommets. Nous avons
compar�e la convergence de l'approche quasi-statique et de l'approche dynamique, ainsi que
leur sensibilit�e �a la viscosit�e 
, sur l'image (( skel )).

La Figure 6.14 montre le comportement du mod�ele dans le cas quasi-statique suivant
le param�etre de viscosit�e 
. Les courbes montrent que la convergence est tr�es sensible au
choix de ce param�etre : une viscosit�e trop faible empêche toute convergence (alors même
que le d�eplacement maximal de chaque sommet est automatiquement born�e pour que les
contraintes g�eom�etriques soient applicables) tandis qu'une viscosit�e trop forte la ralentit
consid�erablement.

L'examen de la Figure 6.15a montre �egalement que même avec un bon choix de visco-
sit�e, l'�evolution quasi-statique se stabilise beaucoup plus di�cilement que lorsque l'�evolution
suit une dynamique Lagrangienne. Il est donc di�cile de donner un crit�ere pr�ecis de conver-
gence dans le cas quasi-statique. La Figure 6.15b montre l'in
uence de la viscosit�e sur la
convergence d'une �evolution Lagrangienne. Si le temps de calcul n�ecessaire �a l'extraction
des composantes de l'image est in
uenc�e par ce choix, le mod�ele conserve dans tous les cas
de bonnes propri�et�es de convergence. En cons�equence, des crit�eres de stabilit�e assez strictes
peuvent être choisis avec la dynamique Lagrangienne : le mod�ele est consid�er�e comme stable
lorsque d'une part son �energie cin�etique moyenne est inf�erieure �a une valeur � = 5:10�6 et
d'autre part la vitesse du sommet le plus rapide est inf�erieure �a 10�2�.
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Fig. 6.14 { Convergence de l'�evolution quasi-statique du mod�ele sur l'image (( skel )), en
fonction de la viscosit�e choisie : (b) montre une vue rapproch�ee de (a). Les �energies cin�etiques
sont moyenn�ees sur dix it�erations.

6.3 Enchâ�nement des deux approches

Ainsi qu'il a �et�e dit pr�ec�edemment, notre mod�ele g�en�erique peut être initialis�e avec le
r�esultat d'un algorithme de reconstruction discr�ete. A�n d'obtenir une initialisation gros-
si�ere mais tr�es rapide, on peut lancer une ou plusieurs reconstructions discr�etes sur une
image I3 d'une pyramide (qui est environ 140 fois plus petite que l'image I0), avec di��e-
rentes iso-valeurs. Comme l'extraction est de l'ordre du dixi�eme de seconde, il est ais�e de
choisir une bonne initialisation pour le mod�ele. L'avantage de cette approche est d'obtenir
tr�es rapidement un bon d�epart pour le processus de d�eformation. Son inconv�enient par rap-
port �a l'approche multi-r�esolution propos�ee est le manque de souplesse vis-�a-vis des formes
extraites, ce qui peut les rendre inutilisables pour certains types d'images (e.g., IRM)

6.3.1 Simpli�cation par mod�ele d�eformable

Une utilisation possible du mod�ele g�en�erique est d'�eliminer les (( bruits )) de la trian-
gulation obtenue par une reconstruction discr�ete comme le marching-cubes, c'est-�a-dire de
supprimer des composantes connexes ou des protub�erances trop petites ou peu stables vis-
�a-vis de crit�eres g�eom�etriques et physiques. Ainsi, en param�etrant fI de mani�ere �a ce qu'elle
attire la surface vers la même iso-valeur que celle choisie dans la reconstruction discr�ete, le
mod�ele recherche th�eoriquement la même iso-surface mais, prend en compte les contraintes
g�eom�etriques d�eriv�ees de �, plus des contraintes �eventuelles de minimisation d'aire (force fe)
ou de continuit�e de courbure (force fc).

Cet enchâ�nement entre l'approche discr�ete et le mod�ele d�eformable permet d'obtenir
rapidement | car le mod�ele d�eformable est proche de la solution �nale | des mod�elisations
g�eom�etriques qui suivent les contraintes de r�egularit�e et de lissage donn�ees. Par ce biais, on a
un dispositif param�etrable pour r�egler l'�elimination des bruits et des erreurs de reconstruction
de la surface.
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Fig. 6.15 { Convergence de l'�evolution dynamique du mod�ele compar�ee �a son �evolution quasi-
statique sur l'image (( skel )) par approche multi-r�esolution : (a) analyse de la convergence
entre les deux types d'�evolution ; (b) in
uence de la viscosit�e sur l'approche dynamique.

Le Table 6.3 montre les simpli�cations obtenues sur les surfaces triangul�ees extraites,
pour des images de nature diverse. On constate que les complexit�es relatives des mailles
obtenues d�ependent �etroitement de la nature de l'image. Pour des images bruit�ees (cf. image
(( chromo ))), le gain obtenu est drastique et la structure g�eom�etrique simpli��ee est nettement
plus interpr�etable que la structure originelle (voir Figure 6.16).

Nom Seuil Reconstruction discr�ete Apr�es mod�ele d�eformable
Nom Nature et �I Nsom C.cnx Genre �c Nsom C.cnx Genre

(( head )) X 25,6 75004 68 33 0,3 46917 10 1
(( head )) 76,8 117674 122 225 0,3 70155 6 69
(( angio )) aRM 19,2 107754 687 334 0,1 46170 58 29
(( angio )) 25,6 68810 395 83 0,1 25942 9 8
(( chromo )) Confoc. 40,0 84772 3247 967 0,5 6792 4 0
(( c�ur )) D�ecoupe 128,0 42562 43 56 6,0 41808 1 5

Tab. 6.3 { Simpli�cation de structures g�eom�etriques par mod�ele d�eformable. Pour chaque
image, le seuil choisi pour la reconstruction discr�ete est donn�e ainsi que les caract�eristiques
topologiques des structures r�esultantes. Les caract�eristiques topologiques de ces mêmes struc-
tures apr�es simpli�cation par notre mod�ele d�eformable sont donn�ees, avec la r�egularit�e de
courbure sp�eci��ee (coe�cient �c).

Cependant, la simpli�cation op�er�ee n'est pas sans incidence sur la forme repr�esent�ee :
la simpli�cation par un mod�ele d�eformable peut supprimer de l'information t�enue mais
n�eanmoins signi�cative. En e�et, le mod�ele �elimine naturellement les structures tubulaires
de faible rayon ou les plaques minces : les structures vasculaires ne sont pas forc�ement
pr�eserv�ees, comme le montre la Figure 6.17.
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(a) (b) (c)

Fig. 6.16 { Simpli�cation par mod�ele d�eformable sur l'image (( chromo )) obtenue par micro-
scopie confocale : (a) r�esultat de la reconstruction discr�ete ; (b) apr�es simpli�cation avec une
contrainte de r�egularit�e de courbure �c = 0; 05 ; (c) apr�es simpli�cation avec une contrainte
de r�egularit�e plus importante �c = 0; 5.

(a) (b) (c) (d)

Fig. 6.17 { Simpli�cation par mod�ele d�eformable sur l'image (( angio )) (aRM �a contraste
de phase) : (a) r�esultat de la reconstruction discr�ete pour un seuil de 19; 2 sur 256 ; (b)
apr�es simpli�cation avec une contrainte de r�egularit�e de courbure �c = 0; 1 ; (c) r�esultat de
la reconstruction discr�ete pour un seuil de 25; 6 sur 256 ; (d) apr�es simpli�cation avec une
contrainte de r�egularit�e de courbure �c = 0; 1.

Correction de l'anisotropie

Certaines modalit�es d'acquisition fournissent des images fortement anisotropes (e.g., en
imagerie confocale ou en imagerie par d�ecoupe). Comme les algorithmes de reconstruction
discr�ete ne tiennent pas compte des dimensions r�eelles de l'image, ils ne peuvent corriger
les d�efauts induits par l'anisotropie. Au contraire, un mod�ele d�eformable qui �evolue dans un
espace continu r�eel prend en compte de fa�con transparente l'anisotropie des images et peut
s'appuyer sur des contraintes internes pour corriger ce ph�enom�ene ind�esirable. La Figure 6.18
montre cette capacit�e de notre mod�ele d�eformable sur l'image (( c�ur )), dont l'anisotropie
est environ d'un facteur 5 entre l'axe Z et les autres axes.
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(a) (b)

Fig. 6.18 { Correction de l'anisotropie des images par utilisation des contraintes de r�egula-
rit�e d'un mod�ele d�eformable : (a) reconstruction discr�ete de l'image (( c�ur )) ; (b) surface
obtenue avec une contrainte de r�egularit�e de courbure �c = 6; 0.

6.4 Robustesse du mod�ele d�eformable

6.4.1 Vis-�a-vis de la multi-r�esolution

Reconstruire une image repr�esentant l'int�erieur d'une surface triangul�ee est un probl�eme
di�cile, auquel nous ne nous sommes pas int�eress�es faute de temps. Il est donc di�cile de
comparer exactement les r�esultats de di��erentes approches sur un même volume de don-
n�ees. En revanche, on peut comparer certaines caract�eristiques qui sont assez �ables : le
(( volume )) de l'int�erieur de la surface et, dans une moindre mesure, l'aire de la surface.
Les caract�eristiques topologiques sont beaucoup moins �ables. Le tableau suivant montre
les aires et (( volumes )) obtenus (l'unit�e de l'espace est purement abstraite) :

Image Approche Aire Ecart Volume Ecart

directe 4,611 0,08247
(( skel ))

pyramidale 4,566
0,98 %

0,08222
0,30 %

directe 0,4728 0,00263
(( angio ))

pyramidale 0,4367
7,9 %

0,00253
3,7 %

directe 0,4399 0,01839
(( chromo ))

pyramidale 0,3888
12,3 %

0,01727
6,3 %

Les di��erences obtenues peuvent avoir di��erentes origines :

{ les surfaces obtenues n'ont pas le même nombre de composantes connexes. L'approche
directe d�etecte des petites composantes invisibles �a l'approche pyramidale car la bulle
balaye l'image avec la r�esolution maximale dans cette approche. Or, dans l'approche
multi-r�esolution, la surface passe aux travers de ces petits constituants qui n'ont pas
de composantes basse fr�equence.
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{ la convergence des processus n'est jamais totale et un mod�ele dont la dynamique est
r�egie par des �equations di��erentielles n'atteint jamais vraiment son point d'�equilibre.

{ le mod�ele peut converger vers des minima locaux di��erents, et ce, pour une param�e-
trisation identique. Cela provient du fait que rien ne garantit que le minimum global
d'�energie soit atteint lorsque le mod�ele se stabilise.

En pratique, les structures g�eom�etriques ont peu de chance de di��erer si les objets
recherch�es ne sont pas trop minces ou trop �etroits. Un bruit important peut aussi aboutir
�a des di��erences dans les structures obtenues, mais seule l'introduction de connaissances
externes aux donn�ees pourrait aider le mod�ele �a di��erencier entre bruits et donn�ees.

6.4.2 Vis-�a-vis du param�etrage

L�a-encore, la sensibilit�e de la structure extraite aux param�etres choisis pour le mod�ele est
tr�es d�ependante des donn�ees. N�eanmoins, les di��erentes exp�erimentations que nous avons
men�ees nous ont conduits aux observations suivantes :

{ Les param�etres de la dynamique du mod�ele ont une tr�es faible in
uence sur la forme
extraite mais peuvent modi�er de mani�ere cons�equente son temps d'obtention. Avec
l'�evolution Lagrangienne choisie, le mod�ele a de bonnes propri�et�es de convergence.
Nous avons constat�e que le param�etre de viscosit�e 
 d�epend essentiellement de la
nature de l'image et sa valeur critique peut donc être d�etermin�ee une fois pour toute
pour chaque modalit�e.

{ Les param�etres r�eglant les contraintes internes du mod�ele revêtent une grande in
uence
sur les images fortement bruit�ees, auquel cas il est indispensable d'introduire de fortes
contraintes internes, et sur les images constitu�ees d'un grand nombre de composantes
dont les caract�eristiques sont similaires ; dans ce contexte, le r�eglage des contraintes
doit être su�samment pr�ecis pour que la surface esquisse la forme tout en ignorant
les liens vers les autres composantes.

{ Pour les images dont les composantes sont di��erenci�ees par l'intensit�e de leurs voxels
(force externe fI), l'iso-valeur choisie (coe�cient �I) doit correspondre pr�ecis�ement
aux caract�eristiques du bord recherch�e. L'examen de l'image sur di��erentes coupes
permet de d�eterminer l'iso-valeur de fa�con empirique. Sur certaines images, il est pos-
sible d'exploiter l'information de l'histogramme des intensit�es pour d�eduire l'iso-valeur
(( optimale )). Pour les images dont les composantes sont di��erenci�ees par l'examen
de l'information de gradient (force externe frI ), le param�etrage est consid�erablement
simpli��e, car il ne s'agit plus que de trouver un juste �equilibre entre l'intensit�e des
contraintes internes et externes.

Dans tous les cas, les images sous-�echantillonn�ees obtenues par le calcul de la pyramide
constituent un v�eritable laboratoire d'exp�erience pour tester la qualit�e d'un param�etrage,
notamment pour estimer les meilleurs param�etres de dynamique. De plus, comme l'a remar-
qu�e Elomary [40], l'approche multi-r�esolution limite l'in
uence du param�etrage en guidant
le mod�ele des basses fr�equences de la forme vers ses hautes fr�equences.
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6.5 Conclusion

Pour e�ectuer toutes ces exp�erimentations, une atelier de traitement d�edi�e a �et�e d�eve-
lopp�e (programmation en C et C++, interface sous X et Xview). Il fonctionne sous SunOS,
Solaris et Linux. Il rassemble plusieurs outils : des utilitaires de visualisation, transforma-
tion et conversion d'images tridimensionnelles, une application g�erant le mod�ele d�eformable
g�en�erique et une application permettant d'examiner l'ad�equation entre image et mod�ele.

Cet atelier nous a permis de tester la validit�e de nos approches et de mesurer l'�etendue
de leur utilisation. Nous avons ainsi �et�e �a même de :

{ tester la puissance et les limites de la reconstruction discr�ete ;

{ mettre en �uvre un mod�ele dynamique d�eformable, capable d'appr�ehender des formes
arbitrairement complexes de mani�ere automatique ;

{ valider le mod�ele d�eformable sur un ensemble de donn�ees volum�etriques acquises par
diverses modalit�es (scanner X, IRM, angiographie RM, microscopie confocale) ;

{ estimer les gains o�erts par une approche multi-r�esolution du probl�eme de la segmen-
tation/reconstruction par mod�ele d�eformable ;

{ châ�ner un processus de reconstruction discr�ete avec un processus de d�eformation pour
atteindre trois objectifs di��erents : avoir une initialisation rapide pour le mod�ele d�efor-
mable, simpli�er la structure g�eom�etrique �a l'aide de crit�eres param�etrables, extraire
des structures g�eom�etriques viables de donn�ees anisotropes ;

{ estimer la robustesse du mod�ele pour la segmentation/reconstruction ;

{ v�eri�er l'ad�equation entre la structure extraite et l'image tridimensionnelle en calculant
la trace de la surface dans l'image.

C'est certainement le dernier point qui m�eriterait le plus d'attention. Cependant, pour
le moment, on ne dispose malheureusement d'aucun moyen informatis�e pour v�eri�er la
validit�e d'une structure extraite d'une image m�edicale ; seul l'examen du r�esultat par un
expert peut la d�eterminer. Pour les images issues de microscopie confocale, le probl�eme
est encore plus d�elicat, car la structure reconstruite doit justement aider le biologiste dans
sa compr�ehension de l'organisation des composantes microscopiques ; il n'y a donc pas de
(( mod�ele de r�ef�erence )) pour juger de la qualit�e de la structure extraite.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

7.1 R�esum�e et contributions

Cette th�ese a approfondi deux approches majeures de l'extraction de repr�esentation
g�eom�etriques �a partir d'images tridimensionnelles :

{ Les similitudes entre les deux principales m�ethodes de reconstruction discr�ete, le
marching-cubes qui construit une iso-surface et le suivi de surface qui extrait une
surface digitale, nous ont donn�e l'id�ee d'introduire des consid�erations de topologie di-
gitale dans la d�e�nition d'une iso-surface. Par une approche formelle, nous avons d�e�ni
les ��-iso-surfaces par un ensemble de propri�et�es, puis nous avons montr�e comment les
construire de mani�ere automatique pour un ensemble de couple de connexit�e (�; �).
Les ��-iso-surfaces d�e�nies sont des 2-vari�et�es combinatoires sans bord, qui repr�e-
sentent une surface ferm�ee de R3 de fa�con combinatoire. Elles s�eparent e�ectivement
les voxels du devant des voxels du fond en accord avec le couple de connexit�e (�; �)
choisi. Grâce �a ses propri�et�es, une ��-iso-surface est donc directement exploitable par
toute application qui manipule des surfaces.

Par ailleurs, la formulation des ��-iso-surfaces montre qu'elles sont �etroitement li�ees
aux surfaces digitales : il apparâ�t que leur graphe est exactement le graphe d'adjacence
entre surfels de l'interface de cette image, pour ce couple de connexit�e. Cette propri�et�e
a deux cons�equences int�eressantes :

{ D'un point de vue pratique, il est possible d'extraire une surface triangul�ee ferm�ee
(une 2-vari�et�e dans R3 sans bord) connexe, qui repr�esente le bord d'un consti-
tuant de l'image, au moyen d'un algorithme de suivi de surfaces. Le gain en temps
de calcul est consid�erable par rapport �a un algorithme de marching-cubes : si n3

est la taille de l'image, alors le calcul d'une iso-surface englobant une composante
de l'image peut se faire en un temps en O(n2) par un algorithme de suivi, com-
parativement �a un temps de calcul en O(n3) par l'algorithme du marching-cubes.

{ D'un point de vue th�eorique, cela montre que le graphe de ��:�-adjacence entre
les surfels de l'interface de l'image, consid�er�e avec une relation d'adjacence ��:�,
est le graphe d'une 2-vari�et�e combinatoire sans bord. Une image binaire peut
donc être enti�erement d�etermin�ee par la donn�ee d'une 2-vari�et�e combinatoire.
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En outre, toute ��-fronti�ere a une repr�esentation combinatoire sous forme de
2-vari�et�e ferm�ee, si (�; �; ��:�) est un triplet de Jordan.

L'application de cet algorithme de reconstruction discr�ete �a des donn�ees biom�edicales a
mis en valeur sa rapidit�e (environ 20s pour extraire l'iso-surface d'une image de 8Mo) et
son e�cacit�e sur les images acquises par tomodensitom�etrie ou sur des angiographies
bien contrast�ees. En contrepartie, les limites de cet algorithme ont �et�e identi��ees :
sensibilit�e aux bruits, �a l'anisotropie, et �a la nature des images (images pr�e-segment�ees
ou segmentables par seuillage), incapacit�e �a exploiter l'information de contour.

{ Les m�ethodes pr�ec�edentes �etant incompl�etes, nous avons examin�e une nouvelle ap-
proche �a la segmentation/reconstruction, appel�ee approche par mod�ele d�eformable.
Les mod�eles d�eformables ont �et�e introduits dans le domaine de l'analyse d'images
par Kass, Witkin et Terzopoulos [62]. Plutôt que d'e�ectuer l'op�eration de segmenta-
tion et l'op�eration de reconstruction s�epar�ement, un mod�ele g�eom�etrique plong�e dans
l'image peut, en variant ses param�etres (donc sa forme), estimer progressivement un
ou plusieurs constituants de l'image. Le calcul de la variation des param�etres se fait
par un examen de l'image au voisinage de la surface ; le calcul est r�egularis�e par des
contraintes associ�ees au mod�ele (r�egularit�e de courbure, minimisation d'aire, points
de passage, etc.).

Ce cadre tr�es g�en�eral a permis le d�eveloppement de mod�eles d�eformables de forma-
lismes tr�es divers. En se basant sur l'�etude de ces mod�eles et de leurs sp�eci�cit�es, nous
avons extrait un ensemble de caract�eristiques qu'un mod�ele d�eformable doit poss�eder
pour extraire les surfaces des constituants d'images 3D de modalit�es vari�ees. Nous
avons propos�e un mod�ele g�en�erique, qui fait la synth�ese d'une partie de ces caract�eris-
tiques :

{ c'est un mod�ele explicite, de type masse-ressort, construit sur une maille trian-
gul�ee ferm�ee. Quelles que soient ses d�eformations, la maille est plong�ee dans R3

sans auto-intersection. Ainsi, le mod�ele repr�esente toujours le bord d'une 3-vari�et�e
dans R3, i.e. un volume. La g�eom�etrie de la forme est d�etermin�ee par la position
des sommets, qui suivent les lois de la m�ecanique Lagrangienne. Les avantages
des mod�eles masse-ressort sont : la simplicit�e de leur mise en �uvre, la rapidit�e
de calcul de la dynamique, et la d�e�nition intuitive des contraintes internes et
externes.

{ ce mod�ele poss�ede une sp�eci�cit�e importante des mod�eles Euleriens de propaga-
tion de fronts : la capacit�e �a approcher des formes arbitrairement complexes. En
introduisant un invariant g�eom�etrique, un ensemble de contraintes g�eom�etriques
simples (distance entre sommets) permet de calculer rapidement si la g�eom�etrie
des sommets correspond �a la topologie de la maille ; si tel n'est pas le cas, des op�e-
rateurs topologiques sont appliqu�es sur la maille. Par ce biais, le mod�ele adapte
automatiquement la topologie de la maille aux d�eplacements des sommets, ce qui
lui permet d'extraire des surfaces de forme quelconque. Le temps de calcul de ces
traitements reste tr�es raisonnable (en O(n log n) si n est le nombre de sommets) :
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environ 5s pour 65000 sommets sans heuristique, et moins de 2s pour 125000
sommets si l'heuristique optimise 85% des sommets.

{ la dynamique du mod�ele, d�e�nie par ses forces internes et externes, peut s'inter-
pr�eter comme la minimisation d'une �energie similaire �a celle des mod�eles actifs.
Les deux contraintes internes fe et fc correspondent aux deux termes de r�egulari-
sation de ces mod�eles (minimisation d'aire et minimisation de courbure). La force
externe frI permet de rechercher les maxima de potentiel d'une image de contour,
et correspond �a la minimisation d'une �energie externe bas�ee sur l'intensit�e des
gradients de l'image. Notre mod�ele inclut donc le formalisme de l'ad�equation
mod�ele/donn�ees par minimisation d'�energie.

{ ce mod�ele peut appr�ehender le probl�eme de la segmentation/reconstruction par
une approche multi-r�esolution et extraire les composantes de l'image de l'esquisse
aux d�etails. Pour ce faire, un algorithme de construction d'une pyramide d'images
tridimensionnelles a �et�e mis au point ; il autorise un facteur de r�eduction arbi-
traire. En �evoluant dans cette pyramide d'images, le mod�ele extrait les formes
des basses fr�equences vers les hautes fr�equences et fournit leur repr�esentation
g�eom�etrique �a di��erentes �echelles.

Ce mod�ele a �et�e test�e sur un ensemble d'images biom�edicales, provenant de modalit�es
d'acquisition vari�ees. Le mod�ele peut �a la fois exploiter des donn�ees brutes ou des don-
n�ees de contour. Comme les tests ont �et�e e�ectu�es sans interaction avec l'utilisateur
(�a part dans le choix des param�etres initiaux), les r�esultats obtenus sont tr�es promet-
teurs et montrent la souplesse du mod�ele. L'approche multi-r�esolution permet un gain
de temps important par rapport �a l'approche directe, mais ne convient pas �a toutes
les modalit�es. Son usage permet d'estimer rapidement les (( meilleurs )) param�etres
vis-�a-vis des donn�ees. Les formes extraites de l'esquisse aux d�etails sont aussi moins
sensibles au param�etrage choisi.

{ En�n, nous avons combin�e les deux approches propos�ees en enchâ�nant le r�esultat
d'une reconstruction discr�ete avec notre mod�ele g�en�erique. La reconstruction discr�ete
construit e�ectivement une surface triangul�ee ferm�ee plong�ee dans R3, de topologie
arbitrairement complexe (parfois plusieurs milliers de composantes connexes ou de
trous). Notre mod�ele g�en�erique peut d�eformer de telles surfaces. Le r�esultat du premier
sert d'initialisation au second. Nous montrons ainsi que notre mod�ele peut simpli�er
ou am�eliorer les iso-surfaces, mais aussi qu'un algorithme de reconstruction discr�ete
peut fournir rapidement une bonne initialisation �a un processus de mod�ele d�eformable.

7.2 Perspectives

Les recherches men�ees ont ouvert un certain nombre de directions de recherche qui
semblent int�eressantes �a poursuivre :

1. En ce qui concerne les reconstructions discr�etes, il serait utile d'�etendre la d�e�nition
des ��-iso-surfaces aux dimensions sup�erieures. Certaines applications traitent en e�et
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des donn�ees quadri-dimensionnelles (spatio-temporelles ou espace multi-�echelle) et n�e-
cessitent le calcul de bi-iso-surfaces [42] ou d'iso-hyper-surfaces �a partir de ces donn�ees.
Une piste s�erieuse �a explorer est d'exploiter le lien entre iso-surface et surface digitale.
Des auteurs comme Udupa [135] ou Herman [53, 54] se sont en e�et d�ej�a int�eress�es
aux propri�et�es de Jordan des surfaces digitales en dimension quelconque, ainsi qu'�a la
d�e�nition d'une adjacence entre leurs �el�ements. En d�e�nissant une iso-surface �a partir
d'une surface digitale, on pourrait sans doute d�eriver des caract�eristiques similaires �a
celles obtenues en dimension 3.

2. Pour le mod�ele g�en�erique, divers prolongements peuvent être envisag�es :

{ l'introduction de connaissances a priori dans l'�evolution du mod�ele permettrait
sans doute d'am�eliorer la robustesse de l'extraction, en limitant l'espace de re-
cherche. Ainsi, on pourrait traduire les informations d'un atlas anatomique, dot�e
�a la fois d'un mod�ele de r�ef�erence et d'une carte de la variabilit�e des structures, en
contraintes sur le mod�ele. La combinaison de ces deux outils serait certainement
tr�es pro�table sur des images IRM de cerveaux.

{ similairement �a certains mod�eles bidimensionnels [20, 59], il serait int�eressant
de faire coop�erer l'approche mod�ele de surface avec une approche r�egion de la
segmentation. Une di�cult�e r�eside dans la masse des donn�ees �a traiter pour
une approche r�egion (en O(n3) si n3 est la r�esolution de l'image). Une solution
pourrait venir du th�eor�eme de Green, qui transforme le calcul sur un volume par
le calcul d'une variation autour de la surface.

{ la dynamique de la propagation de fronts est utilis�ee par certains auteurs dans
les mod�eles implicites pour rechercher les formes d'une image. Cette dynamique
s'exprime tr�es simplement en fonction de la courbure de la surface et de l'intensit�e
de l'image gradient. On peut donc tr�es simplement exprimer cette dynamique sur
notre mod�ele explicite. Le probl�eme de l'instabilit�e num�erique de la formulation
implicite serait donc �evit�e. La comparaison de ces deux dynamiques (propagation
de fronts et dynamique Lagrangienne) avec le même mod�ele permettrait sans
doute de d�eterminer avec plus d'objectivit�e les champs d'application respectifs
des deux approches.

{ ce mod�ele poss�ede une maille relativement r�eguli�ere. Des parties relativement
planes de la surface pourraient ainsi être repr�esent�ees avec beaucoup moins de
sommets. Certains auteurs proposent donc une densit�e de sommets fonction de la
courbure [30]. Malheureusement, il est di�cile d'optimiser le nombre de sommets
sans perdre les avantages de la d�etection et du traitement rapide des transfor-
mations topologiques. Une solution pourrait venir de l'utilisation d'une distance
non-Euclidienne param�etr�ee par la courbure locale : les contraintes g�eom�etriques
seraient alors utilis�ees en l'�etat.

Parall�element �a ces pistes de recherche, on peut s'int�eresser aux autres applications du
mod�ele d�eformable pr�esent�e. L'adaptation automatique de la topologie �a la g�eom�etrie des
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sommets constitue une sp�eci�cit�e qui peut être exploit�ee avantageusement dans un certain
nombre d'applications :

{ une premi�ere application est la reconstruction de donn�ees non-structur�ees (typique-
ment un nuage de points acquis par radiom�etrie ou des informations �eparses issues
de mesures g�eologiques). Bittar [13] a utilis�e une version simpli��ee de ce mod�ele, ne
comprenant pas les variations de topologie, pour reconstruire de telles donn�ees. Il se-
rait int�eressant de tester les possibilit�es de notre mod�ele dans ce cadre, o�u les formes
recherch�ees sont souvent complexes.

{ une deuxi�eme application est la mod�elisation d'objets 
uides ou visqueux, hautement
d�eformables. De tels objets sont fr�equemment employ�es en synth�ese d'images et en
animation [35, 34]. L'approche usuelle est de manipuler des objets d�e�nis de mani�ere
implicite. Un mod�ele explicite capable de reproduire le comportement de ces objets
pourrait constituer un compl�ement aux mod�eles implicites : l'utilisateur aurait le choix
entre les deux repr�esentations et les utiliserait dans le contexte o�u elles sont les plus
e�caces.

{ la mod�elisation d'objets physiques peut constituer un troisi�eme champ d'application.
Ainsi, la chirurgie assist�ee par ordinateur (planni�cation, simulation) n�ecessite des
mod�eles repr�esentant au mieux les di��erents tissus du corps humain. Ces objets sont
d�eplac�es, d�ecoup�es ou sectionn�es. Les mod�eles qui les repr�esentent doivent simuler un
tel comportement. Notre mod�ele a sans doute quelques atouts pour r�epondre �a ce
besoin.

{ la segmentation/reconstruction d'images spatio-temporelles peut aussi constituer un
champ d'exp�erimentations pour notre mod�ele. Sa formulation rend naturel le suivi des
formes au cours du temps. Pour rendre compte au mieux des d�eformations, il faudrait
sans doute �etendre sa formulation physique en lui adjoignant des param�etres globaux
de formes.

Cette th�ese nous a permis d'explorer un aspect majeur de l'analyse d'images tridimen-
sionnelles : la transformation de donn�ees volum�etriques en repr�esentations g�eom�etriques de
surface. Les approches suivies sont �a la con
uence de di��erents domaines : topologie digi-
tale et topologie des surfaces, mod�elisation g�eom�etrique et dynamique, segmentation, multi-
r�esolution. Ces recherches ont conduit �a des r�esultats aussi bien th�eoriques que pratiques, qui
ne sont pas limit�es �a la seule segmentation/reconstruction d'images, mais touchent d'autres
domaines connexes.
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Annexe A

El�ements de topologie des surfaces

Ce chapitre rassemble des d�e�nitions essentielles en topologie des surfaces ainsi que des
r�esultats majeurs. Il permet de mieux comprendre les di��erentes d�e�nitions associ�ees au
terme g�en�erique (( surface )) et qui peuvent être parfois contradictoires. Deux sections ont
b�en�e�ci�e d'apports personnels : la Section A.1.2 �etend la notion d'orientation coh�erente pour
les surfaces ferm�ees de R3 non connexes ; la Section A.1.4 fournit un analogue continu �a une
surface d�e�nie combinatoirement. Cette analogue nous permet de d�eterminer si la surface
combinatoire est (( plong�ee )) ou (( immerg�ee )) lorsqu'on l'envoie dans R3.

A.1 D�e�nitions

A.1.1 Vari�et�es et surfaces

D�e�nition A.1 (Plongement) Un plongement d'un espace topologique (X;T ) dans un
espace topologique (Y; T 0) est un hom�eomorphisme entre (X;T ) et un sous-espace Y 0 de Y .

) Suivant la mani�ere dont cet hom�eomorphisme s'�etend �a un hom�eomorphisme de l'es-
pace environnant tout entier, le plongement est appel�e (( apprivois�e )) (\tame") ou
(( sauvage )) (\wild") [57]. Par exemple un plongement fractal est quali��e de sauvage.

) Il faut bien opposer plongement et immersion. On parle d'immersion lorsque l'appli-
cation f de (X;T ) vers (Y; T 0) n'est pas un hom�eomorphisme. Ainsi la bouteille de
Klein ne peut pas être plong�ee dans R3 ; elle peut être immerg�ee dans R3.

D�e�nition A.2 (Vari�et�e topologique (de dimensionm) [48]) Une vari�et�e topologique
M de dimension m est un espace topologique s�epar�e non vide o�u tout point poss�ede un
voisinage hom�eomorphe �a un ouvert de Rm ou du demi-espace Hm. On appelle bord de M ,
et on note @M , l'ensemble des points de M qui poss�edent un voisinage hom�eomorphe �a un
ouvert de Hm. On dira souvent que M est une m-vari�et�e.

) Aleksandrov [1] rajoute la contrainte de connexit�e aux vari�et�es topologiques.
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D�e�nition A.3 (n-vari�et�e (sans bord) dans Rm) Une n-vari�et�e M dans Rm, o�u m � n,
est un sous-espace de Rm qui est localement hom�eomorphe �a Rn. Si elle est compacte, on
dira qu'elle est ferm�ee.

D�e�nition A.4 (n-vari�et�e avec bord dans Rm) Une n-vari�et�e avec bordsM dans Rm, o�u
m � n, est un espace localement connexe par arcs dont le bord est localement hom�eomorphe
�a Hn et dont les points int�erieurs ont un voisinage hom�eomorphe �a Rn.

D�e�nition A.5 (Surface (topologique)) Une surface (topologique) est usuellement d�e�-
nie comme une vari�et�e topologique de dimension 2 (compacte ou non, connexe ou non, avec
ou sans bord) [48].

Une surface compacte sans bord sera dite ferm�ee.

) Une surface d�e�nie comme une vari�et�e topologique de dimension 2 peut (( s'auto-
intersecter )) (au sens intuitif du mot) dans un espace o�u elle est immerg�ee. Si cette
surface est une 2-vari�et�e dans R3, on dit qu'elle a �et�e plong�ee dans R3 (cf. plongement),
sinon on dit qu'elle a �et�e immerg�ee dans R3.

) Certains auteurs d�e�nissent une surface comme une 2-vari�et�e (avec ou sans bord)
dans R3 [57]. Une surface d�e�nie comme une 2-vari�et�e dans R3 ne peut pas (( s'auto-
intersecter dans R3 )) ou avoir des points singuliers. On peut montrer qu'elle est aussi
orientable (Th�eor�eme A.34).

A.1.2 Orientation des 2-vari�et�es dans R3 sans bord

Lorsque l'on manipule des surfaces ferm�ees dans R3, il est souvent int�eressant d'associer
une orientation �a ces surfaces a�n de leur d�e�nir un int�erieur et un ext�erieur. C'est toujours
possible grâce au th�eor�eme de Jordan (Th�eor�eme A.31). S'il est ais�e de dire si deux surfaces
ont une orientation coh�erente par rapport �a une autre, le cas de n surfaces ferm�ees disjointes
est moins trivial. Nous montrons ici comment d�e�nir un int�erieur et un ext�erieur �a un
ensemble de surfaces ferm�ees disjointes orient�ees de fa�con coh�erente.

D�e�nition A.6 (2-vari�et�e dans R3 orient�ee ; int�erieur et ext�erieur) Si M est une
2-vari�et�e dans R3 ferm�ee et connexe (donc orientable), l'ensemble M s�epare R3 en deux
composantes connexes d'apr�es le th�eor�eme de Jordan (Th�eor�eme A.31). Orienter M , c'est
d�esigner une des composantes de R3 comme �etant l'int�erieur de M et l'autre comme �etant
l'ext�erieur. On d�esignera par Int (M) l'int�erieur de M et Ext (M) l'ext�erieur de M . On a
imm�ediatement que M est le bord de Int (M) et de Ext (M).

Ho�mann [57] d�e�nit la notion d'orientation coh�erente entre deux surfaces ferm�ees :

D�e�nition A.7 (Orientation coh�erente) SoitM et N deux 2-vari�et�es dans R3 ferm�ees,
connexes, orient�ees et disjointes. On dit que M et N sont orient�ees de fa�con coh�erente si
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(a) (b) (c)

Fig. A.1 { Int�erieur et ext�erieur d'une surface compos�ee de plusieurs composantes connexes
orient�ees (surface repr�esent�ee en dimension 2) : la d�e�nition d'orientation coh�erente de
Ho�mann [57] peut s'appliquer pour les surfaces repr�esent�ees sur (a) et (b) ; en revanche,
cette d�e�nition n'est pas applicable sur la surface de (c), même si on peut intuitivement lui
attribuer un int�erieur et un ext�erieur.

M est incluse dans l'int�erieur de N lorsque N est incluse dans l'int�erieur de M . On notera
M v N ; la relation v est sym�etrique.

) La notion d'orientation coh�erente entre des vari�et�es disjointes est intrins�equement li�ee
�a l'espace dans lequel elles sont plong�ees (leur espace de repr�esentation).

Par extension, Ho�mann [57] a d�e�ni l'orientation coh�erente pour des 2-vari�et�es com-
pactes dans R3 dont chaque composante connexe est ferm�ee et orient�ee, si toutes les compo-
santes connexes ont une orientation coh�erente deux �a deux. Le probl�eme de cette d�e�nition
est qu'elle est restrictive, car elle n'englobe pas un grand nombre de surfaces dont on peut
intuitivement d�e�nir une notion d'int�erieur et d'ext�erieur (voir Figure A.1).

C'est pourquoi nous a�nons sa d�e�nition en distinguant 2 cas d'orientation coh�erente
entre deux surfaces :

D�e�nition A.8 (Orientations coh�erentes : relations
�
v et

�
v) Soit M et N deux 2-

vari�et�es dans R3 ferm�ees, connexes, orient�ees et disjointes. Si M est incluse dans l'int�erieur
de N et N est incluse dans l'int�erieur de M , alors on notera M

�
v N . Si M est incluse

dans l'ext�erieur de N et N est incluse dans l'ext�erieur de M , alors on notera M
�
v N .

Bien entendu, M
�
v N ) M v N et M

�
v N ) M v N . Ces relations sont irr�e
exives,

sym�etriques, non transitives dans le cas g�en�eral. Elles sont exclusives l'une de l'autre. Si on
a niM

�
v N , niM

�
v N , alors on notera M 6v N et on dira queM et N ne sont pas orient�es

de fa�con coh�erente.

On pose maintenant la d�e�nition suivante (on supposera que le nombre de composantes
connexes est �ni) :

D�e�nition A.9 (Orientation coh�erente de plusieurs composantes connexes)
Un ensembleM1; : : : ;Mn de 2-vari�et�es dans R3 ferm�ees, connexes, orient�ees et disjointes

est orient�ee de fa�con coh�erente si et seulement si

8(Mi;Mj); si Mi 6vMj; alors 9k tel que

(
Mi

�
vMk

�
vMj ou,

Mi
�
vMk

�
vMj sinon:
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Informellement, si la composante Mi est �a l'int�erieur de Mj, il faut une cavit�e Mk dans
Mj situ�ee entre Mi et Mj ; si la composante Mi est �a l'ext�erieur de Mj, il faut une coque
Mk autour de Mj situ�ee entre Mi et Mj .

On a trivialement la proposition suivante :

Proposition A.10 Si l'ensemble M 0
1; : : : ;M

0
n est l'ensemble M1; : : : ;Mn pr�ec�edent avec

l'orientation inverse pour chaque Mi, alors cet ensembleM 0
1; : : : ;M

0
n a une orientation co-

h�erente lorsque M1; : : : ;Mn a une orientation coh�erente.

La proposition suivante nous permet de d�e�nir un int�erieur et un ext�erieur �a un ensemble
de surfaces ferm�ees connexes disjointes :

Proposition A.11 SoitM1; : : : ;Mn un ensemble de 2-vari�et�es dans R3 ferm�ees, connexes,
disjointes et orient�ees de fa�con coh�erente. Soit un point x 2 R3 qui n'appartient �a aucune
des Mi. Soient c1 et c2 deux chemins arbitraires partant de x et traversant au moins un des
Mj. SiMk1 est la premi�ereMj travers�ee par le chemin c1 etMk2 la premi�ereMj travers�ee par
le chemin c2, alors, soit x 2 Int (Mk1) et x 2 Int (Mk2), ou x 2 Ext (Mk1) et x 2 Ext (Mk2).

Intuitivement, si l'on se place en un point quelconque de l'espace et que l'on se d�eplace
continûment de ce point vers une des composantes connexes, alors on sera soit �a l'int�erieur de
toutes les premi�eres composantes que l'on va rencontrer, soit �a l'ext�erieur. Cette proposition
se d�emontre en utilisant la propri�et�e de connexit�e par arcs de l'espace R3. On en d�eduit une
d�e�nition de l'int�erieur et de l'ext�erieur d'un tel ensemble de surfaces :

D�e�nition A.12 (Int�erieur et ext�erieur d'une 2-vari�et�e dans R3 ferm�ee (connexe
ou non)) Soit M une 2-vari�et�e dans R3 ferm�ee telle que ses composantes connexes
M1; : : : ;Mn soient orient�ees de fa�con coh�erente. On d�e�nit l'int�erieur de M comme l'en-
semble des points de R3 nM dont un chemin partant de ce point traverse en premier une
composante Mi avec x 2 Int (Mi). L'ext�erieur est d�e�ni sym�etriquement. Par extension,
on notera Int (M) l'int�erieur de M et Ext (M) l'ext�erieur de M similairement �a la D�e�ni-
tion A.6.

L'int�erieur et l'ext�erieur sont bien d�e�nis d'apr�es la Proposition A.11. Cette d�e�nition
co��ncide avec la d�e�nition d'int�erieur et d'ext�erieur d'une surface ferm�ee connexe (D�e�ni-
tion A.6). Elle est consistante avec les propri�et�es attendues : on peut v�eri�er queM , Int (M)
et Ext (M) forment une partition de R3 o�u Int (M) et Ext (M) sont des ensemble ouverts,
que toute composanteMi (( touche )) Int (M) et Ext (M) et donc que Int (M)n Int (M) =M
et Ext (M) n Ext (M) =M . La Proposition A.11 induit le corollaire suivant :

Corollaire A.13 Tout chemin c dans R3 d'un point x �a un point y qui ne rencontre pas
une 2-vari�et�e ferm�eeM orient�ee de fa�con coh�erente est soit enti�erement inclus dans Int (M),
soit enti�erement inclus dans Ext (M). Tout chemin c0 dans R3 d'un point x 2 Int (M) �a un
point y 2 Ext (M) rencontre M .

En�n, la Proposition A.11 pr�ec�edente peut s'inverser sous la forme :

Proposition A.14 Soit M une 2-vari�et�e dans R3 ferm�ee, compos�ee de n composantes
M1; : : : ;Mn orient�ees. Soit x un point quelconque de R3 nM . Si cj est un chemin qui part
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Fig. A.2 { Coh�erence d'une orientation par approche locale : en tra�cant des chemins, on
v�eri�e que tout point est soit �a l'int�erieur de toutes les composantes qui le bordent, soit �a
l'ext�erieur.

de x et qui traverse M , on note ij l'indice de la premi�ere composante de M intersect�ee par
ce chemin. Si les chemins cj (restreints �a leur parcours de x �aMij ) sont soit tous inclus dans
les int�erieurs des Mij , soit tous inclus dans les ext�erieurs des Mij , alors l'orientation de M
est coh�erente.

Ainsi, une notion locale d'int�erieur et d'ext�erieur (chaque point ne voit que les compo-
santes qui le bordent) permet de d�eduire si l'orientation globale induite de la surface est
coh�erente (voir Figure A.2).

A.1.3 Poly�edres

D�e�nition A.15 (Poly�edre [56]) Un poly�edre (au sens de Hilbert) est un syst�eme de
polygones arrang�es dans l'espace tel que (1) exactement deux polygones se rencontrent (avec
un certain angle) �a chaque arête, et (2) il est possible d'aller de n'importe quel polygone
vers n'importe quel autre polygone en traversant des arêtes du poly�edre (pas les sommets).

) Dans ce sens, un poly�edre ne peut avoir qu'une composante connexe.

D�e�nition A.16 (Surface poly�edrique [64]) Une surface poly�edrique est l'union d'un
syst�eme de triangles ferm�es (pour les polygones, il faut trianguler) arrang�es dans un espace
Rn tel que (1) l'intersection de deux triangles distincts est soit l'ensemble vide, soit un
sommet commun, soit un côt�e commun, et (2) chaque côt�e d'un triangle quelconque est le
côt�e d'au plus un autre triangle.

Le bord d'une surface poly�edrique � est alors d�e�ni comme l'union des côt�es de triangles
qui n'appartiennent qu'�a un seul triangle. Il est souvent not�e @�.
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Une surface poly�edrique sans bord � est telle que @� = ;.
) Une surface poly�edrique n'est pas forc�ement connexe.

D�e�nition A.17 (Triangulation [1]) Un ensemble �ni K, dont les �el�ements sont des
triangles (ouverts), segments (ouverts) et points individuels de Rn, est appel�e une trian-
gulation si les conditions suivantes sont satisfaites : les �el�ements de K n'ont aucun point
commun deux �a deux, les côt�es et sommets d'un triangle quelconque de K et les sommets
d'une arête quelconque de K sont aussi des �el�ements de K.

L'union dans Rn des �el�ements de K s'appelle le corps de la triangulation K. Le corps
d'une triangulation est aussi parfois appel�e un poly�edre [1]. Si un poly�edre P est le corps
d'une triangulation K, on dira que K est une triangulation de P . Cette d�e�nition inclut la
D�e�nition A.15 de Hilbert et la D�e�nition A.16 de Kong et Roscoe.

D�e�nition A.18 (Etoile dans une triangulation) Soit T un �el�ement d'une triangulation
K. L'�etoile de T dans K, not�ee OKT , est d�e�nie par : si T est un triangle, OKT = T ; si T
est un segment, alors OKT contient T plus tous les triangles de K qui ont un côt�e �egal �a
T ; si T est un point, alors OKT contient T plus tous les triangles et arêtes de K qui ont T
comme sommet.

Une �etoile est dite cyclique si son bord ext�erieur est hom�eomorphe au cercle unit�e. Le
corps de l'�etoile est alors aussi hom�eomorphe au disque unit�e (ouvert).

A.1.4 Objets et vari�et�es combinatoires

La plupart des d�e�nitions de cette section proviennent de Lefschetz [71] et de Fran�con
[44]. La notion de boucles est essentielle �a la d�e�nition de surface combinatoire :

D�e�nition A.19 (Boucle) Soit G un graphe �ni, V son ensemble de sommets. Une boucle
orient�ee de G est une permutation circulaire L = (u0; u1; : : : ; uk�1), k > 2, d'�el�ements de V
telle que, pour tout i, ui est adjacent �a ui+1 (indices pris modulo k) et ui 6= uj si i 6= j ; la
boucle orient�ee oppos�ee L0 de L est la boucle (uk�1; uk�2; : : : ; u0) ; une boucle de G est une
boucle orient�ee mise �a part l'orientation. Un sommet ui d'une boucle (orient�ee ou non) est
appel�e adjacent �a la boucle ; l'arc orient�e (ui; ui+1) (resp., l'arc fui; ui+1g) est dit adjacent
�a la boucle orient�ee (resp., la boucle). Deux boucles (orient�ees ou non) qui ont un arc
commun (orient�e ou non) sont dites adjacentes. La longueur d'une boucle est le nombre de
ses sommets.

La subdivision d'une boucle permet de transformer une boucle en un ensemble de boucles
de longueur 3 :

D�e�nition A.20 (Subdivision d'une boucle)
Soit L = (u0; u1; : : : ; uk�1) une boucle orient�ee avec k � 3. L'ensemble des k� 2 boucles

orient�ees fL1; : : : ; Lk�2g est appel�e subdivision de la boucle L si et seulement si (indices pris
modulo k) :

1. tous les Li ont 3 arcs et leurs sommets sont des sommets de L ;
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2. tout arc orient�e (ui; ui+1) appartient �a exactement un Lj ;

3. un arc orient�e de la forme (ui1; ui2) avec i2 6= i1 + 1 soit n'existe pas, soit appartient
�a une boucle Lj1 et une boucle L

0
j2
avec j1 6= j2,

On d�e�nit de mani�ere similaire la subdivision d'une boucle non orient�ee.

La notion de boucles sur un graphe permet de d�e�nir un objet combinatoire, premi�ere
�etape vers les 2-vari�et�es combinatoires :

D�e�nition A.21 (Objet combinatoire) Nous appelerons objet combinatoire un graphe
�ni G associ�e �a un ensemble B de boucles orient�ees sur G. Si M est un objet combinatoire,
alors les sommets de M sont les sommets de son graphe, les arcs de M sont les arcs de son
graphe, les boucles de M sont les �el�ements de B ; on dira aussi faces ou 2-cellules de M . Un
objet combinatoire est triangul�e si ses boucles sont de longueur 3.

Un objet combinatoire peut être d�e�ni avec un graphe orient�e ; les arcs orient�es de cet
objet sont alors les arcs orient�es du graphe. Un objet combinatoire peut ni contenir ni
boucles, ni arcs. Un objet combinatoire sans boucles (i.e., un graphe) est par d�e�nition un
objet combinatoire triangul�ee.

D�e�nition A.22 (Subdivision d'un objet combinatoire) Par extension, une sub-
division d'un objet combinatoire M est un objet combinatoire N issu de M telle que les
sommets et les arcs de N sont les sommets et arcs de M plus les nouveaux arcs cr�e�es par la
subdivision des boucles de M , et les boucles de N sont les subdivisions des boucles de M .

Soit M un objet combinatoire. On appelera g�eom�etrie de M dans Rm toute application
qui associe �a un sommet de M un point de l'espace Rm. Une g�eom�etrie permet d'avoir une
repr�esentation d'un objet combinatoire dans un espace euclidien sous la forme :

D�e�nition A.23 (f-complexe) On appelle f-complexe d'un objet combinatoire triangul�e
M de g�eom�etrie f dans Rm, et on note Mf , le complexe d�e�ni comme l'ensemble des sous-
ensembles de Rm suivants : les points f(U) de Rm si U est un sommet de M , les segments
ouverts de Rm d�e�nis par les arcs de M et dont les extr�emit�es sont les images des sommets
correspondants aux arcs, les triangles ouverts de Rm d�e�nis par les boucles de trois arcs de
M et dont les extr�emit�es sont les images des sommets correspondants aux faces.

On dira qu'un f -complexe est propre lorsque ses �el�ements sont disjoints. Le corps de Mf ,
not�e jMf j, est l'union dans Rm de ses �el�ements.

Proposition A.24 Le f -complexe d'un objet combinatoireM de g�eom�etrie f dans Rm est
une triangulation (dans Rm) si il est propre. On dira alors queM est sans auto-intersection
dans Rm par f et, par abus, on appellera le corps de Mf le plongement de M dans Rm par
f et on dira que M est plong�ee dans Rm par f .

Dans le cas contraire on dira que M est immerg�ee dans Rm par f .

On d�e�nit maintenant l'analogue combinatoire des surfaces ferm�ees, sous la forme :
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Fig. A.3 { Quelques subdivisions d'une boucle orient�ee.

D�e�nition A.25 (2-vari�et�e combinatoire sans bord) Une 2-vari�et�e combinatoire sans
bord (ou ferm�ee) M est un objet combinatoire de graphe G et de boucles F1; F2; : : : ; Ff , tel
que :

1. Tout arc de G est adjacent �a exactement deux faces ;

2. pour tout sommet u, l'ensemble des faces adjacentes �a u peut être organis�e en une
permutation circulaire (f0; f1; : : : ; fk�1), k > 1, appel�ee l'ombrelle de v, telle que, pour
tout i, fi est adjacent �a fi+1 (indices pris modulo k).

3. tout sommet u de G est l'extr�emit�e d'au moins trois arcs (cette condition est rajout�ee
�a la d�e�nition de Fran�con [44] pour �eviter certains cas particuliers).

M est appel�ee une 2-vari�et�e triangul�ee lorsque toutes ses boucles (i.e., ses faces) ont
exactement trois arcs.

La 2-vari�et�e combinatoire M est dite être d�e�nie sur le graphe G, appel�e lui-même le
graphe de M . Les sommets (resp., les arcs) de M sont aussi appel�es les 0-cellules (resp., les
1-cellules ou les arcs) de M .

On peut v�eri�er que toute subdivision d'une 2-vari�et�e combinatoire sans bord est encore
une 2-vari�et�e combinatoire sans bord.

Toute 2-vari�et�e combinatoire sans bord M d�e�nit implicitement une topologie d'une
2-vari�et�e topologique sans bord. Cela peut se voir par construction. Nous d�e�nissons donc :

D�e�nition A.26 (Complexe canonique associ�e �a une 2-vari�et�e combinatoire sans
bord) Soit M une 2-vari�et�e combinatoire sans bord. Soit T une subdivision arbitraire de
M . Soit S = (S1; : : : ; Sn) l'ensemble des n sommets de M , donc aussi de T . Soit g une
application de S dans Rn qui associe �a Si le i-�eme vecteur de base de Rn. L'application g
est donc une g�eom�etrie dans Rn de l'objet combinatoire triangul�e T . Le g-complexe de T
est appel�e un complexe canonique associ�e �a M .

Le lemme suivant provient du fait que tout arc deM appartient �a exactement deux faces
de M et que les �el�ements du complexe K sont deux �a deux disjoints (ind�ependances des
coordonn�ees de chaque sommet dans Rn).

Lemme A.27 Les segments d'un complexe canonique associ�e �a une 2-vari�et�e combinatoire
sans bord sont les côt�es d'exactement deux triangles.
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On a la propri�et�e suivante :

Proposition A.28 Les complexes canoniques associ�es �a une 2-vari�et�e combinatoire sans
bord M sont des triangulations (voir D�e�nition A.17). Le corps d'un complexe canonique
est la triangulation d'une surface ferm�ee. Tous les corps des complexes canoniques associ�es
�a M appartiennent �a la même classe d'hom�eomorphisme.

Preuve : Soit K un complexe canonique associ�e �a une 2-vari�et�e combinatoire sans bord
M . Il est facile de v�eri�er que K est une triangulation par construction. Le fait que les
�el�ements de K n'ont aucun point commun deux �a deux est garanti par l'ind�ependance
de toutes les coordonn�ees des sommets de la triangulation et par l'hypoth�ese que
chaque sommet de M est l'extr�emit�e d'au moins trois arcs.

On peut montrer que l'ordre sur les sommets et le choix de la subdivision n'in
uent
pas sur la topologie du complexe canonique. Les corps de deux complexes canoniques
d'une même vari�et�e combinatoire M sont donc hom�eomorphes.

En�n, K est la triangulation d'une surface ferm�ee si l'�etoile de chacun des sommets de
K est cyclique (Th�eor�eme A.39). L'ombrelle d'un sommet de K construit un ensemble
de triangles et de segments dans Rn autour du plongement du sommet dansRn. Chaque
segment est le côt�e d'exactement 2 triangles. Le sommet ferme l'ombrelle. Le bord de
l'ombrelle est bien hom�eomorphe au cercle unit�e. 2

Le th�eor�eme pr�ec�edent montre que l'on peut associer �a toute 2-vari�et�e combinatoire sans
bord la topologie d'une surface (topologique) ferm�ee. On peut donc d�e�nir un crit�ere de
(( similitude topologique )) avec des vari�et�es combinatoires :

D�e�nition A.29 (Vari�et�es combinatoires semblables) On dira qu'une 2-vari�et�e com-
binatoire M est semblable �a une 2-vari�et�e topologique N pour signi�er que le corps d'un
complexe canonique arbitraire associ�e �a M est hom�eomorphe �a N.

Similairement, deux 2-vari�et�es combinatoires sont dites ((semblables )) si les corps de leurs
complexes canoniques associ�es sont hom�eomorphes.

En fait, on pourrait montrer que l'on peut trouver un (( plongement )) (le terme anglais
est (( imbedding ))) d'une 2-vari�et�e combinatoire sous forme d'une triangulation dans R5

d'une surface ferm�ee. Il faudrait alors utiliser un th�eor�eme dû �a Pontryagin ([1], p. 127{128)
sur les (( plongements )) de complexes cellulaires abstraits. Ici, nous avons pr�ef�er�e montrer
simplement que l'on peut associer une vari�et�e topologique �a une vari�et�e combinatoire, sans
rechercher l'espace minimal (au sens de la dimension de l'espace) dans lequel il est possible
de le r�ealiser.

A.2 Propri�et�es et th�eor�emes

A.2.1 Vari�et�es et surfaces

Th�eor�eme A.30 (Bord d'une n-vari�et�e) Le bord d'une n-vari�et�e est hom�eomorphe �a
une n� 1-vari�et�e sans bord [57].
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Th�eor�eme A.31 (Th�eor�eme de Jordan [2]) Toute 2-vari�et�e dans R3 connexe ferm�ee
s�epare l'espace R3 en deux composantes connexes, dont l'une est �nie.

Th�eor�eme A.32 (Vari�et�es et poly�edres) Toute 2-vari�et�e topologique ferm�ee est hom�eo-
morphe �a un poly�edre (au sens de corps d'une triangulation).

Th�eor�eme A.33 (Orientabilit�e) La classi�cation des surfaces en surfaces �a deux faces
et en surfaces �a une face est identique �a la classi�cation en surfaces orientables ou non-
orientables.

Th�eor�eme A.34 (Surface ferm�ee �a une face) Toute surface (topologique) connexe
ferm�ee �a une face ne peut être plong�ee dans R3 (i.e., la surface s'auto-intersecte dans R3 par
toute application continue f).

Th�eor�eme A.35 (Th�eor�eme fondamental de la topologie des surfaces [1]) Toute
surface connexe ferm�ee � est hom�eomorphe �a une sph�ere �a p anses, de genre p (si � est
orientable), ou �a la sph�ere �a p + 1 \cross-caps" (trous combl�es par des rubans de M�obius)
(si � est non-orientable).

Th�eor�eme A.36 (Classi�cation des surfaces [1]) Deux surfaces connexes ferm�ees � et
�0 sont hom�eomorphes si, et seulement si, elles sont toutes les deux orientables ou toutes
les deux inorientables, et si, en plus, elles ont soit la même caract�eristique d'Euler, soit la
même connectivit�e, soit le même genre.

Th�eor�eme A.37 (Invariance de l'orientabilit�e [1]) Si une surface est orientable (resp.
non-orientable), alors toute surface qui lui est hom�eomorphe est aussi orientable (resp. non-
orientable).

A.2.2 Triangulations

Th�eor�eme A.38 (Lien entre 2-vari�et�e topologique et triangulation [1]) Toute
surface (2-vari�et�e topologique) ferm�ee est hom�eomorphe �a un poly�edre (en tant que corps
d'une triangulation).

Th�eor�eme A.39 (Triangulation d'une surface ferm�ee [1]) Une triangulation K est
une triangulation d'une surface ferm�ee si et seulement si l'�etoile de chacun des sommets de
K est cyclique.

Corollaire A.40 Tout segment d'une triangulation K d'une surface ferm�ee est le côt�e
d'exactement deux triangles de K.
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Th�eor�eme A.41 (Invariance de la caract�eristique d'Euler [1]) Si K et K 0 sont
des triangulations de deux surfaces hom�eomorphes, alors leurs caract�eristiques d'Euler sont
�egales.

A.3 Classi�cation des surfaces

A.3.1 Classi�cation et invariants topologiques

L'�etude de la topologie des surfaces (2-vari�et�es topologiques) permet de classer simple-
ment les surfaces suivant quelques invariants topologiques. Par exemple, Gri�ths [52], par
des moyens tr�es intuitifs, montre que trois invariants topologiques su�sent pour classer les
surfaces par classes d'�equivalence hom�eomorphique : le nombre de bords de la surface �, son
nombre d'orientabilit�e q (0, 1 ou 2), et sa caract�eristique d'Euler �. Dans notre cas, nous
ne nous int�eressons qu'aux surfaces ferm�ees, donc � = 0. La classi�cation pr�ec�edente peut
donc aussi être d�eduite �a partir du Th�eor�eme A.35, du Th�eor�eme A.36 et du Th�eor�eme A.37,
provenant d'Aleksandrov [1].

Nous ne manipulons que des surfaces que l'on peut plonger dans R3. Le Th�eor�eme A.34 et
le Th�eor�eme A.33 montrent que ces surfaces sont orientables. D'o�u q = 0. La caract�eristique
d'Euler est donc su�sante (mais n�ecessaire) pour classer les surfaces mod�elis�ees par notre
mod�ele g�en�erique.

A.3.2 Caract�eristique d'Euler des surfaces triangul�ees

Soit � = (S;~) une surface triangul�ee combinatoire ferm�ee, s(�) = Card(�0) son
nombre de sommets, a(�) = Card(�1) son nombre d'arêtes, f(�) = Card(�2) son nombre
de faces. Pour les 2-vari�et�es combinatoires, la caract�eristique d'Euler est d�e�nie par :

�(�) = s(�)� a(�) + f(�) (A.1)

On dit que �(�) est un invariant topologique car il ne d�epend que de la topologie de
�. Pour toute surface �0 semblable �a �, on a �(�0) = �(�). La caract�eristique d'Euler
est ind�ependante de tout pavage d'une surface, et, en particulier, de tout ra�nement de la
surface. La caract�eristique d'Euler peut être �etendue �a toutes les dimensions, on l'appelle
alors la caract�eristique d'Euler-Poincar�e.

Le th�eor�eme suivant lie la caract�eristique d'Euler au genre d'une surface :

Th�eor�eme A.42 (formule d'Euler [56]) Soit M une 2-vari�et�e combinatoire sans bord
avec N composantes connexes. Soient s le nombre de sommets deM , a son nombre d'arêtes
et f son nombre de faces. Si G est le genre de M (son nombre total de anses ou de trous),
alors M v�eri�e la formule suivante : �(M) = s � a+ f = 2(N �G).

) En dimension 3, pour les poly�edres simples [56], on l'appelle la formule d'Euler.

) Poincar�e a �etendu cette formule �a toutes les dimensions.

) Cette formule est aussi li�ee �a la th�eorie des champs [133].
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Pour les surfaces form�ees de triangles, on a de plus la relation 2a(�) = 3f(�). Il est
donc tr�es simple de calculer la caract�eristique d'Euler et de d�eduire le genre de la surface
en comptant le nombre de composantes connexes d�e�nies par la relation ~ sur les sommets
�0 de �.

La caract�eristique d'Euler nous servira aussi �a valider les op�erateurs topologiques n�eces-
saires �a des mod�eles hautement d�eformables (voir Section 5.3).

A.4 Homotopie

D�e�nition A.43 (Applications homotopes | homotopie) Soient f0 et f1 deux ap-
plications continues d'un espace X vers un espace Y . L'application f0 est homotope �a l'ap-
plication f1 s'il existe une application continue du produit X � I dans Y , I intervalle ferm�e
entre 0 et 1, telle que F (x; 0) = f0(x) et F (x; 1) = f1(x) pour tout x 2 X.

On dit que F est une homotopie de f0 �a f1.

D�e�nition A.44 (Type d'homotopie) Deux espaces X et Y ont même type d'homotopie
s'il existe une application continue f de X dans Y et une application continue g de Y dans
X telles que les applications g �f et f � g soient respectivement homotopes aux applications
identiques de X et Y .

D�e�nition A.45 (Espace contractile) Un espace X est contractile s'il a même type
d'homotopie qu'un point.

D�e�nition A.46 (Applications homotopes relativement �a un sous-espace) Soit A
un sous-espace d'un espace X, et soient f0 et f1 deux applications continues de X dans un
espace Y �egales sur A. L'application f0 est homotope relativement �a A �a l'application f1 s'il
existe une homotopie F de f0 �a f1 telle que F (x; t) = f0(x) = f1(x) pour tout x 2 A et tout
t 2 I.

D�e�nition A.47 (R�etracte | r�etraction) Un sous-espace Y de X est un r�etracte de
X s'il existe une application continue r : X ! Y telle que r(y) = y pour tout y 2 Y . On
dit alors que r est une r�etraction de X sur Y .

D�e�nition A.48 (R�etracte par d�eformation) Un sous-espace Y d'un espace X est un
r�etracte par d�eformation de X s'il existe une r�etraction r deX sur Y homotope relativement
�a Y �a l'application identique de X.
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Annexe B

Singularit�es lors d'�evolution de
surfaces

Notre mod�ele d�eformable fait �evoluer l'ensemble de ses sommets de fa�con continue par
rapport aux temps (i.e., si on r�eduit le pas de temps, le d�eplacement des sommets est r�eduit
proportionnellement). La surface combinatoire triangul�ee ferm�ee � est envoy�ee dans R3 par
une g�eom�etrie f (t), fonction du temps dans un intervalle ferm�e en 0 et ouvert �a droite.

Supposons qu'il existe un temps � pour lequel f (�) n'est plus un plongement de � dans
R3 (voir Proposition A.24), mais que, 8� > 0, f (���) est un plongement de � dans R3. D'un
point de vue g�eom�etrique, des morceaux de la surface se sont progressivement rapproch�es
les uns des autres. En � , ils occupent le même lieu de R3.

Le complexe �f (�) n'est donc pas une triangulation (dans R3). Certains de ses �el�ements
ne sont pas deux �a deux disjoints. Si K est un complexe arbitraire d'un espace topologique
X, on note =(K) l'ensemble des �el�ements de X qui appartiennent �a au moins deux �el�ements
du complexe K. Un �el�ement de =(K) est appel�e une singularit�e de K. Au temps t = � , le

complexe �f (t) d�e�nit un ensemble de singularit�es =(�f (t)) non vide.
Nous nous restreignons au cas o�u cet ensemble est discret (les singularit�es sont isol�ees

dans R3). Cela n'est pas trop restrictif dans la mesure o�u notre mod�ele n'e�ectue que de
petits d�eplacements et o�u il est discr�etis�e dans l'espace et dans le temps pour des raisons

�evidentes d'impl�ementation. S'il existe des singularit�es de �f (�) qui appartiennent �a des
triangles ou des segments de ce complexe, on subdivise la surface � sur ces triangles et
segments de telle fa�con �a ce que ces singularit�es n'appartiennent qu'�a des points du complexe.
Ainsi, l'examen des singularit�es se r�eduit �a l'examen des sommets qui convergent vers le
même lieu.

On observe donc la forme de la partie de la surface � qui converge vers le même lieu.

Soit x un �el�ement de =(�f (t)). On note Sx les points de � dont leur image par la g�eom�etrie
f (�) est x. On a clairement, si U 2 Sx,

lim
t!�

f (t)(U) = x:

Soit 	x le complexe simplicial abstrait construit sur les sommets Sx et les informations
combinatoires de � : il comprend les sommets Sx de �, les arêtes de � d�e�nies sur ces
sommets et repr�esent�ees par la paire de sommets correspondante, les faces de � d�e�nies
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sur ces sommets et repr�esent�ees par le triplet (non-ordonn�e) de sommets correspondant.
Lorsque t < � , le complexe abstrait 	x avec la g�eom�etrie f (t) repr�esente une triangulation

(dans R3). Cette triangulation est un sous-complexe de �f (t) qui n'est pas r�eduit �a un
seul point. Cette triangulation n'est pas une triangulation d'une surface ferm�ee dans le cas

g�en�eral. Elle repr�esente la sous-partie de �f (t) qui s'e�ondre au point x lorsque t tend vers
� . Ses caract�eristiques d�e�nissent di��erentes classes de singularit�es auxquelles on associera
di��erents op�erateurs topologiques. C'est pourquoi on l'appelera l'origine de la singularit�e x.
On note Kx un complexe canonique de 	x construit �a l'aide d'une application g.

1. Supposons que 	x (ou Kx) n'a qu'une composante connexe. Di��erents cas se pr�e-
sentent :

(a) si Kx est la triangulation d'une surface ferm�ee connexe, alors toute une compo-
sante connexe de � converge en un même point. On parle alors de singularit�e
ferm�ee. Si la surface ferm�ee est hom�eomorphe �a la sph�ere de dimension 2, alors
x est une singularit�e sph�erique. Le cas pratique est un t�etra�edre dont les som-
mets se rapprochent les uns des autres. Il est naturel alors de supposer que la
composante connexe correspondante de � doit être supprim�ee �a l'instant � .

(b) si Kx est la triangulation d'une surface �a bord, alors on extrait la topologie de
Kx. Sur les bords, on va enlever progressivement les faces, arêtes et sommets
(( inutiles )). Le processus est une r�ep�etition jusqu'�a convergence des actions sui-
vantes :

i. si fU; V;Wg est une face de 	x avec fU; V g (mettons) arête du bord de 	x,
alors on supprime l'arête fU; V g et la face fU; V;Wg de Kx ;

ii. si fU; V g est une arête de 	x telle que U n'est le sommet que de cette arête
(ni d'une autre face), alors on supprime le sommet U et l'arête fU; V g de
	x ;

Soit 	0
x un complexe abstrait obtenu par ce processus (il n'est pas ind�ependant

de l'ordre dans lequel sont e�ectu�es les op�erations (1(b)i) et (1(b)ii)) et K 0
x son

complexe canonique associ�e (par g). On peut montrer que le corps de K 0
x est un

r�etracte par d�eformation du corps de Kx. Le corps de K 0
x est connexe ; l'ensemble

	0
x ne contient aucune facette, et comporte un certain nombre de boucles q. On

peut encore r�eduire 	0
x en it�erant l'op�eration suivante sur 	0

x :

iii. si fU; V g est une arête de 	0
x, U 6= V , alors on supprime le sommet U et

l'arête fU; V g de 	0
x et toutes les occurences de U dans 	0

x sont remplac�ees
par V .

Le complexe abstrait obtenu, not�e �	x, est constitu�e d'un sommet et d'un en-
semble de boucles sur ce sommet. En revanche, ce complexe est ind�ependant de
l'ordre des op�erations (1(b)i), (1(b)ii) et (1(b)iii). Il a aussi q boucles (au sens
arêtes fU;Ug). Suivant q, la singularit�e peut prendre les formes suivantes :

{ Si q = 0, alors le complexe associ�e �a la singularit�e x est un morceau de surface
homotope �a un point. C'est donc une partie de la surface qui se r�etracte en
un point, et la singularit�e est alors dite ponctuelle. En pratique, des sommets
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voisins les uns des autres se sont rapproch�es. On peut alors fusionner ces
sommets ensemble pour �eliminer la singularit�e.

{ Si q = 1, alors le complexe associ�e �a la singularit�e x est un morceau de surface
homotope au cercle unit�e. Cette partie de surface peut être sch�ematis�e par un
tuyau qui se resserre autour de son axe. On dit alors que x est une singularit�e
annulaire. D'apr�es l'Annexe C, il est naturel de chercher �a s�eparer la surface
en deux autour de ce (( cercle )).

{ Si q > 1, alors le complexe associ�e �a la singularit�e x est un morceau de surface
homotope �a un ensemble de q cercles unit�es qui ont un seul point commun.
Ce morceau de surface est un ensemble de tuyau qui se resserrent autour de
leur point de con
uence. On d�ecompose la singularit�e en un ensemble de q
singularit�es annulaires que l'on traitera une �a une.

2. Si 	x (ou Kx) a plusieurs composantes connexes, 	1
x; : : : ;	

k
x, il est di�cile d'inf�erer de

cette singularit�e un comportement logique quant �a l'�evolution future de la surface (voir
Figure B.1). En cons�equence, notre approche est d'observer la topologie de chacun des
	i

x conform�ement au point (1), puis, si le complexe abstrait �	i
x a au moins une

boucle, d'�eliminer les singularit�es sph�eriques ou annulaires de ces composantes. On
collecte ensuite toutes les composantes 	j

x dont le complexe abstrait �	j
x est r�eduit �a

un point. Si il en existe au moins deux, on dit que la singularit�e est non connexe. Dans
ce cas, les composantes seront trait�ees deux par deux. Elles signi�ent que des parties
de la surface localement non connect�ees occupent le même lieu. D'apr�es l'Annexe C,
il est naturel de chercher �a fusionner ces deux parties en cr�eant un (( tuyau )) entre ces
deux morceaux de surface pour �eliminer la singularit�e. Les autres composantes sont
fusionn�ees similairement �a cette partie de la surface.

La Figure B.1 illustre un traitement possible d'une singularit�e dont l'origine n'est pas
connexe et poss�ede trois composantes, dont une des composantes est une singularit�e annu-
laire. En pratique, des singularit�es aussi complexes sont extrêmement peu probables, voire
irr�ealisables dans l'espace R3, notamment parce que notre mod�ele est une �-g�eom�etrie qui
contraint les positions des sommets. Ainsi, toute singularit�e non (( �el�ementaire )) sera d�ecom-
pos�ee en un ensemble de singularit�es (( �el�ementaires )) (singularit�es annulaires, sph�eriques,
ponctuelles ou non-connexes), trait�ees individuellement.
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(a) (b)

Fig. B.1 { Singularit�e dont l'origine a trois composantes connexes : (a) avant la singularit�e ;
(b) une �evolution envisageable de la singularit�e.
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Annexe C

Justi�cation analytique des
transformations topologiques

A�n d'expliciter les choix e�ectu�es pour les transformations non-Euleriennes de la Sec-
tion 5.3, nous montrons l'analogie entre les transformations axiales ou annulaires et les
transformations d'une quadrique param�etr�ee. Dans cette section, on suppose que la surface
triangul�ee peut s'exprimer localement sous une forme implicite, h(x; y; z) = 0, o�u h est de
classe C1 sur un ouvert 
 de R3, (0; 0; 0) 2 
. On suppose de plus que h est sym�etrique
autour des plans xy, yz et zy. On peut d�evelopper h �a l'ordre 2 :

h(x; y; z) = h(0; 0; 0) +
@h

@x
x+

@h

@y
y +

@h

@z
z +

@2h

@x2
x2

2
+
@2h

@y2
y2

2
+
@2h

@z2
z2

2

+
@2h

@x@y
xy +

@2h

@x@z
xz +

@2h

@y@z
yz + : : : (C.1)

On suppose que les d�eriv�ees secondes suivant les trois axes ne sont pas nulles. Par sym�etrie,
et en notant 1

a
= 1

2
@2h
@x2

, 1
b
= 1

2
@2h
@y2

, 1
c
= 1

2
@2h
@z2

, et w = f(0; 0; 0), on obtient en ne conservant
que les termes jusqu'�a l'ordre 2 :

h(x; y; z) ' w +
x2

a
+
y2

b
+
z2

c
(C.2)

Notre surface est donc repr�esent�ee localement par une quadrique. Suivant le signe de a,
b et c, et suivant la valeur de w, la quadrique pourra être un ellipso��de, un hyperbolo��de �a
une ou deux nappes, un cône.

On note 	 : 
�R! R l'application de classe C1 d�e�nie par 	(x; y; z; r) = h(x; y; z)�r.
La surface h(x; y; z) = 0 est le niveau r = 0 de l'hypersurface 	(x; y; z; r) = 0.

{ Si a, b et c sont tous trois positifs (ou tous trois n�egatifs), h(x; y; z) est soit un ellipso��de,
soit un point, soit l'ensemble vide, suivant la valeur w = h(0; 0; 0).

On remarque que toute variation de w correspond �a la mêmevariation sur le niveau r de
l'hypersurface 	(x; y; z; r) = 0. Si on consid�ere l'ensemble des niveaux r de 	 = 0, alors
on balaie l'ensemble des valeurs de h en (0; 0; 0). Le passage continu d'un ellipso��de
�a un point puis �a l'ensemble vide correspond exactement aux accidents sph�eriques ou
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aux d�eg�en�er�escences. Notre op�eration associ�ee T ;
�2 induit le même e�et sur la surface.

L'apparition de mati�ere correspond aussi �a ce processus, mais en balayant les niveaux
de l'hypersurface en sens inverse.

{ Si un ou deux des a, b ou c sont n�egatifs (les autres positifs), on se ram�ene au cas o�u
seulement c est n�egatif (par des changements de rep�ere).

L�a-encore, il su�t de consid�erer l'ensemble des niveaux de l'hypersurface 	 = 0 pour
examiner l'ensemble des surfaces d�e�nies par h = 0 pour des valeurs en (0; 0; 0) va-
riables. Suivant le niveau, on passe continûment d'un hyperbolo��de �a deux nappes
(pour les niveaux r > w), puis �a un cône (niveau r = w), et en�n �a un hyperbolo��de
�a deux nappes (pour les niveaux r < w) (voir Figure C.1). Notre op�eration non-
Eulerienne associ�ee T�2 traduit le même comportement. L'op�eration non-Eulerienne
r�eciproque T+2 re
�ete le processus inverse.

Nos op�erations non-Euleriennes de transformations de la surface peuvent donc être vues
comme l'�evolution d'un niveau sur une hyper-surface d�e�nie par une fonction implicite de
degr�e 4. La Figure C.2 donne une repr�esentation bidimensionnelle de l'�evolution d'un objet
(ici, une courbe) en tant que niveau sur une hyper-surface (i.e., une surface en dimension 3).
Cette analogie est tr�es instructive, puisqu'elle montre pourquoi il n'existe qu'une op�eration
non-Eulerienne pour les courbes de R2. L'inverse est en e�et identique (passage de l'hyper-
bole �a l'hyperbole). Les op�erations non-Euleriennes sont plus complexes sur les surfaces,
puisqu'il existe deux sortes d'hyperbolo��de. On peut pr�edire que le nombre d'op�erations
topologiques di��erentes crô�t avec la dimension de l'hyper-surface.

(a) (b) (c) (d) (e)

Fig. C.1 { Evolution d'un hyperbolo��de �a deux nappes (a-b) vers un cône puis vers un
hyperbolo��de �a une nappe (d-e).
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Fig. C.2 { Interpr�etation bidimensionnelle d'une courbe en tant que niveau d'une surface.
La surface est un parabolo��de hyperbolique. Suivant le niveau sur la surface, le contour est
une hyperbole, deux droites s�ecantes, ou de nouveau une hyperbole (mais tourn�ee d'un quart
de tour).
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