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Introduction

La structure au second ordre d'un processus est usuellement caract�eris�ee
par la fonction d'autocovariance. Dans la situation stationnaire, la param�etri-
sation par la fonction d'autocorr�elation partielle est relativement r�ecente.
Nous �etendons ce r�esultat au cas non stationnaire. L'avantage de cette fonc-
tion est d'être facilement identi�able par rapport �a la fonction d'autocovarian-
ce qui doit être de type positif. De plus elle conduit naturellement �a la
d�e�nition d'un nouveau spectre d�ependant du temps. Ce dernier d�ecrit, �a
chaque instant, une situation stationnaire dans laquelle le pr�esent est corr�el�e
avec le pass�e de la même fa�con que le processus non stationnaire au même
instant. L'�etude de ses propri�et�es montre l'int�erêt de cette nouvelle approche
par rapport �a celles de deux autres spectres de même nature. On se restreint
ensuite �a la classe particuli�ere des processus p�eriodiquement corr�el�es. La
fonction d'autocorr�elation partielle fournit une nouvelle param�etrisation qui
permet, en particulier, d'�etendre de fa�con naturelle la m�ethode du maximum
d'entropie �a cette situation. En�n nous consid�erons l'estimation autor�egres-
sive dans le cadre de ces processus. L'extension de la m�ethode des auto-
corr�elations partielles empiriques constitue une nouvelle estimation de ces
param�etres. La comparaison avec les proc�edures existantes, e�ectu�ee sur le
plan th�eorique mais aussi par simulation, montre que cette m�ethode pr�esente
de bonnes propri�et�es. Nous �etudions �egalement le lien entre cette approche
et celle du cas vectoriel stationnaire.

La notion de corr�elation partielle a �et�e introduite au d�ebut du si�ecle par
Yule [Yul07]. La fonction d'autocorr�elation partielle sera not�ee �(�; �) o�u
�(t; s) d�esigne la corr�elation partielle entre X(t) et X(s) dans l'ensemble
fX(s); : : : ; X(t)g: Ce param�etre, souvent appel�e coe�cient de r�eexion, joue
un rôle important en traitement du signal et correspond �a une notion physique.
Pour les processus p�eriodiquement corr�el�es, et dans le cas non localement
d�eterminable, les quantit�es introduites par Sakai [Sak83] sous le nom de
\coe�cients d'autocorr�elation partielle normalis�es" sont celles donn�ees par
�(�; �): Les param�etres �(t; s) sont aussi les �el�ements cl�es de la g�en�eralisa-
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tion des algorithmes de Schur et de Levinson (cf. [Kai82]) aux processus
non stationnaires et non localement d�eterminables. N�eanmoins le fait que la
fonction �(�; �) constitue une autre param�etrisation de la structure au second
ordre semble être ignor�e.

Dans le cas stationnaire, cette propri�et�e a �et�e �etablie par Ramsey [Ram
74]. Il s'agit en fait d'un r�esultat plus ancien d'analyse o�u les autocor-
r�elations partielles constituent les param�etres d'un syst�eme de polynômes
orthogonaux sur le cercle unit�e (cf. [Ger60]). C'est dans la situation sta-
tionnaire que le param�etre �(k); qui correspond alors �a �(t; t�k); est souvent
utilis�e en statistique. On le rencontre notamment dans le test de Quenouille
[Que49], qui est bas�e sur le fait que �(k) est aussi le coe�cient de X(t� k)
dans la r�egression de X(t) sur fX(t � 1); : : : ; X(t � k)g: C'est aussi une
notion tr�es importante pour les mod�eles autor�egressifs. En e�et la fonction
d'autocorr�elation partielle d'un processus autor�egressif d'ordre p est carac-
t�eris�ee par �(k) = 0 pour k > p; et Box et Jenkins [Box94] sugg�erent
d'utiliser sa repr�esentation graphique �a des �ns de mod�elisation. Les auto-
corr�elations partielles sont �egalement �a la base de l'algorithme de Levinson
[Lev47] et Durbin [Dur60].

Ce document comprend quatre chapitres. Dans le premier, nous pr�esen-
tons la fonction d'autocorr�elation partielle dans la situation non stationnaire
g�en�erale. Le spectre d�ependant du temps qui lui est naturellement associ�e fait
l'objet du deuxi�eme chapitre. Le troisi�eme concerne l'�etude de la structure
des processus p�eriodiquement corr�el�es et le dernier est consacr�e �a l'estimation
autor�egressive dans ce cadre. Nous pr�esentons ci-dessous de fa�con d�etaill�ee
le contenu de ces chapitres tout en situant les r�esultats dans leur contexte.

Dans le premier chapitre, apr�es un rappel sur la notion de corr�elation
partielle, nous introduisons la fonction d'autocorr�elation partielle d'un pro-
cessus non stationnaire. Quelques unes de ses propri�et�es sont pr�esent�ees. Un
point fondamental est que cette fonction caract�erise la structure au second
ordre du processus, au même titre que la fonction d'autocovariance R(�; �):
L'avantage de la fonction �(�; �) est qu'elle est facilement identi�able : son
module est inf�erieur ou �egal �a 1, l'�egalit�e traduisant les singularit�es d'ordre
�ni. Dans ce cas, le processus sera dit localement d�eterminable. La fonction
R(�; �); quand �a elle, doit être de type positif. Cette contrainte, assur�ee par
la positivit�e d'un ensemble de matrices, est clairement plus di�cile �a con-
trôler. Le domaine de variation de la fonction �(�; �) est not�e D�: Partant
d'un �el�ement de cet ensemble, nous donnons un proc�ed�e constructif qui per-
met de simuler une s�equence d'un processus de structure au second ordre
qui lui correspond, avec un coût de stockage r�eduit. En particulier ce r�e-
sultat assure la surjectivit�e dans l'ensemble D� de l'application qui �a R(�; �)
associe �(�; �): L'extension de l'algorithme de Levinson-Durbin (LDG) au cas
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g�en�eral (�eventuellement localement d�eterminable) donne la correspondance
entre la fonction d'autocorr�elation partielle et la fonction d'autocovariance.
Les relations de cet algorithme permettent d'obtenir l'injectivit�e de cette
application. Par ailleurs, on constate que la bijection entre R(�; �) et �(�; �)
est de nature temporelle au sens o�u leurs restrictions �a un domaine de la
forme [s; : : : ; t]2 sont �egalement en correspondance biunivoque. La nouvelle
approche en termes d'autocorr�elations partielles est illustr�ee en consid�erant
les processus autor�egressifs facilement caract�eris�es, comme dans la situation
stationnaire, par cette param�etrisation.

Le deuxi�eme chapitre, intitul�e aspect spectral, est consacr�e �a la pr�esen-
tation d'un nouveau spectre et �a l'�etude de ses propri�et�es. Il est d�elicat
d'�etendre la notion de mesure spectrale au cas non stationnaire. En e�et,
pour t �x�e dans ZZ; la fonction d'une seule variableRt(k) = R(t; t�k); k � 0;
n'est plus n�ecessairement une fonction d'autocovariance. Par cons�equent on
ne peut lui associer une mesure via la transform�ee de Fourier. Par contre
�t(k) = �(t; t�k); k � 0; est la fonction d'autocorr�elation partielle d'un pro-
cessus stationnaire. Ce r�esultat conduit �a introduire de fa�con naturelle un
spectre d�ependant du temps. Ce dernier, que nous appelons spectre �evolutif
instantan�e, est d�e�ni par la suite fdFt; t 2 ZZg de mesures sur ] � �; �] as-
soci�ee �a f�t(�); t 2 ZZg: Ainsi �a chaque instant t; dFt est la mesure spectrale
d'un processus stationnaire pour lequel les autocorr�elations partielles entre
le pr�esent et le pass�e sont identiques �a celles du processus non stationnaire �a
cet instant.

Le spectre �evolutif instantan�e est analys�e �a travers les propri�et�es souhai-
t�ees par Loynes [Loy68]. Nous constatons qu'il poss�ede des propri�et�es in-
t�eressantes. Ce spectre est une fonction non n�egative du temps et de la
fr�equence, qui se r�eduit au spectre ordinaire lorsque le processus est station-
naire. Il est en correspondance biunivoque avec la fonction d'autocovariance.
La distribution marginale de dFt(�) est celle attendue :

R �
��
dFt(�) = V ar

fX(t)g: D'autre part, lorsqu'on consid�ere un processus constitu�e de la suc-
cession de deux parties stationnaires, on retrouve le spectre de la premi�ere
et, moyennant des hypoth�eses de non corr�elation entre les deux parties, on
retrouve celui de la deuxi�eme au bout d'un temps �ni lorsqu'il s'agit d'un
mod�ele autor�egressif, sinon in�ni. Les propri�et�es qui concernent les transfor-
mations sur le processus sont dans l'ensemble v�eri��ees. Cependant, celles qui
sont li�ees au retournement du temps ne le sont aucunement. Par ailleurs les
op�erations qui se traduisent facilement en termes d'autocovariance (comme
une transformation lin�eaire) ne sont pas du tout en phase avec le spectre
�evolutif instantan�e. En e�et, la correspondance entre R(�; �) et �(�; �) est
hautement non lin�eaire et c'est aussi le cas entre �(�; �) et dFt(�): Cepen-
dant la correspondance entre R(�; �) et dFt(�) �etant bijective, les spectres
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transform�es sont toujours \calculables".
L'analyse du spectre �evolutif instantan�e permet de le comparer �a deux

autres spectres qui lui sont proches. Celui de M�elard [M�el78] est bas�e
sur la d�ecomposition de Wold-Cram�er du processus alors que celui de Gre-
nier [Gre84] repose sur sa repr�esentation ARMA: On observe que ces deux
derniers sont plus directement reli�es �a la description temporelle du processus,
alors qu'aucune repr�esentation du processus n'a �et�e jusqu'ici associ�ee au spec-
tre �evolutif instantan�e. N�eanmoins, le spectre que nous proposons pr�esente
des avantages non n�egligeables. Il est d�e�ni en toute g�en�eralit�e alors que celui
de M�elard n'existe que pour des processus purement ind�eterminables et celui
de Grenier pour une classe encore plus restrictive. La di��erence importante
est qu'il est en bijection avec la fonction d'autocovariance. En particulier,
compte tenu de ses autres propri�et�es, son ind�ependance par rapport au temps
est �equivalente �a la stationnarit�e du processus. Ce n'est plus vrai pour les
deux autres alors qu'ils se ram�enent au spectre ordinaire lorsque le proces-
sus est stationnaire. En e�et deux structures au second ordre, l'une �etant
�eventuellement stationnaire, peuvent donner lieu �a un même spectre dans
leur d�e�nition. Sinon les propri�et�es de Loynes sont dans l'ensemble v�eri��ees
ou in�rm�ees simultan�ement par les trois spectres. Le comportement du spec-
tre �evolutif instantan�e est illustr�e sur quelques exemples et lorsque cela est
possible, il est compar�e avec les deux autres. Notamment on constate qu'il
est bien adapt�e dans le cas de la discr�etisation du mouvement Brownien ainsi
que pour les \chirps lin�eaires" pour lesquels il est port�e par des droites. La
fonction d'autocorr�elation partielle et le spectre associ�e ont fait l'objet d'un
rapport interne [D�eg96a] et ont �et�e pr�esent�es au congr�es IEEE : \Interna-
tional Symposium on Time-Frequency and Time-Scale Analysis" [D�eg96b].

Apr�es cette �etude de nature plutôt g�en�erale, nous consid�erons, dans les
deux derniers chapitres, les processus p�eriodiquement corr�el�es ainsi que l'esti-
mation de leur structure. Cette classe de processus a �et�e introduite par
Gladysev [Gla61]. Elle est doublement int�eressante. Sur le plan pratique
elle joue un rôle essentiel en mod�elisation, en particulier des signaux de t�el�e-
communication. Sur le plan th�eorique elle fournit une nouvelle approche pour
l'�etude des processus vectoriels stationnaires. En e�et, �a chaque processus
p�eriodiquement corr�el�e, correspond un processus vectoriel stationnaire et in-
versement. Ainsi, que ce soit sur le plan de la mod�elisation ou de l'estimation,
nous allons consid�erer les approches aussi bien scalaires (p�eriodiques) que
vectorielles.

L'�etude de la param�etrisation de la structure au second ordre des pro-
cessus p�eriodiquement corr�el�es est consid�er�ee au troisi�eme chapitre. Elle
permet de mieux appr�ehender les m�ethodes d'estimation dans leur concep-
tion. Dans un premier temps, cette �etude est r�ealis�ee en utilisant la fonction
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d'autocorr�elation partielle introduite au premier chapitre. En e�et, un pro-
cessus p�eriodiquement corr�el�e de p�eriode T est un processus non stationnaire
dont la fonction d'autocovariance R(�; �) est p�eriodique de même p�eriode. En
d'autres termes, la structure de la s�equence fX(s); : : : ; X(t)g est la même
que celle de fX(s + T ); : : : ; X(t + T )g: En particulier, on retrouve les pro-
cessus stationnaires lorsque T = 1: Compte tenu de la nature de la bijection
entre R(�; �) et �(�; �); il est facile de constater que la même propri�et�e sur les
autocorr�elations partielles, �(t + T; s + T ) = �(t; s); caract�erise �egalement
la structure de ces processus. Ainsi on dispose d'une nouvelle param�etrisa-
tion qui, comme nous l'avons d�ej�a constat�e, est facilement identi�able. Nous
donnons le nouvel ensemble de contraintes sur cette param�etrisation obtenu
comme la restriction du domaine D� aux fonctions p�eriodiques. Dans le
cadre de ces processus, la correspondance entre les fonctions R(�; �) et �(�; �)
est bijective sur des domaines autres que [s; : : : ; t]2: En e�et, du fait de la
p�eriodicit�e de ces fonctions, on est amen�e �a les consid�erer sur les domaines
E(p1; : : : ; pT ) = f(t; s); t = 1; : : : ; T; 0 � t � s � ptg: En particulier, ces
ensembles interviennent de fa�con naturelle pour les mod�eles autor�egressifs
o�u ils g�en�eralisent ceux de la forme [t � p; : : : ; t] du cas stationnaire. La
bijection est alors assur�ee si et seulement si pi+1 � pi + 1; i = 1; : : : ; T;
(pT+1 = p1). Ces domaines contraints seront not�es Ec(p1; : : : ; pT ): Notons
que [s; : : : ; t]2 fait partie de ces ensembles. La restriction de l'Algorithme
LDG �a la situation p�eriodique (LDP ) donne alors cette correspondance sur
de tels domaines. Pour certains d'entre eux, cet algorithme co��ncide avec celui
propos�e par Sakai [Sak83] et �etendu par Pham [Pha92] au cas localement
d�eterminable.

Nous nous int�eressons ensuite �a la param�etrisation de la structure des
processus p�eriodiquement corr�el�es par l'interm�ediaire de celle li�ee aux pro-
cessus vectoriels associ�es. L'extension de la fonction d'autocorr�elation par-
tielle aux processus vectoriels stationnaires est d�elicate. La di�cult�e pour
d�e�nir une matrice d'autocorr�elation partielle r�eside dans le choix de la racine
carr�ee pour normaliser l'autocovariance partielle. Morf et coll. [Mor78a]
proposent d'utiliser la racine carr�ee triangulaire. D�egerine [D�eg90] donne
les conditions que doivent satisfaire la racine carr�ee et son inverse pour
que la correspondance entre fonction d'autocorr�elation partielle et fonction
d'autocovariance soit biunivoque et introduit la notion de fonction d'autocor-
r�elation partielle canonique. On trouve ainsi plusieurs extensions de la fonc-
tion d'autocorr�elation partielle selon le choix du proc�ed�e de normalisation.
Nous retenons les fonctions dites triangulaires ([D�eg90], [Pha92]) qui appa-
raissent tr�es naturellement dans la correspondance avec les processus p�erio-
diquement corr�el�es. Nous proposons une d�e�nition proche de celle de D�egeri-
ne dans son approche en termes de variables, mais qui correspond plutôt �a
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celle de Pham sur le plan alg�ebrique. Nous montrons que la structure du
processus vectoriel peut être param�etris�ee par ces matrices d'autocorr�elation
partielle, qui seront not�ees �(k): La d�emarche qui conduit �a ce r�esultat est
la même que celle utilis�ee pour la fonction �(�; �): En particulier, un proc�ed�e
constructif permet de simuler une s�equence d'un processus vectoriel station-
naire de structure au second ordre donn�ee. Un algorithme de type Levinson-
Durbin, appropri�e �a cette fonction, donne sa correspondance avec la fonction
d'autocovariance. Notre approche en termes de variables permet d'obtenir
facilement la correspondance biunivoque entre les param�etrisations par les
fonctions d'autocorr�elation partielle scalaire �(�; �) et vectorielle �(�): No-
tons que cette approche est essentielle pour �etablir le lien entre les m�ethodes
d'estimation bas�ees sur la structure p�eriodique et celles bas�ees sur la struc-
ture vectorielle stationnaire associ�ee.

Nous consid�erons les processus autor�egressifs p�eriodiques (ARP ) intro-
duits dans [Jon67], dont l'estimation fait l'objet du dernier chapitre. Ces
mod�eles sont une g�en�eralisation des processus autor�egressifs stationnaires au
cas p�eriodique. Les coe�cients du �ltre ainsi que la variance r�esiduelle d�epen-
dent du temps, mais de fa�con p�eriodique. Ainsi les param�etres de ces mod�eles
sont constitu�es de T (si T est la p�eriode) �ltres et T variances r�esiduelles,
l'ordre �etant donn�e par les T valeurs (p1; : : : ; pT ) qu'il peut prendre. Comme
dans le cas stationnaire, ces mod�eles peuvent être param�etris�es par les pre-
miers coe�cients de R(�; �) (ceux pour un retard inf�erieur �a l'ordre) ou de
fa�con �equivalente par ceux de la fonction �(�; �): La di��erence fondamentale
entre ces deux caract�erisations r�eside dans le prolongement de ces fonctions
au del�a de l'ordre du mod�ele. Pour la fonction R(�; �); on utilise l'analogue
des �equations de Yule-Walker, alors que la fonction �(�; �) est simplement pro-
long�ee par z�ero. Par contre, contrairement au cas stationnaire, l'utilisation
de R(�; �) pose certains probl�emes. En e�et le prolongement par les �equations
de Yule-Walker des premiers coe�cients d'une fonction d'autocovariance ne
conserve pas toujours le caract�ere positif de cette fonction. Ainsi partant
des autocovariances, il n'est pas toujours possible d'ajuster un mod�ele ARP:
On constate l�a encore l'int�erêt de la param�etrisation par �(�; �); qui con-
duit alors �a un proc�ed�e algorithmique permettant de v�eri�er s'il est possible
d'ajuster un mod�ele ARP �a des coe�cients d'autocovariance donn�es. No-
tons par ailleurs que le prolongement par z�ero des autocorr�elations partielles
conserve les contraintes sur �(�; �): On consid�ere �egalement la correspondance
entre les mod�eles ARP et les processus vectoriels autor�egressifs (V AR). On
constate que les mod�eles ARP sont plus int�eressants que les mod�eles V AR
car ils comportent souvent moins de param�etres.

Dans le cas stationnaire, la m�ethode du maximum d'entropie fait par-
tie des crit�eres qui conduisent �a l'estimation autor�egressive (cf. [Bur75]).
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Les autocorr�elations partielles permettent d'�etendre de fa�con naturelle cette
m�ethode �a la situation p�eriodique. Dans un premier temps, nous montrons
comment cette param�etrisation fournit une nouvelle approche pour r�esoudre
un probl�eme, classique dans le domaine de l'estimation spectrale, qui est celui
de l'extension d'une suite de coe�cients d'autocovariance. Nous proposons
la formulation suivante : �etant donn�ees les valeurs d'une fonction p�eriodique
R(�; �) sur un domaine Ec(p1; : : : ; pT ); sous quelles conditions sont-elles les
premi�eres valeurs d'une fonction d'autocovariance ? Lorsque ces conditions
sont satisfaites, comment d�ecrire l'ensemble des extensions d'une telle fonc-
tion ? L'Algorithme LDP; qui �etablit la correspondance entre R(�; �) et
�(�; �); permet de traiter le probl�eme pr�ec�edent en terme d'autocorr�elations
partielles. Les r�eponses �a ces questions sont alors imm�ediates. Notons que
ce probl�eme est une g�en�eralisation du probl�eme d'extension d'une suite de
matrices d'autocovariance R0; : : : ; Rn; du cas vectoriel stationnaire. Pour
les processus stationnaires scalaires, la m�ethode du maximum d'entropie a
�et�e propos�ee par Burg [Bur75]. Elle consiste �a s�electionner la solution du
probl�eme d'extension pour laquelle la variance du processus d'innovation est
maximum. Lorsque le processus est p�eriodiquement corr�el�e, la variance du
processus d'innovation, qui d�epend du temps, est p�eriodique de même p�erio-
de. Notre approche pour �etendre la m�ethode du maximum d'entropie est la
suivante : la solution est celle pour laquelle le produit de ces variances, en ex-
cluant celles d�ej�a nulles dans le cas localement d�eterminable, est maximum.
Nous constatons que notre m�ethode co��ncide avec celle de Burg [Bur75]
pour le cas vectoriel stationnaire et g�en�eralise celle r�esultant du cas d�eg�en�er�e
particulier de Inouye [Ino84]. Par ailleurs elle �equivaut �a a�ecter la valeur
nulle �a la fonction d'autocorr�elation partielle l�a o�u elle n'est pas connue et
par suite la solution est ARP: Notre approche est �egalement compar�ee avec
celle de Alpay et coll. [Alp95], qui consid�erent le probl�eme d'extension en
termes de fonctions de cyclo-corr�elation. Ce point de vue sur la m�ethode du
maximum d'entropie dans le cadre des processus p�eriodiquement corr�el�es a
�et�e expos�e lors de la \VIII European Signal Processing Conference" [Lam96].

Le dernier chapitre concerne les m�ethodes qui permettent d'estimer la
structure au second ordre des processus ARP: Dans la situation scalaire
stationnaire, la notion de coe�cient d'autocorr�elation partielle joue un rôle
important dans le domaine de l'estimation autor�egressive. On peut citer la
m�ethode de Burg [Bur75] ou celle de Dickinson [Dic78]. Une estimation
empirique naturelle de ces param�etres a �egalement �et�e propos�ee par D�egerine
([D�eg86], [D�eg93]). Ces coe�cients sont aussi �a l'origine des m�ethodes de
maximum de vraisemblance approch�e [Kay83] ou exact [Pha88]. Pour les
processus p�eriodiquement corr�el�es, deux approches sont possibles : scalaire
ou vectorielle. En e�et la correspondance entre mod�eles ARP et V AR �etant
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bijective, les m�ethodes d'estimation du cas vectoriel donnent lieu �a des m�etho-
des pour la situation p�eriodique et inversement.

Concernant les approches scalaires, on trouve essentiellement trois m�e-
thodes. Celle de Pagano [Pag78] constitue une extension de la m�ethode
de Yule-Walker. Elle consiste �a ajuster le mod�ele ARP (p1; : : : ; pT ) dont la
structure est donn�ee par les autocovariances empiriques biais�ees usuelles sur
le domaine E(p1; : : : ; pT ) associ�e. On retrouve le probl�eme li�e �a l'utilisation
de la fonction d'autocovariance. En e�et, bien que ces coe�cients soient les
premiers coe�cients d'une fonction d'autocovariance, l'existence du mod�ele
n'est pas toujours assur�ee. C'est pourquoi nous pr�ef�erons retenir les m�ethodes
bas�ees sur les autocorr�elations partielles. Celles de Boshnakov [Bos94] et de
Sakai [Sak82] sont deux extensions di��erentes de la m�ethode de Burg. Nous
proposons d'�etendre la m�ethode des autocorr�elations partielles empiriques
([D�eg86], [D�eg93]) (ACPE) et celle des rapports d'�energies r�esiduelles
de Dickinson [Dic78] (RER) au cas p�eriodique. Les deux extensions de
Burg et ACPE sont regroup�ees dans une même m�ethodologie permettant
de les comparer sur le plan de la conception. En particulier, les contraintes
dans la construction r�ecursive des �ltres pour les m�ethodes de type Burg
constituent a priori un handicap. Par ailleurs, les singularit�es d'ordre �ni
sont estim�ees presque sûrement par ACPE ou RER; ce qui n'est plus vrai
pour les autres m�ethodes. Cependant dans ce cas, les �ltres traduisant les
singularit�es ne sont g�en�eralement pas coh�erents avec �̂(�; �); dont l'estimation
devrait alors être remise en cause. Le dernier point est que, contrairement
au cas stationnaire, ACPE est la seule m�ethode qui soit, en toute g�en�eralit�e,
r�ecursive sur l'ordre du mod�ele ARP:

Nous consid�erons ensuite les approches vectorielles. Ce sont �egalement
des extensions des m�ethodes du cas stationnaire scalaire. Cette g�en�eralisa-
tion est un point d�elicat. Comme dans le cadre th�eorique, la di�cult�e r�eside
dans le choix de la racine carr�ee pour normaliser l'autocovariance partielle.
Ainsi on trouve plusieurs extensions de la m�ethode de Burg, selon le choix du
proc�ed�e de normalisation. Celle de Nuttall [Nut76] (cf. aussi [Str77]) est
ind�ependante de ce choix alors que celle de Morf et coll. [Mor78b] utilise
une normalisation de type triangulaire inf�erieure dans les deux sens progres-
sif et r�etrograde. Le même proc�ed�e est utilis�e par Dickinson [Dic79] pour
�etendre sa m�ethode. D�egerine ([D�eg92], [D�eg94]) consid�ere plusieurs ex-
tensions des autocorr�elations partielles empiriques et donne un cadre g�en�eral
qui regroupe la plupart des m�ethodes d'estimation utilisant les matrices
d'autocorr�elation partielle. Nous consid�erons le rapport entre les approches
scalaire et vectorielle. La di��erence fondamentale est que les m�ethodes vec-
torielles n'estiment qu'une sous-classe de mod�eles ARP: Ce qui est en fait li�e
�a la sur-param�etrisation introduite dans les mod�eles V AR: On se restreint
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donc �a cette sous-classe a�n d'�etablir la correspondance entre approches vec-
torielle et scalaire. Par ailleurs, �a chaque m�ethode du cas p�eriodique con-
sid�er�ee pr�ec�edemment, correspond sur le plan de la conception une m�ethode
vectorielle. On trouve ainsi les homologues de la m�ethode de Yule-Walker, de
RER ([Dic79]), et d'ACPE ([D�eg92], [Pha92], [D�eg94]). Pour les tech-
niques de Burg, la m�ethode de Nuttall [Nut76] correspond �a celle de Bosh-
nakov [Bos94], et celle de Morf et coll. [Mor78b] �a celle de Sakai [Sak82].
Puisque ces m�ethodes vectorielles sont comparables dans leur conception �a
celles p�eriodiques, il parâ�t naturel d'�etudier si elles leur sont �equivalentes.
C'est-�a-dire si la structure p�eriodique r�esultante est la même. Notons que
pour les m�ethodes qui d�ependent du proc�ed�e de normalisation, on choisira
celui qui a permis de d�e�nir �(�) au troisi�eme chapitre. Cette �equivalence
est alors satisfaite pour les m�ethodes de Yule-Walker, de RER et d'ACPE;
mais pas pour les proc�edures de Burg.

Les di��erentes m�ethodes d'estimation sont ensuite analys�ees par simula-
tion. Les facteurs d�eterminants sont essentiellement la proximit�e du mod�ele
�a la singularit�e, la longueur de la s�equence et le type de param�etres �etudi�es.
Toutes les m�ethodes sont �equivalentes lorsque la s�erie observ�ee est longue et
le mod�ele r�egulier. Comme dans le cas stationnaire, ACPE et RER con-
duisent �a des r�esultats similaires. Ces m�ethodes sont celles qui pr�esentent
les meilleurs performances. Pour la m�ethode de Yule-Walker, on retrouve
le d�efaut classique dû au biais particuli�erement sensible sur s�eries courtes.
Ses r�esultats sont encore plus m�ediocres lorsque le mod�ele s'approche de la
singularit�e, y compris pour des s�eries longues. Pour les extensions de type
Burg scalaires, on observe essentiellement les mêmes ph�enom�enes que pour
la situation stationnaire. On retrouve leur mauvais comportement pour des
s�eries courtes, voire de longueur moyenne, issues d'un mod�ele proche de la
singularit�e. Ces m�ethodes sont �egalement sensibles �a l'ordre de grandeur des
coe�cients des �ltres du mod�ele, même si ce dernier est r�egulier. Ces mauvais
r�esultats semblent être dûs aux contraintes excessives dans la construction
r�ecursive des �ltres. En e�et, la comparaison de ces m�ethodes avec celles
vectorielles montrent que les proc�edures vectorielles, introduisant moins de
contraintes sur les �ltres, am�eliorent sensiblement les r�esultats. Cependant
leurs performances restent bien inf�erieures �a celles obtenues avec ACPE ou
RER: Notons que toutes les m�ethodes sont �equivalentes, sur les exemples con-
sid�er�es, dans l'estimation des autocorr�elations. Les di��erences portent sur les
autocorr�elations partielles et surtout sur les param�etres du mod�ele ARP con-
stitu�es des �ltres et des variances r�esiduelles. Les r�esultats sur l'estimation
autor�egressive dans le cadre des processus p�eriodiquement corr�el�es ont donn�e
lieu �a un rapport interne [Lam97a] ainsi qu'�a une pr�esentation au seizi�eme
Colloque GRETSI sur le Traitement du Signal et des Images [Lam97b].





Chapitre 1

Aspect temporel

Dans ce chapitre, X(�) = fX(t); t 2 ZZg d�esigne un processus (non sta-
tionnaire) scalaire centr�e �a valeurs complexes, d�e�ni sur un espace probabilis�e
(
;A; P ); et qui admet des moments d'ordre deux. Seule l'�etude de la struc-
ture au second ordre de X(�) �etant consid�er�ee, il est naturel d'utiliser une ap-
proche g�eom�etrique. C'est-�a-dire qu'on se place dans l'espace de Hilbert com-
plexe engendr�e par les composantes du processus, M = LfX(t); t 2 ZZg :
Les �el�ements deM sont des variables al�eatoires complexes centr�ees et le pro-
duit hermitien est d�e�ni par la covariance hU; V i = E

�
UV

	
: Le carr�e de

la norme repr�esente alors la variance, kUk2 = V ar(U); et l'orthogonalit�e
correspond �a la non corr�elation. La structure au second ordre de X(�)
est donc caract�eris�ee par sa fonction d'autocovariance R(�; �) = fR(t; s) =
hX(t); X(s)i ; (t; s) 2 ZZ2g: L'objet de ce chapitre est de montrer qu'elle l'est
�egalement par la fonction d'autocorr�elation partielle �(�; �) = f�(t; s); (t; s) 2
ZZ2g: Rappelons que �(t; s) est la corr�elation partielle entre X(t) et X(s)
dans l'ensemble fX(s); : : : ; X(t)g:

Même dans le cas stationnaire, la param�etrisation par les autocorr�elations
partielles est relativement r�ecente. Ramsey [Ram74], apr�es avoir d�e�ni les
coe�cients �(t; s) pour un processus quelconque, se restreint au cas station-
naire pour pr�eciser le domaine de variation de la fonction d'autocorr�elation
partielle et �etablir sa correspondance avec la fonction d'autocovariance. Ce
r�esultat est �egalement observ�e par Burg en 1975 [Bur75], dans le cadre du
traitement du signal, o�u ��(k) est appel�e coe�cient de r�eexion. En fait
cette �equivalence est un r�esultat classique en th�eorie des polynômes orthogo-
naux (cf. [Ger60]). On peut aussi reconnâ�tre l'usage des coe�cients �(t; s)
dans des articles du traitement du signal : [Des90], [Lev81] ou [Kai82].
Nous constatons que les quantit�es �(t; s) sont les �el�ements cl�es de la g�en�eral-
isation des algorithmes de Schur et Levinson-Durbin [Lev81] aux processus
non stationnaires dans le cas non localement d�eterminable. Cependant, il
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semble que la correspondance bijective entre les fonctions R(�; �) et �(�; �)
soit m�econnue.

Dans la premi�ere section, nous donnons quelques rappels sur la notion de
corr�elation partielle. Cette approche purement g�eom�etrique permet d'�etablir
de fa�con simple les propri�et�es de la fonction �(�; �) introduite �a la deuxi�eme
section. Dans cette derni�ere, apr�es avoir d�ecrit le domaine de variation
D� de cette fonction, nous pr�esentons un proc�ed�e qui permet de construire
une s�equence d'un processus de fonction d'autocorr�elation partielle connue.
Cette proc�edure prouve en particulier l'injectivit�e dans l'ensemble D� de
l'application qui �a R(�; �) associe �(�; �): Dans la troisi�eme section, l'extension
de l'algorithme de Levinson-Durbin au cas non stationnaire g�en�eral permet
d'obtenir la surjectivit�e de cette application. En�n dans la derni�ere section,
nous illustrons cette approche en consid�erant le cas des processus autor�egres-
sifs.

1.1 Corr�elation partielle

On peut reconnâ�tre le coe�cient de corr�elation partielle dans l'article
de Yule [Yul07]. Il s'agit maintenant d'une notion classique en statistique,
tout du moins pour des variables al�eatoires scalaires r�eelles, et pour une
utilisation standard. Il existe en e�et des d�eveloppements sur ce type de
coe�cients li�es �a la trigonom�etrie sph�erique (cf. [Des93]), comme l'identit�e
de Yule pr�esent�ee ci-apr�es, souvent m�econnus dans la litt�erature statistique,
mais tr�es r�epandus en traitement du signal. La corr�elation partielle joue en
e�et un rôle central dans les algorithmes r�ecursifs rapides pour la r�esolution
de probl�emes de moindres carr�es. C'est ainsi que le concept a �et�e �etendu �a
des vecteurs al�eatoires (cf. [Mor78a]).

Nous nous pla�cons ici dans le cadre de variables al�eatoires scalaires com-
plexes en ne retenant que les propri�et�es qui nous seront utiles pour la suite.
Soient W un �el�ement de M et N un sous-espace vectoriel ferm�e de M;
nous notons W=N la projection orthogonale (au sens de h�; �i) de W sur N ;
"(W=N ) =W �W=N ; l'erreur de pr�ediction lin�eaire associ�ee et �(W=N ) =
"(W=N )= k"(W=N )k ; le vecteur unitaire correspondant, lorsque k"(W=N )k
6= 0; sinon on convient de poser �(W=N ) = "(W=N ) = ~0:

D�e�nition 1.1.1. La corr�elation partielle entre deux �el�ements U et V de
M sachant un sous-espace ferm�e N ; not�ee �(U; V=N ); est d�e�nie par :

�(U; V=N ) = h�(U=N ); �(V=N )i :

On dit aussi que �(U; V=N ) est la corr�elation partielle entre U et V dans
l'ensemble fN ; U; V g : Notons que �(U; V=N ) = �(V; U=N ): Cette corr�elation
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partielle mesure la qualit�e de la liaison lin�eaire entre U et V qui ne r�esulte
pas de liaisons (lin�eaires) �eventuelles entre U ou V d'une part et les �el�ements
de N d'autre part. D'un point de vue g�eom�etrique �(U; V=N ) est le \cosinus
d'angle" entre les deux erreurs de pr�ediction lin�eaire de U et V par N :

On note fWg et fN ;Wg les sous-espaces deM engendr�es respectivement
par W et fN ;Wg : Le signe � repr�esente une somme orthogonale, �(U; V ) =
�(U; V=f~0g) la corr�elation habituelle, et j�j le module.

Proposition 1.1.1. La corr�elation partielle satisfait les propri�et�es suivantes :

a) j�(U; V=N )j � 1;

b) j�(U; V=N )j = 1, �(U=N ) = �(U; V=N )�(V=N ) et �(U; V=N ) 6= 0;

c) "(U=N ) = k"(U=N )k�(U; V=N )�(V=N )� "(U= fN ; V g);

d) k"(U= fN ; V g)k2 =
�
1� j�(U; V=N )j2

�
k"(U=N )k2 :

Les propri�et�es a) et b) sont des cons�equences imm�ediates de la d�e�nition
compte tenu de la convention qui conduit �a �(U;~0=N ) = 0: La propri�et�e c)
est fondamentale ; elle est obtenue en d�ecomposant la projection U= fN ; V g
sur la somme orthogonale fN ; V g = N � f�(V=N )g : La propri�et�e d), qui
d�ecoule de c), montre que j�(U; V=N )j2 mesure le gain relatif sur la variance
de l'erreur de pr�ediction de U par l'adjonction de V �a N :

Il n'existe pas de relations d'ordre entre les autocorr�elations partielles
obtenues en faisant varier le sous-espace N : Par exemple il est clair que
j�(U; V )j = 1 implique j�(U; V=N )j = 1 si U =2 N (cf. Propri�et�e b) ci-
dessus), mais on peut avoir j�(U; V=N )j = 1 et j�(U; V )j = 0: De même, dans
le cas r�eel, le signe de �(U; V=N ) peut varier avec N et en particulier être
di��erent de celui de �(U; V ): Il est facile de construire des exemples illustrant
ces points en remarquant qu'un vecteur W peut se d�e�nir par la somme des
deux composantes, W = W=N � "(W=N ); avec un choix arbitraire de ces
composantes.

Citons cependant, sans la d�emontrer car nous ne l'utiliserons pas ici,
l'identit�e de Yule [Yul07],

�(U; V= fN ;Wg) =
�(U; V=N )� �(U;W=N )�(V;W=N )�

1� j�(U;W=N )j2
�1
2
�
1� j�(V;W=N )j2

� 1
2

:

La Propri�et�e fondamentale c) permet d'�enoncer la proposition suivante.

Proposition 1.1.2. Deux �el�ements U et V de M et un sous-espace ferm�e
N satisfont, avec la convention 0�1=2 = 0;

�(U= fN ; V g) =
�
1� j�(U; V=N )j2

�� 1
2 f�(U=N )� �(U; V=N )�(V=N )g ;
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�(V= fN ; Ug) =
�
1� j�(V; U=N )j2

�� 1
2 f�(V=N )� �(V; U=N )�(U=N )g :

Les relations de la Proposition 1.1.2 d�e�nissent une rotation hyperbolique
dans le plan (cf. Figure 1.1 pour le cas r�eel) qui associe aux deux vecteurs uni-
taires, �(U=N ) et �(V=N ); deux autres vecteurs �(U= fN ; V g) et �(V= fN ;
Ug); �egalement unitaires, selon la matrice de passage :

1q
1� j�j2

�
1 ��
�� 1

�
; � = �(U; V=N ):

D'apr�es la proposition ci-dessus,

h�(U= fN ; V g); �(V= fN ; Ug)i = ��(U; V=N ) = �h�(U=N ); �(V=N )i :

Cette relation apparâ�t clairement sur la Figure 1.1.

η /V( N )

cos θ=ρ

θ

η (U /N )

η (U/{N ,V

η (V/ ,N U{ )}

})

Figure 1.1 : Rotation hyperbolique

1.2 Fonction d'autocorr�elation partielle

Dans la premi�ere sous-section, nous introduisons les innovations partielles
progressives et r�etrogrades permettant de d�e�nir la fonction d'autocorr�elation
partielle. Le domaine de variation de cette fonction est d�ecrit �a la deuxi�eme
sous-section. Dans la derni�ere sous-section, nous rappelons la d�ecomposition
de Wold-Cram�er. A cette occasion, nous pr�ecisons une classi�cation des
di��erents types de processus utilis�ee dans la suite.
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1.2.1 D�e�nitions et notations

La structure au second ordre du processusX(�) est usuellement param�etri-
s�ee par la fonction d'autocovariance,

R(t; s) = E
n
X(t)X(s)

o
= hX(t); X(s)i ; (t; s) 2 ZZ2:

Cette fonction satisfait la sym�etrie hermitienne, R(s; t) = R(t; s): Elle est
donc caract�eris�ee par sa restriction aux couples (t; s) satisfaisant s � t: Par
la suite nous veillerons �a conserver l'ordre s � t dans l'utilisation de ces
variables a�n de faciliter la reconnaissance des aspects progressifs et r�etro-
grades. La fonction R(�; �) est de type positif, c'est-�a-dire que pour s � t
la matrice Rs;t = fR(s+ i; s + j)gi;j=0;::: ;t�s est d�e�nie non n�egative (comme

matrice de covariance du vecteur al�eatoire [X(s); : : : ; X(t)]T ). La fonction
d'autocorr�elation partielle que nous pr�esentons ci-dessous caract�erise �egale-
ment la structure au second ordre de X(�); mais son domaine de variation
se d�ecrit de fa�con beaucoup plus simple. Pour t 2 ZZ; introduisons les sous-
espaces de M suivants :

M(s; t) = LfX(u); s � u � tg ; s � t;

M(�1; t) = LfX(u); u � tg ;

M(�1) =
\
t

M(�1; t):

Soient Xf(t; s) et Xb(s; t) les projections orthogonales de X(t) et X(s) res-
pectivement sur M(s; t � 1) et M(s + 1; t) avec la convention Xf(t; t) =
Xb(t; t) = ~0: Alors "f (t; s) = X(t) � Xf(t; s) et "b(s; t) = X(s) � Xb(s; t)
sont les innovations partielles d'ordre t � s � 0 respectivement progressive
et r�etrograde. Notons que dans les notations du type "f(t; s) ou "b(s; t); la
premi�ere variable indique l'instant t ou s en lequel est consid�er�ee l'erreur alors
que la seconde repr�esente l'instant limite s ou t sur lequel porte la r�egression.
Introduisons les innovations norm�ees,

�f(t; s) =
"f(t; s)

�f(t; s)
; �f2(t; s) =

"f(t; s)2 = V ar
�
"f(t; s)

	
;

�b(s; t) =
"b(s; t)

�b(s; t)
; �b2(s; t) =

"b(s; t)2 = V ar
�
"b(s; t)

	
;

avec la convention �f (t; s) = ~0 lorsque "f(t; s) = ~0 et son homologue dans le
sens r�etrograde.

La fonction d'autocorr�elation partielle d�ecrit, pour (t; s) parcourant ZZ2;
la corr�elation partielle entre X(t) et X(s) dans l'ensemble fX(s); : : : ; X(t)g :
De fa�con plus pr�ecise, avec les notations ci-dessus, on pose la d�e�nition sui-
vante.
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D�e�nition 1.2.1. La fonction d'autocorr�elation partielle du processus X(�);
not�ee �(�; �); est d�e�nie pour (t; s) 2 ZZ2 par :

�(t; s) =

8<
:


�f(t; s+ 1); �b(s; t� 1)

�
si s < t

kX(t)k2 si s = t:

�b(t; s� 1); �f(s; t+ 1)

�
si s > t

1.2.2 Domaine de variation de �(�; �)

On a convenu de poser �(t; t) = V ar fX(t)g au lieu de 1 a�n que la
fonction �(�; �) caract�erise �a elle seule la structure au second ordre de X(�):
Le module de cette fonction, pour s 6= t; est inf�erieur ou �egal �a 1, l'�egalit�e
traduisant les singularit�es d'ordre �ni. En e�et, pour s < t; j�(t; s)j = 1 si et
seulement si s est le plus grand entier tel que X(t) appartienne �a l'ensemble
LfX(s); : : : ; X(t� 1)g : La corr�elation partielle est alors par convention
�egale �a z�ero lorsqu'elle n'est pas d�e�nie, c'est-�a-dire aux points (t; s � k)
et (t + k; s); k � 1: De même, si une variable X(t) est nulle presque sûre-
ment, on a �(t; t � k) = �(t + k; t) = 0 pour k � 0: Plus pr�ecis�ement, la
fonction �(�; �) v�eri�ant la sym�etrie hermitienne, �(s; t) = �(t; s); est donc
caract�eris�ee par sa restriction �a l'ensemble

�
(t; s) 2 ZZ2; s � t

	
o�u elle satis-

fait les contraintes :

(i) �(t; t) � 0 et

�(t; t) = 0) �(t; s) = 0; s < t;

(ii) j�(t; s)j � 1; s < t et

j�(t; s)j = 1) �(t+ k; s) = �(t; s� k) = 0; k � 1:

Nous notons D� l'ensemble des fonctions d�e�nies sur ZZ2 qui satisfont les
contraintes ci-dessus. Nous verrons en e�et qu'il s'agit du domaine de varia-
tion de �(�; �): La Figure 1.2 illustre la simplicit�e de ce domaine. Utili-
sant la sym�etrie hermitienne, on consid�ere le demi-plan de ZZ2 d�e�ni par
l'ensemble

�
(t; s) 2 ZZ2; s � t

	
: Chaque symbole repr�esente les di��erents

types de valeurs prises par �(�; �) au point de ZZ2 correspondant. Ainsi dans
le cas o�u le processus ne pr�esente pas de singularit�es d'ordre �ni, la fonction
�(�; �) est r�eelle strictement positive sur la diagonale t = s; et son module
est strictement inf�erieur �a 1 hors de cette diagonale. Dans le cas contraire,
les bandes de z�eros horizontales et verticales proviennent de la convention
0�1 = 0:
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Figure 1.2 : Illustration de D�

La double r�ecurrence satisfaite par les innovations norm�ees ci-apr�es est
fondamentale. En particulier elle est �a la base du proc�ed�e de construction
donn�e par la Proposition 1.2.2.

Proposition 1.2.1. Les innovations partielles norm�ees satisfont, pour s <
t; les relations (0�1=2 = 0 par convention)

�f(t; s) =
�
1� j�(t; s)j2

�� 1
2
�
�f(t; s+ 1)� �(t; s)�b(s; t� 1)

	
;

�b(s; t) =
�
1� j�(s; t)j2

�� 1
2
�
�b(s; t� 1)� �(s; t)�f(t; s+ 1)

	
;

et les variances r�esiduelles sont donn�ees par

�f2(t; s) = �(t; t)
t�sY
j=1

�
1� j�(t; t� j)j2

�
; (1.1)

�b2(s; t) = �(s; s)
t�sY
j=1

�
1� j�(s; s+ j)j2

�
: (1.2)

Notons que ces relations, ainsi que les expressions des variances �f2(t; s) et
�b2(s; t); apparaissent dans [Lev81] et [Kai82]. La double r�ecurrence r�e-
sulte de la Proposition 1.1.2 appliqu�ee �a U = X(t); V = X(s) et N =
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fX(s+ 1); : : : ; X(t� 1)g : L'expression (1.1) d�ecoule de l'it�eration de la re-
lation �f2(t; s) = �f2(t; s + 1)

�
1� j�(t; s)j2

�
donn�ee par le point d) de la

Proposition 1.1.1. Il en est de même pour �b2(s; t):
Remarquons que �f2(t; s) ne d�epend que des autocorr�elations partielles

entre X(t) d'une part et les variables X(u); pour s � u < t; d'autre part.
La Proposition 1.2.3 de la sous-section qui suit montre qu'il en est de même
des coe�cients de l'expression de "f(t; s) en fonction d'une base orthonorm�ee
naturelle du pass�e de X(t) et plus g�en�eralement de la description même de
X(t) sur son pass�e.

Nous montrons ci-dessous que le domaine de variation de �(�; �) est l'ensem-
ble D� d�ecrit plus haut.

Proposition 1.2.2. Soient fZ(t); t 2 ZZg une suite orthonormale et �(�; �)
un �el�ement de D�. Alors, pour tout s de ZZ; la s�equence fX(t); t � sg d�e�nie
pour t = s; s+ 1; : : : ; par :

�f(t; s) = Z(t) si �f(t; s) > 0, ~0 sinon,

pour k = s; : : : ; t� 1 :

�f(t; k + 1) =
�
1� j�(t; k)j2

� 1
2 �f(t; k) + �(t; k)�b(k; t� 1);

�b(k; t) =
�
1� j�(k; t)j2

�� 1
2
�
�b(k; t� 1)� �(k; t)�f(t; k + 1)

	
;

X(t) = [�(t; t)]
1
2 �f(t; t); �b(t; t) = �f(t; t);

admet une fonction d'autocorr�elation partielle qui co��ncide avec �(�; �) sur le
domaine

�
(u; t) 2 ZZ2; u; t = s; s+ 1; : : :

	
:

D�emonstration.-On suppose avoir construit la s�equence fX(u); u = s; : : : ;
t� 1g en fonction des variables Z(u); u = s; : : : ; t� 1; de telle sorte que ses
autocorr�elations partielles co��ncident avec la restriction de �(�; �) �a f(u; v) 2
ZZ2; u; v = s; : : : ; t� 1

	
: De plus on dispose de la base

�
�b(k; t� 1); k = s;

: : : ; t� 1g de l'espaceM(s; t�1) correspondant. Notons que ces hypoth�eses
n'engagent �a rien pour t = s; mais qu'elles sont aussi v�eri��ees pour t = s+1
apr�es avoir e�ectu�e le premier pas de r�ecurrence :

�f(s; s) = �b(s; s) = Z(s); X(s) = �(s; s)
1
2 �f(s; s):

L'algorithme, �a travers la premi�ere relation de r�ecurrence, d�e�nit la variable
X(t) sous la forme,

X(t) =
t�1X
k=s

�f (t; k + 1)�(t; k)�b(k; t� 1) + �f(t; s)�f(t; s);

o�u �f(t; s) = Z(t) est orthogonal �aM(s; t�1): Il s'en suit que cette d�e�nition
�equivaut �a X(t) = Xf(t; s) + �f(t; s)�f(t; s) o�u les notations sont en accord
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avec leur signi�cation habituelle. En particulier �f (t; s) est la norme de
"f(t; s): Compte tenu du choix de la base de M(s; t� 1); on a

"f(t; s+ 1) = X(t)�Xf(t; s+ 1)

= �f (t; s+ 1)�(t; s)�b(s; t� 1) + �f (t; s)�f(t; s);"f(t; s+ 1)
2 = �f2(t; s+ 1) j�(t; s)j2 + �f2(t; s) = �f2(t; s+ 1);



"f(t; s+ 1); �b(s; t� 1)

�
= �f(t; s+ 1)�(t; s):

Ainsi �f2(t; s+1) est la norme de "(t; s+1) et �(t; s) est la corr�elation partielle
entre X(t) et X(s): Cette r�ecurrence se poursuit pour j = s+ 2; : : : ; t; avec

"f(t; j) =

j�1X
k=s

�f (t; k + 1)�(t; k)�b(k; t� 1) + �f (t; s)�f(t; s);

"f(t; j)2 =

j�1X
k=s

�f2(t; k + 1) j�(t; k)j2 + �f2(t; s)

=

j�1X
k=s+1

�f2(t; k + 1) j�(t; k)j2 + �f2(t; s+ 1) = : : : = �f2(t; j);



"f(t; j); �b(j � 1; t� 1)

�
= �f(t; j)�(t; j � 1):

Ainsi �f2(t; j) est la norme de "(t; j) et �(t; j � 1) est la corr�elation partielle
entre X(t) et X(j � 1): En�n

kX(t)k2 =
t�1X
k=s

�f2(t; k + 1) j�(t; k)j2 + �f2(t; s) = �(t; t):

La premi�ere partie de l'hypoth�ese de r�ecurrence �a l'�etape t est acquise. Par
cons�equent la deuxi�eme relation de r�ecurrence de l'algorithme construit ef-
fectivement la nouvelle base

�
�b(k; t); k = s; : : : ; tg de l'espace M(s; t):}

Cet algorithme permet de simuler facilement une s�equence de structure
donn�ee avec un coût de stockage r�eduit. En e�et la variable X(t) est obtenue
en fonction du pass�e r�esum�e par �b(k; t� 1); k = s; : : : ; t� 1; de l'innovation
apport�ee par Z(t) et des valeurs �(t; k); k = s; : : : ; t: Il est clair que l'on
peut proc�eder dans le sens inverse du temps. Par ailleurs, partant de t = 0;
une s�equence bilat�erale fX(t); t 2 ZZg ; dans laquelle X(�t) et X(t) sont
g�en�er�es alternativement, peut être associ�ee de fa�con analogue �a un �el�ement
�(�; �) de D�: A l'�etape t; on dispose de X(�t+1); : : : ; X(t� 1); c'est-�a-dire
de �b(k; t � 1) et �f(�k;�t + 1) pour k = �t + 1; : : : ; t � 1: Les nouvelles
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variables X(t) et X(�t) sont obtenues de la mani�ere suivante :

X(t) = Xf(t;�t + 1) + "f(t;�t+ 1)

=
t�1X

k=�t+1

�f (t; k + 1)�(t; k)�b(k; t� 1) + �f(t;�t + 1)Z(t);

X(�t) = Xb(�t; t) + "b(�t; t)

=
tX

k=�t+1

�b(�t; k � 1)�(�t; k)�f(k;�t + 1) + �b(�t; t)Z(�t);

o�u �f2(t; k) et �b2(�t; k) sont d�etermin�ees selon les relations (1.1) et (1.2) de
la Proposition 1.2.1.

Ainsi partant d'un �el�ement �(�; �) de D�; il est possible de construire une
suite non stationnaire fX(t); t 2 ZZg qui admette �(�; �) comme fonction
d'autocorr�elation partielle. Ceci prouve la surjectivit�e dans l'ensemble D�

de l'application qui �a R(�; �) associe �(�; �): Les relations de l'algorithme de
Levinson-Durbin G�en�eralis�e (LDG), d�ecrites dans la section suivante, sont
n�ecessaires pour assurer l'injectivit�e.

1.2.3 D�ecomposition de Wold-Cram�er

Soit Xf (t;�1) la projection orthogonale de X(t) sur M(�1; t � 1);
alors "(t) = X(t) � Xf (t;�1) est le processus d'innovation (progressive).
Nous notons �"(t) sa norme et �(t) l'innovation norm�ee, avec pour con-
vention �(t) = ~0 si �"(t) = 0: Un processus X(�) est dit d�eterminable
lorsque M(�1) = M: Comme dans le cas stationnaire, ceci �equivaut �a
M(�1; t) = M(�1; t � 1) pour tout t; ou encore �2"(t) = 0 pour tout t:
Les processus qui ne satisfont pas la contrainte M(�1) =M; sont dits in-
d�eterminables. Dans la litt�erature, on utilise �egalement les termes \(lin�eaire-
ment) singuliers" et \non (lin�eairement) singuliers" pour d�esigner les proces-
sus respectivement d�eterminables et ind�eterminables. La proposition ci-apr�es
montre comment la classe des processus ind�eterminables est facilement carac-
t�eris�ee par la fonction d'autocorr�elation partielle. L'orthogonalisation, par le
proc�ed�e de Gram-Schmidt, des variables X(t� 1); X(t� 2); : : : ; engendrant
le pass�e de X(t); montre que les innovations partielles norm�ees r�etrogrades
�b(t� 1� k; t� 1); k = 0; 1; : : : ; forment une base orthonorm�ee de ce pass�e
(les variables �eventuellement nulles �etant �elimin�ees).

Proposition 1.2.3. A chaque instant t �x�e, la d�ecomposition orthogonale
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de X(t) sur son pass�e et son innovation est donn�ee par :

X(t) = "(t) +
+1X
k=1

�(t; t� k)�f (t; t� k + 1)�b(t� k; t� 1): (1.3)

De plus la variance de "(t) satisfait,

�2"(t) = �(t; t)
+1Y
k=1

�
1� j�(t; t� k)j2

�
:

D�emonstration.- On peut d�eduire de la Proposition 1.2.1, ou directement
par projection de X(t) sur la somme orthogonale,

M(t� n; t� 1) =M(t� n + 1; t� 1)� L
�
�b(t� n; t� 1)

	
;

la relation

"f(t; t� n) = "f(t; t� n+ 1)� �(t; t� n)�f(t; t� n + 1)�b(t� n; t� 1):

Par it�eration, on obtient

"f(t; t� n) = X(t)�
nX

k=1

�(t; t� k)�f (t; t� k + 1)�b(t� k; t� 1):

La projection de Xf(t;�1) sur M(t � n; t � 1) est �egale �a Xf (t; t � n):
La limite en moyenne quadratique, Xf(t;�1) = l:i:m:X(t; t � n); donne
"f(t) = l:i:m:"f (t; t� n) et justi�e (1.3). Par suite

�2"(t) = lim
n!+1

�f2(t; t� n) = �(t; t)
+1Y
k=1

�
1� j�(t; t� k)j2

�
:}

On v�eri�e ainsi qu'�a chaque instant t; le pr�esent X(t) se d�ecrit en fonction
du pass�e et de l'innovation �(t) �a travers les seules valeurs �(t; t�k); k � 0; de
la fonction d'autocorr�elation partielle. En particulier X(�) est un processus
ind�eterminable si et seulement si il existe t 2 ZZ tel que

�(t; t) > 0; j�(t; t� k)j < 1; k � 1;
+1X
k=1

j�(t; t� k)j2 < +1:

En e�et les contraintes ci-dessus sont �equivalentes �a �2"(t) > 0:

Parmi les processus ind�eterminables, on distingue les processus pour
lesquels M(�1) = f~0g: Ces derniers sont dits purement ind�eterminables.
On rencontre �egalement le terme \r�egulier" pour les d�esigner. Par ailleurs,
l'espace M(�1; t) se d�ecompose selon (cf. [Cra61] : Lemme 1, p. 63),

M(�1; t) =M"(�1; t)�M(�1);
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o�u M"(�1; t) = Lf"(s); s � tg: Ainsi lorsque X(�) est purement ind�eter-
minable, on a pour tout t;

X(t) =
+1X
k=0

b(t; t� k)"(t� k); h(t; t) = 1;

et

R(t; t) =
+1X
k=0

jb(t; t� k)j2 �2"(t� k) < +1:

R�eciproquement soitX(�) un processus d�e�ni par la s�erie ci-dessus en fonction
d'une suite ~"(�) = f~"(t); t 2 ZZg de variables al�eatoires centr�ees non corr�el�ees.
Alors l'espaceM(�1; t) est inclus dansM~"(�1; t) avec �egalit�e lorsque ~"(�)
est le processus d'innovation, et par suite,\

t

M(�1; t) �
\
t

M~"(�1; t) =
n
~0
o
:

Ainsi le processus X(�) est purement ind�eterminable. La d�ecomposition
de Wold-Cram�er a �et�e �etablie par Wold [Wol54] dans le cas stationnaire
scalaire et �etendue par Cram�er [Cra61] aux processus vectoriels non station-
naires. Elle indique que tout processus est la somme d'un processus purement
ind�eterminable et d'un d�eterminable, ces deux processus �etant non corr�el�es
entre eux. Plus pr�ecis�ement, nous avons le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 1.2.1. Un processusX(�) non stationnaire se d�ecompose de fa�con
unique sous la forme suivante,

X(t) = U(t) + V (t); t 2 ZZ;

o�u U(�) et V (�) sont deux processus non corr�el�es entre eux tels que pour
tout t 2 ZZ; U(t) et V (t) appartiennent �a M(�1; t): De plus U(�) est un
processus purement ind�eterminable et V (�) est un processus d�eterminable.
D'autre part, le processus U(�) admet la repr�esentation,

U(t) =
+1X
k=0

b(t; t� k)"(t� k); b(t; t) = 1; t 2 ZZ;

o�u "(t) est le processus d'innovation et
P+1

k=0 jb(t; t� k)j2 �2"(t� k) < +1:

Nous ne donnons pas la d�emonstration de ce th�eor�eme qui est d�etaill�ee dans
[Cra61] (cf. Th�eor�eme 1, p. 63). Notons que pour t 2 ZZ; les varia-
bles U(t) et V (t) sont les projections de X(t) sur M"(�1; t) et M(�1):
Par ailleurs contrairement au cas stationnaire, le processus X(�) peut être
purement ind�eterminable avec cependant �2"(t) = 0 en certains instants t:
Ceci provient d'une singularit�e d'ordre soit �ni (j�(t; t� k)j = 1) soit in�ni
(
P+1

k=1 j�(t; t � k)j2 = +1). Dans ce cas, on peut obtenir l'unicit�e des
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coe�cients de la d�ecomposition de X(t) sur son processus d'innovation en
posant b(t; t� k) = 0 lorsque "(t� k) = 0:

Dans le cas stationnaire un processus est dit lin�eairement singulier d'ordre
d lorsque la dimension deM est �nie et �egale �a d: Il satisfait alors l'�equation
aux di��erences d'ordre (minimal) d traduisant la nullit�e des innovations
d'ordre sup�erieur ou �egal �a d :

dX
k=0

a(k)X(t� k) =
dX

k=0

a(k)X(t+ k) = 0; t 2 ZZ:

R�eciproquement s'il existe t et a(k); k = 0; : : : ; d; d+1 constantes non toutes
nulles tels que,

dX
k=0

a(k)X(t� k) = 0;

alors la dimension deM est inf�erieure ou �egale �a d: Notons que cette situation
correspond sur le plan de la fonction d'autocorr�elation partielle �a :

j�(k)j < 1, 1 � k < d < +1; j�(d)j = 1; �(k) = 0, k > d:

Ainsi lin�eairement singulier d'ordre d implique d�eterminable. Dans le cas
non stationnaire, ces propri�et�es ne sont plus satisfaites. Lorsque l'espace
M est de dimension d �nie, la dimension de M(�1; t) peut être �egale �a
d uniquement �a partir d'un certain instant t0: En particulier il peut exister
t � t0 tel que �

2
"(t) > 0; et par suite �(t; t) 6= 0 et j�(t; t� k)j < 1 pour tout

k 2 IN �: Par cons�equent le processus n'est plus n�ecessairement d�eterminable.
Par ailleurs, on peut avoir j�(t; t � k)j = 1 �a un instant t; sans que pour
autant la dimension de M soit �nie. Dans la situation non stationnaire, il
est donc n�ecessaire de distinguer le cas o�u le processus pr�esente des singulari-
t�es d'ordre �ni puisqu'il n'y a plus d'�equivalence avec lin�eairement singulier
d'ordre �ni. Un processus sera dit localement d�eterminable si il existe t 2 ZZ
tel que �(t; t) = 0 ou j�(t; t � k)j = 1; pour un retard k 2 IN �: Dans
le cas contraire, il sera dit non localement d�eterminable. Remarquons que
non localement d�eterminable n'exclut pas le cas �2"(t) = 0 provenant d'une
singularit�e d'ordre in�ni.

1.3 Algorithme de Levinson-Durbin G�en�era-

lis�e

Lev-Ari et coll. [Lev81] ont �etendu les algorithmes de Schur et de
Levinson-Durbin aux processus non stationnaires et non localement d�eter-
minable (i.e. dont les matrices de covariance sont non d�eg�en�er�ees). Leur algo-
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rithme de type Levinson-Durbin d�etermine, de mani�ere r�ecursive sur l'ordre,
les coe�cients des innovations partielles normalis�ees �f(v; u) et �b(u; v) pour
s � u � v � t; �a partir de la fonction d'autocovariance connue sur le do-
maine [s; : : : ; t]2 : Par suite il fournit, de fa�con non standard, la d�ecompo-
sition de Cholesky de l'inverse de n'importe quelle matrice de covariance
non d�eg�en�er�ee. La d�ecomposition de la matrice de covariance elle-même est
donn�ee par l'algorithme de type Schur. Comme dans le cas stationnaire, les
param�etres �(u; v) sont les �el�ements cl�es de ces deux algorithmes. N�ean-
moins la correspondance biunivoque entre les fonctions R(�; �) et �(�; �) n'est
pas �evoqu�ee. L'objectif de Lev-Ari et coll. �etait plutôt d'�etendre ces deux
algorithmes au cas non stationnaire pour se restreindre ensuite �a une classe
de processus proches de la stationnarit�e a�n de diminuer leur coût de calcul.
L'algorithme de Levinson-Durbin G�en�eralis�e (LDG), que nous donnons ci-
dessous, a la même structure que celui de [Lev81], mais est �etendu au cas
localement d�eterminable. Comme nous l'avons d�ej�a constat�e, cette situation,
qui n'est pas usuelle pour un processus stationnaire, est plus vraisemblable
dans le cas non stationnaire. Par ailleurs, cet algorithme permet de d�eter-
miner les coe�cients �(u; v); pour (u; v) 2 [s; : : : ; t]2 ; connaissant ceux de
la fonction R(�; �) sur le même domaine, mais la correspondance inverse s'en
d�eduit imm�ediatement.

A chaque �etape n; l'algorithme d�etermine (cf. (1.6), (1.7), (1.8) et (1.9)
ci-apr�es) les coe�cients (pas n�ecessairement uniques) de la d�ecomposition de
"f(k; k � n) et "b(k � n; k) sur M(k � n; k); soit :

"f(k; k � n) =
nP
j=0

afk(n; j)X(k � j); afk(n; 0) = 1;

"b(k � n; k) =
nP
j=0

abk(n; j)X(k � n+ j); abk(n; 0) = 1:

En e�et, les quantit�es "f(k; k � n) et "b(k � n; k) ainsi construites sont don-
n�ees en fonction de celles obtenues �a l'�etape pr�ec�edente, selon les relations
r�esultant de celles de la Proposition 1.2.1,

"f(k; k� n) = "f(k; k� n+ 1)� �(k; k� n)
�f (k; k � n + 1)

�b(k � n; k � 1)
"b(k� n; k� 1);

"b(k � n; k) = "b(k� n; k� 1)� �(k� n; k)
�b(k � n; k � 1)

�f(k; k � n+ 1)
"f(k; k� n+ 1):

On montre ainsi, par r�ecurrence, que les variables ci-dessus sont orthogonales
�a tout �el�ement respectivement deM(k�n; k�1) et deM(k�n+1; k); c'est-
�a-dire correspondent aux innovations d'ordre n: La d�e�nition de la fonction
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d'autocorr�elation partielle conduit �a

�(k; k � n) =



"f(k; k � n+ 1); X(k � n)

�
�f (k; k � n+ 1)�b(k � n; k � 1)

:

Si �f (k; k � n + 1) ou �b(k � n; k � 1) est nul, alors le membre de gauche
ainsi que le terme divis�e par z�ero, dans l'expression ci-dessus, sont nuls.
L'�egalit�e (1.4) ci-apr�es est celle qui r�esulte de cette expression avec la conven-
tion 0�1 = 0: Les relations de (1.5) d�eterminent les variances des innovations
d'ordre n utiles pour l'�etape suivante. Sous forme algorithmique, on obtient
la proc�edure suivante.

Algorithme 1.3.1. (LDG)
Pour k = s; : : : ; t :

R(k; k) = �(k; k) = �f2(k; k) = �b2(k; k):

Pour n = 1; : : : ; t� s :

pour k = s+ n; : : : ; t; avec les conventions
0P

j=1

: : : = 0 et 0�1 = 0 :

�(k; k � n) =

R(k; k � n) +
n�1P
j=1

afk(n� 1; j)R(k � j; k � n)

�f(k; k � n+ 1)�b(k � n; k � 1)
; (1.4)

si n 6= t� s et k � s+ n+ 1 :

�f2(k; k � n) =
h
1� j�(k; k � n)j2

i
�f2(k; k � n+ 1);

�b2(k � n� 1; k � 1) =
h
1� j�(k � n� 1; k � 1)j2

i
�b2(k � n� 1; k � 2);

(1.5)

afk(n; n) = ��(k; k � n)
�f(k; k � n+ 1)

�b(k � n; k � 1)
; (1.6)

abk(n; n) = ��(k � n; k)
�b(k � n; k � 1)

�f (k; k � n + 1)
; (1.7)

pour j = 1; : : : ; n� 1 :

afk(n; j) = afk(n� 1; j) + afk(n; n)a
b
k�1(n� 1; n� j); (1.8)

abk(n; j) = abk�1(n� 1; j) + abk(n; n)a
f
k(n� 1; n� j): (1.9)

La convention 0�1 = 0 est n�ecessaire dans le cas localement d�eterminable.
En e�et lorsque �b(k � n; k � 1) = 0; la convention conduit aux relations
afk(n; j) = afk(n � 1; j); j = 1; : : : ; n � 1; afk(n; n) = 0; coh�erentes avec
l'�egalit�e "f(k; k�n) = "f(k; k�n+1) qui r�esulte de "b(k�n; k� 1) = 0: Un
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raisonnement analogue pour l'expression (1.9) dans le sens r�etrograde �nit de
justi�er cette convention. Remarquons que dans ces expressions, la division
par z�ero n'a lieu que si la quantit�e �(k; k � n) est d�ej�a nulle. En particulier
une division par z�ero en (1.6) (i.e. �b(k� n; k� 1) = 0) implique �egalement,
en (1.7), que abk(n; n) = 0 et par suite, en (1.9), que les premiers coe�cients
de "b(k � n; k) sont ceux de l'innovation de "b(k � n; k � 1); le dernier �etant
nul.

Le choix des coe�cients af� (�; �) et a
b
� (�; �) est obtenu par le proc�ed�e de

construction lui-même. Ces coe�cients sont uniques lorsque le processus
consid�er�e est non localement d�eterminable. Dans le cas contraire, le choix de
l'algorithme peut conduire �a des coe�cients non nuls pond�erant des variables
nulles presque sûrement. Supposons que la variable X(k) puisse s'exprimer
comme une combinaison lin�eaire �nie de son pass�e. Soit n le plus petit
entier strictement positif tel que X(k) 2 M(k � n; k � 1): Il est naturel de
souhaiter que les coe�cients pond�erant la variable X(k � n) (resp. X(k))
soient nuls pour toutes les innovations "f(v; u) (resp. "b(u; v)), s � u �
k � n � k � v � t: Suite �a la remarque pr�ec�edente, ce choix est clairement
assur�e pour "f(k; u) et "b(k�n; v);mais ne l'est pas forc�ement pour les autres
innovations. N�eanmoins, ce nouveau jeu de coe�cients peut être obtenu �a
partir de celui qu'impose l'algorithme en rempla�cant, dans la situation d�ecrite
ci-dessus, la variable X(k � n) par

Pn
j=1 a

b
k(n; j)X(k � n + j) et X(k) parPn

j=1 a
b
k(n; j)X(k � j): Ceci doit être r�ealis�e �a partir de la connaissance de

l'ensemble des couples (ki; ni) v�eri�ant j�(ki; ki � ni)j = 1: Pour le cas trivial
X(k) = 0 p:s:; �equivalent �a �(k; k) = 0; il su�t de poser �egaux �a z�ero tous
les coe�cients pond�erant cette variable.

L'Algorithme LDG montre que la relation entre les fonctions R(�; �) et
�(�; �) est plus forte que la bijection usuelle entre deux ensembles de fonctions
au sens de la remarque suivante.

Remarque 1.3.1. La bijection entre �(�; �) et R(�; �) est de nature temporelle
au sens o�u leurs restrictions �a [s; : : : ; t]2; c'est-�a-dire les param�etrisations de
la structure de fX(s); : : : ; X(t)g ; sont en correspondance biunivoque.

L'extension au cas localement d�eterminable de l'algorithme de Levinson-
Durbin permet de d�eterminer une d�ecomposition de Cholesky de l'inverse
(g�en�eralis�e) de n'importe quelle matrice hermitienne d�e�nie non n�egative. En
e�et, rappelons que Rs;t = fR(s+ i; s+ j)gi;j=0;::: ;t�s ; repr�esente la matrice
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de covariance du vecteur al�eatoire [X(s); : : : ; X(t)]T et notons

"fs;t =

0
BBB@

"f(s; s)
"f(s+ 1; s)

...
"f(t; s)

1
CCCA = Af

s;t

0
BBB@

X(s)
X(s+ 1)

...
X(t)

1
CCCA ;

o�u

Af
s;t =

0
BBB@

1

afs+1(1; 1) 1 (0)
...

. . . . . .

aft (t� s; t� s) : : : aft (t� s; 1) 1

1
CCCA

et

E
n
"fs;t"

f
s;t

�
o
=

0
BBB@

�f2(s; s)
�f2(s+ 1; s) (0)

(0)
. . .

�f2(t; s)

1
CCCA = �f2

s;t;

o�u � d�esigne le transpos�e conjugu�e. Alors une d�ecomposition d'un inverse
g�en�eralis�e Rs;t

� de la matrice de covariance Rs;t est donn�ee par Rs;t
� =

Af
s;t

�
�f2
s;t

+
Af
s;t; o�u les coe�cients des matrices �f2

s;t et A
f
s;t sont fournis par

l'algorithme. La matrice diagonale �f2
s;t

+
est l'inverse g�en�eralis�e de �f2

s;t obtenu
en inversant les termes non nuls. Cette d�ecomposition n'est qu'un sous-
produit de l'Algorithme 1.3.1 qui d�etermine en fait tous les coe�cients des
innovations "f(v; u) et "b(u; v); s � u � v � t: Ce proc�ed�e, qui permet
d'obtenir une d�ecomposition de Cholesky d'une matrice hermitienne d�e�nie
non n�egative, n'est pas standard mais rejoint celui propos�e par Delsarte et
coll. [Del80] dans le cas non localement d�eterminable.

La d�ecomposition �f2
s;t = Af

s;tRs;tA
f
s;t

�
; implique que les d�eterminants des

matrices Rs;t et �
f2
s;t sont identiques et par suite

detRs;t =
tY

k=s

�f2(k; s);

ou encore, en termes d'autocorr�elations partielles (cf. Proposition 1.2.1)

detRs;t =

"
tY

k=s

�(t; t)

#
tY

k=s+1

k�sY
j=1

�
1� j�(k; k � j)j2

�
:

Remarquons que dans l'expression de ce d�eterminant interviennent toutes les
autocorr�elations partielles �(u; v); s � u � v � t: Lorsque le processus est
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stationnaire, on retrouve la formule

detRt�s = detRn = �(0)n+1
nY

j=1

�
1� j�(j)j2

�n+1�j
:

Une matrice sym�etrique est d�e�nie positive si et seulement si le d�etermi-
nant de certains mineurs principaux est strictement positif (cf. [Gan60] :
th�eor�eme 19, p. 337). Ainsi l'expression de detRs;t et l'Algorithme LDG
assurent imm�ediatement la correspondance biunivoque entre R(�; �) et �(�; �)
dans le cas non localement d�eterminable. C'est l'approche utilis�ee par Ram-
sey [Ram74] pour les processus stationnaires non lin�eairement singuliers
d'ordre �ni. La condition detRs;t � 0; pour tout (s; t); n'est pas su�sante
dans le cas localement d�eterminable. Il est alors n�ecessaire d'exhiber un pro-
cessus X(�) admettant la fonction R(�; �); associ�ee �a �(�; �) par l'Algorithme
LDG; comme fonction d'autocovariance. C'est le rôle du proc�ed�e construc-
tif que donne la Proposition 1.2.2. La d�emonstration de Ramsey [Ram74],
pour le cas stationnaire, invoque �egalement le processus lin�eairement sin-
gulier, mais comporte une l�eg�ere erreur dans la preuve de la condition su�-
sante. Par ailleurs celle de la condition n�ecessaire, qui utilise l'expression des
d�eterminants, ne s'�etend pas au cas non stationnaire.

Notons en�n que cet algorithme permet de tester facilement la positivit�e
d'une matrice Rs;t donn�ee et de d�ecrire l'ensemble des fonctions d�e�nies non
n�egatives R(�; �) qui �etendent cette s�erie de valeurs. Pour la classe des pro-
cessus p�eriodiquement corr�el�es (cf. section 3.1), cet algorithme co��ncide avec
celui propos�e par Sakai [Sak83] dans le cas non localement d�eterminable et
�etendu par Pham [Pha92] �a la situation g�en�erale.

1.4 Mod�eles autor�egressifs

Dans cette section, nous proposons une d�e�nition du mod�ele autor�e-
gressif li�ee �a l'approche en termes d'autocorr�elations partielles. C'est-�a-dire
que nous faisons en sorte que, comme dans le cas stationnaire, cette classe
de processus soit facilement caract�eris�ee par la fonction �(�; �): Cependant
la non-stationnarit�e entrâ�ne la perte de certaines propri�et�es. Nous rap-
pelons ci-apr�es quelques points remarquables du cas stationnaire pour justi-
�er l'approche retenue dans le cas non stationnaire.

En toute g�en�eralit�e, on peut dire qu'un processus X(�) est autor�egressif
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d'ordre p lorsqu'il satisfait une �equation aux di��erences stochastique,
pX

k=0

~a(k)X(t� k) = ~"(t); t 2 ZZ; ~a(0) = 1; ~a(p) 6= 0; (1.10)

dans laquelle ~"(�) est un bruit blanc de variance ~�2" : Soit F la mesure spectrale
d'un processus stationnaire satisfaisant (1.10), alors on a n�ecessairement

~�2"
2�
d� =

�� ~'b(e�i�)��2 dF (�);
o�u ~'b(z) =

Pp
k=0 ~a(k)z

k: Lorsque ~'b(�) poss�ede des racines de module 1,
la variance ~�2" doit être nulle. Le processus est alors lin�eairement singulier
d'ordre d � p et satisfait

dX
k=0

a(k)X(t� k) = 0; t 2 ZZ; a(0) = 1; a(d) 6= 0;

avec 'b(z) =
Qd

k=1(1�z=~zk); les racines simples ~zk �etant prises parmi celles de
~'b(�) qui sont de module 1. Notons que ces racines caract�erisent uniquement
le support de F (�) qui comporte exactement d fr�equences distinctes modulo
2�; �k; k = 1; : : : ; d; d�e�nies par ~zk = e�i�k : Dans le cas contraire, la solution
est unique et sa mesure spectrale, qui est absolument continue, admet la
densit�e

f(�) =
~�2"
2�

�� ~'b(e�i�)���2 :
Ainsi l'�equation (1.10) admet toujours une solution stationnaire, avec ~�2" = 0
lorsque ~'b(�) poss�ede des racines situ�ees sur le cercle unit�e. Par ailleurs soit
X(�) une solution de (1.10) stationnaire, alors ce processus admet une autre
repr�esentation du même ordre :

pX
k=0

a(k)X(t� k) = "(t); t 2 ZZ; a(0) = 1; a(p) 6= 0; (1.11)

o�u "(�) est le processus d'innovation. Notons que ce r�esultat est imm�ediat
lorsque X(�) est lin�eairement singulier puisque dans ce cas "(t) = 0; pour
tout t: Sinon les coe�cients de l'�equation (1.11) sont obtenus de la fa�con
suivante. Le polynôme ~'b(�) est modi��e a�n qu'il ne poss�ede plus de racine
�a l'int�erieur du disque unit�e sans changer la densit�e f(�): En e�et soit � une
racine de ~'b(�) situ�ee �a l'int�erieur du disque. Alors le polynôme

1� �z

1� 1
�
z
~'b(z);

admet 1=� comme racine �a la place de �: L'�egalit�e j� � zj = j1 � �zj sur
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jzj = 1; implique que����1� �z

1� 1
�
z
~'b(z)

���� = j�j
�� ~'b(z)�� ; jzj = 1:

Ainsi en e�ectuant cette modi�cation pour chaque racine situ�ee �a l'int�erieur
du disque, on obtient

f(�) =
�2"
2�

��'b(e�i�)���2 ;
o�u 'b(z) =

Pp
k=0 a(k)z

k est un polynôme dont toutes les racines sont �a
l'ext�erieur du disque et �2" est la variance ~�2" multipli�ee par le produit des
carr�es des modules des racines de ~'b(�) situ�ees �a l'int�erieur. Le processus
X(�) satisfait alors l'�equation (1.11) caract�eris�ee par 'b(z) 6= 0 pour jzj � 1:
Notons que dans ce cas, le polynôme 'f (z) = zp'b(1=z) est dit stable. Nous
montrons ci-apr�es que "(�) dans (1.11) est alors le processus d'innovation.
Dans le cas o�u 'b(z) 6= 0 pour jzj � 1; le d�eveloppement de Laurent de
l'inverse de 'b(�) est unilat�eral,

1

'b(z)
=

+1X
k=0

b(k)zk; b(0) = 1;

et conduit �a

X(t) =
+1X
k=0

b(k)"(t� k); t 2 ZZ;

qui avec (1.11), donne le r�esultat. Les mod�eles autor�egressifs stationnaires
d'ordre p (AR(p)) peuvent donc être d�e�nis �a partir de l'�equation (1.11) en
imposant que "(�) soit le processus d'innovation. Pour assurer l'unicit�e de
cette repr�esentation, nous imposons aussi que l'�equation soit d'ordre mini-
mal quand �2" = 0: L'existence d'une solution est assur�ee lorsque le polynôme
'f (�) est stable si �2" > 0; ou sinon poss�ede p racines distinctes sur le cer-
cle unit�e. Remarquons que pour un processus AR(p) stationnaire, les com-
posantes purement ind�eterminable et d�eterminable ne peuvent cohabiter dans
la d�ecomposition de Wold-Cram�er.

Les autocorr�elations partielles �(0); : : : ; �(p); constituent une param�etri-
sation du mod�ele AR(p): De plus un processus stationnaire est AR(p) si et
seulement si sa fonction d'autocorr�elation partielle satisfait

0 < j�(p)j � 1; �(k) = 0; k > p:

Notons que pour montrer que la condition est n�ecessaire, �a partir de l'�equation
aux di��erences stochastique, il est important que le bruit blanc soit le pro-
cessus d'innovation. En e�et lorsque �2" > 0; on a �(k) = 0 pour k > p si et
seulement si pour tout t l'innovation "f(t; s+1) est orthogonale �a "b(s; t� 1)
et donc �a X(s) pour s < t � p. Par ailleurs supposons que X(�) satisfasse
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une �equation de la forme (1.10), alors

"f(t; s+ 1) = ~"(t)� ~"X(t; s+ 1);

o�u ~"X(t; s+1) d�esigne la projection de ~"(t) sur M(s+1; t� 1): Ainsi la non
corr�elation entre ~"(t) � ~"X(t; s + 1) et X(s) pour tout s < t � p; �equivaut
�a ~"(t)� ~"X(t;�1) 2 M(t � p; t): Ce r�esultat est �evident lorsque ~"(�) est le
processus d'innovation mais ne l'est plus en toute g�en�eralit�e.

Dans le cas o�u �2" > 0; les param�etres fa(1); : : : ; a(p); �2"g caract�erisent
la structure au second ordre du processus X(�) mais sont clairement moins
faciles �a identi�er par rapport aux coe�cients f�(0); : : : ; �(p)g: De plus
l'algorithme de Levinson-Durbin permet de faire le lien entre ces deux param�e-
trisations. Dans le cas stationnaire, les coe�cients des innovations partielles
dans le sens r�etrograde sont les conjugu�es de ceux du sens progressif et
les variances r�esiduelles sont identiques dans les deux sens. Les �equations
(1.6), (1.7), (1.8) et (1.9) de l'Algorithme LDG se r�eduisent alors �a : pour
n = 1; : : : ; p a(n; n) = ��(n) et pour k = 1; : : : ; n� 1;

a(n; k) = a(n� 1; k)� �(n)a(n� 1; n� k):

Les coe�cients a(k); k = 1; : : : ; p; du mod�ele sont donn�es par a(p; k) et la
variance �2" par �(0)

Qp
k=1[1�j�(k)j

2]: R�eciproquement, partant des param�e-
tres fa(1); : : : ; a(p); �2"g; les �equations ci-dessus peuvent être invers�ees pour
d�eterminer les autocorr�elations partielles associ�ees. On a pour k = 1; : : : ; p;
a(p; k) = a(k) et �(p) = �a(p; p) puis pour n = p; : : : ; 2 :

a(n� 1; k) =
a(n; k) + �(n)a(n; n� k)

1� j�(n)j2
; 1 � k < n

�(n� 1) = �a(n� 1; n� 1):

La variance du processus est donn�ee par �(0) = �2"=
Qp

k=1[1 � j�(k)j2]: En
particulier, ceci permet de tester facilement s'il existe une solution AR(p)
pour un jeu de param�etres fa(1); : : : ; a(p); �2"g donn�e.

Une fa�con naturelle pour �etendre la d�e�nition des mod�eles AR(p) au cas
non stationnaire serait de consid�erer la repr�esentation (1.10) en faisant d�epen-
dre du temps les coe�cients ainsi que la variance du bruit blanc. Cependant
le probl�eme de l'existence d'une solution est un point d�elicat. En e�et, une
approche dans le domaine spectral est clairement impossible. Dans le do-
maine temporel, on peut citer les travaux de Hallin et coll. [Hal77] bas�es
sur la th�eorie des �equations aux di��erences lin�eaires (cf. [Mil68]). Ils don-
nent des conditions su�santes d'existence d'une solution, qui s'expriment �a
travers l'ensemble des �ltres et non s�epar�ement sur chacun d'eux. De plus
lorsque la solution existe, elle est purement ind�eterminable et ~"(�) est alors
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le processus d'innovation. Par ailleurs, il n'est pas �evident qu'une solution
de l'analogue de l'�equation (1.10), lorsqu'elle existe, satisfasse l'analogue de
(1.11). Comme nous l'avons vu pour le cas stationnaire, il faudrait montrer
que ~"(t); priv�e de sa projection sur l'ensemble M(�1; t � 1); appartient �a
M(t�p; t�1): N�eanmoins, a�n de conserver la caract�erisation de ces mod�eles
par la fonction d'autocorr�elation partielle, nous proposons de d�e�nir, dans le
cas non stationnaire, les mod�eles AR(p) de la fa�con suivante.

D�e�nition 1.4.1. Un processus X(�) est dit autor�egressif d'ordre p; not�e
AR(p); si pour tout t 2 ZZ; il existe des constantes at(k); k = 1; : : : ; p telles
que

pX
k=0

at(k)X(t� k) = "(t); at(0) = 1; (1.12)

o�u "(�) est le processus d'innovation, p �etant le plus petit entier pour lequel
ces relations sont satisfaites.

Notons que nous n'imposons pas la condition trop restrictive at(p) 6= 0;
pour tout t: D'autre part, pour que "(�) soit le processus d'innovation dans
(1.12), il est n�ecessaire et su�sant que "(�) = f"(t); t 2 ZZg soit une suite
de variables al�eatoires centr�ees non corr�el�ees entre elles, telle que pour tout
t 2 ZZ; "(t) soit non corr�el�e avec X(s); s < t: De plus, la variance �2"(t)
pouvant s'annuler, le processus peut pr�esenter des singularit�es d'ordre �ni.
La fonction �(�; �) caract�erise de fa�con simple les mod�eles AR(p) ainsi d�e�nis.

Proposition 1.4.1. Un processus X(�) est autor�egressif d'ordre p si et seule-
ment si sa fonction d'autocorr�elation partielle �(�; �) satisfait

�(t; t� k) = 0; 8t 2 ZZ; 8k > p; 9t 2 ZZ; �(t; t� p) 6= 0:

D�emonstration.- Si X(�) est AR(p); le processus "(�) dans (1.12) est le
processus d'innovation. Alors "f(t; t� n) = "f(t; t� p) = "(t) pour n � p et
l'�egalit�e des variances

�f2(t; t� n) = �(t; t)
nY

k=1

�
1� j�(t; t� k)j2

�

= �(t; t)

pY
k=1

�
1� j�(t; t� k)j2

�
= �f2(t; t� p);

montre que �(t; t�k) = 0 pour k > p: En e�et cela est �evident si �f2(t; t�p) >
0: Sinon cette variance est nulle parce que �(t; t) = 0 ou parce qu'il existe
k � p tel que j�(t; t � k)j = 1: Les conventions adopt�ees font que, dans ces
deux situations, �(t; t � j) sera nul pour j > p: Soit maintenant ~p le plus
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grand entier k inf�erieur ou �egal �a p pour lequel on ait �(t; t� k) 6= 0 lorsque
t parcourt ZZ: Alors X(�) satisfait (1.12) avec p = ~p et "(t) = "f(t; t � ~p);
t 2 ZZ: Ceci montre que p = ~p; par d�e�nition de l'ordre du mod�ele, et que
l'existence de t 2 ZZ tel que �(t; t � p) 6= 0 est satisfaite. D'autre part ces
derniers points �etablissent clairement la condition su�sante de la proposi-
tion. }

La classe des processus autor�egressifs ainsi d�e�nie est tr�es large. La
Proposition 1.2.2 assure l'existence d'un processus X(�) associ�e �a chaque �el�e-
ment de D� satisfaisant les contraintes de la Proposition 1.4.1 et l'unicit�e de
sa structure est garantie puisqu'elle est caract�eris�ee par �(�; �): L'Algorith-
me LDG fournit les param�etres de la repr�esentation (1.12) dont l'unicit�e
(dans le cas localement d�eterminable) peut toujours être obtenue moyennant
certaines conventions (cf. section 1.3). Cependant nous ne sommes pas en
mesure de d�ecrire les contraintes sur les coe�cients at(k); t 2 ZZ; k = 1; : : : ; p
et sur les variances r�esiduelles �2"(t); t 2 ZZ; pour garantir l'existence au sec-
ond ordre d'un processus satisfaisant la repr�esentation (1.12). D'autre part,
contrairement au cas stationnaire, les param�etres fat(k); k = 1; : : : ; p; �2"(t)g;
t 2 ZZ; ne caract�erisent pas la structure du processus X(�) dans le cas non
localement d�eterminable. Soit X(t) = U(t) + V (t); t 2 ZZ; la d�ecomposition
de Wold-Cram�er de X(�); alors le processus purement ind�eterminable U(�)
satisfait la même repr�esentation que X(�);

pX
k=0

at(k)U(t� k) = "(t); t 2 ZZ; at(0) = 1;

avec les mêmes coe�cients at(k); k = 1; : : : ; p; et les mêmes variances �2"(t);
t 2 ZZ: Il en est de même pour V (�); mais dans ce cas �2"(t) est identiquement
nul. La fonction d'autocorr�elation partielle �U(�; �) associ�ee �a U(�) est �evidem-
ment di��erente de celle de X(�); sauf lorsque V (�) n'existe pas. Si l'on exclut
les singularit�es d'ordre �ni (j�(t; s)j 6= 1; t 6= s et �(t; t) 6= 0), les param�etres
du mod�ele autor�egressif sont uniques et sont donn�es par l'Algorithme LDG.
Ils sont donc identiques pour X(�) et U(�): En e�et, consid�erons par exemple
le mod�ele

X(t) + aX(t� 1) = "(t);

o�u la constante a est telle que jaj < 1 et �2"(t) = 1; pour tout t 2 ZZ: Alors
le processus stationnaire U(�); dont la structure est donn�ee par �U(0) =
1=(1 � a2); �U(1) = �a; �U (k) = 0; k > 1; satisfait l'�equation ci-dessus.
D'autre part soit X(�); le processus d�e�ni par

X(t) = U(t) + V (t); t 2 ZZ;

o�u V (�) est un processus non nul, non corr�el�e avec U(�) et de fonction
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d'autocovariance RV (�; �) telle que

RV (t; t) = a2RV (t� 1; t� 1);

RV (t; t� k) = �aRV (t� 1; t� k); k � 1:

Alors la fonction d'autocovariance du processus X(�) satisfait,

RX(t; t) =
1

1� a2
+RV (t; t);

RX(t; t� k) = �aRX(t� 1; t� k); k � 1:

L'Algorithme LDG conduit �a

�X(t; t) =
1

1� a2
+RV (t; t);

�X(t; t� 1) = �a

�
1

1�a2
+RV (t� 1; t� 1)

�1
2�

1
1�a2

+ a2RV (t� 1; t� 1)
�1
2

;

�X(t; t� k) = 0; k > 1:

Il est clair que pour tout t 2 ZZ; j�X(t; t� 1)j < 1 puisque jaj < 1: Ainsi le
processus X(�) ne pr�esente pas de singularit�es d'ordre �ni. D'apr�es la Propo-
sition 1.4.1, il est autor�egressif d'ordre 1, et les param�etres de la repr�esenta-
tion (1.12), qui sont uniques, sont d�etermin�es par

at(k) = aft (1; 1) = a;

�2"(t) =
�
1� j�X(t; t� 1)j2

�
�X(t; t) = 1:

Les deux processus X(�) et U(�) admettent la même repr�esentation AR(1)
mais leurs structures au second ordre sont bien di��erentes puisque V (�) n'est
pas identiquement nul. Remarquons que, pour cet exemple, l'approche de
[Hal77] conduit �a la solution stationnaire alors que, comme nous venons de
le montrer, on peut envisager d'autres solutions.

Une fa�con naturelle d'introduire les processus autor�egressifs dans le cas
non stationnaire est de se restreindre �a ceux d�e�nis pour t � 0: Dans ce cas
on obtient une d�e�nition constructive de X(�) en se donnant une condition
initiale fX(0); : : : ; X(p � 1)g; un bruit blanc f"(t); t � pg qui lui soit non
corr�el�e, et un jeu de �ltres fat(k); k = 1; : : : ; pgt�p quelconque. La param�etri-
sation comprend la structure de la condition initiale, le jeu de �ltres et les
variances �2"(t); t � p: Le probl�eme de l'existence ne se pose plus et l'�etude
des param�etres est simpli��ee.



Chapitre 2

Aspect spectral

L'analyse temps-fr�equence, ou temps-�echelle, constitue un domaine d'�etu-
de tr�es actuel, en particulier grâce au d�eveloppement de l'outil \ondelettes".
On trouvera une pr�esentation tr�es compl�ete du sujet dans l'ouvrage de Flan-
drin [Fla93]. Cependant l'accent est mis sur la repr�esentation du signal,
le plus souvent d�eterministe et en temps continu. Nous nous pla�cons ici
dans l'objectif de d�ecrire la structure de covariance d'un processus al�eatoire �a
temps discret. Le spectre �evolutif instantan�e que nous introduisons est direc-
tement associ�e �a la fonction d'autocorr�elation partielle d�ecrite pr�ec�edemment.
La notion n'est donc pas transposable au temps continu car l'autocorr�elation
partielle n'est pas d�e�nie dans ce cas. Par ailleurs aucune repr�esentation du
processus n'a �et�e jusqu'ici associ�ee �a ce nouveau spectre. Notre approche se
situe dans le droit �l de l'article de Loynes [Loy68] sur la conception d'un
spectre pour les processus non stationnaires. Le spectre que nous proposons
est comparable �a ceux de M�elard [M�el78] et de Grenier [Gre84] bien que
ces derniers soient plus directement reli�es �a la description temporelle du pro-
cessus plutôt qu'�a celle de sa structure au second ordre.

Le spectre �evolutif instantan�e est d�e�ni dans la premi�ere section. Il est en-
suite analys�e �a travers les propri�et�es souhait�ees par Loynes. Les comparaisons
avec les spectres de M�elard et Grenier font l'objet des sections 3 et 4. En�n,
dans la derni�ere section, le comportement du spectre �evolutif instantan�e est
illustr�e par quelques exemples notamment dans le cas de la discr�etisation du
mouvement Brownien et pour les \chirps lin�eaires".

2.1 Spectre �evolutif instantan�e

Dans le cas stationnaire, la correspondance biunivoque entre la fonction
d'autovariance R(�) et la mesure spectrale dF est g�er�ee par la transform�ee
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de Fourier :

R(k) =

Z �

��

eik�dF (�); k 2 ZZ;

F (�)� F (�) = lim
n!+1

+nX
k=�n

e�i�k � e�i�k

2i�k
R(k);

en tous points de continuit�e � et � de la fonction de r�epartition F associ�ee �a
dF:

A ce titre R(�) est une fonction de type positif, ce qui induit un ensemble
de contraintes entre les di��erentes valeurs R(k); k 2 ZZ; di�cile �a contrôler.
C'est la raison pour laquelle la fonction d'autocorr�elation partielle �(�) est
plus attractive. En e�et �(�) poss�ede comme R(�) la sym�etrie hermitienne,
�(k) = �(�k); k 2 ZZ; et doit satisfaire l'une des deux conditions suivantes :

(i) j�(k)j < 1; k 2 IN �;

(ii) j�(k)j < 1; 1 � k < d; j�(d)j = 1; �(k) = 0; k > d:

La correspondance entre �(�) et R(�) est assur�ee par l'algorithme de Levinson-
Durbin et permet de remonter �a la mesure spectrale par la formule d'inversion
ci-dessus. Les relations directes entre �(�) et dF sont moins classiques, elles
sont li�ees �a la th�eorie des polynômes orthogonaux sur le cercles unit�e (cf.
[Ger60]). Introduisons l'espace L2 f[��; �]; dFg constitu�e des fonctions �a
valeurs complexes et de carr�e int�egrable par rapport �a la mesure dF: Alors
cet espace, muni du produit hermitien,

h�;  idF =

Z �

��

�(�) (�)dF (�);

est l'espace de Hilbert engendr�e par
�
ein�; n 2 ZZ

	
: L'orthogonalisation de

la suite
�
ein�; n 2 IN

	
dans L2 f[��; �]; dFg ; selon le proc�ed�e de Gram-

Schmidt, d�e�nit un syst�eme de polynômes orthogonaux
�
'fn(e

in�); n 2 IN
	

appel�es polynômes de Szeg�o de premi�ere esp�ece. L'espace L2 f[��; �]; dFg
�etant isom�etrique �a M par l'application J fein�g = X(n); on a "f(n; 0) =
J f'fn(e

i�)g et par suite

'fn(z) =
nX

k=0

a(n; k)zn�k; n 2 IN:

Dans le sens r�etrograde, on obtient "b(0;n) = J f'bn(e
i�)g; o�u 'bn est le

polynôme r�eciproque de 'fn :

'bn(z) =
nX

k=0

a(n; k)zk = zn'fn(
1

z
):
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Le syst�eme orthogonal
�
'fn; n 2 IN

	
est donc caract�eris�e en fonction de �(�)

par la double r�ecurrence, d�eduite de celle des innovations partielles,

'f0(z) = 'b0(z) = 1;

'fn(z) = z'fn�1(z)� �(n)'bn�1(z);

'bn(z) = 'bn�1(z)� �(n)z'fn�1(z);
n 2 IN �:

Les coe�cients �(n); n � 1; sont ainsi associ�es �a dF; la variance �(0) �etant
�egale �a la mesure, selon dF; de [��; �]: La correspondance inverse est bas�ee
sur la transformation qui �a la mesure dF associe la fonction Carath�eodory :

G(z) =

Z �

��

ei� + z

ei� � z
dF (�); jzj < 1:

En tout point de continuit�e � de la fonction de r�epartition F; on a

F (�) = lim
r!1�

Z �

��

R
�
G(rei�)

	
d�;

o�u RfG(z)g d�esigne la partie r�eelle de G(z): Par ailleurs la fonction de
Carath�eodory est donn�ee, en fonction de �(�); par

G(z) = �(0) lim
n!+1

 b
n(z)

'bn(z)
; jzj < 1;

o�u
�
 f
n(e

in�); n 2 IN
	
sont les polynômes associ�es �a la s�equence f��(n); n 2

IN �g :
Apr�es ce rappel sur le cas stationnaire, nous sommes maintenant en

mesure de proposer une d�e�nition du spectre pour le cas non stationnaire.
L'id�ee est de d�ecrire �a chaque instant t la d�ependance entre X(t) et son
pass�e fX(t� k); k � 1g ; pr�eservant ainsi l'aspect causal, sous forme \sta-
tionnaire". En consid�erant la fonction d'autocovariance R(t; s); il est naturel
de retenir la variance de X(t); Rt(0) = R(t; t); et les corr�elations avec le
pass�e en posant Rt(k) = R(t; t� k)Rt(0)=

p
Rt(0)Rt�k(0); k � 1: Cependant

la fonction Rt(�) ainsi obtenue n'est pas n�ecessairement de type positif. La
même d�emarche conduite sur la fonction d'autocorr�elation partielle �(t; s)
permet d'aboutir sans di�cult�es. En e�et il su�t de remplacer, dans la d�e-
marche pr�ec�edente, la corr�elation entre X(t) et X(t � k) par la corr�elation
partielle entre ces mêmes variables.

D�e�nition 2.1.1. Soit �(�; �) la fonction d'autocorr�elation partielle d'un pro-
cessus X(�): On appelle spectre �evolutif instantan�e de ce processus, la suite
fdFt; t 2 ZZg de mesures sur [��; �] o�u, pour t �x�e, dFt est la mesure spec-
trale associ�ee �a la fonction d'autocorr�elation partielle �t(�) d�e�nie par,

�t(k) = �t(�k) = �(t; t� k); k � 0:
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Il est en e�et imm�ediat de constater que les fonctions �t(�) ainsi as-
soci�ees �a tout �el�ement de D� constituent e�ectivement une suite de fonc-
tions d'autocorr�elation partielle de processus stationnaires au second or-
dre. Lorsque �(�; �) pr�esente une singularit�e d'ordre �ni, �(t; t) = 0 ou
j�(t; s)j = 1; la forme du domaine D� montre que les mesures composant
le spectre seront li�ees entre elles et ce de fa�con non descriptible en termes de
mesures. En e�et on ne sait pas caract�eriser l'ensemble des mesures dont la
fonction d'autocorr�elation partielle pr�esente un ou plusieurs z�eros isol�es. Par
contre, si on exclut ce type de singularit�e, le spectre �evolutif instantan�e peut
être constitu�e de n'importe quelle suite de mesures fdFt; t 2 ZZg non nulles
et de support non �ni.

Il est �evident que deux fonctions d'autocorr�elation partielle di��erentes
d�e�nissent des spectres �evolutifs instantan�es di��erents. La donn�ee du spec-
tre �evolutif instantan�e d'un processus non stationnaire d�etermine donc sa
fonction d'autocorr�elation partielle et d'apr�es la section 1.2, sa structure au
second ordre.

On aurait pu d�e�nir le spectre �evolutif de X(�) �a partir de �(t; t + k);
k � 0; ce qui ne donnerait pas les mêmes r�esultats, mais il est plus r�ealiste
de le d�e�nir de fa�con progressive, c'est-�a-dire causale, plutôt que r�etrograde.

Dans la suite de ce chapitre, lorsque nous consid�erons plusieurs processus,
nous indexons leurs attributs (innovation, fonction d'autocorr�elation par-
tielle, etc.) par la lettre qui les d�esigne.

2.2 Propri�et�es du spectre �evolutif instantan�e

Dans [Loy68], l'auteur propose deux listes de propri�et�es souhaitables
pour un spectre qui d�epend du temps, la premi�ere (A1 �a A8) est plutôt
de nature physique alors que la seconde (B1 �a B12) est plutôt de nature
math�ematique. A partir de ces deux listes, nous pr�esentons les propri�et�es
du spectre �evolutif instantan�e. Chacune d'entre elles sera suivie de sa ou ses
r�ef�erences dans la classi�cation de Loynes.

La premi�ere propri�et�e est une simple cons�equence de la d�e�nition du
spectre.

Propri�et�e 2.2.1. Le spectre �evolutif instantan�e est une fonction r�eelle et
positive du temps et de la fr�equence (Loynes : A1, B1, B8).

En toute rigueur notre spectre est d�e�ni par une famille de mesures. Lorsque
celles-ci sont absolument continues, le spectre s'identi�e �a la famille fft(�) =
dFt(�)=d�; t 2 ZZg des densit�es correspondantes. La propri�et�e suivante re-
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joint le commentaire qui suit la d�e�nition du spectre puisque �(�; �) et R(�; �)
sont en correspondance biunivoque.

Propri�et�e 2.2.2. Le spectre �evolutif instantan�e est en bijection avec la co-
variance du processus (Loynes : A4, B4).

La relation V ar fX(t)g = �t(0) =
R �
��
dFt(�) donne :

Propri�et�e 2.2.3. Le spectre �evolutif instantan�e repr�esente une distribution
de l'�energie relativement �a la fr�equence (Loynes : A2).

Pour t �x�e, la mesure dFt est la transform�ee de Fourier de la fonction
d'autocovariance d'un processus stationnaire qui admet �t(�) comme fonction
d'autocorr�elation partielle.

Propri�et�e 2.2.4. Le spectre s'obtient comme la transform�ee de Fourier d'une
\quantit�e apparemment sens�ee" (Loynes : A8).

Le processus X(�) est stationnaire au second ordre si et seulement si �(t; s)
ne d�epend que de (t � s): Dans ce cas �t(�); qui ne d�epend plus de t; est la
fonction d'autocorr�elation partielle de X(�):

Propri�et�e 2.2.5. Si X(�) est un processus stationnaire, son spectre se ram�e-
ne au spectre ordinaire (Loynes : A5, B5).

Loynes souhaitait que le spectre d'un processus constitu�e d'une succession
de parties stationnaires soit la succession des spectres stationnaires (Loynes :
A6, B6) tout en soulignant l'impossibilit�e de r�ealiser de fa�con exacte une telle
condition. Par contre on devrait retrouver les spectres de fa�con approxima-
tive. Pour un processus stationnaire X(�); de fonction d'autocorr�elation par-
tielle �(�); on d�esigne par AR(� n) le mod�ele autor�egressif d'ordre au plus n
caract�eris�e par f�(0); : : : ; �(n)g et on note dFn sa mesure spectrale. On sait
que le mod�ele AR(� n) constitue une bonne approximation de la structure
de X(�): En particulier dFn et dF co��ncident lorsqueX(�) est singulier d'ordre
d avec d � n ou autor�egressif d'ordre p avec p � n: On trouve dans [Ger60]
les diverses propri�et�es de convergence des mesures dFn vers la mesure dF
de X(�): Lorsque �(�) est dans `1; les mesures sont absolument continues et
il y a convergence uniforme des densit�es spectrales fn(�) = dFn(�)=d� vers
f(�) = dF (�)=d�: La vitesse de convergence d�epend de celle avec laquelle
�(�) tend vers z�ero (cf. [Ger60] : Th�eor�eme 8.5, p. 139),

+1Y
k=n+1

[1� j�(k)j]

[1 + j�(k)j]
�

f(�)

fn(�)
�

+1Y
k=n+1

[1 + j�(k)j]

[1� j�(k)j]
:



46 CHAPITRE 2. ASPECT SPECTRAL

Les bornes inf�erieures (resp. sup�erieures) �etant atteintes en � = 0 lorsque
�(�) est r�eel constamment n�egatif (resp. positif), cet encadrement ne peut
être am�elior�e. Si F est absolument continue au voisinage de �0 et que sa
densit�e, nulle en �0; satisfait

jf(�0 + h) + f(�0 � h)j � Ch�; � > 0;

alors fn v�eri�e (cf. [Ger60] : Th�eor�eme 4.12, p. 61),

lim
n!+1

inf
k�n

fk(�0) = f(�0) = 0:

Lorsque F pr�esente une masse en �0; on a lim
n!+1

fn(�0) = +1 et la masse

en �0 est donn�ee par (cf. [Ger60], p. 188),

F d(�0) = 2�

"
+1X
n=0

1

fn(�0)

#�1
:

Proposition 2.2.1. Soit X(�) un processus constitu�e d'une succession de
parties stationnaires,

X(t) =

�
X(1)(t) si t � 0
X(2)(t) si t > 0

;

o�u X(1)(�) et X(2)(�) sont deux processus stationnaires non corr�el�es. Alors
on a

dFX
t =

�
dF (1) si t � 0

dF
(2)
t�1 si t > 0

;

o�u dF (1) est la mesure spectrale de X(1)(�) et o�u dF
(2)
t d�esigne la mesure

spectrale du mod�ele AR(� t) sous-jacent �a X(2)(�):

D�emonstration.- Pour t � 0 on a �Xt (�) = �(1)(�) et pour t > 0;

�Xt (n) =

�
�(2)(n) si 0 � n < t

0 si n � t
:

Ces �egalit�es sont �evidentes pour t � 0 et pour 0 � n < t: Pour n � t > 0;
il est facile de v�eri�er que "fX(t; t� n + 1) = "f

X(1)(t; 1) et "
b
X(t� n; t � 1) =

"b
X(2)(t� n; 0): Ces variables �etant non corr�el�ees, le r�esultat est acquis. }
Les propri�et�es suivantes �etablissent comment certaines transformations

sur le processus X(�) se transposent sur le spectre.

Propri�et�e 2.2.6. Un d�ecalage en temps du processus se r�epercute sur le
spectre �evolutif instantan�e sous forme d'un d�ecalage temporel de même dur�ee
(Loynes : B10) :

Y (t) = X(t + h)) dF Y
t (�) = dFX

t+h(�):
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L'�egalit�e �Y (t; t� k) = �X(t+ h; t+ h� k); justi�e ce r�esultat.

Propri�et�e 2.2.7. Une modulation du processus par une exponentielle com-
plexe de pulsation �0 d�ecale le spectre d'une quantit�e �0 :

Y (t) = X(t)e�i�0t ) dF Y
t (�) = dFX

t (�+ �0);

o�u l'argument est exprim�e modulo 2� (Loynes : B9):

D�emonstration.- Les relations entre les erreurs,

"fY (t; t� n + 1) = e�i�0t"fX(t; t� n + 1)
"bY (t� n; t� 1) = e�i�0(t�n)"bX(t� n; t� 1)

; n � 1;

montrent que �Yt (n) = e�i�0n�Xt (n); n � 0: On en d�eduit, par r�ecurrence, les
relations entre les polynômes de Szeg�o correspondants ainsi que l'�egalit�e de
leurs normes : 8<

:
'Y fn (ei(���0)) = e�i�0n'Xf

n (ei�)
'Y bn (ei(���0)) = 'Xb

n (ei�)

�fY (n) = �fX(n)
; n � 0;

o�u l'on omet l'indice t pour ne pas alourdir les notations. L'�egalit�e des normes
permet de regrouper les caract�erisations des mesures,Z �

��

'Xf
n (ei�)'Xf

m (ei�)dFX
t (�) =

Z �

��

'Y fn (ei�)'Y fm (ei�)dF Y
t (�)

= �f2X (n) si n = m, 0 sinon.

En utilisant les relations entre les polynômes, on obtient :
Z �

��
'Xf
n (ei�)'Xf

m (ei�)dFX
t (�) =

Z �

��
ei�0(n�m)'Y fn (ei(���0))'Y fm (ei(���0))dFX

t (�)

=

Z ���0

����0

'Y fn (ei�)'Y fm (ei�)dFX
t (�+ �0)

=

Z �

��
'Y fn (ei�)'Y fm (ei�)dF Y

t (�):

On a �elimin�e le terme ei�0(n�m) car l'int�egrale est nulle lorsque m est di��erent
de n: La derni�ere �egalit�e, consid�er�ee pour tous les couples (n;m); �equivaut �a
la relation annonc�ee entre les deux mesures. }

Propri�et�e 2.2.8. L'e�et de la conjugaison et le cas r�eel se traduisent par
(Loynes : B11 c et d) :

(i) 8t 2 ZZ; Y (t) = X(t) ) 8t 2 ZZ; dF Y
t (�) = dFX

t (��)

(ii) 8t 2 ZZ; X(t) 2 IR ) 8t 2 ZZ; dFX
t (�) = dFX

t (��):
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D�emonstration.- Lorsque Y (�) = X(�); on a �Yt (�) = �Xt (�): Les relations
entre les polynômes sont obtenues par r�ecurrence et les normes sont �egales :8><

>:
'Y fn (z) = 'Xf

n (z)

'Y bn (z) = 'Xb
n (z)

�fY (n) = �fX(n)

; n � 0:

Dans ce cas la caract�erisation des mesures, compte tenu de l'�egalit�e des
normes, conduit �aZ �

��

'Xf
n (ei�)'Xf

m (ei�)dFX
t (��) =

Z �

��

'Y fn (ei�)'Y fm (ei�)dF Y
t (�);

pour tous les couples (n;m): Ceci prouve l'assertion (i). Le cas r�eel (ii) est
une cons�equence de (i) mais s'obtient imm�ediatement en remarquant que
�Xt (�) est r�eel, ce qui �equivaut �a la sym�etrie de dFX

t : }
Les assertions a) et b) de la Propri�et�e B11 consid�er�ee par Loynes sont

li�ees au retournement du temps. Elle ne sont pas satisfaites ici, sauf dans des
situations tr�es particuli�eres. Elles sont �equivalentes, en vertu du point (i) de
la Propri�et�e 2.2.8, �a

(a) 8t 2 ZZ; Y (t) = X(�t) ) 8t 2 ZZ; dF Y
t (�) = dFX

�t(�);

(b) 8t 2 ZZ; Y (t) = X(�t) ) 8t 2 ZZ; dF Y
t (�) = dFX

�t(��):

La d�e�nition de Y (�) dans (a) se traduit par �Yt (k) = �X�t+k(k) pour tout t 2
ZZ et tout k � 0: La condition dF Y

t (�) = dFX
�t(�) �equivaut �a �

Y
t (k) = �X�t(k);

k � 0: Ces propri�et�es seront donc satisfaites si et seulement si �Xt (k) =
�Xt+k(k) pour tout t 2 ZZ et tout k � 0: C'est vrai en particulier dans le cas
stationnaire.

En�n nous terminons ce paragraphe en commentant deux propri�et�es qui
ne sont pas du tout en phase avec le spectre que nous avons propos�e :

(i) Le spectre est une transformation lin�eaire de la covariance (Loynes :
B2).

(ii) Le spectre d'un processus transform�e lin�eairement doit se d�eduire, de
fa�con simple, de celui du processus original (Loynes : A3, B3).

Ces propri�et�es concernent des op�erations sur les processus qui se traduisent
facilement en termes de fonctions d'autocovariance. On pense �a la somme de
deux processus non corr�el�es dans le cas (i) ou aux op�erations de �ltrage dans
le cas (ii). Il est facile de se convaincre, �a l'aide d'exemples simples, que les
e�ets sur le spectre �evolutif instantan�e sont imm�ediatement tr�es complexes.
Le seul point positif est qu'ils sont \calculables" puisque le spectre est en
bijection avec la fonction d'autocovariance.
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Pour être complet, il faudrait �evoquer que le spectre d�epend continuement
de la covariance (loynes : B12) et consid�erer le probl�eme de son estimation
(loynes : A7, B7). Le premier point demande de pr�eciser le type de continuit�e,
mais ne devrait pas pr�esenter de di�cult�e compte tenu des relations tr�es
claires entre R(�; �) et �(�; �) d'une part et entre �t(�) et dFt d'autre part. En
ce qui concerne l'estimation, il est clair que le probl�eme n'a de sens que pour
des classes bien particuli�eres de processus non stationnaires dans la mesure
ou l'on observe qu'une seule trajectoire, même sur un temps in�ni.

2.3 Comparaison avec le spectre �evolutif

Dans [M�el78], apr�es avoir introduit le spectre �evolutif, l'auteur pr�esente
les propri�et�es que ce spectre satisfait parmi celles �etablies par Loynes. Nous
proposons de rappeler la d�emarche qui conduit �a d�e�nir ce spectre et de le
comparer au spectre �evolutif instantan�e �a travers les propri�et�es de Loynes.
Notons que ce spectre a �egalement �et�e introduit de fa�con di��erente par
Tj�stheim [Tj�76].

Consid�erons un processus X(�) purement ind�eterminable. Alors la d�ecom-
position de Wold-Cram�er de ce processus (cf. Th�eor�eme 1.2.1) exprime, pour
tout t; le d�eveloppement de X(t) dans la base orthonorm�ee de M(�1; t)
constitu�ee par les innovations norm�ees �(u) 6= 0; u � t :

X(t) =
+1X
j=0

h(t; t� j)�(t� j); (2.1)

(h(t; t � j) = b(t; t � j)�"(t � j)). On pose h(t; t � j) = 0 lorsque �(t �
j) = 0 a�n de rendre cette d�ecomposition unique. Le processus X(�) admet
alors la d�ecomposition de Karhunen sur l'espace de Lebesgue ([��; �];B; d�)
suivante :

X(t) =

Z �

��

 t(�)d�(�);

o�u  t(�) = (2�)�1=2
P+1

j=0 h(t; t� j)e
i�(t�j) et �(�) est un processus index�e sur

[��; �]; �a accroissement orthogonaux, continu �a droite en moyenne quadra-
tique, de mesure associ�ee la mesure de Lebesgue, c'est-�a-dire telle que

E
n
[�(�)� �(�)][�(�0)� �(� 0)]

o
=

Z
]�;�]\]�0;�0]

d�

pour tout � � � et � 0 � �0 dans [��; �]: Une telle repr�esentation est ana-
logue �a la repr�esentation spectrale d'un processus stationnaire. La double
orthogonalit�e n'est pas conserv�ee car les exponentielles, comme fonctions de
d�ecomposition, sont remplac�ee par  t(�): La repr�esentation de la fonction
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d'autocovariance, qui se d�eduit de celle du processus, est de la forme :

R(t; s) =

Z �

��

 t(�) s(�)d�:

Le spectre �evolutif ft(�) est alors d�e�ni de la fa�con suivante :

ft(�) = j t(�)j
2 =

1

2�

�����
+1X
j=0

h(t; t� j)e�i�j

�����
2

:

Le spectre �evolutif instantan�e est d�e�ni directement �a partir de la fonction
d'autocorr�elation partielle. L'existence d'une repr�esentation du processus
X(�) li�ee �a ce spectre est un point di�cile qui ne sera pas abord�e ici.

Soulignons le fait que le spectre �evolutif instantan�e est d�e�ni pour n'impor-
te quel processus alors que celui propos�e par M�elard ne l'est que pour les pro-
cessus purement ind�eterminables. Pour cette classe particuli�ere de processus,
les propri�et�es �etablies par Loynes sont dans l'ensemble v�eri��ees ou in�rm�ees
simultan�ement par ces deux spectres. Le spectre �evolutif est une fonction
r�eelle non n�egative de (t; �) et co��ncide avec la densit�e spectrale lorsque le
processus est stationnaire (Loynes : A1, B8, A5). Il est la transform�ee de
Fourier d'une \quantit�e apparemment sens�ee" et satisfait (Loynes : A8, A2)

V ar fX(t)g =

Z �

��

ft(�)d�:

Les deux spectres se comportent de la même fa�con vis �a vis des transfor-
mations �el�ementaires sur le processus X(�) (Loynes : B9, B10, B11). En
ce qui concerne l'e�et d'un �ltrage (Loynes : A3), M�elard [M�el78] obtient
un r�esultat approch�e dans une situation tr�es particuli�ere. Nous avons d�ej�a
soulign�e la di�cult�e de ce probl�eme dans la section pr�ec�edente, qui d'ailleurs
n'est pas sans rapport avec celui de la repr�esentation du processus.

Une di��erence importante entre les deux d�e�nitions est que, même res-
treint aux processus purement ind�eterminables, le spectre �evolutif de M�elard
n'est pas en bijection avec la fonction d'autocovariance (Loynes : A4). Plus
pr�ecis�ement, deux structures au second ordre di��erentes peuvent donner lieu
�a un même spectre �evolutif. Reprenons le contre-exemple de [M�el78] : Soit
un processus X(�) d�e�ni par

X(t) =

�
"(t)� 0:5"(t� 1) t 6= 1
0:5"(1)� "(0) t = 1

;

o�u "(�) = f"(t); t 2 ZZg est un processus constitu�e de variables al�eatoires non
corr�el�ees de variance unit�e. Alors ce processus est le processus d'innovation
norm�e et le spectre �evolutif est ind�ependant du temps,

ft(�) =
1

2�

��1� 0:5e�i�
��2 :
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Le processus X(�) pr�esente le même spectre �evolutif que celui du processus
Y (�) stationnaireMA(1); d�e�ni par Y (t) = "(t)�0:5"(t�1): Une cons�equence
imm�ediate de ce contre-exemple est qu'un spectre �evolutif ind�ependant du
temps n'assure pas la stationnarit�e du processus consid�er�e. Rappelons que
la correspondance entre la classe des spectres �evolutifs instantan�es et celle
des fonctions d'autocovariance est biunivoque. En particulier, un spectre
�evolutif instantan�e ind�ependant du temps est �equivalent �a une fonction �t(�)
ind�ependante de t; et donc au fait que le processus consid�er�e est stationnaire.

Le dernier point que nous voulons �evoquer concerne les processus station-
naires par morceaux. Soit un processus X(�) d�e�ni par

X(t) =

�
X(1)(t) si t � 0
X(2)(t) si t > 0

;

o�u X(1)(�) et X(2)(�) sont deux processus stationnaires. Comme pour le spec-
tre �evolutif instantan�e, la fonction ft(�) co��ncide avec la densit�e spectrale du
premier processus lorsque le temps t est n�egatif. Pour t positif, elle co��n-
cide avec la deuxi�eme densit�e si les deux processus stationnaires poss�edent
le même processus d'innovation norm�e �(�): En e�et sous cette hypoth�ese,
�(�) est aussi le processus d'innovation du processus X(�) et les coe�cients
de la d�ecomposition de Wold-Cram�er de X(t); t > 0 (i.e. ceux de la projec-
tion de X(t) sur l'espace Lf�(s); s � tg) sont ceux du processus stationnaire
X(2)(�): Ceci n'est pas vrai pour le spectre �evolutif instantan�e car en g�en�eral
�t(�) n'est pas d�etermin�e par h(t; t� �): Supposons maintenant que les deux
processus stationnaires soient non corr�el�es. En situation g�en�erale il n'existe
pas de r�esultat analogue �a l'approximation AR que nous avons obtenue (cf.
Proposition 2.2.1). De plus si le processus X(2)(�) est autor�egressif d'ordre p;
alors pour le spectre de M�elard on retrouve la densit�e spectrale correspon-
dante au bout d'un temps in�ni. Ce temps est �ni, �egal �a p + 1; pour le
spectre �evolutif instantan�e.

C'est entre autre pour cette raison que Grenier [Gre84] a voulu am�eliorer
le spectre de M�elard en proposant un spectre plus instantan�e, dans le cas
particulier o�u les processus consid�er�es peuvent être repr�esent�es par un mod�ele
plus local qu'une moyenne mobile d'ordre in�ni. Ce spectre, appel�e spectre
rationnel, fait l'objet de la section suivante.

2.4 Comparaison avec le spectre rationnel

Dans [Gre84], l'auteur propose trois variantes de spectre rationnel, selon
qu'il consid�ere un mod�ele ARMA(p; q); un mod�ele d'�etat observable ou com-
mandable. Il rejette le spectre associ�e au mod�ele d'�etat commandable car
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il n'est pas toujours possible de le calculer �a partir de la seule connaissance
d'un mod�ele ARMA du processus. C'est pourquoi cette variante ne sera pas
trait�ee.

Le spectre rationnel est d�e�ni pour un processus purement ind�eterminable
qui admet la repr�esentation ARMA(p; q)

pX
j=0

aj(t� j)X(t� j) =

qX
j=0

bj(t� j)�(t� j); (2.2)

dans laquelle �(�) est le processus d'innovation norm�e. Cette repr�esentation
est possible si et seulement si il existe deux entiers naturels p et q; et p
fonctions aj(t); j = 1; : : : ; p tels que les coe�cients de la d�ecomposition
(2.1) satisfassent :

min(n;p)X
j=0

aj(t� j)h(t� j; t� n) = 0, pour n > q, avec a0(t) = 1:

Les param�etres bj(t); j = 0; : : : ; q; sont alors d�e�nis par :

bj(t) =

min(n;p)X
k=0

ak(t+ j � k)h(t+ j � k; t):

Le processus X(�) admet une repr�esentation sous forme d'�etat observable
�equivalente au mod�ele ARMA (2.2). En e�et, introduisons le vecteur Y (t) =
fYj(t); j = 1; : : : ; ng ; n = max(p; q + 1); d�e�ni par Y1(t) = X(t) et pour
j = 2; : : : ; n :

Yj(t) =

j�1X
k=0

ak(t+j�k�1)X(t+j�k�1)�

j�2X
k=0

bk(t+j�k�1)�(t+j�k�1);

o�u ak(t) = 0 si k > p et bk(t) = 0 si k > q: En remarquant que

Yj(t) = �aj(t� 1)Y1(t� 1) + Yj+1(t� 1) + bj�1(t� 1)�(t);

on obtient

Y (t) =

0
BBB@
�a1(t� 1) 1 (0)

�a2(t� 1)
. . .

... (0) 1
�an(t� 1) 0 : : : 0

1
CCCAY (t� 1) +

0
BBB@

b0(t)
b1(t)
...

bn�1(t)

1
CCCA �(t); (2.3)

et X(t) = [1; 0; : : : ; 0]T Y (t):

Ces deux repr�esentations conduisent �a deux versions possibles pour le
spectre de Grenier. Pour t �x�e, le spectre rationnel �(t; �) du processus X(�)
est d�e�ni comme la densit�e spectrale d'un processus \stationnaire" qui admet
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la repr�esentation ARMA (2.2) ou la forme observable (2.3) :

�(t; �) =
1

2�

�
B(t; z)B(t; z�1)

A(t; z)A(t; z�1)

�
z=ei�

avec

A(t; z) =

pX
j=0

aj(t� j)z�j; B(t; z) =

qX
j=0

bj(t� j)z�j;

pour le mod�ele ARMA(p; q) et

A(t; z) =
nX

j=0

aj(t� 1)z�j; B(t; z) =
n�1X
j=0

bj(t)z
�j;

pour la forme observable.

La constante (2�)�1 n'apparâ�t pas dans la d�e�nition originale du spectre
rationnel. Nous l'avons introduite a�n d'obtenir une d�e�nition coh�erente avec
celle de M�elard et celle que nous proposons. Notons que le mot stationnaire
ci-dessus est entre guillemets car pour t �x�e, rien ne permet d'a�rmer que
les param�etres aj(t � j); j = 1; : : : ; p et bj(t � j); j = 0; : : : ; q; soient ceux
d'un mod�ele ARMA stationnaire. En particulier, le polynôme A(t; �) peut
avoir ses racines sur le cercle unit�e (cf. sous-section 2.5.1).

Nous avons �etabli �a la section 1.4 que le processus X(�) admet une
repr�esentation de la forme (2.2) avec q = 0 si et seulement si pour chaque t;
la fonction �t(�) est nulle au del�a de p: Le spectre �evolutif instantan�e d'un
tel processus est donc la mesure spectrale d'un processus stationnaire autor�e-
gressif. Mais les param�etres aj(t�j); j = 1; : : : ; p ne sont pas n�ecessairement
ceux du mod�ele stationnaire comme le montre l'exemple suivant. Soit X(�)
un processus r�eel tel que

X(t) + a(t� 1)X(t� 1) = �(t);

o�u �(�) est le processus d'innovation norm�e. Sa fonction d'autocovariance
v�eri�e

R(t; t) = 1 + a2(t� 1)R(t� 1; t� 1);

R(t; t� 1) = �a(t� 1)R(t� 1; t� 1):

L'Algorithme LDG permet de d�eterminer les premiers coe�cients non nuls
de la fonction d'autocorr�elation partielle :

�t(0) = 1 + a2(t� 1)R(t� 1; t� 1);

�t(1) =
�a(t� 1)R(t� 1; t� 1)

1
2

[1 + a2(t� 1)R(t� 1; t� 1)]
1
2

:

Les param�etres du mod�ele AR(1) stationnaire associ�e �a f�t(0); �t(1)g sont
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donn�es par

�t(1) = ��t(1) et �2";t =
�
1� �2t (1)

�
�t(0) = �2"(t) = 1:

Pour t �x�e, le spectre �evolutif instantan�e est la mesure spectrale d'un mod�ele
AR(1) stationnaire de param�etres f�t(1); 1g : Et les quantit�es �t(1) et a(t�
1) ne sont pas n�ecessairement identiques. Pour ce processus particulier, il
n'existe pas de di��erence entre les deux variantes du spectre rationnel : �(t; �)
est la densit�e spectrale d'un mod�ele AR(1) de param�etres fa(t� 1); 1g : Dans
le cas o�u �t(1) 6= a(t � 1); le spectre rationnel et celui que nous proposons
sont distincts.

D'autre part, notons que le spectre �evolutif instantan�e d'un processus qui
admet une repr�esentation de la forme (2.2) avec p = 0; ne s'identi�e pas
n�ecessairement �a la mesure spectrale d'un mod�ele moyenne-mobile du même
ordre. En e�et, consid�erons un processus X(�) r�eel non stationnaire tel que

X(t) = �(t) + b(t� 1)�(t� 1);

o�u �(�) = f�(t); t 2 ZZg est une suite de variables al�eatoires non corr�el�ees
telles que pour tout t; �2�(t) = 1: La fonction R(�; �) satisfait alors

R(t; t) = 1 + b2(t� 1);

R(t; t� 1) = b(t� 1);

R(t; t� k) = 0; 8k � 2:

Les coe�cients �t(j); j = 0; 1; 2; sont d�etermin�es �a l'aide de l'Algorithme
LDG :

�t(0) = 1 + b2(t� 1)

�t(1) =
b(t� 1)

f[1 + b2(t� 1)] [1 + b2(t� 2)]g
1
2

;

�t(2) =
�b(t� 1)b(t� 2)

f1 + b2(t� 2) [1 + b2(t� 1)]g
1
2 f1 + b2(t� 3) [1 + b2(t� 2)]g

1
2

:

Soit Rt(�) la fonction d'autocovariance d'un processus stationnaire qui ad-
met dFt(�) comme mesure spectrale, l'algorithme de Levinson-Durbin permet
d'�evaluer la quantit�e Rt(2) :

Rt(2) =
�
�t(2)

�
1� �2t (1)

�
+ �2t (1)

	
�t(0)

=
b(t� 1)

[1 + b2(t� 2)]

8<
:b(t� 1)� b(t� 2)

�
1 + b2(t� 2)

�
1 + b2(t� 1)

�	 1
2

f1 + b2(t� 3) [1 + b2(t� 2)]g
1
2

9=
; :

Selon le choix des param�etres b(�); la quantit�e Rt(2) ne s'annule pas. Dans
ce cas le spectre �evolutif instantan�e du processus X(�) n'est pas, �a chaque
instant t; la mesure spectrale d'un mod�ele MA(1) stationnaire. A fortiori,
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ce spectre ne co��ncide pas avec celui de Grenier.

Suite aux remarques pr�ec�edentes, le spectre rationnel et celui que nous
proposons sont clairement di��erents. Nous allons �etablir ce qui les di��eren-
cie quant aux propri�et�es de Loynes. Rappelons que Grenier �a introduit son
spectre a�n d'am�eliorer celui de M�elard en ce qui concerne les processus sta-
tionnaires par morceaux. Des trois spectres, celui de Grenier semble être le
mieux adapt�e �a une telle situation. En e�et, ce spectre est la succession cor-
respondante des densit�es spectrales lorsque les processus stationnaires poss�e-
dent le même processus d'innovation. Lorsque ces derniers sont non corr�el�es,
le spectre rationnel est la succession des densit�es spectrales except�e sur une
zone transitoire de dur�ee �egale �a l'ordre n = max(p; q + 1): Notons que ce
dernier r�esultat reste vrai pour notre spectre dans la situation autor�egressive,
sinon il repr�esente la succession des approximations des mesures spectrales
par celles des mod�eles autor�egressifs sous-jacents.

Cette am�elioration obtenue par le spectre rationnel se fait au d�etriment
de la Propri�et�e A2 de Loynes qui exige qu'il repr�esente une distribution de
l'�energie relativement �a la fr�equence. Reprenons le contre-exemple exhib�e
dans [Gre84]. Soit un processus X(�) qui admet une repr�esentation du type
(2.2) avec q = 0 :

X(t) + a1(t� 1)X(t� 1) = �(t);

a1(t) =

�
�� si t < 0 ou t > T
� 1

�
si t 2 [0; T ]

;

o�u � est une constante r�eelle telle que j�j < 1: La variance de la variable
X(t) est d�etermin�ee par

V ar fX(t)g =

8><
>:

1
1��2

t � 0
�2(��2(t+1)+��2t�1)

1��2
1 � t � T + 1

1+�2(t�T�1)(��2(T+1)+��2T��2�1)
1��2

t � T + 2

:

Ces derni�eres expressions montrent que la variance du processus d�epend du
temps sur les deux intervalles contenus dans [1;+1[: Par cons�equent elle
ne peut pas être �egale �a la quantit�e

R �
��
�(t; �)d� qui est constante sur les

domaines [1; T + 1] et [T + 2;+1[:

Hormis ces points, le spectre de Grenier conserve les propri�et�es de celui
de M�elard. Les commentaires sur ce spectre sont essentiellement les mêmes
que ceux mentionn�es dans la section pr�ec�edente pour le spectre �evolutif. En
particulier, il n'y a toujours pas de bijection entre la classe des spectres et
celle des fonctions d'autocovariance.
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2.5 Exemples

Nous illustrons dans cette section le spectre �evolutif instantan�e �a travers
quelques exemples simples. Lorsque cela est possible, nous le comparons avec
le spectre �evolutif de M�elard et le spectre rationnel de Grenier.

2.5.1 Discr�etisation du mouvement Brownien

Soit un mouvement Brownien standard
�
Y (t); t 2 IR+

	
: Ce processus est

centr�e et sa structure au second ordre est caract�eris�ee par :

E fY (t)Y (s)g = inf(t; s):

En particulier, il est nul presque sûrement �a l'instant 0. Nous consid�erons le
processus X(�) �a temps discret obtenu par discr�etisation de Y (�);

X(t) =

�
0 p:s: si t � 0
Y (th) sinon

;

o�u h est le pas de discr�etisation. La fonction d'autocovariance R(�; �) de X(�)
est donn�ee par R(t; s) = sup(0; h inf(t; s)): La marche al�eatoire d�e�nie par

tX
k=0

"(k), pour t > 0, nulle p:s: sinon,

o�u "(�) est un bruit blanc de variance h; poss�ede la même structure au se-
cond ordre que le processus X(�): Ce dernier admet ainsi la repr�esentation
autor�egressive suivante :

X(t)�X(t� 1) = "(t);

o�u "(�) est le processus d'innovation de variance �2"(t) = h pour t > 0; 0 sinon.
La fonction d'autocorr�elation partielle �t(�) du processus X(�) est nulle au
del�a de 1 (cf. Proposition 1.4.1) et ses deux premiers coe�cients sont donn�es
par

�t(0) = sup(0; ht)

�t(1) =
R(t; t� 1)

[R(t� 1; t� 1)R(t; t)]
1
2

=

r
t� 1

t
si t > 0, 0 sinon:

Le spectre �evolutif instantan�e de X(�) est nul pour t � 0 et, pour t > 0; est
�egal �a la mesure spectrale du mod�ele stationnaire AR(1) de param�etres

�t(1) = ��t(1) = �

r
t� 1

t

�2";t =
�
1� j�t(1)j

2��t(0) = �2"(t) = h;
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c'est-�a-dire

dFt(�) =
h

2�

�����1�
r
t� 1

t
e�i�

�����
�2

d�:

Notons que le pôle, situ�e en
p
(t� 1)=t; tend vers 1 lorsque t tend vers l'in�ni

et que la mesure spectrale normalis�ee correspondante, qui ne d�epend plus de
h; tend alors vers la mesure de Dirac en � = 0 avec une densit�e spectrale qui
converge uniform�ement vers z�ero sur tout compact ne contenant pas l'origine.

Le processus X(�) est purement ind�eterminable et sa d�ecomposition de
Wold-Cram�er est �egale �a

X(t) =
t�1X
j=0

h
1
2 �(t� j) si t > 0, 0 sinon.

Le spectre �evolutif est nul pour t � 0; sinon il est donn�e par

ft(�) =
h

2�

�����
t�1X
j=0

e�i�j

�����
2

=
h

2�

��1� e�i�t
��2

j1� e�i�j2
si � 6= 0,

ht2

2�
si � = 0:

Il correspond �a la mesure spectrale d'une moyenne mobile d'ordre t� 1 dont
tous les z�eros sont �equir�epartis sur le cercle unit�e : z = e2ik�=t; k = 1; : : : ; t�1
(cf. Figure 2.2). Le spectre normalis�e a les mêmes propri�et�es que le pr�ec�edent,
lorsque t tend vers l'in�ni, mais la densit�e spectrale est tr�es irr�eguli�ere. Dans
ce cas particulier les valeurs de la fonction d'autocovariance Rt(�) associ�ee
�a ft(�) co��ncident avec les covariances entre X(t) et son pass�e : Rt(k) =
R(t; t � k); k � 0 et Rt(k) = (t � k)h si 0 � k < t; 0 si k � t: Ce n'est plus
vrai en terme d'autocorr�elations. Ceci montre que le spectre associ�e �a Rt(�);
lorsqu'il existe, peut être tr�es di��erent du spectre �evolutif instantan�e d�e�ni
par �t(�):

Pour t strictement positif, le processus X(�) admet la repr�esentation
ARMA(0; 1) de la forme (2.2) avec a1(t) = �1 et b0(t) = h1=2: Les deux
versions du spectre rationnel sont identiques, nulles pour t n�egatif et pour
t > 0;

�(t; �) =
h

2�

��1� e�i�
���2 :

Ce spectre illustre deux d�efauts du spectre rationnel : il ne d�epend pas du
temps, alors que le processus n'est pas stationnaire, et ne fournit pas la
variance de X(t) car cette \densit�e spectrale" n'est pas int�egrable. Notons
qu'il correspond �a la limite de la densit�e spectrale du spectre �evolutif in-
stantan�e (sans normalisation) lorsque t tend vers l'in�ni. Les repr�esentations
graphiques ci-apr�es illustrent le comportement de ces trois spectres. (Le spec-
tre rationnel et le spectre �evolutif instantan�e apparaissent confondus dans la
�gure 2.2.)
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Figure 2.1 : Repr�esentation en trois dimensions du spectre �evolutif instan-
tan�e et du spectre �evolutif, t 2 [0; : : : ; 30]; � 2 [�0:8; 0:8]; h = 1:
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Figure 2.2 : Repr�esentation du spectre �evolutif instantan�e, du spectre �evo-
lutif et du spectre rationnel, t = 30; � 2 [��; �]; h = 1:

Cet exemple est un cas particulier localement d�eterminable de la situation
g�en�erale suivante. Soit X(�) un processus autor�egressif d�e�ni par

pX
k=0

a(k)X(t� k) = "(t); t 2 ZZ; a(0) = 1;

o�u "(�) est un bruit blanc de variance �2" pour t � 0; nul pour t < 0: Le
polynôme autor�egressif,

'f (z) =

pX
k=0

a(k)zp�k;

est suppos�e stable (ses racines sont �a l'int�erieur du cercle unit�e). Le processus
X(�) est nul pour t < 0 et asymptotiquement stationnaire. La densit�e spec-
trale du r�egime stationnaire limite est celle du mod�ele autor�egressif associ�e
�a 'f(�) et �a �2" :

f(�) =
�2"
2�

��'f(ei�)���2 :
Par inversion de 'b(z) (cf. section 1.4) on obtient l'expression de X(�) en
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fonction du processus d'innovation "(�) :

X(t) =
+1X
k=0

b(k)"(t� k); t 2 ZZ;
+1X
k=0

b(k)zk =
1

'b(z)
:

Le spectre �evolutif de M�elard est celui d'une moyenne mobile d'ordre t;

ft(�) =
�2"
2�

�����
tX

k=0

b(k)e�i�k

�����
2

:

Il converge vers f(�) alors que le spectre rationnel de Grenier atteint im-
m�ediatement cette limite, �(t; �) = f(�) pour t � p: Notons que la fonc-
tion d'autocovariance Rt(�) associ�ee �a ft(�) est encore d�e�nie par Rt(k) =
R(t; t� k); k � 0 o�u

Rt(k) = �2"

t�kX
j=0

b(j)b(k + j) si 0 � k � t, 0 si k > t:

Le spectre �evolutif instantan�e est celui d'un mod�ele autor�egressif d'ordre
p; d�es que t est sup�erieur ou �egal �a p; dont la variance du bruit est �egale �a
�2" et pour lequel le polynôme autor�egressif 'ft (�) converge vers '

f(�) tout en
conservant la propri�et�e de stabilit�e,

dFt(�) =
�2"
2�

���'ft (ei�)����2 d�; 'ft (z) =

pX
k=0

at(k)z
p�k:

En e�et on a "f(t; t�k) = "(t) pour k � p et t � p: La stabilit�e du polynôme
'ft (�) est garantie par la d�e�nition puisqu'il est associ�e aux autocorr�elations
partielles �t(k) = �(t; t� k); k = 1; : : : ; p: Sans entrer dans les d�etails, il est
clair que ce spectre est mieux adapt�e �a cette situation que celui de M�elard.
Par exemple pour le cas AR(1); X(t)�aX(t�1) = "(t); jaj < 1; on obtient :

ft(�) =
�2"
2�

��1� at+1e�i�(t+1)
��2

j1� ae�i�j2
;

dFt(�) =
�2"
2�

�����1� a

r
1� a2t

1� a2(t+1)
e�i�

�����
�2

d�;

avec comme situation limite (spectre de Grenier)

�(t; �) = f(�) =
�2"
2�

��1� ae�i�
���2 :

2.5.2 Succession de deux autor�egressifs stationnaires

Nous illustrons maintenant la situation o�u X(�) est un processus autor�e-
gressif dont les param�etres, associ�es �a deux mod�eles stationnaires, changent
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�a l'instant 0. On se place dans le cas de mod�eles d'ordre un a�n d'obtenir des
expressions simples pour les di��erents spectres, facilitant leur comparaison.
De fa�con pr�ecise le processus X(�) est d�e�ni par

X(t)� atX(t� 1) = "(t); t 2 ZZ;

o�u at = a1 si t < 0; a2 sinon. Le processus "(�) est un bruit blanc de variance
�2" et constitue le processus d'innovation de X(�): Les param�etres a1 et a2
sont de module strictement inf�erieur �a 1.

Pour t < 0; les trois spectres sont identiques et sont donn�es par la densit�e
spectrale du premier mod�ele :

dFt(�)

d�
= ft(�) = �(t; �) =

�2"
2�

��1� a1e
�i�
���2 :

Pour t � 0; seul le spectre de Grenier co��ncide imm�ediatement avec celui
du second mod�ele,

�(t; �) =
�2"
2�

��1� a2e
�i�
���2 :

Les deux autres spectres convergent, lorsque t tend vers l'in�ni, vers cette
limite.

L'expression de X(t); pour t � 0; en fonction du processus d'innovation
"(�) est donn�ee par :

X(t) =
tX

k=0

ak2"(t� k) + at+12

+1X
k=0

ak1"(�1� k):

On en d�eduit

�t(0) = �2"

�
1

1� a22
� at+12

(a22 � a21)

(1� a22)(1� a21)

�
;

�t(1) = a2

s
�t�1(0)

�t(0)
; ��1(0) =

�2"
1� a21

;

dFt(�)

d�
=
�2"
2�

��1� �t(1)e
�i�
���2 :

Le spectre �evolutif instantan�e est celui d'un mod�ele AR(1) stationnaire dont
le pôle converge vers a2 lorsque t tend vers l'in�ni.

Le spectre �evolutif de M�elard est donn�e par

ft(�) =
�2"
2�

���� 1

1� a2e�i�
+

(a1 � a2)a
t+1
2 e�i�(t+2)

(1� a2e�i�)(1� a1e�i�)

����
2

;

=
�2"
2�

����1 + (a2 � a1)
t+1P
k=1

ak�12 e�i�k
����
2

j1� a1e�i�j
2 :
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Il s'agit de la densit�e d'un mod�ele ARMA(1; t+1) stationnaire qui converge
vers la limite souhait�ee, mais de fa�con beaucoup plus irr�eguli�ere. Les �gures
qui suivent illustrent ce point.
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Figure 2.3 : Repr�esentation en trois dimensions du spectre �evolutif instan-
tan�e et du spectre �evolutif, t 2 [0; : : : ; 30]; � 2 [��; �]; a1 = 0:4; a2 = 0:9;
�2" = 1:
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Figure 2.4 : Repr�esentation du spectre �evolutif instantan�e, du spectre �evo-
lutif et du spectre rationnel, t = 10; � 2 [��; �]; a1 = 0:4; a2 = 0:9; �2" = 1:

2.5.3 Processus uniform�ement modul�e

On s'int�eresse �a un cas de non-stationnarit�e simple souvent �evoqu�e : les
processus uniform�ement modul�es. Ces processus ont �et�e introduits par Pries-
ley [Pri65] comme des processus stationnaires modul�es en temps. Il s'agit
des processus Y (�) de la forme

Y (t) = c(t)X(t); t 2 ZZ;

o�uX(�) est un processus stationnaire et c(�) une fonction �a valeurs r�eelles non
n�egatives. Le spectre �evolutif instantan�e est bien adapt�e �a cette situation.
En e�et, la fonction d'autocorr�elation partielle de Y (�) co��ncide avec celle de
X(�) en tout point (t; s) o�u s 6= t; et �Yt (0) = c2(t)�X(0): On a ainsi

dF Y
t (�) = c2(t)dFX(�):

Il en est de même pour le spectre �evolutif de M�elard, en se restreignant aux
processus purement ind�eterminables, car les coe�cients de la d�ecomposition
de Wold-Cram�er de Y (�) sont donn�es par hY (t; t�j) = c(t)hX(j): Par contre,
ce n'est plus vrai pour le spectre rationnel. Supposons que le processus X(�)
admette une repr�esentation ARMA(p; q) de param�etres aj; j = 0; : : : ; p et
bj; j = 0; : : : ; q; et que la fonction c(�) ne s'annule pas. Alors la premi�ere
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version du spectre rationnel, par exemple, est de la forme

�(t; �) = c2(t)

�2"
2�

�����
qP

j=0

bje
�i�j

�����
2

�����
pP

j=0

c(t)
c(t�j)

aje�i�j

�����
2 ; a0 = b0 = 1:

Les deux exemples suivant sont consacr�es �a l'�etude du spectre �evolutif
instantan�e pour des \chirps lin�eaires" et leur partie r�eelle. Ce sont des pro-
cessus d�eterminables, M(�1; t) = M(�1) = M; le spectre �evolutif ainsi
que le spectre rationnel ne sont donc pas d�e�nis pour cette situation.

2.5.4 Chirps lin�eaire

Consid�erons un processus Z(�) �a temps discret de la forme

Z(t) = ei[�0t
2+�0t+�]; t 2 ZZ;

o�u �0; �0 sont des constantes r�eelles et � une variable uniforme sur ]� �; �]:
A l'origine ces processus sont d�e�nis en temps continu. Par �echantil-

lonage, ils conservent la même forme avec �0 = h2� 00 et �0 = h�00 comme
param�etres du mod�ele discret, o�u h est le pas de discr�etisation et (� 00; �

0
0)

la param�etrisation initiale du mod�ele continu. Dans le plan complexe, Z(t)
repr�esente la position d'un mobile qui �evolue sur le cercle unit�e. L'al�ea �
indique sa position �a l'instant t = 0 et le mouvement est r�egit par la vitesse
de rotation �egale �a 2�0t + �0: Cette variation lin�eaire devrait se retrouver
sur le spectre si celui-ci constitue une bonne repr�esentation de la fr�equence
instantan�ee.

D'apr�es la Propri�et�e 2.2.7, l'e�et de la constante �0 se traduit par un
simple d�ecalage du spectre en fr�equence de la quantit�e �0 mod 2� appar-
tenant �a ]� �; �]: D'autre part on peut prendre �0 dans ]� �=2; �=2]: Pour
�0 = 0 la fonction d'autocovariance de Z(�) satisfait R(t; s) = ei�0(t

2�s2); ce
qui conduit �a �t(0) = 1 et �t(1) = ei�0(2t�1): Ce dernier coe�cient �etant de
module �egal �a 1, la fonction �t(�) est nulle au del�a de 1. La mesure spectrale
dFt se r�eduit donc �a la mesure de Dirac en la fr�equence de ] � �; �] �egale �a
�0(2t�1) mod 2�: Pour chaque t; le spectre �evolutif instantan�e du processus
Z(�) charge la fr�equence �0(2t�1)+�0 mod 2� avec un poids �egal �a 1. Dans
le cas particulier o�u �0 serait de la forme ��=T pour un entier T � 2; c'est-
�a-dire un pas de discr�etisation h �egal �a

p
�=j� 00jT pour la version continue,

le processus est p�eriodiquement corr�el�e de p�eriode T: En e�et la p�eriodicit�e
du spectre �evolutif instantan�e par rapport �a la variable temps se retrouve
sur la fonction d'autocorr�elation partielle et la Proposition 3.1.1 conduit �a
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ce r�esultat. Notons que le processus Z(�) lui-même n'est g�en�eralement pas
p�eriodique. La Figure 2.5 repr�esente ce spectre dans le plan temps-fr�equence.
Le temps est port�e en abscisse et la fr�equence, qui varie entre �� et �; en
ordonn�ee. Les masses, toutes �egales �a 1, sont repr�esent�ees par des ronds.
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Figure 2.5 : Repr�esentation temps-fr�equence du spectre �evolutif instantan�e,
�0 = �=20; �0 = 0:

Dans cet exemple, la constante �0 est r�eelle. L'�etude peut se g�en�eraliser
�a une constante complexe : le processus Z(�) est alors de la forme

Z(t) = e�0t
2+i[�0t2+�0t+�]; t 2 ZZ;

o�u �0; �0; �0 sont trois constantes r�eelles. Pour t �x�e, le spectre de ce
processus charge la même fr�equence que pr�ec�edemment, mais avec une masse,
�egale �a e2�0t

2
; qui d�epend de t:

Ainsi le spectre �evolutif instantan�e des \chirps lin�eaires" satisfait la repr�e-
sentation id�eale puisque son support est port�e par les droites de pentes 2�0:
De fa�con pr�ecise, il s'agit de l'ensemble des points de ZZ�]��; �] de la forme
ft; �0(2t� 1) + �0 mod 2�g ; t 2 ZZ:
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2.5.5 Partie r�eelle d'un chirps lin�eaire

Nous proposons d'�etudier maintenant le spectre de la partie r�eelle du cas
pr�ec�edent. Soit X(�) un processus �a valeurs r�eelles d�e�ni par

X(t) =
1

2

n
Z(t) + Z(t)

o
= cos(�0t

2 + �0 + �); t 2 ZZ;

o�u �0 et �0 sont deux constantes r�eelles et � une variable uniforme sur
] � �; �]: On peut, sans perte de g�en�eralit�e, se ramener au cas o�u (�0; �0)
appartient �a ]� �=2; �=2]�]� �; �]: Le processus X(�) est centr�e et sa fonc-
tion d'autocovariance est donn�ee par

R(t; s) =
1

2
cos
�
�0(t

2 � s2) + �0(t� s)
�
:

On a �evidemment R(t; s) = fRZ(t; s) + RZ(t; s)g=4 puisque Z(�) et Z(�)

sont non corr�el�es. Par contre la relation dFt(�) = fdFZ
t (�) + dFZ

t (�)g=4
n'est pas v�eri��ee de fa�con syst�ematique. Elle ne l'est pas en chaque instant
qui suit imm�ediatement l'intersection des droites contenant les supports de
dFZ

t (�) et dF
Z
t (�): La Figure 2.6 correspond au cas associ�e �a la Figure 2.5.

Pour conserver la sym�etrie �evoquant les processus r�eels, nous avons r�eparti
les masses en � sur le couple f��; �g:
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Figure 2.6 : Repr�esentation temps-fr�equence du spectre �evolutif instantan�e,
�0 = �=20; �0 = 0:
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Nous pr�esentons ci-apr�es le calcul du spectre. L'Algorithme LDG permet
d'obtenir les premiers coe�cients de la fonction �t(�) :

�t(0) =
1

2
;

�t(1) = cos [(2t� 1)�0 + �0] ;

�t(2) = �
sin [(2t� 3)�0 + �0] sin [(2t� 1)�0 + �0]�

sin2 [(2t� 3)�0 + �0] sin
2 [(2t� 1)�0 + �0]

	 1
2

;

avec la convention 0�1 = 0: La situation la plus courante est celle pour
laquelle (�0; �0) v�eri�e (2t � 1)�0 + �0 6= k� pour tout couple (t; k) de ZZ2:
Elle correspond au fait que les droites �evoqu�ees plus haut ne se coupent pas
en des points d'abscisse enti�ere. Alors j�t(1)j < 1 et j�t(2)j = 1: Lorsque
�t(2) = �1; dFt(�) charge, avec une masse �egale �a 1=4 les deux fr�equences
�[2(t� 1)�0 + �0]: Lorsque �t(2) = 1; dFt(�) charge les deux fr�equences 0 et
� avec

dFt(�) =
1

4
f1 + cos [(2t� 1)�0 + �0]g �0(�) +

1

4
f1� cos [(2t� 1)�0 + �0]g ��(�);

o�u ��(�) d�esigne la mesure de Dirac en �: Ceci se produit �a chaque instant
t qui suit imm�ediatement l'intersection des droites contenant les supports
de dFZ

t (�) et dF
Z
t (�): Dans ce cas le support de dFt(�) n'est donc plus sur

les droites. Il nous reste �a consid�erer la situation d'un couple (�0; �0) qui
v�eri�e �a un instant t la condition (2t � 1)�0 + �0 = k�: Dans ce cas on a
�t(1) = (�1)k: La mesure dFt(�) charge la fr�equence 0 ou �; avec une masse
�egale �a 1=2; selon que k est pair ou impair. Notons que son support reste sur
les droites habituelles. A l'instant (t + 1) suivant, on a j�t+1(1)j < 1 (sauf
si �0 = �=2) et j�t+1(2)j = 0: Il est donc n�ecessaire de d�eterminer �t+1(3):
Celui-ci v�eri�e �t+1(3) sin

2(2�0) = cos(3k�) � cos(k� + 2�0) cos(2�0); et par
suite �t+1(3) = (�1)k: La mesure dFt+1(�) est donn�ee pour k pair par

dFt+1(�) =
1

2

�
1 + cos(2�0)

3� cos(2�0)

�
�0(�) +

1

2

�
1� cos(2�0)

3� cos(2�0)

�
f���1(�) + ��1(�)g ;

et pour k impair par

dFt+1(�) =
1

2

�
1 + cos(2�0)

3� cos(2�0)

�
��(�) +

1

2

�
1� cos(2�0)

3� cos(2�0)

�
f���2(�) + ��2(�)g ;

o�u �2 est la fr�equence de [0; �=2] d�etermin�ee par la relation cos �2 = sin2 �0 et
�1 = � � �2: Dans ce cas le support de dFt+1(�) ne reste pas sur les droites.





Chapitre 3

Processus p�eriodiquement

corr�el�es

Ce chapitre est consacr�e �a l'�etude de la param�etrisation de la structure
au second ordre des processus p�eriodiquement corr�el�es. Ces processus ont
�et�e introduit par Gladysev [Gla61] comme la classe particuli�ere de pro-
cessus non stationnaires dont la fonction d'autocovariance est p�eriodique
en les deux variables. On obtient la même caract�erisation par la fonction
d'autocorr�elation partielle. Ainsi, comme dans la situation non stationnaire
g�en�erale, les autocorr�elations partielles fournissent une nouvelle param�etri-
sation facilement identi�able par rapport �a la fonction R(�; �): En particulier
cette approche permet d'�etendre de fa�con naturelle la m�ethode du maximum
d'entropie �a la situation p�eriodique. Dans [Gla61], l'auteur montre que
la classe des processus p�eriodiquement corr�el�es et celle des processus vecto-
riels stationnaires sont en correspondance biunivoque. Cette relation permet
d'envisager aussi une param�etrisation de type vectoriel. Cependant il existe
plusieurs extensions de la fonction d'autocorr�elation partielle aux processus
vectoriels. Nous retenons une fonction matricielle, dite triangulaire, appa-
raissant tr�es naturellement dans la correspondance avec les processus p�erio-
diquement corr�el�es. Cette fonction, not�ee �(�); correspond �a celle propos�ee
par Pham [Pha92], mais la d�e�nition que nous en donnons, est proche de
celle de D�egerine [D�eg90] par son approche en terme de variables.

La premi�ere section est consacr�ee �a la param�etrisation par les autocor-
r�elations partielles scalaires introduites au premier chapitre. Les nouvelles
contraintes sur la fonction �(�; �) sont obtenues en restreignant le domaine
D� aux fonctions p�eriodiques. La correspondance entre les fonctions R(�; �)
et �(�; �) est assur�ee par l'Algorithme LDG restreint �a cette situation. La
fonction matricielle �(�) est d�e�nie �a la deuxi�eme section. Nous montrons
que cette fonction caract�erise la structure des processus vectoriels station-
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naires. La d�emarche est essentiellement la même que celle utilis�ee au pre-
mier chapitre pour �etablir la caract�erisation par �(�; �): Apr�es avoir d�ecrit
son domaine de variation, nous pr�esentons un proc�ed�e qui permet de con-
struire une s�equence d'un processus vectoriel de fonction d'autocorr�elation
partielle matricielle �(�) connue, prouvant ainsi la surjectivit�e avec la fonc-
tion d'autocovariance R(�): L'injectivit�e est assur�ee grâce �a un algorithme de
type Levinson-Durbin. La correspondance biunivoque entre les param�etrisa-
tions en termes d'autocorr�elation partielle scalaire �(�; �) et vectorielle �(�)
fait l'objet de la troisi�eme section. Elle est obtenue en utilisant de fa�con
ad�equate l'Algorithme LDG: En particulier, elle permet de r�ealiser la relation
entre �(�) et R(�) de fa�con scalaire. On s'int�eresse ensuite, dans la quatri�eme
section, aux processus autor�egressifs p�eriodiques ainsi qu'�a leur correspon-
dance avec les processus vectoriels stationnaires autor�egressifs. Le probl�eme
de l'extension des coe�cients d'autocovariance d'un processus stationnaire
est un probl�eme classique dans le domaine de l'estimation spectrale. Dans
une derni�ere section, nous proposons une nouvelle approche pour traiter ce
probl�eme dans le contexte des processus p�eriodiquement corr�el�es. Pour cela,
nous utilisons la param�etrisation par les autocorr�elations partielles. Nous
�etendons ensuite la m�ethode du maximum d'entropie [Bur75] �a la situation
p�eriodique et montrons que la solution est autor�egressive p�eriodique. Le lien
avec le probl�eme de l'extension d'une suite de matrice d'autocovariance d'un
processus vectoriel stationnaire est �egalement pr�esent�e.

3.1 Fonction d'autocorr�elation partielle sca-

laire

La th�eorie des processus p�eriodiquement corr�el�es a d�ebut�e avec les travaux
de Gladysev [Gla61]. Notons cependant qu'ils ont �et�e introduits quelques
ann�ees plus tôt sous le nom de processus cyclo-stationnaires dans le contexte
de la communication (cf. [Ben58]).

D�e�nition 3.1.1. Un processusX(�) est dit p�eriodiquement corr�el�e de p�erio-
de T lorsque sa fonction d'autocovariance est p�eriodique de même p�eriode,

R(t+ T; s+ T ) = R(t; s) pour tout (t; s) 2 ZZ2:

En d'autres termes, la structure au second ordre de ces processus est inva-
riante par translation en temps de longueur T: C'est-�a-dire que la structure
de fX(s+ T ); : : : ; X(t+ T )g est la même que celle de fX(s); : : : ; X(t)g :
Notons que lorsque T = 1; on retrouve la classe des processus stationnaires.
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Suite �a la Remarque 1.3.1, il est clair que la structure des processus p�erio-
diquement corr�el�es peut être caract�eris�ee en termes d'autocorr�elations par-
tielles, en rempla�cant dans leur d�e�nition la fonction R(�; �) par �(�; �): Plus
pr�ecis�ement, on a la proposition suivante.

Proposition 3.1.1. Un processus est p�eriodiquement corr�el�e de p�eriode T
si et seulement si sa fonction d'autocorr�elation partielle satisfait :

�(t+ T; s+ T ) = �(t; s) pour tout (t; s) 2 ZZ2:
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Figure 3.1 : Illustration du domaine DT
�

Ainsi, compte tenu des r�esultats obtenus au premier chapitre, la structure
au second ordre de ces processus peut être param�etris�ee par T fonctions
d�e�nies sur IN , �t(n) = �(t; t� n), t = 1; : : : ; T qui sont sujettes seulement
aux conditions suivantes :
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(i) �t(0) � 0 et j�t(n)j � 1, n � 1,

(ii) �t(0) = 0) �t(n) = �(t+n)modT (n) = 0, n � 1,

(iii) j�t(j)j = 1, j > 0) �t(n) = �(t+n�j)modT (n) = 0, n > j,

o�u n mod T est l'entier j de [1; : : : ; T ] tel que n = kT + j, k 2 ZZ. Nous
notons DT

� l'ensemble des fonctions d�e�nies sur [1; : : : ; T ]� IN qui satisfont
les contraintes ci-dessus. La Figure 3.1 illustre ce domaine. La p�eriodicit�e
de la fonction d'autocorr�elation partielle se traduit par des valeurs de �(�; �)
invariantes par translation de longueur T et dans la direction de la diago-
nale. Ainsi cette fonction est caract�eris�ee par ses valeurs, que nous avons
not�ees �t(n); t = 1; : : : ; T; n 2 IN; se trouvant sur une bande de largeur T
(cf. Figure 3.1). Par ailleurs la propri�et�e d'invariance par cette translation
implique des nouvelles contraintes sur la fonction �(�; �) par rapport au cas
non stationnaire g�en�eral. En e�et les conditions �(t+n)modT (n) = 0; n � 1
du point (ii) et �(t+n�j)modT (n) = 0; n > j du point (iii) traduisent le fait
que les bandes de z�eros horizontales dues �a des singularit�es d'ordre �ni (cf.
Figure 1.2) sont translat�ees vers le bas de fa�con p�eriodique.

Toute fonction de DT
� est la fonction d'autocorr�elation partielle d'un pro-

cessus p�eriodiquement corr�el�e de p�eriode T et inversement. La correspon-
dance avec la fonction d'autocovariance peut alors être r�ealis�ee par un algo-
rithme de Levinson-Durbin P�eriodique (LDP ). Cet algorithme correspond �a
l'Algorithme LDG restreint au cas p�eriodique. En e�et, les expressions (1.1)
et (1.2) des variances r�esiduelles en termes de la fonction �(�; �) conduisent �a

�f2(k; k � n) = �f2(t; t� n) = �f2t (n);
�b2(k � n; k) = �b2(t� n; t) = �b2t (n);

t = k mod T;

pour un processus p�eriodiquement corr�el�e de p�eriode T: De plus d'apr�es
l'invariance par translation de longueur T de la structure de tels processus,
on a dans le cas non localement d�eterminable,

afk(n; j) = aft (n; j);
abk(n; j) = abt(n; j);

t = k mod T:

Dans la situation g�en�erale, on peut choisir des coe�cients pour les inno-
vations partielles, qui satisfassent ces mêmes relations. Notons que par la
suite, nous utiliserons indi��eremment les notations �(t; t � n) ou �t(n) et
�(t; t � n) ou �t(n): Dans le cas non stationnaire g�en�eral, on a constat�e
que les restrictions des fonctions R(�; �) et �(�; �) �a un domaine de la forme
[s; : : : ; t]2 sont en correspondance biunivoque (cf. Remarque 1.3.1). Ici,
le caract�ere p�eriodique de ces deux fonctions permet d'envisager d'autres
domaines. Notons E(p1; : : : ; pT ) les sous-ensembles de ZZ2 de la forme
f(t; s); t = 1; : : : ; T; 0 � t� s � ptg : La correspondance entre les restrictions
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de R(�; �) et �(�; �) �a un domaine de ZZ2 est bijective si et seulement si ce
domaine peut se ramener (par p�eriodicit�e) �a un ensemble de la forme de
E(p1; : : : ; pT ) avec pi+1 � pi + 1; i = 1; : : : T; o�u pT+1 = p1: Ce r�esultat
provient du fait que �(t; s) (resp. R(t; s)) d�epend de l'ensemble des valeurs
R(u; v) (resp. �(u; v)), s � v � u � t: Ces ensembles contraints seront not�es
Ec(p1; : : : ; pT ): L'Algorithme LDP ci-dessous d�etermine la correspondance
entre R(�; �) et �(�; �) sur un tel domaine.

Algorithme 3.1.1. (LDP )
Pour k = 1; : : : ; T :

R(k; k) = �k(0) = �f2k (0) = �b2k (0):

Pour n = 1; : : : ; max
i=1;::: ;T

(pi); avec les conventions
0P

j=1

: : : = 0 et 0�1 = 0 :

pour k = 1; : : : ; T; avec n � pk :

�k(n) =

R(k; k � n) +
n�1P
j=1

afk(n� 1; j)R(k � j; k � n)

�fk (n� 1)�bk�1(n� 1)
;

�f2k (n) =
�
1� j�k(n)j

2� �f2k (n� 1);

�b2k (n) =
�
1� j�k(n)j

2� �b2k�1(n� 1);

afk(n; n) = ��k(n)
�fk (n� 1)

�bk�1(n� 1)
;

abk(n; n) = ��k(n)
�bk�1(n� 1)

�fk (n� 1)

pour j = 1; : : : ; n� 1 :

afk(n; j) = afk(n� 1; j) + afk(n; n)a
b
k�1(n� 1; n� j);

abk(n; j) = abk�1(n� 1; j) + abk(n; n)a
f
k(n� 1; n� j);

o�u l'indice k � 1 = 0 est remplac�e par T:

L'algorithme de type LDP; propos�e par Sakai ([Sak82],[Sak83]) dans
le cas non localement d�eterminable, co��ncide avec celui-ci pour un domaine
Ec(p1; : : : ; pT ) avec pi = p; i = 1; : : : ; T: Par ailleurs, on trouve dans [Pha92]
un algorithme LDP qui �etablit la correspondance entre R(�; �) et �(�; �) dans
la situation g�en�erale sur un domaine qui peut se ramener �a un ensemble
Ec(p1; : : : ; pT ) avec pi = pT +i�1; i = 1; : : : ; T: Dans la suite, ces ensembles
seront not�es Ec(p;max): Remarquons que la structure de cette proc�edure est
l�eg�erement di��erente de celle de L'Algorithme 3.1.1. En e�et, elle d�etermine
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les quantit�es �(nT + i; j) (resp. R(nT + i; j)) pour n variant de 0 �a p; i =
1; : : : ; T et j = i; : : : ; 1 si n = 0; T; : : : ; 1 sinon. Cependant les coe�cients
des innovations partielles utilis�es dans cet algorithme sont les mêmes que
ceux obtenus avec L'Algorithme 3.1.1.

3.2 Fonction d'autocorr�elation partielle ma-

tricielle triangulaire

Sur le plan th�eorique, les processus p�eriodiquement corr�el�es sont int�eres-
sant, car intimement li�es aux processus vectoriels stationnaires. En e�et soit
Y (�) = fY (t); t 2 ZZg le processus vectoriel T -dimensionnel d�e�ni �a partir
d'un processus X(�) par,

Yj(t) = X(j + T (t� 1)); j = 1; : : : ; T; t 2 ZZ:

Alors ([Gla61] : Th�eor�eme 1, p.385) X(�) est p�eriodiquement corr�el�e de
p�eriode T si et seulement si le processus vectoriel Y (�) est stationnaire. Nous
consid�erons le processus T -dimensionnel stationnaire Y (�) ainsi associ�e au
processus X(�): La structure au second ordre de Y (�) est d�etermin�ee par la
fonction d'autocovariance R(�);

R(n) = E fY (t+ n)Y (t)�g ; n 2 ZZ:

Les erreurs de pr�ediction d'ordre n progressive et r�etrograde sont not�ees
ef (t;n) et eb(t;n) (ef (t; 0) = eb(t; 0) = Y (t)) et leurs matrices de covariance
�f2(n) et �b2(n):

L'extension de la fonction d'autocorr�elation partielle aux processus vecto-
riels stationnaires est d�elicate. La di�cult�e pour d�e�nir une matrice d'auto-
corr�elation partielle r�eside dans le choix de la racine carr�ee pour normaliser
l'autocovariance partielle �(�);

�(0) = R(0); �(�n)� = �(n) = E
�
ef (t;n� 1)eb(t� n;n� 1)�

	
; n > 0:

D�egerine [D�eg90] donne les conditions que doivent satisfaire les racines
carr�ees des variances r�esiduelles et leurs inverses pour que la correspon-
dance entre fonction d'autocorr�elation partielle et fonction d'autocovariance
soit biunivoque. Les fonctions d'autocorr�elation partielle, dites triangu-
laires, ([D�eg90], [Pha92]) apparaissent tr�es naturellement dans la corres-
pondance avec les processus p�eriodiquement corr�el�es. Dans le cas localement
d�eterminable, ces deux d�e�nitions sont l�eg�erement di��erentes. Sur le plan
th�eorique la fonction propos�ee par D�egerine est la plus attractive. Celle de
Pham est plus pratique pour la correspondance avec la fonction �(�; �): Nous
pr�ef�erons �a l'approche alg�ebrique de Pham, une d�e�nition en terme de vari-
ables comme dans [D�eg90]. N�eanmoins la d�e�nition que nous proposons est
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plus proche de celle de Pham.

3.2.1 Proc�ed�e de normalisation et d�e�nition

Nous d�ecrivons ci-apr�es le proc�ed�e de normalisation des innovations par-
tielles que nous utilisons pour d�e�nir la fonction d'autocorr�elation partielle
matricielle. Soit e un vecteur al�eatoire complexe de dimension T , centr�e et
de matrice de covariance �2: Dans le sens progressif, l'orthogonalisation par
le proc�ed�e de Gram-Schmidt des composantes successives ej; j = 1; : : : ; T;
de e d�e�nit de nouvelles variables �j; j = 1; : : : ; T et ceci de fa�con unique
si l'on pose �j = 0 lorsque ej 2 L fej�1; : : : ; e1g : Le vecteur � est cen-
tr�e et E f���g = J; o�u J est une matrice diagonale telle que Jj;j = 0 si
ej 2 L fej�1; : : : ; e1g ; 1 sinon. Dans le sens r�etrograde, le même proc�ed�e est
utilis�e mais �a partir des composantes eT ; : : : ; e1:

Ainsi la fonction d'autocorr�elation partielle matricielle triangulaire est
obtenue en utilisant une normalisation triangulaire inf�erieure (resp. sup�erieu-
re) dans le sens progressif (resp. r�etrograde). Plus pr�ecis�ement, les innova-
tions partielles normalis�ees d'ordre n; d�e�nies de fa�con unique en appliquant
les proc�ed�es pr�ec�edents aux variables ef(t;n) et eb(t;n); sont not�ees �f(t;n)
et �b(t;n): On pose alors la d�e�nition suivante.

D�e�nition 3.2.1. La fonction d'autocorr�elation partielle triangulaire de Y (�);
not�ee �(�); est d�e�nie pour tout n 2 ZZ par :

�(0) = R(0);
�(�n)� = �(n) = E

�
�f(t;n� 1)�b(t� n;n� 1)�

	
; n 2 IN �:

Par la suite toute normalisation � d'un vecteur e sera de type triangulaire
d�e�ni comme pr�ec�edemment. On est amen�e �a consid�erer les relations liant
� et e: Pour la normalisation triangulaire inf�erieure, on peut �ecrire e = �i�
et � = ��i e; o�u �i et �

�
i sont des matrices triangulaires inf�erieures. Nous

utiliserons les notations �s et �
�
s pour les matrices triangulaires sup�erieures.

Dans le cas localement d�eterminable, les matrices �i et �
�
i satisfaisant ces

relations ne sont pas uniques, bien que � le soit par d�e�nition. Nous donnons
ci-dessous le choix retenu pour ces matrices.

Pour �i; seules les colonnes associ�ees �a �j = 0 ne sont pas d�e�nies de
fa�con unique. On obtient l'unicit�e en les posant �egales �a 0: Ainsi �i sera
l'unique racine triangulaire inf�erieure de �2 (i.e. �i�

�
i = �2) avec des �el�ements

diagonaux positifs et telle que �iJ = �i: La matrice �i peut être obtenue �a
partir d'une d�ecomposition de Cholesky LD2L� de �2; o�u D2 est une matrice
diagonale dont les �el�ements diagonaux sont positifs ou nuls et L une matrice
triangulaire inf�erieure unitaire (les �el�ements diagonaux sont �egaux �a 1). Alors
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le produit LD est l'unique racine �i d�e�nie pr�ec�edemment, et ceci quelque
soit la d�ecomposition de Cholesky consid�er�ee.

La d�e�nition d'un inverse de �i est un point plus d�elicat. Soit ��i un
inverse g�en�eralis�e de �i au sens o�u �i�

�
i �i = �i (cf. [Rao65] : p. 24). Pour

garantir l'�ecriture � = ��i e; il doit satisfaire ��i �i = J: Compte tenu de la
relation e = �i�; cette condition est n�ecessaire et su�sante mais n'assure
pas l'unicit�e. Par la suite ��i d�esignera un �el�ement quelconque de cette
classe d'inverses g�en�eralis�es. Une sous-classe de ces inverses est donn�ee par
les d�ecompositions de Cholesky de �2 de la fa�con suivante. On d�esigne par
D la racine carr�ee sym�etrique de D2 et par D+ l'inverse g�en�eralis�e de D;
obtenu en inversant les termes non nuls. Alors la matrice D+L�1 repr�esente
un choix possible pour ��i : Ces inverses sont caract�eris�es par J��i = ��i :
En�n une fa�con naturelle d'obtenir l'unicit�e pour ��i ; est de poser �egales �a
0 les colonnes associ�ees �a �j = 0 (i.e. ��i J = ��i ). Les lignes de ��i sont
alors constitu�ees des coe�cients des d�ecompositions de �i sur les variables
lin�eairement ind�ependantes ej; 1 � j � T telles que Jj;j = 1: Cet inverse
est donn�e par la d�ecomposition de Cholesky (��i J = ��i ) J��i = ��i )
pour laquelle les colonnes de la matrice L associ�ees �a Jj;j = 0 sont celles de
l'identit�e. Cependant nous constaterons par la suite (cf. sous-section 3.2.3)
qu'il n'est pas toujours souhaitable d'imposer cette contrainte. En e�et dans
ce cas, les relations de r�ecurrence pour les inverses des racines des matrices
de covariance r�esiduelles ne sont plus satisfaites.

Nous avons des r�esultats analogues pour la normalisation triangulaire
sup�erieure. Remarquons que pour ces deux proc�ed�es de normalisation, la
matrice ����� est l'inverse g�en�eralis�e de �2 au sens de [Rao65].

Dans [Pha92], la fonction d'autocorr�elation partielle triangulaire ~�(�)
est pr�esent�ee pour n 6= 0 comme la solution (pas n�ecessairement unique) de,

�f(n� 1)i ~�(n)�
b(n� 1)�s = �(n):

La matrice �(n); qui est alors la solution pour laquelle les lignes et les
colonnes de ~�(n) non d�e�nies de fa�con unique sont nulles, est ensuite utilis�ee
pour d�ecrire les contraintes que doit satisfaire ~�(�):

La fonction d'autocorr�elation partielle triangulaire �(�)tr ([D�eg90]) est
d�e�nie comme pr�ec�edemment mais en �eliminant les composantes des inno-
vations normalis�ees nulles presque sûrement. Plus pr�ecis�ement, pour n � 1;
�(n)tr est la matrice de dimension r(n) � r(n) (r(n) � T ) obtenue en sup-
primant les i-�emes lignes et les j-�emes colonnes de z�eros de �(n) qui corres-
pondent �a des singularit�es d'ordre �ni, c'est-�a-dire �f(t;n � 1)i = 0 p:s: et
�b(t� n;n� 1)j = 0 p:s:
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3.2.2 Domaine de variation de �(�)

L'avantage de la fonction �(�)tr par rapport �a �(�) est qu'elle est plus
facile �a identi�er. La matrice �(0)tr (= �(0)) est d�e�nie non n�egative
et f�(n)tr; n � 1g est une s�equence de matrices carr�ees dont les valeurs
singuli�eres (valeurs propres de �(n)tr�(n)

�
tr) sont inf�erieures ou �egales �a 1.

L'ordre de �(n + 1)tr est �egal au rang de I � �(n)tr�(n)
�
tr; l'ordre de �(1)tr

�etant �egal au rang de �(0)tr:
L'identi�cation de la fonction �(�) est un point plus d�elicat. Notre ap-

proche en termes de variables conduit �a retrouver de fa�con di��erente les con-
traintes de [Pha92]. Notons Jf(n) et Jb(n) les matrices de covariance des
erreurs de pr�ediction normalis�ees �f(t;n) et �b(t;n): Nous avons le r�esultat
suivant.

Proposition 3.2.1. Les innovations partielles normalis�ees satisfont, pour
n � 1; les relations de r�ecurrence (�f(t; 0) = [�(0)]

1=2�
i X(t); �b(t; 0) =

[�(0)]
1=2�
s X(t)),

�f(t;n) =
�
W f(n)

� 1
2
�

i

�
�f(t;n� 1)� �(n)�b(t� n;n� 1)

	
; (3.1)

�b(t;n) =
�
W b(n)

� 1
2
�

s

�
�b(t;n� 1)� �(n)��f(t+ n;n� 1)

	
; (3.2)

et leurs matrices de covariance sont donn�ees pour n � 0 par

Jf (n) =
�
W f(n)

� 1
2
�

i

�
W f(n)

�1
2

i
;

Jb(n) =
�
W b(n)

� 1
2
�

s

�
W b(n)

� 1
2

s
;

(3.3)

o�u W f(0) =W b(0) = �(0); et

W f(n) = Jf (n� 1)� �(n)�(n)�;
W b(n) = Jb(n� 1)� �(n)��(n):

(3.4)

D�emonstration.- Supposons que dans (3.1), les variables �f(t;n � 1) et
�b(t � n;n � 1) soient les erreurs normalis�ees d'ordre n � 1 (�evident pour
n = 1). Alors la variable �f(t;n � 1) � �(n)�b(t � n;n � 1) est l'erreur de
pr�ediction de �f(t;n� 1) sur �b(t� n;n� 1); dont la matrice de covariance
est W f(n): L'orthogonalisation, selon le proc�ed�e d�ecrit pr�ec�edemment, des
composantes successives de cette erreur donne �f(t;n); d'o�u (3.1) et la pre-
mi�ere relation de (3.3). On utilise un raisonnement analogue dans le sens
r�etrograde.}

En rempla�cant dans les relations de (3.4) les matrices Jf(n�1) et Jb(n�1)
par l'identit�e, on obtient deux nouvelles matrices qui seront not�ees ~W f(n)
et ~W b(n): Dans le sens progressif par exemple, les matrices W f(n) et ~W f(n)
sont identiques except�e pour les termes diagonaux tels que Jf (n� 1)j;j = 0:
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Dans ce cas, la j-�eme ligne de �(n) est nulle par d�e�nition. Par cons�equent
la j-�eme ligne et la j-�eme colonne sont compos�ees de 0 pour W f(n); alors
que pour ~W f(n) elles co��ncident avec celles de l'identit�e. Ainsi les inverses

W f(n)
1=2�
i et ~W f(n)

1=2�
i ne di��erent que pour ces colonnes. La relation

(3.1) est encore satisfaite avec ~W f(n)
1=2�
i ; puisque les composantes de la

variable du second membre associ�ees �a Jf (n � 1)j;j = 0 sont nulles presque
sûrement. Par contre l'utilisation de W f(n) dans (3.3) est n�ecessaire car
elle assure que les composantes nulles presque sûrement de �f(t;n) le restent
pour des ordres sup�erieurs �a n: En e�et d'apr�es ce qui pr�ec�ede, la matrice
~Jf (n) associ�ee �a ~W f(n) selon (3.3) est telle que ~Jf(n)j;j = 0 si Jf (n)j;j = 0
et Jf(n � 1)j;j = 1; 1 sinon. La matrice ~W f(n) permet donc de d�etecter
uniquement les singularit�es d'ordre n: On dispose de r�esultats analogues dans
le sens r�etrograde.

La Proposition 3.2.1 montre en particulier que W f(n) et W b(n) d�e�-
nis par (3.4) sont des matrices de covariance, et donne la relation entre
Jf (n); Jb(n) et la matrice �(n): Ceci implique sur la s�equence des matrices
d'autocorr�elation partielle triangulaire f�(n); n � 0g ; les contraintes suiv-
antes :

(i) La matrice �(0) est d�e�nie non n�egative et pour n � 1; les valeurs
singuli�eres de �(n) sont inf�erieures ou �egales �a 1.

(ii) Soient Jf (n) et J b(n); n � 0; les suites de matrices d�etermin�ees �a
partir de �(n); n � 0; par les relations de (3.3) et (3.4). Alors Jf(n)
et Jb(n) sont deux suites d�ecroissantes de matrices (au sens o�u J(n �
1)� J(n) est d�e�nie non n�egative) telles que

Jf(n� 1)�(n)Jb(n� 1) = �(n); n � 1: (3.5)

La d�ecroissance des suites Jf (n) et Jb(n) se traduit par J(n)J(n�1) = J(n):
C'est-�a-dire que les lignes ou colonnes nulles de �(n); dues aux singularit�es, le
sont aussi pour �(n+1) (cf. 3.5). Nous notons DT

�; l'ensemble des fonctions
�(�) �a valeurs matricielles d�e�nies sur ZZ telles que �(�n) = �(n)�; et qui
satisfont les contraintes ci-dessus. En e�et la proposition suivante montre
qu'il s'agit du domaine de variation de �(�):

Proposition 3.2.2. Soient �(�) un �el�ement de DT
� et fZ(n); n 2 INg une

suite de vecteurs al�eatoires de dimension T; non corr�el�es entre eux, et dont
les matrices de covariance sont donn�ees par la suite

�
Jf (n); n 2 IN

	
asso-

ci�ee �a �(�): Alors la s�equence fY (n); n 2 INg d�e�nie, pour n = 0; 1; : : : ; par :

�f(n;n) = Z(n);
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pour k = n; : : : ; 1 :

�f(n; k � 1) =
�
W f(k)

� 1
2

i
�f(n; k) + �(k)�b(n� k; k � 1);

�b(n� k; k) =
�
W b(k)

� 1
2
�

s

�
�b(n; k � 1)� �(k)��f(n; k � 1)

	
;

Y (n) = [�(0)]
1
2
i �

f(n; 0); �f(n; 0) = �b(n; 0);

est stationnaire et admet �(�) comme fonction d'autocorr�elation partielle ma-
tricielle triangulaire.

Notons que la d�emarche pour �etablir ce r�esultat est essentiellement la
même que pour son homologue du cas non stationnaire (cf. d�emonstration
de la Proposition 1.2.2).

D�emonstration.-On suppose avoir construit la s�equence stationnaire fY (t);
t = 0; : : : ; n� 1g en fonction des variables Z(t); t = 0; : : : ; n � 1; de telle
sorte que sa fonction d'autocorr�elation partielle triangulaire co��ncide avec
�(�) sur le domaine [0; : : : ; n�1]: De plus on dispose de la base

�
�b(n� k; k�

1); k = 1; : : : ; ng de l'espace L fY (t); t = 0; : : : ; n� 1g : Notons que ces hy-
poth�eses n'engagent �a rien pour n = 0; mais qu'elles sont aussi v�eri��ees pour
n = 1 apr�es avoir e�ectu�e le premier pas de r�ecurrence :

�f(0; 0) = �b(0; 0) = Z(0); Y (0) = [�(0)]
1
2
i �

f(0; 0):

L'algorithme, �a travers la premi�ere relation de r�ecurrence, d�e�nit la variable
Y (n) sous la forme,

Y (n) =
nX

k=1

W k�1
0 �(k)�b(n� k; k � 1) +W n

0 �
f(n;n);

o�u W k
j =

Qk
l=j

�
W f(l)

� 1
2

i
; j = 0; : : : ; k; et �f(n;n) = Z(n) est non corr�el�e

avec les �el�ements de L fY (t); t = 0; : : : ; n� 1g : Notons (cf. (3.7)) que les
quantit�es W k

0 ; k � 0; sont les racines �f (k)i: Les �el�ements �b(n � k; k � 1);
k = 1; : : : ; n; et �f(n � 1;n � 1) �etant parfaitement d�e�nis, on a pour 1 �
j � n� 1;

E fY (n)Y (n� j)�g =
n�1X
k=1

W k�1
0 �(k)E

n
�b(n� k; k � 1)Y (n� j)�

o
;

=
n�1X
k=1

W k�1
0 �(k)E

n
�b(n� 1� k; k � 1)Y (n� 1� j)�

o
;

= E
n
[Y (n� 1)�W n�1

0 �f (n� 1;n� 1)]Y (n� 1� j)�
o
;

= E fY (n� 1)Y (n� 1� j)�g :
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La matrice de covariance de Y (n) est �(0) car

E fY (n)Y (n)�g =
nX

k=1

W k�1
0 �(k)�(k)�[W k�1

0 ]� +W n
0 [W

n
0 ]
�;

avec

W k
0 [W

k
0 ]
� = W k�1

0 W f(k)[W k�1
0 ]� = W k�1

0 [W k�1
0 ]� �W k�1

0 �(k)�(k)�[W k�1
0 ]�:

La s�equence fY (0); : : : ; Y (n)g est donc stationnaire. Compte tenu du choix
de la base de L fY (t); t = 0; : : : ; n� 1g ; on a pour j = n�1; : : : ; 0; (W k

j = IT
pour k < j)

�f(n; j) =
nX

k=j+1

W k�1
j+1 �(k)�

b(n� k; k � 1) +W n
j+1�

f(n;n);

E
�
�f(n; j)�f(n; j)�

	
=

nX
k=j+1

W k�1
j+1 �(k)�(k)

�[W k�1
j+1 ]

� +W n
j+1[W

n
j+1]

�

=
n�1X

k=j+1

W k�1
j+1 �(k)�(k)

�[W k�1
j+1 ]

� +W n�1
j+1 [W

n�1
j+1 ]

�

= : : : = Jf (j);�
�f(n; j)�b(n� j � 1; j)�

	
= �(j + 1)Jb(j) = �(j + 1);

Ainsi Jf(j) est la matrice de covariance de �f(n; j) et �(j+1) est l'autocorr�e-
lation partielle triangulaire entre Y (n) et Y (n� j�1): La premi�ere partie de
l'hypoth�ese de r�ecurrence �a l'�etape n est acquise. Par cons�equent la deuxi�eme
relation de r�ecurrence de l'algorithme construit e�ectivement la nouvelle base�
�b(n� k; k); k = 0; : : : ; ng de l'espace L fY (t); t = 0; : : : ; ng : }

La proposition ci-dessus prouve la surjectivit�e dans l'ensemble DT
� de

l'application qui �a R(�) associe �(�): Les relations de l'algorithme de type
Levinson-Durbin, d�ecrites dans la sous-section suivante, sont n�ecessaires pour
assurer l'injectivit�e.

3.2.3 Algorithme de type Levinson-Durbin

L'algorithme de Levinson-Durbin a �et�e g�en�eralis�e aux processus vectoriels
stationnaires r�eguliers par Whilttle [Whi63]. Cet algorithme s'�etend au cas
localement d�eterminable en utilisant les inverses g�en�eralis�es (cf. [D�eg88],
[Pha92]). Ces procedures �etablissent la correspondance entre la fonction
d'autocovariance R(�) et la fonction d'autocovariance partielle �(�): Nous pro-
posons un algorithme de Levinson-Durbin G�en�eralis�e Vectoriel (LDGV ) qui
a la même structure que les pr�ec�edents mais avec les matrices �(n) comme
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param�etres cl�es au lieu de �(n): C'est une cons�equence directe de la proposi-
tion suivante. Cette derni�ere r�esulte du Th�eor�eme 1 de [D�eg90] avec �����

comme choix pour l'inverse g�en�eralis�e de �2:

Proposition 3.2.3. Les innovations partielles satisfont, pour n 2 IN� et
t 2 ZZ; les relations de r�ecurrence,

ef (t;n) = ef (t;n� 1)� �f(n� 1)i�(n)�
b(n� 1)�s e

b(t� n;n� 1);
eb(t;n) = eb(t;n� 1)� �b(n� 1)s�(n)

��f (n� 1)�i e
f (t+ n;n� 1);

(3.6)

et les matrices de covariance r�esiduelles sont donn�ees par,

�f2(n) = �f(n� 1)i ~W
f(n)�f(n� 1)�i ;

�b2(n) = �b(n� 1)s ~W
b(n)�b(n� 1)�s:

Les racines des matrices de covariance r�esiduelles �a l'ordre n s'expriment
en fonction de celles �a l'ordre n�1 et de �(n) �a travers les relations suivantes,

�f (n)i = �f (n� 1)i ~W
f(n)

1
2
i ;

�b(n)s = �b(n� 1)s ~W
f(n)

1
2
s :

(3.7)

En e�et la premi�ere �egalit�e de (3.7) est satisfaite lorsque, dans le second
membre, les colonnes ayant un z�ero sur la diagonale sont nulles. Or le i-�eme
terme diagonal du second membre est nul si et seulement si celui de ~W f(n)

1=2
i

ou celui de �f (n� 1)i est lui-même �egal �a z�ero. Dans le premier cas la i-�eme

colonne de ~W f(n)
1=2
i est nulle et donc celle de �f (n)i aussi. Dans le second

cas, on a vu que la i-�eme ligne et la i-�eme colonne de ~W f(n) sont celles
de l'identit�e. Compte tenu du proc�ed�e de normalisation, il en est de même
pour sa racine, d'o�u la premi�ere �egalit�e. Un raisonnement analogue conduit
au r�esultat dans le sens r�etrograde. Remarquons que dans l'expression des
matrices de covariance r�esiduelles de la Proposition 3.2.3, les matrices ~W f(n)
et ~W b(n) peuvent être remplacer parW f(n) etW b(n): C'est aussi le cas pour

(3.7) puisqueW f(n)
1=2�
i Jf(n) =W f(n)

1=2�
i etW b(n)

1=2�
s Jb(n) =W b(n)

1=2�
s :

Cependant d'un point de vue calculatoire, il est pr�ef�erable d'utiliser ~W f(n)
et ~W b(n):

Les relations (3.1) et (3.2) de la Proposition 3.2.1 et celles de (3.6) de la
Proposition 3.2.3 conduisent �a,

�f(t;n) = ~W f(n)
1
2
�

i �f(n� 1)�i e
f (t;n);

�b(t;n) = ~W b(n)
1
2
�

s �b(n� 1)�s e
b(t;n):

Ainsi les inverses de �f(n)i et de �
b(n)s peuvent être obtenus de fa�con r�ecur-

sive sur l'ordre par,

�f(n)�i = ~W f(n)
1
2
�

i �f (n� 1)�i ;

�b(n)�s = ~W b(n)
1
2
�

s �b(n� 1)�s :
(3.8)
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Comme pour (3.7), on peut aussi utiliser W f(n) et W b(n): Remarquons que

si W f(n)
1=2�
i et �f(n � 1)�i sont des inverses tels que J�� = ��; alors il

en est de même pour �f (n)�i : Dans (3.8), l'inverse
~W f(n)

1=2�
i doit satisfaire

��J = ��; pour obtenir le même r�esultat. Par contre la contrainte ��J = ��

n'est pas r�ecursive sur l'ordre au sens o�u si la matrice �f(n � 1)�i satisfait
cette condition alors ceci n'est plus n�ecessairement vrai pour �f (n)�i :

Comme dans le cas non stationnaire, l'algorithme d�etermine, �a l'aide des
relations de r�ecurrence (3.6) les coe�cients matriciels (pas n�ecessairement
uniques) de la d�ecomposition de ef(k;n) et eb(k�n;n) sur L fY (s); s = k � n;
: : : ; kg ; soit:

ef(k;n) =
nX

j=0

Af(n; j)Y (k � j); Af (n; 0) = IT ;

eb(k � n;n) =
nX

j=0

Ab(n; j)Y (k � n+ j); Ab(n; 0) = IT :

Algorithme 3.2.1. (LDGV )

R(0) = �(0);

�f(0)i = �(0)
1
2
i ; �f(0)�i = �(0)

1
2
�

i

�f (0)s = �(0)
1
2
s ; �b(0)�s = �(0)

1
2
�

s

Pour n = 1; 2; : : : ;

�(n) = �f (n� 1)�i fR(n) +
n�1X
j=1

Af(n� 1; j)R(n� j)g�b(n� 1)��s :

Mettre �a jour les coe�cients matriciels des innovations partielles d'ordre
n;

Af (n; n) = ��f (n� 1)i�(n)�
b(n� 1)�s ;

Ab(n; n) = ��b(n� 1)s�(n)
��f(n� 1)�i ;

et pour j = 1; : : : ; n� 1:

Af (n; j) = Af(n� 1; j) + Af(n; n)Ab(n� 1; n� j);

Ab(n; j) = Ab(n� 1; j) + Ab(n; n)Af (n� 1; n� j):

Calculer les racines et les inverses de

~W f(n) = IT � �(n)�(n)�; ~W b(n) = IT � �(n)��(n):

Mettre �a jour les racines et les inverses des matrices de covariance r�esidu-
elles d'ordre n;

�f(n)i = �f(n� 1)i ~W
f(n)

1
2
i ; �f(n)�i = ~W f(n)

1
2
�

i �f (n� 1)�i ;
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�b(n)s = �b(n� 1)s ~W
b(n)

1
2
s ; �b(n)�s = ~W b(n)

1
2
�

s �b(n� 1)�s :

On retrouve la même situation que dans le cas scalaire en ce qui concerne
les singularit�es. Les coe�cients des �ltres ne sont pas uniques mais choisis
par l'algorithme.

Dans le cas non localement d�eterminable, Morf et coll. [Mor78a] ont
propos�e une extension de la fonction d'autocorr�elation partielle matricielle.
Cette fonction est obtenue avec une normalisation triangulaire inf�erieure dans
les deux sens progr�essif et r�etrograde. Ils donnent �egalement une version
normalis�ee de l'algorithme de type Levinson qui consiste �a utiliser les coe�-
cients des innovations normalis�ees. Les relations de r�ecurrences (3.1) et (3.2)
permettent de donner la version normalis�ee de l'algorithme LDGV: Cette
proc�edure a la même structure que celle de Morf et coll., mais les racines
et leurs inverses du sens r�etrograde sont remplac�es par des matrices trian-
gulaires sup�erieures. De plus, elle est aussi valide dans le cas localement
d�eterminable.

3.3 Correspondance entre �(�; �) et �(�)

La correspondance entre les fonctions �(�; �) et �(�) est biunivoque puisque
ce sont deux param�etrisations de la même structure via l'association entre
X(�) et Y (�): Nous donnons ci-apr�es les relations de passage entre ces deux
param�etrisations.

Compte tenu que R(0)i;j = R(i; j); i; j = 1; : : : T; la relation entre �(0)
(= R(0)) et �(i; j); i; j = 1 : : : T; est donn�ee par l'Algorithme LDG: Pour
n � 1; la correspondance entre �(n) et �(nT + i; j); i; j = 1; : : : T; est encore
assur�ee par cet algorithme. En e�et, le proc�ed�e de normalisation conduit �a
�(n)i;j =



�f (nT + i;T + 1); �b(j;nT )

�
: Ainsi, sauf pour (i; j) = (1; T ); on

n'a donc pas directement �(n)i;j = �(nT + i; j); mais la relation cherch�ee est
obtenue grâce au r�esultat suivant.

Proposition 3.3.1. Pour n � 1 et pour (i; j) 2 [1; : : : T ]2; la corr�elation
partielle entre �f (nT + i;T + 1) et �b(j;nT ) dans l'ensemble

f�b(k;nT ); k = j; : : : ; T ; �f(nT + k;T + 1); k = 1; : : : ; ig;

est �egale �a �(X(nT + i); X(j)=X(j); : : : ; X(nT + i)); c'est-�a-dire �a �(nT +
i; j):

D�emonstration.- A�n de faciliter la compr�ehension de cette d�emonstration,
on pose

U (n)(i) = �b(i;nT ); U (n)(T + i) = �f(nT + i;T + 1); i = 1; : : : ; T:
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Les ensembles LfX(s); : : : ; X(t)g et L
�
U (n)(s); : : : ; U (n)(t)

	
sont not�esMX

(s; t) et MU(s; t) respectivement avec M(s; t) = ; lorsque s > t: Soient
"fU(T + i; j +1) et "bU(j;T + i� 1) les erreurs de pr�ediction de U (n)(T + i) et
de U (n)(j) sur MU(j + 1;T + i� 1); i; j = 1; : : : ; T: La proposition provient
du fait que,

�f(nT + i;T + 1)"fU(T + i; j + 1) = "f(nT + i; j + 1);

�b(j;nT )"bU(j;T + i� 1) = "b(j;nT + i� 1):

En e�et, les variables "fU(T +i; j+1) et "f(nT +i; j+1) (resp. "bU(j;T +i�1)
"b(j;nT + i � 1)) sont nulles presque sûrement lorsque �f(nT + i;T + 1) =
0 (resp. �b(j;nT ) = 0). Par suite, les erreurs de pr�ediction normalis�ees
associ�ees �a "fU(T + i; j + 1) et "bU(j;T + i� 1) sont �egales �a �f(nT + i; j + 1)
et �b(j;T + i� 1): Montrons maintenant que les relations ci-dessus sont bien
satisfaites. Ce r�esultat est imm�ediat lorsque dans la premi�ere �egalit�e, j = T
et dans la seconde, i = 1: Par ailleurs la variable "fU(T+i; j+1) appartient par
d�e�nition �a l'ensembleMU(j+1;T + i) qui est inclus dansMX(j+1;nT + i)
et comme �f(nT + i;T + 1)U (n)(T + i) = "f(nT + i;T + 1); on a

�f (nT + i;T + 1)"fU(T + i; j + 1) = X(nT + i) +Xf(nT + i; j + 1);

avec Xf(nT + i; j + 1) 2 MX(j + 1;nT + i � 1): La variable ci-dessus sera
caract�eristique de l'innovation "f(nT + i; j + 1) si l'on montre qu'elle est
orthogonale aux �el�ements de MX(j + 1;nT + i � 1): Or tout �el�ement de
ce dernier peut se d�ecomposer en une somme de deux termes, l'un appar-
tenant �a MU(j + 1;T + i � 1) et l'autre dans MX(T + 1;nT ): L'erreur
"fU(T+i; j+1) est par d�e�nition, orthogonale �aMU(j+1;T+i�1) et l'espace
MU(j + 1;T + i); auquel elle appartient, est orthogonal �a MX(T + 1;nT ):
La variable �f(nT + i;T + 1)"fU(T + i; j + 1) est donc bien l'innovation
"f(nT + i; j + 1): On proc�ede de fa�con analogue pour le sens r�etrograde.}

On note R(n) la matrice de covariance du vecteur [�b(t� n;n� 1)�; �f(t;
n� 1)�]�; soit

R(n) =

�
Jb(n� 1) �(n)�

�(n) Jf (n� 1)

�
:

Cette matrice d�e�nit la restriction �a [1; : : : ; 2T ]2 d'une structure d'autocova-

riance non stationnaire, R(n)(t; s) = R
(n)
t;s : D'apr�es la proposition pr�ec�edente,

les autocorr�elations partielles �(n)(t; s) associ�ees �a cette structure satisfont

�(n)(T + i; j) = �(nT + i; j); i; j = 1; : : : ; T:

Par ailleurs les matrices Jb(n�1) et Jf(n�1) �etant des matrices diagonales,
on a pour i; j = 1; : : : ; T;

�(n)(i; j) = Jb(n� 1)i;j; �(n)(T + i; T + j) = Jf (n� 1)i;j:
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Ainsi l'Algorithme LDG qui donne la correspondance entre R(n) et �(n)(�; �);
�etablit celle entre �(n) et �(nT + i; j); i; j = 1; : : : ; T: Remarquons que les
matrices J b(n � 1) et Jf (n � 1) sont utilis�ees dans cette correspondance.
Cependant, ces matrices peuvent être remplac�ees dans R(n) par l'identit�e.
Ce qui �equivaut �a poser �(n)(i; i) = 1; i = 1; : : : ; 2T: Dans ce cas, les �egalit�es
�(n)i;l = �(n)j;l = 0; conduisent aux �egalit�es �(nT + l; j) = �(nT + i; j) = 0;
l = 1; : : : ; T; qui assurent que la fonction �(�; �) reste dansDT

� ; et inversement.
Ainsi la bijection entre �(�; �) et �(�) est donn�ee par l'interm�ediaire de celles
entre �(n) et f�(nT + i; j); i; j = 1; : : : ; Tg ; n appartenant �a IN: Notons
que l'algorithme de Pham [Pha92], qui d�etermine la correspondance entre
~�(n) et �(nT + i; j); correspond �a l'Algorithme LDG restreint �a la situation
pr�ec�edente dans laquelle les matrices Jb(n� 1) et Jf(n� 1) sont remplac�ees
par l'identit�e.

On dispose donc d'une autre approche pour donner la relation entre R(�)
et �(�): En e�et, on peut montrer que l'application qui �a �(�; �) associe �(�)
�etablit e�ectivement une bijection entre les ensembles DT

� et DT
�: L'int�erêt

de cette approche est que la relation entre R(�) et �(�) est r�ealis�ee de fa�con
scalaire.

La d�e�nition de �(n)tr en termes de variables relatives au processus X(�)
est plus lourde que celle de �(n): Comme les composantes des innovations
normalis�ees nulles presque sûrement sont �elimin�ees, le (i; j)-�eme terme de
�(n)tr est donn�e par



�f(nT +~�;T + 1); �b(~�;nT )

�
; avec (~�;~�) �eventuellement

di��erent de (i; j): Pour obtenir la correspondance entre �(nT + i; j); i; j =
1; : : : T; et �(n)tr; il faudrait connâ�tre pour chaque n; les applications qui
�a i et j variant de 1 �a r(n); associent ~� et ~� dans [1; : : : ; T ]: Ce qui revient
en fait �a se donner les matrices Jf(n � 1) et Jb(n � 1): La correspondance
de �(nT + i; j); i; j = 1; : : : T; avec �(n)tr ne peut donc pas être r�ealis�ee
ind�ependemment de n; contrairement �a celle avec �(n):

3.4 Mod�eles autor�egressifs p�eriodiques

Les mod�eles autor�egressifs p�eriodiques (ARP ) ont �et�e introduits par Jones
et coll. [Jon67]. Ces mod�eles sont d�e�nis comme �a la section 1.4 mais avec
des param�etres p�eriodiques dûs �a la p�eriodicit�e de leur structure. Cependant,
il n'est pas fait l'hypoth�ese que "(�) soit le processus d'innovation. Pour les
mêmes raisons que celles �evoqu�ees �a la section 1.4, nous retenons la d�e�nition
suivante.

D�e�nition 3.4.1. Un processus X(�) est dit autor�egressif p�eriodique de p�e-
riode T et d'ordre (p1; : : : ; pT ); not�e ARP (p1; : : : ; pT ); si il est p�eriodique-
ment corr�el�e de p�eriode T et si pour tout t 2 ZZ; il existe des constantes
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at(k); k = 1; : : : ; pt; telles que
ptX
k=0

at(k)X(t� k) = "(t); at(0) = 1; at(pt) 6= 0; (3.9)

o�u "(�) est le processus d'innovation et at+T (k) = at(k), k = 1; : : : ; pt:

Contrairement �a [Jon67], nous n'indiquons pas dans la d�e�nition que la
variance du processus "(�) satisfait �2t+T = �2t ; car cette contrainte est au-
tomatiquement v�eri��ee lorsque "(�) est le processus d'innovation. Par ailleurs,
dans [Jon67], il n'est pas pr�ecis�e si la variance �2t peut s'annuler. Nous ne
faisons �egalement aucune hypoth�ese sur �2t ; permettant ainsi au processus
X(�) d'être localement d�eterminable. Comme dans la situation g�en�erale non
stationnaire, l'unicit�e d'une telle repr�esentation est assur�ee dans le cas non
localement d�eterminable et peut être obtenue moyennant des conventions
sinon. Par contre, concernant l'existence, on peut donner une condition suf-
�sante sur les param�etres du mod�ele grâce �a la correspondance de ces mod�eles
avec les processus vectoriels autor�egressifs stationnaires. Ce probl�eme sera
�evoqu�e juste apr�es la description de cette correspondance. L'analogue de la
d�e�nition pr�ec�edente pour les mod�eles autor�egressifs vectoriels stationnaires
est la suivante.

D�e�nition 3.4.2. Un processus Y (�) est dit autor�egressif stationnaire d'ordre
p; not�e V AR(p); si il est stationnaire et admet la repr�esentation,

pX
k=0

A(k)Y (t� k) = e(t); A(0) = IT ; (3.10)

o�u e(�) = fe(t); t 2 ZZg est une suite de vecteurs al�eatoires non corr�el�es,
centr�es, de matrice de covariance �2

e; telle que e(t) soit non corr�el�e avec
Y (s); s < t:

Dans [Pag78], les repr�esentations (3.9) et (3.10) sont consid�er�ees dans
le cas non localement d�eterminable (i.e �2t > 0; t = 1; : : : ; T; ou de fa�con
�equivalente �2

e non singuli�ere) et sans exiger que la variable "(t) (resp. e(t))
soit non corr�el�ee avec le pass�e de X(t) (resp. Y (t)). Ces deux repr�esentations
sont �equivalentes ([Pag78] : Th�eor�eme 1, p. 1311). En e�et soitX(�) un pro-
cessus qui admet la repr�esentation (3.9). Alors le processus T -dimensionnel
Y (�) associ�e �a X(�); satisfait

LY (t) +

pX
k=0

A0(k)Y (t� k) = e0(t);

o�u p = maxj [(pj � j)=T ] + 1 et [x] d�esigne la partie enti�ere de x: La variable
e0(t) est donn�ee par le vecteur ["(1 + (t � 1)T )�; : : : ; "(T + (t � 1)T )�]� de
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matrice de covariance D2 = diagf�21; : : : ; �
2
Tg; les matrices L et A0(�) de taille

T � T sont d�e�nies par,

Lij = ai(i� j) pour j � i, 0 sinon
A0(k)ij = ai(kT + i� j); k = 1; : : : ; p

i; j = 1; : : : ; T:

Par cons�equent Y (�) satisfait (3.10) avec A(k) = L�1A0(k); k = 1; : : : ; p;
et �2

e = L�1D2L�1�: R�eciproquement, l'unique d�ecomposition de Cholesky
L�1D2L�1� de �2

e donne le passage entre la repr�esentation (3.10) et (3.9). Ce
r�esultat s'�etend sans di�cult�e au cas localement d�eterminable. Les coe�-
cients de L et A0(�) ne sont plus d�e�nis de fa�con unique et certains �el�ements
de D2 sont nuls. De plus, l'�egalit�e e(t) = L�1e0(t) montre que "(�) est le
processus d'innovation de X(�) si et seulement si e(�) est celui de Y (�): On a
donc l'�equivalence entre les D�e�nitions 3.4.1 et 3.4.2, soit le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 3.4.1. Le processus X(�) est ARP de p�eriode T et d'ordre (p1;
: : : ; pT ) si et seulement si le processus T -dimensionnel Y (�) associ�e, est
V AR(p) avec p = maxj [(pj � j)=T ] + 1:

Remarquons que, selon la même d�emarche, on �etend cette correspondance
aux innovations partielles ef(t;n) et "f(i + (t � 1)T ; 1 + (t � n � 1)T ); i =
1; : : : ; T: Plus pr�ecis�ement, on a

�f2(n) = [Lf
n]
�1Df2

n [Lf
n]
�1�; n 2 IN;

Af(n; k) = [Lf
n]
�1A0f(n; k); k = 1; : : : ; p;

(3.11)

avec Df2
n = diagf�f21 (nT ); �f22 (nT + 1); : : : ; �f2T ((n+ 1)T � 1)g; et

fLf
ngij = afi (nT � 1 + i; i� j) si j � i, 0 sinon

fA0f (n; k)gij = afi (nT � 1 + i; kT + i� j); k = 1; : : : ; n
i; j = 1; : : : ; T:

Le produit [Lf
n]
�1Df

n fournit la racine �f (n)i et [Df
n]
+Lf

n est un candidat
possible pour son inverse. L'inverse contraint ��J = �� est donn�e par le
jeu de coe�cients qui ne pond�erent pas la variable X(i + (t � 1)T ) lorsque
"f(i + (t� 1)T ; 1 + (t� n� 1)T ) = 0 p:s: Rappelons que ce nouveau jeu de
coe�cients peut être obtenu �a partir de celui qu'impose l'Algorithme LDP
(cf. section 1.3). Dans le sens r�etrograde, on dispose de relations analogues
avec une matrice triangulaire sup�erieure unitaire Lb

n:

Il est clair que les param�etres du mod�ele ARP ne sont pas arbitraires.
D'apr�es le th�eor�eme pr�ec�edent, l'existence d'un processus ARP; associ�e �a
un jeu de param�etres, se ram�ene au probl�eme analogue du cas vectoriel sta-
tionnaire. Une condition su�sante (et n�ecessaire dans le cas non localement
d�eterminable) de cette existence, est que le polynôme det[

Pp
k=0A(k)z

k] n'ait
pas de racines de module inf�erieur ou �egal �a 1 (cf. [Han70]). Cette condi-
tion ne se traduit pas de fa�con simple sur les coe�cients du mod�ele ARP: En
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particulier, les �ltres ai(�); i = 1; : : : ; T; ne sont pas n�ecessairement stables
au sens usuel. L'identi�cation de ces param�etres est donc un point d�elicat.

C'est pourquoi, comme dans la situation plus g�en�erale, nous pr�ef�erons
retenir la caract�erisation de ces mod�eles par leur fonction d'autocorr�elation
partielle. En e�et d'apr�es la Proposition 1.4.1, il est clair qu'un processus
X(�) est ARP de p�eriode T et d'ordre (p1; : : : ; pT ) si et seulement si sa
fonction d'autocorr�elation partielle satisfait pour t = 1; : : : ; T;

�t(pt) 6= 0; et �t(k) = 0; k > pt:

Les param�etres (pas n�ecessairement uniques) du mod�ele sont alors donn�es par
l'Algorithme LDP: De fa�con analogue, les mod�eles V AR(p) sont caract�eris�es
par,

�(p) 6= 0T ; �(k) = 0T ; k > p:

Soulignons le fait que la fonction �(�) ne permet pas d'identi�er directement
les ordres p1; : : : ; pT : Par exemple lorsque l'entier n est tel que 1 < nT + i�
pi � T; les coe�cients �(n)i;j; j < nT + i � pi; ne sont pas n�ecessairement
nuls.

Nous donnons ci-apr�es l'analogue des �equations de Yule-Walker pour les
processus p�eriodiquement corr�el�es. Soit X(�) un processus ARP (p1; : : : ; pT );
alors sa fonction d'autocovariance satisfait, pour t 2 ZZ; s � t;

R(t; s) +

ptX
k=0

at(k)R(t� k; s) = �2t �t;s;

o�u �t;s = 1 si t = s; 0 sinon. Notons que ces �equations peuvent comporter
moins d'inconnues que celles associ�ees �a la repr�esentation vectorielle. En
e�et, d�esignons par ARP (p;max); les mod�eles ARP dont les ordres sont
donn�es par pi = pT + i � 1; i = 1; : : : ; T: Ces mod�eles sont les seuls pour
lesquels le nombre de param�etres est �egal �a celui du processus vectoriel associ�e
(
PT

i=1 pi + T = pT 2 + T (T + 1)=2). Pour les autres processus ARP; le
nombre de param�etres est strictement inf�erieur et cette di��erence peut être
tr�es importante. Par exemple, une diminution des ordres d'un ARP (p;max);
en conservant l'un d'eux, n'entraine aucune modi�cation sur l'ordre du mo-
d�ele vectoriel et donc sur le nombre de ses param�etres. Pour la plupart des
situations, il semble donc plus int�eressant de consid�erer le mod�ele ARP:

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, les mod�eles ARP peuvent être param�etris�es de
fa�con �equivalente par les premiers coe�cients soit d'autocovariance soit d'au-
tocorr�elation partielle. Notons cependant une di��erence fondamentale entre
ces deux approches. En e�et partant des quantit�es �t(k); t = 1; : : : ; T;
k � pt; il existe toujours un mod�ele ARP (p1; : : : ; pT ) dont la structure soit
donn�ee par ces coe�cients du moment que ces derniers satisfont les con-
traintes de DT

� : Pour cela il su�t de prolonger la fonction �(�; �) �a z�ero
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au del�a de l'ordre du mod�ele puisque ce prolongement respecte les con-
traintes de DT

� : Contrairement au cas stationnaire, ceci n'est plus vrai en
terme d'autocovariance. La raison est que le prolongement de R(�; �) par
les �equations de Yule-Walker ne conserve pas toujours le caract�ere positif
de cette fonction. En e�et soit E(p1; : : : ; pT ) le domaine associ�e. S'il s'agit
d'un domaine de bijection Ec(p1; : : : ; pT ); le mod�ele ARP est parfaitement
d�e�ni, c'est celui dont la fonction d'autocorr�elation partielle correspond �a
R(�; �) sur ce domaine et s'annule �a l'ext�erieur. Dans la situation g�en�erale,
on peut v�eri�er par construction l'existence d'un mod�ele ARP de la fa�con
suivante. Soient Ec(p

0
1; : : : ; p

0
T ) le plus petit domaine contraint contenant

E(p1; : : : ; pT ); ~R(�; �) et ~�(�; �); les fonctions associ�ees �a l'�eventuelle solu-
tion. Les valeurs de ~R(�; �) sont donn�ees par R(�; �) sur E(p1; : : : ; pT ) et
la fonction ~�(�; �) doit être nulle sur Ec(p

0
1; : : : ; p

0
T )nE(p1; : : : ; pT ): Alors il

est possible de d�eterminer les valeurs manquantes de ~R(�; �) et de ~�(�; �) sur
Ec(p

0
1; : : : ; p

0
T ): En e�et on calcule, par l'Algorithme LDP; ~�(t; s) lorsque

(t; s) 2 E(p1; : : : ; pT ); ~R(t; s) sinon. Ainsi le mod�ele ARP (p1; : : : ; pT ) existe
si et seulement si ~�(�; �) est un �el�ement de DT

� ; garantissant ainsi le caract�ere

positif de la fonction ~R(�; �):

3.5 Extension par la m�ethode du maximum

d'entropie

L'extension d'une suite de matrices d'autocovariance R0; : : : ; Rn; est un
probl�eme classique dans le domaine de l'estimation spectrale. La m�ethode du
maximum d'entropie a �et�e propos�ee par Burg [Bur75] dans le cas r�egulier et
�etendue �a certaines situations localement d�eterminables par Inouye [Ino84].
La solution �equivaut �a ajuster le mod�ele V AR(n) dont la structure co��ncide
avec R0; : : : ; Rn: Les param�etres de ce mod�ele sont solution des �equations de
Yule-Walker et peuvent être obtenus en utilisant l'Algorithme LDGV: Dans
le cadre p�eriodiquement corr�el�e, la formulation du probl�eme d'extension n'est
pas unique. Elle d�epend du domaine sur lequel la fonction R(�; �) est donn�ee.

3.5.1 Le probl�eme d'extension

Parmi ces domaines, l'ensemble [1; : : : ; N ]2 semble le plus naturel et
correspond �a celui du vectoriel lorsque N = (n + 1)T: De fa�con g�en�erale,
consid�erons un ensemble de la forme Ec(p1; : : : ; pT ) introduit dans la pre-
mi�ere section de ce chapitre. Soient R(t; s); (t; s) 2 Ec(p1; : : : ; pT ); les
valeurs d'une fonction p�eriodique de p�eriode T: C'est-�a-dire que la fonction
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R(�; �) est connue en tout point de la forme (kT + i; kT + i � j); k 2 ZZ;
i = 1; : : : ; T; j = 0; : : : ; pi: Nous souhaitons d�eterminer les conditions pour
que ces valeurs soient celles d'une fonction d'autocovariance et lorsque ces
conditions sont remplies, la fa�con de d�eterminer l'ensemble des extensions
d'une telle fonction. Lorsqu'on veut r�esoudre ce probl�eme directement en
termes d'autocovariances, on se heurte �a deux di�cult�es. En premier lieu, le
domaine Ec(p1; : : : ; pT ) doit être de la forme [1; : : : ; N ]2 pour pouvoir con-
sid�erer la matrice R1;N (cf. sous-section 1.2.1). En second lieu, on retrouve
la di�cult�e pour montrer que cette matrice est d�e�nie non n�egative. Par
contre l'utilisation de la param�etrisation par les autocorr�elations partielles
permet de r�esoudre ce probl�eme de mani�ere �el�egante. En e�et l'Algorithme
LDP fournit les coef�cients �t(n); t = 1; : : : ; T; n = 0; : : : ; pt; �a partir des
valeurs de R(�; �) sur Ec(p1; : : : ; pT ): Ainsi ces derni�eres valeurs seront celles
prises par une fonction d'autocovariance si les quantit�es �t(n) satisfont les
contraintes de DT

� puisque la correspondance entre R(�; �) et �(�; �) est biu-
nivoque sur un tel domaine. Notons cependant que dans le cas localement
d�eterminable, il faut prendre soin de v�eri�er que les contraintes sur R(�; �)
dues aux singularit�es sont bien satisfaites. En e�et, si on consid�ere par ex-
emple la situation j�i(k)j = 1; l'Algorithme LDP donne

�fi (k + n) = �b
(i+n) mod T

(k + n) = 0; n � 0;

et la convention 0�1 = 0 conduit �a

�i(k + n+ 1) = �
(i+n+1) mod T

(k + n+ 1) = 0; n � 0:

Ainsi les coe�cients �t(n) satisfont les contraintes de DT
� dues aux singu-

larit�es. Dans ce cas, les valeurs R(t; s); (t; s) 2 Ec(p1; : : : ; pT ); seront bien
celles associ�ees aux coe�cients �t(n); si elles satisfont :

R(l; l � k � n� 1) +
k+nX
j=1

afl (k + n; j)R(l � j; l � k � n� 1) = 0;

pour l = i; (i + n + 1) mod T: Quand les coe�cients R(t; s) sont ceux d'une
fonction d'autocovariance, l'ensemble des extensions d'une telle fonction est
alors d�ecrit �a travers les extensions des autocorr�elations partielles �t(n) restant
dans DT

� :

3.5.2 La m�ethode du maximum d'entropie

Dans cette sous-section, nous proposons d'�etendre la m�ethode du maxi-
mum d'entropie �a la situation pr�ec�edente. Dans le cas stationnaire (scalaire
ou vectoriel) et lorsque la structure ne pr�esente pas de singularit�e d'ordre �ni,
cette m�ethode a �et�e propos�ee par Burg [Bur75]. Elle consiste �a choisir la
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solution du probl�eme d'extension des coe�cients R0; : : : ; Rn; pour laquelle le
d�eterminant de la matrice de covariance du processus d'innovation est maxi-
mum. En e�et, la m�ethode s�electionne la densit�e spectrale P qui maximise
la quantit�e Z �

��

ln detP (�)d�;

sous les contraintes,Z �

��

eik�P (�)d� = Rk; k = �n; : : : ; n:

Par ailleurs, on a (cf. [Wie57] : Th�eor�eme 7.10, p. 145)

1

2�

Z �

��

ln det 2�P (�)d� = lndet �2
e;

o�u �2
e est la matrice de covariance du processus d'innovation associ�e �a la

structure d�e�nie par P: Notons que les covariances r�esiduelles �f2(n); n �
0; constituent une suite de matrices croissantes dont la limite est donn�ee
par �2

e = limn!+1 �f2(n): D'apr�es la relation de (3.11) et les propri�et�es du
d�eterminant, on a

det �2
e = lim

n!+1
detDf2

n =
TY
k=1

�2k(1);

o�u �2k(1) est la variance du processus d'innovation associ�e �a la structure
p�eriodique �a un instant t tel que t mod T = k: Ainsi dans le cadre p�eriodique,
la m�ethode du maximum d'entropie consiste �a choisir parmi les structures
qui sont donn�ees par R(�; �) sur Ec(n;max); celle pour laquelle le produit

TY
k=1

�2k(1);

est maximum. Il est clair que l'on peut �etendre cette m�ethode sans di�cult�e
�a un domaine quelconque de la forme Ec(p1; : : : ; pT ): Dans le cas localement
d�eterminable, il existe (t; s) 2 Ec(p1; : : : ; pT ) tel que j�t(t � s)j = 1 et par
suite �2t (1) = 0 pour n'importe quelle solution du probl�eme d'extension.
C'est pourquoi on propose d'�etendre la m�ethode du maximum d'entropie de
la fa�con suivante. Parmi les solutions du probl�eme d'extension, cette m�ethode
consiste �a retenir celle pour laquelle la quantit�eY

k2S

�2k(1); S =
n
k 2 [1; : : : ; T ]; �f2k (pk) 6= 0

o
;

est maximum. Ainsi on retrouve le r�esultat analogue �a la m�ethode classique, �a
savoir que la solution est ARP d'ordre au plus (p1; : : : ; pT ): En e�et d'apr�es
la Proposition 1.2.3 la variance �2k(1) du processus d'innovation pour un
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processus p�eriodiquement corr�el�e est donn�ee par

�2k(1) = �k(0)
+1Y
j=0

�
1� j�k(j)j

2� :
Ainsi cette m�ethode est �equivalente �a maximiser s�epar�ement chaque variance
�2k(1); k 2 S: De plus pour un tel entier k on a

�2k(1) � �k(0)

pkY
j=0

�
1� j�k(j)j

2� ;
avec �egalit�e si et seulement si �k(j) = 0 pour j � pk:

Nous montrons ci-apr�es que notre m�ethode co��ncide �egalement avec l'ex-
tension propos�ee par Inouye [Ino84] dans le cas vectoriel stationnaire. L'au-
teur se place dans la situation localement d�eterminable o�u il existe un proces-
sus purement ind�eterminable associ�e �a la solution du probl�eme d'extension
des matrices R0; : : : ; Rn: Il utilise un crit�ere spectral et montre que la solu-
tion maximisant l'entropie est celle pour laquelle la matrice de covariance du
processus d'innovation �2

e satisfait

�2
e � ~�2

e;

o�u cette in�egalit�e signi�e que la matrice �2
e� ~�2

e est d�e�nie non n�egative et o�u
~�2
e est la matrice de covariance du processus d'innovation associ�ee �a n'importe

quelle autre solution. Cependant nous avons constat�e une erreur dans la
preuve de cette �equivalence sans pour autant pouvoir a�rmer qu'elle soit
fausse. Par ailleurs, le crit�ere portant sur les matrices de covariances �equivaut
�a ajuster le mod�ele V AR(n) dont la structure co��ncide avec R0; : : : ; Rn: La
solution que nous proposons est telle que �2

e = �f2(n) et par cons�equent est
identique �a celle de Inouye.

3.5.3 Fonctions de cyclo-corr�elation

On observe dans [Alp95] une approche di��erente pour r�esoudre un prob-
l�eme d'extension analogue �a celui �evoqu�e plus haut, mais formul�e en termes
de fonctions de cyclo-corr�elation et consid�er�e uniquement dans le cas non
localement d�eterminable. La structure au second ordre d'un processus p�erio-
diquement corr�el�e de p�eriode T est de la forme [Gla61],

R(t + n; t) =
T�1X
k=0

Bk(n)e
2�ikt
T ; (t; n) 2 ZZ2:
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Les fonctions Bk(�); k = 0; : : : ; T � 1; sont appel�ees fonctions de cyclo-
corr�elation. Inversement, ces fonctions sont donn�ees par, k = 0; : : : ; T � 1;

Bk(n) =
1

T

T�1X
t=0

R(t + n; t)e�
2�ikt
T ; n 2 ZZ:

Pour des raisons pratiques, la d�e�nition des fonctions Bk(�); k = 0; : : : ; T�1;
est prolong�ee �a n'importe quel entier k par l'�egalit�e Bk+T (�) = Bk(�): Dans
[Alp95], les auteurs consid�erent l'extension de telles fonctions �a partir des
donn�ees Bk(n); k = 0; : : : ; T � 1; 0 � n � N: Ces quantit�es repr�esentent les
premi�eres valeurs prises par des fonctions de cyclo-corr�elation si et seulement
si [Gla61] la s�equence des matrices B(n)l;j=0;::: ;T�1; n = 0; : : : ; N; d�e�nies
par

B(n)l;j = Bj�l(n)e
� 2�iln

T ; (3.12)

est celle des premi�eres matrices d'autocovariance d'un processus T -dimensio-
nel stationnaire. L'ensemble des extensions de telles fonctions est alors
d�ecrit par l'interm�ediaire de celles de B(n); n = 0; : : : ; N; respectant la
forme de (3.12). Cet ensemble est caract�eris�e analytiquement grâce aux
polynômes de Szeg�o matriciels (cf. [Del79]). Cette proc�edure consiste donc
�a traiter un probl�eme d'extension d'une s�equence particuli�ere de matrice
d'autocovariance. Les auteurs retrouvent le mod�ele ARP comme solution du
crit�ere du maximum d'entropie dans ce cas particulier. Cette approche est
clairement plus d�elicate que celle que nous proposons. Par ailleurs, ce prob-
l�eme est �equivalent �a celui consid�er�e �a la sous-section 3.5.1 avec un domaine
Ec(p1; : : : ; pT ) tel que pi = N; i = 1; : : : ; T: L'utilisation des autocorr�ela-
tions partielles permet de retrouver leur solution de fa�con imm�ediate et de
l'�etendre au cas localement d�eterminable.





Chapitre 4

Estimation des mod�eles ARP

Ce chapitre est consacr�e �a l'estimation de la structure au second ordre des
mod�eles ARP: On trouve essentiellement trois m�ethodes. Celle de Pagano
[Pag78] constitue une extension de la m�ethode de Yule-Walker. Celles de
Boshnakov [Bos94] et de Sakai [Sak82] sont deux extensions di��erentes de
la m�ethode de Burg [Bur75]. Nous proposons d'�etendre deux autres m�etho-
des aux processus p�eriodiquement corr�el�es. La premi�ere est celle des Au-
toCorr�elations Partielles Empiriques (ACPE) introduite par D�egerine dans
le cas stationnaire scalaire ([D�eg86], [D�eg93]). La seconde proc�edure est
celle des Rapports d'Energies R�esiduelles (RER) pr�esent�ee par Dickinson
�egalement dans la situation scalaire [Dic78]. Compte tenu de l'�equivalence
entre les mod�eles ARP et V AR; il est int�eressant de consid�erer �egalement les
m�ethodes vectorielles, c'est-�a-dire qui portent sur l'estimation de la structure
du processus V AR: Comme pour la situation p�eriodique, ce sont des exten-
sions des m�ethodes classiques du cas stationnaire scalaire. Elles sont compa-
rables dans leur conception �a celles p�eriodiques. On trouve les homologues
de la m�ethode de Yule-Walker et RER [Dic79]. Celle d'ACPE a �et�e aussi
pr�esent�ee dans le cadre vectoriel (cf. [D�eg92], [Pha92], [D�eg94]). Pour
les techniques de Burg, la m�ethode de Nuttall [Nut76] (cf. aussi [Str77])
correspond �a celle de Boshnakov [Bos94], et celle de Morf et coll. [Mor78b]
�a celle de Sakai [Sak82].

Dans la premi�ere section, nous pr�esentons les m�ethodes scalaires exis-
tantes et donnons la fa�con d'�etendre celles d'ACPE et RER �a la situation
p�eriodique. Les proc�edures de type Burg et ACPE sont regroup�ees dans
une même m�ethodologie permettant de facilement les comparer sur le plan
de la conception. Les approches vectorielles font l'objet de la deuxi�eme sec-
tion. Pour chacune d'entre elles, on �etudie l'�equivalence avec son homologue
p�eriodique a�n de v�eri�er si la structure p�eriodique r�esultante est la même.
Dans la derni�ere section, les m�ethodes sont compar�ees par simulation.
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4.1 Les approches scalaires

Il s'agit d'estimer les param�etres d'un mod�ele ARP de p�eriode T et
d'ordre (p1; : : : ; pT ) �a valeurs complexes, au vu d'une s�equence de longueur
m; X(1); : : : ; X(m): On se place dans la situation o�u l'ordre ainsi que la
p�eriode du mod�ele sont connus. Les m�ethodes vont consister �a estimer soit
les premiers coe�cients de la fonction R(�; �) pour Yule-Walker, soit ceux de
�(�; �) pour les deux extensions de type Burg, ACPE et RER: L'estimation
des param�etres du mod�ele est alors obtenue grâce �a l'Algorithme LDP (cf.
section 3.4).

4.1.1 M�ethode de Yule-Walker

Comme dans le cas stationnaire, on introduit la fonction d'autocovariance
empirique R̂m(�; �); d�e�nie pour tout u; v 2 ZZ; par,

R̂m(v; u) =
1�

m�1
T

�
+ 1

+1X
k=�1

X(v + kT )X(u+ kT );

en posant X(t) = 0 pour t =2 f1; : : : ; mg: Notons que la quantit�e
�
m�1
T

�
+ 1

est le nombre maximum de produits non nuls intervenant dans les sommes
ci-dessus. Ainsi seuls les estimateurs des variances R(t; t) pour t tel que
t mod T = 1; : : : ; m mod T; seront sans biais. On retient cet estimateur biai-
s�e a�n que la fonction d'autocovariance empirique satisfasse les contraintes
de la fonction R(�; �); c'est-�a-dire soit de type positif. En e�et pour tout
u; v 2 ZZ; u � v; on a2

6664
R̂m(u; u) R̂m(u; u+ 1) : : : R̂m(u; v)

R̂m(u+ 1; u) R̂m(u+ 1; u+ 1) : : : R̂m(u+ 1; v)
...

...
. . .

...

R̂m(v; u) R̂m(v; u+ 1) : : : R̂m(v; v)

3
7775 =

1�
m�1
T

�
+ 1

+1X
k=�1

0
BBB@

X(u+ kT )
X(u+ 1 + kT )

...
X(v + kT )

1
CCCA
�
X(u+ kT ) X(u+ 1 + kT ) : : : X(v + kT )

�
;

La m�ethode de Yule-Walker a �et�e �etendue aux processus p�eriodiquement
corr�el�es par Pagano [Pag78]. Elle consiste �a ajuster le mod�ele ARP (p1; : : : ;
pT ); dont la structure est donn�ee par R̂m(�; �) sur E(p1; : : : ; pT ): Contraire-
ment au cas stationnaire, l'existence du mod�ele ARP n'est pas toujours as-
sur�ee sauf lorsque

pi+1 � pi + 1; i = 1; : : : ; T:
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En e�et la structure d�e�nie par les premiers coe�cients de R̂m(�; �) n'est
pas toujours celle d'un mod�ele ARP (p1; : : : ; pT ): On a constat�e �a la sec-
tion 3.4 que selon l'ordre du mod�ele, il n'existe pas n�ecessairement une solu-
tion ARP dont la structure co��ncide avec ces premiers coe�cients. Notons
que le proc�ed�e introduit dans cette section pour v�eri�er l'existence du mod-
�ele ARP; permet simultan�ement d'obtenir les estimations des coe�cients
d'autocorr�elation partielle et des param�etres du mod�ele lorsqu'il est d�e�ni.

4.1.2 Autocorr�elations partielles empiriques

Dans cette sous-section, nous �etendons aux processus p�eriodiquement cor-
r�el�es la m�ethode ACPE introduite par D�egerine ([D�eg86], [D�eg93]). Cette
m�ethode est bas�ee sur une analyse g�eom�etrique naturelle des observations.
En e�et, pour estimer les coe�cients �(k); k = 1; : : : ; p; on consid�ere toute
les s�equences de longueur k + 1 dont on dispose. Ce qui am�ene �a introduire
le sous-espace vectoriel de Cm�k engendr�e par les vecteurs

~Xm�k(1) ~Xm�k(2) : : : ~Xm�k(k) ~Xm�k(k + 1)
# # # #2

6664
X(1) X(2) : : : X(k) X(k + 1)
X(2) X(3) : : : X(k + 1) X(k + 2)
...

...
...

...
X(m� k) X(m� k + 1) : : : X(m� 1) X(m)

3
7775 ;

muni du produit hermitien empirique usuel (h�; �ie) de C
m�k: Les vecteurs

~Xm�k(j); j = 1; : : : ; k + 1; sont de bons repr�esentants des variables X(j);

j = 1; : : : ; k + 1; au sens o�u l'esp�erance de h ~Xm�k(i); ~Xm�k(j)ie est donn�ee
par la covariance entre X(i) et X(j): L'estimateur du coe�cient �(k) est
alors obtenu en rempla�cant dans sa d�e�nition th�eorique les variables X(j);
j = 1; : : : ; k+1; par leur repr�esentants et le produit hermitien h�; �i par h�; �ie :

Dans la situation p�eriodique, a�n d'obtenir des repr�esentants des variables
X(s); : : : ; X(t); on consid�ere les s�equences de longueur t� s+ 1 translat�ees
en temps de T plutôt que 1. Rappelons que les s�equences fX(s); : : : ; X(t)g
et fX(s+T ); : : : ; X(t+T )g poss�edent la même structure. Plus pr�ecis�ement,
on introduit la matrice

Xm
s;t =

2
6664

X(s) X(s+ 1) : : : X(t� 1) X(t)
X(s+ T ) X(s+ 1 + T ) : : : X(t� 1 + T ) X(t+ T )

...
...

...
...

X(s+mtT ) X(s+ 1 +mtT ) : : : X(t� 1 +mtT ) X(t+mtT )

3
7775 ;
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avec mt =
�
m�t
T

�
; t � s = 1; : : : ; pt � mt; et s 2 [1; : : : ; T ]: Notons que

X(t +mtT ) est la derni�ere variable dont on dispose pour un temps qui a le
même reste que t dans la division enti�ere par T: Les colonnes de Xm

s;t sont

not�ees ~Xmt+1(u) u = s; : : : ; t: Le sous-espace vectoriel de Cmt+1 engendr�e
par ces vecteurs est muni du produit hermitien empirique usuelD

~Xmt+1(u); ~Xmt+1(v)
E
e
=

1

mt + 1

mtX
j=0

X(u+ jT )X(v + jT ):

La structure obtenue reproduit, en moyenne, celle de la s�equence fX(s);
: : : ; X(t)g au sens attendu,

E
nD

~Xmt+1(u); ~Xmt+1(v)
E
e

o
= hX(u); X(v)i = R(u; v):

Ainsi, le coe�cient d'autocorr�elation partielle empirique �̂acpe(t; s); est la

\corr�elation partielle" entre ~Xmt+1(s) et ~Xmt+1(t) dans l'ensemblen
~Xmt+1(s); : : : ; ~Xmt+1(t)

o
;

selon cette analogie. Nous utiliserons �egalement �e(�; �=�) pour d�esigner la
\corr�elation partielle empirique". De fa�con plus pr�ecise, on note ~"fmt+1(t; s+
1) et ~"bmt+1(s; t � 1) les erreurs de pr�ediction obtenues selon le crit�ere des
moindres carr�es,

~"fmt+1(t; s+ 1) =
t�s�1X
j=0

aft (t� s� 1; j) ~Xmt+1(t� j); aft (t� s� 1; 0) = 1;

~"bmt+1(s; t� 1) =
t�s�1X
j=0

abt�1(t� s� 1; j) ~Xmt+1(s+ j); abt�1(t� s� 1; 0) = 1:

Soulignons le fait que la barre est employ�ee ici pour d�esigner les coe�cients
d�e�nies par le crit�ere des moindres carr�es. Par la suite, nous utiliserons
cette notation lorsque cela n'est pas ambigu. Ces erreurs de pr�ediction sont
caract�eris�ees par, j = 1; : : : ; t� s� 1;D

~"fmt+1(t; s+ 1); ~Xmt+1(t� j)
E
e
=
D
~"bmt+1(s; t� 1); ~Xmt+1(s+ j)

E
e
= 0:

On d�e�nit, avec la convention 0�1 = 0; les erreurs normalis�ees associ�ees,

~�fmt+1(t; s+ 1) =
~"fmt+1(t; s+ 1)

�fmt+1(t; s+ 1)
; �fmt+1(t; s+ 1) =

~"fmt+1(t; s+ 1)

e
;

~�bmt+1(s; t� 1) =
~"bmt+1(s; t� 1)

�bmt+1(s; t� 1)
; �bmt+1(s; t� 1) =

~"bmt+1(s; t� 1)

e
:

Les estimateurs des coe�cients d'autocorr�elation partielle �̂acpe(�; �) sont don-



4.1. Les approches scalaires 99

n�es, pour s = 1; : : : ; T; 0 < t� s � pt; par :

�̂acpe(t; s) =
D
~�fmt+1(t; s+ 1); ~�bmt+1(s; t� 1)

E
e
;

�̂acpe(s; s) =
 ~Xms+1(s)

2
e
:

Dans le cas scalaire stationnaire (T = 1); les coe�cients d'autocorr�elation
partielle, ainsi estim�es, correspondent �a ceux de la version non sym�etris�ee de
D�egerine pr�esent�ee au d�ebut de cette sous-section. Dans la situation p�eri-
odiquement corr�el�ee, la mise en oeuvre de cette m�ethode n�ecessite a priori
autant de d�ecompositions de Cholesky que de coe�cients �a calculer (soitPT

i=1 pi). Cependant lorsque m = NT , les quantit�es �̂acpe(t; s) apparaissent
dans un algorithme de calcul rapide propos�e par Pham [Pha92] pour d�eter-
miner les matrices d'autocorr�elation partielle empiriques triangulaires. Dans
ce cas, on dispose d'un algorithme rapide pour les d�eterminer.

4.1.3 Rapports d'�energies r�esiduelles

Pour les processus stationnaires [Dic78], la m�ethode RER repr�esente
une approximation d'ACPE: Les coe�cients �(k); 0 � k � p; sont estim�es

en utilisant le même sous-espace engendr�e par ~Xm�p(s); s = 1; : : : ; p; au lieu
des sous-espaces de Cm�k successifs. Il nous semble int�eressant de consid�erer
cette m�ethode dans la situation p�eriodiquement corr�el�ee puisqu'elle constitue,
pour les processus stationnaires, une bonne approximation et n�ecessite moins
de calculs.

Dans la situation p�eriodique, on introduit les entiers ti; i = 1; : : : ; T; tels
que ti = kT + i; k 2 IN; et 0 < ti � pi � T: Les estimateurs �̂rer(ti; s);
i = 1; : : : ; T; 0 < ti � s � pi � mti ; sont donn�es par

�e( ~Xmti
+1(s); ~Xmti

+1(ti)= ~Xmti
+1(s); : : : ; ~Xmti

+1(ti))

Avec les notations introduites pr�ec�edemment, on obtient pour i = 1; : : : ; T;

�̂rer(ti; s) =
D
~�fmti

+1(ti; s+ 1); ~�bmti
+1(s; ti � 1)

E
e
; 0 < ti � s � pi;

�̂rer(ti; ti) =
 ~Xmti

+1(ti)
2
e
:

Les coe�cients �̂rer(ti; s) sont distincts de �̂acpe(ti; s) except�e pour les (T+pi�
ti+1) derniers. Notons que cette m�ethode n�ecessite au plus T d�ecompositions
de Cholesky. En e�et lorsquemti = mti0

; les coe�cients �̂rer(ti; �) et �̂rer(ti0 ; �)
peuvent être d�etermin�es �a partir de la d�ecomposition de Cholesky d'une
même matrice. Cette proc�edure est plus facile �a mettre en oeuvre que ACPE;
mais n'apporte pas n�ecessairement un gain en rapidit�e de calcul selon l'ordre
du mod�ele ARP:
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4.1.4 M�ethodes de type Burg

Dans le cas scalaire stationnaire r�eel, la proc�edure de Burg [Bur75] con-
siste �a estimer les coe�cients �(k) en minimisant, de mani�ere r�ecursive sur
l'ordre, la somme des carr�es des erreurs de pr�ediction progressive et r�etro-
grade d'ordre k: Remarquons qu'une extension directe de cette m�ethode con-
duirait au probl�eme de minimisation suivant,

min
a
f
t (t�s;�); a

b
t(t�s;�)

8><
>:


t�sX
j=0

a
f
t (t� s; j) ~Xmt+1(t� j)



2

e

+


t�sX
j=0

abt(t� s; j) ~Xmt+1(s+ j)



2

e

9>=
>;

;

sous les contraintes

a
f
t (t� s; t� s) = ��(t; s)

�f (t; s+ 1)

�b(s; t� 1)
; abt(t� s; t� s) = ��(s; t)

�b(s; t� 1)

�f (t; s+ 1)
;

pour j = 1; : : : ; t� s� 1 :

a
f
t (t� s; j) = â

f
t (t� s� 1; j) + a

f
t (t� s; t� s)âbt�1(t� s� 1; t� s� j);

abt(t� s; j) = âbt�1(t� s� 1; j) + abt(t� s; t� s)âft (t� s� 1; t� s� j):

Ce proc�ed�e, conduisant parfois �a des coe�cients d'autocorr�elation partielle
en module plus grands que 1, est �a rejeter.

On trouve deux m�ethodes de type Burg di��erentes, celle de Sakai [Sak82]
et celle de Boshnakov [Bos94]. Ces proc�edures sont plutôt bas�ees sur la mi-
nimisation des erreurs de la forme,�

1� j�(t; s)j2
� 1
2 �f(t; s);

�
1� j�(t; s)j2

� 1
2 �b(s; t):

Rappelons que ces variables satisfont, pour s < t; les relations suivantes (cf.
Proprosition 1.2.1),�

1� j�(t; s)j2
� 1
2 �f(t; s) = �f(t; s+ 1)� �(t; s)�b(s; t� 1);�

1� j�(t; s)j2
�1
2 �b(s; t) = �b(s; t� 1)� �(s; t)�f(t; s+ 1):

La valeur qui r�ealise le minimum dans,

min
�

n�f(t; s+ 1)� ��b(s; t� 1)
2 + �b(s; t� 1)� ��f(t; s+ 1)

2o ;
est donn�ee par

2


�f(t; s+ 1); �b(s; t� 1)

�
k�f(t; s+ 1)k2 + k�b(s; t� 1)k2

;

qui est �egal �a 

�f(t; s+ 1); �b(s; t� 1)

�
= �(t; s);
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puisque les innovations �f(t; s + 1) et �b(s; t� 1) sont norm�ees. Sur le plan
empirique ce crit�ere est appliqu�e de fa�con r�ecursive sur l'ordre, les quantit�es
�̂f(t; s + 1) et �̂b(s; t � 1) �etant d�e�nies �a partir des estimations obtenues
aux �etapes pr�ec�edentes. La di��erence entre la m�ethode de Sakai et celle
de Bosnhakov r�esulte d'un choix di��erent pour l'estimation des variances
r�esiduelles dans la d�e�nition des erreurs �̂f(t; s+ 1) et �̂b(s; t� 1):

Dans [Bos94], le rapport des variances r�esiduelles �f(t; s)=�b(s; t) est
suppos�e connu �egal �a q̂(t; s) = �̂f(t; s + 1)=�̂b(s; t � 1): Ainsi la quantit�e
�̂b1(t; s); 0 < t� s � pt; est la valeur qui r�ealise le minimum dans,

min
�

�"̂fmt+1 � �q̂(t; s)"̂bmt+1

2
e
+
q̂(t; s)"̂bmt+1 � �"̂fmt+1

2
e

�
;

o�u les erreurs de pr�ediction "̂fmt+1 = "̂fmt+1(t; s+ 1) et "̂bmt+1 = "̂bmt+1(s; t� 1)

sont d�etermin�ees �a partir des coe�cients �̂(u; v); (u; v) 2 [s; : : : ; t]2 n (t; s);
estim�es aux �etapes pr�ec�edentes. On a alors,

�̂b1(t; s) =
2
D
"̂fmt+1(t; s+ 1); "̂bmt+1(s; t� 1)

E
e

1
q̂(t;s)

"̂fmt+1(t; s+ 1)
2
e
+ q̂(t; s)

"̂bmt+1(s; t� 1)
2
e

:

La di��erence avec la m�ethode de Sakai provient de l'absence de contraintes
sur les variances r�esiduelles. Le probl�eme de minimisation est le suivant,

min
�

�~�fmt+1 � �~�bmt+1

2
e
+
~�bmt+1 � �~�fmt+1

2
e

�
;

o�u ~�fmt+1 = ~�fmt+1(t; s+1) et ~�
b
mt+1 = ~�bmt+1(s; t�1) sont les erreurs "̂

f
mt+1(t; s+

1) et "̂bmt+1(s; t�1) d�e�nies pr�ec�edemment, normalis�ees avec la norme associ�ee
au produit hermitien empirique. Dans ce cas, les coe�cients �(t; s); 0 <
t� s � pt; sont estim�es comme des corr�elations,

�̂b2(t; s) =
D
~�fmt+1(t; s+ 1); ~�bmt+1(s; t� 1)

E
e
:

Pour ces deux proc�edures, les premiers coe�cients �̂(t; t); i = 1; : : : ; T;

sont donn�es par
 ~Xmt+1(t)

2
e
: Lorsque T = 1; la m�ethode de Boshnakov

co��ncide avec celle de Burg, alors que celle de Sakai conduit �a des estimateurs
di��erents.

4.1.5 Comparaison des m�ethodes

Dans cette sous-section, les deux m�ethodes de type Burg et ACPE sont
regroup�ees dans une même m�ethodologie permettant ainsi de les comparer

facilement. On pose pour t = 1; : : : ; T; �̂(t; t) =
 ~Xmt+1(t)

2
e
et pour s 2



102 CHAPITRE 4. ESTIMATION DES MOD�ELES ARP

[1; : : : ; T ]; 0 < t� s � pt; l'estimateur �̂(t; s) est obtenu par une proc�edure
en deux �etapes de la fa�con suivante.

(i) Choisir les coe�cients ~aft (t � s � 1; �) et ~abt�1(t � s � 1; �) des �ltres
donnant les erreurs de pr�edictions d'ordre t� s� 1;

~"fmt+1(t; s+ 1) =
t�s�1X
j=0

~aft (t� s� 1; j) ~Xmt+1(t� j);

~"bmt+1(s; t� 1) =
t�s�1X
j=0

~abt�1(t� s� 1; j) ~Xmt+1(s+ j);

auxquelles on associe les �el�ements empiriques

~�f2mt+1(t; s+1) =
~"fmt+1(t; s+ 1)

2
e
; ~�b2mt+1(s; t�1) =

~"bmt+1(s; t� 1)
2
e
;

~�mt+1(t; s) =
D
~"fmt+1(t; s+ 1); ~"bmt+1(s; t� 1)

E
e
:

(ii) Choisir les estimateurs ~�f2(t; s+1) et ~�b2(s; t� 1) des variances r�esi-
duelles.

Alors �̂(t; s) est d�e�ni par

�̂(t; s) =
2~�mt+1(t; s)

~�b(s;t�1)
~�f (t;s+1)

~�f2mt+1(t; s+ 1) + ~�f (t;s+1)
~�b(s;t�1)

~�b2mt+1(s; t� 1)
:

Remarquons que l'estimateur �̂(t; s) est obtenu en appliquant le crit�ere utilis�e
pour les m�ethodes de Burg. Lorsqu'on choisit �a l'�etape (ii) les variances
empiriques d�e�nies en (i), il est alors donn�e comme une corr�elation.

Les extensions de type Burg prennent �a l'�etape (i), les �ltres associ�es aux
estimateurs �̂(u; v); v � u avec (u; v) 2 [s; : : : ; t]2 n (t; s); obtenus aux �etapes
pr�ec�edentes. Puis, pour l'�etape (ii), Boshnakov [Bos94] utilise les variances
r�esiduelles associ�ees �a ces estimateurs alors que Sakai [Sak82] retient celles
empiriques d�e�nies en (i). La m�ethode des autocorr�elations partielles em-
piriques consiste �a utiliser les �ltres donn�es par le crit�ere des moindres carr�es
en (i) et les variances r�esiduelles empiriques pour (ii).

Pour les m�ethodes de Burg, on peut d�ej�a noter que les contraintes dans
la construction r�ecursive des �ltres des erreurs de pr�ediction constituent a
priori un handicap par rapport �a ACPE ou même RER: Concernant la
comparaison entre ces deux approches, on constate que les estimations des
coe�cients d'autocorr�elation partielle propos�ees par Boshnakov sont de la
forme

2


"̂f ; "̂b

�
e

1
q̂
k"̂fk2e + q̂ k"̂bk2e

;
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et ceux de Sakai, 

"̂f ; "̂b

�
e

k"̂fke � k"̂
bke

:

Par cons�equent, si �a une �etape les �ltres des erreurs de pr�ediction sont les
mêmes pour les deux m�ethodes, alors l'estimation de Sakai sera plus grande
en module que celle de Boshnakov. Ceci laisse pr�evoir que la m�ethode de
Sakai pourrait donner de meilleurs r�esultats pour les situations proches du
cas localement d�eterminable. Notons cependant que les di��erences obtenues
lors des simulations (cf. section 4.3) ne semblent pas être signi�catives.

Par ailleurs, lorsque les donn�ees proviennent d'une s�erie localement d�eter-
minable, les coe�cient aft (t�s�1; �) et a

b
t�1(t�s�1; �) ne sont pas n�ecessaire-

ment uniques, mais les erreurs de pr�ediction ~"fmt+1(t; s+ 1) et ~"bmt+1(s; t� 1)
sont bien d�e�nies par le crit�ere des moindres carr�es. Dans ce cas les sin-
gularit�es d'ordre �ni sont estim�ees presque sûrement par ACPE ou RER
puisque les �ltres sont ceux donn�es par le crit�ere des moindres carr�es. Cepen-
dant les �ltres traduisant les singularit�es ne sont g�en�eralement pas coh�erents
avec �̂(�; �) dont l'estimation devrait être remise en cause. Les trois autres
m�ethodes, qui n'ont pas �et�e introduites dans la situation localement d�eter-
minable, fonctionnent encore mais sans garantir que la structure estim�ee soit
celle d'une s�erie localement d�eterminable.

Dans la situation stationnaire, toutes les m�ethodes except�e RER; sont
r�ecursives sur l'ordre. Cette propri�et�e est int�eressante lorsque l'ordre du mo-
d�ele est inconnu. En e�et une m�ethode est r�ecursive sur l'ordre du mod�ele si
une augmentation de ce dernier ne modi�e pas la valeur des premiers coef-
�cients de �̂(�): Dans la situation p�eriodique, ACPE est la seule m�ethode
qui garde en toute g�en�eralit�e cette propri�et�e. Pour cette derni�ere, les esti-
mateurs des autocorr�elations partielles sont parfaitement d�e�nis au del�a de
l'ordre du mod�ele. Ils sont simplement tronqu�es �a z�ero lorsqu'on se donne
un ordre. Pour les m�ethodes de type Burg, cette propri�et�e n'est pas tou-
jours satisfaite selon l'ordre du mod�ele consid�er�e et la fa�con dont il est aug-
ment�e. Ceci provient du fait que l'estimation de �(t; s) d�epend, �a travers
les �ltres des erreurs de pr�ediction, de toute celles de �(u; v); v � u avec
(u; v) 2 [s; : : : ; t]2 n (t; s): En particulier une modi�cation de la valeur de
�̂(t; s); quantit�e qui intervient dans le calcul de âft (t � s; �) mais aussi de
âbt(t� s; �); change celle de �̂(t; s� 1) mais aussi de �̂(t+ 1; s): Ainsi lorsque
pi est augment�e de 1, l'estimation de �̂(i+1; i�pi�1) = �̂i+1(pi+2) est �a re-
calculer si dans le mod�ele pr�ec�edent pi+1 > pi+1: Le même type d'argument
montre que la m�ethode de Yule-Walker ne conserve pas cette propri�et�e pour
les processus p�eriodiquement corr�el�es.
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4.2 Les approches vectorielles

�Etant donn�ee l'association fX(�); Y (�)g; on dispose de la s�equence Y (1);
: : : ; Y (N); lorsque le processus est observ�e sur une longueur m = NT: Ainsi
les m�ethodes d'estimation autor�egressives vectorielles donnent lieu �a des m�e-
thodes scalaires et inversement.

La di��erence fondamentale entre les approches vectorielle et scalaire est
que la structure p�eriodique r�esultant d'une m�ethode vectorielle est celle d'un
processus ARP (p;max): Parmi tous les processus stationnaires V AR(p);
les m�ethodes vectorielles estiment donc qu'une sous-classe de ces mod�eles.
Ce probl�eme est contourn�e avec les m�ethodes scalaires puisqu'elles permet-
tent d'estimer un mod�ele ARP de n'importe quel ordre. Notons cepen-
dant qu'elles n�ecessitent plus d'information a priori. En e�et, l'ordre du
mod�ele ARP est constitu�e de T param�etres p1; : : : ; pT ; alors que celui du
mod�ele V AR est donn�e par un seul param�etre, p: N�eanmoins lorsque l'ordre
du mod�ele est inconnu, un crit�ere portant sur la structure p�eriodique (cf.
[Sak82]) semble pr�ef�erable au cas vectoriel, celui-ci pouvant introduire une
surparam�etrisation. A�n de comparer les deux approches vectorielle et scalai-
re, nous consid�erons par la suite les mod�eles ARP (p;max):

D�egerine [D�eg94] regroupe dans un cadre g�en�eral la plupart des m�e-
thodes d'estimation vectorielles utilisant les matrices d'autocorr�elation par-
tielle. On s'int�eresse plus particuli�erement aux proc�edures faisant intervenir
les matrices d'autocorr�elation partielle triangulaires d�e�nies au troisi�eme
chapitre. Le sch�ema, propos�e par D�egerine [D�eg94], se r�eduit alors �a l'analo-
gue de celui qu'on propose pour l'approche scalaire. Il est constitu�e du choix
des �ltres des erreurs de pr�ediction et de celui des estimateurs des matrices
de covariances r�esiduelles. L'estimateur de �(k) est donn�e par une �equa-
tion de Lyapounov provenant d'un probl�eme de minimisation analogue au
cas p�eriodique. Dans l'analogie entre m�ethodologies vectorielle et scalaire,
la g�en�eralisation de la technique de Burg, propos�ee par Nuttall [Nut76] (cf.
aussi [Str77]) correspond �a celle de Boshnakov [Bos94] et celle de Morf et
coll. [Mor78b] �a celle de Sakai [Sak82]. Cependant ces m�ethodes ne sont
pas �equivalentes. Par contre, l'extension d'ACPE au cas p�eriodique �equivaut
�a celle d�e�nie par les matrices d'autocorr�elation partielle empiriques trian-
gulaires ([D�eg92], [Pha92], [D�eg94]) r�esultant d'ailleurs des mêmes types
de choix dans les deux �etapes. Ceci est �egalement vrai pour la m�ethode
de Pagano [Pag78] et l'extension de RER; qui n'entrent pas dans le cadre
m�ethodologique scalaire. Remarquons que le choix de la normalisation pour
les m�ethodes vectorielles a une inuence pour les estimations de type ACPE;
RER ou Morf et coll. A l'origine, pour ces deux derni�eres m�ethodes, les esti-
mations �etaient obtenues avec une normalisation triangulaire inf�erieure dans



4.2. Les approches vectorielles 105

les deux sens progressif et r�etrograde.

Nous pr�esentons ci-apr�es les di��erentes m�ethodes vectorielles �evoqu�ees et
d�ecrivons, dans la mesure du possible, les m�ethodes d'estimation scalaires
qui en r�esultent.

4.2.1 M�ethode de Yule-Walker

Cette m�ethode consiste �a ajuster le mod�ele V AR(p) dont la structure est
donn�ee pour u = 0; : : : ; p; par les covariances empiriques biais�ees,

R̂N(u) =
1

N

N�uX
k=1

Y (k + u)Y (k)�:

Le (i; j)-�eme �el�ement de la matrice R̂N (u); qui est donn�e par

R̂N(u)i;j =
1

N

N�uX
k=1

X(i+ (k + u� 1)T )X(j + (k � 1)T );

est �egal �a R̂m(i + uT; j): Compte tenu de la correspondance entre mod�eles
V AR et ARP (cf. section 3.4), la structure p�eriodique r�esultante est celle de
l'ARP (p;max) dont la structure est donn�ee, pour t = 1; : : : ; T; 0 � t�s � pt;
par R̂m(t; t � s): Il y a donc �equivalence entre la m�ethode de Yule-Walker
vectorielle et celle p�eriodique.

4.2.2 Matrices d'autocorr�elation partielle empiriques

triangulaires

De fa�con g�en�erale, la m�ethode ACPE est d�e�nie dans [D�eg92] (cf. aussi
[D�eg94]) pour un proc�ed�e de normalisation quelconque. Un algorithme de
calcul, par une approche scalaire, des matrices d'ACPE triangulaires est
donn�e dans [Pha92].

Pour k = 0; : : : ; p < N=2; on consid�ere les matrices de taille (N � k) �
(k + 1)T;

Y N
k =

2
6664

Y (1)T Y (2)T : : : Y (k)T Y (k + 1)T

Y (2)T Y (3)T : : : Y (k + 1)T Y (k + 2)T

...
...

...
...

Y (N � k)T Y (N � k + 1)T : : : Y (N � 1)T Y (N)T

3
7775 :

Les blocs colonnes de taille T � (N � k) de Y N
k sont not�es ~YN�k(u)

T ; u =

1; : : : ; k + 1: Le sous-espace vectoriel engendr�e par les matrices ~YN�k(u);
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u = 1; : : : ; k + 1; est muni du produit int�erieur,h
~YN�k(u); ~YN�k(v)

i
=

1

N � k
~YN�k(u)~YN�k(v)

�:

Les matrices ~YN�k(1); : : : ; ~YN�k(k + 1) sont des repr�esentants de Y (1); : : : ;
Y (k + 1); au sens o�u

E
nh
~YN�k(u); ~YN�k(v)

io
= E fY (u)Y (v)�g = R(u� v):

Les erreurs de pr�ediction ~efN�k(k+1; k�1) et ~e
b
N�k(1; k�1) sont obtenues selon

le crit�ere des moindres carr�es (~efN�1(2; 0) =
~YN�1(2); ~e

b
N�1(1; 0) = ~YN�1(1)),

~efN�k(k + 1; k � 1) =
k�1X
j=0

A
f
(k � 1; j)~YN�k(k + 1� j); A

f
(k � 1; 0) = IT ;

~ebN�k(1; k � 1) =
k�1X
j=0

A
b
(k � 1; j)~YN�k(1 + j); A

b
(k � 1; 0) = IT :

Elles sont caract�eris�ees par, u = 2; : : : ; k;h
~efN�k(k + 1; k � 1); ~YN�k(u)

i
=
h
~ebN�k(1; k � 1); ~YN�k(u)

i
= 0:

Les erreurs normalis�ees associ�ees sont d�e�nies par,

~�fN�k(k + 1; k � 1) = �
f

N�k(k � 1)�i ~e
f
N�k(k + 1; k � 1);

~�bN�k(1; k � 1) = �
b

N�k(k � 1)�s ~e
b
N�k(1; k � 1);

o�u

�
f2

N�k(k � 1) =
h
~efN�k(k + 1; k � 1); ~efN�k(k + 1; k � 1)

i
;

�
b2

N�k(k � 1) =
�
~ebN�k(1; k � 1); ~ebN�k(1; k � 1)

�
:

Alors les matrices d'ACPE triangulaires sont donn�ees par �̂ACPE(0) =h
~YN(1); ~YN(1)

i
; et pour k = 1; : : : ; p;

�̂ACPE(k) =
h
~�fN�k(k + 1; k � 1); ~�bN�k(1; k � 1)

i
:

La m�ethode ACPE vectorielle est �equivalente �a celle introduite dans le
cadre p�eriodique lorsqu'il s'agit d'un mod�ele ARP (p;max): De fa�con plus
pr�ecise, nous avons la proposition suivante.

Proposition 4.2.1. Soit �̂(�; �) la fonction d'autocorr�elation partielle du pro-
cessus p�eriodique associ�e au mod�ele V AR(p) dont la structure est donn�ee par
�̂ACPE (k); k = 0; : : : ; p: Alors �̂(�; �) co��ncide avec �̂acpe(�; �) sur E(pT; pT +
1; : : : ; pT + T � 1):
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Avant d'�etablir la preuve de cette proposition, nous donnons ci-dessous une
remarque a�n d'en faciliter la compr�ehension. Ce r�esultat est trivial compte
tenu de l'approche g�eom�etrique utilis�ee dans le premier chapitre.

Remarque 4.2.1. Soient Ui; i = 1; : : : ; n; n vecteurs de Cd et �(i; j) les co-
e�cients associ�es �a R(i; j) = hUi; Ujie ; i; j = 1; : : : n; via l'Algorithme LDG:
Alors les quantit�es �(i; j) sont aussi les \corr�elations partielles empiriques",

�(i; j) = �e(Ui; Uj=Uj; : : : ; Ui):

D�emonstration.- Dans un premier temps, l'estimateur de �(�) est exprim�e
en fonction des erreurs de pr�ediction associ�ees au processus X(�): La matrice

Y N
k est �egale �a XNT

1;(k+1)T ; et les repr�esentants
~YN�k(u); u = 1; : : : ; k+1; sont

donn�es par,

~YN�k(u) =

2
64

~XN�k((u� 1)T + 1)T

...
~XN�k((u� 1)T + T )T

3
75 :

Le (i; j)-�eme �el�ement du produit int�erieur entre ~YN�k(u) et ~YN�k(v) satisfait,h
~YN�k(u); ~YN�k(v)

i
i;j

=
D
~XN�k((u� 1)T + i); ~XN�k((v � 1)T + j)

E
e
:

Suite �a ce qui pr�ec�ede et d'apr�es la caract�erisation des erreurs de pr�ediction
vectorielles et p�eriodiques, on a

~efN�k(k + 1; k � 1) =

2
4 ~"fN�k(kT + 1;T + 1)T

� � �

~"fN�k(kT + T ;T + 1)T

3
5 ;

~ebN�k(1; k � 1) =

2
4 ~"bN�k(1; kT )

T

� � �
~"bN�k(T ; kT )

T

3
5 :

Par ailleurs le proc�ed�e de normalisation conduit, dans le cas r�egulier, �ah
~�fN�k(k + 1; k � 1); ~�fN�k(k + 1; k � 1)

i
= IT ; (4.1)h

~�bN�k(1; k � 1); ~�bN�k(1; k � 1)
i
= IT : (4.2)

Dans le cas localement d�eterminable, les matrices identit�es sont remplac�ees
par Ĵf(k�1) et Ĵb(k�1): Notons Ai�; la i-�eme ligne d'une matrice A: D'apr�es

l'�egalit�e (4.1), les vecteurs ~�fN�k(k + 1; k � 1)Ti� ; i = 1; : : : ; T; sont obtenus
par l'orthogonalisation pour h�; �ie ; selon le proc�ed�e de Gram-schmidt, des

variables successives ~efN�k(k + 1; k � 1)Ti� : On a donc ~�fN�k(k + 1; k � 1)Ti� =

~�fN�k(kT + i;T + 1); i = 1; : : : ; T: Un raisonnement analogue dans le sens



108 CHAPITRE 4. ESTIMATION DES MOD�ELES ARP

r�etrograde conduit �a ~�bN�k(1; k � 1)Ti� = ~�bN�k(i; kT ): Comme dans le cadre

th�eorique, la matrice �̂ACPE(k) s'exprime donc simplement en terme de varia-
bles associ�ees �a la structure p�eriodique,

�̂ACPE(0)i;j =
D
~XN(i); ~XN(j)

E
e
; i; j = 1; : : : ; T;

�̂ACPE(k)i;j =
D
~�fN�k(kT + i;T + 1); ~�bN�k(j; kT )

E
e
; k > 0: (4.3)

Pour k = 0; la correspondance entre �̂ACPE(0) et �̂(i; j); i; j = 1; : : : ; T; est
obtenue (cf. section 3.3) avec l'Algorithme LDG: la Remarque 4.2.1 avec
Ui = XN�1(i); i = 1; : : : ; T; montre que �̂(i; j) = �̂acpe(i; j); i; j = 1; : : : ; T:
Pour k = 1; : : : ; p; et pour i = 1; : : : ; T; on pose

U
(k)
i = ~�bN�k(i; kT ); U

(k)
T+i = ~�fN�k(kT + i;T + 1):

D'apr�es les �egalit�es (4.1),(4.2) et (4.3) les coe�cients R̂(k)(i; j) que nous

avons introduits �a la section 3.3 sont �egaux �a hU (k)
i ; U

(k)
j ie: Rappelons que

�̂(kT + i; j) est donn�e par �̂(k)(T + i; j); o�u �̂(k)(�; �) est la fonction associ�ee

�a R̂(k)(�; �) par l'Algorithme LDG: Ainsi la Remarque 4.2.1 appliqu�ee �a U
(k)
i ;

i = 1; : : : ; 2T; montre que �̂(k)(T + i; j); est la \corr�elation partielle" entre
~�fN�k(kT + i;T + 1) et ~�bN�k(j; kT ) dans l'ensemble

f~�bN�k(n; kT ); n = j; : : : ; T ; ~�fN�k(kT + n;T + 1); n = 1 : : : ; ig:

De plus, on dispose de l'analogue empirique de la Proposition 3.3.1 en rem-
pla�cant dans sa d�emonstration h�; �i par h�; �ie et les �el�ements th�eoriques par
leurs repr�esentants empiriques. La \corr�elation partielle" pr�ec�edente est donc
aussi celle donn�ee par

�e( ~XN�k(kT + i); ~XN�k(j)= ~XN�k(j); : : : ; ~XN�k(kT + i));

soit �̂acpe(kT + i; j): }

4.2.3 Rapports d'�energies r�esiduelles

Cette m�ethode a �et�e propos�ee par Dickinson [Dic79]. Comme dans le
cas scalaire, les estimateurs de �(k); k = 0; : : : ; p; sont d�etermin�es �a partir
de la même matrice Y N

p au lieu des matrices successives Y N
k : Dans [Dic79],

�̂RER(�) est obtenu en utilisant une normalisation triangulaire inf�erieure dans
les deux sens progressif et r�etrograde. Nous proposons une version di��erente
en accord avec la d�e�nition introduite au troisi�eme chapitre et directement
li�ee �a la m�ethode du cas p�eriodique. Notons que la structure de Y (�); ainsi
estim�ee, est di��erente de celle r�esultant de [Dic79].

Avec les notations introduites pr�ec�edemment, l'estimateur de �(k) est
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d�e�ni par,

�̂RER(0) =
h
~YN�p(p+ 1); ~YN�p(p+ 1)

i
;

�̂RER(k) =
h
~�fN�p(p+ 1; k � 1); ~�bN�p(p+ 1� k; k � 1)

i
; 0 < k � p:

En utilisant les �el�ements de la preuve de la Proposition 4.2.1, on montre
que la fonction �̂(�; �) associ�ee �a �̂RER(�) est donn�ee par, i; j = 1; : : : ; T;
k = 1; : : : ; p;

�̂(i; i) =
 ~XN�p(pT + i)


2

e
;

�̂(i; j) =
D
~�
f
N�p(pT + i; pT + j + 1); ~�bN�p(pT + j; pT + i� 1)

E
e
, j < i;

�̂(kT + i; j) =
D
~�
f
N�p(pT + i; (p� k)T + j + 1); ~�bN�p((p� k)T + j; pT + i� 1)

E
e
:

Par ailleurs pour un mod�ele ARP (p;max); les entiers ti; d�e�nis �a la sous-
section 4.1.3, sont donn�es par pT + i car pi = pT + i� 1: La fonction �̂(�; �)
co��ncide donc avec �̂rer(�; �) lorsque le mod�ele consid�er�e est ARP (p;max):

4.2.4 Extensions de la m�ethode de Burg

On trouve deux g�en�eralisations di��erentes de la m�ethode de Burg au
cas vectoriel non localement d�eterminable. La premi�ere a �et�e propos�ee in-
d�ependemment par Nuttall [Nut76] et Strand [Str77]. Cette m�ethode est
comparable dans sa conception �a celle de Boshnakov [Bos94]. La secon-
de, comparable �a celle de Sakai [Sak82], a �et�e introduite par Morf et coll.
[Mor78b]. Comme pour la situation scalaire, la matrice �(k) est estim�ee de
fa�con r�ecursive sur l'ordre, �a partir des erreurs de pr�ediction d�e�nies par les
estimations obtenues aux �etapes pr�ec�edentes. Remarquons que pour ces deux
m�ethodes, la r�ecurrence commence avec �̂(0) = �̂ACPE(0): D'autre part, les
coe�cients des �ltres ainsi que les variances empiriques scalaires d'ACPE
satisfont les contraintes de Burg sur la plage des erreurs faisant intervenir
�̂(0): Ils co��ncident donc avec ceux des m�ethodes de Burg p�eriodiques qui
sont associ�es aux estimations obtenues aux �etapes pr�ec�edentes. Dans ce cas,
les estimateurs �̂(i; j) i; j = 1; : : : ; T; sont identiques pour les m�ethodes de
Sakai et ACPE: De plus l'estimateur de Boshnakov se ram�ene au coe�cient
de Sakai lorsque les variances empiriques sont �egales �a celles estim�ees. Les
premiers coe�cients �(i; j); i; j = 1; : : : ; T; sont donc estim�es de la même
fa�con par les m�ethodes de Boshnakov, Sakai ou ACPE et sont ceux associ�es
�a �̂ACPE(0) par l'Algorithme LDG: Ainsi pour l'estimation de �(0); les deux
m�ethodes de Burg vectorielles sont �equivalentes �a celles p�eriodiques qui leurs
sont respectivement comparables. N�eanmoins cette �equivalence n'est plus
vraie pour les ordres suivants. Pour chacune de ces deux m�ethodes, apr�es les
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avoir pr�esent�ees, nous donnons les raisons pour lesquelles nous n'avons plus
cette correspondance.

M�ethode de Nuttall

Dans [Nut76] ou [Str77], la m�ethode porte sur l'estimation de l'autoco-
variance partielle. A�n de souligner les similitudes avec la technique de
Boshnakov, nous pr�esentons la m�ethode d'estimation pour �(�) qui en r�esulte.
Remarquons que cette proc�edure ne d�epend pas du choix de la normalisation.
On introduit les erreurs de pr�edictions d'ordre k � 1;

êfN�k(k + 1; k � 1) =
k�1X
j=0

Âf(k � 1; j)~YN�k(k + 1� j);

êbN�k(1; k � 1) =
k�1X
j=0

Âb(k � 1; j)~YN�k(1 + j);

o�u Âf (k � 1; �) et Âb(k � 1; �) sont les coe�cients des innovations partielles

d'ordre k � 1 associ�ees aux estimations �̂(0); : : : ; �̂(k � 1); obtenues aux

�etapes pr�ec�edentes. Alors �̂B1(k); k = 1; : : : ; p; est la matrice � qui r�ealise
le minimum dans,

min
�

tr
nh
�̂
f
N�k ���̂bN�k; �̂

f
N�k ���̂bN�k

i
+
h
�̂bN�k ����̂fN�k; �̂

b
N�k ����̂fN�k

io
;

o�u tr d�esigne la trace, �̂fN�k; �̂
b
N�k sont les repr�esentants des innovations

partielles normalis�ees,

�̂fN�k(k + 1; k � 1) = �̂f(k � 1)�i ê
f
N�k(k + 1; k � 1);

�̂bN�k(1; k � 1) = �̂b(k � 1)�s ê
b
N�k(1; k � 1):

L'estimateur �̂B1(k) est alors la solution de l'�equation de Lyapounov,

A�(k) + �(k)B = 2C; (4.4)

avec
A =

h
�̂fN�k(k + 1; k � 1); �̂fN�k(k + 1; k � 1)

i
;

B =
h
�̂bN�k(1; k � 1); �̂bN�k(1; k � 1)

i
;

C =
h
�̂fN�k(k + 1; k � 1); �̂bN�k(1; k � 1)

i
:

Pour cette situation, il semble qu'il soit impossible de d�ecrire simplement
la m�ethode p�eriodique correspondante. N�eanmoins on montre que cette
derni�ere est di��erente de celle de Bosnhakov. Cette di��erence provient de
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la fa�con dont est d�etermin�ee l'estimation de �(k): En e�et, supposons que
les estimations de �(i); i = 0; : : : ; k � 1; soient identiques pour les deux
m�ethodes et pla�cons nous �a la k-i�eme �etape. D'apr�es les relations de (3.11)
et leur homologue dans le sens r�etrograde, on a

êfN�k(k + 1; k � 1) = [L̂f
k�1]

�1

2
64
"̂fN�k(kT + 1;T + 1)T

...

"̂fN�k(kT + T ;T + 1)T

3
75 ; (4.5)

êbN�k(1; k � 1) = [L̂b
k�1]

�1

2
64
"̂bN�k(1; kT )

T

...
"̂bN�k(T ; kT )

T

3
75 ; (4.6)

o�u "̂fN�k; "̂
b
N�k correspondent aux erreurs de pr�ediction introduites �a la sous-

section 4.1.4. Les inverses des racines des matrices de covariance r�esiduelles
estim�ees (uniques dans le cas non localement d�eterminable) sont donn�es par

�̂f (k � 1)�i = [D̂f
k�1]

+L̂f
k�1; �̂b(k � 1)�s = [D̂b

k�1]
+L̂b

k�1;

et par suite

�̂fN�k(k + 1; k � 1) =

2
64
�̂fN�k(kT + 1;T + 1)T

...

�̂fN�k(kT + T ;T + 1)T

3
75 ;

�̂bN�k(1; k � 1) =

2
64
�̂bN�k(1; kT )

T

...
�̂bN�k(T ; kT )

T

3
75 ;

o�u �̂fN�k(�; �); �̂
b
N�k(�; �) sont les erreurs de pr�ediction \normalis�ees" par les

�ecarts-types r�esiduels �̂f (�; �); �̂b(�; �): A�n de faciliter la lecture, nous modi-
�ons l�eg�erement les notations des erreurs de pr�ediction en omettant la r�ef�eren-
ce �a l'ordre k: On dispose donc de deux matrices �̂f et �̂b dont les i-�emes lignes
transpos�ees sont not�ees �̂fi;T+1 et �̂

b
j;0: Dans [Nut76], la matrice �(k) est es-

tim�ee comme le coe�cient de liaison lin�eaire, introduit dans [D�eg94], entre
�̂f et �̂b: C'est-�a-dire comme la solution de l'�equation de Lyapounov (4.4).
Dans [Bos94], l'approche scalaire conduit �a d�e�nir de fa�con non globale
l'estimateur �̂(k): En e�et, cette m�ethode se ram�ene �a la proc�edure suiv-
ante.

(i) Pour i = 1; : : : ; T; j = T; : : : ; 1; on calcul les coe�cients �̂i;j comme,

�̂i;j =
2
D
�̂fi;j+1; �̂

b
j;i�1

E
e

k�̂fi;j+1k
2
e + k�̂bj;i�1k

2
e

:
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Lorsque (i; j) 6= (T; 1) les nouvelles variables �̂fi;j et �̂
b
j;i; n�ecessaires pour

les �etapes (i; j � 1) et (i+ 1; j), sont d�etermin�ees par

�̂fi;j =
h
1� j�̂i;jj

2
i� 1

2
n
�̂fi;j+1 � �̂i;j�̂

b
j;i�1

o
;

�̂bj;i =
h
1� j�̂i;jj

2
i� 1

2
n
�̂bj;i�1 � �̂i;j�̂

f
i;j+1

o
:

(ii) L'estimateur �̂(k) est la matrice d'autocorr�elation partielle triangu-
laire associ�ee �a �̂(kT + i; j) = �̂i;j; i; j = 1; : : : ; T; selon la proc�edure
de la section 3.3.

Ainsi la m�ethode de Boshnakov d�e�nit un estimateur �̂(k) �a partir des mêmes
quantit�es que dans [Nut76], mais de fa�con non �equivalente. En e�et pour
T = 2 par exemple, l'�equation de Lyapounov (4.4) est �equivalente au syst�eme
suivant,
0
BB@

A1;1 +B1;1 A1;2 B2;1 0
B1;2 A1;1 +B2;2 0 A1;2

A2;1 0 A2;2 +B1;1 B2;1

0 A2;1 B1;2 A2;2 +B2;2

1
CCA

0
BB@

�1;1

�1;2

�2;1

�2;2

1
CCA = 2

0
BB@

C1;1

C1;2

C2;1

C2;2

1
CCA :

Or d'apr�es le point (ii) de la proc�edure pr�ec�edente, le coe�cient �̂(k)1;2 est

�egal �a �̂(2k+1; 2) et d'apr�es (i), il est donc d�etermin�e par 2C1;2=(A1;1+B2;2):
Contrairement �a la m�ethode de Nuttall, il n'est pas solution du syst�eme
pr�ec�edent car (0; 1=(A1;1+B2;2); 0; 0) n'est pas la deuxi�eme ligne de l'inverse
de la matrice de ce syst�eme. Ceci montre clairement que la m�ethode de
Nuttall et Strand n'est pas �equivalente �a celle de Boshnakov.

M�ethode de Morf et coll.

Nous pr�esentons ci-apr�es la m�ethode de Morf et coll. [Mor78b]. Comme
pour la m�ethode RER; nous proposons une version di��erente de l'originale,
mais en accord avec la d�e�nition de �(�): Le crit�ere utilis�e est alors le suivant,

tr
nh

~�fN�k � �~�bN�k;
~�fN�k � �~�bN�k

i
+
h
~�bN�k � ��~�fN�k;

~�bN�k � ��~�fN�k

io
;

o�u les repr�esentants des innovations partielles normalis�ees, ~�fN�k et
~�bN�k sont

donn�es par,

~�fN�k(k + 1; k � 1) = ~�fN�k(k � 1)�i ê
f
N�k(k + 1; k � 1);

~�bN�k(1; k � 1) = ~�bN�k(k � 1)�s ê
b
N�k(1; k � 1):

avec
~�f2N�k(k � 1) =

h
êfN�k(k + 1; k � 1); êfN�k(k + 1; k � 1)

i
;
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~�b2N�k(k � 1) =
�
êbN�k(1; k � 1); êbN�k(1; k � 1)

�
:

Les matrices de covariance empiriques de ces repr�esentants �etant �egales �a
l'identit�e, l'�equation de Lyapounov est �elimin�ee et les matrices �̂B2(k); k =
1; : : : ; p; sont d�etermin�ees comme des coe�cients de corr�elation,

�̂B2(k) =
h
~�fN�k(k + 1; k � 1); ~�bN�k(1; k � 1)

i
:

Comme pr�ec�edemment, la di��erence entre cette m�ethode et celle de Sakai
r�eside dans l'estimation de la matrice �(k) ou de fa�con �equivalente de celles
des coe�cients �(kT + i; j); i; j = 1; : : : ; T: On propose de traiter ce point
de mani�ere di��erente car pour la m�ethode de Morf et coll., il est possible de
d�ecrire directement la proc�edure d'estimation des quantit�es �(kT + i; j): En
e�et �a l'�etape k; on dispose des erreurs de pr�ediction p�eriodiques "̂fi;T+1 =

"̂fN�k(kT + i;T +1) et "̂bi;0 = "̂bN�k(i; kT ): Alors la structure p�eriodique r�esul-
tant de la m�ethode de Morf et coll. est obtenue de la fa�con suivante.

Proposition 4.2.2. Pour k = 1; : : : ; p; soient �̂(kT + i; j); i; j = 1; : : : ; T;
les coe�cients d'autocorr�elation partielle associ�es �a �̂B2(k): Alors ces coe�-
cients sont donn�es par,

�e("̂
f
i;T+1; "̂

b
j;0="̂

b
n;0; n = j; : : : ; T ; "̂fn;T+1; n = 1; : : : ; i):

D�emonstration.- Comme pour ACPE; la Remarque 4.2.1 avec pour i =
1; : : : ; T;

U
(k)
i = ~�bN�k(1; k � 1)Ti: ; U

(k)
T+i =

~�fN�k(k + 1; k � 1)Ti: ;

conduit �a

�̂(kT + i; j) = �e(U
(k)
T+i; U

(k)
j =U

(k)
j ; : : : ; U

(k)
T+i):

Par ailleurs les vecteurs U
(k)
T+i; i = 1; : : : ; T sont obtenus par l'orthogonalisa-

tion pour h�; �ie selon le proc�ed�e de Gram-schmidt, des variables successives

êfN�k(k+1; k�1)Ti� : La relation (4.5) o�u [L̂f
k�1]

�1 est une matrice triangulaire
inf�erieure unitaire, implique qu'ils peuvent être aussi d�etermin�es selon le
même proc�ed�e mais �a partir des variables "̂f1;T+1; : : : ; "̂

f
T;T+1: On obtient un

r�esultat similaire pour U
(k)
i ; i = 1; : : : ; T; grâce �a la relation (4.6). L'analogue

empirique de la Proposition 3.3.1 (appliqu�ee avec n = 1) �nit de montrer
cette proposition. }

La proc�edure de Morf et coll. n'est donc pas �equivalente �a celle de Sakai.
En e�et, rappelons que pour cette derni�ere les coe�cients �̂(kT + i; j); i; j =
1; : : : ; T; sont d�etermin�es selon la proc�edure suivante.

Pour i = 1; : : : ; T; �̂f2i;T+1 = �̂f2(kT + i;T + 1) et �̂b2i;0 = �̂b2(i; kT ):
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Pour i = 1; : : : ; T; pour j = T; : : : ; 1;

�̂b2(kT + i; j) =

D
"̂fi;j+1; "̂

b
j;i�1

E
e

k"̂fi;j+1ke � k"̂
b
j;i�1ke

;

lorsque (i; j) 6= (T; 1);

"̂fi;j = "̂fi;j+1 � �̂b2(kT + i; j)
�̂fi;j+1
�̂bj;i�1

"̂bj;i�1;

"̂bj;i = "̂bj;i�1 � �̂b2(kT + i; j)
�̂bj;i�1

�̂fi;j+1
"̂fi;j+1;

�̂f2i;j =
h
1� j�̂b2(kT + i; j)j2

i
�̂f2i;j+1; �̂b2j;i =

h
1� j�̂b2(kT + i; j)j2

i
�̂b2j;i�1:

Ainsi, sauf pour (i; j) = (1; T ); les quantit�es �̂(kT + i; j) et �̂b2(kT + i; j)
sont di��erentes.

4.3 R�esultats de simulation

Dans cette section, les di��erentes m�ethodes d'estimation sont analys�ees
par simulation. Les facteurs d�eterminants sont la proximit�e du mod�ele �a
la singularit�e, la longueur de la s�equence et le type de param�etres �etudi�es.
Pour nos comparaisons, nous avons retenu quatre mod�eles M1, M2, M3 et
M4. Le mod�ele M1 est un ARP (4; 4) r�egulier, les autocorr�elations partielles
n'exc�edant pas 0.85 en module. On consid�ere deux mod�eles proches de la
singularit�e, un ARP (6; 6; 6) pour M2 et un ARP (3; max) pour M4. Le mod-
�ele M3 est un ARP (7; 6) r�egulier comme M1, mais avec des valeurs pour les
coe�cients des �ltres plus �elev�ees. La m�ethode ACPE est d'abord compar�ee
avec celle de Yule-Walker pour des s�eries courtes issues du mod�ele M1. On
retrouve le d�efaut de la m�ethode de Yule-Walker dû au biais. Comme dans le
cas stationnaire, on constate que ACPE et RER conduisent �a des r�esultats
similaires. Ces deux derni�eres m�ethodes sont alors compar�ees avec les deux
extensions de Burg scalaires. Les r�esultats obtenus pour M2 montrent le
mauvais comportement des m�ethodes de Burg pour des s�eries courtes issues
d'un mod�ele proche de la singularit�e. Le mod�ele M3 illustre le fait que ces
m�ethodes sont �egalement sensibles �a l'ordre de grandeur des coe�cients des
�ltres. Nous consid�erons ensuite le mod�ele M4 qui permet de comparer les
approches scalaires et celles vectorielles. Ceci concerne essentiellement les
proc�edures de type Burg puisque les deux approches sont �equivalentes pour
les autres m�ethodes lorsqu'il s'agit d'un mod�ele ARP (p;max): Une �etude sur



4.3. R�esultats de simulation 115

le comportement asymptotique pour le mod�ele M4 indique que les m�etho-
des ACPE et RER semblent pr�ef�erables même sur des s�eries de longueur
moyenne.

Dans la premi�ere sous-section, nous d�ecrivons la fa�con dont sont obtenus
les r�esultats de simulation. La comparaison des di��erentes m�ethodes fait
l'objet de la deuxi�eme sous-section.

4.3.1 Pr�esentation des r�esultats

Sans perte de g�en�eralit�e, on se place dans le cas r�eel avec m = NT:
Les essais sont r�ealis�es �a partir d'un �chier de 1 000 000 de nombres pseudo-
al�eatoires de loi normale centr�ee r�eduite, pour lequel on a observ�e une moyen-
ne de 0.00097 et un �ecart-type de 0.99996. Les m�ethodes sont compar�ees �a
travers l'estimation des param�etres �t(n);

�t(n) = R(t; t� n)=
p
R(t; t)R(t� n; t� n);

R(t; t); at(n); et �
2
t ; t = 1; : : : ; T; n = 1; : : : ; pt: Remarquons que nous avons

pr�ef�er�e �etudier s�epar�ement la variance du processus R(t; t) et les autocor-
r�elations �t(n); plutôt que les coe�cients d'autocovariances. Ceci a�n de
faciliter l'analyse puisque, except�e pour RER; les di��erentes m�ethodes es-
timent de la même fa�con la variance du processus. Pour chaque mod�ele,
les m�ethodes concern�ees sont appliqu�ees sur des s�equences de longueur m et
avec un nombre de r�ep�etitions nr donn�es. Les r�esultats d�etaill�es de ces simu-
lations sont donn�es dans des tables en Annexe. La valeur des param�etres
du mod�ele consid�er�e se trouve dans la premi�ere colonne intitul�ee \mod�ele".
Pour chaque estimateurs, nous donnons dans la colonne correspondante, sa
valeur moyenne (sur l'ensemble des nr r�ep�etitions) suivi de la racine carr�e de
l'�ecart quadratique moyen (EQM). Les r�esultats sont pr�esent�es p�eriode par
p�eriode (i.e. pour t �x�e). Pour les param�etres �t(�); �t(�) et at(�); nous men-
tionnons par une ligne intitul�ee \Synth�ese", un r�esum�e des r�esultats obtenus
sur la p�eriode consid�er�ee. Par exemple pour un vecteur de param�etres �(�)
de dimension d; (d = pt pour la t-i�eme p�eriode) le biais moyen et la valeur
moyenne de la racine de l'EQM sont r�esum�es par,(

1

d

dX
i=1

h
biais[�̂i(k)]

i2) 1
2

;

(
1

d

dX
i=1

EQM[�̂i(k)]

) 1
2

:

l'EQM permet d'appr�ecier de fa�con globale la di��erence entre deux m�ethodes
r�esultant d'�ecarts dûs au biais et �a la variance. Nous n'avons pas indiqu�e
la variance a�n de ne pas surcharger les tableaux, mais des commentaires
pr�eciserons, de fa�con qualitative, la part qui lui revient dans les di��erences
constat�ees entre les m�ethodes. Par ailleurs pour chaque type de param�etres,
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nous donnons sur une ligne intitul�ee \Synt. globale", une mesure globale du
biais et de la racine de l'EQM sur l'ensemble des p�eriodes obtenue selon le
même principe : d =

PT
t=1 pt pour ��(�); ��(�); a�(�); et d = T pour R(�; �);

�2� : En�n des tableaux de synth�ese et des graphiques sont utilis�es dans les
commentaires ci-dessous.

4.3.2 �Etude comparative

Yule-Walker

La m�ethode de Yule-Walker [Pag78] est compar�ee avec ACPE; pour
des s�eries courtes (m = 50; 100) issues du mod�ele M1. On retrouve le d�e-
faut classique dû au biais particuli�erement sensible pour des s�eries courtes.
La Table I de l'Annexe montre que les deux m�ethodes di��erent peu pour
l'estimation de �(�; �): Pour les autres param�etres, les r�esultats des synth�eses
globales obtenues pour m = 50 sont rappel�es dans le Tableau 4.1 ci-dessous.
On observe que le biais et l'EQM sont plus �elev�es pour Yule-Walker et en
particulier pour les param�etres du mod�ele (i.e. les �ltres et les variances
r�esiduelles). Ici seul le biais est �a l'origine de la di��erence entre les deux
m�ethodes (les variances sont proches). Ceci semble coh�erent puisque cette
m�ethode introduit essentiellement un biais sur les autocovariances. Pour cet
exemple, les autres m�ethodes conduisent �a des r�esultats comparables �a ceux
d'ACPE: On a pu remarquer que l'�ecart entre les deux m�ethodes s'accentue
pour un mod�ele proche de la singularit�e même pour des s�eries longues.

Tableau 4.1 : Comparaison entre Yule-Walker et ACPE; M1, m = 50:

Param�etre �(�; �) a�(�) �2�
biais (eqm)

1
2 biais (eqm)

1
2 biais (eqm)

1
2

Yule-Walker 0.136 0.211 0.251 0.388 0.172 0.261
ACPE 0.044 0.161 0.040 0.261 0.034 0.066

Le mod�ele M1 fait parti des mod�eles pour lesquels la m�ethode de Yule-
Walker fournit toujours une solution (cf. sous-section 4.1.1). Soit M1' le
mod�ele ARP (4; 0) dont la fonction d'autocorr�elation partielle co��ncide avec
celle de M1 sur E(4; 0). Pour une s�erie de longueur 50 (resp. 100), on a
observ�e 26.7 (resp. 28.5) pourcentage d'�echec sur 2000 r�ep�etitions.

ACPE et RER

Les r�esultats obtenus par ACPE sont tr�es satisfaisant sur l'ensemble
des param�etres. Comme dans le cas stationnaire, la m�ethode RER en
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constitue une bonne approximation (cf. Annexe : Tables II �a VIII). Elle
repr�esente donc une solution de remplacement puisqu'elle est plus facile �a
mettre en oeuvre. Cependant d'un point de vue calculatoire, elle n'apporte
pas n�ecessairement quelque chose car elle peut n�ecessiter T d�ecompositions
de Cholesky selon l'ordre du mod�ele d'une part et on dispose de l'algorithme
de calcul rapide de [Pha92] pour ACPE d'autre part.

Extensions de Burg scalaires

On observe les mêmes ph�enom�enes que pour la situation stationnaire con-
cernant les mod�eles proches de la singularit�e et pour des s�eries courtes. Les
m�ethodes de Burg ([Sak82], [Bos94]) sont d'abord compar�ees avec ACPE
et RER pour des s�eries de longueur m = 105 issues du mod�ele M2 proche de
la singularit�e. On constate que les m�ethodes de Burg, qui se comportent de
fa�con analogue, sont bien moins bonnes except�e pour l'estimation de �(�; �)
pour laquelle les quatre m�ethodes sont �equivalentes (cf. Annexe : Table II).
Pour une vue d'ensemble, nous rappelons ci-dessous les synth�eses globales
pour cet exemple.

Tableau 4.2 : Comparaison entre Burg, RER et ACPE; M2, m=105.

Param�etre �(�; �) a�(�) 102 � �2�
biais (eqm)

1
2 biais (eqm)

1
2 biais (eqm)

1
2

Sakai 0.124 0.208 0.523 0.738 4.098 6.097
Boshnakov 0.125 0.208 0.531 0.747 4.153 6.164
RER 0.066 0.156 0.017 0.251 0.499 0.799
ACPE 0.065 0.154 0.017 0.256 0.475 0.799

De fa�con d�etaill�ee, la Figure 4.1 ci-apr�es repr�esente le biais et la racine de
l'EQM pour les estimateurs des autocorr�elations partielles. Les param�etres
�1(1); : : : ; �1(p1); �2(1); : : : ; �T (pT ) sont num�erot�es de 1 �a

PT
i=1 pi: Ces num�e-

ros sont report�es en abscisse et pour chacun d'entre eux, la valeur du biais
ou de la racine de l'EQM est donn�ee en ordonn�ee. Les di��erentes p�eriodes
sont s�epar�ees par des trac�es verticaux en pointill�es. Le d�efaut de conception
des m�ethodes de Burg, dû aux contraintes dans la construction r�ecursive des
�ltres, est bien illustr�e par ces deux graphes : sur chaque d�ebut de p�erio-
de, ces proc�edures se comportent comme les deux autres (les estimateurs
�̂i(k); k = 0; : : : ; i � 1; sont identiques �a ceux d'ACPE), puis la di��erence
s'accentue en �n de chaque p�eriode.
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Figure 4.1 : Biais et racine carr�ee de l'EQM des estimateurs des autocor-
r�elations partielles, M2, m = 105; nr = 2000:

En e�et rappelons que, contrairement aux deux autres m�ethodes, la valeur
de �̂(t; s) d�epend, au travers des �ltres, de toutes les estimations �̂(u; v);
(u; v) 2 [s; : : : ; t]2 n (t; s); obtenues aux �etapes pr�ec�edentes.
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Figure 4.2 : Biais et racine carr�ee de l'EQM des estimateurs des �ltres,
M2, m = 105; nr = 2000:

Ainsi les erreurs sur les coe�cients �i(k) en module proche de 1 (cf. �1(4)
par exemple) se r�epercutent sur ceux d'ordre sup�erieur non seulement de la
même p�eriode mais aussi des autres. En particulier, ceci peut conduire �a
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de tr�es mauvaises estimations pour des coe�cients même s'ils ne sont pas
proche de 1 en module (cf. �2(6)) et laisse pr�evoir que ce d�efaut inue
d'autant plus que l'ordre du mod�ele est grand. Le fait que les m�ethodes
de Burg sous-estiment les coe�cients �i(k) en module proche de 1 apparâ�t
clairement dans le cas de �2� o�u le biais correspond �a une surestimation des
variances r�esiduelles de chaque p�eriode (cf. Annexe : Table II). La Figure 4.2,
�a la page pr�ec�edente, est l'analogue de la Figure 4.1 avec a1(1); : : : ; a1(p1);
a2(1); : : : ; aT (pT ); comme param�etres. Elle montre que les m�ethodes de Burg
sont encore moins bonnes dans l'estimation des �ltres, en particulier lorsque
la valeur des coe�cients est plus grandes (cf. derni�ere p�eriode). Notons que
l'�ecart de l'EQM constat�e entre ces m�ethodes, provient de l'augmentation du
biais ainsi que celle de la variance. On observe les mêmes ph�enom�enes pour
une s�erie deux fois plus longue, avec une l�eg�ere am�elioration dans l'estimation
des autocorr�elations partielles (cf. Annexe : Table III).

Sur l'exemple pr�ec�edent, on a constat�e que les m�ethodes de Burg sem-
blaient sensibles �a l'ordre de grandeur des coe�cients des �ltres. Dans la
situation p�eriodique, on peut trouver des mod�eles pour lesquels l'ordre de
grandeur de ces coe�cients est �elev�e sans que pour autant les mod�eles soient
proches de la singularit�e. Par exemple, les modules des autocorr�elations
partielles de M3 ne d�epassent pas 0.85, alors que les coe�cients des �ltres
atteignent 10.853 (cf. Annexe : Table IV). Pour des s�eries courtes issues de
ce mod�ele (m = 70), comme pr�ec�edemment les quatre m�ethodes sont compa-
rables pour l'estimation de �(�; �): Pour les autres param�etres, les synth�eses
globales sont rappel�ees dans le tableau suivant.

Tableau 4.3 : Comparaison entre Burg, RER et ACPE; M3, m=70.

Param�etre �(�; �) a�(�) �2�
biais (eqm)

1
2 biais (eqm)

1
2 biais (eqm)

1
2

Sakai 0.063 0.170 0.651 0.950 0.031 0,072
Boshnakov 0.064 0.170 0.670 0.967 0.033 0.075
RER 0.046 0.165 0.097 0.514 0.024 0.035
ACPE 0.043 0.160 0.098 0.532 0.022 0.034

On observe une petite di��erence entre les proc�edures de Burg et les deux
autres dans l'estimation des autocorr�elations partielles, except�e pour les
derniers coe�cients de chaque p�eriode (cf. Figure 4.3). En particulier le
biais et la racine de l'EQM de �̂1(7) sont multipli�es, pour les m�ethodes de
Burg, par 5 et 2 respectivement. Cet �ecart se creuse pour le �ltre de la
premi�ere p�eriode (cf. Figure 4.4), o�u se trouvent les coe�cients de grandes
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valeurs. Par contre les quatre m�ethodes sont comparables sur la deuxi�eme
p�eriode.
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Figure 4.3 : Biais et racine carr�ee de l'EQM des estimateurs des autocor-
r�elations partielles, M3, m = 70; nr = 2000:
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Figure 4.4 : Biais et racine carr�ee de l'EQM des estimateurs des �ltres,
M3, m = 70; nr = 2000:

Remarquons que l'augmentation de l'EQM r�esulte de celle du biais et de
celle de la variance pour les autocorr�elations partielles et les �ltres. Par
contre, le biais des estimateurs des variances r�esiduelles est du même ordre
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de grandeur mais avec une variance plus forte pour ceux de Burg (cf. Annexe :
Table IV). Pour des s�eries deux fois plus longues (cf. Annexe : Table V), il
existe encore une di��erence non n�egligeable dans l'estimation du �ltre de la
premi�ere p�eriode. Sinon les m�ethodes sont comparables.

Extensions de Burg vectorielles

Les m�ethodes de Burg li�ees aux processus vectoriels stationnaires ([Nut
76], [Mor78b]) sont ici compar�ees �a leurs homologues p�eriodiques ([Bos94],
[Sak82]). A�n de faire ressortir les �eventuelles di��erences, nous consid�erons
des s�eries courtes (m = 70; 140) issues du mod�ele M4, qui comme M2 est
proche de la singularit�e. Les r�esultats obtenus par ACPE et RER sont
�egalement pr�esent�es (cf. Annexe : Tables VI et VII). Notons que les m�ethodes
vectorielles du même type conduisent �a des r�esultats identiques puisqu'il
s'agit d'un mod�ele ARP (p;max): Concernant la comparaison des m�ethodes
de Burg avec ACPE et RER; on observe les mêmes comportements que pour
M2, avec des di��erences plus marqu�ees (cf. Tableau 4.4, Figures 4.5 et 4.6).

Tableau 4.4 : Comparaison entre Burg, RER et ACPE; M4, m=70.

Param�etre �(�; �) a�(�) �2�
biais (eqm)

1
2 biais (eqm)

1
2 biais (eqm)

1
2

Sakai 0.208 0.283 2.123 3.195 0.121 0.212
Boshnakov 0.211 0.284 2.242 3.220 0.124 0.214
Nuttall 0.162 0.241 1.511 2.479 0.079 0.152
Morf et coll. 0.213 0.288 1.700 2.955 0.116 0.202
RER 0.031 0.134 0.118 1.925 0.018 0.029
ACPE 0.031 0.131 0.135 1.880 0.017 0.028

Ceci peut s'expliquer par le fait que le mod�ele M4 poss�ede des autocor-
r�elations partielles en module tr�es proche de 1 (j�2(2)j = j�2(7)j = 0:99)
et que la valeur des coe�cients des �ltres associ�es peut être tr�es �elev�ee
(a1(3) = 22:013). En particulier les m�ethodes de Burg conduisent �a des
r�esultats tr�es m�ediocres pour le coe�cient �2(7) qui se trouve en �n de p�erio-
de (cf. Annexe : Tables VI et VII). C'est aussi le cas pour les �ltres et on
retrouve la tendance �a surestimer les variances r�esiduelles pour les m�etho-
des de Burg. Concernant la comparaison des m�ethodes de Burg entre elles,
la proc�edure de Nuttall am�eliore l�eg�erement les r�esultats sur l'ensemble des
param�etres, except�es pour �(�; �) et R(�; �) o�u les m�ethodes sont compara-
bles. Pour la proc�edure de Morf et coll., on constate une l�eg�ere am�elioration
uniquement sur le �ltre de la premi�ere p�eriode (cf. Figure 4.6).
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Figure 4.5 : Biais et racine carr�ee de l'EQM des estimateurs des autocor-
r�elations partielles, M4, m = 70; nr = 2000:
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Figure 4.6 : Biais et racine carr�ee de l'EQM des estimateurs des �ltres,
M4, m = 70; nr = 2000:
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Figure 4.7 : Synth�ese globale du biais et de l'EQM pour les estimateurs des
autocorr�elations partielles, M4.
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Figure 4.8 : Synth�ese globale du biais et de l'EQM pour les estimateurs des
�ltres, M4.



128 CHAPITRE 4. ESTIMATION DES MOD�ELES ARP

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

bi
ai

s

longueur de la sequence

ACPE     

RER      

Sakai    

Boshnakov

Nuttall  

Morf     

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

ra
ci

ne
 c

ar
re

e 
de

 E
Q

M

longueur de la sequence

ACPE     

RER      

Sakai    

Boshnakov

Nuttall  

Morf     

Figure 4.9 : Synth�ese globale du biais et de l'EQM pour les variances r�esidu-
elles, M4.

Ceci con�rme que le probl�eme des m�ethodes de Burg provient essentiellement
des contraintes dans la construction r�ecursive des �ltres. Rappelons que les
proc�edures de Burg vectorielles introduisent moins de contraintes que celles
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scalaires (cf. sous-section 4.2.4). En e�et �a chaque �etape k; les contraintes
des approches vectorielles qui portent sur les erreurs progressive et r�etro-
grade, se traduisent d'un point de vue scalaire sur 2 � T erreurs. Pour les
m�ethodes scalaires �a la même �etape, les �ltres interm�ediaires associ�es aux
innovations partielles "f(kT + i; j + 1) et "b(j; kT + i � 1); i; j = 1; : : : ; T
sont aussi contraints, soit au total 2�T 2: Ainsi plus la p�eriode T est grande,
plus les approches scalaires introduisent de contraintes par rapport �a celles
vectorielles. Ces derni�eres semblent donc pr�ef�erables. Notons cependant que
d'un point de vue calculatoire, elles sont plus coûteuses et plus di�ciles �a
mettre en oeuvre, comme par exemple la r�esolution de l'�equation de Lya-
pounov pour [Nut76]. De plus, rappelons que les m�ethodes vectorielles ne
permettent d'estimer que les mod�eles ARP (p;max):

Les Figures 4.7, 4.8 et 4.9 ci-avant, repr�esentent l'�evolution de la synth�ese
globale du biais et de l'EQM pour le mod�ele M4 en fonction de la longueur
de la s�equence. Nous consid�erons les r�esultats obtenus par les estimateurs
des quatre m�ethodes de Burg, ACPE; et RER: Ils sont donn�es dans la
Table VIII en Annexe. Les longueurs des s�equences consid�er�ees sont �egales
successivement �a m = 70; 140, 280, 500 avec nr = 2000; m = 1000 avec
nr = 1000; et m = 2000 avec nr = 500: Nous ne repr�esentons pas les graphes
associ�es �a ��(�) et R(�; �) car pour ces param�etres les m�ethodes conduisent
�a des r�esultats similaires. Ces Figures montrent que la m�ethode de Nuttall
se d�etache tr�es nettement des autres proc�edures de Burg. Cependant ses
performances restent bien inf�erieures �a celle d'ACPE et deRER: La m�ethode
de Morf et coll. quant �a elle, demeure tr�es proche de celles scalaires. Ceci
peut s'expliquer par le fait qu'elle n'est pas tr�es �eloign�ee dans sa conception
de celle de Sakai lorsque T est petit (cf. sous-section 4.2.4). Par ailleurs, on
constate le bon comportement d'ACPE et de RER: En e�et il faut attendre
une s�erie de longueur 1000 pour que les m�ethodes deviennent comparables.
Ceci indique que dans certaines situations, l'utilisation d'ACPE ou RER est
pr�ef�erable même sur des s�eries de taille moyenne.
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