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Notations

Notations diverses

()+

Sgn Fonction signe multivoque, Sgn(z) = z/|z|si z # 0 et Sgn(0) = [-1, 1],
Dir Généralisation de la fonction signe multivoque en dimension supérieure.
Dir(v) = v/|Jv|| si v # 0 et Dir(0) = B(0, 1)
LP(Q) ={ u mesurable sur 2 et/ |u|Pdz < oo}, 1 < p < oo,
Q
L>(Q) = { « mesurable sur Q et il existe C tel que |u(z)| < C p.p.surQ },
wmP(Q), H™(Q2) les espaces de Soboley,
COP(Q) ={u € C(Q); sup Ju(z) = uly)| < oo},avec0 < 3 <1,
_ s |z —yl”
CoP(Q) ={ueC*(Q);DueC(Q),V]]j| < a},

zsiz >0,

partie positive, (z); = 0siz <0

Notations en élasticité

On notera généralement les vecteurs par un symbole une fois souligné (par exemple_u), les
tenseurs symétriques du deuxiéme ordre par un symbole deux fois souligné (par exemple_o) et
le tenseur de Hooke symétrique du quatrieme ordre par A.

On adoptera la convention de sommation sur I’indice_répété usuelle: wv; = > uv;.
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tenseur des contraintes correspondant au déplacement u,

on écrit o;; les composantes du tenseur dans la base canonique,

tenseur linéarisé des déformations. dans la base canonique

(e(w)ij = 3(Qiu; + 0jui),

tenseur de Hooke du quatrieme ordre, on écrit A;;;, les composantes du
tenseur dans la base canonique,

produit tensoriel (matriciel) de u par o, (o u); = o;;u;,

produit tensoriel de o par A, (A 0)i; = Aijrnorn,

produit de deux tenseurs, ¢ : £ = oyje;;,

composante normale des contraintes a la frontiére du domaine,

oy = (g n).n, ou n est la normale unitaire sortante sur le bord du domaine,
vecteur de composante normale des contraintes a la frontiére du domaine, o,
vecteur de composante tangentielle (ou de cisaillement) des contraintes a la
frontiere du domaine, o =on—ao,

composante normale du déplacement u sur le bord du domaine, u, = u.n,
vecteur composante normale du déplacement u, u, = u, n,

vecteur composante tangentielle du déplacement, v, = v — v,

la vitesse relative sur le bord de frottement,

le domaine occupé par le corps élastique,

la frontiere de €2,

la partie de I' candidate au contact,

la partie de I ou on impose un déplacement,

la partie de I' ou on impose les forces,

= 0N 1,
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Introduction /

Introduction

Dans I'étude bibliographique que nous présentons ici, on s’intéresse aux différents modéles
de frottement sec, et a leur étude mathématique.

Le frottement sec désigne I’ensemble des phénoménes qui naissent dans les zones super-
ficielles de deux corps maintenus en contact, et effectuant un mouvement I'un par rapport a
I'autre, en I'absence de lubrification. Les premiers travaux que I’'on connait sur le frottement
sont ceux de Léonard de Vinci au début du 16°"¢ siécle. Malgré I'ancienneté de I'intérét porté
a ce domaine, la compréhension des mécanismes entrant en jeu est restée longtemps tres lacu-
naire. Il faut attendre les derniéres décennies et I'accumulation de données expérimentales et
de résultats théoriques pour que des progres importants soient faits.

Les phénomeénes qui sont a I’origines des forces de frottement sont tres divers. On admet
généralement que le glissement des aspérités en contact engendre localement des hautes tem-
pératures qui permettent des processus physico-chimiques tels que la déformation plastique
des aspérités, la formations d’alliages, de fusions suivies de trempes, d’oxydations, etc.

Les mécanismes microscopiques qui produisent le frottement sec peuvent étre de diffé-
rentes natures selon les conditions du contact. Cela, ajouté a la difficulté des mesures expéri-
mentales, explique que malgré les nombreuses études sur le sujet le lien entre le comportement
microscopique et macroscopique ne soit pas encore clairement élucidé.

Certains auteurs considérent que la modélisation du frottement passe par la prise en compte
d’un troisiéme corps, I'interface entre les deux parties en contact. Les propriétés mécaniques
de celui-ci étant difféerentes de celles de I'intérieur des deux corps. C’est particuliérement le
cas s’il s’agit d’un frottement lubrifié par un liquide ou un solide. Dans ce cas I’étude méne
a la modeélisation de I'’écoulement ou des déformations plastiques du troisieme corps. Cette
analyse peut étre extrémement complexe a grande vitesse de glissement. Dans cette étude on
se restreint au cas du frottement sec. Il n’y a donc pas a proprement parler de troisieme corps,
néanmoins les propriétés des surfaces en contact peuvent étre trés différentes de celles du corps
des solides en contact (effet de la géométrie du contact, couches d’oxydes ou effets de trempes
pour les métaux).

Dans le premier chapitre, on introduit les lois classiques du frottement sec (lois de Cou-
lomb), et on présente des études expérimentales qui montrent leurs limitations. Le deuxiéme
chapitre est consacré aux lois de frottement plus élaborées. Ces dernieres décennies, plusieurs
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modeles de frottement ont été proposés qui généralisent et complétent le modéle de Coulomb.
Le troisieme chapitre présente les études mathématiques du frottement de corps élastiques, et
le quatriéme chapitre donne un apercu des analyses et des modélisation des micro-mécanismes
gui sont a la base du contact et du frottement.

Petit historique

On va citer quelques étapes importantes dans I’élaboration de la théorie du frottement.

La notion de coefficient de frottement s’est imposée durant la période qui va du 16 au
18°™¢ siécle. Léonard de Vinci s’intéresse au frottement vers le début du 16”™¢ siécle et donne
une premiére valeur (0.25) du coefficient de proportionnalité entre la force de frottement et le
poids du corps. Deux siécles plus tard, vers la fin du 17 siécle, G. Amontons redécouvre ces
aspects et les étend. Il €nonce les premiéres lois de frottement véritables.

Au 187" siécle on s’intéresse a la rugosité des surfaces et L. Euler fait la difference entre
frottement statique et frottement dynamique grace a des expériences de petits solides glissant
sur des plans inclinés. Il estime que cette différence est due au fait que plus le glissement est
rapide plus les aspérités d’une surface sautent d’une aspérité de la surface opposée a I'autre,
réduisant ainsi le contact.

C.A. Coulomb, a partir de nombreuses expériences, confirme les lois d’Amontons. Il pose
le probléme de la dépendance a la rugosité des surfaces et du rdle de I’adhésion. Il est en outre
le premier a faire référence a une augmentation du coefficient statique avec le temps de contact
stationnaire.

Toutefois jusqu’a la fin du 19 siécle, on s’intéresse peu au probléme du contact. Il faut
attendre Hertz en 1881 qui énonce des résultats sur les déformations induites par un contact
élastique sphere/plan ou cylindre/plan.

Dés lors, les travaux sur le contact et le frottement ont été abordés par de nombreux cher-
cheurs, les travaux de Hertz étant confirmés par des résultats expérimentaux mettant en ceuvre
la mesure de conductance du contact.

Les travaux sur la rugosité des surfaces font ressortir le rdle primordial du comportement
des aspérités. Il apparait que le contact réel s’effectue sur une petite portion de I’aire apparente
de contact.

En 1933, A. Signorini pose le probléme général de I’équilibre d’un corps élastique en contact
sans frottement avec une fondation rigide.
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Les important travaux de F.P. Bowden et D. Tabor font une synthese et améliorent les résul-
tats obtenus sur I'analyse du frottement (voir F.P. Bowden, D. Tabor [7] [8], D. Tabor [81]).

G. Duvaut et J.L. Lions [27] dans la continuité des études des probléemes de I'élasticité
comme minimisation de fonctionnelle quadratiques, posent le probleme du corps élastique
glissant avec frottement sous la forme d’une inéquation variationnelle. Ce sera aussi le départ
de beaucoup de travaux.

La loi de Coulomb appliquée au probleme de Signorini se révéle poser de nombreux pro-
blémes mathématiques. De plus elle ne rend pas compte de tous les phénomenes observés lors
du frottement de deux corps en contact. Partant de 1&, beaucoup d’études seront menés en vue
d’améliorer ces lois de frottement. Ces études seront largement abordées dans la suite de ce
texte.
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Chapitre 1

Lois classiques de frottement sec et
leurs limitations

Une loi de frottement sec est un modéle mathématique reliant les principaux parameétres qui
entrent en jeux dans les mécanismes du frottement sec. Les premiéres lois de ce type, élaborées
a partir du 16° siécle, réesument les propriétés des surfaces en présence par la notion de coeffi-
cient de frottement, c’est a dire par le rapport maximal entre force tangentielle et force normale
au point de contact. Bien sdr, c’est trés insuffisant pour décrire ’'ensemble des phénomeénes
gui interviennent lors du frottement. Malgré tout, ce modéle simple exhibe déja beaucoup de
difficultés, du fait de sa non-linéarité et de sa non-différentiabilité.

Dans ce chapitre, on s’attache a décrire ces premiéres lois de frottement sec, ainsi que cer-
taines critiques qui donnent un apercu de leur limitations.

1.1 Contact ponctuel

Ces premiére lois de frottement ont été élaborées dans le cadre du contact ponctuel entre
deux solides rigides, classiquement, un solide rigide effectuant un mouvement de translation
sur un plan rigide (voir figure 1.1). Décrivons ce modele simple. On désigne par_R la réaction du
plan sur le solide que I’'on décompose en composante tangentielle F; (ici projection sur le plan)
et en composante normale N. On désigne par u le déplacement de translation du solide que
I’on décompose aussi et composante tangentielle »_ et composante normale «,,. On considéere
que le contact a lieu lorsque u, = 0. La vitesse de glissement est v = 0; u lorsqu’il y a
contact.

Le solide est en contact unilatéral, c’est a dire que I'on a:

uy, >0 (Y.

11
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FiG. 1.1 — Point matériel en contact unilatéral avec un demi espace.

Le contact peut étre rompu, et dans ce cason a:

uy >0 et B=0,
ou bien peut avoir lieu, et dans ce cason a:

u, =0et N >0.

(On parle de contact bilatéral lorsque le contact est astreint a avoir lieu, c’est a dire v, = 0.
Dans ce cas on peut avoir N < 0).

On dit que I'on a un glissement parfait, ou sans frottement, lorsque la composante tangen-
tielle F; est nulle. Si au contraire, une force tangentielle existe, on dit que I’on a un glissement
avec %ttement, et on est amené a introduire une loi de frottement qui relie cette composante
tangentielle aux autres variables du systéme.

1.2 Loi de Coulomb ou d’Amontons

Historiguement, G. Amontons a mis en avant la proportionnalité de la force de frottement
|F¢| et du chargement normal N. De maniere générale on parle de loi de Coulomb ou d’Amon-
tons pour une loi de frottement qui respecte cette proportionnalité.

L’expérience qui illustre le mieux la loi de Coulomb est celle d’un petit solide de base carré,
posé sur un plan incliné d’un angle « et soumis a son poids_P (voir figure 1.2). Expérimentale-
ment, il existe une inclinaison critique «.. en deca de laquelle le petit solide reste immobile et
au dela de laguelle il se met en mouvement.

1. Ici, dans le cas des solides rigides, le vecteur /N désigne la normale unitaire rentrante au solide considéré. Dans
le cas des solides élastiques on utilisera la normale unitaire sortante.
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F1G. 1.2 — Petit solide sur un plan incliné.

A I’équilibre la réaction du plan et le poids se compensent :

Ff+N+P=0,
on adonc:
|Fy| = |P| sin(a),
|IN| = |P| cos(a).
. Bl o "
Le coefficient de frottement 5 est le rapport ﬁ a I'inclinaison critique :
sin ()
s=——< =1 cr)-.
a cos( ) an(ac)

Iy
La loi de Coulomb la plus simple stipule que le rapportﬁ reste égal a ., lorsque le solide est

en glissement. Elle s’énonce ainsi lorsqu’il y a contact :

u, =0 etN >0,

N
soit  |Ey| < pg|N|etv, =0, (1.2)
soit  [F| = ug|N|et3A > 0telquev, = —AF,.

La force de frottement s’opposant toujours a la vitesse de glissement.

Remarque: Dans le cas du contact unilatéral on peut remplacer I'inéquation |F;| < u|N|
par |F';| < uN puisque N > 0. De plus on peut récrire les conditions de contact unilatéral avec
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frottement par la formulation équivalente suivante :

N >0, u, >0, Nu, =0 (contactunilatéral)
(1.2)
|Ef| < uN, Ef|QG| =ulNu,.

L. Euler, au début du 18°™¢, fait une observation importante sur I’expérience du solide posé
sur un plan incliné. D’apres la loi de Coulomb, lorsque le glissement a lieu, le petit solide a un
mouvement uniformément accéléré. Le module de I'accélération est :

a = g(sin(a) — pg cos(a)),

ou ¢ est la constante de gravitation terrestre. Or dans les expériences, on n’arrive pas a obtenir

un mouvement avec une accélération aussi petite que I’on veut. Il existe une accélération mini-
19 . . -

male. Il en conclut que le rapport ﬁ ne reste pas égal a u, lors du glissement et il considére

un coefficient de frottement dynamique y; qui est plus petit que y. La loi de frottement s’écrit

lorsqu’il y a contact :

uy =0 etN >0,
soit || < sl Y] et = 0, 13)

soit |F| = pg|N|et3A > 0telque v, = —AF,.

Si cette formulation permet de mieux rendre compte des comportement expérimentaux,
elle introduit par contre une difficulté. En effet pour |F;| = puqN et v, = 0 on ne sait pas si
on est dans la premiére alternative (cas collé) ou dans la deuxiéme alternative (début de glis-
sement). On leve généralement cette indétermination par une description dynamique (souvent
implicite) de la loi de frottement. Pratiquement on décrit les transitions acceptables de I’état en
glissement a I’état collé et de I’état collé a I’état en glissement.

1.3 Insuffisances de la loi de Coulomb

1.3.1 Variation du coefficient de frottement

E. Rabinowicz est I'auteur d’importants travaux sur le frottement de solides métalliques
(voir E. Rabinowicz [72] plus particulierement). Il s’est intéressé au phénomene de stick-slip,
gui engendre des instabilités (grincements) lors du glissement a des vitesses réduites. On ana-
lyse généralement cela comme une suite d’états collés et en glissement. La modélisation par une
simple loi de Coulomb ne permet pas de rendre compte des résultats expérimentaux, tout au
moins sur des modeles simples a pression de contact constante. Il propose donc de considérer
deux dépendances:
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. Le coefficient statique i, dépend du temps de contact stationnaire.

. Le coefficient dynamique p; dépend de la vitesse de glissement.

En ce qui concerne le premier point, soulevé a I’origine par Coulomb, le débat est encore ou-
vert pour savoir si on doit effectivement faire dépendre i, du temps de contact stationnaire ou
de la vitesse de chargement tangentielle (i.e. la vitesse avec laquelle la force tangentielle varie).
Des expériences de V.I. Johannes, M.A. Green et C.A. Brockley [44] montrent une variation de
0.28 a 0.38 du coefficient statique par un changement d’un facteur 1000 de la vitesse de charge-
ment tangentielle. On pourra trouver une discussion de ce probleme dans R.S.H. Richardson,
H. Nolle [77] qui compare I'influence des deux parametres que sont la vitesse de chargement
tangentielle et le temps de contact stationnaire sur le coefficient statique. Sa conclusion est que
les deux parameétres sont nécessaires a la bonne description du mouvement. On pourra voir
aussi A. Tudor et Li Chun Bo [84] sur le contact stationnaire durant le mouvement stick-slip.

Quant au deuxiéme point, E. Rabinowicz précise qu’il existe un retard entre le changement
de vitesse de glissement et le changement de coefficient de frottement. Ce retard correspond a
un glissement d’environ 10~3cm dans les expériences qu’il a mené sur des piéces métalliques.
Il propose que I'on ne fasse pas dépendre le coefficient de frottement de la vitesse instantanée
mais d’une moyenne des vitesses sur les 10-3cm glissés précédemment.

1.3.2 Déplacement normal

Les surfaces qui entrent en contact, méme minutieusement usinées ne sont jamais parfaite-
ment planes. Celle-ci sont formées d’aspérités plus ou moins fines mais toujours grandes par
rapport a la dimension moléculaire. Les propriétés mécaniques de ces aspérités sont souvent
sensiblement différentes des propriétés des matériaux composant les corps des solides. Pour
cette raison, on peut considérer qu’entre les deux surfaces en contact il y a une interface de
petite épaisseur qui a un comportement propre (voir figure 1.3, ainsi que le chapitre 4).

D.M. Tolstoi en 1967 [83] a effectué des expériences sur le frottement de pieces métalliques
qui montrent qu’il y a un lien entre la variation de la force de frottement et le déplacement
normal de la piéce (voir figure 1.4).
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Corps du solide 1

Corps du solide 2

F1G. 1.3 — Interface entre deux corps en contact.

Son interprétation est la suivante: le glissement s’accompagne de chocs entre les aspérités
des deux surfaces en contact. Ces chocs entretiennent une certaine pression qui s’oppose a
la compression de I'interface. La force de frottement F; dépend donc a la fois de la vitesse
de glissement v, et de I'épaisseur de I'interface «. Il décompose la variation de la force de
frottement en deux parties:

dFy  0Fy Oa JOF}

) 14
dv,, da v, + dv, (L.4)
. OF} . : . , ) . L . .
ou Jo serait toujours positif et représente I'augmentation de la résistance au cisaillement
UG
avec la vitesse de glissement,
. OF} , o , i
ou —-~ représente la diminution de la force de frottement avec la séparation «,
a
. Oa . : . : . .
et ou E représente I'augmentation de la séparation avec la vitesse de glissement.
UG
L. . . da , . N
Expérimentalement il y a deux cas ou E est constaté nul, pour des vitesses extrémement
UG
petites et lorsque les déplacement normaux sont fortement amortis. Dans ces deux cas, I'auteur
constate qu’il n’y a pas de phénoméne de stick-slip, phénomeéne qui intervient Iorsqued—f < 0.
v

G

Il constate a contrario que si on impose une vibration normale au glisseur, on observe une
réduction substantielle du frottement, particulierement importante si on impose une vibration
en résonance avec la vibration naturelle du glisseur.
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N (kgm) |
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( = —
00 !
00 04 0.8 12
H ()

FiGc. 1.4 — Force de frottement f et charge normale N en fonction de la composante normale du
déplacement H (1).

Conclusion

Les lois classiques de Coulomb ou d’Amontons relient de maniere simple les composantes
normales et tangentielles des contraintes qui s’exercent au point de contact lors d’un glisse-
ment. La plupart des expériences sur le frottement sec montrent les limitations de la validité de
ces lois. On vient de voir deux aspects a partir desquels on pourrait compléter la loi de Cou-
lomb. Dans le chapitre qui suit, on décrit différentes lois de frottement qui ont été proposées
pour rendre compte, dans une certaine mesure, de ces constatations expérimentales.

1. Figure reproduite de Wear, 10, D.M. Tolstoi, Significance of the normal degree of freedom and natural vibration
in contact with friction, pp 199-213, 1967, avec la permission de Elsevier Science S.A., Lausanne, Switzerland.



18

Lois classiques de frottement sec et leurs limitations




Chapitre 2

Les lois de frottement sec non
classiques

La modélisation par une loi de Coulomb ne permet pas de rendre compte de certains phé-
noménes importants du glissement avec frottement. Durant les derniéres décennies, différents
modeéles de frottement ont été proposés. Dans ce chapitre on présente les lois a coefficient de
frottement dépendant de la vitesse de glissement ou du déplacement tangentiel, les lois de
frottement a variables d’état initiées par J.H. Dieterich, les lois & déflection normale (normal
compliance laws) initiées par J.T. Oden et J.A.C. Martins, ainsi que les tentatives d’interpréta-
tion du frottement en analogie avec les lois modélisant la plasticité.

2.1 Introduction de la notation multivoque

Ce paragraphe présente I'utilisation de fonctions multivoques issues de I’'analyse convexe.
C’est un cadre qui a été introduit par J.J. Moreau pour les probléme de contact unilatéral. On
pourra consulter J.J. Moreau [59] [60], ou A. Klarbring, A. Mikelic et M. Shillor [46]. Toutefois
dans la suite du chapitre la présentation sera faite a la fois dans une notation usuelle et en
notation multivoque.

Une fonction multivoque F de RY est une fonction ¥ : RV — P(RY), c’est & dire une
fonction dont les valeurs sont des sous ensembles de R .

On désigne par Dqr la fonction multivoque de RY définie par:

(i) siv#0,
Dir(v) = (2.1)
B(0,1)siv=0,
ol B(0,1) est la boule fermée de centre 0 et de rayon 1. En analyse convexe la fonction
multivoque Dir est le sous-différentiel de la fonction convexe v—||v]].

19
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On peut facilement visualiser la fonction_Dir en dimension 1, c’est la fonction dont la valeur
en 0 est le segment [—1, 1] (voir figure 2.1)

F1G. 2.1 — Fonction multivoque Dir.

Avec la fonction multivoque Dir I’'expression (1.2) des conditions de contact unilatéral avec
frottement de Coulomb devient:

N207

soitu, >0etl ;=N =0, (2.2)
soitu, =0, N >0etF, € —u,NDir(v,).

On introduit une autre fonction multivoque J, : R — P(R) \ {£} définie par:

{0} siz <0
Jy(z) =23 [0,400] siz=0, (2.3)
4 siz > 0.

FiG. 2.2 — Fonction multivoque .J,, ().

En analyse convexe, .J,, () est le sous-différentiel de la fonction indicatrice® de I'intervalle
] — o0, 0] qui est une fonction convexe.

1. La fonction indicatrice d’'un ensemble A vaut 0 sur A et +oo sur le complémentaire de A.
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Avec la fonction J,, (z) définie par (2.3) les conditions de contact se récrivent:

N e JN(_UN)7
(2.4)
F; e —uNDir(v,).

Il est de plus intéressant de voir que si on pose:

{0} si |17] < uIN],
8IC’(N)(Ef) = Ef[ov—l_oo[ si |Ef| = :u|N|7 (25)
¢ SiE] > ulN].

le sous-différentiel de la fonction /¢ (x), fonction indicatrice de I'ensemble:
C(N)={E; € RY; |E;| < pNI},
on peut récrire la deuxieme inclusion de (2.4) comme suit:
v, € —0lovy(Ey), (2.6)
c’est a dire une sorte d’inclusion inverse. On peut aussi la récrire:
Iovy(Ey) + pNlv,| = —Fpog, (2.7)

et vérifier facilement que ce sont des formulations équivalentes.

2.2 Lois acoefficient de frottement variable

Une premiére extension de la loi de Coulomb est de considérer un coefficient de frottement
gui dépend de la vitesse de glissement ou du déplacement tangentiel.

2.2.1 Dépendance par rapport au déplacement tangentiel

La dépendance du coefficient de frottement par rapport au déplacement tangentiel peut
rendre compte de I’endommagement des surfaces au cours du glissement. Principalement
lorsque I'on s’intéresse a la transition collage-décollage. L'expression en contact unilatéral de
cette loi est identique a celle de la loi de Coulomb:

Soitu, >0etF,= N =0 (lecontactn’apas lieu )
Soitu, =0et N >0 (lecontacta lieu ) avec:

(2.8)
soit || < [N|u(lu, |) etv, =0,

soit |[F¢| = |[N|u(|u,|) et 3N > O tel que v, = —ALF;.



22 Les lois de frottement sec non classiques

En général cette variation s’exprime par une décroissance du coefficient i par rapport au
déplacement tangentiel |u_| (voir L.R. lonescu et J.-C. Paumier [43]).

Toutefois ce type de dépendance est plus utilisé en liaison avec le probleme statique ou la

condition de frottement est exprimée en fonction du déplacement tangentiel :

Soitwu, > 0etF, = N =0 (lecontactn’a pas lieu
N f

Soitu, =0et N >0 (lecontacta lieu) avec:

(2.9
soit |[F¢| < |[N|u(0) etu, =0,
soit [F¢| = [N|u(|u,|) et 3N > 0 tel que u, = —AF ;.
soit en expression multivoque :
N e JN(_UN)7
(2.10)

Fy € ~Npu(Ju,|) Dir(u,).

Le principal intérét de cette expression statique est qu’on peut la relier a I’expression incré-
mentale du probleme de frottement quasi-statique (voir chap. 3). La dépendance du coefficient
de frottement en déplacement tangentiel exprime alors une dépendance en vitesse de glisse-
ment.

2.2.2 Dépendance par rapport a la vitesse de glissement

Les lois de frottement de type Coulomb avec coefficient dépendant de la vitesse de glis-
sement sont d’inspiration ancienne. Rabinowicz en parle déja dans son article de 1958 [72].
Elles sont une généralisation de la loi qui ne considere que deux valeurs pour le coefficient de
frottement. Des travaux expérimentaux important ont été fait pour mesurer cette dépendance
sur differents matériaux. En général ce sont des expériences faites sur des échantillons en glis-
sement, pour lesquels on mesure la force de frottement en maintenant constant une certaine
vitesse de frottement. Les régimes transitoires, ou la vitesse de glissement varie sont extréme-
ment difficiles a mesurer.

En général on utilise des coefficients de frottement qui décroissent d’une certaine valeur
15 appelée coefficient de frottement statique a une valeur y; appelée coefficient de frottement
dynamique, qui est atteinte asymptotiquement pour des grandes vitesses de glissement.
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Un exemple typique est une loi avec décroissance exponentielle (voir Li Chun Bo et D.
Pavelescu [51] par exemple):

plvgl) = pa+ (s — pa)e Ver (2.11)

Fi1G. 2.3 — Dépendance en v, du coefficient de frottement.
ou V,,. est une vitesse critique dépendante du matériau.

Des dépendances déterminées expérimentalement peuvent avoir des formes plus com-
plexes. Elle dépendent beaucoup de I’état de finition des surfaces et des matériaux en contact.
On pourra consulter par exemple E. Rabinowicz [71] [72], F.P. Bowden, D. Tabor [8], D.M. Tol-
stoi [83], J.H. Dieterich [22], C. Gao, D. Kuhlmann-Wilsdorf D. [31] et A.l. Leonov, A. Srinivasan
[50] pour voir la diversité de tels résultats.

L’expression avec les notations multivoques s’écrit :

N e JN(_UN)7
(2.12)
F; e —Np(lz,|)Dir(v,).

Un des problémes mathématiques important est que la deuxiéme inclusion de (2.12) ne
s’inverse pas comme celle de (2.4) pour la loi de Coulomb car Nyu(|v,|)Dir(v_) n’est plus mo-
notoneenv,,.
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2.3 Lois de frottement a variables d’état

Ce sont des formulations de loi de frottement qui sont apparues principalement dans la
modeélisation du glissement de couches géologiques dans les tremblements de terre. W.R. Brace,
J.D. Byerlee [9] ont les premiers mis en avant I’'analogie entre les phénomeénes de stick-slip et
les tremblements de terre. Ce type de loi a été développé principalement par J.H. Dieterich et
A. Ruina.

Cela consiste en des généralisations de la loi de Coulomb, prenant en compte, non seule-
ment des dépendances du coefficient de frottement comme on I’a vu dans le paragraphe pré-
cédent, mais aussi des dépendances par rapport a des variables d’état de I'interface.

VELDCITY {(GM/SEC)

- ..ﬁ .~$
~igxi0 ® ~2.0x107° ~1B 10 | ~hoxI0
H i
H .
mz% 4
;\’W“—N-Wm.iﬁ . .
070k R
i
VELOGITY (GM/SEG)
e . ,,4 ,,3
a gl © ~18a10 0 | ~15x10 1 12k 10
R | l
0.74}

T NN

DISPLAGEMENT {CM]

F1G. 2.4 — Exemple de résultats expérimentaux de glissement avec frottement d’échantillons de roches
(?). On y voit la dépendance du coefficient de frottement en vitesse de glissement et les transitions aux
changements de vitesse de glissement.

A. Ruina [79] dans la continuité des travaux de J.H. Dieterich (dans [23] par exemple), pro-
pose la modélisation suivante:

Quand on fait des expériences de frottement a vitesse de glissement v constante, on ob-
serve un coefficient de frottement qui correspond a cette vitesse, soit ys,(v.) (SS pour steady
state).

2. Figure reproduite du Journal of Geophysical Research, 84 N° B5, J.H. Dieterich, Modeling of rock friction part
I, pp 2161-2168, 1979.
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On suppose que I'état de la surface en glissement est caractérisée par une collection de va-
riables internes 6;, représentant la mémaoire des glissement antérieurs (en général une moyenne
des vitesses de glissement immédiatement antérieures).

En posant 8 = (¢,, 6, ...), on écrit alors la loi d’évolution de la contrainte de cisaillement
T et des variables internes 6 sous la forme:

" = Nu(6, vo),
(2.13)

do,

T G0, v,).

ou les fonctions p: et G sont indépendantes de la contrainte normale N.

Pour étre consistant avec I'état de glissement constant, on définit °(v_), tel que pour une
vitesse v, constante, le systeme tende vers les valeurs p = ps(v,) et § = 6°°(v,). Ce qui
impose :

,uss(vg) = H(ess(ve)v Ue)v
(2.14)

Gi(0°*(vg), vg) = 0.

Les lois de frottement qui seront retenues, traduisent une approche exponentielle du glissement
a force de frottement constante, quand v, est maintenue constante.

F1G. 2.5 - Contrainte de cisaillement 7 en fonction du temps. Les vitesses de glissement sont indiquées
au dessus des fléches.

L’exemple le plus simple de ces lois est la loi simplifiée de Dieterich:

r = Nluo+0+ Aln(2)],
(2.15)
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ou d. est une distance critique de I'ordre d’une taille d’aspérité, V. une constante de dimension-
nement, A et B des constantes a déterminer expérimentalement.

On peut récrire ces équations sans faire intervenir la variable d’état 4

or _ NA dv, v, ss
% - v, ot - dc (T -7 (UG))7 (216)

ou

5 (v,) = Nu**(v,) = Njo + N(A — B)zn(”V—G). (2.17)

Une version un peu différente est utilisée dans F.G. Horowitz, A. Ruina [40]:

r = Nl +6+ Aln(32)],

(2.18)

do v v
- — | G .
il + C'ln( )]

UG G
——)|0+ Bln(—+
(=) +BIn(32) ——

de

Pour obtenir des lois qui ont le comportement indiqué sur la figure 2.5, on peut utiliser des
lois avec deux variables d’état, de la forme:

TIN[M0—|—01—|—02—|—A1H(1‘]/—G)]7

do, v, v

— = (==%)[61 + B: In(F)], 2.19
G = e B ()] (219)
do, v, v

— = (—=-9)[f: + By In(==

G = (o B ()

On remarque que ces lois ne permettent pas d’étudier des systémes pour lesquels v, s’ap-
proche de zéro. Ces lois sont adaptées pour étudier les instabilités autour d’un glissement
permanent dans une direction donnée. Il est malgré tout possible de les adapter pour faire
disparaitre la singularité en v, = 0.

On pourra trouver des éléments sur la stabilité de systemes élastiques avec une telle loi de
frottement dans J.R. Rice et A. Ruina [76] et dans J.C. Gu, J.R. Rice, A.L. Ruina et T. Tse [37].

2.4 Lois de frottement a déflection normale

Les lois a déflection normale (Normal compliance friction laws) ont été proposées par J.T.
Oden et J.A.C. Martins 1985 [64]. Se basant sur des études constatations expérimentales telles
gue D.M. Tolstoi [83] et sur certains travaux concernant la réponse normale de I'interface
comme ceux de M. Burdekin, A. Cowley et N. Back [10], ils proposent une loi de frottement
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qui prend en compte I’écrasement normal de I'interface entre les deux corps en contact avec
frottement. (voir figure 2.6)

€Y (b)

Corpsdu solide 1 Corps du solide 1

Interface

Corps du solide 2 Corps du solide 2

FI1G. 2.6 — Ecrasement de Iinterface. Vue microscopique d’un contact en configuration de référence (a)
et en configuration déformée (b)

Cette loi permet de résoudre certaines difficultés mathématiques dans la formulation du
probleme du frottement de corps élastique (voir chapitre 3).

On note « la composante d’interpénétration, représentant I’écrasement de I'interface entre
le glisseur rigide et le plan rigide (voir figure 2.7).

N
R
R K N
AN
| N |/
- Vg
@
a

F1G. 2.7 — Pénétration du glisseur rigide dans le plan rigide P.

Cette composante d’interpénétration doit conserver une valeur trés petite si I’on veut rester
cohérent avec la physique du probléme.
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La loi a déflection normale modélisant le contact unilatéral avec frottement s’exprime ainsi :

soita < 0etF, =N = 0(ll n'y apas contact) ,

soita > 0 et N = ¢, (a)"~ (réponse normale de I'interface en contact) alors,
(2.20)
soit |[F¢| < c,(a)™r etv, = 0,

Soit |F¢| = c,(a)™r et 3A > 0 tel que v, = — ALy
ou c¢,, m,, ¢, m, sont des paramétres du matériau.
Pour une valeur de la composante d’interpénétration « constante, c’est a dire pour un char-

gement normal N constant, on retrouve la loi de Coulomb, avec:

. _ m
p=CIN"ouC =ce"eta=—"L—1.
N

3

L’expression multivoque de la loi a déflection normale est la suivante :

N = CN(UN)TNv
2.21)
Ef € _CT(UN)-FTM(Qg)‘

Par rapport a la loi de Coulomb, on observe que la premiére inclusion de (2.4) est devenue
ici une égalité. C’est a dire que I’on a remplacé la fonction multivoque J, (u,) par la fonction
Jy(uy) = —c, (uN)TN (voir figure (2.8) a comparer avec la figure (2.2)).

FiG. 2.8 — Fonction multivoque J, ().

En ce sens la loi a déflection normale est une pénalisation de la condition de contact unila-
téral.
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Une variante de cette loi a été introduite et étudiée (. Figueiredo, T. Trabucho [29], J.A.C.
Martins, J.T. Oden et F.M.F. Simoes [56]) qui considére une viscosité normale. La réponse nor-
male s’écrit:

] = e a) 4 b (a) 00,

Le modéle du glisseur tel qu’il est présenté figure (2.7) avec une loi de frottement a dé-
flection normale a été étudié par J.A.C. Martins, J.T. Oden et F.M.F. Simoes [56] avec ou sans
viscosité normale. Les oscillations normales du glisseur dues a la loi en puissance engendre
une variation périodique de la force de frottement.

2.5 Lois sur le modele de la plasticité

Il y a des analogies entre la théorie de la plasticité et la théorie du frottement. Le déplace-
ment irréversible s’effectue quand les contraintes atteignent un certain seuil (limite élastique
pour la plasticité, céne de frottement pour la loi de Coulomb). Certains auteurs ont tenté de
porter plus loin cette analogie en transposant les concepts développés dans la théorie de la
plasticité a une généralisation des lois de frottement. Une des tentatives les plus completes a
ce sujet est celle de A. Curnier [19] en 1984. Il inclut dans sa loi de frottement la possibilité de
prendre en compte I’anisotropie des surfaces, la déflection normale de I'interface, I'endomma-
gement et la déformation élastique de I’interface.

Onvaiici présenter I'idée générale de ce type de construction. Pour plus de détail on pourra
consulter A. Curnier [19], R. Michalowski, Z. Mr6z [58], D.C. Drucker [25], Z. Mroz, S. Stupkie-
wicz [62], Z. Mr0Oz, A. Jarzebowski [61].

En analogie avec le critere de limite élastique de la plasticité, on définit un critere de glisse-
ment :
Y(Fy, F.,N) <0,

ou F, et F, sont les deux composantes de la force de frottement et

Y (F;, F.,N) <0 entraine I'adhérence,

Y (F,, F,,N)=0 entraine le glissement.

Par exemple pour le frottement de Coulomb, on peut prendre:

Y(FaszvN): \/F§+F3‘|’HN7

ou bien pour un frottement non isotrope:

Y (Fp By V) = 4/ (22)2 4 (

a
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Lors du glissement, la direction de glissement est donnée par une régle de glissement déri-
vant d’un potentiel convexe Z(F,, F,, N):

%(UN) =0.
Lorsque le potentiel 7 est égal & Y, on parle de régle de glissement associée. Mais dans
beaucoup de cas Z = Y ne donne pas de résultats acceptables. On prend un 7 # Y et on parle
de regle de glissement non associée.

En posant:

JON (Ef) = [0, —I—OO[Si Ef € 0Cy,

{—I—OO} Si Ef Q_f CN,

Les conditions de frottement s’écrivent:

uy <0,F; € —J, (uy),
(2.22)
v, € =Vp, Z(Ep, N)Joy(Ey).

Bien sOr si 7 = Y on écritv, € —dlcy (Ef), ou dlI¢, est le sous-différentiel de la fonction
indicatrice de I’ensemble Cy. C’est une expression similaire a (2.6).

Conclusion

La théorie du frottement sec est encore loin d’étre une théorie achevée. Les pistes explorées
pour généraliser la loi de Coulomb sont encore nombreuses. Les lois a coefficient de frotte-
ment variable apportent une interprétation simple des instabilités constatées dans le frotte-
ment sec. En contrepartie I’étude mathématique comporte beaucoup de difficultés. Les lois
a variable d’état, développées dans le cadre des études sur les roches, incluent certains des
comportements expérimentaux comme “I’inertie” de la force de frottement constatée par E.
Rabinowicz (voir paragraphe 1.3.1). En revanche elles ne sont pas adaptées pour traduire la
transition collage-décollage et leur introduction amene a une équation différentielle sur le bord
de frottement. Les lois a déflection normale incluent une réponse normale de I'interface et une
non-proportionnalité entre la force normale et la force de frottement qui se justifient par des
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études expérimentales et théoriques sur le comportement des interfaces entre corps en contact.
Quant aux lois sur le modéle de la plasticité, elles offrent beaucoup de possibilités pour la
modeélisation des différents aspects du frottement sec mais leur étude est encore trés récente.
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Les lois de frottement sec non classiques




Chapitre 3

Frottement de corps élastiques

Les lois de type Coulomb ont été développées sur des modeles a nombre fini de degrés
de liberté (solides rigides). Le lien avec la théorie du contact initiée par H. Hertz est assez ré-
cente. Il faut attendre les travaux de J.L. Lions et G. Duvaut dans les années 1970 pour que le
probléme du glissement avec frottement soit correctement posé par I'intermédiaire d’inéqua-
tions variationnelles dans le cadre du probleme de contact de Signorini. L’'un des problemes
mathématiques majeurs est la non différentiabilité de la condition de frottement de Coulomb.

On va présenter le probleme du contact avec frottement de corps élastiques, dans le cadre
de la théorie de I'élasticité linéaire. Apres le rappel de quelques résultats sur les problémes
d’élasticité, on introduira les conditions de frottement de Coulomb d’un corps élastique glissant
sur une fondation rigide plane. L'analyse mathématique de ce modele est un probleme qui
demeure ouvert. On présentera les principaux résultats qui ont été établis sous des hypothéses
restrictives, avant de passer aux cas des lois non classiques de frottement.

3.1 Probleme général d’élasticité

On va présenter rapidement le formalisme de la théorie de I’élasticité linéaire, ainsi que les
principaux résultats d’existence d’unicité et de régularité des solutions des problemes statiques
et dynamiques.

3.1.1 Elasticité linéaire

Pour la simplicité de la présentation, on se limite au cas d’un solide élastique frottant sur
une surface rigide plane immobile. L’'introduction de géométries plus complexes fait apparaitre
des problémes délicats dans la détermination de la surface de contact. On peut voir une ap-
proche de ce probléme dans N. Kikuchi et J.T. Oden [45] par exemple. Dans un premier temps
on introduit la condition de frottement avec la loi de Coulomb.

33
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On suppose donc qu’un corps élastique est représenté par un domaine €2 de R (N=2o0u
3) ayant certaines propriétés:

Q de frontiére I' réguliére (1).

I'=T,uUl,Ul,, oul,, [} etl, sont des ouverts de I' deux a deux disjoints.

sur I, on impose des déplacements U (z).

sur I, on impose des forces F'(z).

— I, est une surface plane en contact unilatéral avec un solide rigide immobile occupant un
demi-espace infini. En configuration de référence le contact s’effectue sur tout I..

$/

F1G. 3.1 — Exemple de corps élastique en contact unilatéral sur une fondation rigide.

De maniére classique en élasticité linéaire, on désigne par o(z) le tenseur des contraintes
pour z € Q, u(x) le déplacement, £(x) le tenseur linéarisé des déformations, o;; et u; et <;; étant
les composantes de g, u et ¢ dans la base canonique.

Sur la frontiére I' de 2 on pose (voir aussi en page 5):
n normale unitaire sortante sur le bord du domaine €2,
o, composante normale des contraintes sur le bord du domaine, o, = (g n).n,
o, Vvecteur de lacomposante normale des contraintes, o, = o n,
o Vvecteur des composantes tangentielles des contraintes, o =on—oa_,
composante normale du déplacement v sur le bord du domaine, v, = u.n,

uN

w,  vecteur composante normale du déplacement u, u . = u, n,

u,  Vvecteur composante tangentielle du déplacement, v, = v —u _,

v, Vitesse de glissement relative sur le bord de contact I, (ici v = diu).

Avec ces notations, I’équation de la dynamique s’écrit:

p@ftg(t, z) = @g(t, z)+ i(t, z) dans €, (3.1)

1. On demande généralement que © soit au moins de classe %' (voir N. Kikuchi et J.T. Oden [45] par exemple)
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ou (diva); = %%, f estune densité volumique de force extérieure (par exemple le poids)
g S0 )

et p est la masse volumique.

La loi de comportement de I'élasticité linéaire reliant le tenseur o(x) aux déformations

g(u(z)) s’écrit:
a(u(r)) = A(x)(u(x)),
soit dans la base canonique :

oij(w(@)) = Agjkn(2) Opw(2),

ou A est le tenseur de Hooke de composantes A;;z,. A est symeétrique

Aijkh($) = Ajikh($) = Appij (z) pour 1 <4,k h<N,etzecQ.

Pour un matériau homogeéne isotrope la loi de comportement se réduit a:

ou A et ¢ sont les coefficient de Lameé.

Le probléme évolutif d’élasticité linéaire s’écrit alors:

pofu =divo(u) + f,
Uu

o(u) = Ac(u),

o(wn=Fsur]0,T)x [, ouF:]0,T]xT, »R",

w="Usurl0,T]x T, oul:0,T]xT, =R,
< N

2(0795):@095)7 oUuy:— R,

8t@(07$ :@1($)7 00@139—>RN7

o(u) = Atr(g(u)Ip~ + 2Ge(u),

Trouver le déplacement u : [0, 7] x Q@ — R" telle que:

= ) dans 10,77 x €,

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

et la loi de frottement de Coulomb s’exprime ponctuellement sur I, comme au chapitre 2:

Pourz €T ett €]0,7],
soitu, <0Oetg, =o =0,

N

soitu, =0eto, <0avec:

soit|o | < plo |etv, =0,

soit|o | = pla | etil existe A > O telque v = —Ac

T

(3.7)
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soit en notation multivoque :

On € _JN (UN)v
(3.8)
a. € poyDir(v,_).

Quand on résout un probléme de ce type, chaque lieu de la frontiere I, peut étre dans trois
états différents et il faut donc &tre en mesure de partitionner I, en trois zones: la zone hors
contact (ou u, < 0), la zone en contact adhérent (ou contact collé, ot u, = O etv_ = 0) etla
zone en contact glissant (ou u,, = 0 etv_ # 0).

3.1.2 Fonctionnelles des travaux (ou puissances) virtuelles

On pose d’abord les espaces:
V=(HQ)Y,  H=(LQ)",

On introduit la fonctionnelle a : V' x V' — R représentant le travail (ou puissance) virtuel
des forces élastiques:

au,0) = [ (Az(w) szfode, (39)
lafonctionnelle f : V' — R représentant le travail (ou puissance) virtuel des forces extérieures :
flv)= / fovdz + / F.vdl, (3.10)
Q- I,
et la fonctionnelle j : V' x V' — R liée a la puissance virtuelle des forces de frottement :
o) = [ oy (@], . (3.11)
C

Regardons maintenant quelques propriétés de ces fonctionnelles.

Pour 7 € Hyi (Q) = {ri; € L*(Q),divr € H,7;; = 7j;}, etv € V, on peut établir la formule
de Green suivante :

/z:é(y)dwr/ﬂz-ydw =< 17,0 >, (3.12)
L T T

[T
=
=

ou < .,. > désigne le produit de dualité entre (H‘%(F))N et (H
Pour z plus régulier (r;; € H'(Q)), on peut écrire:

/ T:e(v)de 4+ [ divr.vde = /(z@).gdf. (3.13)
Q- r —

Q =
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Un résultat important est I'inégalité de Korn (voir N. Kikuchi et J.T. Oden [45] par exemple
pour plus de détails):

Théoreme 1 Soit €2 un domaine borné de R de frontiére C'%1. Il existe une constante ¢ > 0 ne
dépendant que de €2 telle que

[t <ol | ) sswpbae + [ uffla, (3.14)

pour tout v dans (W1P(Q)V, 1 < p < oo.

On se limitera par la suite au cas I, de mesure non nulle dans I'. Le cas I, de mesure
nulle entraine des difficultés supplémentaires (solutions a un déplacement rigide pres) dont
on pourra voir une approche dans J.A.C. Martins et E.B. Pires [52] ou dans A. Lakhal [47] par

exemple.

Quand I, est de mesure non nulle, on a le résultat suivant qui découle de I'inégalité de
Korn:

Lemme 1 Soit € un domaine borné de R" de frontiére C'%1. Il existe une constante ¢ > 0 ne
dépendant que de €2 telle que

| )20y = elulf, (315)

pour tout v dans Vp = {v € V telquev = 0 sur [, }.

On impose au tenseur de Hooke .4 d’étre coercif et borné:

-Aijkh € LOO(Q)7 1 S i7j7k7h S N7
Il existe o, > Otelque (Ag):g> a,(c:g), pour tout tenseur symétrique c.

Avec ces résultats on peut établir que la fonctionnelle «(., .) est bilinéaire continue symé-
trique définie positive et coercive.

3.1.3 Le probléme d’élasticité statique

Le probléme élastique statique sans condition de frottement s’écrit :
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Trouver le déplacement u : Q — R tel que:

a(u) = Ae(w), ) dans 2, (3.16)

Ce probléme équivaut formellement au probléme en formulation variationnelle suivant :

trouveru € Uy,g={v e V,u=Usurl,}, telque:

(3.17)
a(u,v —u) = f(v—u), pour toutv € Uyg.
Il équivaut aussi au probleme de minimisation d’une fonctionnelle énergie:
trouver u qui minimise sur U, la fonctionnelle
(3.18)

I(v) = Fa(v,v) — f(v).

On démontre I’existence et I'unicité de la solution de ce probléme en montrant qu’a condi-
tion que U € (H2(L,))N, F € (LA, )N et f € (L2(Q))V la fonctionnelle I(v) est convexe
coercive et Gateaux-différentiable sur U, 4, qui est lui méme un sous-ensemble convexe fermé
de V (voir G. Duvaut [26] par exemple).

3.1.4 Le probleme d’élasticité dynamique

On va présenter la formulation variationnelle en déplacement usuelle pour le probléme
d’élasticité dynamique. On pose:

¢(t) une fonctionnelle telle que ¢(t) € V, ¢(t) = U(t) sur L, (3.19)
VWw={veV,u=0surl, }. (3.20)

On identifie H et son dual et on considére le schéma d’inclusion
VOC>HC>V0/

avec inclusions continues et compactes.
On pose

w(t) = u(l) — o(1).
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Le probleme dynamique est alors formellement équivalent au probléeme en formulation
variationnelle suivant :

Trouver w : [0, 7] — V; tel que
(pORawt), ey, + awlt),0) = () + (OFO(), Lz, +alo(0)0) Yo eVor o)

w(0) = ug — ¢(0),
duw(0) = uy — 0:9(0).

(©(1), D)z v = J(©) + (956(1), Wvg v, + al(1), v), (3.22)

eton a le résultat suivant:

Théoréme 2 Avec ¢ et 9,4 dans L%(0, T, V}), uy € Vo etu; € H, Il existe une unique fonction «
solution de (3.21) telle que:

u € L= (0, T; Vo),
O € L>(0,T; H),
diu € L*(0,T; V).

Pour démontrer ce théoréme, G. Duvaut et J.L. Lions [27] utilisent une méthode de type
Galerkin.

3.2 Le probleme de Signorini

Si on introduit la condition de contact unilatéral sans frottement dans le probléme élastique
statique, on arrive a I’'expression suivante sur I, :

g, = 0,
soitu, (z) < O0eto, =0, (3.23)
soitu, (z) =0eto, <0.

Ce que I'on peut exprimer aussi de la maniére suivante :

o,=0,0, <0,u, <0,
(3.24)

etu,o, =0.

Ce probléme est appelé probleme de Signorini. La formulation variationnelle est attribuée
a G. Fichera au début des années 1960.
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On pose
Uw={veV,u=Usurl, v, <0surl,}.

Le probleme de Signorini est formellement équivalent au probleme:

trouver v € U,q tel que
(3.25)
I(u) < I(v) Vv € Uy,

1 L
ou /(v) = 5@(@, v) — f(v) comme précédemment.

On peut toujours montrer que /(v) est convexe coercive Gateaux-difféerentiable sur U4
sous-ensemble fermé convexe de V' (toujours dans le cas ou I, # £), ce qui assure I’existence et
I'unicité de la solution du probléme (3.25).

Remarque: Pour le probleme de Signorini comme pour le probléme élastique, il existe
d’autres formulations variationnelles, les formulations variationnelles duales, ou en contraintes,
voir G. Duvaut et J.L. Lions [27] ou N. Kikuchi et J.T. Oden [45].

3.2.1 Probléme de Signorini avec frottement de Coulomb

Si on introduit la condition de frottement de Coulomb dans le probléme de Signorini, la
condition au bord sur I, devient:

soituy (z) <O0eto =0,
(3.26)
soituy (z) =0, 0, <0 et|o | < —po,.

Le probléme ainsi exprimé on obtiendra toutes les solutions d’équilibre du probleme dy-
namique avec frottement. On sait (notamment si on pense a des chargement et déchargement
successifs) que les solutions dépendent de I’histoire du chargement et que le probléme statique
ainsi défini admet en général une infinité de solutions.

Ce que I'on appelle généralement probléme de Signorini avec frottement (introduit par G.
Duvaut et J.L. Lions [27]) est un probleme statique avec une condition de frottement faisant
intervenir le déplacement tangentiel. Son importance est lié a la formulation incrémentale du
probleme quasi-statique qui sera présentée dans la suite du chapitre. On écrit la condition au
bord:

o (u(@)) € =Jy (uy (@),
(3.27)
o, € poyDir(u,),

ou J,, est toujours définie par (2.3).
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Avec
Uw={veV,u=Usurl,,v, <0surl,}.

la formulation variationnelle (introduite par G. Duvaut et J.L. Lions [27]) s’écrit:

trouver u € U,q4 tel que
(3.28)

a(u,v—u) + j(u,v) —j(u,u) > f(v—u) pourtoutv € Uyg.

Pour des u dans H' () la fonctionnelle j(u,v) définie par (3.11) n’est bien définie que pour
o(u) dans Hy;, (2). L'existence et I'unicité de solutions au probleme de Signorini avec frotte-
ment de Coulomb est un probléme ouvert.

Il existe toutefois des résultats partiels. Des résultats pour un coefficient de frottement petit,
(I. Hlavéacek, J. Haslinger, J. Ne€as, J.LoviSek [39]), des résultats sur le probleme dit de Tresca a
contrainte normale imposée sur le bord de frottement et des résultats avec une régularisation
de la loi de frottement (voir paragraphe sur les lois non classiques).

3.2.2 Probléme avec force de frottement imposée de Tresca

C’est le probleme de Signorini avec frottement ou on a découplé la condition de frottement
et la valeur de la contrainte normale sur le bord de contact. On considére donnée une fonction
positive:

g€ L? (Fc)7

représentant la force de frottement et on pose la fonctionnelle :

jalv) = /F g(2)u, |dT, (3.29)

C

qui est continue convexe non différentiable sur V. Avec
Uwg={veV,u=Usurl,,v, =0surl,},

le probléme de Tresca s’écrit en formulation variationnelle :

trouver v € U,q tel que
(3.30)

a(u, v — u) + j2(v) — jo(u) > f(v—u) pourtoutv € Uyg.
En posant

I'e) = Sale,v) — f(2) + (o), (3.31)

on montre que le probléme de Tresca est équivalent a la minimisation de 7'(v) sur U,,.
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On peut montrer que j,(v) est une fonctionnelle convexe semi-continue inférieurement, que
I'(v) est strictement convexe semi-continue inférieurement et coercive sur [, (toujours sous
I’hypothése I, # #). Il en découle I'existence et I'unicité de la solution.

A priori, le probléme de Tresca semble réservé a un petit nombre d’applications ou la
contrainte tangentielle sur le bord de frottement est connue. Les problémes de contact unilaté-
ral n’entrent pas directement dans ce cadre, néanmoins M. Raous, P. Chabrand et F. Lebon [74]
montrent que I’on peut utiliser un algorithme numeérique pour résoudre ce genre de problémes,
gui est basé sur une séquence de problémes de Tresca.

3.3 Le probleme quasi-statique et incrémental

On reprend la formulation du probléme élastique dynamique en négligeant I'inertie:
Trouver le déplacement u : [0,7] x Q@ — R" tel que:
0,

) dans ]0,77 x €,

< N

n=Fsur]0,7]xI,, ouf:]0,71xI, - R ,
: N (3.32)

=Usurl0, 7] x [, oulU:]0,T]xI, =R ,

) sur 0,77 x I,

u(0,7) = uy(x), olluy: QR
. N
duu(0, ) = uy (), ouu, :Q—>R .

La condition de contact unilatéral fait intervenir le déplacement normal, et la condition de
frottement fait intervenir la vitesse tangentielle. Pour cette raison, la formulation variationnelle
doit faire intervenir a la fois le déplacement u et sa dérivée en temps, ce qui est une difficulté
importante.

M. Cocu, E. Pratt et M. Raous dans [16] et [17] résolvent ce probléme en faisant intervenir
la combinaison de deux inéquations variationnelles. Ici en posant:

Vaa(t) ={v e V,u=9,U sur L.},

K{t)={veV,uot)=U(t)surl,,v, <0surl,},

cette approche revient a introduire la formulation variationnelle suivante :
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trouver u € H'(0,7;V) tel que pour presque tout ¢ € [0, 7] on ait:
u(t) € K(1),

a(u(t),v— dwu(t)) + j(u(t), v) — j(u(t), M(t)z > f(v— ) (3.33)

+ <o, (u(t),vy — duy(t) >r Vo € Vaa(t).

<oy (ult) 2y — uy (1) >, 20, Wz, € K(1).

u(0) = ug € K(0).

ou j(u,v) est toujours définie par I’équation (3.11), et < .,. >r est le produit de dualité

1 1 . . s N , . R .
entre H™2(I',) et H2(I,). L’existence et I'unicité de ce probléme (sans régularisation de la loi de
frottement) reste ouvert. Par semi-discrétisation en temps on construit le probléme incrémental.

3.3.1 Le probleme incrémental

On divise I'intervalle de temps [0,7] en N + 1 intervalles [t;,t;11] avec 0 =ty < t; < ... <
!

A
ty < tyy1 = T.On approche dyu(t;y ) par A—%’ ou Au' = ultipr) —u(t) et At =t — 1
(approximation par différences finies).

En substituant :
utt = ul + A,
=AY,

et en posant:

Ultipr) — Ulty)

Vil — v eV,u=
ad {— = ( Atl

ysurl },

Le probléme incrémental se pose alors ainsi: connaissant «! au temps ¢! on détermine u/+!
en résolvant le probléme:

trouver u'*t! € K(t,,) tel que

I+1 l I+1 l I+1 l

Wt . utt — utt —
a(wt v - ———)+ i@t v) - j, ———) > flo - ——)
At At At
SR (3.34)
+ < oy (uth) v, — T >, Vee Vi

<oy (uth), 2y —ult! >r, 20, Vzy € K(ti41).
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On peut montrer que ce probléme est équivalent au probleme suivant (voir [17] dans le cas
d’une loi de frottement régularisée):

trouver u'*t! € K(t;1,) tel que
a(gH'l,w— @H_l) ‘|‘j(@l+17w —u ) ]( +1 @H_l _ gl) (3-35)
> flw - @’“)7 Vw € K (tip).

3.4 Le probleme dynamique avec frottement

Comme le probleme de Signorini avec frottement, le probleme dynamique avec contact
unilatéral et frottement de Coulomb est un probléme ouvert. Des résultats existent sous I’hy-
pothése restrictive de la contrainte normale donnée sur le bord de frottement.

3.4.1 Le probléme dynamique avec contrainte normale imposée

On suppose donc encore que la fonction
g:[0,7) — L*(TL,)
est donnée. On suppose I'existence d’une fonction ¢(¢) satisfaisant a:
o(t) eV, o(t)=U(t)surl,,

et on pose:
VWw={veV,u=0surl,},

La formulation variationnelle s’écrit:

trouver w telle que w(t) € V; et

(0fiw (1), v = D (1))vy, % +a(w(t ) v = dw(t)) + j2(v+ 0:6(1)) = j2(Duw(t) + i6(t))
> (Y(t), v - duw(t)), Vv € VoVt €)0,T],

M(O) = @o ¢(0)
w(0) = u; — 9¢(0),
(3.36)

ou (¥(t),v) = f(v) — (040(t),v) — a(d(t), v), et j2(.) est toujours définie par (3.29).

G. Duvaut et J.L. Lions [27] ont établi le résultat d’existence et d’unicité suivant:
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Théoréme 3 Avec les hypothéses suivantes:

¢7 8t¢7 8752t¢ € L2 (07 T7 V(;)'

g € L*>(I,) donnée indépendante du temps,

uy € (H*(Q)V N V%,

—u €V, (u), =0surl,,

- / QT(%).QTdF =0,Vv € Vj,
T

C

Il existe une unique solution au probléme (3.36) telle que

w, O € L(0,T;Vp) et 0fu € L°°(0,T; HYn L*(0,7T; V).

La démonstration qui est donnée utilise une régularisation de la fonctionnelle j(.) et une
méthode de type Galerkin.

3.5 Les lois non classiques et I’élasticité

3.5.1 Les lois régularisées

Une des principales difficultés de la loi de Coulomb est la non différentiabilité. On peut
régulariser la fonctionnelle j(u,v) pour approcher cette loi par une loi différentiable (voir J.T.
Oden et E.B. Pires [63] par exemple).

On remplace les conditions sur le bord de frottement I,
ag. € ,uUN_DiT‘(QG),

par une équation régularisée
QT = HUN¢6(QG)7

ou ¢.(.) est une fonction qui approche Dir(.). Par exemple on peut prendre:

v

<

[Jv]] -
tanh(=—)— siv # 0,
¢l(v) = e el (3.37)
0siv=0,
ou bien
v .
— Si ||uf| > e,

2= (339
-
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On approche ensuite o, par sa régularisée en espace (cette étape est inutile pour un pro-
bleme a contrainte normale imposée, prise suffisamment réguliére).
Pour o, régulier on pose:

S,(03) () = - /F ool =yl ()T,

ou w, est une fonction positive de classe C* a support compact inclus dans [—p, p] et telle que
[ w,(z)de = 1. Parexemple:
R

2

ce=7 si|z] < p, .
w, = c constante de normalisation.

0si|z| >=p.
Quand o, € H‘%(FC), on définit S,(o,) = w, * o, au sens de la convolution des distributions
sur I,

Les conditions de frottement s’écrivent alors:

g, (2) = pSp(oy(w)(@) de(v,(2)),

(Bien sar s'il s’agit du probleme de Signorini, on remplace v_ par w_).

Certains auteurs ont interprété cette régularisation comme I’expression d’une loi de frotte-
ment non locale. Le parametre p correspond, dans ce cas, a une distance critique en deca de
laguelle la surface perd son homogénéité.

On écrit la fonctionnelle régularisée de la puissance virtuelle des forces de frottement:

Joelt ) = p / 1, (0 () ()] Me(Ju ),

Lo

ou M.(.) est le potentiel dont ¢. (.) dérive (i.e. . = VM.). Dans le deux exemples (3.37), (3.37)
de fonction ¢.(.) cela donne respectivement:

lv

M (o) = In(cosh( 121,

[

et
£ .
ol =5 siflul > <,
M) = Q ol y
5 ol <e.

La fonctionnelle j, - (u, v) est bien définie pour » € V avec div o(u) € L*(Q)etve V.

Le probléme statique s’écrit en formulation variationnelle :
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trouver u € Uy = {v € V,diva(u) € L%(Q),v=Usurl,, v, <0surl.}, tel que

a(w, v —u) + Jpe(t,0) — jpe(u,u) > f(v—u) pourtoutv € Uyg.

L. Demkowicz et J.T. Oden dans [21] et E.B. Pires, L. Trabucho dans [66] montrent que ce
probléme admet des solutions et qu’il y a unicité pour un coefficient de frottement p suffisam-
ment petit. M. Cocu dans [15] montre un résultat similaire pour le probléme sans régularisation
de la condition de frottement.

Il existe aussi des résultats en dynamique avec contrainte tangentielle imposée sur le bord
de frottement, voir J.A.C. Martins et J.T. Oden [54], ainsi que des résultats sur le probléme
guasi-statique dans M.Cocu, E. Pratt et M. Raous dans [17].

3.5.2 Lois a déflection normale

L’expression de la loi a déflection normale sur le bord de contact I, est, conformément a ce
gue I'on a vu au chapitre 2:

On pose alors
i) = [ eyluy o) o (@)ar.

C
le travail virtuel de la contrainte normale, et

L@QIA%MMMTMMR

C

la puissance virtuelle des forces de frottement.
Jn(u,v) et (u,v) sont bien définis pour 1 < m,,m, < copour N =2etl <m,,m, <3
pour N = 3 (voir les inclusions de Sobolev dans R.A. Adams [1] par exemple, F°G, L"(€2) pour

2N
1<r< ).
N — 2s

Le probléme dynamique en formulation variationnelle se pose ainsi:

AvecUy,g ={v e V;u=0surl,},

Trouver u : [0, 7] — V tel que dyu € U,q et

) ) ) 3.39
< pOiu, v — du >viy +a(u, v — du) + j (w, v — du) + jo(w, v) — jr(u, ) (3:39)

> f(v— 0wu), Vv € Uyg.




48 Frottement de corps élastiques

L’existence et I'unicité des solutions est un probleme ouvert. Il existe toutefois des résul-
tats partiels. On pourra consulter J.A.C. Martins et J.T. Oden [55], I. Figueiredo, T. Trabucho
[29] pour I'étude du cas visco-élastique, P.J. Rabier et J.T. Oden [69] [70] pour le cas statique
sans frottement, A. Klarbring, A. Mikelic et M. Shillor [46] pour le probléme incrémental, L.E.
Anderson [2] pour le probléeme quasi-statique, et aussi A. Lakhal [47] pour une loi un peu dif-
férente.

3.5.3 Lois a coefficient de frottement variable

Malgré I'intérét de ce genre de loi, trés peu d’études théoriques ont été menées sur I'ap-
plication des lois de frottement a coefficient variable aux modeles dans les modeéles élastiques
linéaires. La fonctionnelle qui traduit le travail virtuel des forces de frottement n’a en général
pas de propriété de convexité du fait de la décroissance en v du coefficient de frottement y(v).

Des pistes ont été ouvertes par I.R. lonescu et J.-C. Paumier qui font ressortir le caractére
irrégulier et non-unique des solutions.

Elastodynamique

Un probléme élastique avec contact et frottement simple, mais permettant d’exhiber des so-
lutions est le probleme élastique antiplan homogeéne. Il représente une couche élastique infinie
se déplagant dans une seul direction horizontale (voir I.R. lonescu, J.-C. Paumier [41] et [42], et
A.l. Leonov, A. Srinivasan [50]). Sur la hauteur, la couche élastique satisfait a I’équation :

8,52tul,(t, y) — czayzyugg(t7 y) =0, (3.40)

ouc = % est la vitesse de propagation des ondes (G le module de cisaillement, p la masse
volumique du matériau).

Verticalement la couche infinie est bloquée entre deux plans rigides {y = 0} et {y = L}.En
y = L, le plan rigide est immobile et la couche infinie y est fixée. En y = 0, le plan rigide est
animé d’une vitesse V,(t), et la couche infinie est en contact avec frottement. Ceci ce traduit par
les conditions au bords:

u(t,L)=0surlebordy =L,
(3.41)
Gayu(t,0) = —F; sur lebord y = 0,

ou F est la force de frottement.
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En posant:
v, (t) = Owu(t,0) — V. (t) la vitesse de glissement sur le bord de frottement ,
G
at) = —(ui(et) = Ve() + Gdpuo(et),
(3.42)

B(v) = %v + Sp(|v])Dir(v), fonction multivoque ,

T(t) = —G0oyu(t,0), la contrainte de cisaillement sur le bord de frottement.

Gréce aux propriétés de I’équation (3.40) on montre que le probléme avec conditions ini-
tiales:

Trouver u : [0, 7] x [0, L] — R tel que

OLu(t,y) — 292, u(t,y) = 0, pour tout t € [0, 7], et tout y € [0, L], (3.43)
u(t,L) =0,

CL 3.44

©O{ Gttty £ Sull\Dister), (344

0,3) = w0(y)
D {3l = ) o4

L . .
peut se ramener pour 7' < — au probleme sur le bord suivant :
C

©oalt) = (1) = alt),

vitelo,T). (3.46)
a(t) € B(v, (1)),

Autrement dit, le couple (v, (¢), a(t)) reste sur la courbe (v, 5(v)). Cette courbe est représentée
sur la figure 3.2.

Deux cas sont possibles suivant la monotonie de 5(v):

e Ou bien 3(v) est strictement monotone croissante. Ce cas est dit cas régulier. L’équation

scalaire (3.46) admet toujours une unique solution. Si la donnée «(t) est continue alors la
solution u(t, y) sera de classe C.

e OU bien 5(v) n’est pas strictement monotone croissante (c’est le cas de la figure 3.2).
L’équation scalaire (3.46) n’admet alors pas toujours de solution unique. Par exemple,
pour une donnée «(t) croissante de 0 a une valeur supérieure a Sy, il y a une infinité de
solutions dont aucune n’est de classe C'. Pour choisir entre toutes les solutions, on peut
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a (t) B(V)
Sus 1
Su

v(®)

FiG. 3.2 —courbe (v, (1), a(t)).

adopter la convention du retard maximal : choisir la solution qui reste de classe C! le plus
longtemps possible en temps.

Elastostatique

Dans le paragraphe (3.2.2) on a vu des résultats sur le probléme de Tresca, c’est a dire le
probleme statique avec frottement de Coulomb et contrainte normale imposée. Le probléme
similaire avec coefficient u(|u_|) dépendant du déplacement tangentiel a été traité par I.R. lo-
nescu et J.-C. Paumier [43]. Cette dépendance apporte sous certaines conditions une perte de
convexité de la fonctionnelle énergie. Il est montré que I’étude du probleme::

Trouver le déplacement u : Q — R tel que:

diva(u)+ f =0,
g(@) _ éé(@ 7 ) dans Q,
B (3.47)
og(u)n = FsurT,, OL‘JE:FF—HRN,
uw=Usurl,, ouQ:FU—>RN,
O-N(g) = _57 )
. surl,,
QT(@) S _SM(|@T|)M(@T)7 c

dépend de I’étude du probléme aux valeurs propres suivant:
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diva(v) + f =0,

o(v) = Az(v), ) dans €2,

a(v)n=0surl},, (3.48)
w=0surl,

UN(Q) =0,

o (v)=buv ) sur [,

pour lequel il existe une suite infinie de valeurs propres positives (,) croissante et tendant
Vers +oo.

Le résultat important est que sous la condition:

ess sup(— inf dypu(z,u)S(x)) > b,
zell, u€ER

le probléme (3.47) admet une multiplicité des solutions, correspondant a des extrema locaux
de la fonctionnelle énergie.
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Chapitre 4

Modeles et analyse micro-mécanigues

Les propriétés du contact et du frottement ne dépendant pas uniquement des matériaux en
contact, I’état des surfaces est tout a fait prépondérant.

Quel que soit I’état de finition, le polissage des surfaces usinées, celles-ci ne sont jamais par-
faitement planes. Elles présentent une suite de bosses et de creux, qui peuvent étre petites d’'un
point de vue macroscopique mais toujours grande par rapport aux dimensions moléculaires.

0.05um
a SN~ v — N
50um

_—

0.5um a 5mm

F1G. 4.1 — Vue microscopique d’un profil de surface

On peut retenir que pour la plupart des surface usinées ou polies, la hauteur moyennes
des aspérités est de I'ordre de 0.05um a 50um et la pente de ces aspérités est assez faible, au
maximum 17%, pour une distance entre les aspérités de 0.5:m a 5mm. Ceci dépendant de I'état
de finition de la surface.

Les propriétés d’élasticité, de plasticité de la surface sont souvent différentes des propriétés
du matériau méme. La présence de couche d’oxyde pour les métaux a tendance la plupart du
temps a augmenter la dureté. Le polissage et les différents traitements de surface modifient
localement les structures cristallines. Pour des discussions de ce type, voir G.A. Greenwood et
J.P.B. Williamson [36], D. Tabor [81] ou D. Pavelescu et A. Tudor [65] par exemple.

La représentation et la caractérisation des surfaces est un probléme important si on veut
rendre compte des propriétés du contact a partir de modeéles microscopiques. C’est un domaine
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de recherche important.

4.1 Contact entre deux surfaces rugueuses et aire réelle de contact

Les principales propriétés du contact entre deux surfaces proviennent du fait que, tout au
moins pour des chargement raisonnables, le contact réel ne se fait que sur une part assez faible
de la surface. On définit mécaniquement le contact réel comme étant les lieux ou les molécules
des deux surfaces sont dans le champ de force des molécules de la surface opposée (distance
de moins de 100 A environ).

La répartition de la charge n’est donc pas homogene sur la surface, elle est concentrée sur
les aspérités en contact réel.

Par opposition a I'aire apparente de contact (A4,) qui est I'aire de contact “macroscopique”,
on introduit I’aire réelle de contact (A,). Beaucoup d’efforts sont faits pour présenter des mo-
deles théoriques exprimant I'aire réelle de contact A, en fonction des différents paramétres; en
particulier la dépendance entre A, et la charge normale.

Une discussion importante a ce sujet est de savoir si les déformations des aspérités se font
sur un mode élastique ou plastique. L’aire réelle de contact étant faible par rapport a I'aire
apparente, les contraintes qui y existent peuvent étre élevées. C’est un sujet largement débattu
et maintenant beaucoup d’auteurs s’accordent a dire que, mis a part des cas trés spéciaux de
surfaces extrémement lisses, des déformations plastiques ont lieu méme pour des chargement
faibles.

Pour donner un ordre de grandeur, Le rapport A pour des surfaces métalliques dans des

a

conditions normales évolue entre 10~* et 102,

4.2 Frottement de deux surfaces rugueuses: adhésion et labourage

4.2.1 Composante d’adhésion

Les forces qui s’exercent entre deux surfaces planes, sont pour une séparation de I’ordre de
20A ou plus les forces de Van der Waals. En dessous, quand la séparation se rapproche de la
distance atomique, il y a création de liaisons (jonctions) moléculaires (voir D. Tabor [81]).

Ces jonctions dépendent beaucoup de la nature des matériaux en contact. Avec deux sur-
faces d’un méme matériau, les jonctions qui se créent sont du méme type que celles qui existent
a I'intérieur du matériau. Les traitements de surface et les couches d’oxyde sur les métaux fa-
cilitent ou défavorisent la création de jonctions.

Dans beaucoup de cas, la force de frottement est essentiellement produite par le cisaillement
des jonctions qui se sont créées. C’est ce qu’on appelle lacomposante d’adhésion du frottement.
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Cette composante peut étre faible pour certaines paires de matériaux (on dit alors qu’ils sont
mutuellement insolubles) ou au contraire tres forte (matériaux mutuellement tres solubles),
auquel cas le frottement s’accompagnera de détachement de matiere d’une surface sur I'autre
et on aura un phénomeéne d’usure important.

L’adhésion est renforcée lors du frottement par I’échauffement important supporté par I'ex-
trémité des aspérités en contact qui, par exemple pour les métaux, augmente leur ductilité. Il
est renforcé aussi par les déformations plastiques des aspérités.

D. Tabor [81], en cherchant & évaluer cette composante d’adhésion du frottement, donne
I’estimation suivante:

o, = AT,

ou o, est la force de frottement macroscopique totale et 7 la contrainte de cisaillement moyenne
dans les aspérités en contact réel. D’apreés lui, cette contrainte r est approximativement donnée
par une fonction affine de la contrainte normale totale o, :

T =719+ o,.

On peut donc estimer le coefficient de frottement da a I’'adhésion par :

O-'T AT —I_ e
Ma:_:M:AT(_+Q)_

o, o, o,

: R R LT -
Toujours d’apres le méme auteur la partie ~% est souvent du méme ordre de grandeur que «
g

e
pour les métaux, alors que pour beaucoup de matériaux non métalliques, cette partie est petite
comparée a a.

4.2.2 Composante de labourage

Une part du frottement est d aux déformations engendrées par le labourage des aspérités
les plus dures dans le matériau le plus mou. On estime généralement que cette participation
est faible, tant que la composante d’adhésion est importante.
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F1G. 4.2 — Modéle simple de labourage d’une surface par un cdne et par une sphére

Pour estimer la composante de labourage 1, du coefficient de frottement, on utilise généra-
lement des modéles assez simples de sphéres ou de cbnes rigides labourant une surface molle
(voir figure 4.2). A partir de la surface de contact A du cone et de ses projections, 4, de A
sur le plan normal au déplacement et A, de A sur le plan horizontal, on écrit que la pression
normale N est N = pA, et la force de cisaillement F,, est F,, = pA;. Au total p, = % ou p est
un coefficient d’élasticité du matériau le plus mou.

Dans le cas de la sphere A, = frd* et A, = $ R*(260 — sin 26). Aussi:

4R? .
= —— (260 — sin 26).
:up 7Td2 ( )
Dans le cas du cdne 4; = iwd? et A; = Td*cot 8. Donc:
2
fp = —cot 3.
s
Pour des surfaces usuelles la pente des aspérités dépasse rarement les 17% selon D. Tabor
[81]. La contribution du labourage 1, est donc dans ces conditions inférieure a 0, 11.

4.3 Modeles a micro-contacts

Durant les derniéres décennies un intérét particulier a été porté aux modeles de contact
micro-mécaniques. Ce sont des modeles qui tentent de rendre compte du contact entre deux
surfaces rugueuses. Généralement, on considére une certaine distribution d’aspérités sur une
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surface plane s’écrasant sur une autre surface plane. La théorie de Hertz fournit une estimation
de I'aire réelle de contact, de la pression et du déplacement normal en fonction de la charge
normale totale.

Le premier modele & micro-contact est celui de G.A. Greenwood et J.P.B. Williamson [36].
C’est un modéle simple ou seule la hauteur des aspérités varie, les aspérités se déformant de
maniere élastique suivant la théorie de Hertz. Ce modéle a été amélioré pour inclure certains
aspects tels que les surfaces courbes et les aspérités non alignées. J.A. Greenwood, J.H. Tripp
[34], [35] pour un rayon non uniforme des pics d’aspérités, J. Pullen et J.P.B. Williamson [67]
pour un modéle plastique, T. Hisakado [38] pour les aspérités elliptiques et paraboliques et M.
Burdekin, A. Cowley et N. Back [10] pour un modele tenant compte d’un chargement tangen-
tiel.

W.R. Chang, I. Etsion et D.B. Bogy [13] proposent un modéle élasto-plastique basé sur la
conservation du volume des aspérités déformées plastiquement. V. Aronov, S. Nair et J.M.
Wang [3] proposent un modéle prenant a la fois en compte les déformations plastiques et les
contacts ”conformes”. C’est & dire qu’ils prennent en compte des contacts entre une aspérité et
un creux.

4.3.1 Modele de G.A. Greenwood et J.P.B. Williamson

Afin de présenter ce que sont les modéles a micro-contacts, on va présenter en détail le
modeéle de G.A. Greenwood et J.P.B. Williamson [36] qui est a la base de la quasi-totalité des
modeéles qui existent (on le désigne généralement par modele G.W.).

Plan’ moyen des aspérités

F1G. 4.3 — Aspérités en contact avec une surface plane.

Le contact entre deux surfaces rugueuses est d’abord ramené au contact entre une surface
rugueuse et une surface plane. On considére que cette surface est un plan sur lequel il y a une
certaine densité surfacique isotropique d’aspérités. On désigne par n le nombre d’aspérités par
unité de surface. On considére ensuite que les aspérités ont des extrémités sphériques de rayon
de courbure R constant. Seule la hauteur des aspérités est variable et suit une loi aléatoire de
densité ¢(z), ou z est la hauteur des aspérités par rapport au plan moyen des aspérités (voir
figure 4.3).
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Les aspérités sont considérées ne pas avoir d’interactions entre elles. On ne prend en compte
gue la déformation des aspérités, et non des déformations plus globales du support.

En notant de plus d la séparation entre le plan moyen des aspérités et la surface plane
(séparation des surfaces), et A,, I’'aire nominale (ou apparente) de contact, on a:

N = nA, lenombre total d’aspérités,

N.= N/ ¢(z)dz le nombre d’aspérités en contact réel,
d

pour une aspérité en contact donnée de hauteur z > d, on pose w = z — d son écrasement. On
considere la loi de comportement:

A(w) Iaire réelle de contact d’une aspérité d’écrasement w,

P(w) le chargement normal total sur cette aspérité.

Ainsi I'aire réelle de contact totale est:

o0

) =0, [ A - dol)dz,

d
et le chargement total :

P(d) = nA, /d TP - dyo(2)d=.

Maintenant, si on choisit comme G.A. Greenwood et J.P.B. Williamson la solution du contact
élastique de Hertz pour I’écrasement d’une sphére élastique sur un plan élastique, on prend la
loi de comportement suivante:

A(w) = 7 Rw,

Plw) = SERS w3,
3

< 1—12 -2 . . , , .
ou 3 = E—jl + E:2 et By, vy, By, vy les coefficient de Lamé des matériaux en contact.

Si on choisit de plus une distribution exponentielle :

1

1 _:z
¢(z) = —e =, pourz >0,
g

on trouve:
N(d) = nAne_%,
A (d) = ﬂnAnRe_%,
P(d) = \/TFnRoEAze”
Et on constate que A, et P sont proportionnels. Cette proportionnalité est conservée pour
une distribution gaussienne des hauteurs des aspérités.

4
T
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Ce modele est valide si la déformation des aspérités reste dans le domaine élastique. Selon
G.A. Greenwood et J.P.B. Williamson, une aspérité se déforme plastiquement a partir de w = w;,
avec:

wp = R(%)zv
ou H est la limite élastique du matériau le plus mou et K une constante de I'ordre de 0, 6. La
probabilité de contact plastique est alors:

+oo

plz >d+w,) = / d(2)dz,

d4wp
et I’aire réelle de contact plastique :

+oo

A, =mRA, /d+ (z —d)p(2)dz.

Le modéle perd sa validité quand A—p devient significatif.

4.3.2 Modele de W.R. Chang, I. Etsion et D.B. Bogy

S’inspirant directement du modéle G.W., |. Etsion et D.B. Bogy [13] présentent un modéele
tenant compte des déformations plastiques des aspérités. La relation donnant I’aire de contact
en déformation plastique est basée sur la conservation du volume des aspérités. Cette aire est
donnée pour une aspérité par:

A(w) = tRw(2 — %),

w

pour w > w, et avec les notations du paragraphe précédent.
L’expression de I'aire réelle de contact et de la charge normale est alors:
+o0

d4wp
M) = Acld) + Ay ) = nAmR( [ = o)+ [ 2 @) - o),

+wp

[T

d4wp R 400
P(d) = nAnE(gR /d (z—d)2p(2)dz+ TRI(% (2(z — d) — wp)P(2)dz).

d4wp

Les calculs numériques effectués a partir de ce modele afin de le comparer au modeéle G.W.,
tendent & montrer que le modéle G.W. sous-estime légerement I’aire réelle de contact. Toutefois
les résultats des deux modeles restent trés proches.
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4.3.3 Autres modeéles

Divers autres modeles ont été proposés afin de modéliser le contact de surfaces rugueuses.
Les principes de base sont similaires a ceux des deux modeles que I’'on vient de voir, c’est a dire
une surface représentée par une distribution aléatoire d’aspérités.

Il n’est pas I'objet de les détailler tous ici, on va toutefois en citer rapidement deux.

Le premier modele est celui de M. Burdekin, A. Cowley et N. Back [10]. Il a la spécificité
de se préoccuper du chargement et du déchargement tangentiel. La surface y est représentée
par une distribution d’aspérités prismatiques. Sous I'effet du chargement tangentiel, les aspé-
rités réagissent élastiquement dans un premier temps, avant d’effectuer un glissement pour un
chargement plus grand. Chaque aspérité est en fait représentée par une petite barre élastique
sujette a la loi de frottement de Coulomb sur une surface rigide plane.

Le deuxieme modéle est celui de V. Aronov, S. Nair et .M. Wang [3]. Il est une amélioration
de celui de W.R. Chang, I. Etsion et D.B. Bogy. Au lieu d’utiliser les résultats de Hertz pour
la déformation des aspérités, il est utilisé des résultats de simulation nhumérique de contact
entre des surfaces de courbures différentes, de méme signe ou de signe opposé. Les résultats
de ce modele different essentiellement dans le domaine plastique. Leur conclusion est que les
modeéles précédent surestimaient le contact plastique.

Conclusion

Les travaux expérimentaux portant sur I’étude des surfaces et leur contact, dont en particu-
lier D. Tabor a présenté une synthese ont permis d’importants progrés dans la compréhension
des phénomeénes physiques qui entrent en jeux lors du frottement. Il est tentant de vouloir faire
le lien entre ce que I'on connait du comportement microscopique des surfaces et les lois de
frottement sec usuelles. Toutefois ce lien semble difficile & établir. Les modeéles qui sont mis
en ceuvre ne prennent en compte qu’un petit nombre de parametres. Pour la grande majorité
d’entre eux, ils donnent des estimations pour le contact statique sans contraintes tangentielles.
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Chapitre 1

Modélisation des instabilités liées au
frottement sec

Introduction

Les instabilités, ou vibrations induites par le frottement sec dans les structures élastiques
ont fait I’objet de nombreux travaux, dont certains ont été introduits en premiére partie. Un
grand nombre d’entre eux concernent I’étude de loi de Coulomb modifiées et leur influence sur
les systemes dynamiques a nombre fini de degrés de libertés. Une maniére simple de rendre
compte de ces instabilités est d’introduire un coefficient de frottement qui dépend de la vitesse
de glissement et qui admet d’importantes portions décroissantes. Le travail qui est présenté
dans cette deuxieme partie est centré sur I’étude du comportement d’'un probleme modele de
frottement sec que I'on introduit dans ce chapitre et qui sera étudié sous différentes formes
dans les chapitres suivants. L’objectif est de saisir I'influence de la dépendance du coefficient
de frottement sur le comportement du modele et d’aborder certaines des difficultés mathéma-
tiques qui sont liées a ce probleme. Au chapitre 2, on présente un analogue discret du probleme
modele, ce qui nous permet d’introduire des outils mathématiques sur I'analyse des problemes
différentiels multivoques. Le chapitre 3 est consacré a I’analyse mathématique et numérique
du probleme unidimensionnel qui consiste a chercher les solutions horizontalement homo-
géne du probléme modéle. On présente ensuite au chapitre 4 des simulations sur le probleme
bidimensionnel réalisées a I'aide d’un schéma basé sur une méthode de décomposition suivant
les directions alternées.

1.1 Caractérisation des instabilités liées au frottement sec

Il est de I'expérience de la vie courante que le frottement induit des phénomenes vibratoires
(grincements de pieces métalliques, archet sur une corde de violon mais aussi glissement de
faille dans les tremblements de terre).

63



64 Modélisation des instabilités liées au frottement sec

Les premieres approches expérimentales de ce phénomeénes ont été réalisées sur I’étude du
mouvement de petits solides sur lesquels on a fait des mesures globales. De la méme maniére, la
modeélisation des instabilités liées au frottement sec a été largement abordée sur des systémes
discrets tels que les systemes masselottes-ressorts. Ces systémes ont souvent servi et servent
encore de “banc d’essai” a la mise au point de loi de frottement capables de rendre compte de
ces instabilités (voir par exemple [12] pour une étude sur une loi a coefficient variable, [30] pour
un systéme lié a la modélisation des failles géologiques, [6] pour une loi liée a un opérateur
d’hysteresis, etc. ).

Les études sur I'aspect dynamique des solides élastiques soumis a la friction seche sont
moins nombreuses. Des résultats expérimentaux existent sur le frottement de matériaux de
dureté différentes, par exemple dans [85] pour du polyuréthane glissant sur de I’epoxy, ou
dans [5] pour du verre glissant sur du caoutchouc. Lors du glissement on observe la formation

de plis de décollement dans le matériau le plus mou, que I'on a appelé “onde de Schallamach”
et dont I'allure est donnée sur la figure 1.1.

—

P

F1G. 1.1 — Solide rigide glissant avec frottement sur un matériau élastique

D’autres études expérimentales font états d’ondes de contraintes tres rapides sur la surface
de contact. Peu d’études mathématiques on été faites sur ce sujet. Ont peut citer néanmoins
[73] et [75] sur I’évolution quasi-statique d’un bloc élastique, [14] sur I’évolution dynamique de
failles géologiques et [18] sur les ondes d’interfaces dans le glissement relatifs de deux solides
élastiques.

1.2 Probleme modeéle

On présente dans ce paragraphe un probléme modele de systéme élastique avec frottement
gui va nous servir de support pour I’étude du mouvement stick-slip par la suite. Il s’agit du
modeéle du bloc élastique glissant sur une fondation rigide plane qui est elle méme animée d’un
mouvement horizontal.
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F1G. 1.2 — bloc élastique glissant avec frottement sur une fondation rigide animée d’un mouvement
horizontal

Le domaine 2 =0, L[ x 0, L,[ x ]0, H[représente le bloc élastique en configuration de ré-
férence. A I'intérieur du bloc les déplacements sont régis par les équations de I’élasticité linéaire
avec une loi de Hooke:

piu=divao(u) ,

o(w) = Atr(g(w) U + 2Ge(u), dans Qx 10, 17, (1.1)

() = 5 (Vat V) |

ouu = | u, | estle déplacement par rapport a la configuration de référence, p la densité du

Uz
matériau, A et GG les coefficients de Lamé, £(u) le tenseur linéarisé des déformations et o (u) le
tenseur des contraintes. Sur la partie du bord I'y qui représente la face du haut, on impose les
déplacements:

0
w(t,z,y, H)=1 0 |, sur Iy, (1.2)
-D

de maniére a ce que la structure ait tendance a rester en contact avec la fondation rigide. Sur
la partie du bord I'y représentant les faces latérales, on impose soit des conditions périodiques
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soit des conditions de Neumann. Les conditions périodiques s’écrivent :

{ @(tv 07 Y, Z) = @(tv Lam Y, 2)7 @(tv €z, 07 Z) = @(tv x, L ) 2)7 (1 3)

(g(@)ﬂ) (tv 0,y, Z) = (g(@)ﬂ) (tv Ly, y, Z)v (g(@ 27) (1;7 z, 0, Z) = (Q(@)E) (tv Ty Ly7 Z)v

ou n est la normale extérieure a 2 sur I'y. En introduisant des conditions périodiques on peut
estimer que I'on étudie les mouvements périodiques d’une couche infinie. La condition de
Neumann s’écrit:

(w)n =0, surly, (1.4)

s}

et modélise le mouvement d’un solide élastique que I’on ne sollicite pas sur ses bords latéraux.

Sur la partie I'. qui représente la face en contact on impose une condition de contact unila-
téral et une condition de frottement de Coulomb avec un coefficient dépendant de la vitesse de
glissement :

oy(u) € —J, (uy) surl.x]0,7T] (1.5)
UT(@) € (UN(@))M(WGDM(UG)? sur I'. X ]OvT]v (1.6)

ot u : RT — RT est le coefficient de frottement, or et o, sont les parties tangentielle et
normale de la contrainte, Dur et .J,, sont les fonctions multivoques déja définies au chapitre
2 de la partie 1 (voir équations (2.1) et (2.3)) et v, = dyu (¢, z,y,0) — V (t) est la vitesse de
glissement sur le bord de contact.

Le probléme est complété par des conditions initiales:

uw(0,2,y,2) = ug(x,y,2), Ow(0,2,y,2)=u(x,y,2). (1.7)

1.2.1 Choix du coefficient de frottement

On donne ici I'expression du coefficient de frottement que I’on utilisera dans les exemples
numeériques. Bien sur il existe un choix infini de dépendance possible. Le coefficient choisi
s’inspire de dépendances ayant été constatées dans certains travaux expérimentaux sur le glis-
sement des métaux.

On choisit un coefficient de frottement avec trois portions monotones. On impose a ce coef-
ficient de frottement d’avoir une portion monotone croissante pour des petites vitesse de glisse-
ment |v.| € ]0, V,.1], une portion décroissante pour des vitesses intermédiaires |v.| € [V, 1, Vera|
et une portion légérement croissante pour |v.| € |V..2, +oc], et qui reste borné. On pose donc
mins maz s, (0 FESPECtivement la valeur minimale, maximale, le coefficient statique et la li-
mite du coefficient pour des grandes vitesses. On prend par exemple:
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F1G. 1.3 — Coefficient de frottement avec trois portions de monotonie

v v

= B max — Ms 2 - )
pi (v) fs + (o fod (2= )
U= Vcrl ? v = Vcrl
= mar max — Mmin I 15 3—2——— )
= (U) a (Iu a ) (Vcr2 - Vcrl) ( Vcr? - Vcrl)
1
pa(v) = pa— 1 )
— + b(U - Vcr2)2
Hd — Hmin
avech > (et

U1 (U) Si ve [07 ‘/crl]v
Iu(v) = Jip) (U) Si ve [‘/crlv Vcr2]7
Iu3(1]) Si ve [‘/cr27 +OO[7

La plus grande pente négative du coefficient x est alors:

Vcr? + Vcrl 3 Hmaz — Hmin
M, = —p (o2t Tt} 2 Bmaw = Pmin
# Ha ( 2 ) 2 Vcr? - Vcrl

On verra I'importance de cette constante au chapitre suivant. Dans les exemples numériques
gui seront présentés dans les chapitres suivants, on prendra les valeurs suivantes:

Verr = 0.06m/sec., Vg = 1.0m/sec., s = 0.8, g = 0.5, tnar = 1.0, i = 0.4,

ce qui donne:
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0.84 8u(1—10v) si v € [0,0.05],
0
1

6 , _
05— ——— si ve 10,400,
v? — 20411 v €10 Foof

1.3 Difficulté de I’analyse mathématique du probléme modele

Essayons de mettre le probleme modéle avec condition de Neumann sous la forme d’une
inégalité variationnelle comme on I’a vu au chapitre 3 de la partie 1. On pose:

H=(L*Q)°, V=(H Q)
Vo={veV, v=0surly},

o) = [ olule)) : elofe))ds.

Et on introduit les fonctionnelles suivantes :

%@@%Lmz—/JM@MJMwﬂ@mfwwﬁ7

c

iulwe) == [ o wloyr,
et la formulation en inéquation variationnelle suivante :

Trouver u : [0, 7] — V tel que d:u € Vj et

< pOiu, v — dpu >y y +a(u, v — ) + j (u,v) — j, (u, eu)

‘I’jT (@7 875@7 v, Ve (t)) - jT (@7 875@7 875@7 Ve (t)) Z 07 v@ € VO- (19)

u(0) = uy,
875@(0) = Uy.

Essayons alors de montrer qu’une solution « suffisamment réguliere de (1.9) est solution du
probleme (1.1) (1.2) (1.5) (1.4) (1.6) (1.7) au sens classique. Le cadre théorique n’étant pas totale-
ment défini, le raisonnement qui suit n’a pas toute la rigueur nécessaire mais est destiné a faire
ressortir certaines des difficultés mathématiques.

La partie concernant les équations de I’élasticité est classique. Pour ¢ € ]0, 7] fixé, soitv € 1}
tel que v = dyu sur I'.. Comme u est solution réguliere de (1.9) on a:

[ p0e = dupde +a(u o - ) > 0, (1.10)
Q
On pose & = 20:u — v, alors on a aussi :

/ pOiu. (0 — dpu)dx + a(u, © — dpu) > 0,
Q
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c’estadire:
/ ,08,52,5@.(875@ — Q)d$ + a(g, Oy — Q) >0,
Q

Combiné avec (1.10) cela donne:
/Q,oﬁftg-(@t@ —v)da + a(u, du — v) = 0,
Or pour tout w € (H}(Q))?, v+ w = dusur I'., donc on a:
/Qpaftg.wdx + a(u,w) =0, Yw e (Hy(Q))°.

D’aprés la formule de Green vue au chapitre 3 partie 1, on a pour u régulier :

a(u, w) = —/Q(@g(@))-wdw+/Fg(@)@-wdﬂ

ou n est la normale unitaire sortante sur le bord de €2, etw € V. on adonc:

[ potawds — [ (@liv a(w)ds =0, ¥ € (@)

Q Q -
Pour u régulier cela implique :
pOfu — div g(u) = 0,
au sens classique. L'inégalité de (1.9) se réduit donc a:
/ g(@)@ (Q_at@) dF‘I’]N (@7 2) _jN (@7 875@) ‘I’]T (@7 875@7 v, Ve (t)) _jT (@7 875@7 875@7 Ve (t)) Z 07 v@ € VO-
Iyul'.

Maintenant, s’agissant de la condition de Neumann, le traitement est aussi classique. On prend
v € Vp tel que v = du sur I, alorson a:

/ a(u)n.(v— duu)dl’ > 0
r

1UFC_

et donc par le méme raisonnement que précédemmenton a:

/ o(w)n.wdl > 0,Vw e Vg, w=0surl..
N

Et pour u régulier cela implique :

o(u)n =0, sur Iy,

Finalement on n’a plus qu’a considérer les termes relatifs au bord de contact I, :

/ Q(E)E (Q_at@) dF—I—]N (@7 2) _jN (@7 875@) —I_]T (@7 875@7 v, Ve (t)) _jT (@7 875@7 875@7 Ve (t)) Z 07 v@ € VO-
r

c

Pour la condition de contact unilatéral, on prend v € V; tel que v, = d;u,. sur I, alors on a:

/ o, (1) (v, — Dy, )dT + (1, 0) — (s D) > 0,

c
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autrement dit:
0 (W) {0y — [0, )T > / 0 () Bty — |y )T,

c c

Sionprend w € Vs tel que w_, = dyu et w, = vv, surI'. et pour v > 0, alors on arrive a:

/ o (W) (vv, — |||, )T > / 0 (W) (D — [Oyuy T, Vv > 0,

c c

En faisant varier » on en conclut a:

[ oo, ~loyhar = o,

c

Pour u régulier cela implique que:
oy(uw) <0, surly,

et par conséquent :
[ oo, o, har =o.

c

mais comme o, (u) (0, — |0ru,|) est un terme positif on en conclut que:
oy (u).(Ouy — |Owuy|) =0, surl,

C’est une condition qui a du sens et qui implique que lorsque o, (v) est non nul, c’est a dire
lorsque le contact est établi, la vitesse normale d;u,, ne peut étre que positive, c’est a dire que
I'interpénétration est interdite. Elle implique aussi que la contrainte o, (u) est nulle lorsque
la vitesse normale 0;u,, est négative. A priori on ne peut pas retrouver toute la condition de
contact unilatéral, car il manque la condition sur u, . La cause principale est la formulation en
puissances virtuelles qui fait intervenir la vitesse g« ,, au lieu du déplacement.

Regardons maintenant la condition de frottement sur I,. On prend v € Vj tel que v, = dsu,,
sur I',, alorson a:

/ o ()-(2, — By, )T + jp (u,0) — o (, ) > 0,

c

se qui se récrit:
u/%@M%—%@NWA@M@%—%@M&—%@MF

> / 0, (W) (O, = Ve(t) — oy (W pu(l|0rw, = Ve@) )|, — Ve(t)||dT.

c

On pose A3 = v, — V.(t) pour A € R, cela donne:

/F M, (w).5 = Moy (wp(|| 0, — Vo)1)l dr

c

> [ 2, (0.0, = Vi) - oy a0, - Ve DIo, - V(DI ¥ A€ R
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En particulier:

/ 0, (W) (O, = Ve(t) — oy (Wp(l|0rn, = Ve@) )|, - Ve(@)||dl" <0, (1.11)

c

[ e, 5= oy wallow, ~ VOIS >0. YAk 112)
La deuxiéme inégalité implique que:
I/F o, (u).fdl] < —/F o (@)p(l| 0wy, — Ve@)[)]]5]]dT

Ceci pour un § a priori arbitraire dans H'/(T".). Pour » régulier cela implique que:
e, @ < —oy (@n(lduw, — Ve(®)]), sur L. (1.13)

Des deux inégalités (1.11) et (1.12) on tire:

/ 0, (W) (O, = Ve(t)) — oy (W u([|0rw, = Ve@)[)| i, — Ve(®)]|dl" = 0,

c

et comme d’aprés ce qui précede le terme a I'intérieur de I'intégrale est toujours négatif ou nul,
on en conclut:

o, (). (O, — Ve(t)) — o (W) u((|vw, — Vo) DI, — Ve(®)[| =0, sur L.
Ceci avec I'inégalité (1.13) assure que si diw, # V.(t) on ales deux relations suivantes::

o, (Wl = =0y (W p((|dm, — Ve(@®)]),
IA>0, o, (u) =-A(0wm, — Vc(t)),

Ce qui est I’expression de la condition de frottement.

Par ce raisonnement, on voit que pour utiliser la formulation en inéquation proposée, il
reste a trouver un moyen d’inclure la condition de contact unilatéral complete. Il est possible
gue la méthode introduite dans [17] pour le probleme quasi-statique et faisant intervenir une
double inéquation variationnelle, puisse s’étendre au cas dynamique.

Une difficulté supplémentaire vient lorsque I’on cherche le cadre mathématique précis pour
la définition des fonctionnelles j,, et j,.. On a vu au chapitre 3 de la premiére partie qu’il était
possible de donner du sens aux contraintes sur le bord o, et o pour un tenseur des contrainte
qui a une régularité Hy;, (Q). Dans le probléme dynamique cela veut dire que le terme pdu
doit avoir la régularité £%(Q). Mais par des arguments simples, on peut voir que les solutions
du probléme que I'on considére n’ont pas cette régularité. En effet imaginons par exemple une
situation ou le bloc élastique est totalement décollé, a une altitude constante et est animée d’une
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vitesse constante dirigée vers le bas. Lorsque le contact s’établit sur toute la surface de contact,
la vitesse sur le bord admet une discontinuité (elle passe d’une valeur strictement négative a
la valeur zéro). Cette discontinuité va se propager a I'intérieur du solide a cause du caractere
strictement hyperbolique de I’équation de I’élasticité linéaire. Ce type de solution n’a pas la
régularité nécessaire.

On voit donc qu’on ne peut pas traiter ce probleme par la formulation habituelle utilisée
pour les problemes de contact. A notre connaissance, il n’a pas encore été proposé un cadre
totalement satisfaisant pour le traitement mathématique de ce probléme.



Chapitre 2

Systemes a nombre fini de degrés de
liberté

Introduction

Les modeles de frottement faisant intervenir des systemes de masselottes et de ressorts ont
été, et sont encore, a la base de beaucoup d’études sur les lois de frottement (voir par exemple
[80], [6], [53], [30], [12], [57]). Le modele que I’on va présenter ici, et qui est un analogue dis-
cret du probleme modéle présenté au chapitre 1, va nous permettre d’aborder des premiers
éléments sur le comportement des systemes élastiques soumis a la friction seche avec un coef-
ficient qui dépend de la vitesse de glissement, et nous donnera des éléments de comparaison
guand nous aborderons les systémes continus. Cette étude des systemes discrets nous permet
aussi d’introduire la théorie des inclusions différentielles, ainsi que des méthodes numériques
qui s’y rapportent et que nous appliquerons aussi dans les modeles continus.

2.1 Modele a nombre fini de degrés de liberté

Sur la figure 2.1, est représenté un modele discret analogue au probléme modéle présenté
au chapitre 1. On considere un systéme de N masselottes de masses respectives n;, ¢+ = 1..N
reposant en ligne sur une fondation rigide animée d’'un mouvement horizontal de vitesse V,
(voir fig. 2.1). Des ressorts de raideur K} relient chaque masselotte a un support fixe. Une
pression de contact .S; constante est imposée sur chaque masselotte, maintenant un contact
permanent. Entre deux masselottes successives m;, m;11 est placé un ressort de raideur N K?
(Le facteur N devant K? est ajouté pour que le systéme soit homogéne lorsque le nombre de
masselottes varie). L’équation de la dynamique pour la f™ masselotte s’écrit alors:

miii(t) € —Klui(t) + NK2(uip1(t) — ui(t)) + NKZ2 | (uim1 (t) — ui(t))
—Sip(ti(t) = Ve(t))Sgn(i; — Ve(t)),

73
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K3 Kz

N w N
2 2
K2 K3

K] K3

K3
ol VM SV .
C e )

F1G. 2.1 — Systéeme de masselottes et ressorts glissant avec frottement sur une fondation rigide.

A

ol par convention, on donne des valeurs a u, uy 4 eta K2, suivant les conditions aux limites
que I’'on veut traduire. Une condition périodique sera traduite par w = uy, uyy1 = ug, UNe
condition de bord libre par uy = uy, un+1 = un, une condition type Dirichlet par uwp = un41 =
0, etc. La fonction Sg¢n désigne toujours la fonction signe multivoque.

On transforme le systéme obtenu en systéme du premier ordre en posant v = 1, et:
U= (u)i=1.n, V = (vi)i=1.N,

W= (UV),Ft,W)=(F1(t, W), [2(t, W)),

(F(t, W) = wilt),
(By(t,W)): = %[—K}ui b NE2(uigy — wi) + NKZ (w1 — ug) 1)
—Sip(vi = Ve())Sgn(v; — Vo(1))],

le systéme s’écrit donc:
W(t) e F(t,W),
ot donc F : [0,7] x R*Y — P(R?") est une application multivoque. Avant de poursuivre
I’étude de ce systéme, nous allons introduire la théorie des inclusions différentielles avec les

principaux résultats dont nous aurons besoin par la suite.

2.2 Applications multivoques semi-continues supérieurement

Les principales références sur lesquelles nous nous sommes basés pour ce qui suit sont les
ouvrages de K. Deimling [20] et de V. Barbu [4]. Une application multivoque est une application
dont les valeurs sont des sous-ensembles d’un espace vectoriel X. Souvent ce sont des sous-
ensembles particuliers (parties fermées convexes par exemples). Ces applications sont vues
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comme des extensions des fonctions ordinaires sur X, et les opérations élémentaires sur les
applications multivoques se déduisent des opérations élémentaires sur X.

Définition 1 Soit X et Y deux espaces de Banach, on note P (.X') I’ensemble de toutes les parties de
X. Soit D # £ un sous-ensemble de Y, une application multivoque est une application sur D :

F:D— P(X)\ {#}.

Une sélectionde I': D — P(X) \ {£} est une application :
f:D— X

telle que:
f(z) € F(z) pour toutz € D.

On dira que I’ est univoque si elle n’admet qu’une seule sélection F(z) = { f(z)}.

On décrit les principales opérations élémentaires sur les applications multivoques. Tout
d’abord, pour deux sous-ensembles A, B de X on note :

A+ AB={a+ Nb;a € A, b€ B},

ce qui donne un sens a I'addition et la multiplication par un scalaire des applications multi-
voques :
(F+XG)(2) = F(2) + AG(2) = {f + Ag; [ € F(x),g € G(2)}.

De méme lorsque X est muni d’une relation d’ordre, on dira qu’on a les inégalités suivantes:
A< B, A>B, A<B,0uA?>B,
si c’est le cas quelque soit le choix de a« € A etde b € B, c’est a dire si I’'on a respectivement :
a<b, a>b, a<b,oua>b Yac AVDbeB.

Ce qui donne un sens aux relations de comparaison entre applications multivoques. En regle
générale, quand il n’y a pas d’ambiguité, un ensemble représentant un singleton {«} est tout
simplement noté «. Par exemple la notation:

A >0,
signifie:
A > {0}, cestadirea >0, Vac€ A.
Par ailleurs, on note la distance d’un point a un ensemble par :

p(va) = ;22@ - a|7
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la distance de Hausdorff entre les deux ensembles A et B par:

411 (A, B) = max{sup p(x, B, sup plz, A)),
€A zeEB

et pour A C X on note:

[A[] = sup|ly[|x-
yeA

La propriété de semi-continuité supérieure des applications multivoques qui suit joue un
role important pour I’'obtention des résultats d’existence dans les inclusions différentielles.

Définition 2 (semi-continuité supérieure) Soient X, Y deux espaces de Banach, et un ensemble D C
Y, D # £, 'application I : D — P(X) \ {#£} est dite semi-continue supérieurement (scs en abrégé)
si pour tout fermé A C X, I'ensemble =1 (A) est fermé dans D.

On peut traduire la condition de semi-continuité supérieure en terme de suite (voir toujours
[20]) : soient (w,),>1 C D une suite, wy € D et A C X un ensemble fermé avec w, notey wy et
F(w,) N A # £ pour tout n > 1, alors F(wg) N A # £ aussi. Intuitivement F'(wy) doit étre au
moins aussi grand en terme d’inclusion que la limite des F'(w,).

Un prototype des applications multivoques scs est I'application I’ : R — P(R) \ {£}
définie par:
{0}sit <0,
F(it) = {0,1}sit =0,
{1}sit > 0.
Dans la suite, on utilisera plus particulierement les applications multivoques a valeurs fermées
convexes. Ici F est scs a valeurs fermées convexes si on remplace £'(0) = {0, 1} par £'(0) = [0, 1].

On peut généraliser cet exemple en posant, pour f: D — X :

F(z) = (") convf(B(x,6) N D), pourz € D, (2.2)
§>0
ou ctonv4 est la fermeture de I'enveloppe convexe de A. L’application F' ainsi définie est a
valeurs convexes fermées et si f est continue au point z alors F'(z) = {f(x)}. Si la fonction f
est localement compacte, c’est a dire si pour tout = € D, il existe » > 0 tel que f(B(z,r) N D)
relativement compact, alors F'(z) est scs (voir [20]).

Une classe intéressante d’applications multivoques sont les applications multivoques mo-
notones.

Définition 3 Soit X un espace de Hilbert, muni du produit scalaire (.,.), et un ensemble D C X,
avec D # £, I'application I : D — P (X)) \ {£} est dite monotone si

(F(z) = F(y),z—y) >0, surD x D.
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On dit aussi que F’ est dissipative si c’est I'application — F' qui a la propriété d’étre mono-
tone.

On peut citer au moins deux propriétés importantes des applications multivoques mono-
tones (voir [20]):

o]
a)- F est localement bornée sur D,

. , . , , o] [o]
b)- Il existe une réunion dénombrable d’ensembles ouverts Iy avec Dy C D dense dans D
telle que F|D soit univoque.
0

On définit aussi une propriété un peu plus faible que la monotonie, qui est la suivante:

Définition 4 Soit X un espace de Hilbert, muni du produit scalaire (.,.), et un ensemble D C X,
avec D # £, I'application I : D — P(X) \ {#} est dite semi-lipschitzienne s’il existe k € R tel
que:

(F(z) = F(y),z —y) < kljlz — y||*, surD x D.

Ce qui revientadire que '+ k1 est dissipative, soit — F'— k1 monotone. De ce fait les propriétés
a)- et b)- précédentes s’appliquent aussi.

2.3 Inclusions différentielles

On se place dans le cadre de la dimension finie. Soient J = [0,7] C R, et D ¢ R" un
ensemble fermé d’intérieur non vide et une application multivoque F : J x D — P(K*)\ {#},
on s’intéresse au probleme de Cauchy suivant :

d
—u(t) € F(t,u(t)) presque partout surJ,
dt (2.3)

U(O) = Up € D7

dont on cherche les solutions absolument continues, c’est a dire les fonctions « : J — D telles
qu’il existe «' € L'(J,R") avec:

t
u(t) = ug + / u'(s)ds sur J,
0
et qui Vvérifient «'(¢) € F'(t, u(t)) presque partout sur J.

Le fait que I’on considere un sous-ensemble D C K" et pas R" tout entier impose certaines
conditions. Supposons que « : J — D soit une solution continlment différentiable de (2.3)
avec comme condition initiale »(0) = = € D. Alors on a en particulier :

w(h) =2+ hf(0,2)+ o(h),
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ou f(0,z) € F(0,z) et +|lo(h)|| — 0 quand h — 0F. Donc aussi
0=p(u(h),D)=p(z+ hf(0,2),D)+0(h),
ot1 encore +||a(k)|| — 0 quand h — 0*. Ce qu’on traduit par f(0,z) € Tp(z) avec:
. |
Tp(e) ={y € RY; lim <p(z+ Ay, D) = 0}.
La condition f(t,z) € Tp(z) est nécessaire pour avoir une solution contindment différentiable

qui reste dans D. Dans [20] il est montré qu’une condition suffisante pour avoir des solutions
absolument continues qui restent dans D est f(¢, z) € Ip(x), avec:

Toe) =y € B Bl §p(e + 40, D) = 0),

Il est clair que I'ona 0 € Tp(z) C Tp(z), et Tp(z) = X pour z € D. On peut montrer que si D
est convexe alors Tp (z) = Tp(z) et

Tp(z)={My—2): A>0,y € D}.

FiG. 2.2 — Exemples de cones T'p(x) pour un point angulaire et un point régulier du bord de D

///

On introduit aussi la notion de mesurabilité des applications multivoques :

Définition 5 Soit (D, .A) un espace mesurable, une application multivoque ' : D — P(R")\{#},
est dite mesurable si #~1(B) € A pour tout ouvert B C R".

Dans la suite “mesurable” fera référence a la mesure de Lebesgue sur D ¢ R".

Il existe plusieurs résultats d’existence de solution pour I'inclusion différentielle (2.3). Nous
allons en citer quelques uns. Tout d’abord un résultat sur les systémes autonomes:

Lemme 2 (Deimling 1988) Avec X = R" et D C X fermé, si I"application ' : D — P (X)) \ {£},
a valeurs convexes fermees est telle que :

1. F est semi-continue supérieurement,
2. F(z) N Ip(z) #£sur D,
3. [[F(z)]] < e(1+||z||gn) sur D avec ¢ > 0,

alors pour toute donnée initiale uy € D, le probléme (2.3) admet au moins une solution absolument
continue sur R .
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Ce résultat permet d’établir les résultats suivant sur les systemes non autonomes:

Théoréme 4 (Deimling 1989) Avec X = R", J = [0,7] ¢ Ret D C X fermé, si I'application
F :Jx D — P(X)\ {#}, avaleurs convexes fermées est telle que :

1. F(t,z) ( Ip(z) #4surJ x D,

2. |F(t,2)]] < e(t)(1 4 [|z]|gn ) sur J x Davec e € L'(J),
3. F(t,.) est semi-continue supérieurement pour tout ¢ € .J,
4. F(.,X) est mesurable pour tout = € D.

alors pour toute donnée initiale uo € D, le probléme de Cauchy (2.3) admet au moins une solution
absolument continue sur J.

La deuxiéme condition, qui est [|[F'(¢, 2)|| < ¢()(1 + ||z[l. ), exclut les valeurs non bornées
pour F'. Il est possible d’affaiblir cette condition:

Corollaire 1 (Deimling 1989) Avec X = R", J = [0,7] ¢ Ret D C X fermg, si I'application
F :Jx D — P(X)\ {#}, avaleurs convexes fermées est telle que :

1. F(t,z) N r(t,2)B1(0) N Tp(z) # £ surJ x D,avec r(t,x) = c(t)(1+ ||z|]) etec € L1(J),
2. F(t,.) est semi-continue supérieurement pour tout ¢ € .J,
3. F(.,x) est mesurable pour tout = € D.

alors pour toute donnée initiale uo € D, le probléme de Cauchy (2.3) admet au moins une solution
absolument continue sur J.

Si de plus I'application multivoque a la propriété d’étre semi-lipschitzienne en z, cela assure
I’'unicité de la solution. En effet s’il existe & € R tel que:

(F(t,x) — F(t,y),z —y) < klle — y||%>, surJ x D x D, (2.4)

alors pour deux solutions w; et u; de (2.3) on a:

%(ul(t) —ug(t)) € F(t,uy) — F(t, uy) presque partout sur .J,
donc:
(%(ul(t) —uz(t)), wmi(t) —ua(t)) € (F(t,un) = F(t,uz), m(t) = ua(t))

< K||uyg (t) — ua(t)]|*, presque partout sur .J.

On conclut par I'utilisation du lemme de Gronwall. La condition (2.4) peut étre affaiblie en
n’imposant pas a & d’étre constant. Il suffit d’avoir k € L'(J).
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2.4 Existence et unicité dans le probléme de frottement

On va montrer que le probleme de frottement introduit au premier paragraphe entre bien
dans le cadre du théoréme 4 (Il est a noter que K. Deimling dans [20] donne déja un exemple
d’application des inclusions différentielles a un probleme de frottement discret). On considére
donc le probléme de Cauchy suivant sur J = [0, 77:

d
—W(t) € F(t,W(t)) presque partoutsurJ,

dt 2.5)

W (0) = Wy € R*,

avec F : J x R* — P(R*") définie par les équations (2.1).

Proposition 1 Avec V. : J — R mesurable, ¢ : R, — R borné et lipschitzien, le probléme de
Cauchy (2.5) admet une unique solution.

Preuve: Pour I’existence de la solution, nous allons vérifier toutes les conditions du théoreme
4. Tout d’abord I'application F est bien a valeur fermées convexes (car la fonction Sgn I’est) et
est semi-continue supérieurement (la fonction Sgn est typiqguement une fonction multivoque
semi-continue supérieurement). La condition sur 7j (z) ne joue aucun rdle puisqu’ on travaille
ici sur R* tout entier. Avec V, : J —s R mesurable la condition de mesurabilité est aussi
satisfaite.

La deuxieme condition, qui est une condition sur la croissance de F, est aussi immédiate car
on remargue a propos des équations (2.5) que F peut se décomposer de la maniére suivante:
F(tv W) =AW + g(W)7
ou A est une matrice et g est une application multivoque bornée (;. est borné). On adonc:

[EEWI < sup lg()]| + [JAIHIWIL-
1’6R2N

On peut donc appliquer le théoreme 4 pour I’'existence de la solution.

Pour I'unicité de la solution, vérifions que I'application I est semi-lipschitzienne. Posons
d’abord:
: - -1 2
Mypin = min {mi}, Kpop = max {K7, NK7}, Spee = max {5}
Pour ¢ fixé, on considére:

(F(t, Wh) = F(t,Wa) , Wi = Wa)pay = (Vi = Vo, Uy = Up) g

N
U — Uy . .
+ Z; L T 2 - 2 [ - Kil(uu — ug;) + NKZZ(ULZ'H — Uy — U241+ Ugy)
‘|‘NI(Z'2_1(U1,Z'—1 — Uy — Uz i1+ ugy) — Sip(vr,; — Ve(t))Sgn(vy; — Ve(t))
+Sigu(va, — Ve(t))Sgn(va,: — Ve(t))]
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Les parties du type (V4 — V2, Uy — UQ)RN sont faciles a majorer car:

[]=

(Vi = V3, U1 = 1)

]RN =~ — (Ul,i - Uz,i)(uu - Uz,i%
| X
< 3 ;((Uu - Uz,i)Q + (u1,; — Uz,i)2)7
< 1 Wy — Whl|?
=~ 2H 1 — 2HR2N7
par conséquent on a:
(F(L, W) — Pt Wa), Wy — Wa)gan < (& 4 2Emazy g~ gy e
y 1 3 2/ 1 2 R2N =15 QMmZn 1 2 R2N
g N
+Mma,x > (vri = vai) [u(va = Ve(0)Sgn(vai — Ve(t)) — p(vri — Ve(1) Sgn(vri — Ve(t))].
man 221

Il reste & donner une majoration pour :
(1(v2) Sgn(vz) — plv1)Sgn(v1))(vr — v2).
Mais I'application —p(.)Sgn(.) a les propriétés suivantes: Si v > 0 et vy > 0 alors
(1(v2)Sgn(vs) — pu(vr)Sgn(vr)) (v1 = v2) = (p(v2) = p(vr)) (v = v2) < My (v1 = v2)?,

ou M, est la constante de semi-lipschitziannité de (—x). Si vy < 0 et v; < 0 on a la méme
estimation. Si v; < 0 etwvy; > 0 alorsona:

(1(v2)Sgn(va) — p(v1)Sgn(vr))(vr — v2) = (u(v2) + p(vr)) (01 — v2) <0,
car p est une fonction positive. On a donc

((v2) Sgn(vz) — p(vr)Sgn(v1)) (v — v2) < My (01 — v3)?,

. . - - 1 5 I(mal’ Smapr,
pour tout v et vy. Donc F' est semi-lipschitzienne de constante (5 + S + W ).

2.5 Schémas aux différences pour les inclusions différentielles

On va voir que les inclusions différentielles, et spécialement celles dont le second membre
a une propriété de semi-lipschitziannité, peuvent étre approchées par des schémas classiques
provenant des équations différentielles ordinaires. Notre principale référence a ce sujet est Lem-
pio [24], [48] et [49].
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2.5.1 Présentation sur les méthodes linéaires a pas multiples

Soit le probléme de Cauchy :
d
—y(t) € F(t,u(t)) presque partout surJ,
di (2.6)

y(O) =10 € an

posée dans R" tout entier, sur J = [0, T]. L'application F' : J x R* — P(R") \ {#}, étanta
valeurs convexes fermées, semi-continue supérieurement par rapport a la deuxieme variable
et mesurable en temps et vérifiant la condition suivante :

IE(t, )| < e(1+ ||e]|..) surJ x D. @2.7)

[

ce qui assure par le théoréme 4 I’existence d’au moins une solution pour (2.6).

On présente ici les idées générales pour I'approximation des inclusions différentielles par
des méthodes aux différences sur la classe des méthodes linéaires a pas constants multiples. La
méthode générale est de remplacer I'inclusion différentielle sur I'intervalle [0, 7] par une suite
d’inclusions discrétes sur :

0=t <tV <..<th =7, N>0,

avec un pas constant:

h= % =N -V
On définit:
v = (0 un s YN,
les solutions approchées correspondantes. La notation
yN(t), pourt e [0,T],

fera référence a I'interpolation linéaire par morceaux, avec:

y () =y, i=0.N.

Une méthode linéaire a r pas, avec r > 0, est construite avec un choix de valeurs:
a;,b; € R, 1= 0..r,
avec a, # 0 et |ag| + |bo| > 0, un choix de d’approximation initiales:

yN e R", i=0.r—1,
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et de sélections initiales :
HNeraN gy, i=0.r-1.

K3

Le calcul des valeurs pour j = r..N se fait par I'intermédiaire du schéma:
1 r r
N N N
E Z aiyj—r—l—i = Z biCj—r—I—i + 6j y
=0 =0

(Ve F(tY,yl).

(2.8)

Les approximations initiales et les sélections initiales peuvent étre calculées par une mé-
thode linéaire a 7 pas avec # < r, ou plus simplement avec une méthode a un pas. les valeurs
ejV représentent les erreurs éventuelles faites dans I'inversion du systeme d’inclusion. On de-
mande a ces erreurs de tendre vers zéro lorsque h tend vers zéro.

La stabilité d’un tel schéma est assuré par la condition (2.7) et la condition suivante sur la
coefficients «; :

i
tous les zéros A du polyndme ) _a; A" on leur valeur absolue || < 1
=0

(2.9
excepté le zéro simple A = 1.

Une condition nécessaire pour avoir la consistance du schéma est :

r

Zai = 07 zr:iai = zr:bi, bi > 07 pour 1= 0..r. (210)
=0

=0 =0

On établit alors le résultat suivant:

Théoréme 5 (Lempio 1992) Pour une application F : J x R" — P(R")\ {#}, a valeurs convexes
fermées, semi-continue supérieure par rapport a la deuxieme variable, mesurable en temps et vérifiant
la condition (2.7), si les conditions (2.9) et (2.10) sur les coefficients du schémas sont satisfaites, si les
approximations initiales vérifient :
lim y(])V = Yo,
N—oo

N N .
lyier =y || < hM, pourj=0.r -2,
avec M une constante indépendante de £, et si les erreurs ejV ont le comportement suivant :

. N i
Jim | max (10| <o

alors la suite:
N
(y )NeN?

des interpolant linaires des valeurs (y{¥, yi', ..., y%), admet une sous suite qui converge uniformément
vers une solution du probléme de Cauchy (2.6).
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On peut préciser ce résultat lorsque le probléme de Cauchy admet une unique solution (par
exemple quand F’ est semi-lipschitzienne) :

Corollaire 2 Sous les conditions du théoreme 5, Si le probleme de Cauchy (2.6) admet une unique
solution, alors toute la suite (yN)NeN converge uniformément vers cette solution.

Des résultats d’estimations d’erreur partiels avec un ordre égal a un ont été établis. Nous
en indiquerons certains en introduisant I'implémentation des schémas numériques.

2.5.2 Implémentations de schémas

Dans la suite I sera supposée semi-lipschitzienne de constante k, ce qui assure lI'unicité de
la solution du probleme de Cauchy (2.6).

Schéma d’Euler explicite

On considére le schéma suivant:

y(])V = Yo,
(2.11)
%ZL € %N"’hF(tfvvyzN)-

Ce schéma entre dans le cadre du théoréme (5) et est donc convergent. En fait on peut montrer
gu’il est convergent d’ordre 1 pour F' semi-lipschitzienne, alors que certains autres schémas a
pas multiples ne le sont pas (voir [49]).

L'implémentation de ce schéma ne pose pas de probléme des lors que F' est donnée, il suffit
de choisir y}, € y" + hF(tY,yN) a chague pas de temps. Quand F(t", y) est un point de
multivaluation, il se pose le probléme du choix, bien que la convergence d’ordre 1 soit assurée
pour tout choix de yf_VH. Pour une application F’ semi-lipschitzienne les points de multivalua-
tion sont nécessairement réduits (voir paragraphe 2.2) et la chance de tomber sur un point de

multivaluation lors de I'intégration numérique est négligeable en général.

On donne un exemple d’intégration par le schéma d’Euler explicite sur la figure 2.3. Le
probleme que I'on intégre est celui du systeme de frottement & une seule masselotte qui sera
étudié plus en détail au paragraphe suivant. Les graphiques représentent la trajectoire dans le
portrait de phase (u, ). La discontinuité apparait pour « = V_, avec V, = 0.05.
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01 L L L L L L L L L L 01 L L L L L L L L L L
064 066 068 07 072 074 076 078 08 082 084 086 064 066 068 07 072 074 076 078 08 082 084 086

pour h = 0.01 pour h = 0.001

F1G. 2.3 — Exemple d’intégration par le Schéma d’Euler explicite.

Schéma de Runge-Kutta d’ordre 4

On peut appliquer le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 classique aux inclusions différen-
tielles, et il s’écrit de la maniére suivante :

Yo = Yo,

h
yﬁd = yV 4+ g(aév,z’ + 2“]1V,z' + 2“% + aév,i)v

aé\f' € F(tfvvyzN)v

, , 2.12)
a]1V,z' € F(tN+ 57%N + 5“&%

h h
ajzv,z’ e PN+ §7yZN + 5“%%

aév» € F(tﬁl,yfv—l—ha]z\;).

Ce schéma n’entre pas dans le cadre du théoréme (5), mais on peut voir un étude des sché-
mas de Runge-Kutta appliqués aux inclusions différentielles dans [49]. La figure 2.4 représente
I'intégration numeérique de I’exemple précédent. On peut comparer par rapport aux résultats
de la figure 2.3 obtenus par le schéma d’Euler explicite. L’'amélioration n’est pas sensible en ce
gui concerne le voisinage de la discontinuité.
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0.08 L L L L L L L L L 01 L L L L L L L L L L
0.64 0.66 0.68 0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 08 0.82 0.84 064 066 068 07 072 074 076 078 08 082 084 086

pour h = 0.5 pour h = 0.01

FI1G. 2.4 — Exemple d’intégration par le Schéma de Runge-Kutta d’ordre 4

Schéma d’Euler Implicite

Le schéma d’Euler implicite s’écrit:

y(]JV = Yo,
(2.13)
yﬁlf-l < yzN + hF(tﬁlvyﬁq)-

Ce schéma entre dans le cadre du théoreme (5) et de plus, sous condition de semi-lipschitziannité
de F, il a été montré que ce schéma est convergent d’ordre 1 (voir [49]). A chaque itération on
a a résoudre I'inclusion suivante:

%N € QZZL - hF(tf\j—h yﬁ-l)v (2.14)

c’est a dire un systéeme de dimension finie d’inclusions non linéaires. C’est une difficulté
supplémentaire, compensée par le fait que le schéma se comporte mieux au passage des singu-
larité que la version explicite (On peut voir les résultats numériques sur la figure 2.5).

On donne maintenant une idée de la méthode que I'on a utilisée pour résoudre numérique-
ment le systéme d’inclusions non linéaires.

Si F' était difféerentiable, une possibilité serait de faire un schéma de type prédiction - cor-
rection, avec un prédiction par le schéma d’Euler explicite :

N N N N
Yiv10 €Y HhE(L y ),

et une correction par une méthode de Newton.
De maniere évidente la méthode de Newton se comporte mal aux abords des portions mul-
tivoques. Cette méthode n’est pas utilisable ici.
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K L L L L L L L L K L L L L ! T L L L L
0.66 0.68 0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 0.8 0.82 0.84 064 066 068 07 072 074 076 078 08 082 084 086

pour h = 0.3 pour h = 0.1

L L L L L L L L L L 1 L L L L L L L L L L
064 066 068 07 072 074 076 078 08 082 084 086 064 066 068 07 072 074 076 078 08 082 084 086

pour h = 0.01 pour h = 0.001
F1G. 2.5 — Exemple d’intégration par le Schéma d’Euler implicite

La méthode que nous avons développée est la suivante : on remarque tout d’abord que si &
est la constante de semi-lipschitziannité de F' alors:

(k+¢e)l - F,
est strictement monotone pour £ > 0. Donc le second membre de (2.14) est stricterment mono-

1 . R R . 1 .. oL
tone pour 0 < h < T Nous imposons donc a h d’étre plus petit que z afin d’avoir a résoudre
un systéme strictement monotone d’équations. En posant:

Gly) =y~ hF () —
on est amené a trouver y/Y | € R" tel que:
0€ G(y)-

L’algorithme proposé est le suivant: étant donné yﬁrw donné par une prédiction du schéma
explicite, on calcule ¢, .., en fonction de y/Y, . en choisissant la direction:

G € G(yﬁlf-l,j)v
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de norme minimale, et en calculant o; < 0 tel que:

0 € (Gytr; + i), Cen- (2.15)
On pose alors
yzz-vl—l,jﬂ = yﬁ—l,j + ;G5
Ce qui revient a résoudre une suite d’inclusions unidimensionnelles monotones. Pour la réso-

lution de I'inclusions unidimensionnelle on pourra utiliser des algorithmes de type méthode
de la tangente, regula-falsi ou dichotomie.

Dans le cas ou  est le sous-différentiel d’une fonction convexe .J, cet algorithme n’est rien
d’autre qu’un algorithme de type gradient conjugué pour la minimisation de .J.

Schéma du point milieu implicite

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0.66 0.68 07 072 0.74 0.76 0.78 0.8 0.82 0.84 0.86 064 066 068 07 072 074 076 078 08 082 084 086

pour h = 0.3 pour h = 0.1

pour h = 0.01
F1G. 2.6 — Exemple d’intégration par le Schéma du point milieu implicite.

Le schéma du point milieu implicite est un schéma de type Runge-Kutta, qui est d’ordre
deux pour les équations différentielles ordinaires suffisamment régulieres. 1l s’écrit :
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y(])V = Yo,

(2.16)
h yﬁ-l +y

2’ 2 )

On constate sur la figure 2.6 que ce schéma se comporte mieux au voisinage de la singularité
gue le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4. Malgré tout il persiste un comportement oscillant.
Ce schéma a fait I'objet de beaucoup d’études (voir [49]), il est d’ordre un sur les inclusions
différentielles & second membre semi-lipschitzien.

yhi €yl + RPN +

Schéma d’Adams-Moulton a deux points

C’est un schéma implicite (qui entre dans le cadre du théoréme 5) d’ordre deux pour les
équations différentielles ordinaires suffisamment régulieres, qui s’écrit:

v =vo, ¢ € F(0,55),

h
uts €y + (Y + ¢ (2.17)

ZZ-VH € F(tﬁhyﬁq)-

Ce schéma a un trés bon comportement sur les portions multivoques (voir figure 2.7), et reste

K L L L L . L L L L L L L L L L L
0.66 0.68 0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 0.8 0.82 0.84 0.66 0.68 07 072 0.74 0.76 0.78 0.8 0.82 0.84 0.86

pour h = 1.0 pour h = 0.3

F1G. 2.7 — Exemple d’intégration par le Schéma d’Adams-Moulton a deux points

d’ordre deux sur les portions réguliéres.

2.6 Comportement du modele de frottement

On va donner maintenant quelques résultats d’expériences numériques qui sont significa-
tifs du comportement des systemes élastiques soumis au frottement sec.
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2.6.1 Modele a un seul degré de liberté, i variable

Le systeme a une seule masselotte fourni un systeme trés simple qui permet d’appréhender
les premiéres propriétés importantes des systemes en glissement avec frottement sec. Pour une
seule masselotte le systéme se réduit au probleme de Cauchy suivant:

u(0) = ug, u(0) = v,

mii(t) € —Ku(t) — Sp(|u(t) — Ve|)Sgn(a(t) — V),

Dans les expériences numériques qui suivent, on utilise le coefficient de frottement donné par
la formule (1.8) du chapitre 1. Le schéma utilisé est celui d’Adams-Moulton a deux points en
raison du bon comportement sur les portions multivoques.

vitesse (m/sec.)

1 | | | |
0 5e-05 0.0001 0.00015 0.0002 0.00025

temps (sec.)

F1G. 2.8 — Systéme a une masselotte : évolution de la vitesse pour V. = 0, 5.
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vitesse (m/sec.)

4 | | | | | | | |
-1.5e-05 -1le-05 -5e-06 0 5e-06 1e-05 1.5e-05 2e-05 2.5e-05 3e-05

déplacement (m)

F1G. 2.9 — Systéme & une masselotte : portrait de phase pour V. = 0, 5.

La figure (2.8) représente la vitesse de la masselotte au cours du temps, pour une vitesse
d’entrainement de V. = 0,5. On remarque que le systéme se cale trés vite sur une solution
périodique. Cette solution périodique est une suite d’état collés (¢ = V.) et d’état en glissement
(@ # V), c’est a dire un mouvement stick-slip.

La figure (2.9) représente la trajectoire du systeme dans I’espace des phases (u, #). On voit
trés clairement le cycle limite. Dans ce cas précis, on peut montrer que toutes les trajectoires,
sauf la solution stationnaire, convergent vers ce cycle limite. De plus a cause du caractere dis-
continu de la condition de frottement, le cycle limite est atteint en un temps fini, et non asymp-
totiqguement comme dans des systemes dynamiques plus réguliers.

Pour V. # 0, le systeme admet un unique point stationnaire qui est:
> (VD) Sqn(Ve)

e n(Ve).
I('l'[/ g
Pour de petites perturbations, «(t) reste différent de V. et I'inclusion différentielle est une équa-

tion différentielle ordinaire. On peut estimer la stabilité du point stationnaire, et un calcul
simple montre que ce point stationnaire est stable si et seulement si:

u(t) €

HI(|VS|) > 0.

De méme on peut donner des éléments sur le comportement du systéme en évaluant I’évolu-
tion des normes suivantes:

G ult) — ) + (1)) € —i(t) g+ pllidt) — Vel)San(a) — Vi),
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vitesse (m/sec.)

-6
-2e-05-1.5e-05-1e-05 -5e-06 0 5e-06 1e-05 1.5e-05 2e-05 2.5e-05 3e-05 3.5e-05
déplacement (m)

F1G. 2.10 — Systéme & une masselotte : portrait de phase pour V., = 4, 0.

D’ou on déduit:

G (D) € ~a) 2 p(li(t) — Vi) San(alt) - V),
C ) = Zp(Vi)? + (1) €~ i) (VD) + lli(r) — Vo) Sgn(a(r) — Vi),

] . . K . . .
Si on se place pour V, > 0, on voit que la premiére norme, Muz + 42, croit pour 0 < u < V.

o - K S . . ! o
et décroit sinon. Ladeuxiéme norme, ——(u(t) - K;L(|Ve|))2—|—u2 (t), qui représente I’éloignement
par rapport au point stationnaire, décroit pour @ < V..

Une situation un peu plus complexe est représentée figure 2.10, pour une vitesse d’entrai-
nement V. = 4, 0. Pour cette vitesse d’entrainement la solution stationnaire est stable, et il existe
aussi une solution périodique stable. On a donc un attracteur en deux parties non connexes.
Sur cette figure sont représentées deux solutions avec des conditions initiales proches. Une des
solution converge vers le point stationnaire et I’autre solution converge vers la solution pério-
dique. Cela indigue I’existence d’une solution périodique instable.

On ne donne pas de résultats numériques dans le cas V. < 0,05. Dans ce cas la solution
stationnaire est stable et attire trés rapidement toutes les trajectoires.
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vitesse

05F e .

1 \ \ \ \ \ \
0 2e-06 4e-06 6e-06 8e-06 le-05 1.2e-05 1.4e-05

déplacement
F1G. 2.11 — Systéme a une masselotte : portrait de phase pour y constant.

2.6.2 Modele a un seul degré de liberté, i« constant

Dans ce cas le systeme se réduit au probléme de Cauchy suivant:

w(0) = ug, w(0) = wvo,

mii(t) € —Ku(t) — SuSgn(u(t) — Ve),
et peut se résoudre de maniére explicite. Il existe la solution :
w(t) = Ve, pour |[Ku(t)] < Sp.

En supposant V. > 0, lorsque vy > V. la solution est:

S

77

tout au moins tant que «(t) > V.. Comme dans ce cas u(t) est une fonction sinusoidale, sa
valeur devient inférieure & V., au bout d’un certain temps. Lorsque w < V. la solution est:

u(t) = ug cos(y/ K/mt) + v sin(v/ K/mt) —

u(t) = ug cos(+/ K/mt) 4+ v sin(y/ K/mt) + %

, , L. . . . Su . .
C’est une solution qui oscille autour de la position stationnaire —-. On peut voir facilement que
toutes les solutions de ce systéme deviennent périodiques au bout d’un certain temps, mais a
la différence de la situation précédente avec p variable, il existe ici une infinité de solutions
périodiques, dont aucune n’est une solution stick-slip (voir figure 2.11). Dans ce type de sys-
téme, les solutions de type stick-slip ne sont susceptible d’apparaitre que lorsque le coefficient
de frottement admet une portion décroissante.
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2.6.3 Modele a plusieurs degrés de liberté

L’expérience numérique qui est présentée dans ce paragraphe est un calcul sur un systéme
de 200 masselottes avec une condition périodique et une vitesse d’entrainement 1, = 0,5. Le
choix du nombre de masselottes est arbitraire, il a été choisi suffisamment grand pour obtenir
une situation qui soit similaire a un probléme continu. Les valeurs de ny, S; et K} sont choisies
indépendantes de : et égales aux valeurs prise dans I’'expérience sur une seule masselotte. les
valeurs de K? sont choisies aussi indépendante de ¢. De ce fait, si on donne comme condition
initiale des valeurs qui sont indépendantes de la masselotte, le systéme va se comporter comme
s’il n’y avait qu’une seule masselotte, c’est a dire que toutes les masselottes vont avoir le méme
mouvement, et qui sera du type de la figure 2.8.

On choisit une condition initiale qui n’est pas exactement indépendante de ¢ mais qui en est
trés proche.

La figure 2.12, représente le premier événement stick-slip. Durant cet é&vénement chaque
masselotte a un mouvement trés proche de la solution donnée sur la figure 2.8.

Les figures 2.13, 2.14, et 2.15 représentent les événements stick-slip successifs. On constate
gu’au cours du temps, les masselottes ont un mouvement qui est de moins en moins identique.
Cela indique que la solution homogene (égale sur chaque masselotte) est instable.

Au bout d’un certain temps, le systeme devient complétement inhomogeéne (figure 2.16), et
se cale ensuite sur une solution qui est presque périodique (figure 2.16). Elle consiste en quatre
zone de glissement qui se propagent en se croisant. On peut remarquer que cette solution est
symétrique par rapport a la masselotte du milieu. Cela vient du fait que la perturbation que
I’'on a mis sur la condition initiale est elle méme symétrique, et que le systeme conserve cette
symétrie. Des expériences numeériques effectuées avec des conditions initiales non symétriques
semblent montrer qu’alors le systéme se cale sur des solutions qui ne sont pas symétrique non
plus (déplacement de zones de glissement dans une seule direction).
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S
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vitesse(m/sec.)
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temps(sec.)

F1G. 2.12 — Systeme de 200 masselottes, premier événement stick-slip.

N O N A O

vitesse(m/sec.)

|
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S
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temps(sec.)

F1G. 2.13 — Systéme de 200 masselottes, deuxiéme événement stick-slip.
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vitesse(m/sec.)

15

temps(sec.)

FI1G. 2.14 — Systéme de 200 masselottes, troisieme événement stick-slip.

vitesse(m/sec.)

21

19 temps(sec.)

F1G. 2.15 — Systéme de 200 masselottes, quatriéme événement stick-slip.
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o N b~ O

vitesse(m/sec.)
N

o
IN

3.7

0 3.2
temps(sec.)

F1G. 2.16 — Systéme de 200 masselottes, aprés un certain temps, le systéme est complétement inho-
mogéne.

o N b~ O

vitesse(m/sec.)
L

temps(sec.)

F1G. 2.17 — Systéeme de 200 masselottes, le systéme a atteint une solution quasi-périodique.
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Chapitre 3

Probleme de frottement
unidimensionnel

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons I'analyse du probleme unidimensionnel. Dans ce pro-
bléme on cherche les solutions du probleme modele introduit au chapitre 1 qui ne dépendent
pas des coordonnées horizontales. Bien qu’assez simple, ce probléme permet d’aborder d’im-
portantes difficultés liées au frottement sec avec coefficient de frottement dépendant de la vi-
tesse de glissement. Il permet aussi une premiere analyse du comportement global d’un sys-
téme élastique continu avec une telle condition de frottement. De ce point de vue, nous rappe-
lons et poursuivons les études initiées dans [42] et [50] sur ce méme sujet. En particulier nous
analysons I'utilisation du critére de retard maximal introduit pour sélectionner une solution
mécaniguement acceptable du systeme dans ce type de processus dynamiqgue. Pour cela nous
discutons de I'introduction d’une condition de frottement perturbée qui revient a I’ajout d’une
Iégére masse de surface et qui permet de recouvrer I'unicité de la solution du probléeme uni-
dimensionnel. Nous essayons de préciser le lien entre cette condition de frottement perturbée
et le critére de retard maximal en faisant une étude de la convergence des solutions quand le
parametre de perturbation tend vers zéro. Enfin, dans une derniére partie, nous proposons des
schémas numériques, étudions leur stabilité et la convergence pour certains d’entre eux. Nous
présentons quelques expériences numeériques.

99
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3.1 Présentation du probléeme unidimensionnel de frottement

On cherche les solutions du probleme modele (1.1) (1.2) (1.5) (1.3) (1.6) (1.7) qui ne dé-

pendent pas des coordonnées horizontales, c’est a dire un déplacement qui s’écrit sous la forme
ug(t, )

u(t,z) = | uy(t,z) |, ou z est la coordonnée verticale. On arrive alors au systéeme d’équations
u,(t, 2)
suivant:
patztul’ = Gazzzuﬂb’?
pdiu, = GO, u,, dans ]0, H[ x ]0, 17,
poiu, = (A +2G)02 u.,

(A +2G)0u, € —J, (—u.(t,0)), ¥t €]0,T],

G(gﬁjgi 83) € ~((A+ 2000l O Dire, 1), vielo,r], &P
0

wlt, Hy=1 0 |, Vte]o,T],
-D

w(0,2) = ug(z), Ou(0,2) = uy (), dans]0, HJ.

Ou v, = duu, — V. estlavitesse de glissement. Ce systeme se compose de trois équations des
ondes qui ne sont couplées que par la condition de frottement; I’équation en u, pouvant se
résoudre indépendamment de celles en u, et u,,. On va d’abord préciser quelques notations. Il
y a deux vitesses des ondes, une premiére :

c1 = /G/p,

qui concerne les déplacements horizontaux, c’est a dire qui correspond aux ondes transversales
ou de cisaillement, et une deuxieme:

co = \/mv (c2 > 1),

gui concerne les déplacements verticaux, et qui correspond aux ondes longitudinales ou de
compression. On introduit la matrice:

(4] 00
C=10 (&5} 0 s
00 C9

gui permet d’écrire les trois équations des ondes sous une forme vectorielle:
dfu = COZu.

On va noter aussi :
by (t,2) = du(t, z) + Co.u(t, 2),
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b (tv Z) = at@(tv Z) - Caz@(tv 2)7

les quantités qui sont transportées par les équations des ondes, au sens ou les composantes de
b, (t,x) et b_(t,z) satisfont aux relations suivantes pour un é¢ compatible avec les limites du
probléme:

byt (t+0t,2) = byy (t, 24 c161), (3.2)
byt (t + 0t,2) = byt (t, 2+ ¢16t), (3.3)
boy (t4 8t 2) = by (T, 2+ 261), (3.4)
by (t+0t,2) = by_(t, 2 — c161), (3.5)
by_(t + 0t,2) = by_(t, z — c16t), (3.6)
b (t+ 8t,z) = b,_(t, z — c261), (3.7
En particulier pour ¢ € [O,g], ona:
byt (t,0) = by (0, c1t) = ugr(c1t) + €10, uzo(crt), (3.8)
byt (t,0) = by4 (0, c1t) = uyy (e1t) + 10, uy0(cqt), (3.9
bot (£,0) = b4 (0, cat) = uzy(cat) + c20uz0(c2t). (3.10)

C’est a dire que ces quantités ne dépendent que des conditions initiales. Quand cela sera utile

on notera aussi : , b
b= (2 o= (1 2),

les composantes horizontales de b, (¢, z) etb_(t, z).

Les relations (3.8), (3.9) et (3.10) vont nous permettre de ramener le probleme (3.1) & un
H . A a
probléme sur le bord de contact pour ¢ € [0, —]. Pour le déplacement vertical, grace a (3.10), on
C2

se ramene a lI'inclusion différentielle suivante :
d
%UN (t) € _bZ-I- (t,O) - JN (UN (t))v (3-11)

ou u, (t) = —u.(t,0) est toujours le déplacement normal sur la surface de contact. On va mon-
trer que le probléme de Cauchy correspondant a cette inclusion différentielle admet une unique
solution.

Proposition 2 Pourvu que b, (., 0) soit dans L1(0,T) et que la condition initiale vérifie u, (0) =
ty, < 0, le probleme de Cauchy suivant:

diuN (t) € =b4+(t,0) — J, (u,(t)), presque partout sur[0,77],
t (3.12)
Uy (0) = uyg,

admet une unique solution absolument continue qui vérifie w,, (¢) < 0 sur tout [0, 77].
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Preuve: On pose:

F(t,2) = —b.y (t,0) — J, (2),

et:

D =]-00,0].

L’application multivoque I’ : [0,7] x D — P(R) \ {£} est bien & valeurs fermées convexes
et est mesurable en temps. Pour montrer que F'(¢, .) est semi-continue supérieurement, il suffit
de montrer que J,, I'est. Or pour A C R, I'ensemble J_' (A) est ou bien ] — o0, 0], ou bien {0}
ou bien encore I’ensemble vide qui sont des ensembles fermés. Cela suffit pour dire que .J, est
semi-continue supérieurement. Pour entrer dans les conditions du corollaire 1 il reste a montrer
I’existence d’une fonction r(¢, ) de laforme r(¢, ) = ¢(t)(1+|z|) avec c € L*(0,T) et telle que :

F(t,z) N r(t,x)B(0,1) N Tp(z) # 4 sur[0,T] x D.
Or pour z € D on alp(z)=RetF(t,z) = —-b.,4(¢,0) etdonc:
c(t) = 1+ [b=1.(1,0)],

convient. De méme pour z = 0,0ona1p(0) =] — oo, 0] et F'(¢,0) =] — oo, —b.4 (¢, 0)], et encore
une fois:

(t) = 1+ b+ (1,0)]

convient. L’existence d’une solution au probleme de Cauchy qui reste dans D s’en trouve éta-
blie. Pour I'unicité il suffit de montrer que I est semi-lipschitzienne en z. On a:

(F(t21) = F(t,22)) (21 — 22) = (Jy (22) = Sy (1)) (21 — 22).
pour z; # 3, Si 1 < 0etazy < 0alors J, (22) —Jy(21) = 0;siz; = 0etazy < 0alors
Jy(x2) — J (1) =] —00,0]; sl 21 < 0etazy = 0alors J,(22) — J,(21) = [0,+00,0[. On en
conclut facilement que:

(F(t,$1) - F(t7$2))($1 - $2) <0, surDx D,

c’est a dire que F' est semi-lipschitzienne de constante 0, autrement dit dissipative.
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Remarque: Larégularité obtenue pour u, estassez faible. Quand il y a un événement de type
transition contact rompus - contact établi, la vitesse 7y U Passe de strictement négative a zéro.
Dans beaucoup d’études qui traitent du contact unilatéral (voir en ere partie), on approche
I"application .J,, par une fonction plus réguliere. Ici on propose de prendre la fonction:

0 siz <0,
Ji@)=9 » (3.13)
— Stz >0,
n
Les solutions de I’équation différentielle :
Lot (1) = —boy (10) = 2 (0, (1) (3.14)
dtuN - z+\Y A+ 2G v \ly ) .

d ) - . .
77t est lipschitzien, pourvu que b.4(¢,0) le soit. La condition de non

pénétration est relaxée par ce qu’on peut interpréter comme étant une certaine élasticité d’in-
terface.

sont telles que

A partir de la solution u,(¢,0) de I'inclusion différentielle (3.11), la pression de contact est

donnée par:
S(t) = —(A+2G)0.u.(t,0),

= _ At 26 (bz-l— (t, 0) — Oy (tv 0))

C2

Elle est bien positive ou nulle car S(t) € J, (u,(t)), elle est de plus dans L!(0,T') pourvu que
b.+ Yy soit.

Les équations concernant les déplacements horizontaux se récrivent quant a elles grace aux
relations (3.8) et (3.9) et cela donne I’inclusion suivante sur le bord de contact :

g[(bﬁ(t’ 0)) — v, () = V()] € S ullv, (D)) Dir(v,(t).

c1 \by+ (tv 0)
a(t) = S 0 - v,

une fonction qui ne dépend que des conditions initiales et de_ V., cette inclusion devient:

Sion pose:

aft) € gﬂg () + SO ullog () Lir(v, (1)) (3.15)

Nous verrons par la suite que tout au moins lorsque le coefficient de frottement . admet des
portions décroissantes cette inclusion peut admettre une infinité de solutions. Quand ce coeffi-
cient est croissant on peut quand méme établir I’existence et I’'unicité de la solution du probleme
de frottement:
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Proposition 3 Si le coefficient de frottement ;. est une fonction lipschitzienne et croissante de la vitesse
de glissement et si S(¢) est positive sur tout [0, 7], alors I'inclusion (3.15) admet une unique solution
v

ar

Preuve: En effet, pour ¢ € [0, T] fixé, si v_ = 0 est solution alors:

la()]l < S(£)4(0),
etsiv_ # 0 estsolution alors:
v

aft) = = (QHEGH +5(Onlleg O1)-

lug [l e

C’est a dire que v_ a méme sens et méme direction que «(t) et que:

e

la(®)] = gHEGH + 5O nlllog (O]

. : : G
mais comme g est une fonction croissante et S(¢) > 0, on aC—HgGH + S pllv, @) > S(t)p(0)
1

et il n’est pas possible d’avoir a la fois une solution nulle et une solution non nulle. De plus si
v, = 0 n’est pas solution, alors comme la fonction :
G
J) = ot S((e),
est continue croissante pour z > 0, et que de plus f(0) = S(¢)u(0) et —1>1-r+n f(z) = 400, il existe
un unique = > 0 tel que ||a(t)|| = f(z).
|

Remarque: L'utilisation des relations (3.8) et (3.9) nous améne a restreindre I’étude du pro-

bléme a I'intervalle de temps [0, —]. Cette restriction n’empéche pas, une fois le probléme ré-
C2

solu sur cet intervalle, de poursuivre I’étude sur I'intervalle suivant [—, 2—] en prenant comme
C2 O
condition initiale la valeur de la solution trouvée pour ¢t = —.
C2

3.2 Non-unicité et critére de retard maximal

Lorsque le coefficient de frottement n’est pas monotone croissant, I’'inclusion (3.15) peut
admettre plusieurs solutions pourvu que S(¢) soit suffisamment grand. Nous allons voir cela
sur un exemple. On se place dans un cas bidimensionnel, c’est a dire avec un déplacement

. . . . . G ,
nul. L’inclusion (3.15) est alors une inclusion scalaire avec a = — (b, (¢,0) — V.(¢)), V.(¢) étant
€1
la vitesse de la fondation rigide suivant I’axe des z. Cette inclusion s’écrit:

aft) € g%(f) + S u(lvg ()])Sgn(vs (1)), (3.16)

4]
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ou v, est la vitesse de glissement suivant I’axe de z. On choisit, par exemple, un coefficient de
frottement avec décroissance exponentielle:

v

p(v) = pa + (s — pa)e Ver, (3.17)

et on suppose que la pression normale est constante, a pour valeur S = letque G = q = 1.
On pose:

{v—p(-v)} si v<0,
5(0) = v+ o) Sgn(v) = | [-psr+ms]  Si v=0, (319)
{v4pu(v)} si v>0,

le second membre de I'inclusion (3.16). Pour V.. > u,— g ce second membre n’est pas croissant
(voir figure 3.1). On se place dans ce cas. Si maintenant on choisit une donnée « continue

FiG. 3.1 - Allure de I’application 5(v) pour V.. > s — pq.

strictement croissante telle que a(0) = 0 et «(7) > ps, alors on peut analyser le comportement
des solutions de I'inclusion (3.16) qui se récrit:

a(t) € Blus (1))

Fs — Iy dont la valeur

Pour v > 0, I'application 5(v) admet un minimum en v,,;,, = V., ln(“
Hs — Ud

cr

B(Vmin) = pd + Ver (1 4+ In( )). Comme « est choisie strictement croissante, il existe 4 et

tatelsque 0 < ¢y <t < T et:

[0, B(vmin)[ STt €[0,8],
Oé(t) € [ﬁ(vmin)mus[ Si le ]t17t2[7
s, +00] si telt,T].

Sur la premiére portion, c’est a dire pour ¢ € [0,#][, I'inclusion admet une unique solution qui
est v, (t) = 0. Sur la troisieme portion, pour ¢ € ¢, T, I'inclusion admet aussi une unique
solution. Par contre pour ¢ € ]t,t;] il y a trois solutions possibles, ce qui donne une infinité



106 Probleme de frottement unidimensionnel

de fonctions v, solutions. Chaque solution étant bornée, est aussi suffisamment réguliere pour
définir une solution de classe H'(0, H) du probléme (3.1).

Malgré tout, d’un point de vue mécanique, cette multiplicité de solutions n’est pas satisfai-
sante. En particulier, pour t € J¢;, t2[ on s’apercoit que des solutions partent en glissement alors
gue la contrainte de cisaillement seuil de la loi de Coulomb n’est pas atteinte. En un certain
sens ces solutions ne respectent pas la loi de Coulomb. Pour cette raison, et afin de sélectionner
des solutions mécaniquement acceptables, I.R. lonescu et J.-C. Paumier proposent dans [42] un
critere de choix qui est issu de la théorie des catastrophes, dit critere du retard maximal, et qui
s’énonce ainsi :

Le systéme effectue un saut en vitesse quand il n’a plus d’autres choix possibles. (3.19)
Indépendemment, A.l. Leonov et A. Srinivasan dans [50] ont proposé le critere suivant :
on choisit la solution qui minimise a chaque instant ¢ la différence |v=(t) — v* (¢)], (3.20)

gui donne une information supplémentaire sur le choix des sauts en vitesse. Dans I'exemple
gue I’on a donné ces criteres sélectionnent la seule solution qui part en glissement lorsque la
contrainte de cisaillement seuil est atteinte. Malgré tout ce sont des critéres qualitatifs dont
I’expression n’est pas suffisamment précise pour sélectionner une unique solution dans tous
les cas de figure, comme on va le voir dans la suite de ce chapitre. Il est & remarquer aussi que
ce type de critére est ordinairement utilisé dans le cadre de la théorie des catastrophes, pour
des probléemes quasi-statiques ou statiques.

3.3 Condition de frottement perturbée

Nous allons introduire maintenant une condition de frottement perturbée qui va nous re-
donner l'unicité de la solution dans le probleme unidimensionnel. On verra par la suite le
rapport qu’il existe entre cette condition et le critére de retard maximal.

On remplace la condition normale de frottement qui est:

a,(u) € (o (@) ulllol) Dir(v,)

par la condition perturbée suivante:

€%(EG +Ve) + o, (w) € oy (wp(llug ) Lir(e,)- (3.21)

Le terme c07u, = 0:(vg + V), avec e > 0, peut étre interprété comme I’addition d’une lé-
gére masse surfacique de densité ¢ sur le bord de contact. Pour le probleme unidimensionnel,
comme avec la condition normale on se raméne sur le bord de contact grace aux relations (3.8)
et (3.9), et cela donne:

5%9(} €al) - 5%%(0 - g% (1) = S(t)allleg (O Rir(y, ¢), (3.22)
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On va montrer que cela redonne bien I'unicité de la solution.

Proposition 4 Si la pression de contact .S est positive et dans L' (0,7), si la donnée « est dans
LY(0,T) x L'(0,T), si la vitesse d’entrainement V. est absolument continue sur [0, 7] et si le co-
efficient de frottement 1 : Ry — Ry est lipschitzien et borné, alors le probléme de Cauchy suivant:

d d G
e—v,, € a(t) — e Ve(t) — —v, (t) = SO)p(llv, (O] Dir(v, (1)),

i i o a (323
v (0)=uv

=G0’

admet une unique solution absolument continue.

Preuve: Soit F': [0,7] x R* — P(R?) \ {£} I'application multivoque définie par:
F(t,2) = Lalt) ~ =0 V(t) = S = S0l Dir)),
1
alors F' est bien a valeurs fermées convexes et mesurable en temps. La semi-continuité supé-
rieure de I’ par rapport a la seconde variable découle de celle de I'application D:r et de la
continuité du coefficient p. Pour appliquer le théoréme (4) il reste a vérifier la condition de

croissance, c’est a dire I’existence d’une fonction ¢ € ' (0, T) telle que:

IF(t,2)]| < e(t)(1 + ||}y sur [0,7] x D.

Orici:
Il < 20l -5Vl + el + Soutlel),
< 2la®) = Vel + SOInllm + e,

dt
(3.23) admet au moins une solution. Pour montrer I'unicité de la solution, il suffit de montrer

gue F' est semi-lipschitzienne. Or on a:

doncc(t) = 1max g, D) (|| ex(t —give O +5@) ||| per.y) convient. Le probleme de Cauchy
- 1 (R4)

(Flte) = Fty)o—y) = 2(Sy+ SOl Dity) - o = SE(lel) Dirte). = — ),
< 2ol Dicty) - wlle ) Dice) 2 - ).

Dans un premier temps supposons que x et y sont tous deux non nuls. Alors:

() 2t = ) Dine) = 9} = Gl = el o = ).
< (ool = uelptel + AL 1 2l oy,
< Dyl ) ol + el + sl
< (el — D)~ .
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Mais comme p est lipschitzien, la fonction v — —p(v) est semi-lipschitzienne pour une constante
M,, et on peut écrire:

(dlyl) = 1zl =Nyl < Ml = [yl
M|z =yl

AN VAN

On a donc I'estimation :

(F(t,2) = F(l,y),z —y)

Si maintenant = ou y est nul, supposons que c’est z, alors

S(t)M,

=l = yll*.

IN

(F0) = F(tg)—y) = =+ S@llyl)Dirty) = SWOF(0.1), ).
< 2D ullal 7 = wO)B0.1), )
< SO0 max w()w,v) - nllvl) ol
€ weB(0,1)
< 2D u@loll - il
SOM, o
< 20y

et on obtient la méme estimation. On a montré qu’au temps ¢ I’application F(¢,.) est semi-
. - S(t)M, . .
lipschitzienne de constante % Comme S est dans L' (0, T') cela suffit pour prouver I'uni-
cité de la solution du probléme de Cauchy (3.23) .

On voit que la condition de frottement perturbée, en plus de redonner I'unicité de la so-
lution, assure une régularité plus grande a la solution. On va montrer dans un cadre un peu
moins général, que la solution ainsi calculée approche la solution a retard maximal quand le
parameétre de perturbation tend vers zéro.

Remarque 1: au vu des résultats apportés par la perturbation sur la condition de frotte-
ment, on pourrait étre tenté de tenir compte de la masse de surface introduite pour obtenir
des solutions plus réguliéres pour le déplacement normal, puisqu’ on a vu que la condition de
contact unilatéral générait des sauts en vitesse. Si on applique le méme principe, on arrive a
I’inclusion suivante pour le déplacement normal :

5wuN(t) € —%UN(t) — b4 (£,0) = Jy (uy (1)),

Malheureusement cette inclusion différentielle n’a pas de solution absolument continue en gé-
néral, a cause de la condition de bord en u,, = 0. En effet elle s’écrit sous la forme du systeme
du premier ordre suivant:

d (u

%( N) € F(t,uy,vy),

Uy
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avec:
v

Ftuy,vy) = (}(_UN — by (£,0) — JN(uN(t)))).

£
Avec D =]— o0, 0] X R le domaine de définition de I, la condition F(t,z) NTp(x) # £ n’est pas
. C - 0 Uy
toujours satisfaite, car TD( ) =]—o00,0]x Ret F(0,v,) = 1 ont
0 0 =) - o Lmvy = by 0))
une intersection nulle lorsque v, < 0 ce qui est précisément le cas lorsqu’il y a une transition
contact rompus - contact établi.

Par contre, il est possible d’introduire la perturbation dans la condition de contact régulari-
sée que I'on a vu au paragraphe 3.1, et on arrive a I’équation différentielle suivante :

d2 d €2

P (1) = = (1) = b (1.0) = 5=, ().

qui donne une solution & dérivée seconde lipschitzienne pourvu que b4 (.,0) soit lipschit-
Zienne.

Remarque 2: Une autre approche pour recouvrer I'unicité de la solution du probléme,
adoptée par certains auteurs, est de considérer le probleme avec une viscosité a I'intérieur de
la couche.

3.4 Convergence de la perturbation singuliéere

On va montrer, dans un cadre un peu plus restreint que celui des paragraphes précédents,
un résultat de convergence des solutions du probléme avec condition de frottement perturbée
vers une solution du probléme non perturbé. On se place dans le cas bidimensionnel avec une
pression de contact S > 0 constante et une vitesse V. constante également. C’est a dire qu’on
ne se préoccupe que du déplacement (¢, z). Comme dans le paragraphe 3.2, on pose:

a= f—l(bx+(t, 0) - V.(1)) (3.24)
5(0) = S0+ Sulel)Sgn(o). (3:25)

On suppose la donnée « réglée, et le probléme de frottement non perturbé revient alors au
probléme suivant:

Trouver v : [0,7] — R tel que
(3.26)
a~(t) € B(v(t),® pourtoutt €]0,T].
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Le choix de la limite a gauche o~ (¢) sera justifié par la suite. On fait deux hypothéses sur
I’'application 3. La premiére hypothése est naturellement satisfaite lorsque le coefficient x est
lipschitzien borné, et est la suivante :

Hypothese 1
- [ est semi-continue supérieurement a valeurs compactes convexes

- I’opposée de 3 est semi-lipschitzienne, c’est a dire qu’il existe une constante M telle que :

(B(v2) — B(v1))(v1 — v2) < Mg(vy — v2)*, Vi, v € R,

La deuxieme hypothése est suffisante pour établir les résultats de convergence présentés dans
la suite, et s’énonce:

Hypothése 2 Il existe N > 0 et des couples (v]*, ay)lggm, avec vy < vy < ... < vl et

— [ven, +o0, [aan, +00[; | — 00, v7], ] — 00, af] et [v3;, U%i-l—l]? [as;, 0‘32'4-1]' 1 < ¢ < N branches
strictement croissante de 3,

- [vd_q 03], [as,_q, 05;], 1 <@ < N, branches strictement décroissantes de 3,

- lim |B(v)]| = 400,

|v]—+o0

ou I’on dit qu’une branche [v;, v3], [, a2] est strictement croissante (respectivement décrois-
sante) si oy € B(v1), g € B(v2), a1 < ap (respectivement oy > ay ) et:

(B(u) — B(w))(u — w) > 0 (respectivement < 0) , V u, w € [v1, vg],u # w.

Les hypotheéses 1 et 2 impliquent en particulier que 3(R) = R.

Terminologie: Un point («,v) avec « € [3(v) est appelé point stable (respectivement point
instable ) s’il existe une branche strictement croissante (respectivement décroissante)[u , v2],
[, az] avec o € Jag, agf (respectivement av € Jag, aq) et v € [v1, vo]. Les points (o, v¥) sont
appelés les points critiques; les points (aj;_,, v3;_;) sont les points critiques maximums; les
points (a3;, v3;) sont les points critiques minimums.

Sur la figure 3.2 on donne un exemple illustratif, pour une application 5 construite a partir
de pu(v) = £ + Fe Vcos(2nv), G = S =lete=4.

Le probléme avec condition de frottement perturbée revient quant a lui au probléme sui-

1. On note les limites a droite et a gauche respectivement v* (¢) = lim o(7) etv™(¢) = lim v(7)

Tttt Tt~
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1.5
1 —
05
* * * * *
ok Vive Vo Ve Vs

FiG. 3.2 - Application 3(v) = 2v + (3 + Le7 !l cos(27v))Sgn(v).

vant:
Trouver v, : [0,7] — R pour £ > 0 telle que :

5%%@) € a(t) — B(v-(t)), presque partoutsur [0, 7], (3.27)
v:(0) = v°

La démarche que I’on va suivre pour établir le résultat de convergence est la suivante :

On commence par établir un résultat de majoration de la suite ., ce qui est fondamental
dans ce type d’étude.

Ensuite on analyse la suite v. au voisinage de la condition initiale ou on a un comportement
de couche limite.

On montre que sous les hypotheéses 1 et 2 la convergence des solutions perturbées a lieu au
voisinage de la condition initiale.

On réutilise alors I'analyse de la couche limite pour le cas général et les transitions entre les
branche de 3, et on montre que sous la condition o € BV (0,7') le nombre de transitions est
nécessairement fini, ce qui implique la convergence sur tout I'intervalle [0, T'].

3.4.1 Préalables sur quelques propriétés des fonctions réelles a variation bornées

Sur ce sujet on pourra consulter, par exemple, les ouvrages de L. Giusti [32] , L.C. Evans,
R.F. Gariepy [28] et W. Rudin [78].
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On commence par définir les fonction en escalier et réglées:

Définition 6 On ditque f : [a, b] — R est une fonction en escalier si elle est constante par morceau
avec un nombre fini de points de discontinuité. C’est a dire qu’il existe un nombre fini de valeurs
a=2x9<x <..<uapp = btellesque f soit constante sur lesintervalles z;, z;11[ pour 0 < i < n.
Les valeurs de f aux points zq, z1, ..., 2, étant quelconque.

Définition 7 On dit que f : [a,b] — R est une fonction réglée si elle admet une limite & droite
St () en tout point = € [a, b[ et limite & gauche f~(z) en tout point z € ]a, b].

On a la propriété suivante:

Proposition 5 Soit f : [a,b] — R, alors f est une fonction réglée sur [a, b] si et seulement s’il existe
une suite de fonctions en escalier ( f),>1 qui converge uniformément vers f.

Pour une fonction f : (a,b) — R on définit la variation sur un intervalle (¢, d), pour
a<c<d<bpar:

VI =sup Y 1 (L) = F(t)],

le supremum étant pris sur toutes les partitions finies ¢ < 4§ < ... < t,,41 < d.

Lavaleur V° (f) et appelée la variation totale de f.

Définition 8 On ditque f : (a,b) — R est une fonction a variation bornée sur [a, b] si:

Va(f) < Foo.

On note BV (a,b) I'ensemble des fonctions a variation bornée sur Ja, b[. On a les propriétés
suivantes (voir [78]) :

Proposition 6 Si f € BV (a,b) alors:

— ona.
|f(e) = f(d) < VI(f), a<c<d<b,

en particulier f est bornée sur [a, b],
— festrégléesur [a,b],

— I’ensemble des points de discontinuité de f est au plus denombrable.

Et donc on peut approcher uniformément toute fonction a variation bornée par une suite
de fonctions en escalier.
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3.4.2 Exemple numérique

Avant d’entamer I’étude de la convergence, voici un exemple qui illustre le comportement
de la suite v. des solutions du probléme (3.27) lorsque le paramétre de perturbation diminue,
on montre ici des calculs faits sur I’'exemple du paragraphe 3.2 avec un coefficient i donné par
(3.17) et le second membre donné par (3.18). On choisit V., > (us — uq) de telle maniere que

7 T T T T 7 T T T T

~ solution perturbée— _ solution perturbée—
- solution a retard maximal - -~ solution & retard maximal

e=1| €=0.1|

vitesse

~ solution perturbée—
solution a retard maximal

£=0.01|

temps

F1G. 3.3 = Solution du systeme perturbg et solution a retard maximal.

I’application 5 ne soit pas strictement croissante (voir figure 3.1). Afin de calculer un événement

stick-slip complet, la donnée «(t) est choisie croissante det = 0 at = o avec a(0) = 0 et

T o T,
04(5) > s, PUis décroissante de ¢t = 3 at="1T,aveca(T)=0.

La figure 3.3 représente les résultats numériques des solutions du probléme perturbé pour
des valeurs du parametre de régularisation < allant de 1 20.01, ainsi que la solution sélectionnée
par le critére du retard maximal. La figure 3.4 représente I’écart relatif entre les deux solutions.
On remarque le caractere non uniforme de la convergence due aux saut en vitesse de la solution
limite.

La figure 3.5 représente les solutions du probléme perturbé dans un diagramme («a(t), v(t)).
On observe que la solution s’approche de la courbe «(t) € 5(v(t)), et que les sauts en vitesse
sont bien ceux qui respectent le critere du retard maximal.
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INd
3
T
I

écart de vitesse
écart de vitesse

écart de vitesse
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F1G. 3.4 — Ecart relatif entre solution du systéme perturbé et solution a retard maximal.

3.4.3 Majoration

On commence par montrer un résultat important sur le comportement global de la suite
des solutions du probléme (3.27).

Proposition 7 Avec / satisfaisant aux hypothése 1 et 2, s’il existe deux couples de valeurs (vy, o) et
(v2, arg) tels que :

-y < ag, vp < g, a1 € B(ur), az € Bva),
-0 € [vl,vg],
- o(t) € [a1, ag), pour presque tout ¢ € [0, 7],

alors la suite de solutions v. du probléme (3.27) vérifie pour tout £ > 0 :

ve(t) € [v1,v2], VE€[0,T],¥e > 0.

Preuve :

Construisons  I'application multivoque suivante :
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12000
10000
8000
soooyllil,, e
4000

2000

solution perturbée— 7
courbe (v, (v) ) -~

e=1

2000 I I I I
0

(=]

12000

10000

8000

6000,

4000

2000

-2000
0

solution perturbée—
courbe (v, (v) )~

€=0.1

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
vitesse vitesse
12000
10000
8000
I\ solution perturbée—
6000 *“\ courbe (v, (v) -~ 7]
5 4000l €=0.01
2000
O
-2000 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6
vitesse
FiG. 3.5 - Graphe («(t), v(t)).
) {a1+ (v—v1)}siv <,
B(v) =1 B(v)siv € vy, vq],

{az+ (v —v3)}siv> vy

Soit ¢, une solution du probléme de Cauchy :

51175@) € a(t) — B(v.(t)), presque pour toutt € [0, 77,
dt (3.28)

U}(to) = UO.
En raisonnant par I’absurde, admettons qu’il existe #; € [0, 7] tel que v.(¢2) < v;. Par continuité
de v, il existe t; < t; tel que v.(¢1) = vy et 0. (t) < vy pour t; < t < t5. Or sur cet intervalle on
a:
1 t
Ue(t) = v1 + —/ a(s) — oy + vy — U:(s)ds > vy,
9

t1

d’ou la contradiction. De la méme maniéere on prouve qu’il n’existe pas de t € [0, 7] tel que
Ue(t3) > va. Onadonc v.(t) € [v1,vs] pourt € [0,7], donc . est aussi solution du probléme
(3.27) puisque (3 et 3 coincident sur [y, vo]. Par unicité de la solution du probléme (3.27), on en
déduit que v, et v. coincident et que v.(t) € [vy1, ve] pourt € [0, T].

|
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Proposition 8 Si 3 satisfait aux hypothése 1 et 2, et si la donnée « est dans L>°(0,7"), alors il existe
une constante A, > 0 indépendante de = > 0, telle que pour tout £ > 0 la solution ©. du probléme
(3.27) Vérifie:

HUEHLOO(O,T) < M.

Preuve:
Sion pose:
oy = min(af, infessa(t), 3(v°), ay = max(aby,supessal(t), 3(v°)),
te0,T] t€[0,77]
et:

v = min(ﬁ_l(al)), vy = max(ﬁ_l(ag)),

alors v; < vy et I’'application de la proposition 7 nous donne:

v(t) € [v1,v2], V1 €[0,T].

3.4.4 Couche limiteent =0

Au temps initial ¢t = 0, le probleme de la convergence ponctuelle ne se pose pas puisque
v-(0) = v° quelque soit = > 0. Malgré cela, dans le cas le plus courant ou la donnée initiale
vérifie:

a*(0) ¢ B(v%),
il y a un comportement de couche limite en ¢ = 0 de la suite de solutions « quand ¢ tend vers
zéro. C’est ce comportement que I’on analyse dans ce paragraphe.

Comme on I’'a vu dans le paragraphe précédent, on répartit en quatre catégories les points
(at(0),v) tels que o (0) € 3(v): les points stables , instables critiques minimum et critiques
maximum. Cette terminologie, ainsi que I'étude qui suit est inspirée de A.N. Tikhonov et al.
[82], ou sont traités des cas d’équations différentielles ordinaires régulieres. Nous avons adapté
leur méthode pour les équation différentielles multivoques.

Avant de poursuivre notre investigation, voyons se qui se passe sur un exemple autonome
régulier. On suppose donc «(t) = 0 et 5 de classe C'(R). Les racines de I’équation :

sont en nombre fini, car 5 est strictement monotone par morceaux. Soit ¢ une racine stable
encadrée par deux racines instables ¢, < ¢ < ¢,. Il est clair que 3(v) < 0 pour v € |¢r, ¢] et
B(v) > 0 pour v € |, dsf.
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F1G. 3.6 — Schéma décrivant le comportement de la couche limite.

On appelle ¢y, ¢-[ le bassin d’attraction de la racine stable ¢ (voir figure 3.6). On peut voir
dans [82] que pour toute donnée initiale «° choisie dans ]y, ¢#,[ on a:

lim v.(t) = ¢, Vi €]0,T].

e—0

Cet exemple illustre le type de comportement de couche limite que I’on cherche a exhiber
pour le probléme (3.27). Pour cela on introduit quelques notions qui hous sont utiles.

Points d’adhérence de la couche limite

Définition 9 On dit que v € R est un point d’adhérence de la couche limite en ¢ = 0 du probléme
(3.27) si et seulement s’il existe une suite (=, ),>o Strictement positive et une suite (z,,),,>o positive
telles que:

lim ¢,=0 lim ¢,=0 lim v, (t,) = v.
n— +0co " ’ n— +0co " ’ n— +co sn(n)

Cela revient a dire que le couple (0, v) est point d’adhérence de la suite des graphes (¢, «.(t)),
ce que I'on illustre par le dessin de la figure 3.7.

Proposition 9 Pour o« € BV (0,T') et § satisfaisant aux hypothéses 1 et 2, I’ensemble des points
d’adhérence de la couche limite en ¢ = 0 du probléeme (3.27) est un intervalle fermé borné. On note
I, (v°) cet intervalle.

Preuve:

Remarquons d’abord que «° € 1,(v") On sait par la proposition 8 que la suite v est bornée
dans L*°(0,7") uniformément en . L'ensemble des points d’adhérence est donc nécessairement
borné. C’est un fermé car c’est I'intersection du fermé {0} x R avec I’ensemble fermé des points
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tegte, te, t

Fic. 3.7 — Point d’adhérence de la couche limite.

d’adhérence de la suite des graphes {(¢,v-(¢));t > 0}.5¢. Il suffit maintenant de montrer que
c’est un ensemble convexe. Comme ° est toujours un point d’adhérence, s’il existe un autre
point d’adhérence v > v alors par définition il existe (¢n)n>0 POsitive et (2,,),>0 positive telles
que:

lim ¢,=0 lim ¢,=0 lim v, (t,) = v.
n— +0co " ’ n— +0co " ’ n— +co sn(n)

On pose:
Cn = Usn(tn) — v.

On a bien sar grg ¢, = 0. Soit & € Jv°, v[, pour n assez grand on a |¢,| < v — @, et comme les
o0

n

fonctions v.  sont continues, il existe?., € [0,t,] tel que:

Usn (tsn) = 177

car o € [v°, v + (,]. Donc gr{ll_ v, (t.,) = 0, et & est aussi point d’adhérence et pour la méme
e o]

suite de solutions. Le raisonnement est le méme s’il existe un v < « point d’adhérence, et on a
bien montré que I'ensemble des points d’adhérence est convexe.
|
On présente maintenant deux résultats qui nous sont utiles par la suite :

Lemme 3 Pour o € BV (0, T) et 3 satisfaisant aux hypothéses 1 et 2, s’il existe vy € Retty € [0,7]
tels que:
a (to) > B(vo),

alors il existe § > 0 et ¢ > 0 tels que:

at(t) > B(v), Yt € [to,to+ ],V v € [vg— d,v0+ 4]




3.4 Convergence de la perturbation singuliére 119

Preuve:
Posons:

1 = min(a™(to) — 3(vo)).

D’apres I'existence de la limite a droite ot (¢y) il existe ¢ > 0 tel que

ot (1) = a* (to)| < . Vi€ ftosto+C].

En raisonnant par I’absurde, admettons que:

V&> 0,3 vs € [vg — J,v9 + 8], min(at (o) — B(vs)) <

=~

9

ona:
Jim v = vo, ot (to) = Bvs) 1 )= o0, 1) # 4.

La condition de semi-continuité supérieure de 5 implique alors que
o (1) = Blvo) N ] =00, 7] # 4,
ce qui est une contradiction. Il existe donc § > 0 tel que

3
at(to) > B(v) + Z” Yo € [vg — 8, v0 + 4.

Le lemme suivant donne le signe de 3(v) — ot (0) sur I, (v°):

Lemme 4 Pour o € BV (0,T), /3 satisfaisant aux hypothéses 1 et 2, et pour tout v € 1,(v%) on a:

min[(3(v) — a™(0))(v — vo)] < 0.

Preuve:
En raisonnant par I'absurde, supposons qu’il existe 4, € 1,(v°) tel que (8(vy) — ™t (0)) (vy —
v?) > 0. Supposons v, > vY, le cas v, < v® étant symétrique. On a:

B(vy) — a™(0) > 0.
D’apres le lemme 3, il existe 6 > 0 et ¢ > 0 tels que:
Bv) —at(t) >0, Vte[0,(],Vv e [vy— v+ 6]

Donc pour touts > 0on a:

d

%vs(t) < 0,Yt€]0,¢]etpour v.(t) € [vp — 5, vp + ]

De ceci on peut conclure que v.(¢) < v, — § pour tout ¢ € [0, (], car s’il existait ¢, € ]0, ] tel que

e, . . . d
ve(ta) > vy — & par continuité il existerait un ¢, € 10,¢,[ tel que v (t,) = vy — § et —w.(t) < 0 sur
[, t.] ce qui est impossible. Comme v.(¢) < v, — § pour tout ¢ € [0,(] et tout = > 0 le point v,
ne peut pas étre un point d’adhérence.
[ |
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Points limites de la couche limite

Définition 10 On ditque v € R est un point limite de la couche limite en ¢ = 0 du probléme (3.27)
si et seulement s’il existe £. > 0 pour tout £ > 0 tel que:

Eli_r>n0t5 =0, Eli_r>n0 ve(te) = v.

Proposition 10 L’ensemble des points limites de la couche limite en ¢ = 0 du probléme (3.27) est un
sous intervalle fermé de 1, (v°). On note I;(v°) cet intervalle.

La preuve de cette proposition est strictement similaire a la preuve de la proposition 9.

Proposition 11 Pour o € BV (0, 7)) et 3 satisfaisant aux hypothéses 1 et 2, la donnée initiale v° est
toujours une extrémité de I;(v°). Si (a(0), v°) n’est pas un point instable de 3 alors v est aussi une
extrémité de 1, (v°).

Preuve:
Posons |, (v°) = [v,, vs] et supposons que * € Ju,, vs[. Le lemme 4 nous assure que:

0["(0) < maxf(v), pourv € [v,, UO[,

ot (0) > min B(v), pour v € v, vy

Ces deux conditions ne sont compatibles que si (ot (0), v°) est un point instable de /3.

Soit [vf, vi ], [, af, ] labranche instable correspondante de /3, on pose:
o7, ] 0 (%) = [vg, vl
Supposons ¥ € Jv},, vj[, alors (a*(0), v%) est un point instable de 3 eton a:
at(0) < B(vy), aF(0) > B(v).
D’apres le lemme 3, il existe 6 > 0 et ¢ > 0 tels que:
at (t) < B(v), pourwv € [v), —§,v, + 6], ett € [0,(],
at(t) > B(v), pourwv € [v; — v+ 6], ett € [0,(].

Comme v, et v, sont des points limites, il existe g, > 0 tel que pour tout ¢ € ]0, g on ait:

o o
3 tz,ti € ]OvtO]v |U5(tg) - Uz/1| < 57 |U6(t£) - Ul/)| < 5
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Pour ¢ € 10,2 fixé, si t2 > ¢ alors v.(t%) € [v) — &, v, + &) et comme a(t) — 3(v) > 0 pour

. d
v € [v; — 6, v; + 0], ett € ]0,¢] on aaussi Pl 0 pour v € [v; — 6, v; + 0], ett € ]0,¢]. Comme
. . . J . . . . .
t2 € Jt2,¢] il est impossible que |v.(t2) — v)| < 7 De méme si t2 < t il est impossible que

s N
o< (t2) — vj| < 7 Donc v° est une extrémité de I;(v°).

Points attractifs de la couche limite

Définition 11 On dit que vy € R est un point attractifen ¢, € [0, 7 du probléme (3.27) si les deux
conditions suivantes sont satisfaites:

(i) a*(to) € B(vo),

(i) 1l existe une branche strictement croissante [vy, vs], [y, a2] de 3 et ¢ > 0 telle que:

vo € [v1,v2], o (t) € [ay,aa], V1€ [to,to+ ([

En particulier si (o (0), vo) est un point stable de 3 alors v, est un point attractif. La limita-
tion de la deuxiéme condition opére lorsque (™ (0), vg) est un point critique.

Définition 12 On dit que vp € R est un point attractif rétrograde en ¢, € ]0,7] du probléeme
(3.27) si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

.~ (o) € B(vo),

. Il existe une branche strictement croissante [v;, v5], [y, ap] de G et ¢ > 0 telle que:

Vg € [Ul,vg], Oé_(t) - [0417042], Vite ]to — C,to].

On peut caractériser le comportement de la suite des solutions v du probleme (3.27) quand
I.(v°) contient un point attractif de la maniére suivante:

Lemme5 Pour @ € BV (0,T) et 3 satisfaisant aux hypothéses 1 et 2, si I, (v°) contient un point
attractif vo, pour toute suite (<,,),>o Strictement positive et toute suite (¢,,),,>o positive telles que:

lim ¢,=0 lim ¢,=0 lim v, (t,) =v
n—r 400 " T n S 4o " T St sn(n) 0

pour tout § > 0, il existe ¢; > 0 tel que pour tout ¢; € ]0, (o] il existe N > 0 avec:

Usn(t) € [vo—0,v0+ 0], Vt €[(1,(],¥n >N,

(v, (t) — vo)Sgn(vy — v°) < &, ¥t € [0,(9],¥Yn > N.
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Preuve: Supposons vy > v° (le cas vy = v est une application directe de la proposition 7
et le cas vy < v° se traite de maniére symétrique). Il existe une branche strictement croissante
[v1, v2], [av1, ap] de B et ¢ > 0 telle que:

vo € [v1, v, 04+(t) € [ar,aq], Yt €[0,(].
Alors il existe §y > 0 tel que:
at(0) > B(v), Yo € [vg— 3, o[

En effet dans le cas contraire, le point (o (0), vg) est un point critique minimum attractif avec
at(0) = oy et vy = vy. Ceci est impossible car alors il existe un v € ]«”, vo[ tel que 3(v) > o™ (0)
ce qui contredit le lemme 4.

Considérons é > 0, on pose:
o1 = vo — min(do, §), &1 € B(v1),
Ug = vg + min(vg — vg,d), @z = max [3(v).
Par propriété de ot (0), il existe ¢; > 0 tel que:
at(t) € [ay,ag), Yt e[0,¢)
Maintenant si on prend (s,),,>0 Strictement positive et (¢,),>o positive telles que:
ngr{ll_ooen =0, ngn}-oo t, =0, ngn—ll—oo ve, (t,) = v,
alors pour tout ¢; € ]0, (3], il existe N > 0 telle que:
th < (9, V> N,
ve(tn) > 01,

On poset, €]0,t,] le plus petit temps ¢ tel que v. (1) = vy —§ et on peut appliquer la proposition
7 sur les intervalles [0y, 09] et [ay, &3] pour conclure :

v (t) € [01,02), VT € [(1,C2]-

Us(t) S ?727 Vt € [07C2]
|

Lemme 6 Pour @ € BV (0,T) et 8 satisfaisant aux hypothéses 1 et 2, si I;(v°) contient un point
attractif vy alors pour tout § > 0, il existe (3 > 0 tel que pour tout ; € ]0, 5] il existesy > 0 avec:

ve(t) € [v—0,v+ 0], V€ [(,(2], Ve €]0,e0],

(ve(t) — v0)SgN(vp — v°) < 8, ¥t € [0,(2],¥ e €]0,20].




3.4 Convergence de la perturbation singuliére

123

Ce lemme est une conséquence directe du lemme précédent.

Proposition 12 En posant I, (v°) = [i41, 142] €t 1, (v°) = [4;1, 12], 0N a les propriétés suivantes
a- Jig1, 142] Ne contient pas de points attractifs,

b- onaa®(0) > max(8(i.1), 3(i11)) et t(0) < min(B(742), B(712)),

c- si (at(0),7,1) ou (at(0),7;) est un point critique minimum, alors il est attractif; si

(a™(0), i42) ou (a*(0), 7;2) est un point critique maximum, alors il est attractif,

d - une extrémité de 1, (v°) et de I;(v°) est ou bien v° ou bien un point attractif,

Preuve:

a- Supposons qu’il existe w € [vY, i42] Qui soit un point attractif. L’application du lemme 5

ta2 — Vo
pour § =

implique que 7,2 n’est pas un point d’adhérence, d’ou la contradiction.

b - Supposons que ot (0) > ((i,2) (les autres cas se traitent de la méme maniére). D’aprés le

lemme 3, il existe 6 > 0 et ¢ > 0 tel que
at (t) > B(v), Y v € [iaa — 8 a2+ 6], YVt eEI0,(].
On pose:

n = min(at(t) — 8(v)), pour v € [izz — &,i.2+ d], ett € [0,(].

Le point i, est un point d’adhérence, donc il existe une suite (s,),>o Strictement positive

et une suite (¢,),>0 positive telles que :

lim ¢,=0 lim t,=0 lim v, (t,) = 242
n—> oo " ’ n—> oo " ’ n—> 400 sn(n) a2

Pour 6 € ]0, (] il existe N > 0 tel que pour tout» > N on ait:

0 no
5]7 €n € ]07 7]

Or pour v, (t) € [iq2 — 8,142 + 0] €t presque tout ¢ € [0,¢]on a:

Ve, (tn) S [ia2 - 57 a2 + 5]7 t, € [07

8%?]5”@) € Oé(t) - ﬁ(vsn(t) Z 7,

donc pour n > N fixé ona:

v, (0) > min(izg — 6 + i(9 —tn), 102 + 8).

donc:
Usn(e) Z ia? + 57

par continuité de v, il existe un t, € [0,6] tel que vsn(fn) = i49 + 6 ce qui implique que

142 + ¢ est un point d’adhérence. D’ou la contradiction.
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c - Supposons que (a*(0),7,2) est un point critique maximum non attractif (les autres cas
se traitent de la méme manieére). Il existe § > 0 tel que [i,2 — &, 7,2] Soit une branche
strictement croissante de /5 et [i,2, i,2 + 0] SOit une branche strictement décroissante de /.
Par propriété de la limite a droite o (0), il existe { > 0 tel que:
ot (t) > Bliaz — 0), VE€[0,].
Le fait que (™ (0), 7,2) N’est pas attractif se traduit par:
V0 €10,¢],30 <ty < ty < 0, 0["(t) > B(v), Y € liga—d,ia2+9], Vi€ [te,fg].
Le point i, est un point d’adhérence, donc il existe une suite (s,),>o Strictement positive
et une suite (¢,),>0 positive telles que :
lim &, =0, lim ¢, =0, lim v, (t,) = ta2.
n—> oo n—> oo n—+oco "
Pour 6 € ]0, ¢] fixé on pose:
n = min(at(t) — B(v)), pour v € [ise — &, 1.2+ 8], ett € [ty tq].
Il existe N > 0 tel que pour tout » > N on ait:
. . to —t
Ve, (tn) € [laz — 8,142 + 6], t, €10,14], £, €]0, %].
Ona:
Ve, (1) > dg2 — 0, VT E [t,,tg],
et:
d n . .
%Usn(t) > - pour presque tout ¢ € [tg, tg], ettantque v, < iz + 4.
donc:
v, (f9) > min(isg + 8, iz — 5 (i — tg)),
€n
soit:
Ve, (59) Z ia2 + J.
par continuité de v. _ il existe unt, € [0,4] tel que v. (f,) = 7.2 + & ce qui implique que
142 + ¢ est un point d’adhérence. D’ou la contradiction.
d - Supposons par exemple que i,, ne soit ni égal a +° ni un point attractif. Une conséquence

de la propriété b et du lemme 4 est que ot (0) € §(i,2). Le point (i,2, «*(0)) ne peut pas
étre un point instable et si c’est un point critique, c’est nécessairement un point critique
maximum qui est attractif d’apres la propriété c. Si ce n’est pas un point critique, c’est un
point stable donc automatiquement attractif.
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|
Ceci permet d’expliciter I, (v°) et I;(v°) lorsque (a*(0), v°) n’est pas un point instable de 3:

- si (a*(0),vY) est un point attractif alors I, (v°) = I;(v°) = {v°},

- siat(0) > B(vY) ou bien si (at(0), vY) est un point critique maximum non attractif alors:
I, (v°) = ;(v°) = [v°, min{v > v°, v point attractif }],

- siat(0) < B(vY) ou bien si (o (0), v°) est un point critique minimum non attractif alors:
I, (v%) = I;(v°) = [max{v < v°, v point attractif }, v"],

En particulier, lorsque (ot (0), v°) n’est pas un point instable de 3, I;(v°) contient un unique
point attractif.

Arrétons nous sur le cas (o (0), %) point instable de 3. Si on se rapporte au dessin de la
figure 3.6, cela correspond a une donnée initiale égale a une racine instable, par exemple ¢,
gui délimite deux bassins d’attraction (voir figure 3.6). Si on se place dans le cas autonome,

\
S Bw<o
(pz B0

¢
BV <0

@

F1G. 3.8 — Comportement de la couche limite, ¢, racine instable.

la seule solution est alors v = ¢, mais c’est une solution instable. Dans le cas hon autonome,
le comportement de la suite de solutions v. va dépendre du comportement de «(¢) dans un
voisinage de t = 0. S’il existe un petit intervalle de la forme ]0, ¢] sur lequel :

- « est constant, alors on est dans le cas autonome. Sur cet intervalle la solution pour tout
¢ est la solution constante égale a ©°,

- « est croissant, alors I, (v%) = 1;(v%) = [v°

= [v°, min{v > v°, v point attractif }], comme dans le
cas at(0) < B(vY),
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- « est décroissant, alors I, (v°) = 1;(v%) = [max{v < v°, v point attractif }, v°], comme dans
le cas at(0) > B(vY).

Par contre, si « ne vérifie aucun de ces trois cas, par exemple pour
1
a(t) = a(0) 4t sin(z)7

onal,(v?) = [max{v < v% v point attractif }, min{v > ©°, v point attractif }] et I;(v°) = {v°},
donc I, (v°) contient deux points attractifs et I;(v°) aucun. Dans ce cas la suite v. ne converge
pas. Pour cette raison c’est un cas que I’on évitera en imposant a (« (0), v°) de ne pas étre un
point instable. D’apres ce qui précéde, on pourrait affaiblir un peu cette condition.

Bassin d’attraction d’un point attractif

Définition 13 Soit vy un point attractif de la couche limite en ¢ = 0 du probléme (3.27). On appelle
bassin d’attraction de v, I'intervalle des valeurs de la donnée initiale v° telles que vg € 1;(v?). On note
Iy (vo) cet intervalle.

a’(0)

FiG. 3.9 — Exemple de détermination de la valeur vy de I'intervalle des points limites et du bassin
d’attraction pour « strictement croissante.

On peut donner I’expression des bassins d’attraction qui est déduite de I’expression de
I;(v°). intérieur de I, (vo) est Ju,, vy[ avec:

vp Si (a(0), vo) est un point critique minimum
max{{v < vg, (a™(0), v) point instable ou critique maximum attractif } U {—oc}} sinon,

Vg =

vp Si (a(0), vp) est un point critique maximum
min{{v > vy, (a™(0), v) point instable ou critique minimum attractif } U {+oc}} sinon,

Bien str pour ¥ € Iy(vg), on a l;(v°) C I, (vo), plus précisément I;(v°) est I'intervalle d’extré-
mités v° et vo. Les figure 3.9 et 3.10 présente un exemple de détermination des intervalles |, (o)
et 1;(v?), et de leur sensibilité au comportement de « au voisinage de ¢ = 0.
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a’(0)

FiG. 3.10 — Exemple de détermination de la valeur vo de I'intervalle des points limites et du bassin
d’attraction pour « strictement décroissante)

Comportement de la suite de solutions au voisinage det = 0

On montre dans ce paragraphe que lorsque (o (0), v%) n’est pas un point instable de 3, la
suite v. converge simplement dans un voisinage de ¢ = 0. En effet, dans ce cas, I (v°) contient
un unique point attractif w. D’aprés la définition d’un point attractif il existe une branche
strictement croissante [vy, v2], [y, ag] de G et ¢ > 0 telle que:

vg € [U17U2]7 Oé+(t) € [0417042]7 Vie [07C]

On se restreint & I’étude sur [0, (]. Etudions tout d’abord le cas ol 3 est strictement croissante.
On peut énoncer les résultats suivants :

Proposition 13 Pour e > 0, « € BV (0,T') et 3 strictement croissante respectant I’ hypothése 1, on
a les propriétés suivantes :

1. Si vy et vy sont solutions du probléme (3.27) pour des données initiales respectives v et v§ dans
[v1, v2], alors la difféerence |vy () — va(t)| est décroissante sur I'intervalle [0, T7],

2. Soit «; une suite de fonctions de BV (0, T') qui converge uniformément vers une fonction « de
BV (0,7, alors la suite de fonctions v.; des solutions du probléme (3.27) pour les données «;
converge uniformément vers la fonction v. solution du probleme (3.27) pour la donnée «. De
plus cette convergence est uniforme en «.

Preuve:
Propriété 1: En effet dans ce cas 5 est un opérateur maximal monotone. On conclut par une
application directe du lemme de Gronwall.

Propriété 2: L’application 3 admet un inverse continu univoque et monotone croissant au sens
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large 3~!. On pose:

M = sup ||lveillLe(o,1)s
e>0,:2>0

A = supllailpe)-
120

Ona A < +oo car les «; convergent uniformément, et M < +oo car M s’exprime directement
en fonction de A (voir preuve de la proposition 8). Comme 5~! est continu sur [-M, +M], il y
est uniformément continu et on peut écrire :

Vy>0,3n,>0;a,a2 € [-A,+A], |ag — az| <y = |7 Har) — B Haz)] < 7.
En utilisant la monotonie de 5~! on peut récrire cela :
Vy>0,3n, >0;a,a € [-A+A], ag —ay <y = B (a2) — 87 (ar) < .

En posant w; = 371 (ay) et wy = 371(ay), on obtient :

Vy>0,3n, >0; w,wy € [-M,+M], min(f(ws) — B(w1)) <1y = wy — wy <7,
soit :

Vy>0,3n,>0; w,wy € [-M,+M], wy — wy >v = B(wz) — B(wy) > . (3.29)
Pour n > 0 donné on pose :

d(n) = inf{y > 0; I'affirmation 3.29 est vérifiée pour 7, = n},

Grace a3.29 on a é(n) tend vers zéro quand 5 tend vers zéro. On montre que I’on a la propriété
suivante, pour clore la démonstration :

Hvsi - UsHLOO(o,T) < 5("042' - O‘HLOO(O,T))'

En effet, admettons par I’absurde qu’il existe ¢; € [0, 7] tel que :

vei(t1) > ve(t1) + 0([levi — | Lo (0,1))

par continuité de v.; et v., il existe alors ¢, € ]0,¢,[ tel que :

vei(to) = ve(to) + 0([lei — || Lo (0,1))

et
=i(t) > v=(t) + 6(los — @l (0,1)), POUrt € Jtg, t1].
Donc on a aussi :
d d

EoyVei = €0 € a;(t) — a(t) — B(ve;) + B(ve), presque partout dans ¢y, ¢,
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donc

G d < 0 presque partout dans o, ¢1]
dtvm _5dtvs presque p 0y 11],

D’ou la contradiction. On montre de méme que:

£

vei(t) 2 ve(t) = 0(llevi = all~(o,m)), VT €[0,T],

ce qui compléte la preuve.

On peut maintenant énoncer le résultat de convergence suivant:

Proposition 14 Pour o« € BV (0,T') et 3 strictement croissante respectant I’hypothése 1, la suite
ve du probléme (3.27) converge simplement vers une fonction v, quand  tend vers 0. De plus vy est
réglée, continue a gauche et vérifie :

g (t) point attractif pour tout ¢ € [0, 77,
vo(t) point attractif rétrograde pour tout ¢ € 10, 7.

On commence par montrer le résultat intermédiaire suivant:

Lemme 7 L’&noncé de la proposition 14 est valide pour « fonction en escalier *

Preuve du lemme:

Il suffit de montrer ce résultat pour une donnée « constante sur deux intervalles ; la preuve
se généralise ensuite de maniére évidente. Prenons donc «(t) = a pour ¢ € [0,ty) et a(t) = a4
pour ¢ € (to, 1.

Le point (a*(0), v") ne pouvant pas é&tre un point instable, I;(v°) contient un unique point
attractif vy. D’apres le lemme 6, pour tout § > 0, il existe & > 0 tel que pour tout ¢; € ]0, (3] il
existe ¢g > 0 avec:

ve(t) € [vo — 0,00+ 8], V't € [C1,(2], Ve €]0,20].
D’aprés la propriété 1 de la proposition 13 la différence |v.(¢) — vo| est décroissante sur [0, ],
donc:
Us(t) € [Uo — (S, Vg + (IS]7 Vitce [C17t0]7
et donc la suite v. converge uniformément vers la valeur vy sur [(y, a], quelque soit ¢; € ]0, tg].

Sur I'intervalle [a, T'] on considére le probléme suivant :

5%@@) € a(t) — B(v:(t)), presque pour tout ¢ € [to, T,

UNE (to) = Ug.

1. On appelle fonction en escalier une fonction admettant un nombre fini d’intervalles ou elle est constante.
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De la méme maniére que sur le premier intervalle, la suite . converge uniformément sur tout
intervalle de la forme [ty + (;, 7] vers une valeur constante ¢. De plus en ¢ = t;, la suite v,
converge vers la valeur vy. D’aprés la propriété (1) de la proposition 13 cela implique que :

0= (1) = ve(t)] < Jvo = ve(to)| pourt € [to, 77,

ce qui assure la convergence uniforme de la suite v sur tout intervalle de la forme [ty 4 1,7
vers la valeur constante &y quand ¢ tend vers zéro. Les propriétés supplémentaires sur w, sont
vérifiées de maniere évidente.

|
Preuve de la proposition 14:

La donnée « étant & variation bornée on peut I’'approcher uniformément par une suite de
fonctions «; en escalier. Soit v.; les solutions du probléme (3.27) pour les données o; et v. la
solution du probléme (3.27) pour la donnée «. D’apreés le lemme 7 il existe des fonctions w;
telles que pour chaque : la suite v.; converge simplement vers v; quand ¢ tend vers 0, avec
a; (t) € B(voi(t)) sur]o,T]. La propriété (2) de la proposition 13 nous assure que w; converge
uniformément sur [0, 7] vers v. quand : tend vers +oo et ceci uniformément en . Donc pour
te€l]o,Tlona:

|U61N(t) - U62N(t)| < 5/37
Vo>0,3IN>0,3Fe(N)>0;¢e1,e2<e(N) =< |v,n(t) —ve,(t)] < /3,
|U61N(t) = Vg (t)| < 5/37

donc:

Vé>0, 3N >0, 3Fe(N)>0; e, 62 <e(N) = |, () — v, (t)] < 6.

La suite v.(¢) est donc une suite de Cauchy quand ¢ tend vers 0; elle converge donc simplement
vers une fonction wy(¢). De plus v, est la limite uniforme des fonction vy, car des différentes
convergences on peut écrire :

|U52'(t) — Uoi(t)| < (,5/37
Vé>0,dN >0;Vi> N, Ve [O,T], 3€(i,t) >0, e< €(i,t) = |U5(t) —Uo(t)| < 5/37
|ve; (1) —ve(t)] < &/3,

donc :
V8>0,IN>0;Vi>N,Vte[0,T], lvo(t) — voi(t)] < .

Pour la continuité a gauche de w, on peut écrire :

vo(t) = lim vg;(t) = lim 87 a7 (1)) = 7! (lim aj (1)).

Mais du fait de la convergence uniforme des o; vers « on a :

lim a7 (t) = a™ (t),

1—00
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et vo(¢) est bien un point attractif rétrograde. De méme pour la limite & droite, on a:
o) = lim () = lim 57 (aF (1)) = 7" (a* (1)).

et v (¢) est un point attractif.

On peut maintenant décrire le comportement de la suite v. au voisinage det = 0:

Proposition 15 Pour o € BV (0, T') et 3 respectant les hypotheses 1 et 2, le point (o™ (0), v°) n’étant
pas un point instable de (3, il existe une branche strictement croissante [vy, vo], [y, ] de et ¢ > 0
tels que la suite v. du probléeme (3.27) converge simplement vers une fonction v, sur I'intervalle [0, ¢].
De plus vy est réglée, continue a gauche et vérifie:

g (t) point attractif pour tout ¢ € [0, ],
vo(t) point attractif rétrograde pour tout ¢ € 10, ¢].

Preuve:

Le point (o™ (0), v°) n’étant pas instable I;(v°) contient un unique point attractif w,. D’apres
la définition d’un point attractif, il existe une branche strictement croissante [u, va], [, a2] de
Get( > 0telsque:

voo € [v1,ve], at(t) € [ag, 0], Yt €[0,([

Sur I'intervalle [0, ¢] on consideére le probléme suivant :

5%@@) € a(t) — p(v.(t)), presque pour tout ¢t € [0, ¢],

Ue (to) = voo.
On peut appliquer la proposition 14 a ce probléme car on sait par la proposition 7 que % (t) €
[v1, v2] pour tout ¢ € [0,(] et tout € > 0. On en déduit que la suite @ converge simplement
vers une fonction t, sur I'intervalle [0, (] quand ¢ tend vers zéro. de plus w, a les propriétés
recherchées. Il reste & montrer que la suite u. converge simplement vers v, aussi.

Supposons vy, > v° (quand vyy = v¥ on conclut en appliquant directement la proposition
14 et quand vy < v° on fait un raisonnement symétrique). La branche strictement croissante
[v1, v2], [, ] est incluse dans une branche strictement croissante [, v%, ], [a7, o, ] de 3 avec
(o, vF) point critique minimum. On a nécessairement w, > v} car dans le cas contraire I;(v°) =
[0, v7] avec un vy € Jv° v] tel que 3(v) > o™ (0) ce qui est impossible d’apreés le lemme 4. On
applique le lemme 6, pour tout § > 0, il existe & > 0 tel que pour tout ¢; € 0, (5] il existesy > 0
avec:

v (t) € [voo — 8, v00 + 8], Yt € [(1, 2],V e €]0,20].

Pour & < wgg — v on en déduit par I'application de la propriété 1 de la proposition 13 que
|ve(t) — U (t)] est décroissant sur I'intervalle [¢;, ¢]. Donc v. — v, (t) converge uniformément vers
0 sur tout intervalle de la forme [(;, (] avec ¢; > 0.
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3.4.5 Reésultat général de convergence

On est maintenant en mesure de montrer un résultat de convergence pour une application
3 quelconque, respectant les hypothéses 1 et 2.

Théoréme 6 Pour o € BV (0,T), 3 respectant les hypothéses 1 et 2, le point («*(0), v°) n’étant
pas un point instable de /3, la suite des solutions v. du probléme (3.27) converge simplement vers une
fonction vy quand ¢ tend vers 0. De plus vy est réglée continue a gauche et vérifie:

og (t) point attractif pour tout ¢ € [0, 77,
vo(t) point attractif rétrograde pour tout ¢ € 10, 7.

Preuve:

On sait que c’est vrai sur un voisinage de ¢t = 0 d’apres la proposition 15. Si on reprend
la preuve de cette proposition, on sait qu’il existe une branche strictement croissante [, v}, ],
[0, o, ] de 5 avec at(0) € [, a¥, ] telle que si on pose:

to =sup{t < T;at(r) € [of,a} 1]V T € [0,t[},

alors il y a convergence de la suite v. sur I'intervalle [0, ;] vers une fonction v, ayant les pro-
priétés recherchées.

A ce niveau on considére le probleme de Cauchy suivant:

5%@@) € a(t) — B(v(t)), presque pour tout ¢ € [to, T,
t (3.30)

U}(to) = Uo(to).
On peut appliquer la proposition 15 a ce probléme et de la méme maniere il existe une branche

strictement croissante [vF, v¥, ], [aF, o7, ] de 3 différente de la précédente, avec at (o) € [af, a

RS EL J+1]
telle que si on pose:

ty = sup{t <T;a*(r) € [af, a7, ], V7 € [to, [},
alors il y a convergence de la suite 4. sur I'intervalle [ty, t1] vers une fonction ¢, ayant les pro-
priétés recherchées.

On note 1;(vo(to)) et I (o7 (o)) respectivement Iintervalle des points limites et le bassin
d’attraction de la couche limite du probleme (3.30).

Comme wg(to) € [v], v} ] et 5 (to) € [v},v7,,] On a nécessairement vy (to) # 0y (to). Donc
vo(to) N’est ni un point attractif, ni un point instable. Comme w(to) € 1,(3] (to)), il est dans
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Pintérieur de 1, (37 (to)) car une extrémité de I, (o (to)) est ou un point instable ou un point
critique attractif. Donc pour ¢ > 0 suffisamment petit on a

[vo(to) — &, vo(to) 4+ 8] C Tp(5 (o).

Comme v.(tp) tend vers vy (to) quand ¢ tend vers zéro, il existe 5, > 0 tel que v.(to) € [vo(to) —
8, vo(to) 4 0] pour tout e € 0, o).

Soit v.* la solution du probléme (3.30) mais pour la donnée initiale w*(ty) = wvo(to) — ¢
et v.” la solution du probléme (3.30) mais pour la donnée initiale @gb(to) = wvo(to) + 4. Sur
I'intervalle [to, t1] on a v.(t) € [v:"(1), vsb(t)]. Or d’apreés la proposition 15 les deux suites v.* et
v.” convergent toute deux vers & quand < tend vers zéro, donc v. aussi.

Le raisonnement que I’on vient de faire s’étend a un nombre fini de changement de branche.
Il suffit donc pour conclure de montrer qu’il y a nécessairement un nombre fini de changement
de branche dans I'intervalle [0, 7.

Admettons que le point (ot (0), v°) est sur une branche croissante [« , o ], [vF, vf 4] La
premiére transition entre branche croissante ne peut avoir lieu en ¢t = # que si o™ (1) > ol Ly
ou si at(t;) < o etvers une branche croissante [« , a7 ], [v, v} ;]. De méme la deuxieme
transition ne peut avoir lieu en ¢t = &, que si ot (t3) > af ., ou si at(ty) < of et vers une
branche croissante [of , o7, | 1], [v}, v7, 1] On peut en conclure que:

197

0% (0) = a* (el + ot (1) — a* () > | _min a7 = afpl

En généralisant ce raisonnement, si ¢, pour : = 1..M sont les temps de transitions entre branches

croissantes de /5 alors:

M
2

min a7 —aiy, ],

M-1
+ +
t;) — t; >
Xl (6) — ot 2
1=

mais si on note V' o la variation totale de o qui est finie car o € BV (0,7),0on a:
M-1
Y lat () —at (tip)] < Voat,
i=1

et donc
VOTa+

. * * '
min o, — O
1SZ.S2N_1| 7 2—|—1|

On a bien montré que le nombre de transitions est nécessairement fini.

M < 2x

3.4.6 Relation avec le critére de retard maximal

Les expressions (3.19) et (3.20) du critére de retard maximal, n’ont de sens que pour des
données suffisamment régulieres. En supposant toujours que I'application 3 satisfait aux hypo-
théses 1 et 2, on va faire la comparaison entre la solution limite w(¢) des solutions du probléme
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perturbé (3.27), et la solution sélectionnée par le critere de retard maximal, sur quelques cas qui
montrent bien le comportement général.

a)

b)

Branche strictement croissante de &, donnée « continue.

Supposons que ladonnée « soit continue et qu’il existe une branche strictement croissante
[v1, v2], [evr, 2] de 3 telle que v° € [vy, vo] €t a(t) € [y, ag] sur [0, T]. La proposition 14
implique que la solution limite «(¢) des solutions du probléme perturbé a la propriété
suivante:

Uo(t) € [Uh UQ].

De plus I'application 5 admet un inverse continu sur la branche [u, va], [, a3]. Ceci im-
plique que v, est continue. Donc dans ce cas, la solution limite v, respecte le critere de
retard maximal.

Branche strictement croissante de &, donnée « discontinue.

On se place toujours sous les hypotheses du paragraphe précédent, mais avec une donnée
« possédant un point de discontinuité en un temps ¢ = #, c’est a dire a™ (1) # at ().
La solution limite vy, tout en satisfaisant toujours::

Uo(t) € [Uh UQ].

peut alors admettre un saut en ¢ = ¢. Si c’est le cas, c’est a dire vy (t;) # vy (t1), I'ex-
pression (3.19) du critére de retard maximal ne donne pas de renseignement sur le choix
du saut a effectuer, et n’importe quelle valeur vi (t;) € = (a*(t;)) convient. Cette ex-
pression ne permet pas de sélectionner une solution unique. Quant a I’'expression (3.20),
elle impose que le saut sélectionné soit le plus petit possible en valeur absolue. Outre le
fait que cela ne permet pas toujours de sélectionner une unique solution, car deux sauts
possibles peuvent étre de méme longueur, c’est un choix qui peut étre incompatible avec
la solution limite v.

Point critique maximal de 3, donnée « continue croissante.

Supposons gue la donnée « soit continue strictement croissante, que la solution se trouve
sur une branche strictement croissante de 3, et que pour un temps ¢t = 4 la donnée «a(t;)

atteigne un point critique maximal (v, a(¢1)) de 5. A ce point, il n’existe pas de solution
gui reste continue pour I'équation (3.26). Comme dans le cas précédent, I’'expression (3.19)
du critere de retard maximal nous indique gu’un saut doit étre effectué, sans indiquer
lequel. L’expression (3.20) indique que I’on doit choisir le saut de longueur minimale, et
on peut faire la méme remarque qu’au b).
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La conclusion que I’on peut tirer de ces constatations, est que I’'approche par perturbation
singuliére donne un critére de sélection des solutions de I'équation (3.26), qui est compa-
rable au critére de retard maximal. Contrairement aux expressions (3.19) et (3.20), qui restent
gualitatives, le critere par perturbation singuliere permet toujours de dégager une unigue so-
lution. De plus comme I'illustre I'exemple des figures 3.3, 3.4 et 3.5, la solution du probleme
perturbé, pour un petit paramétre de perturbation, donne une approximation de la solution
sélectionnée.

3.5 Analyse numérique

Nous présentons ici des schémas numériques qui permettent le calcul de la solution appro-
chée sur toute la hauteur et a chaque pas de temps et qui sont basés sur un schéma de type
Lax-Wendroff pour les équations des ondes ainsi que des schémas sur les inclusions différen-
tielles présentés au chapitre précédent.

Nous établissons la stabilité de ces schémas dans tout les cas. La convergence est établie
seulement pour la condition de frottement perturbée et une condition de contact est régularisée.

3.5.1 Présentations de schémas numériques basés sur le schéma de Lax-Wendroff

Le schéma est basé sur une formulation du probleme qui porte sur les variables v , = d,u

etu, = 0,u. La couche est discrétisée sur sa hauteur avec un pas constant Az = N et avec un

z

T
pas de temps constant At = —.

Ny
ug” uyy wy
; 7,n ,n 7,n ,no 7,n z -
Onnote u"" = | uy" [, u;” = |u,; | €tur = | uy | lesvaleurs approchées respectives
2,1 1,7 1,7
Uz U, Uz, 2

du déplacement v de u, et de u , al'instant ¢* = nAt et en 2' = iAz. Quand cela permet une
uO,n uO,n uO,n
écriture plus claire on utilisera aussi 1" = ( o ) WO = ug;;; LUl = ( g;;).

0777‘ _Tvt -
Uy Yt Uy,z

On se base alors sur les relations suivantes sur les droites caractéristiques :

gyt (t, 2 + 1 Al) Uy (L, 2 + 1 Al)
w,(t+AL2)+Cu (t+ALz) = [uy(t,z4 c1Al) | +C| uy.(t, 2+ aAt) |, (3.31)

wt(t, 2 + c2At) U, (t, 2 + c2AL)

gyt (t, 2 — 1 AL) Uy (L, 2 — 1 Al)
w,(t+AL2) = Cu (t+Atz) = [uy(t,z—c1At) | = Cluy.(t,2—aAt) ]. (3.32)

w,t(t, 2 — coAL) U, (t, 2 — cAL)
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Le schéma de Lax-Wendroff est construit a partir des approximations linéaires suivantes pour

Az €[0,Az]:
A A
Wtz A2) & (1= o) (k) + o (b2 £ A2), (3.33)
Az Az
u (t,z£Az) = (1 - E)E’Z (t,2) + AL (t,z+ Az). (3.34)
At 00
it
Ar lAzAt dy 00
En posantD:A—C: 0 xs 0 =10 d; 0], onécrit:
i At 00 do
00 co—
2 Az
w Curt = w4+ Cu D - u) + DO —wl) (3.35)
gf{‘n-l-l ng;n—l—l _ @?{‘n _ C@f;n + D(@?;Ln _ g?{‘n) _ DC(@fZ—l,n B g?;n) (336)
A l'intérieur de la couche
Le schéma s’écrit a I'intérieur de la couche, pour 1 < < N, — 1:
witt o= W+ 5 (s B 2u ) 4 = — ), (3.37)
. . D . . . DC ! . .
w ™t = S = 2u )+ T ) (338)
Si on pose:
bi,n — ui,n + Cui,n
2t =t =E 3.39
Il s’écrit aussi :
Qz_'l,_n-l-l — Qz_l,_n + D(Qi:l—lm _ Qz_l,_n)7 0< i < Nz _ 17 (340)
bt = B DO ), 1< <N, (3.41)

On utilisera souvent cette expression du schéma qui est plus facile a manipuler.

Condition de Dirichlet sur le haut de la structure

La prise en compte de la condition de Dirichlet en z = H se fait en imposanty’%” =0et

Lynt1

en utilisant la relation (3.36) pour avoir I’expression de u . suivante:
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252727714‘1 — @{Zzﬂl _I_ D(@gz_lyn _ g{jzvn) _ DC_lgﬁfZ_l’n7 (342)
J =0, (3.43)

elle revient aussi a:

pY ot = _pNen (3.44)

Condition de contact unilatéral

0,n
La fonction b, (¢, 0) est approchée par Q?r’” au temps ¢ = nAt. On notera bgi = (Z%’}E) la
Y
partie tangentielle sur le bord de contact.

La condition de contact unilatéral est traduite par I'inclusion différentielle (voir (3.11)):

d
%UZ (t7 0) € bZ_|_ (t7 0) + JN (—UZ (t7 0))7
On propose deux schémas de résolution, le premier est le schéma d’Euler implicite :
ud™ e w0 4 AT+ g (—udn ), (3.45)

On va voir que ce schéma a des propriétés importantes. De plus il se résout explicitement :

u™ = (ud” A, (3.46)

On constate que ce schéma assure la positivité de «2™, ce qui ne serait pas le cas d’un schéma
explicite. Maintenant il convient de prendre une valeur pour «.7"" telle que :

uy e O T (—ul (2, 0).

Pour la portion multivoque il y a un choix a faire, et on fait le choix suivant:

0 1 - 0 1
Lot [ 0T i =" £, (3.47)
it 0 sinon, '

qui correspond au choix de I’élément de norme minimale. On peut Vvérifier que c’est un choix
licite, c’est & dire que 627" < 0 lorsque u"*" = 0 pour faire le choix «2*" = 0. On le voit
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sur la formule (3.46), lorsque «2™ "' = 0 ona u2” + Ath) 7 < 0 et comme u2™ > 0 on a bien

by t! < 0. La pression normale est donnée par :

Sl = —ﬂ(bgf“ — a7, (3.48)

¢y z,t

et est aussi positive ou nulle. On a aussi la relation:
Sn—I—IUO,n—I—l =0
comme dans le cas continu. Le schéma de Lax-Wendroff étant convergent d’ordre 2 lorsque la
solution est réguliere, on est tenté d’utiliser un schéma d’ordre 2 pour la résolution de I'inclu-
sion différentielle. On donne le schéma suivant (schéma d’Adams-Moulton a deux points) qui
a de bonnes propriétés:
At
T 7(@ 4 ¢ty (3.49)
e 0T (—ulH. (3.50)

La valeur de ¢? étant initialisée comme I'élément de norme minimal de b2 + J,, (—u2"°). Cette
inclusion se résout aussi de fagon explicite :

At n
= S, @51
¢t = &(ug,nﬁ-l_ugm)_ n, (3.52)

On constate que le schéma assure aussi la positivité de «>""". Pour le choix de u)7 ' € 27+ +

J . (—u2"™ (¢, 0)) on peut faire aussi le choix de I’élement de norme minimale mais ici on n’est
pas assuré d’avoir b2 < 0 lorsque w7 = 0. L’élément de norme minimale est:

O,n+1 ;. 0On+1
u07n_|_1 _ bZ-l— SI U, 7£ 07 (3 53)
%t max (0, 627" sinon

On perd le fait que w2 est nul si u2™*" I'est. Cela est d0 & des oscillations des valeurs de

¢7 lorsque la portion multivoque est atteinte. La pression normale est toujours obtenue par
I’équation (3.48) et sa positivité est toujours assurée par le schéma.
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Condition de contact unilatéral régularisée

La condition de contact unilatéral régularisée est traduite par I’équation différentielle :

d Cy
7 Wz t = bZ tv (= z tv 3
7= (1.0) = 0o (1.0) 4 5= T (s (1, 0))
. . S . . A+2G
ou J7 est donnée par la formule (3.13). Pour simplifier les notations on pose 7 = p—t Le
2
schéma d’Euler implicite donne:
W= (07 AR b (a2 AR (3.54)
14+ —
1
wpt = 0T T (—ud ), (3.55)
et le schéma d’Adams-Moulton & deux points:
" AN " 1 n o At on "
T = () 0T+ R (e S (e +00T) L, (356)
I+ —
27
2
wp = -l — (357)
La pression normale est toujours donnée par :
A+2
Sl = —LG(bgf“ — a7, (3.58)
Co !

Les deux schémas assurent la positivité de 5™.

Condition de frottement

Si on considére d’abord la condition de frottement non perturbée qui s’écrit (déduite de
(3.15):
S (t ]
uy, € b)) - B, v (@) Dirta, , - V. (1),

alors le schéma naturel est de choisir un u"*! tel que:




140 Probleme de frottement unidimensionnel

n 0,n+1 CISn+1 n n . n n
upr € DT — (g = V(T ) Rin(ug - V (7)), (3.59)

Le probleme bien sar est qu’il n’y a pas forcément unicité de la solution de cette inclusion
lorsque le coefficient de frottement n’est pas croissant. Cette inclusion qui est a priori un sys-
téme a deux inconnues scalaires, peut se ramener a une inclusion a une inconnue scalaire. On
pose

_ ,,0n+1 n+1
X = w = V. (@").

S’il existe un X # 0 solution alors:

X1
X = bO,n—I—l _ Ze(tn-l—l) _ C_lsn—l—l H(H )(7

ot G [1.X]
soit:

1 e t(IXID. o "
X(1+ =8 ) =0T =V (V).
&* Ry ) T T

On pose:
Y = 0t v,

le second membre de I’équation, et on a X de méme sens et méme direction que Y avec:

c n
11+ & s™ (X ) = 1Yl

C’est bien une équation a une seule inconnue, qui est strictement monotone pourc—lsn“MM <

1 quand I'application v — —pu(v) est semi-lipschitzienne de constante M,. X = 0 est solution si
(4] n

Y]l < 257+ (0).

On considére maintenant la condition de frottement perturbée. On doit approcher I'inclu-
sion différentielle suivante (déduite de (3.22)):

St € S0 (0 - 1, ) = SO(luy - Vo @DDir(a, - V. (0),

Comme dans le cas du contact unilatéral on va présenter deux schémas. Le schéma d’Euler
implicite s’écrit:

uyy e wyt + ?(—(50’ o) = ST (|| = Vo |) Dir (w7 = Y (0F)),

=Tt c 7+ =Tt
(3.60)
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C’est une inclusion qui se réduit aussi a une inclusion scalaire. En posant encore:
_ ,,0n+1 n+1
X=ui" -V, ("),

et
v = a0 - v () 4+ 24 g
£

Tt

- Ke(tn-l—l))v

4]

. . . At .
alors X = 0 est solution si et seulement si ||Y|| < —S"*1(0). Les solutions non nulles sont
. . 9
telles que X a méme sens et méme direction que Y et:

At G
10+ — (™ (11X + o IXID = Y-
At 1 G
Cette équation étant strictement monotone pour — (S”+ M,—-—) <L
1
Le schéma d’ordre deux (Adams-Moulton) s’écrit:
wyrth o=+ (C” ¢, (3.61)
n G n n n n n n n
¢t e g@:tﬁfﬂ—s“<w0“XWrﬂmmd0+lm@“»@m)

Systéme que I’'on ramene encore & une inclusion scalaire en posant cette fois ci:

Y = a0 — V(") 4 (C” <23i“ Vo(t"t).

Tt

. . . . At .
Eton a X = 0 qui est solution si et seulement si ||Y|| < %S”“u(o). Les solutions non nulles
étant telles que X a méme sens et méme direction que Y et:

AtG. At
X1+ ==)+ =St (1 x| = |IY]l.
IXI 5200 + 58" XD = 1Y
At . G
Cette équation étant strictement monotone pour — 5z (S" M, — —) < 1.
1

Récapitulatif

Les schémas ont une partie commune concernant I’intérieur de la couche, la condition de
Dirichlet et u" " :
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: 1 . 1 : .
uztn—l—l _ ﬁlin + _D(@Z 1n 2u g + UZ;I—I n) + —DC(@ZI—Ln B @fz l,n)7
@f%n—l—l _ uzzn + 2D( 2 1n 2@271 + @fjlm) + §DC_1(@?j17n B @?75_1771)7
Nzn+1 N27 Nz-1, Nz, -1, Nz—1,
(SCI) U,z et == + D(_,z " U,z n) - DC 1@775 717
Nz,n—l—l -0
0 1 0 0, 1, 0, 1, 0
b T = Wy Gl + D(u - u)") + DO (us" — k"),
0 n+1l —1/10,n+1 O,n+1
U = C7H(by — Uy ).

Concernant la condition de contact unilatéral on a le schéma d’Euler implicite :

w™ = (W2 A
Jontt _ 0T siw™ T £,
(SCIT)§ "=t 0 sinon ,
A+2G 0nt1 0l
gntl - - (b —uzf ).

Le schéma d’Adams-Moulton a deux points:

W =@ Sl ),
g = St ) -,
(SCIII) ot _ {bgfﬂ si 2™ £ 0,
207 max(0,6071) sinon
gt = 2K o),
2

Le schéma d’Euler implicite pour la condition de contact unilatéral régularisée :

e X 1 X
w™ = (W AT, + At( T AT
1+ —
(SCIVIY gt — gt g i),
gt = AEECgontt o
2

Le schéma d’Adams-Moulton pour la condition de contact unilatéral régularisée :

1

W = S ), (07 4 Sl )
14+ =
2
(SCV) u2:?+1 _ bOn—|—1_|_J77( 0n-|-1)7 Ui
gt _ _At QG(beH 0y,
Co ’

La condition de frottement non perturbée:

n+1
(SOVI)  adrtt e 0t = OO (a0 — V() Din g~ V. (),
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Le schéma d’Euler implicite pour la condition de frottement perturbée :

At
(SOVID)  a0r# € ur e S (SO0 ) - (g V(7 DV, (),
(8] 7

Le schéma d’Adams-Moulton pour la condition de frottement perturbée:

sovimd T A 2@,
(e G ey oo v () Din(a ) — V(6.
¢ - |

3.5.2 Propriétés du schéma de Lax-Wendroff

. i At
Il est bien connu que le schéma de Lax-Wendroff n’est stable que pour & = —c¢y < 1,
z
c’est pourquoi on va supposer des maintenant que D, qui est une matrice diagonale, a tous ces
coefficients compris entre O et 1.

On introduit I'énergie:

1 H
B0 =5 [ el 0P + [1Cu (0P

Si on note u; et u”, les interpolées linéaires suivant la direction des = des solutions discretes,
alors I’énergie de la solution discréte s’écrit:

n 1 " n 2 n 2
E" = 5 ; i (2))° + [|Cul (2)[|"dz,
AZNZ_I
= (™ [1” + llCw|1*) + (H PP D"+ ICu 1+ O,
=1

et en remarquant que:

I 17 + 1165711 = 2| 1 + 2C ",

on voit que cette énergie s’écrit aussi :

N.—1
n Az ' 7,n 7,1 e e Nzn Nzn
E" =~ DB 1P+ e )% + (Hbo 12 16271 + 165" 11 + 162="1%),
=1
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Il est alors possible de quantifier la dissipation d’énergie du schéma. On calcule:

N.—1
n n Az 7,n 7 n 7,n i, i—1,n 7,n 7,1 7,n
BBt = S5 (S + D = B + DG = 6 = 81— )
=1
Az 0,n 1,n 0,n 0,n+1 0,n+1 0,n 1,n 0,n
o (1057 + D" = 7| + (162" + 57— 53" = Dby — 3|
Hpl "+ DT - )P
o g et e p(pNeThr Ny 2

0 07 N27 N27
=B = O = e = 1B 1),

Az
i+1,n 7,n 7,n i+1,n 7,n
= = D (DET - pIP 42 <0 DO - B >
=0
_I_HD(QZ_,n . Z-|—1 n)HQ +2< bz—l—ln (QZ_,TL . Qi_—l—l,n) >)
Az n n N..n Nzmn
FEZ(E U e Y

n n N.,n Nzn
B3I = 827 = 8" + 162 )1).

La partie qui s’écrit:

EDr= _—Z (HD(Q:I—Ln . Qz_l,_n)HQ_ < D(Qz;l:l—l,n _ Qz_'l,_n)7bz;|_+1,n . Qz_l,_n >

‘|‘HD(QZ_771 _ Qi_-l-l,n)H2_ < D(Qz_,n . Qi_+1,n)7bi_,n _ Qi_-l—l’n >)7

est positive ou nulle sous la condition C.F.L. et représente I'’énergie discréte dissipée par le
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. L. . . At .
schéma numérique qui est d’autant plus importante que le rapportA— est petit. Et on adonc:
z

N.—1

Az & : : : : : : : :

BB = 223 (< D B B - b > — < DR ) 0 b )
1=0
Az 0,n+1 0,n+1 N.,n+1 N.,n+1

FEZ IO R e
0,n 0,n Nzn Nzn n

HO N = [1R27 1P = (18" 1P + (o277 (%) = ED",

Az Nzt . . o . .

— T (< DQZ_|_+17H7QZ_|_+1,71 S - < Dbz_l,_n7bz_|,_n S - < Dbz_+l,n7bz_+1,n >

1=0

LN 10, Az 0,n+1 0,n+1 Nz n+1 Nzn
+ < DB 2" > +—=([lo= FHP = B e el

N n Nzn Nzn n
B3N = (2 - HQ 1+ 1622"1%) = B0,
Az

- 4(<DﬂmbMv>—<Dw“w“>—<Dﬂﬂﬂ%m>+<D&K&”»
Az 0,n+1 0,n+1 N.,n+1 N.,n+1
+-(lle B[ ot S [ il R [ el
BT = 162" 1 = (B + (o7 - ED™
Az

= (< (2D B 0T - b >
< pNEmHl gt et et S (1 - 2D) (00" + b)), 00" - 0" >
< DO Y 2 St sy — pDn

La condition de Dirichlet s’exprime par L)ﬂfz’” = —Qﬂfz’” et on voit qu’elle est neutre en apport
d’énergie. On arrive donc a:
A
En—l—l _FE" = 82( (1 . 2D)(bOn +Q(i,n)7b(in _ Q(i,n S < Q(_Jl_,n—l—l + Q(i,n+17b(in+l . Q(i,n—l—l >)
—ED",
Az O,n 0,n 0,n+1 0,n+1 n
= 7(< (1-2D)u;", Cu" > - <uy",Cu" >) - ED".

C’est a dire gu’il est possible de quantifier I’apport en énergie en examinant uniquement les
termes correspondant au bord de contact.

Le schéma a d’autres propriétés importantes qui permettrons I’étude de la stabilité. Si on
pose:

Bn = b b )
maz o2 (™[I 122" ). (3.63)
n i+1,n 7,1 i+1,n 7,1
dBpas = 0<}f<1javx_1(\!@++ — By, 65 — ), (3.64)
alors des expressions (3.40) et (3.41) de b,"*" et """ on tire:
™ = B+ DO = b)) < Bl 0<i< N1
B = (B + DT = b < By, 1<i <N,
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de méme:
7,n+1 i+1,n+1 7,1 i+1,n i+1,n i+2,n 7,n i+1,n
HQ+ _Q-|- I = HQ+ _Q+ ‘|‘D(Q+ _Q-|- _Q+ ‘|‘Q-|- )|
= dB; .., 0<i<N,-2
I e T 1 S A o o (A Ay U oY
< dB} ., 2<i1< N,

C’esta dire que le schéma de Lax-Wendroff a I'intérieur de la couche ne fait que diminuer g, ..
etdB] ... 1l nest pas difficile de voir que la condition de Dirichlet agit de méme:

Nzn+1 N.,n+1
163" = o= < Bl
HQ]IZ_Ln-l—l _ Q]_|\_727n+1H — Hbj—l\fz_lyn _I_ D(Q]—l\fzm‘ _ Qj_l\_fz_lyn) _ Q]—l\_fzm‘ _I_ D(Q]_VZ_Ln _ QJ_\TZ7TL)H7
< dBI

— max*

Autrement dit, on arrive a:

Bl < max(B;,

maxr max?

dB™1 < max(dB),

maxr max?

0,n+1
12"771)),

1,n+1 0,n+1
122" = b2,

C’est a dire gu’il ne reste plus qu’a estimer ce qui correspond aux bord de contact. On remarque
aussi que pour n < 2N, on a:

165" < BY.., (3.65)
6" = 5" < dBY,,., (3.66)

La raison est que si on développe L)?r’” on trouve:

Q(_Jl_,n — (1 _ D)Q(_Jl_,n—l + DQ}|_771—17
= (1-D)%3"* +2(1 - D)Db"* + DW2" 2,

J .
= 2 (Z> D'(1-D)’~'6y"™, pour 0 < j < min(n, N.),

=0

ou les (‘Z) sont les combinaisons de ¢ éléments parmi j. Bien sar Y°7_, (‘Z) Di(1 - D)~ =

(1- D+ D)’ = 1 eton a bien ||t} < Hg(jr’”_ju. Mais on peut continuer le processus car
pour j = N,ona sz’”_j = —p™N="77 ce qui fait que pour 0 < j < min(n,2N.) on arrive
a 105" < max(][62" ||, 62" 77]]), d"oU le résultat. Le méme raisonnement est possible pour
Iy = 3"
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3.5.3 Etude de la stabilité des schémas

Dans un premier temps on va traiter la partie contact unilatéral, c’est a dire la composante
u, du déplacement. Pour cela on va considérer E7 la partie de £™ correspondant aux compo-
santes en z:

Az ©n 7,n Az n )T n n
B =— D (W) + (e2ul)?) + T((US,} )2+ (™) + (cud)? + (culz™)?),
=1
ainsi que B?, .. etdB, .
zmax Oggﬁzq z+ 7| z— )7 ( )
dB! = AR S I A A 3.68
zZmaxr OSZHSI?V)Z(—IO z+ z—|—|7| z— z—|)7 ( )

D’apres ce que I’on vient de voir on a:

Az
n+1 n 0,n, 0n 0,n+1,,0,n+1
Ez - Ez < 9 (1 - 2d2)62uZ:z uz,t - CQuZ:z uz,t )

et:
B?;I—n%m’ < maX(BZmaam |b2f+1|)7
17 07
dB?;I—n%lx < max(ngmaam |bz—n - bz—n|)

Proposition 16 Sous la condition C.F.L. d, < 1, le schema (SCI) (SCII) a les propriétés suivantes:
o< K
B?max S Bgmaam

Preuve: onavu que:

Az 0,n

BIF— BT < S ((2dy = Duly (u2) = 029 + w2 w2y - 000T).

z,t z, z,t z,t

Or 27} vaut 0 ou b2y a chaque itération ; donc:

EMtt<pr <. < E°

C’est adire que le schéma (SCII) respecte le fait que le contact unilatéral n’apporte pas d’énergie

au systéeme. De méme:
O,n+1 - On4+1
b,y Sl u =0

0,n+1 2t '

b =
O,n+1 - 0On4+1 _ ;0041
by Sl u =b

2, )
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O,n+1 - .
-y | etonabien:

par conséquent |62 1! = |b

Bl < pr <..<B

zmar — zmax zmax*

Si on analyse le systeme continu, lorsque qu’il y a une transition contact rompus - contact établi,
cela crée une discontinuité de la variable u.(¢,0). Dans le schéma discret cela se traduit par
I'impossibilité de majorer dB”,, .. en fonction de dB?, .. On peut s’en convaincre en essayant
de majorer le terme 6" — 2| quand u2™ > 0 et u2"*" = 0 ce qui traduit un tel é&vénement
dans le systéme discret. Bien sQr il reste toujours I’estimation:

dB" <2R°

zmar — zmax?

mais qui n’apporte pas grand chose. Quant a W ona:

z

[t — g < A2,

d’apres le schéma et donc:

|
Proposition 17 Sous la condition C.FL. d; < 1, le schéma (SCI) (SCIII) a les propriétés suivantes:
E} < E,
B?max S BSmax?
21 < B e
2" < Ju2?) + TBY, 0

Preuve: Comme dans le schéma précédent on a ugjf ui vaut 0 ou bgf a chaque itération et
donc on a aussi :
Ertt< gl pBro . < BY

zmar — zmax*

D’aprés le schemaon a:

— ou bien w2 £ 0 et (1 = b2y,

. 2 At .
— oubien w2t = g et¢rt! = —Eug’” — (ravecu?” + - (G + b2{™) < 0. mais alors:

2
0<ud™ < ——u2" — ("

At z

et:

z

0,n+1 1
by < I <=
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Par suite |71 < max(|¢?|, BY,,.z), €t par récurrence |7t < max(|¢Y], BY,,..)- Comme le
schéma est initialisé avec une valeur {; € b de norme minimale on a bien:

|+ < B

zmax*

D’aprés le schéemaon a:
udHt —ud| < IC” + 02,

etdonc:
|0+t — %7 < AtB°

zmax?

ce qui permet de conclure :
|u"| < |uP +TB?

zmaxr"®

Proposition 18 S’il existe d,,;, > 0 tel que d,,;, < do < 1 alors le schéma (SCI) (SCIV) assure
les propriétés suivantes : 1l existe des constantes C'y, Cs, Cs et C'4 qui ne dépendent que des conditions
initiales telles que:

B?mal’ S 017
|U0 n| S 027
dB?,. .. < C3dBY, .. + AtCy.

Preuve: On va d’abord se placer pour n < 2N, ou on a vu que:

A

027 < BY e (3.69)
bl — b2 dB®, .. (3.70)

IN

D’aprés le schéma (SCIV) on a:

a2 < AR ),

< Ju"| + AtB?

zmax?

Juz”|

IN

|u9%| + 2N, AtBY

zmax?

H
|u00|—|—2 B

A

zmax*

Par ailleurs toujours d’apreés le schéma (SCIV) on a:

On+1 _ ,0n 0,n+1 | 0n-|—1|
| w "< AT+

—),
< AtBY (142N At + [u20).
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Comme:
bg_n—l_l — bO n+1 + 2C2US:Z+17
et: 0 )
0ni 0 siug™t >0,
uz:z = 2Tl - 0,n+1
7 Slu: <0,
ona:
0,n+1
2|uy" "
O,n+1 0,n+1 z
|bz— | S |bz—|— | + ~ 3
n
H
0 0,0
S Bzmax(1+4_)+2|uz |

C’est adire que:
H
B?mal’ S Bgmal’(l + 4_) + 2|u270|
C2
Calculons maintenant:

P <l D0t 0

< (L=do) b " = 02" + 2[cqud? — cu it 4 oot — 027,
At
< (1= dy)dBr, .+ dydB, . + 220 B0, (14 2N AL+ [u%0)).
Donc:
o i 0 At 1m0 0,0
demax = ( dQ)demax—l_d?demax—l_ Bzmaw(l—l_QNzAt‘l’ |uz7 |)7

et par récurrence :

zmax — zmax

n—1
At
dB" < (1—dy)"dB°,,,, + (d2dB°, .. + 2—B2max L+ 2N AH) Y (1= dy),
1=0

At
dydB® 2—B0

d2 ( zmax zmax

H
< (1+(1_d2) )dBSmax—l_At d Bgmax(l—l_Q_)?

C2
BY (1+2 —|—|u00|)

zmax

< (1 —dy)"dBY,, ..+ —

zmax

(142N AL+ [u2?])),

< 2dB° 4+ At

zmax
ndmzn

On vient donc d’établir la proposition lorsque 7' < 2—d,;5,. Pour T > 2—d,,,;,, il suffit de
C2 C2

réitérer le processus sur chaque intervalle de temps [k(2—dn:1 ), (k+1)(2—dmin) ] pOUr trouver
C2 C2
I’expression des constantes Cy, Cs, Cs et Cy.

|
Remarque: On voit le gain en régularité apporté par la régularisation de la condition de
contact unilatéral. En effet, pour peu que la condition initiale soit lipschitzienne, le contr6le de
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la valeur de dB?,,,,. va permettre de borner la constante de Lipschitz de la solution discréte
par rapport a la variable =z donc aussi par rapport a la variable ¢. Autrement dit la suite des
solutions discrétes sera bornée dans W'>°(]0, H[x]0,T[).

Proposition 19 S’il existe d,,,;, > 0 tel que dy < dy < 1 alors le schéma (SCI) (SCV) assure
les propriétés suivantes: il existe des constantes C'y, Cs, C5 et Cy qui ne dépendent que des conditions
initiales telles que:

B?mal’ S 017
|U0 n| S 027
dB?max < C3dBSmax + Atc‘l?

Preuve: La preuve de cette proposition se construit de maniére tout a fait similaire a celle de
la proposition précédente. La seule différence est que I'on se base sur le schéma (SCV) pour

obtenir I’estimations suivantes pour |u2""'|:

[ |u0”|+—|bz+ + R (a2 62

At
<[] ALy + S [0,
27
. h . At
Ce qui peut s’écrire, en travaillant pour — < 1:
0,n+1 1 0,n
juz™ ] < ~g (02" + ALB2 o),
277

z max)

< (4 S+ A

et par récurrence :

At AL
|u2,n+1| S (1 + )n+1| 00| + Athmax Z(l + _)
7 o1 n
. T T
eten utilisant (1 + N—fy)N < e
W2 < e ([0 4 TBY,,),

Cette estimation obtenue, la preuve est identique.
|
On va maintenant passer aux schémas complets, incluant la condition de frottement. On va
considérer By, .. etdB7, . les composantes sur les déplacement horizontaux :

B%max = Oggﬁz(ubf-l-w HQIL—H% (371)
i+1,n 2 i+1,n i,

n — ’ 72

dBTmaac OSZHSI?V)Z(— (Hb -|-H Hb QT—H)? (3 )
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ou b et bl " désigne les composantes horizontales de bZT” et b"". D’aprés ce que I’on a vu au
paragraphe précédentona:

Bn-l—l

T max

S maX(BTmaam Hbo n+1H)

dBn+1 < max(dBTmaam HQ%” bonH)

T max

Proposition 20 S’il existe d.,;, > 0 tel que d,, < do < 1 alors le schéma (SCI) (SCVI) combing
a I'un des schéma (SCII) (SCII) (SCIV) ou (SCV) a la propriété qu’il existe une constante C; qui ne
dépend que des conditions initiales telle que:

B%max < Cl‘

Preuve: D’aprés le schemaon a:

n Sn—l—l
WO € B = ST (0 — V() ) D0 VL (),

Comme le coefficient p est lipschitzien et borné on a:
Clsn—l—l
Il
Les propositions précédentes nous assurent que ||.S”*|| est bornée indépendamment de » quel
gue soit le schéma choisi pour le contact unilatéral, et donc pour n < 2N, :

)< 16+

IoZZ M < llog T+ 2HUO’”H

<
= 2BTmaaa’ HMHOOO%%)](V S

Comme dans les propositions précédentes, c’est suffisant pour conclure que B}, . est borné
pour 0 < n < Ny, car on réitére le raisonnement pour n > 2N,.
|
Il n’est pas possible d’aller plus loin si le coefficient de frottement ;. n’est pas monotone par
rapport a la vitesse de glissement, car, comme on I’a vu, des chocs en vitesses apparaissent dans
ce cas. Le fait que le coefficient i soit monotone ne semble pas suffire non plus car la condition
de contact unilatéral introduit des chocs en vitesse du déplacement normal, donc des chocs
en pression de contact, et par conséquent des chocs en vitesse de glissement. Il est toutefois
possible de montrer une estimation du type dBj.,. .. < C3dBY.  + AtCy lorsqu’on utilise a la
fois une condition de contact unilatérale régularisée et un coefficient de frottement monotone.

Proposition 21 S’il existe d,,;, > 0 tel que d,,;, < do < 1 alors le schéma (SCI) (SCVII) combing
a I'un des schémas (SCII) (SCIII) (SCIV) ou (SCV) a la propriété suivante: il existe des constantes
Ch,Cy, C5 et Cy4 qui ne dépendent que des conditions initiales telles que:

B%max S 017
w, || < O,
dB}, . < CsdBY, .+ AtCh.
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Preuve: D’apres le schéma (SCVII), on a:
At G

u)tt e _2?+—(g(bii“ w ) = S| = V(Y ) Dir ()T - V. (87F)),
c’estadire:

On—l—l c uOn + AtF(tn—I—l _Sﬂ,n—l—l)7 (373)

—T t Jt

avec une application multivoque F' qui a une croissance bornée par:
[E )|l < e(@™) (1 + [l2[]),

avec c(t™) défini par:
a1 G on "
et”) = 2 max(— D(lerill + 15 [llxdl).
Les propositions précédentes nous assurent que ||.S”*|| est bornée indépendamment de » quel
que soit le schéma choisi pour le contact unilatéral. De plus pour » < 2N, on a Hb Yl < By

T max

et donc ¢(t") est borné indépendamment de n et At pour ¢ < 2—d,,;,,. On note:
C2

_ 7
e =, 12, )

Alors de (3.73) on déduit que:

274 < 71+ At (14 (2.

—T,t

On se place pour At < et donc:

Cmax

[l

T AL maxAtv
< a1+ e )

(14 26500 A0 (12| + eract).

IN

d’ou par récurrence:

n

2071 < (14 26maeA8)" |4 || + Atcmar Y (14 2emarAt),

=1

T
Comme (1 + 2cmmﬁ)N < e2Temaz on @

4—dminctmaz H
il < e 2 (1., 1|+ 2€mas—in).
’ ’ 2

4—dminCmax H
Onnote CY = ¢ €2 (122, I + 2—¢pmawdmin ), €t ON en déduit immédiatement :
’ C9
0,n+1 0,n+1 ;
172 < N+ 20w
S B%max —I_ 2010'
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On peut donc poursuivre par:

0,141
™ = w7

< AYFE+1, a7

< Atepae (14 [lug 7)),
< Atz (1+ Cl).

A

d ou:
1,n+1 O,n+1 1,n 0,n 1,n O,n+1
16727 = b7 | < oyl 4 da(bpZ — by ") = by Z
0,n 1,n o) O,n+1 0,n
< (U= d)llbg” = byl [+ 20wy = w10 = ot

< (1 =d)dBY ,0p + d1dBS 0 + 20t a0 (1 + CY).

Comme dans la proposition 18, on en conclut par un raisonnement par récurrence que::

t
cmax(l—l—C?).

A
dB%maac S QdB%max + Qd_
1

Et comme dans les propositions précédentes c’est suffisant pour conclure qu’on a le méme
type de majoration pour 0 < n < N;.
|

Proposition 22 S’il existe d,,,;, > 0tel que d,,,;, < ds < 1 alors le schéma (SCI) (SCVIII) combingé a
I’un des schéma (SCII) (SCIHI) (SCIV) ou (SCV) assure les propriétés suivantes : il existe des constantes
Ch,Cy, C5 et (4 qui ne dépendent que des conditions initiales telles que:

B%max S 017
uw, O™ < Ch,
ABY o < Cs3dBY .. + AtCy.

Preuve: La seule différence avec la preuve de la proposition précédente est que I’on part de:

At
On-l—l c u _I_ —(F(tn On) —|—F(tn+1 On—l—l))7

—Tt 2 7—Tt 7—Tt

ce qui donne I'estimation :

At
oy I < My (] + Cmax(2+HUO”“HJrH@?TH)-

—T,t —T,t

La preuve se poursuit de maniere similaire.
|
Et en conclusion tout les schémas présentés sont stables au sens ou la solution discréte est
bornée dans L>(]0, H[x ]0,T[) indépendamment de At, sous la condition raisonnable qu’il
existe d,,;, > 0tel que d,;, < do < 1.
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3.5.4 Etude de la consistance des schémas

S ) At -
Pour étudier la consistance, on va supposer que le rapportA— est constant, c’est & dire que
. . z
N, est proportionnel & N, :
1
Nz = _Nt7
1
ou 7 est indépendant de N, bien sOr en respectant la condition C.F.L.:
CQT
n 2> I
On note gfg”’Nt,gf;”’Nt la solution discrete donnée par I’'un des schémas numériques proposés
et ﬂf (t,2),uNt(t, 2) les interpolées linéaires de ces solutions discrétes

gﬁft(nAt + At iAz+ Az) = (1-AH((1- Az)gf;n’m + Azg“’l’”’Nt)
+AL((1 - Az)gf;n-l'l’Nt + Azgi"'l’”‘i'l’Nt),

pour 0 < At < Atet0 < Az < Az. Une définition analogue étant prise pouryff (t,z). On va
montrer le résultat suivant:

tions (u;, u ) et si de plus les fonctions u, et sont continues sur [0, 7] x [0, H]alors ces fonctions
vérifient sur [0, 77 x [0, H] les relations (3.2)-(3.7) sur les droites caractéristiques.

Lemme 8 Si la suite (gftvt, u!¥*) y, est une suite qui converge uniformément vers un couple de fonc-

Preuve: On va donner la preuve sur une seule relation et sur une seule composante, la compo-
sante verticale, la preuve étant identique sur chaque composante. on pose toujours:

bz-l— (tv Z) = Uzz (tv Z) + Colz » (tv 2)7
bt 2) = it )+ eauli(t, 2),
bivith _ uiﬁ,Nt + Czui72,Nt7

On travaille a zg, to, &y fixés tels que:

H H
do € [07 maX(Tv _)]7 Z0 € [07 H - 77507]7 to € [07T - 50]7

C2
On pose:
e [ Neto] v [ Nezo| x| Nalto + 80)
= T ? 2 nH ? 2 T ’
AnNt — né\ft _ n]1Vt7

ou |z | désigne la partie entiére de z. On a bien sar nthAt qui converge vers t; lorsque N; tend
vers I'infini, et (n)* At,i)* Az) qui converge vers (t, + do, z), et par conséquent :

Ny N,
iy Cny UL N Ni—+oo
b2 -

b.+ (to + do, 0),
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D’aprés le schéma de Lax-Wendroff, on a:

Ny N Ny Ng Ny Ny
iy tynn U Nt iy tns, t—1,Ng i t+1,mn, P —1,Ny
piz, "2 N (1—d2)b2 2 +dgbiz, TV ,
,n —-2,N, —I—ln t_2.N, 2 —|—2n t_2 N,
= (1 —dy)? b;; 2’ t+2(1—d2)d2b;+ 2 “+d bj+ 2 "
N,
ANt
o Ne . o Ney o Ny
_ " At —igty iy TN
_ Z(Am)d(l—d) b, ,
=0
ANt
- A 2 —I—zn1 ,Nt
= ZBZ (d2)b2,
=0

N Ny ~ . , .
ou BZ»A" est un polynéme de Bernstein. On écrit:

AL VA 2 H AN A 2 H
AN ot ) 4 (B bt 8o )
et donc:
AL ] H
b2, " ZBA (d9)b.4 (to, 20 + AN (néoT))
—I-ZBA b (Ve AL, (Y DY AZ) = by (to, 20 + L(msog))
z4+ 1 z 9 Ai\ft T 9

De I'approximation par les polyndmes de Bernstein on sait que pour toute fonction continue
f:[0,1] — R, la fonction fV = ZZ 0 BNf( ) converge uniformément vers f quand N tend
vers +oo. La fonction b étant continue, I expression :

Ny
- H

BAY (dy)b (1 (o
2)0,4 0720‘|‘A (770 ))s

converge vers la valeur:
b+ (to, z0 + dz(ﬁ%%)) = b,y (to, 20 + doc2),
quand AN tend vers +occ.
On va maintenant utiliser la convergence uniforme, on a:
Ve, 3N > 0;¥ N, > N.,¥(t,2) € [0,T] x [0, H], b Lt 2) —bag (L, 2)| < e
En utilisant I'uniforme continuité sur [0,77] x [0, H] de b., on a aussi:

Ve, 3 557v (th $1)7v (tz, $2)7 d((th $1)7 (tz, $2)) < 55 = |bZ_|_(t17 Zl) — bz+(t27 2’2)| < €.
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D’autre part comme:
lto — ny fAt| < At,

et:
' H i t t ] ]
N, . 0 0 0 0
‘4 i)Az § < Azt Ae—||—=-|=|+—=|-—
|(iy " + 1) ZO+An (ndo— )| s Azt ZAnNt ({At {AtJ +AtJ At)’
< 3Az,
on a aussi:
Ve, IN. >0V Ny > Noy b (AL (10 4+ 6)Az) — by (0 AL, (10 + ) Az)| < &,
b1 (AL (1D 4 1) Az) = by (to, 20 + oc2)| < e.
et donc:

Ve, dN. > 0;V N; > N,, |biv_|t_(n1 YA, ( P i)Az) = by (to, 20 + doca)| < 2e.

et donc I’expression :

Z BA (biﬁ(nl AL (1 1) A2) = by (to, 20 + ﬁ(n%%))) 7
converge vers zéro lorsque N, tend vers +oo.
On vient de montrer que la relation:
b+ (to + do, 20) = b4 (to, 20 + c200), (3.74)

est vérifiée pour tout &, € [0, max(7, —)], et pour tout couple (¢, zo) Vérifiant:
C2

H
Zp € [O,H— 77(;07], tg € [O,T— (So]
C’est a priori insuffisant car on veut prouver cette relation pour tout couple (%, z) vérifiant:
Zp € [O,H— 0250]7 tg € [O,T— (So]

Mais on peut scinder I'égalité (3.74) en deux parties:

) ) )
by (to+ 50720+0250) = bz+(t0720—|-0250)
5o )
bot(to+ do,20) = by(to -I- ) 50)

Qui sont des relations que I’on a montrées pour :

H - —
Zp € [07 Co 5 ] 5 ]
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En poursuivant ce raisonnement on arrive a montrer que la relation (3.74) est vérifiée pour :

1]
z0 €10, H — 0250[.

Et comme la fonction b.,. est continue, par passage a la limite, elle est encore vraie pour:

1]
z0 €10, H — 0250].

Ce résultat va nous permettre d’étudier la convergence de certains schémas. Le lemme 6
prend comme hypothese que la solution limite u (¢, z) etu (¢, z) est continue sur [0, T x [0, H].
On ne peut donc appliquer ce résultat que pour les problemes régularisés, c’est a dire pour une
condition de contact régularisée et pour une condition de frottement perturbée.

Pour simplifier, on ne va donner de résultats que pour les schémas construits a partir du
schéma d’Euler implicite, bien qu’ils s’étendent facilement aux schémas construits a partir du
schéma d’Adams-Moulton.

Proposition 23 Si les hypotheses suivantes sont satisfaites:
— lacondition initiale u, est dérivable a dérivée lipschitzienne,

— la condition initiale u; est lipschitzienne,

N, ..
— le rapport n = Vt est constant et respecte la condition :

z

alors le schéma (SCI)(SCIV)(SCVII) est convergent.

Preuve:

Soit toujours gfft (t,z),ul(t, 2) les interpolées linéaires de la solution discréte calculée par
le schéma (SCI)(SCIV)(SCVII). D’aprés les proposition 18 et 21 ces fonctions sont bornées dans
(L>([0, T] x [0, H]))? indépendamment de N, et de plus il existe des constantes C; et C'y qui ne
dépendent que des conditions initiales telles que:

max ([l N =N [ CuF N — )

OSZSNZ_I " Ll i il
<Cy max (luy((i+ DAY — 1w, A, | Coag (i + 1) A1) = COug ((AD]) + CuAt.
Comme on a supposé que u, est dérivable a dérivée lipschitzienne et que u;, est lipschitzienne,
on en conclut que g]ft et g{? sont bornées dans (W!°>°(]0, T[x]0, H[))® indépendemment de N;.
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D’apreés le théoréme de Rellich-Kondrachov (voir [1] par exemple) I'espace W= (]0, T[x]0, H])
est inclus de maniére compacte dans I’espace C([0,7] x [0, H]) des fonctions continues sur
[0,T] x [0, H]. Donc de la suite (ut ,u’¥*)N, On peut extraire une sous-suite (uNt )N/ qui
converge uniformément vers un couple de fonctions continues (v , u . ).

Par application du lemme 8, on sait que u (¢, z) et u _ (¢, z) satisfont aux relations (3.2)-(3.7)

sur les droites caractéristiques. En particulier pour t < —, on a:

C2
bl’+( ) ) = Up (Clt) + Clazuxo(clt)7
byt (6,0) = uyi(ert) + c10:uyo(ert),
bZ-I—( ) ) = Un (C2t) + €30, U (Cgt).

et du fait de la convergence uniforme, les fonctions bﬁ(., 0), bﬁ( 0) et bz+( 0) convergent

uniformément vers les valeurs respectives wu,; (c1t) + ¢10.ugzo(c1t), uyi(ert) + c10uy0(crt) et
U1 (Czt) + CQ@ZUZ()(CQt).
L’expression du schéma d’Euler implicite est:

n ! R n 1 R n
LN (0 N4 A +1N)+ L+ — 0 Nt—|—Atb0 +1N)_7
I+ —
n
' A 2G n ! n !
grtLN, ‘|;2 (bS;“’Nt B US,} +1,Nt)7

OntLN o 0N Alﬁ(G(bo,nH,Nt’_ WO N
=Tt —Tt ¢y T+ =Tt

=N N Y () i (a9 Y ())),

gui peut se récrire comme suit :

0,n,N/

u(z),n-l—l,Nt’ ( 0,n,N/ t—I—Ath+(tn+1 )) + Z-I—l N/7

" 1
+ Ath.y (174,0)), + A

/ A+ 2G
Sn—H’Nt - —I;z (bZ‘I' (tn+17 0) - (z)?-l_l gl )7
1 At G !
nt+1,N, N, n+1,N,
W e N T b (7 0)- Y

= SN (|l N V() [ DN V(1)) e

Tt

Ce schéma est un schéma d’Euler implicite pour le problémes de Cauchy correspondant a
I’équation différentielle (3.14) et au probléme de Cauchy (3.23). D’apres le théoréme 5 ce schéma
est convergent si les valeurs de ¢, LN , et e”“ N vérifient :

lim | max (leg™ ], 12 ™))

=0,
Nt—>OO 1< <N
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ce qui est le cas car on peut donner les estimations suivantes:

n,N} 1 n On—l—th
M) < (b (7, 0) - !
I+ —
1
< 2AHbuy (t7T, 0) — b2 TN,
n,N} At G A+ 2G " on_|_1 N/
ller = — (5 + = lmlleo)llbr (¢ ,0) - I;

et on sait que les fonctions bﬁ(., 0) et bgi(., 0) convergent uniformément respectivement vers
bry(.,0)etb.o(.,0). "
On peut donc en conclure que pourt € [0, —] la fonction u(¢,0), ; est la dérivée par rapport

au temps de I'unique solution du probleme de Cauchy associé a I’équation différentielle (3.14)
et la fonction u(¢, 0)r; est I'unique solution de (3.23). Le lemme (8) assure par ailleurs que les
fonctions w ,(¢, z) et u , (¢, z) satisfont aux relations (3.2)-(3.7) sur les droites caractéristiques. Par
unicité de cette solution, on en conclut que toutes les sous-suites uniformément convergentes
de la suite (u]tVf, u¥*) N, converge vers (u,, u ), ce qui est suffisant pour dire que toute la suite
(u]tvt7 u¥*) v, converge uniformément vers (u bl

|

3.6 Expériences numériques

Nous présentons maintenant quelques expériences numeériques sur le probleme unidimen-
sionnel. Le schéma numérique utilisé est le schéma (SCI) (SCIHII) (SCVIII). Les paramétres du
matériau correspondent a ceux d’une petite piéce métallique (A = 107 x 1(° Pa, G = 77 x 10° Pa,
p = T800K g/m?>) de hauteur 5cm.

3.6.1 Essai numérique de convergence

On teste ici la stabilité et la convergence du schéma (SCI) (SCHI) (SCVIII) sur un exemple.
La convergence de ce schéma n’a pas été montrée théoriquement. Pour avoir un test complet,
on prend un cas ou la pression de contact varie et ou il y a des événements de décollage de la
structure, c’est a dire des moments ou le contact est rompu. Le paramétre de perturbation de la
condition de frottement est fixé a une valeur constante (¢ = 10.0).

. e At
On fait le calcul pour des valeurs différentes de At et Az avec un rapport s constant et
z
inférieur a la condition C.F.L. indiquée précédemment.

Dans le tableau suivant on résume les valeurs de At et Az utilisées ainsi que les écarts
maximaux respectifs de la vitesse tangentielle et du déplacement normal entre deux résultats
numeériques successifs.
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Expérience At Az |07 — o oo | (e — w27 oo
1 1077 1074
2 4%x107% [ 4x107° 0.3678 2.5342 x 107°
3 10°8 10~° 0.1277 9.2298 x 10~7
4 4x107? [ 4x1076 0.0905 7.1579 x 10~7
5 1079 10-6 0.0237 2.8334 x 10~

Les écarts maximaux en pression de contact ne sont pas donnés car, dans le cas qui est cal-
culé, la solution du probléme initial n’est pas continue en pression de contact, et il ne peut donc
pas y avoir de convergence uniforme. Les figures 3.11, 3.12 et 3.13 montrent respectivement la
pression de contact, la vitesse tangentielle et le déplacement normal des différentes solution

calculées.

pression de contact

x 10

35K

N
o
T

N
T

=
o
T

051

I
0.5 1 15 2 25 3

temps (sec.)

F1G. 3.11 — Pression de contact en fonction du temps.
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vitesse (m/sec.)

déplacement (m)

. 3 3.5 4 4.5 5
temps (sec.)

FiG. 3.13 — Déplacement normal au point de contact en fonction du temps.
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3.6.2 Comportement lorsque ¢ diminue

Pour étre dans un cadre plus large que celui du théoréme 6 on choisit une condition initiale
telle que le déplacement vertical n’est pas constant en temps. On la choisit telle que la pression
de contact oscille de maniére sinusoidale. La solution en déplacement vertical étant indépen-
dante du coefficient de perturbation <, on donne, sur la figure 3.14 le résultat de la simulation
pour la pression de contact au cours du temps. Les calculs ont été effectués avec un nombre
de pas en espace constant N, = 200 et un pas de temps constant tel que I’'on soit proche de
la condition C.F.L. correspondant aux ondes de compression (At = 2 x 107%sec.). Le léger af-

faiblissement de I'amplitude des oscillations en pression de contact est dd a la dissipativité du
schéma de Lax-Wendroff.

2.75e+07 T T T T T

2.7e+07 - b

2.65e+07 - N

T

2.6et07 b

T

2.55e+07 b

Pression de contact (en N/m2)

2.5e+07 b

2 45e+07 1 1 1 1 1 1 1
0 1e-05 2e-05 3e-05 4e-05 5e-05 6e-05 7e-05 8e-05

temps (en sec.)

F1G. 3.14 — Pression de contact en fonction du temps.

La figure 3.15 représente une série de simulations pour des valeurs du paramétre de pertur-
bation ¢ qui diminuent. Le coefficient de frottement utilisé est toujours celui donné par (1.8) du
chapitre 1. Dans chaque graphique, la courbe en pointillé représente la solution du probleme
non perturbé sélectionnée par le critere de retard maximal. Numériquement, on constate un
phénomeéne de convergence, quand ¢ diminue. Ce qui semble indiquer que le résultat du théo-
réme 6 peut étre étendu a des cas ou la pression de contact vari