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Introduction

La simulation de l’éclairage, et plus généralement les méthodes de calcul des échanges
radiatifs, interviennent dans de nombreux domaines comme l’architecture, la réalité vir-
tuelle, les jeux vidéo, la simulation botanique, le séchage infra-rouge, les réseaux de té-
lécommunication, l’acoustique. Appliquée à la réalité virtuelle et aux jeux vidéo, la si-
mulation de l’éclairage permet d’obtenir des images réalistes. En architecture, urbanisme,
acoustique ou en télécommunication par ondes radio, la simulation d’environnements com-
plexes offre la possibilité d’étudier les caractéristiques optimales du modèle sans payer le
prix d’une étude expérimentale sur le terrain. L’intérêt de la simulation devient évident dans
des domaines où une telle étude est impossible. C’est le cas de la simulation botanique, qui
prend en compte la quantité de lumière reçue par les plantes pour en modéliser la croissance
sur plusieurs années.

Les méthodes de simulation de l’éclairages ont cependant un coût de calcul qui n’est
pas négligeable. Dans toutes ces applications, ce coût apparaît comme un facteur limitant,
et ne peut être réduit que par le biais d’approximations diverses, au prix d’une diminution
de la qualité du résultat. La recherche de ce compromis entre la qualité et la rapidité d’une
simulation est ce que nous appelons le contrôle de la précision.

Dans les différents domaines d’application que nous avons cité, la position de ce com-
promis n’est pas la même : en réalité virtuelle, ou dans les jeux vidéo, nous nous contentons
en effet d’un calcul grossier pour pouvoir remplir des conditions d’interactivité. A l’opposé,
pour une simulation précise de l’éclairage dans une pièce, en vue de choisir le revêtement
des murs ou le type des lampes en fonction d’effets subtils de l’éclairage, nous fournirons
un effort de calcul important.

La notion même dequalité de la simulationintervenant dans le contrôle de la précision
diffère d’une application à l’autre. Au cinéma, par exemple, une grande importance est
attachée à l’aspect visuel de la simulation en fonction de critères humains : une scène
éclairée avec des lampes supplémentaires mais invisibles ne choque pas le spectateur, alors
qu’une balle projetant une ombre carrée ne passera pas inaperçue. Dans d’autres domaines,
en revanche, les artefacts visuels n’ont aucune importance et la notion de qualité admet une
définition différente : pour une simulation botanique physiologique, connaître précisément
la quantité totale de lumière reçue par chaque feuille d’une plante importe plus que d’éviter
les discontinuités d’une représentation discrète de l’éclairage.

Une des qualités essentielles demandées à une méthode de contrôle de la précision est
la possibilité de proposer à son utilisateur un positionnement continu, entre une simulation
précise et longue à calculer, et une solution approximative obtenue en un temps interactif.
En architecture, par exemple, on peut avoir besoin d’une estimation rapide de l’éclairage
dans une pièce pour régler la position des meubles, puis effectuer une simulation plus pré-
cise pour observer l’impact sur l’ambiance lumineuse, des matériaux et luminaires utilisés.

Dans une simulation de l’éclairage par laméthode de radiosité, le coût total du calcul
est constitué à plus de 90% de l’évaluation des relations de visibilité entre les objets. Le
contrôle de la précision au détriment du temps de calcul passe donc inévitablement par
des approximations de la visibilité. Nous nous posons alors la question de savoir prévoir
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l’impact de telles approximations sur la qualité d’une simulation de l’éclairage. Négliger
les phénomènes de visibilité crée tout d’abord des erreurs locales, comme par exemple la
disparition d’une ombre. Les méthodes de simulation de l’éclairage modélisent cependant
l’équilibre global des interactions lumineuses. De ce fait, une approximation de la visibilité
entre deux objets répercute une certaine erreur, surplus ou manque de lumière, dans toute
la scène. Dans ce travail, nous avons tenté d’apporter des réponses à la question du contrôle
de la précision en simulation de l’éclairage, par approximation de la visibilité : nous avons
tout d’abord étudié l’impact de ce type d’approximation, en vue de connaître par avance la
latitude qu’ont les algorithmes de calcul de transferts d’énergie locaux dans l’usage de ces
approximations. Nous avons ensuite défini de tels algorithmes, capables de transformer au
mieux, dans les limites fixées, du temps de calcul en précision.

Dans une première partie, nous poserons les bases d’algorithmes performants de simula-
tion de l’éclairage, oualgorithmes hiérarchiques de calcul de la radiosité. Nous étudierons
ensuite plus particulièrement, l’impact des approximations de la visibilité sur la précision
des images. Nous verrons tout d’abord comment une mesure purement analytique de l’er-
reur peut conduire à un contrôle mathématique de la précision. Nous établirons pour cela
un lien entre la qualité, mesurée mathématiquement, d’une solution de radiosité et les ap-
proximations des transferts d’énergie intervenant dans les méthodes hiérarchiques de ra-
diosité. Associée à un algorithme de contrôle de l’erreur sur le calcul de chaque transfert
d’énergie, cette approche rend alors possible le calcul une solution répondant à des critères
de précision quantitatifs. Nous présenterons dans la deuxième partie de ce travail de tels
algorithmes, basés sur une formulation hiérarchique de la visibilité.

Nous savons cependant que les erreurs auxquelles la perception humaine est sensible
ne peuvent pas être caractérisées par une simple distance mathématique entre une solution
calculée et une solution de référence, notamment parce qu’une telle approche ne détecte pas
les mêmes types d’erreur que l’œil humain. Le contrôle de la précision selon des critères
perceptifs de qualité doit en effet faire appel à une mesure spécifique de l’erreur.

Nous proposons dans une troisième partie, plusieurs approches du contrôle des approxi-
mations de la visibilité, basées sur une mesure perceptive de l’erreur. Nous nous intéresse-
rons plus particulièrement à la synthèse artificielle des ombres, à partir de caractéristiques
statistiques ou morphologiques des obstacles qui les créent. Nous présenterons notamment
une méthode de synthèse des ombres, basée sur l’utilisation de l’opération de convolution
et qui a l’avantage de produire des images implicitement dépourvues d’artefacts visuels.

Les méthodes hiérarchiques de radiosité utilisent généralement une seule approche du
contrôle de la qualité pour simuler à la fois la répartition globale de l’énergie lumineuse
et des détails d’ombres très fins. Comme nous venons de le voir, ces deux aspects d’une
simulation de l’éclairage requièrent des algorithmes de contrôle de la précision de diffé-
rente nature. Nous présenterons dans une dernière partie, comme synthèse de nos travaux,
un algorithme hiérarchique de radiosité prenant en compte cette nécessité. Dans ce nouvel
algorithme, la répartition globale de l’énergie lumineuse est simulée par une méthode clas-
sique de contrôle de la précision, alors les ombres fines, qui influent peu sur l’équilibre final
de l’énergie lumineuse et qui nécessitent en revanche un traitement adapté, sont calculées
grâce aux méthodes présentées à la partie III. Nous verrons que l’algorithme obtenu est
capable de calculer très rapidement des simulations de l’éclairage de haute qualité visuelle,
et offre un réglage efficace du temps de calcul en fonction de la précision.
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Chapitre 1

Étude de la radiosité hiérarchique

AVANT de présenter dans ce chapitre le principe des méthodes hiérarchiques de ra-
diosité, nous commencerons par définir différents termes et quantités habituelle-
ment utilisés en simulation de l’éclairage. Nous établirons ensuite une relation

traduisant l’équilibre des échanges d’énergie lumineuse dans une scène. L’équation obte-
nue sera résolue grâce à la méthode de radiosité que nous étendrons ensuite à sa version
hiérarchique.

1.1 Principe de la méthode de radiosité

La méthode de radiosité est une méthode d’éléments finis de typeGalerkinappliquée à
l’équation d’équilibre des échanges lumineux. En voici le principe.

1.1.1 Définitions

Cette section présente quelques notions et notations essentielles attachées à la repré-
sentation de la lumière et à son interaction avec l’environnement.

(a) Repérage des rayons lumineux

Dans l’air et dans le vide, la lumière se propage en ligne droite. Les trajectoires des
rayons lumineux sont donc représentées par des droites deIR3, et leur direction de propa-
gation par des vecteurs deIR3, que nous repérerons par leurs coordonnées polaires, comme
indiqué sur la figure 1.1.

y
x

V

z

o

ϕ

θ

FIG. 1.1:Coordonnées polaires pour un vecteur v de IR3. Les anglesθ et ϕ appartiennent
respectivement à[0;π] et [0;2π]
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(b) Angle solide

La notion d’angle solideest une généralisation à la dimension trois de la notion d’angle :

Définition 1 L’angle solideω sous lequel on voit une surface S d’un point P est l’aire de
la projection de S sur la sphère unité centrée en P.

Cette définition admet une analogie en dimension deux, où l’angleθ sous lequel on
voit une surfaceL à partir d’un pointP peut également être défini comme la longueur de
la projection deL sur le cercle unité de centreP. Cette analogie est représentée sur la
figure 1.2.a1. Un angle solide infinitésimaldω représente donc une fraction infinitésimale
de rayons lumineux issus d’un point.

ω

r = 1 θ

r = 1 θ

dω

Sr

FIG. 1.2:(a) L’angle solideω défini comme la mesure de la projection d’un objet sur une
sphère unité en deux et en trois dimensions. (b) Approximation de l’angle solide pour une
petite surface. Voir note de bas de page.

LorsqueδSest une petite surface d’aireδA, située à une distancer du pointP, suffisam-
ment grande, l’angle solidedω sous lequel on voitδSdepuisP peut être asymptotiquement
approché par (C.f figure 1.2.b) :

dω =
δAcosθ

r2 (1.1)

(c) Radiance

L’énergie lumineuse est désignée sous le terme deradiancedont la définition s’énonce
ainsi :

Définition 2 On appelleradiancela quantité d’énergie lumineuse L(x;θ;ϕ) se propageant
en un point x de l’espace dans une direction(θ;ϕ) donnée, par unité de temps, d’angle
solide, et d’aire perpendiculaire à la direction de propagation.

L’énergie lumineuse associée à un pinceau lumineux d’angle solidedω traversant une
surface d’airedx pendant un tempsdt, et dans la direction(θ;ϕ) vaut donc

L(x;θ;ϕ)cosθdxdωdt

où cosθdxest l’aire dedxprojetée dans la direction caractérisée par(θ;ϕ). (C.ffigure 1.3.a)

(d) Réflectance

Dans le cas le plus général, un pinceau de lumière de radianceLi(x;θ;ϕ), d’angle solide
dω arrivant en un pointx d’une surfaceS se réfléchit dans toutes les directions du demi-
espace tangent àSenx suivant la loi de réflectivité (C.f figure 1.3.b) :

L(x;θ0;ϕ0) = ρg(x;θ0;ϕ0;θ;ϕ)Li(x;θ;ϕ)cosθdω (1.2)

1Les figures 1.2, 1.3 et 1.4 sont extraites du livre deFrançois Sillion et Claude Puech, Radiosity and Global
Illumination [SP94]
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θ

φ
dx

θ

φ

0θ

0φ

dω

FIG. 1.3:(a) Incidence d’un rayon lumineux sur une surface. (b) notations pour la réflec-
tance. Voir note de bas de page, page 20.

Suivant le type du matériau rencontré, la fonction de réflectanceρ peut être assez com-
plexe. On distingue cependant deux cas très simples : les surfaces idéalement spéculaires
et les surfaces idéalement diffuses.

Définition 3 Une surface S est diteidéalement spéculairesi elle ne renvoie de la lumière
que dans la direction de réflexion donnée par la loi de Descartes (θ0 = θ,ϕ0 = ϕ�π). On
a alors :

L(x;θ0;ϕ0) = ρg(x)Li(θ0;ϕ0+π [2π])cosθ0

Une telle surface se comporte donc comme un miroir parfait. Ce modèle de réflectance à
été essentiellement utilisé dans les méthodes de lancer de rayon [Whi80, GAC+88, HH84].

Définition 4 Une surface est diteidéalement diffusede réflectivitéρ(x), en x, si un pinceau
de lumière arrivant en x est réfléchi uniformément dans toutes les directions du demi-espace
tangent à la surface en ce point.

Dans ces conditions, laloi de réciprocité, qui stipule que la lumière se comporte indé-
pendamment de son sens de propagation impose alors que l’intensité lumineuse réfléchie
est également indépendante de la direction d’incidence :

L(x;θ0;θ0) = ρg(x)Li(x;θ;ϕ)cosθdω

Il est alors d’usage de poser :

ρ(x) = πρg(x) (1.3)

La quantitéρ(x) est appelée réflectance diffuse deSenx. On a entre autres

ρ(x) 2 [0;1]

De nombreux domaines de la simulation de l’éclairage utilisent ce modèle de réflec-
tance. Nous l’utiliserons également tout du long de ce document, sauf cas particulier ex-
pressément signalé. Dans le cadre de la simulation de l’éclairage par laméthode de radio-
sité, que nous introduirons plus loin, cette hypothèse est souvent accompagnée d’une autre
hypothèse selon laquelle les sources de lumière émettent uniformément dans toutes les di-
rections. Dans la réalité, les surfaces purement diffuses sont plutôt rares (Peintures mates,
papier,...).

Dans le cas où toutes les surfaces sont idéalement diffuses et toutes les sources émettent
uniformément dans toutes les directions, il est facile de montrer que la radiance en un point
x d’une quelconque surface de la scène, ne dépend plus de la direction(θ0;ϕ0) [SP94].
Nous la noterons doncL(x).
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(e) Radiosité

Les termes deradiosité, irradiance et émittancedéfinis dans cette section désignent
dans différents contextes, l’énergie lumineuse totale arrivant ou repartant d’un pointx :

Définition 5 On appelleradiositéla puissance lumineuse totale émise par unité de surface
en un point x, intégrée sur toutes les directions du demi-espaceΩ tangent à la surface
considérée en x :

b(x) =
Z

Ω
L(x;θ0;ϕ0)cosθ0dω

La radiosité s’exprime donc enWatt.m�2. Dans le cas de surfaces idéalement diffuses,
un calcul simple montre que l’on peut écrire [SP94] :

b(x) = πL(x) (1.4)

La radiosité rend par ailleurs compte de la quantité de lumière perçue par l’oeil. C’est
donc la quantité qui est généralement calculée en simulation de l’éclairage.

Définition 6 On appelleirradiancela puissance lumineuse totale par unité de surface arri-
vant en un point x, intégrée sur toutes les directions du demi-espaceΩ tangent à la surface
considérée en x :

b(x) =
Z

Ω
Li(x;θ0;ϕ0)cosθ0dω

Lorsque la radiosité est directement émise par la surface, plutôt que simplement réflé-
chie, on parle alors d’émittance. Par analogie avec l’équation (1.4), cette quantité, notée
e(x) est calculée à partir de la radiance émiseLe(x) au pointx par :

e(x) = πLe(x) (1.5)

1.1.2 Équilibre des échanges lumineux

Nous allons maintenant établir une équation traduisant l’équilibre des échanges d’éner-
gie lumineuse dans un environnement dont on connaît la réflectance idéalement diffuse et
l’émittance en tout point.

(a) Équation d’équilibre

Plaçons nous en un pointx d’une surfaceS. La radiance issue dex peut être décompo-
sée en deux termes : un terme d’émission propreLe(x), qui est non nul si x est situé sur une
source de lumière ; un terme correspondant à la radianceLi(x;θ;ϕ) issue de pinceaux lu-
mineux provenant de toutes les directions incidentes enx à la surface et qui se réfléchissent
enx, selon la loi (1.2). Cette égalité s’exprime donc comme :

L(x) = Le(x)+ρg(x)
Z

Ω
Li(x;θ;ϕ)cosθdω (1.6)

La radianceLi(x;θ;ϕ) provenant nécessairement d’un autre pointy de la scène (C.f figure
1.4 pour les notations), et étant uniforme le long d’un rayon lumineux, nous pouvons écrire
que :

Li(x;θ;ϕ) = L(y)

L’intégrale intervenant dans l’équation (1.6) peut alors être reformulée en sommant sur tous
les pointsy de la scène :

L(x) = Le(x)+ρg(x)
Z

y2S
L(y)v(x;y)cosθdω (1.7)

Les pointsx et y ne se faisant pas automatiquement face, on introduit la fonctionv(x;y),
valant 1 ou 0 selon six et y sont, ou ne sont pas, mutuellement visibles.
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Grâce aux relations (1.1) et (1.3), nous obtenons :

L(x) = Le(x)+ρ(x)
Z

y2S
L(y)

cosθcosθ0

πr2 v(x;y)dy

Puis, grâce à (1.4) et (1.5), nous trouvons :

b(x) = e(x)+ρ(x)
Z

y2S
b(y)

cosθcosθ0

πr2| {z }
k(x;y)

v(x;y)dy (1.8)

Cette équation, appeléeéquation de radiositétraduit l’équilibre des échanges lumineux
dans une scène : la radiositéb(x) issue dex est égale à l’émittancee(x) enx plus la radiosité
issue de la contribution de tous les autres points de la scène visibles depuisx, pondérée par
un terme géométriquek(x;y) prenant en compte la distance entrex et y ainsi que l’orienta-
tion relative des surfaces qui les portent. Le termek(x;y) est également appelénoyau de la
radiositéen(x;y).

Connaissant l’emplacement des sources de lumière (i.e la fonctionx 7�! e(x)) et la
géométrie de la scène, cette équation définit implicitement la radiositéb(x) en tout pointx
de la scène.

φ
x

y
θ'

φ'

θ

r

FIG. 1.4:Distance et angles associés à un couple de points mutuellement visibles. Voir note
de bas de page, page 20

(b) Traitement de la couleur

Nous n’avons pas jusqu’à maintenant parlé de couleurs. L’équation (1.8) n’est en ef-
fet valable que pour une longueur d’onde donnée et toutes ses quantités sont définies par
unité de longueur d’onde. Pour obtenir une simulation en couleur, il suffit de discrétiser le
spectre de lumière visible et résoudre l’équation de radiosité pour chaque longueur d’onde
choisie. La nouvelle équation se décompose donc en autant d’équations que de longueurs
d’ondes considérées. Elle peut être également regardée comme une seule équation dont
l’inconnue est une fonction à valeurs dansIRn, et dans laquelle le produit entre le vec-
teur de réflectances et le vecteur des intensités correspondant à chaque longueur d’onde
s’effectue composante à composante. Cette modélisation suppose cependant qu’il n’y a
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aucun transfert d’énergie entre les différentes longueurs d’onde (phénomène appeléfluo-
rescence), ce qui permet de conserver l’indépendance des équations pour les différentes
longueurs d’onde. Une telle supposition ne limite cependant pas notablement la modélisa-
tion d’effets de transferts de couleurs (color bleeding) [GTGB84], puisque la couleur des
surfaces,i.e leur réflectance, est la plupart du temps composée de plusieurs des longueurs
d’onde de base.

Sur les écrans d’ordinateurs, les couleurs sont rendues par mélange de trois longueurs
d’onde de base : le rouge, le vert et le bleu. On résout donc l’équation de radiosité, dans la
plupart des implémentations, pour une fonction à valeur dansIR3. La solution est donc en
chaque point un triplet de valeurs (rouge, vert, bleu).

1.1.3 Discrétisation

Excepté dans de très rares cas d’école [SP94], on ne connaît pas de solution analytique
à l’équationintégrale (1.8). On approche généralement la solution de cette équation par
une méthode de collocation [AC97] ou une méthode d’éléments finis, dont fait partie la
méthode de radiosité.

La méthode de radiosité est plus précisément uneméthode de Galerkin. Elle consiste
donc à approcher la solutionb par un élémentb d’un sous-espace vectoriel des fonctions
continues par morceau surS, de dimension finie. On choisit généralementb polynomiale
par morceaux. Nous présentons ici brièvement la démarche de discrétisation correspondant
à des polynômes de degré 0. Bien que des travaux aient été réalisés en utilisant des po-
lynômes de degré supérieur [Zat93, TM93], cette approximation est la plus couramment
utilisée.

NotonsE l’ensemble des fonctions uniformes par morceaux surS. Plus précisément,
nous pavonsS par des sous-surfacesAi d’aire non nulle et partageant leur frontière avec
leurs voisines, et approchons la solutionb par une fonction uniforme sur chaqueAi . La
figure 1.5 donne un exemple d’une telle discrétisation.

FIG. 1.5:Exemple de scène discrétisée. Une scène constituée de 6 polygones(à gauche)a
été discrétisée en525surfaces élémentaires sur lesquelles la radiosité est approchée par
une valeur uniforme.

Notonsai l’aire deAi et posons

ϕi(x) =
1p
ai

1Ai (x) =

(
1p
ai

si x2 Ai

0 sinon

Alors (ϕk)k2IN est une famille libre orthonormée pour le produit scalaire

< f ;g>=

Z
S

f (x)g(x)dx
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Soitb(x) =
N

∑
i=1

Biϕi(x) la meilleure approximation deb(x) dansE au sens des moindres

carrés. Nous avons alors

8i 2 INn < b�b;ϕi >= 0

i.e

8i 2 INn Bi =
Z

Ai

b(x)dx

En appliquant cette relation aux deux membres de l’équation (1.8), nous obtenons :

Bi =
1
ai

Z
Ai

e(x)dx| {z }
NotéEi

+
1
ai

Z
Ai

Z
S
b(y)v(x;y)

cosθcosθ0

πr2 dxdy

Les Ai ne forment pas une partition deS, mais à part au niveau des frontières entre
ces éléments, qui forment un ensemble de mesure nulle, tout pointy est contenu dans
exactement une surfaceAj . Nous avons donc

Bi = Ei +
1
ai

Z
Ai

N

∑
j=1

Z
Aj

b(y)v(x;y)
cosθcosθ0

πr2 dxdy

D’autre part, surAj , la radiosité s’écrit

b(x) = Bj +∆Bj

où ∆Bj désigne l’écart de la radiosité à sa moyenne surAj .
Si b est continue surAj , alors l’approximationb(x)#Bj est asymptotiquement “exacte”

quand le diamètre deAj tend vers 02. Nous pouvons donc asymptotiquement approcher la
solution de l’équation de radiosité continue par l’élément deE dont les composantesBi

vérifient la relation suivante :

Bi = Ei +
1
ai

Z
Ai

N

∑
j=1

Z
Aj

Bjv(x;y)
cosθcosθ0

πr2 dxdy

i.e :

8i 2 INN Bi = Ei +ρi

N

∑
j=1

BjFi j avec Fi j =
1
ai

Z
Ai

Z
Aj

v(x;y)
cosθcosθ0

πr(x;y)2 dxdy (1.9)

Les quantitésFi j appeléesfacteurs de forme, traduisent la contribution de chaque sur-
faceAj à la radiosité de la surfaceAi . Pour obtenir les valeursBi , il suffit donc de former et
résoudre le système linéaire (1.9), ce que nous expliquons dans la section suivante.

1.1.4 Résolution de l’équation discrète

Pour former le système linéaire (1.9), il faut tout d’abord calculer les valeurs des fac-
teurs de formeFi j . En (a) nous donnerons plusieurs méthodes de calcul des facteurs de
forme auxquelles nous nous référerons tout au long de ce document. En (b), nous traiterons
de la résolution du système proprement dit.

2La convergence est alors en norme infinie. Lorsque l’aireai tend vers 0, elle n’est qu’en normeLp
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(a) Calcul des facteurs de forme

Lorsquev est uniforme surAi �Aj , les surfacesAi et Aj sont ditestotalement invi-
sibleslorsquev� 0 ettotalement visibleslorsquev� 1. Ces deux situations sont les seules
dans lesquelles on connaît une expression analytique du facteur de forme entreAi et Aj .
Dans les premier cas, il est nul, dans le second, une formule analytique, complexe mais
utilisable en pratique, donne sa valeur [SH93]. Cette expression analytique, que nous ne
donnerons pas ici, est obtenue à partir de la formulation suivante du facteur de forme basée
sur l’intégration le long des contoursCi etCj des surfacesAi et Aj :

Fi j =
1

2πai

I
Ci

I
Cj

logr(x;y)
�!
dx:
�!
dy

Cette expression est elle même obtenue en appliquant la formule de Stokes à la forme
présentée sur l’équation (1.9) du facteur de forme. Notons que le fait même de déterminer si
un couple de surfaces appartient à une des deux catégories de visibilité uniforme nécessite
des calculs géométriques exacts [HW91a, TH93].

Les formules analytiques étant néanmoins numériquement coûteuses, on leur préfère
souvent l’approximation grossière suivante du facteur de forme, qui est d’autant plus justi-
fiée que les surfacesAi et Aj sont relativement éloignées :

Fi j # aj
cosθcosθ0

πd2

Dans cette expression,d désigne la distance entre les deux surfaces, mesurée par exemple
entre leurs centres respectifs.

Le facteur de formeFi j peut également être considéré comme la valeur moyenne surAi

du facteur de forme point-polygone, notéFx;Aj d’un pointx deAi versAj :

Fi j =
1
ai

Z
Ai

Fx;Aj dx avec Fx;Aj =

Z
Aj

cosθcosθ0

πr2 dy (1.10)

Lorsque la visibilité est uniformément égale à 1 sur le domaine d’intégration, une for-
mule analytique simple permet d’évaluerFx;Aj , lorsqueAj est un polygone :

Fx;Aj =
p

∑
k=1

n:γk avec γk = αi
Ri ^Ri+1

kRi ^Ri+1k
(1.11)

Les quantitésγi , Ri sont définies sur la figure 1.6. Le vecteur unitairen est la normale à
la surface contenantx.

Lorsque la visibilité est partielle, seuls une intégration numérique fine ou des calculs
géométriques poussés permettent d’obtenir des valeurs exactes du facteur de forme. L’inté-
gration peut être conduite surAi�Aj en échantillonnantk(x;y), ou bien surAi uniquement,
en échantillonnantFx;Aj . Dans le second cas on calcule analytiquementFxk;Aj sans tenir
compte de la visibilité, puis on le multiplie par une valeur moyenne de la visibilité dexk

versAj elle même obtenue par échantillonnage dev(x;y) :

Fi j #
1
ai

∑
k

VkFxkAj avec Vk =
1
N

N

∑
p=0

v(xk;yp)

Dans tous les cas, la visibilité rendant la fonction à intégrer discontinue, l’utilisation des
méthodes d’intégration à base d’interpolation polynomiale (Quadrature de Gauss, formules
de Newton-Cotes) n’apporte rien à la précision du résultat. On utilise plutôt des méthodes
de typeméthode des rectanglesavec une précision d’échantillonnage suffisante.

L’intégrale définissantFx;Aj peut également être approchée de façon efficace grâce à la
technique de l’hémicube[CG85], consistant à pré-calculer les facteurs de forme d’un point
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FIG. 1.6:Notations pour la formule du facteur de forme point-polygone.

situé au centre d’un cube vers des éléments de subdivision des faces d’un demi-cube, dont
la base est centrée en ce point (C.f figure 1.7). Pour calculer le facteur de forme d’un point
x vers une surfaceAj , on projetteAj sur l’hémicube et on ajoute la contribution précalculée
de toutes les facettes du cube dont le centre est dans la projection deAj . Cette technique a
l’avantage de permettre de traiter les cas de visibilité partielle : il suffit pour cela de projeter
également les obstacles potentiels entrex et Aj et de retirer les facettes masquées par cette
nouvelle projection.

jA

x

FIG. 1.7:Illustration de la méthode de l’hémicube.

Enfin, certaines méthodes sont basées sur l’énumération des relations géométriques liant
la source, le récepteur et les éléments faisant occlusion pour en déduire une expression
exacte du facteur de forme point-polygone ou même polygone-polygone [DDP97]. Des
méthodes analytiques permettent également de se situer à mi-chemin, en offrant de calculer
exactement le terme de visibilité moyenneVk intervenant dans l’intégration numérique du
facteur de forme [Tam92, Hec92, DF94]. Ces méthodes sont cependant difficiles à mettre
en œuvre et très sensibles à la précision numérique.

Le calcul des facteurs de forme est donc en général une opération coûteuse et approxi-
mative. En formant le système linéaire, il est cependant possible de faire l’économie du
calcul d’un certain nombre deFi j , en se basant sur les propriétés suivantes, qui découlent
rapidement de l’expression intégrale du facteur de forme :
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Propriété 1 Si Ai et Aj sont coplanaires, alors Fi j = 0.

Propriété 2 On a toujours aiFi j = ajFji .

Enfin, nous feront grand usage de la propriété suivante, qui traduit la conservation de
l’énergie dans la scène :

Propriété 3 Pour toute facette Ai, la somme des facteurs de forme vers toutes les autres
facettes Aj de la scène vérifie :

∑
j 6=i

Fi j � 1

En effet, nous pouvons écrire en tout point x de Ai, que :

∑
j 6=i

Fx;Aj =

Z
S

cosθcosθ0

πr2 v(x;y)dy

NotonsΩ l’ensemble des directions incidentes en x. En utilisant (1.1) on obtient :

Z
S

cosθcosθ0

πr2 v(x;y)dy �
Z

Ω

cosθ
π

dω

et Z
Ω

cosθ
π

dω =
1
π

Z
C (x;1)

ds

= 1

Dans cette dérivation,C (x;1) désigne le cercle de centre x et de rayon1 dans le plan de
Ai. L’élémentcosθdω peut en effet être lu comme l’aire de la projection d’un élément de
surface infinitésimal de la sphère unité centrée en x, sur le plan de Ai. L’intégrale vaut donc
l’aire du cercleC , i.e π.

Enfin,∑ j 6=i Fi j est la moyenne sur Ai de∑ j 6=i Fx;Aj . D’où le résultat.

(b) Résolution itérative

NotonsM la matriceN�N de terme général

mi j = ρiFi j

Le système (1.9) s’écrit alors

B= E+MB (1.12)

oùB est le vecteur des valeurs de radiositéBi et E celui des émittancesEi .
Ce système admet une unique solution à la condition nécessaire et suffisante que la

matriceI �M soit inversible,i.e [Atk89] que le rayon spectral deM vérifie

ρ(M)< 1

NotonsS∞ la norme matricielle engendrée par la normek:k∞ deIRN :

S∞(M) = sup
x6=0

kMxk∞

kxk∞
= max

i
∑

i
jmi j j

On a alors pour toute matriceA [Atk89] :

ρ(A)� S∞(A)
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D’autre part

S∞(M) = max
i

∑
j

jmi j j

= max
i

ρi ∑
j

Fi j

< max
i

ρi (grâce à la propriété (3))

< 1

Nous en déduisons l’existence d’une unique solution au système (1.9). Cette solution
est par ailleurs l’unique limite de l’itération linéaire de Jacobi :

B(n+1) = E+MB(n) (1.13)

Nous avons donc également :

B=

 
∞

∑
k=0

Mk

!
E

Le système linéaire (1.9) donnant les valeurs de radiositéBi sur les surfaces élémen-
taires est un systèmeplein au sens où relativement peu de ses coefficients sont nuls. Pour
une scène de taille moyenne, le nombreN de ses inconnues dépasse facilement plusieurs di-
zaines de milliers, ce qui rend totalement inapplicables des méthodes directes de résolution
de systèmes linéaires, dont le coût est enO(N3)3.

D’autre part, du fait que l’on se satisfait souvent d’une solution approximative, les
méthodes itératives (méthode deJacobi, deGauss-Seidel) dont le coût d’une itération est
O(N2), paraissent plus indiquées. La relationS∞ (M) < 1 assure la convergence des mé-
thodes itératives deJacobiet Gauss-Seidelpour résoudre le système (1.12). En pratique,
la méthode deGauss-Seidelest préférée à celle deJacobiparce qu’elle répartit plus rapi-
dement l’énergie dans la scène au cours des premières itérations, du fait qu’elle prend en
compte les valeurs calculées pour toutes les lignes précédentes à l’itération courante.

La méthode deGauss-Seideladmet une interprétation physique simple : pour chaque
ligne du système on effectue successivementBi = Ei +ρi ∑ j Fi j B j. Cela signifie que pour
chaque surfaceAi on ajoute àBi la contribution de la radiosité de toutes les autres surfaces
Aj .

Une autre méthode itérative, la méthode deSouthwell[SP94, GC93] est également
utilisée, et admet une interprétation physique “duale” : pour chaque surfaceAi , on ajoute à
toutes les autres surfacesAj la contribution deAi à la radiositéBj . Cette seconde méthode
a l’avantage d’illuminer très rapidement la scène au cours des premières itérations, si l’on
choisit de commencer par envoyer de l’énergie depuis les sources de lumière.

Le point de départB(0) des itérations linéaires n’influant par sur la limite de l’itération,
le vecteur initial des valeurs de radiosité est souvent choisi nul (ou égal au vecteur des
émittance). Un choix judicieux deB(0), anticipant la répartition générale de la lumière dans
la scène, permet cependant d’obtenir plus rapidement une image correcte [CCWG88].

1.2 Méthodes hiérarchiques de Radiosité

L’utilisation de méthodes hiérarchiques dans le cadre de la radiosité provient de l’ana-
logie avec les problèmes d’interaction àN corps, et fut introduite par Hanrahan [HSA91].
Nous décrivons dans cette section le principe de base de la méthode de radiosité hiérar-
chique, ainsi que celui d’une autre méthode hiérarchique plus générale : leclustering.

3Dans le cas de la méthodeGauss, son instabilité suffit à la rendre inutilisable pourN> 100
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1.2.1 Principe

Dans des scènes de complexité moyenne (1000 polygones et plus), la méthode de radio-
sité est rapidement saturée par la finesse du maillage nécessaire pour reproduire les ombres
des objets, ou simplement prendre en compte les variations de l’éclairage sur des polygones
de grande taille. Cela vient du fait que, dans la méthode de radiosité, le maillage est affiné
indépendamment pour les contributions de toutes les surfaces à la radiosité d’un élément.
Par exemple, lorsque deux surfacesAi et Aj sont très proches il peut être nécessaire de
subdiviserAi pour y calculer la contribution deAj avec suffisamment de précision (C.f fi-
gure 1.8). En revanche, si l’on calcule la contribution deAi à la radiosité d’une surfaceAk

située très loin, on s’aperçoit que la corrélation entre le noyau de la radiosité et la radiosité
surAi est faible :

b(x) = e(x)+ρ(x)
Z

Ai

b(y)G(x;y)dy

# e(x)+ρ(x)
Z

Ai

b(y)dy
Z

Ai

G(x;y)dy

# e(x)+ρ(x)Fx;Ai

Z
Ai

b(y)dy

Cela signifie que, dans ce cas, la radiosité moyenne surAi suffit à exprimer correctement
le transfert, et donc que l’interactionAi �! Ak peut être calculée en considérantAi comme
une seule surface élémentaire dont la radiosité est la moyenne des radiosités de ses sous-
surfaces.

De même, il peut se produire queAi n’ait pas besoin d’être subdivisée pour calculer la
lumière reçue depuisAj mais doive l’être pour celle qu’elle envoie àAk.

k

A

Ak

j

i

Aj

A

Ai

A

FIG. 1.8:Exemple de surface subdivisée pour la réception uniquement

Le principe de base de la radiosité hiérarchique est d’établir les transferts d’énergie au
niveau le plus adéquat relativement à la précision voulue et au temps de calcul autorisé. Les
interactions énergétiques sont donc établies au niveau le plus haut possible, pour économi-
ser un maximum de calculs mais suffisamment bas pour contenir l’erreur sous un seuil fixé
par l’utilisateur.

Pour cela, les interactions entre surfaces sont symbolisées par desliens. Le niveau hié-
rarchique d’établissement des liens dépendant de la radiosité sur les surfaces, les liens
doivent éventuellement être raffinés selon les valeurs de radiosité nouvellement calculées,
pour respecter le seuil de précision imposé par l’utilisateur. D’autre part, comme les liens
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propagent de l’énergie lumineuse à différents niveaux dans la hiérarchie, la cohérence de la
représentation multi-échelles de la radiosité doit être assurée après chaque transfert d’éner-
gie. Chaque itération de radiosité hiérarchique est donc généralement composée de trois
phases : leraffinement(ouRefine), la propagation de l’énergie le long des liens (ouGather)
et la distribution des valeurs de radiosité sur tous les niveaux hiérarchiques (ouPush/Pull).
Nous allons maintenant expliquer plus en détail ces trois étapes élémentaires.

(a) Raffinement

La phase de raffinement consiste à parcourir l’ensemble des liens, et pour chacun d’eux,
décider si l’approximation du transfert d’énergie qu’il représente est suffisamment précise.
Si oui, le lien est laissé tel quel ; sinon il estraffiné, ce qui signifie que l’on subdivise
l’émetteur ou le récepteur, créant ainsi autant de nouveaux liens (C.f figure 1.9) qui sont à
leur tour examinés récursivement. Le raffinement d’un lien s’arrête lorsque la précision du
transfert pour ce lien est atteinte, ou lorsque l’aire des surfaces qu’il relie passe en dessous
d’un seuil limite, également fixé par l’utilisateur.

A AiA
jA

iA jjAi

FIG. 1.9:Un lien représentant un transfert d’énergie d’une surface Aj vers une surface Ai
(à gauche)a été raffiné,au centre, par raffinement du récepteur, età droite, par raffinement
de l’émetteur.

Le processus de raffinement nécessite donc de pouvoir estimer la qualité de l’approxi-
mation réalisée en calculant le transfert d’énergie entre deux surfaces par un unique facteur
de forme. L’erreur d’approximation est en général estimée à l’aide d’unoracle de raffi-
nement, prenant en compte différents aspects de l’approximation : variations de la radio-
sité sur l’émetteur, présence d’obstacles entre l’émetteur et le récepteur, quantité d’énergie
transférée, qualité de l’approximation du facteur de forme lui-même. L’oracle de raffine-
ment sert également à choisir, si nécessaire, entre la subdivision de la source ou du récep-
teur. Nous présenterons au chapitre 2 (section 2.3.3) et au chapitre 8 des exemples de tels
oracles de raffinement.

Les surfaces élémentaires utilisées en radiosité hiérarchiques sont habituellement des
triangles et des quadrilatères. Elles sont généralement subdivisées comme l’indique la fi-
gure 1.10.

FIG. 1.10:Subdivision des quadrilatères et des triangles
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(b) Propagation de l’énergie

La seconde phase de l’itération sert à propager l’énergie le long des liens établis par
l’opération de raffinement. L’ensemble des liens est parcouru ; pour chacun d’entre eux on
calcule le transfert d’énergie correspondant à partir de la radiositéBj de la surface émettrice
et du facteur de formeFi j du récepteurAi vers l’émetteurAj :

Ii j = Fi j Bj

La valeur obtenue est stockée au niveau du récepteur. Elle ne représente pas de la radio-
sité, mais de l’irradiance, que l’on convertit en radiosité par produit avec la réflectance du
récepteur lors de la phase suivante.

(c) Push/Pull

Comme nous l’avons dit, la phase dePush/Pullsert à assurer la cohérence des valeurs
de radiosité issues de de la propagation de l’énergie effectuée lors de la phase précédente.
La radiosité sur les surfaces émettrices doit en effet être mise à jour en tenant compte
de l’énergie apportée à tous les niveaux de la hiérarchie. Ceci est généralement effectué
par un parcours en profondeur de la hiérarchie (C.f figure 1.11) : lors de la descente, les
valeurs d’irradiance sont ajoutées jusqu’au niveau des feuilles de la hiérarchie, où leur
valeur cumulée est multipliée par la valeur de réflectance de la feuille, pour obtenir la
radiosité de cette feuille. Lors de la remontée, la radiosité d’un élément est calculée comme
la moyenne des radiosités de ses fils pondérées par les aires des sous-surfaces associées.

A l’issue de la phase dePush/Pull, la radiosité est représentée de manière cohérente à
tous les niveaux hiérarchiques du maillage.

(b)(a)

+

+

FIG. 1.11:Illustration de la phase de Push/Pull permettant de rendre cohérente la repré-
sentation hiérarchique de la radiosité. (a) Au cours de la descente, les valeurs d’irradiance
sont accumulées jusqu’au niveau des feuilles. (b) Les valeurs de radiosité sont moyennées
lors de la remontée.

La méthode de radiosité hiérarchique consiste à enchaîner les trois phases que nous ve-
nons de décrire, autant de fois que nécessaire pour obtenir une approximation raisonnable
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de la solution de radiosité cherchée. L’algorithme est initialisé en établissant un lien entre
chaque paire de surfaces constituant la scène originale.

Le fait d’établir des transferts d’énergie à un niveau le plus haut possible économise un
nombre important d’interactions et donc de calculs de facteurs de forme. En pratique, on
mesure que le nombre de liens créés est de l’ordre des2+ p, oùsest le nombre de surfaces
originales constituant la scène etp le nombre total de sous-surfaces.

1.2.2 Généralisation de la hiérarchie : leclustering

Malgré le gain d’efficacité qu’elle représente par rapport à la méthode de radiosité,
la radiosité hiérarchique telle que nous venons de la présenter possède un inconvénient
majeur : son coût reste enO(s2) pour une scène initialement constituée dessurfaces, puis-
qu’au départ tous les couples de surfaces constituant la scène doivent être examinés. Ce
coût est particulièrement limitatif de la méthode de radiosité hiérarchique pour des scènes
contenant des objets complexes, constitués de beaucoup de petits polygones.

Pour y remédier, il est possible de généraliser la hiérarchie introduite précédemment
en regroupant à leur tour les surfaces initiales en groupements appelésclusters, puis les
clustersentre eux enclustersplus gros, selon des critères de proximité et de taille, pour
obtenir une hiérarchie complète dont la racine est un uniquecluster contenant toute la
scène, et les feuilles sont les surfaces élémentaires sur lesquelles la radiosité est représentée
par les valeursBi . La figure 1.12 montre des exemples de telles hiérarchies.

FIG. 1.12:Exemple de hiérarchies de clusters.A gauche :Octree.A droite : boîtes englo-
bantes (H.B.V). Les polygones constituant le chapeau de la lampe sont groupés dans un
cluster qui fait lui-même partie d’un cluster plus gros contenant toute la lampe, etc.

La construction même d’une hiérarchie declustersest un problème difficile si l’on veut
respecter une certaine cohérence dans les groupements réalisés [CDP95] : dans l’exemple
ci-dessus, il serait par exemple peu judicieux de grouper une des facettes de la poubelle
avec un pied de la chaise d’à coté dans un premiercluster, et les autres facettes dans un
autre.

Plusieurs types de hiérarchies declusterspermettent d’effectuer des calculs de radiosi-
tés : lesHierarchical Bounding Volumes(ou H.B.V) sont des boîtes minimales aux cotés
parallèles aux plans définis par les axes du repère de coordonnées [GS87]. LesOctrees
sont des boîtes obtenues par subdivision récursive d’un parallélépipède rectangle en huit
parallélépipèdes de dimensions deux fois moindres [Gla84].

Contrairement à la méthode de radiosité hiérarchique, la première itération débute par le
raffinement d’un unique lien duclusterracine vers lui-même, ce qui a pour effet de réduire
considérablement le nombre de liens utilisés par l’algorithme. En pratique on observe que
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ce nombre de liens est de l’ordre deslogs+ p [SAG94] oùs est le nombre de surfaces
initiales de la scène, etp le nombre total de sous-surfaces.

L’utilisation declustersintroduit de nouvelles questions, spécifiques au calcul de trans-
ferts d’énergie entre éléments non plans :

Les calculs des facteurs de formecluster-cluster, surface-cluster, et cluster-surface
doivent être menés correctement, en prenant éventuellement en compte lavisibilité intra-
clusterqui fait qu’unclustermasque en partie la lumière qu’il reçoit ou envoie [SSS97].
Alors qu’en radiosité hiérarchique, les facteurs de formeFii sont nuls puisque les surfaces
sont planes, le facteur de forme d’unclustervers lui-même n’est pas nécessairement nul,
et son calcul peut s’avérer coûteux. En considérant qu’uncluster reçoit de l’énergie de
lui-même ou des autres clusters, ce facteur de forme particulier peut être approché par l’ex-
pression suivante, impliquant les facteurs de forme des liens arrivant sur lecluster[SSS97] :

Fii = 1�∑
j

Fi j

Il ne s’agit que d’une approximation, car la scène n’est pas nécessairement fermée.

Dans le cas duclustering, les algorithmes de raffinement, propagation de l’énergie et
Push/Pullsont naturellement étendus à toute la hiérarchie desclusterset des surfaces.

1.2.3 Expression matricielle

Nous aimerions obtenir une formulation des méthodes hiérarchiques de radiosité, équi-
valente à l’expression matricielle (1.12) obtenue pour la méthode de radiosité. NotonsB
le vecteur des valeurs de radiosité sur les feuilles de la hiérarchie,BE celui des valeurs de
radiosité sur les surfaces émettrices (i.e celles desquelles part un lien) etBR celui des va-
leurs de radiosité sur les surfaces réceptrices (i.ecelles sur lesquelles aboutit un lien). Nous
notons égalementN la taille deB, n1 la taille deBE et n2 la taille deBR.

Soit enfinQ la matricen1�N qui transformeB enBE. Cette matrice permet de calculer
la radiosité sur les surfaces émettrices en fonction des valeurs de radiositéBi des feuilles
de la hiérarchie. SoitP la matriceN�N2 transformantBR enB. Cette matrice répartit la
radiosité des récepteurs vers les feuilles de la hiérarchie. SoitM la matricen2�n1 liant
BE à BR. La matriceM contient donc les facteurs de forme de tous les liens établis dans la
hiérarchie.

Nous avons par définition :

BE = QB B= PBR

et donc :
B= E+ρPMQ| {z }

M

B

avec (Voir aussi la figure 1.13) :
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Le coefficient d’indices(i; j) de la matriceM vaut donc (C.f figure 1.13) le facteur
de forme du lien partant d’un parentSl de la feuilleAj vers un parentSk de la feuilleAi ,
pondérés par le rapport des surfaces deAj et Sl .

S

j

Sl

FiA

k

kl

A

FIG. 1.13:Contribution d’un lien au coefficient (i,j) de la matrice de radiosité hiérarchique
M . Étant donné deux feuilles Ai et Aj , il existe au plus un lien propageant de l’énergie d’un
parent Sl de Aj vers un parent Sk de Ai.

La quantitéS∞(M ) vaut donc la valeur maximum sur toutes les feuillesAi , de la somme
de ces facteurs de forme, en considérant toutes les surfacesAj participant à l’illumination
surAi .

1.2.4 Convergence

Prouver la convergence de la méthode de radiosité hiérarchique n’est pas aussi simple
que pour la radiosité classique. On peut en effet montrer qu’il existe des configurations
pour lesquellesS∞(M )> 1, comme illustré sur la figure 1.14.

Notons en effetBα la radiosité sur un élémentα (α remplaçanta;b;c oud). On a, dans
la configuration présentée sur la figure 1.14 :

Bd = Fc[d;aBa+Fd;bBb

Et donc, dans ce cas précis :

S∞(M )> Fc[d;a+Fd;b # 1:48755623

Cela signifie qu’un élément peut recevoir plus d’énergie qu’il n’y en a dans la scène.
En inversant le sens de tous les liens représentés, on obtient une configuration valide

dans laquelle la somme des coefficients de la matriceM dans la colonne correspondant
à la contribution ded aux autres éléments est également supérieure à 1 (Ici exactement
1:4875562). Il existe donc des situations dans lesquelles un élément envoie plus d’énergie
qu’il n’en possède.
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(0,0.01) (1,0.01)

(0,0) c d

ba (2,0.01)

(2,0)(1,0)

FIG. 1.14:Exemple de situation dans laquelle la somme des facteurs de forme associés aux
contributions des différents éléments à la radiosité d’un élément particulier (ici, l’élément
d) est supérieure à1 (Voir texte).

Nous n’avons cependant pas prouvé par ce raisonnement que dans de tels cas, l’itération
diverge. D’ailleurs, dans le cas précis de la figure 1.14, on aρ(M ) # 0:99. Nous verrons
cependant à la section 2.3 comment effectuer l’itération de manière à assurer que le rayon
spectral de la matrice effectivement utilisée reste inférieur à l’unité, bien qu’il semble que
cette technique ne soit pas nécessaire dans ce cas précis.

1.2.5 Rendu de la solution

Une fois la radiosité calculée à tous les étages de la hiérarchie, la solution peut être
rendue à l’écran. Le fait de traduire une valeur de radiosité en une couleur de pixels à l’écran
constitue en lui même un problème délicat [SP94]. Nous en parlerons à la section 2.1.5 dans
le cadre du recensement des approximations dans la méthode de radiosité hiérarchique.

Bien que la méthode de radiosité hiérarchique, telle que nous l’avons présentée, calcule
des valeurs uniformes de radiosité sur des surfaces élémentaires, diverses techniques per-
mettent d’éviter un aspect crénelé des images rendues. Nous présentons brièvement deux
telles techniques : l’interpolation de Gouraud(ou smooth shading) et la récolte finale(ou
final gather).

(a) L’interpolation de Gouraud

La technique l’interpolation de Gouraud s’applique à un triangle connaissant la cou-
leur de ses sommets, et consiste à rendre chaque point du triangle avec, comme couleur, la
moyenne des couleurs des sommets, pondérées par les coordonnées barycentriques du point
rendu. Le triangle est alors dessiné avec une variation progressive de la couleur. Pour appli-
quer cette technique à des polygones à plus de trois sommets, on les subdivise en triangles.
Dans la pratique les librairies graphiques telles queOpenGL effectuent ce découpage elles
mêmes en utilisant les valeurs de couleurs au sommet du polygone original.

Dans la méthode de radiosité hiérarchique, il faut donc calculer des valeurs de cou-
leurs aux sommets des polygones en chaque feuille de la hiérarchie,i.e à chaque nœud
du maillage des surfaces. Ce calcul est effectué au moment dupush/pull: on ajoute la ra-
diosité de chaque feuille à chacun des nœuds du maillage correspondant aux sommets du
polygone, pondérée par les poids indiqués sur la figure 1.15.

Afin d’avoir un meilleur contrôle du découpage des polygones en triangles, il est pré-
férable d’effectuer ce découpage soi-même. On commence pour cela par imposer une
contrainte de subdivision sur le maillage : deux mailles voisines ne doivent pas avoir plus
d’un étage de subdivision d’écart. On triangule ensuite toutes les mailles à plus de quatre
sommets. La figure 1.16 illustre ce procédé sur un maillage rectangulaire.

En procédant ainsi, on assure une parfaite continuité de la radiosité dans les surfaces
rendues à l’écran.
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FIG. 1.15: En haut :calcul des valeurs aux sommets du maillage en vue de l’interpolation
de la radiosité sur chaque face (smooth-shading). En bas :effet produit par l’interpolation.

(a) (c)(b)

FIG. 1.16:Exemples dequadtree(a) libre (b) contraint (c) triangulé.

(b) Récolte finale

La récolte finale(ou final gather) est une opération consistant à évaluer la couleur de
chaque pointx de la scène rendue à l’écran (la contribution d’un point à l’image rendue
peut être déterminée par lancer de rayons [GAC+88]) en effectuant un calcul précis de sa
radiosité, exprimée en fonction de la radiosité calculée dans la scène :

b(x) = ρ(x)∑
i

BiFx;Ai

Le facteur de formeFx;Ai peut-être calculé par intégration numérique, ou pour gagner
du temps, remplacé par une valeur représentative du noyau multiplié par la visibilité. Étant
donné que seuls les points de la scène visibles à l’écran sont concernés par ce calcul, cette
technique doit être appliquée de nouveau lorsque l’on change de point de vue.
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Chapitre 2

Contrôle de l’erreur en radiosité
hiérarchique

EN TANT QUE méthodes numériques de simulation de l’éclairage, les méthodes hié-
rarchiques de radiosité que nous avons présentées au chapitre 1 sont basées sur
un grand nombre d’approximations. Certaines de ces approximations sont impli-

citement contenues dans la modélisation du problème ou dans les limitations du matériel
informatique utilisé, et sont par là indépendantes de la volonté de l’utilisateur. D’autres
en revanche sont basées sur un calcul arbitrairement approximatif de certaines quantités,
comme les facteurs de forme, dans le but d’accélérer le calcul des solutions au détriment de
la précision du résultat. De telles approximations sont par exemples utilisées pour obtenir
une solution grossière, soit par manque de temps, soit pour régler des paramètres de scène.
Dans le cadre de la simulation numérique, elles n’ont d’intérêt que si l’on sait quantifier
leur impact sur l’erreur totale, de façon à pouvoir garder un contrôle sur la précision de la
solution calculée.

Dans cette optique, et après avoir passé en revue les différentes sources d’approxi-
mations dans la méthode de radiosité hiérarchique (section 2.1), nous nous intéresserons
plus particulièrement à l’impact des approximations des facteurs de forme sur la solution
de l’équation discrète de radiosité, puisque les différentes approximations de la visibilité
peuvent être traduites sous cette forme.

L’étude de la relation entre l’erreur sur les facteurs de forme et l’erreur sur la solution
du système nous permettra de conclure que le contrôle de l’erreur due aux approximations
de visibilité peut être réalisé grâce à un algorithme de calcul contrôlé des facteurs de forme.
Un tel algorithme, basé sur le dosage des approximations de la visibilité sera alors présenté
à la partie II.

2.1 Caractérisation de l’erreur

Comme pour toute méthode numérique de résolution d’un problème physique, De
nombreuses approximations interviennent dans les méthodes hiérarchiques de radiosité, au
cours du processus conduisant du phénomène observé à une simulation numérique [ATS94].
Ces approximations apparaissent à différents niveaux du processus, et peuvent être classées,
par ordre chronologique, dans les catégories suivantes : approximations de modélisation,
approximations de discrétisation, approximations de résolution du problème discret, et en-
fin, approximations de visualisation de la solution calculée. Nous allons rapidement exa-
miner les différentes sources d’erreur dans la méthode de radiosité hiérarchique en suivant
ce classement.
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2.1.1 Modélisation

Plusieurs hypothèses sont utilisées dans la modélisation des phénomènes de propaga-
tion de la lumière pour aboutir à l’équation d’équilibre des échanges lumineux (1.8) intro-
duite au chapitre 1. Elles concernent à la fois la géométrie de la scène, la modélisation de
l’énergie lumineuse et les propriétés d’interaction de la lumière avec l’environnement.

Approximation de la géométrie

Dans l’optique d’une représentation informatique, la géométrie du monde réel est ap-
prochée par des courbes polynomiales [Sab85, SB86, NN93] ou des surfaces de subdivi-
sion [DKT98, Sta98]. Il s’agit en effet de pouvoir accéder efficacement aux coordonnées
des points des surfaces modélisées et d’effectuer rapidement les calculs d’intersection de
la géométrie avec les droites de l’espace symbolisant les rayons lumineux, en vue de déter-
miner la visibilité.

A un niveau microscopique ces approximations reviennent à simplifier considérable-
ment la propagation de la lumière à la surface des matériaux, ce qui a principalement pour
effet de donner aux surfaces l’ “aspect synthétique” caractéristique des images de syn-
thèse. Au niveau macroscopique, les approximations géométriques transforment les objets
en surfaces visuellement plus simples, d’aspect généralement polygonal, ou possédant des
courbures inappropriées.

Modélisation de la lumière

Comme pour de nombreuses applications, la simulation de l’éclairage utilise la formu-
lation de l’optique géométrique, dans laquelle la lumière se déplace en ligne droite, et les
rayons lumineux se trouvent donc modélisés par des droites de l’espace. Les phénomènes
d’interférence sont la plupart du temps négligés, parce qu’ils requièrent un traitement par-
ticulier [SM92].

Enfin, le spectre continu de longueurs d’ondes caractérisant l’énergie lumineuse est ha-
bituellement modélisé par un triplet de longueurs d’ondes, qui sont celles des trois couleurs
de base servant à l’affichage des écrans d’ordinateurs : le rouge, le vert et le bleu. Ces cou-
leurs de base étant également celles perçues par l’œil humain, cette approximation nous
est pratiquement insensible. Représenter un spectre contenant d’autres longueurs d’ondes
demande d’effectuer une substitution adéquate par un triplet de valeursR;V;B.

Interactions avec l’environnement

La lumière interagit avec l’air ambiant sous la forme d’effets de diffusion et de réfrac-
tion. Des techniques particulières ont été développées pour simuler ces phénomènes dans
l’atmosphère sous différentes conditions [JC98, NND96, Nis98], également dans le cadre
de méthodes hiérarchiques de radiosité [AH93, Sil95], pour des scènes impliquant desmi-
lieux participants[PPS97]. Les phénomènes de diffusion sont cependant généralement
négligés dans la méthode de radiosité hiérarchique, notamment pour son utilisation dans
des scènes d’intérieur, dont l’échelle ne rend pas significatif l’impact d’effets de ce type.
On néglige également les phénomènes de diffraction, car ils sont qualitativement de peu
d’importance. Quant aux phénomènes de réfraction, ils nécessitent, par leur caractère non
linéaire et non indépendant de la longueur d’onde, un traitement spécial [MH92, Wat90].

L’interaction de la lumière avec des surfaces est modélisée par une fonction de réflec-
tance bidirectionnelle (voir la section 1.1.1.(d)), traduisant la proportion de la lumière qui,
incidente selon une certaine direction, est réfléchie dans une autre direction. Comme nous
l’avons vu au cours du chapitre 1, de nombreuses hypothèses de régularité et de symétrie
sont utilisées pour simplifier cette représentation.

Le modèle de réflexion spéculaire pure est principalement utilisé en lancer de rayon [BDM84].
Bien que des méthodes aient été développées pour générer [HTSG91] et traiter des modèles
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de réflexion arbitraire [SAWG91], l’apanage de la méthode de radiosité hiérarchique est
l’hypothèse de réflexion idéalement diffuse, selon laquelle la lumière est réfléchie unifor-
mément dans toutes les directions du demi-espace tangent à la surface. Certains modèles
de réflexion plus complexes, comme le modèle dePhong[Pho75], sont également implé-
mentés dans les librairies graphiques et souvent directement disponibles dans le matériel,
mais pas utilisés dans l’algorithme de radiosité hiérarchique classique.

Une dernière hypothèse concerne l’indépendance des longueurs d’onde lors de la ré-
flexion sur une surface : chaque composante est traitée séparément et ne modifie pas les
autres. Il s’agit là encore d’une hypothèse de linéarité très souvent utilisée.

Disposant de propriétés et d’une géométrie simplifiées, on établit alors une équation
d’équilibre reliant les différentes quantités. Cette équation n’est donc plus celle vérifiée
par l’énergie lumineuse, mais en constitue une approximation utilisable dans la plupart des
applications [Kaj86].

2.1.2 Discrétisation

Une fois modélisé par une équation continue, l’équilibre de l’énergie lumineuse dans
une scène est résolu de manière approchée en cherchant sa solution dans un espace vec-
toriel de fonctions simples. Des approches utilisant des fonctions polynomiales [Zat93]
ou des ondelettes [GSCH93] ont été développées, certaines prenant en compte l’erreur
de discrétisation dans l’oracle de raffinement du maillage [BW96]. L’utilisation de fonc-
tions constantes par morceaux a cependant conservé son succès à cause de sa simplicité
d’utilisation et de son efficacité. Grâce ausmooth shading, dont nous avons parlé à la sec-
tion 1.2.5.(a), le rendu peut en effet s’effectuer sans les discontinuités d’illumination qui
caractérisent ce type d’approximation.

Bien que cela ne soit pas nécessaire, la discrétisation de l’équation d’équilibre s’ac-
compagne souvent d’une discrétisation de la géométrie [BMSW91], notamment utile au
moment du rendu de la solution.

La solution obtenue appartient donc à un espace restreint de fonctions qui ne vérifient
pas toujours les propriétés de la distribution de la radiosité (dérivabilité, vitesse de va-
riation) et vérifie une équation qui n’est pas l’équation originale d’équilibre de l’énergie
lumineuse, mais un système linéaire.

2.1.3 Calcul des coefficients du système linéaire

Le calcul des coefficients du système linéaire intervenant dans les méthodes de ra-
diosité, représente à lui seul une importante difficulté, puisqu’on ne connaît d’expression
analytique informatiquement utilisable1 du facteur de forme entre deux polygones que dans
les cas de visibilité totale entre ces polygones. Les facteurs de forme sont donc estimés par
le biais d’approximations diverses :

Une approximation très communément utilisée consiste à négliger la corrélation entre
le noyau de l’équation de radiosité et le terme de visibilité, ce qui permet d’intégrer sépa-
rément les deux termes correspondants. Cette approximation est utilisée dans deux formu-
lations différentes du facteur de forme entre deux surfacesAi etAj :

En utilisant la formule (1.10) pour calculer le facteur de formeFi j , on calcule le facteur

1C’est à dire sans intégrales, ni séries, ni fonctions complexes.



42

de forme point-polygoneFx;Aj en négligeant la corrélation noyau-visibilité :

Fx;Aj =

Z
Aj

k(x;y)v(x;y)dy

#
Z

Aj

k(x;y)dy
Z

Aj

v(x;y)dy| {z }
Fx;Aj

On calcule ensuite le facteur de formeFi j comme :

FAi ;Aj =
1
ai

Z
Ai

�Z
Aj

k(x;y)dy
Z

Aj

v(x;y)

�
dx

L’erreur apparaît donc comme la moyenne du termeε(x) = Fx;Aj �Fx;Aj sur la surfaceAj .
Le signe deε dépend du rapport des distances du pointx aux parties visibles et masquées
de la source vue depuisx. Pour des obstacles complexes la fonctionx 7�! ε(x) change
rapidement de signe sur le récepteur, et sa moyenne est très faible, ce qui justifie l’approxi-
mation proposée. Il existe cependant des situations dans lesquellesε est de signe quasiment
constant, comme le montre la figure 2.1. Dans ce cas, l’erreur d’approximation sur le fac-
teur de forme peut atteindre 10%, dans des configurations bien choisies. L’erreurε admet
des variations très lentes, de classeC∞, et une localisation subtilement dissimulée dans les
zones de pénombre, passe en revanche totalement inaperçue au seul regard de l’œil humain,
qui est beaucoup plus apte à détecter des discontinuités de l’éclairage ou de ses dérivées.
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FIG. 2.1:Erreur de corrélation noyau-visibilité dans le calcul du facteur de forme point-
polygone dans une configuration particulièrement défavorable : pour de nombreux points x
du récepteur, la partie masquée de la source correspond aux points y pour lesquels k(x;y)
est minimal. Seuls font exception les points situés juste sous l’obstacle, pour lesquels la
situation s’inverse. L’erreur moyenne est donc positive et ici de l’ordre de2:55%.

Une autre approximation couramment utilisée pour le facteur de forme est :

Fi j =
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La quantitéF0 désigne alors le facteur de formesans occlusionentreAi et Aj , que l’on
pondère par un terme de visibilité moyennev entre les deux surfaces. Il peut être également
calculé grâce à une formule explicite [SH93] (En revanche, le termev est généralement
calculé par échantillonnage). L’erreur associée à cette approximation est généralement né-
gligeable, sauf dans des cas similaires à celui décrit sur la figure 2.1.

Enfin, le calcul deFx;Aj est souvent effectué à l’aide d’une discrétisation des directions
comme par exemple dans le cas de la technique de l’hémicube (voir la section 1.1.4.(a)).
L’effet flagrant de cette discrétisation est l’apparition d’artefacts visuels à grande échelle
sur les récepteurs de grande taille [SP94], lorsque la résolution de l’échantillonnage des
directions est insuffisante.

2.1.4 Résolution du système

Le système linéaire fournissant la solution approchée du problème de l’équilibre des
échanges lumineux est traditionnellement un système “plein”,i.e dont presque tous les
coefficients sont non nuls. Sachant que l’ordre d’un tel système avoisine facilementn= 104

inconnues, il est hors de question de le résoudre par une méthode directe, dont font partie
la méthode de Gauss, ou laméthode QR, et dont le coût est toujours enO(n3).

On résout de préférence le système grâce à une méthode itérative telle laméthode de
Gauss-Seidelou encore deSouthwell[GC93]. De telles méthodes n’aboutissent, au bout
d’un nombre fini d’itérations qu’à une solution approchée du système. On peut néanmoins
établir des bornes sur la distance de l’itéré courant à la solution.

2.1.5 Visualisation de la solution

La dynamique de sensibilité de l’œil humain à la luminosité est d’environ 1010, alors
que celle de l’affichage des couleurs sur un écran d’ordinateur dépasse à peine 102. Il est
donc impossible de rendre à l’écran la totalité de l’information calculée au cours d’une
simulation de l’éclairage. Les couleurs calculées sont donc transformées avant d’être affi-
chées, avec une certaine perte d’information.

Une transformation linéaire des valeurs de luminance permet de conserver le contraste
dans les images [War94]. Il est également possible de paramétrer la transformation de ma-
nière à faire correspondre le plus petit écart de luminosité perceptible à l’œil à celui re-
présentable à l’écran. Le facteur d’échelle entre ces deux quantités peut être déterminé
expérimentalement [CIE81].

2.1.6 Conclusion

Nous avons vu qu’un bon nombre d’approximations interviennent au cours d’une si-
mulation de l’éclairage par la méthode de radiosité hiérarchique.

Ces différentes approximations n’ont pas la même portée en termes d’altération des
images. Nous pouvons dégager la tendance suivante : les approximations basées sur la dis-
crétisation, par exemple des directions d’échantillonnage ou des fonctions d’illumination,
ont une portée globale restreinte, d’autant qu’elles diminuent avec la finesse de la discré-
tisation. En revanche elles sont la source d’artefacts visuels qui n’échappent pas à l’œil
humain : discontinuités d’illumination ou de ses dérivées entre les surfaces élémentaires,
marches d’escalier dans les zones de pénombre.

A l’opposé, les approximations de la visibilité, du noyau du facteur de forme, forment
une composante plus “diffuse” de l’erreur qui peut passer inaperçue, mais qui n’échappe
pas à un test basé sur une distance mathématique à la solution exacte : par exemple pour
une scène globalement sous-éclairée, l’erreur mesurée en utilisant une distance du type
kBcalculé�BexactkL1

sera importante, mais peu visible. A l’inverse, une telle distance ne
permet pas de détecter les discontinuités, les ombres inappropriées (pénombre à la place de
l’ombre par exemple), ou les valeurs localement erronées [SD95].
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La méthode de mesure de l’erreur doit donc être adaptée au type d’application pour
laquelle nous effectuons le calcul. Une mesure globale de l’erreur est plus adaptée à estimer
l’erreur sur l’équilibre global des échanges lumineux ; pour prendre en compte des artefacts
visuels précis, il faut en revanche une mesure qui les traite spécifiquement (ce que nous
ferons au chapitre 7), par exemple en contrôlant le phénomène qui les cause.

2.2 Impact de l’approximation des facteurs de forme

Dans cette section, nous nous intéressons plus particulièrement à l’impact des approxi-
mations des facteurs de forme sur la précision d’une simulation de l’éclairage, dans le
cadre d’une formulation de la radiosité hiérarchique utilisant des fonctions constantes par
morceaux.

On distingue généralement deux philosophies d’estimation de ce type d’erreur : lorsque
l’on prend en compte la valeur déjà calculée de la radiosité, il s’agit d’une estimationa pos-
teriori de l’erreur. En revanche, lorsque l’erreur sur la solution est estimée uniquement en
fonction des paramètres d’entrée du système,i.e dans notre cas de l’erreur sur les facteurs
de forme, il s’agit d’une estimationa priori de l’erreur.

Nous présentons dans les sections suivantes deux méthodes d’estimation de l’erreur sur
la solution de radiosité à partir de bornes d’erreur sur les facteurs de forme. La première,
est une estimationa posteriori, inspirée d’une méthode d’estimation d’erreur introduite par
Lischinski et al., en 1994 [LSG94] et basée sur la propagation de bornes sur la solution
de radiosité. La seconde est une estimationa priori de l’erreur, connaissant l’erreur d’ap-
proximation des facteurs de forme, que nous avons établie à partir d’outils d’étude de la
perturbation des systèmes linéaires.

Nous allons voir que selon l’approche choisie, le lien de cause à effet établi peut, dans
un cas permettre l’obtention de bornes sur l’erreur de la solution calculée à partir de l’erreur
sur les facteurs de forme, et dans l’autre cas permettre d’agir de manièrerétroactivesous
forme de contraintes sur la précision des approximations des facteurs de forme. De telles
contraintes peuvent alors être utilisées par un algorithme de calcul contrôlé des facteurs de
forme,i.e une méthode permettant d’effectuer un calcul de facteur de forme avec précision
minimale.

2.3 Approchea posteriori

Nous présentons dans cette section la méthode d’estimation des bornesa posteriori,
introduite par Lischinskiet al.en 1994 [LSG94]. Le principe de cette méthode est de définir
les itérations suivantes, dont la première est l’itération discrète de propagation de la lumière
introduite en 1.1.4.(b).

B(n+1) = E+MB(n)

B
(n+1)

= E+MB
(n) (2.1)

B(n+1) = E+MB(n) (2.2)

Avec :
B(0) = B

(0)
= B(0) = E

où les matricesM et M sont obtenues à partir deM en remplaçant chaque facteur de forme
par des bornes respectivement inférieures et supérieure du facteur de forme :

Fi j � Fi j � Fi j

On montre alors queB
(n)

, B(n) etB(n) vérifient :

8n B(n) � B(n) � B
(n)

(2.3)
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Nous allons maintenant rappeler deux résultats importants concernant l’obtention des
bornesFi j et Fi j sur le facteur de forme, ainsi que la convergence des itérations (2.1)
et (2.2).

2.3.1 Obtention des bornes sur le facteur de forme

La méthode d’estimationa posterioride l’erreur dont nous venons de décrire le prin-
cipe requiert des bornesFi j et Fi j sur le facteur de forme. Malheureusement, calculer un
encadrement numériquement intéressant de la valeur exacte du facteur de formeFi j entre
deux surfacesAi etAj est un problème relativement difficile.

Lorsque la visibilité est totale, et que les surfaces sont polygonales, le calcul de telles
bornes ne présente pas d’intérêt théorique puisque l’on connaît une expression analytique
du facteur de forme entre deux polygones [SH93]. Il possède cependant un intérêt pra-
tique lorsque son coût est suffisamment faible pour contre-balancer avantageusement les
approximations.

Les bornes habituellement utilisées peuvent être catégorisées comme suit : on appelle
bornes exactes(ouconservative bounds) les bornes mathématiquement exactes. On appelle
bornes approximatives(ou non conservative bounds) celles dont le calcul n’assure pas
l’exactitude, mais qui le sont dans une large mesure. Nous verrons que l’usage de telles
bornes est parfois justifié.

(a) Bornes exactes

Dans les cas de visibilité totale, on obtient efficacement des bornes exactes sur le fac-
teur de forme à partir des valeurs extrémales du facteur de forme point-polygoneFx;Aj .
Lorsque le récepteur est polygonal, cette quantité peut être majorée à l’aide du gradient de
l’irradiance aux sommets du récepteur, selon différentes configurations déterminées grâce
au signe du déterminant duHessiende l’irradiance en ces mêmes sommets [Hol96]. La
conjecture d’unimodalité (dont nous reparlerons en 7.3.6) est invoquée pour assurer l’exis-
tence d’un unique maximum dans le cas d’une source convexe. Lorsque la source n’est pas
convexe, elle est remplacée par une source équivalente convexe, aux frais d’approximations
supplémentaires [Hol96]. Une méthode du même type est utilisée pour la détermination du
minimum.

Lorsque la visibilité n’est que partielle, le calcul du gradient de l’irradiance devient
une tâche difficile, mais réalisable [Arv94]. Ne connaissant de plus pas le nombre de ses
maxima locaux, le calcul du maximum ou du minimum est alors effectué par une méthode
d’optimisation,i.e de descente selon le gradient de l’irradiance, ce qui ne constitue plus
une approche purement analytique. Le coût de ces méthodes les rend parfois inutilisables
et la détermination de bornes exactes sur le facteur de forme se limite souvent dans les cas
de visibilité partielle au choix des valeurs triviales 0 etF0, où F0 représente le facteur de
forme sans occlusion calculé analytiquement.

Les algorithmes que nous présenterons à la partie II permettent notamment d’obtenir
de telles bornes.

(b) Bornes approximatives

Le principe général de détermination de bornes approximatives sur le facteur de forme
dans les cas de visibilité totale ou partielle, pour une source polygonaleAj est de calculer
les valeurs extrémales du facteur de forme point-polygoneFx;Aj sur le récepteurAi , pour un
ensemble d’échantillonsxi . On utilise pour cela des points en nombre suffisant et répartis
au mieux, pour que l’encadrement suivant, par ailleurs asymptotiquement exact, soit vérifié
le plus souvent possible :

min
i

Fxi ;Aj � Fi j �max
i

Fxi ;Aj
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Dans son implémentation, Lischinski propose d’utiliser cinq points d’échantillonnage
par récepteur rectangulaire : un à chaque sommet, et un au centre.

L’intérêt principal des bornes approximatives est leur faible coût, et leur précision
moyenne très respectable. Leur inconvénient est qu’elles n’assurent pas d’encadrement ma-
thématique de l’erreur d’approximation.

2.3.2 Convergence des itérations

Il est facile de voir à partir des relations (2.1) et (2.2) que chaque composante deB(n) et

B
(n)

croit. Sachant que
�

B(n))
�

n
converge, et grâce à (2.3), on sait que

�
B(n)

�
n

converge.

En revanche, on ne sait rien de la convergence de
�

B
(n)
�

n
. En particulier, l’itération

peut diverger dès que l’on a :

ρi ∑
j

F i j � 1

Pour assurer la convergence des bornes supérieures, Lischinski utilise la méthode sui-
vante :

– trier (et renuméroter) tous les liens contribuant à la radiosité d’une feuille donnée de
la hiérarchie par ordre décroissant de la radiosité sur l’émetteur.

– calculer la borne supérieure sur la radiosité de la feuille concernée grâce à l’équation
suivante :

B
(n+1)
i = Ei +ρi

"
∑
j�l

F i j B
(n)
j +

 
1�∑

j�l

F i j

!
B
(n)
j

#

L’indice l est défini comme le plus grand indice vérifiant la condition suivante après
re-numérotation des indices :

∑
j�l

F i j < 1

Cette méthode assure la convergence de l’itération puisqu’elle utilise une matrice dont
le rayon spectral est par construction strictement inférieur à l’unité. On montre alors que
cette méthode de propagation conserve l’encadrement (2.3).

Cette méthode peut également être utilisée pour assurer la convergence de l’itération
sur la radiosité elle-même, lorsque l’on n’a pas la relation suivante (Voir la section 1.2.4) :

ρi ∑
j

Fi j < 1

2.3.3 Utilisation des bornesa posteriori

Les bornesa posteriorifournissent à tout instant un encadrement de la radiosité exacte
(i.e calculée avec des facteurs de forme exacts). Elles permettent donc de connaître une
borne sur l’erreur d’approximation de la solution obtenue dans l’état de convergence cou-
rant. Cet encadrement n’est cependant pas mathématiquement exact dans le cas debornes
approximatives, bien qu’il le soit expérimentalement la plupart du temps [LSG94].

Ces bornes peuvent également servir à la conduite du raffinement, plus précisément à
choisir, à partir du moment où un lien doit être raffiné (voir la section 1.2.1.(a)), entre le
raffinement de l’émetteur ou du récepteur. Pour raffiner un lien entre un émetteurAj et un
récepteurAi , on compare l’erreur due à l’approximation du facteur de formeFi j à celle due
à l’approximation de la radiosité sur l’émetteur par une valeur uniformeBj . L’erreur sur le
transfert due l’approximation deFi j est mesurée par :

∆ f Bi j = ρiBj(Fi j �Fi j )
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L’erreur due à l’approximation deBj par une valeur uniforme est, elle, mesurée par :

∆uBi j = ρiFi j (Bj �Bj)

Si ∆ f Bi j > ∆uBi j , le récepteur est raffiné, sinon on raffine l’émetteur.

Les valeursB
(n)
j etB(n)

j représentent à tout instant des bornes sur les valeurs extrémales
de la radiosité surAj , mais ces bornes sont souvent trop larges car calculées après plusieurs
itérations en accumulant des encadrements sur des transferts qui n’influent pas significati-
vement sur la variation de radiosité deAj . On utilise plutôt pourBj et Bj les bornes (qui

sont donc desbornes approximatives) obtenues en remplaçantB
(n�1)

et B(n�1) parB(n�1)

dans le membre de droite des équations (2.1) et (2.2).
Nous utiliserons cet oracle de raffinement au chapitre 8 dans le cadre d’une méthode de

radiosité hiérarchique que nous avons développée.

2.4 Approchea priori

Nous montrons dans cette section comment obtenir des bornesa priori sur l’erreur de
la solution de radiosité calculée, en fonction des bornes sur l’erreur d’approximation des
facteurs de forme. Nous discuterons ensuite de l’usage de ces bornes. L’établissement de
bornesa priori que nous allons expliquer nécessite quelques définitions de calcul matriciel.

2.4.1 Outils mathématiques

On noteϕ une norme surIRn. On définit alors la norme matricielle induite parϕ par

Sϕ(A) = sup
x6=0

ϕ(Ax)
ϕ(x)

(2.4)

Il est simple de montrer à partir de (2.4) queSϕ possède les propriétés importantes
suivantes :

Sϕ(I) = 1 (2.5)

ϕ(Ax)� Sϕ(A)ϕ(x) (2.6)

et

Sϕ(AB)� Sϕ(A)Sϕ(B) (2.7)

Si on noteρ(A) le rayon spectral d’une matriceA, i.e le plus grand module de ses
valeurs propres, on a pour toute normeϕ :

Sϕ(A)� ρ(A) (2.8)

Nous utiliserons également le théorème suivant :

Théorème 1 (Atkinson[Atk89]) La matrice I�A est inversible à la condition suffisante2

que
ρ(A)< 1

On a alors

(I �A)�1 =
∞

∑
k=0

Ak et pour toutϕ : Sϕ
�
(I �A)�1�� 1

1�Sϕ(A)

2La réciproque est fausse. En revanche si la série
∞

∑
k=0

Ak converge, on a bienρ(A)< 1.
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Pour différents choix deϕ, on obtient diverses normes matricielles. On a par exemple :

Sϕ∞(A) = S∞(A) = max
i

∑
j

��ai j
�� avec ϕ∞(v) = max

i
jvi j (2.9)

On appelle enfinconditionnement matricielde la matriceA pour la normeϕ la quantité
κϕ(A) définie par :

κϕ(A) = Sϕ (A)Sϕ
�
A�1� si A est inversible,+∞ sinon

D’après (2.7) et (2.5), on a toujours :

κϕ(A)� 1

Le conditionnement matriciel traduit de plus la distance relative d’une matrice à la
matrice singulière la plus proche au sens de la normeSϕ. On a en effet [Atk89] :

1
κϕ(A)

= inf
detB=0

Sϕ (A�B)

Sϕ (A)

Une matrice de fort conditionnement sera donc d’autant plus sensible à l’instabilité
numérique lors de son inversion par des méthodes de résolution de systèmes linéaires.

Nous allons utiliser ces outils pour dégager quelques propriétés de stabilité de l’équa-
tion de radiosité.

2.4.2 Conditionnement de la matrice de radiosité

Lors de l’application de la méthode de radiosité classique, le système linéaire permet-
tant de calculer la radiosité sur toutes les surfaces élémentaires s’écrit

(I �M)B= E avec M =


ρiFi j




n;n

Nous avons d’autre part :

S∞(M) = max
i

ρi ∑
j

Fi j �max
i

ρi| {z }
ρmax

car ∑
j

Fi j � 1

Nous en déduisons, grâce à (2.8) et au théorème 1, que :

S∞
�
(I �M)�1� � 1

1�Sϕ(M)

� 1
1�ρmax

(2.10)

D’autre part,
S∞(I �M) � 1+S∞(M)

� 1+ρmax

et donc :

Kϕ∞(I �M)� 1+ρmax

1�ρmax

Ceci prouve que la matrice de radiosité est très bien conditionnée, pour des scènes à
réflectance raisonnable.
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2.4.3 Influence de l’erreur sur la solution

Nous allons maintenant établir une borne sur l’impact de l’approximation des facteurs
de forme sur la solution du système, toujours dans le cas de la radiosité classique. Ce
résultat sera ensuite étendu au cas de la radiosité hiérarchique. Nous utilisons pour cela le
théorème suivant, caractérisant la solution d’un système linéaire perturbé :

Théorème 2 (Atkinson [Atk89]) Soit ϕ une norme sur IRn et soit à résoudre le système
Ax= b. On perturbe la matrice A en A+∆A et le vecteur b en b+∆b, sous la condition
suivante :

Sϕ (∆A)<
1

Sϕ (A�1)
(2.11)

Alors le système perturbé admet une unique solution, notée x+∆x, vérifiant :

(A+∆A)(x+∆x) = b+∆b

L’écart relatif de la solution du système perturbé est alors borné selon :

ϕ(∆x)
ϕ(x)

� κϕ(A)

1�κϕ(A)
Sϕ(∆A)
Sϕ(A)

�
Sϕ(∆A)

Sϕ(A)
+

ϕ(∆b)
ϕ(b)

�

Soitρ la matrice diagonale de terme généralδi j ρi . Notons également∆F la matrice des
erreurs de calcul sur les facteurs de forme. Le système définissant la radiosité s’écrit alors :

(I �ρ(F +∆F))B= E

Nous posons également :
∆M = ρ∆F

Nous appliquons le théorème 2, en choisissantA= I �M,
∆A = �ρ∆F , b = E, ∆b = 0, et x = B, pour la normeϕ = ϕ∞. Pour que la condi-

tion (2.11) soit vérifiée, il suffit, d’après (2.10) que :

S∞ (ρ∆F)< 1�ρmax

Nous obtenons alors :

ϕ∞(∆B)� ϕ∞(B)
κ∞(I �M)

1�κ∞(I �M) S∞(ρ∆F )

S∞(I�M)

�
S∞(ρ∆F)

S∞(I �M)

�

i.e

ϕ∞ (∆B)� ϕ∞ (B)
S∞
�
(I �M)�1

�
S∞ (ρ∆F)

1�S∞ (ρ∆F)ϕ∞ ((I �M)�1)

Grâce à (2.10), cette expression devient :

ϕ∞ (∆B)� ϕ∞ (B)
S∞(ρ∆F)

1�ρmax�S∞(ρ∆F)

Or

ϕ∞ (B)
S∞ (ρ∆F)

1�ρmax�S∞ (ρ∆F)
� ε () S∞ (ρ∆F)�

1�ρmax

1+ 1
ε ϕ∞ (B)

On en déduit immédiatement la condition suffisante suivante :

max
i

 
ρi ∑

j

��(∆F)i j
��!� 1�ρmax

1+ 1
ε kBk∞

=) ϕ∞ (∆B)� ε (2.12)
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La condition (2.12) exprime effectivement la limite en dessous de laquelle nous devons
cantonner l’erreur d’approximation des facteurs de forme pour que la solution calculée soit
à une distance inférieure àε du système exacte.

Nous allons maintenant discuter de l’extension de cette condition à la radiosité hiérar-
chique.

2.4.4 Extension à la radiosité hiérarchique

Nous reprenons les notations de la section 1.2.3, et nous notons∆F la matricen2�n1

des erreurs sur les facteurs de forme. Le système perturbé s’écrit alors :

(I �ρP(F +∆F)Q)B= E

Il est donc toujours possible d’appliquer le théorème 2, mais en choisissant cette fois-ci :

∆A=�ρP∆FQ

La condition (2.11) sur la perturbation devient donc :

S∞ (ρP∆FQ)< 1�ρmax

Et la condition obtenue s’écrit :

S∞ (ρP∆FQ)� 1�ρmax

1+ 1
ε kBk∞

=) ϕ∞ (∆B)� ε (2.13)

Le termeS∞ (ρP∆FQ) représente la valeur maximum, calculée sur l’ensemble des feuilles
Ai , de la somme des valeurs absolues des erreurs sur les facteurs de forme de tous les liens
arrivant sur un parent de la feuilleAi (voir figure 1.13).

Nous avons vu dans le chapitre premier (Section 1.2.1) que dans la méthode de radiosité
hiérarchique, le nombre des éléments ainsi que les facteurs de forme qui les relient varient
au fil des itérations, puisque l’on raffine éventuellement ces éléments. Nous nous posons
donc le problème de savoir si l’analyse que nous venons de faire reste valide au cours du
raffinement.

Posons
Si = ρi ∑

j
(ρP∆FQ)i j

On a donc
S∞ (ρP∆FQ) = max

i
Si

Lorsqu’on subdivise le récepteur pour un des liens arrivant sur un parent de la feuille
Ai , on ne change pas le nombre de termes dansSi puisque seuls les liens arrivant sur un
parent deAi en font partie. En revanche, si l’on suppose que l’erreur de calcul diminue
pour ce lien, alorsSi diminue.

Lorsqu’on subdivise la source d’un lien arrivant sur un parent deAi , tous les liens
fils sont comptés dans la sommeSi . Lorsque l’erreur est proportionnelle à la surface de
l’émetteur, comme dans le cas d’un calcul par échantillonnage,Si ne diminue pas. Cela
signifie que subdiviser les éléments source n’est d’aucun ressort dans l’augmentation de la
précision selon notre étudea priori. Cela traduit exactement la caractéristique principale
de l’analyse d’erreura priori : ne prenant pas en compte la valeur de la radiosité dans la
solution, elle ne peut traduire l’erreur de corrélation entre la radiosité sur l’émetteur et le
noyau du facteur de forme ou la visibilité.

Finalement, sachant que le résultat du calcul itératif est indépendant du point de dé-
part, les bornes d’erreur sur les facteurs de forme calculés après la dernière subdivision
permettent de connaître grâce à (2.13) une borne sur l’erreur totale après convergence.

On ne peut donc pas utiliser une étudea priori sur l’erreur pour conduire le raffine-
ment. En revanche, on peut s’en servir pour assurer une précision donnée sur la solution en
agissant sur les facteurs de forme concernés.
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2.4.5 Utilisation pratique

Nous nous plaçons pour commencer dans le cadre de la radiosité classique. NotonsN
le nombre de surfaces élémentaires, et∆Fmax l’erreur maximale sur les facteurs de forme.
Nous avons alors :

ρi ∑
j

∆
��Fi j
��� ρiN j∆Fmaxj � Nρmaxj∆Fmaxj (2.14)

D’où la condition plus forte :

∆Fmax�
1�ρmax

Nρmax

1

1+ kBk∞
ε

=) k∆Bk∞ � ε (2.15)

Exemple

Nous choisissons les valeurs suivantes, représentatives d’une simulation dans une scène
de moyenne complexité :ρmax= 0:6,N = 1000, ε

kBk∞
= 5%. Nous obtenons alors la condi-

tion

∆Fmax� 3:10�5

(a) Algorithme pratique

Au vu de l’exemple que nous venons de décrire, la contrainte de précision sur les fac-
teurs de forme apparaît comme assez forte. Cela vient du fait que la majoration (2.14)
suppose que l’erreur maximale∆Fmax peut être atteinte par tous les facteurs de forme. La
déviation de la solution est donc virtuellement considérée comme résultant de l’accumula-
tion de toutes ces erreurs potentielles.

Une utilisation plus intelligente des conditions (2.12) et (2.13) correspondrait par exemple
à comptabiliser les erreurs sur les facteurs de forme contribuant à la radiosité d’une feuille
donnée (une ligne de la matrice∆F en radiosité classique, etP∆FQ en radiosité hiérar-
chique) et imposer que leur somme vérifie la condition (2.12) (ou (2.13)). Cela permettrait
une bien meilleure répartition des erreurs, sachant que pour la plupart des éléments de la
ligne, l’erreur de calcul est nulle (par exemple dans les cas de visibilité totale) ou très en
dessous du seuil imposé par (2.15). Nous n’avons pas encore exploré cette voie, qui parait
relativement prometteuse.

2.5 Discussion et conclusion

Nous avons vu deux méthodes d’estimation de l’erreur en radiosité hiérarchique : l’une
a posterioriet l’autrea priori, toutes deux basées sur un encadrement de l’erreur de calcul
du facteur de forme. L’avantage des bornesa posterioriest qu’elles sont en général assez
fiables puisqu’elles prennent spécifiquement en compte la solution calculée. En revanche
elles ne sont pas compatibles avec le contrôle de l’erreur puisqu’elles ne permettent pas
d’en connaître la cause. A l’inverse, les bornesa priori offrent la possibilité d’un contrôle
de l’erreur sur la solution, mais sont généralement plus pessimistes, puisque dans une large
mesure indépendantes des conditions initiales.

La méthode d’estimation de l’erreura posterioriintroduite par Lischinskiet al., ainsi
que la méthode d’estimationa priori que nous avons proposée, motivent le développement
d’un algorithme de contrôle de l’erreur dans le calcul des transferts d’énergie, c’est à dire
un algorithme capable d’assurer une précision donnée sur le résultat du calcul du facteur
de forme. L’usage d’un tel outil dépend cependant du type d’estimation de l’erreur utilisé :
dans le cadre d’une estimationa priori de l’erreur, l’utilisateur impose une précision donnée
sur la solution, laquelle se traduit par un critère de précision sur le calcul du facteur de
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forme, que doit respecter l’algorithme de calcul contrôlé. S’il s’agit d’une estimationa
posteriori, l’algorithme de calcul contrôlé du facteur de forme retourne la meilleure valeur
obtenue accompagnée de bornes d’erreur qui sont ensuite utilisées pour borner l’erreur sur
la solution.

Nous expliquerons aux chapitres 3, 4 et 5 un système de calcul contrôlé du facteur de
forme permettant la production de bornes conservatives en radiosité hiérarchique.



Au chapitre 2, nous avons étudié l’impact des approximations des facteurs de forme
sur la solution de l’équation discrète de radiosité. Nous avons vu d’une part qu’assor-
tir le calcul des facteurs de forme d’une borne sur l’erreur d’approximation permet
d’effectuer une analysea posterioride l’erreur sur la solution du système linéaire.
Nous avons montré d’autre part, qu’une analyse a priori de l’erreur globale sur
la solution peut permettre d’obtenir une solution réalisant une précision imposée à
l’avance, si l’on dispose d’un algorithme de calcul des facteurs de forme capable de
fournir une approximation de chaque facteur de forme avec une précision fixée. Dans
la deuxième partie de ce document, nous allons développer de tels algorithmes, ba-
sés sur une formulation hiérarchique de la visibilité. Le chapitre 3 expose le principe
général de ces algorithmes. Nous en proposerons ensuite des implémentations dans le
cadre de la radiosité en dimension deux et trois aux chapitres 4 et 5.
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Deuxième partie

Calcul contrôlé des facteurs de
forme





Chapitre 3

Contrôle de l’erreur
d’approximation de la visibilité
dans le calcul des facteurs de
forme

UN ALGORITHME de calcul contrôlé des facteurs de forme est une méthode permet-
tant de calculer un facteur de forme assorti de bornes sur l’erreur d’approximation,
ou encore d’effectuer ce calcul le plus rapidement possible, tout en assurant que le

résultat ne diffère pas plus qu’une borne imposée, de la valeur exacte du facteur de forme.
Nous avons pour cela construit une méthode d’approximation des facteurs de forme

basée sur le pré-calcul d’un certain nombre d’informations de visibilité dans la hiérarchie
de tous les obstacles possibles [SS96b, SS96a]. Cette information est ensuite utilisée dans
chaque calcul de facteur de forme pour accéder à la fois à une représentation approximative
du facteur de forme, et à une borne sur l’erreur d’approximation, grâce à un algorithme
hiérarchique.

Nous resterons, dans ce chapitre, volontairement très généraux quant aux détails liés à
l’implémentation pratique des algorithmes développés, sachant que nous présenterons au
chapitre 4 l’implémentation de ces algorithmes dans le cadre de la radiosité en dimension
deux, et discuterons au chapitre 5 de leur application au cas tri-dimensionnel.

3.1 Définitions

Nous introduisons dans cette section les notions demesure d’un ensemble de droites de
l’espace, transmittanceet transmittance directionnelle, utilisées tout au long de ce chapitre.

Définition 7 Il existe en deux (resp.en trois) dimensions, une unique mesure définie à un
facteur multiplicatif près, sur l’espace des droites, qui soit invariante par le groupe des
déplacements du plan (resp.de l’espace) [San76].

Nous utiliserons la notation suivante, indépendante de la paramétrisation et de la di-
mension de l’espace, pour exprimer la mesure d’un ensembleS de droites :

Z
S

dL

De même, la mesure des droites rencontrant un ensemble de pointsSsera notée :
Z

L\S6= /0
dL
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Nous verrons par ailleurs au chapitre 4 l’expression pratique d’une telle mesure, en dimen-
sion deux.

Définition 8 On appelletransmittanced’un objet ou d’un groupe d’objets le long d’une
droite L, le coefficientτ(L) par lequel est multipliée l’intensité lumineuse d’un rayon re-
présenté par L et traversant l’objet :

Iout(L) = τ(L)Iin(L)

Pour des objets opaques, la transmittance vaut donc 0 ou 1 selon que le rayon porté
parL rencontre l’objet ou pas. Pour des milieux semi-transparents, il est toujours possible
de définir la transmittance de cette façon pourvu que la lumière traverse le milieu sans
changement de direction ni diffusion. Elle est alors représentée par un réel de l’intervalle
[0;1]. Enfin, étant définie sur l’ensemble des droites de l’espaces, la transmittance est une
fonction de quatre variables en dimension trois, et de deux variables en dimension deux.

Définition 9 La transmittance directionnelled’un objet ou d’un groupe d’objets dans la
direction d est la moyenneτ(d) de sa transmittance, calculée sur l’ensemble des droites
parallèles d qui rencontrent sa boîte englobante.

Dans cette définition, nous appelonsboîte englobanted’un objet ou d’un groupe d’ob-
jets, le plus petit parallélépipède aux cotés parallèles aux axes du repère, le contenant. Dans
la pratique, la transmittance directionnelle peut donc être mesurée en projetant orthogona-
lement l’objet considéré, ainsi que sa boîte englobante, sur un hyperplan normal àd. La
quantitéτ(d) vaut alors le complément à l’unité, du rapport des aires des projections de
l’objet et de sa boîte englobante.

Comme son nom l’indique, la transmittance directionnelle est unefonction direction-
nelle, i.e définie sur l’ensemble des directions. Elle prend donc la forme d’une fonction de
deux variables en dimension trois et d’une seule variable en dimension deux.

3.1.1 Expression du facteur de forme en terme de mesures de droites

Comme nous l’avons expliqué au chapitre 1, le facteur de forme entre deux surfaces
Si et Sj représente la fraction d’énergie lumineuse qui, quittantSi , atteintSj . Dans le vide
et, en première approximation, dans l’air la lumière se propage en ligne droite. D’autre
part sous les hypothèses du modèle Lambertien, l’intensité de l’énergie lumineuse quittant
ou rencontrant une surface en un point donné ne dépend pas de la direction incidente du
rayon lumineux considéré à la surface. La proportion d’énergie lumineuse qui, quittant une
surfaceSi atteint une surfaceSj vaut donc le rapport entre la mesure des droites qui coupent
Si et Sj , et la mesure de celles qui coupentSi :

Fi j =

R
(L\Si 6= /0)^(L\Sj 6= /0)dLR

L\Si 6= /0 dL

Nous verrons au chapitre 4 comment s’écrit cette expression dans le cas de la radiosité
en dimension deux.

En présence d’obstacles, il faut soustraire de l’ensemble des droites considérées, celles
qui rencontrent un des obstacles. En notantC l’ensemble des obstacles situés entreSi etSj ,
on a alors :

Fi j =
1R

L\Si 6= /0 dL

�Z
(L\Si 6= /0)^(L\Sj 6= /0)^(L\C= /0)

dL

�

Cette formulation en termes de mesures de droites a été utilisée par Sbert [Sbe93] et
Pellegrini [Pel95] pour le calcul de facteurs de forme par des méthodes d’échantillonnage
aléatoire. Nous nous en servirons à la section 3.4 pour exprimer le facteur de forme en
présence d’obstacles, en fonction de facteurs de forme considérant des sous-parties de ces
obstacles.
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3.2 Contrôle de l’erreur et information multi-échelles de
visibilité

Nous nous posons le problème d’obtenir une approximation contrôlée du facteur de
forme entre deux surfacesS1 et S2, en présence d’obstacles. Nous supposons de plus, que
ces obstacles sont regroupées en une hiérarchie declustersdont la racine sera notéeC0.
Nous cherchons donc à construire un algorithme fournissant de manière plus ou moins
rapide une approximatioñFC0 du facteur de forme (notéFC0), pour laquelle l’erreur d’ap-
proximation est inférieure à une borneε fixée par l’utilisateur,i.e :��F̃C0�FC0

��� ε

Nous proposons pour cela d’équiper la hiérarchie des obstacles, d’informations don-
nant, pour tout obstacleC, un accès direct à une approximationFC, du facteur de formeFC

entre les deux surfaces à partir d’une formulation simplifiée de la visibilité à traversC, et
donnant également accès à un majorant de l’erreur d’approximation.

Une borne sur l’erreur due à l’approximation deFC par FC doit donc dépendre en
partie des propriétés géométriques propres à la hiérarchie des objets occultants (répartition
relatives de ces objets, uniformité et densité) mais également de la configuration courante
du calcul, qui ne concerne plus uniquement les obstacles, mais aussi les deux surfaces : leur
taille et orientation relative et leur radiosité. Nous noterons donc une telle borne d’erreur
sous une forme visant à faire apparaître cette double dépendance. Pour des surfacesS1 et
S2 et un obstacleC, nous désignerons cette borne d’erreur d’approximation de la visibilité
par :

BVE(S1;S2;C)

Pour une approximationFC du facteur de formeFC, la borne d’erreurBVE doit donc véri-
fier : ��FC�FC

��� BVE(S1;S2;C)

Disposant pour tout obstacle potentielC d’une borne sur l’erreur due à l’approximation
deFC parFC, nous proposons de calculer une approximation contrôlée du facteur de forme
grâce à l’algorithme récursif suivant :

– Si l’approximationFC est suffisante,i.e si le critère d’erreur vérifieBVE(S1;S2;C)�
ε, alorsFC est choisi pour approcherFC, et nous posons donc̃FC = FC ;

– sinon, nous calculons par un appel récursif, des approximations contrôléesF̃C1; F̃C2; :::; F̃Cn

des facteurs de formeFC1; :::;FCn entreS1 etS2, en ne considérant séparément comme
obstacle qu’un seul filsCi deC, et en utilisant des valeurs de contrôleεi appropriées.
Ces approximations sont ensuitecombinéespour calculer une approximation deFC,
dont l’erreur est bornée parε.

Cet algorithme est donc basé sur le pré-calcul et le stockage pour chaque obstacle, d’une
certaine quantité d’informations, qui peuvent ensuite être ré-utilisées pour approcher le
facteur de forme, et mesurer l’erreur d’approximation, dans n’importe quelle configuration
de calcul de facteur de forme.

Pour mettre en place un tel algorithme, nous devons donc résoudre les problèmes sui-
vants :

– définir une méthode efficace d’approximation de la visibilité dans le calcul du facteur
de forme ainsi qu’une d’une borne sur l’erreur d’approximation,i.e savoir calculer
FC pour toutC ainsi qu’une borne supérieure de la quantité

��FC�FC
��.

– définir, calculer et stocker l’information nécessaire à l’obtention de ces quantités à
tous les niveaux de la hiérarchie des obstacles.

– savoircombinerdes approximations contrôléesF̃C1; F̃C2; :::; F̃Cn des facteurs de forme
FC1; :::;FCn (obtenues en ne considérant séparément qu’un seul sous-obstacle de l’obs-
tacleC) en une estimation du facteur de forme considérant l’obstacleC en entier.
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– déterminer les valeursε1; :::;εn contraignant le calcul dẽFC1; :::; F̃Cn de façon à ce que
la combinaisonF̃C de ces différents facteurs de forme vérifie le critère de précision��F̃C�FC

��� ε.

Nous définissons l’information multi-échelles de visibilitécomme étant l’ensemble des
quantités dont le pré-calcul et le stockage dans la hiérarchie des obstacles fournissent l’ap-
proximationFC ainsi que la borneBVE sur l’erreur associée.

Nous traiterons à la section 3.3 du choix d’une approximationFC. A la section 3.4,
nous expliquerons commentcombinerles facteurs de forme utilisant chaque sous-obstacle,
avant de détailler, en 3.5, l’algorithme proprement dit.

3.3 Approximation du facteur de forme

Nous voulons pouvoir obtenir une approximationFC du facteur de formeFC entre deux
surfacesS1 et S2 en considérant un obstacleC, à partir d’informations pré-calculées. Le
principe de notre méthode est de concentrer l’effort dans la partie concernant le pré-calcul
de l’information, afin de permettre ensuite dans n’importe quelle configuration, de calculer
en temps constant l’approximationFC et la borneBVE.

Reprenons par exemple l’expression (1.9) du facteur de forme, que l’on applique entre
deux surfacesS1 et S2 (s1 désigne l’aire deS1) :

F12 =
1
s1

Z
S1

Z
S2

k(x;y)v(x;y)dxdy

En approchant le terme de visibilitév(x;y) par une valeur uniformev sur le domaine
d’intégration, nous avons :

F12 # v
1
s1

Z
S1

Z
S2

k(x;y)dxdy| {z }
F0

Dans cette expression, la quantitéF0 représente donc le facteur de formesans occlusion
entreS1 etS2. Nous obtenons alors une borne sur l’approximation ainsi réalisée en trouvant
un majorant de la différence entre les deux expressions. Un choix possible pourv est la
transmittance directionnelleτC de l’obstacleC dans une directiond12, représentative du
domaine d’intégrationS1�S2. Dans ce cadre, l’information multi-échelles de visibilité se
composera pour l’obstacleC, de la fonctionτC et de diverses autres quantités permettant
de borner la différencejFC�τ(d12)F0j. Elle sera donc pré-calculée et stockée une fois pour
toutes.

Nous proposerons aux chapitres 4 et 5 plusieurs méthodes permettant le calcul de telles
approximations ainsi que des bornes d’erreur associées, dans le cadre de la radiosité en di-
mensions deux et trois. Nous pouvons cependant dors et déjà dégager quelques propriétés
de l’information de visibilité qui seront requises pour le bon fonctionnement de l’algo-
rithme de calcul contrôlé des facteurs de forme :

Pour permettre le calcul hiérarchique contrôlé du facteur de forme, la borne d’erreur
BVE doit décroître lorsque l’on subdivise l’obstacle, et cela en tenant compte de l’erreur
éventuellement produite par la combinaison des sous facteurs de forme. Nous devons donc
avoir :

BVE(S1;S2;C)�Combine(BVE(S1;S2;C1); :::;BVE(S1;S2;Cn))

l’expressionCombine traduisant le calcul de l’erreur d’approximation après combinai-
son des facteurs de forme approchés aux niveaux inférieurs.
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Selon le type d’approximation réalisée, l’information multi-échelles de visibilité prend
la forme de constantes ou de fonctions directionnelles. Le choix de la représentation sera
le résultat d’un compromis entre la qualité des approximations et des bornes produites
en fonction des caractéristiques des obstacles et la taille mémoire de ces représentations :
Représenter l’information multi-échelles de visibilité par des constantes revient à supposer
une totale isotropie des obstacles, ce qui n’est pas toujours le cas, comme le montre la
figure 3.1. En revanche, calculer et stocker la transmittance exacte des obstacles permettrait
des calculs arbitrairement précis mais le coût de stockage en serait prohibitif.

FIG. 3.1:Exemples d’obstacle isotropes et anisotropes. Alors qu’une unique valeur suffit
à représenter la visibilité moyenne de manière raisonnablement précise (sur un domaine
d’intégration grand devant la taille des objets) pour un cluster isotrope(à gauche), une
fonction dépendant au moins de la direction de vue est nécessaire pour les obstacles forte-
ment anisotropes(à droite).

3.4 Combinaison des facteurs de forme

Lorsque l’approximationFC du facteur de forme, utilisant l’information de visibilité
d’un obstacleC, s’avère insuffisante au vu de la précision requiseε, l’algorithme que nous
avons présentéraffine l’obstacle en calculant séparément des approximationsF̃C1; :::; F̃Cn

des facteurs de formeFC1; :::;FCn entreS1 et S2 en considérant chaque filsCi deC comme
unique obstacle. Nous nous posons donc le problème de savoir calculer une approximation
deFC et un encadrement de l’erreur d’approximation à partir de ces seules valeurs.

3.4.1 Formule de combinaison

Comme nous l’avons vu à la section 3.1.1, le facteur de formeFC entre deux surfaces
S1 et S2, et en présence d’un obstacleC, peut être exprimé comme :

FC =
1Z

L\S1 6= /0
dL

�Z
(L\S1 6= /0)^(L\S2 6= /0)^(L\C)= /0

dL

�

Dans cette expressionL\C désigne l’intersection du rayonL avecl’ensemble des objets
contenus dansC (et non la boîte englobante de ces objets, par exemple). Notons avec la
même conventionµ(S1;S2;C1; :::;Ck) la mesure des droites rencontrantS1, S2 ainsi que
C1; :::Ck. Nous avons alors :

FC =
1

µ(S1)
[µ(S1;S2)�µ(S1;S2;C)] (3.1)

Lorsque qu’aucun obstacle n’existe entreS1 et S2, nous retrouvons l’expression du
facteur de formesans occlusion:
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F0 =
µ(S1;S2)

µ(S1)

Supposons maintenant que les sous-obstaclesCi deC sont disjoints deux à deux. Nous
pouvons alors utiliser la propriété suivante, donnant l’expression de la mesure d’une réunion
den ensemblesE1; :::;En :

µ([n
i=1Ei) =

n

∑
i1=1

µ(Ei1)� ∑
1�i1<i2�n

µ(Ei1\Ei2)+ ∑
1�i1<i2<i3�n

µ(Ei1\Ei2 \Ei3)� :::

+(�1)n+1µ

 
n\

i=1

Ei

!

A partir de (3.1), nous pouvons donc écrire :

µ(S1)FC = µ(S1;S2)�
n

∑
i1=1

µ(S1;S2;Ci1)+ ∑
1�i1<i2�n

µ(S1;S2;Ci1;Ci2)+ :::

= (1�n)µ(S1;S2)+
n

∑
i1=1

µ(S1;S2)�µ(S1;S2;Ci1)| {z }
µ(S1)FCi1

+:::

et donc finalement :

FC =
n

∑
i=1

FCi � (n�1)F0+χ

avec

χ =
1

µ(S1)

 
∑

1�i1<i2�n

µ(S1;S2;Ci1;Ci2)� ∑
1�i1<i2<i3�n

µ(S1;S2;Ci1;Ci2;Ci3)+ :::

!

Dans le cas de deux sous-clusters, la formule ci-dessus se simplifie considérablement :

F = FC1 +FC2�F0+χ avec χ =
µ(S1;S2;C1;C2)

µ(S1)
(3.2)

Le termeχ est un terme decorrélationentre les sous-obstaclesCi . Il représente une in-
teraction complexe entre les fonctions de transmittance des différents sous-obstacles. Nous
traiterons à la section 4.3 du calcul d’une borne sur cette quantité en dimension deux.

La figure 3.2 montre combien la corrélation des sous-obstacles est importante dans le
calcul récursif des facteurs de forme. Dans l’exemple proposé, les deux sous-obstacles,
formés de grilles laissant passer environ 50 % de la lumière, les facteurs de formeF1 et
F2 sont donc tous deux proches de1

2F0. En revanche, selon la position relative des sous-
obstaclesC1 etC2, FC varie de 0 à1

2F0.
Cet exemple montre donc qu’il est impossible de se passer de la corrélation des sous

obstacles dans le calcul récursif des facteurs de forme. Nous verrons à la section 3.6 que
la corrélation joue le même rôle dans le calcul récursif de l’information multi-échelles de
visibilité.

3.4.2 Application au calcul récursif contrôlé

Plaçons-nous pour simplifier dans le cas de deux sous-obstacles. La formule (3.2) nous
permet de calculer le facteur de formeFC en fonction deFC1 et FC2. Nous nous intéressons
maintenant au calcul d’une borne sur l’erreur d’approximation associée à ce calcul.
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C

FIG. 3.2:Exemple de situation dans laquelle la corrélation des sous-obstacles peut jouer
un rôle important (voire texte).

Supposons connaître un encadrement de la corrélationχ entre les sous clustersC1 etC2

dans le domaine d’intégration concerné :

χmin� χ� χmax

Soit ε1 et ε2 des bornes d’erreur obtenues sur le calcul deFC1 et FC2. Nous choisissons
alors l’approximation suivante pourFC :

FC � FC1 +FC2�F0+
1
2
(χmin+χmax)

Une borne d’erreur sur l’approximation réalisée est alors :

E = ε1+ ε2+ εCorrel avec εCorrel =
1
2
(χmax�χmin) (3.3)

Nous discuterons de l’estimation de la corrélation entre sous-obstacles au chapitre 4.
Nous retiendrons pour l’instant que cela peut nécessiter le pré-calcul et stockage d’infor-
mations supplémentaires.

3.5 Algorithme de calcul récursif du facteur de forme

Nous décrivons dans cette section l’algorithme de calcul récursif du facteur de forme
entre deux surfacesS1 et S2 occultées par une hiérarchie de clusters de racineC, selon
le principe général établi à la section 3.2 et en utilisant les méthodes de combinaison des
facteurs de forme et des erreurs, décrites en 3.4. Pour simplifier, nous supposerons, sans
perte de généralité, que la hiérarchie des obstacles est binaire.

Lorsque la borneBVE(S1;S2;C) indique que l’erreur d’approximation du facteur de
forme parFC est inférieure au seuilεmax fixé par l’utilisateur, l’algorithme se satisfait de
cette valeur. Dans le cas contraire, l’algorithme tente de subdiviser l’obstacle en utilisant
la formule de combinaison décrite à la section précédente : deux facteurs de forme sont
calculés en considérant séparément chaque sous-cluster deC comme unique obstacle et en
imposant des seuils d’erreur propresε1 et ε2 tels que l’erreur totale associée à la valeur
combinée reste bornée parε. Nous discutons du choix deε1 et ε2 en (a).

La formule de combinaison des erreurs (3.3) indique que l’erreur cumulée d’une com-
binaison d’approximations de facteurs de forme n’est pas la somme des erreurs de chaque
facteur de forme. Il faut en effet rajouter l’erreur d’approximation de la corrélation de vi-
sibilité entre les sous-obstacles. Lorsque cette dernière composante est trop importante, on
ne peut alors pas subdiviser l’obstacle. Lorsque la combinaison n’est pas possible, la seule
façon de respecter le seuil d’erreur est d’effectuer un calcul précis, et donc coûteux, du
facteur de forme. Nous en discuterons en (b).
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La figure 3.3 donne le pseudo-code reproduisant notre méthode récursive de calcul
contrôlé du facteur de forme. La procédureRFormFactor effectue l’approximation contrô-
lée du facteur de forme. La fonctionHFormFactor est la fonction appelée lorsque la sub-
division de l’obstacle ne permet pas d’augmenter la précision à cause de la corrélation des
sous-obstacles.

RFormFactor(element S1,element S2, Cluster C, floatεmax,outfloat F)
If BVE(S1;S2;C)� ε

F = FC

Else
If εCorrel � ε

RFormFactor(S1;S2;C1;εmax
1 ;FC1)

RFormFactor(S1;S2;C2;εmax
1 ;FC1)

F = FC1 +FC2�F0+
1
2 (χmin+χmax)

Else
F =HFormFactor (S1;S2;C)

FIG. 3.3:Pseudo-code pour le calcul contrôlé du facteur de forme.

(a) Répartition des seuils d’erreur

Comme l’indique la formule (3.3), les bornes d’erreur s’ajoutent lors du calcul récursif
et produisent une borne associée au calcul courant après prise en compte d’une troisième
borne d’erreur sur l’approximation de la corrélation. Pour assurer que l’erreur totale restera
inférieure au seuilεmax lors de la subdivision de l’obstacle, nous pouvons donc partager
εmax entre l’erreur de corrélationεCorrel, dont on suppose connaître une borne, et les seuils
utilisés dans les appels récursifs qui eux, sont choisis. Connaissant une borneεCorrel sur
l’erreur de corrélation, un choix simple est d’utiliser les plus grandes valeurs possiblesε1

et ε2 vérifiant :
ε1+ ε2+ εCorrel � εmax

Ce qui signifie :

ε1 = ε2 =
1
2
(εmax� εCorrel) (3.4)

Alors que, par construction, l’algorithme présenté fournit alors une approximation du
facteur de forme dont l’erreur est inférieure àεmax, rien ne lui permet de prendre en compte
la “largeur” des bornes dans le calcul. Quelle que soit la précision avec laquelle les appels
récursifs calculent une approximation du facteur de forme, l’erreur associée à la combinai-
son sera toujours en retour de procédure égale àεmax.

Expérimentalement, nous avons remarqué que l’erreur effectivement associée au calcul
est parfois bien plus faible que l’erreurε allouée pur ce calcul. Celle-ci vaut par exemple
au plusBVE(S1;S2;C) quandBVE(S1;S2;C) � εmax, 0 dans le cas d’un appel au calcul
exact. En revanche, en utilisant les valeurs de l’équation (3.4) on montre facilement qu’à la
profondeurn des appels récursifs, on choisit obligatoirement :

ε(n)1 = ε(n)2 �
1
2n ε(0)max

D’autre part, nous avons observé que, dans la pratique,χ décroît proportionnellement au

diamètre des obstacles. On a donc très rapidementεCorrel � ε(n)max, et l’algorithme explose à
cause d’un trop grand nombre d’appels au calcul exact.
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Nous proposons donc de gérer la répartition des seuils d’erreur de manière plus fine en
calculant explicitement l’erreurε associée au calcul courant :

– ε vautBVE(S1;S2;C) si BVE(S1;S2;C)� ε
– ε vaut 0 en cas de calcul exact

– ε vautε1+ ε2+ εCorrel en cas d’appels récursifs. Dans ce cas,ε1 et ε2 désignent les
erreurs ainsi calculées dans les appels récursifs.

Pour respecter le seuilεmax, nous utilisons une répartition de l’erreur suivante : le
premier appel récursif à pour valeur de seuil un nombreεmax

1 pouvant varier entre 0 et
εmax� εCorrel. Au cours de cet appel, une valeur d’erreur effectiveε1 est calculée. On uti-
lise alors dans le second appel récursif la totalité de la marge d’erreur restante comme seuil,
c’est à dire :

εmax
2 = εmax� ε1� εCorrel

Au cours de ce second appel est calculée une erreur effectiveε2. L’erreur effective calculée
au niveau courant sera donc

ε = ε1+ ε2+ εCorrel

Le choix deεmax
1 est assez délicat : les valeurs extrêmes 0 etεmax� εCorrel sont clairement

inadaptées. Nous n’avons pas non plus choisi la valeur médiane de l’intervalle des valeurs
possibles car elle ne tient pas compte de l’ordre des appels récursifs. Nous avons déterminé
empiriquement que la valeur suivante permettait une répartition en moyenne équitable de
l’erreur sur les appels :

εmax
1 =

3
4
(εmax� εCorrel)

Pour des raisons équivalentes, il n’est pas non plus efficace de beaucoup relaxer la
contrainte sur l’erreur de corrélation car cela réduit trop le seuil d’erreur des appels ré-
cursifs. Nous avons empiriquement choisi la valeur de seuil deεmax

2 . Bien que ces choix
améliorent très sensiblement les performances de la méthode, il s’agit toujours d’une répar-
tition arbitraire des seuils d’erreur et qui n’est donc meilleure qu’en moyenne. L’algorithme
obtenu est présenté sur la figure 3.4.

RFormFactor(element S1,element S2, Cluster C, float εmax, out float ε,out float F)
If BVE(S1;S2;C)� ε

F = FC

ε = BVE(S1;S2;C)
Else

If εCorrel � εmax
2

float ε1,FC1;FC2

float εmax
1 = 3

4(εmax� εCorrel)
RFormFactor(S1;S2;C1;εmax

1 ;ε1;FC1)
float εmax

2 = εmax� ε1� εCorrel

RFormFactor(S1;S2;C2;εmax
1 ;ε1;FC1)

F = FC1 +FC2�F0+
1
2 (χmin+χmax)

ε = ε1+ ε2+ εCorrel

Else
F =HFormFactor (S1;S2;C)
ε = 0

FIG. 3.4:Calcul récursif du facteur de forme avec répartition des seuils d’erreur.



66

(b) Calcul exact du facteur de forme

Dans le cas ou l’erreur de corrélation ne permet pas de fournir une approximation du
facteur de forme d’erreur inférieure au seuil fixé, l’algorithme que nous avons proposé fait
appel à un calcul “arbitrairement précis” du facteur de forme. Lors de l’implémentation de
notre algorithme, nous avons en fait plusieurs alternatives, selon le contexte d’utilisation
du calcul contrôlé du facteur de forme :

Dans le cadre d’une méthodea posterioride contrôle de la précision, comme celle que
nous avons présentée au chapitre 2, nous acceptons le surplus d’erreur due à la corrélation
(qui ne concerne souvent qu’une partie du résultat), et l’algorithme effectue ses appels
récursifs, mais n’assure plus queε < εmax. L’erreur calculée en même temps que le facteur
de forme peut alors servir à l’encadrement du résultat.

En revanche, dans le cadre d’une méthodea priori de contrôle de la précision (voire
également le chapitre 2, le seuil sur l’erreur est une borne absolue. On est alors obligé
de considérer le temps de calcul : si l’on ne peut pas se permettre un coût trop élevé,
une exception est levée et l’algorithme abandonne son calcul ; si, en revanche, le temps
de calcul est illimité, l’appel àHFormFactors’effectue normalement. Il faut cependant
remarquer que le coût d’un “calcul exact” de facteur de forme à une certaine profondeur
dans les appels récursifs est toujours inférieur à celui du calcul complet du facteur de forme,
puisque la complexité des obstacles est nécessairement inférieure.

Dans le second cas, il est possible de gérer le temps de calcul de manière plus fine en
imposant une borne supérieure au temps total alloué à l’évaluation du facteur de forme sous
la forme sous la forme d’untampon. On autorise alors les appels au calcul exact tant qu’il
reste du temps dans le tampon.

3.6 Calcul et stockage de l’information de visibilité

Le principe de l’utilisation de l’information multi-échelles de visibilité est que les quan-
tités nécessaires au calcul deBVE etFC sont pré-calculées une fois pour toutes pour chaque
cluster de la hiérarchie des obstacles, pour pouvoir être utilisées dans n’importe quelle
configuration de calcul de facteur de forme. La propriété essentielle de ces informations
(comme par exemple la transmittance directionnelleτ est qu’elles ne dépendent que de
caractéristiques propres aux obstacles et non de la configuration d’un calcul particulier de
facteur de forme. Nous discutons dans cette section les différentes questions relatives au
calcul et au stockage de l’information multi-échelles de visibilité.

3.6.1 Calcul

Une manière naturelle de calculer de l’information multi-échelle de visibilité, comme
par exemple la transmittance directionnelleτ, serait d’effectuer un calcul récursif,i.e cal-
culer les informations pour un obstacle donné en fonction de celles calculée pour ses fils.
Malheureusement les quantités calculées ne représentent rarement en elles-mêmes une
information suffisante pour assurer leur propagation ascendante. L’obstacle rencontré est
l’équivalent du problème de la corrélation entre les sous-clusters dans la combinaison des
facteurs de forme.

A l’inverse, nous pourrions calculer directement toutes les quantités concernées de ma-
nière indépendante d’un niveau à l’autre de la hiérarchie. Un tel algorithme manquerait
ainsi de tirer profit de la cohérence existant entre la visibilité des obstacles à différents
niveaux.

Ce que nous proposons de faire est propager de façon ascendante dans la hiérarchie des
obstacles une information temporaire plus complète de laquelle nous déduirons à chaque
niveau les quantités nécessaires au calcul deBVE etFC. Une fois ce calcul réalisé, seules ces
dernières quantités subsistent. L’information temporaire que nous utilisons est constituée
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d’un échantillonnage de la transmittance des obstacles, qui peut-être calculé récursivement.
Au niveau des feuilles de la hiérarchie, la valeur initiale de l’information temporaire est
directement déduite de la géométrie.

D’autre part, à un niveau donné de la hiérarchie, nous ne nous intéressons qu’aux ni-
veaux de détail représentatifs de la taille du cluster concerné car il est important de ne pas
prendre en compte les variations trop rapides de la fonction de visibilité, qui sont dues à
des objets de taille très inférieure à la taille du cluster du niveau courant. Bien qu’elles
n’apportent que des modifications négligeables dans le calcul du transfert d’énergie, ces
perturbations peuvent fausser les critères de raffinement, qui sont justement basés sur les
variations de la fonction de visibilité. L’opération de filtrage désirée est directement pro-
duite par la précision de l’échantillonnage qui est la même quelle que soit la profondeur de
l’obstacle traité.

Le coût de calcul de l’information multi-échelle de visibilité est donc proportionnel au
nombre total desous-clustersdans la hiérarchie des obstacles. Cette méthode récursive de
“décoration” de la hiérarchie des obstacle est par ailleurs largement parallélisable.

3.6.2 Stockage

Comme nous l’avons dit plus haut, l’information multi-échelles de visibilité peut prendre
la forme de constantes ou de distributions directionnelles. Alors que le stockage d’une
ou plusieurs constantes parcluster a une incidence faible sur le coût mémoire de notre
méthode, la représentation de plusieurs fonctions directionnelles pour chaque cluster peut
s’avérer coûteuse.

Pour une efficacité optimale de notre algorithme de calcul du facteur de forme, la mé-
thode de stockage que nous employons doit répondre aux conditions suivantes : l’infor-
mation multi-échelle de visibilité doit (a) être représentée de façon à permettre un accès
rapide lors du calcul des facteurs de forme et (b) occuper le moins de place possible en
mémoire.

Ces deux conditions sont par nature opposées. En effet, la manière de représenter une
fonction de façon à faciliter au mieux le calcul de ses valeurs est de l’échantillonner. C’est
également la méthode la plus gourmande en place mémoire. A l’inverse, représenter une
fonction directionnelle comme combinaison linéaire sur une base de fonctions simples,
offre souvent un taux de compression très intéressant, mais ralentit considérablement l’ac-
cès à ses valeurs. En ce qui concerne les fonctions directionnelles, on utilise le plus souvent
une base d’harmoniques sphériques [SDS95] (voir également l’annexe A), ou d’ondelettes
sphériques [SS95].

L’expérience montre qu’autant en dimension deux qu’en dimension trois, les fonctions
directionnelles relatives à la visibilité d’un groupe d’objets peuvent être extrêmement ir-
régulières. Elles se prêtent donc très mal à une représentation dans une base de fonctions
comme les harmoniques sphériques, et tendent à provoquer de l’effet de Gibbsautour des
discontinuités. En revanche les ondelettes sphériques de faible degré permettent une repré-
sentation assez fidèle de ce type de fonction. Pour les raisons d’efficacité citées plus haut,
nous avons choisi dans notre implémentation en dimension deux, n’étant pas limité pas la
place mémoire, d’utiliser une représentation échantillonnée selon un nombre variable de
directions des différentes quantités directionnelles intervenant.

3.7 Conclusion

Nous avons présenté une méthode générale de contrôle de l’erreur dans le calcul du
facteur de forme entre deux surfaces, basée sur le pré-calcul et le stockage d’informations
de visibilité à tous les niveaux de la hiérarchie des obstacles qui séparent ces surfaces. Grâce
à cesinformations multi-échelles de visibilité, notre l’algorithme est capable de décider
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automatiquement de la profondeur de l’exploration de la hiérarchie des sous-obstacles de
manière à produire un résultat dont l’erreur est inférieure à un seuil fixé à l’avance.

Pour une implémentation particulière, il nécessite cependant la spécification d’une ap-
proximation de la visibilité à travers un obstacle donné ainsi que le calcul explicite de
bornes d’erreur associées à l’utilisation de cette information, et enfin une méthode d’esti-
mation de corrélation de la visibilité entre sous-obstacles, au sujet desquels nous sommes
volontairement restés très généraux.

Nous présenterons au chapitre 4 l’implémentation de notre algorithme dans le cadre de
la radiosité en dimension deux, ce qui nous permettra de prouver par l’exemple son effi-
cacité. Nous discuterons ensuite au chapitre 5 de son application au cas tri-dimensionnel.
Comme le laisse en effet prévoir la différence de complexité géométrique entre la deuxième
et troisième dimension, chacun de ces cas nécessite une étude spécifique.



Chapitre 4

Approximation contrôlée des
facteurs de forme en dimension
deux

LE CHAPITRE 3 nous a permi d’exposer le principe général d’algorithmes de calcul
contrôlé du facteur de forme entre deux surfaces, par approximation de la visibi-
lité à travers les obstacles qui séparent ces surfaces. Dans le présent chapitre, nous

décrivons l’application de ces algorithmes au calcul contrôlé des facteurs de forme dans
le cadre de la radiosité en dimension deux. Nous allons donc tout d’abord décrire com-
ment fournir une approximation du facteur de forme en approchant la visibilité à travers les
obstacles, ainsi que le moyen d’obtenir des bornes sur l’erreur d’approximation. Nous dé-
finirons précisément l’information multi-échelles de visibilité permettant de calculer cette
approximation ainsi que les bornes d’erreur associées, pour toute configuration de facteur
de forme utilisant les obstacles pour lesquels ces informations auront été pré-calculées.
Pour finir, nous traiterons de l’estimation de la corrélation entre les sous-obstacles, qui per-
met d’effectuer le raffinement du calcul tout en contrôlant la précision. Finalement, nous
illustrerons notre méthode par des exemples.

Nous commencerons tout d’abord par une brève introduction à la radiosité en dimen-
sion deux en dégageant ses caractéristiques spécifiques.

4.1 La radiosité en dimension 2

La radiosité en dimension deux, a souvent servi de premier domaine d’expérimentation
d’algorithmes de calcul de l’éclairage [Ort97, HW91b] : on remarque en effet que la répar-
tition de l’énergie lumineuse et les relations géométriques entre les objets sont plus simples
à visualiser, les méthodes brutales de calcul utilisées pour produire des solutions de réfé-
rence sont généralement plus efficaces et les calculs de facteurs de forme (par exemple en
utilisant une intégration par méthode de Monte-Carlo) convergent relativement plus vite.
Ces raisons font que les algorithmes sont en moyenne plus faciles à mettre au point en
dimension deux, et nous bénéficierons dans ce chapitre des divers avantages de cette ap-
proche.

Comme en dimension trois, nous verrons que le problème de calculer la radiosité en
dimension deux conduit à une équation intégrale, dont on ne connaît par ailleurs de solu-
tion analytique que dans un nombre très restreint de cas simples. Plusieurs approches ont
été développées pour résoudre le problème, utilisant par exemple une méthode de Monte-
Carlo [VFGP93], des éléments finis [HW91b], ou encore une méthode de collocation [Atk].
Des études plus poussées concernant les discontinuités de divers ordres ont également



70

été menées [HW91b, Atk]. Enfin, des outils spécifiques ont été développés, comme par
exemple le complexe de visibilité 2D [ORDP96].

On pourra remarquer que le problème du calcul de la radiosité en dimension deux est
équivalent au problème tri-dimensionnel obtenu en prolongeant infiniment la géométrie le
long de la normale au plan de l’espace plat, ce qui justifie dans une certaine mesure son
étude en vue d’approximations grossières du calcul dans des situations tri-dimensionnelles
particulières.

Nous commencerons notre étude par quelques définitions, avant d’entrer dans le vif du
sujet.

4.1.1 Définitions

Nous définissons dans cette section quelques notations essentielles, intervenant dans la
modélisation de l’équilibre des échanges lumineux en dimension deux.

(a) Les objets du monde plat

En dimension deux, les objets sont délimités par des courbes de dimension un. Dans le
cadre d’une simulation informatique des interactions lumineuses nous nous limitons donc
à des courbes polygonales bornées. Les objets du monde deux-dimensionnel sont donc des
segments.

Par convention, chaque segment admet une face extérieure et une face intérieure, défi-
nies par l’orientation du segment. Dans une scène correctement constituée les faces inté-
rieures ne reçoivent jamais de lumière, comme dans l’exemple indiqué sur la figure 4.1.

Enfin, nous modélisons par ailleurs les rayons lumineux par des droites du plan.

FIG. 4.1:Exemple de scène à deux dimensions. Les segments sont orientés. Seules les faces
extérieures (i.e celles situées surle coté droit) reçoivent de la lumière.

(b) Coordonnées polaires

Les droites du plan sont parametrées, comme indiqué sur la figure 4.2, par un angleθ
et une déviationρ. L’équation cartésienne d’une droiteD(ρ;θ) s’écrit donc

�xsinθ+ycosθ = ρ

Nous repérons dans ce contexte les directions par l’angleθ commun à tous leurs repré-
sentants.

(c) Mesures dans l’espace des droites

Comme nous l’avons annoncé au chapitre 3, il existe une unique mesure définie sur
l’ensemble des droites du plan invariante par le groupe des déplacements du plan [Ort97].
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D(r,q)

FIG. 4.2:Repérage d’une droite du plan par ses coordonnées polaires

Pour un ensembleX de droites du plan, cette mesure s’exprime naturellement en fonction
de la paramétrisation des droites que nous utilisons comme :

µ(X ) =

Z
f(ρ;θ)jD(ρ;θ)2X g

dρdθ (4.1)

En dimension deux, d’élégantes propriétés permettent de plus d’exprimer simplement
la mesure de divers ensembles particuliers. Nous en rappelons deux :

Propriété 4 (Santalo [San76])La mesure de l’ensemble des droites qui rencontrent un
convexe est égale au périmètre de ce convexe.

En considérant un segment comme un convexe dont le périmètre vaut deux fois le dia-
mètre, la mesure de l’ensemble des droites qui rencontrent un segment de longueurL vaut
alors :

µ(S) = 2L (4.2)

CC C
Ci

1 2 1 2

eC

C

FIG. 4.3:Enveloppe convexe et courbe croisée de deux convexes disjoints.

Soient deux convexes bornésC1 et C2 disjoints. On définit alors les courbesCe et Ci

comme étant respectivement la frontière de l’enveloppe convexe deC1[C2 et de la courbe
croisée s’appuyant surC1 et C2, définie sur la figure 4.3. Nous notons égalementLe et Li

les périmètres respectifs de ces courbes. On montre alors la propriété suivante :

Propriété 5 (Santalo [San76])La mesure de l’ensemble des droites qui rencontrent deux
convexes disjoints C1 et C2 vaut :

µ(C1;C2) = Li�Le (4.3)

Nous utiliserons ces propriétés dans le calcul du facteur de forme entre deux segments,
notamment dans les cas de visibilité totale.
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4.1.2 Équation d’équilibre

En dimension deux, dans le cadre de sources et réflecteurs idéalement diffus, la radio-
sité est définie comme la puissance lumineuse par unité de longueur. Elle s’exprime donc en
Wattsparmètre(notéW:m�1). L’équation d’équilibre des échanges lumineux peut être éta-
blie de manière tout à fait similaire à la démonstration que nous en avons fait en dimension
trois, au chapitre 1 (voir par exemple [Hec91]). Cette équation s’écrit :

b(x) = e(x)+ρ(x)
Z

S

cosϕcosψ
2r

v(x;y)dy

Les anglesϕ etψ ainsi que la distancer sont ceux définis sur la figure 4.4. Le domaine
d’intégrationSreprésente l’ensemble des segments qui composent la scène.

y

S

S

2

x

ϕ

ψ(x,y)

(x,y)

1

(x,y)r

FIG. 4.4:Configuration générale de facteur de forme en dimension deux.

De même qu’en dimension trois, la discrétisation de l’équation de radiosité s’effectue
par projection de la solution sur un espace vectoriel ayant pour base des fonctions polyno-
miales par morceaux. Dans le cas de fonctions constantes par morceaux, nous obtenons par
la méthode décrite en 1.1.3 :

8i Bi = Ei +ρi ∑
j

Fi j B j

où les facteurs de formeFi j sont définis par :

Fi j =
1

2Li

Z
Si

Z
Sj

cosϕcosψ
r

v(x;y)dxdy (4.4)

Comme dans le cas des facteurs de forme en trois dimensions, le noyau de la radiosité
est le terme :

k(x;y) =
cosϕcosψ

r
v(x;y)

Il est considéré comme nul lorsque l’un des pointsx ou y est situé du coté de la face
intérieure du segment sur lequel se trouve l’autre point.

4.1.3 Calcul des facteurs de forme

Nous allons décrire dans cette section deux expressions du facteur de forme que nous
utiliserons par la suite. La première permet de calculer le facteur de forme dans les situa-
tions de visibilité totale entre deux segments. La seconde est une expression en coordonnées
polaires de l’intégrale (4.4). Dans les deux cas, nous supposons que les segments sont en
situation devisibilité totale i.equ’aucun des deux segments ne coupe la droite supportant
l’autre, sauf éventuellement au niveau de ses extrémités. Deux segments ayant un point
commun partagent donc nécessairement une extrémité, et toute droite coupant les deux
segments appartient au domaine d’intégration dans le calcul du facteur de forme.
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Le facteur de forme entre les deux segmentsS1 et S2 s’exprime comme

F12 =
1
L1

Z
x2S1

Z
y2S2

cosϕcosψ
2r

dxdy

Où ϕ et ψ sont les angles d’incidence de la droite(x;y) sur les segments, etr la distance
entre ces points (C.f. Fig. 4.4).

(a) String rule

Supposons que deux segmentsS1 etS2 ne sont séparés par aucun obstacle. Nous repre-
nons l’expression du facteur de forme entreS1 etS2 en termes de mesures de droites définie
à la section 3.1.1. En notantµ(S1) (resp. µ(S1;S2)) la mesure de l’ensemble des droites qui
rencontrentS1 (resp. S1 et S2), nous avons :

F12 =
µ(S1;S2)

µ(S1)

Le dénominateur s’exprime en utilisant (4.2), et le numérateur grâce à (4.3). Nous pouvons
donc écrire que :

F12 =
Li�Le

2L1

En exprimantLi et Le en utilisant les distances entre les sommets, comme défini sur la
figure 4.5.a, nous obtenons :

F12 =
L5+L6� (L3+L4)

2L1

L

3

1

4

L

L

L

L

L

5

6

5
2

(a)

3

6
2 1

4L

L

L

L L

L

(b)

FIG. 4.5:Définition des courbes croisées et non croisées reliant deux segments.

Cette formulation du facteur de forme est connue sous le nom destring rule. Nous
l’utiliserons pour calculer le facteur de forme entre deux segments dans les cas de visibilité
totale. Cette formule fonctionne pour tout couple de convexes et s’étend par ailleurs à
certains cas d’occlusion comme celui présenté sur la figure 4.5.b avec les notations qui y
sont présentées [Ort97], mais nous n’en ferons pas l’usage. Par ailleurs, aucune expression
similaire ne permet de calculer le facteur de forme entre deux convexes en dimension trois.

(b) Expression en coordonnées polaires

En utilisant l’équation (4.1), nous pouvons exprimer le facteur de forme en fonction de
la transmittanceτ de l’obstacle. Nous avons en effet :

µ(S1;S2)�µ(S1;S2;C) =

Z
ρ

Z
θ

τ(ρ;θ)dρdθ
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Le facteur de forme s’écrit donc en coordonnées polaires :

F12 =
1

2L1

Z
ρ

Z
θ

τ(ρ;θ)dρdθ (4.5)

Le domaine d’intégration est une région bornée du plan(θ;ϕ) délimitée par quatre arcs
de sinusoïde. On peut donc le plonger dans un quadrilatère aux cotés parallèles aux axes :

θmin� θ � θmax

ρmin� ρ � ρmax

4.2 Approximations des facteurs de forme

Nous expliquons dans cette section deux méthodes d’approximation de la visibilité
conduisant à des approximations du facteur de forme, et obtenons ainsi deux formulations
différentes d’information multi-échelles de visibilité répondant aux caractéristiques défi-
nies au chapitre 3. Dans [Sol95] nous avons opéré en proposant une approximation du
facteur de forme basée sur l’utilisation de la transmittance directionnelle, puis majoré la
différence entre la valeur approchée et la valeur exacte en utilisant des normes usuelles.
Après avoir brièvement rappelé ce résultat, nous allons décrire une méthode d’approxima-
tion beaucoup plus efficace, basée sur l’encadrement du facteur de forme puis en proposant
comme approximation la valeur médiane des deux bornes.

Nous commencerons cependant par rappeler le résultat obtenu dans [Sol95], avant d’ex-
pliquer la seconde méthode.

4.2.1 Bornes basées sur l’emploi de normes usuelles

Dans [Sol95] nous avons proposé d’approcher le facteur de formeF12 entre deux seg-
mentsS1 et S2 par le produit du facteur de forme sans occlusion entre les segments et la
transmittance directionnelleτ de l’obstacle, calculée dans une directionθ12 représentative
des droites joignant les deux segments :

F12 # τF0

Nous avons alors :

kF12� τ(θ12)F0k �
2δθ
p

∆ρ

L1rmin
[R1(θ12)+R2(θ12)] (4.6)

avec :
R1(θ) = sup

θ02[θ�δθ;θ+δθ]
kτ(:;θ0)� τ(:;θ)kL2

R2(θ) = kτ(:;θ)� τ(θ)kL2

Les différentes variables ont la signification suivante :

L1 longueur deS1

rmin distance entreS1 et S2

θ12 milieu de l’intervalle d’intégration enθ
δθ demi-diamètre de l’intervalle d’intégration enθ
∆ρ Diamètre de l’intervalle d’intégration enρ pourθ = θ12
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Les quantitésR1 et R2 dépendent uniquement de l’obstacle alors queθ12, rmin, δθ, ∆ρ et
L1 traduisent l’orientation relative des segments et dépendent donc de la configuration.

Avec ce choix d’approximation du facteur de forme, l’information multi-échelle de vi-
sibilité est alors constituée des fonctions directionnellesτ;R1, etR2, qui suffisent à calculer
pour toute configuration une approximation du facteur de forme ainsi qu’une borne sur
l’erreur.

A titre d’exemple, les quantitésR1(θ) et R2(θ) sont représentées sur la figure 4.6 pour
un obstacle particulier.
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FIG. 4.6: Exemple d’obstacle(à gauche), accompagné des quantités R1(θ) et R2(θ) (à
droite), pourθ 2 [�π

2;
π
2 ].

4.2.2 Bornes basées sur la géométrie des obstacles

Nous allons proposer maintenant une approche différente d’approximation du facteur
de forme, basée sur des caractéristiques morphologiques des obstacles. Supposons tout
d’abord que le domaine d’intégration ne contient que des droites qui coupent la boîte en-
globante de l’obstacle, comme sur la figure 4.7.a.

(b)(a)
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S
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δρ

ρ

θ

’
δ

S

S2

1

1

2

FIG. 4.7: (a)Configuration de type ‘intersection totale’.(b) Configuration de type ‘inter-
section partielle’.

L’expression (4.5) signifie que pour chaque valeur deθ, on mesure la longueur∆(θ)
de la projection orthogonale de l’obstacle dans la directionθ (i.e la somme des longueurs
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des composantes connexes des projections orthogonales de ses éléments) restreinte à l’in-
tersection des projections des deux segmentsS1 et S2 dans la directionθ :

∆(θ) =
Z ρmax(θ)

ρmin(θ)
τ(ρ;θ)

La projection de l’obstacle dans une directionθ peut être représentée par sa fonction
caractéristiquef . Notons alors :

δmin le diamètre du plus petit intervalle sur lequel f vaut 1 ;
δmax le diamètre du plus grand intervalle sur lequel f vaut 1 ;
δ̃min le diamètre du plus petit intervalle sur lequel f vaut 0 ;
δ̃max le diamètre du plus grand intervalle sur lequel f vaut 0.

Nous pouvons alors majorer∆(θ) en remplissant au maximum l’intervalle[ρmin(θ);ρmax(θ)]
avec des intervalles de longueurδmax séparés par des intervalles de longueurδ̃min ; un ma-
jorant de∆(θ) est alors la somme des longueurs des intervalles de diamètreδmax que l’on a
pu utiliser.

De même, un minorant de∆(θ) est obtenu de manière duale à partir deδ̃maxetδmin. Les
bornes∆max(θ) et ∆min(θ) s’écrivent alors :

∆min(θ) = δ̃maxE(n)+min(D(n)(δmin+ δ̃max); δ̃max)

∆max(θ) = δmaxE(p)+min(D(p)(δ̃min+δmax);δmax)

avec

n =
ρmax�ρmin

δmin+ δ̃max

p =
ρmax�ρmin

δ̃min+δmax

Dans l’expression précédente, les quantitésE(x) et D(x) désignent respectivement la
partie entière et la partie décimale dex. Nous avons donc

1
2L1

Z
θ

∆min(θ)� F12�
1

2L1

Z
θ

∆max(θ)

N.B : Il est possible de borner∆min(θ) et∆max(θ) indépendamment deθ. Cela évite une
intégration pour calculer les bornes sur le facteur de forme, mais c’est moins précis.

Cas où l’obstacle ne recouvre pas toute la bande d’intégration

Nous nous intéressons maintenant au cadre plus général dans lequel les droites inter-
venant dans le calcul du facteur de forme ne rencontrent pas toutes la boîte englobante de
l’obstacle (C.f figure 4.7.b). Nous notons alorsδρ(θ) et δ0ρ(θ) les diamètres des intervalles
indiqués sur la figure 4.7.b, correspondant à l’écart maximum des déviations des droites
qui rencontrent l’obstacle ou pas. Pour exprimer de nouvelles bornes en fonction de celles
obtenues au cas précédent, il suffit d’écrire que :

∆0min(θ) = ∆min(θ)

∆0max(θ) = δρ(θ)�∆max(θ;δ0ρ(θ))

Lorsque le cluster est totalement inclus dans la bande d’intégration ces bornes restent
valides siδ0ρ(θ) désigne la somme des largeurs des intervalles de part et d’autre du cluster.
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Choix d’une approximation du facteur de forme

Disposant d’une borne inférieureFmin et supérieureFmax du facteur de forme, nous
choisissons comme approximation du facteur de forme l’expression

FC = (Fmax+Fmin)=2

L’erreur d’approximation est alors majorée par :

εmax=
Fmax�Fmin

2
Et nous choisissons :

BVE(S1;S2;C) =
Fmax�Fmin

2
L’information multi-échelles de visibilité est donc constituée au moins des quatre fonc-

tionsδmin, δmax, δ̃max et δ̃min.

Cette méthode d’approximation a l’avantage de prendre implicitement en compte le ni-
veau de détails des objets et donc d’être beaucoup plus cohérente. La figure 4.8 représente
ces fonctions pour le groupe de segments servant d’obstacle dans la figure 4.6.
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FIG. 4.8:Information multi-échelles de visibilité pour l’obstacle de la figure 4.6

Sur ces courbes on remarque tout d’abord l’écart important entre les ordres de grandeur
des quantitésδmin et δ̃min d’une part, etδmax et δ̃max d’autre part, venant du fait que l’obs-
tacle de la figure 4.6 utiliser pour cette expérience est relativement complexe et contient
surtout de nombreux niveaux d’échelle différents. La fonction d’erreurBVE utilisée par
l’algorithme de calcul contrôlé du facteur de forme générera donc des bornes d’erreur très
élevées dans les premiers appels récursifs, et forcera l’algorithme à subdiviser. Pour des
obstacles plus simples, nous constatons en revanche, comme l’indique la figure 4.9 que les
quantités sont du même ordre de grandeur, d’où un encadrement beaucoup plus serré de
l’erreur d’approximation.

4.3 Estimation de la corrélation

Nous avons vu au chapitre 3 qu’une borne supérieure sur la corrélation de la visibilité
entre les sous-obstacles est nécessaire pour contrôler l’erreur dans le calcul récursif du
facteur de forme. Nous allons expliquer comment obtenir une telle borne.

Considérons un obstacleC ayant deux filsC1 et C2. Le terme de corrélationχ défini
en 3.4.1 représente la mesure des droites qui rencontrent à la foisS1;S2;C1 et C2, notée
µ(S1;S2;C1;C2).

Il est possible d’établir des bornes sur la corrélation entre les deux sous-clusters, comme
nous l’avons fait pour le facteur de forme, en comblant des intervalles grâce aux fonctions
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FIG. 4.9:Information multi-échelles de visibilité pour un obstacle simple.

δmin, δmax, δ̃min et δ̃max. Alors que pour le facteur de forme, cette méthode produit des
bornes très intéressantes, les bornes obtenues concernant la corrélation sont habituellement
trop larges. Nous procédons donc autrement. Notons pour celaω la fonction d’opacitéd’un
cluster :

ω(ρ;θ) = 1� τ(ρ;θ)

Nous avons alors :

µ(S1;S2;C1;C2) =

Z
θ

Z
ρ

ω1(ρ;θ)ω2(ρ;θ)dρ| {z }
R(θ)

dθ

Si nous supposons que les surfacesS1 etS2 sont suffisamment loin l’une de l’autre, nous
pouvons alors considérer le termeR(θ) comme constant sur l’intervalle d’intégration enθ,
et représentable par sa valeurR(θ12) au centre de l’intervalle. Si l’on noteδθ le diamètre
de cet intervalle, nous pouvons donc écrire :

µ(S1;S2;C1;C2) = δθ

Z
ρ

ω1(ρ;θ12)ω2(ρ;θ12)dρ

Il faut ensuite restreindre l’intervalle d’intégration enρ au diamètreδρ correspondant à
θ = θ12, i.e :

µ(S1;S2;C1;C2) # δθδρχ(θ12) avec χ(θ12) =
1

∆ρ(θ12)

Z
ρ

ω1(ρ;θ)ω2(ρ;θ)dρ

Cette approximation est d’autant plus légitime que le diamètre de l’intégration enρ est
petit lorsque l’on s’éloigne deθ12. Cette expression nous permet d’approcherχ en fonction
de quantités connues. Nous pouvons en effet écrire que :

τ(θ) =
1

∆ρ

Z
ρ

τ1(ρ;θ)τ2(ρ;θ)dρ

=
1

∆ρ

Z
ρ
(1�ω1(ρ;θ))(1�ω2(ρ;θ))dρ

= 1� 1
∆ρ

Z
ρ

ω1(ρ;θ)dρ� 1
∆ρ

Z
ρ

ω2(ρ;θ)dρ+
1

∆ρ

Z
ρ

ω1(ρ;θ)ω2(ρ;θ)dρ| {z }
χ0

θ

Notons maintenant∆ρ1 et ∆ρ2 les diamètres des clustersC1 et C2 dans la directionθ.
Nous avons alors :
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τ(θ) = 1� 1
∆ρ

Z
∆ρ1

ω1(ρ;θ)dρ� 1
∆ρ

Z
∆ρ2

ω2(ρ;θ)dρ+χ0θ

= 1+χ0θ�
1

∆ρ

�
∆ρ1(1� τ1(θ))+∆ρ2(1� τ2(θ))

�
D’après cette relation, nous pouvons estimer la corrélationχ(θ) par :

χ(θ) # τ(θ)+
1

∆ρ

�
∆ρ1(1� τ1(θ))+∆ρ2(1� τ2(θ))

�
�1

Il faut donc ajouter à l’information multi-échelle de visibilité servant à calculerBVE etF,
l’information nécessaire pour calculerχ. Dans le cas de l’approximation deF parτ(d12)F0

présentée en 4.2.1, la quantitéτ faisant déjà partie des fonctions stockées, la corrélation peut
être calculée sans sur-coût de stockage. En revanche, dans le cas de l’approximation pré-
sentée en 4.2.2, il faut rajouterτ à l’information multi-échelle de visibilité, ou directement
χ. L’information multi-échelle de visibilité est donc formée de 5 fonctions directionnelles
par sous-obstacle.

4.4 Résultats

Nous présentons dans cette section un exemple de calcul contrôlé du facteur de forme
utilisant l’information multi-échelles de visibilité introduite en 4.2.2. La figure 4.10 repré-
sente la configuration du calcul du facteur de forme entreS1 et S2, en présence d’obstacles
formant une hiérarchie de racineC.

1

2

C

S

S

FIG. 4.10:Configuration expérimentale pour les courbes de la figure 4.11.

Nous avons pour cette expérience fait varier le seuil d’erreurεmax de 0 à 0:0035, qui
est la valeur au dessus de laquelle l’algorithme ne fait plus aucun raffinement. Comme on
peut le constater sur la figure, la valeur calculée du facteur de forme reste contenue entre
les bornesF�ε etF +ε imposées par le seuil d’erreurε. Parallèlement, lorsqueε tend vers
0, le nombre de sous-obstacles visités augmente, ce qui traduit également l’augmentation
de la profondeur des appels récursifs effectués par l’algorithme. Au fur et à mesure de ce
raffinement, le temps de calcul augmente.

Les temps de calcul que nous avons mesurés dans cette expérience n’ont pas de signi-
fication précise. En effet, ceux-ci sont biaisés par l’utilisation du calcul exact dans les cas
où le raffinement n’est plus possible. Ce calcul relativement lourd, multiplie globalement
toutes les durées mesurées. Nous avons cependant jugé utile de l’utiliser pour permettre
de tester jusqu’à une valeur arbitrairement petite de la précision, l’efficacité de notre al-
gorithme. Dans le cadre d’une utilisationa posterioride l’algorithme de contrôle de la
précision (voir la section 3.5.(b)) ce sur-coût disparaît. Par ailleurs, dans cet exemple, le
temps total de calcul de l’information multi-échelles de visibilité a été de 12:8sec.



80

0

5

10

15

20

25

30

35

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035

Computing time

Visited clusters

(ε)

(Sec/Nb)

-0.003

-0.002

-0.001

0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035

Recursive form factor
Exact form factor (F )

F − ε
F + ε

(ε)

FIG. 4.11:Temps CPU de calcul du facteur de forme, et nombre total de sous-obstacles
visités.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la mise en œuvre des algorithmes de calcul
contrôlé du facteur de forme présentés au chapitre 3 dans le cadre de la radiosité en di-
mension deux. Nous avons vu deux approches différentes d’approximation du facteur de
forme, ainsi que les quantités constituant l’information multi-échelles de visibilité corres-
pondant à chaque choix. L’implémentation et l’expérimentation de ces techniques a prouvé
la possibilité de contrôler l’erreur dans de calcul des facteurs de forme en dimension deux.
La quantité de données correspondant à l’information multi-échelle de visibilité revêt no-
tamment une taille raisonnable, et les bornes obtenues sont relativement fines.

Dans le chapitre suivant, nous discuterons de l’implémentation de ces mêmes tech-
niques en dimension trois.



Chapitre 5

Approximation contrôlée des
facteurs de forme en dimension
trois

AU CHAPITRE 3, nous avons vu comment effectuer un calcul du facteur de forme
entre deux surfaces, contrôlé par un seuil d’erreur fixé. Cette technique, basée sur
une approximation hiérarchique de la visibilité, nécessite le pré-calcul et stockage

d’une information à tous les niveaux de la hiérarchie des obstacles qui est ensuite utilisée
pour l’estimation et l’encadrement de facteurs de forme impliquant ces obstacles. Au cha-
pitre 4, nous avons décrit la mise en œuvre de cette technique dans le cadre de la radiosité
en dimension deux, et montré qu’elle permet effectivement un contrôle de l’erreur. Dans
le présent chapitre nous allons voir que, bien qu’il soit théoriquement possible d’appliquer
les mêmes techniques en dimension trois, leur mise en œuvre les rend, en pratique, ininté-
ressantes, notamment à cause de la difficulté de trouver des bornes suffisamment fines sur
l’approximation de visibilité.

5.1 Encadrement du facteur de forme

Nous allons appliquer une méthode similaire à celle décrite en 4.2.2 pour estimer un
encadrement du facteur de forme entre deux polygonesA1 et A2. Nous ne pouvons cepen-
dant pas, comme en dimension deux directement raisonner sur les aires des projections des
objets constituant l’obstacle et de “l’espace vide” entre ces projections, pour combler l’in-
tersection des projections des deux surfaces : pour ne pas obtenir un encadrement trivial
nous serions en effet obligé de considérer le problème de la plus faible et plus forte densité
d’un ensemble de polygones dans le plan, ce qui constitue un calcul très coûteux. Nous
proposons donc une approche légèrement différente :

Nous avons vu au chapitre 3 (section 3.1.1) une expression du facteur de forme entre
deux surfaces en termes de rapports de mesures d’ensembles de droites. Dans le cas de deux
surfacesA1 etA2, le facteur de forme vaut donc la mesure de l’ensemble des droites rencon-
trantA1 et A2 sans rencontrer d’obstacle, divisée par la mesure de l’ensemble des droites
qui rencontrentA1. On montre par ailleurs [San76] que la mesure des droites rencontrant
un convexeA de surfacea vaut :

µ(A) =
1
2π

a

D’autre part, en paramétrant les droites de l’espace par leur directionδ(θ;ϕ) et la
position s de leur intersection dans un plan orthogonale àδ, comme indiqué sur la fi-
gure 5.1, la mesure en dimension trois des droites contenues dans un ensembleX , vaut
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FIG. 5.1:Paramétrisation polaire des droites de l’espace par une directionδ repérée par
deux angles(θ;ϕ) et une position s dans un plan orthogonal à cette direction.

exactement [San76] :

µ(X ) =

Z
θ

Z
ϕ

Z
x

Z
y
sinθdxdydθdϕ

Nous pouvons alors exprimer le facteur de forme entreA1 et A2 en faisant intervenir la
transmittance des obstacles qui les séparent :

F12 =
1

πA1

Z
δ

Z
s
τ(L)dδ

(Le module d’intégrationdδ utilisé est celui correspondant aux coordonnées polaires
des droites de l’espace,i.e dδ = sinθdθdϕ)

Pour toute directionδ, nous notonsPro jδ(S) la projection d’un objetS sur un plan
normal àδ, et posonsP(δ) = Pro jδ(A1)\Pro jδ(A2), nous avons alors :

F12 =
1

πA1

Z
δ

Z
P(δ)

Qδ(s)ds| {z }
P (δ)

dδ

où Qδ désigne la fonction caractéristique de la projection de l’obstacle. Dans cette ex-
pression l’intégrale interne représente donc l’aire de la zone deP(δ) qui n’est pas masquée
par la projection de l’obstacle comme l’illustre la figure 5.2.

Un encadrement du facteur de forme entreA1 et A2 pourrait alors être obtenu, selon
une méthode similaire à celle utilisée en 4.2.2, à partir des valeurs extrémalesPmin(δ) et
Pmax(δ) deP (δ) pour toute directionδ. Alors qu’il paraît impraticable de calculer ces va-
leurs extrémales pour tout ensembleP(δ), nous pouvons imaginer en disposer pour une
forme particulière du domaine d’intégration. Si ce domaine est par exemple un un cercle de
rayonr, notonsImin(r;δ); et Imax(r;δ) ces valeurs extrémales. Notons égalementrinscrit(δ)
et rcirconscrit(δ) les rayons des cercles inscrits et circonscrits àP(δ). Munis de cette infor-
mation, nous pouvons alors borner le facteur de forme en utilisant l’encadrement :

8δ Imin(rinscrit(δ);δ)�
Z

P(δ)
Qδ(s)ds� Imax(rcirconscrit(δ);δ)

et donc :
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FIG. 5.2:Calcul de la zone d’intégration P(δ) par intersection des projections des surfaces
A1 et A2. A droite :encadrement de P(δ) par un cercle inscrit et un cercle circonscrit.

1
πA1

Z
δ2D

Imin(rinscrit)dδ| {z }
Fmin

� F12�
1

πA1

Z
δ2D

Imax(rcirconscrit)dδ| {z }
Fmax

Nous pouvons alors approcherF12 par :

F12 =
1
2
(Fmax+Fmin)

et une borne sur l’erreur d’approximation s’écrit alors :

��F12�F12
��� 1

2
(Fmax�Fmin)

N.B : Une seconde possibilité serait, en disposant de la valeur moyenneImean(r;δ) deP (δ)
pour tout cercle de rayonr, d’approcherF12 par :

F12 =
1

πA1

Z
δ2D

Imean(rmean(δ))dδ

où rmean(δ) est le rayon d’un cercle “représentatif” deP(δ). Dans ce cas, l’encadre-
ment de l’erreur n’est cependant plus immédiat.

Information multi-échelles de visibilité

Dans le cadre de ce que nous venons de proposer, l’information multi-échelle de visi-
bilité nécessaire à l’estimation et à l’encadrement du facteur de forme consiste donc, en
deux fonctions à trois paramètres (deux pour la direction, un troisième pour le rayon du
cercle). Pour construire ces fonctions, il faut donc projeter l’obstacle selon un ensemble
de directions et pour chacune d’entre elles mesurer dans l’image obtenue les valeurs mini-
mum, maximum (i.e Imin(r;δ), Imax(r;δ) et éventuellementImean(r;δ)) de l’intégrale de la
fonction caractéristique de la projection de l’obstacle multipliée par celle d’un disque de
rayonr, pour des valeurs der allant de 0 à la taille maximum possible. La figure 5.3 donne
un exemple de ces fonctions àδ fixé.

L’estimation de la corrélation entre les sous-obstacles peut être réalisée en utilisant la
méthode expliquée en 4.3, ce qui rajoute la transmittance directionnelleτ aux fonctions
directionnelles constituant l’information multi-échelle de visibilité.
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FIG. 5.3:Exemple d’analyse statistique d’un obstacle (en haut à gauche). L’imageen bas
à gauchereprésente la projection de l’obstacle dans une directionδ particulière.à droite:
les valeurs Imin(r), Imax(r), ainsi que la valeur moyenne Imean(r) calculées pour50valeurs
de r.

5.2 Discussion et conclusion

Bien que la solution que nous venons de proposer ne soit pas la seule solution envisa-
geable, nous pensons qu’elle représente un exemple typique du compromis entre le temps
de calcul et la quantité d’informations de visibilité stockées, nécessaires à l’implémentation
en dimension trois des algorithmes décrits au chapitre 3. Basées sur cette expérience, nos
conclusions sont les suivantes :

Les temps de calcul de l’information multi-échelle de visibilité sont tout d’abord assez
longs, surtout si l’on considère qu’il faut les faire pour un nombre suffisamment représenta-
tif de directions : les quantitésImin, Imaxou Imeanne sont pas directement accessibles à partir
de la géométrie tri-dimensionnelle des obstacles, essentiellement à cause de l’implication
directe de la corrélation entre les objets qui s’y trouvent, tous niveaux d’échelle confondus.
Pour les évaluer, il faut donc projeter l’obstacle et effectuer ces statistiques pour chaque
direction. Les temps de calculs que nous avons mesurés sont globalement proportionnels à
rn2 où r est le nombre d’échantillons pour le rayon des cercle etn2 le nombre de positions
de son centre. En choisissantn = r = 50, le temps de calcul est par exemple de 30secpar
direction sur une stationSGI-O2. Considérant qu’un choix de 20 directions est un strict
minimum pour obtenir une représentation fidèle du contenu d’un obstacle comme celui
montré sur la figure 5.3, et en négligeant le temps de calcul de la projection des obstacles
(laquelle peut être réalisée très efficacement par rendu des dits obstacles en utilisant une
projection orthogonale), le temps de calcul pour 1 obstacle est donc d’environ 10mn. Par
ailleurs, une scène dans laquelle on désire effectuer une simulation de l’éclairage contient
généralement plusieurs milliers d’obstacles emboîtés, ce qui rend le calcul de l’information
multi-échelle de visibilité relativement coûteux.

La quantité d’informations à stocker est d’autre part très importante : en utilisantr va-
leurs d’échantillonnage pourImin et Imax, il faut stocker 2� r fonctions directionnelles par
cluster. A ce niveau intervient également un compromis entre d’une part, le temps de calcul
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et la place mémoire et d’autre part l’accessibilité des informations : les méthodes de sto-
ckages à base d’harmoniques sphériques sont relativement économiques mais de mise ne
œuvre coûteuse (Les coefficients sont en effet calculés par intégration sur l’ensemble des
directions ; voir aussi l’annexe A) et rendent l’accès aux valeurs des fonctions représentées
assez coûteux. Stocker, d’autre part, un échantillonnage directionnel der = 50 fonctions
Imin et Imax pour un millier de clusters (en comptant 4 octets par valeur, ainsi que les direc-
tions correspondantes) demande environ 2:107 octets,i.e 20MB.

De plus, dans le cadre de l’obtention de bornes fiables sur l’erreur de visibilité, nous
ne pouvons pas nous permettre de trop sous-échantillonner les directions car, à cause de
la forte corrélation entre les objets dans un cluster donné, les fonctions directionnelles
proposées peuvent avoir des variations assez brusques.

A ces remarques concernant le coût de mise en œuvre de l’information multi-échelle
de visibilité en dimension trois, nous ajouterons que le coût du calcul des cercles inscrits
et circonscrits d’un polygone n’est pas négligeable. Il faut de plus effectuer un traitement
spécial lorsque le polygone d’intégrationP(δ) n’est pas inclus dans la projection du cluster :
on encadre alors la partie incluse et on complète avec la partie extérieure, comme nous
l’avons fait dans le cas 2D.

En conclusion, nous pensons que, bien qu’elle soit théoriquement implémentable en
dimension trois, la méthode que nous avons proposée au chapitre 3 n’est pas du tout adaptée
à des simulations interactives. Le coût de sa mise en œuvre en dimension 3 est en effet trop
important vis à vis de sa compétitivité face aux méthodes d’échantillonnage classiques.



Nous avons montré dans cette partie la faisabilité d’algorithmes de contrôle de l’er-
reur en radiosité hiérarchiques, sur la base d’approximations multi-échelles de la vi-
sibilité. Ces algorithmes ouvrent la voie à des simulations quantitatives des échanges
radiatifs dans des scènes complexes. Dans les applications où l’on attache une grande
importance à la qualité visuelle des résultats, les mesures globales d’erreur que nous
venons de présenter sont en revanche de peu d’intérêt. C’est par exemple le cas lors
de l’utilisation de la simulation de l’éclairage dans des applications interactives pour
la réalité virtuelle ou les jeux vidéo. Dans la troisième partie du présent document,
nous allons nous intéresser au contrôle de l’erreur due aux approximations de la
visibilité selon des critères de qualité plus perceptifs. Dans ce contexte, l’impact vi-
suel des approximations de la visibilité se mesure essentiellement dans la qualité des
ombres. Nous avons donc cherché à produire des ombres artificielles mais exemptes
d’artefacts visuels: nous avons tout d’abord tenté, grâce à une analyse fréquentielle
de telles ombres, d’extraire des caractéristiques ou des informations permettant d’en
générer à peu de frais. Nous présenterons cette approche au chapitre 6. Nous avons
également développé une méthode permettant de calculer sans stockage supplémen-
taire, des ombres de qualité réglable, intrinsèquement exemptes d’artefacts, grâce à
l’utilisation de l’opération de convolution. Nous en exposerons le principe au cha-
pitre 7.



Troisième partie

Approche perceptive de l’erreur
de visibilité





Chapitre 6

Génération d’ombres à partir de
données fréquentielles

LE PROBLÈMEabordé dans ce chapitre est la génération d’ombresvisuellement plau-
sibles, dues à obstacles complexes, à partir d’une faible quantité d’information
concernant ces obstacles. Nous nous interessons particulièrement à la question sui-

vante : étant donné une source lumineuse, un obstacle et un récepteur, comment générer
l’ombre de l’obstacle sur le récepteur, à partir d’unpetit échantillond’une ombre similaire
(que nous appelleronsimage de référence), par exemple obtenue sur un récepteur plus petit,
ou avec un obstacle plus simple dans d’autres conditions d’orientation?

L’œil humain étant beaucoup plus sensible aux divers artefacts visuels contenus dans
une image qu’à l’exactitude mathématique d’une ombre calculée, nous voulons tenter d’es-
sayer d’extraire de l’image de référence des paramètres de type fréquentiels en quantité
minimum (auto-corrélation, relation entre les différentes bandes d’octaves) pour permettre
de synthétiser une image de même type.

Nous avons utilisé dans ce cadre deux approches différentes. La première a consisté à
extraire de la transformée de Fourier de l’image de référence un certain nombre d’informa-
tions, comme par exemple son auto-corrélation, et de s’en servir pour générer une nouvelle
image. Nous présenterons cette approche à la section 6.1. La seconde approche que nous
avons expérimentée est directement issue d’une méthode proposée en 1997 par Jeremy De
Bonet [De 97] utilisant une décomposition en pyramides de Gauss et de Laplace [BA83]
de l’image de référence. Nous en parlerons à la section 6.2.

6.1 Conservation de l’auto-corrélation

L’ auto-corrélationde l’image de référenceI , qui constitue une mesure globale de la
corrélation entre les différentes fréquences d’une image, nous a paru dans un premier temps
constituer une information suffisante pour générer d’autres images du même type. Notre but
étant de ne conserver qu’un minimum d’information, nous ne nous intéressons qu’aux fré-
quences de l’image de référence, qui contiennent l’information morphologique à conserver.
Nous avons donc procédé ainsi :

La transformée de FourrierF (I) de l’image de référence est décomposée en une ma-
trice d’auto-corrélationC et une matrice dephasesφ, dont les coefficients représentent
respectivement le module et l’argument des coefficients de même abscisse et même ordon-
née dansF (I). Nous avons ainsi :

8i 8 j F (I)i; j =Ci; j(cos(φi; j)+ i sin(φi; j )) (6.1)

Pour générer une nouvelle image, nous recopions la partie de la matrice d’auto-corrélation
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de l’image de référence correspondant à l’intervalle des basses fréquences qui nous inté-
resse, dans une matriceC0 que nous complétons par des zéros. Nous obtenons alors une
nouvelle image en associant à la nouvelle matrice de corrélation une matrice de phases
aléatoires, et en utilisant la formule (6.1). Nous calculons ensuite la transformée de Fourier
inverse de cette image, en ne conservant du résultat obtenu que la partie réelle. Le processus
complet est schématisé sur la figure 6.1).

Phases

référence

Auto-
corrélation

aléatoires

0

1
α

FFT

Egalisation0

Image de

Phases

d’histogramme

FFT
-1

FIG. 6.1:Principe de la synthèse d’une texture d’illumination par transformée de Fourier :
la transformée de Fourier de l’image de référence est scindée en une matrice de phases et
une matrice d’auto-corrélation. On complète une partie de cette dernière par des phases
aléatoires et le reste par des zéros. Après transformée de Fourier inverse, on effectue une
égalisation d’histogramme.

La suppression des hautes fréquences permet de respecter dans l’image générée la taille
minimale des détails de l’image de référence en éliminant les fréquences parasites comme
par exemples celles dues à l’effet de Gibbs. Ayant choisi une matrice de phases aléatoire, de
tels coefficients n’ont en effet plus de signification propre et polluent l’image synthétisée.

Nous représentons la quantité d’information conservée dans l’image de référence par le
rapportα entre la taille de la partie de la matrice d’auto-corrélation effectivement utilisée
et la taille de l’image entière. Pour reproduire des détails aussi fins que dans l’image de
référence, il faut conserver toutes les informations correspondant à des longueurs d’onde
supérieures au diamètre du plus petit détail de l’image. SoitTmin cette taille et soitSla taille
de l’image de référence. Le ratioα doit donc vérifier l’inégalité :

α� S
2Tmin

Dans un premier temps, nous avons calculé la tailleTmin manuellement.

Du fait que nous n’utilisons qu’une partie de l’information de l’image originale, l’image
synthétisée ne contient pas la même répartition de niveaux de couleurs que l’image origi-
nale. Nous rajoutons donc en queue du traitement que nous venons de décrire, uneégalisa-
tion d’histogramme. Il s’agit en effet d’une opération consistant à donner à l’image produite
la même répartition du nombre de pixels par valeur d’intensité, que l’image de référence.

Selon le principe que nous venons d’exposer, l’information nécessaire à la génération
d’une nouvelle image se limite aux valeurs des basses fréquences extraites de la matrice
d’auto-corrélation de l’image de référence,i.e celles correspondant à des périodes supé-
rieures à la taille des plus petit objets.
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Nous présentons dans la section suivante les résultats qualitatifs que nous avons obte-
nus, avant de conclure.

6.1.1 Résultats

Nous avons testé la méthode décrite à la section précédente pour différents types d’images
de référence. Nous en présentons deux, correspondant à des densités d’information sensi-
blement différentes. Ces images sont représentées sur la figure 6.2. L’image de droite est
une ombre calculée à partir d’un modèle d’arbre.

FIG. 6.2:Images de référence (Résolution256�256)

La figure 6.3 présente les résultats obtenus pour les deux images de la figure 6.2, avec
les valeurs deα correspondantes.

            

α = 0:033 α = 0:12

FIG. 6.3: Exemples de synthèses d’ombres à partir d’informations fréquentielles par la
méthode décrite sur la figure 6.1. Le coefficientα indique le rapport de la taille de la
sous-matrice d’auto-corrélation conservée dans l’image de référence.

Dans le cas des cercles, le plus petit détail est de 15 pixels, i.eα = 0:033. Pour les
arbres il est d’environ 4 pixels, d’oùα = 0:12. Ainsi, les résultats présentés sur la figure 6.3
correspondent-t-ils àα = 0:03 pour l’image de gauche, ce qui revient à conserver 49 élé-
ments de la matrice de corrélation. Pour l’image de droite, la valeurα = 0:10 correspond à
252 éléments à conserver, i.e 625.
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Ces expériences montrent qu’une quantité d’information relativement moins importante
que le nombre de pixels de l’image de référence suffit à recréer une imagede même na-
ture. Nous remarquons cependant des différences essentielles entre images de référence et
images générées, de localisation et de morphologie : les zones d’ombre et les zones éclai-
rées ne sont tout d’abord pas placées aux mêmes endroits que dans l’image de référence.
dans le cadre d’un reconstruction qualitative des ombres, nous considérons que cela ne
constitue pas un obstacle majeur. Nous notons également des différences morphologiques :
la forme des détails dans les ombres n’est pas totalement conservée par notre transforma-
tion. Nous aborderons ce problème à la section 6.2.

6.1.2 Conclusion

Dès qu’un obstacle susceptible de produire des ombres contient beaucoup de petits
objets, nous sommes contraints de conserver énormément d’information pour arriver à gé-
nérer des ombres correctes. La seule méthode envisageable est alors de négliger les petits
éléments et synthétiser une ombre approximative lorsque nous nous en satisfaisons.

Un autre inconvénient majeur de la méthode que nous venons d’examiner est qu’elle
ne permet pas de modifier la source de lumière. Une telle modification agit en effet de
manière non triviale sur les coefficients de Fourier de l’image. On pourrait en revanche
imaginer s’en servir pour générer la composante de visibilité uniquement et s’en servir
commemasque d’ombre(oushadow mask).

Cette méthode n’est d’autre part intéressante que dans le cadre d’obstacles isotropes du
point de vue de l’aspect des ombres. Il serait en effet beaucoup trop coûteux de stocker une
distribution directionnelle par coefficient de Fourier conservé.

Enfin, comme nous l’avons remarqué plus haut, la transformée de Fourier ne permet
pas de conserver entièrement lagranularitéde l’image,i.e la cohérence entre les différentes
bandes d’octaves. C’est pour cette raison que nous perdons la géométrie des formes. Cette
observation confirme les travaux de Jeremy De Bonet, dont nous proposons d’examiner la
méthode à la section suivante.

6.2 Échantillonnage par fréquence

Afin de capturer la cohérence entre les différentes bandes d’octaves dans l’image gé-
nérée, De Bonet propose de contraindre l’échantillonnage des différentes bandes d’octaves
de l’image synthétisée en fonction de la cohérence entre les bandes d’octaves de différents
niveaux dans l’image de référence [De 97]. Nous décrivons dans cette section le principe
général de cette technique et les résultats que nous avons obtenus lors de son application à
la synthèse d’ombres.

6.2.1 Principe

La méthode proposée par J.De Bonet permettant de conserver la cohérence entre les
différents niveaux de fréquence qui existent dans l’image de référence est la suivante :

L’image de référence est tout d’abord décomposée en pyramide de Laplace [BA83]
dans une structure appeléepyramide d’analyse, servant à isoler l’information correspon-
dant spécifiquement à chaque bande d’octaves. Pour calculer la pyramide de Laplace d’une
image, on construit tout d’abord sapyramide de Gaussen attribuant l’image de départ
comme base de la pyramide, puis en calculant l’image correspondant à chaque niveau par
moyennage de quatre pixels voisins dans l’étage d’en dessous, pour obtenir une image de
dimensions moitié. Chaque niveau de la pyramide de Laplace est ensuite calculé comme la
différence de deux niveaux successifs de la pyramide de Gauss, ramenés à la même taille
d’image. Cette façon de procéder isole en quelque sorte l’information relative à la bande
de fréquence correspondant à la résolution de chaque niveau de la pyramide.
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On calcule ensuite, pour tous les niveaux de la pyramide de Gauss de l’image de réfé-
rence, la réponse de chaque pixel à un ensemble de filtres : filtre de moyenne, de dérivée et
de dérivée seconde dans les deux directions principales. On synthétise alors une nouvelle
pyramide en commençant par simplement recopier les niveaux les plus hauts de la pyra-
mide d’analyse, constitués d’un seul ou de quelques pixels, jusqu’à ce que la réponse aux
filtres du dernier niveau créé puisse être calculée.

Les autres niveaux, situées sous ceux ayant été recopiés dans la pyramide d’analyse,
sont construits de proche en proche, en recopiant dans le niveau équivalent de la pyramide
d’analyse la couleur d’un des pixels dont les ancêtres ont une réponse suffisamment proche
de celle des ancêtres du pixel courant dans la pyramide de synthèse. De tels candidats
existent toujours, par construction.

L’image finale est alors obtenue en re-composant la pyramide de synthèse en une image.
Il est possible par cette méthode d’obtenir une image plus grande que l’image de référence
en recopiant plusieurs fois le sommet de la pyramide d’analyse dans la pyramide de syn-
thèse. Le processus de synthèse de la nouvelle image est résumé sur la figure 6.4.

...

Réponses aux filtres
Pyramide de Gauss

Image de référence

Pyramide de Laplace

Echantillonnage

Pyramide de synthèse

Image calculée

FIG. 6.4:Principe de la méthode d’échantillonnage fréquentiel : l’image de référence est
décomposée en pyramide de Gauss, dans laquelle la réponse de chaque pixel à des filtres
de dérivée directionnelle est calculée, puis en pyramide de Laplace. Une nouvelle pyramide
de Laplace est confectionnée du haut vers de bas par sélection dans la pyramide de réfé-
rence des pixels dont les ancêtres ont même réponse aux filtres utilisées. De cette nouvelle
pyramide est ensuite déduite l’image synthétisée.

Cette méthode a l’avantage de traiter spécifiquement la corrélation entre les diffé-
rentes bandes d’octaves d’une image, et a été utilisée pour générer des textures non répé-
titives, mais possédant la morphologie d’une texture de référence, plus petite. Nous avons
conduit quelques expériences dans le but de tester son emploi pour la génération qualitative
d’ombres.

6.2.2 Application à la génération des ombres

Nous avons implémenté et appliqué la méthode précédemment décrite pour des images
de référence représentant des ombres réelles sans autre précaution, et en faisant varier le
seuil en dessous duquel deux sites de la pyramide d’analyse sont considérés comme ayant
des parents dont les réponses aux filtres sont indissociables.
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simple pavage échantillonnage fréquentiel

FIG. 6.5: Image de test pour l’échantillonnage fréquentiel.
On pourra notamment comparer l’aspect répétitif de l’image
obtenue par simple pavage (à gauche)et celle obtenue par
échantillonnage fréquentiel.

Image de
référence

Contrainte H.F : (a) Faible (b) moyenne (c) forte

FIG. 6.6: Exemple d’application de l’échantillonnage fréquentiel à des images d’ombres
réelles. De gauche à droite, la contrainte sur l’échantillonnage des hautes fréquences à été
augmentée progressivement.

Le but de cette technique étant de générer des textures d’aspect non répétitif, nous ne
pouvons pas trop contraindre l’échantillonnage des basses fréquences dans l’image synthé-
tisée sans courir le risque d’obtenir la simple juxtaposition den copies de l’image de réfé-
rence. En revanche, pour conserver l’aspect de la texture de départ, les hautes fréquences,
qui contiennent l’information, doivent être plus ou moins contraintes, selon la ressemblance
désirée avec l’original. La figure 6.6 donne une idée du résultat généralement obtenu en
fonction de différentes contraintes sur l’échantillonnage des hautes fréquences :

En imposant une faible contrainte sur l’échantillonnage des hautes fréquences, les va-
leurs des étages les plus bas de la pyramide de synthèse sont choisies de façon relativement
indépendante de celles de leurs parents (C.f figure 6.6.a). Nous retrouvons alors un com-
portement similaire à celui obtenu à la section précédente. En contraignant de manière plus
forte l’échantillonnage des hautes fréquences (C.f figure 6.6.b et 6.6.c), la morphologie des
images générées se rapproche de celle de l’image de référence. En revanche, des discon-
tinuités apparaissent entre les différents “blocs” issus de l’échantillonnage de basses fré-
quences. Ces discontinuités traduisent le défaut essentiel des ombres de références que nous
avons choisies : les hautes fréquences ne sont pas indépendantes des basses fréquences.

Nous n’avons donc pas réussi, par cette méthode, à générer des ombres exemptes de
tels artefacts, essentiellement parce qu’elle requiert de la part des échantillons de référence
une propriété d’indépendance des hautes fréquences par rapport aux basses fréquences,
que possède l’image nous ayant servi à tester la méthode (voire figure 6.2.1), mais qui est
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rarement vérifiée par des ombres calculées de manière automatique.

6.3 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons implémenté et expérimenté deux techniques basées sur
l’exploitation de différentes caractéristiques fréquentielles d’images de référence représen-
tant des ombres, en vue de générer artificiellement des ombres plus étendues, d’aspect vi-
suel plausible, et ayant les mêmes caractéristiques morphologiques. La première méthode,
basée sur la conservation des plus basses fréquences de la matrice d’auto-corrélation de
l’image de référence, nous a permis de vérifier que l’échantillonnage des différentes bandes
d’octaves dans l’image synthétisée ne peut être réalisée indépendamment, sous peine de
perdre le “grain” particulier à l’image de départ. La seconde méthode que nous avons expé-
rimentée prend explicitement en compte la relation entre les différentes bandes d’octaves de
l’image de référence pour échantillonner celles de l’image synthétisée. Malheureusement,
cette méthode nécessite une hypothèse d’indépendance des hautes fréquences par rapport
aux basses fréquences, qui n’est pas toujours vérifiée par les images de références qui nous
concernent.

Nous n’avons donc pas réussi, par les deux méthodes présentées à atteindre l’objec-
tif fixé au départ : obtenir des ombres exemptes d’artefacts, d’aspect général plausible, à
partir d’un petit nombre d’informations fréquentielles. Nous pourrions également essayer
d’autres approches, par exemple à base d’ondelettes, mais nous avons préféré orienter notre
travail dans le sens de la technique que nous présentons au chapitre suivant.
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Chapitre 7

Calcul d’ombres par convolution

I L EST FACILE de se convaincre en observant la figure 7.1 qu’à la différence des sources
de lumière ponctuelles, qui produisent desombres dures, les sources dites étendues
sont à l’origine d’ombres progressives, ousoft shadows. Dans le cas de sources éten-

dues, on ne peut en effet pas classer chaque point du récepteur comme voyant ou ne voyant
pas la source. Il faut alors considérer la proportion de la source visible depuis ce point. Par
conséquent, lorsqu’un obstacle produisant une ombre ne touche pas le récepteur, l’intensité
lumineuse varie continuement sur le récepteur.

Les ombres progressives jouent un rôle important dans la perception tridimensionnelle
de la géométrie. Elles indiquent par leur vitesse de variation les distances relatives entre
sources lumineuses, obstacles et récepteurs. Pour une même source étendue, l’ombre d’un
obstacle est en effet d’autant plusdure que l’obstacle est proche du récepteur, ou que la
source est loin de l’obstacle.

S

B B

R

S

Pénombre

Ombre

I(x) I(x)

0

11

0

FIG. 7.1: Alors que les sources ponctuelles produisent des ombres dures(à gauche), les
sources étendues forment des ombres progressives(à droite). On définit les zones d’ombre
et de pénombre pour différencier les situations de visibilité des points du récepteur. Lorsque
l’obstacle B ne touche pas le récepteur, l’intensité lumineuse I(x) est une fonction continue
de la position x sur le récepteur.

Le calcul des ombres progressives est malheureusement très coûteux : alors que les
ombres dures peuvent être calculées par la simple projection depuis la source des obs-
tacles sur le récepteur, le calcul des ombres progressives nécessite de déterminer exacte-
ment quelle est la proportion de la source visible depuis chaque point du récepteur.

De nombreuses méthodes de calcul des ombres dures, utilisant notamment les ca-
pacités graphiques des machines, ont été développées au cours des vingt dernières an-
nées [WPF90]. En revanche, nous verrons à la section 7.1 que le calcul des ombres pro-
gressives se heurte à différents problèmes : les méthodes analytiques comme la méthode du
maillage de discontinuitésouffrent de problèmes de robustesse et sont d’un coût prohibitif
pour des scènes de complexité élevée. Les méthodes numériques, comme celles basées sur
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l’échantillonnage de la source, produisent généralement des artefacts visuels désagréables
lorsque l’on veut s’affranchir du coût trop important d’un échantillonnage très fin.

Nous allons présenter dans ce chapitre une méthode permettant de calculer efficacement
les ombres progressives. Cette méthode, basée d’une part sur l’utilisation des capacités gra-
phiques des machines et d’autre part sur l’application de la transformée de Fourier rapide,
a l’avantage de produire des ombres intrinsèquement continues et donc exemptes d’arte-
facts visuels. Tout en étant approximative dans les configurations les plus générales notre
méthode est assortie d’un algorithme permettant de régler la précision du résultat confor-
mément à un critère d’erreur perceptif, au détriment du temps de calcul. Cette méthode a
fait l’objet d’une publication àSiggraph’98[SS98b].

Avant de présenter le principe de la méthode de convolution (section 7.2), nous allons
dresser un aperçu des diverses méthodes de calcul des ombres, et particulièrement des
ombres progressives. Des questions plus techniques, notamment liées aux problèmes posés
par la mise en œuvre pratique de notre méthode seront ensuite passées en revue (section
7.4), avant de traiter du contrôle de l’erreur proprement dit (Section 7.5).

7.1 État de l’art

De très nombreuses méthodes de calcul d’ombres ont été développées dans le domaine
de la synthèse d’images. Nous nous contenterons de passer en revue les plus significatives
pour positionner notre travail en nous focalisant sur les méthodes permettant de calculer
des ombres progressives. Pour une approche plus systématique du domaine, le lecteur est
invité à consulter l’état de l’art proposé par Wooet al. [WPF90].

7.1.1 Méthodes d’échantillonnage

La méthode dulancer de rayoneffectue le calcul des ombres en traçant des rayons
lumineux fictifs depuis chaque point visible de l’image calculée vers chaque source lumi-
neuse [Whi80]. On sait alors que la source lumineuse éclaire le point concerné lorsque
le rayon les reliant ne rencontre aucun autre objet dans la scène. Dans le cas de sources
étendues, en lançant plusieurs rayons vers chaque source on peut déterminer approxima-
tivement la proportion de la source visible depuis ce point, ce qui permet de produire des
ombres progressives [CPC84]. Cette méthode est néanmoins coûteuse puisqu’elle néces-
site de nombreux tests d’intersection pour chaque rayon lancé avec tous les polygones de
la scène.

Bien qu’elle soit difficilement adaptable au calcul des ombres progressives, la méthode
du shadow buffer[Wil78] mérite d’être citée, comme exemple de méthode basée sur le
calcul d’une image de la scène vue d’un point de la source. Les valeurs des profondeurs
des points de cette image, lues dans lez-buffersont utilisées comme valeurs de référence
pour déterminer si un point est dans l’ombre : pour chaque point de la scène, on compare sa
profondeur depuis la source à celle du pixel ayant même position dans l’image de référence.
On sait alors si le point testé est dans l’ombre ou non. Il faut noter que dans sa version la plus
simple, cette méthode souffre de sévères problèmes d’aliassage: un polygone trop incliné
par rapport à la source voit certains de ses points abusivement masqués par ses voisins.
L’utilisation d’une méthode de filtrage (oudepth filtering[RSC87]) permet néanmoins de
résoudre ce problème.

7.1.2 Méthodes interactives

Diverses méthodes s’appuient sur la puissance graphique des machines pour produire
des ombres à une vitesse interactive, en utilisant les cartes graphiques pour effectuer simul-
tanément des calculs concernant des milliers de points.
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Il est par exemple possible d’utiliser les fonctions de plaquage de texture (texture map-
ping) pour effectuer automatiquement la comparaison des profondeurs des pixels et ainsi
déterminer s’ils se trouvent dans l’ombre [SKv+92]. Une telle méthode calcule donc auto-
matiquement l’ombre d’une source ponctuelle au moment du rendu.

Beaucoup plus rares sont les méthodes interactives qui calculent des ombres progres-
sives. L’une d’entre elles, présentée par Heckbert et Herf [HH97] consiste à calculer plu-
sieurs images d’un même récepteur depuis des points distribués sur une source étendue.
Chaque image représente alors ce récepteur, partiellement masqué par la projection des po-
lygones (i.e l’ombre) placés entre lui et la source. En calculant efficacement la moyenne
de ces images grâce à l’accumulation buffer, on obtient une image du récepteur sur lequel
figure une approximation de l’ombre progressive issue de la source étendue. L’inconvé-
nient majeur de cette méthode est qu’elle nécessite de calculer beaucoup d’images depuis
la source pour que leur moyenne ne ressemble pas à une simple superposition d’ombres
dures.

7.1.3 Utilisation de structures auxiliaires

Un certain nombre de structures construites à partir de la géométrie tri-dimensionnelle
de la scène permettent d’effectuer rapidement des requêtes de visibilité. Ces structures sont
basées sur la cohérence de la visibilité dans la scène.

Les volumes d’ombre (oushadow volumes) sont des cônes tronqués dont le sommet est
une source ponctuelle qui s’appuie sur les polygones de la scène. Il est facile de tester si
un point est éclairé par la source située au sommet du cône en testant l’appartenance de ce
point au volume d’ombre [Cro84]. L’usage d’arbres BSPpermet d’effectuer de façon effi-
cace les tests d’appartenance aux volumes les plus complexes [CF89]. Cette technique peut
s’appliquer au calcul des ombres progressives en disposant plusieurs sources ponctuelles
sur une source étendue donnée [BB84].

Certaines structures plus efficaces sont basées sur la catégorisation des rayons lumineux
en termes d’événements de visibilité. Les surfaces réglées délimitant les différentes caté-
gories sont le lieu géométrique des discontinuités dans les dérivées successives de l’illu-
mination d’un polygone sur un autre. Le maillage de discontinuité [Hec92, LTG93, DF94]
recense ainsi une partie ou toutes les discontinuités d’illumination à partir d’une source
étendue et permet de conduire la discrétisation des méthodes d’illumination globale de fa-
çon à respecter ces discontinuités. Lesquelette de visibilité[DDP97] effectue un recense-
ment plus global de ces événements entre tous les objets de la scène. Il permet d’effectuer
des requêtes ordinairement coûteuses en un temps très court : maillage de discontinuité
entre deux polygones quelconques, polygone visible depuis un sommet donné, .... Bien
que ces structures fournissent une information exacte de visibilité et ouvrent donc la voie à
des images d’excellente qualité [DF94], leur construction est très délicate à implémenter
et généralement assez sensible aux imprécisions numériques et aux dégénérescences.

7.1.4 Ombres et méthodes d’éclairage global

La méthode de radiosité vue au chapitre 1, permet de calculer les ombres progres-
sives puisqu’elle prend implicitement en compte la visibilité entre les surfaces élémentaires
échangeant de l’énergie au travers des facteurs de forme. Dans la plupart des implémen-
tations, les facteurs de forme sont calculés en découplant le terme de visibilité du terme
d’illumination directe, permettant ainsi la mise en œuvre d’un calcul spécifique de la visi-
bilité [CG85, WEH89, HSA91]. Dans cette optique, Zatz [Zat93] propose de calculer pour
un couple source-récepteur une carte d’ombre (shadow map) dans laquelle est stockée la
position des ombres, ce qui permet une prise en compte beaucoup plus fidèle des ombres au
moment du calcul des transferts d’énergie et plus réaliste lors de l’affichage de la solution.

De plus, dans le cas de scènes idéalement diffuses, la radiosité, aussi complexe soit-elle,
peut être stockée au niveau des surfaces sous la forme detextures[HS93], ce qui permet
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ensuite d’afficher le résultat du calcul très rapidement [MK94] mais aussi de l’utiliser pour
d’autres transferts d’énergie [Hec90]. Ainsi Keller [Kel97] calcule la radiosité en rendant
plusieurs fois la scène vue depuis différents points sur les sources de lumière, puis en
moyennant les images.

7.1.5 Méthodes multi-échelles

Bien que les ombres soient d’une grande importance dans la perception tri-dimensionnelle
de la géométrie, l’expérience montre que leur degré d’imprécision importe peu, de même
qu’une simple tache sombre dessinée sous un objet permet de situer celui-ci dans l’es-
pace [Wan92]. Cette idée est à l’origine de la méthode proposée par Sillion [SD95] qui
produit des ombres à divers degrés d’approximation en sélectionnant dans la hiérarchie
des objets faisant occlusion un niveau approprié de simplification des relations de visibilité
sous la forme d’objets semi-transparents.

7.1.6 Position de notre travail

Notre but a été de construire un algorithme permettant de produire des ombres progres-
sives à une vitesse interactive, mais en évitant les artefacts visuels des méthodes basées
sur l’échantillonnage. Le critère d’interactivité ne nous permettant pas d’utiliser des struc-
tures complexes comme le maillage de discontinuité, nous avons opté pour une méthode
calculant la visibilité à la volée, en utilisant de façon optimale les capacités des machines
graphiques.

La méthode que nous allons présenter est basée sur l’opération de convolution entre
des images bien choisies d’une source étendue et d’un obstacle produisant des ombres.
Elle peut être considérée comme l’extension au cas général d’une méthode introduite par
N.Max en 1991 [Max91] pour calculer l’éclairage du dôme celeste sur le sol,i.edans le cas
particulier d’une source située à l’infini.

7.2 Principe de la méthode de convolution

Nous présentons tout d’abord notre méthode de convolution dans un cas d’école où le
terme exprimant la visibilité sur le récepteur s’écrit de façon exacte comme une convo-
lution. La méthode est ensuite étendue au calcul des ombres dans le cas général (Sec-
tion 7.2.2).

7.2.1 Cas d’école : objets plans et parallèles

Considérons une source polygonaleS d’intensité uniformeE, un récepteur planR et
un obstacle également planB. Supposons également que les plans dans lesquels ces trois
objets sont respectivement inclus, sont parallèles. Nous notons alorsd1 et d2 les distances
entre ces plans, comme indiqué par la figure 7.2.

Utilisons les notations introduites au chapitre 1. L’irradiance en un pointy du récepteur
due à la sourceSs’écrit :

H(y) =
E
π

Z
S

cosθcosθ0

r2 v(x;y)dx

Comme nous l’avons remarqué au chapitre 2, il est légitime d’approcher cette expres-
sion en négligeant la corrélation entre la visibilité et le noyau de la radiosité :

H(y) # E
Z

S

cosθcosθ0

πr2 dx| {z }
FS(y)

Z
S
v(x;y)dx| {z }

V(y)

(7.1)
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2d

1d

FIG. 7.2: Cas d’école dans lequel le terme exprimant la proportion de la source visible
depuis chaque point du récepteur, s’exprime comme une convolution. Les trois éléments
sont plans et parallèles. Les distances entre les plans sont notées d1 et d2

Dans cette approximation,FS(y) représente le facteur de forme dey vers la sourceS, et
V(y) l’aire de la source visible depuisy à travers l’obstacleB. Nous nous intéressons plus
particulièrement au calcul deV(y).

CalculerV(y) revient à projeter l’obstacleB sur la sourceSdepuis le pointy et mesurer
la portion de l’aire de la source qui n’est pas masquée. Les trois éléments étant parallèles,
la projection deB surSse translate dans le plan de la source, sans se déformer, lorsquey
parcourt le récepteur. Cette propriété, qui découle simplement du théorème de Thalès, est
illustrée en dimension 2 sur la figure 7.3.a. Grâce à cette propriété, nous allons pouvoir
exprimerV(y) comme une convolution.

B

S

R

ba

c

2
y

2d

1d

y
1 0

B

R

z

y

x
S

d1

d2

(a) (b)

FIG. 7.3: (a) Dans le cas d’éléments parallèles, la projection d’un obstacle sur la source
depuis un point du récepteur se translate avec ce point. Dans cet exemple, a indique la
translation de l’ombre (a= d2

d1
jy2�y1j) et b est sa taille, indépendante de y (Nous avons

en effet b= d1+d2
d1

c). (b) Position du point d’intersection d’un rayon(x;y) avec le plan de
l’obstacle.

Nous allons utiliser les fonctions suivantes, définies dans les plans respectifs de la
source et de l’obstacle :
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S(x) =

�
1 si x est surS
0 sinon.

P(x) =

�
0 si x est surB
1 sinon.

Dans le plan de l’obstacle, le point d’intersection d’une droite joignantx surSet y sur
R, avec ce plan, a pour affixezdéfini par (C.f figure 7.3.b) :

z(x;y) =
d1x+d2y
d1+d2

En utilisantP pour exprimer la visibilité entrex et y, nous avons alors :

V(y) =
Z

S
P

�
d1x+d2y
d1+d2

�
dx

Faisant intervenir la fonctionS, nous étendons cette intégrale à tout le plan :

V(y) =
Z

IR2
S(x)P

�
d1x+d2y
d1+d2

�
dx

=

�
d2

d1

�Z
IR2

S

�
d2

d1
x

�
P

�
d2

d1+d2
(x+y)

�
dx

Posons maintenant :

α =
d1

d2
sα(x) = S

�
� 1

α
x

�
p1+α(x) = P

�
1

1+α
x

�

Nous avons alors

V(y) =
1

α2

Z
IR2

sα(�x)p1+α(x+y)

=
1

α2

Z
IR2

sα(x)p1+α(y�x)

=
1

α2 (sα ? p1+α) (y) (7.2)

Le terme de visibilitéV(y) peut donc être calculé comme une convolution (notée ‘?‘)
entre une image de la source et une image de l’obstacle mises à une échelle adéquate. La
figure 7.4 montre le résultat de la convolution dans le cas d’école présenté sur la figure 7.2
pour deux valeurs différentes deα.

En reprenant la formulation de l’irradiance (7.1) et en notantρ(y) la réflectance sur le
récepteur, la radiosité au pointy issue deSs’écrit :

b(y) =
ρ(y)E

α2 FS(y)(sα ? p1+α) (y)

Nous proposons donc de rendre la radiosité sur le récepteur en utilisant l’image de
convolution comme unetextureque nous modulons par le facteurρ(y)E

α2 FS(y). La texture re-
présente alors de l’information de visibilité et est utilisée comme masque d’ombre (shadow
mask) sur le récepteur. Nous appellerons par la suitetexture de visibilitél’image obtenue par
convolution. La texture de visibilité, complétée des valeurs d’éclairage directρ(y)E

α2 FS(y),
sera désignée par le termetexture de radiosité, puisque l’ensemble représente de la radiosité
sur le récepteur.

Comme nous le verrons dans la section suivante, l’expression (7.2) n’est valable que
dans le cas particulier d’éléments plans et parallèles. Dans les autres configurations, elle
constitue cependant une approximation très intéressante du terme de visibilité. Nous allons
maintenant discuter de son utilisation dans un cadre plus général.
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" α = 1
2 α = 2:0 # Source Obstacle Convolution

FIG. 7.4:Exemples d’application de la formule de convolution (7.2) pour des configura-
tions correspondant respectivement àα = 1

2 et α = 2:0. Le rapport d’échelles entre les
images de la source et de l’obstacle prend en compte les distances relatives entre les trois
éléments.

7.2.2 Cas général

Dans le cas plus général d’éléments plans mais non parallèles, il n’est plus possible
d’exprimer le terme de visibilitéV(y) comme une convolution car la projection de l’obs-
tacle sur la source depuis un pointy du récepteur change de forme lorsquey parcourt le
récepteur. Si de plus la source, l’obstacle, et le récepteur ne sont pas plans, des phéno-
mènes d’auto-occlusion accentuent encore ces déformations. Nous proposons néanmoins
de calculer la texture de visibilité en appliquant la méthode décrite précédemment à un
ensemble d’éléments plans et parallèles, que nous appelleronsgéométrie virtuelle, et de
transformer la texture obtenue pour représenter le plus correctement possible les ombres
sur le récepteur réel. Cela signifie plus précisément que nous devons :

1. Choisir une source, un obstacle et un récepteur virtuels, plans et parallèles. On décide
pour cela d’une direction normaleD commune aux trois plans portant les éléments
virtuels, puis de la position de ces trois plans le long deD. Ils faut ensuite choisir
dans ces plans les éléments virtuels qui produiront l’ombre la plus fidèle possible ;

2. appliquer la méthode de convolution à ces éléments virtuels ;

3. transformer et moduler la texture de visibilité pour simuler de façon appropriée
l’ombre produite sur le récepteur.

Bien que les éléments virtuels soient choisis de manière à minimiser l’erreur d’approxi-
mation qu’ils induisent, cette erreur n’est jamais nulle. Nous verrons à la section 7.5 com-
ment contrôler cette erreur, au prix du calcul de convolutions supplémentaires. Le contrôle
de l’erreur est en effet indispensable pour satisfaire les critères de transfert temps de cal-
cul/précision que nous nous sommes fixés.

(a) Construction de la géométrie virtuelle

Comme nous l’avons dit, la directionD portant la normale commune aux plans des
objets virtuels est la première chose à déterminer. Ce choix influe de façon évidente sur
la nature des approximations réalisées ; nous en discuterons à la section 7.5.1. On peut
considérer qu’un choix raisonnable pour D correspond à une direction représentative de la
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direction moyenne des droites coupant la source, l’obstacle et le récepteur, comme celle
montrée par la figure 7.5.a. Nous discuterons plus précisément du calcul de cette direction
dans la partie traitant de l’implémentation.

Une fois la directionD choisie, nous définissons un repère localR 0 dont l’axeOzest
porté parD, et dont les axesOx et Oy sont choisis arbitrairement de façon à former un
repère orthonormé direct. Le choix des plans portant les éléments virtuels consiste alors à
déterminer trois ordonnéeszs, zb et zr dans ce repère, comme indiqué sur la figure 7.5.b.
L’influence de ces valeurs sur l’erreur d’approximation sera sera également discuté de façon
précise à la section 7.5.1.

Les plans virtuels étant choisis, les éléments virtuels sont obtenus par projection des
éléments réels sur ces plans (Figure 7.5.c) ; les projections sont choisies de façon à respecter
au mieux la géométrie des objets réels :

– la source virtuelle est la projection orthogonale de la source réelle surPS. La source
virtuelle conserve donc globalement l’aspect de la source réelle, vue du récepteur.

– l’obstacle virtuel est l’image sur le plan de l’obstacle virtuel de l’obstacle réel, par
une projection centrale depuis un point de la source. Vu de ce point là, l’obstacle
virtuel et l’obstacle réel ont donc exactement le même aspect.

– Le récepteur virtuel est obtenu de la même façon que l’obstacle virtuel. Bien que
sa forme n’ait pas d’influence directe sur le calcul de la convolution, nous verrons
qu’elle est prise en compte lors de l’optimisation du nombre de polygones effective-
ment utilisés pour former l’obstacle virtuel.

B

R

z

(c)(a) (b)

D

S
c

D

S

R

B

S

D

B

z

R

zs

bz

zr

FIG. 7.5: Construction de la géométrie virtuelle : (a) Détermination de la directionD
portant la normale aux plans virtuels. (b) Choix des ordonnées zs, zb et zr définissant la
position des plans virtuels. (c) projection des éléments réels sur ces plans pour obtenir
leurs homologues virtuels.

(b) Utilisation de la texture de visibilité sur le modèle réel

Disposant des éléments virtuels plans et parallèles, la méthode de convolution peut
être appliquée pour calculer l’ombre correspondante. La texture de visibilité obtenue est
ensuite projetée sur le récepteur réel depuis le pointc, où elle est modulée par l’éclairage
directρEFS(y) que produit la source réelle sur le récepteur réel.

La figure 7.6 montre le processus entier appliqué à une scène réelle.
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FIG. 7.6: Utilisation de la géométrie virtuelle pour une scène 3D.A gauche :les objets
réels.Au centre :l’obstacle et le récepteur virtuel, plus la texture de visibilité.A droite : la
texture de visibilité projetée et modulée par l’éclairage direct sur le récepteur réel.

7.3 Extensions directes

Nous présentons dans cette section un certain nombre de configurations dans lesquelles
le calcul des ombres par convolution s’applique au prix de menues modifications de l’algo-
rithme présenté à la section précédente. Les différentes situations peuvent êtres combinées
pour traiter plusieurs de ces situations en même temps.

Les extensions sont toujours présentées dans le cas d’école introduit en 7.2.1 pour plus
de simplicité. A l’exception de la dernière (section 7.3.6), elles se généralisent aisément à
des éléments non plans ou non parallèles.

7.3.1 Sources non uniformes

Lorsque sur la source n’est pas uniforme, la méthode que nous avons présentée s’ap-
plique toujours. Si l’on désigne pare(x) l’émittance sur la source au pointx, on a alors en
tout pointy du récepteur :

b(y) =
ρ
π

Z
S

cosθcosθ0

r2 e(x)v(x;y)dx

Le calcul conduit page 102 pour l’obtention de l’équation (7.2) reste valable si l’on
remplace tout du longSparS�E. Le termeV(y) devient alors :

V(y) =

Z
IR2

S(x)E(x)v(x;y)dx

=
1

α2

�
s0α ? p1+α

�
En posant :

s0α(x) = S

�
� 1

α
x

�
e

�
� 1

α
x

�

Le terme de visibilité s’écrit donc toujours comme une convolution mais ne représente
plus à proprement parler de la visibilité.

Le calcul pratique s’effectue en remplaçant l’image binaire de la source par une image
dont les pixels varient dans l’intervalle[0;1] de manière à représenter la fonctione norma-
lisée. L’image obtenue contient donc les valeurs d’échantillonnage de la fonctions0α divisée



106

par sa valeur maximale sur toute la source. La constante de normalisation est ensuite in-
corporée à la composante d’éclairage direct, pour obtenir l’éclairage désiré. La figure 7.7
montre un exemple d’application de notre méthode à une source non uniforme faite de
quatre sources plus petites.

Image de la source

Image calculée image de l’obstacle

FIG. 7.7:Exemple d’extension de la méthode de convolution à une source non uniforme.
L’ensemble formé des quatre petites sources a été considéré comme une unique source non
uniforme, produisant automatiquement la superposition des quatre ombres du palmier.

7.3.2 Sources volumiques

Lorsque la source n’est pas un polygone mais un objet lumineux plus complexe, comme
par exemple un luminaire modélisé par un ensemble de polygones, nous calculons l’image
de la source de la même façon que pour un polygone, sachant que nous commettons une
erreur d’approximation supplémentaire, qui sera discutée à la section 7.5.2.(c).

La figure 7.8 montre un exemple d’image calculée pour une source non polygonale,
formée d’un assemblage de quatre tubes néon, chacun constitué de 360 polygones. On ob-
serve clairement la variation par paliers de l’illumination dans la direction perpendiculaire
à l’axe des néons et la variation plus régulière dans l’autre direction.

7.3.3 Récepteur non polygonal

Nous nous intéressons maintenant au cas où le récepteur est formé, non plus d’un
unique polygone mais d’un ensemble de polygones. Ce cas se présente chaque fois que
le récepteur est un objet complexe modélisé par une liste de facettes.

Une unique texture de visibilité est alors calculée pour tout le récepteur et se trouve
partagée par chacun de ses polygones. Seul l’éclairage direct est calculé séparément pour
chaque polygone du récepteur, puisqu’il faut tenir compte de l’orientation par rapport à la
source de chacune des facettes. La figure 7.9 illustre cette extension.

Il faut noter que notre algorithme s’étend naturellement à des surfaces parametrées,
rendues par exemple par lancer de rayon, à condition de calculer les coordonnées de texture
pour chaque point afin d’en déduire la couleur exacte.
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Image de la source

Image calculée détail de l’ombre

FIG. 7.8: Extension de la méthode de convolution à une source non plane. Dans cet
exemple, la source est constituée de quatre tubes néon d’environ trois cent polygones cha-
cun. L’imageen bas à droitemontre un détail de la texture de visibilité correspondant à
l’ombre du coin de la table.

En revanche, comme on peut le voir sur la figure 7.9, la méthode ne simule pas au-
tomatiquement l’ombre que porte le récepteur sur lui-même. Nous verrons au chapitre 8
(section 8.5.2) diverses méthodes pouvant résoudre ce problème.

7.3.4 Source a l’infini

Unesource à l’infiniest une source située suffisamment loin et de taille suffisante pour
que l’on puisse considérer qu’elle occupe toujours le même ensemble de directions inci-
dentes, vue de n’importe quel point du récepteur. Une telle source peut donc être représen-
tée par un ensemble de directions∆ mesuré par un angle solideΩ (L’exemple couramment
cité de source à l’infini est le soleil).

Nous allons montrer que notre méthode s’applique naturellement au cas d’une source à
l’infini. L’utilisation d’une convolution pour calculer les ombres dans cette situation parti-
culière a été introduite par Max en 1991 [Max91].

En utilisant l’équation 1.1, nous pouvons écrire que :

b(y) =
Eρ
π

Z
∆

cosθv(ω;y)dω

En renouvelant l’approximation de la corrélation entre le noyau de radiosité et le terme de
visibilité, nous obtenons alors :

FS(y) = E
Z

∆
cosθdω et V(y) =

Z
∆

v(ω;y)dw

Il ne nous reste plus qu’à définir une fonctionS représentant la source. Pour tout point
x dans le plan d’altitude 1 posons (C.f figure 7.10) :

S(x) =

�
1 si (y;x) 2 ∆
0 sinon:
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FIG. 7.9:Exemple de récepteur non polygonal. La surface (à gauche) a été placée sous la
plante de la figure 7.7. Une unique texture de visibilité est partagée (à droite) par tous les
points de la surface (Une seule des quatre sources a été utilisée pour plus de clarté).

R

B

0

∆

1

0
y y

x
S

R

B1d 1d

FIG. 7.10: A gauche :Une source à l’infini est représentée par un ensemble de directions
∆ d’angle solideΩ. A droite : définition d’une fonction S dans le plan d’altitude1, pour
représenter la source.

Posons maintenantsd1(x) = S(� 1
d1

x). Nous avons alors :

V(y) =
Z

IR2
S(

1
d1

x)P(x+y)dx

=

Z
IR2

sd1(�x)P(x+y)dx

=

Z
IR2

sd1(x)P(y�x)dx

= (sd1 ?P)(y)

Il s’agit toujours d’une convolution entre une image de la source et une image de l’obs-
tacle. Seule l’image de la source doit être mise à l’échelle pour tenir compte de la distance
entre l’obstacle et le récepteur.

7.3.5 Obstacle semi-transparent

Lorsque l’obstacle est semi transparent mais ne modifie pas la trajectoire des rayons
lumineux, son ombre peut encore être approchée en utilisant une convolution. Il suffit pour
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cela de remplacer la fonctionP à valeur dansf0;1g par une fonctionp à valeur dans[0;1],
et qui représente latransmittancede l’obstacle.

Cette extension ne s’applique pas lorsque l’obstacle dévie de façon non linéaire les
rayons lumineux. C’est le cas par exemple d’une lentille opérant par réfraction.

7.3.6 Éclairage direct

Lors de l’établissement de la formule de convolution (7.2) page 102, le fait d’avoir dé-
corrélé le terme de visibilité du noyau de la radiosité nous a permis d’exprimer le terme de
visibilité comme une convolution. Nous allons voir qu’il est possible d’en faire de même
avec le terme d’éclairage direct restant, toujours dans le cas particulier où la source et le
récepteur sont plans et parallèles.

Notonsd la distance entre la source et le récepteur. En utilisant les notations de la
figure 7.11.a, la radiosité en un pointy du récepteur s’écrit :

B(y) = ρE
Z

S

cosθcosθ0

πr2 dx

Indépendamment dey, nous savons de plus queθ = θ0, car la source est parallèle au
récepteur et pour la même raisonθ vérifie cosθ = d

r . Nous avons :

B(y) =
ρE
π

Z
S

d2

r4 dx

=
ρE
π

Z
IR2

gS(x)
d2

r(x;y)4

=
ρE
π

Z
IR2

gS(x)
d2

(d2+(x�y)2)2

=
ρE
πd2 (gS�Kd)(y)

Il s’agit donc d’une convolution, dont le noyauKd vaut :

Kd(x) =
1�

1+ kxk2

d2

�2

La figure 7.11.b donne une représentation graphique deKd.
Le lecteur pourra vérifier facilement que le noyauKd est de classeC∞ et qu’il possède

la propriété suivante :

Pour tout réelα l’ensemble des points x tels que Kd(x) � α est un compact convexe
de IR2.

Cette propriété nous a permis de démontrer la conjecture d’unimodalité[Hol96, Dre94]
du facteur de forme dans le cas d’une source plane, convexe et parallèle au récepteur. Cette
conjecture stipule dans le cas général que la radiosité due à une source convexe uniforme
n’admet qu’un seul maximum sur un plan d’orientation quelconque. La démonstration de
cette propriété dans le cas particulier cité plus haut figure à l’annexe B du présent document.

7.4 Mise en œuvre

Dans cette section nous traitons diverses questions relatives à la mise en œuvre pratique
de la méthode de convolution.
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FIG. 7.11:(a) Notations pour le calcul de l’éclairage direct : S désigne le plan de la source,
R celui du récepteur et d leur distance mutuelle. (b) Noyau de convolution intervenant dans
le calcul de l’éclairage direct.

Nous avons implémenté cette technique dans une plate-forme d’expérimentation d’al-
gorithmes de radiosité hiérarchique (BRIGHT), ce qui nous a permis d’une part de bénéfi-
cier de la présence d’algorithmes de calcul de l’éclairage direct, et d’autre part de disposer
des obstacles (également des sources et récepteurs, dans le cadre des extensions énumérées
plus haut) sous la forme d’une hiérarchie de boîtes englobantes (oùclusters).

Nous avons également implémenté un algorithme de sélection automatique des confi-
gurations dans lesquelles la méthode de convolution peut être avantageusement appliquée.
Nous reparlerons au chapitre 8 de cette technique dans le cadre de l’utilisation automatique
de la méthode de convolution pour accélérer les méthodes hiérarchiques de radiosité.

Nous supposons donc disposer d’une source, d’un récepteur et d’un obstacle sous la
forme d’un cluster et nous allons discuter des différents problèmes liés au choix de la
géométrie virtuelle, au calcul pratique des images destinées à la convolution ainsi qu’au
calcul de la convolution proprement dit, avant de terminer cette section en expliquant la
modulation et le rendu des textures de visibilité calculées.

7.4.1 Du choix de la géométrie virtuelle

Le choix de la géométrie virtuelle correspond à la détermination de la directionD puis
au choix des ordonnéeszs;zb et zr des plans des objets virtuels, le long deD.

(a) Choix de la normale aux plans virtuels

Comme nous l’avons vu plus haut, la directionD doit représenter la direction moyenne
des droites coupant la source et le récepteur. L’emploi d’un terme aussi peu précis est
justifié par le fait que le choix de la directionD n’affecte pas l’emplacement des ombres,
mais seulement leur gradient. Nous verrons cependant que dans certains cas, comme lors
de la subdivision du récepteur, il peut être important de choisirD selon des critères plus
restrictifs. La méthode que nous employons se borne donc à choisir une direction dans un
ensemble le plus représentatif possible des droites coupant la source et le récepteur.

Lorsque la source est un polygone, nous déterminons tout d’abord unrécepteur utile
(C.f figure 7.12) en ne considérant du récepteur que la partie qui voit un seul coté de la
source. La partie restante du récepteur ne recevant pas de lumière. Nous effectuons le même
tri pour la source lorsque le récepteur est un polygone : lasource utileest définie comme
l’ensemble des points de la source qui voient la face réceptrice du récepteur.

La directionD est ensuite déterminée comme joignant les centres de gravité de la
source utile et du récepteur utile. Cette façon de procéder évite queD soit parallèle à la
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Récepteur utile

S
R

R

Source utile S

FIG. 7.12:Schéma de principe de la détermination de lasource utileet durécepteur utile.

source, ce qui compromettrait l’échantillonnage de la source, ou parallèle au récepteur, ce
qui compromettrait la projection de la texture de visibilité sur celui-ci.

(b) Choix des plans virtuels

Les altitudes respectives des plans des objets virtuels affectent directement la dureté
des ombres simulées, puisque le coefficientα s’exprime comme

α =
zb�zr

zs�zb

Choisir les altitudeszs,zb et zr revient donc à figer la dureté des ombres simulées par
notre méthode. Nous verrons à la section 7.5.4 qu’il est possible d’exprimer la taille caracté-
ristique des zones de pénombre dans la texture de visibilité, ainsi que ses valeurs minimales
et maximales en fonction des valeurszmin

b ,zmax
b ,zmin

r ,zmax
r ,zmin

s et zmax
s qui sont les altitudes

minimales et maximales de l’obstacle, du récepteur et de la source le long deD. Nous
commençons donc par choisirzs etzr comme :

zs =
1
2

�
zmin
s +zmax

s

�
zr =

1
2

�
zmin
r +zmax

r

�
Le choix le plus judicieux pourzb apparaît alors être celui pour lequel la taille caractéris-
tique des zones de pénombre produites est égale à la moyenne des tailles extrémales nor-
malement présentes dans l’ombre exacte. Nous avons montré que la valeur correspondante
dezb doit vérifier :

zb =
D1zmin

b +D2zmax
b

D1+D2
avec D1 = zs�zmax

b et D2 = zs�zmin
b

7.4.2 Calcul des images pour la convolution

N’ayant besoin que d’imagesde la source virtuelle et de l’obstacle virtuel, il n’est en
fait pas nécessaire de calculer explicitement la projection des polygones concernés sur les
plans virtuels avant de former des images représentant leur fonction caractéristiquessα et
p1+α. Ces images peuvent en effet être obtenues directement à partir des objets réels et
de façon très efficace, en utilisant les capacités graphiques des ordinateurs : l’image de
l’obstacle virtuel n’est autre que ce qui apparaît à l’écran lorsque l’on affiche l’obstacle
réel vu du pointc (voir figure 7.13). Il en est de même pour l’image de la source virtuelle,
mais en utilisant une perspective orthographique. Le rendu de ces images est d’autre part
effectué en mémoire (renduoff-screen) plutôt qu’à l’écran.

Pour obtenir des images représentant de façon appropriée l’échantillonnage des fonc-
tionssα et p1+α il faut cependant utiliser les réglages suivants :

– La source est rendue en blanc sur fond noir, l’obstacle est rendu en noir sur fond
blanc ;
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Récepteur virtuel

S

Récepteur réèl

B

FIG. 7.13:Échantillonnage de p1+α par renduoff-screende l’obstacle réel

– le réglage de la taille des volumes de projection de la source et de l’obstacle per-
mettent d’obtenir directement le rapport d’échelle deα

1+α entre les deux images ;

– la projection orthographique de la source doit être composée avec une symétrie au-
tour de l’axe de projection, afin de tenir compte du signe négatif apparaissant dans
la définition desα. Cette opération revient à renverser l’image obtenue autour de son
centre ;

– aucune gestion des parties cachées (z-buffer) n’est nécessaire.

Nous allons maintenant discuter de façon plus précise trois questions essentielles rela-
tives au calcul de ces images : Le choix de leur résolution d’échantillonnage, la sélection
du volume de projection servant à calculer l’image de l’obstacle virtuel et l’anti-aliassage
des images obtenues.

(a) Choix de la résolution

Le choix de la résolution d’échantillonnage des images de la source et de l’obstacle
virtuels est crucial car cette résolution détermine la taille de la texture de visibilité que
l’on calcule et donc le coût de l’algorithme (C.f section 7.6). Les deux images ne sont pas
nécessairement de la même taille, mais étant donné le rapport d’échelleα

1+α qui relie les
deux images, l’ échantillonnage de la source et de l’obstacle sont proportionnels. Nous
choisissons donc la taille de l’image de l’obstacle virtuel la plus petite possible sachant
que :

1. La source et l’obstacle doivent être représentés avec suffisamment de pixels pour
éviter de trop gros problèmes d’aliassage (Voir la section (c)) ;

2. l’échantillonnage doit suffire à représenter la variation de visibilité au niveau du ré-
cepteur. Comme nous le verrons à la section 7.5.2, le gradientg de la visibilité sur le
récepteur est en première approximation inversement proportionnel àα et à la taille
de la source. Connaissantkgk (en unités d’intensité lumineuse par unité de longueur),
la résolutionN�N de la texture est suffisante si

kgk< Imax

2p

N
L

Dans cette expression,L représente la taille de la texture de visibilité en unités de
longueur (L’unité choisie importe peut, puisqu’elle disparaît dans le rapport),p est le
nombre de bits servant à coder les niveaux d’intensité lumineuse (En pratiquep= 8),
et Imax l’intensité maximale représentable (Imaxvaut 1:0) ;

3. la taille de la texture doit être adaptée à celle du récepteur : bien que cela dépende
du point de vue utilisé pour l’affichage, le rapport entre la taille des polygones et la
taille des textures plaquées dessus doit être à peut près uniforme.



7.4. MISE EN œUVRE 113

Au vu de ces considérations, les tailles de textures utilisées varient en pratique de 32�
32 pour les plus petits polygones (il n’y a en fait pas de limite inférieure, si ce n’est qu’une
texture de visibilité soit plus intéressante qu’une interpolation linéaire à partir des valeurs
d’illumination aux sommets des polygones) à 512� 512 pour les très grands polygones
(murs, sols,...). D’une façon générale, il est assez rare qu’une texture de taille 256� 256
soit insuffisante.

(b) Sélection du volume de projection de l’obstacle

Le cône de projection (ouFrustum) de l’obstacle est l’ensemble des points de l’espace
susceptibles de contribuer à l’image de l’obstacle. La projection utilisée étant une pro-
jection centrale, cet ensemble est un cône tronqué par deux plans (C.f figure 7.14.a). La
direction normale à ces plans n’est autre que la directionD intervenant dans la définition
des éléments virtuels.

Pour effectuer la projectionoff-screende l’obstacle, on utilise un volume de projection
le plus petit possible afin d’une part de limiter le nombre de polygones à rendre et d’autre
part d’obtenir la résolution la plus fine possible dans la texture.

On définit pour cela lecône de projection utilede l’obstacle comme étant l’intersection
entre le cône de projection (non tronqué) du récepteur et celui (tronqué) de l’obstacle. Ces
cônes sont calculés par projection des sommets des boîtes englobantes de ces objets sur
le planPf ar, et leur intersection est calculée par intersection des intervalles[xmin;xmax] et
[ymin;ymax] correspondants (C.ffigure 7.14.b). La conséquence de cette optimisation est que
la texture de visibilité calculée ne recouvre pas entièrement le récepteur.

d

z x
0

xmax

D
c

y

(b)

Pnear

farP S

(a)

max

xmin
y

ymin

Cône de l’obstacle

Cône du récepteur

Cône  utile

FIG. 7.14:(a) Définition du cône de projection d’un obstacle. Les valeurs xmin;xmax;ymin et
ymax sont obtenues par projection de la boîte englobante de l’obstacle. (b) Calcul du cône
de projection utile de l’obstacle par intersection avec celui du récepteur.

La détermination des plansPnear et Pf ar est plus délicate car il se peut que leclus-
ter contenant l’obstacle recouvre la source ou le récepteur (sans pour autant les contenir).
Comme nous ne voulons prendre en compte que les parties de l’obstacle effectivement sus-
ceptibles de contribuer à l’ombre sur le récepteur, nous éliminons d’office, dans le cas où
la source ou le récepteur sont plans, tous les polygones de l’obstacle situés du mauvais coté
de ces plans. Dans les autres cas, il se peut queznear� D. La librairie graphique imposant
d’autre part queznear soit strictement inférieur àD, nous limitons arbitrairement la position
du planPnear àznear= D� ε, oùε est négligeable devantD.

(c) Anti-aliassage des images

Comme nous l’avons vu, la texture de visibilité calculée ne recouvre pas entièrement
le récepteur, mais se restreint à la partie contenant les ombres. La valeur de cette texture
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au niveau de sa bordure doit donc correspondre parfaitement à la valeur de visibilité à
cet endroit afin d’éviter une éventuelle discontinuité de l’illumination du récepteur sur la
frontière de la texture.

D’autre part, la méthode que nous employons pour calculer la texture de visibilité est
susceptible de produire une image dont les valeurs sont faussées à cause del’aliassage
des images utilisées pour calculer la convolution. En effet, si l’on échantillonnesα par une
imageI à valeurs dansf0;1g, il y a peu de chances pour queI et sα aient même valeurs.
Le pourcentage d’erreur sur l’imageI entière est d’autant plus élevé que la source est
représentée par un petit nombre de pixels dansI .

FIG. 7.15: Image de la source correspondant à l’exemple précédent, calculée sans anti-
aliassage (à gauche) et avec anti-aliassage (à droite). Le quadrilatère en trait fin représente
approximativement la position réelle de la source.

Pour corriger ce problème, nous avons recours à une technique d’anti-aliassage, qui
consiste à donner à chaque pixel la valeur correspondant à la proportion du pixel effecti-
vement recouverte par un polygone. Cette technique est disponible dans les bibliothèques
graphiques commeOpenGL et peut être appliquée de façon transparente au moment du
rendu des polygones. La figure 7.15 donne un exemple d’application de cette technique sur
l’image de la source.

Malheureusement l’anti-aliassage proposé parOpenGL ne calcule qu’une approxi-
mation de la proportion de chaque pixel couvert par le polygone, selon les implémenta-
tions et les machines utilisées [NDW93]. Nous donnons sur la figure 7.16 les pourcentages
d’erreurs obtenus après anti-aliassage sur deux machines différentes :O2 et Onyx2 (C.f fi-
gure 7.16). Pour mesurer l’erreur due à l’aliassage, nous avons mesuré la valeur maximale
de la texture de visibilité obtenue dans une configuration pour laquelle la textures contient
des points qui voient entièrement la source. Cette valeur maximale doit donc être égale à
1. Le tableau sur la figure 7.16 représente le rapport entre la valeur maximale de la texture
calculée et cette valeur de référence.

Au vu des mesures effectuées on note tout d’abord que l’erreur est globalement bien ré-
duite par l’anti-aliassage, plus encore sur l’Onyx2 que sur l’O2. Comme nous pouvions nous
y attendre, l’erreur augmente lorsqueα diminue et lorsqueN diminue, puisque l’image de
la source occupe alors de moins en moins de pixels. La valeur∞ signifie que l’image de la
source est noire car la source est trop petite. Dans ce cas, le fait de rajouter à la main un
pixel dont la valeur est l’aire apparente de la source ramène l’erreur à 0%. En revanche nous
remarquons la faiblesse de l’algorithme implémenté sur l’Onyx2 pour calculer la propor-
tion du pixel effectivement couverte (l’erreur est de 56%). Nous conseillons donc, lorsque
la source occupe moins d’un pixel dans l’image, de mettre à jours la valeur de ce pixel
explicitement.
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α 0:9 0:5 0:2
Anti-aliassage Sans O2 Onyx2 Sans O2 Onyx2 Sans O2 Onyx2

N = 128 15% 12% 6% 41% 14% 6% ∞ 1% 56%
N = 256 14% 7% 3% 21% 7% 3% 20% 8% 3%
N = 512 5% 0:7% 1% 4% 3% 0:2% 8% 7% 2%

FIG. 7.16:Efficacité de l’anti-aliassage sur la réduction de l’erreur due à l’échantillonnage
de sα en fonction de la taille des textures (i.e de la précision de l’échantillonnage) et du
type de machine utilisée. Au delà de1%, l’erreur devient visible à l’écran au point de
recollement de la texture avec les polygones adjacents.

Finalement l’anti-aliassage est également utilisé pour calculer l’image de l’obstacle
virtuel afin de contrer une autre source d’erreur : lorsque l’obstacle contient des parties
très fines (Comme les branches du mobile de la figure 7.32) il évite que la pixélisation
des détails correspondants n’affecte la texture de visibilité. La figure 7.17 montre l’effet de
l’anti-aliassage de l’obstacle sur l’exemple du mobile.

FIG. 7.17: Effet de l’anti-aliassage de l’image de l’obstacle virtuel.A droite : l’anti-
aliassage corrige l’effet de pixélisation dû au sous-échantillonnage de l’image de l’obs-
tacle. (A gauche), lorsque celui-ci contient des structures fines.

En conclusion, l’utilisation de l’anti-aliassage lors de l’échantillonnage des fonctions
caractéristiques de la source et de l’obstacle ne corrige pas entièrement l’erreur, puisqu’elle
n’augmente pas la résolution de l’échantillonnage, mais la réduit fortement, jusqu’à un
point où elle est indiscernable à l’œil nu.

7.4.3 Calcul de la convolution

Nous présentons dans cette section deux méthodes de calcul de la convolution entre
l’image de la source et l’image de l’obstacle virtuel.

(a) Utilisation de la transformée de Fourrier rapide

Le calcul de la convolution est effectué sur la base de la relation liant les transformées
de Fourrier de deux fonctions et leur convolution. Nous notonsF l’opérateur de transfor-
mation de Fourier, défini par :

F : L2(IC2)! L2(IC2)

F ( f )(y) =
Z

IR2
e�2iπ(x1y1+x2y2) f (x1;x2)dx1dx2
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Nous avons alors :
( f ?g)(y) = F �1 (F ( f )�F (g))

Le calcul des transformées de Fourier des images est effectué parTransformée de Fou-
rier Rapide(FFT) normalisée. Bien que ce ne soit pas nécessaire, il est plus pratique que
les deux images aient la même taille. Nous effectuons alors par convolution, l’équivalent
de troisFFT et un produit d’images point à point. Le tableau suivant donne les temps de
calculs associés à la transformée de Fourier rapide sur deux machines différentes :

N 128 256 512 1024
Onyx2 6 25 110 500

O2 20 50 170 770

FIG. 7.18:Temps en millisecondes pour une FFT sur une image de taille N�N variable,
sur O2et Onyx2.

(b) Utilisation de la carte graphique

Certaines machines, notamment les stationsO2sont capable d’effectuer rapidement des
convolutions d’images par un masque de petite taille (De 7�7 à 11� 11, selon les mo-
dèles). Il est donc possible de calculer la convolution de deux images en découpant l’une
des images en sous-images de taille réduite, servant de filtre pour convolution avec l’autre
image. On ajoute ensuite, en les disposant de façon appropriée, les images obtenues pour
reconstruire la convolution cherchée.

N = 64 N = 128 N = 256 N = 512
O2 Onyx2 O2 Onyx2 O2 Onyx2 O2 Onyx2

n=5 3.5 0.012 3.8 0.13 5.2 0.15 11.2 0.15
n=7 3.5 0.014 3.9 0.22 5.3 0.19 11.2 0.31
n=9 63.0 0.012 272.0 0.12 1130.0 0.27 4521.0 0.31
n=11 81.2 0.012 364.1 0.13 1543.0 0.15 6244.0 0.15

FIG. 7.19:Vitesses de calcul des convolutions par l’extension OpenGL. Les temps sont
mesurés en millisecondes par convolution. La taille de l’image est N et celle du filtre est n.

Les vitesses d’exécution des convolutions pour des filtres et des images de taille variées
sur deux machines différentes sont transcrites sur la figure 7.19. Elle inspirent quelques
commentaires :

Les temps de calcul sur l’Onyx2sont relativement uniformes et aucune loi ne s’en
dégage clairement. La carte graphique effectue toutes les convolutions à vitesse quasi
constante (Les convolutions étant très rapides, on mesure leur vitesse moyenne sur un grand
nombre d’opérations, les temps de calcul sont donc de fait fortement perturbés par l’activité
du processeur entre ces convolutions.).

En ce qui concerne l’O2, l’augmentation brutale des temps de calcul lorsque la taille
des filtres dépasse 7�7 témoigne des limites du composant qui leur est dédié : à partir de
9�9, les convolutions sont effectuées par le processeur principal et leur coût, bien plus
élevé par ailleurs, devient clairement proportionnel au nombre de pixels dans le filtre et
dans l’image.

En conclusion, cette technique peut être utilisée pour améliorer les performances de
notre algorithme dans le cas oùα est petit,i.e lorsque la source est effectivement représen-
tée dans son image par un petit nombre de pixels, et en fonction de la machine utilisée. On
effectue alors autant de convolutions qu’il faut de filtres de la taille choisie, pour recouvrir
la source.



7.4. MISE EN œUVRE 117

(c) Zone de sécurité pour la convolution

Quelle que soit la méthode utilisée (logicielle ou matérielle) l’algorithme de convolu-
tion suppose implicitement que les images sont périodiques. Le résultat de la convolution
est donc également une image périodique, dans laquelle les pixels correspondant à la su-
perposition d’une image sur la frontière de l’autre (et donc simultanément sur la frontière
lui faisant face) n’ont pas de signification en terme de visibilité.

(c)(b)(a)

1

s
s

2 s

FIG. 7.20:Calcul de la zone des pixels valides dans l’image de convolution. Les volumes
de projection de la source et de l’obstacle ont été élargis jusqu’à ce que la taille apparente
s1 de la source dans son image, la taille de la zone utile s2 de l’image de l’obstacle, et la
taille s de l’image de convolution vérifient s1+s2� s. Les pixels ayant une signification en
termes de visibilité sont ceux à l’intérieur du cadre dans l’image de droite.

Lorsque les images ont même taille, cette remarque signifie que seul le pixel situé au
centre de la convolution est valide, puisqu’il correspond à l’unique position dans laquelle
les images se superposent sans effet de bord.

En fait, la source n’atteignant jamais les bords de son image, la région des pixels valide
est plus étendue. Si l’on notes1 la taille apparente de la source dans son image (C.f fi-
gure 7.20), tous les pixels de l’image de convolution situés à une distance supérieure às1

du bord le plus proche sont valides. Connaissant la zone utile dans l’image de l’obstacle
(Cette zone est l’intersection du volume de projection utile de l’obstacle avec son plan de
projection) et la taille apparentes1 de la source, les cônes de projection servant à fabriquer
les images sont élargis jusqu’à ce que les taille apparentess1 ets2 de la source et de la zone
utile de l’image de l’obstacle, et la tailles de l’image de convolution vérifient

s1+s2� s

En pratique, nous mesurons doncs1, s2 et s une fois tous les autres réglages faits, et nous
dilatons les volumes de projection d’un commun facteurs

s1+s2
.

7.4.4 Rendu des textures

Comme nous l’avons déjà vu, l’image issue de la convolution est utilisée au moment du
rendu comme unetexturesur le récepteur, modulée par l’éclairage direct depuis la source.
Nous allons traiter différents aspects de cette opération, en commençant par le calcul des
valeurs d’illumination directe.

(a) Modulation des textures

Les valeurs d’éclairage direct sur le récepteur sont calculées analytiquement en des
points uniformément distribués sur celui-ci grâce à la formule (1.11) page 26. Ces va-
leurs sont ensuite stockées en mémoire dans une structure appeléemaillage d’affichage.
Au moment du rendu, un tel maillage peut être affiché de façon très efficace parOpenGL
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qui n’effectue les calculs de projection pour chaque nœud du maillage qu’une seule fois,
en reconstituant les polygones à partir de leurs seuls sommets. La figure 7.21 montre des
maillages d’affichage sur un quadrilatère et un triangle.

(a) (b)

FIG. 7.21: Exemples de maillages d’affichage pour des textures de visibilité (a) sur un
triangle et (b) sur un quadrilatère. La résolution du maillage est au moins10 fois plus
faible que celle de la texture.

Pour chaque nœud du maillage il faut également fournir à la librairie graphique desco-
ordonnées de texture, qui spécifient l’emplacement du point affiché dans la texture. Lorsque
la texture ne recouvre pas entièrement le récepteur, certains points n’ont pas d’image dans
la texture. Il est alors possible de préciser àOpenGL d’utiliser une couleur spéciale, ou
de répéter la valeur du bord de la texture le plus proche. Dans tous les cas, cette valeur
doit être 1, puisque le point concerné n’est plus dans l’ombre. Pour un résultat visuel plus
satisfaisant, on peut également demander que les valeurs des pixels soient calculées par
interpolation (bilinéaire, par exemple) entre les pixels les plus proches dans la texture.

LorsqueOpenGL affiche un élément du maillage connaissant les coordonnées de ses
sommets ainsi que leurs coordonnées de texture, il calcule les coordonnées des autres points
après projection ainsi que leurs coordonnées de texture par interpolation bilinéaire des va-
leurs aux sommets. Malheureusement, comme nous le verrons à la section suivante, les
coordonnées de texture ne varient pas linéairement sur le récepteur, sauf si celui-ci est
orthogonal àD. Le maillage d’affichage doit donc être suffisamment fin pour corriger la
déformation due à l’usage abusif de l’interpolation bilinéaire. En pratique nous utilisons
des maillages d’affichage de taille allant de 2�2 à 20�20 pour les plus grands polygones.

On pourra noter que le calcul de l’éclairage direct, peut être réalisé par d’autres mé-
thodes, par exemple basées sur l’utilisation des sources lumineuses de la librairie graphique
OpenGL. Alors que les ombres sont visuellement affectées par la substitution abusive de
sources ponctuelles à des sources étendues, la composante directe de l’éclairage peut en
effet être efficacement simulée par des lampes ponctuelles [HH97].

Nous allons maintenant discuter du calcul des coordonnées de texture des nœuds du
maillage d’affichage.

(b) Calcul des coordonnées de texture

Une fois calculée, l’image de convolution doit être projetée sur le récepteur réel et
positionnée correctement. Nous calculons pour cela les coordonnées de texture d’un point
P du récepteur comme étant les coordonnées de sa projectionp sur le récepteur virtuel,
depuis le centre de la source, dans le repère(u;v) défini comme suit (C.f figure 7.22) :

Les axesu et v sont parallèles aux bords de l’image de l’obstacle. Le pointct , porté
par la droite reliant les centres de la source et de l’image de l’obstacle virtuel, a pour
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coordonnées(0:5;0:5) sachant que les dimensions réelles de l’image de convolution sur le
récepteur virtuel sontα

1+α fois celles de l’image de l’obstacle virtuel.

y

x

Récepteur

Récepteur virtuel

Texture calculée

(0,0)

(1,1)

Direction D

v

Texture projetée

z
p

0

P

Source

u

Image de l’obstacle dans le plan
de l’obstacle virtuel

cs

cb

ct

FIG. 7.22:Calcul des coordonnées de texture pour un point P du récepteur. Les points cs,cb

et ct sont les centres des images de la source de l’obstacle et de la convolution.

Pour effectuer cette opération, deux solutions s’offrent à nous.
Une première méthode consiste à calculer explicitement les coordonnées de texture des

nœuds du maillage d’affichage et à les stocker avec celui-ci. Au moment du rendu, nous
fournissons donc directement au moteur graphique les bonnes coordonnées de texture.

La librairie graphiqueOpenGL permet d’autre part d’effectuer le calcul des coordon-
nées de texture automatiquement à partir des coordonnées 3D de chaque pointP. Il faut
pour cela lui fournir la matrice de la projection de centrecs (une matrice 4�4 en coor-
données homogènes) qui n’est autre que celle déjà utilisée pour le calcul de l’image de
l’obstacle virtuel. Nous la récupérons en interrogeantOpenGLau cours de cette opération.
En utilisant cette méthode, nous économisons le stockage des coordonnées de texture.

Nous avons expérimenté les deux méthodes de calcul. Bien que la seconde soit plus
efficace, la première n’affecte pas sensiblement les temps de calculs.

(c) Sur-modulation des textures

Les valeurs utilisées parOpenGL pour moduler les textures sont des spectres de cou-
leurs de l’intervalle[0;1]3, une valeur de 0 représentant l’absence totale de sa longueur
d’onde de base associée, dans la couleur finale, et 1 sa plein contribution. Malheureuse-
ment, les valeurs d’éclairage direct calculées n’ont aucune raison d’appartenir à l’intervalle
[0;1], notamment parce qu’elles dépendent linéairement de la puissance des sources lumi-
neuses. Elles sont donc automatiquement ramenées à 1 lorsqu’elles sont supérieures à 1,
par la librairie graphique elle même. Il se peut donc en certains points que :

V(y)< 1 ρ(y)FS(y)> 1 et V(y)ρ(y)FS(y)� 1

Dans un tel cas,OpenGL affiche un pixel d’intensité inappropriéeV(y).
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Pour contourner ce problème, nous affichonsn fois la texture en ajoutant à chaque fois
les valeurs des pixels parblending. Les valeurs d’éclairage direct sont, elles, divisées par
n. La plus petite valeur den convenable vaut

n= 1+ bImaxc
oùbxc désigne le plus grand entier strictement inférieur àx, et Imax la valeur maximum que
prend l’éclairage direct sur les nœuds du maillage d’affichage. En procédant ainsi, tous les
pixels sont rendus de façon appropriée.

La méthode que nous avons utilisée a cependant un inconvénient : le fait de diviser par
n les valeurs d’éclairage direct divise d’autant la précision avec laquelle elles sont représen-
tées. Une fois l’affichage terminé, les valeurs des pixels ne varient plus dans l’ensemble des
valeurs représentables à l’écran (255 niveaux dans chaque couleur de base rouge, vert et
bleu) mais dans un ensemble contenantn fois moins d’éléments. LorsqueImaxest très grand
on observe alors nettement les discontinuités associées au passage d’un niveau à l’autre.

(d) Rendu sur textures

Une texture de visibilité modulée par de l’éclairage direct représente de l’irradiance.
Dans de nombreuses applications, l’irradiance est transformée en radiosité par utilisation
de textures de réflectance. Dans ce cas la réflectanceρ devient une fonction de la position
sur le récepteur.

Pour rendre une valeur uniforme d’irradiance sur un polygone texturé, on module ha-
bituellement la texture de réflectance par cette valeur. Dans notre cas la valeur de radiosité
n’est pas uniforme et est déjà représentée comme une texture. Nous effectuons donc le
rendu en deux passes :

1. la texture de radiositéy 7�!V(y)FS(y) est affichée sur le polygone.
2. la texture de réflectance est affichée par dessus de telle sorte que les valeurs des

pixels soient multipliées point par point. Nous obtenons alors un affichage dey 7�!
ρ(y)FS(y)V(y). Nous utilisons pour cela le procédé deblendingpermettant de mo-
duler la valeurs des pixels rendus par celle de ceux déjà présents dans l’image :

glEnable(GL_BLEND)
glBlendFunc(GL_DST_COLOR, GL_ZERO)

7.5 Contrôle de l’erreur

Bien qu’elle produise des images visuellement satisfaisantes, la méthode de convolution
telle que nous l’avons présentée jusqu’ici ne calcule qu’une approximation de la visibilité
en tout point du récepteur, notamment parce qu’elle effectue ce calcul à partir d’une re-
présentation simplifiée des éléments (i.e la géométrie virtuelle) qui consiste entre autres à
remplacer des objets quelconques par des objets plats parallèles.

Après une énumération qualitative de l’erreur d’approximation dans la méthode de
convolution, nous donnerons une méthode d’estimation puis de contrôle de cette erreur.

7.5.1 Discussion qualitative des sources d’erreur

De nombreuses approximations interviennent tout au long du calcul des ombres par la
méthode de convolution. Nous distinguerons trois catégories :

– l’approximation de la corrélation entre le noyau de la radiosité et la visibilité ;
– les diverses approximations dues à l’échantillonnage. Ces approximations concernent

le calcul des images de la source et de l’obstacle virtuels, ainsi que le rendu de la tex-
ture de visibilité qui est échantillonnée d’une part spatialement par le maillage d’af-
fichage, et d’autre part au niveau des valeurs de modulation, par la représentation
discrète des couleurs en machine ;
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– les approximations géométriques, dues à l’utilisation de la géométrie virtuelle pour
calculer les ombres.

Ces diverses approximations n’ont pas le même impact sur la qualité des images pro-
duites. Alors que la première est négligeable dans la quasi-totalité des configurations (voir
section 2.1.3), la seconde produit des artefacts comme l’aliassage dont nous avons parlé à la
section 7.4.2.(c). Nous pouvons cependant imputer ce type d’erreur dans une large mesure
aux limitations matérielles des machines, et les paramètres de résolution seront toujours
fixés de façon à obtenir des images ayant une qualité d’échantillonnage satisfaisante. En-
fin, les approximations de type géométrique influent de façon significative sur la qualité
des ombres calculées. Nous pouvons séparer ces approximations géométriques en deux ca-
tégories : celles provenant de l’utilisation d’un récepteur virtuel plan et celles provenant de
l’obstacle virtuel lui-même. Nous allons maintenant détailler qualitativement leurs effets
respectifs.

Obstacle virtuel

Pour caractériser l’erreur due à l’utilisation d’un obstacle virtuel plan, considérons le
cas particulier d’un récepteur plan parallèle à la source. Les différences de structure entre
les ombres produites par l’obstacle réel (volumique) et l’obstacle virtuel (plan) peuvent
être comprises en termes d’événements de visibilité: lors de la projection de l’obstacle
réel sur le plan de l’obstacle virtuel, toutes les discontinuitéstriple-arêtess’appuyant sur
une arête de la source et deux arêtes de l’obstacle se fondent en événements de typearête-
sommet(Pour une définition et une étude exhaustive des événements de visibilité, le lecteur
est invité à consulter [DDP97]). Le gradient de la pénombre est donc localement modifié.
Dans le cas d’une source parallèle au récepteur, l’ombre produite par l’obstacle virtuelle
prend alors un aspectuniformeau sens où la taille apparente des zones de pénombre est la
même quelle que soit la composante de l’obstacle qui la crée. Nous verrons plus loin que
cet effet est d’autant plus apparent que la source est étendue dans le plan perpendiculaire à
D et que l’obstacle réel est étendu dans la directionD.

Récepteur virtuel

Considérons maintenant la configuration “duale” de la précédente, dans laquelle l’obs-
tacle est plan et parallèle à la source, le récepteur étant quelconque. Bien que la projection
de la texture de visibilité du récepteur virtuel sur le récepteur réel conserve par construction
l’emplacement des ombres, elle conserve également le rapport des tailles entre les zones
d’ombre et les zones de pénombre. Le long du récepteur réel, ce rapport dépend fortement
de la distance du point considéré au plan de la source. L’ombre calculée peut ainsi contenir
des zones de pénombre à l’emplacement de zones d’ombre et réciproquement, selon si le
point considéré du récepteur réel est plus proche ou plus éloigné de la source que son pro-
jeté sur le plan du récepteur virtuel. Cette erreur est d’autant plus grande que le récepteur
est étendu le long deD. Elle n’est d’autre part pas corrigée par la projection du récepteur
virtuel sur le récepteur réel.

Les erreurs dues aux approximations géométriques sont de loin les plus significatives, et
sont d’autre part inhérentes à la méthode de convolution. Nous allons maintenant discuter
des diverses techniques permettant de les estimer et de les contrôler.

7.5.2 Réduction de l’erreur

Au vu de l’étude qualitative des erreurs d’approximation effectuée à la section précé-
dente, notre politique de réduction de l’erreur sera basée sur lasubdivisiondes éléments en
vue de réduire leur extension le long deD ou dans le plan orthogonal àD selon le cas. Nous
calculerons alors autant de nouvelles convolutions que nous effectuerons de subdivisions.
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Les convolutions calculées sont ensuite combinées d’une manière adéquate selon la nature
de l’élément géométrique subdivisé. Nous expliquons dans cette section comment effectuer
ces subdivisions sans nous préoccuper du choix entre ces différents modes de réduction de
l’erreur, qui sera traité aux sections 7.5.4 et 7.5.5.

(a) Subdivision du récepteur

Subdiviser le récepteur consiste à partitionner le récepteur ensous-récepteurset cal-
culer séparément une texture de visibilité pour chacun d’entre eux, comme suggéré par la
figure 7.24.a. Les textures de visibilité obtenues sont ensuite collées sur les zones corres-
pondantes du récepteur. Cette opération vise à améliorer la qualité de la texture de visibilité,
en prenant en compte de manière plus locale les distances relatives mesurées verticalement
entre la source, les polygones de l’obstacle et les points du récepteur.

Lors de la subdivision du récepteur, il faut prêter une attention particulière au choix de
la directionD utilisée pour chacun des sous-récepteurs. La figure 7.23 montre ce qui arrive
dans chacun des cas suivants :

Récepteur subdivisé Directions indépendantes

Direction commune Direction normale au récepteur

FIG. 7.23:Artefacts produits par la subdivision du récepteur selon le choix des directions
D utilisées pour chaque sous-texture.

1. SiD est choisi de manière indépendante pour chacun des sous-récepteurs, la dureté
des ombres change brutalement et l’on peut observer une discontinuité
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2. Si D est la même pour tous les sous-récepteurs, les discontinuités sont fortement
réduites.

3. Dans le cas idéal,D est choisie comme étant la normale au récepteur. Dans ce cas
les pénombres calculées ont toutes même dureté et s’ajustent donc parfaitement. Bien
entendu, ce choix ne correspond pas à une augmentation de la précision de la texture
de visibilité, puisque les distances relatives mesurées le long de cette direction, entre
la source, l’obstacle, et chacun des récepteurs sont les mêmes que celles mesurées
avec le récepteur original. La texture calculée par subdivision est alors exactement
celle obtenue sans subdivision.

Ces remarques confortent l’idée que la subdivision du récepteur n’a d’intérêt que si
celui-ci est étendu dans la direction parallèle àD. Le temps de calcul de la texture de
visibilité pour tout le récepteur augmente avec la subdivision, puisqu’il faut effectuer autant
de convolutions qu’il y a de sous-récepteurs.
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FIG. 7.24:Principe de subdivision de l’obstacle, du récepteur et de la source.(a) le ré-
cepteur est subdivisé en deux sous-récepteurs dont les récepteurs virtuels associés sont
notés R1v et R2

v. (b) l’obstacle B est subdivisé en deux sous obstacles B1 et B2. Les poin-
tillés indiquent la position de leurs plan virtuels respectifs.(c) la source est coupée en deux
sous-sources

(b) Subdivision de l’obstacle

La subdivision de l’obstacle consiste à partitionner l’obstacle en sous-obstacles plus
petits et à calculer une nouvelle texture de visibilité pour chaque sous obstacle pris sépa-
rément (C.f figure. 7.24.b). Les textures de visibilité sont ensuite combinées entre elles de
manière à prendre en compte les relations de visibilité entre les sous-obstacles. Nous discu-
terons de la méthode permettant de combiner les différentes textures de visibilité obtenues,
à la section 7.5.3.

Le partitionnement de l’obstacle peut être effectué de façon totalement arbitraire. Ce-
pendant, en vue de réduire l’erreur due à la trop grande extension de l’obstacle dans la
direction parallèle àD, il est plus judicieux de choisir des sous obstacles occupant des
intervalles d’altitudes les plus espacés possible. Dans notre implémentation, l’accès aux
sous-obstacles est facilité par la représentation des objets sous la forme d’une hiérarchie de
boîtes englobantes (ouclusters).

Lors de la subdivision de l’obstacle, nous conservons la transformée de Fourier de
l’image de la source afin d’économiser de la puissance de calcul. Nous utilisons pour cela
la même direction de projectionD pour le calcul de la texture de visibilité correspondant
à chaque sous-obstacles et nous réglons simultanément les paramètres de mise à l’échelle
des images de la source et de chacun des sous-obstacles.
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(c) Subdivision de la source

Dans un certain nombre de cas particuliers la subdivision de la source est le seul moyen
efficace de réduire l’erreur d’approximation. Il existe également des configurations dans
lesquelles subdiviser la source permet de corriger efficacement les artefacts visuels bien
plus rapidement qu’en subdivisant l’obstacle ou le récepteur. Dans tous les cas, la source
est partitionnée en sous-sources (C.fFig. 7.24.c), et une texture de visibilité est calculée
pour chaque sous-source. Au moment du rendu, les textures de visibilité sont ajoutéesaprès
modulationgrâce aux capacités deblendingd’OpenGL.

Un exemple typique de situation dans laquelle la subdivision de la source s’impose est
la configuration montrée sur la figure 7.25, où l’obstacle est formé d’un objet verticalement
très étendu “othogonal” à la directionD. Dans un pareil cas, l’image de l’obstacle virtuel ne
contient presque rien puisque l’obstacle se projette sur un segment. La texture de visibilité
est donc vide (En haut à droite, sur la figure). Le remède est de subdiviser la source en la
coupant par le plan support du polygone de l’obstacle. L’image calculée (En bas à gauche)
est alors très proche de la solution de référence (En bas à droite).

Bien que les configurations de ce type puissent être détectées en mesurant les angles
d’incidence de la directionD sur les polygones de l’obstacle, il est difficile de prendre
une décision de manière automatique lorsque l’obstacle est formé de nombreux petits po-
lygones.

Configuration texture sans subdivision

Texture avec subdivision Image de référence

FIG. 7.25:Cas particulier où la subdivision de la source est nécessaire

Une situation où la subdivision de la source réduit l’erreur d’approximation beaucoup
plus rapidement que la subdivision de l’obstacle est montrée de la figure 7.26. Dans cette
situation, l’intervalle des valeurs possibles deα pour différents polygones de l’obstacle est
très grand (α = 0 pour le pied du palmier àα = 1:0 pour les polygones du haut). La source
étant très étendue et non uniforme, la corrélation entre la visibilité à travers les polygones
et la source est très forte. Pour réduire cette corrélation, il suffit soit de subdiviser la source,
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soit l’obstacle. Ici la source étant formée de quatre sources plus petites, l’image est bien
meilleure après une seule subdivision de la source.

FIG. 7.26:Situation dans laquelle la subdivision de la source réduit plus rapidement les
artefacts d’approximation que la subdivision de l’obstacle. Dans l’image de droite, la cor-
rélation entre la visibilité et la source a été prise en compte.

A part dans les cas cités ci-dessus, la subdivision du récepteur et de l’obstacle suffisent
à réduire efficacement les erreurs d’approximation.

7.5.3 Formule de combinaison

Alors que subdiviser la source ou le récepteur ne demande qu’une opération simple de
composition des textures calculées séparément, la subdivision de l’obstacle pose le pro-
blème de savoir calculer la proportion de la source visible d’un point du récepteur à travers
l’obstacle entier en fonction des mêmes quantités calculées séparément pour chaque sous-
obstacle. Comme le montre l’exemple sur la figure 7.27 dans le cas de deux sous-obstacles,
les valeursV1(y) etV2(y) des textures de visibilité calculées pour chaque sous-obstacle ne
représentent pas suffisamment s’information pour calculer exactement la texture de visi-
bilité V(y) correspondant à l’obstacle entier. En subdivisant l’obstacle, nous perdons en
effet l’information de corrélation entre les sous-obstacles, et connaître exactement leur cor-
rélation reviendrait à connaître exactementV(y) (Nous retrouvons exactement les même
problèmes de corrélation qu’à la partie II). Nous proposons néanmoins dans cette section,
une méthode pour approcher efficacementV(y) à partir des seules valeursV1(y) etV2(y).
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FIG. 7.27:Configuration particulière montrant qu’il est impossible de calculer exactement
V(y) connaissant seulement V1(y) et V2(y). Nous avons en effet dans les deux cas V1(y) =
V2(y) = 1

2, alors que,à gauche, V(y) = 1
2 et,à droite, V(y) = 0.
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(a) Principe

Nous nous limitons pour l’instant au cas de deux sous-obstacles pour lesquels nous
supposons avoir séparément calculé deux textures de visibilitéV1 et V2. Nous proposons,
connaissantV1(y) etV2(y), d’estimerV(y) comme la moyenne entre les cas extrêmes cor-
respondant à la plus forte et plus faible corrélation entre les deux sous-obstacles.

(a)

Sous-obstacles

Source

(b)

FIG. 7.28:Situations extrêmes de corrélation entre deux sous-obstacles, vu d’un point y du
récepteur. En (a), les deux sous-obstacles masquent des régions disjointes de la source, en
(b) la région de la source masquée par l’un est entièrement masquée par l’autre.

La corrélation entre les deux sous-obstacles est la plus faible lorsque les deux sous-
obstacles masquent des parties disjointes de la source (C.f figure 7.28.a). Dans ce cas nous
avons :

V(y) = max(0;V1(y)� (1�V2(y)))
= max(0;V1(y)+V2(y)�1)

La corrélation entre les sous-obstacles est la plus forte lorsque, vue d’un pointy sur le
récepteur, la partie de la source masquée par un sous-obstacle est entièrement masquée par
l’autre (C.f figure 7.28.b). Dans ce cas, nous avons :

V(y) = min(V1(y);V2(y))

Nous choisissons donc la valeur suivante pour approcher la proportion de la source
masquée par l’obstacle entier :

V(y) =
1
2
(min(V1(y);V2(y)) ;max(0;V1(y)+V2(y)�1)) (7.3)

L’erreur d’approximation attachée à cette formule de composition est maximale dans
le cas montré sur la figure 7.27 où elle vaut1

4. Une telle situation se produit cependant
rarement. Il faut pour cela que deux polygones ayant deux arêtes parallèles soient traités
comme sous-obstacles. Les points où l’erreur est maximale sont ceux appartenant au plan
défini par ces deux arêtes. L’effet de cette erreur est visible sur l’avant dernière image de
la figure 7.31 (ε = 0:0, 210 sous-clusters) : pour certains cubes la pénombre a un gradient
différent de la solution de référence. En effet, des faces adjacentes d’un mêmes cube ap-
partiennent à des sous-obstacles différents. Cette erreur est donc plutôt un artefact de la
mauvaise qualité des boîtes englobantes formant la hiérarchie des obstacles. Le reste du
temps, l’erreur d’approximation contenue dans la formule de combinaison est faible. Elle
est notamment nulle partout où l’une des deux valeursV1(y) etV2(y) vaut 0 ou 1.

Enfin, cette formule s’étend facilement au cas de plusieurs sous-obstacles. Nous les
combinons pour cela deux par deux récursivement jusqu’à n’obtenir qu’une seule texture
de visibilité.
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(b) Implémentation

Comme nous l’avons vu, les images de convolution calculées pour chaque sous-obstacle
n’ont pas nécessairement la même échelle ni le même centre. Pour chaque point de l’image
combinée il faut donc effectuer un changement de repère pour connaître le point corres-
pondant dans chacune des textures calculées. La valeur de ces textures est alors estimée
par interpolation bilinéaire sur les valeurs des pixels les plus proches du point trouvé. La
combinaison des valeurs de ces pixels correspond ensuite à un simple appel de fonction
réalisant le calcul du membre de droite de (7.3).

Bien que nous ne l’ayons pas testée, nous proposons une implémentation plus efficace
basée sur l’utilisation directe de la carte graphique : l’expression (7.3) peut en effet se
ramener à un certain nombre l’opérations simples que l’on peut effectuer sur des images
grâce aux fonctionnalités de la librairieOpenGL : somme, différence, produit par une va-
leur uniforme, minimum et maximum de deux images, qui sont disponibles sous primitives
ou extensions. Les changement de repères nécessaire à l’ajustement des textures de visibi-
lité avant combinaison sont alors effectués automatiquement au moment de l’affichage des
texture.

N.B : On peut se passer des extensionsEXT_blend_minmaxservant à calculer le minimum
et le maximum en utilisant le fait queOpenGL restreint les valeurs des pixels à
[0;1] et calcule donc implicitement en chaque pixel min(max(0; I(y));1) à l’affichage
d’une imageI . Nous écrivons pour cela l’égalité suivante, qui donne la suite des
opérations à effectuer :

min(v1;v2) =
1
2

v1+
1
2

v2�
1
2
(max(v1�v2;0)+max(v2�v1;0))

7.5.4 Estimation perceptive de l’erreur d’approximation

Pour estimer l’erreur d’approximation dans les textures de visibilité que nous calculons
par convolution, nous avons besoin d’estimer la différence entre la texture de visibilité
calculée et la visibilité exacte. La méthode la plus simple pour mesurer la différence entre
deux imagesI et I 0 est d’utiliser une norme usuelle, par exemple la normeL1 :

E(I1; I2) =
Z
jI(x)� I 0(x)jdx

Nous obtenons alors une borne sur la distance mathématique qui sépare les deux images.
Cette méthode n’est cependant pas du tout adaptée à l’estimation de l’erreur pour notre
méthode pour les raisons suivantes, que nous avions déjà évoquées au chapitre 2 :

– De telles bornes sont globales et manquent donc les phénomènes d’erreur locale ;

– elles ne caractérisent pas l’erreur de la même façon qu’un œil humain : Considérons
par exemple deux images différant d’un pixel. Leur distance mesurée en utilisant
la normek:k∞ peut alors être très grande bien que ces images restent semblables
à l’œil. Des exemples équivalents peuvent ainsi être trouvés pour les autre normes
usuelles [SD95] ;

– dans le but d’obtenir un algorithme conduit par l’erreur d’approximation, nous avons
besoin de connaître une relation simple entre l’influence des approximations géomé-
triques réalisées et l’erreur ainsi estimée pour pouvoir agir rétroactivement sur ces
approximations. Les bornes obtenues par majoration de la distance entre deux tex-
tures de visibilité au sens des normes usuelles dépendent de manière non triviale des
paramètres géométriques de la scène (Taille de l’obstacle, coefficientα,...).

Nous proposons donc de construire une mesureperceptivede l’erreur,i.e estimant l’er-
reur perçue par l’œil. En termes d’artefacts visuels l’erreur d’approximation est essentiel-
lement caractérisée par le fait que la dimension des zones de pénombre produites par les
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différents polygones formant l’obstacle dépend fortement des distances relatives entre ces
polygones, la source et les points du récepteur. En revanche, dans la texture de visibilité
calculée, toutes les zones de pénombre ont mêmedureté. Nous choisissons donc d’estimer
l’erreur d’approximation associée à l’usage de la géométrie virtuelle par l’amplitude de la
dimension des zones de pénombre sur le récepteur.
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FIG. 7.29:Notations pour la construction du critère d’erreur.

Nous allons présenter les calculs sur la base de schémas en deux dimensions. Ce calcul
se généralise aisément en trois dimensions en remplaçant les longueurs mesurées par les
diamètres des objets correspondants. Nous adoptons d’autre part les notations de la partie
gauche de la figure 7.29.

Considérons un polygone de l’obstacle, et notonsz0 l’altitude minimum de ses points.
Soit zb l’altitude de l’obstacle virtuel. La taille de la zone de pénombre produite par ce po-
lygone vaut donc approximativement au niveau d’un point d’altitudezdu récepteur (C.f fi-
gure 7.29) :

P0e(z) =
1

cosγ
z0�z
zs�z0

(7.4)

D’autre part, la dimension de la zone de pénombre causée par l’obstacle virtuel sur le
récepteur virtuel est donnée par :

P00e = αδs avec α =
zb�z
zs�zr

Après projection sur le récepteur réel, la dimension de la pénombre calculée devient :

Pe(z
0
;z) = δs

1
cosγ

zs�z
zs�zr

L’erreur relative sur la dimension de la zone de pénombre calculée vaut donc :

∆e(z
0
;z) =

P0e(z)
Pe(z0;z)

=
(zs�z0)(zs�z)

z0�z
� zb�zr

(zs�zr)(zs�zb)

Notons maintenantzmin
b etzmax

b les altitudes minimale et maximale des objets constituant
l’obstacle,zmin

r et zmax
r l’altitude minimale et maximale des points du récepteur. Sans perte

de généralité1, nous supposons que

zmax
r < zmin

b

1Cette inégalité est toujours vérifiée en restreignant le récepteur à la partie sur laquelle se projettent les ombres
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Dans ce cas, nous avons montré que l’erreur d’approximation∆e(z0;z) atteint son maximum
lorsquez= zmax

r et z0 = zmin
b et son minimum lorsquez= zmin

r et z0 = zmax
b . La différence

entre ces deux valeurs donne l’amplitude de la variation de taille de pénombre :

E(R;B) = ∆e(z
min
b ;zmax

r )�∆e(z
max
b ;zmin

r ) (7.5)

Contrairement aux estimateurs basés sur les normes usuelles, la mesure de l’erreur que
nous venons de construire prend effectivement en compte l’erreur telle qu’elle est perçue
par l’œil humain. Il est de plus facile de vérifier que sa valeur décroît lorsque les éléments
tendent vers la géométrie virtuelle,i.e lorsque le récepteur et l’obstacle sont plans et paral-
lèles à la source. Plus précisément, lorsqueB1 (resp. R1) est un sous-obstacle (resp.sous-
récepteur) deB (resp. R) au sens de l’inclusion, nous avons

E(R1;B)� E(R;B) et E(R;B1)� E(R;B) (7.6)

Finalement, ce critère d’erreur dépend de façon simple et intuitive de la géométrie des
éléments. Nous l’avons utilisé pour construire l’algorithme de contrôle de précision dans
les textures de visibilité que nous décrivons dans la section suivante.

7.5.5 Algorithme de contrôle de l’erreur

Pour construire un algorithme de contrôle de l’erreur, nous avons utilisé les méthodes
de réduction de l’erreur vues en 7.5.2 en coordination avec le critère d’erreur perceptif
introduit en 7.5.4. Après en avoir décrit le principe, nous discuterons de sa convergence et
en donnerons des exemples d’utilisation.

(a) Principe

Pour une configuration source/obstacle/récepteur donnée le critère d’erreur permet d’es-
timer si la précision de la texture de visibilité est suffisante en comparantE(R;B) à une li-
miteEmaxfixée par l’utilisateur. Si la précision n’est pas suffisante, le calcul est effectué de
manière récursive en subdivisant le récepteur ou l’obstacle, comme expliqué en 7.5.2.(b)
et 7.5.2.(a). Nous calculons pour cela l’erreur obtenue après subdivision en fonction des
dimensions des sous-éléments utilisés et nous choisissons l’alternative conduisant à la
meilleure précision. L’erreur en cas de subdivision du récepteur vaut :

E(R1;R2;B) = max(E(R1;B);E(R2;B))

En revanche, si l’on subdivise l’obstacle, elle s’écrit :

E(R;B1;B2) =Cerr +max(E(R;B1);E(R;B2))

Dans cette expression, la quantitéCerr représente l’erreur d’approximation de la corrélation
associée à la formule de combinaison (C.f section 7.5.3). Cette erreur est dans une large
mesure négligeable.

Il est important de noter que l’estimation de l’erreur est de typea priori, ce qui nous per-
met de connaître à l’avance l’erreur produite par une option particulière de raffinement sans
avoir à effectuer explicitement le calcul de la texture de visibilité. Le choix de la méthode
offrant la plus forte réduction de l’erreur à chaque étage range d’autre part notre algorithme
dans la catégorie des algorithmesgloutons. Il est raisonnable de penser qu’une exploration
plus profonde des diverses options de subdivision puisse conduire à une meilleure réduc-
tion globale de l’erreur. Nous n’avons pas expérimenté de telles méthodes, bien qu’elles ne
posent pas de problèmes algorithmiques particuliers : nous pourrions envisager une explo-
ration systématique des options de subdivision jusqu’à une profondeur donnée, ou mieux,
allonger des chemins de subdivisions successives rangés dans une file d’attente avec prio-
rité pondérée par le rapport coût/qualité de chaque option.
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Notre version, plus simple, de l’algorithme de contrôle de l’erreur est détaillée sur la
figure 7.30. La procédurePasteTexturescolle l’une à coté de l’autre les deux sous-textures,
alors queCombineTexturesréalise leur combinaison dans le cas de la subdivision de l’obs-
tacle.

TextureComputeTexture(S;B;R)
if Emax(S;R;B)< εmax

return ConvolutionTexture(S;B;R)
else

if E(R1; :::;Rn;B)< E(R;B1; :::;Bp)
T1 = ComputeTexture(S;B;R1)

:::

Tn = ComputeTexture(S;B;Rn)
return PasteTexture(T1; :::;Tn)

else
T1 = ComputeTexture(S;B1;R)
:::

Tp = ComputeTexture(S;Bp;R)
return CombineTextures(T1; :::;Tp)

FIG. 7.30:Algorithme de contrôle de l’erreur dans le calcul des ombres par convolution.

(b) Convergence

Nous nous intéressons à la question de savoir si en diminuant la tolérance d’erreur
Emax, la texture de visibilité calculée converge effectivement vers une image représentant
une carte de la visibilité exacte sur le récepteur. La réponse est clairement négative pour
plusieurs raisons :

Tout d’abord, lorsque la source est un polygone, la direction de projectionD n’est
pas nécessairement normale à la source dont l’extension verticale n’est donc pas prise en
compte dans le critère d’erreur. Cette remarque tient lorsque la source n’est pas non plus
plane.

Ensuite, il n’est guère possible de subdiviser la hiérarchie des objets constituant l’obs-
tacle plus loin qu’à un niveau où chaque polygone est traité séparément. En effet, bien qu’il
soit techniquement possible de découper l’obstacle en tranches horizontales aussi fines que
possible, les erreurs d’approximation de la méthode de combinaison finissent pas deve-
nir significatives, notamment à cause de la situation de corrélation particulière entre les
tranches. Nous nous limitons donc en général à la subdivision naturellement permise par la
hiérarchie de clusters qui constitue l’obstacle, limite avant laquelleCerr reste négligeable.
La taille δz (mesurée verticalement) du plus grand polygone de l’obstacle permet donc, en
utilisant l’équation (7.5), de prévoir l’erreur minimale dans la texture de visibilité calculée.

Notre algorithme de contrôle de l’erreur est cependant tout à fait utilisable en pratique
car en subdivisant le récepteur ou l’obstacle, le critère d’erreur diminue de manière signi-
ficative (Voir la relation 7.6), et ce de façon régulière au fur et à mesure de la subdivision.
Cela signifie que la quantité de calculs nécessaires à atteindre une précision fixée croit ré-
gulièrement avec cette précision. D’autre part, comme le montre la figure 7.31, les textures
de visibilité obtenues pour une précision maximale sont quasiment indiscernables à l’œil nu
des images de référence. Cet algorithme répond donc exactement à notre attente concernant
le contrôle de l’erreur.
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Configuration géométrique. Emax= 1:0, 1 cluster, Emax= 0:645, 2 clusters,
160 ms. 340 ms.

Emax= 0:452, 10 clusters, Emax= 0:387, 34 clusters, Emax= 0:0, 210 clusters,
3.38 s. 1055 ms. 21 s.

FIG. 7.31:Subdivision successive de l’obstacle pour contrôler
la précision de la texture de visibilité. On observe la multi-
plication des niveaux de dureté des zones de pénombre avec
la diminution de la tolérance Emax, alors que les temps de
calcul augmentent régulièrement. La dernière image peut être
comparée à l’image de référence (à droite) calculée en1h30
par échantillonnage sur1024points de la source.

7.6 Résultats

Nous présentons dans cette section divers exemples d’utilisation de la méthode de
convolution pour simuler des ombres progressives. Dans ces exemples, l’éclairage sur les
polygones recevant des ombres est calculé par la méthode de convolution alors que les
autres polygones (par exemple les obstacles eux-mêmes) sont éclairés par la méthode de
radiosité.

La scène présentée sur la figure 7.32 contient un obstacle formé de 45000 polygones
(le mobile). Malgré cette apparente complexité, les temps de calculs sur l’Onyx2sont très
faibles, puisque la partie du calcul traitant la géométrie est effectuée par le moteur de rendu
graphique, très performant, de l’Onyx2.

Pour plus de précision, de plus en plus de convolutions sont utilisées dans la synthèse
des ombres : dans la dernière image, l’ombre de l’oiseau placé contre le mur est plus nette,
du fait de sa faible distance au mur. Les temps figurant sous chaque image correspondent
respectivement aux temps de calculs des trois textures (une sur chaque mur et une troisième
sur le sol) pour des tailles respectives de 1282 and 2562 pixels.

La figure 7.33.a montre un exemple d’effet de bord intéressant automatiquement pris
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Vue d’ensemble 1 sous-obstacle, 660 ms / 980 ms.

7 sous-obstacles, 1.1s / 2.75s. 21 sous-obstacles, 2.2s / 7.4s.

FIG. 7.32:Exemple de contrôle de l’erreur par raffinement de l’obstacle (voir texte). Le
mobile est un obstacle formé de45000polygones. Les temps sont ceux du calcul des trois
textures (murs et sol) pour les tailles1282 et 2562 pixels sur une Onyx2Infinite Reality.

en charge par notre méthode : la source est un volume constitué de 360 polygones. Elle
éclaire le mur du fond à travers un trou triangulaire dans un écran. La convolution simule
automatiquement le renversement de l’image de la source, comme le ferait un projecteur
réel.

Sur la figure 7.33.b, nous voyons un autre exemple de calcul d’ombre progressive pour
un obstacle complexe. Une unique convolution a servi à calculer la texture de visibilité
projetée sur l’ensemble des cubes.

Le tableau sur la figure 7.34 donne les temps de calcul pour les scènescubesde la
figure 7.31,pyramidede la partie droite de la figure 7.33, etmobile de la figure 7.32.
Lorsque la résolution des textures augmente, les temps de calcul sont largement dominés
par le calcul des Transformations de Fourier Rapides.

Ces résultats démontrent l’efficacité de la méthode de convolution par rapport aux mé-
thodes classiques d’échantillonnage de la source, notamment par l’absence d’artefacts dans
les ombres produites. Dans notre méthode, la source est échantillonnée au sens où elle est
transformée en une image discrète, mais nous traitons la contribution de tous les échan-
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(a) (b)

FIG. 7.33:Exemples d’utilisation de la méthode de convolution.A gauche :en une seule
convolution, la méthode a simulée le renversement de l’image de la source volumique (360
polygones) après son passage à travers un petit trou triangulaire.A droite : Une unique
texture de visibilité de taille128� 128 a été calculée pour l’ensemble des cubes, ce qui
constitue un exemple de récepteur non polygonal.

Scène FFT Cubes Pyramide Mobile
seule 212 polys 4340 polys 45000 polys

Machine Onyx2 O2 Onyx2 O2 Onyx2 O2 Onyx2 O2

128�128 6 10 50 60 220
256�256 25 40 170 170 340
512�512 110 170 610 1100 620 1190 770

1024�1024 500 770 2510 5440 2540 4980 2730

FIG. 7.34:Temps de calcul associés au calcul d’une texture (sol ou mur) des scènesCubes,
Pyramideet Mobile

tillons d’un seul coup. Même sans subdivision, la méthode de convolution est capable de
produire des ombres progressives visuellement plausibles, sans discontinuités. L’erreur est
en effet distribuée de telle manière que l’œil ne la remarque pas. Enfin, lorsqu’une texture
de visibilité est calculée avec subdivision de l’obstacle, chaque polygone de l’obstacle est
pris en compte exactement une fois. Seule change la spécificité des paramètres qui sont
utilisés pour rendre son ombre.

7.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode de calcul des ombres progressives
basée sur le calcul d’une convolution entre des images convenablement choisies de la
source et d’un obstacle. Cette méthode rend des calculs géométriques, ordinairement com-
plexes, accessibles sous la forme d’une approximation basée sur un calcul de transformée
de Fourier. Ce transfert de besoins en termes de puissance de calcul s’inscrit naturellement
dans l’évolution de la technologie informatique : de plus en plus de machines sont au-
jourd’hui équipées de composants dédiés au traitement du signal (StationsO2, technologie
MMX), desquels la méthode de convolution tire sa rapidité. Cette méthode est également
hautement parallélisable, non seulement par le calcul des Transformées de Fourier, mais
également par les algorithmes de contrôle de la précision que nous avons présentés.
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Notre méthode s’est révélée expérimentalement très robuste et d’une grande facilité
d’automatisation. Nous pensons qu’elle pourrait trouver des applications dans tous les do-
maines où le calcul d’ombres complexes à des vitesses interactives est nécessaire : simula-
tion de l’éclairage en architecture (par exemple à des fins commerciales), réalité virtuelle,
jeux vidéo mais également des simulations botaniques, pour lesquelles elle permettrait une
prise en compte rétroactive de l’ombrage du couvert végétal sur lui même dans un algo-
rithme de simulation physiologique de la croissance des plantes.

Grâce au contrôle de la précision, elle permet de plus de régler la qualité du calcul en
fonction du temps imparti. Nous utiliserons cette capacité dans le chapitre suivant pour
développer l’intégration de cette méthode dans un algorithme de radiosité hiérarchique.
Nous verrons que l’algorithme obtenu nous permet d’obtenir en des temps très brefs des
solutions de radiosité très fines dans des environnements complexes.



Les algorithmes de simulation de l’éclairage utilisent généralement une unique notion
de qualité pour conduire le contrôle de la précision du calcul. Nous avons cependant
vu qu’une estimation purement quantitative de l’erreur sur une solution de radiosité
ne permet pas de contrôler les artefacts visuels, de même qu’une méthode utilisant
une approche perceptive de l’erreur ne renseigne pas sur la distance d’un résultat à
la solution cherchée. Utiliser une même méthode de contrôle de la précision pour des
types d’erreur de différentes natures peut à l’extrême, conduire à des incohérences:
subdiviser très finement le maillage d’une scène pour simuler une ombre particulière
alourdit énormément la résolution de l’équation discrète de radiosité, mais ne réduit
qu’un peu l’erreur sur la balance énergétique globale. Nous allons présenter dans une
dernière partie, comme synthèse de nos travaux, un algorithme de calcul contrôlé de
la radiosité dans lequel cohabitent plusieurs notions de qualité. Dans cet algorithme,
le calcul de l’équilibre global des échanges énergétiques d’une part, et la simulation
de détails d’ombre très fins d’autre part, font en effet séparément l’objet de méthodes
spécifiques.
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Quatrième partie

Synthèse





Chapitre 8

Radiosité hiérarchique avec
convolution

EEN DÉPIT des récents progrès des techniques de rendu, et particulièrement des mé-
thodes hiérarchiques de radiosité, le calcul d’une simulation précise, et notamment
incluant des détails d’ombres portées très fins, reste une opération coûteuse.

Les méthodes hiérarchiques de radiosité [HSA91, SAG94, Sil95] ont en effet apporté à
la simulation de l’éclairage la capacité d’échanger de façon contrôlable du temps de calcul
en précision : les transferts d’énergie sont calculés au niveau le plus élevé possible tout en
assurant sur le calcul un degré de précision fixé par l’utilisateur. On économise ainsi les
calculs de facteurs de forme et donc de visibilité qui ne sont pas rendus nécessaires par la
précision demandée par l’utilisateur.

Toutefois, les méthodes hiérarchiques de radiosité sont essentiellement utilisées pour
leur capacité à fournir rapidement des approximations de la solution cherchée. Elles res-
tent en effet très coûteuses pour le calcul de solutions de haute qualité. Selon les applica-
tions, les critères de qualités sont cependant très variables : dans le cas de la simulation
de l’éclairage en architecture, par exemple, une grossière évaluation de l’équilibre global
des échanges lumineux suffit. En revanche, dans les simulations se voulant plus réalistes
visuellement, une grande importance est accordée aux détails et notamment aux ombres les
plus fines [MK94].

De tels besoins poussent les méthodes hiérarchiques de radiosité dans un domaine pour
lequel elles ne sont plus adaptées : une solution précise demande en effet un raffinement
poussé et donc un grand nombre de liens. Les calculs de facteurs de forme pour des sous-
liens sont d’autre part réalisés indépendamment alors qu’il existe une forte corrélation de
visibilité entre les liens fils d’un lien donné. De plus, pousser le raffinement pour tenir
compte de la visibilité, c’est à dire pour simuler des ombres fines, oblige à re-calculer le
noyau de la radiosité qui, lui, ne nécessite souvent pas de raffinement du fait de sa plus
faible variation. L’équilibre global de l’énergie pourrait dans de nombreux cas être calculé
à un niveau bien plus élevé que celui ou on évalue localement la visibilité afin de produire
ces ombres. Le temps de rendu est donc inutilement augmenté par rapport à l’information
ajoutée.

Dans ce chapitre, nous proposons de dé-corréler le calcul de la visibilité de celui de
l’éclairage direct en effectuant un traitement spécial pour les détails d’ombre très fins, tout
en calculant l’équilibre énergétique au niveau qui lui convient. Pour y parvenir, les trans-
ferts d’énergie incluant des calculs complexes de visibilité sont effectués grâce à la méthode
de convolution présentée au chapitre 7 pour lesquels elle est spécialement adaptée. La mé-
thode de calcul des transferts d’énergie propre à la radiosité hiérarchique est réservée aux
transferts à caractère plus global.

Dans notre système, une partie de la radiosité est représentée par des textures issues de
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la méthode présentée au chapitre 7. L’utilisation à l’intérieur d’un algorithme de rendu, de
textures représentant de la radiosité, n’est pas nouvelle : la représentation de la radiosité
sous cette forme permet l’accélération du rendu [MK94] ou l’utilisation ultérieure de la
radiosité dans une passe future de la simulation [Arv86, Hec90].

Comme nous l’avons dit, nous allons donc tirer partie des avantages de la méthode
de convolution pour le calcul des ombres : cette méthode simule en effet naturellement
des détails d’ombre très fins et produit des ombres progressives sans artefacts visuels. Elle
permet de plus un contrôle de la précision du calcul grâce à l’algorithme de raffinement qui
lui est propre.

Bien qu’elle permette de générer des ombres à des vitesses interactives, la méthode de
convolution a un coût non négligeable et doit donc être réservée aux situations appropriées.
Nous allons montrer dans ce chapitre que la méthode de convolution permet d’accélérer
de façon importante la méthode de radiosité hiérarchique. Nous expliquerons également
comment sélectionner les configurations dans lesquelles la méthode de convolution peut
être avantageusement utilisée, comment choisir ses différents paramètres automatiquement,
comment intégrer la représentationtexturéeet uniformede la radiosité en un algorithme
cohérent de radiosité hiérarchique et comment élaborer une méthode de contrôle de la pré-
cision intégrant les différentes techniques de raffinement.

La méthode que nous allons décrire permet de calculer des simulations d’équilibre des
échanges lumineux incluant des ombres très fines en quelques secondes. Ce travail a été
publié au 9th Eurographics Worskshop on Rendering[SS98a].

Nous commencerons tout d’abord par motiver l’utilisation de la méthode de convolu-
tion dans un algorithme de radiosité hiérarchique avant d’en exposer le principe.

8.1 Motivation

D’après les mesures présentées au chapitre précédent, le temps de calcul d’une texture
de convolution est inférieur à 400mspour une résolution de 256�256 surOnyx2et O2, et
pour des obstacles dont le nombre de polygones atteint 40000. D’une manière générale,
alors que les textures de grande taille (256�256 ou plus) ne sont nécessaires que pour les
très grands polygones (murs, sol), une texture de taille 64�64 suffit pour la plupart des
récepteurs.

Par ailleurs, dans la méthode de radiosité hiérarchique, la prise en compte de détails,
et notamment des ombres progressives, impose une forte subdivision des surfaces récep-
trices, et donc un nombre très important de facteurs de forme à évaluer comprenant des
tests de visibilité coûteux. D’autre part, ces tests de visibilité sont effectués de façon in-
dépendante, alors qu’il existe généralement une forte corrélation de la visibilité sur deux
surfaces voisines.

Ces arguments suggèrent qu’utiliser la méthode de convolution pour calculer ce type
de transferts d’énergie permettrait de substituer très avantageusement une simple texture de
radiosité à un raffinement poussé.

D’autre part, le facteur d’accélération du calcul de la solution, l’usage de textures pour
représenter la radiosité sur de grands polygones est un facteur d’accélération du rendu : sur
les machines les plus récentes, le temps d’affichage d’un polygone ne dépend pas du fait
qu’il soit texturé ou non. Un unique polygone texturé remplace donc très avantageusement
un maillage complexe.

La figure 8.1 illustre une situation dans laquelle une simple convolution remplace avan-
tageusement un maillage fin. Le résultat du calcul est visible sur la partie inférieure de la
figure 8.1. Le facteur d’accélération est ici d’environ 24 fois, pour une qualité supérieure.

Nous allons maintenant discuter des problèmes essentiels relatifs à l’utilisation de la
méthode de convolution dans un algorithme de radiosité hiérarchique.



8.2. PRINCIPE 141

Maillage (12 sec) Convolution (< 0:5 sec)

FIG. 8.1:Exemple de configuration dans laquelle une hiérarchie complexe de liens aboutis-
sant à un maillage fin (à gauche) peut être remplacé par une unique convolution (à droite).
Les images représentent le polygone formant le sol vu de dessus après calcul.

8.2 Principe

Comme nous l’avons vu au chapitre 7, la méthode de convolution doit permettre, dans
les cas où la visibilité impose un raffinement poussé du récepteur, d’effectuer les calculs à
moindre coût. Il serait cependant tout à fait inefficace de calculer tous les transferts d’éner-
gie par cette méthode, notamment en l’absence d’obstacle.

Pour cette raison, nous avons construit une méthode de radiosité hiérarchique1 admet-
tant deux types de liens : lesliens standards, pour lesquels le transfert d’énergie est calculé
par produit entre le facteur de forme et la radiosité de l’émetteur, et lesliens de convolution,
pour lesquels le transfert d’énergie est calculé par la méthode de convolution.

Alors que les liens standards produisent des valeurs de radiosité uniformes sur la sur-
face réceptrice, les liens de convolution produisent des textures. Il faut donc modifier l’al-
gorithme de radiosité hiérarchique pour assurer la cohérence de la représentation et de la
propagation de la radiosité sous ces deux formes. Cela signifie donc adapter les algorithmes
degatheret depushpull, mais également l’algorithme de rendu.

Disposant de deux types de liens pour représenter des transferts d’énergie, l’algorithme
de raffinement doit également être modifié pour prendre en compte les nouvelles possibi-
lités : il doit estimer l’erreur associée à chaque type de lien et savoir décider lequel est
le mieux adapté à une configuration donnée. La méthode de convolution disposant de son
propre algorithme de raffinement, le raffineur doit donc intégrer de manière cohérente cette
dernière possibilité.

1Ce type de méthode à été défini au chapitre 1.
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Nous traitons dans la section 8.3 de l’adaptation des algorithmes degatheretpush/pull.
Nous proposerons un nouvel algorithme de raffinement à la section 8.4, et un nouvel algo-
rithme de rendu sera expliqué à la section 8.5.

8.3 Propagation cohérente de l’énergie

Nous allons maintenant détailler les phases degatheret push/pullde la méthode de
radiosité hiérarchique responsables de la propagation de l’énergie, pour les deux types
de liens utilisés (Le principe général de la radiosité hiérarchique a été introduit à la sec-
tion 1.2).

8.3.1 Calcul des transferts

Pour un lien standard entre deux élémentsAi etAj , le calcul de l’irradiance (ougather)
consiste simplement à multiplier le facteur de formeFi j par la radiositéBj de Aj . Nous
verrons dans la section suivante comment est calculéeBj dans le cas où la radiosité surAj

est en partie représentée par des textures.
Pour un lien de convolution, le calcul de l’irradiance consiste idéalement à appliquer

la méthode de convolution en utilisantAj comme source,Ai comme récepteur, ainsi qu’un
obstacle adéquat. Comme tout lien en radiosité hiérarchique, un lien de convolution peut
aboutir à un niveau quelconque de la hiérarchie, et en particulier sur un cluster. On ne
calcule donc en fait que la texture de visibilité, alors que le maillage d’affichage (Voir sec-
tion 7.4.4) qui complète le calcul, est formé au moment du push/pull. En effet, les valeurs
d’éclairage direct ne peuvent pas être calculées à un niveau de la hiérarchie où l’orienta-
tion des surfaces réceptrices n’est pas connue. Les textures de visibilité calculées sont donc
temporairement stockées dans une liste attachée à l’élément récepteur.

Le calcul du transfert d’énergie pour un lien de convolution fait par ailleurs appel aux
diverses extensions proposées au chapitre précédent (Voir section 7.3) : l’élément source
n’étant pas nécessairement une surface élémentaire, mais peut-être un cluster, il s’agit d’une
source volumiqueet éventuellement non uniforme ; le récepteur est soit une surface soit un
cluster,i.e un récepteur volumique.

Il faut également noter que, comme dans les algorithmes classiques declustering, la
visibilité à l’intérieur du récepteur n’est pas spécifiquement prise en compte. Nous en par-
lerons à la section 8.5.2.

8.3.2 Push/pull

La phase dePush/Pulldans les algorithmes hiérarchiques de radiosité sert à rétablir la
cohérence entre les valeurs de radiosité (ou d’irradiance) mises à jour à différents niveaux
de la hiérarchie par la phase degather. Dans notre système, ce maintien de la cohérence
doit s’étendre aux textures de radiosité. Nous procédons donc de la manière suivante, l’al-
gorithme étant résumé sur la figure 8.2 :

Au cours de la descente sont accumulées les valeurs d’irradiance jusqu’au niveau des
feuilles de la hiérarchie (i.e des surfaces élémentaires) où elles sont converties en radio-
sité par produit avec la réflectance. Nous profitons de ce parcours pour récolter toutes les
textures de visibilité issues des liens de convolution contribuant à la radiosité de chaque
feuille. A celles-ci s’ajoutent également les textures de radiosité calculées aux itérations
précédentes sur des éléments nouvellement subdivisés, qu’il faut donc également transpor-
ter jusqu’au niveau des feuilles.

Au niveau de chaque feuille, l’irradiance standard cumulée est multipliée par la valeur
uniforme de la réflectance. Les textures de visibilité sont, elles, équipées d’un maillage
d’affichage (C.f section 7.4.4.(a)) de taille adaptée à la surface élémentaire traitée, et qui
complète chaque texture de visibilité en une texture de radiosité.
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FIG. 8.2:Schéma de principe duPush/Pull.

La valeur moyenne de chaque texture de radiosité est ensuite calculée approximative-
ment à partir des valeurs aux nœuds du maillage d’affichage, modulées par les valeurs de
visibilité en ces points, récoltées dans la texture de visibilité. Cette valeur moyenne est
ajoutée à la radiosité propagée durant la phase de remontée.

La radiosité est donc stockée au niveau des feuilles sous deux formes : textures et
radiosité uniforme. Aux niveaux supérieurs, seule la radiosité uniforme, dont une partie
provient des textures attachées aux feuilles, subsiste.

La figure 8.3 contient le pseudo-code qui correspond à l’algorithme dePush/Pull. Les
textures de visibilité sont collectées dans une pile (variableTextureStack), ce qui permet de
les ajouter à la liste avant la descente dans les fils de l’élément courant pour les en retirer
ensuite. La procédurePushPull retourne la valeur moyenne de la radiosité dans la sous-
hiérarchie dont la racine est l’élémentH. Appelée sur le cluster racine de la hiérarchie,
elle calcule donc la radiosité moyenne dans la scène. La fonctionComputeDisplayMesh
calcule le maillage d’affichage et renvoie la valeur moyenne de la radiosité due à la texture.

8.4 Contrôle du raffinement

Nous décrivons dans cette section un algorithme de raffinement basé sur l’utilisation
simultanée des deux représentations de la radiosité : radiosité uniforme et textures de radio-
sité. Après en avoir exposé le mode de fonctionnement, nous expliquerons plus en détails
diverses questions soulevées par sa mise en œuvre. Nous conclurons cette section par une
étude expérimentale démontrant la cohérence du comportement de l’algorithme vis à vis
des différents paramètres qui le caractérisent.

8.4.1 Principe

Dans notre système cohabitent deux représentations de la radiosité. Un des rôles de
l’algorithme de raffinement est donc de décider, pour une configuration de transfert donnée
quel type de lien employer.
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radiosityPushPull(elementH, irradianceIrradDown,stackTextureStack)
radiosity RadUp= 0
TextureStack!Add(H.VisibilityTextures ())

if H is a leaf
RadUp = (H.Irradiance () + IrradDown) * H.Reflectance()
for each T in TextureStack

RadUp +=ComputeDisplayMesh(H,T)
else

TextureStack!add(H.RadiosityTextures())
radiosity R=0
for each child c of H

R = R +PushPull(c,IrradDown+H.Irradiance(),TextureStack)
RadUp += R * c.Area()

TextureStack!Suppress(H.RadiosityTextures())
H.ClearRadiosityTextures()
RadUp /= H.Area()

H.Radiosity = RadUp
TextureStack!Suppress(H.VisibilityTextures ())
H.VisibilityTextures = LISTE_VIDE
return RadUp

FIG. 8.3:Pseudo-code pour l’algorithme dePush/Pullavec textures de radiosité

Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, la méthode de convolution permet, grâce
au raffinement de la source, de l’obstacle ou du récepteur, de contrôler le degré d’approxi-
mation dans le calcul, au prix d’un temps plus long. En termes de liens, ce raffinement
spécifique s’exprime différemment selon l’élément subdivisé : subdiviser la source ou le
récepteur revient à tenter d’établir un lien à un niveau plus bas de la hiérarchie alors que
subdiviser l’obstacle revient à établir un lien au niveau courant mais pour lequel le calcul
est effectué de manière plus précise. Afin de maintenir la cohérence du raffinement nous
regroupons donc différentes possibilités de raffinement des liens standards et des liens de
convolution en trois types de subdivision :

1. subdivision de la source ;

2. subdivision du récepteur ;

3. subdivision de l’obstacle (pour les liens de convolution uniquement).

Le raffinement d’un lien de convolution par subdivision de la source ou du récepteur
peut donc produire des liens standards et réciproquement. Étant donné un émetteurAj et
un récepteurAi , le but de l’algorithme de raffinement est de résoudre le problème suivant :

Est-il possible d’estimer le transfert d’énergie de Aj vers Ai avec suffisamment de
précision

– par une convolution?

– par un lien standard ?

Si oui, quel est le type de lien le plus adapté à la configuration traitée ?

Si non, peut-on augmenter la précision :

– en subdivisant l’émetteur ?
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– en subdivisant le récepteur ?

– en subdivisant l’obstacle, si applicable?

De même que dans un algorithme de raffinement classique, la profondeur de la subdi-
vision doit être limitée par une variable représentant le coût maximum autorisé par l’utili-
sateur. La subdivision des sources ou des récepteurs est contrôlée par une limite inférieure
imposée à l’aire de ces éléments ; celle des obstacles l’est par un seuil également fixé par
l’utilisateur sur le coût d’évaluation d’un transfert en fonction du raffinement de l’obstacle.

8.4.2 Stratégie de raffinement

Au vu du gain de temps que représentent les liens de convolution dans les situations
complexes de visibilité, notre stratégie est d’utiliser ce type de lien partout où cela est
possible. Dès lors, afin de limiter l’usage des convolutions aux situations non triviales,
nous imposons les conditions suivantes :

Taille minimale absolue du récepteur

Idéalement, le récepteur doit être suffisamment large pour justifier l’usage d’une tex-
ture. Ayant fixé la taille minimale d’une texture àNmin�Nmin, cela signifie que les po-
lygones dont les dimensions font qu’ils n’occupent jamais à l’écran une région de plus
de Nmin pixels de large ne sont pas considérés comme récepteurs potentiels d’un lien de
convolution. Un tel critère dépend cependant du point de vue particulier utilisé au moment
du rendu. On fixe donc arbitrairement la taille minimaleamin d’un tel récepteur en propor-
tion de la taille de la scène. En pratique, cette proportion varie entre 0:1% et 10%.

Cette condition a pour effet de limiter le nombre de textures calculées en proportion du
nombre de polygones de taille suffisante, ce qui évite qu’un trop grand nombre de textures
ralentisse sensiblement la vitesse d’affichage de la solution.

Présence d’obstacles

La méthode de convolution n’est intéressante que dans le cas ou l’émetteur et le ré-
cepteur sont séparés par des obstacles. Étant donné une paire d’élémentsAi et Aj , il faut
alors déterminer tous les obstacles susceptibles d’être pris en compte dans le calcul de la
visibilité. On utilise pour cela un algorithme basé sur leshaft-culling[HW91a].

Un shaft est un volume délimitant l’ensemble des segments qui rencontrent deux boîtes
aux cotés parallèles aux axes (C.f figure 8.4). Dans ce cas particulier, leshaft est décrit par
au plus huit plans s’appuyant simultanément sur les deux boîtes auxquels s’ajoutent les
faces des boîtes elles mêmes. Une fois leshaft construit, le test d’intersection dushaftavec
la boîte englobante d’un objet peut être réalisé de manière très efficace [HW91a] et consti-
tue un test exact d’intersection de l’objet avec l’ensemble des rayons reliant les deux boîtes
englobantes génératrices dushaft.

Nous utilisons ce test pour construire un algorithme récursif de sélection de tous les
obstacles potentiels entre un élément source et un élément récepteur : l’algorithme examine
récursivement les fils d’uncluster en commençant par la racine de la hiérarchie jusqu’à
éventuellement trouver des clusters rencontrant leshaft défini par les boîtes englobantes de
l’émetteur et du récepteur, et n’ayant ni l’émetteur ni le récepteur dans la sous-hiérarchie
dont il est racine. Il faut en effet éliminer les obstacles qui sont parents (plus ou moins
éloignés) de l’émetteur ou du récepteur, pour éviter que ceux-ci ne projettent leur propre
ombre sur le récepteur.

Par souci d’efficacité, le test de non parenté est remplacé par un test de non contenance,
s’effectuant à coût constant sur les boîtes englobantes. Ce test n’est pas automatiquement
équivalent au test de non parenté : on n’a en effet uniquement l’implication suivante : Sip
ne contient pasq alorsp n’est pas parent deq. L’implication inverse dépend de la méthode
de construction des clusters et se trouve être réalisée par celle que nous employons.
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FIG. 8.4:Construction d’unshaftà quatre plans (à droite) et six plans (à gauche). Dans les
configurations où les boîtes englobantes se rencontrent, le nombre de plans peut atteindre
huit.

Afin de diminuer la taille des obstacles sélectionnés, un traitement spécial est appliqué
à chaque obstacle afin de déterminer le nombren de ses fils qui rencontrent effectivement
le shaft. Si n= 0, l’obstacle est écarté. Sin> 1 l’obstacle est sélectionné. En revanche, si
un seul fils rencontre leshaft, l’algorithme de simplification est à son tour appliqué à ce
fils.

Notre algorithme de sélection des obstacles détermine en fait les obstacles potentiels, et
peut donc sélectionner des obstacles ne formant pas d’ombre sur le récepteur. Cela ne pose
pas de problèmes car cela est fait de façon cohérente avec la méthode de calcul des ombres
utilisée : en utilisant un obstacle ainsi sélectionné (et notamment après l’élimination décrite
plus haut) la méthode de convolution ne produira une ombre que si elle existe vraiment.

Finalement, l’algorithme présenté sélectionnant une liste d’obstacles, ceux-ci sont tem-
porairement regroupés en un uniquecluster afin de réaliser l’appel à la méthode de convo-
lution.

Le pseudo-code décrivant l’algorithme de sélection des obstacles est présenté sur la
figure 8.5.

Taille relative du récepteur

Le dernier test que nous effectuons consiste à comparer la taille relative des polygones
du récepteur au gradient de l’ombre éventuellement projetée dessus. Si ce gradient est
très faible, l’intensité lumineuse sur les polygones du récepteur peut-être représentée plus
efficacement par des éléments standards de radiosité que l’on affiche avec interpolation
linéaire (ousmooth-shading).

Pour cela, nous estimons le gradient∆ de la radiosité sur le récepteur en utilisant l’ex-
pression (7.4) donnant la taille approximative des zones de pénombres produites par l’obs-
tacle. Ayant besoin d’une borne supérieure∆max du gradient, nous posons donc

∆max=
emaxρmaxFi j

P0min
avec P0min =

1
cos(γmax)

� z0min�zmax

zmax
s �z0min

Les quantitész0min, zmax et zmax
s désignent respectivement les altitudes minimales et

maximales d’un point de l’obstacle, du récepteur et de source le long de la direction de pro-
jectionD intervenant dans la méthode de convolution. Lorsque le récepteur est un groupe
de surfaces, nous utilisons cos(γmax) = 1, et lorsquez0min < zmax nous choisissonsP0min = 0.

Étant donné un obstacle constitué d’une liste de polygones, nous calculons la taille
maximaleTmax de ces polygones comme étant le plus grand diamètre d’un polygone de
l’obstacle.

L’usage d’une texture pour représenter la radiosité sur le récepteur est donc intéressant
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ListOfClustersSelectBlockers(elementp, elementq, clusterB,shafts)
if p = B or q=B

return NULL
if B!Contains(q) or B!Contains(p)

ListOfClustersL = LISTE_VIDE
For All Children b of B

L!AddToList (SelectBlockers(p,q,b,s) )
return L

else
if s!Intersects(B)

return SimplifyBlocker (B,s)
else

return NULL

ListOfClustersSimplifyBlocker (clusterB, shafts)
integern = 0
clusterselected_child
For All Child b Of B

if s!Intersects(b)
selected_child = b
n = n+1

if n = 0
return NULL

if n = 1
return SimplifyBlocker (selected_child,s)

else
return B

FIG. 8.5:Algorithme de sélection des obstacles potentiels. La sélection entre un élément
source S et un récepteur R s’effectue en appelantSelectBlockers(S, R, Root, shaft(S,R))
oùRootdésigne lecluster racinede la hiérarchie. La fonctionSimplifyBlocker permet de
réduire sensiblement la taille des obstacles sélectionnés (voir texte).

lorsque :
Tmax∆max� 1

Il est bien entendu que cette méthode comprend bon nombre d’approximations qui
rendent le test ci-dessus un peu arbitraire. En pratique nous remplaçons donc le 1 du
membre de droite par une constante fixeδmin plus petite que l’unité (par exempleδmin =
0:2) pour tenir compte de ces approximations.

8.4.3 Algorithme de raffinement

L’algorithme de raffinement doit permettre de décider si un lien peut être établi entre un
élément source et un élément récepteur donnés, au vu de la précision imposée par l’utilisa-
teur. Si oui, il doit alors choisir le type de lien le mieux adapté au transfert. Sinon, il décide
de raffiner l’émetteur, le récepteur, ou l’obstacle éventuel en se basant sur l’efficacité de
chaque choix. Conformément à la stratégie de raffinement décrite à la section précédente,
nous procédons comme suit (Voir également l’organigramme sur la figure 8.6) :

Disposant d’un élément émetteurS, d’un récepteurR et d’une limiteε sur l’erreur,
nous estimons tout d’abord une borne supérieure sur le transfert d’énergie. Si trop peu
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FIG. 8.6:Organigramme de l’algorithme de raffinement.

d’énergie est échangée entre les éléments, il n’est pas besoin de raffiner car l’erreur est
déjà suffisamment faible. Dans ce cas, on ne raffine pas, ce qui veut dire qu’on crée un lien
standard s’il n’en existe pas déjà un.

Sinon, on effectue successivement les tests décrits en 8.4.2, dans l’ordre le plus éco-
nomique : nous comparons d’abord la taille du récepteur à la taille minimale absolueamin.
Nous sélectionnons ensuite les obstacles éventuels avant de calculer∆max etTmax.

Si l’une des trois conditions n’est pas satisfaite, l’algorithme essaye alors d’établir un
lien standard, en raffinant éventuellement le récepteur ou l’émetteur, ce qui constitue un
appel récursif à la procédure de raffinement.

Dans le cas contraire, la configuration permet l’établissement d’un lien de convolution.
Il faut néanmoins s’assurer que ce lien permettra de calculer le transfert avec la précision
requise à un coût raisonnable. Nous estimons pour cela le degré de subdivision de l’obs-
tacle nécessaire à l’obtention d’une texture de visibilité dont l’erreur d’approximation est
inférieure à un seuilεmax fixé par l’utilisateur. Cette estimation est effectuée grâce à l’al-
gorithme de raffinement décrit en 7.5 limité au raffinement de l’obstacle. Si la précision
requise dans la texture de visibilité peut être atteinte, ce calcul renseigne sur le nombre
N de sous-obstacles utilisés,i.e le nombre de convolutions et donc la quantitén deFFT
qu’il faudra alors effectuer. Le temps de calcul pour uneFFT sur une image de résolu-
tion N �N étant proportionnel àN 2 log(N )2, on a alors pour une texture de résolution
N �N :

n= 2+2N et donc t = (2+2N)N 2 log(N )2

Le nombret représente le temps de calcul estimé pour le lien. Sit dépasse une valeur
seuiltmax, le lien de convolution est abandonné.
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Nous avons vu que dans plusieurs cas, le lien de convolution doit être abandonné pour
essayer d’établir un lien standard entre l’émetteur et le récepteur. Un certain nombre de
propriétés peuvent néanmoins être relevées au cours des calculs effectués pour effectuer
ces tests :

Après le calcul des obstacles, on conserve tout d’abord la liste de ces obstacles pour
accélérer leur sélection dans les appels récursifs éventuels de l’algorithme de raffinement.

L’information même d’existence de ces obstacles permet ensuite également d’accélérer
l’établissement des liens standards, puisqu’on peut alors se passer d’effectuer des calculs de
visibilité dans l’évaluation des facteurs de forme. La propriété de visibilité totale entre deux
éléments, fournie de manière conservative par leshaft-culling, est de plus naturellement
héritée lors de la subdivision et donc des appels récursifs.

Enfin, une fois calculé, le gradient de pénombre sert dans l’établissement des liens stan-
dard à calculer la taille minimale en deçà de laquelle il est inutile de raffiner le récepteur.

Il est important de noter que dans notre algorithme de raffinement, rien n’empêche ex-
plicitement l’établissement d’un lien de convolution à partir d’une surface ou d’un cluster
quelconque, plutôt qu’une source lumineuse proprement dite. Dans la pratique, ce dernier
cas est, à quelques exceptions près comme celui d’un puissant éclairage indirect, le seul
ou des liens de convolutions sont effectivement établis, notamment à cause du critère de
comparaison de la taille des polygones récepteurs et du gradient la fonction d’illumination.

8.4.4 Critère pour le raffinement standard

Lorsque les conditions nécessaires à l’établissement d’un lien de convolution entre un
élément source et un élément récepteur ne sont pas satisfaites, nous avons vu que l’al-
gorithme effectue unraffinement standard. La méthode de raffinement standard que nous
utilisons est basée sur l’utilisation de bornes d’erreura posteriori, et nonconservatives,
décrite à la section 2.3.3.

Les valeurs extrémalesBj etBj de la radiosité sur l’émetteur intervenant dans le calcul
sont estimées au moment duPush/Pull à partir des textures de radiosité et des valeurs
uniformes propagées dans la hiérarchie selon un algorithme similaire à celui décrit par
Lischinski [LSG94]. Les valeurs extrémalesFi j et Fi j des facteurs de forme sont estimées
par échantillonnage en tirant parti des informations issues des tests d’établissement d’un
lien de convolution.

Le seuil d’erreur pour le raffinement standard est notéεst, et Amin désigne l’aire mini-
male d’un récepteur pour un lien standard.

8.4.5 Paramètres du raffinement

En résumé, l’algorithme de raffinement est conduit par différents paramètres fixés par
l’utilisateur, s’ajoutant aux paramètres du raffinement standard, et dont nous rappelons éga-
lement la signification :
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amin Taille minimale absolue pour un récepteur où aboutit un lien
de convolution.

δmin Taille minimale relative du plus grand polygone d’un élément
récepteur d’un lien de convolution.

Emax Erreur maximale autorisée sur un lien de convolution.
tmax Temps maximal autorisée pour le calcul du transfert d’énergie le long

d’un lien de convolution.
ε Seuil sur le transfert d’énergie indépendant de la visibilité, en dessous

duquel on ne tente aucun raffinement.
Amin Aire minimale d’un récepteur pour un lien standard.

εst Seuil de contrôle de l’erreur pour un lien standard.

L’algorithme de raffinement est donc conduit par un grand nombre de paramètres. Dans
le cadre d’une implémentation industrielle, il serait préférable de diminuer le nombre de
ces paramètres. On pourrait par exemple corréleramin et Amin. En revanche il est difficile
d’attribuer àEmax et εst une valeur commune puisque les erreurs mesurées ne sont pas du
tout de même nature.

Dans la section suivante, nous traitons de l’influence de ces différents paramètres sur le
comportement du raffinement et la qualité du résultat.

8.4.6 Influence des paramètres de raffinement

Cette section regroupe un certain nombre de mesures expérimentales dont la synthèse
permet de dégager la pertinence des paramètres contrôlant le raffinement. Certains para-
mètres n’ont de signification que par rapport aux dimensions de la scène (par exemple
Amin). Pour ne pas dépendre de ces dimensions, nous re-dimensionnons toujours les scènes
de manière à ce qu’elles rentrent au mieux dans une boîte de dimensions fixées. L’aire
maximale d’un carré de support orthogonal à un des axes est donc invariable.

Répartition temporelle des liens de convolution

Le raffinement dépendant en partie de la répartition de la lumière dans la scène, elle-
même calculée au fil des itérations, on est en droit de se demander quelle est la réparti-
tion temporelle de l’établissement de liens de convolution au fil des itérations. Nous avons
relevé expérimentalement le comportement suivant, qui s’explique par ailleurs très facile-
ment : les liens de convolution sont établis en quasi totalité lors de la première itération, sauf
pour de grandes valeurs deε. Dans ce cas la profondeur du raffinement n’atteint en effet
pas toujours le niveau des sources de lumière dès la première itération, or les sources lumi-
neuses sont des points de départ privilégiés des liens de convolution. Dans les expériences
qui suivent, nous n’avons donc pas eu besoin de pousser très loin le nombre d’itérations
pour effectuer des mesures valides concernant les liens de convolution.

Influence du type de lien sur le temps de calcul

Pour examiner l’influence du type de lien utilisé sur le temps de calcul, nous modifions
Emax, tout en maintenant la borne inférieur du raffinement d’un lien standardAmin de façon
à obtenir une précision comparable sur un récepteur maillé et un récepteur texturé.

Comme le montre la figure 8.7, le type de lien utilisé peut effectivement être réglé en
modifiantEmax : une grande valeur deEmaxautorise l’emploi de liens de convolution à haut
niveau sans beaucoup raffiner l’obstacle,i.e à faible coût. Sur la figure 8.7 (à gauche) un
unique lien de convolution suffit à effectuer le calcul de l’illumination sur le sol. En di-
minuantEmax, on empêche progressivement l’utilisation des liens de convolution jusqu’à
un stade ou plus aucun lien de convolution n’est utilisé. L’algorithme de raffinement est
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alors obligé de limiter la taille des récepteurs de liens de convolution, et d’augmenter la
profondeur du raffinement des obstacles (figure 8.7,au centre) pour satisfaire le critère de
précision dans les textures de visibilité, dans un temps inférieur àtmax. Lorsque la préci-
sion requise ne peut plus être satisfaite (figure 8.7,à droite), les liens de convolution sont
abandonnés au profit des liens standards.

Emax= 4:04, 12:6 sec Emax= 2:02, 29sec Emax= 0:18, 158sec
Ncv = 9, Nst = 561 Ncv = 18,Nst = 4930 Ncv = 0, Nst = 16300

FIG. 8.7:Influence du type des lien utilisés sur le temps de calcul de la première itération.
Le nombre Ncv de liens de convolution et Nst de liens standards correspond à l’ensemble
des liens utilisés, mais la plupart (notammentà droite) aboutissent sur le sol.à gauche, des
9 liens de convolution indiqués, seul1 aboutit au sol et illumine entièrement celui-ci. Le
réglage de la proportionNcv

Nst
s’obtient en agissant sur Emax (voir texte). Enfin,au centre, le

maillage progressif entre la zone périphérique où aboutissent les liens de convolution et la
zone centrale provient d’une contrainte sur la subdivision des surfaces.

Dans les trois images, nous avons utilisé

εst = 0:034 Amin = 0:079

Afin de laisser le maximum de liberté à l’algorithme de raffinement, nous avons attribué
les valeurs suivantes aux autres paramètres :

δmin = 0 tmax= 5:0 sec

De cette expérience nous retiendrons ceci :

A précision égale, les temps de calculs d’une solution sont d’autant plus faibles qu’on
favorise l’utilisation de liens de convolution.

Nous allons poursuivre cette étude expérimentale par une série de tests (figures 8.8,
8.9, 8.10, 8.11 et 8.12) conduits sur une scène permettant une grande latitude d’utilisation
des liens de convolution, autant dans la taille des récepteurs que dans la subdivision des
obstacles. Il s’agit de la scène représentée sur la figure 8.20, page 162.
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Influence deεst sur le type des liens utilisés

Alors queEmax agit sensiblement sur la proportion des liens de convolution utilisés, on
peut se demander ce qu’il en est de son homologue pour les liens standardsε. En effet,
le raffinement étant un processus récursif,ε conditionne lui aussi, mais indirectement,le
nombre de tentatives d’établissement de liens de convolution.

0.350.30.2 0.25

Nombre de liens

ε

Liens de convolution
Liens standards (/10)

0.4
0

100

50

150

0.150.1

250

200

FIG. 8.8:Influence de Est sur le type de lien utilisé.

Comme on le voit sur la figure 8.8, diminuerεst favorise la progression ascendante
du nombre de liens de convolution et, dans une plus large mesure, du nombre de liens
standards. Leur rapport reste à peu près constant sauf pour des faibles valeurs deεst où la
proportion du nombre de liens de convolution s’affaiblit. Les liens standards sont en effet
utilisés en grande partie dans des zones d’éclairage direct. Leur subdivision n’entraîne donc
pas de nouveaux liens de convolution. Inversement, une fois établi, un lien de convolution
n’est pas modifié parεst, ce qui explique que leur nombre ne peut diminuer.

Influence detmax et Emax sur la subdivision des obstacles

L’expérience décrite par la figure 8.9 permet de vérifier que diminuerEmax force la
subdivision des obstacles dans les liens de convolution. Dans le même temps, le nombre
de liens de convolution diminue. Pour des valeurs suffisamment petites, la subdivision des
obstacles ne permet en effet plus d’effectuer un calcul de transfert en un temps inférieur à
tmax.

Le bilan en terme de nombre total deFFT n’est donc pas clairement représenté sur
cette figure. En revanche, comme nous l’avons vu sur la figure 8.7, celui-ci finit toujours
par diminuer.

Sur les figures 8.10 et 8.11, on peut voir que l’influence detmax sur la profondeur (res-
pectivement moyenne et maximale) de la subdivision des obstacles n’est pas uniforme :
tant quetmax reste supérieur au temps requis par la subdivision des obstacles, imposée par
la précisionEmax, son influence est nulle. Ensuite, diminuertmax limite naturellement la
profondeur de la subdivision des obstacles.

Nous avons vu que la subdivision des obstacles, et donc le temps de calcul par lien,
augmente en diminuantEmax. Par ailleurs, la taille moyenne des textures produites dimi-
nue. On ne sait donc pasa priori comment varie globalement le temps de calcul par lien.
Les figures 8.10 et 8.11 nous montrent que la taille des textures utilisées prime sur la pro-
fondeur de la subdivision en terme de temps de calcul, puisquetmax limite prioritairement
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1.6 1.81.41.210.80.6
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FIG. 8.9:Influence de Emax sur la nature des liens de convolution (voir texte)

la subdivision pour des grandes valeurs deEmax, i.e pour des tailles de texture élevées et un
nombre de sous obstacles faibles, plutôt que le contraire.

Ce comportement se retrouve sur la figure 8.12 où nous avons représenté directement
les tailles moyennes des textures en fonction detmax pour différentes valeurs deEmax.

Conclusion

Nous avons montré au travers de ces diverses expériences la pertinence des paramètres
de contrôle du raffinement. La durée des calculs et l’usage des liens de convolution peuvent
en effet être contrôlés de façon relativement progressive en agissant sur ces différents pa-
ramètres.

8.5 Rendu

Nous expliquons dans cette section comment rendre la solution calculée,i.e comment
mélanger de manière cohérente et en limitant les artefacts visuels la radiosité issue des
textures et des éléments hiérarchiques uniformes.

8.5.1 Algorithme d’affichage

La radiosité uniforme et les textures de radiosité sont stockées au niveau des feuilles de
la hiérarchie. Le rendu de la scène est effectué par un parcours en profondeur de la hiérar-
chie et chaque polygone “feuille” est rendu. Pour afficher un polygone avec ses textures de
radiosité nous rendons tout d’abord le polygone avec sa radiosité uniforme, puis nous nous
ajoutons sa texture de radiosité en le rendant une seconde fois, en ayant au préalable fixé
les paramètres deblending de façon à ajouter les valeurs des pixels les unes aux autres. Au
vu de l’algorithme utilisé pour lePush/Pull, la valeur de radiosité uniforme d’un polygone
comprend éventuellement la moyenne de la radiosité de ses textures, il faut donc la retran-
cher au moment du rendu. L’algorithme permettant d’effectuer le rendu des polygones est
décrit par le pseudo-code de la figure 8.13.

Comme nous l’avons expliqué au chapitre précédent (Section 7.4.4.(c)) il faut prendre
garde, lors du rendu, à forcer la librairie graphique à correctement moduler les textures,
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FIG. 8.10:Profondeur moyenne de subdivision des obstacles selon tmax

notamment lorsque les valeurs de couleur utilisées pour cette modulation n’appartiennent
pas à l’intervalle[0;1]. Nous appliquons pour cela la technique décrite en 7.4.4.(c).

8.5.2 Visibilité intra-récepteur

Par construction, la méthode de convolution utilisée pour le calcul du transfert d’énergie
le long d’un lien de convolution ne prend pas en compte les phénomènes de visibilité à
l’intérieur du récepteur. La visibilité intra-récepteur peut néanmoins être prise en compte à
trois niveaux distincts dans notre algorithme :

Par subdivision

Comme pour toute méthode hiérarchique basée sur l’utilisation declusters, cet appa-
rent défaut peut être considéré comme une approximation naturelle due au niveau élevé
d’établissement des liens. L’approximation peut en effet être réduite par subdivision du
récepteur, considérant ainsi une partie de celui-ci comme obstacle potentiel pour la partie
restante. C’est de loin la méthode la plus élégante et la plus naturelle de traiter le problème.

Dans le calcul du maillage d’affichage

Il est possible de prendre en compte l’ombre portée du récepteur sur lui-même au cours
du calcul du maillage d’affichage en intégrant la visibilité dans le calcul de l’éclairage
direct aux nœuds du maillage d’affichage, mais en limitant les obstacles considérés aux
polygones du récepteurs, pour en optimiser le coût. Il s’agit d’une méthode génératrice
d’artefacts visuels, puisque la visibilité n’est calculée qu’aux nœuds du maillage d’affi-
chage. Par ailleurs, le rôle du maillage d’affichage est de contenir des valeurs d’éclairage
direct, raison pour laquelle il est assez grossier. Il serait donc peu judicieux de l’utiliser
pour stocker des informations de visibilité au prix d’une augmentation de sa résolution.

Au moment du rendu

La question de la visibilité intra-récepteur peut enfin être traitée au moment du rendu,
où un certain nombre d’ombres portées visuellement importantes peuvent faire défaut. Bien
que le fait de négliger ces ombres entre naturellement dans le cadre des approximations des
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FIG. 8.11:Profondeur maximale de subdivision des obstacles selon tmax

méthodes hiérarchiques, il peut-être intéressant de les simuler au moment du rendu pour
améliorer la qualité des images. Nous proposons pour cela d’utiliser l’extensionDepth-
TextureEXTd’OpenGL dans un algorithme de rendu en trois passes (Voir également la
figure 8.14) :

1. le récepteur est renduoff-screendepuis le centre de la source et la carteIz des valeurs
de profondeurs des pixels est lue dans l’image obtenue (Figure 8.14.a). On relève
également la matriceM1 de la projection utilisée.

2. le récepteur est ensuite renduoff-screen, depuis le point de vue de l’observateur
en spécifiant queM1 doit être utilisée pour transformer chaque pixel dessiné pour
connaître sa profondeur vu du centre de la source. Il est alors possible de spécifier
à OpenGL (Grâce à l’extensionDepthTextureEXT) de ne dessiner que les pixels
dont la profondeur ainsi calculée est inférieure à celle du pixel correspondant dans
l’image Iz. Lorsque la profondeur d’un pixel est supérieure, celui-ci est considéré
comme étant dans l’ombre de la source.

3. l’image ainsi calculée est utilisée pour construire un masque (Figure 8.14.b) au tra-
vers duquel est finalement dessiné le récepteur avec sa texture de radiosité. Les pixels
passant au travers du masque sont ceux ne se trouvant pas dans l’ombre propre du
récepteur (Figure 8.14.c). Le masquage est réalisé automatiquement grâce austencil
bufferd’OpenGL.

8.5.3 Le lissage de Gouraud

Comme nous l’avons vu en 1.2.5.(a), le lissage de Gouraud (ousmooth-shading) est
une technique consistant à calculer, au moment de l’affichage, la couleur des pixels d’un
polygone par interpolation à partir des couleurs aux sommets du polygone. Cette technique
améliore la qualité de l’image rendue en supprimant les discontinuité d’ordre zéro de la
radiosité.

Lorsque la radiosité est représentée à la fois par des valeurs uniformes et par des tex-
tures, on ne peut pas calculer les valeurs aux nœuds du maillage comme étant une moyenne
pondérée de la radiosité des mailles adjacentes à chaque sommet. En effet, en ces points,
une partie de la couleur est imposée par la contribution des textures de radiosité, qui cor-
respond à la valeur du pixel de la texture.
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FIG. 8.12: Nombre moyen de pixels par texture en fonction de tmax (voir texte). L’échelle
est logarithmique.

RenderPolygon(PolygoneP)
SetColor(P!Radiosity() - P!Textures()!MeanValue() )
DrawSimplePoly(P)

Enable(BLENDING)
SetZBufferFunction(�)
ForAll Tin P.Textures()

n = SmallestIntegerLargerThan(T!MaximumLuminance())
for i = 1 to n

DrawPolyWithTexture (P,T,n)
Disable(BLENDING)

FIG. 8.13:Algorithme de rendu ajoutant la radiosité de textures à la radiosité uniforme.

Nous ne pouvons donc pas nous contenter d’ajouter les textures de radiosité au rendu in-
terpolé des valeurs de radiosité uniformes, comme le montre la figure 8.15. Cette difficulté
provient du fait que les valeurs calculées aux nœuds du maillage pour lesmooth-shading
sont globales et ne peuvent donc pas concorder avec les valeurs des textures de radiosité en
ces points, qui elles, sont locales.

Pour obtenir une parfaite concordance de l’illumination des polygones partageant un
sommet, nous décidons donc à l’avance d’une valeur de référence la plus juste possible,
et nous forçons, au moment du rendu, les différents éléments de maillage partageant ce
sommet, à concorder en ce point :

Au moment dupush/pull, une valeur de radiosité uniformevI est attribuée à chaque
sommet du maillage par moyennage des valeurs de radiosité uniforme des mailles voisines
avec les poids décrits sur la figure 1.15. Cette valeur a un caractère global. Dans le même
temps, une valeur de radiosité de textures de référencevR est attribuée à chaque sommet
du maillage. Cette valeur vaut 0 si aucune des mailles adjacentes n’admet de texture de
radiosité. En revanche, Si l’un au moins des polygones adjacent admet de la radiosité de
texture, la valeur choisie est le maximum des valeur des textures de radiosité des polygones
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FIG. 8.14:Méthode en trois passes pour simuler au mo-
ment du rendu l’ombre que porte un récepteur sur lui-
même. La scène (à gauche) est tout d’abord rendue (a)
depuis la source. La composante de profondeur de cette
image est utilisée pour créer une image des ombres (b)
utilisée comme masque au travers du quel on effectue le
rendu final (c).

(a) Vue depuis la source (b) Masque (c) Rendu final

x
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(a) (b)S
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FIG. 8.15:Cette figure illustre la raison pour laquelle on ne peut pas rendre les textures
de radiosité par dessus la radiosité uniforme après interpolation. La figure représente la
radiosité calculée le long de deux arêtes (a) et (b) partageant un sommet S, l’arête (a)
appartenant à une maille A et l’arête (b) à une maille B. On suppose de plus que A ne
reçoit que de la radiosité uniforme (valeur x, courbe en pointillé) et B que des textures de
radiosité (courbe de droite, valeur y en S). La valeur z attribuée à S pour lesmooth-shading
n’a alors aucune raison de concorder avec y et une discontinuité apparaît.

adjacents à ce sommet. Cette valeur a un caractère local.
Ayant fixé à chaque sommet une valeur de radiosité uniforme et une valeur de radiosité

de texture de référence, le rendu est effectué en rendant les textures par dessus la radiosité
interpolée à partir de la valeur calculée en chaque sommetScomme :

vS= vI +vR�T(S)

où T(S) est la valeur totale des textures de radiosité au sommetSdu polygone affiché.
L’utilisation dumaximumdans le calcul devR permet d’assurer quevS est toujours positive
et donc jamais modifiée parOpenGL lors du rendu.

En procédant ainsi, chaque polygone admettant le nœudSdu maillage comme sommet
est rendu, après accumulation de la radiosité des textures et de la radiosité uniforme, avec
la même valeur au pointS : vI + vR. Dans l’exemple de la figure 8.15, on a doncvI = z et
vR = y. L’arête (a) est donc rendue avecvS = z+ y et l’arête(b) avecvS = z+ y� y = z.
Après ajout des textures, on a donc bien la même valeur envS pour les deux arêtes.

Cette méthode est apparemment discutable puisqu’elle ne donne pas aux sommets la
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valeur qui y a effectivement été calculée (parfois avec raison, notamment dans le cas où
un des polygones adjacents n’admet que de la radiosité de textures), mais l’erreur produite
n’est que la répercussion de l’approximation d’une certaine proportion de la radiosité par
des valeurs uniformes.

Le smooth-shadingne permet cependant pas d’éliminer certaines discontinuités ob-
servables par exemple le long d’une arête partagée par un polygone ayant une texture de
radiosité et un polygone n’en n’ayant pas. De telles discontinuités sont dues à la différence
de variation de la radiosité sur les deux polygones ; l’une varie en effet approximativement
commex 7�! 1

1+x2 et l’autre de façon affine (C.f figure 8.16).
Pour supprimer de tels artefacts, il faut alors subdiviser le polygone n’ayant pas de

texture de radiosité et contraindre la subdivision pour qu’elle coïncide, le long de l’arête
commune aux deux polygones, au maillage d’affichage de la texture de radiosité de l’autre
polygone. Le problème se complique encore lorsque les deux polygones ont des textures
de radiosité en nombre différent, avec des maillages d’affichage de résolutions différentes.
La méthode précédente se généralise alors au cas de plusieurs textures après raffinement
des maillages d’affichage pour mettre en accord leurs résolutions respectives.

(Interpolation linéaire)

(Quadratique inverse)

smooth-shading

Eclairage réèl

FIG. 8.16:Exemple de discontinuité observée lorsqu’un polygone texturé (en bas) jouxte
un polygone n’ayant que de la radiosité uniforme (en haut). Bien qu’elle permette la
concordance des valeurs de radiosité aux sommets communs des polygones, l’utilisation
du smooth-shadingproduit alors une variation linéaire de la radiosité qui contraste avec
la variation en 1

1+x2 de l’éclairage direct associé au maillage d’affichage de la texture de
radiosité, le long de l’arête commune aux deux polygones.

8.5.4 Cas des environnements texturés

Dans le cas de scènes possédant des textures au sens classique du terme,i.e des images
représentant de la réflectance, l’algorithme de rendu est modifié de façon à prendre en
compte ces textures de manière spécifique. La réflectance n’est en effet plus incorporée
dans la composante d’éclairage direct du maillage d’affichage mais prise en compte au mo-
ment du rendu, où, après avoir rendu le polygone avec sa valeur uniforme et ses textures
de radiosité, nous multiplions point-à-point l’image obtenue par celle de la texture de ré-
flectance. Pour cela, nous rendons une nouvelle fois le polygone, mais équipé de la texture
de réflectance, sans modulation, et en fixant les paramètres deblendingde manière à mul-
tiplier point-à-point les pixels rendus et ceux déjà présents dans l’image. Le pseudo-code
permettant de réaliser cette opération est présenté sur la figure 8.17.

Lors du rendu de la texture de réflectance, il faut prendre garde à fixer la fonction de
comparaison des valeurs dez de manière à ne pas écarter les nouveaux pixels, car leurz
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est exactement celui du pixel sur lesquels ils se trouvent. Nous utilisons donc pour cela une
comparaison non stricte.

RenderTexturedPolygon(Polygon P)
RenderPolygon(P)
SetZBufferFunction(�)
Enable(GL_BLEND)
glBlendFunc(GL_DST_COLOR,GL_ZERO)
Disable(GL_BLEND)

FIG. 8.17:Algorithme de rendu ajoutant la radiosité de textures à la radiosité uniforme.

Un exemple de scène texturée est montré sur la figure 8.18. La figure représente la
même scène, avec et sans les textures de réflectance. Dans le second cas, celles-ci sont
remplacées par une valeur uniforme sur tout le polygone. Cet exemple permet de se rendre
compte que la précision acquise dans les textures de radiosité est en partie masquée par
l’affichage de textures de réflectance. Il nous paraît donc judicieux de prendre en compte la
présence de textures de réflectances dans l’évaluation [FPSG96, MK94].

FIG. 8.18:Rendu des textures de radiosité dans une scène contenant des textures de réflec-
tance.à gaucheles textures de réflectance ont été enlevées pour mieux voir les textures de
radiosité.

8.5.5 Optimisation du rendu

A résolution égale, l’affichage d’une texture est largement plus rapide que l’affichage
d’un maillage fin. On peut donc avoir intérêt dans certains cas à privilégier l’utilisation des
textures de radiosité. Cet effet est obtenu en relaxant certains paramètres de l’algorithme
de raffinement.

En revanche, comme nous le verrons à la section 8.6, la mémoire de textures est un
facteur limitant de notre algorithme. Selon les machines, lorsque la mémoire de texture
est séparée de la mémoire centrale, il peut donc être utile de limiter le nombre de textures
affichées. Nous proposons pour cela deux méthodes :

Il est tout d’abord possible de convertir un polygone ayant une ou plusieurs textures
de radiosité en maillage d’éléments à radiosité uniforme. Il suffit pour cela de subdiviser
l’élément et d’effectuer unPush/Pull pour mettre à jour la radiosité dans la hiérarchie
créée. Au cours de cePush/Pull, les textures de radiosité descendues au niveau des feuilles
sont éliminées après en avoir conservé la valeur moyenne qui est alors ajoutée à la radiosité
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uniforme de chaque feuille. Cette méthode allège la mémoire de textures et encombre la
mémoire centrale.

Une autre manière d’économiser de la mémoire de texture est demixer les différentes
textures de radiosité attachées à un même polygone. Pour cela, nous rendons le polygone
avec ses différentes textures de radiosité et l’image obtenue est utilisée comme nouvelle
texture de radiosité. A la différence de la méthode précédente, cette optimisation condamne
le raffinement de la solution, car les différentes textures de radiosité ne sont pas nécessai-
rement produites par la même source. Il n’est donc plus possible de calculer les valeurs
d’éclairage direct du maillage d’affichage correspondant si l’on subdivise les polygones
sur lesquels se trouve la texture issue de leur combinaison. Cette méthode permet cepen-
dant d’accélérer le rendu de la scène et de diminuer la taille des données représentant la
solution.

8.6 Résultats

Nous présentons dans cette section des simulations de l’éclairage effectuées grâce à
notre méthode.

La figure 8.19 présente une comparaison de notre méthode avec une méthode de ra-
diosité hiérarchique classique utilisant un critère de raffinement de typeBF [HSA91]. La
solution calculée avec des liens de convolution a pleinement convergé en 20:2sec. Afin d’ef-
fectuer la comparaison, nous avons réglé empiriquement les paramètres de cette dernière
pour qu’elle converge dans le même temps. Comme on peut le constater sur les images
présentées, les liens de convolution ont rapidement saisi des détails d’ombre relativement
fins (Par exemple les quatre ombres de la lampe de bureau sur le mur). Le nombre de liens
de convolution pour ce calcul est de dix-huit : quatre pour le sol et deux des murs, les autres
arrivant sur les bureaux. Comme aucun objet ne projette d’ombre dessus, le mur du fond
(en haut à droitesur la figure 8.22) n’a reçu que des liens standards, et se trouve réguliè-
rement subdivisé. Dans cette simulation, le raffinement du maillage a donc été adapté au
calcul de l’équilibre des échanges lumineux indépendamment de la visibilité.

Dans le temps imparti, la méthode de radiosité hiérarchique (en bas) a correctement
simulé la répartition globale de l’énergie lumineuse mais n’a que grossièrement calculé la
position des ombres.

La figure 8.20 prouve que notre méthode permet d’effectuer des simulations dans des
environnements où la visibilité est très complexe. La solution présentée sur cette figure a
été calculée en 45 secondes sur uneOnyx2. La scène contient 13000 polygones en entrée
dont deux sources de lumière étendues. Le nombre de liens de convolution utilisés est de
48.

La figure 8.21 montre le maillage utilisé pour la solution de la figure 8.20, et confirme
que celui-ci n’est plus conduit que par le critère de précision sur les échanges lumineux
indépendamment de la visibilité.
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FIG. 8.19:Comparaison avec la méthode de radiosité hiérarchique classique. La solution
en haut, à gauche et à droitea été calculée par notre méthode en20:2sec sur une Onyx2.
Pour comparaison, la solution présentéeen bas, à gauche et à droitea été calculée dans le
même temps par une méthode de radiosité hiérarchique classique. La scène contient5380
surfaces en entrée.

FIG. 8.21:Maillage de la solution présentée sur la figure 8.20.
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FIG. 8.20:Exemple de scène à visibilité complexe (13000polygones,45sec sur une Onyx2.

Sur la figure 8.22, on peut observer le détail du mur de droite de la figure précédente.
Afin de vérifier que le mélange des ombres calculées par convolution et celles obtenues par
raffinement du maillage se superposent de manière cohérente, nous avons manuellement
forcé le raffinement d’un des liens de convolution arrivant sur le quart inférieur gauche
du mur tout en interdisant l’usage de nouveaux liens de convolution. L’ombre projetée
par l’une des deux source a donc de fait été simulée par raffinement du maillage. Comme
on peut le voir sur la figure 8.22, les ombres se correspondent parfaitement. Le raffinement
progressif du maillage dans les trois autres quart du mur est la conséquence d’une contrainte
pour lesmooth-shading(voir la section 1.2.5.(a)).

FIG. 8.22:Exemple de mélange de maillage et de textures. Un des deux liens de convolu-
tion arrivant sur le quart en bas à gauche a été artificiellement raffiné en liens standards
produisant ainsi des éléments à radiosité uniforme. Les ombres se juxtaposent parfaitement
avec celles des quarts voisins ainsi que celle de l’autre lien de convolution arrivant sur le
même quart.

8.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode de hiérarchique de radiosité permet-
tant d’effectuer des simulations de haute qualité visuelle dans des environnements com-
plexes. Dans cette méthode, les calculs de la visibilité et de l’équilibre global de l’énergie
lumineuse sont dé-corrélés et bénéficient chacun d’un traitement approprié : en plus des
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liens apparaissant habituellement en radiosité hiérarchique, qui propagent des valeurs spec-
trales de radiosité, des liens pour lesquels le transfert d’énergie est calculé par la méthode
de convolution présentée au chapitre 7 sont utilisés dans les situations complexes de visibi-
lité. Avec les méthodes de radiosité hiérarchiques standards, de telles situations entraînent
habituellement le raffinement du maillage dans un domaine où il n’est plus efficace. La
méthode de convolution tire, elle, parti au moment du calcul de la cohérence de la visibilité
sur tout le domaine d’action du lien, ce que ne fait pas le calcul séparé de nombreux liens
classiques. Outre son facteur d’accélération appréciable, cette nouvelle méthode a l’avan-
tage de réduire considérablement les artefacts visuels, puisque la méthode de convolution
utilisée simule naturellement les variations progressives de pénombre.

Grâce à l’intégration cohérente du contrôle de la précision sur le calcul du transfert
d’énergie le long d’un lien de convolution dans l’algorithme de raffinement, notre méthode
permet d’échanger du temps de calcul contre de la précision. Cette capacité est à la base
des algorithmes modernes de simulation puisqu’elle permet à l’utilisateur de positionner
continuement son calcul entre une solution rapide mais approximative permettant de mettre
au point différents paramètres, et une solution extrêmement précise mais plus longue à
obtenir, dans un contexte plus final.
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Conclusion

Dans ce document, nous avons tenté d’apporter des réponses au problème du contrôle
de l’erreur dans les méthodes hiérarchiques de radiosité. Du fait que les calculs de visi-
bilité constituent la majeure partie du coût de ce type d’algorithmes, nous nous sommes
plus particulièrement intéressés aux approximations de la visibilité. En vue de produire des
méthodes offrant un positionnement continu entre des solutions très approximatives mais
rapides et des simulations arbitrairement précises mais longues à obtenir, nous avons for-
mulé ces approximations à l’aide de représentations hiérarchiques de la visibilité à travers
les obstacles.

Grâce à une approche basée sur l’étude de la perturbation du système linéaire interve-
nant dans les méthodes hiérarchiques de radiosité, nous avons tout d’abord étudié l’im-
pact des approximations des transferts d’énergie élémentaires issues de la discrétisation de
l’équation de radiosité, sur l’erreur globale dans la solution du système linéaire. Deux ap-
proches différentes ont été décrites : une approchea priori que nous avons développée, et
une approchea posteriori, issue de la littérature. En établissant clairement un lien bilatéral
entre l’erreur locale et l’erreur globale, nous avons motivé, à travers ces deux approches,
la confection d’algorithmes de calcul contrôlé des facteurs de forme. Grâce à cette étude
préalable, nous savons en effet que de tels outils, en permettant d’assurer une précision
donnée sur le calcul des transferts locaux, ou de façon duale, de fournir des bornes sur
l’approximation obtenue dans un temps fixé, offrent la possibilité de contrôler par avance
la précision de la simulation.

Nous avons alors présenté à la partie II le principe de tels algorithmes, basés sur le
pré-calcul et le stockage d’informations multi-échelles de visibilité dans la hiérarchie des
obstacles. Ces informations sont ensuite utilisées par l’algorithme pour générer des ap-
proximations contrôlées des facteurs de forme où interviennent ces obstacles. Nous avons
ensuite discuté de l’implémentation de ces algorithmes dans le cadre du calcul de la ra-
diosité en dimension deux et trois. Alors que la faible complexité géométrique propre à la
deuxième dimension nous a effectivement permis d’appliquer efficacement ce type d’algo-
rithme, leur implémentation en dimension trois, sans être impossible, est rendue inintéres-
sante par le coût mémoire qu’ils représentent en comparaison de la qualité médiocre des
bornes obtenues.

Le fait que l’œil humain soit sensible à une forme d’erreur difficilement caractérisable
par des distances mathématiques simples, a d’autre part motivé des approches plus percep-
tives du contrôle de l’erreur due aux approximations de visibilité. Dans ce cadre, nous avons
tout d’abord étudié au chapitre 6 la possibilité de reproduire artificiellement des ombres
complexes à partir d’échantillons pré-calculés. Aucune des deux méthodes que nous avons
étudiées n’a cependant permis de capturer la cohérence entre les différentes bandes de fré-
quence, qui constitue en quelque sorte la signature d’une image, sans produire des artefacts
et autres discontinuités.

Plus proche du modèle géométrique, mais toujours basée sur une estimation perceptive
de l’erreur, la méthode de convolution, que nous avons présentée au chapitre 7, consti-
tue une élégante approximation multi-niveaux de la visibilité, et nous a permis de calculer
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rapidement des ombres intrinsèquement exemptes des artefacts auxquels nous sommes na-
turellement sensibles.

Comme synthèse de nos travaux, nous avons finalement présenté en dernière partie,
une méthode dans laquelle cohabitent différents algorithmes de contrôle de l’erreur, mais
utilisés dans les conditions adéquates : un critère basé sur une distance mathématique pour
contrôler l’équilibre global de l’énergie associé de manière cohérente à un critère perceptif
pour le calcul des ombres.

Le travail que nous avons présenté ne correspond qu’à une partie de l’étude nécessaire à
l’obtention d’un algorithme complet de contrôle de l’erreur pour le calcul de la radiosité.

Le pas suivant à franchir est tout d’abord l’implémentation d’une méthode de simu-
lation de la radiosité incorporant dans un même système à la fois l’encadrementa priori
de l’erreur développé dans la première partie de ce document, et les techniques de calcul
contrôlé du facteur de forme décrites dans la partie II. Une telle méthode trouverait son
application dans le cadre de simulations quantitatives des échanges radiatifs, dans des do-
maines où la notion de qualité d’une simulation est purement mathématique : botanique,
séchage infra-rouge, calcul de solutions de référence pour la simulation de l’éclairage.

Lorsque la précision requise devient très élevée, un tel système ne peut plus se per-
mettre de négliger les différentes autres approximations dont nous avons fait l’inventaire
au chapitre 2. En amont doivent alors se greffer des méthodes d’estimation et de prise en
compte de ces approximations.

Il n’est par exemple pas envisageable de pousser le raffinement du calcul des facteurs de
forme au delà d’un point où l’erreur associée est du même ordre de grandeur que l’erreur
due à la discrétisation de l’environnement. Au chapitre 2, nous avons brièvement étudié
l’influence de la modification du maillage, et plus généralement de la hiérarchie des liens,
sur nos critères d’estimation de l’impact des approximations de visibilité.

Il existe donc un lien intime entre ces deux biais de réduction de l’erreur. D’une manière
générale, le rapport des critères d’erreur de discrétisation et d’approximation des transferts
donne la direction optimale de l’effort de raffinement : maillage ou visibilité. En d’autres
termes, les bornes d’erreur de discrétisation permettent de limiter le raffinement de la vi-
sibilité dans le calcul des facteurs de forme à un intervalle utile et inversement. Afin de
comparer l’ordre de grandeur des deux sources d’erreur, nous préférerons une estimation
a posterioriplutôt qu’a priori de l’erreur due à l’approximation des transferts locaux, qui,
basée sur des bornes d’erreur exactes en donne, certes avec une itération de retard, une
estimation beaucoup moins pessimiste.

Dans les méthodes classiques de contrôle de l’erreur en radiosité, le contrôle de l’erreur
s’effectue généralement par action sur le raffinement du maillage. Comme une estimation
de cette erreur est obtenue par propagation de bornesa posteriorisur la radiosité, de telles
méthodes mesurent en réalité l’impact des approximations des facteurs de forme. En raf-
finant le maillage, on effectue alors de façon déguisée un échantillonnage plus précis du
calcul de ces facteurs de forme et donc de la visibilité.

D’autre part, en synthèse d’images, lorsque la qualité visuelle du résultat est un critère
d’importance, c’est vers des méthodes du type de celle présentée à la partie IV que nous de-
vons nous tourner. Dans ce cas, et dans l’optique d’une utilisation par des personnes étran-
gères au domaine de la simulation de l’éclairage, il est primordial de donner à l’utilisateur
la possibilité d’agir de façon plus intuitive sur la qualité de la solution, idéalement sous la
forme d’un unique curseur portant la mentionqualité. Une telle démarche demanderait tout
d’abord d’établir une relation entre les différents critères d’erreur (ombres et balance glo-
bale de l’énergie) qui restent dans notre implémentation actuelle totalement indépendants,
la difficulté étant de comparer des notions de qualité perceptives et quantitatives.

L’erreur véhiculée par l’algorithme ne peut alors être rattachée à une quelconque si-
gnification physique. Pour ce faire, il serait bien sur possible de borner l’erreur le long
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des liens de convolution, mais nous perdrions les avantages d’un critère perceptif. La seule
chose que nous pouvons demander à une telle méthode, est que lorsque nous diminuons
les seuils d’erreurs, le résultat du calcul converge vers une solution exacte, en un temps de
plus en plus long. L’algorithme que nous avons présenté au chapitre 8 remplit ce contrat,
puisqu’en réduisant les tolérances d’erreur, les liens de convolution sont progressivement
abandonnés, au profit de liens classiques. Au cours de cette progression, les temps de calcul
augmentent régulièrement de même que la qualité, sans que l’on puisse mathématiquement
la quantifier.
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Annexe A

Quelques résultats concernant les
harmoniques sphériques

Les harmoniques sphériques sont des fonctions à deux variables construites à partir des
polynômes de Legendre associés. Elles forment une base orthonormée de fonctions direc-
tionnelles et se prêtent donc naturellement à la représentation de telles fonctions. Les pro-
priétés des harmoniques sphériques furent connues bien avant l’existence des ordinateurs.
Elles sont énoncées pour la plupart dans l’ouvrage de référence de Hobson [Hob31].

Cette annexe rappelle la définition et les propriétés élémentaires des harmoniques sphé-
riques, et présente quelques algorithmes et résultats très utiles dans leur maniement : éva-
luation efficace d’une combinaison linéaire d’harmoniques sphériques (section A.2), for-
mule de rotation des harmoniques sphériques (section A.3). Bien qu’à première vue sans
relation avec le travail que nous avons présenté jusqu’ici, ces résultats nous ont servi pour
la représentation des diverses distributions directionnelles comme latransmittance direc-
tionnelledes obstacles en dimension trois, dans les expériences que nous avons menées.
D’autre part, la formule de rotation des harmoniques sphériques que nous présentons à
la section A.3 ainsi que son implémentation sont très peu connues en l’informatique gra-
phique, bien que très utiles en pratique. Nous en présenterons des applications à la sec-
tion A.3.4.

Les notations utilisées sont présentées sur la figure A.1. Les démonstrations de toutes
les propriétés énoncées sont accessibles dans un rapport technique [Sol96].

Pl Polynôme de Legendre d’ordrel
Pm

l Polynôme de Legendre associé d’ordrel etm
Y m

l Harmonique sphérique complexe(�l �m� l)
C m

l Coefficient de décomposition sur lesY m
l

ym
l Harmonique sphérique réelle(�l �m� l)

cl ;m Coefficient de décomposition sur lesym
l

S(x) 1 Si x� 0, 0 Sinon

FIG. A.1: Notations relatives aux harmoniques sphériques

A.1 Définitions et propriétés

Nous définissons tout d’abord lespolynômes de Legendre, qui nous serviront essentiel-
lement à introduire lespolynômes de Legendre associésqui interviennent dans la formula-
tion des harmoniques sphériques.
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A.1.1 Polynômes de Legendre

Lespolynômes de Legendresont les solutions polynomialesPn de l’équation différen-
tielle :

d
dx

�
(1�x2)

dy
dx

�
+n(n+1)y= 0 n2 IN

Ils s’écrivent :

Pn =
1

2nn!
dn

dXn (X
2�1)n

et forment une famille orthogonale pour le produit scalaire suivant :

< f ;g>=
Z 1

�1
f (t)g(t)dt

Propriétés

Les polynômes de Legendre possèdent un nombre impressionnant de propriétés inté-
ressantes [Hob31]. Les deux propriétés suivantes sont notamment essentielles :

– pour tout entiersn;n0 :

Z 1

�1
Pn(x)Pn0(x)dx= δn;n0

2
2n+1

– la relation de récurrence suivante est également utile :

nPn� (2n�1)XPn�1+(n�2)Pn�2 = 0

A.1.2 Polynômes de Legendre associés

Lespolynômes de Legendre associéssont des fonctions définies sur[0;1] à partir des
polynômes de Legendre par la relation suivante :

Pm
l = (�1)m(1�X2)

m
2

dmPl

dXm

Nous avons donc en particulierP0
l = Pl .

Propriétés

Les relations de récurrence suivantes permettent d’évaluer ces fonctions de façon effi-
cace :

P0
0 = 1

Pm
m = (1�2m)

p
1�X2Pm�1

m�1 (A.1)

Pm
m+1 = (2m+1)XPm

m (A.2)

Pm
l =

2l �1
l �m

XPm
l�1�

l +m�1
l �m

Pm
l�2 l �m+2 (A.3)

Nous avons de plus :

Pm+2
l +2(m+1)

Xp
X2�1

Pm+1
l � (n�m)(n+m+1)Pm

l = 0 l �m
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A.1.3 Le théorème d’addition

Ce théorème donne accès à la formule de rotation des harmoniques sphériques (Voire
section A.3) dans un cas particulier. Il s’énonce ainsi :

Théorème 3 ([Hob31] p418)Pour tout(θ;θ0) 2 [0;π]2, ϕ 2 [0;2π], nous avons :

Pn(cosθcosθ0+sinθsinθ0cosϕ)=Pn(cosθ)Pn(cosθ0)+2
n

∑
m=1

(n�m)!
(n+m)!

Pm
n (cosθ)Pm

n (cosθ0)cos(mϕ)

(A.4)

On peut déduire de ce théorème une formule qui nous servira par la suite. Multiplions
chaque membre de (A.4) par cosϕ avant d’intégrer sur[0;2π] :

Z 2π

0
cos(mϕ)Pn(cosθcosθ0+sinθsinθ0 cosϕ)dϕ = 2π

(n�m)!
(n+m)!

Pm
n (cosθ)Pm

n (cosθ0)

(A.5)

A.1.4 Harmoniques sphériques

On noteS3 la sphère unité deIR3 centrée en 0. Elle représente également l’ensemble des
vecteurs unitaires deIR3, ou encore l’ensemble des directions issues d’un point. Tout point
deS3 est repéré de manière unique par deux anglesθ etϕ, comme le suggère la figure A.2.

y
x

V

z

o

ϕ

θ

FIG. A.2: Repérage d’une direction par deux angles

Ses coordonnées cartésiennes dansIR3 s’écrivent alors :8<
:

x = sinθcosϕ
y = sinθsinϕ
z = cosθ

Les harmoniques sphériques sont alors définies en fonction deθ etϕ par :

Y m
l (θ;ϕ) =

Njmj
lp
2

eimϕPjmjl (cosθ) l 2 IN; �l �m� l

avec :

Nm
l =

s
2l +1

2π
(l �jmj)!
(l + jmj)!

Le nombrel est appelédegréde l’harmoniqueY m
l . Les fonctionsY m

l forment une
famille orthonormée pour le produit scalaire

( f ;g) =
Z

S3
f g=

Z π

θ=0

Z 2π

ϕ=0
f (θ;ϕ)g(θ;ϕ)sinθdθdϕ
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Pour une distribution directionnellef , sa meilleure approximatioñf par des harmo-
niques sphériques de degré au plusL, au sens du produit scalaire(:; :) est donc définie
par :

f̃ =
L

∑
l=0

l

∑
m=�l

C m
l Y m

l avec C m
l = (Y m

l ; f )

Notons que les harmoniquesY m
l et coefficientsC m

l vérifient toujours :

C�m
l = C m

l et Y �m
l = Y m

l (A.6)

A.1.5 Harmoniques sphériques pour une fonction réelle

Pour une fonctionf à valeurs dansIR3, un certain nombre de simplifications appa-
raissent et permettent une représentation par desharmoniques réelles. Soit f : S3 7�! IR.
Sa décomposition en harmoniques sphériques s’écrit :

f (θ;ϕ) =
∞

∑
l=0

l

∑
m=�l

C m
l Y m

l (θ;ϕ)

i.e :

f =
∞

∑
l=0

"
C 0

l Y 0
l +

l

∑
m=1

(C m
l Y m

l +C�m
l Y �m

l )

#

donc d’après (A.6) :

f =
∞

∑
l=0

"
C 0

l Y 0
l +

l

∑
m=1

�
C m

l Y m
l +C m

l Y m
l

�#

=
∞

∑
l=0

"
C 0

l Y 0
l +

l

∑
m=1

�
Re(C m

l )
h
Y m

l +Y m
l

i
+ iIm(C m

l )
h
Y m

l �Y m
l

i�#

=
∞

∑
l=0

"
C 0

l Y 0
l +

l

∑
m=1

(2Re(C m
l )Re(Y m

l )�2Im(C m
l )Im(Y m

l ))

#

=
∞

∑
l=0

"
C 0

l Y 0
l +

l

∑
m=1

2Re(C m
l )Re(Y m

l )+
�1

∑
m=�l

�2Im(C�m
l )Im(Y �m

l )

#

On pose donc :

cl ;m =

8<
:
p

2Re(C m
l ) si m> 0

C 0
l si m= 0
�
p

2Im(C�m
l ) si m< 0

(A.7)

et :

ym
l =

8<
:
p

2Re(Y m
l ) si m> 0

Y 0
l si m= 0p
2Im(Y �m

l ) si m< 0

Nous avons alors :

f =
∞

∑
l=0

l

∑
m=�l

cl ;mym
l

Nous avons donc :
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8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

si m< 0 cl ;m =�
p

2Im(c�m
l ) =

Z
S3
�
p

2 f Im(Y �m
l )

si m= 0 c0
l = C 0

l =

Z
S3

f Y 0
l =

Z
S3

f Y 0
l

si m> 0 cl ;m =
p

2Re(C m
l ) =

Z
S3

p
2 f Re(Y m

l )

Nous avons donc, dans tous les cas :

cl ;m =
Z

S3
f ym

l

avec

ym
l (θ;ϕ) =

8<
:

Nm
l cos(mϕ)Pm

l (cosθ) si m> 0
N0

l P0
l (cosθ) si m= 0

Nm
l sin(�mϕ)P�m

l (cosθ) si m< 0
(A.8)

A.2 Évaluation efficace d’une combinaison linéaire d’har-
moniques sphériques

Nous présentons ici un algorithme simple et efficace d’évaluation d’une combinaison
linéaire d’harmoniques sphériques en une direction(θ;ϕ) donnée. Notonsf cette combi-
naison linéaire :

f (θ;ϕ) =
Lmax

∑
l=0

l

∑
m=�l

cl ;mym
l (θ;ϕ)

Plutôt que d’évaluer les valeursym
l (θ;ϕ) séparément, nous calculons de proche en

proche toutes les valeurs des polynômes de Legendre associés selon le schémas suivant :
Pourm croissant de 0 àLmax les valeursPm

m(cosθ) sont calculées à partir de (A.1). Pour
chaquem, nous calculonsPm

m+1(cosθ) en utilisant (A.2) etPm
l (cosθ) grâce à (A.3) pour

m+2� l � Lmax.
Nous utilisons également les égalités suivantes pour calculer de proche en proche sin(mϕ)

et cos(mϕ) :
cos[(n+1)ϕ] = cos(nϕ)cosϕ�sin(nϕ)sinϕ
sin[(n+1)ϕ] = sin(nϕ)cosϕ+cos(nϕ)sinϕ

Chaque couple(l ;m) fournit ainsi ym
l (θ;ϕ) et y�m

l (θ;ϕ) en utilisant la définition (A.8).
Les constantes de normalisationNm

l peuvent être calculées de la même façon, ou mieux,
pré-calculées et stockées dans un tableau.

Ce processus est détaillé sur les figures A.2 (Sens de calcul) et A.4 (Pseudo-code).

3-1-2

l

m40 1 2

FIG. A.3: Sens de calcul efficace
des harmoniques sphériques en
(θ;ϕ). Pour m allant de0 à Lmax,
on calcule ymm grâce à (A.1), ainsi
que ymm+1 et ym

l pour l � m+ 2
grâce à (A.2) et (A.3)
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SHComputeArray(integer Lmax, float cos θ, float cos ϕ, float sin ϕ)
cos m ϕ = 1
sin m ϕ = 0
x= cos θ
P m m= 1

For m from 0 to Lmax

ym
m = P m m�Nm

m�cos m ϕ
ym

m+1 = x� (2m+1)�P m m�cos m ϕ

prev P= P m m
curr P= x� (2m+1)�P m m

From l from m+2 to Lmax

tmp = x� (2L�1)�currP� (l �1+m)� prev P
prev P = curr P
curr P = tmp=(l �m)

ym
l = Nm

l �curr P�cos m

P m m =�(2m+1)�
p

1�x2�P m m
tmp = cos m ϕ�cos ϕ�sin m ϕ�sin ϕ
sin m ϕ = sin m ϕ�cos ϕ�cos m ϕ�sin ϕ
cos m ϕ = tmp

FIG. A.4: Calcul de yml (θ;ϕ) pour tout l� Lmax et�l �m� l.

A.3 Rotation des harmoniques sphériques

Considérons une harmonique sphériqueym0
l0

exprimée dans un repère orthonormé direct
R 0. SoitR un autre repère orthonormé direct, de même centre queR 0.

Exprimée dans ce nouveau repère, la fonctionym0
l0

n’est plus une harmonique sphérique
au sens où nous l’avons défini mais une fonction directionnelle ˜ym0

l0
qui peut cependant,

comme toute fonction directionnelle, s’exprimer comme combinaison linéaire d’harmo-
niques sphériquesym

l .

La fonction ỹm0
l0

appartient en fait à une classe plus générale d’harmoniques de degré
l0 [Hob31]. Pour cette raison, il est possible de montrer au’elle s’écrit plus simplement
comme une combinaison linéaire d’harmoniques sphériques de même degré. Nous avons
donc :

ỹm0
l0

= ∑
�l0�m�l0

αl0;m0;mym
l0

(A.9)

avec :

αl0;m0;m =

Z
ϕ

Z
θ
ỹm0

l0
(θ;ϕ)ym

l0(θ;ϕ)sinθdθdϕ

Comme nous le verrons au A.3.2, la connaissance des valeursαl0;m0;m permet de calcu-
ler efficacement les coefficients d’harmoniques sphériques d’une fonction directionnellef
exprimée dansR à partir de ceux def dansR 0.

La section suivante traite en particulier du calcul des valeursαl0;m0;m.
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A.3.1 La formule de rotation

NotonsQ l’isométrie qui transformeR 0 en R . Bien que le calcul direct deαl0;m0;m

soit extrêmement complexe, le résultat peut être obtenu en décomposantQ en un produit
de trois rotations et en calculant les coefficientsαl0;m0;m pour chaque transformation. Nous
composons ensuite ces valeurs pour obtenirαl0;m0;m pourQ . Pour cela nous posons :

Q �1 = Rz(ϕ0)�Ry00(θ0)�Rz0(ψ0)

Chaque rotation s’effectue par rapport à un des axesy ou z du repère courant, comme
l’indique la figure A.5. Il nous suffit donc de connaître les valeursαl0;m0;m correspondant à
ces deux transformations élémentaires.

y
x

y’’

z’

x’’’

y’

zz

y

o

x

y’’

x’’ x’
ϕ

θ

ψ0

0

0
x’’’

o

z

y
x

y’’o

z’

z

FIG. A.5: Passage deR à R 0 en trois rotations autour des axes

Rotation autour de l’axe z

LorsqueR se déduit deR 0 par une simple rotation d’angleϕ0 autour de l’axez, nous
avons :

ỹm0
l0
(θ;ϕ) = ym0

l0
(θ;ϕ�ϕ0)

Grâce à (A.8) nous avons immédiatement

ỹm0
l0
(θ;ϕ) = cos(mϕ0)y

m
l0
(θ;ϕ)�sin(mϕ0)y

�m
l0

(θ;ϕ)

et donc

αl0;m0;m =

8<
:

cos(mϕ0) si m= m0

�sin(mϕ0) si m=�m0

0 sinon

Rotation autour de l’axe y

Si R se déduit deR 0 par une rotation d’angleθ0 autour de l’axey, nous avons montré
que :

αl ;εm0;εm = S(m)sinε2 θ0 ∑
2L+ε1�l

βl ;m0;jmj;2L+ε1
y0

2L+ε1
(θ0;0) (A.10)

avec :

βl ;m0;m;L =
2π(2l)!N0

LNm
l Nm0

l

(l �m0)!l !2l ∑
(k;p; j ;s)2Ul ;m

B(k; p; j;s; l ;m0;m)I(k; p; j;s; l ;m0;m)

Ul ;m =

8<
:(k; p; j;s) 2 IN4

������
0� 2k�m0� ε3 0� p�m0�2k� ε3

0� j � 2k 0� s� l �m0

j + p+s+ ε3�m j+ p+s+ ε3+meven

9=
;
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et :

B(k; p; j;s; l ;m0;m) = (
2k
j

)(
l �m0

s
)(

m0�2k� ε3

p
)
(�1)pm02m0�1(m0�k�1)! [m(2k�m0)]

ε3

22kk!(m0�2k)! [m0( j + p+s+1)]ε3

I(k; p; j;s; l ;m0;m) = I1( j + p+s+ ε3; l � p� j�s� ε3; l ;m)I2(p+ j +s+ ε3;m)
�I1(m0�2k� p+ j +s� ε3� ε2; p+ l�m0�s+2k� j;L;0)

I1(n1;n2; l ;m) =

Z π

0
sinn1 θcosn2 θPm

l (cosθ)dθ

I2(n;m) =

Z 2π

0
cosn ϕcos(mϕ)dϕ

Où les quantitésε;ε1;ε2;ε3 et Ssont définies par :8>>>><
>>>>:

ε =�1
ε1 = 0 si l +m+m0 est pair, 1 sinon
ε2 = 1 si m+m0 est pair, 0 sinon
ε3 = 0 si ε > 0 1 sinon

S(m) = 0 si m< 0 , 1 sinon

Dans le cas particulier correspondant àm0 = 0, l’expression ci-dessus se simplifie et
s’écrit :

αl ;0;m = S(m)
p

2

s
(l �m)!
(l +m)!

Pm
l (cosθ0)

Cette expression n’est autre qu’une conséquence directe du théorème d’addition énoncé
en A.1.3. Nous avons en effet dans ce cas :

cosθ0 = sinθ0sinθcosϕ+cosθ0 cosθ

Soitm� 0. Nous avons alors, en utilisant (A.5) :

αm
l ;0(θ0;0) =

Z π

0

Z 2π

0
ym

l (θ;ϕ)ỹ
0
l (θ;ϕ)

=

Z π

0

Z 2π

0
ym

l (θ;ϕ)y
0
l (θ

0
;ϕ0)

=
N0

l Nm
lp

2

Z π

0
Pm

l (cosθ)sinθ
Z 2π

ϕ=0
cos(mϕ)Pl (cosθcosθ0+sinθsinθ0cosϕ)dϕdθ

=
N0

l Nm
lp

2
2π

(n�m)!
(n+m)!

Pm
l (cosθ0)

Z π

0
Pm

l (cosθ)2sinθdθ| {z }
1

π(Nm
l )2

=
p

2

s
(l �m)!
(l +m)!

Pm
l (cosθ0)

Le casm< 0 donne immédiatement 0 en remplaçant cos(mϕ) par sin(mϕ) dans la démons-
tration de (A.5).

L’expression (A.10) est très intéressante puisqu’elle permet de calculerαl ;m0;m en fonc-
tion d’au plusL valeurs d’harmoniques dans le planϕ = 0. Cela nous permet de calculer
rapidement sa valeur pour toutθ0 pourvu que l’on ait pré-calculé et stocké les constantes
βl ;m0;jmj;2L+ε1

intervenant dans leur décomposition.

A.3.2 Décomposition efficace d’une combinaison linéaire d’harmoniques
sphériques après rotation

Nous considérons une fonction directionnellef exprimée dans un repère orthonormé
directR 0 sous la forme d’une combinaison linéaire finie d’harmoniques sphériques :
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8θ 8ϕ f (θ;ϕ) =
Lmax

∑
l=0

l

∑
m=�l

cl ;mym
l (θ;ϕ)

Soit R un autre repère orthonormé direct de même centre queR 0. Nous nous intéres-
sons au problème de calculer les coefficients de la décomposition en harmoniques sphé-
riques def exprimée dansR .

Notons f̃ la fonction f exprimée dansR . Nous avons alors, en utilisant les quantités
αl ;m0;m introduites en A.3.1.

f̃ (θ;ϕ) = f (θ0;ϕ0)

=
Lmax

∑
l=0

l

∑
m=�l

cl ;mym
l (θ

0
;ϕ0)

=
Lmax

∑
l=0

l

∑
m=�l

cl ;m

l

∑
m0=�l

αl ;m0;mym0
l (θ;ϕ)

=
Lmax

∑
l=0

l

∑
m0=�l

 
l

∑
m=�l

cl ;mαl ;m0;m

!
ym0

l (θ;ϕ)

La décomposition dẽf en harmoniques sphériques étant unique, nous en déduisons que
ses coefficients ˜cl ;m valent

c̃l ;m =
l

∑
m=�l

cl ;m0αl ;m0;m

Comme nous l’avons dit plus haut, les valeursαl ;m0;m ne sont pas directement calcu-
lables pour toute transformation du repère. Nous décomposons donc la transformation de
R enR 0 en trois rotations autour des axesy et z du repère courant et nous composons les
coefficientscl ;m de proche en proche.

La figure A.6 présente le pseudo-code permettant d’effectuer cette opération.

A.3.3 Coût de l’algorithme

Nous avons implémenté notre algorithme sous la forme d’une librairie permettant de
calculer les coefficientscl ;m après changement de repère paramétré par les trois angles
ϕ0,θ0 etψ0.

Le calcul de ˜cl ;m ne nécessite qu’un petit nombre de tableaux temporaires de tailleO(l),
si bien que le coût mémoire est entièrement dominé par le stockage des valeursβl ;m0;m;L.
En considérant que�l �m0;m� l et 0� l � Lmax, il y a au plus

Lmax

∑
l=0

(l +1)(2l +1)2

valeurs à stocker. Cela fait donc un coût mémoire deO(L4
max). Si nous notonsN le nombre

total d’harmoniques utilisées pour écriref , ce coût s’écritO(N2).
Dans le calcul des nouveaux coefficientscl ;m après changement de repère, chaque

βl ;m0;m;L est utilisé une seule fois et multiplié par une valeur d’harmonique sphérique cal-
culable de proche en proche. Le coût de calcul est donc approximativementO(L4

max) soit
O(N2).

La figure A.7 permet de comparer ce coût avec celui du calcul des nouveaux coef-
ficients par intégration numérique de la fonction tournée, qui est l’alternative naturelle à
notre méthode. Nous avons choisi pour cela une fonction dont le spectre des coefficients
est bien plein. L’intégration numérique est réalisée par quadrature de Gauss d’ordre 5 sur
10 intervalles enθ etϕ quel que soitLmaxce qui signifie que la précision du calcul diminue
avecLmax. Avec ce choix le gain en vitesse est à peu prés constant et est d’environ 103. Si
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ProcedureRotateCoefs(angleθ0;ϕ0;ψ0)
Y[0] = 1 , Y[1] = cosθ0
Cϕ[0] =Cψ[0] = 1, Sϕ[0] = Sψ[0] = 0
Cϕ[1] = cosϕ0, Cψ[1] = cosψ0, Sϕ[1] = sinϕ0, Sψ[1] = sinφ0
For l = 1 to lmax

For m=�l to l
For m0 = 0 to l

α = 0
if l +m0+m is odd thenε3 = 1 else 0
For L = 0 to l Step2

Add βl ;m0;m;L+ε3Y[L] to α
If m0+m est impair, multiplierα par sinθ0
If m0 = 0 Then

αl ;m0;m = α
Else

If m< 0 Then
αl ;m0;m = αSϕ[m0] , αl ;�m0;m = αCϕ[m0]

else
αl ;m0;m = αCϕ[m0] , αl ;�m0;m =�αSϕ[m0]

Done
Done
c̃l ;m = 0
For m0 =�l to l

Add (Cψ[m0]cl ;m0 +Sψ[m0]cl ;�m0)αl ;m0;m to c̃l ;m
Done

Done

Y[l +1] =
1

l +1
[(2l +1)cosθ0Y[l ]� lY[l �1]]

Cϕ[l +1] =Cϕ[1]Cϕ[l ]�Sϕ[1]Sϕ[l ]
Cψ[l +1] =Cψ[1]Cψ[l ]�Sψ[1]Sψ[l ]
Sϕ[l +1] = Sϕ[1]Cϕ[l ]+Cϕ[1]Sϕ[l ]
Sψ[l +1] = Sψ[1]Cψ[l ]+Cψ[1]Sψ[l ]

Done

FIG. A.6: Calcul des nouveaux coefficients après une transformation quelconque.

nous adaptons la précision de l’intégration, le gain en vitesse augmente d’autant, puisque
notre algorithme de rotation a un coût indépendant de la précision.

Outre sa rapidité, notre méthode a l’avantage de ne pas nécessiter de nouvelles éva-
luations de la fonction originale. En général ces évaluations sont coûteuses, raison pour
laquelle on stocke la dite fonction sous forme d’harmoniques sphériques.

A.3.4 Applications auclusteringdirectionnel

L’algorithme de rotation des harmoniques sphériques que nous avons présenté connaît
de nombreuses applications, par exemple le design de luminaires ou de réflecteurs. D’une
manière générale, il intervient lors de lacombinaisonhiérarchique de fonctions direction-
nelles exprimées dans des repères différents. C’est par exemple le cas des méthodes de
clusteringdans des environnements non diffus.

Bien que nous n’ayons pas présenté en détail les méthodes hiérarchiques de radiosité
dans le casnon diffus(voir par exemple [SP94, SAWG91, SDS95]) le lecteur se convaincra
facilement des propriétés intuitives suivantes :

– la réflectance des surfaces n’est pas un simple coefficient, mais une fonction bi-
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max
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0.0001
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1e-05

FIG. A.7: Vitesses comparées de calcul des coefficients après rotation en utilisant la for-
mule de rotation et en re-intégrant par quadrature de Gauss. Le gain de vitesse est d’envi-
ron 103.

directionnelle traduisant la proportion de la lumière reçue dans une direction et qui
repart dans une autre direction (ces fonctions sont appelées BRDF pourbidirection-
nal reflectance distribution function).

– chaque surface ne possède pas une unique valeur de radiosité, mais une distribution
directionnelle de radiance.

Les harmoniques sphériques sont une base assez bien adaptée à la représentation des
distributions directionnelles d’énergie lumineuse attachées à chaque surface élémentaire.
Les BRDF étant connues dans le repère local de chaque surface, ces distributions de ra-
diance sont également exprimées dans le repère local de chaque surface. En radiosité hié-
rarchique, l’opération dePush/Pullconsistant à moyenner de manière ascendante ces dis-
tributions peut alors être effectuée directement sur les coefficients d’harmonique sphérique
des distributions de radiance, puisqu’elles sont toutes exprimées dans le repère local de
la surface, partagé par toutes ses sous-surfaces [SAWG91]. En revanche, dans le cadre du
clustering, cette propriété n’est plus vérifiée entre les surfaces d’un même cluster [SDS95].
Il faut donc dans un premier temps exprimer toutes les distributions de radiance dans un
même repère, avant de les moyenner. Pour y parvenir, le ré-échantillonnage de ces fonctions
serait une opération beaucoup trop coûteuse, alors que l’utilisation de la formule de rotation
que nous avons présentée parait très adaptée à ce genre de situations. Dans [SDS95], nous
avions été limités par cette difficulté, qui est maintenant résolue.
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Annexe B

Notes sur la conjecture
d’unimodalité

Nous démontrons dans cette annexe, dans un cas particulier, la conjecture d’unimoda-
lité de l’irradiance due à une source convexe,. Cette conjecture, qui affirme que l’irradiance
due à un émetteur convexe plan admet un unique maximum sur toute droite ou tout plan
récepteur, a servi de base à plusieurs méthodes d’encadrement de l’erreur de calcul des fac-
teurs de forme [Hol96, Dre94] et semble à première vue vérifiée, bien que sa démonstration
soit pour l’instant inaccessible. Nous en donnons une preuve dans le cas particulier où la
source est plane et parallèle au récepteur. Pour cela, nous démontrerons tout d’abord un
théorème affirmant que la convolution d’une fonction vérifiant une certaine propriété, par
la fonction caractéristique d’un convexe, est unimodale (section B.1). Nous appliquerons
ensuite ce théorème à l’irradiance due à une source convexe plane, après nous être ramenés
au conditions du théorème.

B.1 Unimodalité de la convolution

Dans cette section nous démontrons le thèorème suivant :

Théorème 4 Soit une fonction f de classe C∞, strictement positive, définie sur IR2 et véri-
fiant la propriété suivante :

Pour tout réelα;
�
(x;y) 2 IR2

�� f (x;y)� α
	

est un compact strictement convexe de IR2

(B.1)
Soit S un compact convexe de IR2. Alors la convolution de f par la fonction caractéris-

tique gS de S vérifie la propriété B.1.

Démonstration

– Notons la convolutionGS et Sy le translaté deSau pointy :

8y2 IR2 GS(y) =
Z

Sy

gS(x)dx

– Soienty1 et y2 deux points tels que :

GS(y1) = GS(y2) = γ

Montrons qu’alors :

8θ 2 [0;1] GS((1�θ)y1+θy2)� γ
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Soitθ 2 [0;1] etyθ = (1�θ)y1+θy2. SoitS1, Sθ etS2 les translatés deSeny1, yθ et
y2 (C.f Figure B.1.a). Soit finalementT la translation de vecteury2�y1 (Nous avons
doncS2 = T(S1)).

-2

-1

0

1

2

x

-2 -1 0 1 2
y

y

z

S

y
ϕ

1

2y

θ
h (z(ϕϕ

0

))

ϕ0 π

j( )ϕ

(a) (b)

FIG. B.1:Notations pour le théorème d’unimodalité

– Supposons, par l’absurde, que :
GS(yθ)< γ

Nous allons alors construire une suite de convexes compacts emboîtés
�

S(n)
1

�
IN

, de

mesure non nulle, telle que :

G
S
(n)
1
(y1) = G

T(S
(n)
1 )

(y2) =
1
2n

G
S(n)1

(yθ) < G
S(n)1

(y1)

)
(B.2)

– Le choixS(0)
1 = S1 convient.

– Supposons construitS(n)
1 vérifiant (B.2).

– Soitϕ 2 [0;π] et z2 IR. SoitEϕ;z le demi-plan défini par :

Eϕ;z =
�
(x1;x2) 2 IR2jx1cosϕ+x2sinϕ < z

	
Pourϕ fixé, la fonctionhϕ définie par :

hϕ(z) = GEϕ;z\S(y1)

est continue, strictement croissante sur un convexe borné. Son minimum
vaut 0, son maximumGS(y1). Il existe doncz2 IR tel que :

hϕ(z) =
1
2

GS(y1)

notons lez(ϕ).
– Soit j la fonction définie sur[0;π] par (C.f Figure B.1.b) :

8ϕ 2 [0;π] j(ϕ) = GS\Eϕ;z(ϕ)(y2)

Cette fonction est continue et vérifie par hypothèse :

j(0)+ j(π) = G
S
(n)
1
(y1)

Par continuité, il existe d’autre partϕ0 2 [0;π] tel que :

j(ϕ0) =
1
2
( j(0)+ j(π))

= GS\Eϕ;z(ϕ)(y1)
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– Nous avons donc :

G
S(n)1 \Eϕ0;z(ϕ0)

(y1) = G
S(n)1 \Eϕ0;z(ϕ0)

(y2)

Or, par hypothèse,G
S
(n)
1
(yθ)< G

S
(n)
1
(y1). Donc, ou bien :

G
S
(n)
1 \Eϕ0;z(ϕ0)

(yθ)< G
S
(n)
1 \Eϕ0;z(ϕ0)

(y1)

ou bien :
G

S
(n)
1 \

�
IR2nEϕ0;z(ϕ0)

�(yθ)< G
S
(n)
1 \Eϕ0;z(ϕ0)

(y1)

Dans le premier cas, nous posons :

S(n+1)
1 = S(n)

1 \Eϕ0;z(ϕ0)
(y2)

dans le second, nous choisissons :

S(n+1)
1 = S(n)

1 \
�
IR2nEϕ0;z(ϕ0)

�
– Vérifions que les hypothèses servant la récurrence sont vérifiées parS(n+1)

1 :

Cet ensemble est convexe, comme intersection de deux convexes. Nous
avons bien :

G
S
(n+1)
1

(y1) =
1

2n+1γ = G
S
(n+1)
1

(y2)> G
S
(n+1)
1

(yθ)

et :
S(n+1)

1 � S(n)
1

De plusS(n+1)
1 est de mesure non nulle car sinonG

S
(n+1)
1

(y1) = 0.

– PosonsR(n+1) = S(n)
1 nS(n+1)

1 . Alors :

lim
n�!∞

n

∑
k=1

GR(k)(y1) = GS(y1)
+∞

∑
k=1

1
2k

= GS(y1)
= GS(y1)� lim

n�!∞
G

S
(n)
1
(y1)

Nous en déduisons que :
lim

n�!∞
G

S
(n)
1
(y1) = 0

Commef est continue et strictement positive, et que lesS(n)
1 sont emboîtés nous

en déduisons que la limite de la mesure deS(n)
1 est 01.

Notons maintenantC l’intersection de tous lesS(n)
1 :

C = \∞
n=0S(n)

1

La mesure deC est inférieure à celle de tout ensembleS(n)
1 . Elle est donc nulle.

D’autre part, en tant qu’intersection de compacts,C est un compact du plan.
L’ensembleC est donc un point ou un segment.

1En effet,G
S
(n)
1

(y1) est toujours supérieur à la mesure deS(n)1 fois la valeur minimum def surS(0)1
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– Cas oùC est un pointc.

NotonsAn l’aire deS(n)
1 . Par continuité def enc1;cθ et c2, nous avons :

f (c1) = lim
n!∞

1
An

G
S
(n)
1
(y1)

f (c2) = lim
n!∞

1
An

G
S
(n)
1
(y2)

f (cθ) = lim
n!∞

1
An

G
S
(n)
1
(yθ)

Nous avons donc par passage à la limite :

f (c1) = f (c2)� f (cθ)

C’est absurde carθ2]0;1[ et les lignes de niveau def sont strictement convexes.

– Cas oùC est un segmentcd.
Par continuité def , nous avons :

Z d1

c1

f (t)dt =
Z d2

c2

f (t)dt >
Z dθ

cθ
f (t)dt (B.3)
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FIG. B.2:Notations

Nous allons construire trois suites d’intervalles emboités([an;bn])IN , ([a00n;b
00
n])IN

et ([a0n;b
0
n])IN sur chacun des trois segments, telles que (C.f Figure B.2)

Z bn

an

f =
Z b0

n

a0

n

f >
Z b00

n

a00

n

f (B.4)

Nous choisissons tout d’abord :

a0 = c1 b0 = d1 a00 = c2 b00 = d2 a000 = cθ b000 = dθ

D’aprés (B.3), ces valeurs vérifient (B.4).
Supposons avoiran;bn;a0n;b

0
n;a

00
n;b

00
n vérifiant (B.4).

Soit :

h1(z) =
Z an+z�(bn�an)

an

f (t)dt et h2(z) =
Z a0

n+z�(b0

n�a0

n)

a0

n

f (t)dt

et :

hθ(z) =
Z a00

n+z�(b00

n�a00

n)

a00

n

f (t)dt
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Les fonctionsh1 et h2 sont strictement croissantes sur[0;1] et valent 0 en 0 etR bn
an

en 1.
Il existe doncz1 et z2 tels que :

h1(z1) = h2(z2) =
1
2

Z bn

an

f (t)dt

Soit :

z12 =
d2z1+d1z2

d1+d2

NotonsZ1;Z2;Z12 les points correspondants sur les segments (C.f Figure B.2)
D’aprés les hypothèses de récurrence (B.4), nous nous trouvons dans l’un des
états suivants :

– Si hθ(z12)< h1(z1), alors nous choisissons :

an+1 = an et bn+1 = an+z1(bn�an)

– Si hθ(1)�hθ(z12)< h1(1)�h1(z1), alors nous choisissons :

an+1 = an+z1(bn�an) et bn+1 = bn

Dans les deux cas les valeurs choisies vérifient (B.4). Par récurrence, nous
avons également :

8n� 0
Z bn

an

f =
Z b0

n

a0

n

f =
1
2n

Z b0

a0

f

En utilisant le même argument que précédemment, les segments[an;bn] et
[a0n;b

0
n] convergent vers un segment de longueur nulle. Nous notonsc1 et c2

les points qui sont leurs limites respectives. En ces points, nous avons

f (c1) = f (c2)

D’autre part, la longueur de[a00n;b
00
n] est toujours bornée, par construction, par

celle de[a0n;b
0
n] ou [an;bn]. Ce segment converge donc vers un pointcθ. Par

passage à la limite, nous avons :

f (c1) = f (c2)� f (cθ)

C’est absurde car les equipotentielles def sont strictement convexes.

B.2 Expression de l’irradiance

Nous avons vu en 7.3.6, que l’irradiance due à une source plane définie par son émit-
tance uniformeE et la fonction caractéristiquegS de son support, vaut, dans un plan paral-
lèle à celui de la source, et situé à une distanced de celui-ci :

I(y) =
E

πd2 (gS�Kd)(y) avec Kd(x) =
1�

1+ kxk2

d2

�2

Nous observons que le noyauKd de cette convolution vérifie la propriété (B.1). Cela
nous permet d’appliquer le théorème 4. La fonctiony 7�! I(y) vérifie donc à son tour la
propriété (B.1). Elle est donc unimodale, car si nous supposons en connaître deux maxima
locaux, sa valeur en tout point du segment qui les joint est nécessairement supérieure au
minimum de ces deux valeurs, qui n’est alors plus un maximum local.
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