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3.5 Incidence du transfert sur la variance du temps de r�eponse . . . . . . . . . . . . . 29

3.5.1 Calculs formels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.5.2 R�esultats num�eriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32



ii TABLE DES MATI�ERES

4 Le transfert de charge entre n sites, graphe complet 35

4.1 Description du mod�ele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.2 R�esultats exacts sans transfert et avec cette politique de transfert . . . . . . . . . 37

4.2.1 R�esultats valables dans les deux situations . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.2.2 R�esultats sans transfert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.2.3 R�esultats avec transfert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.3 Comparaison pour n �x�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.3.1 Comparaison des probabilit�es stationnaires . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.3.2 Comparaison des probabilit�es de saturation m�emoire . . . . . . . . . . . . 46

4.3.3 Comparaison des temps de r�eponse moyens . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.4 Comportement asymptotique des syst�emes massivement parall�eles . . . . . . . . 53

4.4.1 Th�eor�eme de convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.4.2 Comparaison entre les r�esultats num�eriques et les r�esultats asymptotiques 58

4.5 Calculs d'optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.5.1 Bornes sup�erieures sur le b�en�e�ce obtenu avec le transfert . . . . . . . . . 62

4.5.2 Optimisation du taux d'arriv�ee . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.5.3 Dimensionnement de la capacit�e m�emoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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Chapitre 1

Introduction

Le d�eveloppement r�ecent des architectures multi-processeurs parall�eles ou distribu�ees per-

met de traiter des probl�emes complexes issus de domaines divers n�ecessitant de tr�es grosses

puissances de calcul. Ces processeurs sont reli�es entre eux par des r�eseaux d'inter-connexions

grâce auxquels ils peuvent communiquer, acheminer des messages, des donn�ees, des applications.

Une zone m�emoire est attach�ee �a un processeur et l'ensemble constitu�e du processeur, de cette

zone m�emoire, et des possibilit�es de communication/synchronisation inter-processeurs forme un

r�eseau de sites informatiques sur lequel vont s'ex�ecuter des applications dites de grande taille.

Du point de vue de ces applications, le probl�eme crucial �a r�esoudre est la gestion et le partage

de ces ressources multiples. Cette gestion suppose la mise en �uvre d'un syst�eme d'exploitation

\parall�ele" permettant de contrôler l'ex�ecution d'applications parall�eles/distribu�ees en r�epartis-

sant la charge de travail sur les di��erents sites. Ces r�epartitions impliquent des transferts de

tâches d'un site �a un autre, de sites dits \surcharg�es " �a des sites dits \sous-charg�es", et ces

transferts soul�event de nombreux probl�emes li�es aux contraintes technologiques et informatiques

et relatifs aux objectifs que souhaitent atteindre les programmeurs ou les utilisateurs des logi-

ciels. Ces objectifs sont quanti��es par des indices de performance, et selon le choix des indices de

performance que l'on souhaite ou non optimiser, di��erentes politiques de partage de charge peu-

vent être test�ees et compar�ees. Nous proposons ici la mod�elisation et l'�evaluation d'algorithmes

de partage de charge bas�ees sur une �evolution markovienne de la con�guration des charges de

l'ensemble des processeurs.

Le but principal de cette �etude est de quanti�er num�eriquement l'incidence de la mise en �uvre

d'une politique de transfert sur la valeur de certains indices de performance, et d'en d�eduire

la pertinence ou non de la d�ecision d'un transfert en fonction des valeurs des param�etres du

mod�ele.

Dans le premier chapitre nous analysons les di��erentes situations de transfert ainsi que les dif-

f�erentes strat�egies et modalit�es de ces transferts. La mise en place d'un syst�eme d'exploitation

\parall�ele" pose des probl�emes inh�erents �a la technologie et �a l'informatique, que nous d�etaillons.
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Les di��erents indices de performance rencontr�es dans la litt�erature (voir [12]) sont expos�es. De

nombreuses �etudes ont �et�e faites dans cette direction de recherche, et nous nous sommes appuy�es

sur les �etudes de classi�cations (voir [21, 11]) ou des recherches plus r�ecentes (voir [34, 46, 85])

pour analyser les r�esultats ant�erieurs. Nous d�etaillons et justi�ons le choix de notre mod�elisation

stochastique du transfert de charge, et nous donnons une notation particuli�ere aux indices de

performance que nous retenons comme pertinents pour notre �etude.

Dans le chapitre deux, nous d�eveloppons l'�etude obtenue lorsque nous restreignons notre mod�ele

�a un r�eseau compos�e de deux sites. Le r�esultat principal est l'obtention de valeurs critiques per-

mettant de d�ecider des plages de valeurs des param�etres pour lesquelles la politique de transfert

apparâ�t pertinente, et d'autres ou elle s'av�ere non utile. Ces valeurs d�ependent de l'indice de

performance consid�er�e. En particulier, l'incidence de certains algorithmes de transfert sur le

temps de r�eponse (moyenne et variance) est d�etaill�ee et analys�ee.

Au chapitre trois, l'�etude d'un cas particulier o�u le temps des communications et du trans-

fert sont n�eglig�es devant les temps de calcul, est g�en�eralis�e pour un nombre quelconque de

sites homog�enes de capacit�e m�emoire �nie, tous inter-connect�es. Il s'agit donc d'un algorithme

d'�equilibrage de charge pour un r�eseau totalement connect�e. Les r�esultats principaux sont de

deux sortes :

Le r�esultat principal est le th�eor�eme de convergence qui permet de pr�evoir le comporte-

ment asymptotique des syst�emes massivement parall�eles. La comparaison des r�esultats

th�eoriques obtenus avec les r�esultats obtenus pour des valeurs plausibles du nombre de

sites (32,64,128) montre la pertinence et l'int�erêt de ces valeurs asymptotiques.

D'autre part, cette �etude permet de calculer des bornes sup�erieures sur les b�en�e�ces �eventuels

que l'on peut attendre d'un r�eel transfert. Elle permet aussi d'envisager d'autres calculs

d'optimisation comme ceux du taux d'arriv�ee quand l'objectif est de garantir un d�ebit

global constant, ou un dimensionnement optimal de la capacit�e m�emoire selon un crit�ere

donn�e.

Les outils math�ematiques requis pour la compr�ehension de ces deux derniers chapitres sont is-

sus de la th�eorie des processus de Markov (voir [24]), et font essentiellement appel aux notions

de processus agr�eg�es (voir [78]), de processus de naissance et de mort (voir [5]), de processus

de Poisson en environnement Markovien (voir [42]), et de la th�eorie des �les d'attente (voir

[54, 25, 99]).

Dans le chapitre quatre, nous prenons en compte la notion de voisinage entre les sites, et nous

�etendons le principe de l'algorithme de transfert �etudi�e au chapitre 4 �a des r�eseaux dont la

topologie est r�eguli�ere. L'hypoth�ese essentielle de cet algorithme est celle d'un transfert imm�e-

diat et instantan�e d�es que la di��erence de charge entre deux sites voisins d�epasse strictement la

valeur 1. Le mod�ele obtenu est r�esum�e sous l'appellation LTM.
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L'explosion combinatoire de l'espace d'�etats pour des r�eseaux de grande taille conduit �a

l'utilisation d'outils math�ematiques di��erents de ceux utilis�es dans les chapitres pr�ec�edents.

Ceux-l�a d�erivent de la th�eorie des syst�emes de particules (voir [58, 31]) et utilisent, entre autres,

les outils de comparaisons stochastiques (voir [58, 41, 40]). Notre r�esultat principal est le

th�eor�eme d'ergodicit�e : le mod�ele LTM sur Zd est ergodique et converge �a vitesse exponen-

tielle vers son r�egime stationnaire. Ce r�esultat justi�e le recours aux techniques de simulation

que nous utilisons (voir [102]) pour l'estimation de valeurs obtenues en r�egime stationnaire.

Compte tenu de l'heuristique dite \du champ moyen" utilis�ee avec succ�es dans des domaines

di��erents et voisins du nôtre (voir [2, 15, 91, 98, 33, 49]), nous avons �egalement calcul�e ces

valeurs par cette m�ethode. Pour certaines valeurs des param�etres de notre mod�elisation, les

valeurs des probabilit�es stationnaires pour un site d'avoir une charge �egale �a i obtenues par ces

deux m�ethodes sont extrêmement proches. Une comparaison et une analyse de ces r�esultats

sont propos�ees. En�n, l'incidence de cette politique de transfert sur la valeur des indices de

performance est �etudi�ee.

La conclusion r�ecapitule les r�esultats essentiels d'ordre pratique qui d�ecoulent de notre �etude et

quelques perspectives possibles sont �evoqu�ees.





Chapitre 2

Transfert de charge dans les r�eseaux

informatiques

2.1 Analyse

2.1.1 Situations de transfert

Le probl�eme d'un transfert de charge en informatique se pose d�es que plusieurs processeurs,

reli�es entre eux par un r�eseau de communication, sont utilis�es par un ou plusieurs utilisa-

teurs. Un processeur peut être consid�er�e comme un site sur lequel s'ex�ecutent des applica-

tions. L'origine de ces applications peut être diverse : �edition, compilation, ex�ecution d'une

s�erie d'instructions . . .Chaque processeur est g�er�e par un syst�eme d'exploitation qui g�en�ere en

fonction de l'application un bloc d'instructions machines. Ce bloc sera appel�e selon la litt�era-

ture processus ou tâche informatique. La granularit�e de cette tâche peut certes être variable,

et va d�ependre de caract�eristiques li�ees entre autres �a la technologie. Dans la pr�esente �etude,

une unit�e de tâche est suppos�ee d�e�nie (nous y reviendrons au chapitre 2.5) et le probl�eme de

transfert peut alors sch�ematiquement être pr�esent�e de la fa�con suivante.

Des tâches sont g�en�er�ees par un processeur, et celles-ci attendent, comme dans une �le

d'attente, que le processeur soit libre pour pouvoir être trait�ees.

Une di�cult�e importante consiste alors �a �evaluer la mesure de la charge d'un processeur. Cette

mesure doit rendre compte de la quantit�e de travail que va devoir e�ectuer un processeur.

Or cette quantit�e est di�cile �a anticiper, et nous verrons en section 2.2 les di�cult�es li�ees �a

l'�evaluation de cet indice.

N�eanmoins, et intuitivement, plus cet indice est grand et plus le processeur sera dit charg�e.

Il semble alors naturel d'imaginer les situations o�u certains processeurs sont surcharg�es tan-

dis que d'autres sont sous-charg�es. Grâce au r�eseau de communication, on peut envisager de

pallier de telles situations en transf�erant une partie de la charge d'un processeur surcharg�e �a
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un processeur sous-charg�e. Cette politique de transfert suppose la mise en oeuvre, au-dessus

du syst�eme d'exploitation g�erant chaque processeur (en temps partag�e ou non), d'un syst�eme

que l'on peut appeler \syst�eme d'ordonnancement", charg�e de la r�epartition des tâches sur les

di��erents processeurs.

Nous retiendrons l'appellation \syst�eme" pour d�esigner l'ensemble des processeurs reli�es entre

eux par un r�eseau de communication. Le syst�eme d'ordonnancement vise �a am�eliorer les per-

formances du syst�eme, ces performances pouvant être �evalu�ees par di��erents indices que nous

examinerons en section2.5.5 (cf. [11, 55]).

Pour e�ectuer les transferts, le syst�eme d'ordonnancement utilise des m�ecanismes de transfert

de charge dont les protocoles sont fortement li�es au contexte informatique. On peut distinguer

principalement deux cas de �gure.

La premi�ere situation possible est celle d'une machine parall�ele o�u les di��erents

processeurs sont homog�enes, g�er�es par un même syst�eme d'exploitation. Les proto-

coles de transfert peuvent être assez simples et les temps de communication entre

les di��erents processeurs sont faibles en regard des temps de calcul. Choisir le lieu

d'ex�ecution d'une tâche consiste �a choisir un processeur parmi les processeurs sous-

charg�es. Certaines �etudes ont �et�e faites dans ce domaine, par exemple celle de Nicol

et Saltz (cf. [73]), mais la fa�con dont sont utilis�es les processeurs et les tâches in-

duit des �etudes tr�es di��erentes. Par exemple, lorsque la topologie du syst�eme et

le nombre de processeurs sont connus, un algorithme d'�equilibrage de charge dans

une situation particuli�ere est �etudi�e dans [13]. Pour des machines parall�eles, les dif-

f�erents processeurs sont consid�er�es comme une ressource globale et une application

va g�en�erer des tâches qui vont utiliser tout ou partie de l'ensemble des processeurs

du r�eseau pour ex�ecuter des calculs en parall�ele. A�n d'am�eliorer le speed-up de

l'application, le syst�eme d'ordonnancement peut d�ecider de transferts et cette d�e-

cision doit être prise en cours d'ex�ecution de l'application. Quand la topologie, le

nombre de processeurs ou les syst�emes d'exploitation de la machine parall�ele peu-

vent changer avec le temps, l'ex�ecution d'une même application change d'une fois

sur l'autre, et la di�cult�e est de trouver une fonction de r�egulation de la charge qui

soit n�eanmoins stable d'une ex�ecution �a une autre et portable d'une machine �a une

autre. Les d�ecisions de transfert sont prises dynamiquement au cours de l'ex�ecution

de l'application.

La deuxi�eme situation est celle des r�eseaux h�et�erog�enes ou non. Dans le cas

des r�eseaux non h�et�erog�enes (syst�emes faiblement coupl�es), les di��erents processeurs

sont �a des distances plus ou moins proches, ils n'ont pas forc�ement les mêmes carac-
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t�eristiques mat�erielles, mais ils sont tous g�er�es par un même syst�eme d'exploitation.

Les protocoles de transfert restent relativement simples �a mettre en place, mais les

temps de communication peuvent être plus ou moins longs selon la topologie du

r�eseau et les protocoles utilis�es. Cette situation est celle qui a �et�e la plus �etudi�ee

dans la litt�erature (cf. [11]). La situation di��ere par rapport �a la machine parall�ele

car �a chaque instant, une tâche utilise un processeur, et du point de vue du program-

meur, les processeurs sont consid�er�es comme di��erentes ressources grâce auxquelles

s'ex�ecutent di��erentes applications.

Dans le cas des syst�emes h�et�erog�enes, les caract�eristiques des processeurs peuvent

être di��erentes ainsi que les syst�emes d'exploitation qui les g�erent. Pour de tels sys-

t�emes, les protocoles de transfert peuvent devenir compliqu�es et les communications

sont globalement plus longues. Du fait de ces di�cult�es, ces syst�emes ont �et�e rela-

tivement peu �etudi�es dans la litt�erature. Citons n�eanmoins les �etudes [101] et celles

plus r�ecentes [106, 66].

2.1.2 Partage, �equilibrage de charge, placement et migration

La mise en place d'une politique de transfert entre processeurs n�ecessite le choix des instants

o�u un tel transfert peut être envisag�e. En e�et, celui-ci peut être envisag�e chaque fois qu'un

�ev�enement se produit dans le syst�eme, c'est-�a-dire �a chaque fois qu'une tâche est g�en�er�ee et �a

chaque fois qu'une tâche est compl�etement trait�ee, ou bien selon une p�eriodicit�e donn�ee.

Les instants possibles du transfert �etant choisis, la d�ecision du transfert suppose elle aussi le

choix d'une politique de transfert. Deux politiques de transfert se retrouvent dans la litt�erature

sous les termes de \partage de charge" et \d'�equilibrage de charge". Les d�e�nitions exactes de

ces politiques peuvent varier selon les auteurs, et nous retiendrons celles donn�ees dans [11].

Selon la politique de \partage de charge", un tranfert est d�ecid�e si la charge d'un processeur

d�epasse un certain seuil. Il n'y a donc pas de transfert syst�ematique aux instants possibles

puisqu'il faut que l'un des sites ait une charge sup�erieure �a un seuil donn�e. Di��erents seuils

peuvent d'ailleurs être utilis�es pour classer les sites soit parmi les site sous-charg�es, soit parmi

les sites en charge normale, soit parmi les sites surcharg�es. Ainsi, cette politique tient compte

des di�cult�es de transfert, mais permet d'�eviter les phases de congestion o�u certains processeurs

sont clairement surcharg�es tandis que d'autres sont sous-charg�es. Des �etudes sur cette politique

de partage de charge dans certaines situations ont par exemple �et�e faites par Wang et Morris

dans [100], Zhou et Ferrari dans [104] ou Zhou dans [105].

Selon la politique \d'�equilibrage de charge", la charge globale du syst�eme est r�epartie le plus

�equitablement possible entre tous les sites. Cette politique de transfert permet de niveler la
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charge globale sur l'ensemble des processeurs et vise naturellement �a am�eliorer les performances

globales du syst�eme. Cette politique a par exemple �et�e �etudi�ee pour les syst�emes distribu�es sous

certaines conditions par Chou et Abraham dans [22].

Une fois le transfert d�ecid�e, sa mise en place n�ecessite le d�eplacement de blocs d'instructions

d'un processeur �a un autre. On peut l�a encore souligner deux distinctions possibles, selon que

l'on e�ectue une migration de tâche, ou un placement de tâche.

La migration de tâche s'e�ectue sur une tâche en cours d'ex�ecution et consiste �a interrompre

cette ex�ecution pour aller �nir le traitement de la tâche sur un autre site (imm�ediatement

ou ult�erieurement). C'est une op�eration di�cile �a mettre en oeuvre du point de vue du ou

des syst�emes d'exploitation, mais la politique autorisant les migrations a �et�e �etudi�ee dans la

litt�erature (cf. [1]).

Le placement de tâche s'e�ectue lorsqu'une tâche vient d'être g�en�er�ee par un processeur, et est

transf�er�ee sur un autre, ou lorsqu'une tâche attend pour être ex�ecut�ee dans la �le d'un processeur

et est aussi transf�er�ee sur un autre.

Dans les deux cas, la tâche transf�er�ee sur le processeur cible pourra être trait�ee imm�ediate-

ment ou ult�erieurement. Entre l'instant o�u elle est g�en�er�ee et l'instant o�u elle est compl�etement

trait�ee, une tâche peut donc être migr�ee ou plac�ee sur plusieurs sites di��erents.

2.2 Probl�emes

N�eanmoins, l'analyse pr�ec�edente ne permet pas de mesurer l'ampleur des probl�emes

rencontr�es dans la pratique informatique lorsque l'on souhaite mettre en place une politique

d'ordonnancement des tâches.

Quelle que soit la politique de transfert choisie, celle-ci suppose connues certaines informations

dont le nombre et la pr�ecision quantitative sont tr�es variables.

Les deux di�cult�es essentielles sont l'�evaluation de la charge d'un processeur (cf. [37]) et la

prise en compte des d�elais de communication entre les processeurs (cf. [22]).

2.2.1 Charge d'un processeur

L'�evaluation correcte de la charge d'un processeur est plus complexe qu'il n'y parâ�t, et dans

la litt�erature, les auteurs utilisent di��erents indicateurs.

La plupart des auteurs utilisent comme mesure de la charge d'un processeur la longueur de la

�le d'attente de l'unit�e cpu (cf. [34]). Mais cet indicateur ne prend pas en compte la dur�ee

variable du temps d'ex�ecution des tâches, et pour cette raison, certains auteurs se r�ef�erent �a la

longueur moyenne de la �le de l'unit�e cpu (cf. [4]). Ces indicateurs ne tiennent pas compte des
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imperatifs associ�es aux instructions dites d'entr�ees/sorties sur les processeurs. Ces instructions

ajoutent des contraintes et ralentissent le plus souvent la dur�ee de traitement d'une tâche. Pour

en tenir compte, certains auteurs pr�econisent comme indicateur de charge la longueur de la �le

cpu plus celle des entr�ees/sorties (cf. [37]).

Dans la situation d'un syst�eme h�et�erog�ene, les indicateurs de la charge de chaque processeur

doivent aussi tenir compte des di��erences de vitesse des unit�es cpu des di��erents processeurs.

Dans la situation exceptionnelle o�u le temps d'ex�ecution des tâches est connu �a l'avance, le

meilleur indicateur de charge est le temps d'ex�ecution cumul�e. Cette situation a �et�e �etudi�ee par

exemple par Shin et Hou dans [81].

La politique de partage de charge suppose l'existence de seuils �a partir desquels un processeur

est consid�er�e comme sous-charg�e, en charge normale ou surcharg�e. Certains algorithmes utilisent

même des politiques dites de doubles seuils et on peut imaginer plusieurs seuils de charge. Le

choix de ces seuils reste d�eterminant et plusieurs politiques ont d�ej�a pu être test�ees. En outre,

ces seuils peuvent être statiques au cours du temps (cf. [34, 38]), ou dynamiques c'est-�a-dire

�evoluant au cours du temps (cf. [75]).

2.2.2 Contention r�eseau

La prise en compte des d�elais de communication n'est pas toujours ais�ee non plus. En e�et,

les tractations entre processeurs pour �echanger des informations via le r�eseau de communication

et d�ecider d'un transfert, sont plus ou moins longues selon des caract�eristiques li�ees �a la topologie

du syst�eme et aux protocoles de communication utilis�es. Ces caract�eristiques sont fortement li�ees

�a la technologie, et �evoluent avec elle. Elles sont donc plus ou moins bien mâ�tris�ees sauf sur des

machines multi-processeurs dont on connâ�t la topologie quand celle-ci reste statique (cf. [13]).

Dans le cas de machines parall�eles, la charge globale du syst�eme est seulement estim�ee car la

connaissance exacte de la charge de chaque processeur n�ecessiterait une synchronisation globale

qui ralentirait consid�erablement le temps d'ex�ecution de l'application (cf. [74]). En outre,

ces communications repr�esentent un coût �nancier qui n'est pas �a n�egliger dans l'�evaluation

des performances. Ces coûts d�ependent du mat�eriel utilis�e et des types de r�eseaux concern�es

(cf. [22]).

2.2.3 Filtres, transparence vis �a vis de l'utilisateur, comportements pr�ec�e-

dents, e�et domino

Compte tenu des temps de communication entre les processeurs un probl�eme essentiel pour

d�ecider de l'opportunit�e d'un transfert, est li�e �a la dur�ee variable du temps d'ex�ecution des

tâches. En e�et, pour qu'un transfert soit justi��e pour une tâche donn�ee, il faut que la dur�ee

de vie de celle-ci soit su�samment longue et au moins sup�erieure au temps de communication.
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Or des �etudes montrent que ce n'est g�en�eralement pas le cas pour au moins 66% des tâches

(cf. [90, 20]). Il semble donc souhaitable d'installer des �ltres visant �a �eliminer, parmi les tâches

candidates au transfert, celles ayant une dur�ee de vie trop courte. Plusieurs �ltres ont ainsi �et�e

propos�es dans la litt�erature (cf. [20, 105, 90]).

L'utilisation de tels �ltres pose le probl�eme de la transparence ou non du transfert vis-�a-

vis de l'utilisateur. La non transparence permet une participation de l'utilisateur qui pourra,

le cas �ech�eant, donner des informations sur les tâches qui vont être g�en�er�ees par le syst�eme

d'exploitation et indiquer si celles-ci sont candidates ou non au transfert. Cette m�ethode est

tr�es int�eressante, mais elle n'est performante que si l'utilisateur est conscient des probl�emes de

coût li�es au transfert. Elle permet, par contre, d'�eliminer des candidates au transfert comme les

tâches interactives pour lesquelles le transfert s'av�ere d�elicat, et le plus souvent non souhaitable

(cf. [64, 79]).

La prise en consid�eration d'un utilisateur donn�e par le syst�eme d'ordonnancement pose le

probl�eme du respect du caract�ere personnel d'un ordinateur mis sur un r�eseau. Un utilisateur

peut en e�et laisser des tâches provenant de sites distants s'ex�ecuter sur l'unit�e cpu de son ou

ses processeurs, et vouloir �a un instant donn�e retrouver la priorit�e sur son ordinateur (cf. [71]).

La prise en compte de cette priorit�e est une di�cult�e suppl�ementaire dans la mise en �uvre du

syst�eme d'ordonnancement.

Le syst�eme d'ordonnancement peut aussi tenir compte des comportements pr�ec�edents du

syst�eme et obtenir ainsi des politiques de transfert de plus en plus performantes. N�eanmoins, cet

ajustement en fonction des comportements pr�ec�edents n�ecessite de grosses capacit�es m�emoires

pour conserver l'historique de ces comportements (cf. [86]), et un tel investissement n'est utile

que si le syst�eme traite fr�equemment les mêmes tâches.

En�n, la politique de transfert doit minimiser les situations d'inversion des rôles. Cette

inversion a lieu lorsqu'un processeur A transf�ere vers un processeur B moins charg�e qui �a son

tour, et avant la mise en place e�ective du transfert, peut devenir �a son tour surcharg�e. Ainsi,

il se peut que la tâche qui lui a �et�e transf�er�ee le soit �a nouveau. Pour �eviter cet e�et dit \e�et

domino", il faudrait tenir compte de ce que sera la charge d'un processeur, car le temps de

r�eponse du processeur, c'est-�a-dire sa capacit�e �a traiter rapidement une tâche, d�epend de sa

charge future et non de sa charge actuelle (cf. [11]).

2.3 Indices de performance

L'objectif d'une politique de r�epartition des tâches est d'obtenir une am�elioration des perfor-

mances du syst�eme, mais les mesures de ces performances peuvent être multiples. En e�et, un

utilisateur donn�e peut souhaiter une r�eponse rapide aux tâches qu'il soumet ind�ependamment
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des autres utilisateurs voire au d�etriment de ceux-ci, tandis qu'un administrateur du syst�eme

souhaite la meilleure utilisation possible de l'ensemble des ressources, au d�etriment parfois de

quelques utilisateurs. La politique de transfert induit des communications qui peuvent de-

venir on�ereuses, et dans certaines situations, le g�erant par exemple peut s'int�eresser aux coûts

�nanciers des di��erentes tractations dues �a cette politique. En�n, d'autres aspects tr�es impor-

tants comme la �abilit�e du syst�eme peuvent aussi rentrer en ligne de compte . . .

Ces di��erentes approches ne sont donc pas toutes conciliables et n�ecessitent des indices

pr�ecis pour �evaluer et comparer les performances de di��erents syst�emes. Parmi tous les indices

propos�es dans la litt�erature, on peut retenir les suivants.

Du point de vue de l'utilisateur, l'indice le plus important est le temps de r�eponse, c'est-�a-dire

le temps qui s'�ecoule entre l'instant o�u une tâche est g�en�er�ee par un processeur et l'instant

o�u celle-ci est compl�etement ex�ecut�ee. Ce temps de r�eponse est une variable al�eatoire dont

les valeurs doivent être les plus faibles possibles. La loi de probabilit�e de cette variable est

souvent r�esum�ee et jug�ee d'apr�es son esp�erance et sa variance (cf. [22, 14]).

Du point de vue des ressources i.e. de l'ensemble des processeurs disponibles, l'indice mesur�e

est le nombre de tâches trait�ees par unit�e de temps par l'ensemble du syst�eme. Ce nombre

est aussi une variable al�eatoire dont l'esp�erance caract�erise le d�ebit moyen du syst�eme.

Cet indice est par exemple utilis�e dans [12] et dans Zahorjan et al. [103].

Le nombre de tâches pr�esentes �a un instant t dans le syst�eme repr�esente la charge de travail

instantan�ee de ce syst�eme. C'est une variable al�eatoire dont l'esp�erance est la charge

moyenne du syst�eme, et cet indice caract�erise aussi les performances d'un syst�eme (voir

[12]).

A�n de minimiser le coût �nancier dû aux transferts, on peut mesurer le taux des communi-

cations sur le r�eseau i.e. le nombre de communications e�ectu�ees dans le syst�eme pendant

une unit�e de temps. Cet indice a par exemple �et�e �etudi�e dans [50].

En terme de �abilit�e du ou des syst�emes, on peut par exemple mesurer le taux de perte

des tâches du syst�eme. Mais, cette \perte" peut survenir pour plusieurs raisons qu'il

convient de distinguer. Il peut en e�et survenir des pertes de tâches �a la suite de pannes

de certains processeurs, et la tol�erance �a la panne est bien sûr, en terme de �abilit�e, un

indice d�eterminant (cf. [1]). Une autre perte peut survenir �a la suite d'une surcharge de la

capacit�e m�emoire associ�ee �a un processeur. Une politique de transfert pertinente consiste

�a minimiser la proportion de tâches perdues par le syst�eme pour cette raison. D'autres

pertes de tâches peuvent d�eclencher des pertes en cascade ou avoir des r�epercussions graves.

En e�et, beaucoup d'applications informatiques g�en�erent des tâches qui doivent parfois

au cours de leur ex�ecution être synchronis�ees. Lors de la synchronisation des tâches, la
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perte d'une tâche est alors dommageable pour l'ensemble du syst�eme (cf. [73]). En�n,

pour assurer le fonctionnement correct de certains appareils g�er�es en temps r�eel, certaines

tâches doivent imp�erativement avoir �ni leur ex�ecution avant une date limite, et on parle

d'�echec dynamique lorsque ces �ech�eances ne sont pas respect�ees. Pour ces syst�emes, il

devient vital de minimiser la probabilit�e d'�echec dynamique.

2.4 R�esultats ant�erieurs

Les travaux de recherche dans le domaine du transfert de charge ont commenc�e il y a une

vingtaine d'ann�ees et se sont amplement poursuivis depuis (cf. [72, 100, 89]). Mais il r�esulte

de l'�etude qui pr�ec�ede que le transfert de charge est un probl�eme extrêment complexe donnant

lieu �a des approches et �a des solutions tr�es diverses selon les contextes et selon les priorit�es

�a respecter (cf. [55]). On peut toutefois sch�ematiser l'�etude d'une politique de transfert selon

l'indice de performance �a optimiser et selon la gestion du syst�eme d'ordonnancement des tâches.

Cette gestion repose sur une politique d'information qui pr�ecise les informations dont on dispose

et le lieu o�u elles sont stock�ees, une politique de transfert qui pr�ecise quel processeur prend la

d�ecision du transfert, par quelles m�ethodes (migration ou placement) et avec quelle strat�egie

(partage ou �equilibrage de charge) et en�n une politique de localisation qui pr�ecise si la tâche

est transf�er�ee �a l'aveugle sur un autre processeur ou en tenant compte d'informations ad�equates

sur les autres processeurs (cf. [11]). Un certain nombre d'algorithmes et de mod�eles ont donc

�et�e propos�es et test�es a�n d'am�eliorer les performances du syst�eme (cf. [80, 94, 19, 92, 93]). Des

classi�cations de ces algorithmes ont �et�e faites, et un certain nombre d'impl�ementations e�ectives

d'algorithmes d'ordonnancement ont �et�e r�epertori�ees, et analys�es par Casavant et Kuhl [21] et

Bernard et al. [11]. Voici un r�esum�e de leurs conclusions.

La recherche d'une am�elioration des performances grâce �a une politique de transfert semble

justi��ee puisque des �etudes ont montr�e que la probabilit�e qu'un processeur soit inactif alors que

des tâches sont en attente ailleurs dans le syst�eme, est en g�en�eral assez �elev�ee (cf. [105], [94]).

Autrement dit, la probabilit�e d'être en situation de transfert est assez �elev�ee, et justi�e donc les

travaux qui sont consacr�es au probl�eme du transfert de charge.

Une am�elioration substancielle des performances peut être obtenue par le placement de

tâches, sous r�eserve de �ltrer les tâches candidates au placement dans les environnements o�u

beaucoup de tâches ont des dur�ees de vie courtes, et les meilleurs r�esultats sont obtenus avec

les algorithmes exploitant une information globale (cf. [87]). Par exemple, le partage de charge

par placements seuls, am�eliore non seulement la moyenne, mais aussi la variance du temps de

r�eponse pour tous les algorithmes �etudi�es dans [105].
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La migration de tâches n'apporte pas d'am�eliorations d�ecisives, par rapport au placement,

sur la moyenne et la variance du temps de r�eponse. Elle est tr�es di�cile �a mettre en place

(cf. [1]), et elle ne s'av�ere justi��ee que dans les environnements o�u l'on souhaite priviligier le

caract�ere personnel des sites (cf. [35]).

Plusieurs �etudes (cf. [46, 56]) font des analyses comparatives des algorithmes de partage de

charge en fonction du choix d'un indice de performance.

D'autres �etudes analysent des mod�eles th�eoriques de partage de charge (cf. [81]), et lorsque

certaines caract�eristiques ou certaines informations concernant les tâches ou le syst�eme sont

connues, certaines �etudes montrent l'optimalit�e de certaines strat�egies. Par exemple, la th�eorie

des �les d'attente a �et�e utilis�ee par Chow et Kohler dans [23] avec des politiques de placement

d�eterministes ou non d�eterministes pour optimiser la valeur d'un indice de performance dans

le cas de syst�emes simples. Une autre approche est propos�ee par Bryant et Agre dans [18]

pour r�esoudre le probl�eme du placement d'un module particulier. Zahorjan et al. dans [103]

d�eveloppent une m�ethode permettant d'obtenir �a faible coût des bornes sur le d�ebit moyen

(throughput) et le temps de r�eponse moyen d'un syst�eme homog�ene s�eparable. De Souza E

Silva et Gerla dans [27] pr�esentent une m�ethode de placement optimal dans un environnement

statique. Dans [34] Eager et al. utilisent les processus de naissance et de mort pour comparer 2

politiques de transfert de charge selon que le transfert est e�ectu�e �a l'initiative des processeurs

sur-charg�es ou �a celle des processeurs sous-charg�es. Deux �etudes proches de celle que nous

pr�esenterons au chapitre 4 sont celles r�ealis�ees dans [46] et [83] et celle r�ealis�ee par Spies

dans [82], mais elles di��erent par le choix des indices de performance �a optimiser et les outils

math�ematiques utilis�es. En particulier le cas des syst�emes massivement parall�eles n'est pas

r�esolu.

Dans le cas des machines parall�eles, le choix d'une mod�elisation du transfert de charge est

crucial car l'on ne dispose d'aucune information a priori, ni sur les caract�eristiques des tâches,

ni sur ce que sera l'�etat global du syst�eme au moment de leur cr�eation. Or, la parall�elisation

d'une application de grande taille s'ex�ecute le plus souvent en environnement al�eatoire et devrait

n�ecessiter la mâ�trise de di��erentes sources d'irr�egularit�e. Parmi ces sources d'irr�egularit�e, nous

pouvons citer les deux principales :

La premi�ere est celle du temps de calcul car les applications de grande taille n�ecessitent

souvent la g�en�eration et la manipulation de donn�ees complexes (�les de priorit�e, matri-

ces creuses ou graphes par exemple), et la complexit�e des d�ependances de donn�ees rend

impr�evisible le sch�ema de calcul (graphe de pr�ec�edence des tâches et mouvements de don-

n�ees).

La deuxi�eme est celle de l'irr�egularit�e des supports d'ex�ecution et des temps de commu-
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nications entre les sites. En e�et, l'�emergence de supports h�et�erog�enes tr�es performants

(r�eseaux de stations de travail pour le calcul intensif) conduit �a une multiplicit�e des ma-

chines parall�eles disponibles.

Des indications et des informations explicites peuvent être sugg�er�ees par le programmateur dans

les applications a�n d'orienter le syst�eme d'exploitation dans la d�ecision, en environnement al�ea-

toire, du choix ou non d'un transfert de tâches, mais ces indications ne sont pas ais�ees �a cerner

(cf. [77]).

Typiquement, cette situation se retrouve, par exemple, dans les applications utilisant des

recherches arborescentes. La fonction de r�egulation de charge doit d�ecider de parall�eliser ou

de s�equentialiser une partie des calculs avec l'exigence que le choix de la parall�elisation assure

une plus grande e�cacit�e que celle de la s�equentialisation. Cette �etude suppose la mise en place

de plate-formes d'�evaluation de la fonction de r�egulation dynamique de la charge et de ses r�eper-

cussions (cf. [17, 39]). A�n d'aider �a cette �etude, nous proposons ici un mod�ele stochastique

de transfert de charge. Les probl�emes et les choix de cette mod�elisation seront abord�es dans

la section 2.5. Des �etudes r�ecentes pr�esentent d'autres mod�eles possibles de la gestion de la

r�epartition des tâches pour les machines parall�eles. Citons par exemple l'�etude de Nelson et

Squillante [68] pour laquelle la politique de transfert est bas�ee sur des politiques de seuils. Les

outils d'analyse qu'ils utilisent d�erivent de ceux pr�esent�es dans [69] et l'approche di��ere donc

radicalement de ce document.

2.5 Mod�elisation stochastique du transfert de charge

Pour analyser les syst�emes informatiques se partageant la charge de travail, la phase de

mod�elisation reste d�elicate. En e�et, le mod�ele doit prendre en compte d'une part l'architecture

du syst�eme et d'autre part les caract�eristiques de l'application. Le protocole de transfert de

charge se situe donc �a l'interface entre l'architecture et l'application.

2.5.1 Mod�elisation de l'architecture

Nous mod�elisons une architecture parall�ele ou distribu�ee par un ensemble de n sites (pro-

cesseurs) capables d'e�ectuer des tâches de calcul (voir �gure 2.1). Les processeurs sont carac-

t�eris�es d'une part par leur puissance de calcul (d�ebit maximal en nombre de tâches de calcul

e�ectu�ees par seconde) et d'autre part par leur capacit�e K en espace m�emoire (nombre de tâches

pouvant être stock�ees simultan�ement sur le site).

Les di��erents sites sont connect�es par l'interm�ediaire d'un r�eseau de communication par

messages. Des protocoles de communications sont charg�es de la collecte/di�usion d'information

�a l'int�erieur du r�eseau. On supposera, sans restriction de g�en�eralit�e que le r�eseau est connexe
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et �able (la gestion �eventuelle de pertes de messages se faisant au niveau des protocoles de

communication). Le r�eseau de communication et les algorithmes de routage associ�es conduisent

�a la notion de voisinage physique d'un site. Cette topologie de r�eseau peut être prise en compte

par le protocole de transfert de charge.

Zone d'attente

CPU

Contrôleur

R�eseau d'interconnexion

R�eseau

d'interconnexion

Site 1

Site n� 1

Site n

Figure 2.1 : Mod�ele d'un site et d'un r�eseau

2.5.2 Mod�elisation de la charge induite par des applications

De mani�ere g�en�erale, une application distribu�ee/parall�ele est constitu�ee par un ensemble de

processus ou tâches informatiques pouvant communiquer ensemble et implant�es sur une architec-

ture distribu�ee/parall�ele. Le grain de l'application sera d�e�ni comme �etant l'unit�e �el�ementaire de

quantit�e de calculs �a ex�ecuter sur un processeur. Dans cette �etude, nous retiendrons l'appellation

de tâche pour mod�eliser ce grain de calcul. Le choix de ce grain reste un probl�eme di�cile, sou-

vent r�esolu empiriquement. Nous supposerons dans ce document que le grain de l'application

est �x�e par l'utilisateur et ne varie pas au cours du temps (homog�en�eit�e temporelle). Dans la

plupart des mod�eles bas�es sur les �les d'attente le grain de calcul est mod�elis�e par le client,

les processeurs �etant mod�elis�es par des serveurs et l'espace m�emoire par la capacit�e des �les

d'attente. La di�cult�e de mod�elisation r�eside dans la prise en compte ou non des d�ependances

logiques entre les di��erentes tâches s'ex�ecutant sur le syst�eme.

Un premier point de vue, consid�er�e par exemple dans [12], consiste �a mod�eliser l'application

par un graphe de pr�ec�edence. Ce graphe, connu au pr�ealable ou construit dynamiquement, sera

ensuite ordonnanc�e sur une architecture multi-processeurs. Les mod�eles correspondants en �eval-

uation de performance sont construits �a partir de r�eseaux de �les d'attente avec synchronisations

(cf. [3, 96]). Il faut noter que la plupart de ces �etudes supposent que l'allocation d'une tâche �a

un site est d�eterministe, c'est-�a-dire ne prend pas en compte l'�etat du site sur lequel la tâche est

transf�er�ee, alors que cet �etat peut varier d'une ex�ecution �a une autre (cf. [76, 61]).

Un autre point de vue consiste �a supposer que l'application que l'on mod�elise admet un com-

portement \moyen", c'est-�a-dire que les contraintes de pr�ec�edence sont noy�ees dans l'ensemble
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des tâches qui sont ex�ecut�ees sur le syst�eme. Cela revient �a repr�esenter une application par un

ot de tâches g�en�er�ees sur les di��erents sites. Dans ce cas, le syst�eme apparâ�t comme un r�eseau

de �les d'attente et le transfert des tâches dans ce r�eseau d�epend alors de l'�etat de ces sites.

C'est l'approche retenue dans la suite de ce document o�u la charge d'un site est d�e�nie comme

�etant �egale au nombre de tâches stock�ees sur ce site.

2.5.3 Hypoth�eses de nature statistique

Le mod�ele de l'application est donc d�ecrit d'une part par le ot de tâches g�en�er�ees par chacun

des sites et d'autre part par les temps d'ex�ecution de ces tâches sur les sites o�u elles ont �et�e

plac�ees dynamiquement.

Des �etudes statistiques (cf. [57]) ont montr�e que la distribution du temps d'ex�ecution Texec

d'une tâche, apr�es avoir �elimin�e les tâches dont la dur�ee de vie est trop courte, pouvait

raisonnablement être approch�e par une distribution de probabilit�e exponentielle, c'est-�a-dire

P(Texec � t) = 1� e��t:

Avec cette mod�elisation, la moyenne et l'�ecart-type de ce temps d'ex�ecution d'une tâche sont tous

deux �egaux �a 1
�
. On peut �egalement remarquer que le choix d'une telle distribution minimise la

quantit�e d'information contenue dans le mod�ele sous la contrainte d'une valeur moyenne observ�ee

(pour ces techniques de mod�elisation voir par exemple [51]).

La mod�elisation des ots de tâches g�en�er�ees sur chaque site se fera de la même mani�ere : le temps

s�eparant deux g�en�erations de tâches est mod�elis�e par un temps al�eatoire de loi exponentielle de

param�etre �. Le processus al�eatoire qui compte le nombre de tâches g�en�er�ees au cours du temps

est alors un processus de Poisson (cf. [67]).

Lorsque cela sera n�ecessaire, au chapitre 3, on mod�elisera les temps de transfert de tâches

sur le r�eseau par d'autres variables al�eatoires de loi exponentielle.

2.5.4 Mod�elisation du protocole de transfert

Sans rentrer dans les d�etails d'une classi�cation d'algorithmes de partage de charge ou

d'�equilibrage de charge, il faut noter que la plupart des protocoles de tranfert utilisent des

informations sur l'�etat global du syst�eme pour r�epartir la charge de travail sur les sites de calcul.

Dans le cas du placement dynamique de tâches sans migration, des �evaluations de perfor-

mances et des preuves d'optimalit�e ont �et�e obtenues, voir par exemple [99] ou [70]. Lorsque

l'information de charge des sites n'est pas connue au moment de l'a�ectation de la tâche au site,

on montre l'optimalit�e de politiques de type \round-robin" (cf. [60]). Lorsque l'information de

charge des sites est connue, la politique d'allocation au site le moins charg�e, sans migration entre

les sites, est appel�ee \Join the Shortest Queue". Pour �evaluer les performances de telles poli-
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tiques on pourra consulter [99, 48]. Une application au partage de charge et �a l'impl�ementation

d'heuristiques bas�ees sur cette approche est d�evelopp�ee dans [36].

Les mod�elisations que nous allons �etudier utilisent la connaissance de l'�etat instantan�e de

chaque site. Connaissant la charge de chaque site, un transfert peut être envisag�e d�es que

la di��erence de charge entre deux sites voisins exc�ede un certain seuil. De telles hypoth�eses

conduisent �a des mod�eles markoviens (automates �a �etats probabilis�es), dont on trouvera des

exemples et des applications �a des syst�emes informatiques, dans [95] ou [67]. Le but de cette

�etude est d'obtenir des r�esultats quantitatifs permettant de comparer les valeurs moyennes des

indices de performance avec une telle politique de transfert et celles obtenues sans politique de

transfert. Cette �etude pourrait alors cibler les valeurs des param�etres du syst�eme pour lequel une

telle politique est souhaitable et celles pour lesquelles elle ne s'av�ere pas indispensable, compte

tenu des di�cult�es de son impl�ementation e�ective.

Les di�cult�es math�ematiques apparaissent d'une part lorsque l'on introduit les temps n�eces-

saires au transfert de tâches, d'autre part lorsque le syst�eme devient massivement parall�ele et

en�n lorsque l'on tient compte de la topologie du r�eseau d'interconnection.

La premiere partie sera trait�ee dans le chapitre 3 dans le cas particulier o�u le nombre de sites

est restreint �a 2 sites chacun de capacit�e 2.

La deuxi�eme partie est trait�ee dans le chapitre 4 dans le cas particulier d'un transfert instantan�e

et imm�ediat entre n sites tous inter-connect�es, de capacit�e m�emoire K �nie.

La derni�ere partie est trait�ee dans le chapitre 5 pour une gamme de r�eseaux de topologies

r�eguli�eres.

2.5.5 Indices de performance : choix et notations

Dans la majorit�e des mod�eles �etudi�es dans la litt�erature, le choix des indices de performance

d�epend fortement de l'utilisateur et des sp�eci�cations quantitatives demand�ees. Parmi les indices

expos�es dans la section 2.3, les indices suivants apparaissent pertinents pour la plupart des

probl�emes pos�es, et pour les mod�eles �etudi�es dans ce document. En e�et, d'une part ces indices

r�epondent �a la demande des �evaluations de performance pour les machines parall�eles et ces

indices rendent comptent du bon fonctionnement d'un syst�eme. D'autre part ces indices restent

accessibles par le calcul ou par des simulations pour les mod�eles que nous avons �etudi�es. Ces

mod�elisations permettent donc de faire de r�eelles comparaisons sur les valeurs de ces indices.

D�ebit du syst�eme C'est le nombre moyen T de tâches trait�ees par unit�e de temps par

l'ensemble du syst�eme (cf. [99]).

Saturation m�emoire C'est la probabilit�e Psat que l'espace m�emoire d'un site soit sat-

ur�e (K tâches pr�esentes) et que, par cons�equent, toute nouvelle g�en�eration de tâche par

l'application sur ce site soit rejet�ee par le syst�eme. Cette probabilit�e peut être interpr�et�ee
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comme une mesure de la d�egradation du syst�eme. En r�egime non satur�e, cette probabilit�e

doit être minimis�ee pour garantir une utilisation optimale de l'ensemble des m�emoires du

syst�eme. Cet indice est par exemple aussi utilis�e dans un autre contexte dans [53].

Charge de travail C'est le nombre moyen N de tâches pr�esentes sur l'ensemble des sites.

Ais�ement calculable pour les mod�eles �etudi�es dans la suite de ce document, ce nombre

moyen est surtout n�ecessaire pour estimer le temps de r�eponse moyen d'une tâche grâce �a

la formule de Little (cf. [59]).

Temps de r�eponse moyen C'est le temps moyen R �ecoul�e entre l'instant o�u la tâche est

g�en�er�ee par l'application, et l'instant o�u la tâche est termin�ee. Du point de vue de

l'utilisateur, et en l'absence de toute autre sp�eci�cation, cet indice doit être minimis�e

(cf. [54]).

Mesure stationnaire de charge C'est la probabilit�e Pi pour un site donn�e d'avoir une

charge �egale �a i. Pour un nombre donn�e de sites, ces probabilit�es repr�esentent la propor-

tion de sites ayant une charge �egale �a i. Ces probabilit�es ne sont donc pas �a proprement

parler des indices de performance, mais leurs �evolutions selon les param�etres du syst�eme,

permettent de rendre compte du comportement global de celui-ci, et permettent de mieux

comprendre comment op�ere le transfert de charge. De plus, dans tous les mod�eles �etudi�es

dans ce document, ces probabilit�es s'av�erent su�santes pour calculer les indices de per-

formance pr�ec�edemment d�ecrits et elles repr�esentent donc des valeurs caract�eristiques du

syst�eme �etudi�e.

Cette pr�esentation a �et�e partiellement faite en fran�cais dans le rapport technique [6], et en

anglais dans le rapport technique [9] et a �et�e partiellement publi�ee dans [10].



Chapitre 3

Le transfert de charge entre deux

sites

3.1 Description du mod�ele

Pour simpli�er dans un premier temps notre approche, nous supposerons que notre syst�eme

est constitu�e de 2 sites homog�enes i.e. ayant le même temps d'ex�ecution moyen d'une tâche.

Pour rendre compte des politiques de partage de charge bas�ees sur des seuils de sous-charge, de

charge normale et de surcharge, l'�evolution de l'�etat d'un site sera donc mod�elis�e par un graphe

�a 3 �etats, repr�esent�e en �gure 3.1. Dans ce graphe, le codage 0 repr�esente une sous-charge, 1

repr�esente une charge normale, et 2 repr�esente une surcharge.

La capacit�e K de chaque site est ici �egale �a 2, et les deux sites seront num�erot�es 1 et 2.

Sous-Charge Charge Normale Sur-charge

1 20

Figure 3.1 : Graphe d'�etat d'un site

Les hypoth�eses de mod�elisation de la dynamique du syst�eme sont les suivantes. Chaque

processeur g�en�ere des tâches, et le temps s�eparant deux g�en�erations de tâches est mod�elis�e par

un temps al�eatoire de loi exponentielle de param�etre �. Le temps de service de chaque tâche sur

un processeur est mod�elis�e par un temps al�eatoire de loi exponentielle de param�etre �.

La charge de chaque site est d�e�nie par le nombre de tâches qu'accueille ce site. A chaque

instant, ce nombre est un entier entre 0 et K, et une tâche g�en�er�ee par un processeur de charge

K est rejet�ee.

Sans transfert, ce mod�ele se comporte comme 2 �les M=M=1=2 ind�ependantes de taux d'arriv�ee



20 CHAPITRE 3. LE TRANSFERT DE CHARGE ENTRE DEUX SITES

� et de taux de d�epart � (voir [99] p 38-87 pour une r�ef�erence g�en�erale). A�n de prendre en

compte les transferts possibles d'un site �a l'autre, l'�etat global du syst�eme est mod�elis�e par le

couple des �etats (i; j) o�u i est l'�etat du site 1 et j l'�etat du site 2. La politique de transfert que

nous souhaitons �etudier dans ce mod�ele tient compte des d�elais des protocoles de routage entre

les di��erents sites, et a�n de prendre en compte le coût du transfert des tâches entre les sites,

des �etats interm�ediaires (T; 0) et (0; T ) sont intoduits; l'�etat T d'un site indique sa possibilit�e de

transf�erer, et le temps de s�ejour dans cet �etat mod�elise le temps des tractations possibles entre

les deux sites. Pour prendre en compte l'�evolution possible du site cible pendant le transfert

(e�et domino) deux strat�egies peuvent être mod�elis�ees.

Strat�egie sans interruption Le site initiateur ne contrôle pas le transfert qui s'e�ectue

ind�ependamment de la surcharge du site cible. Le site cible devient charg�e et la d�ecision

de transfert est maintenue. On introduit les �etats (T; 1) et (1; T ) dans le mod�ele, traduisant

cet �ev�enement.

Strat�egie avec interruption Le site initiateur contrôle le transfert et le site cible devenant

charg�e, le transfert �eventuel est interrompu. Le site initiateur reste donc surcharg�e.

Les graphes de transition des mod�eles de ces deux strat�egies sont pr�esent�es dans la �gure 3.2,

et les di��erents param�etres de ces graphes s'interpr�etent de la mani�ere suivante :

� est le taux de g�en�eration de nouvelles tâches de chaque site. Le temps moyen qui s'�ecoule

entre 2 g�en�erations de tâches est donc 1=�.

� est le taux de service des tâches. Le temps moyen d'ex�ecution d'une tâche est donc 1=�.

1=x est le temps moyen de d�ecision de transfert du site initiateur.

1=y est le temps moyen de transfert entre le site initiateur et le site cible.

D�etaillons la signi�cation de ces graphes dans le cas d'un transfert. Supposons qu'une tâche

est g�en�er�ee par le processeur num�ero 2 alors que l'�etat global du syst�eme est (0; 1). L'�etat

du syst�eme devient (0; 2). Le transfert peut alors être envisag�e, ce qui dans la pratique peut

prendre un certain temps puisque le syst�eme d'ordonnancement doit être inform�e que le site 2

est surcharg�e tandis que le site 1 est oisif. Pendant les tractations de communication, la premiere

tâche du site num�ero 2 peut se terminer et dans ce cas la d�ecision de transfert est abandonn�ee et

l'�etat global du syst�eme passe de (0; 2) �a (0; 1). Ou bien, le site cible peut g�en�erer une tâche, et

dans ce cas la possibilit�e de transfert est aussi abandonn�ee. L'�etat global du syst�eme passe alors

de (0; 2) �a (1; 2), et le site initiateur reste avec sa surcharge. Si aucune de ces deux �eventualit�es

ne s'est produite, le transfert est e�ectivement d�ecid�e et initialis�e par le site surcharg�e; l'�etat

global du syst�eme passe de (0; 2) �a (0; T ). Le transfert est d�ecid�e, et la derni�ere tâche arriv�ee sur
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Figure 3.2 : Graphes d'�etats mod�elisant les 2 strat�egies sans et avec interruption

le site num�ero 2 va être transf�er�ee sur le site num�ero 1. Le temps de ce transfert est une variable

al�eatoire dont la distribution est suppos�ee exponentielle de param�etre y. Pendant ce transfert,

l'�etat du site cible qui �etait 0 au d�ebut du transfert peut �evoluer. Dans notre mod�elisation, le

site initiateur lui est enti�erement mobilis�e par le transfert. Ce qui arrive ensuite est directement

d�eduit des hypoth�eses. Si aucune tâche n'arrive sur le site cible, quelle que soit la strat�egie, avec

ou sans interruption, le prochain �etat du syst�eme devient (1; 1). Si une tâche est g�en�er�ee par le

site cible pendant le transfert, les deux strat�egies se traduisent de la mani�ere suivante.

Pour la strat�egie sans interruption, malgr�e l'arriv�ee de cette tâche, la d�ecision de transfert est

maintenue et l'�etat du syst�eme devient (1; T ). Dans notre mod�elisation, les deux processeurs

sont alors mobilis�es par le transfert et la tâche est transf�er�ee sur le site num�ero 1. Cette tâche

sera trait�ee apr�es celle qui a �et�e g�en�er�ee pendant le transfert. L'�etat global du syst�eme apr�es le

transfert devient alors (2; 1).

Pour la strat�egie avec interruption, le syst�eme d'ordonnancement prend en compte l'�evolution

possible du site cible et quand l'�etat de celui-ci change (passe de 0 �a 1) les m�ecanismes de

transfert sont interrompus. L'�etat du syst�eme passe donc de (0; T ) �a (1; 2) et le site initiateur

garde sa surcharge.

La comparaison de ces deux mod�eles par rapport �a deux �les ind�ependantes M=M=1=2

permet d'�evaluer la mise en �uvre de tels algorithmes de transfert. La comparaison de ces

deux mod�eles entre eux permet d'�evaluer la mise em �vre de la politique d'interruption. A�n

d'�eviter toute confusion, le mod�ele se r�ef�erant �a la premi�ere strat�egie sera nomm�e mod�ele sans

interruption, et celui se r�ef�erant �a la seconde sera nomm�e mod�ele avec interruption.
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3.2 R�esultats formels

Dans les deux mod�eles, avec et sans interruption, le processus fXt; t � 0g qui �a chaque

instant t associe le couple des �etats de chacun des deux sites est un processus markovien ir-

r�eductible admettant donc une unique mesure stationnaire. Pour r�esoudre ce type de mod�eles

markoviens, les outils d'agr�egation forte (cf. [78]) sont utiles. Rappelons que l'agr�egation forte

d'un processus de Markov fXt; t � 0g dont l'espace d'�etats est E est possible s'il existe une

partition B = (B1 : : :Bl) de E telle que :

8 i 6= j ; 8x 6= y 2 Bi ;

le taux de transition de x vers Bj est �egal au taux de transition y vers Bj.

De telles m�ethodes d'agr�egations et de d�ecompositions peuvent être trouv�ees dans [25]. Ces

m�ethodes s'appliquent dans la plupart des cas o�u l'on peut d�etecter des sym�etries dans le com-

portement du syst�eme. Dans notre cas, les sites 1 et 2 jouent des rôles sym�etriques. Cette

agr�egation permet de r�eduire la taille de l'espace d'�etats et de rendre les calculs analytiques

plus ais�es. Appliqu�ee au mod�ele avec n sites pr�esent�e dans le chapitre 4, cette m�ethode devient

indispensable.

Les deux �etudes correspondant �a chacun des deux mod�eles sont semblables, et seule celle

correspondant au mod�ele sans interruption sera d�etaill�ee dans ce document. A�n d'utiliser la

sym�etrie du syst�eme, on construit le processus agr�eg�e fYt; t � 0g de la mani�ere suivante :

Yt = 0 si Xt = (0; 0);

Yt = 1 si Xt 2 f(0; 1); (1; 0)g;
Yt = 2 si Xt 2 f(0; 2); (2; 0)g;
Yt = e si Xt = (1; 1);

Yt = T si Xt 2 f(0; T ); (T; 0)g;
Yt = T1 si Xt 2 f(1; T ); (T; 1)g;
Yt = 3 si Xt 2 f(1; 2); (2; 1)g;
Yt = 4 si Xt = (2; 2)

Les conditions d'agr�egabilit�e sont v�eri��ees et d'apr�es les r�esultats obtenus dans [78] le processus

fYt; t � 0g est un processus de Markov homog�ene dont le graphe de transition est donn�e dans

la �gure 3.3. Par exemple, le taux de transition de l'�etat 0 �a l�etat 1 du processus fYt; t � 0g
s'obtient ais�ement. Le temps de s�ejour dans l'�etat 0 est le minimum de deux temps al�eatoires

mod�elis�es par des lois exponentielles de param�etre �. Ce temps suit donc une loi exponentielle de

param�etre 2�. Soit (p0; p1; pe; pT ; pT1; p2; p3; p4) la mesure stationnaire du processus fYt; t � 0g.
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Figure 3.3 : Graphe d'�etats du processus agr�eg�e du mod�ele sans interruption

D'apr�es les �equations de Kolmogorov, cette mesure est solution des �equations :

2�p0 = �p1;

(� + 2�)p1 = 2�pe + 2�p0 + �p2;

(�+ � + x)p2 = �p1 + �p3;

2(�+ �)pe = �p1 + �p3 + ypT ;

(�+ y)pT = xp2;

�pT = ypT1;

(2�+ �)p3 = 2�p4 + 2�pe + ypT1 + �p2;

2�p4 = �p3 :

Notons pij , la probabilit�e, en r�egime stationnaire, de l'�etat (i; j) du processus fXt; t � 0g
o�u (i; j) 2 f0; 1; 2; Tg2.
En utilisant la sym�etrie du syst�eme, ces valeurs s'obtiennent ais�ement �a partir de celles obtenues

pour le processus fYt; t � 0g.
Ces valeurs permettent alors de faire explicitement l'�evaluation des indices de performances en

r�egime stationnaire. En e�et, ceux-ci s'expriment par les relations alg�ebriques suivantes :

Proposition 1. Avec 2 sites de capacit�e 2, et pour le mod�ele sans interruption, la valeur des

indices de performance est

Psat = p20 + p21 + p22 + pT0 + pT1 + p1T ;

T = 2�(1� Psat);

N = 2p01 + 4p02 + 2p11 + 6p12 + 4p22 + 4pT0 + 6pT1;
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R =
N

T

D�emonstration

La premi�ere �equation utilise la sym�etrie du syst�eme et s'obtient ais�ement

compte tenu de la d�e�nition de la probabilit�e de saturation m�emoire.

La troisi�eme �equation donne le nombre moyen de tâches pr�esentes dans le sys-

t�eme �a un instant donn�e et sa justi�cation ne pr�esente pas de di�cult�e.

La deuxi�eme et la quatri�eme �equation n�ecessitent quelques d�eveloppe-

ments.

� Nombre de tâches trait�ees par unit�e de temps :

Ce r�esultat est intuitivement clair et sa d�emonstration ne sera donn�ee que

dans le cas de ce mod�ele avec 2 sites.

A l'instant t, d�e�nissons les variables al�eatoires suivantes :

At repr�esente le nombre de tâches qui ont �et�e g�en�er�ees par le syst�eme

dans l'intervalle de temps [0; t]. fAt; t � 0g est un processus de Poisson

d'intensit�e 2�.

Tt repr�esente le nombre de tâches e�ectivement accept�ees par le syst�eme.

Xt repr�esente l'�etat du syst�eme �a l'instant t. Le processus fXt; t � 0g
est un processus de Markov dont le taux de transition d'un �etat x �a un

�etat y sera not�e �xy. Ce processus reste dans chaque �etat x un temps

exponentiel dont le param�etre sera not�e �x.

Nx;y(t) repr�esente le nombre de fois o�u a eu lieu la transition de x vers

y dans l'intervalle [0; t].

Zt le processus d�e�ni sur l'ensemble des transitions de Xt c'est-�a-dire

sur l'ensemble des couples (x; y), o�u (x; y) repr�esente une transition

possible du processus fXt; t � 0g. A l'instant t, Zt indique la derni�ere

transition e�ectu�ee par Xt.

Soit (x; y) la derni�ere transition e�ectu�ee. Le processus Zt reste un temps

exponentiel de param�etre �y dans cet �etat et, �a l'issue de ce s�ejour, la

transition suivante, c'est-�a-dire l'�etat de Zt sera (y; z) avec la probabilit�e
�xy
�y

.

Le processus fZt; t � 0g est donc un processus de Markov, et le taux

de transition d'un �etat (x; y) �a un �etat (y; z) est �yz . Ce processus est
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irr�eductible et admet une unique mesure stationnaire.

Soit qxy la probabilit�e stationnaire de l'�etat (x; y) du processus fZt; t �
0g. D'apr�es le th�eor�eme ergodique appliqu�e au processus fZt; t � 0g, qxy
repr�esente la proportion de temps moyen pass�e dans l'�etat (x; y). Or �a

chaque s�ejour dans l'�etat (x; y) le processus fZt; t � 0g y reste en moyenne
1
�y
. D'o�u l'�equation

lim
t!+1

Nx;y(t)

t
= �yqxy ;

Soit � l'ensemble des transitions possibles du processus fXt; t � 0g qui

augmentent de 1 le nombre total de tâches dans le syt�eme. On obtient

alors les �egalit�es suivantes.

T = lim
t!+1

Nt

t
=
X

(x;y)2�

Nx;y(t)

t
=
X

(x;y)2�

�yqxy :

D�esignons par px la probabilit�e stationnaire de l'�etat x du processus

fXt; t � 0g.
On v�eri�e alors sur le processus fZt; t � 0g l'�egalit�e,

X
z

�yzqxy =
X
u

�xyqux ;

D'o�u

�yqxy = �xypx :

Dans les deux mod�eles pr�esent�es, avec et sans interruption, on a :

(x; y) 2 � ) �xy = � :

Par suite,

T = �
X

(x;y)2�

px :

Soit �1 l'ensemble des transitions possibles du processus fXt; t � 0g qui

augmentent de 1 le nombre total de tâches dans le syt�eme en augmentant

de 1 la charge du site num�ero 1. Par sym�etrie des rôles des sites 1 et 2, on

obtient :

T = 2�
X

(x;y)2�1

px ;

D'o�u le r�esultat

T = 2�(1� Psat) :
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� Temps de r�eponse moyen

Les conditions de validit�e de la formule de Little explicit�ees dans l'ouvrage

de Walrand [99] p. 100 sont ici v�eri��ees puisque

lim
t!+1

Tt
t

= T ;

d'une part, et d'autre part, le processus fXt; t � 0g est ergodique donc

la variable al�eatoire �egale au temps de s�ejour d'une tâche accept�ee par le

syst�eme admet une esp�erance.

D'o�u l'�egalit�e

R =
N

2�(1� Psat)
:

3.3 Obtention de valeurs critiques dans certains cas particuliers

Pour all�eger les notations et sans restriction de g�en�eralit�e, on supposera que le temps moyen

d'ex�ecution d'une tâche est unitaire i.e. que le param�etre � est �egal �a 1. Les calculs ont �et�e

e�ectu�es grâce au logiciel Mathematica. Parmi toutes les situations possibles, celle o�u le temps

de d�ecision avant transfert est suppos�e n�egligeable devant le grain de calcul (x tr�es sup�erieur

�a 1) semble int�eressante �a �etudier.

Le r�esultat principal est l'existence de valeurs critiques. Pour un taux de g�en�eration de

tâches �x�e �, il existe une valeur du temps de transfert moyen Dc(�) au dessus de laquelle le

transfert n'am�eliore plus les performances, et cette valeur critique d�epend de la performance que

l'on souhaite am�eliorer. Dans les deux mod�eles avec et sans interruption, on peut �evaluer par

exemple, la valeur critique DR
c (�) optimisant le temps de r�eponse moyen R, obtenu avec une

politique de transfert par rapport �a celle obtenue sans transfert (i.e. avec le temps de r�eponse

moyen d'une M=M=1=2).

Pour la politique sans interruption on obtient

DR
c (�) =

1

3�

"r
1 +

3�

1 + �
� 1

#
;

et pour la politique avec interruption on obtient

DR
c (�) =

1

2(1 + �)
:

La �gure 3.4 met en �evidence cette situation et corrobore l'id�ee intuitive selon laquelle plus le
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taux de g�en�eration des tâches est grand plus le temps de transfert doit être petit pour obtenir

un gain sur le temps de r�eponse moyen d'une tâche.

En �etudiant les autres indices de performance, on obtient d'autres valeurs critiques, ce qui
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D
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c sans interruption

avec interruption

D > DR
c le transfert p�enalise

D < DR
c le transfert am�eliore

Figure 3.4 : Temps de transfert critique en fonction du d�ebit d'entr�ee

montre que le choix d'un \operating point" d�epend fortement de l'indice que l'on cherche �a

maximiser. Par exemple, si l'on �etudie la probabilit�e de saturation Psat, on obtient la valeur

critique DPsat
c (�).

Pour le mod�ele sans interruption, cette valeur est di��erente de celle obtenue pour le temps de

r�eponse moyen.

DPsat
c (�) =

1

4�

"r
1 +

8�

1 + �
� 1

#
;

et pour le mod�ele avec interruption

DPsat
c (�) =

1

1 + �
:

3.4 Calculs des b�en�e�ces maxima et relatifs obtenus grâce au

transfert

Le b�en�e�ce obtenu grâce �a la politique de transfert est calcul�e �a partir des valeurs des indices

obtenus avec une politique de transfert, et celles obtenues sans politique de transfert. Les courbes

obtenues en section 3.3 montrent que la possibilit�e d'interrompre le transfert am�eliore le b�en�e�ce

possible grâce au transfert. Cela dit, les m�ecanismes qui permettent une telle interruption sont

tr�es complexes et les �ecarts entre les b�en�e�ces obtenus ne semblent pas justi�er leur mise en
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�uvre. L'�etude de cette possibilit�e sera donc �ecart�ee dans la suite de ce document.

Pour les distinguer des valeurs obtenues avec une politique de transfert, les valeurs des indices

obtenues dans la situation sans transfert seront not�ees avec un ast�erisque \*".

Lorsque le temps de transfert est aussi n�eglig�e devant le temps de calcul (y tr�es sup�erieur

�a 1), la mod�elisation obtenue avec la politique de transfert est celle d'une situation id�eale o�u

le transfert est imm�ediat et instantan�e. Les m�ecanismes d'interruption n'ont alors plus de sens

et les valeurs optimales des b�en�e�ces maxima et relatifs que l'on peut attendre d'un transfert

r�eel peuvent alors être calcul�ees. Les gains relatifs sont calcul�es par rapport �a la situation

sans transfert. Ces valeurs optimales des b�en�e�ces sont obtenues pour des valeurs particuli�eres

respectives �absmax et �relmax du ux d'entr�ee, et ces valeurs d�ependent elles aussi de l'indice de

performance que l'on souhaite optimiser. Nous pouvons par exemple donner les valeurs de �absmax

et �relmax obtenues pour le temps de r�eponse moyen et pour la probabilit�e de saturation m�emoire

et donner, pour ces indices, les valeurs des gains absolus maxima et des gains relatifs maxima.

Temps de r�eponse moyen. Le gain absolu optimum est 0:192 et est obtenu pour la valeur

�absmax = 0:565. Pour cette valeur, on obtient sans transfert R
�
= 1:361 et avec transfert

R = 1:169. En remarquant que le temps moyen d'ex�ecution d'une tâche est �egal �a 1,

ceci signi�e que le temps moyen d'attente est divis�e par 2 avec une politique de transfert

e�ectu�ee dans des conditions id�eales.

Le gain relatif optimum est 0:143 et est obtenu pour la valeur �relmax = 0:455. Pour cette

valeur, on obtient sans transfert R
�
= 1:313 et avec transfert R = 1:125. Notons que les

valeurs critiques du taux d'arriv�ee sont di��erentes, mais elles peuvent s'interpr�eter comme

proches de la moiti�e du temps d'ex�ecution moyen d'une tâche.

Probabilit�e de saturation m�emoire. Le gain absolu maximum est 0:089 et est obtenu

pour la valeur �absmax = 0:767. Pour cette valeur on obtient sans transfert P �
sat = 0:25 et

avec transfert Psat = 0:161. Dans notre mod�elisation et pour ce cas particulier restreint

�a deux sites de capacit�e m�emoire �egale �a 2, l'incidence d'une politique de transfert sur la

probabilit�e de saturation reste, en absolu, assez faible. Le gain relatif optimum tend vers

1:0 et est obtenu quand � tend vers 0. En e�et, pour des valeurs du taux d'arriv�ee tr�es

proches de 0, par xemple 0:01, on obtient sans transfert P �
sat = 0:0001 et avec transfert

Psat = 0:0. Pour de faibles valeurs du taux d'arriv�ee, la politique de transfert permet

d'avoir une utilisation optimale des capacit�es m�emoires. Le gain relatif est donc proche

de 1, mais même dans la situation sans transfert, la probabilit�e de saturation m�emoire est

d�ej�a tr�es faible.
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3.5 Incidence du transfert sur la variance du temps de r�eponse

3.5.1 Calculs formels

Une autre quantit�e int�eressante �a calculer, quand cela est possible, est la variance du temps

de r�eponse. La m�ethode utilis�ee ici consiste �a suivre la trajectoire �eventuelle d'une tâche

g�en�er�ee par le syst�eme. Cette m�ethode permet de calculer d'une autre fa�con que par la formule

de Little l'esp�erance du temps de r�eponse puis sa variance. En r�egime stationnaire, la loi du

temps de s�ejour d'une tâche dans le syst�eme ne d�epend pas de l'instant t o�u la tâche est g�en�er�ee

par le syst�eme. En utilisant la sym�etrie des rôles des sites num�ero 1 et num�ero 2, nous pouvons,

sans perte de g�en�eralit�e supposer que la tâche est g�en�er�ee par le site num�ero 1.

Les notations suivantes seront utilis�ees dans la suite de ce d�eveloppement.

Soit


 l'ensemble des �etats x possibles du syst�eme.



0

l'ensemble des �etats x du syst�eme pour lesquels une tâche g�en�er�ee sur le site x

est e�ectivement accept�ee par le syst�eme.

R la variable al�eatoire �egale au temps de s�ejour dans le syst�eme de cette tâche.

X la variable al�eatoire donnant l'�etat x du syst�eme quand la tâche est g�en�er�ee,

A l'�ev�enement : \la tâche est accept�ee par le syst�eme".

px la probabilit�e de l'�etat x en r�egime stationnaire.

Le temps de s�ejour moyen d'une tâche accept�ee par le syst�eme est

R = E (R jA ) =
X
x2


E(R jA \ (X = x))P(X = x jA ) ;

d'o�u

E(R jA ) =
X
x2
0

E (R jX = x))
px
P(A)

:

Notons alors,

qx =
px
P(A)

:

Nous obtenons alors,

R = E(R jA) =
X
x2
0

E(R jX = x))qx : (3.1)
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De la même mani�ere, nous obtenons,

E((R�R)2 jA) =
X
x2


0

E((R�R)2 jX = x))qx :

Donc

Var (R jA) =
X
x2
0

E (R2 jX = x)qx � R
2

: (3.2)

Pour obtenir l'esp�erance et la variance du temps de r�eponse, il su�t donc de calculer les quantit�es

E(R jX = x) et E(R2 jX = x) pour tous les �etats x de 

0

.

Lorsqu'une tâche est g�en�er�ee et est accept�ee par le site num�ero 1 alors que le syst�eme est

dans l'�etat x, l'�etat du processus fXt; t � 0g change et passe de fa�con univoque �a un �etat y.

Parvenue dans l'�etat y, cette tâche se retrouve la n-i�eme dans la �le d'attente du site o�u elle se

trouve. A�n de pouvoir suivre la trajectoire possible de cette tâche dans le syst�eme, donnons

alors les notations suivantes. Soit

Ty;n , le temps pour cette tâche, restant �a passer dans le syst�eme imm�ediatement apr�es

son arriv�ee.


y , l'ensemble des �etats accessibles depuis y

Autrement dit 
y = fz 2 
 tel que �yz 6= 0g avec les notations de la preuve

donn�ee pour la proposition 1.

pyz , la probabilit�e de passer de l'�etat y �a l'�etat z.

y0 le seul �etat accessible depuis y correspondant �a un service sur le site num�ero 1.


�
y , l'ensemble des �etats, hormis l'�etat y0, accessibles depuis y.

Nous avons les relations �evidentes suivantes :


y = 
�
y [ fy0g ;

X
z 2
y

pyz = 1 :

De plus, le temps Ty;n est la somme du temps r�esiduel Ty �a passer dans l'�etat y et du temps

restant �a passer dans le syst�eme apr�es la prochaine transition.

D'apr�es les hypoth�eses, Ty suit une loi exponentielle de param�etre �y =
P

x �yx.

Remarquons que pour un �etat y donn�e, il n'y a que deux sortes de transitions possibles. Il y a

celle qui correspond �a un service sur le site o�u se trouve la tâche et qui diminue n de 1, et celles
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qui ne modi�ent pas n.

En utilisant la propri�et�e de Markov du syst�eme, l'homog�en�eit�e dans le temps et l'invariance

par translation, nous obtenons les relations r�ecursives suivantes :

8y 2 
 ;

E(Ty;2) =
1

�y

+
X
z2
�

y

E(Tz;2)pyz + E(Ty0;1)pyy0 ; (3.3)

E(Ty;1) =
1

�y

+
X
z2
�

y

E(Tz;1)pyz + E(Ty0;0)pyy0 ; (3.4)

E(Ty;0) = 0 : (3.5)

Appliqu�ees au cas particulier y = (2; 0) ces �equations donnent par exemple les relations suivantes.

E(T(2;0);2) =
1

�+ x+ �
+ E (T(2;1);2)

�

�+ x+ �
+ E(T(T;0);2)

x

�+ x+ �
+ E(T(1;0);1)

�

�+ x+ �
;

E (T(1;0);1) =
1

2�+ �
+ E(T(1;1);1)

�

2�+ �
+ E(T(2;0);1)

�

2�+ �
:

L'�ecriture de la totalit�e des �equations est relativement lourde, et elle est donn�ee dans le rapport

technique [6].

Les valeurs des esp�erances E (Ty;n) apparaissent donc comme la solution d'une �equation

matricielle que l'on r�esoud, par exemple avec le logiciel Mathematica.

De fa�con analogue, cette m�ethode permet de raisonner sur les esp�erances des carr�es des

temps de s�ejour successifs dans le syst�eme. On obtient ainsi :

E(T 2
y;2) =

X
z 2
�

y

E(Ty + Tz;2)
2)pyz + E(Ty + Ty0;1)

2)pyy0 ;

En utilisant l'ind�ependance des temps de s�ejour, on obtient,

E(T 2
y;2) =

X
z 2
y

E(T 2
y )pyz + 2E(Ty)

0
@X

z 2
�
y

E(Tz;2)pyz + E (Ty0;1)pyy0

1
A

+
X
z2
�

y

E(T 2
z )pyz + E(T 2

y0;1)pyy0 ;
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D'o�u, en utilisant l'�equation 3.3

E(T 2
y;2)�

X
z2
�

y

E (T 2
z )pyz � E(T 2

y0;1)pyy0 =
2

�2y
+

2

�y

�
E(Ty;2)� 1

�y

�
;

On obtient alors sur les esp�erances des carr�es des temps de s�ejour une �equation semblable �a

l'�equation 3.3

E (T 2
y;2)�

X
z 2
�

y

E (T 2
z;2)pyz � E(T 2

y0;1)pyy0 =
2

�y

(E(Ty;2)) : (3.6)

De même, on obtient sur les esp�erances des carr�es des temps de s�ejour, une �equation analogue

�a l'�equation 3.4.

E(T 2
y;1)�

X
z2
�

y

E (T 2
z;1)pyz =

2

�y

(E (Ty;1)) : (3.7)

Les esp�erances des carr�es des temps de s�ejour T 2
y;n sont donc aussi solution d'une �equation

matricielle et cette �equation utilise les r�esultats obtenus pour les esp�erances E (Ty;n).

Pour all�eger ici les notations le temps de s�ejour Ty;n pour y = (0; 1) sera not�e T01;1.

En appliquant alors l'�equation 3.1 l'esp�erance du temps de r�eponse d'une tâche accept�ee par

le syst�eme se calcule par la formule

R =
p00E (T10;1) + p01E(T11;1) + p02E (T12;1) + p10E (T20;2) + p11E(T21;2) + p12E (T22;2) + p0TE (T1T;1)

1� Psat

:

Et de fa�con analogue, la variance du temps de r�eponse d'une tâche accept�ee par le syst�eme

s'obtient alors grâce �a l'�equation 3.2.

3.5.2 R�esultats num�eriques

De même que pour les �etudes pr�ec�edentes, les valeurs de la variance peuvent être compar�ees

dans les situations avec transfert et dans la situation sans transfert. La variance du temps de

r�eponse d'une tâche accept�ee par le syst�eme sans transfert sera not�ee Vrt� et celle obtenue avec

la politique de transfert sans interruption sera not�ee Vrt .

Ces variances ont �et�e compar�ees dans la situation d'un transfert imm�ediat et instantan�e. La

table 3.1 donne les valeurs de ces variances obtenues pour des valeurs int�eressantes du taux

d'arriv�ee �.

Dans les situations extrêmes, quand le taux d'arriv�ee est tr�es faible ou tr�es grand par rapport

au temps d'ex�ecution moyen d'une tâche, la politique de transfert n'induit pas d'am�elioration

signi�cative sur la variance du temps de r�eponse. Par contre, pour les valeurs d'int�erêt (qui

maximisent le gain maximum ou relatif obtenu sur le temps de r�eponse moyen), la politique de

transfert permet, de plus, de diminuer la variance du temps de r�eponse d'une tâche. Dans tous

les algorithmes �etudi�es dans [105], la politique de partage de charge am�eliore aussi la moyenne
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� Vrt� R
�

Vrt R

0.01 1.02 1.01 1.0 1.0

0.455 1.53 1.31 1.14 1.13

0.565 1.59 1.36 1.19 1.17

100 1.99 1.99 1.98 1.99

Table 3.1 : Table des valeurs de la variance du temps de r�eponse

et la variance du temps de r�eponse.

Les r�esultats de ce chapitre ont partiellement �et�e publi�es dans [10].





Chapitre 4

Le transfert de charge entre n sites,

graphe complet

Le mod�ele �etabli pour deux sites se transf�erant la charge imm�ediatement, avec un temps

de transfert n�egligeable, se g�en�eralise �a un nombre quelconque de sites totalement connect�es.

La technique de l'agr�egation d'�etats, utilis�ee dans le chapitre 3 permet dans ce cas de r�eduire

consid�erablement la complexit�e des calculs, ce qui rend le mod�ele analytiquement r�esoluble.

On observera, de la même mani�ere les ph�enom�enes de valeurs critiques et de basculement de

comportement.

4.1 Description du mod�ele

Pour am�eliorer la pertinence des mod�eles pr�ec�edents, les hypoth�eses de mod�elisation sont

g�en�eralis�ees de la fa�con suivante.

On dispose de n sites ayant chacun une capacit�e m�emoire de K tâches. Chaque site g�ere sa �le

d'attente de tâches selon une politique FIFO.

Dans ce mod�ele, chaque site communique avec l'ensemble des autres.

Les hypoth�eses de mod�elisation de la dynamique du syst�eme sont les suivantes. Chaque pro-

cesseur g�en�ere des tâches, et le temps s�eparant deux g�en�erations de tâches est mod�elis�e par un

temps al�eatoire de loi exponentielle de param�etre �. Le temps de service de chaque tâche sur

un processeur est mod�elis�e par un temps al�eatoire de loi exponentielle de param�etre �.

La charge de chaque site est d�e�nie par le nombre de tâches qu'accueille ce site. A chaque

instant, ce nombre est un entier entre 0 et K, et une tâche g�en�er�ee par un processeur de charge

K est rejet�ee.

Deux sites se transf�erent instantan�ement des tâches dans les deux situations suivantes. Quand

une tâche arrive sur un site dont la charge devient j, cette tâche est transf�er�ee sur un site de

charge j� 2 s'il existe. Parmi les sites de charge j � 2, le site qui re�coit la tâche suppl�ementaire
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est choisi au hasard. Quand une tâche se termine sur un site dont la charge devient j, une tâche

en provenance d'un site de charge j + 2 est transf�er�ee. Parmi les sites de charge j + 2, celui qui

transf�ere sa derni�ere tâche arriv�ee est choisi au hasard.

Pour que le transfert ait un sens, la contrainte sur la capacit�e m�emoire K est d'être sup�erieure

�a 2.

Cette mod�elisation traduit une politique d'�equilibrage de charge (cf. [11]) o�u les tâches sont

transf�er�ees dynamiquement �a chaque changement d'�etat du syst�eme, et utilise les techniques de

placement de tâches. La di��erence avec une �le d'attenteM=M=n=Kn (cf. [16]) tient au respect

du comportement local de chaque processeur. En e�et, dans notre mod�elisation, il n'y a pas de

�le d'attente partag�ee par l'ensemble des processeurs et un site de charge K n'accepte plus de

nouvelles tâches.

La di��erence entre les deux situations est illustr�ee par les �gures 4.1 et 4.2. Quand il y a

Arriv�ees

4 Sites de capacit�e 3

Capacit�e 8

Tâches

Figure 4.1 : File d'attente M=M=4=12 mod�elisant 4 sites se partageant un espace m�emoire de

12 tâches.

Arriv�ees

4 Sites de capacit�e 3

Capacit�e 2

Figure 4.2 : Quatre �les d'attente M=M=1=3 en parall�ele avec partage de charge .



4.2. R�esultats exacts sans transfert et avec cette politique de transfert 37

partage de l'espace m�emoire, le protocole de transfert instantan�e de la surcharge sur des sites

sous-charg�es conduit �a un mod�ele de �le d'attente multiserveurs (�gure 4.1), ayant n serveurs et

une capacit�e globale de nK tâches. Ce type de �les d'attente (M=M=n=nK) s'analyse avec des

techniques classiques de traitement des processus al�eatoires de naissance et de mort (cf. [54]).

Comme nous l'avons constat�e au chapitre 3, un transfert imm�ediat et instantan�e entre tous

les processeurs d�es que la di��erence de charge d�epasse 2, ne traduit pas toute la complexit�e d'un

r�eel transfert de charge. N�eanmoins, cette mod�elisation traduit une situation id�eale g�en�eralis�ee

�a n processeurs de capacit�e quelconque o�u le comportement autonome de chaque processeur est

respect�e, et le but de cette �etude est de comparer cette situation id�eale avec la situation oppos�ee

o�u aucune politique de transfert n'est mise en place.

Dans la situation sans transfert, les n processeurs se comportent comme n �les ind�ependantes

M=M=1=K de taux d'arriv�ee �, et de taux de service �. Dans la situation avec transfert, le

processus �etudi�e est le processus fXt; t � 0g, qui �a chaque instant t fait correspondre le n-

uplet dont la i-�eme coordonn�ee repr�esente la charge du i��eme processeur. Les hypoth�eses de

mod�elisation permettent d'�etudier l'�evolution de la charge de l'ensemble des processeurs au cours

du temps, puisque fXt; t � 0g est un processus de Markov. Ce processus admet une unique

mesure stationnaire et tous les indices de performance �etudi�es peuvent être calcul�es en r�egime

stationnaire. Pour chacun de ces indices, la di��erence des valeurs obtenues avec une politique

de transfert id�eale avec celles obtenues sans politique de transfert peut donc être interpr�et�ee

comme la borne sup�erieure du b�en�e�ce que l'on peut attendre d'un r�eel transfert.

4.2 R�esultats exacts sans transfert et avec cette politique de

transfert

Le processus fXt; t � 0g d�e�ni �a la section 4.1 est un processus de Markov admettant une

unique mesure stationnaire. Tous les indices explicit�es dans la section 2.5.5 sont calcul�es en

r�egime stationnaire dans les situations avec et sans transfert. Pour les distinguer, toutes les

quantit�es relatives �a la situation sans transfert seront not�ees avec un ast�erisque \ � ".

Sans perte de g�en�eralit�e et, pour des raisons de sym�etrie, la valeur de n est suppos�ee paire,

�egale �a 2q. Ceci est une contrainte extrêmement faible, puisque les architectures parall�eles

disposent le plus souvent d'un nombre pair de processeurs.

4.2.1 R�esultats valables dans les deux situations

Dans un premier temps, nous nous int�eressons aux probabilit�es stationnaires pour un pro-

cesseur donn�e d'avoir une charge i. Compte tenu des rôles sym�etriques jou�es par chacun des
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processeurs, ces quantit�es ne d�ependent pas du processeur. Pour chaque niveau de charge i,

nous noterons Pi(
�
�
) et P �

i (
�
�
) les probabilit�es stationnaires de chaque processeur d'avoir une

charge i avec et sans transfert respectivement. Dans les deux situations, avec et sans transfert,

des �equations de nature alg�ebrique relient certaines valeurs des Pi(
�
�
).

Proposition 2. Les �equations suivantes sont v�eri��ees dans les deux situations avec et sans

transfert :

1) 8 i 2 f0 : : :Kg Pi(
�

�
) = PK�i(

�

�
) ;

2) �(1� PK(
�

�
)) = �

�
1� P0(

�

�
)

�
:

La premi�ere partie de cette proposition revient �a l'observation suivante. Remplacer i par K � i

revient �a remplacer la capacit�e m�emoire occup�ee d'un processeur par sa capacit�e m�emoire li-

bre. Le processus qui �a chaque instant t fait correspondre le n-uplet dont la i-�eme coordonn�ee

repr�esente la capacit�e m�emoire libre du i��eme processeur a exactement la même dynamique que

le processus fXt; t � 0g, en inversant les rôles de � et �.

La deuxi�eme partie de la proposition est une �equation d'�equilibre global. La partie gauche

repr�esente le nombre moyen de tâches accept�ees par chaque processeur par unit�e de temps, tan-

dis que la partie droite repr�esente le nombre moyen de tâches trait�ees par chaque processeur par

unit�e de temps.

Ces deux �equations font imm�ediatement apparâ�tre les caract�eristiques dues �a la sym�etrie du

syst�eme d'une part et celle traduisant la balance des ux du syst�eme d'autre part. N�eanmoins,

la d�emonstration de ces r�esultats avec et sans transfert, anticipe sur les notations utilis�ees et

les r�esultats obtenus dans la section 4.2.3 et la section 4.2.2 que nous supposons acquis dans la

preuve qui suit.

D�emonstration

Voici une d�emonstration de la proposition 2 dans les deux situations sans et avec

transfert. Pour all�eger les notations, et sans perte de g�en�eralit�e, cette d�emonstration

est obtenue avec un temps moyen d'ex�ecution �egal �a 1, ce qui revient �a �xer l'unit�e

de temps 1
�
= 1.

Sans transfert : L'�equation est imm�ediate pour � = 1.

Soit � 6= 1. On obtient

�(1� P �
K(�)) = �

�
1� �K

1� �

1� �K+1

�
;

= �

�
1� �K

1� �K+1

�
:
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1� P �
0 (�) = 1� 1� �

1� �K+1
;

= �

�
1� �K

1� �K+1

�
:

D'o�u le r�esultat sans transfert.

Avec transfert : On a, d'apr�es les calculs faits en 4.2.3,

PK(�) = �

�
G(n;

1

�
)(1� 1

�
) +

nn

n!
�Kq�n+1

�
:

des calculs similaires donnent

P0(�) = �

�
G(n; �)(1� �) +

nn

n!

1

�Kq�n+1

�
:

En utilisant l'�egalit�e 4.2, on obtient

�(1�PK(�)) = �

�
�G(n; �) + G(n;

1

�
) + �

nn

n!
(1 + F (n; �) + F (n;

1

�
)� �Kq�n+1

�
;

et de même,

(1�P0(�)) = �

�
�G(n; �)+ G(n;

1

�
) +

nn

n!
(1 + F (n; �) + F (n;

1

�
)� 1

�Kq�n+1

�
;

l'�equation d'�equilibre est donc �equivalente �a

(1� �)

�
1 + F (n; �) + F (n;

1

�
)

�
=

�n�1

�Kq
� �

�Kq

�n�1

ce qui se v�eri�e ais�ement �a partir de l'�egalit�e 4.1.

La d�etermination de la valeur des Pi(
�
�
) su�t pour calculer les valeurs de tous les indices

de performance pertinents dans ce mod�ele. En e�et, ces indices sont li�es aux probabilit�es sta-

tionnaires pour un processeur d'avoir une charge i par des relations alg�ebriques donn�ees dans la

proposition 3. Pour all�eger les notations, et sans perte de g�en�eralit�e, ces �equations sont �ecrites

avec un temps moyen d'ex�ecution �egal �a 1, ce qui revient �a �xer l'unit�e de temps 1
� = 1.
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Proposition 3. Avec un temps moyen d'ex�ecution de tâche �egal �a 1, les probabilit�es station-

naires et les autres indices de performance sont li�es de la fa�con suivante :

Psat = PK(�) ;

T = n�(1� PK(�) ;

N = n

2
4 KX
j=1

jPj(�)

3
5 ;

R = 1 +

PK
j=2(j � 1)Pj(�)

�(1� PK(�))
:

La premi�ere et la troisi�eme �equation sont ais�ement obtenues. La deuxi�eme �equation donne le

nombre moyen de tâches entrant dans le syst�eme par unit�e de temps. La d�emonstration de

cette formule donn�ee dans le cas particulier n = 2, et K = 2 dans le chapitre 3, section 3.2 se

g�en�eralise �a ce syst�eme. La derni�ere �equation exprime le temps de r�eponse moyen d'une tâche

comme la somme du temps de service moyen (ici, 1
�
= 1) et du temps d'attente moyen, et cette

�equation g�en�eralise celle obtenue dans la section 3.2.

D�emonstration

La derni�ere formule de la proposition 3 s'obtient de la fa�con suivante. On v�eri�e

que les hypoth�eses de validit�e de la formule de Little (cf. [59] d�emontr�ee par exemple

dans [99] p. 100) sont e�ectivement v�eri��ees dans ce contexte. Ceci nous permet

d'�ecrire

R =
N

T
;

Or,

N

n
=

KX
j=1

Pj(�) +
KX
j=2

(j � 1)Pj(�) ;

= 1� P0(�) +
KX
j=2

(j � 1)Pj(�) ;

= �(1� PK(�)) +
KX
j=2

(j � 1)Pj(�) :

D'o�u le r�esultat.

La suite de cette section utilise les r�esultats classiques sur les processus de naissance et de

mort pour lesquels une r�ef�erence est par exemple Barucha-Reid [5].
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4.2.2 R�esultats sans transfert

Sans transfert, les n processeurs se comportent comme n �lesM=M=1=K ind�ependantes. Les

techniques habituelles permettent d'obtenir la mesure stationnaire du processus fXt; t � 0g, et
les r�esultats suivants en d�ecoulent.

Proposition 4. Pour le mod�ele n sites de capacit�e K de taux d'arriv�ee �, les valeurs des indices

de performance sans politique de transfert sont les suivantes

8 j 2 f0 : : :Kg P �
j (�) = �j 1��

1��K+1 si � 6= 1; = 1
K+1 sinon ;

P �
sat = �K 1��

1��K+1
si � 6= 1; = 1

K+1 sinon ;

T
�

= n�( 1��K

1��K+1
) si � 6= 1; = n K

K+1 sinon ;

N
�

= n�( 1
1�� � (K+1)�K

1��K+1
) si � 6= 1; = nK

2 sinon ;

R
�

= 1 + �
1�� � K�K

1��K
si � 6= 1; = 1+K

2 sinon :

4.2.3 R�esultats avec transfert

Pour �etudier le syst�eme avec transfert, il est opportun d'utiliser les proc�ed�es d'agr�egation

(cf. [78]). L'observation cl�e est de constater que le nombre total Lt de tâches pr�esentes �a l'instant

t dans le syst�eme �evolue comme un processus de naissance et de mort sur f0; : : : ; Kng avec

des taux de naissance (de j �a j + 1)

�(j) =

(
n� pour j = 0; : : : ; (K � 1)n

(Kn� j)� pour j = (K � 1)n; : : :; Kn� 1:

et des taux de mort (de j �a j � 1)

�(j) =

(
j pour j = 1; : : : ; n

n pour j = n+ 1; : : : ; Kn:

Pour v�eri�er ces r�esultats, il su�t pour les taux de naissance de faire les remarques suivantes.

Tant qu'il y a moins de n(K�1) tâches dans le syst�eme, tous les processeurs ont moins de K�1

tâches et donc toute nouvelle tâche g�en�er�ee par le syst�eme est accept�ee.

S'il y a plus de n(K � 1) tâches, tous les processeurs ayant une charge �egale �a K provoquent

des rejets.

Soit (pj)j=0:::Kn la mesure stationnaire du processus de naissance et de mort fLt; t � 0g. Cette
mesure stationnaire su�t �a d�eterminer celle du processus fXt; t � 0g. En e�et les valeurs des

(pj)j=0:::Kn sont li�ees aux valeurs des (Pi(�))i=0:::K par les relations alg�ebriques donn�ees dans la

proposition 5.
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Proposition 5. Les probabilit�es (Pi(�))i=0:::K sont reli�ees aux (pj)j=0:::Kn de la fa�con suivante :

P0(�) =
n�1X
i=0

n � i

n
pi ; PK(�) =

n�1X
i=0

n� i

n
pKn�i ;

8 0 < j < K ; Pj(�) =
nX

i=0

i

n
p(j�1)n+i +

n�1X
i=1

n� i

n
pjn+i :

D�emonstration

Ces �equations d�ecoulent de la constatation suivante. Lorsqu'il y a (j�1)n+ i tâches

dans le syst�eme, i processeurs ont j tâches, et n� i ont j � 1 tâches.

Il est donc n�ecessaire d'exprimer la valeur de chaque pj en fonction des param�etres �, n = 2q

et K du syst�eme.

En respectant la sym�etrie du syst�eme, et par les techniques habituelles, on obtient les formules

alg�ebriques suivantes.

8 0 � j � n

pj =
nj

j!
�jp0 =

nj

j!

1

�Kq�j
�Kqp0 ;

pKn�j =
nj

j!
(
1

�
)jpKn =

nj

j!
�Kq�j 1

�Kq
pKn ;

8 n � j � Kq

pj =
nn

n!
�jp0 =

nn

n!

1

�Kq�j
�Kqp0 ;

pKn�j =
nn

n!
(
1

�
)jpKn =

nn

n!
�Kq�j 1

�Kq
pKn ;

Posons

� = pKn

1

�Kq
= �Kqp0 :

Notons G(n; �) et F (n; �) les sommes

G(n; �) =
n�2X
j=0

nj

j!
(
1

�
)Kq�j ;

F (n; �) =

Kq�1X
j=n�1

1

�Kq�j
=

1

�Kq

�
�n�1 � �Kq

1� �

�
: (4.1)
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En utilisant les relations �evidentes
Pj=Kn

j=0 pk = 1 et nn

n! = nn�1

(n�1)! , on obtient,

�

�
G(n; �) + G(n;

1

�
) +

nn

n!

�
1 + F (n; �) + F (n;

1

�
)

��
= 1 : (4.2)

D'o�u �, puis p0 puis la mesure stationnaire, puis les probabilit�es Pj(�).

Notons �egalement H(n; �) la quantit�e suivante

H(n; �) =
1

n
(

Kq�1X
j=n

j

�Kq�j
+ (Kn� j)�Kq�j) :

Tous les indices de performance peuvent alors s'exprimer directement en fonction des param�etres

�, n = 2q et K du syst�eme et des fonctions G, F et H pr�ec�edemment d�e�nies.

Proposition 6. Pour le mod�ele �a n processeurs avec transfert, les valeurs des indices de per-

formance en fonction de n = 2q, � et K sont les suivantes

Psat =

�
G(n;

1

�
)(1� 1

�
) +

nn

n!
�Kq�n+1

�
� ;

T = n�(1� Psat) ;

N = �n

�
G(n;

1

�
)(K � 1

�
) +

nn

n!
(
K

2
+K�Kq�(n�1)) +H(n; �)

�
;

R =
�G(n; �) + G(n; 1

�
)(K � 1

�
) + nn

n! (K�Kp�n�1 + K
2 +H(n; �))

�G(n; �) + G(n; 1
�
) + nn

n! (1 + F (n; �) + F (n; 1
�
)� �Kp�n+1)

:

=
N

T
:

D�emonstration

Voici la d�emonstration du calcul des indices en fonction des param�etres n = 2q, �

et K. On a :

Psat =
nX

j=0

n� j

n
pKn�j ;

=
n�2X
j=0

pKn�j + pKn�n+1 + pKn�n �
nX

j=1

j

n
pKn�j ;

= �

2
4n�2X
j=0

nj

j!
�Kq�j +

nn

n!
(�Kq�n+1 + �Kq�n)� 1

�

n�1X
j=0

nj

j!
�Kq�j

3
5 ;

= �

�
G(n;

1

�
) +

nn

n!
�Kq�n+1 � 1

�
G(n;

1

�
)

�
;

= �

�
G(n;

1

�
)(1� 1

�
) +

nn

n!
�Kq�n+1

�
:
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De même, on a

N =
n�1X
j=1

jpj +
n�1X
j=0

(Kn� j)pKn�j

+Kqpkn +

Kq�1X
j=n

jpj +

Kq�1X
j=n

(Kn� j)pKn�j ;

La deuxi�eme ligne du membre de droite de cette �equation vaut

�
nn

n!

2
4Kq�1X

j=n

j

�Kq�j
+ (Kn� j)�Kq�j +Kq

3
5 :

Tandis que la premi�ere ligne de cette �equation vaut

�

2
4n�1X
j=1

n:nj�1

(j � 1)!

�

�Kq�j+1
+

n�1X
j=0

Kn
nj

j!
�Kq�j �

n�1X
j=1

n:nj�1

(j � 1)!

�Kq�j+1

�

3
5 ;

= �

�
n�G(n; �) +Kn

�
G(n;

1

�
) +

nn

n!
�Kq�n+1

�
� n

�
G(n;

1

�
)

�
:

D'o�u

N = �n

�
�G(n; �) +G(n;

1

�
)(K � 1

�
) +

nn

n!
(K�Kq�n+1 +

K

2
+H(n; �)

�
:

En�n,

R =
N

n�(1� Psat)
;

or,

1 = �

�
G(n; �) + G(n;

1

�
) +

nn

n!
(1 + F (n; �) + F (n;

1

�
)

�
;

Psat = �

�
G(n;

1

�
)(1� 1

�
) +

nn

n!
�Kq�n+1

�
;

D'o�u

R =
�G(n; �) +G(n; 1

�
)(K � 1

�
) + nn

n! (K�Kq�n�1 + K
2 +H(n; �))

�G(n; �) +G(n; 1
�
) + nn

n! (1 + F (n; �) + F (n; 1
�
)� �Kq�n+1)

:
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A�n de rendre compte de l'inuence de chacun des param�etres sur les indices de perfor-

mance, plusieurs situations semblent int�eressantes �a �etudier. Pour un nombre de processeurs n

�x�e de capacit�e m�emoire K �x�ee, on peut par exemple examiner le comportement des indices de

performance quand le taux d'arriv�ee des tâches � varie. Cette �etude est d�etaill�ee dans la section

4.3.

Inversement, pour un taux d'arriv�ee � �x�e et une capacit�e K �x�ee, on peut observer le com-

portement du syst�eme quand le nombre n de processeurs augmente. Cette �etude sera d�etaill�ee

en section 4.4.

En�n, pour des valeurs de n et � appropri�ees, on peut s'interroger sur des valeurs pertinentes

de la capacit�e K �a choisir. Cette �etude sera abord�ee en section 4.5.3.

4.3 Comparaison pour n �x�e

Dans cette section nous allons donner, pour �xer les id�ees, les r�esultats obtenus pour des

valeurs particuli�eres du nombre de processeurs et de la capacit�e m�emoire K, par exemple n = 8,

n = 32 ou n = 128 etK = 2; 3 ou 6. L'observation du comportement du syt�eme pour ces valeurs

particuli�eres permet d'extrapoler celui obtenu pour les autres valeurs. Les �etude num�eriques ont

�et�e e�ectu�ees avec Mathematica.

4.3.1 Comparaison des probabilit�es stationnaires

Pour des valeurs de n et K �x�ees, les probabilit�es stationnaires Pi(�) �evoluent en fonction de

la valeur du taux d'arriv�ee �, et les valeurs de ces probabilit�es stationnaires sont tr�es di��erentes

selon qu'une politique de transfert est mise ou non en place. Les �gures 4.3, 4.4, et 4.5 par

exemple repr�esentent l'�evolution des probabilit�es stationnaires P0(�); P1(�); P2(�) sans transfert

et avec transfert pour K = 6, n = 8, n = 32 et n = 128, et montrent graphiquement ces

di��erences de comportement. Lorsque le taux d'arriv�ee des tâches � est de l'ordre du taux de

service moyen, c'est-�a-dire autour de � = 1, notons le brusque changement de comportement de

ces probabilit�es dans la situation avec transfert.

Les valeurs respectives de chacune de ces probabilit�es les unes par rapport aux autres sont

�egalement int�eressantes �a examiner. Les �gures 4.6, 4.7 et 4.8 montrent les �evolutions relatives

des probabilit�es P0; P1; P2; P3 avec transfert pour n = 8, n = 32 et n = 128.

La valeur de ces probabilit�es est modi��ee autour de � = 1 et cette modi�cation est d'autant

plus accentu�ee que le nombre n de processeurs est grand. Pour plus de pr�ecision nous pr�esentons

des tables donnant les valeurs num�eriques de ces probabilit�es obtenues pour n = 32, K = 6 et

deux valeurs de � repr�esentatives du comportement du syst�eme. En e�et, compte tenu de la

proposition 2, les valeurs obtenues pour � � 1 su�sent, et nous avons choisi les valeurs � = 0:8

et � = 1.
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La table 4.1 donne ces di��erentes probabilit�es pour � = 0:8, n = 32, K = 6, ainsi que la charge

moyenne par site not�ee CM dans cette table.

� = 0:8 P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 CM

sans transfert 0.253 0.202 0.162 0.13 0.104 0.083 0.066 2.143

avec transfert 0.2 0.78 0.02 0.0 0.0 0.0 0.0 0.82

P6 P5 P4 P3 P2 P1 P0 � = 1:25

Table 4.1 : Table des probabilit�es stationnaires pour 32 sites de capacit�e K = 6 avec � = 0:08

et � = 1:25.

La table 4.2 donne ces mêmes quantit�es pour � = 1, n = 32, K = 6.

� = 1 P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 CM

sans transfert 0.143 0.143 0.143 0.143 0.143 0.143 0.143 3.003

avec transfert 0.007 0.156 0.224 0.224 0.224 0.156 0.007 2.994

Table 4.2 : Table des probabilit�es stationnaires pour 32 sites de capacit�e K = 6 avec � = 1:0.

Ces r�esultats appellent quelques commentaires. Pour � = 0:8 et plus g�en�eralement pour

� < 1, les valeurs obtenues sans transfert sont toutes signi�catives tandis qu'avec transfert,

seule une tr�es faible proportion des processeurs supporte une charge sup�erieure ou �egale �a 2.

Dans le cas particulier de � = 0:8, 98% des processeurs ont une charge �egale �a 0 ou �a 1.

Autrement dit, le transfert tend �a homog�en�eiser la charge des processeurs et une proportion de

l'ordre de � d'entre eux ont une charge �egale �a 1.

Pour � = 1, toutes les probabilit�es sont �egalement non nulles sans transfert, et elles sont toutes

�egales. Avec transfert, les charges extrêmes, 0 et K (dans l'exemple 0 et 6) sont tr�es peu

probables, les charges 1 et K � 1 (dans l'exemple 1 et 5) sont non n�egligeables, et toutes les

autres charges de 2 �a K � 2 (dans l'exemple de 2 �a 4) sont �equiprobables. Ces r�esultats seront

con�rm�es dans la section 4.4.1.

La di��erence des comportements du syst�eme obtenus avec et sans politique de transfert semble

donc assez nette et il semble int�eressant d'en mesurer l'incidence sur les indices de performance

particuli�erement sensibles, la probabilit�e de saturation m�emoire et le temps de r�eponse moyen.

4.3.2 Comparaison des probabilit�es de saturation m�emoire

Pour des valeurs de n etK �x�ees, la probabilit�e de saturation m�emoire Psat �evolue en fonction

de la valeur du taux d'arriv�ee �, et de même que pr�ec�edemment, la valeur de cette probabilit�e
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est tr�es di��erente selon qu'une politique de transfert est mise ou non en place. La valeur de la

capacit�e K n'alt�ere pas les di��erences de comportement obtenues. La �gure 4.9 montre pour une

capacit�e m�emoire K = 2 les �evolutions des probabilit�es de saturation obtenues sans transfert et

avec transfert pour n = 8, n = 32 et n = 128. et la �gure 4.10 montre les mêmes �evolutions

obtenues pour une capacit�e K = 6.

Le transfert am�eliore signi�cativement cet indice, et la di��erence P �
sat�Psat est d'autant plus

importante que le nombre n de processeurs augmente. Nous reviendrons sur l'�etude de cette

di��erence lors de l'�etude du comportement asymptotique en section 4.4.

4.3.3 Comparaison des temps de r�eponse moyens

Rappelons que sans transfert, les processeurs sont ind�ependants et le temps de r�eponse moyen

d'une tâche ne d�epend pas du nombre n de processeurs. Avec transfert en revanche le temps de

r�eponse moyen d'une tâche est fortement d�ependant du nombre total de processeurs i.e. de n.

De plus, pour un nombre n donn�e de processeurs, le comportement du temps de r�eponse moyen

d�epend de la capacit�e m�emoire K de chaque site.

Il convient en e�et de distinguer les valeurs K = 2, K = 3 et K � 4.

La �gure 4.11 montre les �evolutions des temps de r�eponse moyens de n sites de capacit�e K = 2

obtenues sans transfert d'une part et avec une politique de transfert d'autre part pour les valeurs

n = 8 et n = 32.

La �gure 4.12 montre les mêmes �evolutions obtenues pour une capacit�e K = 3, et la �gure 4.13

celles obtenues pour une capacit�e K = 6.

Ces graphiques appellent quelques commentaires. Le temps de r�eponse moyen d'une tâche

n'est donc pas n�ecessairement am�elior�e par le transfert, et il convient ici d'expliciter les com-

portements observ�es selon les valeurs des param�etres � et K.

Pour � < 1. La politique de transfert diminue le temps de r�eponse moyen d'une tâche par

rapport �a celui obtenu dans la situation sans transfert et ce, pour toutes les valeurs de

la capacit�e K. L'explication intuitive de ce comportement est simple. En e�et, pour un

taux d'arriv�ee des tâches inf�erieur (strictement) au taux de service, le syst�eme est non

satur�e et d'apr�es les �etudes faites sur la probabilit�e de charge d'un processeur, celui-ci a

tr�es probablement une charge �egale soit �a 0 soit �a 1. Autrement dit, une tâche accept�ee

dans le syst�eme sera vraisemblablement transf�er�ee sur un processeur libre, et sera donc

trait�ee plus rapidement par le syst�eme dot�e d'une politique de transfert que par celui sans

politique de transfert.

Pour � = 1. Pour toutes les valeurs de la capacit�e K et du nombre n de processeurs, la

politique de transfert diminue le temps de r�eponse moyen d'une tâche. La table 4.3 donne
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les valeurs de di��erents temps de r�eponse obtenus sans transfert et avec une politique de

transfert pour les di��erentes valeurs pertinentes des param�etres K et n.

� = 1 K = 2 K = 3 K = 6

R
�
= 1:5 R

�
= 2:0 R

�
= 3:5

n = 8

R = 1:154 R = 1:604 R = 3:078

R
�
= 1:5 R

�
= 2:0 R

�
= 3:5

n = 32

R = 1:074 R = 1:533 R = 3:021

Table 4.3 : Table des valeurs du temps de r�eponse moyen pour � = 1.

Pour � > 1. Il convient dans ce cas de distinguer les di��erents comportements du syst�eme

selon la valeur de la capacit�e m�emoire K.

Pour K = 2. Bien que le syst�eme soit plutôt en surcharge, la politique de transfert

diminue le temps de r�eponse moyen d'une tâche. Intuitivement, cela s'explique par le

fait que le transfert d'une tâche ne peut être e�ectu�e que pour une tâche g�en�er�ee par

un processeur de charge 1 qui la transf�ere sur un processeur libre, et la politique de

transfert ne modi�e le comportement du syst�eme que dans cette situation. La valeur

moyenne du temps de r�eponse d'une tâche est donc plus faible avec la politique de

transfert que celle obtenue sans transfert. Notons n�eanmoins que lorsque la valeur

du taux d'arriv�ee � augmente cette situation devient de moins en moins probable car

la proportion de processeurs oisifs devient voisine de 0, et dans ce cas la politique de

transfert ne peut plus apporter de gain de temps notoire.

Pour K > 2. Le syst�eme est toujours en surcharge, et la politique de transfert dans

ce cas augmente le temps de r�eponse moyen d'une tâche. Autrement dit, le temps

de r�eponse moyen d'une tâche g�en�er�ee et accept�ee par le syst�eme est p�enalis�e par

la politique de transfert. Pour lever cet apparent paradoxe, il faut noter que dans

la situation sans transfert, une tâche accept�ee par le syst�eme a une probabilit�e non

nulle d'être dans les premi�eres �a être trait�ee. La politique de transfert permet en fait

d'augmenter le nombre total de tâches accept�ees par le syst�eme, mais chaque tâche

accept�ee ne sera pas transf�er�ee sur un site sous-charg�e et attendra que toutes les tâches

qui la pr�ec�ede soient trait�ees. La politique de transfert permet donc de privil�egier

et d'augmenter l'indice T , mais le temps de r�eponse d'une tâche particuli�ere est, en

moyenne, p�enalis�e.



4.3. Comparaison pour n �x�e 49

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

sans transfert
n=8

n=32
n=128

Figure 4.3 : �Evolution de P0(�) fonction de �, pour n sites de capacit�e K = 6.
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Figure 4.4 : �Evolution de P1(�) fonction de �, pour n sites de capacit�e K = 6.
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Figure 4.5 : �Evolution de P2(�) fonction de �, pour n sites de capacit�e K = 6.
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Figure 4.6 : �Evolutions relatives de P0(�); P1(�); P2(�); P3(�) pour n = 8 sites de capacit�e

K = 6.
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Figure 4.7 : �Evolutions relatives de P0(�); P1(�); P2(�); P3(�) pour n = 32 sites de capacit�e

K = 6.
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Figure 4.8 : �Evolutions relatives de P0(�); P1(�); P2(�); P3(�) pour n = 128 sites de capacit�e

K = 6.
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Figure 4.9 : �Evolutions de la probabilit�e de saturation de n sites de capacit�e K = 2.
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Figure 4.10 : �Evolutions de la probabilit�e de saturation de n sites de capacit�e K = 6.
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Figure 4.11 : �Evolutions des temps de r�eponse moyens sur n sites de capacit�e K = 2.
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Figure 4.12 : �Evolutions des temps de r�eponse moyens sur n sites de capacit�e K = 3.
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Figure 4.13 : �Evolutions des temps de r�eponse moyens sur n sites de capacit�e K = 6.
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4.4 Comportement asymptotique des syst�emes massivement

parall�eles

Le fait le plus marquant que l'on peut observer sur les courbes obtenues dans la section

4.3 est que le passage de 8 �a 32 sites n'am�eliore pas de mani�ere signi�cative les r�esultats sur

les indices de performances Psat et R. Ceci laisse �a penser qu'en ayant des contraintes de

localit�e faible (par exemple quand chaque site est connect�e �a 8 autres sites seulement) des

performances similaires �a celle d'un r�eseau totalement connect�e peuvent être esp�er�ees. De telles

situations seront �etudi�ees au chapitre 5. Il est n�eanmoins tr�es int�eressant de s'interroger sur le

comportement du syst�eme totalement connect�e lorsque le nombre de sites devient grand. Les

formules obtenues analytiquement permettent d'obtenir le comportement asymptotique de ces

syst�emes dits massivement parall�eles. La section 4.4.1 donne les th�eor�emes de convergence et les

valeurs limites des indices de performance obtenues analytiquement pour n tendant vers l'in�ni.

La section 4.4.2 compare les r�esultats num�eriques obtenus pour ces indices pour des valeurs

classiques de n (par exemple n = 32; 64; 128) avec les valeurs asymptotiques pr�ec�edemment

calcul�ees.

4.4.1 Th�eor�eme de convergence

Pour un taux d'arriv�ee � donn�e, et une capacit�e m�emoire K pour chaque processeur, les

probabilit�es stationnaires Pi(�) tendent vers une limite quand n tend vers l'in�ni.

Th�eor�eme 1. Soit K � 3 la capacit�e de chaque processeur, � le taux d'arriv�ee des tâches sur

chaque processeur. Quand n tend vers l'in�ni, les probabilit�es de chaque niveau de charge du

mod�ele complet �a n sommets admettent les limites suivantes.

� < 1 � = 1 � > 1

P0(�) ! 1�� P0(�) ! 0 P0(�) ! 0

P1(�) ! � P1(�) ! 1=(2K�4) P1(�) ! 0
...

...
...

Pi(�) ! 0 Pi(�) ! 1=(K�2) Pi(�) ! 0
...

...
...

PK�1(�) ! 0 PK�1(�) ! 1=(2K�4) PK�1(�) ! 1=�

PK(�) ! 0 PK(�) ! 0 PK(�) ! 1�1=�

Pour K = 2, ces r�esultats restent vrais sauf pour la valeur � = 1, auquel cas P1(�) tend vers 1.

Pour K > 2, ces limites pr�esentent une discontinuit�e en � = 1. Un tel comportement irr�egulier

a d�ej�a �et�e observ�e dans un mod�ele di��erent �etudi�e dans [62].
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D�emonstration

Voici une d�emonstration du th�eor�eme 1. Compte tenu de la proposition 2, il su�t

de d�emontrer ce th�eor�eme pour � � 1. Rappelons que le nombre n de processeurs

est suppos�e pair et que n = 2q (voir 4.2).

� Pour P0(�), on obtient,

P0(�) =
n�1X
i=0

n� i

n
pi ;

=
n�1X
i=0

n� i

n

ni

i!
�ip0 ;

=
n�1X
i=0

ni

i!

1

�Kq�i
��

n�1X
i=1

ni�1

(i� 1)!

1

�Kq�i+1
� ;

=
(1� �)G(n; �)+ nn

n! (
1

�Kq�n+1
)

G(n; �) + G(n; 1
�
) + nn

n! (1 + F (n; �) + F (n; 1
�
))

:

Il s'agit donc de d�eterminer le comportement asymptotique de G(n; �). Ecrivons

�Kqe�n�G(n; �) =

j=n�2X
j=0

(n�)j

j!
e�n� ;

Ceci est la valeur au point n�2 de la fonction de r�epartition d'une loi de Poisson

de param�etre �n. D'apr�es le th�eor�eme central limite, il vient

lim
n!+1

�Kqe�n�G(n; �) = 1 si � < 1

=
1

2
si � = 1

= 0 si � > 1 :

Il convient donc de distinguer les 2 situations possibles dans cette preuve.

Pour � = 1 , on obtient (formule de Stirling)

nn

n!
� 1

G(n; 1)
� 1

2
p
2�n

;

Pour � < 1 , on obtient

G(n; 1)

G(n; �)
� 1

2

 
�
K
2

e��1

!n

:



4.4. Comportement asymptotique des syst�emes massivement parall�eles 55

D'o�u

lim
n!+1

G(n; 1)

G(n; �)
= 0 ;

et par suite

lim
n!+1

nn

n! �
Kq�n+1

G(n; �)
= 0 :

Or, pour � < 1,

G(n;
1

�
) � G(n; 1) ;

Donc

lim
n!+1

G(n; 1=�)

G(n; �)
= 0 :

Ces r�esultats permettent de conclure :

Pour � = 1 : Le terme dominant de P0(1) est G(n; 1) au

d�enominateur, et par suite

lim
n!+1

P0(1) = 0 :

Pour � < 1 : Le terme dominant du num�erateur et du d�enom-

inateur de P0(�) est G(n; �). D'o�u

lim
n!+1

P0(�) = 1� � :

� Pour P1(�), on obtient,

P1(�) =
nX
i=0

i

n
pi +

n�1X
i=1

n� i

n
pn+i ;

=
�G(n; �)+ nn

n! (
1

�Kq�n+1
)

G(n; �) + G(n; 1
�
) + nn

n! (1 + F (n; �) + F (n; 1
�
))

+
n�1X
i=1

n� i

n

nn

n!
(

1

�Kq�(n+i)
)� :

En utilisant les mêmes arguments, on obtient,

Pour � < 1 : Le terme dominant des num�erateurs et du d�enominateur

de P1(�) est G(n; �). D'o�u

lim
n!+1

P1(�) = � :
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Pour � = 1 : Apr�es calculs, pour K 6= 2, on obtient

P1(1) =
G(n; 1)+ nn

n! (
n
2 + 1

2)

2G(n; 1)+ nn

n! [(K � 2)n+ 2]
:

Or,

lim
n!+1

G(n; 1)

nn
n

n!

= 0 ;

Et par suite, pour K 6= 2,

lim
n!+1

P1(1) =
1

2(K � 2)
:

� Autres r�esultats :

les autres r�esultats obtenus pour � < 1 d�ecoulent de ceux obtenus pour P0(�)

et P1(�).

En�n, pour � = 1, la sym�etrie du graphe de transition du processus de naissance

et de mort du processus agr�eg�e fLt; t � 0g et les relations alg�ebriques de la

proposition 3 permettent d'�ecrire les �equations suivantes,

P0(1) = PK(1) ;

P1(1) = PK�1(1) ;

P2(1) = P3(1) = : : := P(K�2)n(1) :

D'o�u les autres r�esultats obtenus pour � = 1 avec K > 2 ou K = 2.

Une justi�cation plus intuitive de ce th�eor�eme peut être donn�ee de la fa�con suivante.

Le processus de naissance et de mort fLt; t � 0g se comporte sur l'intervalle f0 : : : ; ng comme

une �le M=M=1, avec un taux d'arriv�ee n� et un taux de service 1. La mesure stationnaire de

cette �le suit une loi de Poisson de param�etre n�. Pour � < 1, la probabilit�e que fLt; t � 0g
d�epasse n tend vers 0 quand n augmente. Ainsi la mesure stationnaire du processus fLt; t � 0g
tend vers une distribution de Poisson dont l'esp�erance est n�. Pour des syst�emes massivement

parall�eles (n grand), la plupart des processeurs ont une charge �egale �a 0 ou �a 1. En moyenne, une

proportion � d'entre eux ont une charge �egale �a 1. D'o�u les r�esultats dans le cas des syst�emes

non satur�es (� < 1). Dans le cas � = 1, le même argument concernant la distribution de Poisson

permet de d�eduire que la probabilit�e qu'un site soit libre tend vers 0. Les mêmes arguments que

ceux utilis�es dans la d�emonstration permettent alors de conclure.
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Les indices de performance d'int�erêt Psat et R �etant reli�es aux probabilit�es stationnaires par

les relations de la proposition 3 ces indices admettent aussi des valeurs limites dont les notations

et les valeurs num�eriques sont donn�ees dans le corollaire 1.

Corollaire 1. Pour n tr�es grand, le syst�eme avec transfert, pr�esente trois types de comporte-

ment selon les valeurs du taux d'arriv�ee � :

Syst�eme non satur�e : � < 1

lim
n!+1

Psat = P lim
sat = 0 ; lim

n!+1
R = R

lim
= 1 ;

Valeur critique : � = 1

lim
n!+1

Psat = P lim
sat = 0 ; lim

n!+1
R = R

lim
=
K

2
;

Syst�eme satur�e : � > 1

lim
n!+1

Psat = P lim
sat = 1� 1

�
; lim

n!+1
R = R

lim
= K � 1

�
:

Commentaires :

Ce comportement asymptotique r�ev�ele donc une transition de phase int�eressante. Lorsque le

taux de service est sup�erieur au taux d'arriv�ee, une tâche arrivant dans le syst�eme est presque

toujours accept�ee. Elle est presque toujours g�en�er�ee ou transf�er�ee sur un site sous-charg�e, et son

temps de r�eponse moyen est donc �egal �a son temps de service moyen, ici �egal �a 1.

Lorsque le taux de service est �egal au taux d'arriv�ee, une tâche arrivant dans le syst�eme est

�egalement presque toujours accept�ee, mais elle va, en moyenne, être proche de la moiti�e de la

�le d'attente, et son temps de r�eponse moyen est K
2 .

Lorsque le taux de service est inf�erieur au taux d'arriv�ee, une tâche peut être refus�ee, et quand

elle est accept�ee, elle va presque toujours avoir �a attendre beaucoup de temps avant d'être

compl�etement trait�ee. Plus le taux d'arriv�ee � est grand plus le temps de r�eponse moyen d'une

tâche est proche du temps maximum K et, dans ce cas la politique de transfert n'apporte aucune

am�elioration par rapport �a celle sans transfert.

D�emonstration

Voici la d�emonstration du corollaire 1. Les r�esultats obtenus pour la probabilit�e de

saturation m�emoire d�ecoulent imm�ediatement du th�eor�eme 1 puisque Psat = PK(�).

Pour le temps de r�eponse, les r�esultats s'obtiennent �a partir des r�eultats obtenus

dans le th�eor�eme 1 et dans la proposition 3.

On obtient alors la limite souhait�ee de fa�con �evidente pour � < 1.
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Pour � = 1 et K 6= 2, on obtient

lim
n!+1

R = 1 +
1

K � 2
+

2

K � 2
+ : : :+

K � 3

K � 2
+

1

2
;

D'o�u,

lim
n!+1

R =
K

2
:

Pour � = 1 et K = 2, on obtient

lim
n!+1

R = 1 =
K

2
:

Pour � > 1, on obtient

lim
n!+1

R = 1 + (K � 2)
1

�
+ (K � 1)

�
1� 1

�

�
;

D'o�u,

lim
n!+1

R = K � 1

�
:

4.4.2 Comparaison entre les r�esultats num�eriques et les r�esultats asympto-

tiques

Les r�esultats num�eriques de cette section ont �et�e obtenus avec mathematica. Le but de ces

calculs est de montrer que les r�esultats th�eoriques obtenus dans le th�eor�eme 4.4.1 donnent une

bonne approximation du comportement du syst�eme pour les nombres classiques de sites mis

en r�eseau dans les machines parall�eles, �a savoir n = 32; 64; 128; 256 ou plus. En e�et, pour

ce qui concerne les probabilit�es stationnaires, les valeurs limites obtenues ne sont e�ectivement

approch�ees que pour un nombre tr�es important de processeurs. Par contre, les valeurs limites des

indices de performance Psat et R sont obtenues tr�es rapidement i.e. pour un nombre raisonnable

de sites.

Probabilit�e de saturation

Pour toutes les valeurs du taux d'arriv�ee � donn�ees, la probabilit�e de saturation m�emoire est

une fonction d�ecroissante du nombre n de processeurs comme l'indiquent les �gures 4.14, 4.15,

4.16 obtenues pour di��erentes valeurs de �. Pour la valeur � = 0:8, on constate une convergence

tr�es rapide vers 0 obtenue d�es les valeurs n = 8. Cette même rapidit�e de convergence est obtenue
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pour � = 1:25, mais vers la valeur 0:2.

Autrement dit, avec la politique de transfert, ajouter un processeur dans un r�eseau totalement

connect�e diminue toujours la probabilit�e de saturation du syst�eme et tend �a la stabiliser vers

sa valeur limite P lim
sat . Les r�esultats num�eriques montrent que la convergence vers cette valeur

limite est tr�es rapide. La table 4.4 donne par exemple les valeurs Psat � P lim
sat pour un taux

d'arriv�ee � = 1 , pour n sites de capacit�e K = 6 avec n = 16; 32; 64; 128.

Or la convergence la plus lente correspond �a un taux d'arriv�ee �egal au taux de service, ici

� 1

n = 16 0.0134

n = 32 0.0070

n = 64 0.0036

n = 128 0.0018

Table 4.4 : Table de la di��erence Psat � P lim
sat .

� = 1, et dans cette situation la valeur de Psat peut être estim�ee par sa valeur limite P lim
sat

avec l'approximation donn�ee par cette table pour les syst�emes dont le nombre n de processeurs

est sup�erieur �a 32. Autrement dit, quand on dispose de 32 processeurs, ajouter un processeur

augmente encore la probabilit�e qu'une tâche soit accept�ee dans le syst�eme, mais de fa�con moins

signi�cative, puisque le gain obtenu est inf�erieur �a 0:007.
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Figure 4.14 : Probabilit�e de saturation pour un taux d'arriv�ee � = 0:8 fonction du nombre

n = 2q de sites de capacit�e K = 6.
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Figure 4.15 : Probabilit�e de saturation pour un taux d'arriv�ee � = 1 fonction du nombre

n = 2q de sites de capacit�e K = 6.
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Figure 4.16 : Probabilit�e de saturation pour un taux d'arriv�ee � = 1:25 fonction du nombre

n = 2q de sites de capacit�e K = 6.
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Temps de r�eponse moyen

Le temps de r�eponse moyen pour un taux d'arriv�ee � et une capacit�e K donn�es est une

fonction monotone de n, dont le sens d�epend des valeurs de � et de K.

Pour � < 1 , augmenter le nombre de sites diminue le temps de r�eponse moyen et ce temps

moyen tend rapidement vers 1 qui correspond au temps de service moyen.

La �gure 4.17 montre, par exemple, la courbe obtenue pour un taux d'arriv�ee � = 0:8

avec des sites de capacit�e K = 6.
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Figure 4.17 : Temps de r�eponse moyen pour un taux d'arriv�ee � = 0:8 fonction du nombre

n = 2q sites de capacit�e K = 6.

Pour � = 1 , le temps de r�eponse moyen diminue quand le nombre n de sites augmente,

et tend vers K
2 . La �gure 4.18 montre, par exemple, la courbe obtenue pour un taux

d'arriv�ee � = 1 avec n = 2q sites de capacit�e K = 6.

Pour � > 1 , comme il a d�ej�a �et�e mentionn�e au 4.3.3, l'�evolution du temps de r�eponse

moyen en fonction de n d�epend de la capacit�e m�emoire K. Le temps de r�eponse moyen est

une fonction monotone de n qui est d�ecroissante si la capacit�e m�emoire est K = 2 et est

croissante dans tous les autres cas. Les �gures 4.19, 4.20 et 4.21 donnent par exemple les r�e-

sultats obtenus pour un taux d'arriv�ee � = 1:25 avec les capacit�es K = 2, K = 3 et K = 6.

Dans tous les cas, la stabilit�e autour de la limite est aussi rapidement atteinte. La table 4.5

donne les valeurs jR � R
limj pour un nombre n de processeurs de capacit�e K = 6 et un taux
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Figure 4.18 : Temps de r�eponse moyen pour un taux d'arriv�ee � = 1 fonction du nombre

n = 2q sites de capacit�e K = 6.

d'arriv�ee � donn�e, avec n = 16; 32; 64; 128.

De même que pour la probabilit�e de saturation m�emoire, la valeur � = 1 est celle pour laquelle

� 0.6 0.8 1 1.2 1.4

n = 16 0.0065 0.0953 0.0409 0.121 0.0232

n = 32 0.004 0.0251 0.0212 0.0369 0.0038

n = 64 0 0.0044 0.0109 0.0084 0.0003

n = 128 0 0.0004 0.0056 0.0011 0

Table 4.5 : Table de la di��erence j R�R
lim j.

le syst�eme converge le plus lentement, mais même pour cette valeur et pour un syst�eme ayant

au moins 32 sites, le temps de r�eponse moyen d'une tâche peut être estim�e, avec l'approximation

obtenue dans la table 4.5, par sa valeur asymptotique R
lim

.

4.5 Calculs d'optimisation

4.5.1 Bornes sup�erieures sur le b�en�e�ce obtenu avec le transfert

Intuitivement, le transfert tend �a am�eliorer les performances du syst�eme, et pour mesurer

l'incidence, en termes de gain, de la politique de transfert sur ces indices, nous nous sommes

restreints �a l'�etude de la probabilit�e de saturation m�emoire Psat et du temps de r�eponse moyen

R, l'�etude des autres indices que nous avons mentionn�es �a la section 2.5.5 pouvant s'en d�eduire.

Probabilit�e de saturation m�emoire,

Le gain obtenu sur la probabilit�e de saturation m�emoire grâce �a la politique de transfert
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est P �
sat � Psat o�u Psat d�epend du nombre n de processeurs, de la capacit�e K et du taux

d'arriv�ee �. Pour des sites de capacit�e K donn�ee, et pour un taux d'arriv�ee � donn�e, le

meilleur gain est obtenu pour n in�ni, et la valeur de ce meilleur gain est

GainPsatmax(�;K) = �K
1� �

1� �K+1
si � � 1 ;

=
1

K + 1
si � = 1 ;

= �K
1� �

1� �K+1
+

1

�
� 1 si � > 1:

La �gure 4.22 montre l'�evolution de ce gain en fonction du taux d'arriv�ee �, pour des sites

de capacit�e K = 6.

Pour une capacit�e donn�ee, le meilleur gain est donc obtenu pour � = 1 et vaut

GainPsatmax(K) =
1

K + 1
:

C'est lorsque le taux de service est �egal au taux d'arriv�ee que la politique de transfert

permet en moyenne de mieux g�erer l'ensemble des m�emoires du syst�eme. Le gain obtenu

sur la probabilit�e de saturation m�emoire est d'autant plus important que la capacit�e K

des sites est petite. Ce gain est donc au mieux �egal �a 1=3, lorsque la capacit�e m�emoire est

�egale �a 2.

Temps de r�eponse moyen,

Comme nous l'avons d�ej�a constat�e, le gain obtenu pour le temps de r�eponse moyen grâce �a

la politique de transfert d�epend de � de n, et de K, et il convient de distinguer les r�esultats

selon les valeurs de ces param�etres.

Pour � < 1 et une capacit�e K donn�es, le gain obtenu est R
� � R, et le meilleur gain,

obtenu pour n in�ni, est

GainRmax(�;K) =
�

1� �
� K�K

1� �K
;

Le meilleur gain est donc obtenu pour �! 1 et vaut

GainRmax(K) =
K � 1

2
:

Autrement dit, plus la capacit�e K est grande, plus le gain sur le temps de r�eponse

moyen d'une tâche est important. Ce r�esultat est intuitif car pour � tr�es proche de 1

mais en r�egime non satur�e (� < 1), une tâche g�en�er�ee dans le syst�eme sans transfert
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de capacit�e K va attendre beaucoup, tandis qu'elle va en moyenne être trait�ee la

premi�ere quand la politique de transfert est mise en �uvre.

Pour � = 1 , le gain obtenu pour une capacit�e K est toujours R
� � R, et le meilleur

gain obtenu pour n in�ni est

GainRmax(1; K) =
1

2
:

Notons que cette limite est ind�ependante de la capacit�e m�emoireK. Dans la situation

sans transfert, la �le M=M=1=K est satur�ee. Le transfert am�eliore donc le temps de

r�eponse moyen d'une tâche, mais ne permet pas de gagner plus de 50% du temps de

service moyen, quelle que soit la capacit�e K des sites du syst�eme.

Pour � > 1 , le temps de r�eponse moyen d'une tâche g�en�er�ee par le syst�eme avec une

politique de transfert peut être sup�erieur �a celui d'une tâche g�en�er�ee par le syst�eme

sans transfert. Pour une capacit�e K donn�ee et un nombre in�ni de sites, la di��erence

R � R
�
est

K � 1

�
� �

1� �
+

K�K

1� �K
� 1 ;

et cette di��erence peut être positive ou n�egative selon les valeurs de la capacit�e

m�emoire K de chaque site.

Pour souligner ces di��erences de comportement, la �gure 4.23 montre les �evolutions de la

di��erence R
� � R en fonction du taux d'arriv�ee �, pour un nombre in�ni de sites de capacit�e

m�emoire K = 2, K = 3 et K = 6.

D'apr�es ces graphiques, il apparâ�t que pour K = 2, le transfert diminue toujours le temps

de r�eponse moyen tandis que pour K > 2, le temps de r�eponse moyen avec une politique de

transfert devient sup�erieur au temps de r�eponse moyen sans transfert d�es que le taux d'arriv�ee

devient sup�erieur au taux de service (ici � = 1). Dans cette situation, la di��erence entre

les temps de r�eponse moyen obtenus sans transfert et avec une politique de transfert accuse

donc un brusque changement de comportement en � = 1, et ce changement est d'autant plus

signi�catif que la capacit�e m�emoire K est grande.

Le meilleur b�en�e�ce possible sur le temps de r�eponse moyen d'une tâche grâce �a la politique

de transfert est donc obtenu pour des valeurs du taux d'arriv�ee proche du taux de service, en

r�egime non satur�e. Dans cette situation, le b�en�e�ce maximum est K�1
2 , et celui-ci est donc

d'autant plus important que la capacit�e K est grande, et le temps d'attente d'une tâche est

alors consid�erablement r�eduit grâce �a la politique de transfert.
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4.5.2 Optimisation du taux d'arriv�ee

Une application possible de cette mod�elisation est par exemple, de comparer les valeurs

minimales que doit avoir le taux d'arriv�ee � pour obtenir un d�ebit global �x�e pour chaque

processeur.

Ce d�ebit global (throughput dans la litt�erature anglaise) pour chaque processeur est le nombre

moyen de tâches trait�ees par unit�e de temps (cf. [12]). Sans ou avec une politique de transfert,

lorsque le temps de service moyen est pris comme unit�e de temps, ce d�ebit global, que nous

noterons � est :

� = 1� P0(�) :

A�n de garantir une e�cacit�e maximum ou un rendement donn�e important de chaque processeur,

il faut assurer un taux d'arriv�ee des tâches su�samment important, et ces valeurs di��erent selon

qu'une politique de transfert est mise en place ou non.

Pour quelques d�ebits particuliers, la table 4.6 donne les valeurs minimales que doit avoir le taux

d'arriv�ee � pour garantir ce d�ebit, dans les situations sans transfert et avec transfert avec 32

sites.

d�ebit � souhait�e � minimale sans transfert � minimale avec transfert, n=32

0.95 1.34201 0.95

0.90 1.11712 0.90

0.85 0.98369 0.85

Table 4.6 : Valeurs minimales du taux d'arriv�ee � pour un d�ebit � souhait�e

A�n d'assurer un d�ebit moyen constant donn�e pour chaque processeur, proche de l'e�cacit�e

maximum de ce processeur (� = 1), il est donc n�ecessaire, d'assurer un taux d'arriv�ee signi-

�cativement �elev�e (par rapport au taux de service) sans transfert, tandis qu'avec transfert, un

taux d'arriv�ee �egal au d�ebit moyen souhait�e est su�sant. Sans politique de transfert, il y a donc

beaucoup de pertes de tâches par rapport au nombre de tâches g�en�er�ees, tandis qu'avec une

politique de transfert, la perte de tâches est in�me, même pour des valeurs du taux d'arriv�ee

proches du taux de service moyen.

4.5.3 Dimensionnement de la capacit�e m�emoire

Une autre probl�ematique int�eressante est de trouver une valeur de la capacit�e m�emoire

permettant de garantir une probabilit�e de saturation m�emoire faible pour les valeurs du taux

d'arriv�ee inf�erieures au taux de service (ici pour � � 1). Pour un nombre n de processeurs et

une valeur du taux d'arriv�ee � donn�es, la probabilit�e de saturation m�emoire est une fonction



66 CHAPITRE 4. LE TRANSFERT DE CHARGE ENTRE N SITES, GRAPHE COMPLET

d�ecroissante de la capacit�e m�emoire K. Pour obtenir une probabilit�e de saturation m�emoire

inf�erieure �a un seuil donn�e la capacit�e m�emoire requise est d'autant plus grande que le taux

d'arriv�ee est proche du taux de service.

Dans les deux situations, avec et sans politique de transfert, et dans le cas o�u le taux de service

� est �egal au taux de service de moyen, ici � = 1, la table 4.7 donne les valeurs de la capacit�e

m�emoire n�ecessaire pour obtenir une probabilit�e de rejet inf�erieure �a 0.001.

� K sans transfert K avec transfert, n = 8 K avec transfert, n = 32

1.0 999 130 33

Table 4.7 : Dimensionnement de la capacit�e m�emoire K pour obtenir Psat < 0:001 en r�egime

non satur�e (� < 1).

Pour obtenir une probabilit�e de saturation m�emoire raisonnablement proche de z�ero, la

politique de transfert permet donc de r�eduire consid�erablement la taille de la capacit�e m�emoire

de chaque site.

4.6 Estimation du coût des transferts

4.6.1 Nombre moyen de transferts par unit�e de temps

Dans la mod�elisation �etudi�ee dans ce document, le temps des protocoles des communications

qui pr�ec�edent le transfert et celui du transfert lui-même ont �et�e n�eglig�es par rapport au temps

de service moyen. Il est toutefois opportun, pour un syst�eme dot�e de cette politique de transfert

d'estimer le nombre moyen de transferts e�ectu�es par unit�e de temps. Avec d'autres hypoth�eses

de mod�elisations, certaines �etudes permettent de tenir explicitement compte de certains d�elais

de communications (cf. [65]).

Soit Nt la variable al�eatoire �egale au nombre de transferts intervenus entre l'instant initial 0

et l'instant t.

Le processus fNt; t � 0g est un processus de Poisson �a environnement Markovien not�e dans la

litt�erature MMPP (Markov modulated Poisson process). Quand i processeurs ont une charge

�egale �a j et les n � i autres processeurs ont une charge �egale �a j � 1 (1 � j � K), le taux de

passage de n �a n+ 1 de ce processus est (toujours avec un temps d'ex�ecution moyen �egal �a 1)

�i+ (n� i) :

Le th�eor�eme expos�e dans la section \the counting function" de [42] permet d'obtenir le nombre
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moyen de transferts par unit�e de temps en fonction des probabilit�es stationnaires (pj)j=0:::Kn

du processus fLt; t � 0g (avec les notations de 4.2.3). Ce nombre moyen de transferts par unit�e

de temps, N tra s'exprime par la relation suivante.

N tra = lim
t!+1

E(
Nt

t
) =

KX
j=1

 
n�1X
i=1

�ip(j�1)n+i

!
+

KX
j=1

 
n�1X
i=1

(n� i)p(j�1)n+i

!
:

Les tables 4.8 et 4.9 donnent les valeurs obtenues pour ce nombre de transferts moyen pour des

capacit�e m�emoire K = 2 et K = 6 avec des valeurs variables du taux d'arriv�ee � et du nombre

n de processeurs.

� 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

n = 8 6.09 6.32 6.6 6.93 7.29 7.68 8.12

n = 16 12.51 13.08 13.75 14.46 15.20 15.95 16.76

n = 32 25.23 26.63 28.24 29.80 31.22 32.59 34.01

n = 64 50.55 53.65 57.41 60.86 63.53 65.85 68.36

n = 128 101.12 107.50 115.87 123.54 128.32 132.17 136.85

Table 4.8 : Nombre moyen de transferts par unit�e de temps pour une capacit�e m�emoire K = 2

pour di��erentes valeurs du taux d'arriv�ee � et du nombre n de sites.

� 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

n = 8 6.10 6.34 6.64 6.99 7.34 7.73 8.14

n = 16 12.55 13.20 14.03 14.92 15.52 16.15 16.87

n = 32 25.25 26.75 28.71 30.88 31.79 32.83 34.11

n = 64 50.56 53.72 57.96 62.84 64.23 66.03 68.40

n = 128 101.12 107.51 116.33 126.82 128.96 132.24 136.85

Table 4.9 : Nombre moyen de transferts par unit�e de temps pour une capacit�e m�emoire K = 6

pour di��erentes valeurs du taux d'arriv�ee � et du nombre n de sites.

Ce nombre moyen de transferts par unit�e de temps d�epend assez peu de la capacit�e m�emoire.

A condition que le temps de transfert d'une tâche soit petit devant sa dur�ee moyenne d'ex�ecution,

on remarque aussi que ce nombre moyen de transferts par unit�e de temps est de l'ordre de la

taille n du syst�eme. Par suite, la surcharge du r�eseau de communication due �a la politique de

transfert reste acceptable. Les contentions dans les r�eseaux n'inueront que tr�es peu sur les

performances globales du syst�eme.
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4.6.2 Nombre moyen de transferts pour une tâche donn�ee

Avec cette politique de mod�elisation de la politique de transfert, une tâche g�en�er�ee et accept�ee

par le syst�eme, peut être transf�er�ee plusieurs fois d'un site �a un autre. Il est donc utile d'estimer

le nombre moyen de transferts que cette tâche va subir avant d'être trait�ee par un processeur. Ce

nombre, que nous noterons N tts, peut s'obtenir �a partir du nombre moyen de transferts N tra et

du temps moyen de r�eponse d'une tâche R, et le d�ebit du syst�eme T . En e�et, le nombre moyen

de tâches qui entrent dans le syst�eme par unit�e de temps est T . Le nombre moyen de transferts

par tâche par unit�e de temps est donc Ntra

T
. De plus, pendant son s�ejour dans le syst�eme, le

temps pendant lequel une tâche est susceptible d'être transf�er�ee, est le temps d'attente moyen

de cette tâche soit (R � 1). Le nombre moyen de transferts N tts que subit une tâche pendant

son s�ejour dans le syst�eme est donc

N tts =
N tra

T
(R� 1)

Les tables 4.10 et 4.11 donnent les valeurs obtenues pour ce nombre moyen de transferts que

subit une tâche pendant son s�ejour pour des capacit�es m�emoire K = 2 et K = 6 avec des valeurs

variables du taux d'arriv�ee � et du nombre n de processeurs.

� 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

n = 8 0.05 0.08 0.11 0.15 0.20 0.25 0.30

n = 16 0.02 0.04 0.07 0.11 0.15 0.21 0.27

n = 32 0.00 0.01 0.04 0.07 0.13 0.19 0.25

n = 64 0.00 0.00 0.02 0.05 0.11 0.18 0.25

n = 128 0.00 0.00 0.01 0.04 0.10 0.17 0.25

Table 4.10 : Nombre moyen de transferts d'une tâche donn�ee pendant son s�ejour pour n sites

de capacit�e m�emoire K = 2 avec un taux d'arriv�ee �.

Avec une capacit�e m�emoire �egale �a 2, rappelons qu'une tâche arrivant dans le syst�eme est

transf�er�ee si et seulement si elle arrive sur un site de charge 1 tandis qu'il existe un processeur

libre. Dans une telle situation, une charge subit donc au plus un transfert, et le nombre de

transferts que subit une tâche semble donc acceptable. Notons la d�ecroissance de ce nombre

particuli�erement quand � > 1, mais rappelons que dans cette situation, même pour de petites

valeurs de n, la probabilit�e qu'un processeur soit oisif est voisine de z�ero, et la situation de

transfert d'une tâche est d'autant moins probable que n est grand.

Pour une capacit�e m�emoire K = 6, une tâche entrant dans le syst�eme peut subir entre 0

et 5 transferts avant d'être trait�ee. Pour des valeurs du taux d'arriv�ee inf�erieures au taux de



4.7. Comportement asymptotique pour une capacit�e m�emoire non limit�ee 69

� 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

n = 8 0.13 0.28 0.73 1.8617 3.05 3.71 4.14

n = 16 0.03 0.10 0.36 1.93 3.60 4.08 4.41

n = 32 0.00 0.03 0.14 1.96 3.91 4.24 4.50

n = 64 0.00 0.00 0.05 1.98 4.05 4.29 4.52

n = 128 0.00 0.00 0.01 1.99 4.11 4.30 4.52

Table 4.11 : Nombre moyen de transferts d'une tâche donn�ee pendant son s�ejour pour n sites

de capacit�e m�emoire K = 6 avec un taux d'arriv�ee �.

service, elle va subir en moyenne tr�es peu de transferts. Pour un taux d'arriv�ee �egal au taux de

service, ici � = 1, le nombre moyen de transferts de cette tâche reste raisonnable de l'ordre de

deux. Par contre, pour des valeurs du taux d'arriv�ee sup�erieures au taux de service, ici � > 1,

ce nombre moyen de transferts d'une tâche est important, de l'ordre de 4, voire 5 transferts,

c'est-�a-dire proche du maximum de transferts possibles. Notons en�n que pour cette capacit�e

K = 6, ce nombre augmente quand le nombre de processeurs augmente car la probabilit�e de

transfert d'une tâche augmente. Le coût de la politique de transfert dans cette situation peut

alors s'av�erer important.

4.7 Comportement asymptotique pour une capacit�e m�emoire

non limit�ee

Il peut être int�eressant d'�etudier le comportement du syst�eme lorsque la capacit�e m�emoire

de chaque processeur est id�ealement non limit�ee. Le r�egime d'�equilibre n'a alors de sens que

lorsque le taux d'arriv�ee est strictement inf�erieur au taux de service, ici � < 1.

Sans politique de transfert, on retrouve alors les r�esultats classiques de n �les M=M=1 ind�epen-

dantes.

Avec une politique de transfert, le syst�eme se comporte alors comme une �le M=M=n pour

laquelle le temps inter-arriv�ees suit une loi exponentielle de param�etre n�. La probabilit�e de

saturation m�emoire n'a plus de sens dans ce contexte, et le temps de r�eponse moyen s'exprime

de la fa�con suivante : (avec les notations du 4.2.3)

Proposition 7. Pour une capacit�e m�emoire K = 1, le temps de r�eponse moyen en fonction

du taux d'arriv�ee � et du nombre de processeurs n est :

R =
G(n; �) + nn

n!

�
�n�1

1�� + �n

n(1��)2

�
G(n; �) + nn

n!
�n�1

1��

;
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Pour un syst�eme massivement parall�ele, on obtient :

lim
n!+1

R = 1:

Une tâche arrivant dans un tel syst�eme va donc presque sûrement être trait�ee imm�ediatement.

Cela correspond �a un comportement limite id�eal pour lequel la politique de transfert est �eminem-

ment b�en�e�que.

Ces r�esultats ont �et�e partiellement d�ecrits dans le rapport de recherche [7].
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Chapitre 5

Le transfert de charge dans les

r�eseaux �a topologies r�eguli�eres

5.1 Introduction �a la mod�elisation pour des architectures

r�eguli�eres

Dans ce chapitre, les sites ne sont pas tous interconnect�es et la mod�elisation di��ere de

celles donn�ees dans les chapitres pr�ec�edents car elle tient compte des contraintes locales de

l'architecture d'un r�eseau. Deux sites seront dits voisins s'ils sont directement connect�es. Le

r�eseau form�e par l'ensemble des sites et les communications physiques qui les relient peut alors

être mod�elis�e par un graphe non orient�e dont les sommets repr�esentent les sites et dont les arêtes

repr�esentent les connexions physiques entre ces sites. Comme dans toute structure de graphe, la

distance entre deux sites est d�e�nie comme �egale au nombre minimum d'arêtes n�ecessaires pour

relier ces 2 sites.

Comme dans les mod�elisations des chapitres pr�ec�edents, nous supposons qu'un transfert imm�e-

diat et instantan�e d'une tâche est e�ectu�e d�es qu'une di��erence de charge entre deux sites voisins

d�epasse strictement 1. Pour que la situation de transfert ait un sens, la condition sur la capacit�e

m�emoire de chaque site K � 2 d�ej�a requise dans les chapitres pr�ec�edents reste toujours valable.

Cette politique de transfert peut entrâ�ner des transferts en cascade. Par exemple, supposons

que le site x ait une charge �egale �a i < K et que l'un de ses voisins ait une charge strictement

inf�erieure �a i. Si une nouvelle tâche est g�en�er�ee sur le site x, ce voisin devient la cible possible

d'un transfert du site x vers ce voisin. Ainsi, toute nouvelle tâche g�en�er�ee sur le site x sera

imm�ediatement transf�er�ee sur l'un des sites voisins possibles. Parmi les sites voisins possibles,

celui sur lequel est transf�er�ee cette tâche est choisi au hasard. Mais ce voisin, �a son tour, peut

lui aussi avoir des voisins ayant une charge strictement plus petite que la sienne. La tâche

g�en�er�ee au site x peut ainsi subir des transferts en cascade jusqu'�a un site plus �eloign�e. Il faut
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n�eanmoins souligner que, compte tenu de l'hypoth�ese d'une capacit�e limit�ee K, le nombre de

transferts successifs que peut subir une tâche est au plus �egal �a K�1. Ce nombre repr�esente

aussi la distance maximum s�eparant le site o�u la tâche a �et�e g�en�er�ee et celui o�u elle sera accept�ee

(d'un site de charge K�1 vers un site de charge 0). Ainsi, selon cette r�egle, la charge d'un site

ne peut augmenter que lorsque celle-ci est inf�erieure ou �egale �a celle de ses voisins.

Les �gures 5.1 et 5.2 montrent le transfert en cascade apr�es la g�en�eration d'une tâche sur un

site pour une architecture en cycle.

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

transferts vers un minimum local

nombre

arrive
une tâche

de tâches

x y sites

Figure 5.1 : Arriv�ee d'une tâche et transfert : : :
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Figure 5.2 : R�esultat du transfert apr�es cette arriv�ee.

Jusque-l�a, le mod�ele ainsi d�ecrit est semblable aux mod�eles de \tas de sable" largement

d�ecrits dans la litt�erature de physique. (voir Dhar [28] comme r�ef�erence r�ecente ou McNamara

et Wiesenfeld [63] pour un mod�ele plus proche de celui consid�er�e ici). On peut aussi faire une

analogie entre ce mod�ele et les mod�eles de croissance de cristaux de Gates et Westcott [43], dans

le sens o�u le taux de naissance d'une con�guration �a un site donn�e est fonction de la di��erence

de charge entre celle de ce site et celles de ses voisins.
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Contrairement aux mod�eles de \tas de sable" ou de croissance des cristaux, les tâches

peuvent aussi quitter le syst�eme apr�es la �n de leur ex�ecution. Lorsque le traitement d'une

tâche s'ach�eve, la dynamique possible du syst�eme est totalement sym�etrique �a celle obtenue

lorsqu'une tâche est g�en�er�ee. Supposons qu'une tâche s'ach�eve sur le site x et que certains

voisins de x aient une charge sup�erieure �a celle de x. Le d�epart de cette tâche va imm�ediatement

être compens�e par le transfert d'une tâche d'un de ces voisins plus charg�e, chacun de ceux-ci

ayant la même probabilit�e de transf�erer sur x leur derni�ere tâche. Ce transfert peut �a son

tour provoquer d'autres transferts en cascade. Comme pr�ec�edemment, apr�es la compl�etion

d'une tâche, le nombre de transferts en cascade entre le site x et le dernier site o�u se produit

un transfert est au plus �egal �a K � 1. Compte tenu de l'obligation de transfert d�es que

cela est possible, la charge d'un site ne peut e�ectivement d�ecrô�tre que si la charge de

ce site est sup�erieure ou �egale �a celle de ses voisins. Pour une architecture en cycle, les �g-

ures 5.3 et 5.4 montrent le transfert en cascade apr�es la �n de l'ex�ecution d'une tâche sur un site.

Le mod�ele ainsi d�ecrit est un syst�eme de spins �a valeurs dans f0; : : : ; Kg (cf. Liggett [58]

pour une r�ef�erence globale) et sa description formelle, ainsi que ses principales propri�et�es seront

donn�ees dans la section 5.2.

Dans le cas des architectures parall�eles, plusieurs dizaines voire des milliers de processeurs

sont connect�es. Pour des raisons technologiques les architectures les plus couramment d�evelop-

p�ees sont les architectures en tores. Il est donc utile d'�etudier la politique de transfert pour une

architecture mod�elis�ee par Z2 ou Zd. D'autres mod�eles ont �et�e �etudi�es sur des r�eseaux de taille

in�nie. Par exemple, Hajek (cf. [47]) �etudie un mod�ele similaire, mais avec des mod�elisations

di��erentes de la charge et de sa r�epartition. L'�etude de notre mod�ele pr�esente aussi un int�erêt

math�ematique. La section 5.3 donne notre principal r�esultat : le mod�ele de transfert est un

syst�eme ergodique pour toutes les valeurs de la capacit�e m�emoire K et toutes les valeurs du

taux d'arriv�ee �, et le r�egime d'�equilibre est atteint �a vitesse exponentielle. L'ergodicit�e de

syst�emes de spins est souvent di�cile �a d�emontrer et peut utiliser des techniques ou des outils

di��erents (cf. [44, 45]). La preuve donn�ee ici pour ce r�esultat repose sur un couplage sp�eci�que

et les techniques classiques de comparaisons stochastiques.

5.2 Description formelle du mod�ele LTM de transfert de charge

Le mod�ele pr�esent�e �a la section 5.1 est un syst�eme de spins �a valeurs dans f0; : : : ; Kg, et
pour ce qui concerne la terminologie et les notations utilis�ees, nous resterons aussi proches que

possible de celles utilis�ees dans le chapitre III de [58].

L'ensemble des sites repr�esentant les sommets du graphe sera not�e S, et l'ensemble des arêtes
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repr�esentant les connections physiques entre les sites sera not�e E. Si x est un site, ses voisins

successifs sont d�e�nis de la mani�ere suivante.

N (x) = N1(x) = fxg [ fy 2 S; fx; yg 2 Eg ; et

8k � 2 Nk(x) =
[

y2Nk�1(x)

N (y) :

Une con�guration � est une application de S dans f0 : : :Kg qui d�ecrit la charge de chaque site.

8x 2 S ; �(x) 2 f0; : : : ; Kg :

L'ensemble de toutes les con�gurations possibles est , X = f0; : : : ; KgS . Ce mod�ele est donc

d�e�ni a priori sur l'ensemble X de toutes ces con�gurations possibles mais ce mod�ele admet

un ensemble absorbant A inclus dans X . Ce sous ensemble A est l'ensemble de toutes les

con�gurations telles que la di��erence de charge entre deux sites voisins est au plus �egale �a 1.

A = f� 2 X t.q. 8fx; yg 2 E ; j�(x)� �(y)j � 1g :

Nous r�eduirons donc l'espace d'�etat �a ce sous ensemble A. Dans notre mod�ele, l'�etat d'une

con�guration ne peut changer que sur un seul site �a la fois (dynamique d'un syst�eme de spins).

Un tel changement ne peut correspondre qu'au d�epart ou �a l'arriv�ee d'une tâche �a un site x

(�eventuellement apr�es une cascade de transferts se terminant au site x), et la con�guration sera

incr�ement�ee ou d�ecr�ement�ee de 1 au site x. Ceci correspond �a une transition de la con�guration

� �a l'une des deux con�gurations not�ees �+x et ��x et d�e�nies par

�+x (x) = �(x) + 1 ; ��x (x) = �(x)� 1

�+x (y) = �(y) 8 y 6= x ; ��x (y) = �(y) 8 y 6= x :

Le taux de transition de � �a �+x (arriv�ee au site x) sera not�e a(x; �), et celui de � �a ��x (d�epart

au site x) par d(x; �).

Les valeurs de a(x; �) et d(x; �) doivent prendre en compte les transferts. L'arriv�ee d'une

tâche au site x ne peut se produire que si x est un minimum local de la con�guration �, mais

cela peut correspondre soit �a la g�en�eration d'une tâche au site x, soit �a une g�en�eration sur un

autre site dans NK�1(x), d'une tâche qui subit des transferts en cascade jusqu'au site x.

Pour all�eger les notations, l'unit�e de temps sera �egale au temps d'ex�ecution moyen d'une tâche

et tous les sites seront suppos�es homog�enes.

Nous noterons n(x; �) (respectivement n(x; �)) le nombre de sites voisins de x ayant, dans

la con�guration �, une charge strictement sup�erieure (respectivement inf�erieure) �a celle de x.
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Pour toute con�guration �, et pour tout site x, nous d�e�nissons le taux virtuel d'arriv�ee

�(x; �) de la fa�con r�ecursive suivante.

� Si n(x; �) = 0 alors

�(x; �) = � si �(x) < K

= 0 si �(x) = K :

� Si n(x; �)> 0 alors

�(x; �) = �+
X

y2N (x)
�(y)>�(x)

�(y; �)

n(y; �)
:

Traduisons la dynamique du mod�ele selon laquelle le taux r�eel d'arriv�ee au site x est non nul si

et seulement si x est un minimum local pour �. Ceci donne les relations suivantes.

a(x; �) = �(x; �) si n(x; �) = 0

= 0 si n(x; �)> 0 :

Les pr�ec�edentes relations peuvent être interpr�et�ees de la fa�con suivante. Si x est un maximum

local pour la con�guration �, (n(x; �) = 0) alors aucune tâche g�en�er�ee par le syst�eme ne peut

être transf�er�ee sur x. Par contre, une tâche peut être directement g�en�er�ee sur x si sa charge

n'est pas �egale �a K. Si x n'est pas un maximum local (n(x; �) > 0), la charge du site x est

strictement inf�erieure �a K, et une tâche peut être directement g�en�er�ee sur le site x. De plus, au

moins un site y parmi ses voisins a une charge sup�erieure �a la sienne. Toute tâche re�cue par le

site y (soit directement, soit apr�es des transferts successifs) sera transf�er�ee sur le site x avec la

probabilit�e 1
n(y;�) . Cette probabilit�e d�epend du nombre de voisins de y susceptibles de recevoir

cette tâche. Ce nombre est sup�erieur �a 1 car le site x est au moins un candidat possible.

En consid�erant la sym�etrie de la dynamique du mod�ele en ce qui concerne les d�eparts et les

arriv�ees, on obtient une d�e�nition analogue pour les taux de d�epart. Pour tout site x dans la

con�guration �, nous d�e�nissons d'abord le taux virtuel de d�epart de la fa�con r�ecursive suivante.

� Si n(x; �) = 0 alors

�(x; �) = 1 si �(x) > 0

= 0 si �(x) = 0 :

� Si n(x; �)> 0 alors

�(x; �) = 1 +
X

y2N (x)
�(y)<�(x)

�(y; �)

n(y; �)
:
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De fa�con analogue, le taux r�eel de d�epart au site x est non nul si et seulement si x est un

maximum local pour �. Du point de vue formel, ceci se traduit par les relations suivantes.

d(x; �) = �(x; �) si n(x; �) = 0

= 0 si n(x; �)> 0 :

De même, l'interpr�etation de ces relations est la suivante. Si x est un minimum local (n(x; �) =

0), aucune tâche du site x ne peut être transf�er�ee sur un de ses voisins. Si la charge du site x

est sup�erieure ou �egale �a 1 (�(x) > 0), une tâche peut terminer son ex�ecution sur le site x avec

taux 1. Si x n'est pas un minimum local, (n(x; �)> 0) alors une tâche peut quitter le site x, et

de plus au moins un site y parmi ses voisins a une charge inf�erieure �a la sienne. Si une tâche

quitte ce site y, soit parce que son ex�ecution est termin�ee soit apr�es des d�eparts en cascade, le

site x pourra transf�erer sa derni�ere tâche sur le site y avec la probabilit�e 1
n(y;�) . Cette probabilit�e

d�epend du nombre de sites voisins de y pouvant b�en�e�cier de ce d�epart.

Les taux qui viennent d'être d�e�nis correspondent �a un champ d'interactions de type �ni

car les taux de d�epart et d'arriv�ee au site x ne d�ependent des valeurs de la con�guration � que

dans le voisinage NK(x). Dans le cas particulier o�u S = Zd, muni d'une structure de r�eseau,

les taux sont invariants par translation d'un site �a l'autre et le processus ainsi d�ecrit peut être

explicitement construit d'apr�es l'argument de Harris (cf. [31] p. 119).

Le syst�eme de particules interactives ainsi d�e�ni sera d�esign�e par LTM (pour Load Transfer

Model).

Deux propri�et�es de base du mod�ele LTM peuvent imm�ediatement se d�eduire de la d�e�nition

des taux de d�epart et d'arriv�ee.

� La premi�ere de ces propri�et�es rend compte des rôles sym�etriques des d�eparts et des

arriv�ees dans la dynamique du syst�eme. Supposons qu'�a chaque site x on associe, non

sa charge �(x) c'est-�a-dire le nombre de tâches que ce site accueille, mais son espace

m�emoire libre, soit K��(x). Ce nouveau processus garde une dynamique semblable �a

celle du processus initial et cette dynamique est obtenue en inversant les rôles des taux

d'arriv�ee et de d�epart. Une fois prouv�ee l'existence de ces quantit�es, la premi�ere partie de

la proposition 2 du chapitre 4 reste donc valable (Pi(
�
�
) = PK�i(

�
�
)).

� La deuxi�eme de ces propri�et�es rend compte de la monotonie stochastique. Consid�erons sur

A l'ordre composante par composante suivant

� � � () 8x 2 S �(x) � �(x) :

Proposition 8. Le mod�ele LTM, restreint �a l'ensemble absorbant A, est attractif au sens
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suivant

8 � � � 2 A ; �(x) = �(x) =)
(

a(x; �) � a(x; �)

d(x; �) � d(x; �) :
(5.1)

En d'autres termes, la dynamique du mod�ele LTM tend �a homog�en�eiser la charge d'un

site avec celles de ses voisins.

D�emonstration

Soit deux con�gurations � et � de A telles que � � �. Soit x un site de S

tel que �(x) = �(x). Nous allons v�eri�er ce r�esultat uniquement dans le cas

o�u une tâche est g�en�er�ee, la situation apr�es la �n d'ex�ecution d'une tâche �etant

sym�etrique. Si x n'est pas un minimum local por �, l'in�egalit�e est trivialement

satisfaite. Si x est un minimum local pour �, alors c'est aussi un minimum local

pour �. Appelons chemin descendant tout chemin au sens de la structure de

graphe de S au long duquel la valeur de � d�ecrô�t exactement de un �a chaque

�etape. Le long de tout chemin descendant se terminant au site x, les valeurs de

� et de � co��ncident (car � 2A). Le taux d'arriv�ee peut s'exprimer sous la forme

du produit par � de la somme sur tous les chemins descendants se terminant au

site x de la probabilit�e qu'une tâche arrive au sommet de ce chemin, le suive par

des transferts succeessifs jusqu'au site x. Si  est un tel chemin, la probabilit�e

qu'une tâche suive un tel chemin est sup�erieure pour la con�guration � que pour

la con�guration � car il y a dans la con�guration � au moins autant de chemins

descendants se terminant au site x que dans la con�guration �. On obtient ainsi

l'in�egalit�e souhait�ee.

On peut alors �etendre le th�eor�eme 2.2 p.134 de [58] et v�eri�er

que être attractif au sens (5.1) ci-dessus est �equivalent �a la monotonie stochastique pour

les syst�emes de spins �a valeurs dans A ([58] d�e�nition 2.3 p.72). On peut aussi obtenir ce

r�esultat comme un cas particulier du th�eor�eme (3.3) in Forbes et al. [41]. La monotonie

stochastique sera l'un des arguments cl�es de la preuve de l'ergodicit�e dans le th�eor�eme 2.

5.3 R�esultat d'ergodicit�e du mod�ele LTM pour les architectures

mod�elis�ees par Zd

Tout au long de cette section, l'ensemble des sites est mod�elis�e par S = Zd. La seule

restriction pos�ee sur la structure de graphe est d'être invariante par translation, et localement

�nie. Par exemple,

8x 2 S N (x) = fy t.q. jjx� yjj � rg ;
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o�u r est un entier donn�e, et jj : jj est une norme parmi toutes les normes �equivalentes de Zd.

Th�eor�eme 2. Le mod�ele LTM sur Zd est ergodique et converge �a vitesse exponentielle vers son

r�egime stationnaire.

D�emonstration

Pour un syst�eme de spins attractif �a valeurs dans f0; 1g, la technique classique de la

preuve de l'ergodicit�e est d�ecrite dans [58] chap. III Th�eor�eme 2.3 et corollaire 2.4

p.136. Ce r�esultat peut s'�etendre �a des syst�emes de spins attractifs �a valeurs dans

f0; : : : ; Kg.
L'id�ee est la suivante. Consid�erons deux copies du processus, l'une initialis�ee au

temps z�ero �a la con�guration minimale, (8 x 2 S ; �(x) = 0), et l'autre initialis�ee �a

la con�guration maximale, (8 x 2 S ; �(x) = K), coupl�ees de telle sorte que l'ordre

initial reste pr�eserv�e �a chaque instant. Si la di��erence entre les deux copies tend vers

z�ero en loi, alors le processus est ergodique. Le couplage traditionnellement e�cace

pour ce genre de d�emonstration est le couplage dit de Vaserhstein ([58] p.124). Nous

allons utiliser un couplage plus fort, qui pr�eserve non seulement l'ordre entre les deux

con�gurations, mais qui est tel que la di��erence totale de charge entre les deux copies

ne peut que d�ecrô�tre avec le temps. De plus, notre couplage a l'avantage de suivre

la description intuitive du mod�ele donn�ee dans la section 5.1 (transferts en cascade

d'un site x vers un site y).

A chaque site, associons deux processus de Poisson, fAt(x) ; t � 0g et

fDt(x) ; t � 0g et d'intensit�es respectives � et 1, tous ces processus �etant ind�epen-

dants. Le processus fAt(x)g recense les arriv�ees de tâches au site x (accept�ees ou

non) et le processus fDt(x)g recense les �ns d'ex�ecution de tâches au site x (e�ectives

ou non). Nous voulons construire un processus de Feller f(�t; �t) ; t � 0g sur X�X

initialis�e au couple de con�gurations suivantes

8x 2 S (�0(x); �0(x)) = (0; K) :

Les deux con�gurations initiales sont dans l'ensemble A et cet ensemble est absorbant

pour la dynamique du mod�ele LTM, donc �a chaque instant, les deux coordonn�ees vont

rester dans l'ensemble A. Ainsi, dans la construction qui va suivre, nous pouvons

supposer que toutes les con�gurations sont telles que la di��erence de charge entre

sites voisins est au plus �egale �a 1. La contrainte principale est de pr�eserver �a chaque

instant l'ordre initial i.e.

8x 2 S 8t � 0 �t(x) � �t(x) :
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Nous allons seulement d�ecrire l'�evolution de chacune des coordonn�ees apr�es une

g�en�eration de tâches au site x, i.e. un instant correspondant �a un saut pour At(x).

L'�evolution obtenue apr�es un d�epart est exactement sym�etrique, et elle est obtenue

en rempla�cant �(x) par K��(x) et At(x) par Dt(x).

Supposons pour all�eger les notations, qu'�a un instant t, �t = � et �t = � avec

� � �, et qu'une tâche est g�en�er�ee au site x. Trois cas sont alors possibles.

� Si �(x) = K et �(x) = K : la tâche est rejet�ee et les deux con�gurations restent

identiques.

� Si �(x) < K et �(x) = K : la tâche est rejet�ee par la deuxi�eme coordonn�ee,

et la con�guration � reste inchang�ee. La tâche est accept�ee dans la premi�ere

con�guration et provoque �a un certain site une augmentation de la valeur de

la con�guration �. Ce site est x lui-même si c'est un minimum local. Sinon,

l'augmentation de la valeur de � se produit sur un autre site y dans NK(x),

choisi en respectant les r�egles de la dynamique du transfert du mod�ele LTM

donn�ees dans l'introduction. Pour que ce cas de �gure puisse se produire, il

faut qu'il existe un chemin (au sens du graphe) reliant x �a y au long duquel

la valeur de � d�ecrô�t exactement de 1 �a chaque �etape. Le long de ce même

chemin, la con�guration � peut au plus d�ecrô�tre de 1 �a chaque �etape. Comme

�(x) est strictement inf�erieure �a �(x) , la même in�egalit�e doit rester vraie pour

�(y) et �(y). Ainsi, l'augmentation de 1 de la valeur de � au site y pr�eserve

l'ordre initial des con�gurations.

� Si �(x) < K et �(x) < K : la tâche est accept�ee et provoque pour chaque

con�guration une augmentation sur un certain site dans NK(x). Deux cas sont

alors possibles.

1. Supposons �(x) < �(x).

Selon que le site x est ou non un minimum local pour �, la tâche g�en�er�ee

va rester au site x ou subir des transferts successifs ind�ependants les uns

des autres jusqu'�a une destination �nale y. D'apr�es l'argument d�ej�a em-

ploy�e dans le cas pr�ec�edent, la valeur �(y) est n�ecessairement strictement

inf�erieure �a la valeur �(y). Ainsi, l'augmentation de la valeur de � au site

y pr�eserve l'ordre initial des con�gurations. En�n, l'augmentation de la

valeur de � en un autre site dans NK(x) pr�eserve toujours l'ordre initial.

2. Supposons �(x) = �(x).

A�n de pr�eserver l'ordre initial, les transferts vont devoir être choisis le

plus judicieusement possible. Examinons les di��erentes situations possibles.
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Si x est un minimum local pour � , alors c'est aussi un minimum

local pour �. Dans ce cas la valeur des deux con�gurations augmente

de 1 au site x, et l'ordre initial des con�gurations est pr�eserv�e.

Si x est un minimum local pour � et non pour � , alors la con�g-

uration � augmente de 1 au site x, et la con�guration � augmente de

1 sur un autre site y 6= x. Toujours par le même argument, la valeur

�(y) est n�ecessairement strictement inf�erieure �a celle de �(y), et dans

cette situation, l'ordre initial des con�gurations reste pr�eserv�e.

La derni�ere situation possible est celle o�u le site x n'est un mini-

mum local ni pour �, ni pour �. Puisque �(x) = �(x) et � � �, la tâche

g�en�er�ee a n�ecessairement au moins les mêmes possibilit�es de transfert

dans la con�gurations � que dans la con�guration �. Choisissons au

hasard (parmi les sites possibles) le site y o�u la tâche aboutit apr�es le

premier transfert possible, dans la con�guration �. Deux cas sont alors

�a nouveau possible :

(a) Si ce site y correspond aussi �a un choix possible pour la con�gura-

tion �, alors la tâche est aussi transf�er�ee sur y dans la con�guration �.

(b) Si ce site y n'est pas un choix possible pour la con�guration �

alors y reste la premi�ere �etape du transfert de la tâche dans la

con�guration � et la tâche est transf�er�ee quelque part dans N1(x)

pour la con�guration �, ind�ependamment du premier choix. Dire

que y est un choix possible pour � et ne l'est pas pour � signi�e que

�(y) < �(y), et ainsi l'augmentation possible de la valeur de � de 1

au site y pr�eserve l'ordre initial.

Nous it�erons alors cette proc�edure si les choix des transferts possibles

peuvent concorder et nous laissons �evoluer les deux processus ind�epen-

damment sinon. Ainsi, la tâche g�en�er�ee au site x subit une cascade de

transferts et va ou bien aboutir sur le même site pour les deux con�g-

urations ou bien aboutir sur un site z dans la con�guration � tel que

�(z) < �(z) . Dans tous les cas l'augmentation de 1 de la valeur de

la con�guration � �a la destination �nale de la tâche g�en�er�ee au site x

pr�eserve l'ordre initial.
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Le couplage ainsi construit pr�eserve donc l'ordre initial. Montrons que la di��erence

totale de charge entre les deux copies ne peut que d�ecrô�tre avec le temps.

Soit R � S un sous-ensemble �ni de sites. D�e�nissons la di��erence de charge sur R

�a l'instant t, comme la somme des di��erences de charge de tous les sites de R entre

les deux con�gurations �t et �t. Notons Ct(R) cette di��erence.

Ct(R) =
X
x2R

(�t(x)� �t(x)) :

D'apr�es la construction pr�ec�edente, il apparâ�t que apr�es la g�en�eration d'une tâche

au site x, la di��erence de charge sur tout sous-ensemble contenant NK(x) ne peut

que d�ecrô�tre de 1, lorsque la tâche est rejet�ee dans la con�guration �t et accept�ee

dans la con�guration �t, ou rester la même dans tous les autres cas. Le couplage est

construit de fa�con sym�etrique dans le cas de la �n d'ex�ecution d'une tâche au site x.

Ainsi cette propri�et�e de d�ecroissance de la di��erence de charge reste vraie �a chaque

instant.

Soit f(�t; �t) ; t � 0g le couplage pr�ec�edemment d�e�ni. Pour prouver le th�eor�eme

2, nous devons trouver une constante positive � telle que pour toute fonction f de X

dans R, ne d�ependant que d'un nombre �ni de coordonn�ees, il existe une constante

positive  telle que

jE [f(�t)� f(�t)]j � e��t :

Par un argument standard r�esultant de l'invariance par translation, il est en fait

su�sant de prouver

P[�t(x)� �t(x) > 0] = P[Ct(fxg) > 0] � e��t (5.1)

pour des constantes positives  et �.

Soit x un site pour lequel �t(x) > �t(x). L'�etape suivante dans la d�emonstration

du th�eor�eme 2 consiste �a montrer que, apr�es une unit�e de temps, la di��erence de

charge au site x va e�ectivement d�ecrô�tre de 1 avec une probabilit�e strictement

positive :

P[Ct+1(fxg)� Ct(fxg) = �1] � � > 0 :

Pour montrer ceci, nous all�egeons les notations et nous supposons qu'�a un instant t,

�t = � et �t = �, et nous consid�erons deux con�gurations � � � avec �(x) < �(x).

Nous consid�erons alors un �ev�enement d�ependant de x, � et � selon lequel une tâche

g�en�er�ee au site x est rejet�ee dans la con�guration � et pas dans la con�guration �,
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tous les sites �a l'ext�erieur de N2K(x) n'�etant pas a�ect�es. Pour obtenir cet �ev�ene-

ment, l'id�ee est d'avoir su�samment de tâches g�en�er�ees dans NK(x) et aucun autre

�ev�enement dans N2K(x) a�n

1. d'�elever la valeur de la con�guration � jusqu'�a K au site x.

2. de maintenir la valeur de la con�guration � strictement inf�erieure �a K au site x.

Alors une tâche suppl�ementaire g�en�er�ee au site x sera rejet�ee dans la con�guration

�, et accept�ee dans la con�guration �.

Nous appelons chemin descendant tout chemin dans le graphe des sites reliant le site x

�a un minimum local de la con�guration �, le long duquel la valeur de la con�guration

� d�ecrô�t strictement. Il n'existe qu'un nombre �ni de tels chemins. Ce nombre est

major�e par jN (x)jK, et tous les sites du chemin descendant appartiennent �a NK(x).

Faisons d'abord arriver des tâches �a toutes les extr�emit�es de ces chemins descendants

(minima locaux pour �). Apr�es ces arriv�ees, la con�guration � est devenue une autre

con�guration o�u la longueur de tous les chemins descendants a diminu�e d'une unit�e.

Apr�es au plus K � 1 it�erations de cette proc�edure le site x lui-même est devenu un

minimum local pour la con�guration �, mais la valeur �(x) n'a pas chang�e. Pendant

ce temps, la premi�ere coordonn�ee du couplage � n'a �et�e modi��ee que sur des sites

inclus dans N2K(x). Certaines des tâches arrivant de cette mani�ere ont pu être

transf�er�ees sur le site x lui-même, mais ceci ne peut se produire que s'il existe un

chemin descendant du site o�u l'arriv�ee se produit jusqu'au site x. Ceci implique

que la di��erence �(x) � �(x) est strictement sup�erieure �a un. Ainsi, augmanter la

valeur de la con�guration � de sorte que le site x devienne un minimum local pour �

pr�eserve l'in�egalit�e : �(x)� �(x) > 0. Si apr�es ces transformations �(x) = K, alors

une nouvelle tâche g�en�er�ee au site x est rejet�ee dans la con�guration � et accept�ee

dans la con�guration � et l'�ev�enement d�esir�e est obtenu.

Sinon, une nouvelle tâche g�en�er�ee au site x augmente la valeur des con�gurations

au site x et ceci ne modi�e pas la relation �(x) > �(x). En r�ep�etant alors toute

la proc�edure au plus K � 1 fois, on obtient l'�ev�enement consid�er�e. Pour toutes les

con�gurations � et � la probabilit�e pour que cet �ev�enement ait lieu entre les instants

t et t + 1 est strictement sup�erieure �a une valeur � > 0.

Pour prouver l'�equation 5.1, consid�erons maintenant le cube R = [�n;+n]d\Zd,
et notons R0 sa \fermeture" c'est-�a-dire l'ensemble de tous les sites situ�es �a une

distance inf�erieure �a 2K d'un site de R.

R0 =
[
x2R

N2K(x) :
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La di��erence de charge sur R0, Ct(R
0), �evolue en fonction des arriv�ees et des

d�eparts. D'apr�es ce qui pr�ec�ede, cette di��erence ne peut que d�ecrô�tre pendant une

unit�e de temps sur les sites de R tels que �t(x) � �t(x) > 0, mais elle peut aussi

augmenter sur les autres sites en raison des e�ets de bords. Ces augmentations ne

peuvent survenir qu'�a la suite de d�eparts ou d'arriv�ees �a des sites n'appartenant pas

�a R, et dont la distance �a la fronti�ere de R est au plus �egale �a K. Le nombre de ces

sites est major�e par (n+K)d � nd donc par une constante multipli�ee par nd�1.

Pour chaque site x dans R, la probabilit�e d'une r�eelle d�ecroissance due au rejet d'une

tâche g�en�er�ee au site x dans la con�guration � et non dans la con�guration � est

sup�erieure �a

�P[�t(x)� �t(x) > 0] :

Par suite

E [Ct+1(R)� Ct(R)] � �(2n+ 1)d�P[�t(x)� �t(x) > 0] + o(nd) :

Mais, en utilisant l'invariance par translation, la partie gauche de l'in�egalit�e ci-dessus

est aussi

E [Ct+1(R)� Ct(R)] = (2n+ 1)dE [Ct+1(fxg)� Ct(fxg] :

Pour n su�samment grand, on obtient

E [Ct+1(fxg)� Ct(fxg)] � ��0P[Ct(fxg) > 0] :

Mais Ct(fxg) est une variable al�eatoire �a valeurs dans f0; : : : ; Kg.
Par suite

1

K
E [Ct(fxg)] � P[Ct(fxg) > 0] :

Ainsi

E [Ct+1(fxg)]� E [Ct(fxg)] � � �0

K
E [Ct(fxg)] :

Par suite, pour tout entier positif m, on obtient

E [Cm(fxg)] �
�
1� �0

K

�m

E(C0fxg) ;

et par suite, il existe deux constantes positives  et �00 telles que pour tout t � 0

E [Ct(fxg)] � e��
00t ;
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et aussi

P[Ct(fxg) > 0] � e��00t :

Ceci termine la d�emonstration du th�eor�eme 2.

Comme il a �et�e d�emontr�e dans les chapitres pr�ec�edents, tous les indices de performance

pertinents pour ce mod�ele peuvent s'exprimer en fonction des probabilit�es Pi(�) donnant la

probabilit�e pour chaque site d'avoir une charge �egale �a i en r�egime stationnaire (cf. proposition

3 chapitre 3). Ces relations restent valides pour cette nouvelle mod�elisation, et il est donc

essentiel d'obtenir ces valeurs pour comparer les performances du syst�eme sans transfert avec

celles obtenues avec transfert. Nous commencerons par exposer la m�ethode du champ moyen

dans la section 5.4 puis nous d�etaillerons les proc�edures utilis�ees pour obtenir ces valeurs par

des simulations dans la section 5.5 et nous comparerons les r�esultats obtenus dans la section 5.6.

Tr�es curieusement, dans certains cas, les valeurs obtenues par la m�ethode du champ moyen sont

tr�es proches de celles obtenues par les simulations. En�n, l'incidence du transfert sur les indices

de performance Psat et R sera �etudi�e dans la section 5.7.

5.4 Heuristique du champ moyen

L'id�ee de l'heuristique du champ moyen est de consid�erer que la mesure stationnaire d'un

syst�eme de particules interactives peut s'obtenir comme la mesure produit de la distribution

obtenue sur chaque site. Cette id�ee est largement utilis�ee dans la litt�erature de physique. Pour

des mod�eles semblables �a celui consid�er�e ici, des exemples peuvent être trouv�es dans [49] et

[33]. De Masi et al. [26] donne une justi�cation rigoureuse de cette heuristique en prouvant

que si des �echanges tr�es rapides sont rajout�es aux interactions du syst�eme de particules, alors

la distribution obtenue devient proche de la mesure produit (voir [32] pour des d�e�nitions

pr�ecises). Cette m�ethode a �et�e aussi largement utilis�ee dans la litt�erature informatique comme

par exemple dans les �etudes [34, 35, 65, 66, 84] et dans [85] pour des mod�eles semblables au

nôtre, mais avec des capacit�es m�emoire in�nies sur chaque site. Les �equations de champ moyen

ont �et�e �egalement utilis�ees et justi��ees pour obtenir les mesures stationnaires de larges r�eseaux

dans les mod�eles de Bramson, Durrett et Swindle (cf. [15, 91]), et d'autres mod�eles adapt�es �a

l'utilisation du champ moyen ont �et�e propos�es dans [29, 88, 30, 2, 98]. L'utilisation de cette

m�ethode semble encore un domaine tr�es actif de la recherche dans les r�eseaux de serveurs

(cf. [97]).

Consid�erons le mod�ele LTM sur un ensemble �ni de sites ou sur Zd. Dans les deux cas, il

existe une unique mesure stationnaire. Cette mesure sur X sera not�ee � et toutes les esp�erances
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relatives �a cette mesure seront not�ees E� .

Si R est un sous-ensemble de S, l'ensemble des con�gurations restreintes �a R seront not�eesX(R)

et la restriction de la mesure � �a R sera not�ee �jR :

8� 2 X(R) ; �jR[�] = �[f� 2 X t:q: �(x) = �(x) 8x 2 Rg] :

Nous supposerons qu'un groupe de transformations op�ere transitivement sur (S;E), ce qui est

vrai pour toutes les architectures classiques �a topologies r�eguli�eres. Alors

8x 2 S ; 8i 2 f0; : : : ; Kg ; Pi(�) = �jfxg[i] :

Soit x un site de S. En appliquant la d�e�nition du g�en�erateur du mod�ele LTM �a la fonction

indicatrice,11�(x)=i, du site x dans l'�etat i, nous obtenons les �equations d'�equilibre local suivantes.

Pour i = 0,

E�

�
a(x; �)

�
11�(x)=0

�� d(x; �)
�
11�(x)=1

��
= 0 ;

8 1 � i � (K � 1),

E�

�
a(x; �)

�
11�(x)=i�1 � 11�(x)=i

�
+ d(x; �)

�
11�(x)=i+1 � 11�(x)=i

��
= 0 ;

Pour i = K,

E�

�
a(x; �)

�
11�(x)=(K�1)

�� d(x; �)
�
11�(x)=K

��
= 0 :

Pour une con�guration �, les taux ne d�ependent que des valeurs des sites dans NK et l'esp�erance

ci-dessus peut donc s'�ecrire comme une somme �nie portant sur les con�gurations X (NK(x)).

Pour ne pas alourdir les notations, nous noterons cet ensemble de con�gurations X 0. On obtient

alors les �equations suivantes.

Pour i = 0, X
�2X0

�(x)=0

a(x; �) �jNK(x)[�] =
X
�2X0

�(x)=1

d(x; �) �jNK(x)[�] ; (5.1)

8 1 � i � (K � 1);

P
�2X0

�(x)=i

a(x; �) �jNK(x)[�] +
P
�2X0

�(x)=i

d(x; �) �jNK(x)[�]

=
P
�2X0

�(x)=i�1

a(x; �) �jNK(x)[�] +
P
�2X0

�(x)=i+1

d(x; �) �jNK(x)[�] ;
(5.2)

Pour i = K, X
�2X0

�(x)=K�1

a(x; �) �jNK(x)[�] =
X
�2X0

�(x)=K

d(x; �) �jNK(x)[�] : (5.3)
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L'heuristique du champ moyen consiste �a remplacer � par la mesure produit dans les �equa-

tions (5.1, 5.2, 5.3).

8� 2 X 0 ; �jNK(x)[�] $
Y

y2NK(x)

P�(y)(�) :

Les valeurs Pi(�) pour i 2 f0 : : :Kg apparaissent alors comme solution d'un syst�eme de K + 1

�equations non lin�eaires. Pour de grandes valeurs de K, ce syst�eme ne sera pas r�esoluble ais�ement.

Pour K = 2 le syst�eme est plus simple, et on peut alors r�esoudre explicitement ces �equations.

Dans ce cas, les �equations d�ependent du cardinal du voisinage de chaque site. Pour les r�eseaux

en tore dont la topologie est r�eguli�ere, nous pouvons supposer que chaque site a exactement k

voisins.

L'�equation obtenue pour i = 0 est alors

P1(�)(1� P2(�))
k = �P0(�) + �kP1(�)

kX
`=1

1

`

�
k�1

`�1

�
(1� P0(�))

k�`P0(�)
` :

Pour interpr�eter la partie gauche de cette �equation, il su�t de v�eri�er qu'un site ne peut passer

d'une charge �egale �a 1 �a une charge �egale �a 0 que lorsqu'une tâche termine son ex�ecution sur

ce site (avec taux � = 1) et que aucun de ses voisins ne peut b�en�e�cier de ce d�epart danc n'a

pas une charge �egale �a 2. Pour interpr�eter la partie droite, il faut observer que la charge d'un

site x peut passer de 0 �a 1 soit apr�es une g�en�eration de tâche sur ce site avec taux �, soit apr�es

l'arriv�ee d'une tâche sur l'un de ses k voisins, nommons le y, si celui-ci a une charge �egale �a

1. Ce site y peut lui-même avoir ` possibilit�es de transferts, et il va choisir x avec probabilit�e

1=`. Comme x fait au moins partie des voisins sur lequel y peut transf�erer, les `� 1 unes autres

possibilit�es doivent être choisies parmi les k � 1 autres voisins.

En utilisant le lemme,

nX
k=0

1

k + 1

�
n

k

�
xkyn�k =

1

(n+ 1)x

�
(x + y)n+1 � yn+1

�
;

l'�equation pr�ec�edente peut se transformer en la suivante :

P1(�)(1� P2(�))
k = �(1� P2(�))� �P1(�)(1� P0(�))

k :

L'�equation obtenue pour la valeur i = 2 est alors similaire et on obtient:

�P1(�)(1� P0(�))
k = (1� P0(�))� P1(�)(1� P2(�))

k :
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En combinant ces deux �equations, on obtient

�(1� P2(�)) = (1� P0(�)) :

On retrouve l'�equation du syst�eme d�ej�a obtenue pour les autres mod�elisations (voir chapitre 4

section 2).

Posons alors x = 1� P0(�). La valeur x est solution de l'�equation suivante :

(�+ ��k)xk�1(x(1 + 1=�)� 1) = 1 :

Cette �equation a une solution unique xk(�) dans l'intervalle ]0; 1[, qui peut être obtenue

num�eriquement. Les calculs ont �et�e fait avec mathematica pour di��erentes valeurs du nom-

bre de voisins k pour des sites de capacit�e K = 2. La totalit�e des �equations a �egalement �et�e

�ecrite dans le cas d'une architecture en cycle avec des sites de capacit�e K = 6 et les valeurs

des Pi(�) ont �et�e calcul�ees. Ces valeurs peuvent être consult�ees dans des tables donn�ees dans la

section 5.6.

Quand k tend vers l'in�ni, cette valeur xk(�) tend vers � si � < 1 et vers 1 si � > 1. En

e�et, les valeurs des Pi(�) obtenues grâce aux �equations de champ moyen quand le nombre de

voisins devient in�ni sont les mêmes que celles obtenues pour le cas d'une architecture de graphe

complet massivement parall�ele.

5.5 Estimations par simulation : m�ethode de Monte-Carlo

Des simulations ont �et�e faites pour trois types de graphes, le tore �a une dimension ou

autrement dit le cyle, le tore �a deux dimensions et l'hypercube. Pour chacun de ces types,

des r�esultats ont �et�e obtenus pour di��erentes valeurs des param�etres K (capacit�e m�emoire) et

� (taux de g�en�eration des tâches sur chaque site) et n (nombre de sites mis en r�eseau). Pour la

simulation des syst�emes de particules, on pourra se r�ef�erer �a Ycart [102].

5.5.1 Temps d'acc�es �a l'�equilibre

Dans la pratique, pour une simulation donn�ee, il est d'abord n�ecessaire de d�ecider quand le

r�egime d'�equilibre est atteint. Nous allons d�e�nir le temps d'acc�es �a l'�equilibre comme �etant la

limite sup�erieure de l'intervalle de con�ance �a 99% de la moyenne d'une variable al�eatoire T .

La d�e�nition de cette variable al�eatoire utilise largement la propri�et�e de monotonie stochastique

(section 5.2). Consid�erons deux copies ind�ependantes du mod�ele LTM f�t ; t � 0g et f�t ; t � 0g;
l'une initialis�ee �a la con�guration o�u tous les sites ont une charge �egale �a 0 (appel�ee con�guration

nulle ou minimale), et l'autre initialis�ee �a la con�guration o�u tous les sites ont une charge �egale
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�a K (appel�ee con�guration pleine ou maximale). Autrement dit,

8x 2 S ; �0(x) = 0 ; �0(x) = K :

Puisque le mod�ele LTM est attractif, la charge totale (somme des coordonn�ees) du processus

�t augmente stochastiquement dans le temps, tandis que celle du processus �t d�ecrô�t. Nous

pouvons alors donner la d�e�nition suivante

D�e�nition 1. La variable al�eatoire T est �egale au premier instant o�u les charges totales sont

�egales.

T = infft > 0 t:q:
X
x

�t(x) =
X
x

�t(x)g :

Dans les simulations, les processus �etudi�es correspondent �a la châ�ne incluse de ces processus. A

chaque it�eration, la probabilit�e qu'une tâche soit g�en�er�ee sur l'un des sites est �
�+� , et la prob-

abilit�e qu'une tâche termine son ex�ecution est �
�+� . Le site x sur lequel cet �ev�enement arrive

est choisi au hasard, et si la con�guration le permet, celle-ci est chang�ee en un site y avec les

r�egles de transfert �enonc�ees dans la section 5.1. A chaque it�eration, la valeur de la con�guration

change au plus en un point.

L'esp�erance et l'�ecart-type de T ont d'abord �et�e estim�es sur 1000 simulations ind�ependantes.

Pour di��erents types de graphes (tores �a une ou deux dimensions, hypercubes), les courbes

donnant le temps d'acc�es moyen �a l'�equilibre en fonction de la valeur du taux d'arriv�ee � appa-

raissent toutes semblables pour les mêmes valeurs de la capacit�e m�emoire K. Elles sont bien sûr

inchang�ees par la transformation �$ 1=�. Ces courbes s'incurvent de mani�ere abrupte autour

de la valeur � = 1.

La �gure 5.5 montre le temps d'acc�es moyen �a l'�equilibre pour l'hypercube �a 32 sommets de

capacit�e m�emoire K = 5.

La �gure 5.6 montre le temps d'acc�es moyen �a l'�equilibre pour le tore en deux dimensions de

2000 sites de capacit�e m�emoire K = 6.

Nous retrouvons le fait que la vitesse de convergence vers le r�egime d'�equilibre se fait �a vitesse

exponentielle en fonction du taux d'arriv�ee �. Le temps d'acc�es moyen �a l'�equilibre est d'autant

plus rapide que le nombre de sites est petit et que la capacit�e K est plus petite, mais ce temps

moyen d�epend �egalement du nombre de voisins de chaque site.

A titre de comparaison la table 5.1 donne les temps d'acc�es moyens �a l'�equilibre pour une même

architecture, le tore de 2000 sites �a deux dimensions, et des capacit�es m�emoires di��erentesK = 2,

et K = 6 pour les valeurs du taux d'arriv�ee � = 0:8 et � = 1, et la table 5.2 donne ces mêmes

temps d'acc�es moyens, en dimension 1 pour le cycle de 250 sites. Les valeurs de ces tables sont

donn�ees en milliers d'it�erations.
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Figure 5.5 : Temps d'acc�es moyen �a l'�equilibre en fonction du taux d'arriv�ee � pour un

hypercube de 32 sites de capacit�e K = 5, une unit�e de temps = une it�eration.
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Figure 5.6 : Temps d'acc�es moyen �a l'�equilibre en fonction du taux d'arriv�ee � pour un tore

de 2000 sites (40 � 50) de capacit�e K = 6, une unit�e de temps = 1000 it�erations.
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Tore n� 0.8 1.0

2000 sites

K=2 19.3 19.8

K=6 96.6 4412.0

Table 5.1 : Inuence de la capacit�e en dimension 2 : Temps d'acc�es moyen �a l'�equilibre pour

le tore �a 2000 sites et des capacit�es m�emoires di��erentes K = 2, K = 6 avec les taux d'arriv�ee

� = 0:8 et � = 1 ( 1 unit�e de temps = 1000 it�erations).

Cycle n� 0.8 1.0

250 sites

K=2 1.9 2.0

K=6 12.7 27.3

Table 5.2 : Inuence de la capacit�e en dimension 1 : Temps d'acc�es moyen �a l'�equilibre pour

le cycle �a 250 sites et des capacit�es m�emoires di��erentes K = 2, K = 6 avec les taux d'arriv�ee

� = 0:8 et � = 1 ( 1 unit�e de temps = 1000 it�erations).

Autrement dit, augmenter la capacit�e m�emoire augmente fortement le temps d'acc�es moyen

�a l'�equilibre, et ce d'autant plus que le nombre de voisins de chaque site est grand. Pour une

architecture en cycle o�u chaque site a deux voisins, passer d'une capacit�e K = 2 �a une capacit�e

K = 6 multiplie au plus le temps moyen d'acc�es par 16. Pour une architecture en tore, o�u

chaque site a quatre voisins, passer d'une capacit�e K = 2 �a une capacit�e K = 6, multiplie le

temps d'acc�es moyen par au plus 225.

Pour comparer l'inuence de l'architecture pour une même capacit�e m�emoire, la table 5.3

donne les temps d'acc�es moyens �a l'�equilibre pour une même capacit�e m�emoire K = 2 et un

nombre de sites di��erents sur des architectures di��erentes (250 et 3000 pour le cycle, 2000 et

50000 pour le tore) avec des taux d'arriv�ee � = 0:8 et � = 1, et la table 5.4 donne les temps

d'acc�es moyens �a l'�equilibre pour une même capacit�e m�emoire K = 6 et un nombre de sites

di��erents sur des architectures di��erentes (32 et 250 pour le cycle, 32, 2000 et 50000 pour le

tore) avec des taux d'arriv�ee � = 0:7, � = 0:8 et � = 0:9. On pourra remarquer que pour

un même nombre de sites (ici n = 32), le temps d'acc�es moyen �a l'�equilibre augmente lorsque

le nombre de voisins de chaque site augmente, et on pourra comparer ces valeurs avec celles

obtenues dans la �gure 5.5.

De même, pour une même architecture et une même capacit�e m�emoire, augmenter le nombre

de sites augmente le temps d'atteinte de l'�equilibre. Par exemple, pour une capacit�e K = 2,
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K = 2 n � 0.8 1.0

32 sites en cycle 0.198 0.227

32 sites en tore 0.209 0.230

250 sites en cycle 1.9 2.0

3000 sites en cycle 30.2 30.0

2000 sites en tore 19.3 19.8

50000 sites en tore 613.3 630.0

Table 5.3 : Inuence de l'architecture : temps d'acc�es moyen �a l'�equilibre pour une même

capacit�e K = 2 et un nombre de sites di��erents ( 1 unit�e de temps = 1000 it�erations).

K = 6 n � 0.7 0.8 0.9

32 sites en cycle 0.990 1.273 1.975

32 sites en tore 0.986 1.513 2.640

250 sites en cycle 8.6 12.7 20.0

2000 sites en tore 68.6 96.6 173.5

50000 sites en tore 1856 2658 4826

Table 5.4 : Inuence de l'architecture: temps d'acc�es moyen �a l'�equilibre pour une même

capacit�e K = 6 et un nombre de sites di��erents ( 1 unit�e de temps = 1000 it�erations).

passer du cycle de 250 sites au cycle de 3000 sites multiplie par 16 au plus ce temps d'acc�es

moyen. Pour une capacit�e K = 6, passer du tore �a 2000 sites au tore �a 50000 sites multiplie ce

temps par au plus 32.

5.5.2 Probabilit�es stationnaires

Les estimations des probabilit�es Pi(�) en r�egime stationnaire ont �et�e estim�ees de la mani�ere

suivante. Le temps d'acc�es moyen �a l'�equilibre ayant �et�e d�e�ni dans la section 5.5.1, nous

avons choisi pour les exp�eriences ult�erieures visant �a estimer les probabilit�es stationnaires, de

majorer encore ce temps d'acc�es moyen �a l'�equilibre et de le prendre �egal �a la borne sup�erieure

Teq de l'intervalle de con�ance de risque 0:01% de la moyenne E [T ]. Nous ex�ecutons alors une

simulation jusqu'�a ce que ce temps d'�equilibre soit atteint puis nous calculons la proportion de

sites ayant une charge �egale �a i et nous refaisons cette mesure 30 fois �a des intervalles r�eguliers

de temps dont la longueur est �egale �a Teq. La valeur estim�ee des Pi(�) et leurs �ecarts-types

sont alors calcul�es �a partir de ces mesures. Pour les grandes valeurs du nombre de sites, pour le

cycle et les tores, la valeur des Pi(�) peut aussi être consid�er�ee comme la valeur obtenue pour

un nombre in�ni de sites.
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5.6 Comparaisons des valeurs obtenues

De nombreux r�esultats ont �et�e obtenus par ces simulations, et pour comparer les di��erents

mod�eles et m�ethodes �etudi�es dans ce document, nous nous limitons ici �a donner quatre tables.

Ces tables 5.9 , 5.10, 5.11, et 5.12, donnent les r�esultats obtenus pour P0(�) pour les di��erents

mod�eles et di��erentes architectures pour di��erentes valeurs du taux d'arriv�ee � et deux valeurs

de la capacit�e m�emoire K = 2, et K = 6. Des tables analogues permettent de comparer les

valeurs obtenues pour les autres Pi(�).Ces tables sont donn�ees �a la �n de cette section. Pour

mieux synth�etiser ces r�esultats, et a�n de quanti�er la di��erence des valeurs obtenues par la

m�ethode du champ moyen et par les simulations, nous choisissons de calculer la charge moyenne

par site, ,
Pi=K

i=1 iPi(�), et nous d�e�nissons alors la di��erence relative �ML de la fa�con suivante

D�e�nition 2. Nous appelons di��erence relative de la charge moyenne par site la quantit�e

�ML =
jMLmc �MLmf j

MLmf
;

o�u MLmc (respectivement : MLmf ) est la charge moyenne calcul�ee avec les valeurs de Pi(�)

obtenues par la m�ethode de Monte-Carlo (respectivement par les solutions des �equations de

champ moyen).

La table 5.5 montre les valeurs de �ML pour des sites de capacit�e K = 2 dans le cas du cycle

de 250 sites, du tore �a deux dimensions avec 2000 sites et de l'hypercube de dimension 12, pour

des valeurs du taux d'arriv�ee � comprises entre 0:1 et 1.

K = 2 n � .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.

cycle de 250 sites 0.001 0.011 0.001 0.000 0.005 0.000 0.006 0.003 0.003 0.004

tore de 2000 sites 0.000 0.005 0.016 0.002 0.005 0.003 0.005 0.003 0.005 0.000

hypercube de 4096 sites 0.017 0.010 0.008 0.004 0.007 0.004 0.006 0.0025 0.000 0.001

Table 5.5 : Valeurs de la di��erence relative �ML pour quanti�er la di��erence obtenue par les

m�ethodes de Monte-Carlo et les solutions des �equations de champ moyen pour un grand nombre

de sites de capacit�e K = 2.

Pour des sites de capacit�e K = 2 et n'ayant que 32 sites, la table 5.6 donne le r�esultat de ces

calculs pour le cycle et le tore.

Dans le cas d'une capacit�e m�emoire �egale �a 6, ces calculs n'ont �et�e faits que dans le cas du

cycle de 250 et de 32 sites. La table 5.7 donne les r�esultats obtenus.

Ces di��erences relatives pour de grandes valeurs du nombre de sites et pour la capacit�e m�emoire

K = 2 sont extrêmement faibles. Plusieurs explications peuvent être propos�ees. La di��erence
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K = 2 n � .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.

cycle de 32 sites 0.020 0.027 0.076 0.038 0.052 0.007 0.005 0.030 0.015 0.027

tore de 32 sites 0.042 0.083 0.003 0.049 0.047 0.012 0.044 0.023 0.030 0.030

Table 5.6 : Valeurs de la di��erence relative �ML pour quanti�er la di��erence obtenue par

les m�ethodes de Monte-Carlo et les solutions des �equations de champ moyen pour 32 sites de

capacit�e K = 2.

K = 6 n � .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.

cycle de 250 sites 0.059 0.021 0.017 0.046 0.073 0.072 0.088 0.021 0.077 0.332

cycle de 32 sites 0.040 0.144 0.051 0.006 0.036 0.133 0.108 0.030 0.140 0.341

Table 5.7 : Valeurs de la di��erence relative �ML pour quanti�er la di��erence obtenue par

les m�ethodes de Monte-Carlo et les solutions des �equations de champ moyen pour 250 sites de

capacit�e K = 6.

entre les �equations (5.1, 5.2, 5.3) et les �equations de champ moyen peuvent s'exprimer en termes

des corr�elations suivantes

�jNK(x)[�] �
Y

y2NK(x)

P�(y)(�) :

Le th�eor�eme 2 prouve que le r�egime stationnaire est atteint �a vitesse exponentielle. Dans le cas

d'un syst�eme de particules interactives invariant par translation, la distribution asymptotique

(pour un grand nombre de sites) a des corr�elations qui d�ecroissent exponentiellement ([58],

Th�eor�eme 4.20 p. 41). N�eanmoins, ceci n'explique pas pourquoi ces corr�elations devraient

être petites dans un voisinage �ni. En r�egime stationnaire, les sites ne sont clairement pas

ind�ependants, et en particulier ils doivent ob�eir �a la condition que la di��erence de charge entre

deux sites voisins est inf�erieure ou �egale �a 1. Dans les �equations (5.1, 5.2 et 5.3), tous les termes

qui correspondent �a des con�gurations qui ne v�eri�ent pas cette condition sont nuls. Pour des

valeurs du taux d'arriv�ee � non comprises dans un petit intervalle autour de la valeur critique

� = 1, le syst�eme est soit en sous-charge et peu de sites ont une charge sup�erieure �a 2, soit

surcharg�e et peu de sites ont une charge inf�erieure �a K � 2.

Pour des sites de capacit�e K = 6, la table 5.8 donne la somme P2(�)+ � � �+P6(�), pour le cycle

(250 sites), le tore (2000 sites) et l'hypercube (128 sites) pour des valeurs du taux d'arriv�ee

� comprises entre 0:90 et 0:99. Quand le syst�eme est en sous-charge, peu de sites ont une

charge sup�erieure �a 2 et tr�es peu de transferts interviennent. Sur de vastes intervalles de temps,

le syst�eme se comporte donc comme si les sites �etaient ind�ependants. L'approximation de la

valeur des Pi(�) par les valeurs obtenues par l'approximation du champ moyen est donc d'autant

plus valide que le taux d'arriv�ee � est distant de 1, que le nombre de sites n est grand que le
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� .90 .91 .92 .93 .94 .95 .96 .97 .98 .99

cycle 0.510 0.540 0.577 0.638 0.662 0.684 0.727 0.759 0.807 0.839

tore 0.210 0.225 0.249 0.277 0.313 0.350 0.382 0.450 0.542 0.653

cube 0.086 0.106 0.112 0.133 0.160 0.192 0.234 0.310 0.405 0.600

Table 5.8 : Valeur P2(�) + � � � + P6(�) pour des sites de capacit�e K = 6 pour di��erentes

architectures.

nombre de voisins de chaque site est �elev�e, et que la capacit�e m�emoire est petite.



98CHAPITRE 5. LE TRANSFERT DE CHARGE DANS LES R�ESEAUX �A TOPOLOGIES R�EGULI�ERES

Comparaisons possibles pour P0 ; K = 2

0:1 � � � 0:9

P0

. . . � 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

mod�ele sans

0.9009 0.806 0.719 0.641 0.571 0.510 0.457 0.410 0.369

transfert

avec transfert

graphe complet

n = 40 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3006 0.2050 0.1218

n = 2000 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1

avec transfert

cycle 0.902 0.796 0.723 0.627 0.533 0.422 0.351 0.269 0.223

� �ecart-type 0.050 0.078 0.098 0.0108 0.095 0.0130 0.101 0.096 0.085

(32 sites)

avec transfert

cycle 0.897 0.800 0.708 0.603 0.509 0.424 0.349 0.285 0.239

� �ecart-type 0.021 0.028 0.037 0.037 0.034 0.032 0.037 0.046 0.026

(250 sites)

avec transfert

cycle 0.9 0.798 0.702 0.604 0.510 0.427 0.354 0.286 0.233

� �ecart-type 0.005 0.008 0.011 0.011 0.012 0.012 0.012 0.010 0.01

(3000 sites)

champ moyen 0.90 0.8002 0.7015 0.6054 0.5142 0.4302 0.3552 0.2904 0.2359

(k=2)

avec transfert

tore (k=4) 0.904 0.783 0.700 0.619 0.477 0.403 0.348 0.264 0.158

� �ecart-type 0.059 0.073 0.075 0.086 0.139 0.126 0.119 0.129 0.095

(32 sites)

avec transfert

tore (k=4) 0.900 0.799 0.695 0.600 0.499 0.407 0.318 0.242 0.174

� �ecart-type 0.008 0.010 0.008 0.013 0.017 0.015 0.013 0.014 0.012

(2000 sites)

champ moyen 0.9 0.8 0.7 0.601 0.50255 0.4078 0.3195 0.2414 0.1764

(k=4)

avec transfert

hypercube (k=12) 0.90170 0.8021 0.70236 0.60178 0.50346 0.40275 0.30526 0.20557 0.11630

champ moyen 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.400057 0.300502 0.203223 0.11539

(k=12)

Table 5.9 : Comparaison de la probabilit�e P0 pour K = 2; 0:1 � � � 0:9 pour les di��erents

mod�eles pour des sites ayant k voisins
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0:91 � � � 1:0

P0

. . . � 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1.0

mod�ele sans

transfert 0.3652 0.3615 0.3578 0.3541 0.3506 0.3470 0.3435 0.340 0.3367 0.3333

avec transfert

graphe complet

n = 40 0.1146 0.1077 0.1010 0.0946 0.0884 0.0825 0.0769 0.0716 0.0665 0.0617

n = 2000 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01 0.0

avec transfert

cycle 0.253 0.218 0.194 0.195 0.232 0.198 0.185 0.183 0.176 0.199

� 0.087 0.109 0.104 0.084 0.089 0.085 0.069 0.096 0.086 0.062

(32 sites)

avec transfert

cycle 0.223 0.224 0.215 0.223 0.216 0.207 0.195 0.190 0.184 0.183

� 0.018 0.04 0.034 0.033 0.038 0.034 0.034 0.029 0.035 0.029

(250 sites)

avec transfert

cycle 0.226 0.225 0.218 0.215 0.211 0.204 0.198 0.198 0.189 0.186

� 0.012 0.011 0.009 0.008 0.011 0.009 0.011 0.008 0.009 0.011

(3000 sites)

champ moyen 0.2310 0.2262 0.2215 0.2168 0.2123 0.2079 0.2035 0.1992 0.1951 0.1910

(k=2)

avec transfert

tore (k=4) 0.162 0.154 0.158 0.152 0.164 0.133 0.134 0.152 0.114 0.139

� 0.094 0.091 0.0119 0.108 0.104 0.079 0.101 0.088 0.075 0.089

(32 sites)

avec transfert

tore (k=4) 0.166 0.168 0.160 0.151 0.146 0.145 0.140 0.131 0.128 0.126

� 0.013 0.012 0.015 0.010 0.011 0.011 0.010 0.010 0.009 0.009

(2000 sites)

champ moyen 0.1708 0.1652 0.1598 0.1545 0.1493 0.1444 0.1395 0.1348 0.1302 0.1258

(k=4)

avec

hypercube (k=12) 0.11123 0.10349 0.09571 0.08938 0.08347 0.07730 0.06950 0.06473 0.05952 0.05161

champ moyen 0.10767 0.10022 0.09304 .086169 0.07960 0.07336 0.06744 0.06186 0.05661 0.05171

(k=12)

Table 5.10 : Comparaison de la probabilit�e P0 pour K = 2; 0:91 � � � 1:0 pour les di��erents

mod�eles pour des sites ayant k voisins
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Comparaisons possibles pour P0 ; K = 6

0:9 � � � 0:9

P0

. . . � 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

mod�ele sans

transfert 0.9 0.80 0.70 0.60 0.5039 0.4115 0.3269 0.2531 0.1917

avec transfert

graphe complet

n = 40; 2000 0.9 0.80 0.70 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10

avec transfert

cycle 0.903 0.823 0.700 0.575 0.475 0.423 0.308 0.222 0.094

� �ecart-type 0.054 0.081 0.081 0.111 0.121 0.124 0.097 0.1 0.071

(32 sites)

avec transfert

cycle 0.905 0.791 0.690 0.590 0.494 0.396 0.310 0.186 0.107

� �ecart-type 0.016 0.027 0.039 0.029 0.036 0.047 0.039 0.039 0.037

(250 sites)

champ moyen

approxim�e 0.8996 0.7971 0.6918 0.5842 0.4761 0.3669 0.2657 0.1660 0.0730

voisins imm�ediats

champ moyen

exact 0.8996 0.7970 0.6915 0.5831 0.4727 0.3622 0.2550 0.1579 0.0772

(cycle,k=2,K=6)

avec transfert

tore 0.896 0.785 0.724 0.578 0.499 0.448 0.286 0.209 0.104

� �ecart-type 0.059 0.108 0.097 0.127 0.111 0.117 0.121 0.144 0.109

(32 sites)

avec transfert

tore 0.90 0.803 0.701 0.596 0.502 0.395 0.302 0.20 0.099

� �ecart-type 0.009 0.010 0.017 0.014 0.017 0.012 0.016 0.010

(2000 sites)

Table 5.11 : Comparaison de la probabilit�e P0 pour K = 6; 0:1 � � � 0:9 pour les di��erents

mod�eles pour des sites ayant k voisins
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0:91 � � � 1:0

P0

. . . � 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1.0

mod�ele sans

transfert 0.1862 0.1809 0.1757 0.1707 0.1657 0.1609 0.1562 0.1517 0.1472 0.1429

avec transfert

graphe complet

n = 40 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 0.04 0.0301 0.0206 0.0121 0.0057

n = 2000 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01 0.00

avec transfert

cycle 0.075 0.078 0.081 0.065 0.044 0.040 0.057 0.036 0.032 0.014

� �ecart-type 0.070 0.083 0.067 0.066 0.054 0.037 0.074 0.047 0.059 0.026

(32 sites)

avec transfert

cycle 0.089 0.083 0.058 0.056 0.051 0.044 0.035 0.024 0.022 0.018

� �ecart-type 0.030 0.030 0.022 0.020 0.020 0.020 0.014 0.015 0.014 0.011

(250 sites)

champ moyen

approxim�e 0.0643 0.0559 0.0477 0.0397 0.0320 0.0247 0.0177 0.0112 0.0052 0.0005

voisins imm�ediats

champ moyen

exact 0.0700 0.0630 0.0561 0.0492 0.0422 0.0351 0.0277 0.0193 0.0084 0.0

(cycle, k = 2,K = 6)

avec transfert

tore 0.108 0.117 0.073 0.064 0.041 0.030 0.049 0.021 0.025 0.014

� �ecart-type 0.096 0.098 0.084 0.081 0.063 0.076 0.079 0.070 0.053 0.043

(32 sites)

avec transfert

tore 0.091 0.084 0.071 0.058 0.050 0.042 0.030 0.020 0.011 0.0

� �ecart-type 0.013 0.011 0.010 0.012 0.010 0.010 0.007 0.006 0.006 0.0

(2000 sites)

Table 5.12 : Comparaison de la probabilit�e P0 pour K = 6; 0:91 � � � 1 pour les di��erents

mod�eles pour des sites ayant k voisins
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5.7 Comportement des indices de performance

Comme il a d�ej�a �et�e mentionn�e, la proposition 3 du chapitre 4 reste valable pour les archi-

tectures �etudi�ees dans la section 5.6. Il est donc tout �a fait possible de calculer la valeur des

indices de performance pour cette mod�elisation.

Probabilit�e de saturation m�emoire Pour des sites de capacit�e K = 2, la �gure 5.7

donne les courbes de la probabilit�e de saturation m�emoire comme une fonction du taux de

g�en�eration des tâches �. La courbe dont les valeurs sont les plus �elev�ees correspond aux

valeurs obtenues pour un syst�eme sans politique de tranfert et celle dont toutes les valeurs

sont les plus faibles correspond aux valeurs obtenues pour le mod�ele du graphe complet

avec la politique de transfert de charge. Les courbes interm�ediaires correspondent aux

valeurs obtenues pour les architectures de cycle avec 250 sites, de tores avec 2000 sites et

de l'hypercube avec 4096 sites.
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Figure 5.7 : Probabilit�e de saturation m�emoire pour des sites de capacit�eK=2 pour di��erentes

architectures.

Presque toutes les courbes co��ncident pour les faibles et les grandes valeurs de � pour les

raisons pr�ec�edemment expliqu�ees. Pour les valeurs du taux d'arriv�ee proche de celle du

taux de service, l'architecture des sites inue sur la valeur de la probabilit�e de saturation,et

celle-ci est d'autant plus proche de celle obtenue avec un graphe complet que le nombre

de voisins de chaque site est grand. Du point de vue de la probabilit�e de saturation
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m�emoire, une architecture en hypercube est donc pr�ef�erable �a une architecture en tore,

elle même pr�ef�erable �a une architecture en cycle, et le r�eseau totalement connect�e est le

plus souhaitable.

Pour des sites de capacit�e K = 6, la �gure 5.8 donne les courbes de la probabilit�e de

saturation m�emoire comme une fonction du taux de g�en�eration des tâches �, pour le

syst�eme sans transfert, pour une architecture en tore de 2000 sites, pour un hypercube

de 128 sites, et pour le mod�ele du graphe complet. Il apparâ�t relativement peu de

di��erence sur les valeurs de cet indice entre les di��erentes architectures. Autrement

dit, dans cette situation, d�es que le nombre de voisins est su�sant (sup�erieur ou �egal �a

quatre) les variations dues �a l'architecture inuent peu sur la qualit�e de la probabilit�e de

saturation m�emoire, et celle-ci est alors tr�es proche de celle obtenue pour le graphe complet.
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Figure 5.8 : Probabilit�e de saturation m�emoire pour des sites de capacit�e K=6.

Temps de r�eponse moyen Pour des sites de capacit�e K = 2, la �gure 5.9 donne les

�evolutions du temps de r�eponse moyen comme une fonction du taux de g�en�eration

des tâches � pour ces mêmes architectures. Comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e, pour

une valeur de la capacit�e m�emoire �egal �a deux, le temps de r�eponse moyen d'une

tâche sans politique de transfert est toujours sup�erieur �a celui obtenu avec transfert,

et le b�en�e�ce est d'autant plus important que le nombre de voisins de chaque site est grand.
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En�n, la �gure 5.10 donne le temps de r�eponse moyen pour des sites de capacit�e
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complet

Figure 5.9 : Temps de r�eponse moyen pour des sites de capacit�e K = 2 pour di��erentes

architectures.

K = 6 obtenu avec di��erentes architectures. De même que pour les courbes obtenues

pour la probabilit�e de saturation m�emoire, les courbes extrêmes correspondent aux

valeurs obtenues avec le syst�eme sans politique de transfert, et avec celles obtenues avec

la politique de transfert sur le graphe complet. Les courbes situ�ees entre les courbes

extrêmes correspondent �a celles obtenues pour des architectures interm�ediaires, et nous

constatons le même basculement de comportement pour ces architectures que celui

observ�e dans le cas du graphe complet lorsque le taux d'arriv�ee est proche du taux de

service.

Ces r�esultats ont �et�e partiellement d�ecrits dans le rapport de recherche [8].
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Figure 5.10 : Temps de r�eponse moyen pour des sites de capacit�e K=6.





Chapitre 6

Conclusion-Perspectives

Quelques conclusions d'ordre pratique peuvent être d�eduites de ces �etudes th�eoriques et

exp�erimentales. Pour toutes les architectures �a topologies r�eguli�eres, les b�en�e�ces que l'on peut

attendre de la mise en �uvre d'une politique de transfert peuvent être born�es ou estim�es par les

m�ethodes du champ moyen ou par des m�ethodes de Monte-Carlo, en utilisant le mod�ele LTM.

Ces b�en�e�ces sont maximum quand le taux de service est sup�erieur au taux d'arriv�ee, et que la

valeur du taux de service de chaque site est proche de celle du taux d'arriv�ee sur ce site. Lorsque,

par le choix de telles architectures, le nombre de voisins par site augmente, les b�en�e�ces possibles

augmentent �egalement. Les di��erences de b�en�e�ces obtenus en fonction du choix des di��erentes

architectures sont d'autant plus faibles que la capacit�e m�emoireK de chaque site augmente. Ceci

peut d'ailleurs s'expliquer intuitivement puisque une capacit�e m�emoire plus grande implique un

champ d'interaction d'autant plus grand entre les sites et donc plus de possibilit�es de transfert,

ce qui att�enue la di��erence du nombre de voisins li�ee directement �a l'architecture. Les principaux

b�en�e�ces que l'on peut esp�erer d'une politique de transfert sont signi�catifs sur la probabilit�e

de saturation m�emoire et ce, d'autant plus que la capacit�e m�emoire est faible. Pour une valeur

du taux d'arriv�ee de tâches �egale ou proche de celle du taux de service, cette probabilit�e peut

passer de 0.33 �a 0.001 pour des r�eseaux de 32 sites de capacit�e m�emoire �egale �a 33 seulement.

Le b�en�e�ce obtenu sur le temps de r�eponse moyen peut atteindre 50% du temps de service moyen

pour les valeurs du taux d'arriv�ee inf�erieures ou �egales �a la valeur du taux de service.

Pour ces valeurs, la politique de transfert diminue consid�erablement le temps d'attente

moyen d'une tâche. Par contre, il se produit un brutal changement de comportement lorsque la

valeur du taux d'arriv�ee exc�ede celle du taux de service. Le d�ebit global du syst�eme est alors

consid�erablement augment�e par la politique de transfert au d�etriment du temps de r�eponse

moyen individuel d'une tâche donn�ee. La pertinence ou non de la politique de transfert �etudi�ee

d�epend alors uniquement des objectifs souhait�es et des priorit�es �a respecter.

L'�etude e�ectu�ee ici ne traduit pas toute la complexit�e du probl�eme de transfert de charge,
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mais cette approche et de nouvelles m�ethodes analytiques coupl�ees �a des m�ethodes de simula-

tion adapt�ees permettent actuellement d'envisager l'�evaluation de politiques locales de partage

de charge sur de tr�es grands r�eseaux. La parall�elisation d'applications irr�eguli�eres reste un do-

maine actif de la recherche et la mise au point de syst�emes d'exploitation de machines parall�eles

de haute performance est encore un probl�eme ouvert. Le d�eveloppement de ces applications

irr�eguli�eres justi�e l'�etude de mod�eles de transfert de charge comme ceux pr�esent�es dans ce

document. D'autres mod�eles pourraient être �etudi�es avec des taux d'arriv�ee de tâches di��erents

selon les sites, tout au moins pour un nombre raisonnable de sites. Des d�eveloppements ult�erieurs

devraient prendre en compte les temps de transfert pour des mod�eles plus g�en�eraux que ceux

�etudi�es dans le chapitre 3. En s'inspirant des techniques utilis�ees dans le chapitre 5 et des

travaux abordant des probl�ematiques semblables dans d'autres domaines, ceci pourrait conduire

�a de nouveaux mod�eles de syst�emes de particules.
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[79] M. Simatic. Placement de tâches interactives sur un r�eseau de stations de travail. Rapport

de DEA, Universit�e de Paris VI, Septembre 1990.

[80] M.H. Solomon et R.A. Finkel. The Roscoe distributed operating system. In Proc 7th ACM

Symp. operating systems principles, 108-114, 1979.

[81] K.G. Shin et C.J. Hou. Analytic models of adaptative load sharing schemes in distributed

real time systems. IEEE Trans. on parallel and distributed systems, 4(7) : 740-761, 1993.

[82] F. Spies. Modeling of optimal load balancing strategy using queueing theory. Micropro-

cessing and Microprogramming, 41(8/9) : 555{570, 1996.

[83] F. Spies, H. Guyennet, et M. Trehel. Modeling and simulation of dynamic load balancing

using queueing theory. Parallel Algorithms and Applications, Gordon and Breach science

publishers, 5 : 199{218, 1995.

[84] M.S. Squillante. Issues in shared-memory multiprocessor scheduling : a performance eval-

uation. PhD thesis, Departement of Computer Science and Engineering, University of

Washington, 1994.



BIBLIOGRAPHIE 115

[85] M.S. Squillante et R.D. Nelson. Analysis of task migration in shared-memory multiproces-

sors. In Proceedings of the ACM SYGMETRICS Conference on Meassurement and Modeling

of Computer Systems, 143-155, 1991.

[86] J.A. Stankovic. Simulations of three adaptative, decentralized controlled, job scheduling

algorithms. Comput. networks, 8(3) : 199{217, 1984.

[87] J.A. Stankovic. An application of Bayesian decision theory to decentralized control of job

scheduling. IEEE Trans. on computers, 34(2) : 117{130, F�evrier 1985.

[88] A. L. Stoliar. Asymptotics of a stationary distribution of a closed queueing system. Probl.

of Inform. Transm., 5(4) : 80{92, 1989.

[89] H.S. Stone. Critical load factors in two processor distributed systems. IEEE Trans. on

software engineering, 4(3) : 254{258, 1978.

[90] A. Swensson. History, an intelligent load sharing �lter. In Proc. 10th Int. Conf. on dis-

tributed computing system, Paris, 546-553, 1990.

[91] G. Swindle. A mean �eld limit of the contact process with large range. Probab. Theory

Relat. Fields, 85(2) : 261{282, 1990.

[92] A.N. Tantawi et D. Towsley. Optimal static load balancing in distributed computer systems.

Journal of the ACM, 32(2) : 445{465, 1985.

[93] D. Towsley. The allocation of programs containing loops and branches on a multiple pro-

cessor system. IEEE Trans. on Software Engineering, 12(10) : 1018{1024, 1986.

[94] M.M. Theimer et K.A. Lantz. Finding idle machines in a workstation-based distributed

system. IEEE Trans. on software engineering, 15(2) : 1444{1458, 1989.

[95] K.S. Trivedi. Probability and Statistics with Reliability, Queueing and Computer Science

Applications. Prentice-Hall, 1982.

[96] J.M. Vincent. Stability condition of a service system with precedence constraints between

tasks. Performance Evaluation, 12(1) : 61{66, 1991.

[97] N. D. Vvedenskaya. Large queueing system where the selection of the shortest of several

queues is allowed. S�eminaire sur la m�ecanique statistique des grand r�eseaux, 21-25 octobre

96 : 19{21, INRIA Rocquencourt, 1996.

[98] N. D. Vvedenskaya, R. L. Dobrushin, et F. I. Karpelevich. Queueing systems with selection

of the shortest of two queues: an asymptotic approach. Probl. of Inform. Transm., 32(1) :

20{34, 1996.



116 BIBLIOGRAPHIE

[99] J. Walrand. Introduction to Queueing Networks. Prentice-Hall, 1989.

[100] Y. Wang and R. Morris. Load balancing in distributed systems. IEEE Trans. on computers,

C-34(3) : 204-217, 1985.

[101] C.E. Wills. A service execution mechanism for a distributed environment. In Proc. 9th

Int. Conf. on distributed computing systems, Newport Beach, California, 326-334, 1989.

[102] B. Ycart. Syst�emes markoviens Polycopi�e de DEA de Math�ematiques Appliqu�ees, Uni-

versit�e Joseph Fourier, 1993.

[103] J. Zahorjan, K.C. Sevcik, D.L. Eager, et B. Galler. Balanced job analysis of queueing

networks. Communications of the ACM, 25(2) : 134{141, 1982.

[104] S. Zhou et D. Ferrari. An experimental study of load balancing performance. In Proc. 7th

Int. Conf. on distributed computing systems, Berlin, 490-497, 1987.

[105] S. Zhou. A trace driven simulation study of dynamic load balancing. IEEE Trans. on

software engineering, 14(9) : 1327{1341, 1988.

[106] S. Zhou, J. Wang, X. Zheng, et P. Delisle. Utopia : A load sharing facility for large,

heterogeneous distributed computer systems. Technical Report CSRI-257, Universit�e de

Toronto, Ontario, 1992.



Liste des �gures

2.1 Mod�ele d'un site et d'un r�eseau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.1 Graphe d'�etat d'un site . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.2 Graphes d'�etats mod�elisant les 2 strat�egies sans et avec interruption . . . . . . 21

3.3 Graphe d'�etats du processus agr�eg�e du mod�ele sans interruption . . . . . . . . . 23

3.4 Temps de transfert critique en fonction du d�ebit d'entr�ee . . . . . . . . . . . . . 27

4.1 File d'attente M=M=4=12 mod�elisant 4 sites se partageant un espace m�emoire
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R�esum�e

Cette th�ese porte sur la mod�elisation et l'�evaluation d'algorithmes de transfert de charge dans

des syst�emes parall�eles et/ou distribu�es. Apr�es une synth�ese des di��erentes approches possibles

du transfert de charge et des probl�emes rencontr�es pour leurs mises en �uvre et leurs �evaluations

quantitatives, nous d�eveloppons plusieurs mod�eles bas�es sur une �evolution markovienne de la

con�guration des charges de l'ensemble des processeurs. Les indices de performance �etudi�es a�n

de comparer les valeurs obtenues avec transfert et sans transfert sont la saturation m�emoire, le

d�ebit du syst�eme, la charge de travail et le temps de r�eponse moyen. Dans les deux premiers

mod�eles seuls deux sites se transf�erent des tâches, mais les temps de communication et de trans-

fert sont mod�elis�es. Des valeurs critiques concernant la pertinence ou non du transfert sont

obtenues. Lorsque les temps de communication et de transfert sont n�eglig�es devant les temps de

calculs, deux mod�eles sont �etudi�es. Le premier permet d'�evaluer un algorithme d'�equilibrage de

charge pour un nombre quelconque de sites homog�enes totalement connect�es, de capacit�e m�e-

moire �nie. Cette �etude permet de pr�evoir le comportement de syst�emes massivement parall�eles

et des bornes sup�erieures de b�en�e�ces que l'on peut attendre d'un r�eel transfert sont explicit�ees.

Le deuxi�eme prend en compte l'architecture du r�eseau et l'algorithme induit un transfert d�es

que la di��erence de charge entre deux sites voisins exc�ede un. Dans le cas de r�eseaux in�nis dont

la topologie est r�eguli�ere, ce mod�ele est ergodique et converge �a vitesse exponentielle vers son

r�egime stationnaire. Des r�esultats de simulations sont present�es pour di��erentes architectures

et compar�es aux solutions des �equations de champ moyen, qui donnent de tr�es bonnes approx-

imations dans la plupart des cas pour les quantit�es d'int�erêt pratique. En�n, l'incidence sur la

valeur des indices de performance est �etudi�ee et interpr�et�ee.

Mots-cl�es : transfert de charge, syst�emes parallels et/ou distribu�es, �evaluations de perfor-

mances, processus markoviens, �les d'attente, syst�emes de particules interactives, ergodicit�e,

champ moyen.

Abstract

The aim of this thesis is to model and to evaluate load transferring algorithms in parallel and/or

distributed systems. After a synthesis of the di�erent possible approaches of this load transfer

and the main problems one gets both to install and to evaluate them with quantitative analysis,

we study some models based on a Markovian evolution of the map of the total load of the whole

set of processors. The performance indexes under consideration , in order to compare the values

with and without transfer, are the memory saturation, the throughput, the workload and the

mean response time. In the �rst two models, only two sites can transfer tasks on each other,

but the communication and the transfer delays are taken into account. Critical values about
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accuracy or not of the transfer are obtained. When the communication and the transfer delays

are negligible in front of the computation delays, two models are studied. The �rst one allows

to evaluate a global load balancing algorithm for any number of sites fully connected, with �nite

memory capacity. This study yields the asymptotic behavior of massively parallel systems and

upperbounds of some bene�ts that one can expect from a real transfer are derived. The second

one takes into account the architecture of the net and the algorithm assumes that transfers occur

between neighboring processors as soon as the load di�erence between them exceeds one. In

the case of in�nite lattice the model is proved to be ergodic and to converge exponentially fast

to its equilibrium. Experimental results for di�erent types of architectures are presented and

compared to the solution of the mean �eld equations, that turn out in most cases to give fairly

good approximation to the quantities of practical interest. Incidences of this politic of transfer

on the values of the performance indexes are presented.

Key-words: load transferring, parallel and/or distributed systems, performance evaluations,

Markovian processes, queueing networks, interactive particle systems, ergodicity, mean �eld.


