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Introduction générale 1

Introduction générale

L’analyse des résultats d’une expérience aléatoire releve de 'emploi d’un
modele de régression lorsque les observations qui en sont issues peuvent étre
représentéesl’chacunel’ comme la somme d’un terme systématiquel'dépen-
dant de la valeur prise par une ou plusieurs autres variablesl'et de la réali-
sation d’une variable aléatoirel'appelée erreur.

Lorsqu’une expérience est destinée a étudier une telle représentationl’le
résultat est en général une série de valeurs de la variable réponsel’'obtenues
pour des valeurs connues de la variable explicativel'soit (y1, z1)I". .. I'(yn, z,).
En supposant que les quantités observées 1, ..., y, sont la réalisation d’un
vecteur aléatoire Y dont chacune des composantes peut s’écrire sous la forme
Y: = f(z;) + ¢;l'la définition d’un modele statistique de régression équivaut
a la donnée d’un ensemble F de fonctions auquel appartient la fonction
de régression inconnue f et d’un ensemble de lois de probabilité auquel
appartient la loi du vecteur des erreurs e(1I'...1'g,,.

Bien évidemmentl'la définition d’un modele statistique de régressionl'que
nous avons rappelé ci dessuslest trop générale pour que I’on puisse proposer
un seul type de méthodes d’analyse des données relevant de tels modeles.
Afin de définir le cadre de I’étude que nous avons entrepris dans la premiere
partie de cette these nous avons imposé plusieurs restrictions. Nous avons
entre autres supposé que

e les variables observées sont continuesl c’est a dire qu’elles prennent
leurs valeurs dans des intervalles de IR ;

e les valeurs des variables explicatives sont fixées ;
e les diverses observations de la variable réponse sont indépendantes.

De plusI'nous nous sommes restreints au cas d’une seule variable explicative.
La loi de probabilité des g; sera une loi sur RI'centrée et de variance o2 finie.
Les méthodes que nous avons développées relevent du cadre de la régression
non paramétriquel’cadre dans lequel il est possible de définir des contraintes

tres faibles sur la forme de la fonction de régression f. Ainsi I’ensemble F
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de fonctions dans lequel nous recherchons la fonction de régression est de
dimension infinie.

Il existe bien sir de nombreuses méthodes pour ’estimation non par-
amétrique de la fonction de régressionl'les plus célebres étant les méthodes
par noyaul par fonction spline et par séries orthogonales. L’objectif de la
premiere partie de cette these est de présenter une méthode particuliere par
schéma récursif associé a un arbre binairel fondée sur des décompositions
en ondelettes conduisant a la définition d’estimateurs ayant des qualités
analogues a celles des estimateurs obtenus par les méthodes citées ci-dessus
et qui de plus a ’avantage d’étre d’utilisation tres simple.

La méthodologie d’estimation par arbres de régression (CART)I'initial-
ement développée par Breiman et al [10]['a été largement utilisée au cours
de ces dernieres années. Reposant sur des idées de partitions récursives de
I’espace des variables explicativesl'elle permet de construire une estimat-
ionl" constante par morceauxl’ de la fonction de régression inconnuel les
morceaux correspondants aux nceuds terminaux d’une partition optimale.
L’estimateur obtenu n’est autre qu’un régressogramme calculé sur une par-
tition adaptative de ’espace des observations. Dans notre casl'la variable
explicative n’est pas aléatoirel’ainsi la recherche d’une partition adaptée de
I’espace des observations est remplacée par celle d’une décomposition adap-
tée de ’espace de définition de la fonction de régression. Il est alors facile
de voir que des estimateurs de la régressionl'fondés sur de tels schémas de
partition dyadique récursive peuvent étre considérés comme des estimateurs
ondelettes d’un type particulier avec pour systeme d’ondelettes le systeme
de Haar. Le chapitre 1 de cette these est consacré a établir cette anal-
ogie et par la méme de proposer un nouvel estimateur non paramétrique de
la régression possédant de bonnes propriétés théoriquesl'et dont le calcul
numeérique est tres rapide.

L’estimation de la fonction de régression a I’aide d’une décomposition
de Haar a le désavantage de produire un estimateur de forme étagéel'méme
lorsque celle-ci est supposée étre lisse. Cela provient essentiellement du fait
que le systeme de Haar est composé de fonctions peu régulieres. Dans le
cadre du traitement des signaux acoustiquesl’une autre méthodel fondée
également sur des partitions récursives du plan temps-fréquence a laide de
paquets d’ondelettes a été récemment développée par Coifman et al [19]. Elle
permetl'entre autresI'de développerl'pour I'analyse d’un signal donnél'une
famille de bases de fonctions orthogonales bien plus lisses que les fonctions
du systeme de Haar. L’objet du deuxieme chapitre de la these est d’établir
une relation entre ce type de méthodes et la régression par arbresl'fondée

cette fois-ci sur les paquets d’ondelettes. Les algorithmes de calculs sont
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essentiellement les mémes que ceux du chapitre 1. Cela donc permet un
calcul de complexité raisonnable pour la recherche du meilleur estimateur
issu de cette méthode. De plusl'les estimations obtenues sont cette fois
beaucoup plus lisses que celle obtenue par la régression a 'aide du systeme
de Haar.

Les relations établies entre CART et décomposition en paquets
d’ondelettes permettent de revoir les méthodes de partitions récursives sous
un nouvel aspect. Récemment Donoho et Johnstone [25] ont développé des
méthodes adaptatives de choix d’une base pour 'estimation d’une fonction
de régression. Nous avons adapté ces idées dans le cadre des partitions
récursives obtenant ainsi des résultats nouveaux sur les méthodes de par-
titions binaires récursivesl'dans le chapitre 2. Dans ce méme chapitrel'nous
montrons également que des techniques d’échantillonnage de type Bootstrap
peuvent étre une solution satisfaisante du probleme empirique du choix op-
timal de ’arbre de régression.

L’ensemble des notions et des résultats de cette premiere partie repose
sur une utilisation constante de la théorie des ondelettes et des paquets
d’ondelettes. Pour assurer la continuité de I’exposél'nous avons donc préféré
reporter en annexe A de cette thesel'les pré-requis sur les ondelettes néces-
saires a la compréhension de ce travail.

La deuxieme partie de la these est consacrée a ’étude de P'estimation
non paramétrique d’une fonction de hasard par des méthodes d’ondelettes.
Parmi les méthodes récentes pour "analyse non paramétrique des données
de surviel'la méthode développée par Kooperberg et Stone [45] est une des
plus prometteuses. Les résultats obtenus sont en général de trés bonne
qualitél'mais ceci au prix d’un algorithme de grande complexitél qui par-
fois peut diverger. S’appuyant sur la simplicité et la rapidité avec laquelle
sont obtenus les estimateurs par décomposition en ondelettes]' nous avons
donc étendu les méthodes d’estimation par ondelettes au cas des données
de surviel'censurées ou non. Les résultats théoriques démontrant les bonnes
propriétés des estimateurs ainsi obtenusl'font 'objet du dernier chapitre de
cette these.






Notations

Notations et abréviations

x un scalaire réel.

X un vecteur réel.

[z]+ le sup de x et 0.

|X|%,N = %ZL S

Iy La matrice identité d’ordre N.
(5] partie entiere de /.

1112 (f f(2) da)z.

MISE(f) E [(f = f)*(z) deT f étant une estimation de f.
uy = O(vn)  |%| reste borné quand N tend vers I'infini.

uy = o(vy)  limy_eo ij—jg =0.






Premiere partie

Régression et ondelettes






Chapitre 1

Régression par ondelettes de
Haar

Le modele de régression que nous étudions dans ce chapitre peut étre
mathématiquement décrit par les équations et les définitions ci-apres. Sup-

posons que le vecteur observé (yi,ya,...yn) soit une réalisation du vecteur
aléatoire (Y7, Ys,...Yn) dont chacune des composantes s’écrit sous la forme
Y;':f(wi)—l—&, 1=1,2,...N, (1.1)

ot les “instants” d’observation x; sont connus (le plan d’expérience est déter-
ministe)[" f est une fonction réguliere d’une variable z['dans ce premier
chapitre cela veut dire Lipschitziennel'et ol les termes d’erreur ¢; sont des
variables aléatoires réellesI'indépendantesI'centrées et de méme variance 2.
Sans perte de généralitéI'nous supposerons que les z; sont dans [0, 1] et nous

supposerons de plus qu’ils sont équirépartis.

Notre objectif est d’étudier le comportement asymptotique de deux es-
timateurs particuliers de la fonction de régression inconnue fI'I’un de type
régressogramme et 'autre de type projection. De tels estimateurs ont été
considérés et étudiés par plusieurs auteurs dont Cencov [13]T' Rafajlowicz
[59]['Cieselski [15]'Bosq [9]I'Collomb[20]1'Scott [65] pour ne citer que ceux
la.
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Afin d’établir un lien entre les deux types d’estimationl'le régressogramme
sera défini sur une partition dyadique de l'intervalle [0, 1]I'le support de fT'
et la base orthogonale qui conduira par la suite a la définition de I’estimateur
de projection sera la base de Haar de L?([0, 1]). Ce choix particulier permet-
tra ainsi d’étudier conjointement le comportement asymptotique du MISE
(erreur quadratique moyenne intégrée) des deux estimateurs.

Les régressogrammes ont étél'au méme titre que les histogrammes puis-
qu’ils 8’y apparententl'largement abordés dans la littérature et ce par plus-
ieurs auteurs. Ils sont basés essentiellement sur la donnée d’une partition du
support de la fonction de régression. En effetl'soit une partition de [0, 1] en
K intervallesI'nous estimons['sur [0, 1]I'la fonction de régression par une
fonction quil’dans chaque intervalle de la partitionl'est constante. Quand
chaque constante est égale a la moyenne des observations y; dont les instants
x; appartiennent a l'intervalle considérél’le régressogramme est dit associé a
la moyenne arithmétique et quand la longueur des éléments de la partition
est la mémel'nous parlons de régressogramme uniforme.

Dans le cas d’un plan d’expérience déterministel’les estimateurs de type
série orthogonale (ou projection)I'furent introduits par Cencov [13]. L’idée
sous jacente a ce type d’estimation est de développer la fonction de régression
en une série de fonctions orthogonales w, ou v € NI’

F) ~ i_o:(/f(u)wy(u)du)wy(.) - i_oj < frwy > w(),

puis de remplacer les coefficients de Fourier de ce développement par leurs
estimateurs

. 1 N
< f?wl/ > = ﬁ;yzwu(xz)

Nous définissons alors un estimateur de f du type

.

L=< frow >w(), (1.2)
v=1

ol r détermine le nombre de fonctions orthogonales du développement retenu

pour l'estimation de f.

Le choix de r revét une importance considérable pour l'efficacité de 'es-

timateur. Ainsi un choix de r trop grand implique la présence de fluctuations

aléatoires trop importantes (I’estimateur a une grande variance)l'alors qu’un

choix de r trop petit limite les aléas mais introduit des biais d’approximation
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trop importants (I’estimateur est fortement biaisé). Ainsil divers auteurs
ont abordé le probleme du choix approprié de ce parametre de lissage : nous
citerons par exemple Tarter et Kronmal [70] et Rutkowski [62]. Nous ou-
vrons une parenthese pour signaler que tres souvent le choix de r est fait de
sorte a minimiser asymptotiquement ’erreur quadratique moyenne intégrée

(MISE).

Dans le cadre des ondelettes de Haarl'cas que nous allons étudierI'nous
utiliserons la méthodologie introduite par Bickel [7] puis réactualisée par
Donoho et al [27]'qui consiste non seulement a tronquer le développementI’
mais également a modifier ou éliminer de maniere adéquate certains des
coefficients empiriques du développement tronqué obtenu par (1.2)['et ce
afin de construire une estimation optimale et adaptée. Cela revient a choisir
une sous famille de fonctions orthogonalesl’ST'contenue dans la base tron-
quée S(r) = {wi,ws,...w, }'qui a servi a définir 'estimateur f,,() Afin de
résoudre le choix optimal de STnous nous proposons par la suite d’utiliser
les méthodes de régression par arbres binairesl variantes adaptées a notre
problémel'de techniques de régression telles que CART[10] ou MARS[34].

Avant de poursuivrel'nous allons fixer le cadre et les notations nécessaires
pour la suite. Nous supposerons doncl'et ce tout au long de ce chapitrel'que
la fonction inconnue de régression f est a support dans [0, 1] et qu’elle est
de carré intégrable. Nous noterons par L%([0, 1]) 'espace de Hilbert réel des
fonctions réelles définies sur [0, 1] et de carré intégrable.

A toute partition dyadique de l'intervalle [0, 1]I'nous associerons un esti-
mateur du type régressogramme qu’on notera par freg. D’autre partI'nous
associerons a toute partition de ce type une famille particuliere d’ondelettes
en identifiant I'ondelette a son support. Cette famille d’ondelettes est celle
de Haar. Les ondelettes de Haar permettent d’obtenir une base orthonormée
de L?([0,1]) et conduisent & la définition d’un estimateur de type projection

fr

Nous introduirons dans les deux premiers paragraphes de ce chapitre
respectivement les estimateurs f”g et fr() puis dans le paragraphe 1.3
nous établirons un premier résultat prouvant que les deux estimateurs en
question sont asymptotiquement équivalents et nous calculerons la vitesse
de convergence vers 0 de leur MISE. Ceci nous permettra d’en déduire r*I'la
valeur asymptotiquement optimale de r correspondant a la valeur minimum
du MISE. Partant de la famille S(r*)I'nous donnerons un algorithme qui

sera associé & un schéma récursif et a un critere de sélection du type Tarter
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et Kronmall'permettant un choix optimall’au sens défini précédemmentl'de
la sous famille optimale de S(r*).
Le dernier paragraphe regroupera un ensemble de simulations commentées.

1.1 Régressogramme et partition dyadique

L’intérét des estimateurs de type régressogramme réside en la simplicité
de leur écriture mais ceci ne diminue en rien leur qualité. En effetlla
vitesse de convergence vers 0 de ’erreur de tels estimateurs est compara-
ble a celle obtenue par des méthodes plus sophistiquées et plus complexes et
ce lorsque peu de contraintes de régularité sont imposées a la vraie fonction
de régression. Ci-apresl'nous définissons le régressogramme usuell’associé &
la moyenne arithmétiquel'tel qu’il est défini par G. Collomb [20]T'et obtenu
a partir d’une partition dyadique. Cet estimateur sera noté tout au long de
ce chapitre par freg.

Pour tout entier naturel non nul rIil existe un unique couple d’entiers (., d,)
tel que r = 2#7+4, avec é, < 2#7. Partant de cette remarquel’'nous associons
a tout r une partition de [0, 1] en intervalles dyadiques par

o(r) = Ui -1, 7)),

avec

o g =28 41,...r.

21T

- :{ s sl j=0,1,....26,

A titre d’exemplel’ et pour mieux comprendre la suitel considérons le cas
r = 12. Il lui correspond p, = 3 et §, = 4. La partition associée est illustrée
par le graphique suivant

0 1/16 /2 5/8 1
2 M L

-
-
-
-
—-

+i-

T T T T

Figure 1.1 : Partition dyadique associée a r = 12.

Les points représentés sur ce segment de droite sont les différents ;, j =
0...12.

Pour une partition dyadique p(r) de [0,1] et 2 dans l'intervalle [0, 1]I"

nous désignerons par [(z) I’élément de p(r) contenant z. La densité des
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“instants” d’observation sera définie par

. 1Y
Fy(@) = 5 2 Ly (i),
=1
ot ll4(.) désigne la fonction indicatrice de I’ensemble A.

L’estimateur f”g est alors défini en tout point z tel que FN(JU) # 0 par
R 1 N
J2) = —=——=) Vil ().
N & e

Afin que f”g soit bien défini en tout point z de [0, 1]T1l faut au moins autant
d’intervalles que de points[ainsi r doit vérifier 2471 < N (p, est tel que
r = 24 4+ §,)'condition que nous imposerons tout au long de ce chapitre.

Pour I’étude qui suivra au paragraphe 1.3['nous préférerons I’écriture
suivante pour f”gf

r N

5 1 1
"r) = —= - Yille. . o(x) My (2). 1.3
f ( ) N]Z::IFN($){; []—17])( )} []—17])( ) ( )

Maintenant que nous avons défini 'estimateur de type régressogrammel’
nous ferons de mémel'dans le paragraphe suivantl'avec I’estimateur de type
projectionl'fondé sur la base de Haar.

1.2 Estimateur basé sur le systeme de Haar

Avant de donner 'estimateur de type projection fondé sur le systeme de
Haarl'nous rappelons brievement la construction de la base orthonormée de
Haar dans L2([0,1]). C’est I’exemple le plus simple de base orthonormée
d’ondelette construite a partir de la fonction d’échelle ¢ = T ;. A cette
fonction d’échelle est associée la fonction 1 = ¢(2-) —(2-—1) qui n’est autre

que 'ondelette mere de Haar qui prend la valeur 1 sur la premiere moitié

1

[0,3) et —1 sur la deuxiéme moitié [}, 1] ; nous construisons par dilatation

puis par translation les fonctions

WS = 24221, — §),

pour tout couple (u,d) € Zx7ZZ & partir de la seule fonction .

Il est facile de voir que le systeme de fonctions {zbf“ W, 6 € ZZ} est un

systéme orthonormé et complet dans L%(IR) : le systéme de Haar est une base
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orthonormée de L*(IR). Cependantl'il est construit sur une ondelette mere

peu réguliere puisque discontinue. Nous utiliserons au deuxieme chapitre

des bases d’ondelettes plus régulieres.

Pour en déduire un systéme orthonormé complet dans L?([0, 1])Til suffit de

prendre les restrictions des zbi a l'intervalle [0, 1] ; ceci revient & considérer

la famille B = {w,, v = 1,2,...00} dont chaque élément est défini par :
VvelN”,

Wi = ]1[0,1]7
w2 = ]1[0,%)(95) - ]1[%,1] =1,
etVv>2 w1 =1, = 2“/2w2(2“ - —=0),

oul'pour v = 2# + §I'é < 2¥I'nous posons :

¥, = ¢i

Le systeme {w,, v € IN*} constitue une base orthonormée de L%([0,1]).
D’ailleurs sa construction repose de facon centrale sur la notion d’analyse
de multirésolution qui préconise que tout signal peut étre construit par raf-
finements successifsl'c’est a dire par ’ajout de détails & une premiere ap-
proximation. Ainsil soient VO[O’I] le sous espace engendré par wy(x)['espace
d’approximationl’et W][O’l] celui engendré par {w,, v = 2/ +1,...271)T
espace de détails. Le choix du systeme de base B revient a la décomposition
de L%([0,1]) en somme directe de VO[O’I] et W][O’I]Fj =0,1,...00l"associés a
la multirésolution en ondelettes de Haar sur 'intervalle [0, 1] [voir annexe A].

Les notations étant fixéesI'nous désignerons par S(r) a la fois le systeme
et I’espace engendré par {w,, v =1...r} et par f,(.)['la projection de f(.)
sur cet espace. Nous posons ci-apres pour v = 1,2,...rD

1
a, =< f,w, >:/ f(2)w, () de,
0

les coefficients de la décomposition de f sur S(r).
En estimant chaque coefficient par

1 N
du = ﬁ;yzwu(xz)v

lestimation de f,.(2)'basée sur I’échantillon y1,ys...yn, est alors donnée

par

Fo(@) =30 w, ()
=+ 5N i S wu (e )w (2).
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Notons que f,, n’est autre qu’un estimateur de type noyau généralisé. En
effetl'en posantl'K, (z/,z) = 3, _, w,(2")w, (x)'nous avons I’expression suiv-

ante pour f.I'
1 N
= N Z yil(r(xiv L
N =1

Cette écriture permet a présent d’établir le lien entre f,, et l'estimateur
fre9T'défini au paragraphe précédent.

Commel'pour r donnél'nous avons

1 L4 . .
K= { g el

0 sinonI’

les 7; étant les instants associés a la partition p(r) définie dans le parag-
raphe 1.1Tune écriture analogue 4 celle obtenue pour £ (voir (1.3)) peut
étre alors établie pour f,,. En effetl’

Ve [0,1]

r

7’ = ﬁz_: {Zyl [75-1,75) )}]lTJ 1,7'])(x) (14)

_7]121

Ainsi si @ appartient a [7;_1, 7;)'nous avons

alors que

freg( NFN Zyz TJ 1,TJ )

De plusl'ces deux expressions seront identiques sur [7;_1,7;) chaque fois que
Fy(z)=1; — T-1.

1.3 Convergence des estimateurs

Dans les deux paragraphes précédentsl'nous avons défini f”g et f,, et
établi le lien qui existe entre ces deux estimateurs. Nous nous proposons
maintenant d’étudier leurs qualités. Nous montrerons ci-apres que ces deux
estimateurs partagent asymptotiquement les mémes propriétésl puis nous
établirons des conditions suffisantes sur r afin que f”g et f,, coincident sur

le domaine de définition de f ([0, 1] pour le cas étudié).
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Nous nous concentrons d’abord sur 'erreur quadratique moyenne intégrée
(MISE) des deux estimateurs. Le lemme 1.1 nous permettra par la suite de
réduire le calcul du MISE de 'un ou "autre des deux estimateurs au calcul
du MISE d’un seul d’entre eux.

Dans ce qui suitI'nous notons par I; I’ensemble des indices ¢ tels que les z;
correspondants sont dans [7;_1,7;) (i.e I; = {¢;2; € [1j_1,7;)})[les 7; étant
associés a la partition p(r)let le cardinal de I; sera noté #(/;). 1l est aisé

de voir que

Vaelrim) NEn(e)=#(I).

D’autre partI'pour toutes suites (u,), N et (va), N telles que [#2] reste
borné quand n tend vers l'infinil'nous noterons u, = O(v,).

Lemme 1. 1. Si f appartient a L*([0,1]), alors

7‘2

Loa ; 2
E [ () = fo@)) do = 055,
Démonstration

Posons

1 j—

zU) = (N(TJ—TJ_l) #(1
1
(

o~

)) YR Yl ()
1 J—

S oy e IJ)) > qier;y Yi

Par (1.3) et (1.4)I'nous obtenons

r

Fola) = o (e) = 32 290, 1y (@),

i=1

L’orthogonalité des 1, entraine que

1,75)

r

1T . .
L2 2000,y @) da = Yy = ) 2V
7=1 7=1

Ainsi

I = [ de = Ty (= myn) E[ZU0)? |
= o () — i) (varl 2] 4 B2(Z200)).

Pour tout y = 1...r['nous avons

var[Z9)] = o? L ___ 1 r
7] 2 F) T NE—n)

{iely}
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Commel'pour N — ool

nous obtenons

(4) r
var[ZV] = (’)(m),
et par suite
. 3
: r
(1; — j_1)var[ZV)] = (’)(m) (1.5)

—_

j:

D’autre partl'vV j = 1,2...r'nous avons

B2 =gk - wtey) Cpieny f@0)?

(g5 Lieny [ (@) X Olzom 55

La derniere égalité est due au fait que

ZEI ZEI

Comme f appartient & L%([0, 1])T

#<>{Zf

el;}
Nous en déduisons que

" 2

S (7 — 7o) B Z9)] = O(=

b3 - (1.6)

Les expressions (1.5) et (1.6) entrainent de ce fait ’assertion du lemme 1.1m

Le lemme 1.1 établil'nous désignerons dans tout ce qui suit par ,,f I'un
ou autre des estimateursff”g et f,,Fde f.
Ci-apresl' nous nous intéresserons au comportement du MISE de ,,f. A
cette finl'nous décomposons le MISE en deux partiesI'’une associée a la
contribution du carré du biais et ['autre a celle de la variance. Ainsil'nous
avons

MISE(]) =B J3 (f(x) = J@) de A
= B[ (- f@) = BLF@) de+ L (ELF ()] - f(2))" do.
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Nous allons étudier séparément chacun des deux termes de ’égalité

précédente. Pour celal'nous établissons les deux lemmes suivants :

Lemme 1. 2. Sous Uhypothése du lemme 1.1 et avec les notations de ce
chapitre, nous avons

2 7‘0'2

B [ i)~ B de = T (4 0

Démonstration

Le fait que les w, forment un systeme orthonormé entraine que
. . 2 . . N
Jo Gf(@) = ELf(@)]) de = [y 0=y (@ - E[gu])wu(ﬂﬁ)]z dx
=2 =1 (dv - E[du]) :

En prenant 'espérance des deux membres de I’égalitél’le calcul se ramene a

la détermination de la variance de chacun des a,.

Ainsi :
varla,] = var[% Zf\; Yiw, (x4)]
a? N
= mz)ziﬂ Wg(%)
Ko ; 5— 5
= 22]\72 #{Z§xi € [2_;}7 27)}
=5 (1+0(x)).
Le lemme 1.2 suit par sommation sur v. [ |

Pour pouvoir contréler le biais de D'estimateurl’ du essentiellement a
I’erreur d’approximation de f par son développement tronquél'nous allons
exiger un comportement régulier de f. Plus précisémentl' nous supposons
que f appartient & la classe des fonctions Lipschitziennesl'c’est a dire qu’il

existe une constante positive C' telle que
Va2’ €[0,1] [f(x) = f(2')] < Cle —2'|.

Lemme 1. 3. 5% [ est Lipschitzienne et C' sa constante de Lipschitz, alors

[ L) - @) = Y+ O < S+ 001,

v>r

Démonstration

Du fait de 'orthogonalité des fonctions de basel'nous avons

Jo (ELF@)] = f@) de = [} (ELf(@)] ~ f(2)) da
+ (fr () = f(ﬂf))zzdﬂf
= fol (E[-f(z)] = fr(2)) da+ Zgozr—l—l %2/
= B1 + BQ.

2
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Le terme du biaisI' B1I's’écrit

= Jo[x T f@) Ep(wi, @) = [o F(5)K (s, @) ds]” da.

Comme
1 r
- _ - <O
| Zf ena) = [ HK (s ) ds| < O
alors
2

Pour le terme d’approximation Bsl'nous utilisons ci-apres une major-
ation en valeur absolue de chacun des coefficients a,. Par définition des ¢2F

Ver>1, a Ifolf()u()
200 [ 1+ (f(s) = F(s+ garr)) ds].

Le caractere Lipschitzien de f permet d’écrirel’

|ay| <\/2_“f2“+1 |£(s) = F(s+ 5ar)| ds

<20 fzwl 2MC+1 ds

< /28
> 9ouf2-

Ainsil’
c?
12/ S EQ 3M7
ce qui donnel'en majorant chaque terme de la sommel’

2 _ 28r —1 2 28— 1
Zgo:r—l—l a, = 25M5 —|—1 —I_ ZM pr+1 Z u )
amur ] T 5 1 C 3
< s S, S Pl M+1Z g2

2
S gl
= 1352 ‘|’ ég 2 1)
< g+ G2
< 137 vl
=37 [ |

Grace aux lemmes 1.1-3['nous pouvons maintenant énoncer le théoreme

suivant :

Théoréme 1. 1. Si f est une fonction Lipschitzienne sur Uintervalle [0, 1]
et C' sa constante de Lipschitz, alors, avec les notations de ce chapitre, nous

avons, quand N tend vers ['infini,
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MISE(f) <1+ 0(1) + 5 + 0(42).
v

3
Le MISE est minimum pour r = (%) N3 et sa vitesse optimale de

convergence vers 0 est de O(N~2/3).

Il est & noter que les deux valeurs optimales du théoreme 1.1 sont obtenues
en équilibrant le terme du carré du biais et le terme de la variance.

1.3.1 Remarque

Dans cette remarquel’'nous nous proposons d’évaluer le nombre des x;

dans chaque intervalle [7;_, 7;)['élément de @(r)I'pour un choix de r dépen-

2i—
2N

dant de N et ou chaque z; est égal a Il est clair que

#li 2 € [1j-1, 7)),

n’est autre que le nombre de ¢ pour lesquels

zﬂril < QZN < 2M+1 lorsque j =1...26,+1 (1)
L QIMST < ZZN < 2;5 lorsque j =26, +2...r (2).

Ainsil'si r est tel qu’il existe [ appartenant a IN et que W% =1, (1) est
équivalent a
lj—l+i<i<lj+l,
d’ot
#ivie (o, m)} =1

Nous remarquons que dans le cas ou w% appartient a INI'nous avons

#i @i € 1o, 1)} = N(7j — 7j-1),
et donc
Fn(z) =1 — Tj_1.

Dans ce casl I’estimateur de projection et le régressogrammel définis

respectivement par (1.3) et (1.4) sont identiques sur l'intervalle [0, 1].

1.4 Construction de la base optimale

Au vu des paragraphes 1.1-3'il est possible de construire un estimateur
de type projection basé sur le systeme de Haarl chaque fois que nous dis-

posons d’une partition en intervalles dyadiques du support de la fonction de
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régression. Notre objectif ci-apres est de définir une partition dyadique p
de [0, 1]IMe support de la fonction de régressionlet de lui associer 'estimateur
correspondant de type projection orthogonale sur la base de Haar de L2([0, 1]).
Le choix de la partition p sera fait de sorte que I'estimateur associé soit lo-
calement adapté a la régularité de f.
Nous entreprenons dans ce qui suit de construire & ’aide d’un schéma récur-
sifl'la partition p de [0, 1]. A cette fin['nous allons définir de maniere récur-
sivel'une suite de partitions emboitées conduisant a la définition de la par-
tition la mieux adaptée a estimation de f. Le lecteur désireux de plus de
détails sur les estimateurs de la fonction de régression par des schémas de
partitions récursives pourra se reporter aux travaux de Gordon et Olshen
[37] [38] [39].
Le fait de se limiter a des partitions dyadiques est particulierement approprié
au cadre que nous avons développé précédemment. Remarquons simplement
ici que les estimateurs fondés sur des schémas de partitions récursives ap-
paraissent localement comme des moyennes non pondérées des observations
associées aux instants présents dans chaque élément de la partition ; ainsil’
si tous les éléments de la partition étaient de méme longueurl'l’estimateur
lisserait de maniere identique les donnéesl'et donc ne s’adapterait pas a la
régularité locale de la fonction f.
Dans les paragraphes 1.1-3['nous avons étudié des estimateurs de la régres-
sion non adaptatifsI'possédants de bonnes propriétés asymptotiques. Ainsil’
par le théoreme 1.1I'nous avons établi que pour obtenir une valeur optimale
du MISE de cet estimateurl'la longueur des éléments de p devra donc étre
de l'ordre r* = (’)(N_Tl).
La procédure que nous proposons consiste a fixer une valeur r pour r* et
a construire p = p*(r) une partition de [0,1] au plus aussi fine que p(r)I’
partition définie au paragraphe 1.1. A cette fin['nous construirons une suite
de partitions emboitées (p(r’i), i=1,2...u,+ 1) telle que que ) =10,1]
et Ut = o*(r) (r étant égal A 2% + §,). Chaque partition (™)
est déterminée A partir d’un ensemble d’indices Z(") dont chaque élément
v = 2* + § correspond a lintervalle [, = [52_71, %]
Les différents Z(") forment une suite d’ensembles emboités Z("1) C 7(r2) C
LIt = () ot T = {1} ; le passage de Z0) 3 Z(0mi+1) et de sur-
croit de p(m9) & p(rit'geffectue en considérant tous les éléments de Z(m9)
et en décidantl'via un critere de décision bien définil'pour chaque [, si oui

ou non il doit étre partagé en deux nouveaux intervalles I, = [52_71, %i—:ll)

5— 5
et I, =[5, gurr)-
Une fois que le choix de Z*(r) faitl'l’estimateur de projection orthogonale
adapté est alors déterminé par la décomposition suivant les éléments w, dont
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les indices v appartiennent & Z*(r).

Afin de justifier le choix du critere de décision retenul'nous remarquerons que
la valeur de a, donne une idée précise sur le comportement de la restriction
de la fonction de régression a l'intervalle I,,. En effetI'puisque

25—1
m TE) 1
a, = 22 Lj (f(S)—f(S—|— 2M+1)) d87
2

) 25—1[

le théoreme des accroissements finis entraine I'existence de c(s) dans |5z, 5557

tel que

26—1
"

a2 27D [ pie(s)) dsl,

f' étant la dérivée de f.

Ainsil'nous constatons que la ou la fonction f est régulierel’les coefficients
|a,| seront petits alors que des variations importantes de f’ entrainent de
grandes valeurs de a,. De ce faitI'seront retenus uniquement les coefficients
@, tels que @2 est supérieur & un certain seuil L (ceux pour lesquels a2 > L).
Néanmoinsl'la regle de décision devra conserver ’aspect récursif de la par-
tition.

Le travail de Tarter et Kronmal [70] suggére de prendre L = 2% ot 62 est un
estimateur de la variance du bruit du modele (1.1). Dans le cas étudié et afin
de préserver 'analogie avec ’analyse multirésolution'nous avons modifié ce
critere. Ainsilau lieu de prendre a2I'nous prenons une estimation de F(d2)
que nous comparons au seuil L ; l'estimation de F(aZ) étant la moyenne
arithmétique des G2, dont le support contient I, (support de w,.).

Afin de faciliter I’écriture de 'algorithme correspondant a la procédure
décrite ci-dessusl'nous prendrons r = 2#7. Nous définissons par ant(.) la
fonction qui prend pour argument un élément v et restitue son antécédent
dans ’arbre binairel'figure 1.2I'et par var une estimation consistante de la

variance.

ALGORITHME 1

Retenir a4

Pour jpuis=20,1,...pu,
Pour j=1,2...2/ruis
Faire
indg = 27 4§
nd = indg

L S R

: : N A2 2xwvar
Faire jusqu’a aj,, > =
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* ind = ant(ind)
* Fin de Faire
: : A1 ~2 ~2 ~2 2xXvar
* Si moyarithmétique (amdo7 Uant(indg)?  * SaF,g) > R
* Alors retenir tous les éléments Gindy , Gani(indy) - - - Qind
* Autrement j =75+ 1
* Fin de Si
* Fin de Pour ;
* jputrs = jpuis + 1
* Fin de Pour.
Les r coefficients aq,ao,...a,.1 sont associés a un arbre binaire de la
maniere suivante :
ay
a2
as aq

Figure 1.2 : Arbre binaire associé a la procédure.

Au vu de la procédure décrite dans lalgorithme 1I'et au vu du critere de
sélection choisil'si un premier coefficient a,, et un deuxieme a,, appartenant
a la branche issue de a,, sont retenusl'tous les coefficients de ’arbre binaire
ci-dessus qui joignent a,, et a,, seront retenus. Ainsil'si nous retenons as

et @9 nous retiendrons forcément as.

1.5 Simulations

Dans le paragraphe 1.3'nous avons montré que la variance des @, est
proportionnelle & o¢%I'en général inconnue. De plusI'nous venons de voir que

le choix d’une partition adaptative repose sur celui d’un sous ensemble de
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coeflicients @, jugés suffisamment importantsl'relativement & leur variance.

Il est donc essentiel de disposer d’une estimation efficace de o?I'qui de plusI’
ne doit pas dépendre de la méthode choisie pour estimer f. 1l existe dans

la littérature plusieurs estimateurs de la variance reposant uniquement sur

des hypotheses de régularité de f. Nous en avons retenu trois.

Le premier travail a donc consisté en ’étude de la qualité de trois estimateurs

de la variance du bruit pour un modele de régression non paramétriquel’il

s’agit de 'estimateur de J. Rice [61]['de I'estimateur de T. Gasser [36] et

de l'estimateur de P. Hall [40]. Les expressions de ces trois estimateurs

sont rappelées ci-dessous ; puis pour chacun des trois modeles ci-apresI'nous

donnons un tableau regroupant le calcul de la moyenne et du carré de ’erreur

standard des différentes estimations de la variance du bruit. Le nombre de

simulations pour chaque modele est de 200I"alors que le nombre de points

tests N g’étend de 50 a 250.

Nous avons retenu trois fonctions de régression définies sur I'intervalle [0, 1]T"

e modele 1:

fla)=2-(—-03)-(z—0.5) - (z—1.)+0.2.

e modele 2 :

f(z) = sin(6.28314 - z) - sin(6.28314- (2 —0.3)) - stn(6.28314 - (2 — 0.5)).

e modele 3 :

f(z) =5.5in(6.28 - z).

A partir des N variables aléatoires définies par (1.1)I'nous définissons

P’estimateur de Rice

o}

N-1
? = ZY )/;17
=1

l’estimateur de Gasser

N-1

6-2 Z 2 l‘l' K—I—l Y)27
=2

l’estimateur de Hall

N—2
= N_2 Z (doY; + d1Yig1 + d2Yig2),
o =1
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avec do = 0.8090I'd; = —0.5 et dy = —0.3090.

Les trois estimateurs définis ci-dessus font partie de la famille des es-
timateurs de la variance pour des modeles homoscédatiques de régression
non paramétrique. Basés sur des différences entre les observationsl'ils ne
requierent pas une estimation préalable de la fonction de régression. L’es-
timateur de Rice est I'unique estimateur de ce type qui fait intervenir les
différences entre uniquement deux observations : c’est un estimateur du
premier ordre. L’estimateur de Gasser['tout comme celui de Rice est basé
sur des différences symétriques (symétrie des poids qui ponderent les ob-
servations)['cependant il utilise les différences entre trois observations suc-
cessivesl'ce qui en fait un estimateur du second ordre. Contrairement a
Pestimateur de Gasser et bien qu’ils soient tous les deux du second ordrel’
I’estimateur de Hall n’est pas basé sur des différences symétriqueslil est par
contre optimal au sens de ’erreur moyenne quadratique.

Pour le modele 1I'la variance du bruit Gaussien utilisée dans les simulations
est de 10™* (ce qui correspond & un rapport signal bruit presque égal a 4).
Les résultats sont les suivants :

méthode Gasser Rice Hall

50 points

moyenne 100.059 99.6978 99.4070
erreur-standard au carré | 7.61626E-06 5.43302E-06 4.51146E-06
100 points

moyenne 100.694 100.541 100.251
erreur-standard au carré | 4.37786E-06 3.29094E-06 2.72090E-06
150 points

moyenne 100.345 100.378 100.5
erreur-standard au carré | 2.58307E-06 1.99188E-06 1.69957E-06
250 points

moyenne 100.954 100.647 100.153
erreur-standard au carré | 1.78872E-06 1.41127E-06 1.20047E-06

Table 1.1 : Estimation de la moyenne (x10°¢) et du carré de I’erreur stan-
dard pour différentes simulations. La variance du bruit Gaussien utilisé dans
les simulations est égale & 10~
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Les mémes simulations avec le modele 2 ont donné le tableau 1.2 pour

un bruit Gaussien de variance 0.04I'soit un rapport signal bruit égal & 2.

méthode Gasser Rice Hall

50 points

moyenne 4.01332E-02 4.25125E-02 4.63664E-02
erreur-standard au carré | 1.21947E-04 8.78727E-05 7.73191E-05
100 points

moyenne 4.02849E-02 4.08652E-02 4.17408E-02
erreur-standard au carré | 7.00480E-05 5.25437E-05 4.34925E-05
150 points

moyenne 4.01392E-02 4.04444E-02 4.09338E-02
erreur-standard au carré | 4.13286E-05 3.18956E-05 2.73109E-05
250 points

moyenne 4.03818E-02 4.03643E-02 4.03261E-02
erreur-standard au carré | 2.86183E-05 2.25779E-05 1.92031E-05

Table 1.2 :

pour différentes simulations. La variance du bruit Gaussien utilisé dans les

Estimation de la moyenne et du carré de ’erreur standard

simulations est égale & 4 x 1072
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Pour le troisieme et dernier modelel'la variance du bruit Gaussien a été

de 2.251'ce qui correspond un rapport signal bruit égal & 5. Les résultats

des simulations sont regroupés dans le tableau ci-dessous :

erreur-standard au carré

méthode Gasser Rice Hall
50 points

moyenne 2.25180 2.33724 2.46124
erreur-standard au carré 0.385560 0.278296 0.231968
100 points

moyenne 2.26564 2.28641 2.31405
erreur-standard au carré 0.221628 0.166458 0.137619
150 points

moyenne 2.25776 2.26893 2.28757
erreur-standard au carré 0.130764 1.00801E-01 8.62584FE-02
250 points

moyenne 2.27147 2.26851 2.24476

9.05476E-02 7.14464E-02 4.87280E-02

Table 1.3 :

Estimation de la moyenne et du carré de ’erreur standard

pour différentes simulations. La variance du bruit Gaussien utilisé dans les

simulations est égale a 2.25.

Au vu des résultats obtenus ci-dessusl'il est clair que ['utilisation de

Iestimateur de Gasser pour des échantillons de faible taille est préférable

aux deux autres alors que pour des échantillons de taille moyennel'la qualité

de 'estimateur de Hall est supérieure aux autres.
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L’objet des simulations qui suivent est d’analyserl'par des graphiquesl’

le comportement de I'estimateur de la fonction de régressionl’développé au
cours de ce chapitre.
Les trois figures ci-dessous 1.3-5 représentent I'estimation obtenue pour des
échantillons de 256 pointsl'et pour chacun de ces casl'la valeur de r a été fixée
4 16. Etant donné la taille des échantillonsI'nous avons utilisé lestimateur
de Halll'pour estimer la variance du bruitl'dans 'algorithme 1.

Dans toutes les figures données ci-apresl'nous représentons a la fois la
fonction de régressionlles observations et I’estimation obtenue par 'application
de lalgorithme 1.

0.24 T T T T

+ "fig1.3b" +
"figl.3b" ——
0.23 | "fig1.3s" - -

0.22
0.21

0.2
0.19
0.18
0.17

0.16

0.15 |+ . - g

014 1 1 1 1

Figure 1.3 : La fonction de régression est donnée par le modele 1Telle est
représentée en trait continu et son estimateur en pointillé.
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0.8

-1.2

sin(6.28314*x)*sin(6.28314*(x-0.3))*sin(6.28314%(x-0.
"si

mp
"sime"

5).). —_—

+

L N i
§
0 02 0.4 0.6 038 1
Figure 1.4 : La fonction de régression est donnée par le modele 2l'elle est

représentée en trait continu et son estimateur en pointillé.



30 Chapitre 1 : Régression par ondelettes de Haar

Tout comme pour les deux exemples précédentsl’le rapport signal/bruit
est égal a 2.

15 T T T T
5.*sin(6.28*x) ——
"simp"  +
"sime" -----
- + -
10 4 .
T o+
+ oy +
+ 4 oy
+ ++
N B o
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+ ¥ " + T
,,,,,,,,,, I o+ o+
+ +
L +++++ + +++‘ + o+ +
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+ +
++ - ++
+ + + o e+t +
0 4+ + - +y ,+ ,,fr + * + 44
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+ + NG +++ +
+ H10N « T o F AR
TN 4+ . 1
+i et +, '
e ; ROMESS
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+
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Figure 1.5 : La fonction de régression est donnée par le modele 3lelle est
représentée en trait continu et son estimateur en pointillé.
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Comparaison avec d’autres résultats

Dans cet exemplel'la fonction de régression est une fonction polynémiale
(exemple extrait de [49]). Sur le graphe sont représentés les 100 points
échantillons y; = f(x;) +¢;'ou g; suit une loi normale centrée avec un écart-
type égal a 0.1'a fonction de régression est représentée par un trait continu

et 'estimateur obtenu par algorithme 1 est en pointillé.

2.4 T T T

T
-15¥(x-1y*(-0,5)*x+1.5 ——
+ . + 'glp

0.6 ; I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 1.6 : La fonction de régression est la fonction f(z) = —15(z—
1)(z — 0.5)z 4+ 1.5. Dans ce cas r est égal a 8.
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Dans cet exemplel'la fonction de régression est une fonction ayant deux
points de discontinuitél'aux points 0.3 et 0.5. Sur le graphe sont représentés
les 256 points échantillons y; = f(z;) +¢;'ou ¢; suit une loi normale centrée
avec un écart-type de 0.096I'la fonction de régression est représentée par un
trait continu et I'estimateur obtenu par 'algorithme 1 est en pointillé.

0.8 T T T T

0 02 0.4 0.6 08 1
Figure 1.7 : Dans ce cas r est égal a 16.

La fonction de régression utilisée est définie par

42%(3 — 4x) siz <0.3

f(2) = 0.3 si 0.3 <2 <0.5
tr(42? - 1024 7)— 1.5 si0.5<a <0.75
Ba(r— 1) si 0.75 < .
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Le nuage de points de la figure ci-dessous représente les 1000 points issus
du modele y = sin(4/t) + 1.5+ ¢ avec € de loi normale centrée d’écart-type
égal a 0.2.

3 T T T T
sin(4/t)+1.5 ——
llglpll 4
2.5 | llglell 77777777 i
+
&
|+
4
2r i
-
15F
R +
fit -twr
1k SN 4
VR e s w o]
R +#ﬁ++ ++ﬁﬁ+
i e s A2
+ Wi es
05 ¥ J;*E*ur.%%ﬁ% 4
A+ #ﬁf# +HH:
Rt
o “ﬁf* *
0 o I I + +
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 1.8 : La fonction de régression est représentée en trait continu
et son estimateur en pointillé. Dans ce cas r est égal a 32.

Les estimateurs obtenus pour les figures 1.6 et 1.8 sont comparables aux
résultats de Mammen et Van de Geer[49] avec 'avantage que la méthode

proposée est plus rapide et moins complexe.

Les graphiques ci-dessus donnent une idée sur le caractere adaptatif de
la procédure décrite dans algorithme 1. En effet la largeur des intervallesl’
constituant la partition du support de la fonction de régressionl'varie selon
la régularité de la fonction : plus la fonction est réguliere plus la largeur de
Iintervalle est grande. L’estimateur obtenu s’apparente a l'estimateur du
type noyau a fenétre variable.
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Au vu des résultats présentés dans ce paragraphe et des diverses simula-
tions effectuées pour tester l'influence de l'estimation de la variance sur
Iestimateur de la fonction de régression obtenu par notre méthodel nous
concluons que :

1. La méthode est localement adaptative et produit une estimation ap-
prochée de la vraie fonction en dépit de I'intensité du bruit.

2. Quel que soit 'estimateur de la variancel' nous obtenons des estima-
tions similaires et ce pour les 3 estimateurs de variance étudiés.

3. Malgré le manque de lissitude de la fonction estimation (fonction en es-
caliers)['cette derniere donne une idée précise sur ’allure de la fonction
de régression quand les intervalles de la partition du support contien-
nent suffisamment de données.

1.6 Lien avec ’analyse multirésolution

Nous avons signalé au paragraphe 1.2'que le systeme de Haar est associé
a une structure de multirésolution que nous nous proposons de rappeler ci-
apres.
Du fait que les Wj([o’l]) définis dans le paragraphe 1.2 de ce chapitrel'soient
orthogonauxI'nous pouvons construire une suite de sous espaces emboités
de L*([0,1]) par

p o1 0 g 03D o e N,

J J—1 J

les Vj([o’l]) ainsi obtenus forment une analyse multirésolution sur l'intervalle
[0, 1] telle qu’elle est définie dans I’annexe A.

D’autre partl'soit ]ADV] un estimateur du projecteur sur Vj([o’l]) et définis-

sons ;| = 2%w1(2j - —k) dont le supportl'noté I; ;I'est égal a l'intervalle
[2%, %";l] ; on peut aisément montrer que chaque Vj([o’l]) est engendré par les

Qir, k=0,1,...21 — 1.

La procédure décrite dans ce chapitre consiste a fixer un jopt qui déter-
mine la longueur optimale des intervalles I; ;I'puis a définir un estimateur

fjopt(p): Z ij(f)]lijkv

(jk)Ep
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ol
o={(,k)eNxZ : 1<j<joptet 0<k<2 —1}

est tel que U(; x)eplik = [0, 1].
L’application de I’algorithme 1 conduit a la détermination d’un choix opti-

mal p*I'ce qui correspond & un choix optimal fjopt(p*).

Une premiére possibilité pour généraliser cet algorithme a des ondelettes
admettant une meilleure régularitél’ est d’utiliser une décomposition qui
puisse préserver [’écriture de ’estimateur. On pourrait se contenter de rem-
placer les estimateurs empiriques des < f,w, > obtenus pour Haar par ceux
obtenus pour une ondelette quelconquel'mais malheureusement les supports
des ondelettes w, et w,11 ne sont pas disjoints ce qui entraine une corréla-
tion entre les coefficients de la décomposition en ondelettes.

Une deuxieme possibilité est d’utiliser une décomposition en paquets d’onde-
lettes ; c’est cette derniere qui sera retenue et fera 'objet du deuxieme

chapitre.






Chapitre 2

Régression par paquets
d’ondelettes

Dans le chapitre précédentl'le probleme d’estimation de la fonction de
régression a été abordé a ’aide d’un schéma de partitions récursives binaires.
Grace aux décompositions en ondelettes de Haarl'nous avons pu établir un
algorithme rapide pour I’évaluation numérique de 'estimateur et déterminer
ses propriétés statistiques. Néanmoinsl'cet estimateur présente les défauts
d’étre constant par morceaux et discontinu sur les bords des intervalles de la
partition qui le définitl'avec pour conséquence une limitation de ses qualités
d’approximation lorsque la fonction de régression est réguliere.

Nous nous proposons de décrire une méthode adaptative d’estimation
assez apparentée & 'approche par partition récursive. Elle sera associée a
des décompositions en ondelettes régulieres.

L’approche que nous avons adoptée dans ce chapitre repose sur les décom-
positions de la fonction de régression dans une “librairie” de bases associées

a des paquets d’ondelettes. Elle se réalise en trois étapes :

1. Le choix de la meilleure base dans ’ensemble des bases défini par la

décomposition en paquets d’ondelettes.

2. La sélection des coefficients dans cette base les plus importants pour
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I’approximation de la fonction de régression.

3. L’utilisation des coeflicients retenus pour la reconstruction de ’estim-
ateur.

Le choix d’un ensemble de bases issues d’une décomposition en paquets
d’ondelettesI'nous permettra non seulement d’adopter un schéma récursif
de calcul établissant le lien avec I’approche adoptée au chapitre précédentl’
mais donnera aussi lieu & quelques approches adaptatives.

Etant donné que nous utiliserons des bases de paquets d’ondelettes régulieresl’
nous consacrerons le premier paragraphe de ce chapitre a I’étude des qualités
asymptotiques de 'estimateur de type ondelettes lorsque ’estimation de la
régression repose sur des analyses multirésolutions régulieres.

Pour réaliser une méthode adaptative d’estimationl’ nous nous proposons
ensuite de sélectionner une base orthonormée complete dans une famille de
bases orthonormées produite par une analyse par paquets d’ondelettes de
L2([0,1]) ; I'intérét d’une librairie de bases de paquets d’ondelettes réside
dans le fait qu’elle conduit a des schémas récursifs associés a des arbres bin-
aires.

Pour choisir la meilleure basel'nous utiliserons trois approches distinctes. La
premiere s’inspire de techniques utilisées par Tarter et Kronmal dans le cadre
de l'estimation d’une densité ; nous conclurons cette approche par I’énoncé
d’un algorithme qui généralise I’algorithme 1 du premier chapitre. La deux-
ieme approche associera des techniques de test et seuillagel'ce qui permettra
a la fois d’éliminer les coeflicients de la décomposition jugés peu importants
et de modifier ceux qui sont retenus afin de diminuer 'erreur d’estimation.
FinalementI'nous conclurons ce chapitre en adaptant le principe du boot-
strap a notre probleme d’estimation.

Tout au long de ce chapitrel'nous ferons usage de la décompositionl'du
vecteur des observationsl'finie en paquets d’ondelettes. Les notions essen-
tielles pour ce type de décomposition sont rappelées dans I'annexe A.

2.1 Régression par ondelettes sur 'intervalle

Nous adopterons le méme modele qu’au chapitre 1 ; le vecteur des ob-

N
=1

servations sera noté y = (y;) Chaque composante y; de ce vecteurl'est

une réalisation d’une variable aléatoire

Y;':f(wi)—l—&, 1=1,...,N
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oll £; est une variable aléatoire de moyenne nulle et de variance o? et 2; = ﬁ
Nous supposeronsl'tout au long de ce chapitrel'que les Y; sont des variables
indépendantes et que le support de f est 'intervalle [0, 1].

En posant F; = f(z;)['nous pouvons écrire I’équation vectorielle :
y=F+¢, (2.0)

avec F = (F)N, et e = (e)X,.
Notre objectif ci-apresl’ est de proposer un estimateur f de la fonction
de régression sur lintervalle [0, 1] lorsque cette derniére est réguliere par

morceaux ; en faitI'nous estimerons les valeurs que prend f aux points z;.

2.1.1 Approximation de la fonction de régression

Dans ce qui suitI'nous considérons une fonction d’échelle du type Dau-
bechies a support compact minimall'notée . Nous rappelons qu’en définis-
sant par V; le sous espace fermé engendré par les translations a pas entiers
de la fonction ¢;q = 2%99(2j-)F1a suite V;I'j € ZTI'est une analyse mul-
tirésolution de L%(IR) (voir Annexe A). Soit alors ¢ I'ondelette mere de
Daubechies associée a .

Les ondelettes de Daubechies sont généralement indexées par un entier L
et sont notées par p¢. L’indice I permet de déduire a la fois la régularité
de la fonction d’échelle et celle de 'ondelette merel'et la longueur de leur

support. En effetl'en notant par ppl'la fonction d’échellel'nous avons :

1. Le support de ¢ est inclus dans [0, 2L — 1].

2. pp est p-réguliere avec p = 0.2L (i.e fR [2[’|zp(2)] < 00).
3. Le support de 19 est inclus dans [—-L, L — 1].

4. La fonction p1) a la méme régularité que r .

5. 1 admet des moments nuls jusqu’a lordre L ; i.e :

/wk Y(e)de=0, k=0,1,...L, /wL‘H p(z)de #0.



40 Chapitre 2 : Régression par paquets d’ondelettes

Pour rlentier strictement supérieur a 2'prenons L = r — 1 ; cette con-
dition revient a exclure le cas des ondelettes de Haar (L = 1) de I’étude
ci-apres. Afin d’alléger les notationsl',_¢ et ._11 seront notéesl'dans tout
ce qui suitl’ ¢ et 4 respectivement. De plusl nous supposerons que ces
derniéres ont le méme supportI'lintervalle [— L, . — 1] en 'occurrence ; ceci
est possible par simple translation du support de ¢.

Pour tout (j, k) € Z x ZI'posons

ek =22 0(2 - —k),

et by =24 p(2T ).

V; est alors le sous espace fermé engendré par {¢;r, k € ZZ}. Soit W;I'le
sous espace fermé engendré par {v;r, k € ZZ} ; par constructionl'W; est le
supplémentaire orthogonal de V; dans V;4q (i.e : Viyy =V, & W;). Au vu
de la structure multirésolution définie par les V;I’

BR = {en, Yip,j=J,J+1,.... ke Z}

est une base orthonormée de L?(IR).

Commel la fonction de régression du modele 1.1 est a support compactl’
[0, 1] en I'occurrencelutilisation d’une base orthonormée de L2(IR) conduit
a une dégradation de 'estimation aux extrémités de l'intervalle [0, 1]. Afin
de pallier & ce problemel'nous utiliserons une base orthonormée d’ondelettes
de L*([0,1]). MalheureusementI'et contrairement au cas des ondelettes de
Haarl'la restriction des éléments de cette base a [0, 1] ne conduit pas a une
base orthonormée d’ondelettes de L*([0, 1]).

NéanmoinsI'par le travail de Cohen et al [17]I'il est possible de construire
une base orthonormée d’ondelettes de L?([0, 1]) de type DaubechiesI'via la
construction d’une analyse multirésolution sur I'intervalle [0, 1] (cette con-
struction est largement détaillée dans 'annexe A). Cohen et al construisent
pour tout j un systéme orthonormé {¢;r,k = 1,2...27} (certains de ces
éléments sont obtenus par translation et dilatation de @I'les autres sont

N . . . ;1,001 .
construits & la main)['et lui associent le sous-espace fermé Vj[ ] engendré

par les éléments de ce systeme. Par constructionl'les Vj[o’l] définissent une
analyse multirésolution sur l'intervalle [0, 1]. Ils en déduisent alors un autre

systeme orthonormé {szk, k=1,...27}I'tel que le sous espace fermé W][O’I]F

engendré par ce dernierl'soit le supplémentaire orthogonal de Vj[o’l] dans
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0,1 . 0,1 , . . .
Vj[_l_’l] ; ainsi W][ Al vérifie la relation suivante :

[0,1] _ y-[0,1] [0,1]
VR = v e Wi,

Ceci permet de définir pour tout Jgl'
01 _ ¢~ T 4 - J
BJO _{@Jokv ¢]k7]—J07J0+17"'7 k—172 }7

une base orthonormée de L?([0, 1]) possédant les mémes propriétés de régu-
larité que la base B}%.

Pour des considérationsI'purement techniquesl'il faut que 270 > 2L ; ce qui
sera le cas dans ce qui suit ci-apres. Notons alors et tout au long de ce
chapitre par Jy le plus petit entier j tel que 27 > 2L.

Quelque soit j > Jol'la projection de f de L%([0, 1]) sur I'espace d’appro-

[0.1]

ximation VJ s’écrit

27
fi=22 <[, @k > @ine (2.1)

k=1

Le lemme 2.1['ci-dessousl permet de controler ’erreur d’approximation
de f par f;Ten norme L%([0, 1]).

Lemme 2. 1. Si f une fonction continiment dérivable a Uordre (r—1) dont
la dérivée a Uordre r est continue par morceauz, alors

I1f - fj||%2([0,1]) < CrQ_zjrv

avee C7 = (r1(1— 272 5) =1 ([ [y (y)| dy) sup | ).

Preuve du lemme 2.1 :

Pour alléger ’écriture de cette démonstrationl'posons pour tout (I, k)"

di =< f, 0 > .

Nous avons alorsI’

ainsi
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Par un développement limité de Taylor a 'ordre r de fl'au voisinage de
0l'et du fait que 7 a des moments nuls jusqu’a ordre (r — 1)I'nous avons

2% dy =Mk( >{2f-1<'>-1(§l)]f<f><o>
(%) o=t
=<<r—1>> f be(y) (% ) [Jo (1 =)~
Sty dny)l dy) sup [70)(a)].

1) di]} dy
(

F (G dt] dy

[ /\

Du fait que B!%’l] soit une base orthonormée de L*([0, 1])Talors

0o 2
F=1=0" diptbu

=35 k=1

Ainsi

0 l
||f - fj||%2([071]) = Zl:j z:1 dlzk

<§:ZQ (ren)( /Iyw ) dy)*(sup SO ()])?,

=35 k=1
d’ou le résultat. []

Partant du lemme 2.1I'nous nous proposons dans le paragraphe suivant

[0,1]

d’estimer f par une estimation de sa projection sur V;

2.1.2 Estimation de la fonction de régression

Pour tout réel positif ol nous dirons qu’une fonction g de L!(IR) est
a-réguliere si et seulement si

x|%|g(x)| de < oo,
INERIE]

¢ étant la transformée de Fourier de gI'et nous désignerons par C*(RR)I
I’espace des fonctions a-régulieres.
Notons (voir [16]) quel'si nous désignons par HI I’espace des fonctions

holdériennes d’exposant al'nous avons alors I'inclusion suivante

C* C H~.
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L’inclusion dans 'autre sens n’est pas vérifiée. Cependantl'si nous nous
limitons aux fonctions a support compactl'nous avons :

Ve >0, HOTE ¢ CCP.

Notons s” le vecteur de R? dont chaque composante STk =1,2,.. 27T
est définie par :

N
82 = Z 299]16 (22)

les F; et z; étant définis dans le paragraphe 2.1. Nous avons le résultat
suivant :

Lemme 2. 2. Sous les conditions du lemme 2.1, et si r > 2, on a

Vik=1,...2,
19— < o5 > | < 20~ NP (const.|| f]|o + o(1)).

La constante ci-dessus dépend uniquement de la fonction d’échelle ¢ et de
sa régularité, et p est égal a 0.2(r — 1).

Preuve du lemme 2.2 :

Nous nous contenterons de démontrer le résultat pour des fonctions ¢;y,
définies par simple dilatation et translation de la fonction d’échelle plli.e :

Gk = @jn = 25p(20 - —k).

Le support de ¢ étant l'intervalle [—L, L — 1]['celui de ¢;; est l'intervalle
[—L-l—k L—l-l—k]

2 0w b
D’autre partl'comme L = r—1 et que ¢ est de classe C? C HP avec p = 0.2x LT’

nous avons :

< fooin > —% Nl i) () = Lo F@)emp(@) de — £ % oin() f(5)

[L=ltbiy L
= 2L b A @)
-1 mk(ﬁ))
=y /2 Sleir() () = (%)
Hiirle) — o) f(2)] da
[x] et [x] ci-dessus désignent respectivement le plus grand entier (le plus

petit entier) inférieur ou égal (supérieur ou égal) a z.
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Ainsil’
| < froin > —F T MM%)%H<Zf 25|02 % = B)] 1 £(2) = F(#)]

—|—2jfp+%) sup | f(z)|const.p|z — ]Z\,%|p} dx
=3 [1X {2%—|ap(2j% — k)|const..|x — ]Z\,—'|7’_1
N

42i(p+3 ) f(x)|const.,|x — %ﬂ dx
=y {22 sup |p(x) |t N7

+ 2 sup | f (o) | 2tke N=(+D)]

— 9ilp=3) Ny ((zzf_l_ll)const.p sup | f| + 0(1))'

Pour les autres élémentsl’la démarche ci-dessus ne varie pas sauf que

pour chaque cas il convient de préciser le support de @;; (cf. Annexe A). m

Le lemme 2.2 établil'soit f] I’approximation de f; définie par :

2J
= i@k (2.3)
k=1

Il est maintenant naturel d’estimer f; par

2J
fi=> 8&5k, (2.4)
k=1

ol 87 est obtenu en remplagant les valeurs F; par y; dans (2.2) ; ce qui
conduit a :

Sk - Zyz%k (25)

Le calcul du MISE de l'estimateur défini par (2.4) revient & évaluer l’erreur
d’approximation de f par f;I'sa projection sur le j**¢ niveau de la mul-
tirésolutionI'puis a déterminer le biais et la variance de fjfl’estimateur de
f; ; ainsil’sous les hypotheses requises pour f et ¢ dans les lemmes 2.1-2I
nous établissons le théoréme suivant :

Théoréme 2. 1. Sous les conditions du lemme 2.1 et pour Uondelette définie

au paragraphe 2.1, on a
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J

MISE(f;) < %02@ +o(1)) + const-(%)zp(l +o(1)) + CL27 ",

const. étant une constante qui dépend que de ¢ et de f.
Ainsi,
1. sip> % (i.e r > 4), alors le MISE est optimal pour Jopt tel que

Jopt = logz(C’lZ\fﬁ)7

—2r
et sa valeur optimale est au plus égale a C.C1N2+1, Cy étant égale a

1
(252)74T et ou C, est la constante du lemme 2.1.
2. sip< %, le MISE est optimal pour Jopt tel que
2/ort = O(NT+7),
. =2pr
et sa valeur optimale est égale a O(N 77 ).

Preuve du théoréme 2.1 :

Il est facile de voir que par le lemme 2.2I'il existe une constante const

telle que :

J

[ = 57w e = const. 3714 o)

D’autre part :

=
=
[

fi

7 L 9w
(f @ k(@) du+o(1))
= F (1 +o(1)).

Par I’égalité de Parsevall'nous avons :

[l
<
8

et var[s9]

Il
Q 2|QM

%=

Efo(f; = [)2 (@) de = B[SE (80 < oo >)7]
= 200 Bl - < fregn )7
= Zil} (E[8]— < fopie >)* 4 var[3)]}
= Jo (Fj = £)*(@) do+ 3231, var(s]).
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Ainsil’

J J

E/Ol(fj — [ (@) do = const. () (14 o(1)) + 30*(1 4 o(1). (2:6)

La décomposition suivantel’

MISE() = B [ (- 5@y de+ [ (- PP de,

le lemme 2.1 et I'identité (2.6) permettent alors de conclure la démonstration
du Théoreme 2.1 ]

Nous avons établi dans ce paragraphe une procédure d’estimation de la
fonction de régression a I’aide d’une décomposition sur une base d’ondelettes
a support compact présentant une erreur quadratique moyenne intégrée op-
timale au sens de Stone [67]. Il est alors naturel d’évoquer le choix de la
base optimale permettant une estimation adaptée aux donnés observéesl'de

la fonction de régression.

2.2 Régression par paquets d’ondelettes

Avant de procéder a D'écriture de 'estimateur de type projection basé
sur des paquets d’ondelettes' nous présentons sommairement la définition
d’une base de paquets d’ondelettes sur 'intervalle.

La donnée de la base orthonormée 82’1]
te & la décomposition de L%([0,1]) en somme orthogonale des sous espaces
V}O’l] et VVI[O’I]7 l=Jo,Jo+1,...00,ie:

0

du paragraphe 2.1.1 est équivalen-

1 1
o) =velawhi 5.

Il est par ailleurs évident que pour chaque 7 > Jyl'en appliquant le schéma

ci-apres
[01] _ y/[01] £ y/0.1]
Vit =i e Wi
[0,1] _ 1,[0,1] & 15,[0,1]
Vo =Visy o Wiy,
pour [ = j,...,Jo + 2l'et ou la somme est orthogonalel'nous obtenons une

unique décomposition de Vj[o’l] de la forme :

L L
vl =y g il g ol

J Jj=1-
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Une telle décomposition est désignée par décomposition en ondelettes de
Vj[o’l]. Il s’ensuit que
0,1 - 5 .
3507j] ={@nk, Ve, =Jo,Jo+1,...5-1, k=1,.. .21},

est une base orthonormée de V[O’l]

J
. . . 0,1
Nous pourrions également décomposer les Wl[ =

dans le schéma de la décomposi-
tion en ondelettes. Nous obtiendrions ainsi :

puis

0,1 0,1] L (40,1
W[ 1] = [—212@W][—213-

J

En posant W][(i’gl = I/Vj_2 et W][(i’go = ‘/j[g’zl]Fnous avons alors

la somme étant orthogonale.

Soit alors le schéma suivant

[01] _ yy/[0.1] £ 10/[01]
Wy = Wi & Wit
l=j,j—1,...,Jo+ 1, et k=0,1,...,20 — 1Tou W=V, et W,y = W,
et la somme est orthogonale. Son application conduit a la décomposition
suivante

[0,1] _ 1,[01] £ (1[0,1] £ L 0,1
Vit =V e Wi o e W

J 0, J_JO_I‘

Une telle décomposition est appelée décomposition en paquets d’ondelettes
de Vj[o’l] au niveau Jy ou encore décomposition en paquets d’ondelettes de

Vj[o’l] a lordre j — Jy ; elle sera notée par DDPO.

ConcretementI'la DDPO équivaut a la construction (voir annexe A)
d’une suite d’éléments de base de paquets d’ondelettes

{wi, k=1,2,...,270 1> Jy},
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telle que wyr = @uok et Wipr1,4 = Yk Par construction mémeFV}g’l] est
engendré par {wyx, k=1,2,...,2%} et chaque W}g}l]Fl =1,...,2~b_1r
est engendré par {wir, k=1,2,...,27). Nous en déduisons que

Bj:{wlkv JOSZSQj_JO _17 k:1727"'72jo}

est une base orthonormeée de Vj[o’l].

2.2.1 Décomposition en paquets d’ondelettes d’une fonction

Une des propriétés caractéristiques d’une analyse multirésolution réelle
associée a des ondelettes (voir paragraphe 2.1.1) est que pour tout j;['j dans
Z st V;, I'ji™ niveau de la multirésolutionl'est engendré par {¢; 1, k € Z}
alors V;, est engendré par {2%@]‘%(2?2_?1-), k € Z}. Cette propriété
est préservée dans la construction de Cohen et al [17] des ondelettes sur
I’intervalle.

Ainsil'pour le choix du systeme

J=J0

{2 2 @Jok(Qj_JO')7 k= 17272]}7

comme base de VI*Tsoit f] défini par

J

2J

5 i=Jo -

fi=2_ 272 a2,

k=1
— Ji .

les s) étant définis par (2.2) ol nous remplacons @;; par 273" Gror(277000).
La fonction f;['ainsi définiel'correspond a une approximation de la projec-
tion de f sur Vj[o’l].

Posons dans tout ce qui suit ¢ = f] La DDPO de g consiste a écrire ¢
sous la forme :

g(x) = g11(2) + gr2(2).

Les fonctions g1 et gi2l respectivement dans Vj[g’ll] et W][(i’i]Fsont définies

par :
2]_1 J 1 J 1
J—J0— J—J0—
gi1(z) = Z si’IQ 2 wyk(27 2 ),
k=1
211

J—Jg—1 J—Jg—1

et giz2(x) = Zs}g’QQ > Wi+ k(272 a).
k=1
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En réitérant la procédure un nombre de fois égal & II'nous obtenons une
nouvelle écriture de ¢ :

g(z) = Z_: 9grm(2), (2.7)

avec
2J_l J l J l
l7m J—J0— J—J0—
Gim(2) = 3 2T (2T ), 2.8)
k=1
Chaque s¥™ défini ci-dessus s’écrit
q k
N
I,m 1 J=Jo—=1 J=Jo—=1
sy = WZFZQ 2 Whetm—1,k(27 2 ).

=1

Cette décomposition équivaut a la construction d’une matrice orthogon-
ale Wj(l) d’ordre 27 et dont I'application au vecteur s définit la DDPO de
g (i.e: f;) aPordre I (ou encore décomposition de g au niveau j — ) :

s .= VV(Z)SO7 (2.9)

de version empirique

sV .= g0,

Il est maintenant aisé de voir qu’une estimation de f est donnée par :

2l
gt =3 gt (2.10)
m=1
ou
2o~ Jo—l1 Jo—1
N J=Jo— J=Jo—
gt =Y 2T wpmar(2T ). (2.11)
k=1

Remarque 2. 1. Le vecteur s, défini par (2.9) et son analogue é(l), ont
une décomposition en blocs qui correspond ¢ la DDPO de g.
s() = [sh1,sb2, .. .sl’zl]’.
g — [ém7 él,z7 - 'él,Zl]/.
l,m

i : : .
s et 87 sont les k*™ composantes respectives des blocs shm et 847 de
dimension 2771,

Les parametres [ et ml'utilisés dans (2.11)['déterminent respectivement
I’ordre de la décomposition et le numéro du paquet.



50

Chapitre 2 : Régression par paquets d’ondelettes

En effetI'la décomposition a ’ordre [ de s°T'conduit au schéma suivant :

1,1 1,1 1,2 1,2
s, Soi1 S17 e Sgi
2,1 2,1 2,2 2,2 2,3 2,3 2,4 2,4
Eh - S%j—2 S S5 e S S5 e 81y SYie
11 11 1,2 1,2 1,2t 1,2t
S1 e Sg 597, S0 S17 Sy

Figure 2.1 : Décomposition en paquets d’ondelettes a l'ordre [.

Grace a la décomposition en paquets d’ondelettesl’ 'estimateur de la

projection de f sur Vj[o’l] (resp. V;) admet plusieurs écritures équivalentes

N NN 0,1
chacune associée a une base particuliere de Vj[ ] (resp. V;). Nous nous

proposons d’en choisir la plus adaptée et cela afin d’obtenir une estimation

adaptative de la fonction de régression. L’ensemble des procédures que nous

allons définir dans les paragraphes 2.3-5'reposent sur le schéma suivant :

1. Partant du vecteur des observations y et par une décomposition dis-
crete en paquets d’ondelettes (DDPO)I'nous déterminons le vecteur
suivant :

v=Wy, (2.12)

ol W est une matrice orthogonale.

2. Nous définirons un opérateur non linéaire TI voire procédurel afin
d’annuler ou de corriger certaines composantes de v ; il en résulte
vi=T(v).

3. L’estimation F de FI'définie dans le paragraphe 2.1lest alors obtenue
par application de la matrice transposée W71 a v/ ; d’oti une estima-

tion des valeurs échantillonnées de f aux points z;.
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Notre technique d’estimation se résume donc a définir :

F=WloToW)y.

2.3 Généralisation de I’Algorithme 1

2.3.1 Description de la procédure

Compte tenu de la remarque émise au paragraphe 1.6 du chapitre 1 a
propos du lien établi entre 'estimateur de type projection basé sur le sys-
teme de Haar et ’analyse multirésolutionl'nous allons adapter le schéma de
I’algorithme 1 & la DDPO. Pour celal'nous identifierons dans un premier
temps les parametres de controle de 'algorithme 1 ; ainsi la longueur opti-
male des intervalles dyadiquesI'2=7 par exemplel' correspond au niveau de
résolution désiré d’ordre J. Aux coeflicients de la transformée en ondelettes
discrete et finie seront substitués leurs analogues obtenus par la DDPO ;
quand au seuil utilisé dans le critere de sélection de I'algorithme 1I'il sera
tout simplement remplacé par une estimation de la variance des paquets.

Pour cette premiére procédurella définition du vecteur v défini par (2.12)

nécessite deux étapes :

1. A partir du vecteur des observations yl'nous construisonsl' par (2.4)
et (2.5)'une estimation fJ de la projection sur V}O’l] de fT'la fonction
de régression du modele défini en début de ce chapitre. Le choix de
la valeur de J est donné par le Théoreme 2.1 et conduit a une valeur
asymptotiquement optimale du MISE.

2. Cette estimation est ensuite décomposée en paquets d’ondelettes a
lordre [ selon le schéma décrit dans le paragraphe précédent. Le
vecteur obtenu suite a la décomposition en paquets d’ondelettes est

noté v.

27=1 coefficients ; les dif-

Nous obtenons ainsi 2! paquets contenant chacun
férents paquets sont alors associés aux nceuds d’un arbre binaire de la facon

suivante :
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v 2T .. 2

Figure 2.2 : Arbre binaire associé a la procédure.

Par D'utilisation de l’algorithme ci-apresl' nous procédons alors a une
sélection des paquets par une technique analogue a celle utilisée dans I’algorithme 1
du chapitre 1.

ALGORITHME 2
1

Retenir v
Pour jpuis=1,2...1—1
Pour j =1,2...2/Puis—1
Faire
indg = 27 4§
nd = indg
Faire jusqu’a |[v™?|% > QJ_H%
ind = ant(ind)
Fin de Faire
Si moyarithmétique ([vdo |2, |vartlindo) |2 |yind|2) > QJ_H%
Alors retenir tous les éléments vindo yant(indo) —— yind
Autrement j =75+ 1
Fin de Si
Fin de Pour ;
jpurs = jpuis + 1
Fin de Pour.

K K K X K KK K X K X ¥
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Dans I’algorithme 2I'le parametre varl'correspond a une estimation de
la variance du bruit. Par ailleursI'la fonction ant est définie de IN dans IN
par :

J+1
2

L’application de cet algorithme permet alors de construire un vecteur

ant(j) = ] ot [2] désigne la partie entiere de x.

v’ quil'par reconstitutionT'conduit au calcul de 'estimateur de f via (2.10)
et (2.11).

2.3.2 Simulations

Les simulations suivantes ont pour but d’illustrer la procédure d’estimat-
ion associée a l'algorithme 2. Les ondelettes utilisées dans nos simulations
sont les ondelettes de Daubechies d’ordre L = 1, 3, 6.

L’estimation de la variance du bruit est obtenue par la méthode de Hall ; ce
choix est largement commenté au chapitre 1. Pour le choix de [I'lordre de
la DDPOTI'nous avons pris la plus grande valeur possible.

Afin de comparer les résultats obtenus par ’utilisation de I’algorithme 1 pour
le systeme de Haar et la procédure décrite ci-dessus associée aux paquets
d’ondelettes de Haarl'nous avons utilisé une des fonctions de régression
utilisées au chapitre 1.

L’ensemble des simulations a été effectué avec une seule et méme fonction
de régression

flz)=2(z —0.3)(z —0.5)(z — 1.)+ 0.2.

Les données sont issues du modele Y; = f(z;)+¢;lavec ¢; i.i.dI'de loi Gaussi-
enne centrée et de variance o2, La fonction f a été discrétisée en 256 points
équidistants sur l'intervalle [0,1]. Pour 'ensemble des simulationsI'le rap-
port signal/bruit a été choisi égal a 2.
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Dans un premier tempsl nous comparerons les résultats obtenus via
I’utilisation de l’algorithme 1 du chapitre 1 et la procédure décrite ci-dessus
associée aux paquets d’ondelettes de Haar. Cette comparaison est illustrée
par les figures 2.3 et 2.4.

023 T T T T T T T T T

0.22

0.21

0.2

0.19

0.18

0.17

0.16

0.15 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure 2.3 : Estimation obtenue pour une décomposition au niveau 3 avec
le méme niveau de bruit et le méme nombre de points échantillons que la
figure 1.3 du premier chapitre.
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0.23 T

0.22

0.21}

0.2

0.19

0.18

0.17

0.16 *

015 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure 2.4 : Estimation obtenue pour une décomposition au niveau 4 de
la multirésolution. Le nombre de points échantillons N est égal & 256 et le
rapport signal bruit est égal a 2.

Contrairement & I’estimateur adaptatif basé sur le systeme de Haar ( voir
chapitre 1)[T’estimation basée sur les paquets d’ondelettes produit des inter-
valles de méme longueur ; cependant il s’adapte parfaitement a la régularité
de la fonction de régression. Ainsil'sur Iintervalle [0.25,0.5]'I’estimateur
de Haar (chapitre 1) produit deux intervalles de méme longueur 0.125 ( la
valeur optimale des intervalles est égale & 0.0625) et deux constantes dont
les valeurs sont proches ( voir fig 1.3) ; une estimation identique est obtenue
pour le deuxiéme estimateur avec un niveau égal a 3 ( voir fig 2.3)["alors
que pour un niveau égal a 4 ( voir fig 2.4)[Testimateur basé sur les paquets
d’ondelettes produit quatre constantes dont deux sont quasiment identiquesl’
ce qui revient a une estimation sur 'intervalle [0.3125,0.4375] de longueur
0.125 ( la valeur optimale des intervalles ayant été choisie égale a 0.0625).

Ci-apresl'nous utilisons des ondelettes de Daubechies régulieres. Pour les
figures 2.5-6 et 2.7-8['le niveau de résolution a été fixé & 3 alors que 'ordre
de 'ondelette est successivement égal a 3 puis & 6 (i.e L = 3 et L = 6).
Dans chacun de ces deux cas (figures 2.5 et 2.7) nous avons d’abord testé
I’efficacité de la procédure sur des données non bruitées.
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0.205

0.2}

0.195

0.19

0.185

0.18

0.175

Figure 2.5 : Estimation obtenue par les ondelettes de Daubechies d’ordre
3 avec un échantillon de taille 256.

0.23 T

Figure 2.6 : 256 points échantillons ont été utilisés avec un rapport signal-
bruit égal a 2.

La fonction de régression est représentée en trait continu et son estimat-
ion en pointillé.

Pour les figures 2.5 et 2.6 (ainsi que 2.7 et 2.8 ci-apres) les paquets
retenus via 'application de 'algorithme 2 pour le signal avec bruit sont les
mémes que ceux retenus pour le signal sans bruit.
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0.205

0.2}

0.195

0.19

0.185

0.18

0.175

Figure 2.7 : Estimation obtenue par les ondelettes de Daubechies d’ordre 6.

0.23 T

Figure 2.8 : 256 points échantillons ont été utilisés avec un rapport signal-
bruit égal a 2.

Compte tenu de ’ensemble des simulations effectuées'nous remarquons

1. La lissitude de ’estimateur augmente avec la régularité de 'ondelette
utilisée conduisant a une amélioration de la qualité de 'estimateur

proposé.

2. Contrairement a beaucoup d’estimateurs de régressionl'la qualité de
Iestimateur obtenu par I'application de ’algorithme 2 ne se dégrade
pas trop aux extrémités du support de la fonction de régression.
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2.4 Tests et Seuillages

Dans ce paragraphel'nous supposons que le bruit du modele (2.0) est
Gaussien et que NI'le nombre des observationsl'est une puissance de 2 ;
ainsil'il existe n entier naturel tel que N = 27,

Plutot que d’estimer f par un estimateur de sa projection sur Vj[O’I]F
nous préférerons décomposer le vecteur des coeflicients empiriques par pag-
uets d’ondelettes a partir de la résolution la plus fine. Pour sélectionner la
meilleure basel'nous utiliserons des tests et des techniques de seuillage.
Nous estimerons d’abord P‘[/?L’l](f). Pour celal'nous utiliserons des ondelettes
a support compact de type coiflet (cf. Annexe A). Les coiflets n’ontl'jusque
lal'pas été associés a une AME sur l'intervalle et de ce faitl'une correction
des effets de bord s’impose et nous pourrons utiliser 'une des méthodes
décrites dans [17]. Nous pouvons toutefois considérer que nous estimons la
fonction de régression sur un intervalle strictement inclus dans [0, 1]. Nous
utiliserons alors une estimation de la projection sur V,, au lieu de Vn[o’l] en
se basant sur la donnée du vecteur F. Posons :

s =27%F, (2.13)

et §% = 2_%}’.

Le choix du vecteur sV défini ci-dessus est justifié par le résultat suivant :

Lemme 2. 3 (A. Antoniadis) Sous les hypothéses suivantes :

e H: f appartient a Uespace de Sobolev HP([0,1]) 3 > I.

o Hy: PAME est r-réguliere, i.e : la fonction d’échelle est continiment

dérivable a Uordre r et ses dérivées sont a décroissance rapide .

Alors pour une coiflet d’ordre L telle que L > [+ 1, et pour tout L < k <
2" — L, nous avons :

23| < fipni() > —s)| < O3,

Partant du lemme 2.3I'nous déterminerons la DDPO a 'ordre [ du vecteur
sV, Soit Wy) la matrice orthogonale associée a cette décomposition. Dans

ce qui suitl'nous fixerons [ & J = n — J,p; ot J,p est la valeur optimale du
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Théoreme 2.11'et nous poserons W = Wé‘]).
En appliquant W de part et d’autre de la relation (2.0)I'nous obtenons :

SERSERSE

v=wg’

>
«

W(F +¢)
(© +2),

Il
CRFNCINN)

ou ©® =WF et z=Weg.
Comme W est orthogonalel'z a la méme structure de variance-covariance

que ¢ et de plus z est un vecteur Gaussien.

Nous nous proposons ci-apres de construire une estimation adaptée de
O par application d’un opérateur non linéaire T. Ce dernier aura pour
principale tache de détecter les blocs de v qui ne contiennent essentiellement
que du bruit et de les éliminer (i.e : annuler leurs composantes)['puis de
“corriger” ceux qui contiennent le signal pour aboutir ainsi & une bonne

estimation de ©. Nous allons donc :

1. Opérer un test sur chacun des paquets en utilisant le travail de J. Fan

[31].

2. Adapter les paquets en utilisant la technique de seuillage définie par
Donoho et Johnstone [27].

Le résultat de ces opérations conduit a une version débruitée v de vI'a

laquelle nous associeronsl'par reconstitutionl'l’estimateur f de f.

Pour faciliter I’écriturel’ nous supprimerons l'indexation par J et nous

adopterons la notation :

et
z=1[z" 29, . .z(zj)]’.

Chaque paquet admet une écriture vectorielle de la forme

V) = 9=5(m) | 5(m)y.
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La premiere étape revient donc a tester si le vecteur moyenne 4 d’une loi nor-
male de dimension p est null'par la simple donnée d’un vecteur échantillon
& ~ N(B,01,) contre I'alternative que 1’'une au moins de ses composantes
est non nulle ; I, est la matrice identité d’ordre p. Dans notre cas p = o=,
Pour simplifierl'nous supposerons que 1’écart-type ¢ est donné et sans perte

de généralité qu’il est égal a 1.

Nous définissons la statistique suivante :
p
7 2
Ty = 2_ & ess)-
=1

Cette statistique permetl’ pour un choix approprié de 6I'd’exclure tout &;
correspondant a 3; = 0. Ainsi le probleme ci-dessus se réduit & tester si les
composantes les plus importantes de 3 sont nulles sans aucune connaissance
a priori sur leur nombre et leur localisation. Ceci correspond tout a fait a
la nature de notre probleme. Pour plus de détailsI'le lecteur est renvoyé au
travail de J. Fan [31].

Les valeurs asymptotiques de I’espérance et de la variance de cette statistique
sont respectivement :

Hp = @%5(1 +07%) et Uz = @%53(1 +307%).

Soient ¢ et d deux constantes positives. Pour le choix

d= /210g(£) avec a, = c(logp)?,
ap

nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2. 2 (J. Fan) Sous l'hypothése nulle et a condition que :

1
a,(logp)™2 — oo quand p — oo,
Ty converge en loi vers une loi normale centrée réduite.

La région critique au risque « associée a ce test est alors donnée par

(T = o, " (T — pp) > @71 (1 - )},

®~1(1 — ) étant le (1 — «) quantile de la loi normale centrée réduite.

La premiere étape permet donc la détection des paquets & composantes

nulles ou jugés comme tels suite au test décrit ci-dessus. La seconde étape a



2.4.  Tests et Seuillages 61

pour but de corriger I'estimation des 272 @™ (estimation donnée par v{"™).
Elle est fondée sur une procédure de seuillage des composantes de chacun
des paquets ayant été jugés significatifs pour I'estimation de la fonction de
régression.

La méthode de seuillage que nous avons adoptée est issue des travaux
de D. Donoho et lan M. Johnstone [27]. Elle consiste en I’application de la
fonction 7(t) := sgn(t)(Jt| — A4 & chacune des composantes de v("™I'pour
une valeur appropriée de A.

Partant du fait que pour p variables aléatoires indépendantes z;I'de loi
Gaussienne centrée réduite nous avons :

Pr{max|z;| > (210gp)%} — 0 quand p — oo,

nous prendronsI'pour le cas étudiél’' A = (210g(p))%. Un tel choix conduit a
la suppression de la majeure partie de 'erreur stochastique dans v.

Pour plus de détails sur cette technique de seuillagel'le choix de la valeur
du seuil et les propriétés asymptotiques de tels estimateursI'nous renvoyons
le lecteur au travail de Donoho et Johnstone [27].

Pour résumerl'’application de la procédure décrite dans ce paragraphe
conduit au vecteur v’ définie par
Yk

)" =

et ce pour les v("™ non nulsT'au vu du test effectuélet pour le reste par
(v)"™ = 0.
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2.4.1 Simulations

Pour illustrer le comportement asymptotique de 'estimateur défini dans
ce paragraphel'nous regroupons ci-apres quelques simulations.
Pour I’ensemble des simulations effectuéesl' nous avons utilisé une coiflet
d’ordre 5.

Les données utilisées sont issues du modele Y; = f(z;) + ;Lo les £; sont
i.i.d de loi Gaussienne. Nous avons utilisé deux fonctions de régression f;
et fo afin de tester la qualité de notre estimateur. Ces deux fonctions sont
définies par

42%(3 — 4a) siz <0.3

0.3 si0.3<a<05
filz) =19 4 2 :

32(42® =102 +7) = 1.5 si 0.5 <2 <0.75

Bz —1)? si 0.75 < .

et

fao(x) = 3cos(2ma) + 3772(962 e é)

La premiere est une fonction polynémiale par morceaux présentant deux
discontinuités aux points @ = 0.3 et x = 0.75. La deuxiéme est infiniment

différentiable telle que f1(0) = f1(1) mais f](0) # f{(1).

Chacune des deux fonctions de régression a été discrétisée en 256 et 512
points sur I'intervalle [0, 1]T'choisis de maniére & ce qu’il soient équidistants.
Les valeurs de o*I'variance du bruitl'ont été déterminées de sorte & avoir le
méme rapport signal /bruit pour chacun des deux cas. Ce rapport sera égal
a3l2et 1.

Notre procédure dépend du parametre alle risque du test. Pour les simu-
lations qui suivent ci-apresI'nous avons pris deux valeurs 0.1 et 0.01. D’autre
partI')pour ensemble des simulations effectuéesIl’ordre de la DDPO est fixé
a 3.
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Pour étudier la qualité de 'estimateur que nous proposons et 'incidence
que peut avoir le choix de la valeur du risque sur ’estimation'nous utiliserons
le critere d’erreur quadratique moyennel'MSEI'définie par :

1 N

MSE= =3 (f(x:) = f(ai))?,

=1

ou f(x;) est I'estimation de f au point z;.

Pour chacune des deux fonctionsI'nous avons simulé 100 échantillons de
taille 256 et 5121'et nous avons estimé la fonction de régression. Le critere
RMSE est alors défini comme la racine carré positive de la moyenne sur
I’ensemble des 100 échantillonsI'des valeurs du MSE.

L’ensemble des valeurs du RMSEI'obtenues pour la fonction de régres-
sion fi(resp. fz)l'est regroupé dans le tableau 2.1 (resp. 2.2). Pour les
simulations des tableaux 2.1 et 2.2I'le rapport signal/bruit (s/b) est égal a
312 et 1I'et 'ordre de la décomposition est égal & 3. Les tableaux de droite
correspondent & des échantillons de taille 512 et ceux de gauche & 256.

a=01 a=0.01 a=01 a=0.01
s/b=3 | 0.0013 0.0013 s/b=3 1| 0.009 0.0009
s/b=21 0.0017 0.0017 s/b=21 0.0012 0.0012
s/b=11 0.0539 0.0539 s/b=11| 0.0447 0.0458

Table 2.1 : Résultats des simulations pour la fonction de régression f;.

a=01 a=0.01 a=01 a=0.01
s/b=3 | 0.6473 0.6473 s/b=3 | 0.3254 0.3263
s/b=21 0.6607 0.6607 s/b=21 0.3346 0.3346
s/b=1 0.84 0.84 s/b=11 0.5718 0.6

Table 2.2 : Résultats des simulations pour la fonction de régression fs.

Nous complétons cette étude par quelques graphiques. Pour les figures
2.8-9I'la figure de gauche (resp. de droite) est obtenue pour un rapport
signal-bruit égal & 3 (resp. 2) et le nombre de points est fixé a 256.
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08 ——— 08

0.71 . 1 071

_0‘20 I I I I I I I I I 202

Figure 2.9 : La valeur du risque a été fixée a 0.01.

La fonction de régression pour ce cas est définie par :

42%(3 — 4x) siz<0.3

0.3 si0.3<a<05
filz) = 4 2 :

se(4e® =102 +7) - 1.5 si05< 2 <075

Do — 1) si 0.75 <z

08-
0.6-
04r

021 -

02 I I I I I I I I I 02 I I I I I I I I I
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figure 2.10 : Pour ces deux figures le risque est égal a 0.1.
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16 16

Figure 2.11 : La valeur du risque est égale & 0.01.

Nous avons prisl'comme deuxieme exemple pour nos simulationsI'la fonc-

tion suivante :

fa(x) = 3cos(2ra) + 3772(962 e é)

16 16

Figure 2.12 : Tout comme les figures ci-dessusl'le nombre des observations

est égal & 256. Le risque du test est égal a 0.1.
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Afin de mesurer le comportement de ’estimateur proposé en fonction de
la taille de I’échantillon dont nous disposonsl'nous avons fixé le risque a 0.1

et nous avons fait varier le nombre d’observations de 256 & 512.

Figure 2.13 : Le nombre d’observations est égal a 256 alors que le rapport

signal /bruit est égal a 1.

16

Figure 2.14 : Pour un rapport signal/bruit=1I'la taille de I’échantillon est

égale a 512.
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Le choix de la valeur du parametre « a une légere influence sur la qualité
de l'estimateur que nous proposons. En effetl’au vu des différentes figures
et des tableaux 2.1 et 2.2'pour un rapport signal/bruit égal & 3I'la valeur
o = 0.1 donne d’aussi bons résultatsl' pour les deux fonctions de régres-
sion utilisées['que le cas a = 0.01 (fig 2.9-10 et 2.11-12). Pour un rapport
signal /bruit égal a 2T'les figures obtenues pour la valeur v = 0.01 sont légere-
ment meilleurs que ceux obtenus pour o = 0.1. Ceci s’expliquerait par le fait
qu’en diminuant le rapport signal/bruitl'nous augmentons la contribution
du bruit dans 'estimation et de ce fait le nombre de paquets ne contenant
essentiellement que du bruit. L’inclusion de ces derniers conduit forcément
a une dégradation de la qualité de I'estimateur. Cette derniere hypothese
est infirmée par les valeurs des RMSE calculées dans les tableaux 2.1 et 2.2.
La qualité de I'estimateur proposé augmente avec la taille de ’échantillon.
Ainsil'méme pour un rapport signal/bruit égal & 1I'la méthode proposée
produit une estimation de bonne qualité mais uniquement si la taille de
I’échantillon est importante ( N = 512).

2.5 Estimation par Bootstrap

Pour cette troisieme et derniere procédurel nous nous placons sous les
conditions du paragraphe 2.4.
Soit W la matrice orthogonale correspondant a la décomposition DDPO
au niveau jI par exemplel'de la multirésolution associée a L?(IR)T'ce qui
correspond a une décomposition a l'ordre n — j. L’application de la matrice

W a l'identité (2.0) conduit a la relation suivante

Wy =W(F+¢g)
le: v =0 +zI

ol z est un vecteur Gaussien N (0, 0?1y )y étant la matrice identité d’ordre

N.

L’objectif de cette procédure est de construire une estimation de FI'par
I’estimation de © car W est orthogonall'en annulant certaines composantes
de v. Un estimateur obtenu par cette technique sera désigné par estimateur
de type V-S (Variable Selection).

Il s’agit ci-apres d’utiliser des techniques de Bootstrap pour estimer ’erreur
quadratique réelle définie par

Ly(ON,0) =0y —0Olan
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Oy étant un estimateur de Ol'puis de sélectionner 'estimateur de type
V-5 qui minimise ’erreur quadratique estimée.

Dans un travail récentI'R. Beran[6] montre que les techniques classiques
de Bootstrap (construction d’un échantillon a partir de A'(v, 521y) ot 62 est
un estimateur de la variance ¢ du modele (2.0))conduisent & la construc-
tion d’estimateurs de type V-S dont le risque asymptotique est fortement
biaisé. Pour remédier a ce problemelill propose de construire un échantillon
a partir de la distribution A'(v,5%Ix)) olt v est obtenu en appliquant un
seuillage “souple” aux composantes de v. Ceci permet de corriger le biais
et produit un bon estimateur de type V-S noté éN,B- Nous nous proposons
d’adapter son approche a notre cas.

Fixons la valeur de jI'niveau de la multirésolutionl'a J,,¢ la valeur opti-
male du Théoreme 2.1. Soit J = n — J,,¢ ; nous définissons alors pour tout
m=0,1,2,...27

Soit K(p,J)I'p < 2'T'I’ensemble contenant [0,1] et les ensembles A & p
éléments tels que

ol
Bl ¢ {al m=1,2,3...27 —1}.

D’apres la remarque 2.1I'le vecteur v admet I’écriture suivante

elle correspond a la décomposition en paquets d’ondelettes du vecteur v a
Pordre J. Avec cette écriturel' nous pouvons identifier chaque paquet v™
a lintervalle Ja? a;]n_l_l]. L’estimateur de type V-S que nous proposons est
alors défini par

On(A) = (m (A, m(AVE, .. s (A, (2.14)

ol chaque 7; est défini par :

1 sial €A
m(A)I{

0 sinon
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Pour tout A dans K (p,.J)I'nous définissons

i VN(A) = N_l Zm:aanA |®m|27
L4 7A—]\7(‘4) = N_l Zm:a,JHEA |Vm|27

i HN(A) =Nt Zm:aanA 17

et nous désignerons par p(A) la mesure de Lebesgue.
Nous construisons alors'pour tout A dans K(p,.J)['le vecteur

V(A) = (¥, ¥%,...vY)

tel que

(A©)v™  sinon

pr—-

8

m L )
o {V sia;, € A

ol
2 c
. Sn N (A7)
A =1 - A2 et = 0).
(4 = [1 = ST et (ol = sup(a.0)
Un tel seuillage conduit & une diminutionl'voire suppressionl'du bruit dans
certains paquets de v.

Soit v* un vecteur aléatoire dont la distribution conditionnelle sachant v
est une loi normale N (V(A), 2Ix)TOy 5 (A) I'estimateur de type V-S défini
a partir de v* et soit

Ln(On,B(A),%(A)) = |On,8(4) = ¥(A)|2,n,

Perreur quadratique estimée par bootstrap de éN,B(A)- Nous avons alors :

EeondlLn(©ON B(A), V(A))] converge en probabilité vers p(A),
p(A) étant la valeur asymptotique du risque réel de Oy (A)li.e p(A) =
limNyE[Ln(On(A), O)].

Ce probleme étant résolul'nous allons pouvoir définir ’estimateur Boot-
strap. A cet effetI'posons :

R(A, &%) = Eeond[Ly(On,5(4), (4))].
Nous avons (voir Beran) :

R(A,63) = 65w (A) + 3n (A9)7(A%);



70 Chapitre 2 : Régression par paquets d’ondelettes

ceci permet en minimisant 'estimateur du risque défini ci-dessus sur ’ensemble
des éléments de K (p,J)['de définir Iestimateur Bootstrap v/ = Oy 5(A*)
ol :

A = argminseg (0 R(A, 63).

Pour un estimateur consistant de la variance du bruitl'’comme ceux intro-
duits au paragraphe 1.5 du chapitre 1 et en désignant par plim la limite en
probabilitél'nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 2. 3 (Beran) Soit v une mesure bornée sur K(p,J) tel que:

limy_eo( sup |vny —v|) =0,
K(p,J)

alors :

plimN—)oo( sup |]%(7 &]2\7) - p()| = 07
K(p,J)

p €tant défini pour tout A € K(p,J) par:
p(4) = ou(4) + 1(A).
De méme :

plimy oo L (O(A),0(4)) = min gef (p,7)P(A)-

2.5.1 Généralisation

Il est clair que la méthode décrite ci-dessus peut étre facilement éten-
due au cas plus général ou nous disposons des décompositions en paquets
d’ondelettes effectuées a 'ordre j = 0,1, 2,....J, obtenues par 'application
des matrices W7 correspondantes (voir fig 2.1).

La dépendance en A des parametres et mesures définies dans le para-
graphe ci-dessus est modifiée en une dépendance en g ; ce dernier étant

défini par :
= U[Bkak-I-l[ U [ajlva][
k=1
avec
. m ) .
By, E{a#:i, Vi=1,2,...J, m=2,3...27}.

Les éléments g sont restreints a vérifier une deuxieme condition :

VI#U By, B[ 0 [Br, Buya[=0.
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Le sous-ensemble des partitions p de [0, 1] vérifiant les deux conditions
ci-dessus est noté par K(p,.J) ; le résultat établi dans le paragraphe précé-

dent reste alors valable.

Commentaires:

Un probléeme qui reste sans solution dans le développement de cette
procédure est le choix de p qui peut s’avérer crucial. 1l est difficile d’imaginer
une technique permettant d’estimer ce parametre qui est directement lié aux
nombres de coefficients nuls dans la décomposition en paquets d’ondelettes
a chaque niveau de résolution de ’TAME et ce malgré le fait que toutes les
méthodes d’estimation utilisées en régression par ondelettes s’appuient de
maniere heuristique sur le fait qu’un nombre tres limité de ces coefficients
contribuent réellement a ’estimation de la fonction de régressionl'ce qui est
en total accord avec les simulations pratiques.

D’autre partl'il subsiste une difficulté de taille dans le cas généralisé quand
a la conception d’une procédure algorithmique tres simple et ce & cause du
cardinal de K (p,J).






Deuxieme partie

Analyse de survie






INTRODUCTION

Dans différents domaines de recherchel'on est amené a traiter des données
de survie éventuellement incomplétes ou censurées. Ceci est le casl par
exemplel’ en recherche médicale ou des patientsl sujets d’une expériencel’
y prennent part & des moments distincts et peuvent a cause d’une cen-
sure quitter ’expérience avant terme. La censurel’dans ce casl'peut étre la
mort du patient a cause de facteurs aléatoires extérieurs a ’étude. D’autres
domaines de recherche sont concernés par de telles données ; on citeral'par
exemplel'les sciences économiquesl'physiques et socialesI'l'ingénierie ou en-
core la fiabilité des systemes.

De ce faitl'il est primordiall'dans I’étude de toute fonction caractérisant
des données de ce typel'de prendre en considération l'information fournie
par la censure quand celle-ci se produit.

Parmi toutes les fonctions qu’on peut définirl’on s’est intéressé en par-

ticulier a la fonction de taux de hasardl'la fonction de distribution et la
fonction de densité. C’est principalement cette derniere qui a suscité le plus
grand intérét.
Dans le cas censurél'les méthodes d’estimation utilisées sont identiques a
celles développées pour des données non censurées sauf que les problemes
qui en découlent sont plus difficiles du point de vue mathématique. De plusl’
du fait méme de la définition de la fonction de hasardl'’estimation de la
fonction de hasard est analogue & celle de la fonction de densité. Ainsil’
toutes (ou presque) les techniques utilisées pour estimer cette derniére ont
été adaptées a 'estimation de la fonction de hasard.

1. Notations et définitions :

Soient Ty,Ty, ... TnI'N variables représentant les durées de vie de

N sujets et Cq,C4, ...Cn les instants de censures associés (variables
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aléatoires ou constantes). Les T; sont des variables aléatoires positivesI’
indépendantes et identiquement distribuées de fonction de distribution
commune Fp. On suppose que Fr est absolument continue de densité
fr. La fonction de hasard de T est alors définie en tout instant ¢ tel
que Fr(t) <1 par h(t) = 12?(;()7:)'

On parle de censure a droite quand les variables observées sont définies
par {(X;,0;), 1=1,2,...N} ol :

1 st 13 <G
X; = min(Ti,Ci)F o = { S? <C
0 sinon.
Les variables §;'indicateurs de NON-censurel'permettent de ce fait de

distinguer les données censurées parmi les X;.

La nature des C; définit celle de la censure ; ainsil'on distingue trois

types de censure :

i) Les C; sont des constantes : on parle de données censurées dans
le temps. Si de plusl'ces constantes sont égalesl’la censure est de

type L.

ii) La censure est dite de type Il si pour tout i['C; = T(ry ou Ty est

la k*™° statistique d’ordre associée a 7.

iii) Dans le cas ou les variables C; sont indépendantes des T; et issues
d’une méme distribution Fo['(X;,d;) est un échantillon de censure

aléatoire a droite.

C’est sous les conditions de ce troisieme type de censure que la plupart
des estimateurs de la fonction de hasard ont été étudiés.

Avant de conclure ce paragraphel’on définit la fonction de survie par
S(t) = 1 — Fr(t) et on retiendra que son estimateur de maximum
de vraisemblance (ou estimateur de Kaplan Meier)['noté SyT a fait
I’objet d’une large étude pour des données censurées. Il est & noterl’
par ailleursl’ qu’une bonne partie des estimateurs de la fonction de
densité et parfois de hasardl'pour des données censuréesl'sont basés

sur ce dernier.
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2. Estimation de la fonction de hasard

On donne ci-apres quelques estimateurs de la fonction de hasard dans
le cas censuré. Le cas non censuré s’en déduit en prenant &; égal a 1
pour tout ¢. Les estimateurs proposés ont été étudiés pour des données
de survie aléatoirement censurées a droite.

Estimateurs du type noyau : Du fait que 'on disposait d’estimateurs
consistants pour les fonctions de densité et de surviel Foldes et
al [33] ont proposé un estimateur de la fonction de hasard de la

forme

; Jr(z)

holw) = —22\) s,
o(z) v+ 1

le terme % dans le dénominateur évitant la division par zéro. La
fonction fr est un estimateur du type noyau ou histogramme de
la fonction de densité fr.

L’estimateur du type noyaul'initialement introduit par Watson
et Leadbetter [74] dans le cas non censurél'fit adapté par Tanner
et Wong [69] au cas censuré. Ainsil'ils ont défini

Py L N T P
o) = 57 2V (L= Bx(X) 8K (e - X,
avec 1
- N
Fy(z) = Nl 20 ixica)

et K est un noyau symétrique d’intégrale 1 telle que K;(z) =
I7'K (%) ;la dépendance de [ en N est omise. L’estimateur ainsi
défini est fortement consistant sous certaines conditions sur le
noyau K. De plusl'par la technique de projection de HajekI'ils
ont montré que iLl($) est de loi asymptotiquement normale.

Sous le modele de Koziol ot il est supposé que 1 — F = (1 —
Fr)?, 3 > 0'McNichols et Padgett [51] ont proposé et étudié la
consistance de 'estimateur suivant

c v [K(@-8/) -
ho(a) =1 /T(t)dFN(t)
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ol

FN(t) =1- SN(t).
Un autre estimateur du type noyau fit étudié par Tanner a
travers la définition des statistiques d’ordre (X (1), X(2), ... X(n))
associés & (X1, Xg,...Xn) et de leurs indicateurs de censure
(5(1), 5(2), .. 5(N)) .
Soit dy la distance entre x et la k*™° plus proche observation non

censurée (i.e : §; = 1) parmi les X;['il définit

~ 52 ” w_XZ
ho(e) = (247 TY K Qdk())'

Un tel estimateur fait intervenir les données observées dans le
choix de la largeur de la fenétre du noyau et de ce faitl'le degré de
lissage au voisinage de . Tanner [68] montre que cet estimateur
est fortement consistant.

Enfin['Blum et Susarla [8] définissent I'estimateur suivant

iL4($> _ fl*“(x)
(14+ N)(1 - Fy(z)) -1’
Fie) = (V)7 Y KT gy,

Méthodes de vraisemblance et approche Bayésienne :

On citera la méthode de vraisemblance utilisée par Marshall
et Proschan [50] pour le cas de données non censurées puis reprise
par Padgett et Wei [57] pour une famille particuliere de données
censurées ol la fonction h est croissante. Mykytyn et Santner [54]
ont étendu le probleme au cas ou le taux de hasard est décrois-
sant et ont montré des résultats de consistance pour leur es-
timateur. Par ailleursIil y a eu quelques travaux qui ont porté sur
I’estimation de la fonction de hasard par des techniques bayésien-
nes.

Les problemes de survie étant un cas particulier de processus

ponctuel sous le modele multiplicatif de Aalen['Ramlau-Hansen [60]
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a utilisé "approche par processus ponctuel pour étudier 'estima-
teur du type noyau de la fonction de hasard et montrer sa consis-
tance en norme L?(IR). De leur partI’Antoniadis et Grégoire [2]
ont utilisé cette approche pour construire un estimateur de la
fonction de hasard par la méthode de vraisemblance pénalisée en
utilisant la racine carré de la fonction de hasard et ont montré

qu’un tel estimateur est aussi consistant.

Régression par fonctions de splines :

Récemment]’ Kooperbergl' Stone et Truong [45] ont proposé un
estimateur positif de la fonction log-hasard par régression sur
un systeme de fonctions splines. A cette finI'pour tout entier d
strictement positifl'soit G un espace linéaire de dimension d dont
les éléments sont des fonctions définies sur [0,00] ; de plus ces
fonctions sont bornées sur [0,00[. Le fait d’estimer la fonction
log-hasard est justifié par la remarque suivante : un modele basé
sur la fonction log-hasard admet une fonction de vraisemblance
concavel'ce qui assure I'existence du maximum de vraisemblance.

Soit B = {By, Bz,...B;} une base de GT'la régression de §(t) =

log(a(t)) sur cette base s’écrit

s = X BB,

L’estimation du vecteur 3 = (81, f2, . . ., 34) est alors obtenue par
maximum de vraisemblance.

Désignons par () la fonction log-vraisemblance associée aux
données (X;, ;) et au modele ci-dessusl'on a

X .

[(B) = Zjlv (52'04()(2'7@—/ leﬂﬁp(a(uvﬂ))du)-

1= 0

L’estimateur de maximum de vraisemblance étant défini par ﬁ =
argmax [(3)T'ce qui induit 3(t) = (¢, 5) comme estimateur de
maximum de vraisemblance pour 3(¢).

FinalementI'pour résoudre le probleme du choix de GTles auteurs
ont proposé une procédure similaire a celle définie par C.A.R.T

[10] ; elle consiste en la construction d’une suite emboitéel’dans
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un sens que les auteurs ont définil'd’espaces G appartenant a une
famille G.

On choisit alors le modele correspondant a I’espace G*I'élément de
la suitel'de maniére & minimiser le critere d’information d’Akaike.
Il est a noter que le choix des auteurs s’est porté sur un systeme
de base de fonctions splines cubiques.

Dans le troisieme chapitrel'nous abordons le probleme de 'estimation de
la fonction de hasard lorsque celle-ci est a support compact et réguliere par
morceaux. Cette derniere sera notée A et sera étudiée pour des données de

survie avec ou sans censure.

Pour ce fairel’ partant d’une analyse de multirésolution et de la base
d’ondelettes associéel ' nous construisons un systeme de base orthonormée
faisant intervenir un parametre de dilatation p et nous définissons 'estimateur
linéaire de projection orthogonale qui lui est naturellement associé. Pour un
tel estimateurl'comme il est de coutumel'nous nous intéressons au comporte-
ment asymptotique de I'erreur quadratique moyenne intégrée (MISE).

Nous montrons qu’un estimateur non linéaire )\ obtenu par simple modi-
fication d’une partie des coefficients de la décomposition de A sur le systeme
de base choisil’admet un comportement en MISE identique & celui obtenu
pour l'estimateur par noyau pour des fonctions de régression et de densitél’
a savoir

MISE(N) ~ CiN"p4+ Cop™?,

ol p~! par analogiel'désigne la fenétre du noyau.



Chapitre 3

Ondelettes et problemes de
survie

Nous supposons que nous disposons de N variables aléatoires positives
T;,1=1,...Nlindépendantes et identiquement distribuées de fonction de
répartition F7r. Cette derniere est supposée absolument continue de fonction
de densité fr. Eventuellement les T; seront aléatoirement censurées a droite :
ceci revient a se donner NV variables aléatoires indépendantes C,Cy, ... CnI
indépendantes des T; et de fonction de répartition commune Fg.

Les observations consistent en la réalisation de N couples de variables
aléatoires (X;,0;), i =1,2...NI'définis par

X; = mm(TZ,CZ) et §; = ]l[TiSCi]‘
En tout point z tel que Fr(z) < 1I'la fonction ou taux de hasard est

définie par h(z) = I_A?Tf(%

Les variables X; sont indépendantes et identiquement distribuéesl’ de
fonction de répartition F' telle que 1—F = (1—Fr)(1—F¢). Nous définissons

alors
. 1 N

Fn(z) = Nr1 Iix,<a1s
=1
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comme estimateur empirique de F.

Avant de poursuivrel'nous notons 7 la fonction définie par

(I =Fo(x)) fr(x)

ot Q(x) est une fonction croissante vérifiant 0 < Q(z) < 1. L’intérét de la
fonction nl'est qu’elle englobe selon sa formulationl'les fonctions de densité
et de hasard dans le cas de données censurées a droite mais aussi celui des
données non censurées. Ceci dépend exclusivement du choix de la fonction

Q(x) ; ainsi nous pouvons distinguer trois cas :

1. SiQ(z) = 1—F(z) et Fip asamasse al'infini (i.e: Fo(z) =0 Va € RT
ce qui entraine que F'(z) = Fr(z))lalors n(x) n’est autre que la fone-

tion de hasard d’un modele de survie sans censure.

2. SiQ(z) =1—-F(z) ou Q(z) = 1— Fg(z)'nous avonslrespectivementl’
la fonction de hasard et la fonction de densité dans le cas d’une censure

aléatoire a droite.

3. Si F¢ a sa masse a Uinfini et Q(z) = 1I'alors 7 est une fonction de

densité pour des données non censurées.

Dans les paragraphes qui suiventl'nous nous intéressons a l’estimation
par projection sur un systeme de base orthonormée d’ondelettes de la fonc-
tion 7 lorsque celle-ci correspond a la fonction de hasardl'soit Q(z) =
1 — F(2). Pour des raisons d’intégrabilité de la fonction nl'nous définis-

sonsl'pour ¢ strictement positif donnél'T, par

T., = sup{z| Q(z) > =0}

et nous nous intéresserons plutot a I'estimation de A(z) = n(z) 1 1, j(2) que
nous supposerons étre de carré intégrable. Pour des raisons de commoditél’

£o étant fixélI'nous noterons par la suitel'T’ la valeur de 7.
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3.1 Ecriture de ’estimateur et erreur quadratique

Soit une fonction d’échelle ¢ Holdérienne a support compact et la multi-
résolution associée de L*(R)[et soit 1 I'ondelette mére correspondante ;
elle méme est a support compact. De plusI'nous supposons que la fonction
ondelette admet des moments nuls jusqu’a un certain ordre L donnél'c’est
a direl'nous supposons que

/$k¢($) de=0 VEk=0,1,...Let /xL‘HQb(x) dx # 0.

Il est & noter que les ondelettes de Daubechies vérifient les propriétés requises
ci-dessus (voir paragraphe 2.1.1).
En définissant

er=p(-=1) et =y~ 1),

le systeme {¢y, ¥y, € ZZ et k = 0,1,...} est une base orthonormée de
L%(R). Pour tout réel strictement positif p['nous définissons les fonctions

- 1 ~ L
Gr=p2p(p-=1) et p =piY(pe-—I),

ot py = p2F.
Notons V/T'l'espace engendré par les @p = p,%cp(pk -=DI'l € ZZT'la suite
(VP k € ZZ) est une multirésolution de L?(IR) (différente de celle construite
par ¢). En définissant par W} le supplémentaire orthogonal de V) dans
Vil (e VP = VI QW] )TW] est alors engendré par {1l € Z}.
Il est & noter que la multirésolution définie par la suite (V;”, k € ZZ) est assoc-
iée a la fonction d’échelle ¢ = p%c,o(p-) et est définie sur le réseau I' = Z/p.
En effetl'¢; = o(- — Z%) et doncl'contrairement a la multirésolution définie
par @'V} est engendré par les translations de ¢ sur ZZ/p et non pas ZZ.
Nous construisons de la sorte une nouvelle base orthonormée pour L?(R)T’
engendrée par

{&1, &kh k=0,1,... et l € Z}.

Ainsi toute fonction Al de carré intégrablel’ admet une décomposition
orthogonale sur cette base

A= "a@ 4+ dutd,
!

k=0 1

avec

= /951(9)/\(9) dy et dy= /Q;kl(y)/\(y) dy.
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Les coefficients ¢; et di; représentent respectivement les coefficients de la
P P
décomposition de A en “approximation” et en “détails”.

L’utilisation d’un tel systéme de base orthonormé pour L#(IR) a été sug-
gérée par Patil et Hall [41] pour I'estimation de la fonction de densité dans
le cadre de données non censurées.

Un estimateur linéaire de Al'déterminé respectivement a partir des X; dans
le cas non censuré ou des (X;, ;) dans le cas censurél'est basé sur les esti-
mateurs empiriques ¢; et dkl de ¢ et dp; et s’écrit comme suit :

g—1
=D @@+ Y. dtu.
l k=0 1
Il correspond a I'estimation de la projection de A sur V.
Dans un premier tempsl'nous étudierons le comportement asymptotique
des estimateurs des coefficients de la décomposition en ondelettes de Al'dans

le premier et deuxieme cas évoqués ci-dessus. Au préalablel'nous donnons
I’écriture des ¢; et dg; pour chacun des deux cas ; a cet effetI'posons

w:]l[oﬂ“].
Ainsi :
Premier cas
1 N
. ~ > -1
c;zN—H;w(Xi)(l—FN(Xi)) w(X;) (3.1)
et
R 1 M. , )
dpy = ——— X)H)(1— Fy(X;)™ X;). 2
ki N+1;¢m( ) N (X)) T w(XG) (3.2)
Deuxiéme cas
1 N
o= ——— S @i X) (1= Fn(X)'w(X;)6 1)
= g AN (= )Tl (3.1
et
R 1 M. . .
!
dk,:N—Hzlpk,(Xl)u—FN(Xz)) w(X;)4; (3.2)
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Remarque 3. 1. :

1. Notons qu’en posant ;\p = >4, ;\p admet une écriture analogue

a celle obtenue pour lestimateur linéaire par la méthode du noyau
généralisé [69]. En effet, posons K(z,y) = ; wi(x)pily),

Ap(z) = N]—)I— T ;JIV Z: e(pXi = De(pr — Dw(Xi) (1 — Fy (X))

= NLH SN K (pr pXo)w(Xi) (1 - Py (X)) (3.3)

1

et donc par analogie, le paramétre p~' correspond a la largeur de

enétre du noyau généralement noté par h. Cette analogie ne s’arréte
J yau g p g

U apparaitra dans Uévaluation du MISE de ;\p et son

pas la, puisque p~
interprétation sera équivalente au role de h, pour un estimateur par

noyau.

. Lestimateur A, n’est autre que lestimateur \, défini ci-dessus avec

qg=20.

. La structure de multirésolution associée a @, permet Uutilisation de

Ualgorithme pyramidal, ce qui facilite considérablement 'estimation

des coefficients ¢é; et dy;.

Dans le lemme 3.21" énoncé ci-apresl nous étudions le comportement

asymptotique des coefficients ¢ pour chacun des deux cas qui nous in-

téressent. A cette fin['nous avons besoin du résultat suivant : soient X(;) les

statistiques d’ordre associées aux X; et soient f(;) leur fonctions de densité

respectives ; posons pour tout réel al'l, y = Z?;(N — 1+ 1)_“f(i). Nous

avons

Lemme 3. 1 (Watson et Leadbetter) Quand N tend vers linfini, on a

f

NIy = ——.
2,N (1= F)?



86 Chapitre 3 : Ondelettes et probleme de survie

Dans tout ce qui suitI'nous posons a = A(1 — )7L,
Lemme 3. 2. Pour ¢ défini par (3.1) ou (3.1), on a

Be) =~ @A) dy (3.4

var(é) = /]2,N( y) dy + 2//0<y<Z { 11__F]\;())FN(Z)

ol

et

v) } Fh(z)aiy)@i(z) dy d=. (3.5)

y)

On en déduit que, lorsque N tend vers l'infini, on a
E(&) =+ O(Np7)
et

Noar(@) > [ ol"0) ) dy.

Les techniques utilisées pour la démonstration du lemme 3.2 pour des
données censurées permettront par la suite de se limiter au seul cas non

censuré (premier cas).

Preuve du lemme 3.2

Premier Cas

Chacun des coefficients ¢I'respectivement dg;I'admet une écriture en
fonction des X ;)T

N
a=2 X)) (N 41— )7 w(X() (3.6)
et
) N
d = (X)) (N +1— )7 'w(X ) (3.7)
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Comme
fiy = NCRLIFT = FIVi,

alors
Ly =N (N+1-)INCGL Fi-1 (1 - P)N-if

N-— _
=N CR PR - )N R L

= L1 - FN).
Orl'en I'absence de censurel'Fyr = F et donc wl; y = A(1 — FN). Ainsil

E@) =55 2k Bla(Xe)e(X o) (1 — Py (X)) ™!
=Y N+ 1=0)71 [@(y)w(y) fi)(v) dy
= [ay)wy) i n(y) dy

= — [ @A y) FN (y) dy.

Du fait que sur Uintervalle [0, 7] on ait F < ITFN décroit vers 0 quand
N tend vers l'infinil" et par le théoreme de la convergence dominée nous
obtenons que
E(é) = ¢ quand N — oo.

De plusl'comme (1 — )~ < &5t et que [ @(y) dy = pal

JawrnF¥ ) dy = [ @) - Fy) 7 f)Ft(y) dy
= O(N~'p~z).

La fonction d’échelle ¢ est & support compact et telle que [ ¢(z)dax = 1T
le calcul de la variance est donné par un résultat de Watson et Leadbetter
[74] dont nous rappelons ’énoncé :

Résultat 1. Soit b(z) une fonction bornée telle que [ b(x) dx < oo et b(z) =
o(z™1) quand |z| — oco. Pour toute fonction
N
— X,
N41— -1 ()
)= N 1))

on a .

var(r(z) = [ IR dy+ 2 [ fogye. (SRS PN

Er=t b F(y) ()12 (T)b(

Z) dydz.
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D’autre partI'par le lemme 3.1TN I3 v (y) tend vers (1 — F(y))~!. 1l s’ensuit
par le théoreme de la convergence dominée que le terme dominant de Nvar(é)I
en Poccurrence N [ I v (y)##(y) dylconverge vers [ A(y)(1—F(y)) ~1@?(y) dy.

Pour montrer que le terme dominant dans (3.5) est le bonl'il suffit de
remarquer que chacun des termes

_ N
= //o<y<z{11 —F ())FN(Z)}f(y)h(zm(y)@z(z) dydz

N 2) — N
= //OSysz {FFEz; — ?(y()y) } TW)h(z)@uy)@i(z) dy dz

admet un comportement asymptotique en o(N_lp_%).

et

Deuxiéme cas

Pour montrer le résultat du lemme 3.2 dans le cas censurél'nous remar-
querons d’abord que

(1-Fe(y)frly)
f(w) '

E5i/(Xi=y)] =
Par I'équivalent de (3.6)T'dans le cas censurél'nous avons
E(e) =747 ity Elai(X o)e (X o) (1= Fn (X)) ™)
= N, BIE@(X)w (X @) (1= En (X)) ™80 /(X = 9))]
= [ ¢ily)eoy) LU () dy

= [ Guly)w(y) =TI (1 PN () dy.

Comme (1 — F) = (1 — F¢)(1 — Fr)I'nous obtenons

B(e) = [ @) - ) dy.

et nous retombons sur le résultat obtenu pour le cas non censuré.
Dans le cas censurél'le résultat 1 est généralisé par Tanner et Wong [69] ;
nous en déduisonsl'de ce faitI'le méme résultat pour la variance que dans le

cas non censuré. []



3.2.  Comportement asymptotique du MISE de ;\p 89

Dans la proposition 3.1I'nous montrons que ;\p défini par (3.3) est un es-
timateur consistant en moyenne quadratique de A, = 3, ¢;¢;(). L’analogue
de ce résultat a été obtenu pour 'estimation par noyau linéaire dans le cas
non censuré par Watson et Leadbetter et par Tanner et Wong dans le cas

censuré.

Proposition 3. 1.

et var(\,) = 0.

Preuve de la proposition 3.1 :

Par (3.3) et le fait que ; @1 = 1I'nous montrons que ;\p est un estima-

teur sans biais. De plus le calcul de la variance de ;\p est identique a celui
de ¢; et le terme dominant est le méme. [ ]

3.2 Comportement asymptotique du MISE de ;\p

Rappelons la définition du MISE de ;\p

MISE(},) = E/(;\p ~ A\ (a) da.

Par la définition de ;\p et vu l'orthonormalité du systeme de basel'nous avons
la décomposition suivante

MISE(),) = > E(é—e)? + DDY d3,.

Le premier terme de la décomposition du MISE correspond a I’erreur quadra-
tique d’estimation alors que le second présente ’erreur d’approximation.

Dans ce qui suitI'nous supposerons que A est de classe C"=1) et que
sa dérivée a 'ordre r est continue par morceauxl et nous noterons x =

(r)™ [ (y)y" dy et Cy = [ a(y) dyl

Théoréme 3. 1. Supposons que l'on dispose d’une ondelette meére dont les

moments jusqu’a Uordre (r — 1) sont nuls et d’une fonction d’échelle toutes
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1

les deux a support compact, si p — oo et que pN= — 0 quand N — oo,

alors :
MISE(},) :ClN_lp—l—p_zrmz(l—Q_zr)_l/|A(r)|2(ac) de+O(p~ ) +o(pN ).

Remarque 3. 2. :
1. Le calcul du MISFE ci-dessus justifie la remarque 3.1 du paragraphe 3.1.

2. La formule du MISF pour Uestimateur linéaire correspond au résultat
classique MISE ~ CiN71p 4 Cyp~?". Cependant a cause du terme
O(p~?7), la constante C'y ne peut étre donnée explicitement. Néan-

1 ~

moins, pour p = O(N2z41), le MISE de X\, admet un comportement
2r

asymptotique en O(N~37+1),

3. Les wvaleurs des intégrales utilisées dans Uexpression du MISE sont

finies du fait des conditions imposées a A.

Preuve du Théoréme 3.1

Considérons le terme correspondant a ’erreur d’estimation et notons que

; E(él — 61)2 = ; [U(M‘(él) + (E(él) — 61)2].

D’apres le lemme 3.2[chaque terme de la somme est dominé par var(é;) ;

le terme dominant de la somme est alors Z: var(é).

Or
Noar(@) = [ o064 0) 4y

et comme [ p?(z) dz = 1Tl s’ensuit :

> E(é—e)? =CiN'p+ o(N~!p).

Posons
o) 2
S = di;.
;:0 ; kl

Avant de procéder a une majoration de chacun des termes de sgl'nous
noterons quel'pour k fixél'seul un nombre fini des termes dy; sont non nuls.
En effetI’\ et @) sont a support compact et donc pour k fixél'ce nombre est
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inférieur & 28LA ot 2L et 24 sont les longueurs respectives du support de

et de f.

Pour tout (k,!)I'nous avons :

dri Iflﬁkz( JA(z) da
—fpw(mw—l)/\( ) dx
=7 [ P(y)AEE) dy,

—|—l
dkl /¢ y

soit

Par un développement limité de Taylor a 'ordre r et du fait que % a des

moments nuls jusqu’a l'ordre (r — 1)['nous obtenons

Pl = () D20 () A0
H(r= D)7 (L) Uy (1= 07~ A () dr) dy

= ()" [y dyA () + Awl

ol Ay vérifie que S%p |Agi| — 0 quand N — oo.

Comme £ = (r1)™' [ 4(y)y" dyI'nous avons

—(pal I
A +2)(/\(7’)(p—k) + Aw). (3.8)
Nous en déduisons que
o0 —(or l
50 = Z Zm2pk (2 -I-l)(/\(r)(p_k) + Akl)27

k=0 [
et donc pour N suffisamment grandl'le terme A?, est négligeable devant

(A (L))2 ; ainsi

Pk
s = 12 ZEOZO p;(?r-l—l) EI[A(T)(é)]Q T O( ; pI;QT)

=p (1= 277 [ (@) da + O(p7),
puisque pi ' 35 A ()] < oo u
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Remarquonsl’au vu du théoreme 2.1I'qu’il nous est pas possible d’évaluer
la valeur optimale de p qui minimise 'erreur quadratique moyenne intégrée
de l'estimateur linéaire ;\p. Nous nous proposons maintenant d’estimer A
par une procédure non linéaire.

Soit j = j(N) un niveau de la multirésolution définie par ¢ et posons
il =< A @ >et A = ; 27 (27 - —1).

Notons ;\j I’estimateur empirique de A; obtenu en remplacant cj; par ¢;I’
défini par
N
G =Y e X)(N+1— ) w(X).
=1

Si A est une fonction r-régulierel’le biais de 'estimateur ;\j est de 'ordre
de 279V)" alors que le terme de la variance (composante stochastique du

MISE) est de 'ordre QJJ(\J,V). Nous choisissons donc un niveau de résolution
J1(N) suffisamment petit pour que la composante stochastique du MISE ait
le bon taux de convergence (soit ji(N) = logg(N’MlT))Fpuis nous rajoutons
certains détails de maniere a ce que le terme du biais atteigne le bon taux
de convergence. Cependantl'plus le nombre de termes nécessaires a la déf-
inition de 'estimateur augmentel'plus ’erreur stochastique augmente mais
plus le biais diminue.

Pour nos proposl'nous proposons de modifier ’estimateur linéaire ;\p de sorte
a inclure certains coefficients associés aux “détails”. Ces derniers seront
modifiés par la technique de seuillage déja décrite au chapitre 2 avec pour
conséquence la diminution globale de I'erreur stochastique de ’estimateur.
Pour équilibrer les deux composantes du MISEI ’estimateur en question
dépend de deux parametres ¢ et t respectivementl parametre de tronca-
ture correspondant a l'espace de projection V? auquel nous nous plagons et
parametre de seuillage.

Remarque 3. 3. :

1. Les simulations effectuées montrent que Uestimateur par ondelettes est
sensible au niveau de résolution primaire j1(N).

(V) avec

2. Dans Uécriture de ;\p, p tel qu’il est défini correspond a 29!
Uavantage que p n'est pas restreint a étre un entier : ceci est le princi-

pal intérét dans lutilisation du systéeme @. Nous pouvons nous poser
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alors la question suivante : “Comment procéder pour obtenir un taux
optimal?” La réponse est donnée par Uanalogie avec 'estimation par
noyau ot la largeur de la fenétre est choisie de maniére a optimiser
asymptotiguement la valeur du MISE en équilibrant ses deux com-
posantes (biais et composante stochastique). C’est cet argument qui

sera utilisé pour le choix du parameétre p .

3.3 Estimation non linéaire par seuillage uniforme

La technique d’estimation de seuillage utilisée ci-apres a été largement
étudiée par D. Donoho et I.M Jhonstone [25]. Ils en ont montré toutes les
vertus pour l'estimation des fonctions de régression et de densitél notam-
ment pour le critere d’erreur min-max : 'estimateur non linéaire qu’ils ob-

tiennent reste optimal pour une large classe de fonctions (Espaces de Besov).

Pour des fonctions lisses AI'seul un nombre fini des coefficients dy; de la
transformée en ondelettes de A sont non négligeables et de maniere heuris-
tiquel'nous dirons que I'information fournie par les coefficients dklflorsqu’ils
ont une grande (resp. faible) amplitude en valeur absoluel'provient essentiel-
lement de la fonction a estimer (resp. uniquement de 'erreur stochastique).
Il est donc tout a fait approprié de supprimer dans ’écriture de A défini
ci-apresl'les coefficients dkl tels que |dk1| < t ou t reste a définir : nous par-
lerons alors de seuillage “dur”. Si de plus nous procédons a une modification
des coefficients dkl pour lesquels |dk1| > tl'nous parlerons alors de seuillage
“doux”. Cette technique de seuillage est d’autant plus correcte que nous ne
modifierons pas les valeurs des ¢; qui constituent ce que nous appelons une
approximation principale alors que les dj; incarnent les détails.

Notre choix s’est porté sur le seuillage “dur”. Ainsi pour ¢ donnél nous

définissons
q—1
A= 3 ém+k§ 5 el 5y Prts (3.9)
soitl'en posant

Ap = Z CIPls
]

q—1
et Ag = Z Z dklﬂ(|dkl|>t)¢kl($)v
k=0 1

nous avons
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ce qui constitue une décomposition de A en une composante linéaire A, et une

composante non linéaire Ay.

Par le Théoreme 3.2I'énoncé ci-apresI'nous étendons les travaux de D.
Picard et al [28] et de N. Patil et P. Hall [41] sur I’estimation de la fonction de
densité par projection non linéaire sur un systeme orthonormé d’ondelettes a
I’estimation de la fonction de hasard pour des données avec ou sans censure.

Soient k et (1 les constantes définies au paragraphe 3.2. Nous avons :

Théoréme 3. 2. Sous les conditions du Théoréme 3.1 et si de plus ¢
et p27’+1t2
Uinfini, pour un choiz de t tel que t > C(%ﬂ)
définie explicitement dans la preuve du théoreme, on a

tendent vers Uinfini alors que p,t* tend vers 0 quand N tend vers
> ot C est une constante

MISE(;\) _ ClN_lp—l—p_z%z(l _ 2—27’)—1 /(/\(r))z + o(N_lp) + O(p—Qr)‘

La formule du MISE pour 'estimateur étudié est analogue a celle obtenue
pour les estimateurs par noyau et ondelettes pour la fonction de densité. Les
termes C1N~'p et p~ 2 k2(1—-272")=1 [(A0))2 représentent les contributions
respectives de ’erreur stochastique et du carré du biais.

La suite est consacrée a la preuve du théoreme qui se décomposera en

plusieurs parties.

3.4 Décomposition du MISE de A

Nous rappelons que MISE()) = E [(A — A\)?*(z)dz. Ce quil'au vu
de I’écriture (3.9) et de l'orthonormalité du systeme de basel'conduit a la

décomposition suivante
MISE() = 5 Ea—a) + 3 5 E ((dyt = dia) 45, )
+ 500 5 B (@ g1<0)
+ 2 N

Pour chacun des quatre termes ci-dessusI'nous donnerons son comportement
asymptotique. Ce qui permettra par la suite d’en déduire celui du MISE de
A. Nous partagerons le travail en deux : d’une partl'la partie linéaire qui se

réduit & un seul termel'puis la partie non linéaire constituée de trois termes.
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3.5 Comportement de la partie linéaire

La contribution de la partie linéaire ;\p dans le calcul du MISE est donnée

par la somme suivante
; E(él — 61)2 = ; [U(M‘(él) + (E(él) — 61)2].
Orl'd’apres les résultats du paragraphe 3.2I'on a

; E(e;—c)* =CiN'p+ o(N~p). (3.10)

3.6 Comportement de la partie non linéaire

Traitons séparément chacun des trois termes de la partie non linéaire.

)
s1=22 dir.
k=q 1

Le terme s; correspond a ’erreur d’approximation de A par sa projection

Posons :

sur le sous-espace V' .

Une fois qu’on estime les coefficients dy; par les dkl définis par (3.2) ou
son équivalent (3.2)'T'on procéde a une sélection en ne retenant que ceux

pour lesquels |dy;| est supérieur & un seuil tI'ce qui revient a poser :

© =0 |dy| <t
d7; = dy; sinon .

De ce faitl'si on s’intéresse a ’erreur due a 'estimation des dy; par dgI’

on a deux termes :
q—1

Sy = Z Zdilﬂ[mm] (3.11)

k=0 |
et

q—1
s3= 3 > (= d)*Uyg 1o (3.12)

k=0 |

3.6.1 Quelques résultats

Nous rappelons deux résultats de la théorie des probabilités et dont nous

nous servirons dans les paragraphes ci-apres.
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Le premier est le suivant :

Lemme 3. 3 (Bretagnolle-Huber) Soit Ty, T,,...TxN des variables aléat-
oires indépendantes et identiquement distribuées telles que E(T;) = 0, E(T?) <
o? et |T;] < A. Pour tout m, il existe une constante c,, telle que

) _ N 2Am—2
sim>?2, FE|N! ;1 Ti|m§Cm(U]\7T+J$%)

m

etsim=2, EN'YN " <2
=1 N

T .
2

Le deuxieme est un résultat de la théorie des grandes déviations :

Lemme 3. 4 (Bernstein) Soit N variables T; indépendantes et telles que
E(T) =0, E(T?) =0? et |T}| < M.
Si ZN 0% < Vy, alors pour tout > 0, on a

=1

- 1 1
PN T > ) < 2eapl— 02/ (Va+ M)

3.6.2 Comportement asymptotique de s;

Par (3.8)['on a

[

8 = Z ZHZPI;(Zr-l—l)(/\(r)(p_k) + Akl)Q

k=q I
et comme pour N suffisamment grandl'on peut majorer le terme A%, par

(/\(r)(é))zfcela entraine que

s <262 e, Y SO (L)
=0@p;”)
— O(p—Qr)

9

car d’une part ¢ tend vers 'infini avec N et d’autre part

15 2 o o
Pr ZI:[A (pk)] < 0.
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3.6.3 Comportement asymptotique de (d; — ci,d)Z

Ci-apresl'nous étudions le comportement asymptotique de F(dy — dkl)2_
Cette étude passe par l'introduction du terme dy; défini parl’

du = % SN (1 F(X0) (X0 Pu(X). (3.13)

Nous montrerons ci-dessousl'en étudiant successivement le comportement
de E(dy — di)? et E(dg — dy)*Tque le terme dominant de F(dy — dg)?

est donné par le second terme.

Posons ay; = su a(Zthr = su 4y ot r) =
Kl S (ZE) fu S F(55) et Qn(w)

max(1 — Fi(z),20) ; Fin(2) et g0 ayant été définis en début de chapitre.
On a d’abord

Lemme 3. 5.

E(dy — du)* = o(N"" fu1)

et E(dkl — Jkl)z < N_lozkl.
Preuve :
Par définition de di; et dyy (resp. 3.2 et 3.13)I

d —dp = 1 ;JIV [(@n)7HX) — Q71 (X)) (Xo)w(X)

N(Jé+1) ;JIV QX)) (Xi)w (X)),

NotonsI'd’une part quel'sup(|Qn(z) — Q(z)]) = (’)p(N_%)Feth’autre
part querup(|@N(x) — Q(x)|) est absolument bornél'ce quil'par I'inégalité
de MarkovIl'entraine que

E(sup|Qn(z) — Q(z)])? tend vers 0 quand N tend vers l'infini.

Commel'Q(z) et Qn(z) sont strictement supérieurs & £o sur [0, 7]on
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obtient
B(dy = di)* = g Pl 20 (Qn) 71 (X0) = @71 (X)) d (Xi)w (X))
+O(N7?)
< WL QN () - Q@)D E( TN [du(Xiw(X)))?
< WP Q@) - QWIN_sip F(5H)
= O(N_lfk[).
Pour démontrer la deuxieme partie du Lemme 3.5'posonsl’dans le cas non
censurél’
T = Y (Xi) (1 — F(Xy) 'w(Xy) — dp
et

T = (X)) (1 — F(X0) " 'w(X,)8; — d

pour le cas censuré. On a ainsi

~ 1
di —dy = N Z;]lv T;.

Le résultat est alors immédiat par le lemme de Bretagnolle-Huberl'en prenant
1

o = ay et A =2|[¢||picy ]

3.6.4 Comportement asymptotique de s,
Soit top = 3t/2. Nous désignons ci-apres par s et sj les termes

q—1

_ 2
8/2 - Z del]l[|czkl|<t0]7

k=0 |

et
q—1
" _ 2 _ .
52 = Z del]lﬂdkl—dklb%]'
k=0 |
Il est facile de voir que

59 < 55+ 85,

Cette majoration du terme sy permettra de traiter séparément chacun des
deux termes.
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Comportement de s/

L’étude du comportement de s, nécessite un calcul algébrique préalable.
Notons dans un premier temps que par (3.8)['on peut exhiber une constante
telle que
(r+3)

|dii| < const.p, (3.14)

et donel'sous hypothése que p(2+1¢2 tend vers l'infini avec NT|dg| est
négligeable devant ty pour N suffisamment grand. Il en découle quel'pour

tout ¢ réel strictement positifl'les sommes so91 et s9o définies respectivement

par
q—1
2
s210= ) ) di gy <(1+ep)
k=0 1
et
q—1
s22= D ) diljay <(1-e))
k=0 1
sontI'pour N suffisamment grandI'telles que so; = 599 = Z%;O > dzl.
Comme
|dri| > |dyi| — |dr — dyl,
on al’

|dk1| > (1 + €)t0

~ = LZM > 1g.
|dk1—dk1| < £l } | |

D’autre partl’
|dit| > |dri] — |dw — dril

entraine _
|dk1| > 1o

. = |dy| > (1 — e)tg.
|dk1—dk1| < £l } | kl| ( 8) 0

Ce qui équivautl'en posant

g—1
2
A= Z Z dkl]l[|czkl—dkl|>5t0]7

k=0 [
a
822—A<8/2<821—|—A.
Nous allons montrer successivement que :
891 = S99 ~ k(1 =272y /(/\(r))z(x) dx
et que

E(A) = ofp™).
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Par (3.8) et du fait que  sup  |Ag| tend vers 0'on a
0<k<g—1,l

sn= S0 T OOG) + A
=12 S g SO G0 + oS ™)
= w2 DL SO ()2 dy + o(Sizp 1)

=271 =277 [ ()2 dy + o(XiZo pp )
Donc
oo = K2V (1 = 272y /(w)(y))? dy +o(p~?"). (3.15)
Pour le terme ATl'on utilisera le lemme de Bernstein. Posons
- 1 -
Zi = wpa(Xi) (1~ F(X3) ™ w(X)), (3.16)

et de maniere analoguel'pour le cas censurél’

. 1 -
Z; = ﬁlbkl(Xz)(l — F(XZ))_lw(XZ)(SZ (3.16)/
et 1 T
To=Zi — —dy = ~*. 1
N = 5 (3.17)
On a alorsI’
o~ N o~
dy — dyy =Y T;. (3.18)
=1

. . 1
En remarquant que E(T;) = 0 |T;] < 2N7'p?||¢]|ecy’ et que

SN var(Ty) < N71 31[1p | a(z)l'le théoreme de Bernstein entrainel pour
z€[0,T

N suffisamment grandl’

E(A) = Z/;i_ol >y d3y P(|dy — dya > eto)

g—1 2 1,242 -1
S22 Liducapi=ssoN( sup (@)™}

= 0(821) .



3.6. Comportement de la partie non linéaire 101

L’inégalité ci-dessus est vérifiée car p,t* tend vers 0 quand N tend vers
Pinfini.

En combinant ce résultat avec (3.15)l'on obtient
E(S/Q _ 52p—2r(1 _ 2—27’)—1 /(/\(T))Z(y) dy) — O(p—Zr)‘

Comportement de s

Par définition méme de sfTon a
g—1 ~ ) ¢
E(sy) =Y > diyPllde — dp| > 3

k=0 |

Par application du lemme de Bernstein et d’apres les résultats du para-
graphe 3.6.3['le comportement asymptotique de ce terme est dominé par

celui de E(A). On en déduit donc

et par conséquent
Blss =ty (1= 2770 [O0P ) dy) = ol ™). (319

3.6.5 Comportement asymptotique de s;3

Des considérations analogues a celles utilisées pour le terme s;'montrent

que
2r
s3 = o( N7 2¥T). (3.20)
En effetI"'posons
q—1 ~
s5= 2 > Elldu—du)* Ly 0], (3.21)
k=0 [

et

q—1
s5= 2> Elldn—dn)* Iy o g)- (3.22)
k=0 1

Remarquons que sz < 2(s5+ %) ; partant de cette inégalité et du lemme
3.51l suffit de montrer que

s = o( N™71), (3.23)
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car en procédant de la méme manierel'on peut montrer que ce résultat est

vrai aussi pour sj.

Soit T et & deux réels positifs tels que 7+ & = 1. 1l est facile de voir que
sh est majoré par ’addition des trois termes définis ci-dessous :

shy = ZZE{ (dri = dit) W5 vy

k=0 1

Sy = ZZE{ dit = dia)* Uy g, a1 2ey)

k=0
et
833 - Z ZE{ dkl dkl) [|dkl—d~kl|>%ff]}'
k=0 [
Ci-apresl'on étudie le comportement asymptotique de chacun de ces trois
termes.

Le fait que « et 1) soient a support compact entraine que
plzl Z o < oo uniformément en k.
l
Orl'd’apres le lemme 3.51

E(dy — dw)* < N7lay

et par (3.14)I

(4L
|dii| < const.p, (r+2),

Posons
2
ko = :%LI’%C max {pr < const.(rt)” 7+ }.
<q

Nous avons alors

shy < N7! Zk:i;l Zzakﬂl{

2
pp<const.(rt)” 2r+1 }

=Nt Zk:i_ol (Zlaklplzl)pk]l[

__2
pp<const.(rt) 27+1 }

< const/.N-! 71 po1
- z[;:0 Pk {pk<const.(7t)_ﬁ}

< const' .N7! ;_kg pk]l{

2
Pho <comst.(7t)” 2r+1 }

= O(N—lt‘ﬁ)
= o( N™74T),
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la derniere égalité étant due au fait que Nzt tend vers linfini avec N.

Soit a un réel positif strictement supérieur a 1 et a* son conjugué (i.e :
14+ L =1). L’inégalité de Bretagnolle-Huber donne pour tout (k,1) :

E(|dy — dig|**") < const.(a*, b, a) (N7 4 N172a7pa"=1), (3.24)

1
En choisissant cette fois M = 2N "'pZ [|¢]]ecp ' et Vv = N7 lay dans le
lemme de Bernsteinl'on al'pour 0 < ¢ < 1I'N suffisamment large et d donnél’

> (Pl = dil > Let))s < 52 2eapi{=5(1 — &) Nay'a™!}
= O ; ap (Nt Leap{—L(1 - 3¢)€*?Naj'a™1})
= O Z: ar(Nt*)leap{—3(1 — 32)** N (supa(z))'a™'})

=0 (Zl Oékl(Ntz)_lN_d)
= O(ppt 2N~ (4HY),

et ce pour un choix de eT'a et £ tels que exp{—§(1-32)¢* N (sup ar(z)) " 1t?a™'} <
N~

L’inégalité de Holder dans un premier temps et le fait que pour NV tendant
vers linfinil’ p,¢? tend vers 0 et Nzt tend vers Vinfini (ce qui entraine que
N~1p, tend vers 0)T'on obtient

1
*

e SXiZy & [Eldu— di) )| (Plldu - dul > §))

= O [DIZ6 pe(N ™+ Nom2pg) N = (412
= o(Nav—%).

En prenant d égal a 23:_1 + ai*Fon obtient

shy = o(N77HT), (3.25)

Le choix évoqué ci-dessusl’au vu de I’hypothese que t > C(%)%Fes‘c

alors possible en imposant 0 < £ < 1I'¢ < 1Ta &~ 1et C' > (8( sup a(z) )27,2:_1)%

)

FinalementT'comme sup(|Q@n(z) — Q(x)]) = (’)p(N_%) et Q(x) > g¢ sur

[0, T]Ton a :
const.

N+1

|yt — dy| < | ;le P (X)w(X,)],
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et donc
Plldys — dul > $1 < PSS SN (el > 3]
MO = =t UN YT 2 T 2
La méme démarche que celle utilisée pour si,I'prouve que
shy = o N7 74T) (3.26)

Du comportement asymptotique de s4I'de (3.24) et (3.25)I'nous déduisons
le résultat (3.20).

En combinant (3.10) et les résultats des paragraphes 3.6.1 et 3.6.3-5'nous
completons la preuve du Théoreme 3.2. [ |
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3.7 Simulations numériques

Dans ce paragraphel'nous avons regroupé quelques résultats dans le but
de comparer ’estimateur de la fonction de taux de hasard que nous pro-
posons avec celui de Kooperberg et al [45]. Ce dernier est retenu pour la
qualité de ses résultats pratiques.

Notre choix s’est porté sur deux fonctions de densitél fiI'loi Gaussienne de
moyenne et variance respectivement égales a 20 et a 1 et f5 une loi expo-
nentielle de parametre 1. Les fonctions de taux de hasard correspondantes
seront notées respectivement par hy et hg. Pour le premier choix hy est
infiniment différentiable et pour le deuxieme hg est une constante.

La fonction d’échelle utiliséel” tout au long de cette étudel est du type
Daubechies a support minimal. Pour assurer un minimum de régularité
pour notre estimateurl'nous avons pris des ondelettes d’ordre 3 et 5.

Trois parametres sont nécessaires pour la détermination de I'estimateur
non linéaire de la fonction de hasardl'défini au paragraphe 3 de ce chapitre.
Il s’agit de ¢I' parametre de troncaturel’ tI" parametre de seuillage et pl’
parametre de dilatation.

Le parametre ¢ est égal a [log(IN)] — 1 ([«] désignant la partie entiere de
z)l'ou N est la taille de I’échantillon dont on dispose. Le parameétre p est
déterminé par Plug-in : commelp est choisi de sorte a optimiser la valeur
théorique du MISEI'sa valeur dépend de la fonction de hasard inconnue ;
une premiere estimation par ondelettes de la fonction de hasard est déter-
minéel'puis dans I’écriture de p la fonction de hasard est remplacée par son
2r L log(N) 1
51)2 (TR )2

estimation. Finalement ¢ est égal & (8( sup a(z) )
z€[0,T]

3.7.1 Comportement asymptotique du MISE

Pour chacune des densités f; et foI'nous avons simulé des échantillons de
taille 256’512 et 1024. La premiere partie consiste en I’étude du comporte-
ment asymptotique de 'estimateur non linéaire proposé et la comparaison
de ses performances avec celles de ’estimateur logspline. Nous utilisons le
critere d’erreur quadratique moyennel'noté MSE et défini par :

1Y A
MSE(h) = 5= 3 (hit)) = hi(t;))%,

i=1

ot h; (t;) est I'estimateur de h; a l'instant ¢; et NI'le nombre d’observations

dont on dispose.
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Pour chacun des trois casl' nous avons calculé D'estimateur ondelette et
logspline pour 50 échantillons de méme taillel'tout en fixant & 4 la valeur
de r (i.e Pordre de l'ondelette de Daubechies est égal & 3)I'pour 'estimation
de hy et & 6 pour celle de hy. Nous définissons le critere RMSE comme la
racine carré de la moyenne sur ’ensemble des 50 échantillonsI'des valeurs

du MSE.

L’ensemble des valeurs du RMSEI'obtenues pour la fonction de hasardD’
hq (resp. hg)I'sont regroupées dans le tableau 3.1 (resp. 3.2).

Taille de I’échantillon 256 512 1024
Ondelette 0.043  0.008 0.0065
Logspline 0.1016 0.0908 0.0742

Table 3.1 : Résultats des simulations pour la fonction de taux de hasard

associée a la loi normale.

La fonction de hasard est estimée sur I'intervalle [18,22].

Taille de I’échantillon 256 512 1024
Ondelette 0.0584 0.0505 0.0311
Logspline 0.0282 0.0425 0.0110

Table 3.2 : Résultats des simulations pour la fonction de taux de hasard

associée a la loi exponentielle.

Dans ce casI'nous nous sommes restreints a ’estimation de la fonction
de hasard sur [0, 5].

Au vu des simulations présentées ci-dessusI'nous remarquons

1. Pour la fonction de hasard réguliere hq['I'estimateur ondelette pro-
posé a un comportement asymptotique légerement supérieur a celui
de logspline. Ce qui n’est pas du tout le cas pour 'estimation de la

fonction de hasard hs.

2. La qualité des deux estimateurs augmente avec la taille de I’échantillon.
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3.7.2 Quelques graphiques

Dans cette deuxieme partiel’ nous comparons graphiquement la qual-
ité des estimateursl'ondelette et logspline [45]I'et ce pour chacun des trois
échantillons. Cette comparaison est illustrée par les figures 3.3-7.

Les courbes que nous nous proposons d’estimer sont données par les 2 figures
ci-dessous. Elles correspondent aux fonctions de taux de hasard des densités

Jiet fa.

35r

25¢

0.5-

0.81

0.61

0.4r

0.2r

Figure 3.1 : Fonctions de taux de hasard['hy et ho.

Ci-apresl'nous donnons les figures obtenues par nos simulations. Pour
chacune des fonctions de hasard'nous déterminons son estimateur ondelette
et logsplinel’et ce pour des échantillons de taille 2561512 et 1024. Ces fig-
ures permettront de compléter ’étude du comportement asymptotique de

Iestimateur de hasard proposé et sa comparaison avec I'estimateur logspline.
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17.5 18.5 19.5 20.5 21.5 225 o 1 2 3 4 5

Figure 3.2 : Estimations du taux de hasard par logspline (N = 256).

0.8

0.6r

041

0.2r

23 0 0.5 1 15 2 25

Figure 3.3 : Estimations du taux de hasard par ondelette (N = 256I'r = 4
pour hy et r =4 pour hy).
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175

18.5

195

205

215

22,5

235

Figure 3.4 : Estimations du taux de hasard par logspline (N = 512).

15F

0.5r

-05

08

0.6r

0.4r

0.21

Figure 3.5 : Estimations du taux de hasard par ondelette (N = 512I'r =5

pour hy et r =4 pour hs).
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Figure 3.6 : Estimations du taux de hasard par logspline (N = 1024).
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Figure 3.7 : Estimations du taux de hasard par ondelette (N = 1024
r =5 pour hy et r = 4 pour hz).
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Figure 3.8 : La fonction f(1 — F)™! associée & une loi exponentielle de

parametre 1 censurée a droite par une loi uniforme sur [0,1.5] (50% des

données sont censurées).
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tivement.

12



112 Chapitre 3 : Ondelettes et probleme de survie

40

0 0.5 1 15

Figure 3.10 : Estimation par ondelettes de Daubechies d’ordre 3 avec
N = 1024 du taux de hasard d’une loi exponentielle de parametre 1 censurée
a droite par une loi uniforme sur [0, 1.5] (= 50% des données sont censurées).
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Figure 3.11 : Estimation par ondelettes de Daubechies d’ordre 3 avec
N = 2048 du taux de hasard d’une loi exponentielle de parametre 1 censurée
a droite par une loi uniforme sur [0, 1.5] (= 52% des données sont censurées).
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Les échantillons simulés et qui ont servi a la détermination des graphiques
(3.10) et (3.11) n’ont pas été tronquésl'ce qui produit un léger effet de bord
di essentiellement au fait que la fonction de survie est proche de 0 au point
1.5.

Conclusion

L’estimateur non-linéaire de type ondelettes de la fonction de hasard
a les 3 propriétés fondamentales requises dans tout estimateur et que peu

d’estimateurs réunissent. Ces propriétés sont :

1. L’estimateur défini admet un comportement asymptotique au sens de
Stone. Mieux encorel'le résultat obtenu dans le théoréme généralise
ceux obtenus par les méthodes de type noyau a des fonctions régulieres

par morceaux.

2. En pratique et comme le prouvent les simulations numériquesl'I’es-
timateur défini est d’aussi bonnel'voire de meilleure qualité que I'es-
timateur logsplinel'ce dernier étant une bonne référence en la matiere.
De plus l'estimateur étudié est toujours défini et sur tout l'intervalle
des observationsl'ce qui n’est pas toujours le cas de la méthode logsplinel”

qui peut diverger.

3. L’utilisation de I’algorithme pyramidal dans notre procédure d’estimation
conduit a une évaluationl'de 'estimateur de type ondelettesl'largement

plus rapide que celle utilisée pour les autres estimateurs.
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Annexe A

Rappels sur les paquets
d’ondelettes

Les bases de paquets d’ondelettes ont été définies par R. Coifman
et Y. Meyer [18] pour traiter et analyser des signaux. Ils ont ainsi con-
struit une nouvelle famille de bases orthonormées de L?(IR) conduisant &
une nouvelle décomposition de L?(IR) en somme directe de sous-espaces oli
chaque sous-espace est engendré par un paquet d’éléments de bases.

Dans cette annexel on rappellera le lien existant entre ’analyse mul-
tirésolution réellel'les filtres miroirs en quadrature et la construction d’une
base orthonormée d’ondelettes de L?(IR)I'puis on explicitera la construction
des bases de paquets d’ondelettes.

On conclura alors par la construction de bases d’ondelettes et de paquets
d’ondelettes de L*([0, 1])['associés & une analyse multirésolution sur I'inter-
valle [0, 1].

A.1 Introduction aux ondelettes

Bien que le systeme de Haar soit le plus vieil exemple de bases or-
thonormées d’ondelettes (1909)I'¢a n’est que bien plus tard que 'analyse
par ondelettes est implicitement introduite par A.P. Calderon ; elle sera
redécouverte par le géophysicien J. Morlet dans un travail sur ’étude des
signaux sismiques enregistrés durant des prospections pétrolieresl'et explic-

itée par A. Grossmann.

La transformée en ondelettes est une représentation temps-échelle (ou

position-échelle) dont le principe est de décrire I’évolution temporelle d’un
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signal relativement a une échelle d’observation ; elle s’apparente a la trans-
formée de Fourier mais les exponentielles complexes exp(iz€) indexées par
les fréquences € € R y sont remplacées par les ondelettes 1y indexées par
la collection de tous les intervalles I C IR. Ces ondelettes sont toutes des
copies d’une méme fonction 1 réguliere et ayant une forte décroissance a
Pinfini.

La transformée en ondelettes]'’comme la transformée de Fourierl’ permetl’
par un choix judicieux de ¢['d’écrire toute fonction f de L*(R) comme une
somme de termes de la forme cy; ou les coefficients ¢; se calculent comme
des coeflicients de Fourier :

ey =< fobr >i= /]R f(z)vr(z) da.

Il existe deux types de transformées en ondelettes :

1. La transformée discrete.

2. La transformée continue.

Etant donné que dans ce travail on utilise uniquement la transformée dis-
cretel'on se limitera ci-apres a ce cas.

Meyer et Lemarié [47] ont montré qu’il est possible de choisir 'ondelette
pI'réguliere et de carré intégrablel’de sorte que la collection des v;, =
2%¢(2j -—k)['j et k appartenant a ZZl'obtenues par translation et dilatation
de ¢I'forme une base orthonormée de L?(R). Ainsil toute fonction f de
L%(R) s écrit

F=>03" < fobjr > vy
JEZ kEZ

Les coefficients c¢;,I'définis par

cip =< fibjr >= /f(w)lb]k(x) dx,

sont appelés coefficients d’ondelettes de f et la collection des c;; est la
transformée en ondelettes discrete de f.

La collection des intervalles I est dans ce cas réduite aux seuls intervalles
dyadiques.

A.2 Analyse multirésolution (AMR) et ondelettes

La premiere construction de bases orthonormées d’ondelettes est due a

Y. Meyer en 19851'mais c’est surtout apres que le lien entre la construction
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d’une telle base et I’analyse multirésolution ait été établi que les choses ont
évolué. On rappelle ci-apres la définition d’une AMR réelle et comment
on peut en déduire la construction d’une base orthonormée d’ondelettes de

L?(R).
A.2.1 Analyse multirésolution

Définition A. 1. Une analyse multirésolution (ou multi-échelle) de L*(IR)
est une suite de sous-espaces fermés V; de L*(R), j € Z, vérifiant les

conditions sutvantes :

1.V;CVip, VjeZ.

2. L’intersection des V; est réduite a 0 et leur réunion est dense dans
L*(R), i.e :
(V;={0}et |JV;=L*R). (A.1)

i€Z i€Z
3. Pour toute fonction f dans L*(R),
feV,—= f(2:) € V. (A.2)

4. Il existe une fonction ¢ dans V,, dite fonction d’échelle ou fonction
pere, telle que {op, k € ZZ} est une base inconditionnelle de Vy, avec

wor = ¢(- — k).

Rappelons qu’une famille (e;) est une base inconditionnelle d’un espace
de Hilbert H si et seulement et si les deux propriétés suivantes sont satis-
faites :

e il existe deux constantes C'; et Cyl'strictement positivesl telles quel’
pour toute suite finie de scalaires réels («;) :

1 1
CLO a1z <UD ajeslls < C20 7 oyl =,
e |'ensembles des combinaisons linéaires finies ) «je; est dense dans H.

Remarque A. 1. :

1. Au vu de (A.2), pour tout j, on a :
{@jk, k € Z} est une base inconditionnelle de'V;, (A.3)

avec @i = 25 (27 - —k).
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2. Chaque espace V; est invariant par les translations de pas k277,

iefeV,—= f(-—k27) eV, VkeZ.

Une analyse ainsi définie permet d’écrire toute fonction f de L*(IR) comme
limite d’une suite de fonctions f; ol chaque f; appartient a V. En effet soit
P; le projecteur orthogonal sur V; et soit f; la projection orthogonale de f
sur V; (i.e f; = P;(f))I'par les deux premieres conditions de la Définition
A.llon a:

lim f; = f.

J—00
A.2.2 Ondelettes

La construction de la fonction ondelettel /I est étroitement liée a la
définition d’une suite de sous-espaces de L*(R) dits de détails.
En effetI'par la définition méme de 'analyse multirésolutionlil est naturel de
construire une suite W;, j € ZT'telle que chaque W; soit le supplémentaire
orthogonal de V; dans V;y I'c’est a dire

Vier = V; @ W;. (A4)

Ainsil'par (A.1)I'on a
L*(R) = W A5
®)= & W, (5)

Soit (); le projecteur orthogonal sur W;I'par (A.4) et (A.2) on en déduit

que

Qj = Pjt1 — P, (A.6)
et que W; est une version de Wy au niveau j de la multirésolution :
feWy = f(20) e W, (A7)

S. Mallat et Y. Meyer['voir [22]I"montrent alors ’existence d’une fonction
wlappelée ondelette merel’dont les translations par les entiers engendrent
Wo. Tout comme V;I'W; est alors engendré par les ;3 = 2%¢(2j - —k)lles
versions obtenues par dilatation et translation de 1. Ainsil'par (A.5)['la
famille {;r, j € Z,k € ZZ} est une base inconditionnelle de L%(IR).

Au paragraphe A.3l'on donnera la construction explicite de .

A.2.3 Remarque

Sans perte de généralitél’on peut choisir la fonction d’échelle ¢ telle
que {¢or, k € Z} soit une base orthonormée de V; plutdét qu’une base
inconditionnelle. En effetl'il est possible par I’équation ci-apres :

B(6) = GO 12(€ + 2km) D (A.8)
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de construire ¢ dont les translations par les entiers forment une base or-
thonormé de Vp (¢(€) et $(&) ci-dessus désignent les transformées de Fourier
respectives de ¢ et ).

La fonction d’échelle possede alors les propriétés suivantes :

/]R H(e) de = 3(0) = 1. (A.9)
S 1P+ 2km)P = 1. (A.10)
keZ

Dés lorsI"on supposeral'dans tout ce qui suitl'que {@or, k € ZZ} est une
base orthonormée de VoI'TAMR est alors dite orthogonale.

Exemple d’AMR :

Un exemple d’analyse multirésolution est donné par la suite des :
V; ={g € L*(R) : g constante sur [Q_jk,Q_j(k +1)[,VkeZ},

pour laquellel'les trois premieres conditions de la Définition A.1 sont triv-
ialement vérifiées.
Pour tout j dans ZT'P; est alors défini par :

Pilf) = ez @ [ Fla) de) Mmooy
=2 < Pjks [ >¢jn
En choisissant comme fonction d’échelle I'indicatrice de [0, 1[I'on dispose
d’une base orthonormée pour Vyl'ce qui prouve que les V; forment bien une
AMR ; & cette dernierel’on associe alors la fonction de Haar comme on-

delette mere. Ceci est facile & vérifier en utilisant (A.6) et la définition de

W;. En effetl’

1
i1k = %{S@]ﬂk + 0 2k41 }-

Il s’ensuit que W; est engendré par les ¢; 2p—@; 264+11'et qu’un choix judicieux
de 1) est donné par :

b =¢(2:) —@(2-=1) = N 1y = Dpz 5.

Exemples d’ondelettes :

Il existe différentes familles d’ondelettes caractérisées par des propriétés

sur le supportl'la symétriel' 'orthogonalité ou la régularité de la fonction
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d’échelle et de 'ondelette mere. Dans la famille des ondelettes a support
compactl'on s’intéressera ci-apres a celle construite par 1. Daubechies [22]T
rel'L étant un entier naturel non null’'possédant les propriétés suivantes :

e 1 est a support compact [0,2L — 1].
o 1 est pL-réguliereli.e [ €] L@ (€)] d€ < ool'avec p =~ 0.1936.

e [’ondelette associée admet des moments nuls a "ordre LT’

Vk=0,1,...L, / eh(z) de = 0.

Parmi toutes les ondelettes a support compactl vérifiant la troisieme
propriété ci-dessusl'les r ¢ sont celles qui ont le plus petit support ; de ce
fait elles sont dites a support minimal. La construction de telles ondelettes
est longuement détaillée par 1. Daubechies [22] et est partiellement reprise
dans ’exemple A.3.1.

Un autre exemple d’ondelettes a support compact est celui des coiflets. Elles
sont définies de maniere a ce que la fonction d’échelle admettel'tout comme
I’ondelette merel'des moments nuls a 'ordre L — 1 et ce au détriment d’un

support plus large que celui de f .

Dans tout ce qui suitl'on dira qu’une fonction ¢ génere une AMR réelle
sil'en définissant par V; l’espace engendré par {2%99(2j -—k),k € Z}I'la
suite (V;);ez vérifie les quatre conditions de la Définition A.1.

A.3 Filtres miroirs en quadrature (QMF) et on-
delettes

En pratiquel'il est plus facile de définir une AMR en partant d’une
fonction ¢ € Vj et en exploitant le fait que V_y C V. Ce qui se traduit par
’existence d’une séquence (hy) telle que

=ol(5) = Y (e — k) (A1)
_ —) = T — .

ol hy = /]R %@(%)@(ac k) de, (A.12)

le:hy=<9_10,00k> .
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Partant de la remarque ci-dessusl’'on aimerait imposer a ¢l'et donc a la
séquence hil'des conditions suffisantes pour aboutir & une AMR.
A cette finl'les liens'établis par S. Mallat et Y. Meyer['entre ’analyse mul-
tirésolution et les algorithmes pyramidaux (voir [22]) montrent que le calcul
numérique de la transformée en ondelettes fait appel a la donnée unique d’un
filtre miroir en quadraturel QMFT'au sens défini par Smith et Barnwell [5]
(voir ci-apres). Réciproquementl's’il satisfait certaines conditionsI'un QMF
permet de générer une AMR.

Soit (hx)kez un filtre discret quelconquel'suite réelle indexée par ZZ1'mg
sa fonction de transfert définie par

1 .
mo(€) = —= > hye ¥, (A.13)
\/5 keZ
et soit m; la fonction de transfert associée au filtre (gi)rez définie par

gr = (—1)kh1_kF1e filtre conjugué de hi. On a
my (€)== e Cmg(E+ 7). (A.14)

Définition A. 2. On désigne par “filtres QMF 7 les fonctions 2w -périodiques
mg et my, définis ci-dessus, vérifiant

mo (€)1 + [ma(§)]* = 1, (A.15)

ie: |mo(&)* + Imo(&+ 7)* = 1. (A.16)

Cette définition établiel'on va montrer comment la donnée d’'une AMR
permet de définir un QMPFT' et on va donner la construction explicite de
I’ondelette mere.

Pour cel considérons une AMR et soit ¢ sa fonction d’échelle vérifiant
(A.11). En appliquant la transformée de Fourier & (A.11)I'on a

P(28) = mo(§)@(§). (A.17)

Ainsi en introduisant la relation (A.17) dans (A.10)['ot on remplace @ par

wl'on obtient
> 126+ 2km))P = Y (Imo(€) + [mo(€ + 7)]?)

keZ keZ

P&+ 2km)|.

De la sortel'on montre que (mq, m1)'défini par la suite hyl'elle méme définie
par (A.12)I'est un QMF.
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D’autre partl'il est prouvél'voir Daubechies [22] par exemplel'que si v
est solution de I’équation suivante

$(26) = mi (§) (8, (A.18)

alors {¢(-— k), k € Z} est une base orthonormée de Wy. La construction
de 'ondelette mere est alors obtenue par la relation suivante

1

,ﬂMQ:%pWW—m (A.19)

RéciproquementI’sous quelles conditions peut-on construire une AMR
a partir d’'un QMEF?
Avant de répondre a cette questionlil est intéressant de relever que 'itération
de (A.17) produit I'identité suivante

+0c0 g
2(6) = TT mol 5. (A.20
k=1

[le produit converge si mg(0) = 1 et mgo est réguliere (les coefficients de
Fourier de m, sont & décroissance rapide)['donc lipschitzienne en 0].

La fonction d’échelle est alors déterminée en calculant le membre de droite
de (A.20) et en lui appliquant la transformée inverse de Fourier. On en
déduit alors 'ondelette mere par (A.18).

Le probleme évoqué ci-dessusl’a été initialement soulevé par S. Mallat
sous la forme suivante :
Soit une fonction m, réguliere et 27-périodiquel’ vérifiant mg(0) = 1
et [mo(&)|* + |mo(€§ + 7)]? = 1 ; la fonction ¢ solution de I'identité (A.20)
nous permet-elle de générer une AMRY?
La réponse est nonl'des contre-exemples ayant été exhibés. A. Cohen[16]
cependantl’ établitl’'en exigeant plus de ce filtre miroir en quadraturel'des

conditions nécessaires et suflisantes sur la fonction mg permettant de générer
une AMR.

A.3.1 Exemple

Un exemple particulier d’ondelettes construites a partir d’une suite de
coefficients est celui des ondelettes a support compact définies dans le deux-
ieme paragraphe de cette annexe ; le principe est simple : on part d’un entier
L et de 2L coeflicientslhg, hy, . . . hop_1[tels que le polynéme trigonométrique

mo(€) = ho + hie'® + ...+ hyp_ye'GE71E
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vérifiel'en plus de (A.16)I'la condition mg(0) = 1. Ces deux conditions
assurent ’existence d’une suite orthonormée (- — k), k € ZZI'de fonctions

de L*(R)Ttelle que

J5e(3) = hoga) + hipla = )+t hample = QL) (A21)

et de plus :

/_O:o p(z)dz = 1.

Par (A.21)'on construit ¢ et on montre que son support est inclus dans
Iintervalle [0,2L — 1]'et par (A.19)I'on construit l'ondelette mere. La
fonction d’échelle (resp. ondelette meére) obtenue dans cet exemple est notée
par 1o (resp. 1,1) et est désignée par fonction d’échelle de Daubechies (resp.
ondelette de Daubechies) & support minimal.

A.4 Base de paquets d’ondelettes

A.4.1 Aspect séparatif des QMF

L’interprétation qu’on peut faire des QMF differe selon 'usage prévu ;
dans ce qui suitl’on abordera I'aspect “séparatif” de tels filtresl'i.e : un
QMF produit systématiquement une dichotomie de tout espace Hilber-
tien HI séparable et de dimension infiniel'’ muni d’une base orthonormée
{er, k € ZZ}. Une dichotomie simple est donnée par H = H; ® Hal'ou H;
est engendré par (eg;) et Mz est engendré par (ezg41).

Dans ce qui suitl’on va s’intéresser au cas général. On va montrer que
la donnée d’un QMF est équivalente a la décomposition de H en somme
directe de deux sous espaces Hy et Hy ou chaque H; est muni d’une base
orthonormée induite de la suite (eg).

Pour celsupposons que 1’on dispose de deux suites dans {?(Z) en I'occurrence
(u;) et (v;)l'et que l'on construise une suite (fy) définie par :

{ foe =2 uak—ie (A.22)
Jokv1 = Do vak—i€r.

Posons H, 'adhérence du sous espace engendré par {for, k € Z}l'et H,
celui engendré par { fory1, k € Z}.

Quelles conditions faut-il imposer a (w;) et (v;) pour que les deux proposit-
ions ci-apres soient vraies?

e fi est une base orthonormée de H.
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e 7{; est le supplémentaire orthogonal de Hy (i.e : H = Hi & Ha).

Il se trouve que la deuxieme proposition est une conséquence de la premiere
et le résultat suivant apporte une solution (voir Coifman et al [18]) :

soit m, et my définies par

{ mo(€) = s ¥ e

() = LSt (423

Proposition A. 1. Les 3 propositions suivantes sont équivalentes :

1. (fr)kez est un systéme orthonormé dans H.

2. (fr)kez est une base orthonormée de H.

mo(§) mi (§) )

VEe [07277): S(f) = ( m0(5_|_ﬂ-) ml(f—|—ﬂ')

est une matrice unitaire.

L’exemple cité en début de paragraphe correspond a mo(§) = % et my(§) =

exp —1&

V2

La fonction mq (resp. my) est la fonction de transfert du filtre Fy (resp.
Fy) associée a la séquence (u;) (resp. (v;)). Les deux filtres Iy et Fy étant

définis comme suit :

Yacel*(Z): (Fya), = Zun—kan

et (o), = Zvn—kan-

Définissons par D 'opérateur de décimation tel que :
(DOé)k = 02k,

et soit (fk)kez la suite définie par

(Bar) = D(Fp[a])

et (Bar+1) = D(Fila]).
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Si les filtres Fy et I définis ci-dessus sont tels que

Z AkCr = Z Bakfar + Z Bok+1 fokt1, (A.24)

(Fy, F) est alors appelél'par abus de langagel “filtres miroirs en quadrature”
ou simplement QMF ; (A.24) étant équivalente & la condition imposéel'dans
la définition A.2l'aux fonctions de transfert.

Il est ainsi possible de remplacer la condition sur la matrice ST dans la
proposition A.1l'par la condition que ([p, F1) est un QMF.

En ce qui concerne ’analyse multirésolution définie au paragraphe A.2.
On dispose de deux bases orthonormées de V;I'j étant fixé. La premiere
est donnée par e = @i,k € Z, et la seconde est (fy) telle que fop =
@j—1 kT espace engendré par cette suite est V;_iI'et forp11 = ¥;_1 p[1espace
engendré par cette suite est W;_;. Ces deux bases sont liées par (A.22) via
I'utilisation des suites (hx) et (gx) définies dans le paragraphe A.3I voir
(A.11) et (A.19). Le QMF associé est alors noté (H,G). Ainsi W;_; est le

supplémentaire orthogonal de V;_; dans V.

A.4.2 Paquets d’ondelettes

Construction de bases de paquets d’ondelettes :

On donne dans ce qui suit une nouvelle famille de bases orthonormeées
de L?(IR) dont la construction est due & Coifman et Meyer [18].
Considérons le QMF (H, () associé a une AMRIet posons wg = ¢ et wy =
.

L’application du schéma récursif suivant :

{ Wam = \/iz(iooo hkwm (2 : _k)

A.25
Woam+1 = \/523000 9EWm (2 : _k)v ( )

ou son équivalentl’

Wi (- = 1) = H{wn(2-—k)}) /
{ Woma1 (- — 1) = G{wn(2-—k) 1), (A.25)

permet de définir une suite de fonctions orthonormées w,,, m € Z.

Il est a noter qu’en prenant m = 0 dans I’équation (A.25)['¢ est I'unique
solution de (A.11) telle que (A.9) soit vérifiéel'ce qui justifie le choix de
wo et par suite celui de wy (voir A.19). D’autre partl’on peut réindexer
les différents w en posant dans un premier temps £ = {0, 1}]N et IJ; le

sous-ensemble de F tel que :
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VGEE]‘,OIGJ‘_H:€j+2:€]‘+3:...

Ainsi si m = €; + 2e + ... 27¢;I"alors w,, = w,. avec ¢ dans E;l'et sa
transformée de Fourier est alors donnée par ’équation :

2O = [T ma (3.
=1

Ceci est I'analogue de I’équation (A.17) (resp. (A.18)) que vérifie ¢ (resp.
).

On conclut cette construction par ’énoncé du théoreme A.1.

Théoréme A. 1 (Coifman et Meyer) Pour tout j dans IN,
{we(z — k), (e, k) € E; « ZZ} est un systéme orthonormé de V;.

1l s’ensuit que {w,,(x — k), (m, k) € N « ZZ} est une base orthonormée de

L*(R).

Décomposition en paquets d’ondelettes :

La construction de bases de paquets d’ondelettes dans L*(R) conduit &

une décomposition de ce dernier en somme directe de sous espaces fermés.
Cette décomposition sera tout au long de ce cette annexe désignée par dé-
composition en paquets d’ondelettes. Dans ce qui suitI'nous allons établir
le principe d’une telle décomposition.
Soit (V;) jez une AMR réelle et soit ¢ et I'la fonction d’échelle et 'ondelette
mere associées. Rappelons que chaque V; est engendré par {¢;; = 2%99(2j .
—k),k € ZZ} et que I'application du QMF (H, G)I'associé a TAMRI con-
duit a la décomposition suivantel’

Vi=V,o1 W,

ot V;_y est engendré par {¢;_1 % = 2]2;199(21_1 c—k), k€ Z} et W;_y est
engendré par {¢;_q 5 = Q%Qb(Qj_l -—k), ke Z}.

Alors que la décomposition en ondelettes se contente de décomposer les
espaces d’approximations V; et garde intacts les espaces de détails W;I'la
décomposition en paquets d’ondelettes opere a la fois sur les espaces de
détails et sur les espaces d’approximationsI'tout en utilisant le méme filtre

(H,Gq).
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Ainsi

Vi=V,o1 & W;_q,

Vici= Viad W,
Wi_i= Voo @ Vi_as.

Ce qui est équivalent al’

1. V;_y (resp. W;_3) est engendré par les Q%wo(?—? - —k) (resp. 2’5"
wi (227 —k)) Tk € Z.

2. Vj_g est engendré par Q%wg(?—z k), ke Z.

3. Vj_23 est engendré par Q%W3(2j_2 k), ke Z.

Posons dans tout ce qui suit Vi g = V; et V;; = Wi I'pour tout [ dans Z7.
Pour mieux illustrer la décomposition en paquets d’ondelettes associée a la
construction des bases définies par la formule de récurrence (A.25)'on donne

le schéma suivant : soit j € ZT’

Vic2o Vj—2a Vicep Vioags

Voo Voa Vo,2 e Vo,29-1-

Figure A.1 : Décomposition en paquets d’ondelettes a l'ordre j de V.

Notons que chaque Vg, est engendré par {w,,(- — k), k € ZZ}Tw,, étant
défini par (A.25). Ainsi le Théoréme A.1 est équivalent a I’écriture suiv-
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ante

V]‘ = V0,0 ) V071 $.. .V072]_1.

Ce schéma décrit de maniere claire la différence entre la décomposition
en ondelettes est celle en paquets d’ondelettes. La premiere consiste a déc-
omposer V,, en V,_1 et W,_; puis a réitérer cette procédure uniquement
pour V,,_; puis V,,_s jusqu’a l'obtention de Vgl'alors que la deuxieme ap-
plique cette décomposition a V,,_1 mais aussi a W,,_; et redécompose chacun
des sous espaces obtenus en utilisant le méme QMPFTcelui associé a TAMR.
Afin de bien comprendre cette différencel’on rappelle le schéma correspon-

dant a la décomposition en ondelettesl’

Vi

Vo Wo

Figure A.2 : Décomposition en ondelettes a l'ordre j de V.

A.5 Analyse multirésolution sur l’'intervalle

A.5.1 Ondelettes sur ’intervalle

Tout ce qui a été introduit ci-dessus concerne des espaces de fonctions a
supports réelsI'non réduits & un intervalle. Cependantl’dans la plupart des
cas pratiquesl'le support de la fonction étudiée coincide avec un intervalle

fermé et borné ([0, 1] par exemple). L’utilisation d’un sous-systéme de base
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déduit d’'une AMR réelle dégrade considérablement I’estimation de la fonc-
tion aux bords de son support ; pour remédier a ce problemel’a été concu
I’AMR sur I'intervalle.

Avant d’atteindre cet objectifl'différentes solutions ont été proposées dans
loptique d’adapter la multirésolution réelle & 'intervalle [0, 1].

Une premiere solution consiste a considérer que toute fonction a support
sur [0,1] peut étre prolongée & R tout entier en posant f(z) = 0 pour
x ¢ [0, 1]'permettant ainsi I'utilisation d’'une AMR réelle. Cependant un
tel prolongement produit une discontinuité aux points 0 et 1.

Une deuxieme solution se résume a définir des versions périodisées d’ondelet-
tes & partir des ;1 et ¥;;'et d’analyser la fonction définie sur [0, 1] par de
telles ondelettes. Ceci équivaut a prolonger f en une fonction périodique de
période 1 a support réell'et a utiliser une AMR réelle.

Chaque fois que f n’est pas périodiquel ' cette méthode hérite du probleme
de discontinuité déja évoqué pour la premiere solution et ce malgré le fait
que les versions ondelettes périodisées déduisent une AMR sur l'intervalle

[0,1] et constituent une base orthonormée de L%([0, 1]).

En 1991I'Y. Meyer [53] construisit une famille de bases orthonormées
d’ondelettes dans L%([0,1])I possédant des propriétés de régularité iden-
tiques a celles des ondelettes de Daubechies a support compact. Ces bases
d’ondelettes sont associées a une AMR sur l'intervalle [0, 1].

Sa construction conduit a la définition d’un espace d’approximation Vj[O’I]F
engendré par 2/ +2I — 2 éléments de basel'et de son supplémentaire orthog-
onal dans Vj[g_’ll]F

de base ; du fait que ces deux sous-espaces n’ont pas la méme dimension

W][O’I]Fengendréfquant A luil'par exactement 27 éléments

mais aussi du fait que le nombre de fonctions d’échelles a chaque résolution
n’est pas forcément une puissance de 2I'1utilisation de la décomposition en
paquets d’ondelettes sur 'intervalle n’est pas possible. D’autre partl'sa con-
struction nécessite la résolution d’un systeme mal conditionné.

Pour pallier & ces deux probleme A. Cohenl'l. Daubechies et P. Vial [17] ont
récemment introduit une nouvelle approche pour la construction de bases
orthonormées en ondelettes associées a une multirésolution sur 'intervalle.
Le point de départ est une fonction @lI'du type Daubechies de support
[—L, L—1] (on obtient une telle fonction par simple translation de r¢ définie
dans A.3.1) ; ils définissent alors L fonctions de bord ¢, k =0,1...L — 1
pour lextrémité gauche 0 et autant de fonctions cpi, k= -1...— L pour
lautre extrémité 1 ; chacune des fonctions ¢f (resp. c,oi) a pour support
lintervalle [0, L + k] (resp. [k — L +1,0]).

La construction de ces fonctions de bord est faite de maniere a préserver
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toutes les propriétés des ondelettes de Daubechies qui leur sont associés
dont notamment le fait qu’elles engendrent les polynomes d’ordre L — 1.
Ainsil'en définissant :

el =2200(20), k=~1,...~ L,

et ol = 2500(27), k=0,1...L— 1.

Il est montré dans [17] que pour tout j tel que 2/ > 2LT les fonctions
d’échelles dites fonctions intérieures ¢ i, k =L, .. .20 — L + 1T'déterminent
avec @l = = (- 1), k=1...LTet ¢h =@l (), k=0,...L — 1T'un
systeme orthonormé a 27 éléments et I'espace engendré par ces derniers est
noté Vj[o’l].

D’autre partl'la structure de multirésolution (V; C Vj41) est conservée
et ceci est dit au fait que par (A.11) et (A.19) :
Vk=1L,...2 —L4+1T

(Qj : _k) = Zf—l—zzkk L+1 hl—2k—|—L—1ﬁP(2j-|_1 : _l)
—¢( —k) = L Gk n1p(27F - D)

S

(A.26)

et qu’il est en de méme pour c,ook et ¢0 Fk=0,....,L—1Tet c,o 2k et Qb]kF
k=2 —1,...,2 —1. En effet des Coefﬁaents HMFGZ thkm et gim
(¢ =0,1)['sont calculés de sorte que :

P 1 L2k
Pip = Hkl%+1l‘|‘zm T km%“m

i L-1 v g L+2k
ik = >0 k,l‘P]‘H,z"‘zm Lgkm%ﬂm

L’ensemble conduit & une multirésolution sur lintervalle (L?(RR) est rem-
placé par L%([0,1])) oli chacun des sous-espaces Vj[o’l] et W][O’I]Fdéﬁni par
V][fl)_ll] = Vj[o’l] & W][O’I]Fest engendré par un systeme orthonormé contenant
27 éléments. On en déduit alors une base orthonormée d’ondelettes héritant
des propriétés des ondelettes a support compact du type Daubechies.

A.5.2 Construction des bases de paquets d’ondelettes sur
I’intervalle

La construction d’une base d’ondelettes sur l'intervalle correspond a la
donnée d’un filtre QMF (H',G’) qui agit comme (H,G)T filtre associé a
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I’AMR réellel'sur les fonctions intérieures mais nécessite des modifications
pour les fonctions de bord.
Ainsil'en se placant & un niveau j > Jo tel que 20~ < 2L et 20 > 2LI'a
construction de bases orthonormées de paquets d’ondelettes sur 'intervalle
consiste tout simplement & reprendre le schéma du paragraphe (A.4.2)["
fig.A.1l'et & utiliser le filtre (H',G’) et les fonctions c,o;’k et Qﬁ;’k (t=0,1)
dans (A.25)".

En désignant par ¢;; les éléments de la base d’ondelettes sur 'intervalle
définies par Cohen et al [17]T'on définit alors une base de paquets d’ondelettes
que 'on notera par wj,. Ainsi wjr = @k et Wiy41,h = QEJO_FL]C.

On conclut ce paragraphe par ’énoncé du théoreme suivant

Théoréme A. 2. Pour tout entier naturel j > Jo, {wi(z), l = Jo,Jo +
L. Jo4+27% -1, k=1,2...2%) est un systéme orthonormé de Vj[o’l].
Par la structure méme de UAMR, on en déduit que {w;i(z), j > Jo, k =

1,2...2%} est une base orthonormée de L%([0,1]).

La preuve de ce théoreme est immédiate et analogue a celle du théoreme A.1.

A.6 Aspect numérique

On désigne par transformée en ondelettes discrete et finiel'la décompo-
sition en ondelettes discrete d’un signal discret de longueur finie.

L’idée d’une telle transformée est de décomposer tout vecteur v en com-
posantes principales a/ = M{;Iaj_l et en détails d’ = Méaj_lfen partant
de a° = v. Les matricesFM]];I et Mg;Fsont définies respectivement a partir
du filtre passe-basl’ HI'associé a la fonction d’échelle de ’AMR et le filtre
passe-hautlI'GTassocié & 'ondelette mere et réduisent de moitiél'la longueur
de a’ ; les filtres en question sont explicitement définies dans le paragraphe
A.4. Ainsil'pour un vecteur v de longueur 27/ Ton détermine sa TODF par :

v=I[d',...d’,a’],
et par le vecteur des longueurs :
b = [longueur(a’), longueur(d'), .. .longueur(d’)].

Il est alors possible de reconstruire v & partir de v et b en réitérant a/~! =
(M) Tad + (ML)Td! pour j = J,...1.

La TODF est alors réduite a la détermination des matrices associées aux
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filtres (hi) et (gx) associés a TAMR.

Dans notre casl'on s’intéresse a la construction de matrices orthogonalesI”
qui facilitent 1’écriture et l'interprétation de la transformée en ondelettes
discrete. Ceci sera possible chaque fois qu’une version analogue a la FDTTD
transformée de Fourier discretel'ou FFTI'transformée de Fourier rapidel’est
utilisée pour construire la TODZFI'sous réserve que ’on porte une attention
tres particuliere a ce qui se passe aux extrémités.

Une facon de construire de telles matrices pour un vecteur v de longueur
12 par exemplel'lorsqu’on dispose d’un filtre [y de longueur 6 et dont chaque
composante [; = iI'est d’utiliser une version périodique ; ainsi la matrice
associée au filtre s’écrit :
3 45
1 2 3
1

N = O
— W Ot
N = O
— W Ot
N = O

5
3
1

N = O

5 6
3 4
D’autres versions sont présentées et étudiées par Carl Taswell [71]. L’avan-
tage de celle présentée ci-dessus est qu’elle conduit a une transformation
orthogonale et permet une reconstruction exacte de v a partir de ¥ et de b.
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Résumé

Dans ce travaill’ nous proposons de nouvelles approches d’estimation
fonctionnelle pour des problemes de régression et d’analyse de données de
surviel’ et ce par l'utilisation de techniques adaptatives et non linéairesl’
fondées sur des décompositions en ondelettes. Les estimateurs qui en dé-
coulentl’combinent les techniques d’estimation par projection orthogonale
et celles de seuillage ou arbre de régression.

Tout au long de ce travaill'’accent est mis sur I'importance que revét
le choix de la base optimale parmi une famille de bases d’ondelettes ou de
paquets d’ondelettes exploitant au mieux la structure d’analyse multiéchelle
qui leur est associée.

Abstract

This dissertation is concerned with the problem of regression and hasard
function estimation under the regression models as well as the survival anal-
ysis ones. As a contribution to solve this kind of problemsI'we introduce new
adaptive non linear methods obtained via a decomposition on wavelet and
wave-packet bases defined on a real multiscale. Our estimators are based on
the tree regression or thresholding and the linear projection approaches.

Mots clés : OndelettesI' Paquets d’ondelettes' Régression par arbrel’

Fonctions de Haar['Données de survie.

Keywords : WaveletsI' WavepacketsI'Tree regression]'Haar functionsT’
Survival analysis.



