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Introduction g�en�erale

L'analyse des r�esultats d'une exp�erience al�eatoire rel�eve de l'emploi d'un

mod�ele de r�egression lorsque les observations qui en sont issues peuvent être

repr�esent�ees, chacune, comme la somme d'un terme syst�ematique, d�epen-

dant de la valeur prise par une ou plusieurs autres variables, et de la r�eali-

sation d'une variable al�eatoire, appel�ee erreur.

Lorsqu'une exp�erience est destin�ee �a �etudier une telle repr�esentation, le

r�esultat est en g�en�eral une s�erie de valeurs de la variable r�eponse, obtenues

pour des valeurs connues de la variable explicative, soit (y1; x1), . . . , (yn; xn).

En supposant que les quantit�es observ�ees y1; : : : ; yn sont la r�ealisation d'un

vecteur al�eatoireY dont chacune des composantes peut s'�ecrire sous la forme

Yi = f(xi) + "i, la d�e�nition d'un mod�ele statistique de r�egression �equivaut

�a la donn�ee d'un ensemble F de fonctions auquel appartient la fonction

de r�egression inconnue f et d'un ensemble de lois de probabilit�e auquel

appartient la loi du vecteur des erreurs "1, . . . , "n.

Bien �evidemment, la d�e�nition d'un mod�ele statistique de r�egression, que

nous avons rappel�e ci dessus, est trop g�en�erale pour que l'on puisse proposer

un seul type de m�ethodes d'analyse des donn�ees relevant de tels mod�eles.

A�n de d�e�nir le cadre de l'�etude que nous avons entrepris dans la premi�ere

partie de cette th�ese nous avons impos�e plusieurs restrictions. Nous avons

entre autres suppos�e que

� les variables observ�ees sont continues, c'est �a dire qu'elles prennent

leurs valeurs dans des intervalles de IR ;

� les valeurs des variables explicatives sont �x�ees ;

� les diverses observations de la variable r�eponse sont ind�ependantes.

De plus, nous nous sommes restreints au cas d'une seule variable explicative.

La loi de probabilit�e des "i sera une loi sur IR, centr�ee et de variance �2 �nie.

Les m�ethodes que nous avons d�evelopp�ees rel�event du cadre de la r�egression

non param�etrique, cadre dans lequel il est possible de d�e�nir des contraintes

tr�es faibles sur la forme de la fonction de r�egression f . Ainsi l'ensemble F
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de fonctions dans lequel nous recherchons la fonction de r�egression est de

dimension in�nie.

Il existe bien sûr de nombreuses m�ethodes pour l'estimation non par-

am�etrique de la fonction de r�egression, les plus c�el�ebres �etant les m�ethodes

par noyau, par fonction spline et par s�eries orthogonales. L'objectif de la

premi�ere partie de cette th�ese est de pr�esenter une m�ethode particuli�ere par

sch�ema r�ecursif associ�e �a un arbre binaire, fond�ee sur des d�ecompositions

en ondelettes conduisant �a la d�e�nition d'estimateurs ayant des qualit�es

analogues �a celles des estimateurs obtenus par les m�ethodes cit�ees ci-dessus

et qui de plus a l'avantage d'être d'utilisation tr�es simple.

La m�ethodologie d'estimation par arbres de r�egression (CART), initial-

ement d�evelopp�ee par Breiman et al [10], a �et�e largement utilis�ee au cours

de ces derni�eres ann�ees. Reposant sur des id�ees de partitions r�ecursives de

l'espace des variables explicatives, elle permet de construire une estimat-

ion, constante par morceaux, de la fonction de r�egression inconnue, les

morceaux correspondants aux n�uds terminaux d'une partition optimale.

L'estimateur obtenu n'est autre qu'un r�egressogramme calcul�e sur une par-

tition adaptative de l'espace des observations. Dans notre cas, la variable

explicative n'est pas al�eatoire, ainsi la recherche d'une partition adapt�ee de

l'espace des observations est remplac�ee par celle d'une d�ecomposition adap-

t�ee de l'espace de d�e�nition de la fonction de r�egression. Il est alors facile

de voir que des estimateurs de la r�egression, fond�es sur de tels sch�emas de

partition dyadique r�ecursive peuvent être consid�er�es comme des estimateurs

ondelettes d'un type particulier avec pour syst�eme d'ondelettes le syst�eme

de Haar. Le chapitre 1 de cette th�ese est consacr�e �a �etablir cette anal-

ogie et par l�a même de proposer un nouvel estimateur non param�etrique de

la r�egression poss�edant de bonnes propri�et�es th�eoriques, et dont le calcul

num�erique est tr�es rapide.

L'estimation de la fonction de r�egression �a l'aide d'une d�ecomposition

de Haar a le d�esavantage de produire un estimateur de forme �etag�ee, même

lorsque celle-ci est suppos�ee être lisse. Cela provient essentiellement du fait

que le syst�eme de Haar est compos�e de fonctions peu r�eguli�eres. Dans le

cadre du traitement des signaux acoustiques, une autre m�ethode, fond�ee

�egalement sur des partitions r�ecursives du plan temps-fr�equence �a l'aide de

paquets d'ondelettes a �et�e r�ecemment d�evelopp�ee par Coifman et al [19]. Elle

permet, entre autres, de d�evelopper, pour l'analyse d'un signal donn�e, une

famille de bases de fonctions orthogonales bien plus lisses que les fonctions

du syst�eme de Haar. L'objet du deuxi�eme chapitre de la th�ese est d'�etablir

une relation entre ce type de m�ethodes et la r�egression par arbres, fond�ee

cette fois-ci sur les paquets d'ondelettes. Les algorithmes de calculs sont
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essentiellement les mêmes que ceux du chapitre 1. Cela donc permet un

calcul de complexit�e raisonnable pour la recherche du meilleur estimateur

issu de cette m�ethode. De plus, les estimations obtenues sont cette fois

beaucoup plus lisses que celle obtenue par la r�egression �a l'aide du syst�eme

de Haar.

Les relations �etablies entre CART et d�ecomposition en paquets

d'ondelettes permettent de revoir les m�ethodes de partitions r�ecursives sous

un nouvel aspect. R�ecemment Donoho et Johnstone [25] ont d�evelopp�e des

m�ethodes adaptatives de choix d'une base pour l'estimation d'une fonction

de r�egression. Nous avons adapt�e ces id�ees dans le cadre des partitions

r�ecursives obtenant ainsi des r�esultats nouveaux sur les m�ethodes de par-

titions binaires r�ecursives, dans le chapitre 2. Dans ce même chapitre, nous

montrons �egalement que des techniques d'�echantillonnage de type Bootstrap

peuvent être une solution satisfaisante du probl�eme empirique du choix op-

timal de l'arbre de r�egression.

L'ensemble des notions et des r�esultats de cette premi�ere partie repose

sur une utilisation constante de la th�eorie des ondelettes et des paquets

d'ondelettes. Pour assurer la continuit�e de l'expos�e, nous avons donc pr�ef�er�e

reporter en annexe A de cette th�ese, les pr�e-requis sur les ondelettes n�eces-

saires �a la compr�ehension de ce travail.

La deuxi�eme partie de la th�ese est consacr�ee �a l'�etude de l'estimation

non param�etrique d'une fonction de hasard par des m�ethodes d'ondelettes.

Parmi les m�ethodes r�ecentes pour l'analyse non param�etrique des donn�ees

de survie, la m�ethode d�evelopp�ee par Kooperberg et Stone [45] est une des

plus prometteuses. Les r�esultats obtenus sont en g�en�eral de tr�es bonne

qualit�e, mais ceci au prix d'un algorithme de grande complexit�e, qui par-

fois peut diverger. S'appuyant sur la simplicit�e et la rapidit�e avec laquelle

sont obtenus les estimateurs par d�ecomposition en ondelettes, nous avons

donc �etendu les m�ethodes d'estimation par ondelettes au cas des donn�ees

de survie, censur�ees ou non. Les r�esultats th�eoriques d�emontrant les bonnes

propri�et�es des estimateurs ainsi obtenus, font l'objet du dernier chapitre de

cette th�ese.
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Notations et abr�eviations

x un scalaire r�eel.

x un vecteur r�eel.

[x]+ le sup de x et 0.

jxj22;N = 1
N

PN
i=1 x

2
i .

IN La matrice identit�e d'ordre N .

[�] partie enti�ere de �.

jjf jj2 (
R
f2(x) dx)

1
2 .

MISE(f̂) E
R
(f̂ � f)2(x) dx, f̂ �etant une estimation de f .

uN = O(vN ) juNvN j reste born�e quand N tend vers l'in�ni.

uN = o(vN) limN!1 uN
vN

= 0.





Premi�ere partie

R�egression et ondelettes





Chapitre 1

R�egression par ondelettes de

Haar

Le mod�ele de r�egression que nous �etudions dans ce chapitre peut être

math�ematiquement d�ecrit par les �equations et les d�e�nitions ci-apr�es. Sup-

posons que le vecteur observ�e (y1; y2; : : :yN ) soit une r�ealisation du vecteur

al�eatoire (Y1; Y2; : : :YN ) dont chacune des composantes s'�ecrit sous la forme

Yi = f(xi) + "i; i = 1; 2; : : :N; (1.1)

o�u les \instants" d'observation xi sont connus (le plan d'exp�erience est d�eter-

ministe), f est une fonction r�eguli�ere d'une variable x, dans ce premier

chapitre cela veut dire Lipschitzienne, et o�u les termes d'erreur "i sont des

variables al�eatoires r�eelles, ind�ependantes, centr�ees et de même variance �2.

Sans perte de g�en�eralit�e, nous supposerons que les xi sont dans [0; 1] et nous

supposerons de plus qu'ils sont �equir�epartis.

Notre objectif est d'�etudier le comportement asymptotique de deux es-

timateurs particuliers de la fonction de r�egression inconnue f , l'un de type

r�egressogramme et l'autre de type projection. De tels estimateurs ont �et�e

consid�er�es et �etudi�es par plusieurs auteurs dont �Cencov [13], Rafajlowicz

[59], Cieselski [15], Bosq [9], Collomb[20], Scott [65] pour ne citer que ceux

l�a.
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A�n d'�etablir un lien entre les deux types d'estimation, le r�egressogramme

sera d�e�ni sur une partition dyadique de l'intervalle [0; 1], le support de f ,

et la base orthogonale qui conduira par la suite �a la d�e�nition de l'estimateur

de projection sera la base de Haar de L2([0; 1]). Ce choix particulier permet-

tra ainsi d'�etudier conjointement le comportement asymptotique du MISE

(erreur quadratique moyenne int�egr�ee) des deux estimateurs.

Les r�egressogrammes ont �et�e, au même titre que les histogrammes puis-

qu'ils s'y apparentent, largement abord�es dans la litt�erature et ce par plus-

ieurs auteurs. Ils sont bas�es essentiellement sur la donn�ee d'une partition du

support de la fonction de r�egression. En e�et, soit une partition de [0; 1] en

KN intervalles, nous estimons, sur [0; 1], la fonction de r�egression par une

fonction qui, dans chaque intervalle de la partition, est constante. Quand

chaque constante est �egale �a la moyenne des observations yi dont les instants

xi appartiennent �a l'intervalle consid�er�e, le r�egressogramme est dit associ�e �a

la moyenne arithm�etique et quand la longueur des �el�ements de la partition

est la même, nous parlons de r�egressogramme uniforme.

Dans le cas d'un plan d'exp�erience d�eterministe, les estimateurs de type

s�erie orthogonale (ou projection), furent introduits par �Cencov [13]. L'id�ee

sous jacente �a ce type d'estimation est de d�evelopper la fonction de r�egression

en une s�erie de fonctions orthogonales !� o�u � 2 IN,

f(:) �
1X
�=1

(

Z
f(u)!�(u)du)!�(:) =

1X
�=1

< f; !� > !�(:);

puis de remplacer les coe�cients de Fourier de ce d�eveloppement par leurs

estimateurs d< f; !� > =
1

N

NX
i=1

yi!�(xi):

Nous d�e�nissons alors un estimateur de f du type

f̂r(:) =
rX

�=1

d< f; !� >!�(:); (1.2)

o�u r d�etermine le nombre de fonctions orthogonales du d�eveloppement retenu

pour l'estimation de f .

Le choix de r revêt une importance consid�erable pour l'e�cacit�e de l'es-

timateur. Ainsi un choix de r trop grand implique la pr�esence de 
uctuations

al�eatoires trop importantes (l'estimateur a une grande variance), alors qu'un

choix de r trop petit limite les al�eas mais introduit des biais d'approximation
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trop importants (l'estimateur est fortement biais�e). Ainsi, divers auteurs

ont abord�e le probl�eme du choix appropri�e de ce param�etre de lissage : nous

citerons par exemple Tarter et Kronmal [70] et Rutkowski [62]. Nous ou-

vrons une parenth�ese pour signaler que tr�es souvent le choix de r est fait de

sorte �a minimiser asymptotiquement l'erreur quadratique moyenne int�egr�ee

(MISE).

Dans le cadre des ondelettes de Haar, cas que nous allons �etudier, nous

utiliserons la m�ethodologie introduite par Bickel [7] puis r�eactualis�ee par

Donoho et al [27], qui consiste non seulement �a tronquer le d�eveloppement,

mais �egalement �a modi�er ou �eliminer de mani�ere ad�equate certains des

coef�cients empiriques du d�eveloppement tronqu�e obtenu par (1.2), et ce

a�n de construire une estimation optimale et adapt�ee. Cela revient �a choisir

une sous famille de fonctions orthogonales, S, contenue dans la base tron-

qu�ee S(r) = f!1; !2; : : :!rg, qui a servi �a d�e�nir l'estimateur f̂r(:). A�n de

r�esoudre le choix optimal de S, nous nous proposons par la suite d'utiliser

les m�ethodes de r�egression par arbres binaires, variantes adapt�ees �a notre

probl�eme, de techniques de r�egression telles que CART[10] ou MARS[34].

Avant de poursuivre, nous allons �xer le cadre et les notations n�ecessaires

pour la suite. Nous supposerons donc, et ce tout au long de ce chapitre, que

la fonction inconnue de r�egression f est �a support dans [0; 1] et qu'elle est

de carr�e int�egrable. Nous noterons par L2([0; 1]) l'espace de Hilbert r�eel des

fonctions r�eelles d�e�nies sur [0; 1] et de carr�e int�egrable.

A toute partition dyadique de l'intervalle [0; 1], nous associerons un esti-

mateur du type r�egressogramme qu'on notera par f̂ reg . D'autre part, nous

associerons �a toute partition de ce type une famille particuli�ere d'ondelettes

en identi�ant l'ondelette �a son support. Cette famille d'ondelettes est celle

de Haar. Les ondelettes de Haar permettent d'obtenir une base orthonorm�ee

de L2([0; 1]) et conduisent �a la d�e�nition d'un estimateur de type projection

f̂r .

Nous introduirons dans les deux premiers paragraphes de ce chapitre

respectivement les estimateurs f̂ reg et f̂r(:) puis dans le paragraphe 1.3,

nous �etablirons un premier r�esultat prouvant que les deux estimateurs en

question sont asymptotiquement �equivalents et nous calculerons la vitesse

de convergence vers 0 de leur MISE. Ceci nous permettra d'en d�eduire r�, la
valeur asymptotiquement optimale de r correspondant �a la valeur minimum

du MISE. Partant de la famille S(r�), nous donnerons un algorithme qui

sera associ�e �a un sch�ema r�ecursif et �a un crit�ere de s�election du type Tarter
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et Kronmal, permettant un choix optimal, au sens d�e�ni pr�ec�edemment, de

la sous famille optimale de S(r�).
Le dernier paragraphe regroupera un ensemble de simulations comment�ees.

1.1 R�egressogramme et partition dyadique

L'int�erêt des estimateurs de type r�egressogramme r�eside en la simplicit�e

de leur �ecriture mais ceci ne diminue en rien leur qualit�e. En e�et, la

vitesse de convergence vers 0 de l'erreur de tels estimateurs est compara-

ble �a celle obtenue par des m�ethodes plus sophistiqu�ees et plus complexes et

ce lorsque peu de contraintes de r�egularit�e sont impos�ees �a la vraie fonction

de r�egression. Ci-apr�es, nous d�e�nissons le r�egressogramme usuel, associ�e �a

la moyenne arithm�etique, tel qu'il est d�e�ni par G. Collomb [20], et obtenu

�a partir d'une partition dyadique. Cet estimateur sera not�e tout au long de

ce chapitre par f̂ reg.

Pour tout entier naturel non nul r, il existe un unique couple d'entiers (�r; �r)

tel que r = 2�r+�r avec �r < 2�r . Partant de cette remarque, nous associons

�a tout r une partition de [0; 1] en intervalles dyadiques par

}(r) = [r
j=1[�j�1; �j);

avec

�j =

(
j

2�r+1 si j = 0; 1; ::::2�r
j��r
2�r si j = 2�r + 1; . . . r.

A titre d'exemple, et pour mieux comprendre la suite, consid�erons le cas

r = 12. Il lui correspond �r = 3 et �r = 4. La partition associ�ee est illustr�ee

par le graphique suivant

y0 y1/16y y y y y y yy1/2 y5/8y y y y1

Figure 1.1 : Partition dyadique associ�ee �a r = 12.

Les points repr�esent�es sur ce segment de droite sont les di��erents �j ; j =

0 : : :12:

Pour une partition dyadique }(r) de [0; 1] et x dans l'intervalle [0; 1],

nous d�esignerons par I(x) l'�el�ement de }(r) contenant x. La densit�e des
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\instants" d'observation sera d�e�nie par

F̂N(x) =
1

N

NX
i=1

1lI(x)(xi);

o�u 1lA(:) d�esigne la fonction indicatrice de l'ensemble A.

L'estimateur f̂ reg est alors d�e�ni en tout point x tel que F̂N(x) 6= 0 par

f̂ reg(x) =
1

NF̂N(x)

NX
i=1

Yi1lI(x)(xi):

A�n que f̂ reg soit bien d�e�ni en tout point x de [0; 1], il faut au moins autant

d'intervalles que de points, ainsi r doit v�eri�er 2�r+1 < N (�r est tel que

r = 2�r + �r), condition que nous imposerons tout au long de ce chapitre.

Pour l'�etude qui suivra au paragraphe 1.3, nous pr�ef�ererons l'�ecriture

suivante pour f̂ reg,

f̂ reg(x) =
1

N

rX
j=1

1

F̂N (x)
f

NX
i=1

Yi1l[�j�1;�j)(xi)g1l[�j�1;�j)(x): (1.3)

Maintenant que nous avons d�e�ni l'estimateur de type r�egressogramme,

nous ferons de même, dans le paragraphe suivant, avec l'estimateur de type

projection, fond�e sur la base de Haar.

1.2 Estimateur bas�e sur le syst�eme de Haar

Avant de donner l'estimateur de type projection fond�e sur le syst�eme de

Haar, nous rappelons bri�evement la construction de la base orthonorm�ee de

Haar dans L2([0; 1]). C'est l'exemple le plus simple de base orthonorm�ee

d'ondelette construite �a partir de la fonction d'�echelle ' = 1l[0;1]. A cette

fonction d'�echelle est associ�ee la fonction  = '(2�)�'(2��1) qui n'est autre

que l'ondelette m�ere de Haar qui prend la valeur 1 sur la premi�ere moiti�e

[0; 12) et �1 sur la deuxi�eme moiti�e [12 ; 1] ; nous construisons par dilatation

puis par translation les fonctions

 �
� = 2�=2 (2�:� �);

pour tout couple (�; �) 2 ZZxZZ �a partir de la seule fonction  .

Il est facile de voir que le syst�eme de fonctions f �
�; �; � 2 ZZg est un

syst�eme orthonorm�e et complet dans L2(IR) : le syst�eme de Haar est une base
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orthonorm�ee de L2(IR). Cependant, il est construit sur une ondelette m�ere

peu r�eguli�ere puisque discontinue. Nous utiliserons au deuxi�eme chapitre

des bases d'ondelettes plus r�eguli�eres.

Pour en d�eduire un syst�eme orthonorm�e complet dans L2([0; 1]), il su�t de

prendre les restrictions des  �
� �a l'intervalle [0; 1] ; ceci revient �a consid�erer

la famille B = f!� ; � = 1; 2; : : :1g dont chaque �el�ement est d�e�ni par :

8 � 2 IN�;

!1 = 1l[0;1];

!2 = 1l[0; 12 )
(x)� 1l[ 12 ;1]

=  ;

et 8 � � 2; !�+1 =  � = 2�=2!2(2
� � ��);

o�u, pour � = 2� + �, � < 2� , nous posons :

 � =  �
�:

Le syst�eme f!� ; � 2 IN�g constitue une base orthonorm�ee de L2([0; 1]).

D'ailleurs sa construction repose de fa�con centrale sur la notion d'analyse

de multir�esolution qui pr�econise que tout signal peut être construit par raf-

�nements successifs, c'est �a dire par l'ajout de d�etails �a une premi�ere ap-

proximation. Ainsi, soient V
[0;1]
0 le sous espace engendr�e par !1(x), espace

d'approximation, et W
[0;1]
j celui engendr�e par f!� ; � = 2j + 1; : : :2j+1g,

espace de d�etails. Le choix du syst�eme de base B revient �a la d�ecomposition

de L2([0; 1]) en somme directe de V
[0;1]
0 et W

[0;1]
j , j = 0; 1; : : :1, associ�es �a

la multir�esolution en ondelettes de Haar sur l'intervalle [0; 1] [voir annexe A].

Les notations �etant �x�ees, nous d�esignerons par S(r) �a la fois le syst�eme

et l'espace engendr�e par f!� ; � = 1 : : :rg et par fr(:), la projection de f(:)

sur cet espace. Nous posons ci-apr�es pour � = 1; 2; : : :r,

a� =< f; !� >=
Z 1

0
f(x)!�(x) dx;

les coe�cients de la d�ecomposition de f sur S(r).

En estimant chaque coe�cient par

â� =
1

N

NX
i=1

yi!�(xi);

l'estimation de fr(x), bas�ee sur l'�echantillon y1; y2 : : :yN ; est alors donn�ee

par

f̂r(x) =
Pr

�=1 â�!�(x)

= 1
N

PN
i=1 yi

Pr
�=1 !�(xi)!�(x):
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Notons que f̂r n'est autre qu'un estimateur de type noyau g�en�eralis�e. En

e�et, en posant,Kr(x
0; x) =

Pr
�=1 !�(x

0)!�(x), nous avons l'expression suiv-

ante pour f̂r,

f̂r(x) =
1

N

NX
i=1

yiKr(xi; x):

Cette �ecriture permet �a pr�esent d'�etablir le lien entre f̂r et l'estimateur

f̂ reg , d�e�ni au paragraphe pr�ec�edent.

Comme, pour r donn�e, nous avons

Kr(x
0; x) =

(
1

�j��j�1
si x0 et x 2 [�j�1; �j)

0 sinon,

les �j �etant les instants associ�es �a la partition }(r) d�e�nie dans le parag-

raphe 1.1, une �ecriture analogue �a celle obtenue pour f̂ reg (voir (1.3)) peut

être alors �etablie pour f̂r. En e�et,

8 x 2 [0; 1]

f̂r(x) =
1

N

rX
j=1

1

�j � �j�1
f

NX
i=1

yi1l[�j�1;�j)(xi)g1l[�j�1;�j)(x): (1.4)

Ainsi si x appartient �a [�j�1; �j), nous avons

f̂r(x) =
1

N(�j � �j�1)

NX
i=1

yi1l[�j�1;�j)(xi);

alors que

f̂ reg(x) =
1

NF̂N (x)

NX
i=1

yi1l[�j�1;�j)(xi):

De plus, ces deux expressions seront identiques sur [�j�1; �j) chaque fois que

F̂N (x) = �j � �j�1.

1.3 Convergence des estimateurs

Dans les deux paragraphes pr�ec�edents, nous avons d�e�ni f̂ reg et f̂r et

�etabli le lien qui existe entre ces deux estimateurs. Nous nous proposons

maintenant d'�etudier leurs qualit�es. Nous montrerons ci-apr�es que ces deux

estimateurs partagent asymptotiquement les mêmes propri�et�es, puis nous

�etablirons des conditions su�santes sur r a�n que f̂ reg et f̂r co��ncident sur

le domaine de d�e�nition de f ([0; 1] pour le cas �etudi�e).
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Nous nous concentrons d'abord sur l'erreur quadratique moyenne int�egr�ee

(MISE) des deux estimateurs. Le lemme 1.1 nous permettra par la suite de

r�eduire le calcul du MISE de l'un ou l'autre des deux estimateurs au calcul

du MISE d'un seul d'entre eux.

Dans ce qui suit, nous notons par Ij l'ensemble des indices i tels que les xi
correspondants sont dans [�j�1; �j) (i.e Ij = fi; xi 2 [�j�1; �j)g), les �j �etant
associ�es �a la partition }(r), et le cardinal de Ij sera not�e #(Ij). Il est ais�e

de voir que

8 x 2 [�j�1; �j) NF̂N (x) = #(Ij):

D'autre part, pour toutes suites (un)n2IN et (vn)n2IN telles que junvn j reste
born�e quand n tend vers l'in�ni, nous noterons un = O(vn).

Lemme 1. 1. Si f appartient �a L2([0; 1]), alors

E

Z 1

0
[f̂ reg(x)� f̂r(x)]

2 dx = O(
r2

N2
):

D�emonstration

Posons

Z(j) = ( 1
N(�j��j�1)

� 1
#(Ij)

)
PN

i=1 Yi1l[�j�1;�j)(xi)

= ( 1
N(�j��j�1)

� 1
#(Ij)

)
P
fi2Ijg Yi:

Par (1.3) et (1.4), nous obtenons

f̂r(x)� f̂ reg(x) =
rX

j=1

Z(j)1l[�j�1;�j)(x):

L'orthogonalit�e des 1l[�j�1;�j) entrâ�ne que

Z 1

0
(

rX
j=1

Z(j)1l[�j�1;�j)(x))
2 dx =

rX
j=1

(�j � �j�1)[Z
(j)]2:

Ainsi

E
R 1
0 (f̂

reg � f̂r)2(x) dx =
Pr

j=1 (�j � �j�1)E[Z(j)]2

=
Pr

j=1 (�j � �j�1)(var[Z
(j)] +E2[Z(j)]):

Pour tout j = 1 : : :r, nous avons

var[Z(j)] = �2
X
fi2Ijg

[
1

#(Ij)
� 1

N(�j � �j�1)
]2:
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Comme, pour N !1,

j 1
#(Ij)

� 1
N(�j��j�1)

j = jN(�j��j�1)�#(Ij)

#(Ij)N(�j��j�1)
j

� O(1)

#(Ij)N(�j��j�1)
;

nous obtenons

var[Z(j)] = O( r
3

N3
);

et par suite
rX

j=1

(�j � �j�1)var[Z(j)] = O( r
3

N3
): (1.5)

D'autre part, 8 j = 1; 2 : : :r, nous avons

E2[Z(j)] = [ 1
#(Ij)

� 1
N(�j��j�1)

]
2
(
P
fi2Ijg f(xi))

2

= ( 1
#(Ij)

P
fi2Ijg f

2(xi))�O( 1
N2(�j��j�1)2

):

La derni�ere �egalit�e est due au fait que

(
1

#(Ij)

X
i2Ij

f(xi))
2

� 1

#(Ij)

X
i2Ij

f2(xi):

Comme f appartient �a L2([0; 1]),

1

#(Ij)

X
fi2Ijg

f2(xi) <1:

Nous en d�eduisons que

rX
j=1

(�j � �j�1)E2[Z(j)] = O( r
2

N2
): (1.6)

Les expressions (1.5) et (1.6) entrâ�nent de ce fait l'assertion du lemme 1.1

Le lemme 1.1 �etabli, nous d�esignerons dans tout ce qui suit par rf̂ l'un

ou l'autre des estimateurs, f̂ reg et f̂r , de f .

Ci-apr�es, nous nous int�eresserons au comportement du MISE de rf̂ . A

cette �n, nous d�ecomposons le MISE en deux parties, l'une associ�ee �a la

contribution du carr�e du biais et l'autre �a celle de la variance. Ainsi, nous

avons

MISE(rf̂) = E
R 1
0 (rf̂(x)� f(x))

2
dx

= E
R 1
0 (rf̂(x)� E[rf̂(x)])

2
dx+

R 1
0 (E[rf̂(x)]� f(x))

2
dx:
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Nous allons �etudier s�epar�ement chacun des deux termes de l'�egalit�e

pr�ec�edente. Pour cela, nous �etablissons les deux lemmes suivants :

Lemme 1. 2. Sous l'hypoth�ese du lemme 1.1 et avec les notations de ce

chapitre, nous avons

E

Z 1

0
(rf̂(x)� E[rf̂(x)])

2
dx =

r�2

N
(1 + O(

1

N
)):

D�emonstration

Le fait que les !� forment un syst�eme orthonorm�e entrâ�ne queR 1
0 (rf̂(x)�E[rf̂(x)])

2
dx =

R 1
0 [
Pr

�=1 (â� � E[â�])!�(x)]
2 dx

=
Pr

�=1 (â� �E[â� ])
2:

En prenant l'esp�erance des deux membres de l'�egalit�e, le calcul se ram�ene �a

la d�etermination de la variance de chacun des â� .

Ainsi :
var[â� ] = var[ 1N

PN
i=1 Yi!�(xi)]

= �2

N2

PN
i=1 !

2
�(xi)

= 2��2

N2 #fi; xi 2 [ ��12� ; �
2� )g

=�2

N (1 +O( 1N )):

Le lemme 1.2 suit par sommation sur �.

Pour pouvoir contrôler le biais de l'estimateur, dû essentiellement �a

l'erreur d'approximation de f par son d�eveloppement tronqu�e, nous allons

exiger un comportement r�egulier de f . Plus pr�ecis�ement, nous supposons

que f appartient �a la classe des fonctions Lipschitziennes, c'est �a dire qu'il

existe une constante positive C telle que

8 x; x0 2 [0; 1] jf(x)� f(x0)j � Cjx� x0j:

Lemme 1. 3. Si f est Lipschitzienne et C sa constante de Lipschitz, alorsZ 1

0
(E[rf̂(x)]� f(x))

2
dx =

X
�>r

a2� + O(
r2

N2
) � C2

3r2
+O(

r2

N2
):

D�emonstration

Du fait de l'orthogonalit�e des fonctions de base, nous avonsR 1
0 (E[rf̂(x)]� f(x))

2
dx =

R 1
0 (E[rf̂(x)]� fr(x))

2
dx

+
R 1
0 (fr(x)� f(x))2 dx

=
R 1
0 (E[rf̂(x)]� fr(x))

2
dx+

P1
�=r+1 a

2
�

= B1 + B2:
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Le terme du biais, B1, s'�ecrit

B1 =
R 1
0 [

1
N

PN
i=1 f(xi)Kr(xi; x)�

R 1
0 f(s)Kr(s; x) ds]

2dx:

Comme

j 1
N

NX
i=1

f(xi)Kr(xi; x)�
Z 1

0
f(s)Kr(s; x) dsj � C

r

N
;

alors

B1 = O(
r2

N2
):

Pour le terme d'approximation B2, nous utilisons ci-apr�es une major-

ation en valeur absolue de chacun des coe�cients a� . Par d�e�nition des  �
�,

nous avons

8 � � 1; a� =
R 1
0 f(s)!�(s) ds

=
p
2�[
R 2��1
2�+1
��1
2�

(f(s)� f(s+ 1
2�+1 )) ds]:

Le caract�ere Lipschitzien de f permet d'�ecrire,

ja� j � p
2�
R 2��1
2�+1
��1
2�

jf(s)� f(s+ 1
2�+1 )j ds

� p
2�
R 2��1
2�+1
��1
2�

C
2�+1 ds

� C
p
2�

22�+2
:

Ainsi,

a2� �
C2

16
2�3�;

ce qui donne, en majorant chaque terme de la somme,P1
�=r+1 a

2
� =

P2�r�1
�=�r+1

a2� +
P1

�=�r+1

P2��1
�=0 a2�

�P2�r�1
�=�r+1

C2

16 2
�3�r +

P1
�=�r+1

P2��1
�=1

C2

16 2
�3�

� C2

12r2 +
C2

16 (2
�r � �r)2�3�r

� C2

12r2 +
C2

16 2
�2�r

� C2

12r2 +
C2

4 2�2(�r+1)

� C2

12r2 +
C2

4r2

= C2

3r2 .

Grâce aux lemmes 1.1-3, nous pouvons maintenant �enoncer le th�eor�eme

suivant :

Th�eor�eme 1. 1. Si f est une fonction Lipschitzienne sur l'intervalle [0; 1]

et C sa constante de Lipschitz, alors, avec les notations de ce chapitre, nous

avons, quand N tend vers l'in�ni,
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MISE(rf̂) � r�2

N (1 + O( 1
N )) + C2

3r2
+ O( r2

N2 ):

Le MISE est minimum pour r = ( C
2

3�2
)
1=3

N1=3 et sa vitesse optimale de

convergence vers 0 est de O(N�2=3).

Il est �a noter que les deux valeurs optimales du th�eor�eme 1.1 sont obtenues

en �equilibrant le terme du carr�e du biais et le terme de la variance.

1.3.1 Remarque

Dans cette remarque, nous nous proposons d'�evaluer le nombre des xi
dans chaque intervalle [�j�1; �j), �el�ement de }(r), pour un choix de r d�epen-

dant de N et o�u chaque xi est �egal �a
2i�1
2N . Il est clair que

#fi; xi 2 [�j�1; �j)g;

n'est autre que le nombre de i pour lesquels(
j�1
2�r+1 � 2i�1

2N < j
2�r+1 lorsque j = 1 : : :2�r + 1 (1)

j�1��r
2�r � 2i�1

2N < j��r
2�r lorsque j = 2�r + 2 : : :r (2):

Ainsi, si r est tel qu'il existe l appartenant �a IN et que N
2�r+1 = l; (1) est

�equivalent �a

lj � l + 1
2 � i < lj + 1

2 ;

d'o�u

#fi; xi 2 (�j�1; �j)g = l:

Nous remarquons que dans le cas o�u N
2�r+1 appartient �a IN, nous avons

#fi; xi 2 [�j�1; �j)g = N(�j � �j�1);

et donc

F̂N(x) = �j � �j�1:

Dans ce cas, l'estimateur de projection et le r�egressogramme, d�e�nis

respectivement par (1.3) et (1.4) sont identiques sur l'intervalle [0; 1].

1.4 Construction de la base optimale

Au vu des paragraphes 1.1-3, il est possible de construire un estimateur

de type projection bas�e sur le syst�eme de Haar, chaque fois que nous dis-

posons d'une partition en intervalles dyadiques du support de la fonction de
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r�egression. Notre objectif ci-apr�es est de d�e�nir une partition dyadique }

de [0; 1], le support de la fonction de r�egression, et de lui associer l'estimateur

correspondant de type projection orthogonale sur la base de Haar de L2([0; 1]).

Le choix de la partition } sera fait de sorte que l'estimateur associ�e soit lo-

calement adapt�e �a la r�egularit�e de f .

Nous entreprenons dans ce qui suit de construire �a l'aide d'un sch�ema r�ecur-

sif, la partition } de [0; 1]. A cette �n, nous allons d�e�nir de mani�ere r�ecur-

sive, une suite de partitions embô�t�ees conduisant �a la d�e�nition de la par-

tition la mieux adapt�ee �a l'estimation de f . Le lecteur d�esireux de plus de

d�etails sur les estimateurs de la fonction de r�egression par des sch�emas de

partitions r�ecursives pourra se reporter aux travaux de Gordon et Olshen

[37] [38] [39].

Le fait de se limiter �a des partitions dyadiques est particuli�erement appropri�e

au cadre que nous avons d�evelopp�e pr�ec�edemment. Remarquons simplement

ici que les estimateurs fond�es sur des sch�emas de partitions r�ecursives ap-

paraissent localement comme des moyennes non pond�er�ees des observations

associ�ees aux instants pr�esents dans chaque �el�ement de la partition ; ainsi,

si tous les �el�ements de la partition �etaient de même longueur, l'estimateur

lisserait de mani�ere identique les donn�ees, et donc ne s'adapterait pas �a la

r�egularit�e locale de la fonction f .

Dans les paragraphes 1.1-3, nous avons �etudi�e des estimateurs de la r�egres-

sion non adaptatifs, poss�edants de bonnes propri�et�es asymptotiques. Ainsi,

par le th�eor�eme 1.1, nous avons �etabli que pour obtenir une valeur optimale

du MISE de cet estimateur, la longueur des �el�ements de } devra donc être

de l'ordre r� = O(N
�1
3 ).

La proc�edure que nous proposons consiste �a �xer une valeur r pour r� et

�a construire } = }�(r) une partition de [0; 1] au plus aussi �ne que }(r),

partition d�e�nie au paragraphe 1.1. A cette �n, nous construirons une suite

de partitions embô�t�ees (}(r;i); i = 1; 2 : : :�r + 1) telle que que }(r;1) = [0; 1]

et }(r;�r+1) = }�(r) (r �etant �egal �a 2�r + �r). Chaque partition }(r;i)

est d�etermin�ee �a partir d'un ensemble d'indices I(r;i) dont chaque �el�ement

� = 2� + � correspond �a l'intervalle I� = [ ��12� ; �
2� ].

Les di��erents I(r;i) forment une suite d'ensembles embô�t�es I(r;1) � I(r;2) �
: : :I(r;�r+1) = I�(r) o�u I(r;1) = f1g ; le passage de I(r;i) �a I(r;i+1) et de sur-
crô�t de }(r;i) �a }(r;i+1), s'e�ectue en consid�erant tous les �el�ements de I(r;i)
et en d�ecidant, via un crit�ere de d�ecision bien d�e�ni, pour chaque I� si oui

ou non il doit être partag�e en deux nouveaux intervalles I�g = [ ��12� ; 2��12�+1 )

et I�d = [2��12�+1 ;
�

2�+1 ).

Une fois que le choix de I�(r) fait, l'estimateur de projection orthogonale

adapt�e est alors d�etermin�e par la d�ecomposition suivant les �el�ements !� dont
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les indices � appartiennent �a I�(r).
A�n de justi�er le choix du crit�ere de d�ecision retenu, nous remarquerons que

la valeur de a� donne une id�ee pr�ecise sur le comportement de la restriction

de la fonction de r�egression �a l'intervalle I� . En e�et, puisque

a� = 2
�
2

Z 2��1
2�+1

�
2�

(f(s)� f(s +
1

2�+1
)) ds;

le th�eor�eme des accroissements �nis entrâ�ne l'existence de c(s) dans ] �2� ;
2��1
2�+1

[

tel que

ja� j � j2�(�2+1)
Z 2��1

2�+1

�
2�

f 0(c(s)) dsj;

f 0 �etant la d�eriv�ee de f .

Ainsi, nous constatons que l�a o�u la fonction f est r�eguli�ere, les coe�cients

ja� j seront petits alors que des variations importantes de f 0 entrâ�nent de

grandes valeurs de a� . De ce fait, seront retenus uniquement les coe�cients

â� tels que â
2
� est sup�erieur �a un certain seuil L (ceux pour lesquels â2� � L).

N�eanmoins, la r�egle de d�ecision devra conserver l'aspect r�ecursif de la par-

tition.

Le travail de Tarter et Kronmal [70] sugg�ere de prendre L = 2 �̂
2

N o�u �̂2 est un

estimateur de la variance du bruit du mod�ele (1.1). Dans le cas �etudi�e et a�n

de pr�eserver l'analogie avec l'analyse multir�esolution, nous avons modi��e ce

crit�ere. Ainsi, au lieu de prendre â2� , nous prenons une estimation de E(â2�)

que nous comparons au seuil L ; l'estimation de E(â2�) �etant la moyenne

arithm�etique des â2�0 dont le support contient I� (support de !� .).

A�n de faciliter l'�ecriture de l'algorithme correspondant �a la proc�edure

d�ecrite ci-dessus, nous prendrons r = 2�r . Nous d�e�nissons par ant(:) la

fonction qui prend pour argument un �el�ement � et restitue son ant�ec�edent

dans l'arbre binaire, �gure 1.2, et par var une estimation consistante de la

variance.

ALGORITHME 1

Retenir â1
� Pour jpuis = 0; 1; : : :�r
� Pour j = 1; 2 : : :2jpuis

� Faire

� ind0 = 2jpuis + j

� ind = ind0
� Faire jusqu'�a â2ind >

2�var
N
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� ind = ant(ind)

� Fin de Faire

� Si moyarithm�etique (â2ind0 ; â
2
ant(ind0)

; : : : â2ind) >
2�var
N

� Alors retenir tous les �el�ements âind0 ; âant(ind0); : : : âind
� Autrement j = j + 1

� Fin de Si

� Fin de Pour ;

� jpuis = jpuis+ 1

� Fin de Pour.

Les r coe�cients â1; â2; : : : âr, sont associ�es �a un arbre binaire de la

mani�ere suivante :

â1

?
â2

@
@
@
@@R

�
�
�
��	

â4â3

: : :

Figure 1.2 : Arbre binaire associ�e �a la proc�edure.

Au vu de la proc�edure d�ecrite dans l'algorithme 1, et au vu du crit�ere de

s�election choisi, si un premier coe�cient â�1 et un deuxi�eme â�2 appartenant

�a la branche issue de â�1 sont retenus, tous les coe�cients de l'arbre binaire

ci-dessus qui joignent â�1 et â�2 seront retenus. Ainsi, si nous retenons â5
et â2 nous retiendrons forc�ement â3.

1.5 Simulations

Dans le paragraphe 1.3, nous avons montr�e que la variance des â� est

proportionnelle �a �2, en g�en�eral inconnue. De plus, nous venons de voir que

le choix d'une partition adaptative repose sur celui d'un sous ensemble de
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coe�cients â� jug�es su�samment importants, relativement �a leur variance.

Il est donc essentiel de disposer d'une estimation e�cace de �2, qui de plus,

ne doit pas d�ependre de la m�ethode choisie pour estimer f . Il existe dans

la litt�erature plusieurs estimateurs de la variance reposant uniquement sur

des hypoth�eses de r�egularit�e de f . Nous en avons retenu trois.

Le premier travail a donc consist�e en l'�etude de la qualit�e de trois estimateurs

de la variance du bruit pour un mod�ele de r�egression non param�etrique, il

s'agit de l'estimateur de J. Rice [61], de l'estimateur de T. Gasser [36] et

de l'estimateur de P. Hall [40]. Les expressions de ces trois estimateurs

sont rappel�ees ci-dessous ; puis pour chacun des trois mod�eles ci-apr�es, nous

donnons un tableau regroupant le calcul de la moyenne et du carr�e de l'erreur

standard des di��erentes estimations de la variance du bruit. Le nombre de

simulations pour chaque mod�ele est de 200, alors que le nombre de points

tests N s'�etend de 50 �a 250.

Nous avons retenu trois fonctions de r�egression d�e�nies sur l'intervalle [0; 1],

� mod�ele 1 :

f(x) = x � (x� 0:3) � (x� 0:5) � (x� 1:) + 0:2:

� mod�ele 2 :

f(x) = sin(6:28314 �x) �sin(6:28314 �(x�0:3)) �sin(6:28314 �(x�0:5)):

� mod�ele 3 :

f(x) = 5:sin(6:28 � x):

A partir des N variables al�eatoires d�e�nies par (1.1), nous d�e�nissons

l'estimateur de Rice

�̂2 =
1

2(N � 1)

N�1X
i=1

(Yi � Yi�1)2;

l'estimateur de Gasser

�̂2 =
2

3(N � 2)

N�1X
i=2

(
1

2
Yi�1 +

1

2
Yi+1 � Yi)

2;

l'estimateur de Hall

�̂2 =
1

N � 2

N�2X
i=1

(d0Yi + d1Yi+1 + d2Yi+2);



1.5. Simulations 25

avec d0 = 0:8090, d1 = �0:5 et d2 = �0:3090.

Les trois estimateurs d�e�nis ci-dessus font partie de la famille des es-

timateurs de la variance pour des mod�eles homosc�edatiques de r�egression

non param�etrique. Bas�es sur des di��erences entre les observations, ils ne

requi�erent pas une estimation pr�ealable de la fonction de r�egression. L'es-

timateur de Rice est l'unique estimateur de ce type qui fait intervenir les

di��erences entre uniquement deux observations : c'est un estimateur du

premier ordre. L'estimateur de Gasser, tout comme celui de Rice est bas�e

sur des di��erences sym�etriques (sym�etrie des poids qui pond�erent les ob-

servations), cependant il utilise les di��erences entre trois observations suc-

cessives, ce qui en fait un estimateur du second ordre. Contrairement �a

l'estimateur de Gasser et bien qu'ils soient tous les deux du second ordre,

l'estimateur de Hall n'est pas bas�e sur des di��erences sym�etriques, il est par

contre optimal au sens de l'erreur moyenne quadratique.

Pour le mod�ele 1, la variance du bruit Gaussien utilis�ee dans les simulations

est de 10�4 (ce qui correspond �a un rapport signal bruit presque �egal �a 4).

Les r�esultats sont les suivants :

m�ethode Gasser Rice Hall

50 points

moyenne 100.059 99.6978 99.4070

erreur-standard au carr�e 7.61626E-06 5.43302E-06 4.51146E-06

100 points

moyenne 100.694 100.541 100.251

erreur-standard au carr�e 4.37786E-06 3.29094E-06 2.72090E-06

150 points

moyenne 100.345 100.378 100.5

erreur-standard au carr�e 2.58307E-06 1.99188E-06 1.69957E-06

250 points

moyenne 100.954 100.647 100.153

erreur-standard au carr�e 1.78872E-06 1.41127E-06 1.20047E-06

Table 1.1 : Estimation de la moyenne (�106) et du carr�e de l'erreur stan-

dard pour di��erentes simulations. La variance du bruit Gaussien utilis�e dans

les simulations est �egale �a 10�4.
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Les mêmes simulations avec le mod�ele 2 ont donn�e le tableau 1.2 pour

un bruit Gaussien de variance 0:04, soit un rapport signal bruit �egal �a 2.

m�ethode Gasser Rice Hall

50 points

moyenne 4.01332E-02 4.25125E-02 4.63664E-02

erreur-standard au carr�e 1.21947E-04 8.78727E-05 7.73191E-05

100 points

moyenne 4.02849E-02 4.08652E-02 4.17408E-02

erreur-standard au carr�e 7.00480E-05 5.25437E-05 4.34925E-05

150 points

moyenne 4.01392E-02 4.04444E-02 4.09338E-02

erreur-standard au carr�e 4.13286E-05 3.18956E-05 2.73109E-05

250 points

moyenne 4.03818E-02 4.03643E-02 4.03261E-02

erreur-standard au carr�e 2.86183E-05 2.25779E-05 1.92031E-05

Table 1.2 : Estimation de la moyenne et du carr�e de l'erreur standard

pour di��erentes simulations. La variance du bruit Gaussien utilis�e dans les

simulations est �egale �a 4� 10�2
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Pour le troisi�eme et dernier mod�ele, la variance du bruit Gaussien a �et�e

de 2:25, ce qui correspond un rapport signal bruit �egal �a 5. Les r�esultats

des simulations sont regroup�es dans le tableau ci-dessous :

m�ethode Gasser Rice Hall

50 points

moyenne 2.25180 2.33724 2.46124

erreur-standard au carr�e 0.385560 0.278296 0.231968

100 points

moyenne 2.26564 2.28641 2.31405

erreur-standard au carr�e 0.221628 0.166458 0.137619

150 points

moyenne 2.25776 2.26893 2.28757

erreur-standard au carr�e 0.130764 1.00801E-01 8.62584E-02

250 points

moyenne 2.27147 2.26851 2.24476

erreur-standard au carr�e 9.05476E-02 7.14464E-02 4.87280E-02

Table 1.3 : Estimation de la moyenne et du carr�e de l'erreur standard

pour di��erentes simulations. La variance du bruit Gaussien utilis�e dans les

simulations est �egale �a 2.25.

Au vu des r�esultats obtenus ci-dessus, il est clair que l'utilisation de

l'estimateur de Gasser pour des �echantillons de faible taille est pr�ef�erable

aux deux autres alors que pour des �echantillons de taille moyenne, la qualit�e

de l'estimateur de Hall est sup�erieure aux autres.
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L'objet des simulations qui suivent est d'analyser, par des graphiques,

le comportement de l'estimateur de la fonction de r�egression, d�evelopp�e au

cours de ce chapitre.

Les trois �gures ci-dessous 1.3-5 repr�esentent l'estimation obtenue pour des

�echantillons de 256 points, et pour chacun de ces cas, la valeur de r a �et�e �x�ee

�a 16. �Etant donn�e la taille des �echantillons, nous avons utilis�e l'estimateur

de Hall, pour estimer la variance du bruit, dans l'algorithme 1.

Dans toutes les �gures donn�ees ci-apr�es, nous repr�esentons �a la fois la

fonction de r�egression, les observations et l'estimation obtenue par l'application

de l'algorithme 1.

0.14

0.15

0.16

0.17

0.18

0.19

0.2

0.21

0.22

0.23

0.24

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

"fig1.3b"
"fig1.3b"
"fig1.3s"

Figure 1.3 : La fonction de r�egression est donn�ee par le mod�ele 1, elle est

repr�esent�ee en trait continu et son estimateur en pointill�e.
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-1.2
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-0.8
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-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

sin(6.28314*x)*sin(6.28314*(x-0.3))*sin(6.28314*(x-0.5))
"simp"
"sime"

Figure 1.4 : La fonction de r�egression est donn�ee par le mod�ele 2, elle est

repr�esent�ee en trait continu et son estimateur en pointill�e.
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Tout comme pour les deux exemples pr�ec�edents, le rapport signal/bruit

est �egal �a 2.

-15

-10

-5

0

5

10

15

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

5.*sin(6.28*x)
"simp"
"sime"

Figure 1.5 : La fonction de r�egression est donn�ee par le mod�ele 3, elle est

repr�esent�ee en trait continu et son estimateur en pointill�e.
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Comparaison avec d'autres r�esultats

Dans cet exemple, la fonction de r�egression est une fonction polynômiale

(exemple extrait de [49]). Sur le graphe sont repr�esent�es les 100 points

�echantillons yi = f(xi)+"i, o�u "i suit une loi normale centr�ee avec un �ecart-

type �egal �a 0.1, la fonction de r�egression est repr�esent�ee par un trait continu

et l'estimateur obtenu par l'algorithme 1 est en pointill�e.

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-15*(x-1)*(x-0.5)*x+1.5
"glp"
"gle"

Figure 1.6 : La fonction de r�egression est la fonction f(x) = �15(x�
1)(x� 0:5)x+ 1:5. Dans ce cas r est �egal �a 8.
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Dans cet exemple, la fonction de r�egression est une fonction ayant deux

points de discontinuit�e, aux points 0:3 et 0:5. Sur le graphe sont repr�esent�es

les 256 points �echantillons yi = f(xi)+ "i, o�u "i suit une loi normale centr�ee

avec un �ecart-type de 0.096, la fonction de r�egression est repr�esent�ee par un

trait continu et l'estimateur obtenu par l'algorithme 1 est en pointill�e.

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

"figdp"
"figdp"
"fige"

Figure 1.7 : Dans ce cas r est �egal �a 16.

La fonction de r�egression utilis�ee est d�e�nie par

f(x) =

8>>>><>>>>:
4x2(3� 4x) si x � 0:3

0:3 si 0:3 < x � 0:5
4
3x(4x

2 � 10x+ 7)� 1:5 si 0:5 < x � 0:75
16
3 x(x� 1)2 si 0:75 < x:
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Le nuage de points de la �gure ci-dessous repr�esente les 1000 points issus

du mod�ele y = sin(4=t) + 1:5+ " avec " de loi normale centr�ee d'�ecart-type

�egal �a 0:2.

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

sin(4/t)+1.5
"glp"
"gle"

Figure 1.8 : La fonction de r�egression est repr�esent�ee en trait continu

et son estimateur en pointill�e. Dans ce cas r est �egal �a 32.

Les estimateurs obtenus pour les �gures 1.6 et 1.8 sont comparables aux

r�esultats de Mammen et Van de Geer[49] avec l'avantage que la m�ethode

propos�ee est plus rapide et moins complexe.

Les graphiques ci-dessus donnent une id�ee sur le caract�ere adaptatif de

la proc�edure d�ecrite dans l'algorithme 1. En e�et la largeur des intervalles,

constituant la partition du support de la fonction de r�egression, varie selon

la r�egularit�e de la fonction : plus la fonction est r�eguli�ere plus la largeur de

l'intervalle est grande. L'estimateur obtenu s'apparente �a l'estimateur du

type noyau �a fenêtre variable.
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Au vu des r�esultats pr�esent�es dans ce paragraphe et des diverses simula-

tions e�ectu�ees pour tester l'in
uence de l'estimation de la variance sur

l'estimateur de la fonction de r�egression obtenu par notre m�ethode, nous

concluons que :

1. La m�ethode est localement adaptative et produit une estimation ap-

proch�ee de la vraie fonction en d�epit de l'intensit�e du bruit.

2. Quel que soit l'estimateur de la variance, nous obtenons des estima-

tions similaires et ce pour les 3 estimateurs de variance �etudi�es.

3. Malgr�e le manque de lissitude de la fonction estimation (fonction en es-

caliers), cette derni�ere donne une id�ee pr�ecise sur l'allure de la fonction

de r�egression quand les intervalles de la partition du support contien-

nent su�samment de donn�ees.

1.6 Lien avec l'analyse multir�esolution

Nous avons signal�e au paragraphe 1.2, que le syst�eme de Haar est associ�e

�a une structure de multir�esolution que nous nous proposons de rappeler ci-

apr�es.

Du fait que les W
([0;1])
j d�e�nis dans le paragraphe 1.2 de ce chapitre, soient

orthogonaux, nous pouvons construire une suite de sous espaces embô�t�es

de L2([0; 1]) par

V
([0;1])
j = V

([0;1])
j�1 �W

([0;1])
j pour j 2 IN;

les V
([0;1])
j ainsi obtenus forment une analyse multir�esolution sur l'intervalle

[0; 1] telle qu'elle est d�e�nie dans l'annexe A.

D'autre part, soit P̂Vj
un estimateur du projecteur sur V

([0;1])
j et d�e�nis-

sons 'j;k = 2
j

2!1(2
j � �k) dont le support, not�e Ij;k , est �egal �a l'intervalle

[ k2j ;
k+1
2j ] ; on peut ais�ement montrer que chaque V

([0;1])
j est engendr�e par les

'jk; k = 0; 1; : : :2j � 1.

La proc�edure d�ecrite dans ce chapitre consiste �a �xer un jopt qui d�eter-

mine la longueur optimale des intervalles Ij;k, puis �a d�e�nir un estimateur

f̂jopt(}) =
X

(j;k)2}
P̂Vj

(f)1lIj;k ;
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o�u

} = f(j; k) 2 IN � ZZ : 1 � j � jopt et 0 � k � 2j � 1g
est tel que [(j;k)2}Ij;k = [0; 1].

L'application de l'algorithme 1 conduit �a la d�etermination d'un choix opti-

mal }�, ce qui correspond �a un choix optimal f̂jopt(}
�).

Une premi�ere possibilit�e pour g�en�eraliser cet algorithme �a des ondelettes

admettant une meilleure r�egularit�e, est d'utiliser une d�ecomposition qui

puisse pr�eserver l'�ecriture de l'estimateur. On pourrait se contenter de rem-

placer les estimateurs empiriques des < f; !� > obtenus pour Haar par ceux

obtenus pour une ondelette quelconque, mais malheureusement les supports

des ondelettes !� et !�+1 ne sont pas disjoints ce qui entrâ�ne une corr�ela-

tion entre les coe�cients de la d�ecomposition en ondelettes.

Une deuxi�eme possibilit�e est d'utiliser une d�ecomposition en paquets d'onde-

lettes ; c'est cette derni�ere qui sera retenue et fera l'objet du deuxi�eme

chapitre.





Chapitre 2

R�egression par paquets

d'ondelettes

Dans le chapitre pr�ec�edent, le probl�eme d'estimation de la fonction de

r�egression a �et�e abord�e �a l'aide d'un sch�ema de partitions r�ecursives binaires.

Grâce aux d�ecompositions en ondelettes de Haar, nous avons pu �etablir un

algorithme rapide pour l'�evaluation num�erique de l'estimateur et d�eterminer

ses propri�et�es statistiques. N�eanmoins, cet estimateur pr�esente les d�efauts

d'être constant par morceaux et discontinu sur les bords des intervalles de la

partition qui le d�e�nit, avec pour cons�equence une limitation de ses qualit�es

d'approximation lorsque la fonction de r�egression est r�eguli�ere.

Nous nous proposons de d�ecrire une m�ethode adaptative d'estimation

assez apparent�ee �a l'approche par partition r�ecursive. Elle sera associ�ee �a

des d�ecompositions en ondelettes r�eguli�eres.

L'approche que nous avons adopt�ee dans ce chapitre repose sur les d�ecom-

positions de la fonction de r�egression dans une \librairie" de bases associ�ees

�a des paquets d'ondelettes. Elle se r�ealise en trois �etapes :

1. Le choix de la meilleure base dans l'ensemble des bases d�e�ni par la

d�ecomposition en paquets d'ondelettes.

2. La s�election des coe�cients dans cette base les plus importants pour
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l'approximation de la fonction de r�egression.

3. L'utilisation des coe�cients retenus pour la reconstruction de l'estim-

ateur.

Le choix d'un ensemble de bases issues d'une d�ecomposition en paquets

d'ondelettes, nous permettra non seulement d'adopter un sch�ema r�ecursif

de calcul �etablissant le lien avec l'approche adopt�ee au chapitre pr�ec�edent,

mais donnera aussi lieu �a quelques approches adaptatives.
�Etant donn�e que nous utiliserons des bases de paquets d'ondelettes r�eguli�eres,

nous consacrerons le premier paragraphe de ce chapitre �a l'�etude des qualit�es

asymptotiques de l'estimateur de type ondelettes lorsque l'estimation de la

r�egression repose sur des analyses multir�esolutions r�eguli�eres.

Pour r�ealiser une m�ethode adaptative d'estimation, nous nous proposons

ensuite de s�electionner une base orthonorm�ee compl�ete dans une famille de

bases orthonorm�ees produite par une analyse par paquets d'ondelettes de

L2([0; 1]) ; l'int�erêt d'une librairie de bases de paquets d'ondelettes r�eside

dans le fait qu'elle conduit �a des sch�emas r�ecursifs associ�es �a des arbres bin-

aires.

Pour choisir la meilleure base, nous utiliserons trois approches distinctes. La

premi�ere s'inspire de techniques utilis�ees par Tarter et Kronmal dans le cadre

de l'estimation d'une densit�e ; nous conclurons cette approche par l'�enonc�e

d'un algorithme qui g�en�eralise l'algorithme 1 du premier chapitre. La deux-

i�eme approche associera des techniques de test et seuillage, ce qui permettra

�a la fois d'�eliminer les coe�cients de la d�ecomposition jug�es peu importants

et de modi�er ceux qui sont retenus a�n de diminuer l'erreur d'estimation.

Finalement, nous conclurons ce chapitre en adaptant le principe du boot-

strap �a notre probl�eme d'estimation.

Tout au long de ce chapitre, nous ferons usage de la d�ecomposition, du

vecteur des observations, �nie en paquets d'ondelettes. Les notions essen-

tielles pour ce type de d�ecomposition sont rappel�ees dans l'annexe A.

2.1 R�egression par ondelettes sur l'intervalle

Nous adopterons le même mod�ele qu'au chapitre 1 ; le vecteur des ob-

servations sera not�e y = (yi)
N
i=1. Chaque composante yi de ce vecteur, est

une r�ealisation d'une variable al�eatoire

Yi = f(xi) + "i; i = 1; : : : ; N
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o�u "i est une variable al�eatoire de moyenne nulle et de variance �2 et xi =
i
N .

Nous supposerons, tout au long de ce chapitre, que les Yi sont des variables

ind�ependantes et que le support de f est l'intervalle [0; 1].

En posant Fi = f(xi), nous pouvons �ecrire l'�equation vectorielle :

y = F+ "; (2:0)

avec F = (Fi)
N
i=1 et " = ("i)

N
i=1.

Notre objectif ci-apr�es, est de proposer un estimateur f̂ de la fonction

de r�egression sur l'intervalle [0; 1] lorsque cette derni�ere est r�eguli�ere par

morceaux ; en fait, nous estimerons les valeurs que prend f aux points xi.

2.1.1 Approximation de la fonction de r�egression

Dans ce qui suit, nous consid�erons une fonction d'�echelle du type Dau-

bechies �a support compact minimal, not�ee '. Nous rappelons qu'en d�e�nis-

sant par Vj le sous espace ferm�e engendr�e par les translations �a pas entiers

de la fonction 'j0 = 2
j
2'(2j�), la suite Vj , j 2 ZZ, est une analyse mul-

tir�esolution de L2(IR) (voir Annexe A). Soit alors  l'ondelette m�ere de

Daubechies associ�ee �a '.

Les ondelettes de Daubechies sont g�en�eralement index�ees par un entier L

et sont not�ees par L . L'indice L permet de d�eduire �a la fois la r�egularit�e

de la fonction d'�echelle et celle de l'ondelette m�ere, et la longueur de leur

support. En e�et, en notant par L', la fonction d'�echelle, nous avons :

1. Le support de L' est inclus dans [0; 2L� 1].

2. L' est p-r�eguli�ere avec p � 0:2L (i.e
R
IR jxjpjL'̂(x)j <1).

3. Le support de L est inclus dans [�L; L� 1].

4. La fonction L a la même r�egularit�e que L'.

5. L admet des moments nuls jusqu'�a l'ordre L ; i.e :

Z
xk L (x) dx= 0; k = 0; 1; : : :L;

Z
xL+1 L (x) dx 6= 0:
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Pour r, entier strictement sup�erieur �a 2, prenons L = r � 1 ; cette con-

dition revient �a exclure le cas des ondelettes de Haar (L = 1) de l'�etude

ci-apr�es. A�n d'all�eger les notations, r�1' et r�1 seront not�ees, dans tout

ce qui suit, ' et  respectivement. De plus, nous supposerons que ces

derni�eres ont le même support, l'intervalle [�L; L� 1] en l'occurrence ; ceci

est possible par simple translation du support de '.

Pour tout (j; k) 2 ZZ � ZZ, posons

'jk = 2
j

2'(2j � �k);

et  jk = 2
j
2 (2j � �k):

Vj est alors le sous espace ferm�e engendr�e par f'jk; k 2 ZZg. Soit Wj , le

sous espace ferm�e engendr�e par f jk; k 2 ZZg ; par construction, Wj est le

suppl�ementaire orthogonal de Vj dans Vj+1 (i.e : Vj+1 = Vj �Wj). Au vu

de la structure multir�esolution d�e�nie par les Vj ,

BIRJ = f'Jk;  jk; j = J; J + 1; : : : ; k 2 ZZg

est une base orthonorm�ee de L2(IR).

Comme, la fonction de r�egression du mod�ele 1.1 est �a support compact,

[0; 1] en l'occurrence, l'utilisation d'une base orthonorm�ee de L2(IR) conduit

�a une d�egradation de l'estimation aux extr�emit�es de l'intervalle [0; 1]. A�n

de pallier �a ce probl�eme, nous utiliserons une base orthonorm�ee d'ondelettes

de L2([0; 1]). Malheureusement, et contrairement au cas des ondelettes de

Haar, la restriction des �el�ements de cette base �a [0; 1] ne conduit pas �a une

base orthonorm�ee d'ondelettes de L2([0; 1]).

N�eanmoins, par le travail de Cohen et al [17], il est possible de construire

une base orthonorm�ee d'ondelettes de L2([0; 1]) de type Daubechies, via la

construction d'une analyse multir�esolution sur l'intervalle [0; 1] (cette con-

struction est largement d�etaill�ee dans l'annexe A). Cohen et al construisent

pour tout j un syst�eme orthonorm�e f ~'jk; k = 1; 2 : : :2jg (certains de ces

�el�ements sont obtenus par translation et dilatation de ', les autres sont

construits �a la main), et lui associent le sous-espace ferm�e V
[0;1]
j engendr�e

par les �el�ements de ce syst�eme. Par construction, les V
[0;1]
j d�e�nissent une

analyse multir�esolution sur l'intervalle [0; 1]. Ils en d�eduisent alors un autre

syst�eme orthonorm�e f ~ jk; k = 1; : : :2jg, tel que le sous espace ferm�e W
[0;1]
j ,

engendr�e par ce dernier, soit le suppl�ementaire orthogonal de V
[0;1]
j dans
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V
[0;1]
j+1 ; ainsi W

[0;1]
j v�eri�e la relation suivante :

V
[0;1]
j+1 = V

[0;1]
j �W

[0;1]
j :

Ceci permet de d�e�nir pour tout J0,

B[0;1]
J0

= f ~'J0k ;
~ jk; j = J0; J0 + 1; : : : ; k = 1; : : :2jg;

une base orthonorm�ee de L2([0; 1]) poss�edant les mêmes propri�et�es de r�egu-

larit�e que la base BIRJ0 .
Pour des consid�erations, purement techniques, il faut que 2J0 � 2L ; ce qui

sera le cas dans ce qui suit ci-apr�es. Notons alors et tout au long de ce

chapitre par J0 le plus petit entier j tel que 2j � 2L.

Quelque soit j � J0, la projection de f de L2([0; 1]) sur l'espace d'appro-

ximation V
[0;1]
j s'�ecrit

fj =
2jX
k=1

< f; ~'jk > ~'jk: (2.1)

Le lemme 2.1, ci-dessous, permet de contrôler l'erreur d'approximation

de f par fj , en norme L2([0; 1]).

Lemme 2. 1. Si f une fonction continûment d�erivable �a l'ordre (r�1) dont

la d�eriv�ee �a l'ordre r est continue par morceaux, alors

jjf � fj jj2L2([0;1]) � Cr2
�2jr;

avec C
1
2
r = (r!(1� 2�2r)

1
2 )�1(

R jyr (y)j dy) sup jf (r)j.
Preuve du lemme 2.1 :

Pour all�eger l'�ecriture de cette d�emonstration, posons pour tout (l; k),

dlk =< f; ~ lk > :

Nous avons alors,

dlk =
R ~ lk(x)f(x) dx

=
R
2

l
2 ~ k(2

lx)f(x) dx

= 2�
l
2
R ~ k(y)f(

y
2l
) dy;

ainsi

2
l
2 dlk =

Z
~ k(y)f(

y

2l
) dy:
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Par un d�eveloppement limit�e de Taylor �a l'ordre r de f , au voisinage de

0, et du fait que  a des moments nuls jusqu'�a l'ordre (r� 1), nous avons

2
l
2 dlk =

R ~ k(y)fPr�1
j=0(j!)

�1
�

y
2l

�j
f (j)(0)

+((r � 1)!)�1
�

y
2l

�r
[
R 1
0 (1� t)r�1f (r)( ty2l ) dt]g dy

= ((r� 1)!)�1
R ~ k(y)

�
y
2l

�r
[
R 1
0 (1� t)r�1f (r)( ty2l ) dt] dy

� 2�lr

(r!) (
R 1
0 jyr ~ k(y)j dy) sup

x
jf (r)(x)j:

Du fait que B[0;1]
J0

soit une base orthonorm�ee de L2([0; 1]), alors

f � fj =
1X
l=j

2lX
k=1

dlk ~ lk:

Ainsi

jjf � fj jj2L2([0;1]) =
P1

l=j

P2l

k=1 d
2
lk

�
1X
l=j

2lX
k=1

2�l(2r+1)(r!)�2(
Z 1

0
jyr ~ k(y)j dy)2( sup

x
jf (r)(x)j)2;

d'o�u le r�esultat.

Partant du lemme 2.1, nous nous proposons dans le paragraphe suivant

d'estimer f par une estimation de sa projection sur V
[0;1]
j .

2.1.2 Estimation de la fonction de r�egression

Pour tout r�eel positif �, nous dirons qu'une fonction g de L1(IR) est

�-r�eguli�ere si et seulement siZ
IR
jxj�jĝ(x)j dx <1;

ĝ �etant la transform�ee de Fourier de g, et nous d�esignerons par C�(IR),

l'espace des fonctions �-r�eguli�eres.

Notons (voir [16]) que, si nous d�esignons par H�, l'espace des fonctions

h�old�eriennes d'exposant �, nous avons alors l'inclusion suivante

C� � H�:
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L'inclusion dans l'autre sens n'est pas v�eri��ee. Cependant, si nous nous

limitons aux fonctions �a support compact, nous avons :

8" > 0; H�� 1
2�� � C�:

Notons s0 le vecteur de IR2j dont chaque composante s0k , k = 1; 2; : : :2j ,

est d�e�nie par :

s0k =
1

N

NX
i=1

Fi ~'jk(xi); (2.2)

les Fi et xi �etant d�e�nis dans le paragraphe 2.1. Nous avons le r�esultat

suivant :

Lemme 2. 2. Sous les conditions du lemme 2.1, et si r > 2, on a

8 k = 1; : : :2j,

js0k� < f; ~'jk > j � 2j(p�
1
2 )N�p(const:jjf jj1 + o(1)):

La constante ci-dessus d�epend uniquement de la fonction d'�echelle ' et de

sa r�egularit�e, et p est �egal �a 0:2(r� 1).

Preuve du lemme 2.2 :

Nous nous contenterons de d�emontrer le r�esultat pour des fonctions ~'jk

d�e�nies par simple dilatation et translation de la fonction d'�echelle ', i.e :

~'jk = 'jk = 2
j

2'(2j � �k):

Le support de ' �etant l'intervalle [�L; L � 1], celui de 'jk est l'intervalle

[�L+k2j ; L�1+k2j ].

D'autre part, comme L = r�1 et que ' est de classe Cp � Hp avec p � 0:2�L,
nous avons :

< f; 'jk > � 1
N

PN
i=1 'jk(

i
N )f( i

N ) =
R 1
0 f(x)'jk(x) dx� 1

N

PN
i=1 'jk(

i
N )f( i

N )

=
Pd (L�1+k)N

2j
e

i=1+[ (�L+k)N
2j

]

R i
N
i�1
N

(f(x)'jk(x)

�f( i
N )'jk(

i
N )
�
dx

=
PR i

N
i�1
N

['jk(
i
N )(f(x)� f( i

N ))

+('jk(x)� 'jk(
i
N ))f(x)] dx:

[x] et dxe ci-dessus d�esignent respectivement le plus grand entier (le plus

petit entier) inf�erieur ou �egal (sup�erieur ou �egal) �a x.
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Ainsi,

j < f; 'jk > � 1
N

PN
i=1 'jk(

i
N )f( i

N )j �PR i
N
i�1
N

h
2
j

2 j'(2j i
N � k)j jf(x)� f( i

N )j

+2j(p+
1
2
) sup jf(x)jconst:pjx� i

N jp
i
dx

=
PR i

N
i�1
N

h
2
j
2 j'(2j i

N � k)jconst:rjx� i
N jr�1

+2j(p+
1
2 )jf(x)jconst:pjx� i

N jp
i
dx:

=
Ph

2
j

2 sup j'(x)j const:rr N�r

+ 2j(p+
1
2 ) sup jf(x)j const:pp+1 N�(p+1)

i
:

= 2j(p�
1
2 )N�p

�
(2L�1p+1 )const:p sup jf j+ o(1)

�
.

Pour les autres �el�ements, la d�emarche ci-dessus ne varie pas sauf que

pour chaque cas il convient de pr�eciser le support de ~'jk (cf. Annexe A).

Le lemme 2.2 �etabli, soit ~fj l'approximation de fj d�e�nie par :

~fj =
2jX
k=1

s0k ~'jk: (2.3)

Il est maintenant naturel d'estimer fj par

f̂j =
2jX
k=1

ŝ0k ~'jk; (2.4)

o�u ŝ0k est obtenu en rempla�cant les valeurs Fi par yi dans (2.2) ; ce qui

conduit �a :

ŝ0k =
1

N

NX
i=1

yi ~'jk(xi): (2.5)

Le calcul du MISE de l'estimateur d�e�ni par (2.4) revient �a �evaluer l'erreur

d'approximation de f par fj , sa projection sur le j�eme niveau de la mul-

tir�esolution, puis �a d�eterminer le biais et la variance de f̂j , l'estimateur de

fj ; ainsi, sous les hypoth�eses requises pour f et ' dans les lemmes 2.1-2,

nous �etablissons le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2. 1. Sous les conditions du lemme 2.1 et pour l'ondelette d�e�nie

au paragraphe 2.1, on a
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MISE(f̂j) � 2j

N
�2(1 + o(1)) + const:(

2j

N
)2p(1 + o(1)) + Cr2

�2jr;

const: �etant une constante qui d�epend que de ' et de f .

Ainsi,

1. si p � 1
2 (i.e r � 4), alors le MISE est optimal pour Jopt tel que

Jopt = log2(C1N
1

2r+1 );

et sa valeur optimale est au plus �egale �a CrC1N
�2r
2r+1 , C1 �etant �egale �a

(2rCr

�2 )
1

2r+1 et o�u Cr est la constante du lemme 2.1.

2. si p < 1
2 , le MISE est optimal pour Jopt tel que

2Jopt = O(N
p

r+p );

et sa valeur optimale est �egale �a O(N
�2pr
r+p ).

Preuve du th�eor�eme 2.1 :

Il est facile de voir que par le lemme 2.2, il existe une constante const

telle que :

Z 1

0
( ~fj � fj)

2(x) dx = const:(
2j

N
)2p(1 + o(1)):

D'autre part :

E[f̂j] = ~fj

et var[ŝ0k] = var[ 1N
PN

i=1 Yi ~'j;k(
i
N )]

= �2

N2

PN
i=1 ~'2j;k(

i
N )

= �2

N (
R
~'2j;k(x) dx+ o(1))

= �2

N (1 + o(1)):

Par l'�egalit�e de Parseval, nous avons :

E
R 1
0 (f̂j � fj)2(x) dx = E[

P2j
k=1(ŝ

0
k� < f; 'jk >)2]

=
P2j

k=1E[(ŝ0k� < f; 'jk >)2]

=
P2j

k=1f(E[ŝ0k]� < f; 'jk >)2 + var[ŝ0k]g
=
R 1
0 (

~fj � fj)
2(x) dx+

P2j
k=1 var[ŝ

0
k]:



46 Chapitre 2 : R�egression par paquets d'ondelettes

Ainsi,

E

Z 1

0
(f̂j � fj)

2(x) dx = const:(
2j

N
)2p(1 + o(1))+

2j

N
�2(1 + o(1)): (2.6)

La d�ecomposition suivante,

MISE(f̂j) = E

Z 1

0
(f̂j � fj)

2(x) dx+

Z 1

0
(fj � f)2(x) dx;

le lemme 2.1 et l'identit�e (2.6) permettent alors de conclure la d�emonstration

du Th�eor�eme 2.1

Nous avons �etabli dans ce paragraphe une proc�edure d'estimation de la

fonction de r�egression �a l'aide d'une d�ecomposition sur une base d'ondelettes

�a support compact pr�esentant une erreur quadratique moyenne int�egr�ee op-

timale au sens de Stone [67]. Il est alors naturel d'�evoquer le choix de la

base optimale permettant une estimation adapt�ee aux donn�es observ�ees, de

la fonction de r�egression.

2.2 R�egression par paquets d'ondelettes

Avant de proc�eder �a l'�ecriture de l'estimateur de type projection bas�e

sur des paquets d'ondelettes, nous pr�esentons sommairement la d�e�nition

d'une base de paquets d'ondelettes sur l'intervalle.

La donn�ee de la base orthonorm�eeB[0;1]
J0

du paragraphe 2.1.1 est �equivalen-

te �a la d�ecomposition de L2([0; 1]) en somme orthogonale des sous espaces

V
[0;1]
J0

et W
[0;1]
l ; l = J0; J0 + 1; : : :1; i.e :

L2([0; 1]) = V
[0;1]
J0

?� W
[0;1]
J0+1

?� : : : :

Il est par ailleurs �evident que pour chaque j � J0, en appliquant le sch�ema

ci-apr�es

V
[0;1]
l = V

[0;1]
l�1

?� W
[0;1]
l�1

V
[0;1]
l�1 = V

[0;1]
l�2

?� W
[0;1]
l�2 ;

pour l = j; : : : ; J0 + 2, et o�u la somme est orthogonale, nous obtenons une

unique d�ecomposition de V
[0;1]
j de la forme :

V
[0;1]
j = V

[0;1]
J0

?� W
[0;1]
J0+1

?� : : :W
[0;1]
j�1 :
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Une telle d�ecomposition est d�esign�ee par d�ecomposition en ondelettes de

V
[0;1]
j . Il s'ensuit que

B[0;1]
J0;j

= f ~'J0k ;
~ lk; l = J0; J0 + 1; : : :j � 1; k = 1; : : :2lg;

est une base orthonorm�ee de V
[0;1]
j .

Nous pourrions �egalement d�ecomposer lesW
[0;1]
l dans le sch�ema de la d�ecomposi-

tion en ondelettes. Nous obtiendrions ainsi :

V
[0;1]
j = V

[0;1]
j�1

?� W
[0;1]
j�1 ;

puis 8<: V
[0;1]
j�1 = V

[0;1]
j�2

?� W
[0;1]
j�2

W
[0;1]
j�1 = W

[0;1]
j�2;2

?� W
[0;1]
j�2;3:

En posant W
[0;1]
j�2;1 = W

[0;1]
j�2 et W

[0;1]
j�2;0 = V

[0;1]
j�2 , nous avons alors

Vj = W
[0;1]
j�2;0

?� W
[0;1]
j�2;1

?� W
[0;1]
j�2;2

?� W
[0;1]
j�2;3;

la somme �etant orthogonale.

Soit alors le sch�ema suivant

W
[0;1]
lk = W

[0;1]
l;2k

?� W
[0;1]
l;2k+1;

l = j; j � 1; : : : ; J0 + 1; et k = 0; 1; : : : ; 2l � 1, o�u Wl;0 = Vl et Wl;1 = Wl,

et la somme est orthogonale. Son application conduit �a la d�ecomposition

suivante

V
[0;1]
j = V

[0;1]
J0

?� W
[0;1]
J0;1

?� : : :
?� W

[0;1]

J0;2j�J0�1:

Une telle d�ecomposition est appel�ee d�ecomposition en paquets d'ondelettes

de V
[0;1]
j au niveau J0 ou encore d�ecomposition en paquets d'ondelettes de

V
[0;1]
j �a l'ordre j � J0 ; elle sera not�ee par DDPO.

Concr�etement, la DDPO �equivaut �a la construction (voir annexe A)

d'une suite d'�el�ements de base de paquets d'ondelettes

f!lk; k = 1; 2; : : : ; 2J0 ; l � J0g;
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telle que !J0k = ~'J0k et !J0+1;k = ~ J0k. Par construction même, V
[0;1]
J0

est

engendr�e par f!J0k; k = 1; 2; : : : ; 2J0g et chaqueW
[0;1]
J0l

, l = 1; : : : ; 2j�J0� 1,

est engendr�e par f!lk; k = 1; 2; : : : ; 2J0g. Nous en d�eduisons que

Bj = f!lk; J0 � l � 2j�J0 � 1; k = 1; 2; : : : ; 2J0g

est une base orthonorm�ee de V
[0;1]
j .

2.2.1 D�ecomposition en paquets d'ondelettes d'une fonction

Une des propri�et�es caract�eristiques d'une analyse multir�esolution r�eelle

associ�ee �a des ondelettes (voir paragraphe 2.1.1) est que pour tout j1, j2 dans

ZZ, si Vj1 , j
�eme
1 niveau de la multir�esolution, est engendr�e par f'j1k; k 2 ZZg

alors Vj2 est engendr�e par f2 j2�j1
2 'j1k(2

j2�j1 �); k 2 ZZg. Cette propri�et�e

est pr�eserv�ee dans la construction de Cohen et al [17] des ondelettes sur

l'intervalle.

Ainsi, pour le choix du syst�eme

f2 j�J0
2 ~'J0k(2

j�J0 �); k = 1; 2; : : :2jg;

comme base de V
[0;1]
j , soit ~fj d�e�ni par

~fj =
2jX

k=1

s0k2
j�J0
2 ~'J0k(2

j�J0 �);

les s0k �etant d�e�nis par (2.2) o�u nous rempla�cons ~'jk par 2
j�J0
2 ~'J0k(2

j�J0 �).
La fonction ~fj , ainsi d�e�nie, correspond �a une approximation de la projec-

tion de f sur V
[0;1]
j .

Posons dans tout ce qui suit g = ~fj . La DDPO de g consiste �a �ecrire g

sous la forme :

g(x) = g11(x) + g12(x):

Les fonctions g11 et g12, respectivement dans V
[0;1]
j�1 et W

[0;1]
j�1 , sont d�e�nies

par :

g11(x) =
2j�1X
k=1

s1;1k 2
j�J0�1

2 !J0k(2
j�J0�1

2 x);

et g12(x) =
2j�1X
k=1

s1;2k 2
j�J0�1

2 !J0+1;k(2
j�J0�1

2 x):
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En r�eit�erant la proc�edure un nombre de fois �egal �a l, nous obtenons une

nouvelle �ecriture de g :

g(x) =
2lX

m=1

gl;m(x); (2.7)

avec

gl;m(x) =
2j�lX
k=1

sl;mk 2
j�J0�l

2 !J0+m�1;k(2
j�J0�l

2 x): (2.8)

Chaque sl;mk d�e�ni ci-dessus s'�ecrit

s
l;m
k =

1

N

NX
i=1

Fi2
j�J0�l

2 !J0+m�1;k(2
j�J0�l

2 xi):

Cette d�ecomposition �equivaut �a la construction d'une matrice orthogon-

ale W
(l)
j d'ordre 2j et dont l'application au vecteur s0 d�e�nit la DDPO de

g (i.e : ~fj) �a l'ordre l (ou encore d�ecomposition de g au niveau j � l) :

s(l) := W
(l)
j s0; (2.9)

de version empirique

ŝ(l) := W
(l)
j ŝ0:

Il est maintenant ais�e de voir qu'une estimation de f est donn�ee par :

gest =
2lX

m=1

gestl;m ; (2.10)

o�u

gestl;m =
2j�J0�lX
k=1

ŝ
l;m
k 2

j�J0�l

2 !J0+m�1;k(2
j�J0�l

2 �): (2.11)

Remarque 2. 1. Le vecteur s(l), d�e�ni par (2.9) et son analogue ŝ(l), ont

une d�ecomposition en blocs qui correspond �a la DDPO de g.

s(l) = [sl;1; sl;2; : : :sl;2
l
]0.

ŝ(l) = [ŝl;1; ŝl;2; : : : ŝl;2
l

]0.
sl;mk et ŝl;mk sont les k�eme composantes respectives des blocs sl;m et ŝl;m, de

dimension 2j�l.

Les param�etres l et m, utilis�es dans (2.11), d�eterminent respectivement

l'ordre de la d�ecomposition et le num�ero du paquet.
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En e�et, la d�ecomposition �a l'ordre l de s0, conduit au sch�ema suivant :

s01; : : :s
0
2j

@
@
@@R

�
�
��	

s1;21 ; : : :s1;22j�1

@
@
@R

�
�
�	

s2;41 ; : : :s2;42j�2s2;31 ; : : :s2;32j�2

s1;11 ; : : :s1;12j�1

@
@
@R

�
�
�	

s2;11 ; : : :s2;12j�2 s2;21 ; : : :s2;22j�2

: : :

sl;11 ; : : :sl;1
2j�l sl;21 ; : : :sl;2

2j�l : : : sl;2
l

1 ; : : :sl;2
l

2j�l :

Figure 2.1 : D�ecomposition en paquets d'ondelettes �a l'ordre l.

Grâce �a la d�ecomposition en paquets d'ondelettes, l'estimateur de la

projection de f sur V
[0;1]
j (resp. Vj) admet plusieurs �ecritures �equivalentes

chacune associ�ee �a une base particuli�ere de V
[0;1]
j (resp. Vj). Nous nous

proposons d'en choisir la plus adapt�ee et cela a�n d'obtenir une estimation

adaptative de la fonction de r�egression. L'ensemble des proc�edures que nous

allons d�e�nir dans les paragraphes 2.3-5, reposent sur le sch�ema suivant :

1. Partant du vecteur des observations y et par une d�ecomposition dis-

cr�ete en paquets d'ondelettes (DDPO), nous d�eterminons le vecteur

suivant :

v = Wy; (2.12)

o�u W est une matrice orthogonale.

2. Nous d�e�nirons un op�erateur non lin�eaire >, voire proc�edure, a�n

d'annuler ou de corriger certaines composantes de v ; il en r�esulte

v0 = >(v).

3. L'estimation F̂ de F, d�e�nie dans le paragraphe 2.1, est alors obtenue

par l'application de la matrice transpos�ee WT �a v0 ; d'o�u une estima-

tion des valeurs �echantillonn�ees de f aux points xi.
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Notre technique d'estimation se r�esume donc �a d�e�nir :

F̂ = (WT � > �W )y:

2.3 G�en�eralisation de l'Algorithme 1

2.3.1 Description de la proc�edure

Compte tenu de la remarque �emise au paragraphe 1.6 du chapitre 1 �a

propos du lien �etabli entre l'estimateur de type projection bas�e sur le sys-

t�eme de Haar et l'analyse multir�esolution, nous allons adapter le sch�ema de

l'algorithme 1 �a la DDPO. Pour cela, nous identi�erons dans un premier

temps les param�etres de contrôle de l'algorithme 1 ; ainsi la longueur opti-

male des intervalles dyadiques, 2�J par exemple, correspond au niveau de

r�esolution d�esir�e d'ordre J . Aux coe�cients de la transform�ee en ondelettes

discr�ete et �nie seront substitu�es leurs analogues obtenus par la DDPO ;

quand au seuil utilis�e dans le crit�ere de s�election de l'algorithme 1, il sera

tout simplement remplac�e par une estimation de la variance des paquets.

Pour cette premi�ere proc�edure, la d�e�nition du vecteur v d�e�ni par (2.12)

n�ecessite deux �etapes :

1. A partir du vecteur des observations y, nous construisons, par (2.4)

et (2.5), une estimation f̂J de la projection sur V
[0;1]
J de f , la fonction

de r�egression du mod�ele d�e�ni en d�ebut de ce chapitre. Le choix de

la valeur de J est donn�e par le Th�eor�eme 2.1 et conduit �a une valeur

asymptotiquement optimale du MISE.

2. Cette estimation est ensuite d�ecompos�ee en paquets d'ondelettes �a

l'ordre l selon le sch�ema d�ecrit dans le paragraphe pr�ec�edent. Le

vecteur obtenu suite �a la d�ecomposition en paquets d'ondelettes est

not�e v.

Nous obtenons ainsi 2l paquets contenant chacun 2J�l coe�cients ; les dif-

f�erents paquets sont alors associ�es aux n�uds d'un arbre binaire de la fa�con

suivante :
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v1

?
v2

@
@
@
@@R

�
�

�
��	

v4

B
B
B
BBN

�
�
�
��


v8v7

v3

B
B
B
BBN

�
�
�
��


v6v5: : :

v2
l�1+1 v2

l�1+2 : : : v2
l
:

Figure 2.2 : Arbre binaire associ�e �a la proc�edure.

Par l'utilisation de l'algorithme ci-apr�es, nous proc�edons alors �a une

s�election des paquets par une technique analogue �a celle utilis�ee dans l'algorithme 1

du chapitre 1.

ALGORITHME 2

Retenir v1

Pour jpuis = 1; 2 : : :l� 1

� Pour j = 1; 2 : : :2jpuis�1

� Faire

� ind0 = 2jpuis + j

� ind = ind0
� Faire jusqu'�a jvindj2 > 2J�l+1var

N

� ind = ant(ind)

� Fin de Faire

� Si moyarithm�etique (jvind0 j2; jvant(ind0)j2; : : : jvindj2) > 2J�l+1var
N

� Alors retenir tous les �el�ements vind0 ;vant(ind0); : : :vind

� Autrement j = j + 1

� Fin de Si

� Fin de Pour ;

� jpuis = jpuis+ 1

Fin de Pour.
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Dans l'algorithme 2, le param�etre var, correspond �a une estimation de

la variance du bruit. Par ailleurs, la fonction ant est d�e�nie de IN dans IN

par :

ant(j) = [
j + 1

2
] o�u [x] d�esigne la partie enti�ere de x:

L'application de cet algorithme permet alors de construire un vecteur

v0 qui, par reconstitution, conduit au calcul de l'estimateur de f via (2.10)

et (2.11).

2.3.2 Simulations

Les simulations suivantes ont pour but d'illustrer la proc�edure d'estimat-

ion associ�ee �a l'algorithme 2. Les ondelettes utilis�ees dans nos simulations

sont les ondelettes de Daubechies d'ordre L = 1; 3; 6.

L'estimation de la variance du bruit est obtenue par la m�ethode de Hall ; ce

choix est largement comment�e au chapitre 1. Pour le choix de l, l'ordre de

la DDPO, nous avons pris la plus grande valeur possible.

A�n de comparer les r�esultats obtenus par l'utilisation de l'algorithme 1 pour

le syst�eme de Haar et la proc�edure d�ecrite ci-dessus associ�ee aux paquets

d'ondelettes de Haar, nous avons utilis�e une des fonctions de r�egression

utilis�ees au chapitre 1.

L'ensemble des simulations a �et�e e�ectu�e avec une seule et même fonction

de r�egression

f(x) = x(x� 0:3)(x� 0:5)(x� 1:) + 0:2:

Les donn�ees sont issues du mod�ele Yi = f(xi)+"i, avec "i i.i.d, de loi Gaussi-

enne centr�ee et de variance �2. La fonction f a �et�e discr�etis�ee en 256 points

�equidistants sur l'intervalle [0; 1]. Pour l'ensemble des simulations, le rap-

port signal/bruit a �et�e choisi �egal �a 2.
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Dans un premier temps, nous comparerons les r�esultats obtenus via

l'utilisation de l'algorithme 1 du chapitre 1 et la proc�edure d�ecrite ci-dessus

associ�ee aux paquets d'ondelettes de Haar. Cette comparaison est illustr�ee

par les �gures 2.3 et 2.4.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.15

0.16

0.17

0.18

0.19

0.2

0.21

0.22

0.23

Figure 2.3 : Estimation obtenue pour une d�ecomposition au niveau 3 avec

le même niveau de bruit et le même nombre de points �echantillons que la

�gure 1.3 du premier chapitre.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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0.2

0.21

0.22

0.23

Figure 2.4 : Estimation obtenue pour une d�ecomposition au niveau 4 de

la multir�esolution. Le nombre de points �echantillons N est �egal �a 256 et le

rapport signal bruit est �egal �a 2.

Contrairement �a l'estimateur adaptatif bas�e sur le syst�eme de Haar ( voir

chapitre 1), l'estimation bas�ee sur les paquets d'ondelettes produit des inter-

valles de même longueur ; cependant il s'adapte parfaitement �a la r�egularit�e

de la fonction de r�egression. Ainsi, sur l'intervalle [0:25; 0:5], l'estimateur

de Haar (chapitre 1) produit deux intervalles de même longueur 0:125 ( la

valeur optimale des intervalles est �egale �a 0:0625) et deux constantes dont

les valeurs sont proches ( voir �g 1.3) ; une estimation identique est obtenue

pour le deuxi�eme estimateur avec un niveau �egal �a 3 ( voir �g 2.3), alors

que pour un niveau �egal �a 4 ( voir �g 2.4), l'estimateur bas�e sur les paquets

d'ondelettes produit quatre constantes dont deux sont quasiment identiques,

ce qui revient �a une estimation sur l'intervalle [0:3125; 0:4375] de longueur

0:125 ( la valeur optimale des intervalles ayant �et�e choisie �egale �a 0:0625).

Ci-apr�es, nous utilisons des ondelettes de Daubechies r�eguli�eres. Pour les

�gures 2.5-6 et 2.7-8, le niveau de r�esolution a �et�e �x�e �a 3 alors que l'ordre

de l'ondelette est successivement �egal �a 3 puis �a 6 (i.e L = 3 et L = 6).

Dans chacun de ces deux cas (�gures 2.5 et 2.7) nous avons d'abord test�e

l'e�cacit�e de la proc�edure sur des donn�ees non bruit�ees.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.175
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0.19
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0.205

Figure 2.5 : Estimation obtenue par les ondelettes de Daubechies d'ordre

3 avec un �echantillon de taille 256.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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0.21

0.22

0.23

Figure 2.6 : 256 points �echantillons ont �et�e utilis�es avec un rapport signal-

bruit �egal �a 2.

La fonction de r�egression est repr�esent�ee en trait continu et son estimat-

ion en pointill�e.

Pour les �gures 2.5 et 2.6 (ainsi que 2.7 et 2.8 ci-apr�es) les paquets

retenus via l'application de l'algorithme 2 pour le signal avec bruit sont les

mêmes que ceux retenus pour le signal sans bruit.
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Figure 2.7 : Estimation obtenue par les ondelettes de Daubechies d'ordre 6.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.15

0.16

0.17

0.18

0.19

0.2

0.21

0.22

0.23

Figure 2.8 : 256 points �echantillons ont �et�e utilis�es avec un rapport signal-

bruit �egal �a 2.

Compte tenu de l'ensemble des simulations e�ectu�ees, nous remarquons

1. La lissitude de l'estimateur augmente avec la r�egularit�e de l'ondelette

utilis�ee conduisant �a une am�elioration de la qualit�e de l'estimateur

propos�e.

2. Contrairement �a beaucoup d'estimateurs de r�egression, la qualit�e de

l'estimateur obtenu par l'application de l'algorithme 2 ne se d�egrade

pas trop aux extr�emit�es du support de la fonction de r�egression.
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2.4 Tests et Seuillages

Dans ce paragraphe, nous supposons que le bruit du mod�ele (2.0) est

Gaussien et que N , le nombre des observations, est une puissance de 2 ;

ainsi, il existe n entier naturel tel que N = 2n.

Plutôt que d'estimer f par un estimateur de sa projection sur V
[0;1]
j ,

nous pr�ef�ererons d�ecomposer le vecteur des coe�cients empiriques par paq-

uets d'ondelettes �a partir de la r�esolution la plus �ne. Pour s�electionner la

meilleure base, nous utiliserons des tests et des techniques de seuillage.

Nous estimerons d'abord P
[0;1]
Vn

(f). Pour cela, nous utiliserons des ondelettes

�a support compact de type coi
et (cf. Annexe A). Les coi
ets n'ont, jusque

l�a, pas �et�e associ�es �a une AME sur l'intervalle et de ce fait, une correction

des e�ets de bord s'impose et nous pourrons utiliser l'une des m�ethodes

d�ecrites dans [17]. Nous pouvons toutefois consid�erer que nous estimons la

fonction de r�egression sur un intervalle strictement inclus dans [0; 1]. Nous

utiliserons alors une estimation de la projection sur Vn au lieu de V
[0;1]
n en

se basant sur la donn�ee du vecteur F. Posons :

s0 = 2�
n
2F; (2.13)

et ŝ0 = 2�
n
2 y:

Le choix du vecteur s0 d�e�ni ci-dessus est justi��e par le r�esultat suivant :

Lemme 2. 3 (A. Antoniadis) Sous les hypoth�eses suivantes :

� H1: f appartient �a l'espace de Sobolev H�([0; 1]) � > 1
4 .

� H2: l'AME est r-r�eguli�ere, i.e : la fonction d'�echelle est continûment

d�erivable �a l'ordre r et ses d�eriv�ees sont �a d�ecroissance rapide .

Alors pour une coi
et d'ordre L telle que L > � + 1, et pour tout L � k �
2n � L, nous avons :

2
n
2 j < f; 'n;k(:) > �s0k j � O(2�n(�+

1
2 )):

Partant du lemme 2.3, nous d�eterminerons la DDPO �a l'ordre l du vecteur

s0. Soit W
(l)
n la matrice orthogonale associ�ee �a cette d�ecomposition. Dans

ce qui suit, nous �xerons l �a J = n � Jopt o�u Jopt est la valeur optimale du
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Th�eor�eme 2.1, et nous poserons W = W
(J)
n .

En appliquant W de part et d'autre de la relation (2.0), nous obtenons :

v = W ŝ0 = 2�
n
2Wy

= 2�
n
2W (F+ ")

= 2�
n
2 (� + z);

o�u � = WF et z = W".

Comme W est orthogonale, z a la même structure de variance-covariance

que " et de plus z est un vecteur Gaussien.

Nous nous proposons ci-apr�es de construire une estimation adapt�ee de

� par l'application d'un op�erateur non lin�eaire >. Ce dernier aura pour

principale tâche de d�etecter les blocs de v qui ne contiennent essentiellement

que du bruit et de les �eliminer (i.e : annuler leurs composantes), puis de

\corriger" ceux qui contiennent le signal pour aboutir ainsi �a une bonne

estimation de �. Nous allons donc :

1. Op�erer un test sur chacun des paquets en utilisant le travail de J. Fan

[31].

2. Adapter les paquets en utilisant la technique de seuillage d�e�nie par

Donoho et Johnstone [27].

Le r�esultat de ces op�erations conduit �a une version d�ebruit�ee v0 de v, �a

laquelle nous associerons, par reconstitution, l'estimateur f̂ de f .

Pour faciliter l'�ecriture, nous supprimerons l'indexation par J et nous

adopterons la notation :

v = [v(1);v(2); : : :v(2
J)]0;

� = [�(1);�(2); : : :�(2J)]0

et

z = [z(1); z(2); : : :z(2
J)]0:

Chaque paquet admet une �ecriture vectorielle de la forme

v(m) = 2�
n
2 (�(m) + z(m)):
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La premi�ere �etape revient donc �a tester si le vecteur moyenne � d'une loi nor-

male de dimension p est nul, par la simple donn�ee d'un vecteur �echantillon

� � N(�; �2Ip) contre l'alternative que l'une au moins de ses composantes

est non nulle ; Ip est la matrice identit�e d'ordre p. Dans notre cas p = 2n�J .
Pour simpli�er, nous supposerons que l'�ecart-type � est donn�e et sans perte

de g�en�eralit�e qu'il est �egal �a 1.

Nous d�e�nissons la statistique suivante :

T̂ �
H =

pX
i=1

�2i 1l(j�ij>�):

Cette statistique permet, pour un choix appropri�e de �, d'exclure tout �i
correspondant �a �i = 0. Ainsi le probl�eme ci-dessus se r�eduit �a tester si les

composantes les plus importantes de � sont nulles sans aucune connaissance

�a priori sur leur nombre et leur localisation. Ceci correspond tout �a fait �a

la nature de notre probl�eme. Pour plus de d�etails, le lecteur est renvoy�e au

travail de J. Fan [31].

Les valeurs asymptotiques de l'esp�erance et de la variance de cette statistique

sont respectivement :

�p =

r
2

�
ap�(1 + ��2) et �2p =

r
2

�
ap�

3(1 + 3��2):

Soient c et d deux constantes positives. Pour le choix

� =

s
2 log(

p

ap
) avec ap = c(log p)d;

nous avons le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 2. 2 (J. Fan) Sous l'hypoth�ese nulle et �a condition que :

ap(log p)
� 1

2 !1 quand p!1;

T̂H converge en loi vers une loi normale centr�ee r�eduite.

La r�egion critique au risque � associ�ee �a ce test est alors donn�ee par

fT̂H = ��1p (T̂ �
H � �p) � ��1(1� �)g;

��1(1� �) �etant le (1� �) quantile de la loi normale centr�ee r�eduite.

La premi�ere �etape permet donc la d�etection des paquets �a composantes

nulles ou jug�es comme tels suite au test d�ecrit ci-dessus. La seconde �etape a
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pour but de corriger l'estimation des 2�
n
2�(m) (estimation donn�ee par v(m)).

Elle est fond�ee sur une proc�edure de seuillage des composantes de chacun

des paquets ayant �et�e jug�es signi�catifs pour l'estimation de la fonction de

r�egression.

La m�ethode de seuillage que nous avons adopt�ee est issue des travaux

de D. Donoho et Ian M. Johnstone [27]. Elle consiste en l'application de la

fonction �(t) := sgn(t)(jtj � �)+ �a chacune des composantes de v(m), pour

une valeur appropri�ee de �.

Partant du fait que pour p variables al�eatoires ind�ependantes zi, de loi

Gaussienne centr�ee r�eduite nous avons :

Prfmax
i
jzij > (2 log p)

1
2 g ! 0 quand p!1;

nous prendrons, pour le cas �etudi�e, � = (2 log(p))
1
2 . Un tel choix conduit �a

la suppression de la majeure partie de l'erreur stochastique dans v.

Pour plus de d�etails sur cette technique de seuillage, le choix de la valeur

du seuil et les propri�et�es asymptotiques de tels estimateurs, nous renvoyons

le lecteur au travail de Donoho et Johnstone [27].

Pour r�esumer, l'application de la proc�edure d�ecrite dans ce paragraphe

conduit au vecteur v0 d�e�nie par

1

�
(v0)m = (�(

vmk
�

))2
n�J

k=1 ;

et ce pour les v(m) non nuls, au vu du test e�ectu�e, et pour le reste par

(v0)m = 0:
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2.4.1 Simulations

Pour illustrer le comportement asymptotique de l'estimateur d�e�ni dans

ce paragraphe, nous regroupons ci-apr�es quelques simulations.

Pour l'ensemble des simulations e�ectu�ees, nous avons utilis�e une coi
et

d'ordre 5.

Les donn�ees utilis�ees sont issues du mod�ele Yi = f(xi)+"i, o�u les "i sont

i.i.d de loi Gaussienne. Nous avons utilis�e deux fonctions de r�egression f1
et f2 a�n de tester la qualit�e de notre estimateur. Ces deux fonctions sont

d�e�nies par

f1(x) =

8>>>><>>>>:
4x2(3� 4x) si x � 0:3

0:3 si 0:3 < x � 0:5
4
3x(4x

2 � 10x+ 7)� 1:5 si 0:5 < x � 0:75
16
3 x(x� 1)2 si 0:75 < x:

et

f2(x) = 3 cos(2�x) + 3�2(x2 � x+
1

6
):

La premi�ere est une fonction polynômiale par morceaux pr�esentant deux

discontinuit�es aux points x = 0:3 et x = 0:75. La deuxi�eme est in�niment

di��erentiable telle que f1(0) = f1(1) mais f 0
1(0) 6= f 0

1(1).

Chacune des deux fonctions de r�egression a �et�e discr�etis�ee en 256 et 512

points sur l'intervalle [0; 1], choisis de mani�ere �a ce qu'il soient �equidistants.

Les valeurs de �2, variance du bruit, ont �et�e d�etermin�ees de sorte �a avoir le

même rapport signal/bruit pour chacun des deux cas. Ce rapport sera �egal

�a 3, 2 et 1.

Notre proc�edure d�epend du param�etre �, le risque du test. Pour les simu-

lations qui suivent ci-apr�es, nous avons pris deux valeurs 0:1 et 0:01. D'autre

part, pour l'ensemble des simulations e�ectu�ees, l'ordre de laDDPO est �x�e

�a 3.
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Pour �etudier la qualit�e de l'estimateur que nous proposons et l'incidence

que peut avoir le choix de la valeur du risque sur l'estimation, nous utiliserons

le crit�ere d'erreur quadratique moyenne, MSE, d�e�nie par :

MSE =
1

N

NX
i=1

(f(xi)� f̂(xi))
2;

o�u f̂ (xi) est l'estimation de f au point xi.

Pour chacune des deux fonctions, nous avons simul�e 100 �echantillons de

taille 256 et 512, et nous avons estim�e la fonction de r�egression. Le crit�ere

RMSE est alors d�e�ni comme la racine carr�e positive de la moyenne sur

l'ensemble des 100 �echantillons, des valeurs du MSE.

L'ensemble des valeurs du RMSE, obtenues pour la fonction de r�egres-

sion f1(resp. f2), est regroup�e dans le tableau 2.1 (resp. 2.2). Pour les

simulations des tableaux 2.1 et 2.2, le rapport signal/bruit (s=b) est �egal �a

3, 2 et 1, et l'ordre de la d�ecomposition est �egal �a 3. Les tableaux de droite

correspondent �a des �echantillons de taille 512 et ceux de gauche �a 256.

� = 0:1 � = 0:01

s=b = 3 0.0013 0.0013

s=b = 2 0.0017 0.0017

s=b = 1 0.0539 0.0539

� = 0:1 � = 0:01

s=b = 3 0.009 0.0009

s=b = 2 0.0012 0.0012

s=b = 1 0.0447 0.0458

Table 2.1 : R�esultats des simulations pour la fonction de r�egression f1.

� = 0:1 � = 0:01

s=b = 3 0.6473 0.6473

s=b = 2 0.6607 0.6607

s=b = 1 0.84 0.84

� = 0:1 � = 0:01

s=b = 3 0.3254 0.3263

s=b = 2 0.3346 0.3346

s=b = 1 0.5718 0.6

Table 2.2 : R�esultats des simulations pour la fonction de r�egression f2.

Nous compl�etons cette �etude par quelques graphiques. Pour les �gures

2.8-9, la �gure de gauche (resp. de droite) est obtenue pour un rapport

signal-bruit �egal �a 3 (resp. 2) et le nombre de points est �x�e �a 256.
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Figure 2.9 : La valeur du risque a �et�e �x�ee �a 0:01.

La fonction de r�egression pour ce cas est d�e�nie par :

f1(x) =

8>>>><>>>>:
4x2(3� 4x) si x � 0:3

0:3 si 0:3 < x � 0:5
4
3x(4x

2 � 10x+ 7)� 1:5 si 0:5 < x � 0:75
16
3 x(x� 1)2 si 0:75 < x
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Figure 2.10 : Pour ces deux �gures le risque est �egal �a 0:1.
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Figure 2.11 : La valeur du risque est �egale �a 0.01.

Nous avons pris, comme deuxi�eme exemple pour nos simulations, la fonc-

tion suivante :

f2(x) = 3 cos(2�x) + 3�2(x2 � x+
1

6
):
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Figure 2.12 : Tout comme les �gures ci-dessus, le nombre des observations

est �egal �a 256. Le risque du test est �egal �a 0.1.
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A�n de mesurer le comportement de l'estimateur propos�e en fonction de

la taille de l'�echantillon dont nous disposons, nous avons �x�e le risque �a 0:1

et nous avons fait varier le nombre d'observations de 256 �a 512.
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Figure 2.13 : Le nombre d'observations est �egal �a 256 alors que le rapport

signal/bruit est �egal �a 1.
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Figure 2.14 : Pour un rapport signal/bruit=1, la taille de l'�echantillon est

�egale �a 512.
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Le choix de la valeur du param�etre � a une l�eg�ere in
uence sur la qualit�e

de l'estimateur que nous proposons. En e�et, au vu des di��erentes �gures

et des tableaux 2.1 et 2.2, pour un rapport signal/bruit �egal �a 3, la valeur

� = 0:1 donne d'aussi bons r�esultats, pour les deux fonctions de r�egres-

sion utilis�ees, que le cas � = 0:01 (�g 2.9-10 et 2.11-12). Pour un rapport

signal/bruit �egal �a 2, les �gures obtenues pour la valeur � = 0:01 sont l�eg�ere-

ment meilleurs que ceux obtenus pour � = 0:1. Ceci s'expliquerait par le fait

qu'en diminuant le rapport signal/bruit, nous augmentons la contribution

du bruit dans l'estimation et de ce fait le nombre de paquets ne contenant

essentiellement que du bruit. L'inclusion de ces derniers conduit forc�ement

�a une d�egradation de la qualit�e de l'estimateur. Cette derni�ere hypoth�ese

est in�rm�ee par les valeurs des RMSE calcul�ees dans les tableaux 2.1 et 2.2.

La qualit�e de l'estimateur propos�e augmente avec la taille de l'�echantillon.

Ainsi, même pour un rapport signal/bruit �egal �a 1, la m�ethode propos�ee

produit une estimation de bonne qualit�e mais uniquement si la taille de

l'�echantillon est importante ( N = 512).

2.5 Estimation par Bootstrap

Pour cette troisi�eme et derni�ere proc�edure, nous nous pla�cons sous les

conditions du paragraphe 2.4.

Soit W la matrice orthogonale correspondant �a la d�ecomposition DDPO

au niveau j, par exemple, de la multir�esolution associ�ee �a L2(IR), ce qui

correspond �a une d�ecomposition �a l'ordre n� j. L'application de la matrice

W �a l'identit�e (2.0) conduit �a la relation suivante

Wy = W (F+ ")

i.e : v = � + z,

o�u z est un vecteur GaussienN (0; �2IN), IN �etant la matrice identit�e d'ordre

N .

L'objectif de cette proc�edure est de construire une estimation de F, par

l'estimation de � car W est orthogonal, en annulant certaines composantes

de v. Un estimateur obtenu par cette technique sera d�esign�e par estimateur

de type V-S (Variable Selection).

Il s'agit ci-apr�es d'utiliser des techniques de Bootstrap pour estimer l'erreur

quadratique r�eelle d�e�nie par

LN (�̂N ;�) = j�̂N � �j2;N
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�̂N �etant un estimateur de �, puis de s�electionner l'estimateur de type

V-S qui minimise l'erreur quadratique estim�ee.

Dans un travail r�ecent, R. Beran[6] montre que les techniques classiques

de Bootstrap (construction d'un �echantillon �a partir de N (v; �̂2IN) o�u �̂
2 est

un estimateur de la variance �2 du mod�ele (2.0)), conduisent �a la construc-

tion d'estimateurs de type V-S dont le risque asymptotique est fortement

biais�e. Pour rem�edier �a ce probl�eme, il propose de construire un �echantillon

�a partir de la distribution N (~v; �̂2IN)) o�u ~v est obtenu en appliquant un

seuillage \souple" aux composantes de v. Ceci permet de corriger le biais

et produit un bon estimateur de type V-S not�e �̂N;B. Nous nous proposons

d'adapter son approche �a notre cas.

Fixons la valeur de j, niveau de la multir�esolution, �a Jopt la valeur opti-

male du Th�eor�eme 2.1. Soit J = n � Jopt ; nous d�e�nissons alors pour tout

m = 0; 1; 2; : : :2J

aJm =
m

2J
:

Soit K(p; J), p � 2J , l'ensemble contenant [0; 1] et les ensembles A �a p

�el�ements tels que

A =
p[

k=2

]BJ
k ; B

J
k+1]

[
[aJ0 ; a

J
1 ]

o�u

BJ
k 2 faJm m = 1; 2; 3 : : :2J � 1g:

D'apr�es la remarque 2.1, le vecteur v admet l'�ecriture suivante

v = (v1;v2; : : :v2
J

);

elle correspond �a la d�ecomposition en paquets d'ondelettes du vecteur v �a

l'ordre J . Avec cette �ecriture, nous pouvons identi�er chaque paquet vm

�a l'intervalle ]aJm; a
J
m+1]. L'estimateur de type V-S que nous proposons est

alors d�e�ni par

�̂N (A) = (�1(A)v
1; �2(A)v

2; : : :�2J(A)v
2J ); (2.14)

o�u chaque �i est d�e�ni par :

�i(A) =

(
1 si aJi 2 A

0 sinon
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Pour tout A dans K(p; J), nous d�e�nissons

� �N (A) = N�1P
m:aJm2A j�mj2;

� �̂N(A) = N�1P
m:aJm2A jvmj2;

� �N (A) = N�1P
m:aJm2A 1;

et nous d�esignerons par �(A) la mesure de Lebesgue.

Nous construisons alors, pour tout A dans K(p; J), le vecteur

~v(A) = (~v1; ~v2; : : : ~v2
J

)

tel que

~vm =

8<: vm si aJm 2 A

ŝ
1
2
N (A

c)vm sinon

o�u

ŝN (A
c) = [1� �̂2N�N (A

c)

�̂N (Ac)
]+ et [x]+ = sup(x; 0):

Un tel seuillage conduit �a une diminution, voire suppression, du bruit dans

certains paquets de v.

Soit v� un vecteur al�eatoire dont la distribution conditionnelle sachant v

est une loi normale N (~v(A); �̂2IN ), �̂N;B(A) l'estimateur de type V-S d�e�ni

�a partir de v� et soit

L̂N (�̂N;B(A); ~v(A)) = j�̂N;B(A)� ~v(A)j2;N ;

l'erreur quadratique estim�ee par bootstrap de �̂N;B(A). Nous avons alors :

Econd[L̂N(�̂N;B(A); ~v(A))] converge en probabilit�e vers �(A);

�(A) �etant la valeur asymptotique du risque r�eel de �̂N (A), i.e �(A) =

limNE[LN(�̂N (A);�)].

Ce probl�eme �etant r�esolu, nous allons pouvoir d�e�nir l'estimateur Boot-

strap. A cet e�et, posons :

R̂(A; �̂2N) = Econd[L̂N(�̂N;B(A); ~v(A))]:

Nous avons (voir Beran) :

R̂(A; �̂2N) = �̂2N�N (A) + ŝN (A
c)�̂(Ac);
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ceci permet en minimisant l'estimateur du risque d�e�ni ci-dessus sur l'ensemble

des �el�ements de K(p; J), de d�e�nir l'estimateur Bootstrap v0 = �̂N;B(A
�)

o�u :

A� = argminA2K(p;J)R̂(A; �̂2N):

Pour un estimateur consistant de la variance du bruit, comme ceux intro-

duits au paragraphe 1.5 du chapitre 1 et en d�esignant par plim la limite en

probabilit�e, nous avons alors le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 2. 3 (Beran) Soit � une mesure born�ee sur K(p; J) tel que:

limN!1( sup
K(p;J)

j�N � �j) = 0;

alors :

plimN!1( sup
K(p;J)

jR̂(:; �̂2N)� �(:)j = 0;

� �etant d�e�ni pour tout A 2 K(p; J) par:

�(A) = �2�(A) + �(Ac):

De même :

plimN!1LN (�̂(A);�(A)) =minA2K(p;J)�(A):

2.5.1 G�en�eralisation

Il est clair que la m�ethode d�ecrite ci-dessus peut être facilement �eten-

due au cas plus g�en�eral o�u nous disposons des d�ecompositions en paquets

d'ondelettes e�ectu�ees �a l'ordre j = 0; 1; 2; : : :J; obtenues par l'application

des matrices W
(j)
n correspondantes (voir �g 2.1).

La d�ependance en A des param�etres et mesures d�e�nies dans le para-

graphe ci-dessus est modi��ee en une d�ependance en } ; ce dernier �etant

d�e�ni par :

} =
p�1[
k=1

[Bk; Bk+1[
[

[aj1; a
j
2[

avec

Bk 2 fajm =
m

2j
; 8j = 1; 2; : : :J; m = 2; 3 : : :2jg:

Les �el�ements } sont restreints �a v�eri�er une deuxi�eme condition :

8 l 6= l0 [Bl; Bl+1[ \ [Bl0 ; Bl0+1[= ;:
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Le sous-ensemble des partitions } de [0; 1] v�eri�ant les deux conditions

ci-dessus est not�e par K(p; J) ; le r�esultat �etabli dans le paragraphe pr�ec�e-

dent reste alors valable.

Commentaires:

Un probl�eme qui reste sans solution dans le d�eveloppement de cette

proc�edure est le choix de p qui peut s'av�erer crucial. Il est di�cile d'imaginer

une technique permettant d'estimer ce param�etre qui est directement li�e aux

nombres de coe�cients nuls dans la d�ecomposition en paquets d'ondelettes

�a chaque niveau de r�esolution de l'AME et ce malgr�e le fait que toutes les

m�ethodes d'estimation utilis�ees en r�egression par ondelettes s'appuient de

mani�ere heuristique sur le fait qu'un nombre tr�es limit�e de ces coe�cients

contribuent r�eellement �a l'estimation de la fonction de r�egression, ce qui est

en total accord avec les simulations pratiques.

D'autre part, il subsiste une di�cult�e de taille dans le cas g�en�eralis�e quand

�a la conception d'une proc�edure algorithmique tr�es simple et ce �a cause du

cardinal de K(p; J).





Deuxi�eme partie

Analyse de survie





INTRODUCTION

Dans di��erents domaines de recherche, on est amen�e �a traiter des donn�ees

de survie �eventuellement incompl�etes ou censur�ees. Ceci est le cas, par

exemple, en recherche m�edicale o�u des patients, sujets d'une exp�erience,

y prennent part �a des moments distincts et peuvent �a cause d'une cen-

sure quitter l'exp�erience avant terme. La censure, dans ce cas, peut être la

mort du patient �a cause de facteurs al�eatoires ext�erieurs �a l'�etude. D'autres

domaines de recherche sont concern�es par de telles donn�ees ; on citera, par

exemple, les sciences �economiques, physiques et sociales, l'ing�enierie ou en-

core la �abilit�e des syst�emes.

De ce fait, il est primordial, dans l'�etude de toute fonction caract�erisant

des donn�ees de ce type, de prendre en consid�eration l'information fournie

par la censure quand celle-ci se produit.

Parmi toutes les fonctions qu'on peut d�e�nir, on s'est int�eress�e en par-

ticulier �a la fonction de taux de hasard, la fonction de distribution et la

fonction de densit�e. C'est principalement cette derni�ere qui a suscit�e le plus

grand int�erêt.

Dans le cas censur�e, les m�ethodes d'estimation utilis�ees sont identiques �a

celles d�evelopp�ees pour des donn�ees non censur�ees sauf que les probl�emes

qui en d�ecoulent sont plus di�ciles du point de vue math�ematique. De plus,

du fait même de la d�e�nition de la fonction de hasard, l'estimation de la

fonction de hasard est analogue �a celle de la fonction de densit�e. Ainsi,

toutes (ou presque) les techniques utilis�ees pour estimer cette derni�ere ont

�et�e adapt�ees �a l'estimation de la fonction de hasard.

1. Notations et d�e�nitions :

Soient T1; T2; : : :TN , N variables repr�esentant les dur�ees de vie de

N sujets et C1; C2; : : :CN les instants de censures associ�es (variables



76 Partie 2 : Analyse de survie

al�eatoires ou constantes). Les Ti sont des variables al�eatoires positives,

ind�ependantes et identiquement distribu�ees de fonction de distribution

commune FT . On suppose que FT est absolument continue de densit�e

fT . La fonction de hasard de T est alors d�e�nie en tout instant t tel

que FT (t) < 1 par h(t) = fT (t)
1�FT (t) .

On parle de censure �a droite quand les variables observ�ees sont d�e�nies

par f(Xi; �i); i = 1; 2; : : :Ng o�u :

Xi = min(Ti; Ci), �i =

(
1 si Ti � Ci

0 sinon.

Les variables �i, indicateurs de NON-censure, permettent de ce fait de

distinguer les donn�ees censur�ees parmi les Xi.

La nature des Ci d�e�nit celle de la censure ; ainsi, on distingue trois

types de censure :

i) Les Ci sont des constantes : on parle de donn�ees censur�ees dans

le temps. Si de plus, ces constantes sont �egales, la censure est de

type I.

ii) La censure est dite de type II si pour tout i, Ci = T(k) o�u T(k) est

la k�eme statistique d'ordre associ�ee �a Ti.

iii) Dans le cas o�u les variables Ci sont ind�ependantes des Ti et issues

d'une même distribution FC , (Xi; �i) est un �echantillon de censure

al�eatoire �a droite.

C'est sous les conditions de ce troisi�eme type de censure que la plupart

des estimateurs de la fonction de hasard ont �et�e �etudi�es.

Avant de conclure ce paragraphe, on d�e�nit la fonction de survie par

S(t) = 1 � FT (t) et on retiendra que son estimateur de maximum

de vraisemblance (ou estimateur de Kaplan Meier), not�e ŜN , a fait

l'objet d'une large �etude pour des donn�ees censur�ees. Il est �a noter,

par ailleurs, qu'une bonne partie des estimateurs de la fonction de

densit�e et parfois de hasard, pour des donn�ees censur�ees, sont bas�es

sur ce dernier.
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2. Estimation de la fonction de hasard

On donne ci-apr�es quelques estimateurs de la fonction de hasard dans

le cas censur�e. Le cas non censur�e s'en d�eduit en prenant �i �egal �a 1

pour tout i. Les estimateurs propos�es ont �et�e �etudi�es pour des donn�ees

de survie al�eatoirement censur�ees �a droite.

Estimateurs du type noyau : Du fait que l'on disposait d'estimateurs

consistants pour les fonctions de densit�e et de survie, F�oldes et

al [33] ont propos�e un estimateur de la fonction de hasard de la

forme

ĥ0(x) =
f̂T (x)

ŜN (x) +
1
N

; x � 0;

le terme 1
N dans le d�enominateur �evitant la division par z�ero. La

fonction f̂T est un estimateur du type noyau ou histogramme de

la fonction de densit�e fT .

L'estimateur du type noyau, initialement introduit par Watson

et Leadbetter [74] dans le cas non censur�e, fût adapt�e par Tanner

et Wong [69] au cas censur�e. Ainsi, ils ont d�e�ni

ĥ1(x) =
1

N + 1

PN

i=1
(1� ~FN(Xi))

�1�iKl(x�Xi);

avec
~FN (x) =

1

N + 1

PN

i=1
1l[Xi�x]

et K est un noyau sym�etrique d'int�egrale 1 telle que Kl(x) =

l�1K(xl ) ; la d�ependance de l en N est omise. L'estimateur ainsi

d�e�ni est fortement consistant sous certaines conditions sur le

noyau K. De plus, par la technique de projection de Hajek, ils

ont montr�e que ĥ1(x) est de loi asymptotiquement normale.

Sous le mod�ele de Koziol o�u il est suppos�e que 1 � FC = (1 �
FT )

�; � > 0, McNichols et Padgett [51] ont propos�e et �etudi�e la

consistance de l'estimateur suivant

ĥ2(x) = l�1
Z

K((x� t)=l)

ŜN(t)
dF̂N(t)
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o�u

F̂N (t) = 1� ŜN (t):

Un autre estimateur du type noyau fût �etudi�e par Tanner �a

travers la d�e�nition des statistiques d'ordre (X(1); X(2); : : :X(N))

associ�es �a (X1; X2; : : :XN) et de leurs indicateurs de censure

(�(1); �(2); : : : �(N)) .

Soit dk la distance entre x et la k�eme plus proche observation non

censur�ee (i.e : �i = 1) parmi les Xi, il d�e�nit

ĥ3(x) = (2dk)
�1 PN

i=1

�(i)

N + 1� i
K(

x�X(i)

2dk
):

Un tel estimateur fait intervenir les donn�ees observ�ees dans le

choix de la largeur de la fenêtre du noyau et de ce fait, le degr�e de

lissage au voisinage de x. Tanner [68] montre que cet estimateur

est fortement consistant.

En�n, Blum et Susarla [8] d�e�nissent l'estimateur suivant

ĥ4(x) =
f�T (x)

(1 +N)(1� ~FN (x))� 1
;

o�u

f�T (x) = (Nl)�1 PN

i=1
K(

x�Xi

l
)1l[�i=1]:

M�ethodes de vraisemblance et approche Bay�esienne :

On citera la m�ethode de vraisemblance utilis�ee par Marshall

et Proschan [50] pour le cas de donn�ees non censur�ees puis reprise

par Padgett et Wei [57] pour une famille particuli�ere de donn�ees

censur�ees o�u la fonction h est croissante. Mykytyn et Santner [54]

ont �etendu le probl�eme au cas o�u le taux de hasard est d�ecrois-

sant et ont montr�e des r�esultats de consistance pour leur es-

timateur. Par ailleurs, il y a eu quelques travaux qui ont port�e sur

l'estimation de la fonction de hasard par des techniques bay�esien-

nes.

Les probl�emes de survie �etant un cas particulier de processus

ponctuel sous le mod�ele multiplicatif de Aalen, Ramlau-Hansen [60]



Partie 2 : Analyse de survie 79

a utilis�e l'approche par processus ponctuel pour �etudier l'estima-

teur du type noyau de la fonction de hasard et montrer sa consis-

tance en norme L2(IR). De leur part, Antoniadis et Gr�egoire [2]

ont utilis�e cette approche pour construire un estimateur de la

fonction de hasard par la m�ethode de vraisemblance p�enalis�ee en

utilisant la racine carr�e de la fonction de hasard et ont montr�e

qu'un tel estimateur est aussi consistant.

R�egression par fonctions de splines :

R�ecemment, Kooperberg, Stone et Truong [45] ont propos�e un

estimateur positif de la fonction log-hasard par r�egression sur

un syst�eme de fonctions splines. A cette �n, pour tout entier d

strictement positif, soit G un espace lin�eaire de dimension d dont

les �el�ements sont des fonctions d�e�nies sur [0;1[ ; de plus ces

fonctions sont born�ees sur [0;1[. Le fait d'estimer la fonction

log-hasard est justi��e par la remarque suivante : un mod�ele bas�e

sur la fonction log-hasard admet une fonction de vraisemblance

concave, ce qui assure l'existence du maximum de vraisemblance.

Soit B = fB1; B2; : : :Bdg une base de G, la r�egression de �(t) =

log(�(t)) sur cette base s'�ecrit

�(t) =
Pd

j=1
�jBj(t):

L'estimation du vecteur � = (�1; �2; : : : ; �d) est alors obtenue par

maximum de vraisemblance.

D�esignons par l(�) la fonction log-vraisemblance associ�ee aux

donn�ees (Xi; �i) et au mod�ele ci-dessus, on a

l(�) =
PN

i=1

 
�i�(Xi; �)�

Z Xi

0
exp(�(u; �)) du

!
:

L'estimateur de maximum de vraisemblance �etant d�e�ni par �̂ =

argmax l(�), ce qui induit �̂(t) = �(t; �̂) comme estimateur de

maximum de vraisemblance pour �(t).

Finalement, pour r�esoudre le probl�eme du choix de G, les auteurs

ont propos�e une proc�edure similaire �a celle d�e�nie par C.A.R.T

[10] ; elle consiste en la construction d'une suite embô�t�ee, dans
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un sens que les auteurs ont d�e�ni, d'espaces G appartenant �a une

famille G.
On choisit alors le mod�ele correspondant �a l'espace G�, �el�ement de

la suite, de mani�ere �a minimiser le crit�ere d'information d'Akaike.

Il est �a noter que le choix des auteurs s'est port�e sur un syst�eme

de base de fonctions splines cubiques.

Dans le troisi�eme chapitre, nous abordons le probl�eme de l'estimation de

la fonction de hasard lorsque celle-ci est �a support compact et r�eguli�ere par

morceaux. Cette derni�ere sera not�ee � et sera �etudi�ee pour des donn�ees de

survie avec ou sans censure.

Pour ce faire, partant d'une analyse de multir�esolution et de la base

d'ondelettes associ�ee, nous construisons un syst�eme de base orthonorm�ee

faisant intervenir un param�etre de dilatation p et nous d�e�nissons l'estimateur

lin�eaire de projection orthogonale qui lui est naturellement associ�e. Pour un

tel estimateur, comme il est de coutume, nous nous int�eressons au comporte-

ment asymptotique de l'erreur quadratique moyenne int�egr�ee (MISE).

Nous montrons qu'un estimateur non lin�eaire �̂ obtenu par simple modi-

�cation d'une partie des coe�cients de la d�ecomposition de � sur le syst�eme

de base choisi, admet un comportement en MISE identique �a celui obtenu

pour l'estimateur par noyau pour des fonctions de r�egression et de densit�e,

�a savoir

MISE(�̂) � C1N
�1p+ C2p

�2r;

o�u p�1 par analogie, d�esigne la fenêtre du noyau.



Chapitre 3

Ondelettes et probl�emes de

survie

Nous supposons que nous disposons de N variables al�eatoires positives

Ti; i = 1; : : :N , ind�ependantes et identiquement distribu�ees de fonction de

r�epartition FT . Cette derni�ere est suppos�ee absolument continue de fonction

de densit�e fT . �Eventuellement les Ti seront al�eatoirement censur�ees �a droite :

ceci revient �a se donner N variables al�eatoires ind�ependantes C1; C2; : : :CN ,

ind�ependantes des Ti et de fonction de r�epartition commune FC .

Les observations consistent en la r�ealisation de N couples de variables

al�eatoires (Xi; �i); i = 1; 2 : : :N , d�e�nis par

Xi = min(Ti; Ci) et �i = 1l[Ti�Ci]:

En tout point x tel que FT (x) < 1, la fonction ou taux de hasard est

d�e�nie par h(x) = fT (x)
1�FT (x) .

Les variables Xi sont ind�ependantes et identiquement distribu�ees, de

fonction de r�epartition F telle que 1�F = (1�FT )(1�FC). Nous d�e�nissons
alors

F̂N (x) =
1

N + 1

NX
i=1

1l[Xi�x];
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comme estimateur empirique de F .

Avant de poursuivre, nous notons � la fonction d�e�nie par

�(x) =
(1� FC(x))fT (x)

Q(x)

o�u Q(x) est une fonction croissante v�eri�ant 0 < Q(x) � 1. L'int�erêt de la

fonction �, est qu'elle englobe selon sa formulation, les fonctions de densit�e

et de hasard dans le cas de donn�ees censur�ees �a droite mais aussi celui des

donn�ees non censur�ees. Ceci d�epend exclusivement du choix de la fonction

Q(x) ; ainsi nous pouvons distinguer trois cas :

1. Si Q(x) = 1�F (x) et FC a sa masse �a l'in�ni ( i.e : FC(x) = 0 8 x 2 IR,

ce qui entrâ�ne que F (x) = FT (x)), alors �(x) n'est autre que la fonc-

tion de hasard d'un mod�ele de survie sans censure.

2. Si Q(x) = 1�F (x) ou Q(x) = 1�FC(x), nous avons, respectivement,

la fonction de hasard et la fonction de densit�e dans le cas d'une censure

al�eatoire �a droite.

3. Si FC a sa masse �a l'in�ni et Q(x) = 1, alors � est une fonction de

densit�e pour des donn�ees non censur�ees.

Dans les paragraphes qui suivent, nous nous int�eressons �a l'estimation

par projection sur un syst�eme de base orthonorm�ee d'ondelettes de la fonc-

tion � lorsque celle-ci correspond �a la fonction de hasard, soit Q(x) =

1 � F (x). Pour des raisons d'int�egrabilit�e de la fonction �, nous d�e�nis-

sons, pour "0 strictement positif donn�e, T"0 par

T"0 = supfxj Q(x) > "0g

et nous nous int�eresserons plutôt �a l'estimation de �(x) = �(x)1l[0;T"0](x) que

nous supposerons être de carr�e int�egrable. Pour des raisons de commodit�e,

"0 �etant �x�e, nous noterons par la suite, T la valeur de T"0 .
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3.1 �Ecriture de l'estimateur et erreur quadratique

Soit une fonction d'�echelle ' H�old�erienne �a support compact et la multi-

r�esolution associ�ee de L2(IR), et soit  l'ondelette m�ere correspondante ;

elle même est �a support compact. De plus, nous supposons que la fonction

ondelette admet des moments nuls jusqu'�a un certain ordre L donn�e, c'est

�a dire, nous supposons que

Z
xk (x) dx= 0 8 k = 0; 1; : : :L et

Z
xL+1 (x) dx 6= 0:

Il est �a noter que les ondelettes de Daubechies v�eri�ent les propri�et�es requises

ci-dessus (voir paragraphe 2.1.1).

En d�e�nissant

'l = '(� � l) et  kl =  (2k � �l);
le syst�eme f'l;  kl; l 2 ZZ et k = 0; 1; : : :g est une base orthonorm�ee de

L2(IR). Pour tout r�eel strictement positif p, nous d�e�nissons les fonctions

~'l = p
1
2'(p � �l) et ~ kl = p

1
2
k (pk � �l);

o�u pk = p2k.

Notons V p
k , l'espace engendr�e par les ~'kl = p

1
2
k'(pk � �l), l 2 ZZ, la suite

(V p
k ; k 2 ZZ) est une multir�esolution de L2(IR) (di��erente de celle construite

par '). En d�e�nissant par W p
k le suppl�ementaire orthogonal de V p

k dans

V p
k+1 (i.e : V p

k+1 = V p
k �W p

k ), W p
k est alors engendr�e par f ~ kl; l 2 ZZg.

Il est �a noter que la multir�esolution d�e�nie par la suite (V p
k ; k 2 ZZ) est assoc-

i�ee �a la fonction d'�echelle ~' = p
1
2'(p�) et est d�e�nie sur le r�eseau � = ZZ=p.

En e�et, ~'l = ~'(� � l
p) et donc, contrairement �a la multir�esolution d�e�nie

par ', V p
0 est engendr�e par les translations de ~' sur ZZ=p et non pas ZZ.

Nous construisons de la sorte une nouvelle base orthonorm�ee pour L2(IR),

engendr�ee par

f ~'l; ~ kl; k = 0; 1; : : : et l 2 ZZg:
Ainsi toute fonction �, de carr�e int�egrable, admet une d�ecomposition

orthogonale sur cette base

� =
X
l

cl ~'l +
1X
k=0

X
l

dkl ~ kl;

avec

cl =

Z
~'l(y)�(y) dy et dkl =

Z
~ kl(y)�(y) dy:
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Les coe�cients cl et dkl repr�esentent respectivement les coe�cients de la

d�ecomposition de � en \approximation" et en \d�etails".

L'utilisation d'un tel syst�eme de base orthonorm�e pour L2(IR) a �et�e sug-

g�er�ee par Patil et Hall [41] pour l'estimation de la fonction de densit�e dans

le cadre de donn�ees non censur�ees.

Un estimateur lin�eaire de �, d�etermin�e respectivement �a partir des Xi dans

le cas non censur�e ou des (Xi; �i) dans le cas censur�e, est bas�e sur les esti-

mateurs empiriques ĉl et d̂kl de cl et dkl et s'�ecrit comme suit :

~�q =
X
l

ĉl ~'l +
q�1X
k=0

X
l

d̂kl ~ kl:

Il correspond �a l'estimation de la projection de � sur V p
q .

Dans un premier temps, nous �etudierons le comportement asymptotique

des estimateurs des coe�cients de la d�ecomposition en ondelettes de �, dans

le premier et deuxi�eme cas �evoqu�es ci-dessus. Au pr�ealable, nous donnons

l'�ecriture des ĉl et d̂kl pour chacun des deux cas ; �a cet e�et, posons

! = 1l[0;T ]:

Ainsi :

Premier cas

ĉl =
1

N + 1

NX
i=1

~'l(Xi)(1� F̂N (Xi))
�1!(Xi) (3.1)

et

d̂kl =
1

N + 1

NX
i=1

~ kl(Xi)(1� F̂N (Xi))
�1!(Xi): (3.2)

Deuxi�eme cas

ĉl =
1

N + 1

NX
i=1

~'l(Xi)(1� F̂N (Xi))
�1!(Xi)�i (3:1)0

et

d̂kl =
1

N + 1

NX
i=1

~ kl(Xi)(1� F̂N(Xi))
�1!(Xi)�i: (3:2)0
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Remarque 3. 1. :

1. Notons qu'en posant �̂p =
P

l ĉl ~'l, �̂p admet une �ecriture analogue

�a celle obtenue pour l'estimateur lin�eaire par la m�ethode du noyau

g�en�eralis�e [69]. En e�et, posons K(x; y) =
P
l
'l(x)'l(y),

�̂p(x) =
p

N + 1

PN

i=1

P
l
'(pXi � l)'(px� l)!(Xi)(1� F̂N (Xi))

�1

=
p

N + 1

PN

i=1
K(px; pXi)!(Xi)(1� F̂N (Xi))

�1 (3.3)

et donc par analogie, le param�etre p�1 correspond �a la largeur de

fenêtre du noyau g�en�eralement not�e par h. Cette analogie ne s'arrête

pas l�a, puisque p�1 apparâ�tra dans l'�evaluation du MISE de �̂p et son

interpr�etation sera �equivalente au rôle de h, pour un estimateur par

noyau.

2. L'estimateur �̂p n'est autre que l'estimateur ~�q d�e�ni ci-dessus avec

q = 0.

3. La structure de multir�esolution associ�ee �a ~', permet l'utilisation de

l'algorithme pyramidal, ce qui facilite consid�erablement l'estimation

des coe�cients ĉl et d̂kl.

Dans le lemme 3.2, �enonc�e ci-apr�es, nous �etudions le comportement

asymptotique des coe�cients ĉl pour chacun des deux cas qui nous in-

t�eressent. A cette �n, nous avons besoin du r�esultat suivant : soient X(i) les

statistiques d'ordre associ�ees aux Xi et soient f(i) leur fonctions de densit�e

respectives ; posons pour tout r�eel a, Ia;N =
PN

i=1(N � i + 1)�af(i). Nous

avons :

Lemme 3. 1 (Watson et Leadbetter) Quand N tend vers l'in�ni, on a

NI2;N ! f

(1� F )2
:
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Dans tout ce qui suit, nous posons � = �(1� F )�1.

Lemme 3. 2. Pour ĉl d�e�ni par (3.1) ou (3:1)0, on a

E(ĉl) = cl �
Z

~'l(y)�(y)F
N(y) dy (3.4)

et

var(ĉl) =
Z
I2;N(y) ~'

2
l (y) dy + 2

Z Z
0�y�z

(
1� FN (y)

1� F (y) F
N (z)

�F
N (z)� FN (y)

F (z)� F (y)

)
f(y)h(z) ~'l(y) ~'l(z) dy dz: (3.5)

On en d�eduit que, lorsque N tend vers l'in�ni, on a

E(ĉl) = cl + O(N�1p�
1
2 )

et

Nvar(ĉl)!
Z
�(
y + l

p
)'2(y) dy:

Les techniques utilis�ees pour la d�emonstration du lemme 3.2 pour des

donn�ees censur�ees permettront par la suite de se limiter au seul cas non

censur�e (premier cas).

Preuve du lemme 3.2

Premier Cas

Chacun des coe�cients cl, respectivement dkl, admet une �ecriture en

fonction des X(i),

ĉl =
NX
i=1

~'l(X(i))(N + 1� i)�1!(X(i)) (3.6)

et

d̂kl =
NX
i=1

~ kl(X(i))(N + 1� i)�1!(X(i)): (3.7)
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Comme

f(i) = NCi�1
N�1[F ]i�1[1� F ]N�if;

alors

I1;N =
PN

i=1(N + 1� i)�1NCi�1
N�1F

i�1(1� F )N�if

=
PN�1

k=0 Ck
NF

k(1� F )N�k f
1�F

= f
1�F (1� FN ):

Or, en l'absence de censure, FT = F et donc !I1;N = �(1� FN ). Ainsi,

E(ĉl) = 1
N+1

PN
i=1E[ ~'l(X(i))!(X(i))(1� F̂N (X(i)))

�1]

=
PN

i=1(N + 1� i)�1
R
~'l(y)!(y)f(i)(y) dy

=
R
~'l(y)!(y)I1;N(y) dy

= cl �
R
~'l(y)�(y)F

N(y) dy.

Du fait que sur l'intervalle [0; T ] on ait F < 1, FN d�ecrô�t vers 0 quand

N tend vers l'in�ni, et par le th�eor�eme de la convergence domin�ee nous

obtenons que

E(ĉl)! cl quand N !1:

De plus, comme (1� F )�1 � "�10 et que
R
~'l(y) dy = p�

1
2 ,R

~'l(y)�(y)FN(y) dy =
R
~'l(y)(1� F (y))�1f(y)FN (y) dy

= O(N�1p�
1
2 ):

La fonction d'�echelle ' est �a support compact et telle que
R
'(x) dx = 1,

le calcul de la variance est donn�e par un r�esultat de Watson et Leadbetter

[74] dont nous rappelons l'�enonc�e :

R�esultat 1. Soit b(x) une fonction born�ee telle que
R
b(x) dx <1 et b(x) =

o(x�1) quand jxj ! 1. Pour toute fonction

r(x) =
NX
j=1

(N + 1� j)�1l�1b(
x�X(j)

l
);

on a :
var(r(x)) =

R
I2;N(y)l�2b2(x�yl ) dy + 2

R R
0�y�z

n
1�FN (y)
1�F (y) F

N (z)

�FN (z)�FN (y)
F (z)�F (y)

o
f(y)h(z)l�2b(x�yl )b(x�zl ) dy dz:
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D'autre part, par le lemme 3.1, NI2;N(y) tend vers (1�F (y))�1. Il s'ensuit
par le th�eor�eme de la convergence domin�ee que le terme dominant deNvar(ĉl),

en l'occurrence N
R
I2;N(y) ~'2l (y) dy, converge vers

R
�(y)(1�F (y))�1 ~'2l (y) dy.

Pour montrer que le terme dominant dans (3.5) est le bon, il su�t de

remarquer que chacun des termes

I1 =

Z Z
0�y�z

(
1� FN (y)

1� F (y)
FN (z)

)
f(y)h(z) ~'l(y) ~'l(z) dy dz

et

I2 =
Z Z

0�y�z

(
FN (z)� FN (y)

F (z) � F (y)

)
f(y)h(z) ~'l(y) ~'l(z) dy dz

admet un comportement asymptotique en o(N�1p�
1
2 ).

Deuxi�eme cas

Pour montrer le r�esultat du lemme 3.2 dans le cas censur�e, nous remar-

querons d'abord que

E[�i=(Xi = y)] =
(1� FC(y))fT (y)

f(y)
:

Par l'�equivalent de (3.6), dans le cas censur�e, nous avons

E(ĉl) = 1
N+1

PN
i=1E[ ~'l(X(i))!(X(i))(1� F̂N(X(i)))

�1�(i)]

=
PN

i=1E[E( ~'l(X(i))!(X(i))(1� F̂N (X(i)))
�1�(i)=(X(i) = y))]

=
R
~'l(y)!(y)

(1�FC(y))fT (y)
f(y) I1;N(y) dy

=
R
~'l(y)!(y)

(1�FC(y))fT (y)
f(y)

f(y)
1�F (y)(1� FN (y)) dy:

Comme (1� F ) = (1� FC)(1� FT ), nous obtenons

E(ĉl) =
Z

~'l(y)!(y)�(y)(1� FN (y)) dy;

et nous retombons sur le r�esultat obtenu pour le cas non censur�e.

Dans le cas censur�e, le r�esultat 1 est g�en�eralis�e par Tanner et Wong [69] ;

nous en d�eduisons, de ce fait, le même r�esultat pour la variance que dans le

cas non censur�e.
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Dans la proposition 3.1, nous montrons que �̂p d�e�ni par (3.3) est un es-

timateur consistant en moyenne quadratique de �p =
P

l cl ~'l(x). L'analogue

de ce r�esultat a �et�e obtenu pour l'estimation par noyau lin�eaire dans le cas

non censur�e par Watson et Leadbetter et par Tanner et Wong dans le cas

censur�e.

Proposition 3. 1.

E(�̂p) = �p + O(N�1p 1
2 )

et var(�̂p)! 0:

Preuve de la proposition 3.1 :

Par (3.3) et le fait que
P
l
'l = 1, nous montrons que �̂p est un estima-

teur sans biais. De plus le calcul de la variance de �̂p est identique �a celui

de ĉl et le terme dominant est le même.

3.2 Comportement asymptotique du MISE de �̂p

Rappelons la d�e�nition du MISE de �̂p

MISE(�̂p) = E

Z
(�̂p � �)2(x) dx:

Par la d�e�nition de �̂p et vu l'orthonormalit�e du syst�eme de base, nous avons

la d�ecomposition suivante

MISE(�̂p) =
P
l
E(ĉl� cl)2 + P1

k=0

P
l
d2kl:

Le premier terme de la d�ecomposition du MISE correspond �a l'erreur quadra-

tique d'estimation alors que le second pr�esente l'erreur d'approximation.

Dans ce qui suit, nous supposerons que � est de classe C(r�1) et que

sa d�eriv�ee �a l'ordre r est continue par morceaux, et nous noterons � =

(r!)�1
R
 (y)yr dy et C1 =

R
�(y) dy,

Th�eor�eme 3. 1. Supposons que l'on dispose d'une ondelette m�ere dont les

moments jusqu'�a l'ordre (r � 1) sont nuls et d'une fonction d'�echelle toutes
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les deux �a support compact, si p ! 1 et que pN�1 ! 0 quand N ! 1,

alors :

MISE(�̂p) = C1N
�1p+p�2r�2(1�2�2r)�1

Z
j�(r)j2(x) dx+O(p�2r)+o(pN�1):

Remarque 3. 2. :

1. Le calcul du MISE ci-dessus justi�e la remarque 3.1 du paragraphe 3.1.

2. La formule du MISE pour l'estimateur lin�eaire correspond au r�esultat

classique MISE � C1N
�1p + C2p

�2r. Cependant �a cause du terme

O(p�2r), la constante C2 ne peut être donn�ee explicitement. N�ean-

moins, pour p = O(N 1
2r+1 ), le MISE de �̂p admet un comportement

asymptotique en O(N� 2r
2r+1 ).

3. Les valeurs des int�egrales utilis�ees dans l'expression du MISE sont

�nies du fait des conditions impos�ees �a �.

Preuve du Th�eor�eme 3.1

Consid�erons le terme correspondant �a l'erreur d'estimation et notons queP
l
E(ĉl � cl)2 = P

l
[var(ĉl) + (E(ĉl)� cl)2]:

D'apr�es le lemme 3.2, chaque terme de la somme est domin�e par var(ĉl) ;

le terme dominant de la somme est alors
P
l
var(ĉl).

Or

Nvar(ĉl)!
Z
�(
y + l

p
)'2(y) dy

et comme
R
'2(x) dx = 1, il s'ensuit :P

l
E(ĉl� cl)2 = C1N

�1p+ o(N�1p):

Posons

s0 =
P1
k=0

P
l
d2kl:

Avant de proc�eder �a une majoration de chacun des termes de s0, nous

noterons que, pour k �x�e, seul un nombre �ni des termes dkl sont non nuls.

En e�et, � et  sont �a support compact et donc pour k �x�e, ce nombre est
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inf�erieur �a 2kLA o�u 2L et 2A sont les longueurs respectives du support de

 et de f .

Pour tout (k; l), nous avons :

dkl =
R
~ kl(x)�(x) dx

=
R
p
1
2
k (pkx� l)�(x) dx

= p
� 1

2
k

R
 (y)�(y+l

pk
) dy;

soit

p
1
2
k dkl =

Z
 (y)�(

y+ l

pk
) dy:

Par un d�eveloppement limit�e de Taylor �a l'ordre r et du fait que  a des

moments nuls jusqu'�a l'ordre (r� 1), nous obtenons

p
1
2
k dkl =

R
 (y)

Pr�1
j=0(j!)

�1
�

y
pk

�j
�(j)( l

pk
)

+((r � 1)!)�1
�

y
pk

�r
[
R 1
0 (1� t)r�1�(r)( l+ty

pk
) dt] dy

= ((r � 1)!)�1
R
 (y)

�
y
pk

�r
[
R 1
0 (1� t)r�1(�(r)( l+ty

pk
)� �(r)( l

pk
)) dt

+
R 1
0 (1� t)r�1�(r)( l

pk
) dt] dy

= (r!)�1p�r
k

R
 (y)yr dy[�(r)( l

pk
) + �kl]

o�u �kl v�eri�e que sup
l
j�klj ! 0 quand N !1.

Comme � = (r!)�1
R ~ (y)yr dy, nous avons

dkl = �p
�(r+ 1

2 )
k (�(r)(

l

pk
) + �kl): (3.8)

Nous en d�eduisons que

s0 =
1X
k=0

X
l

�2p
�(2r+1)
k (�(r)(

l

pk
) + �kl)

2;

et donc pour N su�samment grand, le terme �2
kl est n�egligeable devant

(�(r)( l
pk
))2 ; ainsi :

s0 = �2
P1

k=0 p
�(2r+1)
k

P
l[�

(r)( l
pk
)]2 + O(

P
k
p�2rk )

= p�2r(1� 2�2r)�1�2
R
(�(r))2(x) dx+ O(p�2r);

puisque p�1k

P
l[�

(r)( l
pk
)]2 <1.
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Remarquons, au vu du th�eor�eme 2.1, qu'il nous est pas possible d'�evaluer

la valeur optimale de p qui minimise l'erreur quadratique moyenne int�egr�ee

de l'estimateur lin�eaire �̂p. Nous nous proposons maintenant d'estimer �

par une proc�edure non lin�eaire.

Soit j = j(N) un niveau de la multir�esolution d�e�nie par ' et posons

cjl =< �; 'jl > et �j =
P
l

cjl2
j

2'(2j � �l).

Notons �̂j l'estimateur empirique de �j obtenu en rempla�cant cjl par ĉjl,

d�e�ni par

ĉjl =
NX
i=1

'jl(X(i))(N + 1� i)�1!(X(i)):

Si � est une fonction r-r�eguli�ere, le biais de l'estimateur �̂j est de l'ordre

de 2�j(N)r alors que le terme de la variance (composante stochastique du

MISE) est de l'ordre 2j(N)

N . Nous choisissons donc un niveau de r�esolution

j1(N) su�samment petit pour que la composante stochastique du MISE ait

le bon taux de convergence (soit j1(N) � log2(N
1

2r+1 )), puis nous rajoutons

certains d�etails de mani�ere �a ce que le terme du biais atteigne le bon taux

de convergence. Cependant, plus le nombre de termes n�ecessaires �a la d�ef-

inition de l'estimateur augmente, plus l'erreur stochastique augmente mais

plus le biais diminue.

Pour nos propos, nous proposons de modi�er l'estimateur lin�eaire �̂p de sorte

�a inclure certains coe�cients associ�es aux \d�etails". Ces derniers seront

modi��es par la technique de seuillage d�ej�a d�ecrite au chapitre 2 avec pour

cons�equence la diminution globale de l'erreur stochastique de l'estimateur.

Pour �equilibrer les deux composantes du MISE, l'estimateur en question

d�epend de deux param�etres q et t respectivement, param�etre de tronca-

ture correspondant �a l'espace de projection V p
q auquel nous nous pla�cons et

param�etre de seuillage.

Remarque 3. 3. :

1. Les simulations e�ectu�ees montrent que l'estimateur par ondelettes est

sensible au niveau de r�esolution primaire j1(N).

2. Dans l'�ecriture de �̂p, p tel qu'il est d�e�ni correspond �a 2j1(N) avec

l'avantage que p n'est pas restreint �a être un entier : ceci est le princi-

pal int�erêt dans l'utilisation du syst�eme ~'. Nous pouvons nous poser
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alors la question suivante : \Comment proc�eder pour obtenir un taux

optimal?" La r�eponse est donn�ee par l'analogie avec l'estimation par

noyau o�u la largeur de la fenêtre est choisie de mani�ere �a optimiser

asymptotiquement la valeur du MISE en �equilibrant ses deux com-

posantes (biais et composante stochastique). C'est cet argument qui

sera utilis�e pour le choix du param�etre p .

3.3 Estimation non lin�eaire par seuillage uniforme

La technique d'estimation de seuillage utilis�ee ci-apr�es a �et�e largement

�etudi�ee par D. Donoho et I.M Jhonstone [25]. Ils en ont montr�e toutes les

vertus pour l'estimation des fonctions de r�egression et de densit�e, notam-

ment pour le crit�ere d'erreur min-max : l'estimateur non lin�eaire qu'ils ob-

tiennent reste optimal pour une large classe de fonctions (Espaces de Besov).

Pour des fonctions lisses �, seul un nombre �ni des coe�cients dkl de la

transform�ee en ondelettes de � sont non n�egligeables et de mani�ere heuris-

tique, nous dirons que l'information fournie par les coe�cients d̂kl, lorsqu'ils

ont une grande (resp. faible) amplitude en valeur absolue, provient essentiel-

lement de la fonction �a estimer (resp. uniquement de l'erreur stochastique).

Il est donc tout �a fait appropri�e de supprimer dans l'�ecriture de �̂ d�e�ni

ci-apr�es, les coe�cients d̂kl tels que jd̂klj < t o�u t reste �a d�e�nir : nous par-

lerons alors de seuillage \dur". Si de plus nous proc�edons �a une modi�cation

des coe�cients d̂kl pour lesquels jd̂klj > t, nous parlerons alors de seuillage

\doux". Cette technique de seuillage est d'autant plus correcte que nous ne

modi�erons pas les valeurs des ĉl qui constituent ce que nous appelons une

approximation principale alors que les d̂kl incarnent les d�etails.

Notre choix s'est port�e sur le seuillage \dur". Ainsi pour t donn�e, nous

d�e�nissons

�̂ =
P
l
ĉl ~'l +

q�1X
k=0

P
l
d̂kl1l(jd̂klj>t)

~ kl; (3.9)

soit, en posant

�̂p =
X
l

ĉl ~'l;

et �̂d =
q�1X
k=0

X
l

d̂kl1l(jd̂klj>t)
~ kl(x);

nous avons

�̂(x) = �̂p + �̂d; (3:9)0
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ce qui constitue une d�ecomposition de �̂ en une composante lin�eaire �̂p et une

composante non lin�eaire �̂d.

Par le Th�eor�eme 3.2, �enonc�e ci-apr�es, nous �etendons les travaux de D.

Picard et al [28] et de N. Patil et P. Hall [41] sur l'estimation de la fonction de

densit�e par projection non lin�eaire sur un syst�eme orthonorm�e d'ondelettes �a

l'estimation de la fonction de hasard pour des donn�ees avec ou sans censure.

Soient � et C1 les constantes d�e�nies au paragraphe 3.2. Nous avons :

Th�eor�eme 3. 2. Sous les conditions du Th�eor�eme 3.1 et si de plus q

et p2r+1t2 tendent vers l'in�ni alors que pqt
2 tend vers 0 quand N tend vers

l'in�ni, pour un choix de t tel que t > C( log(N)
N )

1
2 o�u C est une constante

d�e�nie explicitement dans la preuve du th�eor�eme, on a

MISE(�̂) = C1N
�1p+ p�2r�2(1� 2�2r)�1

Z
(�(r))2+ o(N�1p) + o(p�2r):

La formule du MISE pour l'estimateur �etudi�e est analogue �a celle obtenue

pour les estimateurs par noyau et ondelettes pour la fonction de densit�e. Les

termes C1N
�1p et p�2r�2(1�2�2r)�1

R
(�(r))2 repr�esentent les contributions

respectives de l'erreur stochastique et du carr�e du biais.

La suite est consacr�ee �a la preuve du th�eor�eme qui se d�ecomposera en

plusieurs parties.

3.4 D�ecomposition du MISE de �̂

Nous rappelons que MISE(�̂) = E
R
(�̂ � �)2(x) dx. Ce qui, au vu

de l'�ecriture (3.9) et de l'orthonormalit�e du syst�eme de base, conduit �a la

d�ecomposition suivante

MISE(�̂) =
P
l
E(ĉl � cl)

2 +
Pq�1
k=0

P
l
E
�
(d̂kl � dkl)

21l(jd̂klj>t)
�

+
Pq�1
k=0

P
l
E
�
d2kl1l(jd̂klj<t)

�
+

P1
k=q

P
l
d2kl:

Pour chacun des quatre termes ci-dessus, nous donnerons son comportement

asymptotique. Ce qui permettra par la suite d'en d�eduire celui du MISE de

�̂. Nous partagerons le travail en deux : d'une part, la partie lin�eaire qui se

r�eduit �a un seul terme, puis la partie non lin�eaire constitu�ee de trois termes.
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3.5 Comportement de la partie lin�eaire

La contribution de la partie lin�eaire �̂p dans le calcul du MISE est donn�ee

par la somme suivanteP
l
E(ĉl � cl)

2 =
P
l

[var(ĉl) + (E(ĉl)� cl)
2]:

Or, d'apr�es les r�esultats du paragraphe 3.2, on aP
l
E(ĉl � cl)

2 = C1N
�1p+ o(N�1p): (3.10)

3.6 Comportement de la partie non lin�eaire

Traitons s�epar�ement chacun des trois termes de la partie non lin�eaire.

Posons :

s1 =
1X
k=q

X
l

d2kl:

Le terme s1 correspond �a l'erreur d'approximation de � par sa projection

sur le sous-espace V p
q .

Une fois qu'on estime les coe�cients dkl par les d̂kl d�e�nis par (3.2) ou

son �equivalent (3:2)0, on proc�ede �a une s�election en ne retenant que ceux

pour lesquels jd̂klj est sup�erieur �a un seuil t, ce qui revient �a poser :

d�kl = 0 si jd̂klj < t

d�kl = d̂kl sinon :

De ce fait, si on s'int�eresse �a l'erreur due �a l'estimation des dkl par d̂kl,

on a deux termes :

s2 =
q�1X
k=0

X
l

d2kl1l[jd̂klj<t] (3.11)

et

s3 =
q�1X
k=0

X
l

(dkl � d̂kl)
21l[jd̂klj>t]: (3.12)

3.6.1 Quelques r�esultats

Nous rappelons deux r�esultats de la th�eorie des probabilit�es et dont nous

nous servirons dans les paragraphes ci-apr�es.
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Le premier est le suivant :

Lemme 3. 3 (Bretagnolle-Huber) Soit T1; T2; : : :TN des variables al�eat-

oires ind�ependantes et identiquement distribu�ees telles que E(Ti) = 0; E(T 2
i ) �

�2 et jTij < A. Pour tout m, il existe une constante cm telle que

si m � 2; EjN�1 PN

i=1
Tijm � cm

�
�2Am�2

Nm�1 + �m

N
m
2

�
et si m = 2; EjN�1 PN

i=1
Tijm � �m

N
m
2
:

Le deuxi�eme est un r�esultat de la th�eorie des grandes d�eviations :

Lemme 3. 4 (Bernstein) Soit N variables ~Ti ind�ependantes et telles que

E( ~Ti) = 0; E( ~T 2
i ) = �2i et j ~Tij < M .

Si
PN

i=1
�2i � VN , alors pour tout � > 0, on a

Pfj PN

i=1

~Tij � �g � 2exp[�1

2
�2=(VN +

1

3
M�)]:

3.6.2 Comportement asymptotique de s1

Par (3.8), on a

s1 =
1X
k=q

X
l

�2p
�(2r+1)
k (�(r)(

l

pk
) + �kl)

2

et comme pour N su�samment grand, on peut majorer le terme �2
kl par

(�(r)( l
pk
))2, cela entrâ�ne que

s1 � 2�2
P1

k=q p
�(2r+1)
k

P
l[�

(r)( l
pk
)]2

= O(p�2rq )

= o(p�2r);

car d'une part q tend vers l'in�ni avec N et d'autre part

p�1k
X
l

[�(r)(
l

pk
)]2 <1:
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3.6.3 Comportement asymptotique de (dkl � d̂kl)2

Ci-apr�es, nous �etudions le comportement asymptotique de E(dkl� d̂kl)2.
Cette �etude passe par l'introduction du terme ~dkl d�e�ni par,

~dkl =
1

N

PN

i=1
(1� F (Xi))

�1!(Xi) ~ kl(Xi): (3.13)

Nous montrerons ci-dessous, en �etudiant successivement le comportement

de E(d̂kl � ~dkl)
2 et E( ~dkl � dkl)

2, que le terme dominant de E(dkl � d̂kl)
2

est donn�e par le second terme.

Posons �kl = sup
x2supp 

�(x+lpk
), fkl = sup

x2supp 
f(x+lpk

) et Q̂N (x) =

max(1 � F̂N (x); "0) ; F̂N (x) et "0 ayant �et�e d�e�nis en d�ebut de chapitre.

On a d'abord

Lemme 3. 5.

E(d̂kl� ~dkl)
2 = o(N�1fkl)

et E(dkl � ~dkl)
2 � N�1�kl:

Preuve :

Par d�e�nition de d̂kl et ~dkl (resp. 3.2 et 3.13),

d̂kl � ~dkl = 1
N+1

PN

i=1
[(Q̂N)�1(Xi)�Q�1(Xi)] ~ kl(Xi)!(Xi)

� 1
N(N+1)

PN

i=1
Q�1(Xi) ~ kl(Xi)!(Xi):

Notons, d'une part que, sup(jQ̂N(x) � Q(x)j) = Op(N� 1
2 ), et, d'autre

part que, sup(jQ̂N(x)�Q(x)j) est absolument born�e, ce qui, par l'in�egalit�e

de Markov, entrâ�ne que

E(sup jQ̂N(x)�Q(x)j)2 tend vers 0 quand N tend vers l'in�ni:

Comme, Q(x) et Q̂N (x) sont strictement sup�erieurs �a "0 sur [0; T ], on
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obtient

E( ~dkl � d̂kl)
2 = 1

(N+1)2E[
PN

i=1
((Q̂N)

�1(Xi)�Q�1(Xi)) ~ kl(Xi)!(Xi)]
2

+O(N�3)
� const:

(N+1)2E(sup jQ̂N(x)�Q(x)j)2E(
PN

i=1
j ~ kl(Xi)!(Xi)j)2

� const:
(N+1)2E(sup jQ̂N(x)�Q(x)j)2N sup

x2supp 
f(x+lpk

)

= o(N�1fkl):

Pour d�emontrer la deuxi�eme partie du Lemme 3.5, posons, dans le cas non

censur�e,

Ti = ~ kl(Xi)(1� F (Xi))
�1!(Xi)� dkl

et

Ti = ~ kl(Xi)(1� F (Xi))
�1!(Xi)�i � dkl

pour le cas censur�e. On a ainsi

~dkl � dkl =
1

N

PN

i=1
Ti:

Le r�esultat est alors imm�ediat par le lemme de Bretagnolle-Huber, en prenant

�2 = �kl et A = 2jj jj1p
1
2
k "

�1
0 .

3.6.4 Comportement asymptotique de s2

Soit t0 = 3t=2. Nous d�esignons ci-apr�es par s02 et s002 les termes

s02 =
q�1X
k=0

X
l

d2kl1l[j~dklj<t0];

et

s002 =
q�1X
k=0

X
l

d2kl1l[j ~dkl�d̂kl j> t
2 ]
:

Il est facile de voir que

s2 � s02 + s002 :

Cette majoration du terme s2 permettra de traiter s�epar�ement chacun des

deux termes.
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Comportement de s02

L'�etude du comportement de s02 n�ecessite un calcul alg�ebrique pr�ealable.

Notons dans un premier temps que par (3.8), on peut exhiber une constante

telle que

jdklj < const:p
�(r+ 1

2 )

k (3.14)

et donc, sous l'hypoth�ese que p(2r+1)t2 tend vers l'in�ni avec N , jdklj est
n�egligeable devant t0 pour N su�samment grand. Il en d�ecoule que, pour

tout " r�eel strictement positif, les sommes s21 et s22 d�e�nies respectivement

par

s21 =
q�1X
k=0

X
l

d2kl1l[jdklj<(1+")t0]

et

s22 =
q�1X
k=0

X
l

d2kl1l[jdklj<(1�")t0]

sont, pour N su�samment grand, telles que s21 = s22 =
Pq�1

k=0

P
l d

2
kl.

Comme

j ~dklj � jdklj � j ~dkl � dklj;
on a,

jdklj > (1 + ")t0
j ~dkl � dklj < "t0

)
) j ~dklj > t0:

D'autre part,

jdklj � j ~dklj � j ~dkl � dklj
entrâ�ne

j ~dklj > t0
j ~dkl � dklj < "t0

)
) jdklj > (1� ")t0:

Ce qui �equivaut, en posant

� =
q�1X
k=0

X
l

d2kl1l[j ~dkl�dkl j>"t0]
;

�a

s22 �� < s02 < s21 + �:

Nous allons montrer successivement que :

s21 = s22 � �2(1� 2�2r)�1p�2r
Z
(�(r))2(x) dx

et que

E(�) = o(p�2r):
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Par (3.8) et du fait que sup
0�k�q�1;l

j�klj tend vers 0, on a

s21 =
Pq�1
k=0

P
l �

2p
�(2r+1)
k (�(r)( l

pk
) + �kl)

2

= �2
Pq�1
k=0

p
�(2r+1)
k

P
l(�

(r)( l
pk
))2 + o(

Pq�1
k=0 p

�2r
k )

= �2
Pq�1
k=0

p�2rk

R
(�(r)(y))2 dy + o(

Pq�1
k=0 p

�2r
k )

= �2p�2r(1� 2�2r)�1
R
(�(r)(y))2 dy + o(

Pq�1
k=0 p

�2r
k ):

Donc

s21 = �2p�2r(1� 2�2r)�1
Z
(�(r)(y))2 dy + o(p�2r): (3.15)

Pour le terme �, on utilisera le lemme de Bernstein. Posons

~Zi =
1

N
~ kl(Xi)(1� F (Xi))

�1!(Xi); (3.16)

et de mani�ere analogue, pour le cas censur�e,

~Zi =
1

N
~ kl(Xi)(1� F (Xi))

�1!(Xi)�i (3:16)0

et
~Ti = ~Zi � 1

N
dkl =

Ti
N
: (3.17)

On a alors,

~dkl � dkl =
NX
i=1

~Ti: (3.18)

En remarquant que E( ~Ti) = 0, j ~Tij < 2N�1p
1
2
k jj jj1"�10 et quePN

i=1 var( ~Ti) < N�1 sup
x2[0;T ]

�(x), le th�eor�eme de Bernstein entrâ�ne, pour

N su�samment grand,

E(�) =
Pq�1
k=0

P
l d

2
klP (j ~dkl � dklj > "t0)

� 2
Pq�1
k=0

P
l d

2
klexpf�1

3"
2t20N( sup

x2[0;T ]
�(x))�1g

= o(s21):
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L'in�egalit�e ci-dessus est v�eri��ee car pqt
2 tend vers 0 quand N tend vers

l'in�ni.

En combinant ce r�esultat avec (3.15), on obtient

E(s02 � �2p�2r(1� 2�2r)�1
Z
(�(r))2(y) dy) = o(p�2r):

Comportement de s002

Par d�e�nition même de s002 , on a

E(s002) =
q�1X
k=0

X
l

d2klP [j ~dkl � d̂klj > t

2
]:

Par application du lemme de Bernstein et d'apr�es les r�esultats du para-

graphe 3.6.3, le comportement asymptotique de ce terme est domin�e par

celui de E(�). On en d�eduit donc

E(s002) = o(p�2r);

et par cons�equent

E(s2 � �2p�2r(1� 2�2r)�1
Z
(�(r))2(y) dy) = o(p�2r): (3.19)

3.6.5 Comportement asymptotique de s3

Des consid�erations analogues �a celles utilis�ees pour le terme s2, montrent

que

s3 = o(N� 2r
2r+1 ): (3.20)

En e�et, posons

s03 =
q�1X
k=0

X
l

E[(dkl� ~dkl)
21l[jd̂klj>t]]; (3.21)

et

s003 =
q�1X
k=0

X
l

E[(d̂kl� ~dkl)
21l[jd̂klj>t]]: (3.22)

Remarquons que s3 � 2(s03+s003) ; partant de cette in�egalit�e et du lemme

3.5, il su�t de montrer que

s03 = o(N� 2r
2r+1 ); (3.23)



102 Chapitre 3 : Ondelettes et probl�eme de survie

car en proc�edant de la même mani�ere, on peut montrer que ce r�esultat est

vrai aussi pour s003.

Soit � et � deux r�eels positifs tels que � + � = 1. Il est facile de voir que

s03 est major�e par l'addition des trois termes d�e�nis ci-dessous :

s031 =
q�1X
k=0

X
l

Ef( ~dkl � dkl)21l[jdklj>�t]g;

s032 =
q�1X
k=0

X
l

Ef( ~dkl� dkl)
21l[j~dkl�dkl)j> 1

2 �t]
g

et

s033 =
q�1X
k=0

X
l

Ef( ~dkl � dkl)21l[jd̂kl� ~dkl j> 1
2 �t]

g:

Ci-apr�es, on �etudie le comportement asymptotique de chacun de ces trois

termes.

Le fait que � et  soient �a support compact entrâ�ne que

p�1
k

X
l

�kl <1 uniform�ement en k:

Or, d'apr�es le lemme 3.5,

E( ~dkl � dkl)2 � N�1�kl

et par (3.14),

jdklj < const:p
�(r+ 1

2 )

k :

Posons

k0 = arg max
k<q

fpk < const:(�t)�
2

2r+1 g:

Nous avons alors

s031 � N�1 Pq�1

k=0

P
l �kl1lh

pk<const:(�t)
�

2
2r+1

i
= N�1 Pq�1

k=0
(
P

l �klp
�1
k )pk1lh

pk<const:(�t)
�

2
2r+1

i
� const0:N�1 Pq�1

k=0
pk1lh

pk<const:(�t)
�

2
2r+1

i
� const0:N�1 Pk0

k=0
pk1lh

pk0<const:(�t)
�

2
2r+1

i
= O(N�1t�

2
2r+1 )

= o(N� 2r
2r+1 );
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la derni�ere �egalit�e �etant due au fait que N
1
2 t tend vers l'in�ni avec N .

Soit a un r�eel positif strictement sup�erieur �a 1 et a� son conjugu�e (i.e :
1
a + 1

a� = 1). L'in�egalit�e de Bretagnolle-Huber donne pour tout (k; l) :

E(j~dkl� dklj2a�) � const:(a�; ~ ; �)([N�a� +N1�2a�pa
��1

k ]: (3.24)

En choisissant cette fois M = 2N�1p
1
2
q jj jj1"�10 et VN = N�1�kl dans le

lemme de Bernstein, on a, pour 0 < " < 1, N su�samment large et d donn�e,P
l

(P [j ~dkl � dklj > 1
2�t])

1
a � P

l
2expf�1

8(1� ")�2t2N��1kl a
�1g

= O(
P
l
�kl(Nt

2)�1expf�1
8(1� 3")�2t2N��1kl a

�1g)

= O(
P
l
�kl(Nt

2)�1expf�1
8(1� 3")�2t2N(sup�(x))�1a�1g)

= O
�P

l �kl(Nt2)�1N�d
�

= O(pkt
�2N�(d+1));

et ce pour un choix de ", a et � tels que expf�1
8(1�3")�2N(sup�(x))�1t2a�1g �

N�d.

L'in�egalit�e de H�older dans un premier temps et le fait que pourN tendant

vers l'in�ni, pqt
2 tend vers 0 et N

1
2 t tend vers l'in�ni (ce qui entrâ�ne que

N�1pq tend vers 0), on obtient

s032 �Pq�1
k=0

P
l

h
E(j~dkl� dkl)j2a�)

i 1
a� (P [j ~dkl � dklj > �t

2 ])
1
a

= O
hPq�1

k=0 pk(N
�1 +N

1
a�
�2pq)N�(d+1)t�2

i
= o(N

1
a�
�d):

En prenant d �egal �a 2r
2r+1 + 1

a� , on obtient

s032 = o(N� 2r
2r+1 ): (3.25)

Le choix �evoqu�e ci-dessus, au vu de l'hypoth�ese que t > C( log(N)
N )

1
2 , est

alors possible en imposant 0 < " < 1
3 , � < 1, a � 1 et C � (8( sup�(x)

x2[0;T ]
) 2r
2r+1)

1
2 .

Finalement, comme sup(jQ̂N(x) � Q(x)j) = Op(N
� 1
2 ) et Q(x) > "0 sur

[0; T ], on a :

j ~dkl � d̂klj � jconst:
N + 1

PN

i=1

~ kl(Xi)!(Xi)j;
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et donc

P [j ~dkl � d̂klj � �t

2
] � P [jconst:

N + 1

PN

i=1

~ kl(Xi)!(Xi)j � �t

2
]:

La même d�emarche que celle utilis�ee pour s032, prouve que

s033 = o(N� 2r
2r+1 ) (3.26)

Du comportement asymptotique de s031, de (3.24) et (3.25), nous d�eduisons

le r�esultat (3.20).

En combinant (3.10) et les r�esultats des paragraphes 3.6.1 et 3.6.3-5, nous

compl�etons la preuve du Th�eor�eme 3.2.
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3.7 Simulations num�eriques

Dans ce paragraphe, nous avons regroup�e quelques r�esultats dans le but

de comparer l'estimateur de la fonction de taux de hasard que nous pro-

posons avec celui de Kooperberg et al [45]. Ce dernier est retenu pour la

qualit�e de ses r�esultats pratiques.

Notre choix s'est port�e sur deux fonctions de densit�e, f1, loi Gaussienne de

moyenne et variance respectivement �egales �a 20 et �a 1 et f2 une loi expo-

nentielle de param�etre 1. Les fonctions de taux de hasard correspondantes

seront not�ees respectivement par h1 et h2. Pour le premier choix h1 est

in�niment di��erentiable et pour le deuxi�eme h2 est une constante.

La fonction d'�echelle utilis�ee, tout au long de cette �etude, est du type

Daubechies �a support minimal. Pour assurer un minimum de r�egularit�e

pour notre estimateur, nous avons pris des ondelettes d'ordre 3 et 5.

Trois param�etres sont n�ecessaires pour la d�etermination de l'estimateur

non lin�eaire de la fonction de hasard, d�e�ni au paragraphe 3 de ce chapitre.

Il s'agit de q, param�etre de troncature, t, param�etre de seuillage et p,

param�etre de dilatation.

Le param�etre q est �egal �a [log(N)]� 1 ([x] d�esignant la partie enti�ere de

x), o�u N est la taille de l'�echantillon dont on dispose. Le param�etre p est

d�etermin�e par Plug-in : comme, p est choisi de sorte �a optimiser la valeur

th�eorique du MISE, sa valeur d�epend de la fonction de hasard inconnue ;

une premi�ere estimation par ondelettes de la fonction de hasard est d�eter-

min�ee, puis dans l'�ecriture de p la fonction de hasard est remplac�ee par son

estimation. Finalement t est �egal �a (8( sup�(x)
x2[0;T ]

) 2r
2r+1)

1
2 ( log(N)

N )
1
2 .

3.7.1 Comportement asymptotique du MISE

Pour chacune des densit�es f1 et f2, nous avons simul�e des �echantillons de

taille 256, 512 et 1024. La premi�ere partie consiste en l'�etude du comporte-

ment asymptotique de l'estimateur non lin�eaire propos�e et la comparaison

de ses performances avec celles de l'estimateur logspline. Nous utilisons le

crit�ere d'erreur quadratique moyenne, not�e MSE et d�e�ni par :

MSE(hi) =
1

N

NX
j=1

(hi(tj)� ĥi(tj))
2;

o�u ĥi(tj) est l'estimateur de hi �a l'instant tj et N , le nombre d'observations

dont on dispose.
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Pour chacun des trois cas, nous avons calcul�e l'estimateur ondelette et

logspline pour 50 �echantillons de même taille, tout en �xant �a 4 la valeur

de r (i.e l'ordre de l'ondelette de Daubechies est �egal �a 3), pour l'estimation

de h2 et �a 6 pour celle de h1. Nous d�e�nissons le crit�ere RMSE comme la

racine carr�e de la moyenne sur l'ensemble des 50 �echantillons, des valeurs

du MSE.

L'ensemble des valeurs du RMSE, obtenues pour la fonction de hasard,

h1 (resp. h2), sont regroup�ees dans le tableau 3.1 (resp. 3.2).

Taille de l'�echantillon 256 512 1024

Ondelette 0.043 0.008 0.0065

Logspline 0.1016 0.0908 0.0742

Table 3.1 : R�esultats des simulations pour la fonction de taux de hasard

associ�ee �a la loi normale.

La fonction de hasard est estim�ee sur l'intervalle [18; 22].

Taille de l'�echantillon 256 512 1024

Ondelette 0.0584 0.0505 0.0311

Logspline 0.0282 0.0425 0.0110

Table 3.2 : R�esultats des simulations pour la fonction de taux de hasard

associ�ee �a la loi exponentielle.

Dans ce cas, nous nous sommes restreints �a l'estimation de la fonction

de hasard sur [0; 5].

Au vu des simulations pr�esent�ees ci-dessus, nous remarquons

1. Pour la fonction de hasard r�eguli�ere h1, l'estimateur ondelette pro-

pos�e a un comportement asymptotique l�eg�erement sup�erieur �a celui

de logspline. Ce qui n'est pas du tout le cas pour l'estimation de la

fonction de hasard h2.

2. La qualit�e des deux estimateurs augmente avec la taille de l'�echantillon.
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3.7.2 Quelques graphiques

Dans cette deuxi�eme partie, nous comparons graphiquement la qual-

it�e des estimateurs, ondelette et logspline [45], et ce pour chacun des trois

�echantillons. Cette comparaison est illustr�ee par les �gures 3.3-7.

Les courbes que nous nous proposons d'estimer sont donn�ees par les 2 �gures

ci-dessous. Elles correspondent aux fonctions de taux de hasard des densit�es

f1 et f2.

17 18 19 20 21 22 23 24
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Figure 3.1 : Fonctions de taux de hasard, h1 et h2.

Ci-apr�es, nous donnons les �gures obtenues par nos simulations. Pour

chacune des fonctions de hasard, nous d�eterminons son estimateur ondelette

et logspline, et ce pour des �echantillons de taille 256, 512 et 1024. Ces �g-

ures permettront de compl�eter l'�etude du comportement asymptotique de

l'estimateur de hasard propos�e et sa comparaison avec l'estimateur logspline.
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Figure 3.2 : Estimations du taux de hasard par logspline (N = 256).
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Figure 3.3 : Estimations du taux de hasard par ondelette (N = 256, r = 4

pour h1 et r = 4 pour h2).
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Figure 3.4 : Estimations du taux de hasard par logspline (N = 512).
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Figure 3.5 : Estimations du taux de hasard par ondelette (N = 512, r = 5

pour h1 et r = 4 pour h2).
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Figure 3.6 : Estimations du taux de hasard par logspline (N = 1024).
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Figure 3.7 : Estimations du taux de hasard par ondelette (N = 1024,

r = 5 pour h1 et r = 4 pour h2).



3.7. Simulations num�eriques 111

0 1 2 3 4 5 6 7
0

2

4

6

8

10

12

Figure 3.8 : La fonction f(1 � F )�1 associ�ee �a une loi exponentielle de

param�etre 1 censur�ee �a droite par une loi uniforme sur [0; 1:5] (50% des

donn�ees sont censur�ees).
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Figure 3.9 : Estimations de la fonction ci-dessus par ondelettes de

Daubechies d'ordre 3 avec N = 512 et d'ordre 6 avec N = 1024 respec-

tivement.
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Figure 3.10 : Estimation par ondelettes de Daubechies d'ordre 3 avec

N = 1024 du taux de hasard d'une loi exponentielle de param�etre 1 censur�ee

�a droite par une loi uniforme sur [0; 1:5] (� 50% des donn�ees sont censur�ees).
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Figure 3.11 : Estimation par ondelettes de Daubechies d'ordre 3 avec

N = 2048 du taux de hasard d'une loi exponentielle de param�etre 1 censur�ee

�a droite par une loi uniforme sur [0; 1:5] (� 52% des donn�ees sont censur�ees).
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Les �echantillons simul�es et qui ont servi �a la d�etermination des graphiques

(3.10) et (3.11) n'ont pas �et�e tronqu�es, ce qui produit un l�eger e�et de bord

dû essentiellement au fait que la fonction de survie est proche de 0 au point

1:5 .

Conclusion

L'estimateur non-lin�eaire de type ondelettes de la fonction de hasard

a les 3 propri�et�es fondamentales requises dans tout estimateur et que peu

d'estimateurs r�eunissent. Ces propri�et�es sont :

1. L'estimateur d�e�ni admet un comportement asymptotique au sens de

Stone. Mieux encore, le r�esultat obtenu dans le th�eor�eme g�en�eralise

ceux obtenus par les m�ethodes de type noyau �a des fonctions r�eguli�eres

par morceaux.

2. En pratique et comme le prouvent les simulations num�eriques, l'es-

timateur d�e�ni est d'aussi bonne, voire de meilleure qualit�e que l'es-

timateur logspline, ce dernier �etant une bonne r�ef�erence en la mati�ere.

De plus l'estimateur �etudi�e est toujours d�e�ni et sur tout l'intervalle

des observations, ce qui n'est pas toujours le cas de la m�ethode logspline,

qui peut diverger.

3. L'utilisation de l'algorithme pyramidal dans notre proc�edure d'estimation

conduit �a une �evaluation, de l'estimateur de type ondelettes, largement

plus rapide que celle utilis�ee pour les autres estimateurs.
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Annexe A

Rappels sur les paquets

d'ondelettes

Les bases de paquets d'ondelettes ont �et�e d�e�nies par R. Coifman

et Y. Meyer [18] pour traiter et analyser des signaux. Ils ont ainsi con-

struit une nouvelle famille de bases orthonorm�ees de L2(IR) conduisant �a

une nouvelle d�ecomposition de L2(IR) en somme directe de sous-espaces o�u

chaque sous-espace est engendr�e par un paquet d'�el�ements de bases.

Dans cette annexe, on rappellera le lien existant entre l'analyse mul-

tir�esolution r�eelle, les �ltres miroirs en quadrature et la construction d'une

base orthonorm�ee d'ondelettes de L2(IR), puis on explicitera la construction

des bases de paquets d'ondelettes.

On conclura alors par la construction de bases d'ondelettes et de paquets

d'ondelettes de L2([0; 1]), associ�es �a une analyse multir�esolution sur l'inter-

valle [0; 1].

A.1 Introduction aux ondelettes

Bien que le syst�eme de Haar soit le plus vieil exemple de bases or-

thonorm�ees d'ondelettes (1909), �ca n'est que bien plus tard que l'analyse

par ondelettes est implicitement introduite par A.P. Calderon ; elle sera

red�ecouverte par le g�eophysicien J. Morlet dans un travail sur l'�etude des

signaux sismiques enregistr�es durant des prospections p�etroli�eres, et explic-

it�ee par A. Grossmann.

La transform�ee en ondelettes est une repr�esentation temps-�echelle (ou

position-�echelle) dont le principe est de d�ecrire l'�evolution temporelle d'un
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signal relativement �a une �echelle d'observation ; elle s'apparente �a la trans-

form�ee de Fourier mais les exponentielles complexes exp(ix�) index�ees par

les fr�equences � 2 IR y sont remplac�ees par les ondelettes  I index�ees par

la collection de tous les intervalles I � IR. Ces ondelettes sont toutes des

copies d'une même fonction  r�eguli�ere et ayant une forte d�ecroissance �a

l'in�ni.

La transform�ee en ondelettes, comme la transform�ee de Fourier, permet,

par un choix judicieux de  , d'�ecrire toute fonction f de L2(IR) comme une

somme de termes de la forme cI I o�u les coe�cients cI se calculent comme

des coe�cients de Fourier :

cI =< f;  I >:=
Z
IR
f(x) I(x) dx:

Il existe deux types de transform�ees en ondelettes :

1. La transform�ee discr�ete.

2. La transform�ee continue.

�Etant donn�e que dans ce travail on utilise uniquement la transform�ee dis-

cr�ete, on se limitera ci-apr�es �a ce cas.

Meyer et Lemari�e [47] ont montr�e qu'il est possible de choisir l'ondelette

 , r�eguli�ere et de carr�e int�egrable, de sorte que la collection des  jk =

2
j

2 (2j ��k), j et k appartenant �a ZZ, obtenues par translation et dilatation

de  , forme une base orthonorm�ee de L2(IR). Ainsi, toute fonction f de

L2(IR) s'�ecrit

f =
X
j2ZZ

X
k2ZZ

< f;  jk >  jk:

Les coe�cients cjk , d�e�nis par

cjk =< f;  jk >=

Z
f(x) jk(x) dx;

sont appel�es coe�cients d'ondelettes de f et la collection des cjk est la

transform�ee en ondelettes discr�ete de f .

La collection des intervalles I est dans ce cas r�eduite aux seuls intervalles

dyadiques.

A.2 Analyse multir�esolution (AMR) et ondelettes

La premi�ere construction de bases orthonorm�ees d'ondelettes est due �a

Y. Meyer en 1985, mais c'est surtout apr�es que le lien entre la construction
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d'une telle base et l'analyse multir�esolution ait �et�e �etabli que les choses ont

�evolu�e. On rappelle ci-apr�es la d�e�nition d'une AMR r�eelle et comment

on peut en d�eduire la construction d'une base orthonorm�ee d'ondelettes de

L2(IR).

A.2.1 Analyse multir�esolution

D�e�nition A. 1. Une analyse multir�esolution (ou multi-�echelle) de L2(IR)

est une suite de sous-espaces ferm�es Vj de L2(IR), j 2 ZZ, v�eri�ant les

conditions suivantes :

1. Vj � Vj+1, 8 j 2 ZZ.

2. L'intersection des Vj est r�eduite �a 0 et leur r�eunion est dense dans

L2(IR), i.e : \
j2ZZ

Vj = f0g et
[
j2ZZ

Vj = L2(IR): (A.1)

3. Pour toute fonction f dans L2(IR),

f 2 Vj () f(2�) 2 Vj+1: (A.2)

4. Il existe une fonction ' dans Vo, dite fonction d'�echelle ou fonction

p�ere, telle que f'0k; k 2 ZZg est une base inconditionnelle de V0, avec

'0k = '(� � k).

Rappelons qu'une famille (ej) est une base inconditionnelle d'un espace

de Hilbert H si et seulement et si les deux propri�et�es suivantes sont satis-

faites :

� il existe deux constantes C1 et C2, strictement positives, telles que,

pour toute suite �nie de scalaires r�eels (�j) :

C1(
X

j�j j2) 12 � jj
X

�jej jj2 � C2(
X

j�j j2) 12 :

� l'ensembles des combinaisons lin�eaires �nies
P

�jej est dense dans H.

Remarque A. 1. :

1. Au vu de (A.2), pour tout j, on a :

f'jk; k 2 ZZg est une base inconditionnelle deVj ; (A.3)

avec 'jk = 2
j

2'(2j � �k).
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2. Chaque espace Vj est invariant par les translations de pas k2�j ,
i.e f 2 Vj ! f(� � k2�j) 2 Vj ; 8 k 2 ZZ.

Une analyse ainsi d�e�nie permet d'�ecrire toute fonction f de L2(IR) comme

limite d'une suite de fonctions fj o�u chaque fj appartient �a Vj . En e�et soit

Pj le projecteur orthogonal sur Vj et soit fj la projection orthogonale de f

sur Vj (i.e fj = Pj(f)), par les deux premi�eres conditions de la D�e�nition

A.1, on a :

lim
j!1

fj = f:

A.2.2 Ondelettes

La construction de la fonction ondelette,  , est �etroitement li�ee �a la

d�e�nition d'une suite de sous-espaces de L2(IR) dits de d�etails.

En e�et, par la d�e�nition même de l'analyse multir�esolution, il est naturel de

construire une suite Wj ; j 2 ZZ, telle que chaque Wj soit le suppl�ementaire

orthogonal de Vj dans Vj+1, c'est �a dire

Vj+1 = Vj �Wj : (A.4)

Ainsi, par (A.1), on a

L2(IR) = �
j2ZZ

Wj (A.5)

Soit Qj le projecteur orthogonal sur Wj , par (A.4) et (A.2) on en d�eduit

que

Qj = Pj+1 � Pj ; (A.6)

et que Wj est une version de W0 au niveau j de la multir�esolution :

f 2 W0 () f(2j �) 2 Wj : (A.7)

S. Mallat et Y. Meyer, voir [22], montrent alors l'existence d'une fonction

 , appel�ee ondelette m�ere, dont les translations par les entiers engendrent

W0. Tout comme Vj , Wj est alors engendr�e par les  jk = 2
j
2 (2j � �k), les

versions obtenues par dilatation et translation de  . Ainsi, par (A.5), la

famille f jk; j 2 ZZ; k 2 ZZg est une base inconditionnelle de L2(IR).

Au paragraphe A.3, on donnera la construction explicite de  .

A.2.3 Remarque

Sans perte de g�en�eralit�e, on peut choisir la fonction d'�echelle ' telle

que f'0k; k 2 ZZg soit une base orthonorm�ee de V0 plutôt qu'une base

inconditionnelle. En e�et, il est possible par l'�equation ci-apr�es :

~̂'(�) = '̂(�)[
X

j'̂(� + 2k�)j2](� 1
2 ) (A.8)
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de construire ~' dont les translations par les entiers forment une base or-

thonorm�e de V0 ( ~̂'(�) et '̂(�) ci-dessus d�esignent les transform�ees de Fourier

respectives de ~' et ').

La fonction d'�echelle poss�ede alors les propri�et�es suivantes :Z
IR

~'(x) dx = ~̂'(0) = 1: (A.9)

X
k2ZZ

j ~̂'(� + 2k�)j2 = 1: (A.10)

D�es lors, on supposera, dans tout ce qui suit, que f'0k; k 2 ZZg est une

base orthonorm�ee de V0, l'AMR est alors dite orthogonale.

Exemple d'AMR :

Un exemple d'analyse multir�esolution est donn�e par la suite des :

Vj = fg 2 L2(IR) : g constante sur [2�jk; 2�j(k + 1)[ ; 8 k 2 ZZg;

pour laquelle, les trois premi�eres conditions de la D�e�nition A.1 sont triv-

ialement v�eri��ees.

Pour tout j dans ZZ, Pj est alors d�e�ni par :

Pj(f) =
P

k2ZZ (2j
R 2�j(k+1)
2�jk

f(x) dx)1l[2�jk;2�j(k+1)[

=
P
< 'jk; f >'jk:

En choisissant comme fonction d'�echelle l'indicatrice de [0; 1[, on dispose

d'une base orthonorm�ee pour V0, ce qui prouve que les Vj forment bien une

AMR ; �a cette derni�ere, on associe alors la fonction de Haar comme on-

delette m�ere. Ceci est facile �a v�eri�er en utilisant (A.6) et la d�e�nition de

Wj . En e�et,

'j�1;k =
1p
2
f'j;2k + 'j;2k+1g:

Il s'ensuit queWj est engendr�e par les 'j;2k�'j;2k+1, et qu'un choix judicieux

de  est donn�e par :

 = '(2�)� '(2 � �1) = 1l[0; 12 [
� 1l[ 12 ;1[

:

Exemples d'ondelettes :

Il existe di��erentes familles d'ondelettes caract�eris�ees par des propri�et�es

sur le support, la sym�etrie, l'orthogonalit�e ou la r�egularit�e de la fonction
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d'�echelle et de l'ondelette m�ere. Dans la famille des ondelettes �a support

compact, on s'int�eressera ci-apr�es �a celle construite par I. Daubechies [22],

L', L �etant un entier naturel non nul, poss�edant les propri�et�es suivantes :

� L' est �a support compact [0; 2L� 1].

� L' est �L-r�eguli�ere, i.e
R
IR j�j�LjL'̂(�)j d� <1, avec � � 0:1936.

� L'ondelette associ�ee admet des moments nuls �a l'ordre L,

8 k = 0; 1; : : :L;

Z 1
�1

xkL (x) dx= 0:

Parmi toutes les ondelettes �a support compact, v�eri�ant la troisi�eme

propri�et�e ci-dessus, les L' sont celles qui ont le plus petit support ; de ce

fait elles sont dites �a support minimal. La construction de telles ondelettes

est longuement d�etaill�ee par I. Daubechies [22] et est partiellement reprise

dans l'exemple A.3.1.

Un autre exemple d'ondelettes �a support compact est celui des coi
ets. Elles

sont d�e�nies de mani�ere �a ce que la fonction d'�echelle admette, tout comme

l'ondelette m�ere, des moments nuls �a l'ordre L� 1 et ce au d�etriment d'un

support plus large que celui de L'.

Dans tout ce qui suit, on dira qu'une fonction ' g�en�ere une AMR r�eelle

si, en d�e�nissant par Vj l'espace engendr�e par f2 j

2'(2j � �k); k 2 ZZg, la

suite (Vj)j2ZZ v�eri�e les quatre conditions de la D�e�nition A.1.

A.3 Filtres miroirs en quadrature (QMF) et on-

delettes

En pratique, il est plus facile de d�e�nir une AMR en partant d'une

fonction ' 2 V0 et en exploitant le fait que V�1 � V0. Ce qui se traduit par

l'existence d'une s�equence (hk) telle que

1p
2
'(
x

2
) =

X
k

hk'(x� k) (A.11)

o�u hk =

Z
IR

1p
2
'(
x

2
)'(x� k) dx; (A.12)

i.e : hk =< '�1;0; '0k > :
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Partant de la remarque ci-dessus, on aimerait imposer �a ', et donc �a la

s�equence hk, des conditions su�santes pour aboutir �a une AMR.

A cette �n, les liens, �etablis par S. Mallat et Y. Meyer, entre l'analyse mul-

tir�esolution et les algorithmes pyramidaux (voir [22]) montrent que le calcul

num�erique de la transform�ee en ondelettes fait appel �a la donn�ee unique d'un

�ltre miroir en quadrature, QMF, au sens d�e�ni par Smith et Barnwell [5]

(voir ci-apr�es). R�eciproquement, s'il satisfait certaines conditions, un QMF

permet de g�en�erer une AMR.

Soit (hk)k2ZZ un �ltre discret quelconque, suite r�eelle index�ee par ZZ, m0

sa fonction de transfert d�e�nie par

m0(�) :=
1p
2

X
k2ZZ

hke
�ik�; (A.13)

et soit m1 la fonction de transfert associ�ee au �ltre (gk)k2ZZ d�e�nie par

gk = (�1)kh1�k, le �ltre conjugu�e de hk . On a

m1(�) := e�i�m0(� + �): (A.14)

D�e�nition A. 2. On d�esigne par \�ltresQMF" les fonctions 2�-p�eriodiques

m0 et m1, d�e�nis ci-dessus, v�eri�ant

jm0(�)j2 + jm1(�)j2 = 1; (A.15)

i.e : jm0(�)j2 + jm0(� + �)j2 = 1: (A.16)

Cette d�e�nition �etablie, on va montrer comment la donn�ee d'une AMR

permet de d�e�nir un QMF, et on va donner la construction explicite de

l'ondelette m�ere.

Pour ce, consid�erons une AMR et soit ' sa fonction d'�echelle v�eri�ant

(A.11). En appliquant la transform�ee de Fourier �a (A.11), on a

'̂(2�) = m0(�)'̂(�): (A.17)

Ainsi en introduisant la relation (A.17) dans (A.10), o�u on remplace ~' par

', on obtientX
k2ZZ

j'̂(2� + 2k�)j2 =
X
k2ZZ

(jmo(�)j2+ jm0(� + �)j2)j'̂(� + 2k�)j2:

De la sorte, on montre que (m0; m1), d�e�ni par la suite hk , elle même d�e�nie

par (A.12), est un QMF.
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D'autre part, il est prouv�e, voir Daubechies [22] par exemple, que si  

est solution de l'�equation suivante

 ̂(2�) = m1(�)'̂(�); (A.18)

alors f (� � k); k 2 ZZg est une base orthonorm�ee de W0. La construction

de l'ondelette m�ere est alors obtenue par la relation suivante

1p
2
 (
x

2
) =
X
k

gk'(x� k): (A.19)

R�eciproquement, sous quelles conditions peut-on construire une AMR

�a partir d'un QMF?

Avant de r�epondre �a cette question, il est int�eressant de relever que l'it�eration

de (A.17) produit l'identit�e suivante

'̂(�) =
+1Y
k=1

m0(
�

2k
): (A.20)

[le produit converge si m0(0) = 1 et m0 est r�eguli�ere (les coe�cients de

Fourier de mo sont �a d�ecroissance rapide), donc lipschitzienne en 0].

La fonction d'�echelle est alors d�etermin�ee en calculant le membre de droite

de (A.20) et en lui appliquant la transform�ee inverse de Fourier. On en

d�eduit alors l'ondelette m�ere par (A.18).

Le probl�eme �evoqu�e ci-dessus, a �et�e initialement soulev�e par S. Mallat

sous la forme suivante :

Soit une fonction mo r�eguli�ere et 2�-p�eriodique, v�eri�ant m0(0) = 1

et jm0(�)j2 + jm0(� + �)j2 = 1 ; la fonction ' solution de l'identit�e (A.20)

nous permet-elle de g�en�erer une AMR?

La r�eponse est non, des contre-exemples ayant �et�e exhib�es. A. Cohen[16]

cependant, �etablit, en exigeant plus de ce �ltre miroir en quadrature, des

conditions n�ecessaires et su�santes sur la fonctionm0 permettant de g�en�erer

une AMR.

A.3.1 Exemple

Un exemple particulier d'ondelettes construites �a partir d'une suite de

coef�cients est celui des ondelettes �a support compact d�e�nies dans le deux-

i�eme paragraphe de cette annexe ; le principe est simple : on part d'un entier

L et de 2L coe�cients, h0; h1; : : :h2L�1, tels que le polynôme trigonom�etrique

m0(�) = h0 + h1e
i� + : : :+ h2L�1ei(2L�1)�
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v�eri�e, en plus de (A.16), la condition m0(0) = 1. Ces deux conditions

assurent l'existence d'une suite orthonorm�ee '(� � k); k 2 ZZ, de fonctions

de L2(IR), telle que

1p
2
'(
x

2
) = h0'(x) + h1'(x� 1) + : : :+ h2L�1'(x� (2L� 1)); (A.21)

et de plus : Z 1
�1

'(x) dx = 1:

Par (A:21), on construit ' et on montre que son support est inclus dans

l'intervalle [0; 2L � 1], et par (A.19), on construit l'ondelette m�ere. La

fonction d'�echelle (resp. ondelette m�ere) obtenue dans cet exemple est not�ee

par L' (resp. L ) et est d�esign�ee par fonction d'�echelle de Daubechies (resp.

ondelette de Daubechies) �a support minimal.

A.4 Base de paquets d'ondelettes

A.4.1 Aspect s�eparatif des QMF

L'interpr�etation qu'on peut faire des QMF di��ere selon l'usage pr�evu ;

dans ce qui suit, on abordera l'aspect \s�eparatif" de tels �ltres, i.e : un

QMF produit syst�ematiquement une dichotomie de tout espace Hilber-

tien H, s�eparable et de dimension in�nie, muni d'une base orthonorm�ee

fek ; k 2 ZZg. Une dichotomie simple est donn�ee par H = H1 � H2, o�u H1

est engendr�e par (e2k) et H2 est engendr�e par (e2k+1).

Dans ce qui suit, on va s'int�eresser au cas g�en�eral. On va montrer que

la donn�ee d'un QMF est �equivalente �a la d�ecomposition de H en somme

directe de deux sous espaces H1 et H2 o�u chaque Hi est muni d'une base

orthonorm�ee induite de la suite (ek).

Pour ce, supposons que l'on dispose de deux suites dans l2(ZZ) en l'occurrence

(ul) et (vl), et que l'on construise une suite (fk) d�e�nie par :(
f2k =

P
l u2k�lel

f2k+1 =
P

l v2k�lel:
(A.22)

Posons H1 l'adh�erence du sous espace engendr�e par ff2k; k 2 ZZg, et H2

celui engendr�e par ff2k+1; k 2 ZZg:
Quelles conditions faut-il imposer �a (ul) et (vl) pour que les deux proposit-

ions ci-apr�es soient vraies?

� fk est une base orthonorm�ee de H.
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� H1 est le suppl�ementaire orthogonal de H2 (i.e : H = H1 � H2).

Il se trouve que la deuxi�eme proposition est une cons�equence de la premi�ere

et le r�esultat suivant apporte une solution (voir Coifman et al [18]) :

soit mo et m1 d�e�nies par8<: m0(�) = 1p
2

P
l ule

�il�

m1(�) = 1p
2

P
vle

�il�.
(A.23)

Proposition A. 1. Les 3 propositions suivantes sont �equivalentes :

1. (fk)k2ZZ est un syst�eme orthonorm�e dans H:

2. (fk)k2ZZ est une base orthonorm�ee de H:

3.

8 � 2 [0; 2�) : S(�) =

 
m0(�) m1(�)

m0(� + �) m1(� + �)

!
est une matrice unitaire.

L'exemple cit�e en d�ebut de paragraphe correspond �a m0(�) =
1p
2
et m1(�) =

exp�i�p
2

.

La fonction m0 (resp. m1) est la fonction de transfert du �ltre F0 (resp.

F1) associ�ee �a la s�equence (ul) (resp. (vl)). Les deux �ltres F0 et F1 �etant

d�e�nis comme suit :

8 � 2 l2(ZZ) : (F0�)k =
X
n

un�k�n

et (F1�)k =
X
n

vn�k�n:

D�e�nissons par D l'op�erateur de d�ecimation tel que :

(D�)k = �2k;

et soit (�k)k2ZZ la suite d�e�nie par

(�2k) = D(F0[�])

et (�2k+1) = D(F1[�]):
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Si les �ltres F0 et F1 d�e�nis ci-dessus sont tels queX
�kek =

X
�2kf2k +

X
�2k+1f2k+1; (A.24)

(F0; F1) est alors appel�e, par abus de langage, \�ltres miroirs en quadrature"

ou simplement QMF ; (A.24) �etant �equivalente �a la condition impos�ee, dans

la d�e�nition A.2, aux fonctions de transfert.

Il est ainsi possible de remplacer la condition sur la matrice S, dans la

proposition A.1, par la condition que (F0; F1) est un QMF.

En ce qui concerne l'analyse multir�esolution d�e�nie au paragraphe A.2.

On dispose de deux bases orthonorm�ees de Vj , j �etant �x�e. La premi�ere

est donn�ee par ek = 'jk; k 2 ZZ; et la seconde est (fk) telle que f2k =

'j�1;k, l'espace engendr�e par cette suite est Vj�1, et f2k+1 =  j�1;k, l'espace
engendr�e par cette suite est Wj�1. Ces deux bases sont li�ees par (A.22) via

l'utilisation des suites (hk) et (gk) d�e�nies dans le paragraphe A.3, voir

(A.11) et (A.19). Le QMF associ�e est alors not�e (H;G). Ainsi Wj�1 est le

suppl�ementaire orthogonal de Vj�1 dans Vj .

A.4.2 Paquets d'ondelettes

Construction de bases de paquets d'ondelettes :

On donne dans ce qui suit une nouvelle famille de bases orthonorm�ees

de L2(IR) dont la construction est due �a Coifman et Meyer [18].

Consid�erons le QMF (H;G) associ�e �a une AMR, et posons !0 = ' et !1 =

 .

L'application du sch�ema r�ecursif suivant :(
!2m =

p
2
P1
�1 hk!m(2 � �k)

!2m+1 =
p
2
P1
�1 gk!m(2 � �k); (A.25)

ou son �equivalent,(
!2m(� � l) = Hf!m(2 � �k)g(l)
!2m+1(� � l) = Gf!m(2 � �k)g(l); (A:25)0

permet de d�e�nir une suite de fonctions orthonorm�ees !m; m 2 ZZ.
Il est �a noter qu'en prenant m = 0 dans l'�equation (A.25), ' est l'unique

solution de (A.11) telle que (A.9) soit v�eri��ee, ce qui justi�e le choix de

!0 et par suite celui de !1 (voir A.19). D'autre part, on peut r�eindexer

les di��erents ! en posant dans un premier temps E = f0; 1gIN et Ej le

sous-ensemble de E tel que :
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8 � 2 Ej ; 0 = �j+1 = �j+2 = �j+3 = : : :

Ainsi si m = �1 + 2�2 + : : :2j�j , alors !m = !� avec � dans Ej, et sa

transform�ee de Fourier est alors donn�ee par l'�equation :

!̂�(�) =
jY

l=1

m�l(
�

2l
)'̂(

�

2j
):

Ceci est l'analogue de l'�equation (A.17) (resp. (A.18)) que v�eri�e ' (resp.

 ).

On conclut cette construction par l'�enonc�e du th�eor�eme A.1.

Th�eor�eme A. 1 (Coifman et Meyer) Pour tout j dans IN,

f!�(x� k); (�; k) 2 Ej � ZZg est un syst�eme orthonorm�e de Vj :

Il s'ensuit que f!m(x � k); (m; k) 2 IN � ZZg est une base orthonorm�ee de

L2(IR).

D�ecomposition en paquets d'ondelettes :

La construction de bases de paquets d'ondelettes dans L2(IR) conduit �a

une d�ecomposition de ce dernier en somme directe de sous espaces ferm�es.

Cette d�ecomposition sera tout au long de ce cette annexe d�esign�ee par d�e-

composition en paquets d'ondelettes. Dans ce qui suit, nous allons �etablir

le principe d'une telle d�ecomposition.

Soit (Vj)j2ZZ uneAMR r�eelle et soit ' et  , la fonction d'�echelle et l'ondelette

m�ere associ�ees. Rappelons que chaque Vj est engendr�e par f'jk = 2
j

2'(2j �
�k); k 2 ZZg et que l'application du QMF (H;G), associ�e �a l'AMR, con-

duit �a la d�ecomposition suivante,

Vj = Vj�1 �Wj�1;

o�u Vj�1 est engendr�e par f'j�1;k = 2
j�1
2 '(2j�1 � �k); k 2 ZZg et Wj�1 est

engendr�e par f j�1;k = 2
j�1
2  (2j�1 � �k); k 2 ZZg.

Alors que la d�ecomposition en ondelettes se contente de d�ecomposer les

espaces d'approximations Vj et garde intacts les espaces de d�etails Wj , la

d�ecomposition en paquets d'ondelettes op�ere �a la fois sur les espaces de

d�etails et sur les espaces d'approximations, tout en utilisant le même �ltre

(H;G).
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Ainsi

Vj = Vj�1 �Wj�1;(
Vj�1 = Vj�2 �Wj�2
Wj�1 = Vj�2;2 � Vj�2;3:

Ce qui est �equivalent �a,

1. Vj�2 (resp. Wj�2) est engendr�e par les 2
j�2
2 !0(2

j�2 � �k) (resp. 2
j�2
2

!1(2
j�2 � �k)) , k 2 ZZ.

2. Vj�2;2 est engendr�e par 2
j�2
2 !2(2j�2 � �k); k 2 ZZ.

3. Vj�2;3 est engendr�e par 2
j�2
2 !3(2j�2 � �k); k 2 ZZ.

Posons dans tout ce qui suit Vl;0 = Vl et Vl;1 = Wl, pour tout l dans ZZ.

Pour mieux illustrer la d�ecomposition en paquets d'ondelettes associ�ee �a la

construction des bases d�e�nies par la formule de r�ecurrence (A.25), on donne

le sch�ema suivant : soit j 2 ZZ,

Vj

@
@
@
@
@
@R

�
�

�
�

�
�	

Wj�1

B
B
B
B
B
BN

�
�
�
�
�
�


Vj�2;3Vj�2;2

Vj�1

B
B
B
B
B
BN

�
�
�
�
�
�


Vj�2;1Vj�2;0
: : :

V0;0 V0;1 V0;2 : : : V0;2j�1:

Figure A.1 : D�ecomposition en paquets d'ondelettes �a l'ordre j de Vj .

Notons que chaque V0m est engendr�e par f!m(� � k); k 2 ZZg, !m �etant

d�e�ni par (A.25). Ainsi le Th�eor�eme A.1 est �equivalent �a l'�ecriture suiv-
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ante

Vj = V0;0 � V0;1 � : : :V0;2j�1:

Ce sch�ema d�ecrit de mani�ere claire la di��erence entre la d�ecomposition

en ondelettes est celle en paquets d'ondelettes. La premi�ere consiste �a d�ec-

omposer Vn en Vn�1 et Wn�1 puis �a r�eit�erer cette proc�edure uniquement

pour Vn�1 puis Vn�2 jusqu'�a l'obtention de V0, alors que la deuxi�eme ap-

plique cette d�ecomposition �a Vn�1 mais aussi �a Wn�1 et red�ecompose chacun

des sous espaces obtenus en utilisant le mêmeQMF, celui associ�e �a l'AMR.

A�n de bien comprendre cette di��erence, on rappelle le sch�ema correspon-

dant �a la d�ecomposition en ondelettes,

Vj

@
@
@
@
@
@R

�
�

�
�

�
�	

Wj�1Vj�1

B
B
B
B
B
BN

�
�
�
�
�
�


Wj�2Vj�2
: : :

V0 W0

Figure A.2 : D�ecomposition en ondelettes �a l'ordre j de Vj .

A.5 Analyse multir�esolution sur l'intervalle

A.5.1 Ondelettes sur l'intervalle

Tout ce qui a �et�e introduit ci-dessus concerne des espaces de fonctions �a

supports r�eels, non r�eduits �a un intervalle. Cependant, dans la plupart des

cas pratiques, le support de la fonction �etudi�ee co��ncide avec un intervalle

ferm�e et born�e ([0; 1] par exemple). L'utilisation d'un sous-syst�eme de base
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d�eduit d'une AMR r�eelle d�egrade consid�erablement l'estimation de la fonc-

tion aux bords de son support ; pour rem�edier �a ce probl�eme, a �et�e con�cu

l'AMR sur l'intervalle.

Avant d'atteindre cet objectif, di��erentes solutions ont �et�e propos�ees dans

l'optique d'adapter la multir�esolution r�eelle �a l'intervalle [0; 1].

Une premi�ere solution consiste �a consid�erer que toute fonction �a support

sur [0; 1] peut être prolong�ee �a IR tout entier en posant f(x) = 0 pour

x =2 [0; 1], permettant ainsi l'utilisation d'une AMR r�eelle. Cependant un

tel prolongement produit une discontinuit�e aux points 0 et 1.

Une deuxi�eme solution se r�esume �a d�e�nir des versions p�eriodis�ees d'ondelet-

tes �a partir des 'jk et  jk, et d'analyser la fonction d�e�nie sur [0; 1] par de

telles ondelettes. Ceci �equivaut �a prolonger f en une fonction p�eriodique de

p�eriode 1 �a support r�eel, et �a utiliser une AMR r�eelle.

Chaque fois que f n'est pas p�eriodique, cette m�ethode h�erite du probl�eme

de discontinuit�e d�ej�a �evoqu�e pour la premi�ere solution et ce malgr�e le fait

que les versions ondelettes p�eriodis�ees d�eduisent une AMR sur l'intervalle

[0; 1] et constituent une base orthonorm�ee de L2([0; 1]).

En 1991, Y. Meyer [53] construiŝ�t une famille de bases orthonorm�ees

d'ondelettes dans L2([0; 1]), poss�edant des propri�et�es de r�egularit�e iden-

tiques �a celles des ondelettes de Daubechies �a support compact. Ces bases

d'ondelettes sont associ�ees �a une AMR sur l'intervalle [0; 1].

Sa construction conduit �a la d�e�nition d'un espace d'approximation V
[0;1]
j ,

engendr�e par 2j+2L�2 �el�ements de base, et de son suppl�ementaire orthog-

onal dans V
[0;1]
j+1 , W

[0;1]
j , engendr�e, quant �a lui, par exactement 2j �el�ements

de base ; du fait que ces deux sous-espaces n'ont pas la même dimension

mais aussi du fait que le nombre de fonctions d'�echelles �a chaque r�esolution

n'est pas forc�ement une puissance de 2, l'utilisation de la d�ecomposition en

paquets d'ondelettes sur l'intervalle n'est pas possible. D'autre part, sa con-

struction n�ecessite la r�esolution d'un syst�eme mal conditionn�e.

Pour pallier �a ces deux probl�eme A. Cohen, I. Daubechies et P. Vial [17] ont

r�ecemment introduit une nouvelle approche pour la construction de bases

orthonorm�ees en ondelettes associ�ees �a une multir�esolution sur l'intervalle.

Le point de d�epart est une fonction ', du type Daubechies de support

[�L; L�1] (on obtient une telle fonction par simple translation de L' d�e�nie

dans A.3.1) ; ils d�e�nissent alors L fonctions de bord 'g
k; k = 0; 1 : : :L � 1

pour l'extr�emit�e gauche 0 et autant de fonctions 'd
k; k = �1 : : :� L pour

l'autre extr�emit�e 1 ; chacune des fonctions 'g
k (resp. 'd

k) a pour support

l'intervalle [0; L+ k] (resp. [k � L+ 1; 0]).

La construction de ces fonctions de bord est faite de mani�ere �a pr�eserver
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toutes les propri�et�es des ondelettes de Daubechies qui leur sont associ�es

dont notamment le fait qu'elles engendrent les polynômes d'ordre L � 1.

Ainsi, en d�e�nissant :

'd
jk = 2

j

2'd
k(2

j �); k = �1; : : :� L;

et 'g
jk = 2

j

2'g
k(2

j�); k = 0; 1 : : :L� 1:

Il est montr�e dans [17] que pour tout j tel que 2j � 2L, les fonctions

d'�echelles dites fonctions int�erieures 'jk; k = L; : : :2j � L+ 1, d�eterminent

avec '1j;2j�k = 'd
j;�k(� � 1); k = 1 : : :L, et '0jk = 'g

jk(�); k = 0; : : :L� 1, un

syst�eme orthonorm�e �a 2j �el�ements et l'espace engendr�e par ces derniers est

not�e V
[0;1]
j .

D'autre part, la structure de multir�esolution (Vj � Vj+1) est conserv�ee

et ceci est dû au fait que par (A:11) et (A:19) :

8 k = L; : : :2j � L+ 1,8<:
1p
2
'(2j � �k) =

PL+2k
l=2k�L+1 hl�2k+L�1'(2j+1 � �l)

1p
2
 (2j � �k) =

PL+2k
l=2k�L+1 gl�2k+L�1'(2j+1 � �l) (A.26)

et qu'il est en de même pour '0jk et  0
jk, k = 0; : : : ; L� 1, et '1j;2j�k et  1

jk,

k = 2j � L; : : : ; 2j � 1. En e�et des coe�cients H i
k;l, G

i
k;l, h

i
k;m et gik;m

(i = 0; 1), sont calcul�es de sorte que :8><>:
'i
jk =

PL�1
l=0 H

i
k;l'

i
j+1;l +

PL+2k
m=L h

i
k;m'

i
j+1;m

 i
jk =

PL�1
l=0 G

i
k;l'

i
j+1;l +

PL+2k
m=L g

i
k;m'

i
j+1;m:

L'ensemble conduit �a une multir�esolution sur l'intervalle (L2(IR) est rem-

plac�e par L2([0; 1])) o�u chacun des sous-espaces V
[0;1]
j et W

[0;1]
j , d�e�ni par

V
[0;1]
j+1 = V

[0;1]
j �W

[0;1]
j , est engendr�e par un syst�eme orthonorm�e contenant

2j �el�ements. On en d�eduit alors une base orthonorm�ee d'ondelettes h�eritant

des propri�et�es des ondelettes �a support compact du type Daubechies.

A.5.2 Construction des bases de paquets d'ondelettes sur

l'intervalle

La construction d'une base d'ondelettes sur l'intervalle correspond �a la

donn�ee d'un �ltre QMF (H 0; G0) qui agit comme (H;G), �ltre associ�e �a
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l'AMR r�eelle, sur les fonctions int�erieures mais n�ecessite des modi�cations

pour les fonctions de bord.

Ainsi, en se pla�cant �a un niveau j > J0 tel que 2J0�1 < 2L et 2J0 � 2L, la

construction de bases orthonorm�ees de paquets d'ondelettes sur l'intervalle

consiste tout simplement �a reprendre le sch�ema du paragraphe (A.4.2),

�g.A.1, et �a utiliser le �ltre (H 0; G0) et les fonctions 'i
j;k et  i

j;k (i = 0; 1)

dans (A:25)0 .
En d�esignant par ~'jk les �el�ements de la base d'ondelettes sur l'intervalle

d�e�nies par Cohen et al [17], on d�e�nit alors une base de paquets d'ondelettes

que l'on notera par !jk . Ainsi !J0k = ~'J0k et !J0+1;k = ~ J0+1;k.

On conclut ce paragraphe par l'�enonc�e du th�eor�eme suivant

Th�eor�eme A. 2. Pour tout entier naturel j � J0, f!lk(x); l = J0; J0 +

1; : : :J0 + 2j�J0 � 1; k = 1; 2 : : :2J0g est un syst�eme orthonorm�e de V
[0;1]
j .

Par la structure même de l'AMR, on en d�eduit que f!jk(x); j � J0; k =

1; 2 : : :2J0g est une base orthonorm�ee de L2([0; 1]).

La preuve de ce th�eor�eme est imm�ediate et analogue �a celle du th�eor�eme A.1.

A.6 Aspect num�erique

On d�esigne par transform�ee en ondelettes discr�ete et �nie, la d�ecompo-

sition en ondelettes discr�ete d'un signal discret de longueur �nie.

L'id�ee d'une telle transform�ee est de d�ecomposer tout vecteur v en com-

posantes principales aj = M j
Ha

j�1 et en d�etails dj = M j
Ga

j�1, en partant

de a0 = v. Les matrices, M j
H et M j

G, sont d�e�nies respectivement �a partir

du �ltre passe-bas, H , associ�e �a la fonction d'�echelle de l'AMR et le �ltre

passe-haut, G, associ�e �a l'ondelette m�ere et r�eduisent de moiti�e, la longueur

de aj ; les �ltres en question sont explicitement d�e�nies dans le paragraphe

A.4. Ainsi, pour un vecteur v de longueur 2J , on d�etermine sa TODF par :

v̂ = [d1; : : :dJ; aJ];

et par le vecteur des longueurs :

b = [longueur(a0); longueur(d1); : : :longueur(dJ)]:

Il est alors possible de reconstruire v �a partir de v̂ et b en r�eit�erant aj�1 =

(M j
H)Taj + (M j

G)
Tdj pour j = J; : : :1:

La TODF est alors r�eduite �a la d�etermination des matrices associ�ees aux
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�ltres (hk) et (gk) associ�es �a l'AMR.

Dans notre cas, on s'int�eresse �a la construction de matrices orthogonales,

qui facilitent l'�ecriture et l'interpr�etation de la transform�ee en ondelettes

discr�ete. Ceci sera possible chaque fois qu'une version analogue �a la FDT,

transform�ee de Fourier discr�ete, ou FFT, transform�ee de Fourier rapide, est

utilis�ee pour construire la TODF, sous r�eserve que l'on porte une attention

tr�es particuli�ere �a ce qui se passe aux extr�emit�es.

Une fa�con de construire de telles matrices pour un vecteur v de longueur

12 par exemple, lorsqu'on dispose d'un �ltre l(:) de longueur 6 et dont chaque

composante li = i, est d'utiliser une version p�eriodique ; ainsi la matrice

associ�ee au �ltre s'�ecrit :0BBBBBBBBB@

3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4

1CCCCCCCCCA
D'autres versions sont pr�esent�ees et �etudi�ees par Carl Taswell [71]. L'avan-

tage de celle pr�esent�ee ci-dessus est qu'elle conduit �a une transformation

orthogonale et permet une reconstruction exacte de v �a partir de v̂ et de b:
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R�esum�e

Dans ce travail, nous proposons de nouvelles approches d'estimation

fonctionnelle pour des probl�emes de r�egression et d'analyse de donn�ees de

survie, et ce par l'utilisation de techniques adaptatives et non lin�eaires,

fond�ees sur des d�ecompositions en ondelettes. Les estimateurs qui en d�e-

coulent, combinent les techniques d'estimation par projection orthogonale

et celles de seuillage ou arbre de r�egression.

Tout au long de ce travail, l'accent est mis sur l'importance que revêt

le choix de la base optimale parmi une famille de bases d'ondelettes ou de

paquets d'ondelettes exploitant au mieux la structure d'analyse multi�echelle

qui leur est associ�ee.

Abstract

This dissertation is concerned with the problem of regression and hasard

function estimation under the regression models as well as the survival anal-

ysis ones. As a contribution to solve this kind of problems, we introduce new

adaptive non linear methods obtained via a decomposition on wavelet and

wave-packet bases de�ned on a real multiscale. Our estimators are based on

the tree regression or thresholding and the linear projection approaches.

Mots cl�es : Ondelettes, Paquets d'ondelettes, R�egression par arbre,

Fonctions de Haar, Donn�ees de survie.

Keywords : Wavelets, Wavepackets, Tree regression, Haar functions,

Survival analysis.


