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Introduction

Les ondelettes, famille de fonctions d�eduites d'une même fonction, appel�ee ondelette

m�ere, par op�erations de translations, dilatations et rotations, sont n�ees de l'analyse des

signaux sismiques haute r�esolution. En 1984, P. Goupillaud, A. Grossmann et J. Mor-

let [38] pouss�es par les exigences croissantes de la recherche d'hydrocarbures proposent

une m�ethode de reconstruction des signaux sismiques permettant une restauration des

hautes fr�equences �a l'aide de la repr�esentation temps-fr�equence des signaux. Cet outil

puissant a ensuite �et�e tr�es �etudi�e et d�evelopp�e, tant du point de vue pratique que du

point de vue th�eorique, par des personnes telles Y. Meyer [61], I. Daubechies [23], S.

Mallat [53], P.G. Lemari�e [48], JP. Antoine [1] ou R. Murenzi [65] etc... pour aboutir �a

la th�eorie de l'analyse par ondelettes telle qu'elle existe aujourd'hui.

Le succ�es des ondelettes vient de son �enorme champ d'applications. En e�et, une

famille d'ondelettes �etant une base de la plupart des espaces fonctionnels [56], son

utilisation simpli�e parfois �enorm�ement certaines d�emonstrations math�ematiques.

De plus, une ondelette est bien localis�ee en temps et en fr�equence. La transform�ee

trouve tout un domaine d'application en traitement du signal. En e�et, elle permet,

comme la transform�ee de Fourier, d'�etudier les fr�equences d'une fonction tout en con-

servant la localisation des �ev�enements [31]. Par exemple en musique, la transform�ee de

Fourier permet de dire quelle quantit�e de do contient un morceau. La transform�ee en

ondelettes, elle, permet d'a�rmer qu'un do a �et�e jou�e �a tel moment et que c'�etait une

croche, une noire ou une blanche.

Cette aptitude �a �etudier les fr�equences conduit la transform�ee en ondelettes �a être

un outil particuli�erement adapt�e �a l'�etude de la r�egularit�e des fonctions.

Le param�etre de rotation introduit par JP. Antoine et R. Murenzi [2] en dimension

sup�erieure �a 1 permet, �a l'aide de l'ondelette de Morlet, une s�electivit�e directionnelle

de la transform�ee, ce qui permet par exemple de compter et d�eterminer des champs de

vitesse dans une certaine direction.

Le param�etre de dilatation fait de la transform�ee un esp�ece de miscroscope. Une
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analyse multi-r�esolution permet de voir une fonction ou une image comme si on se rap-

prochait ou s'�eloignait de cette fonction ou de cette image.

Une image sismique issue de la sismique r�e
exion est une bonne repr�esentation

du sous-sol, assimilable �a ce qu'on verrait si on faisait une photographie. Une im-

pulsion (par exemple une explosion) est envoy�ee dans le sol. Celle-ci se r�e
�echit

sur les di��erentes couches de roches et un alignement de r�ecepteurs enregistre ces

r�e
exions en fonction du temps. Cette image se pr�esente comme un ensemble de zones

de textures di��erentes, appel�ees s�equences sismiques, s�epar�ees parfois par des lignes

blanches appel�ees horizons, s�eparation entre deux couches de roches de nature di��erente.

L'interpr�etation d'une image sismique passe par la d�etermination des di��erentes s�equen-

ces. Ceci est un probl�eme di�cile qui demande souvent des connaissances a priori.

Les g�eophysiciens font souvent ce travail �a la main, ce qui prend parfois un temps

consid�erable vu la quantit�e de donn�ees qu'ils ont �a traiter. L'informatique peut al-

ors apporter des outils permettant d'acc�el�erer le travail. Les s�equences sismiques se

di��erencient les unes des autres plus par dissimilarit�e de texture ou de direction que

par des fronti�eres. Les techniques habituelles de traitement d'image s'av�erent ine�caces

et il est extrêmement di�cile de segmenter totalement l'image de fa�con �able. Nous al-

lons donc nous int�eresser plus particuli�erement �a la d�etection des horizons et des failles.

La d�etection d'horizon n'est pas un probl�eme nouveau. Cependant, les images sont

souvent bruit�ees, ce qui rend la d�etection moins �able. Les horizons se pr�esentent

comme un alignement de r�e
exions. Or l'impulsion sismique et donc la r�e
exion

sont tr�es proches d'une ondelette. La repr�esentation du signal sismique dans une

base d'ondelettes adapt�ee doit donc permettre d'�eliminer le bruit, ce qui a pour ef-

fet d'am�eliorer �a la fois la perception visuelle de l'image et la d�etection proprement

dite. Nous verrons qu'il est �egalement possible de calculer une ondelette adapt�ee �a

chaque image �a partir du signal sismique enregistr�e.

Les failles sont des cassures dans les couches de roches. Ceci se traduit par des

r�e
exions d�esordonn�ees au voisinage des failles et, dans l'image, par une rupture d'hori-

zon ou une rupture de la pente de l'horizon. Une faille est donc per�cue comme la

r�ep�etition d'un même �ev�enement (cassure) dans une certaine direction. On remarque

que ceci correspond �a des singularit�es de la fonction qu'est l'image. Or la trans-

form�ee en ondelettes est particuli�erement adapt�ee �a l'�etude des singularit�es. De plus,

l'utilisation du param�etre de rotation et de l'ondelette de Morlet permettent d'introduire

une s�electivit�e directionnelle. Ceci va être tr�es utile dans la mesure o�u, dans la plupart
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des cas, les horizons et les failles ont des directions di��erentes.

Dans ce travail, la transform�ee en ondelettes sera utilis�ee comme un instrument

d'analyse, l'aspect inversion et reconstruction n'�etant pas abord�e.

Dans le chapitre 1, la th�eorie des ondelettes sera bri�evement pr�esent�ee. Apr�es

une introduction sur la transform�ee de Fourier et ses limites, nous verrons ce qu'est

une ondelette ainsi que ses principales propri�et�es avant de passer �a la transform�ee

en ondelettes proprement dite. Transform�ee en ondelettes continue et transform�ee en

ondelettes discr�ete seront di��erenci�ees. Un certain nombre d'ondelettes avec leurs prop-

ri�et�es, avantages et inconv�enients, sera ensuite d�ecrit, pour terminer sur le choix di�cile

de l'ondelette appropri�ee.

Dans le chapitre 2, divers algorithmes rapides de la transform�ee en ondelettes [7]

seront expos�es en commen�cant par la transform�ee continue. Celle-ci pose des probl�emes

de repr�esentation en dimension sup�erieure �a 1. Apr�es avoir d�ecrit les syst�emes de

repr�esentation existants, on introduira une repr�esentation \angle-�echelle-espace" adap-

tative. La transform�ee en ondelettes discr�ete conduit principalement �a deux algorithmes :

l'algorithme multi-r�esolution et l'algorithme �a trous. Une comparaison entre les avan-

tages et les inconv�enients des deux algorithmes sera faite. Pour les deux types de

transform�ees, on �etudiera les probl�emes de bords ainsi que le facteur d'�echelle minimal.

Dans le chapitre 3, une notion d'ondelette directionnelle en dimension 2 dans

laquelle est incluse l'ondelette de Morlet sera introduite. Apr�es avoir d�e�ni de telles

ondelettes, on �etudiera quelques-unes de leurs propri�et�es. Un moyen de construire une

cat�egorie de ces ondelettes sera ensuite propos�e et on verra quelques exemples, notam-

ment le \demi-chapeau mexicain" bien adapt�e �a la d�etection de fronti�eres dans une

direction. On �etudiera en�n le comportement de l'ondelette de Morlet sur une fonction

simple repr�esentant un horizon simpli��e au voisinage d'une faille. Cette �etude va per-

mettre par la suite de choisir plus facilement les param�etres de la transform�ee comme

l'angle ou le facteur d'�echelle.

Le chapitre 4 est consacr�e �a l'application aux images sismiques proprement dite.

Dans un premier temps, la formation des images et leur interpr�etation est d�ecrite.

Une partie est consacr�ee �a la mise en valeur des r�e
exions importantes �a l'aide
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de la transform�ee en ondelettes. Les ondelettes les plus semblables �a l'impulsion sis-

mique sont des ondelettes discr�etes. On utilisera l'algorithme �a trous pour sa propri�et�e

d'invariance en translation. De plus cet algorithme, par l'utilisation d'un �ltre �a trous,

permet de calculer la transform�ee en ondelettes exacte par l'ondelette sismique issue

de l'autocorr�elation du signal sismique. Cette ondelette adapt�ee permettra une grande

am�elioration par rapport aux ondelettes math�ematiques.

Une autre partie est consacr�ee �a l'utilisation des ondelettes directionnelles. Une

mise en valeur de zones ayant une même direction sera abord�ee. Une m�ethode originale

de d�etection de faille sera d�ecrite. Un �ltrage adapt�e pr�ealable de l'image permettra

d'am�eliorer la d�etection dans des zones tr�es bruit�ees comme les zones sourdes. Une

repr�esentation \angle-�echelle-espace" permettra une am�elioration dans le cas ou les

failles ont des directions tr�es di��erentes.



Chapitre 1

G�en�eralit�es sur la th�eorie des

ondelettes

1.1 Introduction

Les ondelettes, famille de fonctions d�eduites d'une même fonction, appel�ee ondelette

m�ere, par op�erations de translations, dilatations et rotations en dimension sup�erieure �a

un, ont trouv�e, de par la puissance de leur th�eorie, des applications dans de nombreux

domaines aussi vari�es que les math�ematiques (analyse [43] [6] [24] [19], probabilit�es

[20] [4], fractales [65]), le traitement du signal (compression [34] [74], astronomie [8],

sismique [37]), la physique (m�ecanique quantique [14], turbulence [27]). En e�et, cet

outil permet la repr�esentation de fonctions de L2 dans une base bien localis�ee en espace

et en fr�equence o�rant les avantages de l'analyse de Fourier et s'a�ranchissant des

inconv�enients du manque de localisation de cette derni�ere.

1.1.1 Remarques sur la transform�ee de Fourier

La transform�ee de Fourier (TF), outil fondamental aussi bien en math�ematiques,

qu'en physique et traitement du signal s'�ecrit pour une fonction f int�egrable �a une

variable

Ff(!) = f̂(!) =
1p
2�

Z +1

�1
e�i!tf(t)dt

La transform�ee inverse existe et s'�ecrit alors

�F f̂ (t) = f(t) =
1p
2�

Z +1

�1
ei!tf̂ (!)d!

La transform�ee de Fourier, qui consiste �a d�ecomposer f sur des fonctions ei!t (tr�es

localis�ees en fr�equence mais non localis�ees en espace) permet une analyse de l'ensemble
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des fr�equences de la fonction f (analyse spectrale). En revanche cette analyse n'est

pas localis�ee en espace (ou en temps, suivant le point de vu sous lequel on se place).

L'analyse spectrale est un outil fondamental en math�ematiques et en traitement du sig-

nal, notamment pour l'�etude des signaux stationnaires (c'est-�a-dire ayant des propri�et�es

statistiquement invariantes au cours du temps). En e�et, ces signaux se d�ecomposent

en combinaisons lin�eaires d'ondes. Cependant, il existe de nombreux cas o�u la relation

temps-fr�equence ou espace-fr�equence est indispensable, notamment l'�etude des signaux

transitoires o�u des �ev�enements impr�evisibles apparaissent.

Prenons l'exemple d'un morceau de musique qui serait la fonction �a analyser. Ce

morceau est une suite de notes (ayant une fr�equence bien d�etermin�ee) dans le temps.

On ne peut pr�evoir a priori �a quel instant telle note va être jou�ee. La transform�ee

de Fourier permet d'a�rmer si le morceau contient des do, par exemple, et en quelle

proportion. Par contre, elle ne permet pas de dire �a quel moment du morceau un do a

�et�e jou�e.

1.1.2 La transform�ee de Fourier �a fenêtre glissante

A�n d'am�eliorer la localisation en temps, tout en pr�eservant au mieux la localisation

en fr�equence, on peut utiliser la transform�ee de Fourier �a fenêtre glissante, approche

am�elior�ee dans les ann�ees 40 par D. Gabor [33]. En e�et, celle-ci s'�ecrit

Ffenf(!; b) =
Z +1

�1
�h(t� b)e�i!tf(t)dt

o�u f est la fonction �a analyser et h une fonction \fenêtre" appropri�ee centr�ee sur b.

En fait, cette transform�ee e�ectue le calcul de la transform�ee de Fourier de la fonction

f(:)h(:�b) �a b �x�e. Si les fonctions h et ĥ sont toutes deux concentr�ees autour de z�ero, la

transform�ee de Fourier �a fenêtre glissante peut-être interpr�et�ee comme le \contenu" de

la fonction f autour de la position b et de la fr�equence ! [23].

En e�et, posons h!b(t) = h(t� b)ei!t. La fonction h!b est concentr�ee autour de b, donc

Ffenf est une repr�esentation de f autour de la position b.

En remarquant que

Ffenf(!; b) =
Z +1

�1
�̂h!b(�)f̂ (�)d�

avec ĥ!b(�) = ĥ(� � !)ei(��!)b, �̂h!b �etant concentr�ee autour de ! alors Ffenf est une

repr�esentation de f autour de la fr�equence !.

De nombreux choix de h sont possibles. En g�en�eral, cette fonction est choisie �a

support compact, su�samment r�eguli�ere et bien localis�ee en espace et en fr�equence.
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Le choix le plus classique est celui de la gaussienne : h(t) = Ce��t
2

avec (C;�) 2
R
+2. Cette fonction n'est pas �a support compact mais �a d�ecroissance rapide, ce qui

num�eriquement est satisfaisant. De plus elle est in�niment d�erivable et bien localis�ee

en espace et en fr�equence.

On montre que, sous certaines conditions, il existe une formule d'inversion analogue

�a celle de la transform�ee de Fourier [35].

On a vu que la transform�ee de Fourier �a fenêtre glissante de Gabor permet une

repr�esentation temps-fr�equence ou espace-fr�equence des fonctions. Cependant la taille

de la fenêtre �etant �xe, cette repr�esentation ne parâ�t pas adapt�ee �a la repr�esentation

de fonctions ou de signaux ayant des composantes de tailles tr�es di��erentes de la taille

de la fenêtre. Reprenons l'exemple du morceau de musique. Si la taille de la fenêtre

est, par exemple, la dur�ee d'une noire, la transform�ee n'est pas adapt�ee �a l'�etude des

croches et des blanches.

1.1.3 Id�ee de la transform�ee en ondelettes

J. Morlet en 1981 [64], pour l'�etude haute r�esolution des signaux sismiques, pro-

pose une transform�ee o�u la taille de la fenêtre est variable, ceci grâce �a un param�etre

d'�echelle. Cette transform�ee, la transform�ee en ondelettes, est une d�ecomposition ato-

mique dont les atomes sont issues d'une même fonction, l'ondelette m�ere, par op�erations

de translation et dilatation. Cette ondelette, appel�ee ainsi car pr�esentant des oscilla-

tions (comme une onde) mais limit�ee en temps (d'o�u le nom de \petite onde"), doit être

bien localis�ee en temps et en fr�equence. Ainsi, la transform�ee en ondelettes permet une

analyse temps-fr�equence ou temps-�echelle (la fr�equence de chaque ondelette �etant li�ee �a

l'�echelle). La notion de repr�esentation temps-�echelle ou espace-�echelle permet de voir la

transform�ee en ondelette comme un microscope math�ematique, le zoom �etant l'�echelle

et l'optique, l'ondelette.

Il existe un grand nombre d'ondelettes o�rant une grande diversit�e d'analyse. Il

existe �egalement diverses transform�ees (continues ou discr�etes). Les transform�ees les

plus utilis�ees vont être pr�esent�ees, en ayant d�e�ni au pr�ealable l'ondelette et ses pro-

pri�et�es. Les ondelettes les plus courantes seront ensuite pr�esent�ees.
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1.2 D�e�nition d'une ondelette et propri�et�es

Apr�es avoir introduit l'id�ee qui conduit �a la transform�ee en ondelettes, nous allons

pr�esenter ce qu'est une ondelette ainsi que ses principales propri�et�es. La transform�ee

elle-même et ses propri�et�es seront pr�esent�ees au paragraphe suivant. Nous allons nous

placer, pour la d�e�nition d'une ondelette, dans le cadre tr�es g�en�eral de la dimension n.

Les personnes int�eress�ees par une �etude plus d�etaill�ee de l'�elaboration de cette th�eorie

pourront se r�ef�erer �a la th�ese de Romain Murenzi [65]. Les dimensions les plus courantes

sont la dimension 1 (signaux sonores, t�el�ecommunications) et la dimension 2 (imagerie).

Nous avons vu en introduction qu'une ondelette devait être une fonction localis�ee

aussi bien en temps qu'en fr�equence. Ceci se traduit dans le domaine fr�equentiel par

la condition d'admissibilit�e suivante :

D�e�nition 1.1 (Admissibilit�e) Soit 	 une fonction non nulle de L2(Rn) telle que

c	 = (2�)nAn�1
Z j	̂(!)j2

j!jn dn! < 1 (1.1)

o�u j!j = (!21 + :::+ !2n)
1

2 et An est la mesure enti�ere de SO(n) [65] :

An =
Qn

l=1
2�

l
2

�( l
2
)
.

On dit que 	 est admissible. On appelle �egalement 	 ondelette analysante.

Une ondelette est une fonction de L2(Rn) v�eri�ant la condition d'admissibilit�e (1.1) de

la d�e�nition 1.1. Cette condition �etant relativement souple, un assez grand nombre de

fonctions peuvent convenir. Aussi impose-t-on souvent des contraintes suppl�ementaires

de r�egularit�e, de d�ecroissance rapide ou de compacit�e suivant les besoins [60] comme

par exemple I. Daubechies pour la construction d'ondelettes �a support compact [21]

[23] ou P.-G. Lemari�e pour des ondelettes �a localisation exponentielle [47] ou Y. Meyer

pour la construction d'ondelettes C1 [60]. Nous exposerons ceci plus en d�etail lors de

la pr�esentation d'ondelettes particuli�eres (paragraphe 1.5).

Outre ses propri�et�es de localisation, une ondelette poss�ede la propri�et�e de s'annuler

en 0 dans le domaine de Fourier, ce qui simpli�e �enorm�ement la condition d'admissibilit�e

dans certains cas comme le montre la propri�et�e 1.1.

Propri�et�e 1.1 Soit 	 2  L1(Rn).

1 - Si 	 est admissible, alors 	̂(0) = 0 soit
R
	(x)dnx = 0.

2 - Inversement, si 	̂(0) = 0, si 	̂ 2  L2(Rn) et si les d�eriv�ees partielles de 	̂ sont

born�ees, alors 	 est admissible.



1.2 D�e�nition d'une ondelette et propri�et�es 13

Les conditions de la propri�et�e 1.1 sont v�eri��ees la plupart du temps, l'ondelette �etant

prise assez r�eguli�ere. La condition d'admissibilit�e s'�ecrit donc souvent :

	̂(0) =
Z

	(x)dnx = 0 (1.2)

On peut voir cette condition comme le fait que l'ondelette doit pr�esenter des oscillations

(et donc ressembler �a une onde).

Famille d'ondelettes

A partir d'une ondelette analysante, aussi appel�ee ondelette m�ere, on d�e�nit une

famille d'ondelettes 	a;b;r par op�erations de dilatation (ou contraction), translation et

rotation

	a;b;r(x) =
1

a
n
2

	(
1

a
r�1(x� b)) a 2 R+�; b 2 R; r 2 SO(n) (1.3)

L'expression de la transform�ee de Fourier de chaque ondelette �lle s'exprime facilement

en fonction de l'ondelette m�ere

	̂a;b;r(�) = a
n
2 e�i�b 	̂(ar�1(�)) (1.4)
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Figure 1.1: Exemples d'ondelettes unidimensionnelles pour plusieurs facteurs d'�echelle

et leur transform�ee de Fourier.

a est appel�e facteur d'�echelle. On peut le lier �a la fr�equence : si a > 1 l'ondelette sera

plus �etal�ee et correspondra donc �a une fr�equence plus faible, si a < 1 l'ondelette sera
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plus �etroite et correspondra �a une fr�equence plus �elev�ee que celle de l'ondelette m�ere

(voir Fig. 1.1). b est le param�etre de translation, ce qui correspond �a un changement

de phase dans le domaine de Fourier, et r celui de rotation.

Remarques

1. On remarque qu'une meilleure localisation fr�equentielle pour l'ondelette entrâ�ne

une moins bonne localisation spatiale ou temporelle (Fig. 1.1 (b) et (e)) et vice

versa. La repr�esentation de la localisation spatiale et fr�equentielle d'une même

ondelette unidimensionnelle en fonction du facteur d'�echelle est repr�esent�ee par

la �gure 1.2.

0 1/2 1 2

temps

a

fréquence

Figure 1.2: Repr�esentation de la localisation temporelle et fr�equentielle d'une ondelette

en fonction de a.

2. La famille d�e�nie pr�ec�edemment est normalis�ee en norme L2. C'est la d�e�nition

la plus utilis�ee. Cependant, pour certaines applications, surtout en analyse de

signal [27] [3], on pr�ef�erera la normalisation L1. On pose alors

	a;b;r(x) =
1

an
	(

1

a
r�1(x� b)) a 2 R+�; b 2 R; r 2 SO(n) (1.5)

	̂a;b;r(�) = an e�i�b 	̂(ar�1(�)) (1.6)

En e�et, la transform�ee en ondelettes normalis�ees en norme L1 a pour e�et de

r�ehausser les hautes fr�equences d'un signal et en particulier les singularit�es qui

apparaissent aux �echelles tr�es �nes (a� 1). Cette normalisation peut donc être

tr�es utile pour l'�etude de la vision humaine par exemple.

Base de L2(Rn)

La d�e�nition de famille d'ondelettes par l'�equation (1.3) conduit �a une propri�et�e

fondamentale de la th�eorie des ondelettes, propri�et�e qui m�ene �a la transform�ee en

ondelettes.
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Propri�et�e 1.2 (R. Murenzi [65]) Soit 	 une ondelette analysante, alors la famille

(	a;b;r)a2R+�; b2R;r2SO(n) est une base de  L2(Rn).

La propri�et�e 1.2 nous montre donc que toute fonction de carr�e int�egrable peut être

repr�esent�ee en fonction d'une famille d'ondelettes. Cette base n'est pas orthogonale

et pr�esente donc une certaine redondance. La repr�esentation de signaux sur une telle

base n'est donc pas toujours adapt�ee et notamment pour des probl�emes tels que la

compression [62] [74]. On verra qu'il existe, sous certaines conditions une sous-famille

de cette famille qui, elle, sera orthonorm�ee. Par contre, la redondance d'information

peut-être fondamentale dans des domaines comme l'analyse de signaux ou d'images [65]

[20], ce qui est le cas de l'application (analyse d'images sismiques) qui sera trait�ee par

la suite.

1.3 Transform�ee en ondelettes continue

La transform�ee en ondelettes d'une fonction est une repr�esentation de cette fonc-

tion sur la base d'ondelettes d�e�nie pr�ec�edemment. Ainsi, de même que la TF con-

tinue est une d�ecomposition atomique d'atomes ei!t, la TO continue (ou TOC) est une

d�ecomposition d'atomes 	a;b;r comme l'exprime la d�e�nition suivante.

1.3.1 D�e�nition

D�e�nition 1.2 Soit 	 une ondelette analysante et f une fonction de L2(Rn). On

d�e�nit la transform�ee en ondelettes continue (TOC)

Wf(a; b; r) =
1p
c 

Z
�	a;b;r(x) f(x) d

nx (1.7)

Wf(a; b; r) est appel�e coe�cient d'ondelette.

Le facteur 1p
c 

est un facteur de normalisation. On peut voir cette transform�ee comme

un microscope math�ematique polaris�e positionn�e en b, d'agrandissement 1
a
, de polarisa-

tion caract�eris�ee par r et d'optique donn�ee par l'ondelette [3]. On a vu au paragraphe

1.2 que plus le facteur d'�echelle, a, est important, plus l'ondelette est �etal�ee. Pour un

facteur d'�echelle assez grand, la repr�esentation des coe�cients d'ondelettes en fonction

de b, la position, donne une repr�esentation de \la forme g�en�erale de la fonction"(comme

si on regardait la fonction de loin). Par contre un facteur d'�echelle faible correspond �a

une repr�esentation des singularit�es (comme si on regardait la fonction de pr�es). Cette

propri�et�e de \microscope" est tr�es utile pour l'�etude de la r�egularit�e d'une fonction
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[52] ou pour l'analyse de structures fractales o�u une même structure se retrouve �a des

�echelles di��erentes [65].

Cette transformation est dite continue car c'est une fonction continue des param�etres

de dilatation, translation et rotation. On verra que ces param�etres peuvent être discr�e-

tis�es, on obtient alors la transform�ee en ondelettes discr�ete (ou TOD) de même qu'il

existe une transform�ee de Fourier discr�ete.

1.3.2 Quelques propri�et�es

1.3.2.1 Conservation de l'�energie et formule d'inversion

Comme la transform�ee de Fourier, la transform�ee en ondelette poss�ede la propri�et�e

de conservation de l'�energie, ce qui signi�e qu'il n'y a pas de perte d'information entre

la fonction et sa transform�ee.

Propri�et�e 1.3 (Conservation de l'�energie) Soit 	 une ondelette analysante et f

une fonction de L2(Rn), alors

Z
jf(x)j2 dnx =

Z Z Z
jWf(a; b; r)j2 da

an+1
dnb dr (1.8)

La famille d'ondelettes (	a;b;r) �etant une base de L2, toute fonction de carr�e int�e-

grable peut s'�ecrire sur cette base. La base �etant \surcompl�ete", l'�ecriture n'est pas

unique. La propri�et�e de conservation d'�energie 1.3 conduit �a la propri�et�e 1.4 qui propose

une de ces �ecritures.

Propri�et�e 1.4 (Inversion) Soit 	 une ondelette analysante et f une fonction de

L2(Rn), alors

f(x) =
1p
c	

Z Z Z
	a;b;r(x) Wf(a; b; r)

da

an+1
dnb dr (1.9)

1.3.2.2 Lin�earit�e, translation, dilatation, rotation

Lin�earit�e

La transform�ee en ondelettes est lin�eaire, c'est-�a-dire

W(�f1 + �f2) = �Wf1 + �Wf2; (�; �) 2 C
2; (f1; f2) 2 L2(R)2
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Translation

Une des propri�et�es importante de la transform�ee en ondelettes continue est l'inva-

riance en translation. En e�et

W(�b0f)(a; b; r) =Wf(a; b� b0; r) (1.10)

o�u �b0f d�esigne la translation de f par le vecteur b0, c'est-�a-dire que (�bf)(x) = f(x� b).

Cette propri�et�e est tr�es importante dans le cadre de l'analyse de certains signaux tels

que fractales, turbulence, signaux sismiques. En e�et, une interpr�etation des coe�cients

d'ondelettes devient extrêmement di�cile, si la transform�ee n'est pas comparable pour

un signal donn�e et le même signal d�ecal�e dans le temps (ou l'espace).

Dilatation

La transform�ee en ondelettes a �egalement une propri�et�e de dilatation. En e�et, si

la famille d'ondelettes est d�etermin�ee par l'�equation (1.3) (avec une normalisation L2),

on a la relation

W(�kf)(a; b; r) = k�
n
2Wf(ka; kb; r) (1.11)

avec �kf(x) = f(kx).

Cette propri�et�e li�ee �a l'�echelle est tr�es utile pour l'analyse des fractales.

A�n de s'a�ranchir du facteur de dilatation k�
n
2 , la normalisation L1 de la famille

d'ondelettes peut s'av�erer extrêmement importante. En e�et, ceci conduit �a une pro-

pri�et�e d'invariance en dilatation.

W(�kf)(a; b; r) =Wf(ka; kb; r) (1.12)

Rotation

On a �egalement une propri�et�e d'invariance en rotation. En e�et

W(Rr0f)(a; b; r) =Wf(a; r�10 (b); r�10 � r) (1.13)

o�u Rr0f(x) = f(r�10 (x)).

1.3.2.3 Noyau reproduisant

La transform�ee en ondelettes continue �etant une fonction de L2, on peut se de-

mander si toute fonction de carr�e int�egrable peut être consid�er�ee comme la trans-

form�ee en ondelettes d'une ondelette particuli�ere. Nous allons voir que ceci n'est pas

vrai. En e�et, si on d�esigne par H	 l'ensemble des transform�ees en ondelettes sur L2,

H	 = W(L2(Rn)) alors H	 � L2(Rn; a�n�1 da dnb dr) et l'inclusion est stricte. Pour
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qu'une fonction puisse être consid�er�ee comme une transform�ee en ondelettes, il faut

qu'elle v�eri�e une �equation de reproduction (1.14) comme nous l'indique la propri�et�e

suivante.

Propri�et�e 1.5 (Noyau reproduisant) On pose

P	((a
0; b0; r0); (a; b; r)) =

1p
c	

Z
�	a;b;r(x)	a0;b0;r0(x) d

nx

Une fonction F appartient �a l'espace H	 si et seulement si elle v�eri�e l'�equation de

reproduction suivante

F (a; b; r) =
Z Z Z

P	((a
0; b0; r0); (a; b; r)) F (a0; b0; r0)

da0

a0n+1
dnb0 dr0 (1.14)

P	 est appel�e noyau reproduisant et H	 est un espace de Hilbert �a noyau reproduisant.

Cette propri�et�e signi�e qu'une fonction de L2 peut être consid�er�ee comme une trans-

form�ee en ondelettes s'il existe une fonction Pa0;b0;r0 de L2(Rn; a�n�1 da dnb dr) telle que

F (a0; b0; r) = (F;Pa0;b0;r0)L2(Rn;a�n�1 da dnb dr).

La relation (1.14) montre que l'information contenue dans la transform�ee en onde-

lettes continue est extrêmement redondante (Fig. 1.3). On con�coit donc que l'�equation

d'inversion (ou �equation de reconstruction) (1.4) puisse être discr�etis�ee sans perte

d'information. C'est-�a-dire qu'il existe une famille (	ai;bj;rk) d�enombrable, appel�ee

frame [23], permettant la reconstruction de la fonction f . Cette partie sera d�ecrite plus

en d�etail au paragraphe 1.4.2. Le noyau reproduisant �etant en quelque sorte la longueur

de corr�elation de la transform�ee, il permet d'estimer la discr�etisation [1].

Figure 1.3: Repr�esentation d'une même ondelette translat�ee en temps. Le param�etre de

translation b �etant continu, les ondelettes translat�ees se chevauchent, d'o�u une certaine

redondance.

1.3.3 Caract�erisation de la r�egularit�e d'une fonction

La transform�ee en ondelettes continue permet d'�etudier le degr�e de r�egularit�e d'une

fonction. Une �etude d�etaill�ee �a �et�e e�ectu�ee pour les fonctions sur Rpar M. Holschneider

et P. Tchamitchian [43]. Une extension �a R2 est propos�ee par S. Mallat et W. L.

Hwang [52]. P. G. Lemari�e et Y. Meyer proposent une caract�erisation des espaces de
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H�older homog�enes Cr dans le cadre d'ondelettes en dimension n s�eparables [49]. Nous

rappelons les principaux th�eor�emes dans le cadre de la dimension 1. On se place ici

dans le cadre de la normalisation L1 des familles d'ondelettes (�equation (1.5) p. 14).

Th�eor�eme 1.1 Soit f une fonction born�ee sur R telle que

9C > 0; jf(x)� f(y)j � C jx� yj�; � 2 ] 0; 1]

Soit 	 une ondelette analysante telle que 	 2  L1(R) et x�	 2  L1(R) alors la trans-

form�ee en ondelettes par rapport �a 	 de f v�eri�e uniform�ement en b

Wf(a; b) = O(a�) (1.15)

Le th�eor�eme 1.1 montre que si une fonction f est de r�egularit�e � 2 ] 0; 1] al-

ors la TOC aux petites �echelles permet de mesurer cette r�egularit�e. Inversement, le

th�eor�eme 1.2 va nous montrer que, sous certaines conditions, l'�etude de la TOC aux

petites �echelles permet de renseigner sur la r�egularit�e de la fonction.

Th�eor�eme 1.2 Soit 	 une ondelette analysante �a support compact et une fois d�erivable.

Si la transform�ee en ondelettes continue d'une fonction f v�eri�e

Wf(a; b) = O(a�)

uniform�ement en b pour � 2 ] 0; 1] alors f satisfait

9C > 0; jf(x)� f(y)j � C jx� yj�

Les d�emonstrations des th�eor�emes cit�es ci-dessus peuvent se trouver dans [43] et [49].

1.4 Transform�ee en ondelettes discr�ete

1.4.1 Introduction

Nous avons vu que la transform�ee en ondelette continue unidimensionnelle s'�ecrivait

Wf(a; b) =
1p
c 

Z
�	a;b(x) f(x) dx

	 �etant une ondelette admissible et (	a;b) la famille d'ondelettes d�e�nie �a partir de

l'ondelette m�ere par op�erations de translations et dilatations. Cette famille est souvent
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normalis�ee soit en norme L1, soit en norme L2 (voir �equations (1.3) et (1.5)).

Le probl�eme se pose en calcul num�erique de savoir comment discr�etiser cette trans-

form�ee de telle mani�ere �a conserver les propri�et�es int�eressantes. On a vu que la base

(	a;b)a;b �etait surcompl�ete. On con�coit donc que les param�etres de dilatation a et de

translation b puissent être discr�etis�es sans perte d'information. Le probl�eme se pose

donc de trouver une famille (	am;bn) d�enombrable, base de L2 et permettant une recon-

struction exacte.

Une famille redondante d'ondelettes discr�etes, dans le cadre des frames ou struc-

tures obliques, a �et�e introduite par Ingrid Daubechies [23]. Cette forme de transform�ee

discr�ete est tr�es int�eressante dans la mesure o�u les conditions que doivent v�eri�er les

ondelettes ne sont pas trop contraignantes. De plus il existe une formule de recon-

struction num�eriquement stable. La redondance d'informations contenues dans cette

transform�ee peut être int�eressante dans le cadre l'analyse de certains signaux et cer-

taines images.

Y. Meyer [59] et S. Mallat [53] [54], �a travers l'analyse multi-r�esolution, proposent

une m�ethode de construction de bases d'ondelettes orthonorm�ees. Les avantages qu'ap-

portent les bases orthonorm�ees en font un outil clef dans de nombreux domaines, notam-

ment celui des math�ematiques. En e�et cette base est �egalement adapt�ee aux espaces

fonctionnels usuels. Cette approche est aussi tr�es appr�eci�ee dans des domaines tels que

le traitement du signal ou de l'image o�u des contraintes de rapidit�e ou de place m�emoire

n�ecessitent le minimum de donn�ees possible.

Nous allons pr�esenter successivement ces approches en commen�cant par le cadre

unidimensionnel o�u ces th�eories ont �et�e �elabor�ees, puis une extension en dimension

sup�erieure.

1.4.2 Frames et ondelettes

1.4.2.1 G�en�eralit�es sur les frames

Ce paragraphe d�ecrit succintement la notion de frames n�ecessaire �a I. Daubechies

pour la construction de bases d'ondelettes redondantes [23].

D�e�nition 1.3 Une famille de fonctions (	i)i2I dans un espace de Hilbert H est ap-

pel�ee une structure oblique ou frame s'il existe A > 0 et B <1 tels que, pour tout f
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dans H
A kfk2H � X

i2I
j (f;	i)Hj2 � B kfk2H (1.16)

A et B sont appel�es les bornes de la structure oblique.

Si A = B, alors on appelle le frame une structure oblique stricte ou tight frame. Et

alors, pour tout f de H
f = A�1

X
i

(f;	i)H	i

Si A = 1 et k	ikH = 1 pour tout i, alors le frame est une base orthonorm�ee de H.

On peut remarquer que dans le cas g�en�eral, un frame n'est pas une base orthogo-

nale. Dans le cadre des structures obliques strictes, la borne A repr�esente le \degr�e de

redondance" de la famille.

On appelle F l'op�erateur de frame tel que (Ff)i = (f;	i)H et F � son adjoint, c'est-

�a-dire que : (F �c; f)H = (c; Ff)H. On montre alors que F �F est inversible.

En posant

~	i = (F �F )�1	i (1.17)

on montre que la famille ( ~	i)i2I duale ainsi cr�e�ee est aussi une structure oblique et on

a

B�1 kfk2H � X
i2I

j (f; ~	i)Hj2 � A�1 kfk2H (1.18)

et �nalement

f =
X
i

(f;	i)H ~	i =
X
i

(f; ~	i)H	i (1.19)

On a vu que dans le cas g�en�eral, les fonctions 	i ne sont pas lin�eairement ind�epen-

dantes, c'est-�a-dire que f ne s'�ecrit pas de mani�ere unique comme combinaison lin�eaire

des 	i. On montre [23] que l'�ecriture de l'�equation (1.19) est la \plus �economique"au

sens des moindres carr�es. On montre �egalement que l'�equation de reconstruction de f

�a partir des produits scalaires sur les fonctions 	i �a l'aide des fonctions ~	i est stable

num�eriquement (convergence exponentielle) : il existe une formule de calcul de (F �F )�1

qui converge en
P1

n=0 �
n avec � proportionnel �a (B

A
� 1).

L'�equation (1.19) nous montre que la th�eorie des frames permet une reconstruction

exacte de la fonction f . Nous allons voir �a pr�esent dans quelle mesure ceci peut-être

appliquer aux familles d'ondelettes.
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1.4.2.2 Les ondelettes obliques

Nous avons vu pr�ec�edemment que la discr�etisation de la transform�ee en ondelettes

consistait �a trouver une sous-famille de la famille (	a;b), �a savoir (	am;bn), d�enombrable,

�etant une base de L2. Dans le cadre des frames, I. Daubechies propose une discr�etisation

des param�etres de dilatation et translation de la mani�ere suivante : am = am0 avecm 2 Z
et a0 > 1, bn = nb0a

m
0 avec n 2 Zet b0 > 0.

La famille d'ondelette s'�ecrit alors

	m;n(x) = a
�m

2

0 	(a�m0 x� nb0) (1.20)

Une telle discr�etisation est uniforme par rapport �a la mesure da
a
db. De plus elle permet

�a la famille, �a chaque �echelle am, de \couvrir" R sans trop de redondance, chaque

ondelette �etant essentiellement concentr�ee sur l'intervalle [amnb0; am(n + 1)b0[. Par

contre, la transform�ee ne sera plus invariante en translation comme la transform�ee

continue. En e�et, celle-ci s'�ecrit

Wf(am; bn) =
a
�m

2

0p
c 

Z
�	(a�m0 x� nb0) f(x) dx (1.21)

et la transform�ee de la translat�ee de f s'�ecrit

W(�b0f)(am; bn) =
a
�m

2

0p
c 

Z
�	(a�m0 x+ a�m0 b0 � nb0) f(x) dx

6= Wf(am; bn � b0); 8b0; b0 6= am0 kb0 k 2 Z

On montre que si 	m;n, la famille d�e�nie ci-dessus par l'�equation (1.20), est une

structure oblique de L2(R) alors

b0 ln a0
�

A �
Z +1

�1
j	̂(�)j2
j�j d� � b0 ln a0

�
B (1.22)

La condition d'admissibilit�e (1.1) est donc v�eri��ee et 	 est une ondelette analysante.

On voit donc que toute famille d�eduite d'une même fonction 	 par l'�equation (1.20)

qui est une structure oblique est aussi une famille d'ondelettes analysantes. La r�ecip-

roque n'est pas toujours vraie. Le th�eor�eme suivant nous indique sous quelles conditions

une ondelette admissible conduit �a une structure oblique.

Th�eor�eme 1.3 Si 	 et a0 sont tels que

inf
1�j�j�a0

1X
m=�1

j	̂(am0 �)j
2

> 0

sup
1�j�j�a0

1X
m=�1

j	̂(am0 �)j2 < 1
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et si �(s) = sup�
P
m j 	̂(am0 �) j j 	̂(am0 � + s) j d�ecrô�t au moins aussi vite que (1 +

jsj)�(1+") avec " > 0, alors il existe B0 > 0 tel que la famille 	m;n soit une structure

oblique de L2(R) pour tout b0 tel que b0 < B0.

Le lecteur int�eress�e pourra trouver la d�emonstration du th�eor�eme ainsi que l'expression

des bornes de la structure dans le livre de Ingrid Daubechies [23].

Remarques

1. On a vu au paragraphe pr�ec�edent que si (	m;n), une famille d'ondelettes est une

structure oblique, la formule d'inversion n�ecessite une ondelette duale d�e�nie par

~	m;n = (F �F )�1	m;n (1.23)

La famille ainsi obtenue peut se d�eduire d'une même fonction par op�erations

de dilatation, mais par contre, dans le cas g�en�eral, on ne peut la d�eduire par

op�erations de translation. C'est-�a-dire qu'il existe une fonction ~	0;n telle que

~	m;n(x) = a
�m

2

0
~	0;n(a

�m
0 x) (1.24)

le param�etre de dilatation a0 �etant le même que celui de la construction de la

famille (	m;n).

Par contre, dans le cas g�en�eral, il n'existe pas de fonction ~	 telle que

~	m;n(x) = a
�m

2

0
~	(a�m0 x� n) (1.25)

Une telle fonction existe n�eanmoins dans le cadre des ondelettes biorthogonales

que nous pr�esenterons au paragraphe 1.5.3.

2. Les fonctions 	m;n et ~	m;n peuvent avoir des propri�et�es de r�egularit�e tr�es dif-

f�erentes. Par exemple il existe des structures obliques o�u 	m;n est Ck et ~	m;n

n'est pas même continue. On peut imposer des conditions sur 	, a0 et b0 pour

s'a�ranchir de telles dissimilarit�es [22].

1.4.2.3 Les ondelettes obliques bi et tridimensionnelles

Romain Murenzi dans sa th�ese [65] pr�esente une extension de frames d'Ingrid Dau-

bechies en dimension 2 et 3.

En dimension 2, la transform�ee en ondelettes continue s'�ecrit

Wf(a; b; r�) =
1p
c 

Z
�	a;b;r�(x) f(x) d

2x (1.26)
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o�u r� est la rotation d'angle � : r�(x; y) = (x cos ��y sin �; x sin �+y cos �); 0 � � < 2�.

La discr�etisation des param�etres se fait comme suit : am = am0 avec m 2 Zet a0 > 1,

�p = �0 p avec �0 = 2�
L0

,  L0 2 Z+ et p 2 (0; 1; : : : ; L0 � 1) et bn1;n2 = am0 r�p(n1b01; n2b02)

avec b0 = (b01; b02) 2 R+2 et n = (n1; n2) 2 Z2. La famille d'ondelettes s'�ecrit alors

	m;n;�p(x) =
a�m0p
c	

Z
�	(a�m0 r��0 p(x� nb0))f(x) d2x (1.27)

Th�eor�eme 1.4 Si 	, a0 et �0 sont tels que

inf
�2R2

1X
m=�1

L0X
p=0

j	̂(am0 r��0 p(�))j2 > 0

sup
�2R2

1X
m=�1

L0X
p=0

j	̂(am0 r��0 p(�))j2 < 1

et si �(s) = sup�

P
m

P
p j 	̂(am0 r��0 p(�)) j j 	̂(am0 r��0 p(�)+s) j d�ecrô�t au moins aussi

vite que (1 + s2)�(1+") avec " > 0, alors il existe B01 > 0 et B02 > 0 tels que la famille

	m;n;�p soit une structure oblique de L2(R2) pour tout b01 et b02 tels que b01 < B01 et

b02 < B02.

De même en dimension 3, r peut se d�ecomposer en trois rotations dont les param�etres

sont discr�etis�es et on aboutit �a un r�esultat analogue �a celui en dimension 2 [65].

Le cadre des frames que nous venons de pr�esenter aboutit �a des bases d'ondelettes

redondantes. Cependant de nombreuses applications pr�ef�erent le calcul d'un minimum

de coe�cients. C'est ce que permettent les bases orthonorm�ees d'ondelettes.

1.4.3 Bases orthonorm�ees d'ondelettes

La d�ecouverte en 1985 de bases orthonorm�ees d'ondelettes fut un tournant d�ecisif

dans la th�eorie des ondelettes. Y. Meyer montre dans [57] qu'il existe des familles

d'ondelettes d�enombrables (	j;k)(j;k)2Z2 formant des bases orthonorm�ees de L2(R). Ces

familles sont un cas particulier des frames pr�esent�es dans le paragraphe pr�ec�edent.

En se rapportant aux param�etres de translation et dilatation de la transform�ee

continue, on a : (a; b) = (2j; 2jk).

On remarque que les bases orthonorm�ees d'ondelettes sont discr�etis�ees de la même

mani�ere que les ondelettes obliques avec a0 = 2 et b0 = 1. La famille d'ondelettes

s'�ecrit donc

	j;k(x) = 2�
j

2 	(2�jx� k)
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La base d'ondelettes �etant orthonorm�ee, les coe�cients d'ondelettes wj;k calcul�es par

l'�equation suivante (1.28) sont d�ecorr�el�es entre eux.

wj;k =
Z
R

f(x) �	j;k(x)dx (1.28)

Et la fonction f peut s'�ecrire sous la forme

f(x) =
X
j2Z

X
k2Z

wj;k	j;k(x) (1.29)

On voit donc une application importante dans le domaine de la compression des

signaux [34], autant pour la transmission rapide (t�el�ephone num�erique par exemple) que

pour le stockage de donn�ees (notamment des images) et ceci sans perte d'information.

En e�et, le fait que les coe�cients d'ondelettes soient d�ecorr�el�es peut permettre une

r�eduction du volume d'information. De plus l'�equation (1.29) permet d'assurer une

reconstruction exacte.

La propri�et�e de d�ecorr�elation des coe�cients peut �egalement être tr�es utile dans le

domaine du d�ebruitage. En e�et, le signal et le bruit n'�etant pas corr�el�es entre eux,

certains coe�cients repr�esenteront le signal et d'autres le bruit. Il est alors possible de

trouver un crit�ere de s�election des coe�cients repr�esentant le signal uniquement [15]

[25] [26] [4].

On peut d�e�nir une ondelette de classe m dont la r�egularit�e augmente avec m.

D�e�nition 1.4 Soit m 2 N un entier. Une fonction 	 de variable r�eelle est appel�ee

ondelette de classe m si les propri�et�es suivantes sont satisfaites

1. 	(k) 2 L1(R) 8k 2 f0; : : : ;mg avec la convention 	(0) = 	.

2. 	(k) pour tout k 2 f0; : : : ;mg est �a d�ecroissance rapide �a l'in�ni.

3.
Z +1

�1
xk	(x)dx = 0 8k 2 f0; : : : ;mg

4. la famille des fonctions 	j;k(x) = 2�
j

2 	(2�jx � k); (j; k) 2 Z2 est une base or-

thonorm�ee de L2(R).

Chaque fonction 	j;k est une ondelette �lle de l'ondelette m�ere 	 et garde les propri�et�es

de cette derni�ere, �a savoir, la r�egularit�e, indiqu�ee par la condition 1, la localisation

(condition 2) et le caract�ere oscillant de l'ondelette (condition 3).

On peut montrer [60] que l'ondelette 	j;k est essentiellement concentr�ee sur l'intervalle

dyadique [ 2jk; 2j(k + 1) [ . L'ensemble des bornes de ces intervalles constitue l'espace

dyadique (Fig. 1.4).
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j

k

Figure 1.4: Espace dyadique

Ainsi d�e�nie, la famille d'ondelettes (	j;k) est �egalement une base des espaces fonc-

tionnels Lp(R) pour tout p tel que 1 < p < 1 et on a la formule de d�ecomposition

suivante

f(x) =
X
j2Z

X
k2Z

(f;	j;k)p	j;k(x)

o�u (:; :)p est le produit scalaire dans Lp(R).

Il faut remarquer que cette propri�et�e cesse d'être vraie pour p = 1 et pour p = 1.

Dans ces cadres d'analyse fonctionnelle, on rajoute une fonction � appel�ee p�ere des

ondelettes, fonction qui compl�ete la base. Le lecteur int�eress�e peut se r�ef�erer au livre

de Y. Meyer, \Ondelettes et Op�erateurs" [60].

Un outil fondamental de la construction de bases d'ondelettes orthonorm�ees intro-

duit par Y. Meyer [59] et S. Mallat [53] [54] est l'analyse multi-r�esolution. Nous allons

dans un premier temps pr�esenter le cadre g�en�eral de l'analyse multi-r�esolution, puis le

lien avec les bases d'ondelettes orthonorm�ees unidimensionnelles et en�n une extension

au cas bidimensionnel, notamment pour l'application �a l'analyse d'images.

1.4.3.1 L'analyse multi-r�esolution

L'analyse multi-r�esolution est en quelque sorte la formalisation math�ematique du

ph�enom�ene suivant : lorsqu'on regarde un paysage ou un objet, suivant la distance �a

laquelle on se trouve, on observe plus ou moins de d�etails, mais le paysage ou l'objet

est le même (Fig. 1.5). On peut dire que l'espace dans lequel il est repr�esent�e n'est

pas le même, d'o�u cette pr�esence ou absence de d�etails. Ces espaces ont des propri�et�es

particuli�eres, ce qui va être pr�esent�e ci-dessous.

D�e�nition 1.5 (Multi-r�esolution) Soit (Vj)j2Zune famille de sous-espaces vecto-

riels ferm�es embô�t�es de L2(Rn) v�eri�ant les propri�et�es suivantes

1. Vj � Vj�1 8j 2 Z

2. f(x) 2 Vj () f(2x) 2 Vj�1 8j 2 Z; 8x 2 Rn
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Figure 1.5: Repr�esentation d'un paysage en analyse multi-r�esolution. Progressivement

les d�etails disparaissent, d'abord les oiseaux et l'herbe, puis le tronc devient uniforme.

3. V0 est invariant par les translations enti�eres :

f 2 V0 () 8k 2 Zn �kf 2 V0

4. lim
j!�1

Vj =
+1[

j=�1
Vj est dense dans L2(Rn) et lim

j!+1
Vj =

+1\
j=�1

Vj = f0g

5. il existe une fonction ' 2 V0 telle que la suite '(x� k); k 2 Zn soit une base de

Riesz de V0.

On appelle (Vj)j2Zapproximation multi-r�esolution de L2(Rn).

On rappelle qu'une famille (ei)i2Zd'�el�ements d'un espace de HilbertH est une base

de Riesz de H si seulement si il existe C 0 > C > 0 tels que

C(
X
i

j�ij2) 12 � kX
i

�ieik � C 0(
X
i

j�ij2) 12 (1.30)

X
i

�iei est dense dans H

pour toute famille (�i)i de scalaires.

Les propri�et�es �enonc�ees pr�ec�edemment dans la d�e�nition 1.5 traduisent le fait

que toute l'information contenue dans l'approximation de la fonction �a une certaine

r�esolution est incluse dans l'approximation de la fonction �a une r�esolution sup�erieure1

(propri�et�e 1) et que cette information est repr�esent�ee de mani�ere analogue �a chaque

r�esolution (la propri�et�e 2 nous indique l'invariance en dilatation).

Pour en revenir �a l'exemple de la vision humaine, chaque espace Vj doit être vu comme

l'ensemble des photographies que l'on peut prendre �a une certaine distance, la distance

1La r�esolution est d�etermin�ee par 2�j
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pour Vj�1 �etant plus petite (on se rapproche donc on voit plus de d�etail et l'approxi-

mation est meilleure). On voit que plus la r�esolution augmente, plus l'approximation se

\rapproche" de la fonction et �a la limite tend vers cette fonction (propri�et�e 4) comme

le montre la �gure 1.6.

1.4.3.2 Construction d'ondelettes �a partir de l'analyse multi-r�esolution

Dans ce paragraphe nous allons nous placer dans le cas unidimensionnel et voir

comment le cadre de l'analyse multi-r�esolution dans L2(R) peut mener �a la construction

d'ondelettes orthonormales. Si les espaces Vj repr�esentent les espaces des di��erentes

approximations, les espaces repr�esentant la perte d'information et donc contenant les

d�etails entre deux approximations successives contiendront les coe�cients d'ondelettes.

Th�eor�eme 1.5 Soit (Vj)j2Zune approximation multi-r�esolution de L2(R) , alors il

existe une unique fonction � de L2(R) telle que, la famille

�j;k(x) = 2�
j

2�(2�jx� k); k 2 Z

soit une base orthonormale de Vj .

� est appel�ee fonction d'�echelle ou p�ere des ondelettes.

Si Aj est l'op�erateur de projection orthogonale sur l'espace Vj , on a alors (Fig. 1.6)

Ajf(x) =
+1X

k=�1
( f;�j;k ) �j;k(x)

A j - 1 f A fj

f

Figure 1.6: Une fonction f et ses projections sur les espaces Vj et Vj�1.

On voit d'apr�es le th�eor�eme 1.5 qu'une analyse multi-r�esolution est compl�etement

d�etermin�ee par la fonction �. Cette derni�ere peut-être d�etermin�ee �a l'aide de la fonction
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' 2 V0 (condition 4 de la d�e�nition 1.5) de la fa�con suivante : ('(x� k))k2Z�etant une

base de L2(R), on orthonormalise cette base ce qui nous donne (�(x� k))k2Z. Et on a

le r�esultat suivant

�̂(�) =
1p
2�

2
4 +1X
k=�1

j'̂(� + 2�k)j2
3
5
� 1

2

'̂(�) (1.31)

On impose de plus �a la fonction d'�echelle certaines caract�eristiques : elle doit être

continûment d�erivable et avoir le comportement asymptotique suivant �a l'in�ni

j�(x)j = O(
1

x2
) et j�0(x)j = O(

1

x2
)

Une fonction H, li�ee �a la fonction �, va maintenant être introduite. Elle va permettre

de construire la famille d'ondelettes [53].

Propri�et�e 1.6 Soit H(�) un �ltre v�eri�ant

H(�) =
1p
2

+1X
n=�1

h(n)e�in�(d�eveloppement en s�eries de Fourier de H)

jH(0)j = 1 et h(n) = O(n�2)�a l'in�ni

jH(�)j2 + jH(� + �)j2 = 1

jH(�)j 6= 0 pour � 2 [0;
�

2
]

alors �̂(�) = (2�)�
1

2

+1Y
j=1

(H(2�j�)) est la transform�ee de Fourier d'une fonction d'�echelle

et h(n) = (�;��1;n) =
p
2(�(u);�(2u� n)).

On a alors �̂(0) =
Z

�(t) dt = 1.

On a vu que, si (Vj)j2Zest une approximation multi-r�esolution de L2(R) alors

Vj � Vj�1 8j 2 Z

On peut alors d�eterminer le compl�ementaire de Vj par rapport �a Vj�1. Soit Oj un tel

sous-espace. On a alors

Oj ? Vj et Oj � Vj = Vj�1

Et

8j 6= j0; Oj ? Oj0
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Par cons�equent

8j < J; Vj = VJ �
J�j�1M
k=0

OJ�k

et

L2(R) =
M
j2Z

Oj

On peut alors �enoncer un th�eor�eme analogue au th�eor�eme 1.5, c'est-�a-dire qu'il

existe une fonction 	 qui, prise en certains points forme une base orthonorm�ee de Oj

et cette fonction est une ondelette analysante.

Th�eor�eme 1.6 Soit 	 une fonction de L2(R) d�e�nie par 	̂(�) = G( �
2
)�̂( �

2
) avec

G(�) = e�i�H(� + �) et H d�e�nie par la propri�et�e 1.6 .

Alors la famille 	j;k(x) = 2�
j
2	(2�jx� k); k 2 Zest une base orthonorm�ee de Oj

et (	j;k(x))(j;k)2Z2 est une base orthonorm�ee de L2(R).

	 est appel�ee ondelette orthonormale.

Remarques

1. Soit g la r�eponse impulsionnelle du �ltre G d�e�ni dans le th�eor�eme 1.6,

G(�) =
P+1

n=�1 g(n)e�in�. Alors

g(n) = (�1)1�n�h(1� n) (1.32)

et

	(x) =
+1X

n=�1
g(n)��1;n(x) (1.33)

H et G sont appel�es �ltres en quadrature [17].

2. Pour une même analyse multi-r�esolution, l'ondelette orthonormale n'est pas un-

ique. En e�et tout �ltre G tel que G = �0e
2im�; m 2 Zet j�0j = 1 conduit �a

une base d'ondelettes orthonormales (I. Daubechies [21] [23]). Cette op�eration

correspond �a un d�ephasage et une translation de 	. Par cons�equent, on peut

choisir g comme �etant par exemple

g(n) = (�1)n�h(1 � n) (1.34)

ou

g(n) = (�1)n�h(1 � n+ 2N) N 2 Z (1.35)

N �etant convenablement choisi.
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3. La transform�ee en ondelettes obtenue �a partir de l'analyse multi-r�esolution est

invariante en dilatation par des dilatations de puissance de 2. En e�et, par con-

struction

f(x) 2 Oj () f(2jx) 2 O0

Par contre, comme dans le cas des frames, elle n'est pas invariante en translation

enti�eres. Elle est uniquement invariante par des translations de 2j ce qui est un

peu restrictif.

1.4.3.3 Extension �a la dimension 2

La construction d'ondelettes orthogonales �a partir de l'analyse multi-r�esolution s'�et-

end ais�ement �a la dimension 2. Etant donn�ee une analyse multi-r�esolution (Vj)j2Zde

L2(R), on d�e�nit la famille de sous-espaces (Vj)j2Zde L2(R2) comme �etant le produit

tensoriel suivant

Vj = Vj 
 Vj

S. Mallat [53] montre qu'alors (Vj)j2Zest une multi-r�esolution de L2(R2). Une multi-

r�esolution ainsi d�e�nie est appel�ee multi-r�esolution s�eparable.

Si � est la fonction d'�echelle associ�ee �a l'analyse multi-r�esolution (Vj)j2Z, Oj les

espaces de d�etails et  l'ondelette m�ere associ�ee, on peut construire la fonction d'�echelle

	 associ�ee �a (Vj)j2Zpar

8(x; y) 2 R2; �(x; y) = �(x)�(x)

Si on note Oj le sous-espace suppl�ementaire de Vj dans Vj�1 alors Oj s'�ecrit

Oj = O1
j �O2

j �O3
j

avec O1
j = Vj 
 Oj, O2

j = Oj 
 Vj et O3
j = Oj 
 Oj. On voit que chaque espace de

d�etail est en fait compos�e de trois autres espaces. Chacun de ces trois espaces Ok
j

correspondra �a une ondelette m�ere 	k. On peut �enoncer un th�eor�eme analogue �a celui

�enonc�e en dimension 1.

Th�eor�eme 1.7 Soit (Vj)j2Zune analyse multi-r�esolution s�eparable de L2(R2). Soit

�(x; y) = �(x)�(x) la fonction d'�echelle correspondante, 	, l'ondelette associ�ee �a � et

 , celle associ�ee �a �. Alors les trois ondelettes 	1, 	2 et 	3 d�etermin�ees par

	1(x; y) = �(x) (y)

	2(x; y) =  (x)�(y)

	3(x; y) =  (x) (y)



32 G�en�eralit�es sur la th�eorie des ondelettes

sont telles que si 	i
j;k;l(x; y) = 2�j	i(2�jx�k; 2�jx� l) alors (	1

j;k;l;	
2
j;k;l;	

3
j;k;l)(k;l)2Z2

est une base orthonorm�ee de Oj et (	1
j;k;l;	

2
j;k;l;	

3
j;k;l)(j;k;l)2Z3 est une base orthonorm�ee

de L2(R2).

Remarques

1. On peut facilement construire des ondelettes multi-dimensionnelles s�eparables en

g�en�eralisant la m�ethode expos�ee pr�ec�edemment. Chaque espace d'approximation

de l'analyse multi-r�esolution multidimensionnelle est consid�er�e comme le produit

tensoriel de n fois le même espace d'approximation d'une analyse multi-r�esolution

unidimensionnelle.

2. En se r�ef�erant �a l'analyse d'image, les trois ondelettes 	1, 	2 et 	3 sont respec-

tivement des ondelettes horizontale, verticale et diagonale et servent �a d�etecter

les d�etails horizontaux, verticaux et diagonaux de l'image. Des directions sont

donc privil�egi�ees. S. Mallat se r�ef�ere au fait que l'oeil est sensible surtout aux

variations verticales et horizontales. Ces directions doivent donc être privil�egi�ees.

On peut pr�ef�erer une d�etection plus isotrope. J.C. Feauveau propose une analyse

multi-r�esolution 2-D isotrope �a l'aide d'un facteur de r�esolution
p
2 [29] [30]. Cette

transformation isotrope n�ecessite une seule ondelette.

L'algorithme �a trous permet �egalement une d�etection isotrope �a l'aide d'une seule

ondelette [10] [41] [72] [42].

1.4.4 Remarques

On a vu dans cette partie deux approches de la transform�ee en ondelettes discr�ete.

Ces deux approches conduisent �a des algorithmes rapides, notamment l'approche multi-

r�esolution qui seront pr�esent�es au chapitre 2.

Un inconv�enient de ces approches est la non invariance en translation des trans-

form�ees correspondantes. Ceci peut poser probl�eme dans certaines applications o�u

l'invariance en translation est une propri�et�e fondamentale, commepar exemple l'analyse

de texture [79].

On peut alors discr�etiser la famille d'ondelettes en posant am = am0 avec m 2 Zet

a0 > 1 et bn = nb0, avec n 2 Z; b0 2 R. D'o�u

	m;n(x) = a
�m

2

0 	(
x� nb0
am0

) (1.36)
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	 �etant une ondelette analysante.

Une telle famille contient les familles d�ecrites par I. Daubechies, Y. Meyer et S. Mal-

lat. C'est donc une base de L2. Nous allons voir au chapitre 2 qu'une telle discr�etisation

conduit, en prenant a0 = 2 et b0 = 1, �a un algorithme performant, l'algorithme �a trous,

qui permet de plus en dimension 2 de n'utiliser qu'une seule ondelette au lieu de trois

avec l'analyse multi-r�esolution.

1.5 Quelques ondelettes

1.5.1 Ondelettes continues

De nombreuses fonctions peuvent v�eri�er la condition d'admissibilit�e (1.1) de la

d�e�nition 1.1. En e�et, celle-ci n'est pas tr�es restrictive. En pratique, le choix d'une

ondelette analysante se fait en fonction du but recherch�e. Des crit�eres suppl�ementaires

tels que r�egularit�e, sym�etrie, d�ecroissance rapide �a l'in�ni peuvent être n�ecessaires.

Nous allons pr�esenter quelques exemples d'ondelettes analysantes ainsi que leur prin-

cipales caract�eristiques.

1.5.1.1 L'ondelette de Morlet

D�e�nition

L'ondelette de Morlet est une ondelette complexe. Son expression en dimension n

est

	M;n(x) = eik0xe�
1

2
<x;Ax> � e�

1

2
<k0;Bk0>e�

1

2
<x;Ax>

o�u k0 2 Rn, A est une matrice d�e�nie positive (< x;Ax >> 0) et B = A�1.

Sa transform�ee de Fourier s'�ecrit

	̂M;n(�) =
p
detB

�
e�

1

2
<(��k0);B(��k0)> � e�

1

2
<k0;Bk0>e�

1

2
<�;B�>

�

Le second termede chaque �equation assure l'admissibilit�e de l'ondelette. En pratique, on

peut choisir le param�etre k0 de telle sorte que ce terme soit n�egligeable, soit jk0j � 5; 5

[65] [1].

Dans le cas bidimensionnel, A est souvent choisie diagonale, telle que A = diag (1
"
; 1),

avec " � 1. L'ondelette de Morlet s'�ecrit alors

	M;2(x; y) = cos(k0xx+ k0yy) e
� 1

2
(x

2

"
+y2) + i sin(k0xx+ k0yy) e

� 1

2
(x

2

"
+y2)(1.37)

	̂M;2(�; �) =
p
" e�

1

2
["(��k0x)2+(��k0y )2] (1.38)
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Si " = 1, l'ondelette est isotrope. En e�et son module est �a sym�etrie circulaire. Si

" > 1, elle est anisotrope et son module a une direction perpendiculaire au vecteur k0.
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Figure 1.7: Module (a),(b) et TF (c),(d) de l'ondelette de Morlet 2D
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Figure 1.8: Ondelette de Morlet unidimensionnelle, k0x = 7.
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Propri�et�es

L'ondelette de Morlet et sa transform�ee de Fourier ont la propri�et�e d'appartenir

�a l'espace S de Schwartz. C'est donc une ondelette bien localis�ee en espace et en

fr�equence. Num�eriquement, on peut la consid�erer �a support compact. De plus elle

poss�ede la propri�et�e d'être directionnelle. Les propri�et�es de l'ondelette de Morlet bidi-

mensionnelle seront �etudi�ees plus en d�etail au chapitre 3.

Int�erêt

Cette ondelette complexe permet une analyse en module et argument. Sa r�egularit�e

en fait un outil particuli�erement adapt�e pour l'�etude de la r�egularit�e de fonctions. De

plus, son caract�ere directionnel est tr�es utile pour des fonctions poss�edant des directions

privil�egi�ees comme le sont les images sismiques.

1.5.1.2 Le chapeau mexicain

D�e�nition

Le chapeau mexicain n-dimensionnel est une ondelette r�eelle construite �a partir de

la d�eriv�ee seconde de la gaussienne. En e�et, bien qu'une gaussienne ne soit pas une

ondelette, toutes ses d�eriv�ees le sont. Son expression est

	CM;n(x) = (n� < x;Ax >) e�
1

2
<x;Ax>

	̂CM;n(�) =
p
detB < �;B� > e�

1

2
<�;B�>

o�u A et B sont d�etermin�ees comme dans le cas de l'ondelette de Morlet. Si A = I, elle

sera dite radiale et non radiale sinon.

Propri�et�es

Cette ondelette appartient �egalement �a l'espace S de Schwartz. En dimension 1,

Elle est sym�etrique ce qui permet de ne pas introduire de d�ephasage dans la trans-

form�ee en ondelettes contrairement �a des ondelettes non sym�etriques (comme le sont

les ondelettes orthonormales �a support compact d'Ingrid Daubechies).

Int�erêt

Etant issue de la d�eriv�ee d'une ondelette, le chapeau mexicain est particuli�erement

adapt�ee �a la d�etection de discontinuit�es.
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Figure 1.9: Chapeau mexicain bidimensionnel (a),(b) et sa TF (c),(d)
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Figure 1.10: Chapeau mexicain unidimensionnel.
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1.5.2 Ondelettes orthonormales

1.5.2.1 L'ondelette de Haar

D�e�nition

Historiquement, la premi�ere base orthonormale d'ondelettes est la base de Haar.

Celle-ci s'�ecrit

	(x) =

8>>><
>>>:

1; 0 � x < 1
2

�1; 1
2
� x < 1

0 sinon

(1.39)

1

1

Figure 1.11: Ondelette de Haar.

Propri�et�es

La famille (	j;k) telle que nous l'avons d�e�nie au paragraphe 1.4.3 �a savoir 	j;k(x) =

2�
j

2	(2�jx � k) est une base de L2(R). On montre �egalement que c'est une base de

Lp(R); 1 < p <1.

Int�erêt

Cette ondelette est tr�es simple et facile �a impl�ementer. De plus elle est �a support

compact. Le calcul de la TO est donc exact.

Inconv�enient

L'ondelette de Haar quoique tr�es simple comporte un inconv�enient majeur. En e�et

celle-ci n'est pas continue et sa transform�ee de Fourier d�ecrô�t seulement comme j�j�1
ce qui est une mauvaise localisation en fr�equence.

1.5.2.2 L'ondelette de Littlewood-Paley

D�e�nition

Cette ondelette s'�ecrit dans le domaine de Fourier

	̂(�) =

8<
: (2�)�

1

2 ; � � j�j � 2�

0 sinon
(1.40)
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ou dans le domaine spatial

	(x) = (�x)�1 (sin 2�x� sin�x) (1.41)
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(b) Transform�ee de Fourier

Figure 1.12: Ondelette de Littlewood-Paley.

Int�erêt

La transform�ee de Fourier de l'ondelette de Littlewood-Paley est �a support compact.

Cette ondelette a donc une excellente localisation en fr�equence.

Inconv�enient

L'ondelette de Littlewood-Paley d�ecrô�t seulement en jxj�1 en temps.

1.5.2.3 Les ondelettes de Meyer

D�e�nition

Une classe d'ondelettes orthogonales, dites \ondelettes de Meyer" sont construites

comme suit.

	̂(�) =

8>>>>><
>>>>>:

(2�)�
1

2 e
i�
2 sin [ �2�(

3
2� j�j � 1) ] ; 2�

3 � j�j � 4�
3

(2�)�
1

2 e
i�

2 sin [ �
2
�( 3

4�
j�j � 1) ] ; 4�

3
� j�j � 8�

3

0 sinon

(1.42)

o�u � est une fonction de classe Ck, (k �etant choisi arbitrairement et pouvant être �egal

�a 1) v�eri�ant le conditions suivantes

�(x) =

8<
: 0 si x � 0

1 si x � 1
(1.43)
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et

�(x) + �(1� x) = 1 (1.44)

Propri�et�es

Les ondelettes de Meyer sont C1, leur transform�ee de Fourier est Ck et �a support

compact.

Si la fonction � est de classe C1 alors l'ondelette 	 d�ecrô�t aussi vite que l'inverse

d'un polynôme, c'est-�a-dire que pour tout N 2 N, il existe une constante CN <1 telle

que

j	(x)j � CN(1 + jxj2)�N (1.45)

Cependant, num�eriquement la d�ecroissance peut-être relativement lente, correspondant

�a un CN relativement grand.

En pratique, un choix courant de la fonction � est �(x) = x4(35� 84x+ 70x2 � 20x3).

La �gure 1.13 montre l'ondelette alors obtenue.

(a) Fonction �

(b) Ondelette (c) TO de l'ondelette

Figure 1.13: Ondelette de Meyer.
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1.5.2.4 Les ondelettes splines de Battle-Lemari�e

D�e�nition

Ces ondelettes sont associ�ees �a l'analyse multi-r�esolution o�u les espaces d'approxi-

mation sont des espaces de fonctions splines [58]. Dans le cas g�en�eral, la fonction '

d�e�nie par la condition 4 de la d�e�nition 1.5 est une B-spline de degr�e N

'̂(�) =
1p
2�

e�
iK�

2

 
sin �

2
�

2

!N+1
(1.46)

o�u K = 0 si N est impair et K = 1 si N est pair.

La fonction ' v�eri�e
R
'(x)dx = 1 et

'(x) =

8>>>>>><
>>>>>>:

2�2M
2M+1X
j=0

0
@ 2M + 1

j

1
A'(2x�M � 1 + j) si N = 2M

2�2M�1
2M+2X
j=0

0
@ 2M + 2

j

1
A'(2x�M � 1 + j) si N = 2M + 1

La base ('(x � k))k2Zainsi d�e�nie n'�etant pas orthogonale (sauf pour N = 0), on

l'orthogonalise (1.31) ce qui conduit �a la fonction d'�echelle �. L'ondelette 	 est d�e�nie

par le th�eor�eme 1.6.

Propri�et�es

Ces ondelettes sont �a d�ecroissance exponentielle. Elles peuvent être choisies Ck,

mais pas C1.

La fonction d'�echelle � est sym�etrique par rapport �a 1
2 si N est impair et par

rapport �a 0 si N est pair. L'axe de sym�etrie de l'ondelette 	 est x = 1
2 et elle est

sym�etrique si N est impair et antisym�etrique si N est pair.

Exemples

? N = 0; � = ' est une spline constante par morceaux

�(x) =

8<
: 1 si 0 � x � 1

0 sinon

Cette fonction d'�echelle conduit �a la base de Haar.

? N = 1; ' est une spline lin�eaire par morceaux

'(x) =

8<
: 1 � jxj si 0 � jxj � 1

0 sinon
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La fonction ' v�eri�e '(x) = 1
2
'(2x+ 1) + '(2x) + 1

2
'(2x� 1). La fonction d'�echelle

est d�etermin�ee par l'�equation suivante

�̂(�) =
p
3 (2�)�

1

2

4 sin2 �

2

�2(1 + 2 cos2 �

2
)
1

2

(1.47)

Et l'ondelette m�ere a comme expression dans le domaine de Fourier

	̂(�) = e
i�

2 sin2
�

4

"
1 + 2 sin2 �

4

1 + 2 cos2 �

2

# 1

2

	̂(
�

2
)

=
p
3 e

i�

2 sin2
�

4

"
1 + 2 sin2 �

4

(1 + 2 cos2 �

2
)(1 + 2 cos2 �

4
)

# 1

2

'̂(
�

2
)

(a) Fonction d'�echelle et

ondelette

(b) Transform�ees de

Fourier

Figure 1.14: Ondelette spline pour N = 1.

? N = 3; ' est une B-spline cubique par morceaux.

La fonction ' v�eri�e '(x) = 1
8 '(2x + 2) + 1

2 '(2x + 1) + 3
4 '(2x) +

1
2 '(2x � 1) +

1
8 '(2x�2). La fonction d'�echelle et l'ondelette correspondante sont d�etermin�ees comme

pr�ec�edemment.
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(a) Fonction d'�echelle et

ondelette

(b) Transform�ees de

Fourier

Figure 1.15: Ondelette spline cubique.

1.5.2.5 Les ondelettes �a support compact de I. Daubechies

D�e�nition

Les ondelettes orthonormales �a support compact sont d�e�nies �a partir du th�eor�eme

suivant �enonc�e par I. Daubechies [21].

Th�eor�eme 1.8 Soit h la r�eponse impulsionnelle d'un �ltre tel que

X
n

jh(n)j jnj" < +1 8 " > 0 (1.48)

X
n

h(n� 2k)h(n� 2l) = �(k; l) (1.49)

X
n

h(n) =
p
2 (1.50)

Supposons que H(�) = 1p
2

P+1
n=�1 h(n)e�in� soit un polynôme trigonom�etrique.

On d�e�nit

g(n) = (�1)nh(1 � n) (1.51)

�̂(�) = (2�)�
1

2

+1Y
j=1

(H(2�j�)) (1.52)

	(x) =
p
2
X
n

g(n)�(2x � n) (1.53)
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Alors � est la fonction d'�echelle d'une analyse multi-r�esolution et 	 est l'ondelette

associ�ee.

On remarque que la condition (1.49) sur h est la condition d'orthogonalit�e, ce que

implique sur H la condition

jH(�)j2 + jH(� + �)j2 = 1 (1.54)

de la propri�et�e 1.6.

Si la suite (h(n))n2Zest choisie �nie, c'est-�a-dire qu'il existe deux entiers Ni et Nf

tels que h(n) = 0 pour n > Nf et n < Ni alors les fonctions d'�echelle et d'ondelette

correspondantes sont �a support compact et on a

supp(�) � [Ni; Nf ] (1.55)

supp(	) � [
1

2
(1�Nf �Ni);

1

2
(1 +Nf �Ni) ] (1.56)

On montre [21] que tout polynôme H v�eri�ant (1.54) peut se mettre sous la forme

H(�) =
�
1

2
(1 + ei�)

�N
Q(�) (1.57)

o�u N � 1 est le nombre de moment nuls de l'ondelette et Q est un polynôme de la

forme

jQ(�)j2 = P (sin2 �=2)

avec

P (t) =
N�1X
k=0

0
@ N � 1 + k

k

1
A tk + tNR(

1

2
� t)

o�u R est un polynôme impair tel que

P (t) � 0 ; 8t 2 [0; 1]

sup
0�t�1

P (t) < 22(N�1) si N � 2

� 2

1� j2tj � R(t) � 2

1 + j2tj ; 8t 2 [�1

2
;
1

2
]; si N = 1

Exemples

Une classe d'ondelettes �a support compact peut être obtenue avecR � 0. Le module

de H est ainsi d�etermin�e. H ayant 2N coe�cients non nuls, on peut choisir sa phase

de telle sorte que

H(�) =
1p
2

2N�1X
n=0

h(n)e�in�
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Figure 1.16: Exemples d'ondelettes �a support compact.
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Quelques exemples de fonctions d'�echelle et d'ondelette sont donn�es ci-contre (Fig.

1.16). La table des coe�cients h(n) est donn�ee en annexe.

Int�erêt

Les ondelettes �a support compact de Ingrid Daubechies sont particuli�erement int�eres-

santes dans la mesure o�u on peut choisir la r�egularit�e voulue en imposant un certain

nombre de moments nuls : la r�egularit�e augmente avec N . De plus, �etant �a support

compact, le calcul de la transform�ee en ondelettes est exacte.

Inconv�enients

Les ondelettes �a support compact ne sont pas sym�etriques ce qui introduit un

d�ephasage. Ceci peut être probl�ematique dans certains probl�emes comme la d�etection

de fronti�eres. I. Daubechies a montr�e que la seule ondelette r�eelle �a support com-

pact orthonormale �etait l'ondelette de Haar. On peut obtenir les ondelettes \les moins

asym�etriques"en choisissant H ayant la phase minimum parmi tous les �ltres que l'on

peut obtenir �a partir de R � 0 [23].

1.5.3 Ondelettes biorthogonales

La notion de biorthogonalit�e a �et�e introduite en 1987 par Tchamitchian [75] et celle

d'ondelettes biorthogonales, en 1992 par Cohen et all. [18]. Les ondelettes biortho-

gonales permettent d'introduire une certaine souplesse par rapport aux ondelettes or-

thonormales. En e�et, la base permettant l'analyse (d�ecomposition en coe�cients

d'ondelettes) ne sera pas la même que celle permettant la synth�ese (reconstruction

de la fonction) d'o�u des conditions moins strictes pour la construction des ondelettes.

D�e�nition

Les ondelettes biorthogonales sont construites �a partir de la notion de frames ou

structures obliques (paragraphe 1.4.2). On consid�ere une famille (	i)i2I �etant une

structure oblique d'un espace de HilbertH. On a vu (�equation (1.19) ) qu'il existe une

structure oblique duale ( ~	i)i2I telle que

f =
X
i

(f;	i)H ~	i =
X
i

(f; ~	i)H	i

On dit que les familles (	i)i2I et ( ~	i)i2I sont biorthogonales si

(	i; ~	j)H = �(i; j) (1.58)
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o�u �(i; j) est le symbole de Kronecker.

On montre alors l'existence de bases d'ondelettes biorthogonales [18].

Th�eor�eme 1.9 Soient h et ~h les r�eponses impulsionnelles de deux �ltres tels que

X
n

h(n� 2k)~h(n� 2l) = �(k; l) (1.59)

X
n

h(n) =
p
2 (1.60)

X
n

~h(n) =
p
2 (1.61)

On d�e�nit

H(�) =
1p
2

+1X
n=�1

h(n)e�in� ; ~H(�) =
1p
2

+1X
n=�1

~h(n)e�in�

�̂(�) = (2�)�
1

2

+1Y
j=1

(H(2�j�)) ; ~̂�(�) = (2�)�
1

2

+1Y
j=1

( ~H(2�j�))

	(x) =
p
2
X
n

(�1)n~h(1 � n)�(2x� n) ; ~	(x) =
p
2
X
n

(�1)nh(1� n)~�(2x� n)

On suppose de plus que pour C; " > 0

j�̂(�)j � C(1 + j�j)� 1

2
�" ; j ~̂�(�)j � C(1 + j�j)� 1

2
�"

et Z +1

�1
�(x)~�(x� k)dx = �(k)

alors les familles 	j;k(x) = 2�
j

2	(2�jx � k); (j; k) 2 Z2 et ~	j;k(x) = 2�
j

2 ~	(2�jx �
k); (j; k) 2 Z2 sont deux bases de Riesz duales de L2(R) avec

(	j;k; ~	j0;k0) = �(j; j 0)�(k; k0)

et

f(x) =
X
j;k

(f;	j;k) ~	j;k(x) =
X
j;k

(f; ~	j;k)	j;k(x)

Propri�et�es

1. Avec des notations analogues �a celles des ondelettes orthonormales �a support

compact, c'est-�a-dire si il existe deux entiers Ni et Nf tels que h(n) = 0 pour
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n > Nf et n < Ni et ~Ni et ~Nf tels que ~h(n) = 0 pour n > ~Nf et n < ~Ni les

supports des di��erentes fonctions s'�ecrivent

supp (�) = [Ni; Nf ]

supp (~�) = [ ~Ni; ~Nf ]

supp (	) = [
1

2
(Ni � ~Nf � 1);

1

2
(Nf � ~Ni � 1) ]

supp ( ~	) = [
1

2
( ~Ni �Nf � 1);

1

2
( ~Nf �Ni � 1) ]

2. Le nombre de moments nuls de 	 correspond �a la r�egularit�e de ~	 et vice-versa.

Int�erêt

Les ondelettes biorthogonales sont �a support compact et peuvent être sym�etriques.

De plus les conditions sur les �ltres sont plus souples que pour les ondelettes biortho-

gonales.

Inconv�enient

La transform�ee n�ecessite deux ondelettes. De plus, elles peuvent toutes deux avoir

des r�egularit�es tr�es di��erentes.

Exemples

Nous allons pr�esenter quelques exemples d'ondelettes biorthogonales �a support com-

pact, les coe�cients des �ltres correspondants �etant donn�es en annexe.

? Le premier exemple est l'exemple des B-splines. Le �ltre ~H est choisi de telle

mani�ere que la fonction d'�echelle ~� soit une B-spline centr�ee autour de 0 pour le cas

pair et 1
2 pour le cas impair. Et alors ~H s'�ecrit

~H(�) =

 
cos

�

2

! ~N

si ~N = 2~̀

~H(�) = e�
i�
2

 
cos

�

2

! ~N

si ~N = 2~̀+ 1

et pour H

H(�) =

 
cos

�

2

!N `+~̀�1X
m=0

0
@ `+ ~̀� 1 +m

m

1
A sin2 �

2

!m
si N = 2`

H(�) = e�
i�
2

 
cos

�

2

!N `+~̀X
m=0

0
@ ` + ~̀+m

m

1
A sin2 �

2

!m
si N = 2` + 1
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Figure 1.17: Exemples d'ondelettes bi-orthogonale splines.
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Nous montrons un exemple pour ~N = 3 (Fig 1.17). Alors les supports des di��erentes

fonctions s'�ecrivent supp�3;N = [�N;N +1] et supp	3;N = supp ~	3;N = [�N+1
2

; N+3
2

].

? On peut �egalement construire des bases biorthogonales proches des bases orthonor-

males d'ondelettes. L'id�ee de M. Barlaud est de sym�etriser les bases orthonormales et

de calculer les bases duales correspondantes. Le lecteur int�eress�e pourra se r�ef�erer �a

[5].

1.5.4 Choix de l'ondelette

Le choix de l'ondelette adapt�ee n'est pas ais�e. Il convient de bien cerner le probl�eme

�a �etudier et d'identi�er le type de transform�ee �a utiliser (continue ou discr�ete). En

analyse d'image, il est souvent utile d'avoir une certaine redondance pour avoir plus

d'informations. L'utilisation de la TO continue ou de frames est alors conseill�ee. Pour

une analyse multi-r�esolution, on pr�ef�era une base d'ondelettes orthonormale et si on

veut un calcul exact, alors les ondelettes �a support compact sont indiqu�ees. On peut

�egalement avoir besoin d'une ondelette ind�e�niment d�erivable, il faudra alors utiliser

une des ondelettes de Meyer. Pour d�etecter les fronti�eres, on pr�ef�erera des ondelettes

sym�etriques.

On voit donc qu'on ne peut parler d'une ondelette \id�eale" adapt�ee �a tous les cas.

A chaque cas particulier correspond une ondelette particuli�ere adapt�ee.
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