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Chapitre 3

Ondelettes directionnelles

3.1 Introduction

Nous avons vu aux chapitres pr�ec�edents que la transform�ee en ondelettes comportait

un param�etre de rotation r en dimension sup�erieure �a 1. En e�et

Wf(a; b; r) =
1p
c 

Z
�	a;b;r(x) f(x) d

nx

Si l'ondelette m�ere 	 est parfaitement isotrope, c'est-�a-dire que 	(r(x)) = 	(x)

pour tout �el�ement x de Rn comme l'est le chapeau mexicain pour A = Id (chapitre 1

paragraphe 1.5.1), alors ce param�etre n'a aucun sens. On voit donc son utilit�e pour

un certain type d'ondelettes qu'on appellera \directionnelles" . Ces ondelettes auront

la propri�et�e de \voir" les caract�eristiques d'une fonction dans une direction donn�ee, en

�etant \aveugle" dans les autres directions.

Les premiers �a prendre en compte ce param�etre ont �et�e J.P. Antoine, R. Murenzi

et al. [3] [65] qui ont �etudi�e l'ondelette de Morlet multi-dimensionnelle. L'analyse par

ondelettes directionnelles est tr�es utile pour des fonctions comportant des directions

privil�egi�ees, ce qui est le cas de l'�etude des �ecoulements turbulents o�u on peut ainsi

�etudier le champ des vitesses [27] [83] [69] ou de l'analyse de textures orient�ees [70]. On

verra dans le chapitre suivant qu'une application importante est l'analyse des images

sismiques et notamment la d�etection de failles.

Etant donn�e le nombre d'applications possibles de telles ondelettes, il est apparu

important de les d�e�nir plus pr�ecis�ement et d'�etudier quelques-unes de leurs propri�et�es.

Jusqu'�a pr�esent, l'ondelette utilis�ee �etait l'ondelette de Morlet. On va alors proposer

une m�ethode de construction d'ondelettes directionnelles permettant �eventuellement
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d'acc�eder �a des ondelettes plus adapt�ees au cas envisag�e. On �etudiera ensuite le com-

portement de l'ondelette de Morlet sur une fonction tr�es simple pouvant repr�esenter

une couche de roche au voisinage d'une faille.

3.2 D�e�nitions et propri�et�es

Avant de d�e�nir explicitement une ondelette directionnelle, on aura besoin de quelques

d�e�nitions pr�ealables.

Le d�e�nition d'une ondelette directionnelle sera bas�ee sur la forme de sa transform�ee

de Fourier et sur son \support". Beaucoup d'ondelettes n'�etant pas �a support compact

dans le domaine de Fourier ou dans le domaine spatial, nous allons d�e�nir le support �a

" pr�es d'une fonction. Les ondelettes souvent �a d�ecroissance rapide auront un support

�a " pr�es.

D�e�nition 3.1 (Supports �a " pr�es) Soit f une fonction d�e�nie sur Rn. On ap-

pellera un support �a " pr�es de f un ensemble S" tel que : 8x =2 S"; jf(x)j < ".

On appellera le support �a " pr�es principal de f , le support �a " pr�es Sp" tel que :

8x 2 Sp"; jf(x)j � ".

D�e�nition 3.2 (Centre d'une fonction) On appellera centre d'une fonction f , l'iso-

barycentre des maxima de f .

On peut remarquer que le centre d'une fonction correspond au maximum de cette

fonction s'il est unique.

D�e�nition 3.3 (Ondelette directionnelle) Soit 	 une fonction admissible dont la

transform�ee de Fourier admet un module �a d�ecroissance rapide et dont un support S"

�a " pr�es est de la forme :

S" =
N[
i=1

[�i1; �i2]� [�i1; �i2] avec
N\
i=1

[�i1; �i2]� [�i1; �i2] = ;, �i;j ; �i;j 2 R et N 2 N� et tel

que O =2 [�i1; �i2]� [�i1; �i2] pour tout i.

Soit Mi le centre de j	̂j restreinte �a [�i1; �i2] � [�i1; �i2]. On appellera ondelette dir-

ectionnelle de direction ~u toute fonction 	 poss�edant les propri�et�es ci-dessus et dont

l'ensemble des centres Mi se situent sur une droite passant par l'origine O et de direc-

tion ~v perpendiculaire �a ~u.

La �gure 3.1 permet d'illustrer de mani�ere plus intuitive la d�e�nition �enonc�ee ci-dessus.
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Figure 3.1: Exemple d'un support �a " pr�es d'une ondelette directionnelle. Les rectangles

gris sont les pav�es formant le support.

Remarques

1. Les ondelettes �etant localis�ees en fr�equence, on aura le plus souvent N = 1

(ondelettes complexes) ou N = 2 (ondelettes r�eelles).

2. Le support �a " pr�es de la TF des ondelettes �lles �evolue en fonction de l'angle

� et du facteur d'�echelle a. Le centre de la fonction subit une rotation d'angle

� et une homoth�etie de rapport 1
a
et la \taille" du support augmente lorsque a

diminue, comme le montre la �gure 3.2

θ=0
a=1

θ

θ

a<1
>0

a>1
<0θ

θ

v

Figure 3.2: E�et de a et � sur le support d'une ondelette.

3. On pourra parler de la qualit�e directionnelle d'une ondelette. En e�et, la forme du

support principal Sp" �a " pr�es de sa transform�ee de Fourier inuence le nombre

de directions prises en compte par la transform�ee en ondelettes comme le montre

la �gure 3.3. En e�et, l'ondelette repr�esent�ee en (b) est consid�er�ee par d�e�nition
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comme directionnelle, pourtant toutes les directions de 0 �a �
2
seront prises en

compte par la transform�ee en ondelettes. Celle-ci n'a donc par le caract�ere direc-

tionnel attendu. Nous allons donc d�e�nir un crit�ere de qualit�e, �", angle du cône

issu de 0 et de base Sp" comme le montre la �gure 3.3(a). Plus cet angle est

petit, meilleure est la qualit�e.

α ε

εSp

(a) Bonne ondelette directionnelle

εSp

(b) Mauvaise ondelette directionelle

Figure 3.3: Supports principaux �a " pr�es des transform�ees de Fourier d'ondelettes

directionnelles de di��erentes qualit�es. On suppose que le module de la transform�ee de

Fourier de l'ondelette (b) vaut 1 sur tout le support et 0 en dehors.

Exemple de la transform�ee en ondelettes directionnelles sur une fonction

simple

Nous allons consid�erer une fonction f form�ee de deux demi-droites d'angles avec

l'horizontale di��erents (Fig. 3.4). Nous verrons ainsi la s�electivit�e directionnelle des

ondelettes d�e�nies ci-dessus.

La transform�ee on ondelettes s'�ecrit, dans le domaine de Fourier

Wf(a; b; r) =
a
n
2p
c	

Z
ei(�bx+�by) 	̂(ar��(�; �)) f̂ (�; �) d� d�

avec

f̂ (�; �) =
1

2�

"
e�i(�x1+�y1)

� cos �1 + � sin �1
+

e�i(�x2+�y2)

� cos �2 + � sin �2

#
= f̂1(�; �) + f̂1(�; �)

Un support �a " pr�es de jf̂ j est constitu�e de deux \bandes" centr�ees sur les droites

d'angles �
2 +�i avec l'horizontale (r�eunion de supports �a " pr�es Sf1 et Sf2 de jf̂1j et jf̂2j)

comme l'illustre la �gure 3.5.
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θ1

y2

θ2

0 xx

y

1y

2 x1

Figure 3.4: Fonction f form�ee de deux demi-droites.

θ2

θ1 2/επ

2/επ

SSf2 f1

Figure 3.5: Support �a " pr�es de jf̂ j.
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Nous allons consid�erer pour plus de simplicit�e dans les notations que l'ondelette 	

est directionnelle de direction horizontale. Un support �a " pr�es S	 du module de sa TF

est donc \centr�e" sur la verticale.

Prenons � = �1. Alors, il existe un facteur d'�echelle a tel que S	
T
Sf2 = ; et la

transform�ee en ondelette s'�ecrit

Wf(a; b; r) =Wf1(a; b; r) + res2

o�u res2 est un r�esidu venant du fait que jf̂2j n'est pas �a support compact et correspond-

ant �a la singularit�e en (x2; y2). On voit donc la direction privil�egi�ee par la transform�ee

en ondelettes est la direction �1, d'ou le nom d'ondelette directionnelle.

On peut �egalement trouver un angle � et un facteur d'�echelle a tels que S	
T
Sf1 = ; et

S	
T
Sf2 = ;. Alors Wf(a; b; r) = res1 + res2 et seules les extr�emit�es des demi-droites

seront d�etect�ees.

Exemple et contre-exemple d'ondelettes directionnelles

L'ondelette de Morlet 	M;2 est directionnelle. En e�et, elle est �a d�ecroissance rapide

et le support principal Sp" �a " pr�es du module de sa transform�ee de Fourier est une

ellipse de centre (k0x; k0y).

	M;2(x; y) = cos(k0xx+ k0yy) e
� 1

2
(x

2

�
+y2) + i sin(k0xx+ k0yy) e

� 1

2
(x

2

�
+y2)

	̂M;2(�; �) =
p
� e�

1

2
[�(��k0x)2+(��k0y )2]

On montre facilement que Sp" est inclus dans un pav�e ne contenant pas l'origine et

j	̂M;2j admet un unique maximum en (k0x; k0y). La direction de l'ondelette est donc

perpendiculaire au vecteur d�etermin�e par ce point. Dans la suite, on prendra toujours

k0x = 0 de telle mani�ere �a avoir une ondelette horizontale.

Par contre, le chapeau mexicain 	CM;2 n'est pas une ondelette directionnelle. En

e�et, sa transform�ee de Fourier est maximum sur une ellipse centr�ee sur l'origine et

son centre est donc l'origine. De plus elle ne poss�ede pas de support �a " pr�es �etant la

r�eunion de pav�es disjoints ne contenant pas l'origine.

	CM;2(x; y) = (2 � (
x2

�
+ y2)) e�

1

2
(x

2

�
+y2)

	̂CM;2(�; �) =
p
� (��2 + �2) e�

1

2
(��2+�2)

On voit l'e�et de ces deux ondelettes sur la �gure 3.6. L'ondelette de Morlet d�etecte
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(a) Image originale (b) Ondelette de Morlet (c) Chapeau Mexicain

Figure 3.6: Transform�ee en ondelettes sur une image simple pour une ondelette dir-

ectionnelle (celle de Morlet, k0 = (0; 6); � = 1) et une ondelette isotrope (le chapeau

Mexicain, � = 1). Les param�etres pour la transform�ee sont : � = 0 et a = 0; 2.

les fronti�eres uniquement dans la direction � alors que le chapeau mexicain d�etecte les

fronti�eres dans toutes les directions.

Propri�et�es

Nous allons voir �a pr�esent un certain nombre de propri�et�es qui vont conduire �a la

construction d'ondelettes directionnelles s�eparables.

Propri�et�e 3.1 Soit � une fonction d'�echelle unidimensionelle et  une ondelette ana-

lysante �egalement unidimensionnelle dont les TFs sont �a d�ecroissance rapide. On

suppose de plus que le centre de la TF de � est 0. Alors

1. la fonction 	1(x; y) = �(x) (y) est une ondelette directionnelle de direction ho-

rizontale;

2. la fonction 	2(x; y) =  (x)�(y) est une ondelette directionnelle de direction ver-

ticale;

3. la fonction 	3(x; y) =  (x) (y) est une ondelette directionnelle de direction di-

agonale.

D�emonstration:

On montre facilement que par construction, 	i v�eri�e la condition d'admissiblitit�e.

j�̂j admet un support �a " pr�es [�1; �2] puisqu'elle est �a d�ecroissance rapide et son centre

est 0. j ̂j admet un support �a " pr�es
S

i[�i1; �i2] tel que 0 =2 [�i1; �i2] pour tout i puisque
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	̂(0) = 0 (condition d'admissibilit�e). On appelle k0 son centre.

j	̂1j admet donc un support �a " pr�es
S

i[�1; �2] � [�i1; �i2] ne contenant pas O et son

centre est (0; k0). 	1 est donc une ondelette directionnelle de direction horizontale.

Le raisonnement pour les autres ondelettes est exactement identique.

Remarque On retrouve ces propri�et�es dans la construction d'ondelette par analyse

multi-r�esolution bidimensionnelle avec les ondelettes horizontales, verticales et diag-

onales qui d�etectent les d�etails horizontaux, verticaux et diagonaux.

3.3 Construction d'ondelettes directionnelles et ex-

emples

La propri�et�e 3.1 donne un moyen de construire facilement des ondelettes direction-

nelles s�eparables. Plus g�en�eralement, on a la propri�et�e suivante.

Propri�et�e 3.2 Si  est une ondelette analysante unidimensionnelle dont la TF est �a

d�ecroissance rapide et fa une fonction dont la TF admet un support �a " pr�es et dont

le centre est 0 alors 	(x; y) = fa(x) (y) est une ondelette directionnelle de direction

horizontale.

La d�emonstration est exactement la même que la pr�ec�edente.

Remarques

1. La propri�et�e �enonc�ee ci-dessus o�re une grande souplesse dans le choix des fonc-

tions fa et  ce qui peut permettre de construire des ondelettes adapt�ees �a chaque

cas particulier si besoin est.

2. Il a paru plus naturel de privil�egier la direction horizontale pour l'ondelette m�ere.

Ainsi le param�etre � de la TO d�esigne directement la direction qui sera prise en

compte.

Exemples

Nous allons prendre comme fonction fa une gaussienne, c'est-�a-dire fa(x) = e�
x2

2 .

En e�et sa transform�ee de Fourier, qui est �egalement une gaussienne, est centr�ee en 0,

�a d�ecroissance rapide et donc su�samment bien localis�ee.
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1er exemple : le demi chapeau mexicain

Le chapeau mexicain est particuli�erement adapt�e �a la d�etection de fronti�eres en

imagerie. En e�et, celui-ci �etant issu de la d�eriv�ee seconde de la gaussienne, la TO

correspondante est nulle sur les fronti�eres et celles-ci peuvent être d�etect�ees par la

m�ethode dites des passages par z�ero comme l'expose S. Mallat dans [55].

Si on souhaite d�etecter les fronti�eres dans une unique direction, on peut utiliser l'ondelette

directionnelle obtenue en posant  (y) = (1 � y2) e�
y2

2 et �nalement

	(x; y) = (1� y2) e�
1

2
(x2+y2)

	̂(�; �) = �2 e�
1

2
(�2+�2)

-4

-2

0

2

4

-4

-2

0

2

4

-0.5

0

0.5

1

-4

-2

0

2

4

(a) Ondelette m�ere
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(b) Transform�ee de Fourier

(c) Module de la TO sur

l'image de croix, � =

0 et a = 0; 2

Figure 3.7: Demi chapeau mexicain.

Cette ondelette est appel�ee demi chapeau mexicain car elle n'a une forme de chapeau

mexicain que dans une direction. La �gure 3.7 montre l'ondelette ainsi que sa trans-

form�ee de Fourier. On peut remarquer les maxima de cette derni�ere sur l'axe des y.
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Un exemple de transform�ee en ondelette permet de voir l'e�et de cette ondelette. On

voit son caract�ere directionnel ainsi que sa propri�et�e de s'annuler sur les fronti�eres.

2eme exemple : la d�eriv�ee de la gaussienne

Une autre possibilit�e est de choisir comme ondelette unidimensionelle  , la d�eriv�ee

premi�ere de la gaussienne et non sa d�eriv�ee seconde. On a alors

	(x; y) = fa(x) (y) = y e�
1

2
(x2+y2)

	̂(�; �) = �i� e� 1

2
(�2+�2)
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Figure 3.8: D�eriv�ee de la gaussienne.

Cette ondelette a un comportement voisin de celui de l'ondelette de Morlet. En

e�et, la TO correspondante est maximum sur les fronti�eres. Cependant sa qualit�e

directionelle �" est moins bonne que celle de l'ondelette de Morlet �M". En e�et,

lim�!1
j	̂M j(k0y;�)
j	̂j(1;�) = 0 (on se place dans le cas o�u k0x = 0) donc il existe un r�eel positif

E tel que, 8" < E;�" > �M".
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3.4 Etude de la TO par l'ondelette de Morlet d'une

fonction simple

Nous allons par la suite nous int�eresser �a la d�etection de structures comme des

couches de roches dans une certaine direction ou bien des failles, failles qu'on peut voir

de mani�ere simpli��ee comme la rupture de ces couches de roches. Nous allons alors

�etudier la transform�ee en ondelettes de la fonction s(x; y) repr�esent�ee par la �gure 3.9, la

barre repr�esentant une couche de roche et le point M0, le voisinage de la faille (rupture

de la couche de roche).

x

y

z

x’

y’

z’

1

δ

−δ

θο

Mo

Dans le repère R, Mo a pour coordonnées (xo,yo,0)

R

R’

Figure 3.9: Fonction s(x; y) repr�esentant une couche de roche au voisinage d'une faille.

Le choix de l'ondelette s'est �x�e sur l'ondelette de Morlet car, comme on le verra

dans le chapitre suivant, nous voulons d�etecter plus des structures que des fronti�eres.

De plus on a vu que l'ondelette de Morlet �etait de meilleure qualit�e directionnelle que

le demi chapeau mexicain.

Nous allons dans toute la suite utiliser l'expression de l'ondelette de Morlet sans

approximations. On posera de plus k0x = 0 et k0x = k0 et �nalement, l'expression de

l'ondelette sera

	M (x; y) = [eik0y � e�
k2
0
2 ] e�

1

2
(x

2

�
+y2)

	̂M(�; �) =
p
� [e�

1

2
[��2+(��k0)2] � e�

k2
0
2 e�

1

2
(��2+�2)]

On notera 	M1
l'ondelette de Morlet 1D.
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3.4.1 Qualit�e directionnelle de l'ondelette

Pour calculer la qualit�e directionnelle de l'ondelette de Morlet, nous allons, pour

plus de simplicit�e, calculer un angle l�eg�erement di��erent de celui d�e�ni pr�ec�edemment.

Comme le montre la �gure 3.10, cet angle �0" est celui du cône issu de O et s'appuyant

sur le support principal �a " pr�es, Sp", du module de la TF de l'ondelette pour � = k0,

c'est-�a-dire Sp" = [��0; �0].

α ’ε

ξ 0

Figure 3.10: Crit�ere de qualit�e directionnelle pour l'ondelette de Morlet.

Calculons cet angle �0". On a

j	̂M (�; k0)j = p
� e�

��2

2 [1� e�k
2
0 ]

et j	̂M(�; k0)j � " lorsque � 2 [��0; �0] avec

�0 =

vuut2

�
ln

p
�(1 � e�k20)

"

et �nalement le crit�ere de qualit�e s'�ecrit

�0" = 2arctan
�0
k0

= 2arctan

r
2
�
ln

p
�(1�e�k20 )

"

k0
(3.1)

On remarque que la qualit�e directionnelle de l'ondelette augmente avec � (�0" di-

minue). Mais par contre la localisation spatiale diminue alors (voir Fig. 1.7). Par la

suite on prendra comme bon compromis � = 1.

3.4.2 Calcul de la transform�ee

La transform�ee en ondelettes s'�ecrit en dimension 2

Ws(a; b; �) =
1

a

Z 1
�1

dx
Z 1

�1
dy �	M(

1

a
r��(x� bx; y � by)) s(x; y)



3.4 Etude de la TO par l'ondelette de Morlet d'une fonction simple 83

o�u bx; by sont les coordonn�ees de b dans le rep�ere R.

Dans le rep�ere R0 , la fonction s s'�ecrit

s(x0; y0) = C(x0)P�(y
0)

o�u C et P� sont les fonctions cr�eneau et porte d�e�nies ci-dessous.

C(x) =
8<
: 1 si x � 0

0 sinon

1
C(x)

y

x

P�(x) =

8<
: 1 si x 2 [��; �]

0 sinon
P (x)δ

y

x

1

−δ δ

et la transform�ee en ondelettes s'exprime par

Ws(a; b; �0) =
1

a

1Z
�1

dx0
1Z

�1
dy0 �	M (

1

a
r��0 (x0 � �x; y

0 � �y)) s(x0; y0)

o�u �x et �y sont les coordonn�ees de b dans R0 et �0 = � � �0.

Soit

Ws(a; b; �0) = a

1Z
0

dx0
�
aZ

� �
a

dy0 �	M (r��0(x0 � �x
a
; y0 � �y

a
))

On a

	M(r��0(x0 � �x
a
; y0 � �y

a
)) = exp (

��x
2

2 a2
� �y

2

2 a2
+

�x x
0

a
� x02

2
+

�y y
0
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) + exp [ �i k0 ((��y

a
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a
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Et �nalement

Ws(a; b; �0) =
a�

2
e�

k0
2

2 [ [ 1� Erf(�x) ] Erf(�y1;�y2) (3.2)

+ [ 1� Erf(��x � i
k0p
2
sin �0) ] Erf(�y1 + i

k0p
2
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2
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0 e�t

2

dt , Erf(z1; z2) = 2p
�

R z2
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e�t
2

dt, �x = �x
a
p
2
, �y1 = ��y��

a
p
2

et

�y2 =
��y+�
a
p
2
.
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3.4.3 Etude en fonction de l'angle

3.4.3.1 �0 = 0

La transform�ee s'�ecrit alors

Ws(a; b; 0) = a

r
�

2
Erfc(� �x

a
p
2
) WP�(�y; a)

avec Erfc(z) =
2p
�

Z +1

z
e�t

2

dt et WP�(�y; a) =
Z ���y

a

����y

a

�	M1
(t)dt

Remarque WP� est la transform�ee en ondelettes de Morlet 1D de P� .

Nous allons retrouver par le calcul que les fronti�eres sont d'autant mieux d�etect�ees

que le facteur d'�echelle a est petit.

� Etude suivant �x

Erfc(� �x
a
p
2
) est une fonction croissante de �x major�ee par 2. Plus a est faible et

plus la pente au voisinage de 0 est importante (Fig. 3.11).

-10 -5 5 10
dx

0.5

1

1.5

2

Erfc

Figure 3.11: Erfc en fonction de �x pour a = 1 (ligne pleine) et a = 3 (pointill�e).

� Etude suivant �y

Proposition 3.1 Soit " > 0.

i - WP� est �a d�ecroissance rapide (DR) par rapport �a �y et si [�x0; x0] est le

support �a " pr�es principal de 	M1
alors [�� � ax0; � + ax0] est un support �a 2�"

a

pr�es de WP�.

De plus 8 j�yj > ax0 + �; jWs(a; b; 0)j < 2
p
2� � ".

ii - Il existe x1 2 R tel que si a est tel que � > ax1 alors

8 �y 2 [�� + ax1; � � ax1]; jWs(a; b; 0)j � 2
p
2� ��ax1

x2
1

" .
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D�emonstration:

Soit " > 0.

i - WP� s'�ecrit : WP�(�y; a) =
1
a
P� � �	M1 a;�y.

Or P� et �	M1 a;�y sont DR, WP� est DR.

Soit [�x0; x0] le support �a " pr�es de 	M et soit �y tel que j�yj > ax0 + �.

On se place dans les zones (1) ou (3) de la �gure 3.12.

WP�(�y; a) =
1

a

Z �

��
�	M1

(
t� �y
a

)dt

Or pour t 2 [��; �]; j	M( t��y
a

)j < ". Et donc jWP�(�y; a)j < 2�"
a
.

Et �nalement jWs(a; b; 0)j < 2
p
2� � ".

y

x
δ−δ

(3)

(2)

(1)

Figure 3.12: P�(x). Les zones (1); (2) et (3) correspondent aux zones constantes.

ii - 	M1
est DR, donc il existe x1 tel que :

8 jtj > x1; jt2	M1
(t)j < ".

Choisissons a tel que a < �
x1
.

On peut alors �ecrire WP� sous la forme : WP�(�y; a) = I1 + I2 avec

I1 = �
Z ����y

a

�1
�	M1

(t)dt

et

I2 = �
Z +1
���y

a

�	M1
(t)dt

Si �y 2 [�� + ax1; � � ax1] (on se trouve dans la zone (2)) alors jt2	M1
(t)j < "

pour t < ����y
a

et t > ���y
a

.

Donc

jI1j <
Z 1
�+�y

a

"

t2
dt =

a "

� + �y

De même,

jI2j < a"

�y � �
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Et jWP�(�y; a)j < 2a�y "

�2y � �2
.

Or
�y

�2y � �2
<

� � ax1
a2x21

donc jWs(a; b; 0)j < 2
p
2�

� � ax1
x21

"

RemarqueSi on veut augmenter la pr�ecision, ", alors le support �a " pr�es principal

de t2	M1
(t) sera plus large (x1 plus grand). Et donc pour une largeur de barre

identique, la condition sur l'�echelle implique que cette derni�ere soit plus faible. Et

�nalement la pr�ecision pour la transform�ee en ondelette �a l'int�erieur de la barre

sera meilleure.
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Figure 3.13: Module de la TO en fonction de �y pour di��erentes �echelles en �x = 5

avec �0 = 0; k0 = 7; � = 5. Les di��erentes valeurs de a sont : 0:1; 0:5; 2:5.Les courbes

sont d'autant plus claires que a est grand.

On retrouve bien sur la �gure 3.13 que la qualit�e de d�etection des fronti�eres augmente

avec 1
a
.

3.4.3.2 �0 = �
2

La transform�ee en ondelettes s'�ecrit

Ws(a; b;
�

2
) =

a�

2
e�

k0
2

2 Erf(
�x

a
p
2
;
�x + i a k0

a
p
2

) Erf(
�� � �y

a
p
2

;
� + �y

a
p
2
)

� Etude suivant �x

On voit d'apr�es la �gure 3.14 que pour un angle perpendiculaire �a la barre le

module de la transform�ee en ondelettes est une fonction de �x maximum en 0,

c'est-�a-dire sur la fronti�ere de la barre de direction verticale.
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Figure 3.14: Module de la TO en fonction de �x pour di��erentes �echelle en �y = 0 avec

�0 = �
2
; k0 = 7; � = 5. Les di��erentes valeurs de a sont : 0:1; 0:5; 2:5.Les courbes sont

d'autant plus claires que a est grand.

� Etude suivant �y

La fonction Erf(����y
a
p
2
; �+�y
a
p
2
) est une fonction de �y paire, d�ecroissante sur [0;+1[

et maximum en 0. On voir d'apr�es la �gure 3.15 que la fronti�ere verticale est

d'autant mieux d�etect�ee que a est petit.
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Figure 3.15: Module de la TO en fonction de �y pour di��erentes �echelle en �x = 0 avec

�0 = �
2 ; k0 = 7; � = 5. Les di��erentes valeurs de a sont : 0:1; 0:5; 2:5.Les courbes sont

d'autant plus claires que a est grand.

3.4.3.3 Tests sur la qualit�e directionnelle

On a vu pr�ec�edemment que le crit�ere de qualit�e directionnelle s'�ecrivait

�0" = 2arctan

r
2 ln 1�e�k20

"

k0
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(on a pris � = 1).

Nous allons donner quelques exemples de la valeur de ce crit�ere pour k0 = 7.

" 0:1 0:3 0:5

�0
" 0:59 0:44 0:33

La �gure 3.16 nous con�rme que les fronti�eres horizontales sont bien d�etect�ees pour

un angle nul (courbe noire) et compl�etement ignor�ees pour un angle de �
2
(courbe la plus

claire). On voit que pour un angle de 0:2 elles sont encore d�etect�ees mais plus pour un

angle de 0:5. La qualit�e directionnelle r�eelle de l'ondelette de Morlet correspond donc

�a une pr�ecision du support assez �elev�ee (aux alentours de 0.3). Ceci s'explique par la

tr�es grande inuence du maximum du module de la TF de l'ondelette de Morlet.
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Figure 3.16: Module de la TO en fonction de �x pour di��erents angles en �y = 0 avec

a = 0:5; k0 = 7; � = 5. Les di��erentes valeurs de �0 sont : 0; 0:2; 0:5; 1:57. Les courbes

sont d'autant plus claires que �0 est grand.
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Figure 3.17: Module de la TO en fonction de �y pour di��erents angles en �x = 0 avec

a = 0:5; k0 = 7; � = 5. Les di��erentes valeurs de �0 sont : 0; 0:2; 0:5; 1:57. Les courbes

sont d'autant plus claires que �0 est grand.
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On retrouve sur la �gure 3.17 la d�etection de la fronti�ere verticale pour un angle de
�
2
.

3.4.4 Etude en fonction de l'�echelle

On a vu auparavant que plus le facteur d'�echelle a �etait faible, mieux on d�etectait

les fronti�eres. Inversement, on d�etecte la barre en entier pour un facteur d'�echelle assez

�elev�e (Fig.3.18, a). En ce qui concerne la direction perpendiculaire (Fig.3.18, b), on

remarque que le support de d�etection de la fronti�ere verticale augmente avec a. Le plus

p�ecis est donc pour les petites �echelles.
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(a) �0 = 0, �x = 5
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Figure 3.18: Module de la transform�ee en ondelettes en fonction de a et �y pour k0 =

7; � = 5.

3.5 Conclusion

On a introduit dans ce chapitre une notion d'ondelettes directionnelles ainsi qu'une

m�ethode de construction de ces ondelettes et quelques exemples. L'�etude de la trans-

form�ee en ondelettes avec l'ondelette de Morlet sur un cas pr�ecis nous aide �a mieux

comprendre le comportement de ce type de transformation et va nous permettre de

mieux choisir les param�etres dans le cadre de l'application aux images sismiques qui

va suivre.
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Chapitre 4

Analyse par ondelettes des images

sismiques

4.1 Les images sismiques

4.1.1 Introduction

La connaissance du sous-sol a toujours eu une importance capitale, autant pour

l'agriculture que pour la construction de bâtiments ou la recherche de gisements. Ainsi

l'exprime G. Henry dans son livre \G�eophysique des bassins s�edimentaires" [40] :

\Le vigneron et l'agriculteur savent que la qualit�e des r�ecoltes d�epend en

partie du sol [...]. L'architecte et l'ing�enieur des travaux publics �etudient

ce même sol pour y implanter leurs fondations [...]. Le pr�ehistorien ana-

lysera avec soin la surface et les premi�eres couches du sous-sol pour y ret-

rouver les traces des civilisations disparues. L'hydrog�eologue suivra, dans le

sous-sol, l'�evolution des nappes d'eau douce et d'eau contamin�ee.[...]. Les

mati�eres premi�eres tiennent une place �a part, notamment en raison du rôle

strat�egique du p�etrole, exploit�e par des puits tr�es profonds et n�ecessitant des

investissements consid�erables."

Plusieurs m�ethodes permettent d'avoir des informations sur le sous-sol, outre l'�etude

de la surface et des puits d�ej�a existants. Des m�ethodes exploitent des ph�enom�enes

naturels, comme la gravim�etrie, la magn�etom�etrie, la tellurique, etc..., d'autres sont

des m�ethodes provoqu�ees, comme les m�ethodes �electriques ou les m�ethodes sismiques.

Parmi toutes ces m�ethodes, la sismique r�eexion, bien que la plus on�ereuse, est une

des plus utilis�ees dans le domaine p�etrolier car elle permet d'avoir des donn�ees tr�es
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pr�ecises avec une repr�esentation assez proche de la r�ealit�e. De plus le gaz peut avoir

une r�eponse tr�es particuli�ere (anomalie d'amplitude) avec cette m�ethode.

4.1.2 Formation des images

En sismique r�eexion, un signal sismique (Fig. 4.5), appel�e aussi trace sismique,

est obtenu par r�eexion d'une onde sismique sur les di��erentes couches de roches.

On proc�ede comme suit : on envoie dans le sol une impulsion sismique s(t), explosion,

camion vibreur ou autre.

Géophones

Explosion
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Figure 4.1: Principe d'enregistrement de signaux sismiques

Cette onde se propage �a travers le sol et se r�e�echit lorsqu'il y a un fort changement

de nature de roche. Ce signal r�e�echi est mesur�e �a la surface �a l'aide de g�eophones

�a terre et d'hydrophones en mer (Fig. 4.1). L'unit�e de mesure est une imp�edance

acoustique et l'�echantillonnage en temps se fait toutes les 4 millisecondes pour une

sismique courante et toutes les 1 �a 2 millisecondes pour une sismique haute r�esolution.

Le temps d'enregistrement est en g�en�eral de 4 �a 6 secondes. On peut ainsi mesurer des

r�eexions venant de couches situ�ees jusqu'�a 8 000 m�etres de profondeur. Les donn�ees

sont pr�ecises jusqu'�a environ 5 000 m�etres en moyenne. Pour obtenir une image ou

section sismique, on dispose les r�ecepteurs en lignes, ce qui donne une suite de traces.

Chaque trace est cod�ee en niveau de gris (en g�en�eral sur 16 bits) et est repr�esent�ee par

une colonne de l'image. Pour les �etudes de gisements, les r�ecepteurs sont distants de

250 �a 500 m�etres.

Les unit�es d'�echantillonnage pour une image sont donc (Fig. 4.2) :

- un temps en colonne, ce temps �etant le double du temps n�ecessaire �a l'onde pour
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arriver �a la couche de roche correspondante et �etant proportionnel �a la vitesse de

propagation de l'onde.

- une distance en ligne, cette distance �etant la distance entre deux r�ecepteurs.

Les sections �etudi�ees par les g�eophysiciens sont en g�en�eral de tr�es grandes dimensions

(au moins 3000�1000) ce qui leur permet d'avoir une vue d'ensemble. Nous traiterons

par la suite des extraits de ces sections.

t

x

Figure 4.2: Section sismique de dimension 512 � 512

Des campagnes tridimensionnelles permettent des �etudes approfondies. Ce sont une

succession de sections distantes de 25 �a 50 m�etres. Les r�ecepteurs pour l'obtention de

chaque section sont �egalement plus rapproch�es (25 �a 50 m�etres). On obtient alors un

bloc sismique, masse de donn�ees consid�erable (Fig. 4.3).

t

y

x

Figure 4.3: Bloc sismique
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Il est �evident que l'onde �emise ne se r�e�echit pas id�ealement. Un grand nombre

de ph�enom�enes, tels que r�eexions multiples, att�enuation et �etalement du signal en

fonction de la profondeur, interf�erences, se produisent. L'�equation g�en�erale d'une trace

f(t) peut s'�ecrire sous la forme [40]

f(t) = G(t) [ r(t) � (s(t) � re(t) �m(t)) ] + b(t)

o�u G(t) est ce que l'on nomme la courbe de gain (l'amplitude moyenne du signal sis-

mique d�ecrô�t tr�es rapidement avec le temps suivant G(t)).

r(t) s'appelle log de r�eectivit�e ou trace impulsionnelle et repr�esente l'enregistrement

obtenu si l'impulsion sismique �etait un Dirac et sans bruit. Cette fonction repr�esente

donc exactement la con�guration du sous-sol.

re(t) repr�esente les r�everb�erations, c'est-�a-dire les r�eexions multiples dans la couche

sup�erieure (l'eau en sismique marine), m(t) repr�esente les r�eexions multiples dans les

couches inf�erieures et b(t), le bruit (ondes de Rayleigh, bruits d'appareillage, bruits

naturels, etc ...).

Des m�ethodes sophistiqu�ees du traitement de signal, telles que migration, d�econvolution

([46] [82]) permettent de restaurer le signal. Chaque trace f(t), la r�eponse enregristr�ee

par chaque r�ecepteur, est donc une suite de r�eexions se pr�esentant comme une succes-

sion de signaux s plus ou moins ampli��es et pr�esentant un d�ephasage (Figure 4.5).

0 ms

t

-20

|

20

|

s(t)

Figure 4.4: Impulsion sismique dans le cas d'une explosion

t

Figure 4.5: Trace sismique
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Une approximation d'une trace sismique peut être ([82])

f(t) = r(t) � s(t) + br(t) =
X

i

ri s(t� �i) + br(t) avec (ri; �i) 2 R2 (4.1)

o�u br(t) est le bruit r�esiduel.

On consid�ere qu'aucune �energie n'est stock�ee dans le sol, ce qui se traduit par la con-

dition suivante : Z
s(t)dt = 0 (4.2)

On supposera par la suite qu'une impulsion sismique est sym�etrique et �a support com-

pact, c'est-�a-dire que s(t) = 0 pour t =2 [�T; T ].

4.1.3 Interpr�etation

Une image sismique est le reet d'une coupe g�eologique qu'il s'agit d'interpr�eter.

Etant donn�ee la complexit�e des donn�ees, l'interpr�etation n'est pas unique et d�epend

beaucoup de l'interpr�etateur et des connaissances a priori. L'important, est de donner

une interpr�etation coh�erente de la section. Pour ce faire, on dispose de plusieurs outils :

- L'interpr�etation structurale qui rend compte de la structure globale du sous-sol.

- L'interpr�etation stratigraphique qui �etablit des relations entre les di��erentes s�e-

quences de d�epôts g�eologiques.

- L'interpr�etation lithologique qui est l'�etude de la forme des signaux.

Pour un observateur non averti, une image sismique se pr�esente comme une succes-

sion de \lignes" plutôt horizontales plus ou moins marqu�ees. Ces lignes correspondent

�a des alignements de r�eexion maximum et donc �a une s�eparation entre deux couches

de roches d'imp�edances acoustiques di��erentes. Ces alignements sont appel�es horizons

sismiques. L'�etude de la forme globale de ces horizons permet l'interpr�etation struc-

turale.

Certains horizons ressortent plus que d'autres : ils sont plus longs ou ont une in-

tensit�e moyenne plus �elev�ee. Ce sont les horizons principaux ou marqueurs principaux.

Ces horizons principaux sont souvent les limites de ce que l'on nomme les s�equences

sismiques qui correspondent �a des s�equences de d�epôts g�eologiques. Au cours de temps,

des s�ediments se d�eposent (ce qui correspond �a une s�equence) puis subissent des trans-

formations, comme l'�erosion, des cassures (failles) etc... Les s�equences sismiques se
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reconnâ�tront donc principalement par leur limites qui seront des zones de discon-

tinuit�e des horizons composant la s�equence en question (Fig. 4.6) ou des zones de

discontinuit�e lat�erale de la forme de la r�eexion.

séparation entre séquences

faille

érosion

remplissage

zones de discontinuités

Figure 4.6: Exemple de s�equence sismique

Une image sismique est �egalement constitu�ee de zones de textures di��erentes. Cer-

taines sont constitu�ees d'horizons parall�eles ayant une forte amplitude, d'autres o�u la

r�eponse est plus chaotique (Fig. 4.7). Ces zones constituent des faci�es sismiques et sont

signi�catives de la nature des roches et de con�gurations g�eologiques telles que chenaux,

dômes de sel etc... On peut reconnâ�tre les faci�es sismiques grâce �a un certain nombre

de param�etres sismiques tels que la continuit�e (longueur des horizons), l'amplitude,

la fr�equence (qui rend compte de l'espacement entre horizons), la con�guration des

r�eexions (parall�ele, divergente, chaotique, etc...).

dôme de sel

zone parallèle discontinue

zone chaotique

zone parallèle

zone oblique

(a) Dôme de sel

zone divergente

chenal

(b) Chenal

Figure 4.7: Exemples de faci�es sismiques
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L'�etude des faci�es sismiques est fondamentale en recherche d'hydrocarbures. En

e�et, celle-ci permettra d'identi�er grâce aux natures des roches et �a la g�eom�etrie des

couches quelle zone est susceptible de contenir un puits. Dans certains cas, il est même

possible de d�eceler imm�ediatement une poche de gaz ou d'huile �a l'int�erieur d'une

lentille de sable. En e�et, le sable et les hydrocarbures ont une tr�es forte di��erence

d'imp�edance acoustique. Le r�eexion sera alors anormalement forte par rapport aux

autres r�eexions. Ceci se pr�esentera sur l'image comme un point brillant ou bright spot

(Fig 4.8). On trouve souvent ces points �a proximit�e des failles.

Figure 4.8: Les points blancs pr�es des failles sont signi�catifs de poches de gaz

4.1.4 Apport des traitements informatiques dans le domaine de

l'interpr�etation

L'interpr�etation d'une image sismique ou d'un bloc sismique prend beaucoup de

temps �a un g�eophysicien. En e�et, les donn�ees ne sont pas toujours de tr�es bonne

qualit�e et il doit faire des hypoth�eses puis les v�eri�er avec des donn�ees de terrain ou
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d'autres images et ceci prend parfois plusieurs ann�ees dans les cas les plus di�ciles.

L'outil informatique est donc une aide indispensable. D'une part il permet, dans le

cas des blocs, une visualisation sous des angles de vue que l'on ne peut avoir sur des

donn�ees papier et donc un acc�es �a des informations suppl�ementaires. D'autre part il

permet de calculer rapidement un certain nombre de param�etres que nous d�ecrirons plus

tard. L'id�eal serait de pouvoir segmenter les images, c'est-�a-dire classer les di��erentes

s�equences et les di��erents faci�es. Ceci est une tâche ardue dans la mesure o�u une image

sismique est une image complexe dans le domaine du traitement de l'image. En e�et

elle se pr�esente comme une image textur�ee, ne comportant pas de fronti�eres au sens

forte di��erence de niveau de gris. Les di��erentes zones se di��erencient plus par leurs

di��erences avec les zones voisines que par leurs caract�eristiques propres. De plus une

connaissance �a priori est n�ecessaire. Certains traitements �a base de connaissances ont

�et�e �elabor�es [50] [51] [73] [68]. Ils donnent des r�esultats forts int�eressants et permettent

une segmentation partielle. Mais jusqu'�a pr�esent, il n'existe pas de segmentation d'une

image sismique �able. Les zones posant le plus de probl�emes sont les zones de discon-

tinuit�es comme les failles ou les limites de s�equences [77] [78].

L'informatique fournit principalement des outils qui permettent d'acc�elerer l'interpr�eta-

tion. Nous allons pr�esenter les outils et attributs les plus classiques et les plus utilis�es.

Les horizons

Nous avons vu pr�ec�edemment que les horizons sont des �el�ements fondamentaux dans

la compr�ehension d'une image sismique. Un horizon �etant un alignement de r�eexions

maximales, il peut être d�etect�e facilement par suivi de maximum sur les traces adja-

centes (Fig. 4.9). Dans la litt�erature, plusieurs m�ethodes sont envisag�ees : N. Keskes

se ram�ene �a une d�etection de contour sur une image de polarit�e [45], I. Pitas et C.

Kotropoulos proposent une d�etection trace �a trace sur une image �ltr�ee, la m�ethode

�etant sensible au bruit [67].

Di��erents attributs peuvent être calcul�es sur les horizons [12] :

- la continuit�e, c'est-�a-dire la longueur de l'horizon ou le nombre de points le con-

stituant;

- l'amplitude, valeur moyenne des r�eexions constituant l'horizon;

- le pendage local, ou pente de l'horizon en chaque point;

- la fr�equence apparente, ou p�eriode moyenne;
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trace i-1
trace i trace i+1

trace j

θ

Figure 4.9: Point�e d'horizons. � repr�esente le pendage local.

Figure 4.10: Image 512 � 512

Les plages

Les plages sont obtenues par binarisation de l'image et sont des groupes maximaux

de points connexes ayant la même valeur maximum. Comme les horizons, les plages
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(a) Point�e d'horizons (b) Pendage local

(c) Longueur (d) Intensit�e

Figure 4.11: Point�e d'horizons et quelques attributs


