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Introduction

La dualité est une transformation tres utilisée en géométrie projective, elle a permis de
déduire des théoremes tres intéressants a partir d’autres théoremes déja existants comme
par exemple le théoreme de Desargues [22]. Cette dualité introduit une certaine équiva-
lence entre des points projectifs et des droites projectives. D’autre part, dans d’autres
domaines mathématiques, la dualité est utilisée sous d’autres formes différentes comme
par exemple en programmation mathématique ou les problemes de minimisation sous
contraintes se transforment en problemes duaux de maximisation.

Dans cette these, on s’intéressera a ’aspect géométrique de la dualité. Ainsi, on va se
restreindre a des dualités, qu’on nommera des dualités géométriques, faisant correspondre
a des points des hyperplans et réciproquement.

La dualité géométrique peut étre résumée en un seul principe, appelé principe de dualité

[8], qu’on va énoncer dans R? et dans R%:

PRINCIPE DE DUALITE

Dans R3:

Lorsqu’une figure de forme quelconque est donnée, on peut toujours former, d’une
infinité de manieére, une autre figure, dans laquelle les points, les plans, les droites,
correspondront respectivement a des plans, a des points, a des droites de la

premiere figure;

Les points situés sur un méme plan, dans I'une des deux figures, auront pour

correspondants des plans passant tous par le point qui correspond a ce plan;

Les points situés sur une méme droite, dans I'une des deux figures, auront pour
correspondants, dans autre figure, des plans passant par la droite qui

correspondra a la premieére;

Les points situés sur une surface, dans la premiere figure, auront pour
correspondants, dans la seconde, des plans tangents a une autre surface; et les
plans tangents a la premiere surface, en ces points, auront pour correspondants

précisément les points de contact des plans tangents a la seconde surface.
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Dans R
Si dans le plan un énoncé concernant des points et des droites en position générale
et vrai , il en est de méme de I’énoncé dual obtenu en permutant les mots "droite”

et "point” dans I’énoncé de départ.

Exemple:

Les affirmations suivantes sont, deux a deux, dualement équivalentes:

1. Deux points distincts sont incidents a une et une seule droite.

2. Deux droites distinctes sont incidentes a un et un seul point.

1. Un point est incident a une infinité de droites.

2. Une droite est incidente a une infinité de points.

Le premier chapitre est un chapitre de généralités. La premiere partie de ce chapitre dé-
bute par une définition de la dualité géométrique qu’on a voulu la plus générale possible.
En effet on ’a définie comme une double transformation géométrique entre des points
et des hyperplans vérifiant certaines conditions. Ensuite on a fait un récit des propriétés
et des caractérisations de la dualité géométrique. On a rappelé aussi d’autres transfor-
mations géométriques qui ressemblent a la dualité géométrique, comme par exemple les
transformés polaires.

La deuxieme partie du premier chapitre est consacrée a la généralisation de la dualité
pour des formes géométriques quelconques, en particulier pour des courbes quelconques.
En effet, faisant appel a la théorie des enveloppes, on a défini une courbe duale comme
enveloppe d’une famille de droites. On prendra comme exemple les courbes de Bézier

auxquelles on associe des courbes duales appelées courbes de Bézier duales [15].

Le deuxieme chapitre est consacré a une étude plus précise et plus complete des courbes
duales. Une grande partie de ce chapitre aura comme but d’étudier les relations existantes
entres les courbes initiales, qu’on appelle courbe primales, et leurs courbes duales. On
étudiera les correspondances des propriétés d’interpolation entre des courbes primales et
leurs courbes duales. Il est a noter que le but ici n’est pas I'interpolation en elle méme car
il existe beaucoup de méthodes et algorithmes qui donnent des solutions a ce probleme
[4]. Mais notre objectif est surtout de trouver les problemes duaux, d’établir les relations
liant les courbes primales et duales et de déduire des propriétés a partir des proprié-
tés primales. On a par exemple considéré le probleme dual du probleme d’interpolation

classique de deux points associés a leurs tangentes respectives, on a aussi traité le cas
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ou les tangentes sont paralleles puis on a considéré le probleme d’interpolation de deux
points munis de leurs tangentes et d’une troisieme tangente. Dans un autre paragraphe,
on a voulu traité le probleme d’interpolation avec un autre point de vue. En effet, on a
voulu décrire le probleme dual qu’avec des droites, pour cela on a utilisé des faisceaux de
droites et on a considéré une courbe comme intersection de ces faisceaux. [.’avantage de
cette description est qu’on peut obtenir I’équation implicite de la courbe en calculant un
détérminant d’ordre inférieur a celui de Bezout ou Sylvester [21]. D’autre part, on a consi-
déré aussi des courbes duales interpolantes par morceaux. On a étudié les relations de
correspondances entre courbes primales et courbes duales concernant les raccordements
géométriques des morceaux des deux courbes.

Dans lautre partie de ce chapitre, on s’est intéressé a I’étude des correspondances des
singularités entre les courbes primales et les courbes duales. Cette étude nous a permis
de constater que plus I'une des courbes est singuliere moins 'autre ’est. Par exemple
une courbe avec des points d’inflexion se transforme en une courbe avec des points de
rebroussement et réciproquement. Pour résumer toutes les situations de singularités on a
établi un tableau récapitulatif de ces correspondances. A la fin de ce chapitre, on a donné
un petit apercu sur la nature de I'image duale d’un cercle et on a considéré un probleme

duale au probleme d’un cercle passant par trois points.

Le troisieme chapitre est une généralisation de la dualité géométrique. En effet, dans ce
chapitre une dualité géométrique est définie a 'aide d’une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée. Fn utilisant une écriture matricielle de cette derniere, on a défini des
dualités dans le plan projectif, dans I'espace affine R? et dans le plan affine R% Avec
cette dualité associée a une matrice symétrique, on a généralisé la notion de courbes
duales. Ainsi, a une courbe primale on a associé une famille de courbes duales dépendant
de la matrice symétrique. On a commencé par étudier les courbes duales d’une courbe
de Bézier quadratique et cubique. Ensuite on a cherché la formule explicite des courbes
duales d’une courbe de Bézier de degré n quelconque. On a cherché aussi le degré d’une

courbe duale en fonction du degré de la courbe primale associée.






Chapitre 1

Généralités sur la dualité
géométrique

1.1 Les transformations de dualité

La dualité est une notion mathématique utilisée dans beaucoup de domaines mathé-
matiques. C’est un outil efficace pour résoudre des problemes initiaux compliqués en
considérant des problemes duaux plus simples a résoudre.

Cependant, il est difficile de trouver dans la littérature une définition complete et précise
regroupant toutes les dualités mathématiques. En effet chaque domaine mathématique
fait appel a des dualités différentes et variées selon les problemes posés.

D’autre part, on remarque que les points communs a toutes ces dualités peuvent se résu-

mer en deux points:

Premierement . la notion de dualité a toujours été liée a une inversion des opérateurs
utilisés, par exemple transformer 'opérateur "maximum” en "minimum?”, la notion

de "plus petit” en "plus grand” ou encore 'opérateur ”contenant” en ”contenu”.

Deuxiemement |, la dualité est une notion reversible, elle doit donc permettre le passage

du dual au primal et vice versa.

Dans ce chapitre, on s’intéressera a ’aspect géométrique de la dualité. Pour cela on cher-
chera a caractériser une dualité géométrique dans un cadre général. Une fois la dualité
bien caractérisée, on peut alors chercher ses propriétés, ses avantages et ses inconvé-
nients. On donnera ensuite quelques transformations géométriques, comme par exemple
la transformation polaire, qui ont quelques propriétés en commun avec la dualité géomé-
trique. Enfin, on étendra la dualité a des courbes planes et a des formes géométriques

quelconques.
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1.1.1 Caractérisation de la dualité géométrique

Dans ce paragraphe, on étudie la dualité sous son aspect géométrique. D’abord on es-
sayera de donner une définition générale de la dualité géométrique, ensuite on étudiera

toutes ses propriétés et ses caractéristiques.

Définition 1
Une dualité géométriqgue dans R"™, n > 1, est une double transformation bijec-
tive entre un sous ensemble des points de R™ et un sous ensemble des hyperplans

de R™ vérifiant les deux caractéristiques suivantes:

1. L’ involution,

2. L’inversion de la relation d’inclusion.

Notation

La transformation géométrique définie ci-dessus et sa réciproque seront notées par le sym-

bole D.

Interprétation de la définition

Les caractéristiques d’une dualité géométrique sont les suivantes:

1. L’ involution:

— Le dual du dual d’un point p est le point p lui méme, c-a-d D(D(p)) = p.
— Le dual du dual d’un hyperplan H est I’hyperplan H lui méme: D(D(H)) = H.
2. L’inversion de la relation d’inclusion:

Un point p appartient a un hyperplan H si et seulement si le dual de I'hyperplan
H appartient au dual du point p c-a-d (fig 1.1)

p € H<= D(H) € D(p).

Exemples

Pour trouver des relations de dualité entre les configurations des points et des hyperplans
Edelsbrunner [10] a introduit une transformation de dualité géométrique de la maniere

suivante:

Soit E? un espace Euclidien de dimension d. Soit D une transformation géométrique

qui & un point p fait correspondre un hyperplan non vertical de E?, et vice versa.
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H

Fic. 1.1 — propriété d’inversion d’inclusion dans le plan
Soit p = (p1,p2, ... ,pq) un point de £, La transformation D fait correspondre au point
p I'hyperplan D(p) donné par ’équation suivante:
Tqg=2p121 + 2pexe + ...+ 2pg_12q-1 — pa,

et vice versa, c.a.d, elle fait correspondre & un hyperplan non vertical h le point D(h) tel

que D(D(h)) = h.

Définition 2 [10]

Soit h un hyperplan non vertical d’équation:
g = Prry + Bera + ..o+ pa_1ta—1 + Ba

On dit qu’un point p = (p1, p2, ... ,pa) est au-dessus ou au-dessous de h si py
est plus grand ou plus petit que B1x1+ Baxa+. ..+ pa_124_1+ Bq respectivement.
On note h™ l’ensemble des points au-dessus de h et h™ [’ensemble des points

au-dessous de h.

La transformation géométrique D définie ci-dessus vérifie les propriétés suivantes:
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Lemme 1 [10]

Soient p un point de Uespace Euclidien E? et h un hyperplan non vertical de
B,
1. Le point p appartient a Uhyperplan h si et seulement si D(h) appartient
a Uhyperplan D(p).

2. Le point p se trouve au-dessus (au-dessous) de Uhyperplan h si et seule-

ment st le point D(h) se trouve au-dessus (au-dessous) de Uhyperplan

D(p).

D’ou la transformation géométrique D est une dualité géométrique.

Remarques

1. Il est clair qu’on peut étendre d’une facon naturelle la notion de dualité a toute forme
géométrique P définie a partir d’une famille de points ou d’une famille d’hyperplans.

On définit ainsi les ensembles suivants:
D(P)={D(p):p € P} et D(D(P))={D(h):h € D(P)}.
On parlera alors de formes duales ou de représentations duales d’une forme primale.

2. Comme la dualité est une transformation entre des points et des hyperplans on aura
selon 1’équation choisie pour représenter un hyperplan une dualité particuliere. De
plus les sous ensembles des points et des hyperplans sur lesquels la dualité est définie

peuvent changer.

3. La transformation de dualité définie ci-dessus par Edelsbrunner n’est pas définie
pour un hyperplan vertical. D’'une maniere générale les éléments qui sont indéfi-
nis par une dualité sont appelés les positions interdites de cette dualité. On verra

ultérieurement que pour chaque dualité il existe une position interdite.

1.2 Polarité et transformation polaire

1.2.1 Polarité dans I’espace affine R"

Dans ce paragraphe, on étudiera quelques transformations géométriques qui ont des
points en commun la dualité géométrique. On donnera aussi leurs propriétés ainsi que

des exemples.
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Définition 3 (Polarité)

La polarité est une double transformation géométrique entre ['ensemble des
points de R™ privé de lorigine O et [’ensemble des hyperplans de R™ qui ne

passent pas par ['origine.

Définition 4 (Hyperplan polaire)
On considére un point p de R™ distinet de Uorigine, Uhyperplan polaire de p
est 'ensemble D(p) des points m vérifiant [’équation suivante:

(p,m) = 1.

Définition 5 (Pole)

Soit H un hyperplan de R™ ne passant pas par Uorigine, le pole de H est le

point D(H) satisfaisant ['équation suivante:
(D(H),m)=1 VYme H.

On peut facilement vérifier que la polarité satisfait les propriétés d’involution et d’inver-

sion de la relation d’inclusion. Par suite la polarité est une dualité géométrique.

Définition 6
Soit H un hyperplan de R™ ne passant pas par Uorigine. On appelle demsi-
espace positif(respectivement négatif) défini par H, noté HY, (respectivement

H~) le demi-espace limité par H et ne contenant pas lorigine (respectivement
contenant Uorigine):(fig 1.2)

H* ={m e R": (D(H),m) > 1},

H™={m eR": (D(H),m) < 1}.

Avec les notations précédentes on a le lemme suivant:(fig 1.3 et fig 1.4)

Lemme 2

Soient p un point de R"™ distinct de [origine et H un hyperplan de R"™ ne

passant pas par origine. Alors on a:
pe Ht < D(H) € D(p)*,

p€e H < D(H) € D(p)~.
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H

Fic. 1.2 — demi-espace positif et demi-espace négatif d’un hyperplan

H-I—

Fic. 1.3 — dualité: propriété de la préservation de position
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Ht

D(p)*

°
D D(H)

°
p D(p)
°
0 H .
@)
H~ D(p)”
Fic. 1.4 — dualité: propriété de la préservation de position
Preuve:

Soit p un point de R" et soit H un hyperplan de R™. Alors on a:

pe H  «— (D(H),p) <1
> (D(H),D(D(p))) <1
< D(H) € D(p)~.

On peut montrer la méme équivalence pour 'autre demi-espace. O
p q p 1Y

1.2.2 Transformés polaires dans R”

En géométrie algorithmique 1’étude des arrangements et des polytopes occupe une
place considérable. Parmi les transformations géométriques traitées dans ce domaine, on
trouve les transformés polaires qui donnent de nouvelles représentations d’un polytope.
Définition 7 [1]

Soit A un ensemble de points de R".

On appelle transformé polaire de A l'ensemble défini par:

A ={Y eR": (V,X) <1 VX € E}.

Soit K un espace affine. On a les définitions suivantes:
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Définition 8 [26]

Soient X € E et Y € E. On appelle segment joingant les deux points X etV
l’ensemble des points de la forme: aX + Y oua >0, >0et a4+ 3 =1.

Définition 9 [26]
Un ensemble S de E. S est dit convexe st pour chaque paire de points X € S

et Y €5, le segment [ X, Y] joignant ces deux points est inclu dans S.

Tandis que la dualité géométrique est une relation entre I’ensemble des points et ’en-
semble des hyperplans, la transformation polaire lie I’ensemble des points a ’ensemble
des demi-espaces.

Par conséquent, on retrouve sous certaines conditions quelques propriétés de la dualité
géométrique.

On a les propriétés suivantes [14]:
Propriété 1

H Soit A un ensemble de points. Alors A° est convere fermé.

Propriété 2

Sotent A et B deux ensembles de R™ alors on a:

ACB= B°C A°.

Propriété 3
H St E est un ensemble borné alors l'origine appartient a Uintérieur du transformé

polaire de F.

Propriété 4

H St O appartient a Uintérieur de E alors le transformé polaire de F est borné.

Lemme 3
Soit A un ensemble de R™. Le transformé polaire du transformé polaire de
A contient Uensemble A, c-a-d A C A°°. De plus si A est fermé et contient

lorigine alors on a:

A= A"
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Définition 10 [26]

L enveloppe convere d’un ensemble S est Uintersection de tous les ensembles

convexes contenant ['ensemble S.

Définition 11 /5]

H Liinterieur (au sens topologique)de Uenveloppe convere d’un ensemble fini de

points est appelé polytope ouvert de 5.

En utilisant ces définitions, on obtient les résultats suivants:

Lemme 4 [5]
Soient Py, Ps, ..., P, des points de R" et Env(Py, Pa, ..., P,) Uenveloppe
convexe de ces points tels que lorigine appartient a Env(Py, Pa, ..., P,,). Alors
on:

EnU(Pl,PQ,... ,Pm)OO:EnU(Pl,PQ,... ,Pm)

Propriété 5 [5]
Si & = Env(Py, Ps,...,Py). Alors on a:

£ = (p){y e R™: (Y, A) < 1}.

=1
Avec cette transformation on peut représenter un polytope soit comme I’enveloppe convexe

de ses sommets soit comme 'intersection d’un ensemble de demi-espaces.

Théoréeme 1 [5]

H Le transformé polaire d’un polytope dont Uinterieur contient ['origine est un

polytope dont linterieur contient Uorigine.

Théoreme 2 [5]

H La transformation polaire est involutive sur [ensemble des polytopes contenant

lorigine.

1.3 Les dualités dans le plan affine R

Dans ce paragraphe on va se restreindre au plan affine R? Cependant les résultats

énoncés peuvent se généraliser pour des espaces de dimension plus élevée.
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1.3.1 Exemples de dualités géométriques dans le plan affine

Dans un plan affine la dualité transforme un point en une droite et une droite en un
point. Ainsi suivant la représentation choisie pour décrire une droite dans le plan, on aura
une dualité particuliere.

Par exemple dans le plan affine R?, on peut citer les double transformations géométriques

suivantes:

— La double transformation entre I’ensemble des points p = (a,b) et 'ensemble des

droites d’équation: ax + by = 1.

— La double transformation entre ’ensemble des droites d’équation: ax + by +1 = 0

et ’ensemble des points p = (a, b).

— La double transformation entre I’ensemble des points p = (a,b) et 'ensemble des

droites d’équation: y = ax — b.

— La double transformation entre I’ensemble des points p = (a,b) et 'ensemble des

droites d’équation: y = —ax — b.

On peut vérifier facilement que les transformations précédentes satisfont les conditions
d’involution et d’inversion d’inclusion. Elles définissent donc des dualités géométriques

dans le plan.
Remarque:

La double transformation qui & un points p = (a,b) du plan affine R? fait correspondre la
droite d’équation: y = ax + b, et vice versa, ne vérifie pas la caractéristique de I'inversion
de la relation d’inclusion.

En effet:

Soit m = (a, ) un point du plan et soit L une droite d’équation: y = ax+b. Leurs images

duales sont respectivement: D(L) = (a,b) et D(m) la droite d’équation: y = ax + 3.
mel— =aa+b
—b=—aa+ [
= (—a,b) € D(m)
# D(L) € D(m).
Propriété 6

— Le dual du point d’intersection de deux droites est la droite joignant les

images duales respectives des deux droites.

— le dual d’une droite passant par deux points A et B est le point d’inter-
section des droites duales de A et B.
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Preuve:

Soit p le point d’intersection de deux droites Dy et Dy alors on a:
p € Dy
p € Dy

{ D(Dy) € D(p)
D(D,) € D(p)

<= D(p)est la droite passant par D(Dy) et D(Ds).

{p}=D1nNnD; = {

D’ou la propriété. <&

Ly D(L2)

Ly

Fic. 1.5 - Le dual d’un point d’intersection

Propriété 7
Soient Dy et Dy deux droites concourantes en un point p. Alors le dual de toute

droite D du faisceau formé par Dy et Dy est un point de la droite passant par
les duaux respectifs de Dy et Dy.(voir figure 2.1)

Preuve:
On a:
{p} = D1 N Dy D(p) est la droite passant par les points D(Dy) et D(Dy)
—
peD D(D) € D(p)

<= D(D)est un point de la droite passant par D(D1) et D(Dy).

D’ou la propriété. <&



20 Chapitre 1 Généralités sur la dualité géométrique

Ly

Ly

Fic. 1.6 — le dual d’un faisceau de droites

Propriété 8
Soit D la polarité qui a un point p = (a,b) distinct de Uorigine fait correspondre
la droite d’équation ax +by = 1. Les images duales par D de droites paralléles

sont deux points colinéaires avec ['origine.

Interprétation géométrique de la polarité:

Soit D la polarité qui a un point p = (a,b) distinct de 'origine fait correspondre la
droite d’équation ax + by = 1. Si o désigne l'origine du repere de R? et d la distance

Euclidienne , alors on a:

Donc la droite duale de p est perpendiculaire a op située a une distance de l'ori-

d(o, p)
gine.( voir fig 1.7)
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L
—

O T

Fic. 1.7 — propriété géométrique de la polarité.
1.4 Géométrie projective et dualité: Rappels

1.4.1 Espace projectif associé a un espace vectoriel

Définition 12

Soit E un espace vectoriel sur un corps K. On appelle espace projectif associé
a F et Uon note P(E) Uensemble des droites vectorielles de E.

Remarque

Sur I'ensemble £ — {0} des éléments non nuls on considere la relation d’équivalence
suivante:

7 est en relation avec § si et seulement si Ik € K,k # 0 tel que § = kZ.

Un espace projectif peut étre considéré comme I’ensemble quotient de £/ — {0} par cette
relation. On peut alors considérer I'application canonique p de E— {0} dans P(E) qui a

tout vecteur & fait correspondre la droite K'Z qui le contient.
Définition 13

La dimension d’un epace projectif P(E) associé¢ a un espace vectoriel E de
dimension n, est par définition égale a n — 1.

Définition 14

H Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Limage de F par p est appelé une variété

lin€aire projective.
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Coordonnées homogenes

Soit (ég, €1,... ,€,) une base de l'espace vectoriel E. Alors a tout point m de P(E)
on peut associer des systemes (xg, ¢1,...,2,) de (n + 1) éléments de K. Ces systemes
sont proportionnels c-a-d si (xg, x1, ..., 2,) est 'un d’eux alors les autres sont de la forme
(Axg, Az, ..., Ax,) avec A élément non nul du corps K. Ces systemes sont appelés les
systemes de coordonnées homogenes.

Théoréme 3

St K est un corps commutatif alors les systémes de coordonnées homogénes

—

des points de P(F) sont déterminés par la donnée:

~ des points de base po, p1,...,p, de P(E) qui sont les images d’une base
de £

— du point unité p,11 de coordonnées homogeénes (1,1,...,1)

Définition 15

Un systéme de points (po, P1y ..., Pns Pny1) décrit comme précédemment est dit

un repere projectif.

1.4.2 Espace projectif associé a un espace affine

Etant donné F un espace affine de dimension finie sur un corps K, £ ’espace vectoriel

associé et A un point de K. On appelle cléture projective de E ’espace suivant:

A

E = P(E x K).
On considere 'injection j4 de E dans [ défini par:
VYme E, jalm)=p(m—A,1).

L’image ja(F) est le complémentaire de I’hyperplan P(E x 0) de E qu'on appelle hyper-
plan a l'infini.

On peut alors considérer un espace affine comme le complémentaire P— H d’un hyperplan
a I'infini d’un espace projectif.

1.4.3 Forme linéaire et dualité

Définition 16

— —
H L’ensemble E* des formes linéaires sur un espace vectoriel B sur K est appelé

le dual de E.
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On sait qu’on peut faire correspondre a toute forme linéaire f son noyau Ker(f), et on

sait aussi que Ker(f) est un hyperplan de E si et seulement si f#0.

Proposition 1

‘ Deux formes linéaires ont méme noyau si et seulement si elles sont propor-

tionnelles.

Ainsi, on peut identifier I’ensemble des hyperplans de E & I’espace projectif P(E*)
Sion a des coordonnés homogenes dans p(ﬁ) associés a une base de E, alors un hyperplan
d’équation: xoug + x1uy + ... + x,u, = 0 admet comme coordonnés homogenes (ug, ..., u,)
dans le systeme qui provient de la base duale de la base donnée sur E. En conclusion,
toutes les propriétés et théoremes sur les variétés linéaires projectives sont applicables
aux systemes linéaires d’hyperplans. D’ou la notion de dualité qui par exemple dans le

plan exprime qu’un point et une droite ont méme structure.

1.5 Représentation duale d’une courbe plane

En général, une courbe paramétrique définie sur un intervalle réel Iest décrite comme
un ensemble de points variant avec un parametre appartenant a lintervalle I. La re-
présentation duale d’une courbe C' consiste a décrire une courbe a 'aide d’une famille
de droites (tangentes). En se donnant une dualité géométrique, une courbe duale d’une
courbe (' est décrite a ’aide de la famille des droites duales de chaque point de la courbe
C'. Ainsi, cette représentation permet d’étudier une courbe en étudiant la représentation

de ses tangentes.

1.5.1 Enveloppe d’une famille de courbes

Dans un article M. R. Thom [24] a developpé la théorie des enveloppes. Il a donné
les fondements théoriques dans un cadre plus général. Dans ce paragraphe on rappelle
quelques notions de la théorie des enveloppes. On commence d’abord par la définition et

ensuite on énonce le théoreme fondamental qui nous sera utile dans la suite.
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Définition 17 [6]
Etant donné dans le plan une famille F' de courbes C\ dépendant d’un pa-

rametre X, A prenant toutes les valeurs d’un intervalle réel I, on dit que ces

courbes admettent pour enveloppe une courbe K si:
1. chaque courbe C) est tangente a F,

2. a4 chaque point m de E correspond une valeur unique A\(m) € I telle que

la courbe Cy () associée soil tangente en m a I,

3. la fonction A\(m) définie en 2. n'est constante sur aucun arc de F.

Théoreme 4 [6]

La famille de courbes planes C\ d’équation générale:

flx,y,A) =0

admet en général une enveloppe E engendrée par les points communs a C) et

a la courbe associée C'
Sz, y,A)=0

dont ’équation est obtenue en annulant la dérivée par rapport a X du premier

membre de Uéquation de C).

Exemple

On considere dans le plan la famille C((¢,0), 1) des cercles de rayon 1 et de centre un
point sur I'axe (OX). Alors I'enveloppe de cette famille de courbes est formée par la droite
d’équation y = 1 et la droite d’équation y = —1(voir fig 1.8). En effet:

Pour tout ¢ € R I"équation de la famille C((¢,0),1) est:

(x—t)2+y2:1.

En utilisant le théoreme précédent ’enveloppe vérifie:
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FiG. 1.8 — Enveloppe de cercles

1.5.2 Enveloppe d’une famille de droites

On considere D) la droite variable d’équation cartésienne:

u(N)x 4+ v(A)y + w(A) = 0.

Théoreme 5
Si (u(X),v(N)) est distinet de Uorigine et si (u(A),v(A)) et (u'(X), 0" (X)) sont
libres, alors la famille F des droites D) admet une enveloppe £ engendrée,

quand X varie, par le point commun a Dy et a la droite associée D :
u'(N)x 4+ 0'(Ny +w'(X) = 0.

Définition 18
On appelle droite stationnaire de la famille F toute droite correspondant a une
valeur Ay du paramétre pour laquelle le systéme (1) et (2) est indéterminé; cela

se produira lorsque
U()\l) B U()\l) B w()\l)
w(A) (M) w(M)

c.a.d lorsque les droites correspondantes Dy, D'\ sont confondues, ou lorsque

DY sera indéterminée, u'(A1),v' (A1), w'(A1) étant simultanément nuls.

1.5.3 Représentation duale d’une courbe plane

Définition 19

Soient C' une courbe plane paramétrique définie et suffisamment dérivable sur
un intervalle I et D une dualité géométrique du plan affine R?. A chaque point
C(t), t € 1, cette dualité fait correspondre, lorsqu’elle existe, une droite A;.

La courbe enveloppe de la famille des droites Ay, t € I, est appelée courbe duale
de la courbe C'.
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1.5.4 Courbes de Bézier duales

Les courbes de Bézier duales ont été introduites par Hoschek[15], ce sont des cas parti-
culiers de courbes duales dont la famille des tangentes sont exprimées dans la base de
Bernstein.

Afin de définir ces courbes de Bézier duales, Hoschek a choisi de représenter une droite

par un 'vecteur ligne’ exprimé en coordonnés homogenes de la facon suivante:

L:w(l,ll,lg) oﬂwER*,

w est appelé poids associée a L.
Avec ces notations on peut considérer une dualité géométrique entre les points et les
droites, et on peut exprimer un faisceau de deux 'vecteurs lignes’ L1 et Ly de la maniere

suivante:

Ainsi, une droite du faisceau est déterminée par le parametre A et les poids des 'vecteurs

lignes’.

D’autre part on peut définir une courbe duale dans le plan en la décrivant avec I’en-

semble de ses tangentes dont les équations sont de la forme:

aaq(t) + Bas(t) 4+ ao(t) = 0.

Par suite une courbe de Bézier duale peut étre définie comme 'enveloppe de ces droites.
Par conséquent elle verifie I’équation de la droite précédente et ’équation de sa dérivée.

D’ou on a:

ao(t) ag(t)‘ ao(t) al(t)‘
. ag(t) ay(t) 5o ag(l) di(l)
ay(t) ag(t)‘ ar(1) ag(t)‘
ai(t) ay(t) ai(l) as(l)
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Y

D
D1
D3

DO

Fic. 1.9 — Courbe de Bézier duale

Définition 20 [15]

Une courbe de Bézier duale dans le plan est une courbe dont la famille des

tangentes admet la représentation suivante en coordonnées homogénes:(voir

fig 1.9) i
L(t) = (Lo(t), L1(1), L2(1)) = Y DiBE(1).

- Bi(t), E=0,... ,n et ¥t €[0,1], est le polynome de Bernstein,
— Les lignes Dy, k =0,... ,n, forment un "Bézier lateral”,

~{E} = DN Dy, k=0,...,n et Dypy = Dy, sont les sommets de
Bezier.

Propriété 9 [15]

Les courbes de Bézier duales vérifient les propriétés dinterpolation suivantes:

~ L(0) = n(Dy — Do), L'(1) = n(Dy — Dy_y).
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Lemme 5 [15]

St le choix des poids est convenable alors le graphe d’une courbe de Bézier duale

est invariant par transformations Fuclidiennes sur le systeme de coordonnées.

Convenable veut dire qu’il faut changer de poids suivant la transformation voulue.

Théoréme 6 [15]
Les sommets {Ex} = Dy N Dygq, (k=0,..,n—1), et les lignes Dy,.., D, du

"Bézier lateral” Dy, .., D, forment un polygone ouvert convexe a l'intérieur du

Y

triangle Eo, E,_1, F,. Alors la courbe de ”"Bézier duale est convexe et se situe
a Uinterieur du "Bezier lateral” si:

— tous les poids sont de méme signe.

— lorigine est a Uextérieur du "Bézier lateral”, mais dans la méme partie

du faisceau Do U D,, que les sommets Ey,

Dans un chapitre ultérieur, on traitera ces courbes dans un cadre plus général en
utilisant des dualités géométriques plus générales.



Chapitre 2

Correspondances entre courbes
primales et courbes duales

L’interpolation de données discretes dans le plan ou dans I’espace est un probleme qui
concerne beaucoup de domaines comme par exemple CAGD, CAO...etc. Dans la littéra-
ture, plusieurs méthodes et algorithmes ont été élaborés pour résoudre ce probleme. La
plupart de ces méthodes font appel a des courbes de Bézier polynomiales ou rationnelles
ou encore a des courbes splines pour assurer des raccordements géométriques convenables.
Dans la premiere partie de ce chapitre, on abordera ce méme probleme mais d’un autre
point de vue. En effet, notre approche consiste a construire des courbes duales inter-
polantes et a établir les relations existant entre des courbes primales et leurs courbes
duales. On cherchera aussi a déduire les relations duales correspondant aux relations de
raccordement de morceaux de courbes primales.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, on fera une étude complete sur les correspon-
dances des singularités entre les courbes primales et leurs courbes duales.

Par souci de simplicité, on a choisi d’utiliser dans ce chapitre comme dualité géométrique
la polarité. Cependant, les résutats obtenus peuvent se généraliser pour d’autres types de

dualités géométriques.

2.1 Interpolation par des courbes duales

Dans le but d’éviter des cas dégénérés (qui feront I'objet d’un paragraphe ultérieur),
dans la suite, et sauf mention contraire, on ne considere que des courbes paramétriques

, sur un intervalle [ de R, telles que , () et , ’(¢) sont linéairement indépendants.
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2.1.1 Interpolation par une courbe de Bézier duale quadratique

Comme on ’a vu dans le premier chapitre, les courbes de Bézier duales ont été intro-
duites par Hoschek [15]. Pour cela, il a fait appel a une dualité particuliere en utilisant
les coordonnées homogenes. Cette définition de courbes de Bézier duales peut étre géné-

ralisable pour toute dualité géométrique. On introduit alors la définition suivante.

Définition 21 Soit D une dualité géométrique.
H On appelle courbe de Bézier duale toute courbe dont la duale est une courbe

qui admet une représentation paramétrique polynomiale.

Dans ce paragraphe, on va commencer par un exemple simple d’interpolation. En effet

on se pose le probleme suivant:

PROBLEMEL

Soient py et p; deux points du plan, auxquels on associe respectivement les
vecteurs g et ty. Construire une courbe de Bézier duale passant par les points pg

et p; et dont les vecteurs tangents en ces points sont respectivement

proportionnels aux vecteurs ty et ;. 5
Po1
.
AN
/ N
/ N
/ AN
/ —
/ ul
/
/
- h
Uo
Po

Fic. 2.1 — Données initiales

Dans toute la suite, on suppose que les systemes considérés admettent des solutions
uniques.
Soit le point pgy, point d’intersection des droites passant par les points py et p; et dont
les vecteurs directeurs sont respectivement proportionnels aux vecteurs g et ;.

Avec le choix de la polarité comme dualité, on considere les droites Dy, Dy et Dyy, images
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duales respectives des points pg, p1 et po1. Elles sont caractérisées par:

DO : {m € sz <p07m> = 1}7
Dl : {m € sz <p17m> = 1}7
D01 : {m - Rz, <p01,m> = 1}

On définit ensuite les points d’intersections de ces droites comme suit:

go = Do N Doy,
¢1 = D10 Doy,
gon = Do N Dy.

Fic. 2.2 — Images duales des données primales

Ces points d’intersection définis ci-dessus sont solutions des systemes suivants:

{ <907p0> L, (2‘1)

(g0, po1) =1,

{ <th01> =1, (2‘2)

<q17p1> = 17

{ {qo1, o) i 1 (2.3)

{qo1,p1)
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On considere ensuite la courbe de Bézier quadratique suivante:

, :[0,1] — R?
t —, ()= (1 —1)°q+2t(1 —t)go1 + *qr.

[image duale de tout point , (¢) est la droite D; = D(, (t)) d’ équation:
(1 =1)%qo + 2t(1 — t)qor + t*qu, M) = 1.

Quand t varie dans l'intervalle [0, 1], ces droites forment une famille de droites qui dé-
pendent du parametre t. Leur enveloppe est une courbe A caractérisée par les deux

équations suivantes:

Ou , '(t) désigne la dérivée de , en t.

A est alors solution de:

(1 =)0 + 2t(1 = t)gor + g, A1) = L,
(—2(1 = t)go + (2 — 4t)qor + 2tqr, A(1)) = 0.

A partir des équations (2.4) et (2.5), on déduit I’équation suivante :
(1 =)%qo + 2t(1 — t)qo1 + *q1, A'(t)) = 0. (2.6)

Proposition 2

La courbe duale de la courbe de Bézier définie ci-dessus est une courbe pa-

ramétrée sur [0, 1], dont les points aux extrémités sont py et p;.

Preuve:

Vérifions que A(0) = po et A(1) = py.
Pour t = 0 dans I'équation (2.4), on a:

(g0, A(0)) = 1.
L’équation (2.5) pour t = 0 nous donne:
(—2q0 + 2q01, A(0)) =0 = (g0, A(0)) = (qo1, A(0)).

Ainsi on a:
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Or, d’apres (2.2) et (2.3), po vérifie aussi le systéme précédent, qui est supposé

avoir une solution unique. D’ou:

Avec un raisonnement identique, on peut vérifier que A(1) = py.
D’ou la proposition. <&

Proposition 3

La courbe duale de la courbe de Bézier définie précédemment est une courbe
dont les vecteurs tangents aux extremités sont respectivement proportionnels

aux vecleurs Uy el Uq.
Preuve:

Vérifions que N'(0) est proportionnel au vecteur iy et que A'(1) est proportionnel
au vecteur .

Pour t =0, I"équation (2.6) nous donne:

(90, A'(0)) = 0.

Cela signifie que les vecteurs A'(0) et qo sont orthogonaux. Or qq est un vecteur
normal a la droite D(qo). Par suite A’(0) est un vecteur directeur de la droite
D(qo). De plus, qo est 'intersection des droites Dq et Doy, ce qui implique que
D(qo) est la droite passant par les points D(Dy) et D(Doy).

Or

D(Do) = D(D(Po))a
= Do,
et

D(DOI) = D(D(Pm))v
= Po1-

Par conséquent, D(qo) est la droite passant par les points py et po;. Comme iy est
un vecteur directeur de la droite passant par les points py et po1, alors A'(0) est un
vecteur proportionnel a .

De la méme maniére, on vérifie que N'(1) est un vecteur proportionnel a ;. <&

Dans la suite, on donne quelques exemples de courbes duales de courbes de Bézier
quadratiques, solution du probleme posé.
Les courbes a droite sont les courbes duales et les courbes a gauche sont des courbes de

Bézier quadratiques.
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F1G. 2.3 — a) courbes primales b) courbes duales

2.1.2 Un autre exemple de probleme d’interpolation

Dans un article, Carnicer[7] s’est proposé de résoudre un probléme d’interpolation par
des courbes 'duales’. Il a considéré la transformation géométrique qui a un point p = (a, b)
fait correspondre la droite d’équation y = ax + b. Cette transformation, comme on 1’a
vu dans le chapitre précédent, n’est pas une dualité géométrique car elle n’inverse pas la
relation d’inclusion. Dans ce paragraphe, on se propose de résoudre le probleme posé par

Carnicer, mais en utilisant une dualité géométrique.
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PROBLEME?
Trouver une fonction f de graphe convexe vérifiant les conditions d’interpolation
suivantes:
f(xo) =yo,  flz1) = w1,
f/(l'o) = Mo, f/(l'l) = My,
avec

zo < a1 et f:]xg,x1] — R.

o

Le graphe de f peut étre représenté par une courbe réguliere paramétrique C telle que:

C(t) = (Ci(1),Ca(t)) te]0,1].

Ci(t) et Cy(t) sont des fonctions C', telles que: C;(¢) # 0 pour tout ¢ € [0, 1] et telle que

ces fonctions vérifient les relations suivantes:
01(0) = Zo, Cl(l) = I,

C2(0) = yo, Ca(1) = w1,
Cy(1) = miCi(1), C3(1) =miCi(1).

f sera alors donnée par:

f:CQOC;I:[$O7x1]—>R.

Dans toute la suite on considere d’une part, les points py = (o, y0) et p1 = (21,y1),
d’autre part les droites Ty et T, droites tangentes a la courbe C, respectivement aux
points pgy et py.

Les équations cartésiennes des droites Ty et T} sont les suivantes:

To:y = yo+ mo(x — o),

Ti:y =y +mi(x — xq).

Soit alors po1 = (o1, Yo1), le point d’intersection des droites Ty et Ti. Ses coordonnées

sont les suivantes:

1
xor = ——(y1 — Yo + moxo — My11),
Mo — My
1

Yor = ———(moyr — mayo + momy(xo — 1)).
Mo — My
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Po1

1

Po

FiG. 2.4 — Données initiales

Données duales

On considere les droites Dy, Dy et Dy, les droites duales respectives des points pg, p;

et por. Ces droites duales sont définies par les équations cartésiennes suivantes:
Do : (po,m) =1,

Dy {p1,m) =1,

Doy : <p01,m> =L

On pose:
g0 = Do N Doy,
q1 = Dy N Doy,
gor = Do N Dy.

Ces points d’intersection sont alors solutions des systemes suivants:

{ (qo, po) =1, (2.7)

(g0, po1) =1,

{ (q1,p01) = 1, (2.8)

<q17p1> = 17

{ {qo1, o) i 1 (2.9)

{qo1,p1)

Soit , la courbe de Bézier quadratique définie par:
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Fic. 2.5 — Données duales

, 2 [0,1] — R?
t —, ()= (1 —1)°q+2t(1 —t)go1 + *qr.

Soit D; = D(, (1)) la droite duale du point , (¢), t € [0,1]. D; = D(, (t)) a pour équation
cartésienne:
(1= 1)%q0 + 2t(1 — t)gon + t*qu,m) = 1.

[’enveloppe de cette famille de droites est une courbe A = (A(?), A2(t)) caractérisée par

les deux équations suivantes:

En remplagant , (¢) par sa valeur on a:

(1 —1)q0 +2t(1 — t)qor + q1, A1) = 1,
(=2(1 = )go + (2 — 48)qoy + 2tqy, A(1)) = 0.

D’apres les deux équations précédentes on a:
(1 = t)%qo + 2¢(1 — t)qor + t*qu, A'(1)) = 0. (2.10)

Avec le méme raisonnement que dans le paragraphe précédent, on peut vérifier que la

courbe A est une courbe paramétrée sur [0, 1] interpolant les deux points pg et p;.
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Proposition 4

La courbe A vérifie les conditions suivantes:

AS(0) = moAi(0),  AS(1) = miAy(1).

Preuve:

On pose:
A(t) = (Ay(1), AY(1)),
qo = (ao, bo), qo1 = (ao1, bo1), ¢ = (ag,b1).
D’aprés I'équation (2.10)

(1= 1)%q0 + 2t(1 = t)qor + t*q1, A'(1)) = 0.

(1 —t)2ap + 2t(1 — t)agr + t2ar)Aj(t) + ((1 — 1)%bg + 2¢(1 — t)boy + t2b1)AY(t) = 0.
D’ou, pour tout t € [0,1] on a:

A/ (t) _ _ (1 — t)2a0 —|— Qt(l — t)am —|— t2a1 A/ (t)
? (1 —1)2by + 2t(1 — t)boy + t2b; '

En particulier pourt =0 ett =1 on a:

A5(0) = =3 A4(0),

a1

A1) = =F8(0).

Calculons d’abord ag, by, ay et by. Pour cela supposons que tous les déterminants
utilisés dans la suite, sont non nuls.

— Calcul des coordonnées (ag, by) du point qo:

On sait que le point gy est défini par:

{ (90, po) =1,

<QO7 p01> = 1.

Ce qui signifie que les coordonnées (ag,bo) sont solutions du systeme:

{ oo + Yobo = 1,
To1a0 + Yorbo = 1.
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Posons

To Yo
To1r  You

= ZoYo1 — YoZo1

Al —

Les coordonnées du point gy sont données par:

Yo1 — Yo
S
bo = %_
1
Or, on a:
m
Yo1 — Yo = 70((% — yo) + ma(zo — 1)),
Mo — 1M1
1
o= zor = (Yo — y1) = (o = 21)).
D’ou:
A4(0) = =727 (0),
0
—myo mo — My

= —((n —y0)+m1($0—$1))( AL (0),

Mo — My yo—yl) —ml(l'o—l'l)
mo(yo - yl) - ml(l'o - xl)/\’l(()),
(yo - yl) - m1(51?0 - 51?1)

0

— calcul des coordonnées (ay,b1) du point ¢:

On utilise le méme raisonnement pour Aj(1)

q1 est défini par:

{ (@1, por) =1,

<q17 p1> = 17
{ rray +y1by =1,
To101 + Yorb1 = 1.
Posons
1 W

To1r Yo1
= Z1Yo1 — Y1%o1-

AQ —

Y

Avec la méthode de Cramer, on trouve la solution du systéme précédent:

Yo —
- 2
Ay
T1 — To1

Ay

a1

blz
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On remplace xg et xo; par leurs valeurs déja calculées:

m
Yo1 — Y1 = 71((% — yo) + mo(xo — 1)),

mog —my

1
1 — To1 = m((yo - yl) - m0(91?0 - 51?1))

D’ot, on a la valeur de A4(1) en fonction de Aj(1):
(1) = =215,
by
mi((Yo — y1) — mo(wo — 51?1))A, (1)
(Yo — y1) — mo(zo — 1) !
= myAj(1).

En conclusion, on a les relations suivantes:
A3(0) = moA§(0), Ay(1) = maAy(1).
&

Finalement on a: La courbe paramétrique C, définie précédemment est une courbe qui

interpole les données primales.

2.1.3 Détermination d’une courbe duale d’une courbe de Bézier

quadratique

On sait que la courbe duale d’une courbe , quelconque est une courbe A solution du

{ ( (1), A1) =

('(1), A1) = 0

En posant , = (, 1,,2) et A = (Aq,Az), on peut expliciter le systeme précédent, pour
tout ¢t € [0, 1], par:

systeme suivant:

On a alors:
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Ou

Remarque

En général la courbe duale d’une courbe polynomiale est une courbe rationnelle de degré
(0 — 1)f(2n — 1),

En gardant les mémes notations que précédemment, on cherche a déterminer explicite-
ment la courbe duale dans le cas ou la courbe primale est une courbe de Bézier quadra-

tique.

Calcul de A(t)

En utilisant les mémes notations que précédemment, on peut calculer A comme suit:

A(t) = (1 —t)2ap + 2t(1 — t)aos + t%a1)(2(1 — t)(boy — bo) + 2t(by — bgy))
— ((1 —#)%by + 2¢(1 — t)boy + £2b1)(2(1 — t)(ao1 — ag) + t(as — ao1))
2(1 — t)’ag(bor — bo) + 2t(1 — t)?ao(by — bo1) + 4t(1 — t)*agi(bor — bo)
+ 4t%(1 — t)agi (by — bor) + 2t*(1 — t)ay(bor — bo) + 2t%ay (by — boy)
—2(1 — t)°bg(agy — ag) — 2t(1 — t)?bo(a; — ag) — 4t(1 — ¢)*bo1 (a0 — ao)
— 41*(1 — t)boy (a1 — apr) — 26*(1 — )by (aor — ao) — 2t°by(ay — ao)
= 2(1 — t)%agbor — 2(1 — t)’aobo + 2t(1 — t)*aghy — 2t(1 — t)*aobo
+ 4t (1 — t)*ao1bor + 42 (1 — t)agiby — 44*(1 — t)agibor + 2t*(1 — t)a b
—2t*(1 — t)arbo + 2t%a1by — 2t%a1bgy — 2(1 — ) boao,
4+ 2(1 — t)’boag — 2t(1 — t)%boar + 2t(1 — t)*boags — 4t(1 — t)*borao
+4t(1 — 1)*borag — 4t*(1 — t)boray + 4t*(1 — t)boraor — 2t*(1 — t)brao:
+ 2t*(1 — t)byao — 2t°byay + 2t°brag;
= 2(1 — t)%agbor — 2(1 — t)*boag; + 2t(1 — )*aohy — 2t(1 — t)*agbo;
— 4t(1 — t)*ap1bo + 4% (1 — t)aorby + 2t*(1 — t)a b
— 2t%(1 — t)arby — 2t%arbo; — 2t(1 — t)boa;
+ 2t(1 — t)*boao + 4t(1 — t)*bgrag — 4t*(1 — )bora;
— 2t3(1 — t)byag; + 2t*(1 — t)byag + 2t°ban
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A(t) = aphi (2(1 — 1)° +44(1 — 1)* — 2¢(1 — 1)*) + boao1 (2t (1 — 1)* — 2(1 — ¢)® — 4¢(1 — #)?)
4 aohy (2¢(1 — )* +2t°(1 — 1)) + arbo(—2t(1 — t)* — 2t*(1 — 1))
+arbor (263 (1 — ) — 26% — 4% (1 — 1)) + ao by (—2t7(1 — ) + 2t + 4¢*(1 — 1))

= 2(1 — t)z(aob(n — Cl()lbo) + Qt(l — t)(aobl — Cllbo) + 2t2(a1601 — Cl()lbl).

Finalement on a:

(1 —t)(bor — bo) + t(by — bo1)
(1 — t)z(aob(n — Cl()lbo) + t(l — t)(aobl — Cllbo) + tQ(CllbOl — Cl()lbl)

Ai(2) =

(1 —t)(ao — bor) + t(apr — ay)
(1 — )2(aobor — ao1bo) + t(1 — t)(aohy — arbo) + t2(arbor — apiby)
On remarque que la courbe duale d’une courbe de Bézier quadratique est une courbe
rationnelle de degré [1/2]

Ao(t) =

2.1.4 Quelques propriétés générales d’'une courbe duale quel-
conque: interpolation et convexité

Dualité et interpolation

Soit D une dualité géométrique (par exemple la polarité). On a défini dans le chapitre
précédent une courbe duale d’une courbe paramétrique quelconque a 'aide d’une famille

de droites duales. La proposition suivante est une conséquence de ce point de vue:

Proposition 5

La courbe duale d’une courbe qui passe par un point p est une courbe qui est

tangente a la droite duale du point p.

La courbe duale d’une courbe qui est tangente a une droite D est une courbe

qui passe par le dual de la droite D.

Preuve:

Sans perdre de généralité, on prend comme dualité géométrique la polarité.
Soit , une courbe paramétrique quelconque définie sur un intervalle [a,b]. Soit
D(, ) sa courbe duale. On sait que cette derniére vérifie le systéme suivant pour
tout t € [a, b]:

) =0, (2.11)
0
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Dualité

FiG. 2.6 — Relation d’interpolation entre une courbe et sa courbe duale

ou D(, ) (t) désigne la dérivée de D(, ) a l'instant t, et , '(t) désigne la dérivée de

, a l'instant t.

Soit p un point du plan, le dual de ce point est la droite D(p) définie par:
D(p) : (p,m) =1, Ym € D(p).
Supposons qu’il existe tg € [a, b] tel que:
, (to) = p,
Alors par continuité du systéeme précédent, on a:

(; (to), D(; )'(t0))
(P, D(; )'(to))

Y

0
0,
Par suite, D(, ) (to) est un vecteur normal a p. Or ce dernier est un vecteur
normal de la droite D(p). Par conséquent, D(, )'(to) est un vecteur directeur de la
droite duale de p. D’ou la premiére partie de la proposition.

Avec le méme raisonnement et en remarquant que dans le systeme (2.11) on peut
intervertir les réles des deux courbes , et D(, ). D’ot la deuxiéme partie de la

proposition. <&

Interpolation de deux points et deux tangentes par une courbe duale

Dans un paragraphe antérieur, on a utilisé des courbes duales de courbe de Bézier pour
résoudre des problemes d’interpolation. En fait, les propriétés d’interpolation sont valables
pour n’importe quelle courbe vérifiant certaines conditions d’interpolation. On considere

le probleme d’interpolation suivant:
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PROBLEME'

Soient py et p; deux points du plan, auxquels on associe respectivement les
vecteurs g et ty. Construire une courbe duale passant par les points py et py et
dont les vecteurs tangents en ces points sont respectivement proportionnels aux

vecteurs iy et Uy. S

Dans la suite, on se propose de chercher une courbe duale qui interpole les données
du probleme précédent. Pour cela, on considere le point pp;, point d’intersection des
droites passant par les points pg et p; et dont les vecteurs directeurs sont respectivement
proportionnels aux vecteurs g et ;.

On considere les droites Dy, Dy et Dy, images duales respectives des points po, p1 et po;.

On définit ensuite les points d’intersections de ces droites comme suit:

go = Do N Doy,
¢1 = D10 Doy,
gon = Do N Dy.

Soit , une courbe quelconque paramétrée sur un intervalle [a,b]. Supposons d’une
part que cette courbe passe par les points g et ¢; pour les parametres respectifs a et
b, et d’autre part qu’elle admet comme tangentes en ces points les droites Dy et Dy,
c’est-a-dire:

, (@) = qo, , (0) = qu, (2.12)
,'(a) = algor — q), ,'(b) = Blar — qor)- (2.13)
avec «a et 3 réels
Proposition 6

La courbe duale d’une courbe , vérifiant les conditions (2.12) et (2.13) est une
courbe qui interpole les données du probléme PROBLEME'.

Preuve:

Les deux points d’interpolation de la courbe , vérifient:

qo = Do N Doy,
q = D1 N Doy.
D’apreés les propriétés de la dualité on sait que le dual de I'intersection de deux

droites est une droite joignant les points duaux des droites considérées,

c’est-a-dire:
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Or, d’apres la propriété d’involution de la dualité on a:

D(Do) = D(D(po)a

= Po;,

D(D1) = D(D(p1)),
= P,

D(Do1) = D(D(por)),
= Por-

Par conséquent on a:

D(QO) = (pOpOl)v
D(Ql) = (p1p01).

La courbe , passe par les points qo et qu, alors d’apres la proposition(5) sa courbe
duale est tangente aux droites duales de ces points a savoir les droites (popo1) et
(p1po1). La courbe , est tangentes aux droites Do et Dy, par suite, d’apres la
proposition(5), la courbe duale de la courbe , passe par les points py et p;. D’ou

la proposition (6). &

Dualité et convexité

Définition 22

Soit , une courbe quelconque du plan, et soit A une tangente quelconque a la
courbe , en un point p.
Si, pour toute tangente A, tous les points (distincts de p) de la courbe

, appartiennent a un méme demi-espace défini par A, alors la courbe , sera

dite conveze.

Proposition 7

Avec un choix convenable de lorigine, la courbe duale d’une courbe convexe

est une courbe convezxe.
Preuve:

Soit , une courbe quelconque convexe. Un choix convenable de I'origine veut dire
que lorigine est choisie telle qu’aucune tangente a , ne passe par lorigine, ce qui
signifie que pour deux droites tangentes quelconques a la courbe , on a I'une des

deux possibilités suivantes:

1. soit tous les points de la courbe se trouvent dans les mémes demi-espaces

négatits définis par les tangentes considérées.
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T

Dualité

.. °
origine o
origine

FiG. 2.7 — Propriété de convexité

2. soit tous les points de la courbe se trouvent dans les mémes demi-espaces

positifs définis par les tangentes considérées.

Supposons, sans perdre de généralité, que la courbe , vérifie la premiére propriété
citée ci-dessus. Soit D(, ) sa courbe duale.

Montrons que D(, ) est convexe.

Soit T une tangente quelconque & la courbe D(, ). Alors D(T) est un point de la
courbe , . Posons D(T) = p et montrons que tous les points de la courbe D(, ) se
trouvent dans un méme demi-espace.

Soient ¢ et gy deux points quelconques de la courbe D(, ). D(q1) et D(q1) sont
deux droites tangentes a la courbe , . Or , est une courbe convexe, par
conséquent on a:

VM €, , M e (D(QI))_a
et
YM €, M € (D(q2))".

ces derniéres propriétés sont vraies pour tout point M de , , en particulier pour le

point p. Alors d’apreés les caractéristiques de la dualité, on a:

p € (D(q))” < D(D(a1)) € D(p)~,
<~ q €Dp),
<~ q € D(D(T))™,
= qgeT .
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De méme on a:
p€(Dlg)) = qeT" .

Par conséquent, deux points quelconques de la courbe duale D(, ) se trouvent
dans le méme demi-espace défini par la tangente T. D’ou, la courbe duale D(, )

est convexe. &

2.1.5 Interpolation: cas particulier de tangentes paralleles

Dans ce paragraphe, on se donne py et p; deux points du plan, auxquels on associe
respectivement deux vecteurs g et @y supposés liés. On considere ensuite Lo et Ly les
droites passant respectivement par les points pg et py, et dont les vecteurs directeurs
respectifs sont g et wy. La droite passant par les deux points pg et py sera notée par L,
(voir fig: 2.8).

Les vecteurs g et 1y étant liés, les droites Lg et Ly sont paralleles. On cherche a trouver
une courbe duale de Bézier qui interpole les deux points pg et ps, et dont les tangentes
en ces points sont respectivement les droites Lg et L,.

Pour cela, on procede dualement, on associe a chaque droite L;, 1 = 0..2, son image duale

FiG. 2.8 — tangentes paralleles

¢; = D(L;). D’apres les propriétés de la dualité, les points go et ¢z et 'origine sont alignés.

Avec ces données duales on peut définir une courbe de Bézier quadratique, sur 'inter-
valle [0, 1]:
() = (1= 1)%q0 +2t(1 — ) + tgo.
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q1

qo

q2

®
(]

FiG. 2.9 — images duales des droites primales

Cette derniere interpole les points gy et g, images duales des droites Ly et Ls.

On construit ensuite la courbe D(, ), la courbe duale de la courbe , , définie par:

0. D)) = 1, .

On a la proposition suivante:

Proposition 8

H La courbe duale D(, ), définie par le systéeme (2.14), interpole les points po et

p2, et admet comme tangentes respectives en ces points les droites Lo et L.

Preuve:

D’aprés le systeme (2.14) on a I'équation suivante:

(, (1), DG ) (1) = 0. (2.15)

Pour t = 0, les équations du systéme (2.14) donnent:

{ <7 (0)7D(7 )(0)> =1,
(,"(0),D(, )(0)) = 0.

Ce qui implique que:

En d’autres termes cela veut dire que:

D(, )(0) € D(q0) N D(q1)-
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Or D(qo) = Lo et D(q1) = L4, par suite on a:
D(, )(0) € Lo N L.

Par conséquent, on a:

D(, )(0) = po-
Vérifions maintenant que L est la tangente a la courbe D(, ) au point pq.
Pour t = 0 dans ['équation (2.15), on a:

autrement dit on a:

{90, D(, )'(0)) = 0.
Cette derniére équation signifie que le vecteur dérivé D(, )'(0) est orthogonal au
vecteur qo. Or, qo est un vecteur normal de sa droite duale Ly. Par suite, D(, )'(0)
est un vecteur directeur de la droite Lo. D’oti, L est la tangente a la courbe D, )
au point po.
Avec un raisonnement similaire, on peut vérifier que D(, )(1) = pa, et que la

droite Ly est la tangente a la courbe D(, ) au point p;. &

Dans la suite, on donne quelques exemples de courbes duales de courbes de Bézier
quadratiques, solution du probleme posé.
Les courbes a gauche sont les courbes duales et les courbes a droite sont des courbes de

Bézier quadratiques.
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15+

10+

0p 2 [ [} 10 12 14
sl
S101
15+
0.6 0.4 0.2

FiG. 2.10 — a) courbe duale avec tangentes paralléles b) courbe de Bézier quadratique.

-0,3 0,2 -0,1

+0.05

0.1

0y2

T-0.05

T-0.15

FiG. 2.11 — a) courbe duale avec tangentes paralléles b) courbe de Bézier quadratique.

2.1.6 Interpolation de deux points et trois tangentes

Dans ce paragraphe, on se propose de résoudre le probleme suivant:
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1

P2

Po

Fia. 2.12 — Données du probleme (TANGENTE)

(TANGENTE)

Soient py et py deux points quelconques associés respectivement a deux vecteurs
non liés tig et . Soit py le point d’intersection de la droite passant par po et dont
le vecteur directeur est iy et de celle passant par py et admettant iy comme

vecteur directeur. On considere T' une droite quelconque du plan telle que:
— T n’intersecte pas le segment dont les extremités sont les points py et ps,
— T coupe les droites (po, o) et (ps,tz) en deux points distincts de py.
Trouver une courbe duale d’une conique interpolant les points py et py dont les

vecteurs tangents en ces points sont liés respectivement aux vecteurs iy et iy et

telle que cette courbe soit tangente a la droite T O

On considere d’une part les droites L;, pour ¢ = 0,1,2, droites duales des points p;,
et d’autre part les points d’intersection de ces droites ¢; = L; N L1, 2 = 0,1,2, avec
L3 = Lg. Soit g 'image duale de la droite T'.

On peut formuler le probleme dual de (T ANGENTE) de la maniere suivante:

D(TANGENTE)

Trouver une courbe qui interpole les points qg et ¢; admettant les droites Ly et Lo

comme tangentes respectives et passant par le point q. O

Etude des relations de position entre la droite 7" et son dual

~ 1" cas (voir fig: 2.13)

— lorigine O est a 'intérieur du triangle pop;ps,
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— le point p; est dans le demi-espace négatif défini par la droite T

P1

origine

P2

Po

FiG. 2.13 — 1" cas

On sait d’une part que l’origine reste aussi a 'intérieur du triangle dual goq;q,, d’autre

part d’apres la propriété de conservation de la position de la dualité, on a:

pel™

p €Tt = DT)ecLiNLINL].

pp €T
Or, la courbe primale doit étre une conique interpolant les points ¢ et ¢1, et tangente
aux droites Ly et L,. Elle doit donc étre a 'intérieur du cone Ly N Ly . Cependant le

point dual D(T')) appartient au céne L§ N LT

Donc il n’existe pas de solution.

Qéme

2 €38 (yoir fig: 2.14)

— lorigine O est a 'intérieur du triangle pop;ps,

— le point p; est dans le demi-espace positif défini par la droite T'.

Alors on a:
pr €T

p €T <= DT)elLfnL;NL;.
p2 €1
Ce qui signifie que le point dual D(T')) appartient au cone Ly N Ly . Par suite, il existe

une solution.

3éme

S €A (voir fig: 2.15)

— lorigine O est a 'extérieur du triangle pop;ps, mais a l'intérieur du cone de

sommet p; et passant par les points py et py
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P
T
_ [ J
origine
D(T)
P2
Do origine
FIG. 2.14 — 2°7¢ cas
— le point p; est dans le demi-espace positif défini par la droite T'.
P
T
_=
P2
Po
°
origine
F1G. 2.15 — 3¢ cas
Alors on a:
p1 € T+
p €T <= DT)elLfnL;NL;.
p2 €1

La courbe primale est une conique interpolant les points gg et ¢; et tangente aux droites
Lo et L. Cette courbe est donc a l'intérieur du come Ly N Ly . Or, le point dual D(T)))
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appartient au cone Ly N L3

Donc il existe une solution.

A7 cas (voir fig: 2.16)

— lorigine O est a 'extérieur du triangle pop;p2,

— lorigine est a I'intérieur du cone de sommet p; et ne contenant pas les points

Po et po.
origine
°
P1
T e OTlgine
_—
P2
Po
FIG. 2.16 — 4°™¢ cas
Alors on a:
pel™
peTt = DT)eclL;NLINL].
pp €T

Dans ce cas la courbe primale doit étre incluse dans le cone LY N LT. Or, le point dual

D(T) appartient a ce cone. D’ou il existe une solution.

57 cas (voir fig: 2.17)

— lorigine O est a 'extérieur du triangle pop;p2,
— lorigine est a I'intérieur du cone de sommet py et passant par les points p; et

P2,

— le point p; est dans le demi-espace positif défini par la droite T'.
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4
origine
/
T
°
Lo
P2 .
Do origine
FiG. 2.17 - 5°7¢ cas
Alors on a:
pr €T
pelT —=DT)elfnlynlL;.
p2 €1

La courbe primale doit étre a I'intérieur du céne L N L5 . Or, le point dual D(T') appar-
tient a L
Donc il n’existe pas de solution.

67 cas (voir fig: 2.18)

— lorigine O est a 'extérieur du triangle pop;p2,

— lorigine est a I'intérieur du cone de sommet py et passant par les points p; et
P2,

— le point p; est dans le demi-espace négatif défini par la droite T

Alors on a:
pel™
p €Tt = DT)ecLiNLINL].
pp €T

La courbe primale doit étre a l'intérieur du cone LY N L;. Or, le point dual D(T))

appartient a Lg
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origine

Lo

origine

FIG. 2.18 — 6°™¢ cas

D’ou il n’existe pas de solution.

7éme

1 €3S (voir fig:2.19)

— lorigine O est a 'extérieur du triangle pop;p2,
— lorigine est a I'intérieur du cone de sommet py et passant par les points p; et
Po,

— le point p; est dans le demi-espace négatif défini par la droite T

Alors on a:
pr €T

peEl™ = DT)elfnlynlL;.

p2 €1
La courbe primale doit étre a l'intérieur du cone Ly N L. Or, le point dual D(T))
appartient au demi-espace L

D’ou il n’existe pas de solution.

8éme

S €3S (voir fig:2.20)

— lorigine O est a 'extérieur du triangle pop;p2,

— lorigine est a I'intérieur du cone de sommet py et passant par les points p; et
Po,

— le point p; est dans le demi-espace positif défini par la droite T'.
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origine

origine

N

P2
Po

FIG. 2.19 — 7¢™¢ ¢qs

origine

q1 o

Ly

origine

AN

P2

Po
Fia. 2.20 — 8°™¢ ¢qs

Alors on a:
pr €T
pelT —=DT)elfnlynlL;.
p2 €1

La courbe étre a I'intérieur du cone Ly N LF. Or, le point dual D(T') appartient au demi-
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espace L,

D’ou il n’existe pas de solution.

9éme

2 €38 (voir fig: 2.21)

— lorigine O est a 'extérieur du triangle pop;p2,

— lorigine est a l'intérieur du cone de sommet p; ne contenant pas les points p;

et po.

Dans ce cas le point p; est dans le demi-espace positif défini par la droite T, par suite

les points po et py sont dans I'autre demi-espace

b1
_—
T
b2 <
o origine
origine
FiG. 2.21 — 957 cas
Alors on a:
pr €T
peEl™ = DT)elfnlynlL;.
p2 €1

La courbe primale doit étre a l'intérieur du cone LY N L;. Or, le point dual D(T))
appartient au demi-espace Lg

D’ou il n’existe pas de solution.

~ 10°7 cas (voir fig:2.22)

— lorigine O est a 'extérieur du triangle pop;p2,
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origine
1 9

Po

/

origine

FIG. 2.22 — 10°"¢ cas

— lorigine est a l'intérieur du cone de sommet py ne contenant pas les points p;

et ps.

Dans ce cas aussi le point p; est dans le demi-espace positif défini par la droite T', par

suite les points pg et py sont dans "autre demi-espace.

Alors on a:
pr €T

pelT —=DT)elfnlynlL;.

p2 €1
La courbe primale doit étre a 'intérieur du cone Ly N LF. Or, le point dual D(T) appar-
tient au demi-espace L

D’ou il n’existe pas de solution.

Supposons qu’on est dans le cas ou il existe une solution. Cherchons alors une courbe
solution du probleme TANGENTE.

On sait que les points ¢;, 1 = 0, 1,2, sont solutions des systemes suivants:
{ <q27p2> = 17
<Qi7pi-|—1> = 1.
D’aprés [12], on sait que le probleme D(T AN GENTE), admet une solution définie de la

maniere suivante:
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On considere la courbe de Bézier rationnelle quadratique sur [0, 1]:[12]

(1 — t)2w0q0 + Qt(l — t)w1q2 + t2w2q1
(1 — t)2w0 + Qt(l — t)w1 + t2w2

(1) =

Soient 7g, 71, T2 les coordonnées barycentriques du point D(T') = ¢ par rapport au triangle
(goq1q2). Pour assurer que la courbe , passe par le point ¢, on peut alors choisir les poids

de la maniere suivante:

U)O:U)Q:l,
72

21 /ToT1 '

Soit alors p la courbe duale de , définie par:

{ ( (), p(1)) =1,
("(1), u(1)) = 0.

D’apres les propriétés d’interpolation des courbes duales, on peut en déduire que la

wr =

courbe p vérifie:

o /“L(O) = Do,
o /“L(l) = P2
— les tangentes en p(0) et p(1) sont (pop1) et (p1p2).

D’autre part la courbe , passe par le point ¢, ce qui entraine que la courbe duale est

tangente a la droite duale de ¢, a savoir la droite T'. Ainsi, la courbe p est une courbe

solution du probleme TANGENTE.

Dans la suite on donne quelques exemples de ces courbes duales interpolant le pro-
bleme TANGENTE.
Les courbes a droite des figures suivantes sont les coniques interpolant les points ¢o et

¢z et passant par le point ¢ = D(T'), noté dual’. Les courbes a gauche sont les courbes

duales obtenues qui sont solution du probleme TANGENTE.
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02
-0.02 0 0.02  0.04 0.06 0.08 0’1 012 0.14 0.16




62  Chapitre 2 Correspondances entre courbes primales et courbes duales

2.2 Courbes duales d’une courbe rationnelle

Dans les paragraphes précédents, on a étudié les courbes duales d’une courbe po-
lynomiale de Bézier. Dans ce qui suit, on va s’intéresser aux courbes duales de courbes
rationnelles particulieres définies par Sederberg, Saito et Qi [21]. Ces courbes sont définies
a partir de faisceaux linéaires de droites et plus généralement de faisceaux non linéaires.
L’avantage de cette description a ’aide des droites est 'efficacité de I'implicitisation des

courbes.

2.2.1 Intersection de deux faisceaux de droites

On se place dans le plan projectif P? associé au plan affine R?. Une droite de P? peut

étre décrite par ’équation:

L:ax+by+cz=0.

On peut alors identifier cette droite au triplet L = (a, b, ¢). Ainsi, on peut définir, d'une
facon naturelle, une dualité, notée D,, entre un point p = (a,b, ¢) du plan projectif P? et
une droite £ de P, dont le triplet associé est L = (a,b,c). Grace a cette dualité on a les

propriétés suivantes:
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Propriété 10
Soit p un point et L une droite de P%, alors on a:

peL << (p,L)=0.

Propriété 11

Soient L1 et Lo deux droites dont les représentants respectifs sont Ly et L.

Alors un point d’intersection p de ces droites vérifie:
p= Ll A LQ.

Propriété 12

Soient py el py deux points de P2, la droile passant par ces deux points est une
droite dont le représentant L vérifie:

L = pi A ps.

Définition 23

Soient L1 et Ly deux droites affines d’équation respective:
Li: aix+biy+c =0,

Lo ax + by + ¢y = 0.

On appelle faisceau linéaire des droites Ly et Lo, noté F(Ly,Ls), Uensemble
des droites L(t) d’équation:

L(t): (1 =t) a1z +biy+ )+ tlax + by + ¢2) = 0.

Pour la paramétrisation des droites appartenant a un faisceau de deux droites F(Lq, £3),
on peut choisir une droite 7 et une paramétrisation associée de la maniere suivante:
Soient I, et Iy les points d’intersection de T avec respectivement L, et L,, alors a toute

droite £(t) du faisceau, par exemple ¢t € [0, 1], on peut associer un point tel que:
Il est clair que la paramétrisation n’est pas unique.

Définition 24
Soient L1, Lo, L3 et L4 quatre droites affines, et soient F(Lq,Ly) et F(L3, Ly)
les faisceaux associ€s a ces droites. On appelle intersection des deur faisceaux

F(Ly, L) et F(Ls, Ly), Uintersection des droites respectives de chaque faisceau
correspondant au méme parametre t.
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Fic. 2.23 — paramétrisation d’un faisceau

Théoréme 7 [23]
Soient L1, Lo, L3 et L4 quatre droites affines, et soient F(Lq,Ly) et F(L3, Ly)

les faisceauxr associés a ces droites. Alors lintersection de ces deux faisceaux

lin€aires de droites est une section de conique.

2.2.2 courbe duale de l'intersection de deux faisceaux

Soient pg et py deux points du plan affine R?, et soient Ty et 7% deux droites non
paralleles passant respectivement par pg et py. Notons p; le point d’intersection de ces
deux droites.

On se propose de construire une courbe duale d’une courbe rationnelle qui interpole les
points pg et py et qui est tangente respectivement a Ty et Ts.

Pour cela, on se place dans le plan projectif P2 Pour chaque point p;, i = 0,1,2, on lui
associe le point P, = w;(p;, 1), avec w; un nombre réel appelé poids qu’on suppose positif.

Soient d’autre part les droites £;, + = 0..2, images duales par D, des points P;, 1 = 0,1, 2.

On considere ensuite, les faisceaux linéaires de droites F(Loy, L1) et F(Ly, L2), définis

respectivement pour tout ¢ € [0, 1] de la maniere suivante:

L'(t) = (1 —t)Lo +tLy,
L*(t) = (1 =)Ly + tL,.

En utilisant le théoreme 7, et en considérant les faisceaux considérés ci-dessus, on définit
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1
\ &

Lo

L3

Fia. 2.24 — intersection de deux faisceaux linéaires

une courbe , sur [0, 1] comme intersection de ces deux faisceaux:

LYty N L2(t)
((1 = #) Lo+ tLy) A (1 — )Ly 4 tLy)
(1= 1)2Lo ALy +1(1 —t)Lo A Ly +t*Ly A Ly.

(1)

La courbe , est une courbe projective exprimée en fonction des droites L;, 1 = 0,1, 2.
Par la dualité projective D,, on peut construire sa courbe duale ® = (91, ®5, ¢3), comme
dans le cas affine, comme enveloppe des images duales, par D,, de tout point de la courbe

, . Cette courbe duale est alors solution, pour tout ¢ € [0, 1], du systeme suivant:

(, (1),0(1)) = 0,
{ {, (1), ®(1)) = 0. (2.16)

La courbe duale ® est une courbe projective vérifiant:

En effet:

Valeur de ® en ¢t =0
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Le systeme 2.16 donne:

Or on a:

5 (0) — LO A Ll
y /(0) - 2(L0 /\ L2 - LO /\ Ll),

ce qui implique que:

(D(0), Lo A Ly) =0,
{ (0(0), Lo A Ly — Lo A Ly) = 0.

Donc ®(0) est solution du systeme suivant:

(®(0), Lo A Ly) =0,
{ (®(0), Lo AN Ly) =0

Par conséquent, on a:

Valeur de & en t =1

De la méme maniere on a:

Partant des résultats suivants:

y (1) - Ll A L2
y /(1) - 2(L1 /\ L2 - LO /\ LQ),

on obtient le systeme suivant:

(®(1), Ly A Ly) =0,
{ (©(1), Ly A Ly — Lo A Ly) = 0.

Ce qui signifie que (1) est solution du systeme suivant:

Par conséquent:
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Pour résoudre le probleme posé ci-dessus, on considere dans le plan affine la courbe

paramétrique suivante:

Il est clair que:
V(0)=p1 et ¢(1)=ps.

Vérifions que la courbe ¢ = (¢ — 1,9 — 2) est tangente aux droites Ty = (pop1) et
Ty = (p1p2) respectivement aux points po et ps.
Posons pg = (ag,bo) et p2 = (az,b2), alors Py = wolag, by, 1) et Py = wa(az, bz, 1). Soit
P'(t) = (P1(t), ¥h(t)) la dérivée de (1), alors on a:
(1) = q’i(t)q):’»(t;ﬂ—(sl(t)@é(t)7
3

s = P _0)

[’équation (2.16) nous donne I’équation suivante:

(®'(1),, () = 0.
En particulier pour ¢t = 0 on a:
<(I)/(O), LO A L1> - 0

Ce qui implique que:

(I)/(O) - P1 —Po.
Par Conséquent o1l a:

¢,(0) B (w1a1 - woao)wo - woao(wl - wo)
1 - 2

Wy

Wy (Cl1 - Clo)
- 2

Wy
_ wl(éh - Clo)
Wo ’
De meme:
’ (wlbl - wobo)wo - wobo(w1 - wo)
2(0) = w2
0

wowl(b1 - bo)
w
wl(bl - bo)

Wo
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D’ou:

w

@/)/(0) = w—(pl - po)-

0

Avec un raisonnement identique, on peut montrer que:

¢¥'(0) =

w
2(}72 —p1)-

w

D’ou, la courbe 1) est tangente aux droites Ty et T respectivement en pg et ps.

2.2.3 Intersection de faisceaux de degré n

Dans ce paragraphe, on considere une généralisation de faisceaux linéaires de droites[21]:

Définition 25

Soient L;, 1 = 0,...,n, (n + 1) droites dans le plan projectif P2. On appelle

faisceau de degré n des droites L;, 1+ = 0,...,n, noté F(L;,1 =0,....,n), dans la
base de Bernstein, Uensemble des droites L(t), t € [0,1], telles que:

(t) = Z B [t]L;.

Soient L;, 1 =0,...net V;, 1 =0,...,m deux familles de droites dans le plan projectif
P2. On considere les deux faisceaux: Fy(L;,i = 0,....,n) et Fo(V;,i = 0,...,m) définis

respectivement par:

L(t) = Z Br(t)L:.

V(t) = Z BIM1)V..

L’intersection de ces deux faisceaux est la courbe suivante[21]:

(1)

ou:

L(t) A D(t)
i Br(t)L: A Z B 1)V

Z Bz—l—m(t)Dkv
k=0

1 n m
Dy = G > CrerLinD;.

k i+i=k



2.3 Courbes duales par morceaux 69

Soit @ la courbe duale de la courbe . , alors cette courbe est solution du systeme:

{ (, (1), ®(1))
(1), ®(1)) =

On peut alors écrire cette courbe, pour tout ¢ € [0, 1], sous forme de produit vectoriel de

0,
0.

la maniere suivante:

o) = (A1)

n+m n+m—1
= > BIF(WDyA Y BTN )AD,
k=0 k=0

ou: ADy = Dyyq — Dy. Par conséquent

2(n+m)—1
o) = Y BT 0R.
k=0
avec: 1
_ n+mym+m—1
k i+j=k

L’intérét de considérer des courbes a 'aide des faisceaux, c’est qu’on peut avoir les équa-
tions implicites de ces courbes, en calculant des déterminants beaucoup moins grands que

ceux de Bezout ou Sylvester[21]

2.3 Courbes duales par morceaux

2.3.1 Préliminaires

On se donne n + 1 points du plan qu’on note p;, + = 0,... ,n, et on se propose de
construire une courbe duale passant par tous ces points. Dans la suite on utilisera les
notations suivantes:

A chaque point p;, © = 0,... ,n, on associe la droite duale qu’on note D;, 1 = 0,... .n,
définie par:

Di = {m € R23 <p2',m> = 1}

En posant par convention D,; = Dg, on considere {¢;} = D; N D;yq,1=0,...,n, les

points d’intersection des droites duales D; consécutives.

Ces points vérifient les systemes suivants:

{ tpir i) =1, (2.17)

<pi-|-17 QZ> =1
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Fia. 2.25 — Définition des points r;, 1 =0,... ,n.

D’autre part on considere les points r; € D;, 1 =0,... ,n tels que:

reo o= )\ZQZ—I—I_(l_)\Z)QZ? )‘2 6]071[ 1= 17 5 10,
e = )‘OQn + (1 - )\0)q07 )‘0 E]Ov 1[

Dans toute la suite on supposera que les systemes utilisés ont une solution unique.

2.3.2 Courbe duale d’une courbe de Bézier quadratique par
morceaux

Construction de la courbe duale interpolante
Pour : =10,... ,n — 1 on note:
Vi=ri  WVi=aq Vi=ri.

On considere ensuite les courbes de Bézier quadratiques, , ;, ¢+ = 0,... ,n — 1, définies

par:
2

Lty =) ViBi(t) vtelo,1],
7=0

ou B?, (7 =0,...,2) désignent les polynomes de Bernstein de degré 2.

Pour chaque 1 = 0,... ,n—1, on construit la courbe duale, y;, de , ; qui est par définition

I’enveloppe de la famille des droites dont les vecteurs normaux sont les points de la courbe



2.3  Courbes duales par morceaux 71

, i Ces courbes p;, 1 =0,... ,n — 1, vérifient les systemes suivants pour tout t € [0,1]:
d8), wi(t))y =1
(G ionmion =1 s
<7 i(t)vﬂi(t)> = 0.
Avec ces notations, on a le théoreme suivant:
Théoreme 8
La courbe duale p formée par les morceaur de courbes p;, © = 0,...,n — 1

interpole tous les points p;.

Preuve:

Chaque courbe p; vérifie le systeme 2.18 pour tout t appartenant a [0, 1] et pour

t =0 on a:

{ (, i(0), a(0)) =1, (2.19)

Or, ;(0) =r; et,}(0) =2(q; — r;), par conséquent on a:

{ EZ%S)EO;> —0 {

Or:

(Aigi—1 + (L = X)gi, pi(0)) =1
Ai(gi-1, i (0)) + (1 = ) (i, pi(0)) = 1
——

(ri, ui(0)) =1

Mot (0)) + (1= A) — 1= 0
(Giz1,11:(0)) = 1.

Lo

Par suite, 11;(0) vérifie:
L,

{ (i1, 1i(0)) =
(@i, 1:(0)) = 0.

D’aprés les systemes 2.17 on peut conclure que ;(0) = p;.
De la méme maniére, pour t = 1 on obtient:
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Puisque , ;(1) = rip1 et , i(1) = 2(r;41 — ¢;) on obtient :

L =0 = L e sl
= {

(
)
pi(1)
gi> pi(1))
(ript, (1)) =1 = (Ajaq + (1 = A1) qar, (1)) = 1,
= Aigr (g6, 1(0)) (1 = Aiga ) (g, (1)) = 1,
o

=1

—— )\i-l—l -1+ (1 - )\z+1)<q27M2(1)> = 07
= (Gip1, (1)) = 1.

r2-|—17,u2
G, (1

~—

r2-|—17 =
1.

e

d’ou le systéme suivant:

{ (g, pus(1 )>1 =

<q2+17 /“LZ( )

D’aprés 2.17 on conclut que p;(1) = piy1.

D’ot le théoreme. &

Détermination des tangentes:

D’apres 2.19 les courbes p;, ¢ =0,... ,n — 1, vérifie pour tout ¢ € [0, 1]:

En particulier pour ¢ = 0 on a: (r;, x5(0)) = 0, ce qui signifie que p}(0) est orthogonal a

;.

Comme r; est un vecteur normal a la droite D(r;) (qui est une droite passant par p;),
le vecteur 1/(0) est un vecteur directeur de D(r;). On en déduit donc que D(r;) est la
tangente a la courbe y; au point p;. De méme pour t = 1 on vérifie que D(r;11) est la
tangente a la courbe p; au point p;1;. Ainsi, le choix des points r;, 2 = 0,... ,n, entraine
un choix des tangentes de la courbe u. Les valeurs A;, ¢ = 0,... ,n, constituent des degrés
de liberté.

On fera ultérieurement une étude sur les raccordements géométriques entre les morceaux

des courbes p; .
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2.3.3 Interpolation par le dual d’une courbe de Bézier cubique
En gardant les mémes notations que précédemment, On se propose d’interpoler les

données par une courbe duale d’une courbe de Bézier cubique. On définit les points

intermédiaires suivants:

S = our; + (1 - Oéi)(]i a; E]Ov 1[7

s;=ajgi + (1 —ap)ripn af €]0,1].

.
On pose:
‘/Oi:TZ' ‘/f:si ‘/22:3; ‘/?)i:r’i-l—l'
Pour tout 7, 2 = 0,... ,n — 1, on considere les courbes de Bézier cubiques définies pour
tout ¢ € [0, 1] par:
3
i p3
(1) = D ViBH).
=0
Pour tout 7z, 1 = 0,...,n — 1, on définit les courbes p;, courbes duales respectives des

courbes , ;. Ces courbes vérifient les systémes suivants pour tout ¢ € [0, 1]:
’ (2.21)

Théoreme 9
H L’union des courbes p1;, 1 =0,... ,n—1, est une courbe interpolant les points

Pi-
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Preuve:

Pour tout i,i=10,... ,n — 1, la courbe y; est solution du systeme (2.21), pour
tout t € [0,1]. En particulier pour t = 0 on a:

{ (,4(0), i(0))
(, £(0), :(0))

Comme , ;(0) =r; et , }(0) = 3(s; — ;) on a alors:

1
0.

(ri, 1:(0)) =1 (riy1:(0)) = 1

{ (si—rom(0) =0 { (si, 16(0)) = (e, 1:(0))
(ris (0)) = 1
— { (sipts(0)) = 1

Or:

{airi + (1 — ai)qi, 11(0)) = 1,

a; (riy 11i(0)) +(1 — ar){g, 1:(0)) = 1,
i/l_/

a; + (1 — a;){(gi, 1:(0)) =1 =0,
(@i, 1:(0)) = 1.

(si,pi(0)) =1

bl

Finalement on a:

{ (ri, 11(0))
(@i, 11:(0)) =

D’apres le systeme 2.17 on déduit que:

L,
1

avec un raisonnement identique, on peut vérifier que:

pi(1) = pit1.

Etude des tangentes de la courbe duale

De la méme maniere que précédemment, les tangentes a la courbe duale p aux points

pi, t =0,...,n, sont respectivement les droites duales des points r;, 2 =0,... ;n.
D’autre part pour 2 =0,... ,n — 1, on a:

— 1;(1) = pig1 et pl(1) est un vecteur directeur de D(r;11),

— ti41(0) = pigy et pi 1 (0) est un vecteur directeur de D(riyy).

On a donc un raccordement C° entre les courbes p; et iy, =0,... ,n— let les vecteurs

tangents p5(1) et i, ,(0) sont deux vecteurs linéairement dépendants.
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2.4 Raccordements géométriques de courbes duales

2.4.1 Rappels

Représentation paramétrique d’une courbe

Soit p : [a,b] — R? une application de 'intervalle [a,b] dans R On dit que p est
une paramétrisation réguliere de classe C? si et seulement si p appartient a C?([a,b]) et

p'(t) # 0 pour tout t appartenant a [a, b].

Définition 26

Soit ¢ : [¢,d] — [a,b] une application de classe C? telle que ¢'(t) # 0 pour
tout t appartenant a [c,d]. Alors Uapplication composée (1) = p(o(t)), définie
de [a,b] dans RY, est appelée une reparamétrisation de la courbe définie par p.

FElle respecte le sens de parcours de la courbe si et seulement si ¢'(t) > 0 pour

tout t appartenant a [c,d].

Exemple

En prenant comme origine p(a), 'abscisse curviligne est une représentation paramétrique

intrinséque définie par:
t
s=c) = [ I de
S représente la longueur algébrique de I’arc de la courbe mom, ott m = p(t).

Raccordement de deux courbes en un point commun

Soient p : [a,b] — R et o) : [c,d] — R? des représentations paramétriques respectives
des courbes C; et Cy qui ont un point commun mg = p(b) = ¢(¢). C; et Cy se raccordent
O si et seulement si: p()(b) = 1) (¢) pour tout i = 1,... ,p.
Définition 27

Cy et Cy se raccordent géométriquement a 'ordre p em mg en respectant le sens

du parcours, GP, si et seulement si: il existe une représentation paramétrique

de l'une et de lautre qui se raccordent C? en myg.

Caractérisation

Les courbes C; et Cy se raccordent GP en mg si et seulement si:

Dpp(b) = BDP¢(C)7
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avec

0 e
1 b I c
bty = | " | b= | Y
o) $(e)

et ou B est une matrice triangulaire inférieure dont tous les éléments diagonaux sont

positifs et qui a la forme particuliere suivante:

G R R
62 ﬁ12
B= |08 3515 513 .0

jam)

P
By oo . .. B
ou les parametres 3y, ... , 3, dans la premiere colonne sont libres et les autres sont déter-

minés en fonction de ces parametres.

Cas particulier

C; et C, se raccordent G2 en my si et seulement si il existe 3; > 0 et 3, tels que:

p(b) = ¥(e),
p'(b) = Bie'(c),
p"(b) = Bi" (e) + By (c).

2.4.2 Courbe duale d’une courbe raccordée G!

Soient p;, 1 = 0,... ,n — 1, les courbes duales des , ; courbes de Bézier quadratiques
ou cubiques définies précédemment.
Ces courbes p;, i = 0,... ,n — 1, vérifient le systeme suivant pour tout ¢ € [0, 1]:

{ (o(0), i)
SONTIO)

1
’ 2.22
0 (2.22)

On a vu que la courbe p formée par les morceaux p; interpole les points p;, 1 = 0,... ., n,

et vérifient aussi:

(i(t), () = 0. (2.23)
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On a alors:

{ (- i(1),pi(1)) =0,
<7 i+1(0)7/~52+1(0)> = 0.

Comme , ;(1) =, ;41(0) alors les vecteurs /(1) et p! (0) sont liés.

La condition de raccordement C° s’écrit:

/

dpi € R tel que  pi(1) = piptiy, (0).

Supposons maintenant que pour tout : = 0,... ,n — 1, les courbes , ; sont raccordés G*.

Il existe alors pour chaque 1 =0,... ,n — 1, un nombre réel positif 8; tel que:
i41(0) = i, 5(1).
En dérivant 1’équation (2.23), on obtient:
(o), @i (1)) + ( §(1), (1)) = 0.
On a:

(o i(1), 7 (1)) + €, 3(1), i (1)) = 0,
(; i+1(0)7/“‘;'/+1(0)> + (5 2+1(0)7/~‘;’+1(0)> = 0.

En tenant compte de ce qui précede et de la G continuité des courbes , ;, on obtient:

(a0 (1) 4 G (1), (1)
(1), 10 (0)) + il (1), i (1)) =

0,
0.

Par suite:
(141 (0) = pifip (1), , :(1)) = 0.

Par conséquent les vecteurs i (0) — p;0;pf (1) et pi(1) sont liés. Donc 34; tel que:

7

141(0) = pillipe (1) + 6 (1).

2.4.3 Continuité géométrique d’ordre 2 de courbes duales

On sait que:

(all), pit)) =1, (2.24)
(;i(1), i) = 0, (2.25)
(i(t), () = 0. (2.26)
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Dans ce paragraphe supposons que les morceaux de la courbe primale , sont raccordés

G*, alors pour chaque i = 0,... ,n — 1 il existe 3; > 0 et o; tels que:

;ir1(0) =, i(1),
) ;-l—l(o) = ﬁiv ;(1)7
, 11 (0) = B2, (1) 4 o, (1),

De la relation (2.26) on obtient:

<7 i(l)v/l;'(l» =0, (2.27)
2.28)
( +1(0), 1341 (0)) = 0 <= (, i(1), i1, (0)) = 0. (2.29)
D’autre part en dérivant (2.25) on a pour tout ¢ € [0, 1]
(7 (0), i) + ( (2), mi(t)) = 0. (2.30)

€

En particulier pour le 1 morceau en t = 1:

(7 (D), (D)) + (1), i (1)) = 0
et le (1 + 1)iéme morceau en t = 0:
(o 1(0), i1 (0)) + ({14 (0), i1, (0)) = 0. (2.31)

Or w;+1(0) = (1), donc en remplagant dans (2.31) et en utilisant les conditions de

raccordement G? on a:

(ui(1), 87, (1) + ai, (1) + (piga (0), B, (1)) = 0,

B (1), V(1) + ai {5 (1) +8i{piga (0), 5 1(1)) = 0.

=0

Par conséquent on a:
BE(ui(1),, 1(1)) + By (0),, (1)) = 0. (2.32)
D’apres les relations (2.27), (2.27), (2.30) et (2.32), on déduit que:
pig1(0) = Bipri(1). (2.33)
D’oit la G* continuité de p. Maintenant dérivons la relation (2.26):

(i (1), (0)) + (i1, (1)) = 0.
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De cette relation et de (2.30) on a pour tout ¢ € [0,1]:

</“L;'/(t)77 Z(t)> = <7 ;/(t)vﬂi(t)>‘
En particulier en ¢ = 1 pour le i**™¢ morceau et en ¢ = 0 pour le (i + 1)*™¢ morceau on
a:
(i (1), 1(1)) = F(1), (1)),
(141 (0),, i1(0)) = (, ¥1(0), iy (0)).

On remplace , 7, (0) par sa valeur:

(1 (0), (1)) = (B2, 1(1) + i, (1), piga (0))
=BG ) pi(1)) + i (s i(1), (1))
—_———

= (uiy (0) = Bl (1),,4(1)) = 0.

"1 (0)—37 1 (1) est orthogonal &, ;(1). Or on sait que (1) est aussi orthogonal

!
2

!
2

Par suite p

a, i(1). Par suite, g, (0) — B2p7(1) et pi(1) sont liés. 11 existe alors v; tel que:

11 (0) = BEpd (1) = vipi(1).
D’ou la relation:
11 (0) = BEui (1) 4+ vipi(1). (2.34)

Ainsi, les morceaux successifs p; et ;11 ont un point commun qui vérifie les relations

(2.33) et (2.34). Elles sont donc raccordées G*.

2.5 Etude des singularités des courbes duales

Dans ce paragraphe, on se propose d’étudier le comportement des images duales de
courbes paramétriques présentant des singularités. En effet, on s'intéressera a I’étude des

correspondances entre les singularités des courbes primales et celles des courbes duales.

Soit , une courbe primale définie sur un intervalle I, et soit ¢, un parametre appar-
tenant a l'intervalle I. Supposons qu’il existe deux entiers naturels non nuls p et ¢ tels

que:

— les dérivées successives jusqu’a 'ordre p — 1 en tg sont nulles,
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— la dérivée p'®™* est la premiere dérivée non nulle de , en o,
—, (to) et , P(to) ne sont pas liés,

— qest le plus petit nombre supérieur strictement & p tel que (, (), , ®)(ty)) forment

une famille libre.

Ainsi, le développement de Taylor de , au voisinage de cet élément est donné par:

) = {t0) 4 (1 O(1)) o, Pt} + 5, (1) + O,

On sait que suivant la parité de p et ¢ on peut déterminer la nature du point , (#9). En

effet, on a les cas suivants:

— Si p est impair et ¢ est pair alors , (#9) est un point ordinaire,
— si p est impair et ¢ est impair alors , (o) est un point d’inflexion,

— si p est pair et ¢ est pair alors , (f5) est un point de rebroussement de deuxieme

espece,
— si p est pair et ¢ est impair alors , (¢y) est un point de rebroussement de premiere
espece.
2.5.1 Détermination des points singuliers

Soit p la courbe duale de , . On sait que p est une courbe paramétrique vérifiant pour

tout t appartenant a I les équations suivantes:

((),p) = 1, (2.35)
('(t),u) = 0, (2.36)
</~Ll(t)77(t)> = 0. (2.37)

On remarque que le systeme formé par ’équation (2.35) et I’équation (2.36) n’est plus
valable pour définir completement le point (o). Cependant, on a la proposition suivante

qui détermine le point singulier u(to):
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Proposition 9

Soit , une courbe paramétrique définie sur un intervalle I. Supposons qu’il
existe un parametre to dans I et deux entiers naturels non nuls p et g tels que
le développement de Taylor de la courbe , au voisinage de ty soit de la forme:

h? hi

T D) + 7 Do) £ O,

» (lo+h) =, (o) + (1 +0(1)) o

Soit p la courbe duale de la courbe | .
Alors le point correspondant au parametre ty de la courbe duale v est détérminé

par le systeme suivant:

Preuve:

On sait que le point pu(ty) vérifie 'équation:

(; (to), plto)) = 1,

cette derniére ne donne pas une solution unique, il faut donc chercher une autre
équation qui permettra de déterminer le point (i(to) de maniere unique.
Pour cela on dérive I'équation (2.36) (p — 1) fois a 'aide de la formule de Leibnitz.

Il en résulte qu’on a pour tout t appartenant a I:
p—1
YO, TP @) =0,
k=0

(u(t),, P(1)) + z—: Cr_ (™), PP )) = 0.

Ceci étant vrai pour tout t appartenant a l'intervalle I, en particulier pour le

parameétre tg:

(lto)s. (i) + 3 CF L (u® (1), . 0P (10)) = 0.

Or, pour le paramétre tg on a:

o) =, "(te) = ... =, P (1) = 0.
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Par suite on a:

7
L

C§—1<M(k)(to)m =R (19)) = 0.

o
Il

1

D’ot, le point u(to) vérifie une deuxieme équation, a savoir:
(o), . P (to)) = 0.
Notons Dy, et Dif) les droites d’équations cartésiennes respectives:
(; (to), M) =1

et
<7 (p)(t0)7M> = 0.

Le point singulier j(to) est la solution du systéme suivant:

{ (, (to), plto)) = 1,
(; W (to), u(to)) = 0.

Il est alors I'intersection des droites Dy, et Dif) <&

Proposition 10

La dérivée d’ordre p de la courbe duale p1 en to est orthogonale au point , (o),
¢’est-a-dire:

(1 (10), . (10)) = 0.

Preuve:

En dérivant I'équation (2.35) p fois pour tout t appartenant a I on trouve:

zp: C§</~L(k)(t)7 s (p_k)(t)> =0,

(ult),, D) + 2_: Colp™ (@), @O W) + (1), (1) = 0.

Comme cette formule est vraie pour tout t appartenant a I, elle reste vraie pour ty

aussi:

(ulta)., P (ta)) + 2—: Cy D (to),, P79 (1)) + (1" (t0), (t0)) = 0.
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Or, le point pu(to) appartient a la droite D,Ef), ce qui implique qu’on a:

(ulto),, P(to)) = 0.

D’autre part on sait que les dérivées successives jusqu’a I'ordre p — 1 de , en tg

sont toutes nulles. Par conséquent on a:

p—1
Z C§<M(k)(to)m (p_k)(to)> = 0.
k=1

On peut donc en déduire que ") (o) est orthogonale & , (1o):

<M(p)(t0)77 (t0)> =0,

on retrouve donc I'équivalent des relations (2.35), (2.36) et (2.37) pour t = ty:

) 1)) =0, (2.38)
)s» (1)) = 0.

2.5.2 [Etude des points singuliers

Proposition 11

Les dérivées successives jusqu’a Uordre (q-p-1) de la courbe duale p au point
correspondant au parametre toy sont orthogonales a la dérivée d’ordre p de la

courbe primale au point correspondant au méme parametre.

Preuve:

Pour déterminer le point singulier correspondant au parametre ty on avait calculé
la dérivée (p — 1) de I’équation (2.36). Cherchons maintenant les dérivées

d’ordre m de la méme équation (2.36), ot m est un entier supérieur strictement a

(p—1).

Pour tout élément t de I'intervalle I, on a:

ce qui est équivalent a la formule suivante:

piciw(m"“)(t)w (1)) + ij Cofpt™ =91, (1)) = 0.

k=p—1
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En particulier pour t = ty:

p—2 m
Y Calu ™ P to), FH(te)) + Y CR (P (o)., FH (ko)) = 0.
k=0 k=p—1

Comme les dérivées successives jusqu’a l'ordre (p — 1) de , en to sont nulles, alors:

Par conséquent, pour tout m > p—1 on a:

3 CE P (1), FH (1)) = 0.

k=p—1

Pour montrer la proposition on utilise un raisonnement par recurrence sur m:
— Pour m = p:

La dérivation pour m = p donne:

Cg_1</~bl(t0)w (p)(t0)> + </~L(t0)77 (p+1)(t0)> = 0.

Or , Pt (14) et , P)(ty) sont liés par hypothése, ce qui implique 'existence d’un
réel A non nul tel que:

) (p+1)(t0) = )‘7 (p)(to)v

ce qui implique que:

((to),, "FD(t0)) = Mp(to), , ) (ta)).

Comme u(to) est orthogonal a , P)(to) (proposition 9), alors on a

(ulta),, "V (1)) = 0.

Par conséquent:
(1'(to),, P (to)) = 0.

D’oti, la dérivée premiere de pi en ty est orthogonale a la dérivée d’ordre p de , en
to.

— Pourm=p+1:
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On a:
C§+11< ”(to)w (p)(t0)> + C§+1</~Ll(t0)w (p+1)(t0)> + </~L(t0)77 (p+2)(t0)> = 0.

De la méme maniére que précédemment , ¥ (1y) et | P)(1,) sont liés par

hypothése, ce qui implique que:

(ulta),, "*(t0)) = 0.

De
(1 (1), V(o)) = 0,
on déduit que:

(1" (to), . P(ta)) = 0.

D’oti la dérivée seconde de i en t =ty est orthogonale a la dérivée d’ordre p de ,
en 1.

Supposons que la propriété soit vraie jusqu’a I'ordre m = g — 3 (c.a.d pour la
dérivée d’ordre (¢ — p — 2) de u en 1), et montrons qu’elle est vraie pour

m = q — 2 (c-a-d pour la dérivée d’ordre (¢ —p —1) de penty )

— Pourm=¢q—2 on a:

Croy (= (1), Z CEL (20 (1), (D (10)) = 0.
Lorsque k = p...q — 2, on a:

— d’une part , ¥V (ty) et , P)(1y) sont liés,

— d’autre part g — 2 — k varie de ¢ — 2 — p jusqu’a 0. D’aprés I’hypothese de
récurrence les dérivées jusqu’a 'ordre ¢ — p — 2 de i en ty sont orthogonales a

la dérivée d’ordre p de , en tg.
On peut en déduire que pour tout k tel que k = p...q — 2 on a:
(197 (1), B (10)) = 0.

Par conséquent:
(177D (1), , P(to)) = 0.

La dérivée d’ordre (q-p-1) p1 en to est orthogonale & la dérivée d’ordre p de , en

to. D’ou la propriété de récurrence. <&
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Proposition 12

La dérivée d’ordre (¢ — p) en to de la courbe duale p est la premiére dérivée

non orthogonale a la dérivée d’ordre p de , en tg

Preuve:

On sait d’aprés ce qui précéde que pour tout entierm > p — 1 on a:

N I (1), , B (1) = 0.

k=p—1

En particulier pour m = ¢—1 on a:

Z C q h ( 0)77 (k+1)(t0)> = 0.

k=p—1

En developpant cette somme on trouve:

CrH ("™ (to),, P(to)) + (u(to), ZC p B (1), B (1)) = 0.

D’aprés la proposition 11, on sait que pour tout k variant de p jusqu’a (¢ —2) on a:
(W19 1), , (1)) = 0.
Par suite on a:
CrZi (1P (to),, P(t)) + {u(to),, V(t)) = 0. (2.39)

Puisque , (D(1y) et , P)(1y) sont lineairement indépendant, alors on a

(ulta)., D (to)) # 0.

Par conséquent on a:
(17 (o), , ) (to)) # 0.

D’ou la proposition 12. <&

Proposition 13

les dérivées successives jusqu’a Uordre (¢ — 1) de la courbe duale p en to sont

orthogonales a , (1o).
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Preuve:

D’abord on cherche les dérivées d’ordre m de I'équation (2.35) pour tout t
appartenant a I, ou m est un entier naturel non nul inferieur strictement a ¢ — 1.

On a alors:
D CEErTR(),, W) =o. (2.40)

On a alors pour tout t appartenant a l'intervalle I:

(™), (@0) + (u(t),, ") + i Colp™ (1), D)) = 0.

En particulier pour tq, on a:

(™ (t0),., (ta)) + (u(to),, " (to)) + 2_: Cafe™ M (t0),, W(to)) = 0. (2.41)

— Pourm=1,2,...,p.

On sait que les dérivées d'ordre k, (k=1,...,p—1) de, en ty sont toutes nulles.

Ce qui implique:
m—1
>~ Ch o)., Dto)) = 0,
k=1

D’autre part, on a pour tout m=1,2,...,p

(ulto),, ™ (to)) = 0.

/
Par conséquent, on am = 1,2, ..., p:

(1™ (to), , (o)) = 0.
— Pourm=p+1,p+2,...,g—1.

En développant la formule (2.40), on trouve:

("™ (to),., (to)) + X_: CE™ B (1), , P(t0))
+ Xm: O (" P (L), , W(to)) = 0. (2.42)

Comme les dérivées successives jusqu’a 'ordre p — 1 de , en tg sont toutes nulles,

alors on a:
p—1

3" CE (P (1), , B (ko)) = 0.

k=1
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Lorsque k varie de p jusqu’a m, on a:

— d’une part les dérivées d’ordre k de , %) en ty et la dérivée d’ordre p de , en

to sont liées,

— d’autre part les entiers (m — k) prennent les valeurs de 0,1,..,¢q —p—1. Or,
d’aprés la proposition 11, on sait que u(to), t'(to),...,n' 9P~ (tg) sont

orthogonales & , (*).

On en déduit que:

Par suite:
<M(m)(to)m (to)) = 0.

D’ot, toutes les dérivées d’ordre m de p en tg, pour tout m =1,2...,q — 1, sont

orthogonales a , (o). &

Proposition 14

H La dérivée d’ordre g de p en tg est la premiére dérivée non orthogonale a , (o).

Preuve:

En remplacant m par q dans la formules 2.41 on trouve:

WO to), . (1)) + {ulto).. D(t0)) + 3 CHE M (10). . B(1)) = 0.
Ou encore:
HO(L). . (10)) + 3 TP (10), (1))

+ 2_: C§</“L(q_k)(t0)77 (k)(t0)> + <M(t0)77 (q)(t0)> =0.

Comme les dérivées successives de , en ty jusqu’a l'ordre p — 1 sont nulles, alors

on a:

p—1
Z C§<M(q_k)(to)m ®)(to)) = 0.
k=1
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Il en suit:
(1D (L), (to)) + CH{u (L), P)(t0))
q—1
T Z Cy (7P (to),, P(to)) + (ulto),, (ko)) = 0.
k=p+1
D’apreés la proposition 11 on a:
q—1
Z sz</“b(q_k)(t0)77 ®(t)) = 0.
k=p+1
Par conséquent on a:
(1D (Lo),, (to)) + CE{u P (Lo),, V(L)) + (ulto),, @(Lo)) = 0.
Or on sait d’aprés la formule 2.39 que:
05__11<M(q—p) (to)vv (p)(t0)> + </“L(t0)77 (q)(t0)> = 07
= (u(to),, P(to)) = =Cy= ("™ (to),, P (t0)).
En remplacant (u(ty),, 9D (to)) par sa valeur, on trouve:
q—D p- -
(1D (to), , (to)) + 705_11</~6(q to),, P(to)) = 0.
Or, on sait que:
<M(q—p) (to)vv (p)(t0)> 7£ 07
d’ou:
(1 (to),, (t0)) # 0.
&

Théoréeme 10

Les dérivées successives de p en tg jusqu’a Uordre g — p — 1 sont toutes nulles,
ses dérivées d'ordre k, k = g — p,...,q — 1, sont liées et les dérivées d’ordre

g —p et g forment une famille libre.

Preuve:

D’aprés les proposition: Proposition 11, Proposition 12 et Proposition 13,

on a:
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Pourl=1,....q—p—1:

{ (s (to), " (t0)) =0,
(; P(to), pD(t)) = 0.

Or , (to) et , P)(ty) ne sont pas liés, on peut alors en déduire que les dérivées de p
en tg d’ordre inferieur ou égal a ¢ — p — 1 sont toutes nulles.

Toutetois, on a d’une part:

(, P(to), n 17" (t0)) # 0

et d’autre part, pourl = ¢ — p...¢ — 1 on a:

(. (t0), 1" (t0)) = 0,

ce qui implique que:

— pl97P)(1y) est la premiére dérivée non nulle,
— pourl =q—p,....q— 1, les dérivées '\ (ty) sont liées.
Finalement on a:

(. (to),nV(t0)) # 0.

On en déduit que p'9(to) et u97P)(1y) ne sont pas liés.
Le développement de Taylor de p au voisinage de ty est alors de la forme:
La—p ha

10 0o) LD 1) + O,

plto + h) = p(to) + (1 + O(U)m

Etude des cas

— Si p est impair et ¢ est pair, c’est-a-dire , (fp) est un point ordinaire, alors dans le
dual on a ¢ — p est impair et ¢ est pair. Ce qui implique que u(tg) est un point

ordinaire.

— Si p est impair et ¢ est impair, c’est-a-dire que , (o) est point d’inflexion, alors ¢—p
est pair et ¢ est impair. Ce qui signifie que (o) est un point de rebroussement de

premiere espece.

— Si p est pair et ¢ est pair, c’est-a-dire que , (¢y) est un point de rebroussement de
deuxieme espece, alors dans le dual on g — p est pair et ¢ est pair. Ce qui signifie

que ((tg) est point de rebroussement de deuxieme espece.
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— Si p est pair ¢ est impair, c’est-a-dire que , (fo) est un point de rebroussement de
premiere espece. Alors dans le dual on a g — p est impair et ¢ impair. Par suite u(to)

est point d’inflexion.

Tableau récapitulatif:

(voir fig 2.27, fig 2.28, fig 2.29)

Courbe primale Courbe duale
point ordinaire point ordinaire
point d’inflexion point de rebroussement de

premiere espece

point de rebroussement de | point d’inflexion
premiere espece

point de rebroussement de | point de rebroussement de
deuxieme espece deuxieme espece

Dualité

-

Point ordinaire

Point ordinaire

Fia. 2.27 — Le dual d’un point ordinaire est un point ordinaire
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Dualité

Point de rebroussement

Point d’inflexion de premiere espece

F1G. 2.28 — Le dual d’un point d’inflexion est un point de rebroussement de 1°7¢ espéce

Dualité

Point de rebroussement Point de rebroussement de

de deuxieme espece

deuxieme espece

F1G. 2.29 — Le dual d’un point de rebroussement de 2°™¢ espéce est un point de rebrous-

sement de 2°7C espéce

Point doube

On garde toujours les mémes notations que précédemment.

Supposons qu’il existe deux parametres distincts ¢y et ¢, tels que:

s (tl) = (tQ)

On sait que la courbe duale p vérifie pour tout ¢ appartenant a l'intervalle I 1’équation

suivante:

<M/(t)77 (t) = 0.
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Pour ¢t = t; et t = t5, on a les équations suivantes:

Or,
() = (t2).
Par conséquent, les vecteurs p'(t1) et p/(t3) sont liés. Ils définissent donc la méme droite

tangente aux points p(t1) et p(t2). Par conséquent la courbe p admet une tangente doube.

Dualité

=

Tangente double Point double

Fic. 2.30 — en dual l’équivalent d’un point double est une tangente double

2.6 L’image duale d’un cercle

Dans ce paragraphe, on cherche a trouver le dual d’un cercle quelconque dans un
plan affine. La dualité utilisée dans la suite est la polarité qui a un point p(a,b) fait
correspondre la droite d’équation ax + by = 1.

Soit C(A,r) un cercle de centre le point A = (a,b) et de rayon r > 0.

On sait que I"équation implicite de C(A,r) est la suivante:
(o= af 4 (y— b =

Pour chercher I'image duale de ce cercle, utilisons I’équation paramétrique suivante, pour
tout t € [0, 27]:

Cao(t) = b+ r sin(t).
Soit G = (x,y) la courbe duale du cercle C(A,r). On sait que G est 'enveloppe des droites

{ Ci(t) = a+r cos(t),

duales de tous les points du cercle C(A,r). Donc elle est solution du systeme suivant pour
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tout t € [0, 27]:

L,
0.

{ ((Ci(1), C2(1)), G (1))
((C1 (1), C5(1)), 6(1))

Ou, (C1(1),C4(1)) désigne la dérivée de la courbe paramétrique (Cy(t),Cs(t)).
En remplagant, pour tout ¢ € [0,27], C1() et Co(t) par leurs valeurs, on a:

{ (a+7r cos(t))a+ (b+r sin(t))y =1,
—r sin(t)x 4+ r cos(t) y = 0.

On peut résoudre ce dernier systeme, en utilisant la méthode de Cramer.

Soit alors:

A =1 cos(t)(a+r cos(t))+r sin(t)(b+r sin(t))
=r’+ar cos(t) + br sin(t).

La solution, si elle existe, est de la forme:

cos(t)
r+a cos(t) + b sin(t)’

sin(t)
r+a cos(t)+0b sin(t)

y:

Remarque

Dans le cas ou le centre du cercle C(A,r) est confondu avec 'origine, c’est-a-dire que

a=>b=0, alors on a:

t
e cos()7
-
sin(?
,_ s
-

d’ou le lemme:

Lemme 6

L’image duale d’un cercle de centre ['origine et de rayon r est un autre cercle

de centre l'origine et de rayon —.
r

Supposons d’une part que le centre du cercle C(A, r) est distinct de 'origine, et d’autre

part cherchons I’équation implicite de la courbe G, pour pouvoir d’abord identifier sa
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nature et ensuite 1’étudier.

B cos(t)
T it cos(t) + b sin(t) (r+ acost 4+ b sin(t))x = cos(t)
— (2.43)
y = sin(?) (r+a cos(t) + b sin(t))y = sin(t)
r+a cos(t) + b sin(t)
T cos(t)
= =00 (2.44)

Prenons la premiere équation de (2.43)

re bant bsin(t) |

cos(t) at cos(t)x
re y

bZzx = 1

cos(t) tavt l’x
re
1 — —by = . 2.4
at 4 cos(t) (2.45)

D’apres (2.43), on a:

)’y?

COS2(t) + sinz(t) =(r+4a cos(t)+b sin(t))2x2 + (r+a cos(t) + b sin(t)
)%y

(
=(r+4a cos(t)+b sin(t))2x2 + (r+a cos(t)+ b sin(t
=((r+ acos(t))2 +2b sin(t)(r + acos(t)) + b? sin ( ))x
+ ((r+a cos(t )) +2b sin(t)(r 4+ a cos(t)) + b? sm2(t))y2
= (7“2 +2a r cos(t) + COSQ( )+ 2b r sin(t) + 2ab sin(t)cos(t) + b? simz(t))ac2
(7“2 +2a r cos(t)+a COS2(t) +2b r sin(t) + 2ab sin(t) cos(t) + b? simz(t))y2
=2t + iyt 4 2a r cos(? ):1; + 2a r Cos(t)y

2

I
+a? COSZ(t):Jc2 +a? COSQ(t)y2 +2br sin(t):z;2 +2br sin(t)y2
F2 F3
+ 2ab sin(t) Cos(t):zj2 + 2ab sin(t) Cos(t)y2 + b simz(t)ac2 + b sin2(t)y2 )
F4 F5

On calcule chaque terme de la formule précédente, et en tenant compte du fait que:
x sin(t) =y cos(?).

Calcul de £}
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On a:

N =2ar Cos(t):zj2 +2ar Cos(t)y2

sin®(¢

cos?(t

2a 1 cos(t) cos*(t)x* + 2a r cos(t) simz(t)ac2
cos?(t)

~—

2
T

=2ar Cos(t):Jc2 + 2a r cos(t)

~—

2a 1 cos(t)z?

cos?(t)

En utilisant (2.45), on trouve:

Fy =2a(l — ax — by)x

= 2ar —2a*z* —2a b x y.

Calcul de £,

Fy, = a* COS2(t)$2 + a? COS2(t)y2
= a? COSQ(ZL) 22+ a? simz(t)ac2

2.2
=a T .
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Calcul de F5

F5=2br sin(t):z;2 +2br sin(t)y2

, sin?(t)
cos?(t)

=2br sin(t):z;2 +2b r sin(t)x

B 2b v sin(t) cos*(¢)x* + 2b r sin(t) simz(t)ac2
cos?(t)

= 2b y(1 — ax — by)
=2by—2abyx— 207y~
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Calcul de F}

Fy=2ab sin(t) Cos(t):Jc2 + 2a b sin(t) Cos(t)y2
= 2a b sin(t)x cos(t)x + 2a b sin(t) cos(t)yy
=2a b cos(t)ycos(t)(t)x + 2a b sin(t) sin(t)ay
= 2a b cos’(t)xy + 2a b sin*(t)xy
=2aba y(cosz(t) + sin2(t))

=2abay.

s1
sin

Calcul de £

Fy = b sin’(1)2? + b* sin®(1)y’

= b cos’(t)y* + b sin®(t)y”

— B g2 cost (1) + sin(1))

= b* 2

Finalement on a:
l=r?2?+r*y’ +2a 0 —2a* 2* —2a b x y + d* cosz(t) 22+ a? simz(t)ac2
+2by—2abyx—2b*y*+2abaxy+ by

1::1;2(7“2—|—a2—2a2)—|—y2(r2—|—62—262)—2ab:z; y+2ax+2by.

Posons:

A:r2+a2—2a2,
B =1r? 4+ b* — 207,

C = —2ab,
D = 2a,
E = 2b.

Alors le dual du cercle admet 1’équation implicite suivante:
A:1:2+By2+0:1;y—|—D:1;—|—Ey—1:0.

Par suite I'image duale d’un cercle est une conique

2.6.1 Détermination de la nature de I'image duale d’un cercle

On a vu que 'image duale d’un cercle C de centre 7 = (a,b) et de rayon r, est une

conique de la forme:

Ae* + By + Cay+ Dx 4+ Ey — 1 =0,
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avec A, B, C, D et E. les valeurs exprimées précédemment.

~ Si C* —4AB < 0, alors G est une ellipse,

~ Si C*—4AB > 0, alors G est une hyperbole,

~ SiC? —4AB = 0, alors G est une parabole.

Or,
C?* —4AB = 4a°b* — 4(7“2 — a2)(r2 — bz)
= 4a’b® — 4(r* — r*b* — a*r® 4 a’b?)
= 4(7“262 + a?r? — r4)
= 47“2(62 +a? - 7“2).
D’ou:

Signe(02 —4AB) = Signe(62 +a*— 7“2).

2.6.2 1image duale d’un cercle passant par trois points

Soient p; = (ui,v;), ¢ = 1,2,3, trois points quelconques du plan. On se propose de
chercher I'image duale du cercle passant par ces trois points.
Posons pour tout « = 1,2, 3:
D wr+ovy=1.

Pour ¢ = 1,2, 3 I'image duale de la droite D; est le point p; = (u;,v;). Soit C le cercle de
centre (a,b) et de rayon r passant par ces trois droites.

Le cercle C est d’équation:

(r—a)* + (y—b)?=r%
Les valeurs a, b et r sont alors solutions du systeme pour ¢ = 1,2, 3:
(u; — a)* + (v; — b)* = r2.

Une fois le centre et le rayon du cercle C déterminés, I'image duale de C est la conique

tangente aux trois droites D;, 1 = 1,2, 3. Cette conique est d’équation:

:1;2(7“2 +a? - 2a2) + y2(r2 +b% — 262) — 2abxy + 2ax + 2by — 1 = 0.
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cerTe primal passant par 3 point cercle duale tangent aux 3 droites duales

2L centre
24 centre

1.8+

Cercle priml passant par 3 points cercle duale tangent aux 3 droites duales

centre centre

-0.57

Fi1G. 2.31 — Deux exemples d’images duales de cercles passant par trois points en prenant

comme origine a chaque fois les centres respectives des cercles.
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Cercle passant par Tes inmages duales des trois droites

Coni que tangente a trois droites

Fi1G. 2.32 — Un exemple de conique tangente a trois droites.

Cercle passant par Tes inmages duales des trois droites

14

Coni que tangente a trois droites

02 0

0’8

Fi1G. 2.33 — Ezemple avec trois droites dont deux sont paralléles.




102 Chapitre 2 Correspondances entre courbes primales et courbes duales

Cercle passant par Ies 3 points L[a conique tangente a trois droites est un cercle

N

FiG. 2.34 — a)Ezemple ou le centre du cercle passant par les points duauz est confondu avec

Uorigine b) la conique duale est un cercle tangent aux trois droites données

CercTe passant par Tes images duales des trois droites Coni que tangente a trois droites




Chapitre 3

Dualités géométriques définies par
une matrice symétrique

Dans les chapitres précédents, on a utilisé des dualités géométriques particulieres.
Ces dualités étaient définies a partir d’un produit scalaire qui est une forme bilinéaire
symétrique particuliere.

Dans ce chapitre, on va généraliser cette notion en définissant une dualité a ’aide d’une
forme bilinéaire symétrique quelconque. On utilisera surtout I’écriture matricielle de la
forme bilinéaire symétrique considérée.

Dans un premier temps, on va considérer cette dualité dans un plan projectif pour trouver
les caractérisation et les propriétés, puis on va généraliser la notion de courbes duales

relatives a une forme bilinéaire symétrique, ensuite on se restreindra au plan affine.

3.1 Rappels

Définition 28
Soit E un espace vectoriel sur le corps R. On appelle forme bilinéaire toute
application ¢ : £ x E — R, telle que:

— Pour tous vecteurs uy, ug et us de £ on a:
Plur + g, uz) = @(ur, us) + luz, us),
qb(uh U + u3) = ¢(U17 Uz) + Qb(ula US)-

~ Pour tout scalaire X, on a:

P(Aur, uz) = Gur, Auz) = Ag(ur, uz).
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Définition 29

Une forme bilinéaire d’un espace vectoriel F, est dite symétrique si et seule-

ment si pour tous vecteurs uy et uy de F, on a:

P(ur, uz) = G(ug, u).
Supposons que 'espace vectoriel F est de dimension n, et que B = (ey, ez, ..,€,) est

une base de . Si u et v sont deux vecteurs de F, définis dans cette base par les matrices

colonnes:
€1 Y1
T2 Yo
u = v = .
Tn Yn
Alors on a: B .
Blu,v) = ¢Y wien, ¥ _yie;) = Y wiyidleie)).
=1 7=1 1,7

Par conséquent, ¢ est completement detérminée par les coefficients:
a;j = dlee;) Vi, g, 1<i<n, 1<j<n.

D’ou, a toute forme bilinéaire ¢, on peut associer une matrice carrée A, dont les coefficients
sont les images, par ¢, des éléments de la base B associée a ’espace vectoriel £. En outre,

une forme bilinéaire peut s’écrire sous forme matricielle de la maniere suivante:
d(u,v) = u'Av.

Lemme 7

Une matrice carrée est matrice associée a une forme bilin€aire symétrique st

et seulement si ¢’est une matrice symétrique.

Définition 30

Une forme bilnéaire ¢ sur F est est dite alternée si:

d(u,u) =0, Yu e E.

Définition 31

Une matrice carrée S est dite anti-symétrique si:

St = —5.

Lemme 8

H Une matrice carrée est la matrice d’une forme bilinéaire alternée si et seule-

ment si ¢’est une matrice anti-symétrique.
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3.2 Dualité associée a une forme bilinéaire symé-

trique dans I’espace affine R?

Dans ce paragraphe, on se place dans I'espace affine R>.
Soit s une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, et soit S sa matrice associée. On
sait que S est une matrice symétrique inversible.

Un plan de 'espace affine R® peut étre représenté de la maniere suivante:
P = {m e R s(p,m) =0
={meP, pSm = 0}.

Ou p est un point de R?,
Cette écriture nous permet de prendre P = Sp comme représentant du plan P.

Ces notations mettent en évidence une relation naturelle entre I’ensemble des points de
R? et I’ensemble des plans de R?.

En effet, on peut définir la double transformation suivante:
p — Ds(p) = P,

P — Dy(P) = p.

D’une maniere générale, la double transformation D, entre I’ensemble des points et ’en-
semble des plans, est définie comme suit:

Si p est un point de R?, alors:
P —D,(P)=S""P.
Cette double transformation est involutive, en effet:
Dy(Du(p)) = 57" Sp = p,

D,(D,(P)) = SS™'P = P.

D’autre part, on a la propriété suivante:
L Soit P un plan de R? dont le représentant est P = Sp, c’est a dire Dy(P) = p. Soit g
un point de R?, alors on a:

geEP <= p'Sq=0

= ¢'S'p=0
— ¢'Sp=0
< p € Ds(q)

<= D,(P) € Ds(q).
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Par suite, cette double transformation inverse la relation d’inclusion. Ce qui nous permet

d’énoncer la définition suivante:

Définition 32

Soient s une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, E ['ensemble des
points de R? et P ensemble des plans de R>.

Une dualité géométrique D, dans R? associée a la forme bilincaire s, et une
double transformation entre ['ensemble E et ['ensemble P.

Elle associe d’une part a un point p le plan P qui est Uensemble des points m

qui vérifie équation suivante:

s(p,m) = 0.

D’autre part elle associe a un plan P = {m € R? s(p,m) =0} le point p.

Dans toute la suite, on identifie les plans P et leurs représentants P. Alors on a les

propriétés suivantes:

Propriété 13

Soit py et py deux points de R®. Alors le plan P contenant ces deux points est
tel que:
P = Api A pa,

ou A est un réel.
Preuve:

Soit P ={m € R*: P'm =0}

p2€77 Ptp2:0
<~ =W P:)\pl/\p2

{plep </:> {Ptplzo

Propriété 14

Soit Py et Py deux plans R>. Alors un point p appartenant a Uintersection de

ces deux plans est tel que:
p=abi A Dy,

avec o un réel.
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Preuve:

Soient Py = {m € R®, Plm =0} et Py = {m € R®, Pjm = 0}, deux plans, et soit

p un point:
p€731 — Pltp:()
p€732 Pltp:()

<— da: p=aP AP,

3.2.1 Quelques propriétés de la dualité géométrique dans R’
Proposition 15

Soient S une matrice symétrique el py el py deux points de R®. Alors on a:

S7Hpy A p2) =

dei(g) P o

Soient Py et Py deux plans de R>. Alors on a:

S(Pl A PQ) == det(S)S_lpl A S_IPQ,

avec det(S) désigne le déterminant de la matrice S.

Preuve

Posons d’abord:

S|

b ¢ 1 P
S=10bd ¢ pr=1 1 p2=1 v2
c e f Z1 22
On a:
Z22Y1 — Z1Y2
prAp2= | ziva— 221 |,
1Yz — T2l
. df —e* ce—bf be—cd
—l = ce —bf af —c* bc—ae
det(s) )
be —cd be—ae ad—0>
Ou:

det(S) = adf — ac® — b f + 2bce — c*d.
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On pose ¢ = det(s)S™!(p1 A p2), alors on a:

q1

q = q2

q3
(df — €*)(zay1 — 21y2) + (ce = bf ) (2129 — 2921) + (be — ed)(21y2 — xay1)
= (ce = bf ) (22y1 — 2192) + (af — ) (2129 — 2921) 4 (be — ae)(x1y2 — xaun)
(be — cd)(z2y1 — 21y2) + (be — ae)(z129 — z271) + (ad — b*)(x1y2 — 22y1)

En explicitant les formules précédentes, on trouve:

¢ = (df — €*)(z2n — 2192) + (ce — bf ) (2122 — z021) + (be — ed)(w1y2 — 2201)
=df zoy1 — df z1y2 — 6222y1 + 6221y2 + ceziry — cezory — bfzyx9 4+ bf 201y
+ bexyy — bexgyr — cdxyyy + cdray;.

Calculons maintenant Sp; A Sp,.

Déterminons les coordonnées respectives de ces derniers:

a b ¢ Ty
Spl = b d € yl
c e f z1

ary + by + ¢z
= bry + dy; + ez
cry+eyr + [z

Méme chose pour Spy, on trouve:

a b ¢ T
Sp2 = b d € y2
c e f 2

ary + bys + czy
= by + dyz + ez,
cry +eyz + [z

Soit
Uy
U = Usg ’
us
tel que:

u = Sp; A Sps.
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Calculons les coordonnées du point w:

ary + by + ¢z ary + bys + czy
u = bry + dy1 + ez AN | by + dys + ez
cry+eyr + [z cry +eyz + [z

(bxy 4 dyy + ez1)(caa + eys + fza) — (cxy + ey + fz1)(bay + dyz + €2)
= (cxy 4 eyr + fz1)(axs + by + cz9) — (axy + byy + ¢z1)(cxy + ey + f22)
(axq + byy + cz1)(bag + dyz + €z2) — (bay + dyr + ez1)(axa + byz + ¢z2)

Déterminons chaque composante séparément:

uy = bexyxy + bexiyy + bfwiz: + deyizs + deyiys + dfyizz + eczizy + €221y
+efzizg — cbrywy — cdryy — cexizy — ebyixy — edyy, — €2y122 — fbz17y
—fdz1ys — efz12
= bexyy, — ebyrxg + deyrxy — edrys + €czixg — cexiz9 + bf w129 — fbzyag
+dfyiz2 — fdz1ys + €2 21y2 — X412
u;p = (be —cd)(x1y2 — xay1) + (ce — bf ) (2102 — x129) + (df — €*)(y122 — 2192)-

Uy = acxixy + eyt + C 2y + eayizy + ebyiys + ecyiz + afzizs + bfz1ys
tefz129 — acryxy — aexyys — afwyzg — beyirg — beyrys — bfy1z9 — P ziay
cez1ys — cf 212
= cbryys — cbyizy + acyiry — aexiys + afzr1xy — afrizg + 129 — 2wy
+ecyi1zo — ecziys + bfz1y2 — bfy129
uy = (be—ae)(z1yy — yiva) + (af — &) (2179 — v129) + (e — bf ) (y122 — 21y2).

us = abxxy + adysry + aezary + b2y1ag + bdyiys + beyizo + bezixg + edzyys
tcez 2y — abrizy — b2 r1ys — bexyza — adyizs — bdyiys — cdyizo — aezi2s
bez1ys — cezyz9
= adriys — ady; o + bPy1xy — b2 21ys + bezixy — bewy 2y + aexiz9 — aezi s
+beyizo — bez1ys + cdzi1ys — cdyr 2o
uz = (ad —b*)(z1ys — y122) + (be — ae)(z122 — x122) + (be — ed)(y122 — 21y2)-

Finalement on a:

(df — 62)(22% — 21y2) + (ce — bf ) (2172 — z921) + (be — ed)(x1y2 — 2ou1)
u = (ce = bf)(22y1 — 2192) + (af — ) (2129 — 2921) 4 (be — ae)(x1y2 — xayn)
(be — cd)(z2y1 — 21y2) + (be — ae) (2129 — zo71) + (ad — b*)(21y2 — 22y1)
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En comparant avec le point ¢ = det(s)S™ (py1 Apz), on remarque qu’on a I’égalité suivante:
det(s)S™ (p1 A p2) = Sp1 A Sp.

En conclusion on a: )
_1 _
STHp1 Ap2) = 7det(S)Sp1 A Spa.

En utilisant un raisonnement identique, on peut montrer que:

S(Pl A PQ) == det(S)S_lpl A S_lpg.

3.3 Dualité associée a une forme bilinéaire symé-

trique dans un plan projectif

Dans ce paragraphe, on se place dans un plan projectif P? associé au plan affine R2.
Soit s une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, et soit S sa matrice associée. On
sait que S est une matrice symétrique inversible.

Une droite de P? peut étre représentée de la maniere suivante:
L={meP, s(p,m)=0}
={meP, pSm = 0}.

Ou p est un point de P2

Cette écriture nous permet de prendre L = Sp comme représentant de la droite L.

Ces notations mettent en évidence une relation naturelle entre I’ensemble des points de
P? et I'ensemble des droites de P2

En effet, on peut définir la double transformation suivante:
p— Ds(p) =1L,

L — Dy(L) = p.

D’une maniere générale, la double transformation D, entre I’ensemble des points et ’en-
semble des droites, est définie comme suit:

Si p est un point de P2, alors:
L — D,(L)=S""L.
Cette double transformation est involutive, en effet:

D,(Ds(p)) = S7'Sp = p,
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D,(D,(L)) = SS™'L = L.

D’autre part, on la propriété suivante: Soit £ une droite de P? dont le représentant est

L = Sp, c’est a dire Dy(L) = p. Soit ¢ un point de P? alors on a:

geEL < p'Sq=0

= ¢'S'p=0
<« ¢'Sp=0
< p € Ds(q)

= D,(L) € Dy(q).

Par suite, cette double transformation inverse la relation d’inclusion. Ce qui nous permet
d’énoncer la définition suivante:

Définition 33

Soient s une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, E ['ensemble des
points de P? et L 'ensemble des droites de P2

Une dualité géométrique D; associée a la forme bilinéaire s, et une double
transformation entre U'ensemble E et 'ensemble L.

Elle associe d’une part a un point p la droite L qui est ['ensemble des points

m qui vérifie ['équation suivante:

s(p,m) = 0.

D’autre part elle associe a une droite L ={m € P, s(p,m) = 0} le point p.

Dans toute la suite, on identifie les droites £ et leurs représentants L. Alors on a les
propriétés suivantes:
Propriété 15

Soit py et py deux points de P?. Alors la droite L passant par ces deux points
est telle que:

L = p1 A pa.
Preuve:

Soit L ={m € P, L'm = 0}

p1€£ Ltplz()
<
{pQEE {Ltpgz()

<~ LEpl /\pg
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Propriété 16
Soit Ly et Ly deux points de P2. Alors le point p d’inlersection de ces deux

droites est tel que:
p= Ll A LQ.

Preuve:

Soient L1 ={m € P, Lim =0} et L3 = {m € P, Lim = 0}, deux droites, et soit

p un point:

<~ pELl/\LQ

3.3.1 Quelques propriétés de la dualité projective

En fait, on aurait pu avoir plus facilement que précédemment, une égalité au sens

projectif, juste en utilisant les propriétés précédentes de la dualité géométrique D;.
En effet:
Soient p; et py deux points du plan projectif P2,
Posons L. = py A py, la droite passant par ces deux points, on a:
m €L D,(L) € Ds(py

{ pel { DSEL; < DSEPZ;
= Ds(L) = Ds(p1) A Ds(p2)
< Ds(p1 A p2) = Ds(p1) A Dslp2)
= ST p1 Ap2) = Spi A Spa.
D’une maniere duale pour L; et L, deux droites de P2, et p un point de leur intersection

o1l a:

{ p€E Ly { D,(Ly) € Ds(p)
P € L2 DS(LZ) € Ds(p)

<

s Dy(p)=Dy(L1) ADs(Ls)

<~ DS(Ll A LQ) = DS(Ll) A DS(LQ)
<~ S(Ll/\[/g) ES_ILl/\S_lLQ.

Ces deux dernieres égalités, généralisent les propriétés, déja vues dans les chapitres pré-

cédents, a savoir:

1. Le dual de I'intersection de deux droites est la droite passant par les duaux respectifs

des deux droites considérées.
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2. Le dual d’une droite passant par deux points est le point d’intersection des droites

duales respectives des deux points considérés.

3.4 Dualité géométrique associée a une matrice sy-

métrique dans le plan affine R

Dans ce paragraphe, on va se restreindre au plan affine R% Alors que le passage du
plan affine au plan projectif se fait en prenant les coordonnées homogenes des points
de R?, le passage inverse se fait en prenant un représentant du point projectif dont la
derniere composante est égale a 1.

En gardant les méme notations que précédemment, on définit dans le plan affine R? une
transformation géométrique associée a 5, notée Dy, de la maniere suivante:

Au point p = (a,b) on fait correspondre la droite A,; d’équation:

a
(z,y, )S | b
1

Il
o

et réciproquement.

3.4.1 Propriétés de la transformation géométrique D;
Propriété 17

H D, est involutive

Propriété 18

H D, inverse la relation d’inclusion

Preuve:

Soient ¢ = («, ) un point du plan affine, A, = Ds(p) une droite du plan.

Comme S est symétrique alors on a:

g€ ANy = (o3, 1)S| b | =0.
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(8%
g€ Ny = (a,0,1)S| p | =0.
1

g€ Ay <= peDq)
g < Aa,b <~ Ds(Aa,b) € DS(Q)'

D’ou la transformation D, est une dualité géométrique du plan affine R2

Définition 34

Sott A,y une droite du plan affine définie par U'équation suivante:

a
(z,y,1)S| b
1

I
e

On appelle demi-espace positif (respectivement négatif) défini par la droite Aqp
l’ensemble suivant:

S|

<

AT, ={(zy) e R (2,9, 1)8 >0},

—_

S|

A7, = {(a.y) € B?: (2.y.1)5

<

< 0}.

—_

Avec ces notations on peut vérifier la propriété suivante:
Propriété 19

La dualité géométrique Dy vérifie les propriétés suivantes:
o) a\" a a\"
D, = D
(5)n(3) (3)=n(5)
o) a’\ a a\
D, = D
(5)n(3) (3)=n(5)
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Exemples de dualité géométrique associée a une matrice

— soit S la matrice symétrique suivante:

1 0 0
S=101 0
00 —1

Alors la dualité géométrique associée a la matrice S est telle que:
D, ( Z ) = {(z,y) €ER*: ax +by —1=0}.

— soit S la matrice symétrique suivante:
-2 00
S = 0 01
0 10

Alors la dualité géométrique associée a la matrice S est telle que:

DS<Z>:{(x,y)ER2: y —2ax + b= 0}.

3.4.2 Droites affines non représentables par une dualité géomé-
trique

On a considéré précédemment les droites d’équation:

a
(z,y, )S | b
1

I
e

Cependant les droites d’équation:

a
(z,y,1)S | b

I
<o
—~
hat
—
~—

ne sont pas représentables par les dualités géométriques définies précédemment.

Soient



116 Chapitre 3 Dualités géométriques définies par une matrice symétrique

fi=5e et fi=Se,.
Alors I’équation (3.1) est équivalente a 1’équation suivante:

Cl(l’,y, 1)f1 + b(l’,y, 1)f2 =0.

Exemples

— Pour la matrice suivante

10 0
s=(o1 0 |,
00 —1

les droites non représentables sont alors les droites d’équation azx + by = 0

— Pour la matrice suivante

—2 0 0
S=1 0 o 1/2],
0 1/2 0

les droites non représentables sont alors les droites d’équation —2ax + 1/2b =10

Sion a:
{ (xvyvl)fl = 07
(xvyv 1)f2 = 0.

Alors les droites non représentables sont soit des faisceaux de droites passant toutes par

un point w solution du systeme ci-dessus, soit des faisceaux de droites paralleles.

3.5 Courbes duales associées a une matrice symé-

trique inversible

Dans le premier chapitre on a défini une courbe duale comme enveloppe de la famille
des images duales des points de la courbe initiale. Cette définition reste aussi valable pour
une dualité géométrique associée a une matrice symétrique. Elle est aussi valable dans le
plan projectif que dans le plan affine associé. Soit S une matrice symétrique et soit Dy la
dualité géométrique associée a S.

Si, = (,1,,2) est une courbe paramétrique plane, alors sa courbe duale Ds(, ) est
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solution du systeme suivant:

Ou , ! désigne la dérivée de , ; pour 2 = 1,2.

Proposition 16

matrice associée est notée S.

Ds(, )(t) =5, (1) A S, ().

Ou , " désigne la dérivée de , .

Preuve:

Soit , une courbe paramétrique sur un intervalle I. La courbe duale Ds(, ) est

Soit , une courbe paramétrique donnée en coordonnées homogénes, définie sur

un intervalle I, et s une forme bilinéaire symétriqgue non dégénérée, dont la

Alors la courbe duale de , par la dualité D, est donnée en coordonnées ho-

mogenes, pour tout t appartenant a ['intervalle I, par:

lenveloppe des droites duales des points , (t), elle est donc I'ensemble des points

caractéristique de la famille des droites duales des points , (t). Alors pour tout

t € [ elle vérifie:

(, (1))'SD,(, )(1) =0 (5.
{ (O)SD( ) =0 {

&

3.5.1 Exemples de courbes duales relatives a une matrice sy-

métrique

Soit

_ o O
o = O
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Soient 1 = 0,... ,n et B* = C?(1 —t)"~"¢ les polynomes de Bernstein de degré n définies
sur [0,1]. Soit , 7(t) = (¢, B’(t)). La courbe duale D,(, () est solution du systeme
suivant:

Les courbes a gauche des figures suivantes sont les courbes de Bernstein de degré 2
et 3 respectivement . Les courbes a droite sont leurs courbes duales respectives par la
dualité associée a la matrice 5.

1) Courbe primale 2) Sa courbe duale

iy -1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0

0.8 0.2

0.41 +0.6

Fic. 3.1 - Daz@)=t,y@®) =1 -13). 2 z@t)=t—-1,yt)=1t*-1.
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3) Courbe prinmale

4) Sa courbe duale

0.5 - -9,5 T 0,5
0.4+
0.3
0.2
0.1

0 0.2 0.4 0.6 [

FIG. 3.2~ 3)a(t)=t, y(t) =201 —t). 4)a(t) = —2t+1, y(t) = —2£2.
5) Courbe prinale 6) Sa courbe duale

1+ 1+
0.8 0.8+
0.6 0.6
0.41 0.4
0.2+ 0.2+

0.2 0.4 0.6 08

F1G. 33— 5)z(t) =t, y(t) = ¢*.
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7) Courbe primale 8) Sa courbe duale
Fic. 34— 7)z(t)=t, y(t)= (1 -0 8 z(t)= _73(t — 12 y(t) =3t - 263 - 1.

9) Courbe prinale

0,5

10) Sa courbe duale

0.5

0.4+

-0.6

-0.8+
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11) Courbe primle 12) Sa courbe duale

-1,5 -1 -0,5 15

F1G. 3.6 — 11)z(t)=¢, y(t) =3(1 —t)t2. 12) z(t) = %gﬂ + 3t, y(t) = 3t% — 663,

13) Courbe primle 14) Sa courbe duale

1.5+

0.6

0.41

0.5

F1G.3.7— 13)z(t)=¢t, y@t) = (1 —t)>. 14)z(t) = ;ﬂ, y(t) = 3¢°.
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3.5.2 Exemples de courbes duales interpolantes

Soit S une matrice symétrique et soit D, la dualité géométrique associée.
On se donne trois points P, Py et P; en coordonnées homogenes. Soient py, ps et p3 les
points affines associés.
On se propose de chercher une courbe duale qui interpole les points p; et p3 et dont les

tangentes respectives en ces derniers sont les droites affines (p1p2) et (paps).

Pour chaque i, 2 = 1,... .3, on associe a FP; la droite duale L;, qui est I'image de P;
par la double transformation D,. On considere ensuite les points d’intersections de ces
droites duales, déterminés pour tout : =1,... 3, 7y =1,...,3 par:

lij = LZ A LJ‘,
=SSP ASP;,

== det(S)S_l(Pi A P])

On considere la courbe suivante donnée en coordonnées homogenes et définie sur [0, 1]

par:

s (t) = (1 - t)2l12 + Qt(l — t)llg + t2l23.

D’aprés les propriétés de la dualité D, on a:

L (1) = det(S)((1 — 1)2S7H(Py A Py) +2L(1 — 1)S™H(PL A P3) +12S7(Py A Ps))
= det(S)S™ (1 = )2(PL A Py) + 2L(1 — 1)(Py A Ps) + 12(Py A P3)).

D’ou la dérivée de , est donnée par:

,/(t):Qdet(S)S_l((l—t)(Pl/\Pg—Pl/\P2)+t(P2/\P3—P1/\P3)

D’apres la proposition (16), la courbe duale de , en coordonnées homogenes est solution
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de I’équation suivante:

D,()(t) = 5. (1) A S, (1)
= S(det(S)(ST((1 = t)2(PL A Py) +2t(1 — )(Py A P3) + t2(Py A Ps)))
A SQ2det(S)STH(L —t)(PLAPs— Py A Py) +H(Py A Ps— Py A P3))
= 2(det(S))2((1 — 1)2(Py A Py) + 2t(1 — t)(Py A Ps) + 13(Py A P3))
A((1—=t)(PyAPs—PyAPy)+t(P,APs— Py A Ps)

D,(, )(t
% - (1—t)3<P1/\PQ,P3>P1—|—t(1—t)2<P1 /\PQ,P3>P2 —t(l—t)2<P1 /\PQ,P3>P1
—2t(1 =) (P A P, P) Py — 262 (1 — t)(Py A Py, PY)YPs + 12 (Py A Py, P3) Py
— (L =) (Py A Py, PPy + 1P(1 = 1)(Py A P3, Py) P
- (1 —t)3<P1 /\PQ,P3>P1 —t(l —t)2<P1 /\PQ,P3>P1 —|—2t(1 —t)2<P1 /\P37P2>P1
+ (1 =) (PL A Py, P3Py + 121 — ) (Py A Py, P) Py + 12(Py A Py, P3) Py
+ (1 = )X PLA Py, PPy — (1 — 1) (Py A Py, P3) Py
= (PLA P, PY((1 =) —t(1 =) +2t(1 = t)*) P+ (1L =) + (1 — ) P
+ (2651 —t) — 31 —t) + ) Ps).
D’ou:
D,(, )(t) = 2(det(S)(Pr A Py, PY(1 — )2 Py + (1 — )Py + 2 P5)
=(1—t)*P, +t(1 —t)P, +t*Ps.
Si on pose:

P P2 P3
P = P = P = .

Et si on considere la courbe i, courbe affine associée a la courbe Ds(, ). La courbe p est

obtenue par projection de la courbe Ds(, ) sur le plan Z = 1. Alors on a:
(t) _ (1 — t)zpl + t(l — t)pQ + t2p3
=il re

(1—1)?pr +t(1 —t)pa + %3
1 —t+12 ’

p_ ( win P _ 2wqpo p._ [ wsps
1 wy 9 2 211)2 9 3 ws .

Alors on retrouve une courbe de Bézier rationnelle:

(t) B (1 — t)2w1p1 + Qt(l — t)w2p2 + t2w3p3
HE = — 02w, + 24(1 — ws + t2ws
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On peut vérifier que:

— 1(0) = py et p(1) = ps

— les tangentes respectives a la courbe p au point p; et ps sont respectivement les

droites (p1p1) et (p2ps).

3.5.3 Retour au plan affine

Dans ce paragraphe, on considere le méme probleme que précédemment, mais on va

partir d’une courbe , affine. Pour cela posons:

P P2 P3
=(0) = () ()

Et pour tout ¢ =1,... ;3 et tout y =1,...,3:
(1]
i =1 1[2]
(3]
et

On considere la courbe ¢, qui est la projection de la courbe , , définie ci-dessus, sur le
plan 7 =1

l19 lis ly3
t)y=(1-1)° +2t(1 — ¢ +1? :
A T I )
De la méme maniere que précédemment, on trouve que:
P P. P,
DA G (M) =2(det(S)2 (P A Po, PY(1 — 1) — 4 (1l — ) 2
qb( ) qb( ) ( ( ) < 1 2 3>(( ) l12[3]l13[3] ( )llz[g]lzg[g] l13[3]l23[3])

= (1 — t)2w1P1 + t(l — t)U)QPQ + t2w3P3,

avec: ! ! !
= Wy = 9 Ws = .
L1o[3]13[3] ERNEIE] 7 15[3]13[3]
La courbe duale est alors de la forme:
(1 — t)2w1p1 —|— t(l — t)w2p2 —|— t2w3p3
D, t) = ult) =
(@)t) = ult) (1 — 02wy + t(1 — t)ws + 12wy

w

Les poids w;, 1 = 1,...,3, dépendent de la matrice S et des coordonnées des points p;.
Cependant ces poids ne sont pas de signe constant, ce qui n’assure pas que la courbe soit

a 'intérieur du triangle pypaps. En effet, si on pose:

a b ¢

. . a1 . a2 . as
S_ b d e 9 p1—<bl>7 p2—<bz>7 p3—<63>7

c e f
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Alors on a:
[12]3] = (be — ed)(by — b2) + (be — ae)(az — a1) + (a1by — aszby),
l95]3] = (be — cd)(by — b3) + (be — ae)(as — az) + (azbs — asbz),
[15]3] = (be — ed)(by — b3) + (be — ae)(as — ay) + (a1bs — asby).

Etude des cas

On sait que:
(1 — t)2w1p1 + t(l — t)w2p2 + t2w3p3
(1 —¢)%wy + (1 — Hwy + w3

p(t) =
Etudions la fonction suivante:
den(t) = (1 — t)*wy + (1 — t)wy + t*ws.
Alors on a:
den(t) = (1 — t)*w; + (1 — t)wy + t2w;
= t*(wy — wy + w3) + t(wy — 2wy) + wy.

Soit:
A = (wy — 2w;)? — 4(wy — wq + w3 )w;
= wi — dwywy — 4wt — dw? + 44wt — 4w
= w% — 4wi’
1

1
B l%2l%3 a l12l%3l23
_ 4

3 — 4l12las
[Hl15035
Par suite, le signe de A est celui de {2, — 415023

1" cas

Si ly2le3 < 0, ce qui signfie que [15 et l3 ne sont pas de méme signe, alors w; et ws ne le
sont pas non plus. Dans ce cas 3t €]0, 1] tel que A > 0. Par conséquent la fonction den(t)

s’annule a l'intérieur de I'intervalle |0, 1[. D’on, I'existence d’une direction asymptotique.

2°M€ecas

Si l19la3 > 0 c’est a dire sont de méme signe, alors w; et w; le sont aussi. Dans ce cas
la fonction den(t) ne change pas de signe dans [0, 1], elle ne s’annule pas a l'intérieur de

Pintervalle.
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3.6 Courbes de Bézier duales associées a une matrice

symétrique

dans ce paragragraphe on se place dans le plan projectif, pour faciliter les calculs. On
suppose aussi qu’on a une forme bilinéaire symétrique non dégénérée dont la matrice

associée est notée par S

3.6.1 courbes duales d’une courbe quadratique

On a vu que si on a une courbe , telle que:
(1) = (L= 1)’po + 26(1 — t)p1 + *ps.
Alors sa courbe duale est de la forme:
Dy(, )(t) = (1= 8)*(Lo A Ly) + t(1 —1)(Lo A La) + t*(Ly A L).

On remarque que cette courbe duale est une courbe quadratique dans le plan projectif.
Ce qui implique que sa projection sur ’axe Z = 1 est une courbe affine rationnelle de
degré 2.

3.6.2 courbes duales d’une courbe cubique

Soient pg, p1, p2 et ps trois points en coordonnées homogenes. On considere ensuite

une courbe , sur l'intervalle [0, 1] telle que:
L (1) = (1 —#)°po + 3t(1 — 1)*p1 + 3t*(1 — t)py + t7ps.

Soit alors la courbe u, courbe duale de la courbe , par la dualité D;. Elle est définie

sur le méme intervalle que , , et elle vérifie:

w(t) =5, (L) NS, '(1).
Ou , " désigne la courbe dérivée.
On cherche a trouver la formule explicite de la courbe duale p en fonction des données.
On associe a chaque point p;, pour tout : = 0,... ,3, sa droite duale L; = Sp;. Alors la

courbe duale de , est telle que:

p(t) = S((L—t)po + 3t(L = t)*p1 + 3t*(L — t)po + 7p3)
ABS((1—1)*(pr — po) + 261 — 1) (p2 — p1) + 1*(ps — p2))
= ((1 —4)’Lo+3t(1 = 1)?Ly + 3t*(1 — )Ly + 1’ L)
A3((1 = )(L1 — Lo) + 2t(1 — t)(Ly — Ly) + *(Ls — Ly)).
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P2

1

Po
P3

Fic. 3.8 — Données primales

Lo

Ly

FiG. 3.9 — données duales

La courbe duale p est une courbe en générale de degré inferieur ou égale a 5. Dans ce

qui suit, on se propose de chercher le degré de cette courbe et de ’écrire dans la base de
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Bernstein (en coordonnées homogenes). On a:
p(t) = ((1 = t)°Lo + 3t(1 — t)*Ly + 3t*(1 — t) Ly + t° L)
A3((1 =) (Ly — Lo) +2t(1 — t)(Ly — Ly) + t*(Ls — L))

t
% - (1 - t)5L0 A Ll —|— Qt(l - t)4L0 A L2 - Qt(l - t)4L0 A Ll

+ 121 = t)°Lo A Ly — 2 (1 — )’ Lo A Ly + 3t(1 — t) o A Ly
+61°(1 —¢)°ly A Ly +3t%(1 — t)*Ly A Ly — 3t°(1 — t)*Ly A Ly
+ (L= 4)? Ly A Ly +t3(1 — 8)?Lo A Ly + 21*(1 — 1) Ly A Ly
+ 21 — )Ly A Ly + 7Ly A Ly
=(1—t)°=2t(1 —t)* +3t(1 — )" Lo A Ly
+ (201 =) =21 =) +3°(1 = 1)*) Lo A Ly
+ (1 =)+ 21 =) Lo A L
+ (682 (1 —1)° = 33 (1 — 1) = 33 (1 — £)> + 6¢°(1 — t)*) Ly A Ly
(BP(1L—1)> = 3(1L —t)* +26* (1 — )Ly A L
+ (17 = 2t1(1 — ) + 391 — ¢)) Lo A L.
D’ou, on trouve:

t
@ - (1 - t)4L0 A Ll —|— Qt(l - t)SLO A L2 —|— t2(1 - t)2L0 A L3

+3(1 = )Ly A Ly + 20°(1 = t)Ly A Ly + 1* Loy A L.

Finalement on a:

t LoN L LiNL
@:(14)4L0AL1+4¢(1—¢)3 02 2+6t2(1—t)2%
LiNL
F 41— 1) == 4 'Ly A L.
Si on pose pour tout t =0,...,3 et tout 7 =0,....3:

L N L[]

li‘: ! I l23 = L; AN L:|3].

= () B

On remarque alors que la courbe duale d’une courbe cubique est une courbe rationnelle
quartique de la forme:
D)) = (1 =) o1 + 2¢6(1 — )%log + 3t3(1 — £)%l1a 4 2t%(1 — )15 + t153

oY (1 — 8)Ho1[3] 4 2¢(1 — )3lo2[3] + 3t2(1 — ¢)2143[3] + 2t3(1 — ¢){43[3] + t*123[3]

Exemples pour respectivement:

1 0 3 -2 0 0
S=10 1 =7 S = 0 0 1
3 —7 1 0 10
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-12 -10 -8 -§ -4 -2 2

3.6.3 Courbe duale d’une courbe degré n

Soient p;, i = 0,...,n, (n+ 1) points en coordonnées homogenes. Soit , une courbe

de Bézier de degré n, définie sur [0, 1]:

SUED A

On sait que la courbe p image duale de la courbe , est définie sur le méme intervalle que

, et qu’elle vérifie:

w(t) =5, (L) NS, '(1).
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En remplacant , par sa valeur, on trouve:

n—1

=SSm0 AS Y A

n—1

—ZSpZB” JAD  SAp BIT(t)
7=0

n—1

—ZSpZB” JA D ASpBITN(1).

7=0

Posons pour tout : = 0,... ,n:

L; = Sp;.

On peut alors écrire la courbe duale de la maniere suivante:

u(t) =Y LBI(t /\ZAL Br(1).

=0 7=0
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Ou B*(t),

p(t) =D LBI() A D (Ljpa = Ly)
=0 7=0
n n—1
=3 Y LiA L BB

n

0,...

,n, désigne la base

SN LA LB B -

=0 k=1

n—1 n

SN LA LB (OB +

polynémiale de Bernstein.

1=1 k=1 k=1
n n—1 n—1
+ Y Lo ALeBROBIZH() = Y O Li A Ly BB (1)
k=1 i=1 k=0
n—1 n—1
"Ly A LB BE(1) Lo A Ly By (t) B~ (1)
k=0 k=0
n—1 n—1 n—1 n—1
— ZZL A Ly B*(t) B2 (t) — Li A Ly B'(t)B}
= =1 =1 k=1
n—1 n
+N LiALBMOB'ZH )+ > Lo A LLBI (1) B (1)
=1 k=1
n n—1
+ 3 Ly ALK BI()BZN (1) = > Li A LoBl (1) By~ (1)
k=1 =1
n—1 n—1
=Y Lo ALeBy(H)BETH (1) = Y L A Ly BL(t) B~ (1)
k=0 k=0
n—1 n—1 n
=Y LA Lu(BIOBIZH(t) = BRO B (1)) + Y Lo
1=1 k=1 k=1
n—1 n—1
= La ALeBXOBITN (1) + Y Lo A Ly(ByTH (1) By(t)
k=0
n—1

_|_

k

Lo A Li(BL() Bi= (1) —

1

B2 (1) BE(t)).
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y § Li A L(BY () BiZi (1) = BI ()BT (1) + Lo A Lu By (1) By 71 (1)

k=
-1

M1

Il
3,_.
—_

K3

+ ) Lo A Li(By7H (1) Bi(t) — By (1) B (1) + By BiZy) — L A Lo B, (1) By~ (1)

3 o
[
—_

+ ) Lo ALW(BL()BLZ() = BIZH () BL() — BI(H) B (1))

- e Li A Le(BH)BEZ () — Bl () By ~'(t))
—Fn lLo/\Lk<Bg-la>Bza>—-Bg@)Bz-1u>+-BS@>Bz:fu>
—F}i:L N LB B — BRSO BL() — BL(H By (1)

+ Lo AN Lo(Bg (1) B (1) + Bi(1) By (1))

Posons:
Aig = Li N Li(BP () B[ (t) = B (1) B7H(1)
v = Lo A Li(Bg~ (1) Bi(t) — By (1) By~ (1) + By (¢) B~/ (1)
Bix = BI(t)B (1)
aik = Li N Lp(Big—1 — Bik)-
Alors on a:
n—1 n—1 n—1 n—1
=Y N Akt Yt Y Lo ALW(BL(H) BT (1) — BiZH(1)Bi(t) — Br(t)BrH (1))
=1 k=1 k=1 k=1
+ "1 =) Lo A Ly,

Calculons d’abord le premier terme:

n—1 n—1

A= 3N LA Lu(BEOBLZN () — B (OB (1)

n—1 n—1

Z Z Li N Li(Big—1— Bik)

=1 k=1

3
—_
—_

n—

1

o
Il

K3

n—1 ¢ n—1 n-—1

= Z Z Li N Ly(Big—1 — Big) + Z Z Li N Lip(Bij—1 — Big)
=1 k=1 =1 k=itl

n—1 n-—1

53 NS 3 e

1=1 k=1 1=1 k=i+1
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Or on sait que:

n—1 1z n—1 n—1
oy = (8779
=1 k=1 =1 k=1
Par conséquent:
n—1 n—-1 n—1 n—1
Li N Ly(Bij—1 — Big) = L N Li(Bri1 — Bri)-
=1 k=1 1=1 k=i+1
D’ou
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Aip = L N Li(Brio1 — ﬁkz+ZZL/\Lkﬁk1 Bix)
=1 k=1 1=1 k=i+1 1=1 k=¢+1
n—1 n—1
= Li AN Li(Bi =1 — Bik — Bri—1 + Bryi)-
=1 k=i+1
Posons:

Somi i = Bik—1— Bik — Bri-1 + B,

Som;, = B'BZ — BPBrT' — By B! + Br B
= CroP (1 — )" (1 — )" ktk Lo crop=t (1 — )" (1 — t)n—r1e#
—OP O = )RR — )T 4 OO — )RR (L — e
_ 0?02:11(1 . t)2n—i—kti-|—k—1 . 0?02—1(1 . t)2n—i—k—1ti+k
. Cf__llC}j(l . t)2n—i—kti-|—k—1 4 020?4(1 . t)Zn—k—i—ltH—k‘

En factorisant les termes en commun on trouve:

Somig = (CPCLT! = CISICR)(L = (= HH1 4 (GO = €O (1 — )it

Or
CIOp — OO = Cpert - crop

En effet:

(PO = €150} = (CROIT = €20 = CPGIT + G = GRCER + ¢

= Crey - Cpey
= 0.

Somij = (CPC}=) = CLMOP) (1 — P+t (1 = 1) 1)
= (PO} — CLRtep) (1 — iy,
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D’ou:
n—1 n—1 n—1 n-—1
A%k == LZ A LkSOMiJg
=1 k=1 =1 k=i+1
n—1 n-—1
_ ) nyn—1 n—1 2n—i—k—141+k—1
- Li A Lk(ci Ck—l Cz 1 Ck)( ) t :
=1 k=i+1
En posant:

Higp = (CPOZ = CICF).

On peut écrire:

n—1 n—1 n—1 n—1
Ay = Li N Ly Hip (1 — t)2nimk=tyerkt
1=1 k=1 i=1 k=i+1
n—1 n—2
Hz k1 n
- Li N Lk =5,—3 (22 BZ—I—k 2
=1 k=1 i+k
On remarque que:
n—1 n—1
=3 Lo A L(BET (O BR() = By (DB (1) + By () B (1)
k=1 k=1
n—1
= Z LO A LkSOTI’LO’k
k=1

n—1
— E A07k.
k=1

On a aussi:

LO A Lntn_l(l — t)n_l == LO A LnSOmon

Hz k1 n
- [LZ /\ Lk+1 0271 2 B22+k 2]2 O,k:n—l'

i+k
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D’ou
n—1 n—1 n—1 n—1
pO =Y A+ e+ Y Lo A LB BT (1) = BIZH () By(t) — Br(t) By~ (1))
=1 k=1 k=1 k=1
+t" N1 =) Lo A Ly,
n—1 n—1 n—1
S A+ S L A LBOBI ) — BN B — BB (1)
=1 k=1 k=1
+ " 1= t)" Lo A L,
n—1 n—1 ey n—1
1,k+1 n— n n— n— n n n—
= Li A Ly CTJQB?M P+ Lo A LB BT (1) — BiZH (1) BE(t) — B (1) By (1))
1=0 k=1 i+k k=1
n—1 n—1 n—1 n—1
H; . C .
= Li N Lyt CTICSB?M T+ D Lah L Czk:—lz B
=0 k=i i+k k=1 n+k

Enfin, la courbe duale p est une courbe en coordonnées homogenes de degré 2n — 2.






Conclusion

Dans cette these on a étudié des aspects différents de la dualité géométrique. On a
utilisé la dualité pour définir des courbes duales dans le plan. Ce travail s’inscrit comme
une base aux utilisations de la dualité pour représenter des courbes et pour déduire des
problemes duaux a partir de problemes initiaux. Dans le premier chapitre on a défini
la dualité géométrique et on a donné ses propriétés ainsi que les transformations géo-
métriques qui ont quelques propriétés en commun avec la dualité géométrique. On a
ensuite introduit la notion de courbes duales a 1’aide de la théorie des enveloppes. Dans
le deuxieme chapitre, on a considéré quelques problemes d’interpolation et on a étudié
leurs problemes duaux. On a surtout étudié I’équivalence des configurations entre courbes
primales et courbes duales. On s’est ensuite intéressé a 1’étude des singularités des courbes
duales connaissant celles des courbes primales. Dans le troisieme chapitre, on a généralisé
la notion de dualité géométrique. En effet on a défini la dualité géométrique associée
a une forme bilinéaire symétrique non dégénérée. Ainsi, une courbe primale quelconque

peut étre représentée par une famille de courbes duales.

A travers cette étude, on a noté plusieurs problemes intéressants a étudier, par exemple:

— On a vu que l'image par la polarité d’un cercle est une conique. Il serait intéres-
sant de trouver une dualité associée a une matrice symétrique qui associerait a un
cercle quelconque un autre cercle. Si on trouve une telle dualité, on pourrait ré-
soudre plusieurs problemes concernant les cercles, comme par exemple déterminer
la localisation d’une droite par rapport a un cercle tangent a trois segments de

droites.

— En étudiant I'image duale d’un cercle on était obligé d’utiliser I’équation paramé-
trique du cercle, puis de trouver I’équation implicite de son image duale afin de
déterminer la nature de cette image. D’une maniere générale, les courbes duales
qu’on a utilisées étaient toutes des courbes paramétriques. Il serait intéressant de

définir les courbes duales de courbes implicites.

— Enfin, on peut généraliser dans R> les résultats obtenus pour les courbes planes
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dans R? en associant a une surface une famille de surfaces duales associées a une
matrice symétrique. Il reste a choisir la matrice symétrique convenable au probleme

posé.

Au cours de ce travail, on s’est affronté a un probleme important. En effet, dans le premier
et le deuxieme chapitre on a choisi d’utiliser la polarité pour 1’étude des courbes duales.
Or, la polarité n’est pas définie pour les droites passant par l'origine, ce qui nous a obligé
a faire une restriction sur les courbes utilisées. Ainsi le choix de 1'origine a une grande
influence sur ces courbes duales, mais pour les objets fermés ce probleme peut étre résolu
en prenant comme origine un point a l'intérieur de 'objet fermé considéré. En fait, on
a ce probleme pour n’importe quelle dualité géométrique, dans le troisieme chapitre on
a étudié les droites non représentables pour les dualités associées a une forme bilinéaire

symeétrique.
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