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Introduction

La dualit�e est une transformation tr�es utilis�ee en g�eom�etrie projective, elle a permis de

d�eduire des th�eor�emes tr�es int�eressants �a partir d'autres th�eor�emes d�ej�a existants comme

par exemple le th�eor�eme de Desargues [22]. Cette dualit�e introduit une certaine �equiva-

lence entre des points projectifs et des droites projectives. D'autre part, dans d'autres

domaines math�ematiques, la dualit�e est utilis�ee sous d'autres formes di��erentes comme

par exemple en programmation math�ematique o�u les probl�emes de minimisation sous

contraintes se transforment en probl�emes duaux de maximisation.

Dans cette th�ese, on s'int�eressera �a l'aspect g�eom�etrique de la dualit�e. Ainsi, on va se

restreindre �a des dualit�es, qu'on nommera des dualit�es g�eom�etriques, faisant correspondre

�a des points des hyperplans et r�eciproquement.

La dualit�e g�eom�etrique peut être r�esum�ee en un seul principe, appel�e principe de dualit�e

[8], qu'on va �enoncer dans R3 et dans R2:

PRINCIPE DE DUALIT E
Dans R3:

Lorsqu'une �gure de forme quelconque est donn�ee, on peut toujours former, d'une

in�nit�e de mani�ere, une autre �gure, dans laquelle les points, les plans, les droites,

correspondront respectivement �a des plans, �a des points, �a des droites de la

premi�ere �gure;

Les points situ�es sur un même plan, dans l'une des deux �gures, auront pour

correspondants des plans passant tous par le point qui correspond �a ce plan;

Les points situ�es sur une même droite, dans l'une des deux �gures, auront pour

correspondants, dans l'autre �gure, des plans passant par la droite qui

correspondra �a la premi�ere;

Les points situ�es sur une surface, dans la premi�ere �gure, auront pour

correspondants, dans la seconde, des plans tangents �a une autre surface; et les

plans tangents �a la premi�ere surface, en ces points, auront pour correspondants

pr�ecis�ement les points de contact des plans tangents �a la seconde surface.
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Dans R2:

Si dans le plan un �enonc�e concernant des points et des droites en position g�en�erale

et vrai , il en est de même de l'�enonc�e dual obtenu en permutant les mots "droite"

et "point" dans l'�enonc�e de d�epart.

Exemple:

Les a�rmations suivantes sont, deux �a deux, dualement �equivalentes:

1. Deux points distincts sont incidents �a une et une seule droite.

2. Deux droites distinctes sont incidentes �a un et un seul point.

1. Un point est incident �a une in�nit�e de droites.

2. Une droite est incidente �a une in�nit�e de points.

	

Le premier chapitre est un chapitre de g�en�eralit�es. La premi�ere partie de ce chapitre d�e-

bute par une d�e�nition de la dualit�e g�eom�etrique qu'on a voulu la plus g�en�erale possible.

En e�et on l'a d�e�nie comme une double transformation g�eom�etrique entre des points

et des hyperplans v�eri�ant certaines conditions. Ensuite on a fait un r�ecit des propri�et�es

et des caract�erisations de la dualit�e g�eom�etrique. On a rappel�e aussi d'autres transfor-

mations g�eom�etriques qui ressemblent �a la dualit�e g�eom�etrique, comme par exemple les

transform�es polaires.

La deuxi�eme partie du premier chapitre est consacr�ee �a la g�en�eralisation de la dualit�e

pour des formes g�eom�etriques quelconques, en particulier pour des courbes quelconques.

En e�et, faisant appel �a la th�eorie des enveloppes, on a d�e�ni une courbe duale comme

enveloppe d'une famille de droites. On prendra comme exemple les courbes de B�ezier

auxquelles on associe des courbes duales appel�ees courbes de B�ezier duales [15].

Le deuxi�eme chapitre est consacr�e �a une �etude plus pr�ecise et plus compl�ete des courbes

duales. Une grande partie de ce chapitre aura comme but d'�etudier les relations existantes

entres les courbes initiales, qu'on appelle courbe primales, et leurs courbes duales. On

�etudiera les correspondances des propri�et�es d'interpolation entre des courbes primales et

leurs courbes duales. Il est �a noter que le but ici n'est pas l'interpolation en elle même car

il existe beaucoup de m�ethodes et algorithmes qui donnent des solutions �a ce probl�eme

[4]. Mais notre objectif est surtout de trouver les probl�emes duaux, d'�etablir les relations

liant les courbes primales et duales et de d�eduire des propri�et�es �a partir des propri�e-

t�es primales. On a par exemple consid�er�e le probl�eme dual du probl�eme d'interpolation

classique de deux points associ�es �a leurs tangentes respectives, on a aussi trait�e le cas
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o�u les tangentes sont parall�eles puis on a consid�er�e le probl�eme d'interpolation de deux

points munis de leurs tangentes et d'une troisi�eme tangente. Dans un autre paragraphe,

on a voulu trait�e le probl�eme d'interpolation avec un autre point de vue. En e�et, on a

voulu d�ecrire le probl�eme dual qu'avec des droites, pour cela on a utilis�e des faisceaux de

droites et on a consid�er�e une courbe comme intersection de ces faisceaux. L'avantage de

cette description est qu'on peut obtenir l'�equation implicite de la courbe en calculant un

d�et�erminant d'ordre inf�erieur �a celui de Bezout ou Sylvester [21]. D'autre part, on a consi-

d�er�e aussi des courbes duales interpolantes par morceaux. On a �etudi�e les relations de

correspondances entre courbes primales et courbes duales concernant les raccordements

g�eom�etriques des morceaux des deux courbes.

Dans l'autre partie de ce chapitre, on s'est int�eress�e �a l'�etude des correspondances des

singularit�es entre les courbes primales et les courbes duales. Cette �etude nous a permis

de constater que plus l'une des courbes est singuli�ere moins l'autre l'est. Par exemple

une courbe avec des points d'inexion se transforme en une courbe avec des points de

rebroussement et r�eciproquement. Pour r�esumer toutes les situations de singularit�es on a

�etabli un tableau r�ecapitulatif de ces correspondances. A la �n de ce chapitre, on a donn�e

un petit aper�cu sur la nature de l'image duale d'un cercle et on a consid�er�e un probl�eme

duale au probl�eme d'un cercle passant par trois points.

Le troisi�eme chapitre est une g�en�eralisation de la dualit�e g�eom�etrique. En e�et, dans ce

chapitre une dualit�e g�eom�etrique est d�e�nie �a l'aide d'une forme bilin�eaire sym�etrique

non d�eg�en�er�ee. En utilisant une �ecriture matricielle de cette derni�ere, on a d�e�ni des

dualit�es dans le plan projectif, dans l'espace a�ne R3 et dans le plan a�ne R2. Avec

cette dualit�e associ�ee �a une matrice sym�etrique, on a g�en�eralis�e la notion de courbes

duales. Ainsi, �a une courbe primale on a associ�e une famille de courbes duales d�ependant

de la matrice sym�etrique. On a commenc�e par �etudier les courbes duales d'une courbe

de B�ezier quadratique et cubique. Ensuite on a cherch�e la formule explicite des courbes

duales d'une courbe de B�ezier de degr�e n quelconque. On a cherch�e aussi le degr�e d'une

courbe duale en fonction du degr�e de la courbe primale associ�ee.





Chapitre 1

G�en�eralit�es sur la dualit�e

g�eom�etrique

1.1 Les transformations de dualit�e

La dualit�e est une notion math�ematique utilis�ee dans beaucoup de domaines math�e-

matiques. C'est un outil e�cace pour r�esoudre des probl�emes initiaux compliqu�es en

consid�erant des probl�emes duaux plus simples �a r�esoudre.

Cependant, il est di�cile de trouver dans la litt�erature une d�e�nition compl�ete et pr�ecise

regroupant toutes les dualit�es math�ematiques. En e�et chaque domaine math�ematique

fait appel �a des dualit�es di��erentes et vari�ees selon les probl�emes pos�es.

D'autre part, on remarque que les points communs �a toutes ces dualit�es peuvent se r�esu-

mer en deux points:

Premi�erement , la notion de dualit�e a toujours �et�e li�ee �a une inversion des op�erateurs

utilis�es, par exemple transformer l'op�erateur "maximum" en "minimum", la notion

de "plus petit" en "plus grand" ou encore l'op�erateur "contenant" en "contenu".

Deuxi�emement , la dualit�e est une notion reversible, elle doit donc permettre le passage

du dual au primal et vice versa.

Dans ce chapitre, on s'int�eressera �a l'aspect g�eom�etrique de la dualit�e. Pour cela on cher-

chera �a caract�eriser une dualit�e g�eom�etrique dans un cadre g�en�eral. Une fois la dualit�e

bien caract�eris�ee, on peut alors chercher ses propri�et�es, ses avantages et ses inconv�e-

nients. On donnera ensuite quelques transformations g�eom�etriques, comme par exemple

la transformation polaire, qui ont quelques propri�et�es en commun avec la dualit�e g�eom�e-

trique. En�n, on �etendra la dualit�e �a des courbes planes et �a des formes g�eom�etriques

quelconques.
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1.1.1 Caract�erisation de la dualit�e g�eom�etrique

Dans ce paragraphe, on �etudie la dualit�e sous son aspect g�eom�etrique. D'abord on es-

sayera de donner une d�e�nition g�en�erale de la dualit�e g�eom�etrique, ensuite on �etudiera

toutes ses propri�et�es et ses caract�eristiques.

D�e�nition 1

Une dualit�e g�eom�etrique dans Rn, n > 1, est une double transformation bijec-

tive entre un sous ensemble des points de Rn et un sous ensemble des hyperplans

de Rn v�eri�ant les deux caract�eristiques suivantes:

1. L' involution,

2. L'inversion de la relation d'inclusion.

Notation

La transformation g�eom�etrique d�e�nie ci-dessus et sa r�eciproque seront not�ees par le sym-

bole D.

Interpr�etation de la d�e�nition

Les caract�eristiques d'une dualit�e g�eom�etrique sont les suivantes:

1. L' involution:

{ Le dual du dual d'un point p est le point p lui même, c-�a-d D(D(p)) = p.

{ Le dual du dual d'un hyperplanH est l'hyperplanH lui même:D(D(H)) = H.

2. L'inversion de la relation d'inclusion:

Un point p appartient �a un hyperplan H si et seulement si le dual de l'hyperplan

H appartient au dual du point p c-�a-d (�g 1.1)

p 2 H ()D(H) 2 D(p):

Exemples

Pour trouver des relations de dualit�e entre les con�gurations des points et des hyperplans

Edelsbrunner [10] a introduit une transformation de dualit�e g�eom�etrique de la mani�ere

suivante:

Soit Ed un espace Euclidien de dimension d. Soit D une transformation g�eom�etrique

qui �a un point p fait correspondre un hyperplan non vertical de Ed, et vice versa.
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p

D(p)

H

D(H)

O x

y

Fig. 1.1 { propri�et�e d'inversion d'inclusion dans le plan

Soit p = (p1; p2; : : : ; pd) un point de Ed. La transformation D fait correspondre au point

p l'hyperplan D(p) donn�e par l'�equation suivante:

xd = 2p1x1 + 2p2x2 + : : :+ 2pd�1xd�1 � pd;

et vice versa, c.�a.d, elle fait correspondre �a un hyperplan non vertical h le point D(h) tel
que D(D(h)) = h.

D�e�nition 2 [10]

Soit h un hyperplan non vertical d'�equation:

xd = �1x1 + �2x2 + : : :+ pd�1xd�1 + �d:

On dit qu'un point p = (p1; p2; : : : ; pd) est au-dessus ou au-dessous de h si pd
est plus grand ou plus petit que �1x1+�2x2+: : :+pd�1xd�1+�d respectivement.

On note h+ l'ensemble des points au-dessus de h et h� l'ensemble des points

au-dessous de h.

La transformation g�eom�etrique D d�e�nie ci-dessus v�eri�e les propri�et�es suivantes:
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Lemme 1 [10]

Soient p un point de l'espace Euclidien Ed et h un hyperplan non vertical de

Ed.

1. Le point p appartient �a l'hyperplan h si et seulement si D(h) appartient
�a l'hyperplan D(p).

2. Le point p se trouve au-dessus (au-dessous) de l'hyperplan h si et seule-

ment si le point D(h) se trouve au-dessus (au-dessous) de l'hyperplan

D(p).

D'o�u la transformation g�eom�etrique D est une dualit�e g�eom�etrique.

Remarques

1. Il est clair qu'on peut �etendre d'une fa�con naturelle la notion de dualit�e �a toute forme

g�eom�etrique P d�e�nie �a partir d'une famille de points ou d'une famille d'hyperplans.

On d�e�nit ainsi les ensembles suivants:

D(P ) = fD(p) : p 2 Pg et D(D(P )) = fD(h) : h 2 D(P )g:

On parlera alors de formes duales ou de repr�esentations duales d'une forme primale.

2. Comme la dualit�e est une transformation entre des points et des hyperplans on aura

selon l'�equation choisie pour repr�esenter un hyperplan une dualit�e particuli�ere. De

plus les sous ensembles des points et des hyperplans sur lesquels la dualit�e est d�e�nie

peuvent changer.

3. La transformation de dualit�e d�e�nie ci-dessus par Edelsbrunner n'est pas d�e�nie

pour un hyperplan vertical. D'une mani�ere g�en�erale les �el�ements qui sont ind�e�-

nis par une dualit�e sont appel�es les positions interdites de cette dualit�e. On verra

ult�erieurement que pour chaque dualit�e il existe une position interdite.

1.2 Polarit�e et transformation polaire

1.2.1 Polarit�e dans l'espace a�ne Rn

Dans ce paragraphe, on �etudiera quelques transformations g�eom�etriques qui ont des

points en commun la dualit�e g�eom�etrique. On donnera aussi leurs propri�et�es ainsi que

des exemples.
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D�e�nition 3 (Polarit�e)

La polarit�e est une double transformation g�eom�etrique entre l'ensemble des

points de Rn priv�e de l'origine O et l'ensemble des hyperplans de Rn qui ne

passent pas par l'origine.

D�e�nition 4 (Hyperplan polaire)

On consid�ere un point p de Rn distinct de l'origine, l'hyperplan polaire de p

est l'ensemble D(p) des points m v�eri�ant l'�equation suivante:

hp;mi = 1:

D�e�nition 5 (Pôle)

Soit H un hyperplan de Rn ne passant pas par l'origine, le pôle de H est le

point D(H) satisfaisant l'�equation suivante:

hD(H);mi = 1 8m 2 H:

On peut facilement v�eri�er que la polarit�e satisfait les propri�et�es d'involution et d'inver-

sion de la relation d'inclusion. Par suite la polarit�e est une dualit�e g�eom�etrique.

D�e�nition 6

Soit H un hyperplan de Rn ne passant pas par l'origine. On appelle demi-

espace positif(respectivement n�egatif) d�e�ni par H, not�e H+, (respectivement

H�) le demi-espace limit�e par H et ne contenant pas l'origine (respectivement

contenant l'origine):(�g 1.2)

H+ = fm 2 Rn : hD(H);mi > 1g;

H� = fm 2 Rn : hD(H);mi < 1g:

Avec les notations pr�ec�edentes on a le lemme suivant:(�g 1.3 et �g 1.4)

Lemme 2

Soient p un point de Rn distinct de l'origine et H un hyperplan de Rn ne

passant pas par l'origine. Alors on a:

p 2 H+ ()D(H) 2 D(p)+;

p 2 H� ()D(H) 2 D(p)�:
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x

y

H

H+

H�

O

Fig. 1.2 { demi-espace positif et demi-espace n�egatif d'un hyperplan

O

D(H)

D(p)�

D(p)+

D(p)

D

p

H+

H�

HO

Fig. 1.3 { dualit�e: propri�et�e de la pr�eservation de position
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H+

H�

HO

p

D

O D(p)�

D(p)+

D(p)

D(H)

Fig. 1.4 { dualit�e: propri�et�e de la pr�eservation de position

Preuve:

Soit p un point de Rn et soit H un hyperplan de Rn. Alors on a:

p 2 H� () hD(H); pi < 1

() hD(H);D(D(p))i < 1

()D(H) 2 D(p)�:

On peut montrer la même �equivalence pour l'autre demi-espace. 3

1.2.2 Transform�es polaires dans Rn

En g�eom�etrie algorithmique l'�etude des arrangements et des polytopes occupe une

place consid�erable. Parmi les transformations g�eom�etriques trait�ees dans ce domaine, on

trouve les transform�es polaires qui donnent de nouvelles repr�esentations d'un polytope.

D�e�nition 7 [1]

Soit A un ensemble de points de Rn.

On appelle transform�e polaire de A l'ensemble d�e�ni par:

Ao = fY 2 Rn : hY;Xi � 1 8X 2 Eg:

Soit E un espace a�ne. On a les d�e�nitions suivantes:
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D�e�nition 8 [26]

Soient X 2 E et Y 2 E. On appelle segment joingant les deux points X et Y

l'ensemble des points de la forme: �X + �Y o�u � � 0, � � 0 et �+ � = 1.

D�e�nition 9 [26]

Un ensemble S de E. S est dit convexe si pour chaque paire de points X 2 S
et Y 2 S, le segment [X;Y ] joignant ces deux points est inclu dans S.

Tandis que la dualit�e g�eom�etrique est une relation entre l'ensemble des points et l'en-

semble des hyperplans, la transformation polaire lie l'ensemble des points �a l'ensemble

des demi-espaces.

Par cons�equent, on retrouve sous certaines conditions quelques propri�et�es de la dualit�e

g�eom�etrique.

On a les propri�et�es suivantes [14]:

Propri�et�e 1

Soit A un ensemble de points. Alors Ao est convexe ferm�e.

Propri�et�e 2

Soient A et B deux ensembles de Rn alors on a:

A � B =) Bo � Ao:

Propri�et�e 3

Si E est un ensemble born�e alors l'origine appartient �a l'int�erieur du transform�e

polaire de E.

Propri�et�e 4

Si O appartient �a l'int�erieur de E alors le transform�e polaire de E est born�e.

Lemme 3

Soit A un ensemble de Rn. Le transform�e polaire du transform�e polaire de

A contient l'ensemble A, c-�a-d A � Aoo. De plus si A est ferm�e et contient

l'origine alors on a:

A = Aoo:
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D�e�nition 10 [26]

L'enveloppe convexe d'un ensemble S est l'intersection de tous les ensembles

convexes contenant l'ensemble S.

D�e�nition 11 [5]

L'interieur (au sens topologique)de l'enveloppe convexe d'un ensemble �ni de

points est appel�e polytope ouvert de S.

En utilisant ces d�e�nitions, on obtient les r�esultats suivants:

Lemme 4 [5]

Soient P1; P2; : : : ; Pm des points de Rn et Env(P1; P2; : : : ; Pm) l'enveloppe

convexe de ces points tels que l'origine appartient �a Env(P1; P2; : : : ; Pm). Alors

on:

Env(P1; P2; : : : ; Pm)
oo = Env(P1; P2; : : : ; Pm):

Propri�et�e 5 [5]

Si E = Env(P1; P2; : : : ; Pm). Alors on a:

Eo =
p\

i=1

fY 2 Rn : hY;Aii � 1g:

Avec cette transformation on peut repr�esenter un polytope soit comme l'enveloppe convexe

de ses sommets soit comme l'intersection d'un ensemble de demi-espaces.

Th�eor�eme 1 [5]

Le transform�e polaire d'un polytope dont l'interieur contient l'origine est un

polytope dont l'interieur contient l'origine.

Th�eor�eme 2 [5]

La transformation polaire est involutive sur l'ensemble des polytopes contenant

l'origine.

1.3 Les dualit�es dans le plan a�ne R2

Dans ce paragraphe on va se restreindre au plan a�ne R2. Cependant les r�esultats

�enonc�es peuvent se g�en�eraliser pour des espaces de dimension plus �elev�ee.



18 Chapitre 1 G�en�eralit�es sur la dualit�e g�eom�etrique

1.3.1 Exemples de dualit�es g�eom�etriques dans le plan a�ne

Dans un plan a�ne la dualit�e transforme un point en une droite et une droite en un

point. Ainsi suivant la repr�esentation choisie pour d�ecrire une droite dans le plan, on aura

une dualit�e particuli�ere.

Par exemple dans le plan a�ne R2, on peut citer les double transformations g�eom�etriques

suivantes:

{ La double transformation entre l'ensemble des points p = (a; b) et l'ensemble des

droites d'�equation: ax+ by = 1.

{ La double transformation entre l'ensemble des droites d'�equation: ax+ by + 1 = 0

et l'ensemble des points p = (a; b).

{ La double transformation entre l'ensemble des points p = (a; b) et l'ensemble des

droites d'�equation: y = ax� b.

{ La double transformation entre l'ensemble des points p = (a; b) et l'ensemble des

droites d'�equation: y = �ax� b.

On peut v�eri�er facilement que les transformations pr�ec�edentes satisfont les conditions

d'involution et d'inversion d'inclusion. Elles d�e�nissent donc des dualit�es g�eom�etriques

dans le plan.

Remarque:

La double transformation qui �a un points p = (a; b) du plan a�ne R2 fait correspondre la

droite d'�equation: y = ax+ b, et vice versa, ne v�eri�e pas la caract�eristique de l'inversion

de la relation d'inclusion.

En e�et:

Soit m = (�; �) un point du plan et soit L une droite d'�equation: y = ax+b. Leurs images

duales sont respectivement: D(L) = (a; b) et D(m) la droite d'�equation: y = �x+ �.

m 2 L =) � = a�+ b

=) b = �a�+ �

=) (�a; b) 2 D(m)

; D(L) 2 D(m):

Propri�et�e 6

{ Le dual du point d'intersection de deux droites est la droite joignant les

images duales respectives des deux droites.

{ le dual d'une droite passant par deux points A et B est le point d'inter-

section des droites duales de A et B.
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Preuve:

Soit p le point d'intersection de deux droites D1 et D2 alors on a:

fpg = D1 \D2 ()
�
p 2 D1

p 2 D2

()
� D(D1) 2 D(p)
D(D2) 2 D(p)

() D(p)est la droite passant par D(D1) et D(D2):

D'o�u la propri�et�e. 3

D(L2)

p

D(L1)

D

L2

p

L1

Fig. 1.5 { Le dual d'un point d'intersection

Propri�et�e 7

Soient D1 et D2 deux droites concourantes en un point p. Alors le dual de toute

droite D du faisceau form�e par D1 et D2 est un point de la droite passant par

les duaux respectifs de D1 et D2.(voir �gure 2.1)

Preuve:

On a:� fpg = D1 \D2

p 2 D ()
� D(p) est la droite passant par les points D(D1) et D(D1)

D(D) 2 D(p)
() D(D)est un point de la droite passant par D(D1) et D(D2):

D'o�u la propri�et�e. 3
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D(L1)

D

O

L1

L

L2

D(L)

D(L2)

Fig. 1.6 { le dual d'un faisceau de droites

Propri�et�e 8

Soit D la polarit�e qui �a un point p = (a; b) distinct de l'origine fait correspondre

la droite d'�equation ax+ by = 1. Les images duales par D de droites parall�eles

sont deux points colin�eaires avec l'origine.

Interpr�etation g�eom�etrique de la polarit�e:

Soit D la polarit�e qui �a un point p = (a; b) distinct de l'origine fait correspondre la

droite d'�equation ax + by = 1. Si o d�esigne l'origine du rep�ere de R2 et d la distance

Euclidienne , alors on a:

d(o; p) =
1

d(o;D(p)) :

Donc la droite duale de p est perpendiculaire �a op situ�ee �a une distance
1

d(o; p)
de l'ori-

gine.( voir �g 1.7)
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1

d

x

y

p

D(p)

O

d

Fig. 1.7 { propri�et�e g�eom�etrique de la polarit�e.

1.4 G�eom�etrie projective et dualit�e: Rappels

1.4.1 Espace projectif associ�e �a un espace vectoriel

D�e�nition 12

Soit ~E un espace vectoriel sur un corps K. On appelle espace projectif associ�e

�a ~E et l'on note P ( ~E) l'ensemble des droites vectorielles de ~E.

Remarque

Sur l'ensemble ~E � fog des �el�ements non nuls on consid�ere la relation d'�equivalence

suivante:

~x est en relation avec ~y si et seulement si 9k 2 K; k 6= 0 tel que ~y = k~x.

Un espace projectif peut être consid�er�e comme l'ensemble quotient de E � f0g par cette
relation. On peut alors consid�erer l'application canonique p de ~E �f0g dans P ( ~E) qui �a
tout vecteur ~x fait correspondre la droite K~x qui le contient.

D�e�nition 13

La dimension d'un epace projectif P ( ~E) associ�e �a un espace vectoriel ~E de

dimension n, est par d�e�nition �egale �a n� 1.

D�e�nition 14

Soit ~F un sous-espace vectoriel de ~E. L'image de ~F par p est appel�e une vari�et�e

lin�eaire projective.
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Coordonn�ees homog�enes

Soit (~e0; ~e1; : : : ; ~en) une base de l'espace vectoriel ~E. Alors �a tout point m de P ( ~E)

on peut associer des syst�emes (x0; x1; : : : ; xn) de (n + 1) �el�ements de K. Ces syst�emes

sont proportionnels c-�a-d si (x0; x1; :::; xn) est l'un d'eux alors les autres sont de la forme

(�x0; �x1; :::; �xn) avec � �el�ement non nul du corps K. Ces syst�emes sont appel�es les

syst�emes de coordonn�ees homog�enes.

Th�eor�eme 3

Si K est un corps commutatif alors les syst�emes de coordonn�ees homog�enes

des points de P ( ~E) sont d�etermin�es par la donn�ee:

{ des points de base p0; p1; :::; pn de P ( ~E) qui sont les images d'une base

de E

{ du point unit�e pn+1 de coordonn�ees homog�enes (1; 1; :::; 1)

D�e�nition 15

Un syst�eme de points (p0; p1; :::; pn; pn+1) d�ecrit comme pr�ec�edemment est dit

un rep�ere projectif.

1.4.2 Espace projectif associ�e �a un espace a�ne

Etant donn�e E un espace a�ne de dimension �nie sur un corps K, ~E l'espace vectoriel

associ�e et A un point de E. On appelle clôture projective de E l'espace suivant:

Ê = P ( ~E �K):

On consid�ere l'injection jA de E dans Ê d�e�ni par:

8m 2 E; jA(m) = p(m�A; 1):

L'image jA(E) est le compl�ementaire de l'hyperplan P ( ~E � 0) de Ê qu'on appelle hyper-

plan �a l'in�ni.

On peut alors consid�erer un espace a�ne comme le compl�ementaireP�H d'un hyperplan

�a l'in�ni d'un espace projectif.

1.4.3 Forme lin�eaire et dualit�e

D�e�nition 16

L'ensemble ~E� des formes lin�eaires sur un espace vectoriel ~E sur K est appel�e

le dual de ~E.
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On sait qu'on peut faire correspondre �a toute forme lin�eaire f son noyau Ker(f), et on

sait aussi que Ker(f) est un hyperplan de ~E si et seulement si f 6= 0.

Proposition 1

Deux formes lin�eaires ont même noyau si et seulement si elles sont propor-

tionnelles.

Ainsi, on peut identi�er l'ensemble des hyperplans de ~E �a l'espace projectif P ( ~E�).

Si on a des coordonn�es homog�enes dans p( ~E) associ�es �a une base de ~E, alors un hyperplan

d'�equation: x0u0+x1u1+ :::+xnun = 0 admet comme coordonn�es homog�enes (u0; :::; un)

dans le syst�eme qui provient de la base duale de la base donn�ee sur ~E. En conclusion,

toutes les propri�et�es et th�eor�emes sur les vari�et�es lin�eaires projectives sont applicables

aux syst�emes lin�eaires d'hyperplans. D'o�u la notion de dualit�e qui par exemple dans le

plan exprime qu'un point et une droite ont même structure.

1.5 Repr�esentation duale d'une courbe plane

En g�en�eral, une courbe param�etrique d�e�nie sur un intervalle r�eel Iest d�ecrite comme

un ensemble de points variant avec un param�etre appartenant �a l'intervalle I. La re-

pr�esentation duale d'une courbe C consiste �a d�ecrire une courbe �a l'aide d'une famille

de droites (tangentes). En se donnant une dualit�e g�eom�etrique, une courbe duale d'une

courbe C est d�ecrite �a l'aide de la famille des droites duales de chaque point de la courbe

C. Ainsi, cette repr�esentation permet d'�etudier une courbe en �etudiant la repr�esentation

de ses tangentes.

1.5.1 Enveloppe d'une famille de courbes

Dans un article M. R. Thom [24] a developp�e la th�eorie des enveloppes. Il a donn�e

les fondements th�eoriques dans un cadre plus g�en�eral. Dans ce paragraphe on rappelle

quelques notions de la th�eorie des enveloppes. On commence d'abord par la d�e�nition et

ensuite on �enonce le th�eor�eme fondamental qui nous sera utile dans la suite.
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D�e�nition 17 [6]

Etant donn�e dans le plan une famille F de courbes C� d�ependant d'un pa-

ram�etre �, � prenant toutes les valeurs d'un intervalle r�eel I, on dit que ces

courbes admettent pour enveloppe une courbe E si:

1. chaque courbe C� est tangente �a E,

2. �a chaque point m de E correspond une valeur unique �(m) 2 I telle que

la courbe C�(m) associ�ee soit tangente en m �a E,

3. la fonction �(m) d�e�nie en 2. n'est constante sur aucun arc de E.

Th�eor�eme 4 [6]

La famille de courbes planes C� d'�equation g�en�erale:

f(x; y; �) = 0

admet en g�en�eral une enveloppe E engendr�ee par les points communs �a C� et

�a la courbe associ�ee C 0

�

f 0�(x; y; �) = 0

dont l'�equation est obtenue en annulant la d�eriv�ee par rapport �a � du premier

membre de l'�equation de C�.

Exemple

On consid�ere dans le plan la famille C((t; 0); 1) des cercles de rayon 1 et de centre un

point sur l'axe (OX). Alors l'enveloppe de cette famille de courbes est form�ee par la droite

d'�equation y = 1 et la droite d'�equation y = �1(voir �g 1.8). En e�et:

Pour tout t 2 R l'�equation de la famille C((t; 0); 1) est:

(x� t)2 + y2 = 1:

En utilisant le th�eor�eme pr�ec�edent l'enveloppe v�eri�e:

�
(x� t)2 + y2 = 1

2(x� t) = 0
=)

�
x = t;

y2 = 1:
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Y

X

Fig. 1.8 { Enveloppe de cercles

1.5.2 Enveloppe d'une famille de droites

On consid�ere D� la droite variable d'�equation cart�esienne:

u(�)x+ v(�)y + w(�) = 0:

Th�eor�eme 5

Si (u(�); v(�)) est distinct de l'origine et si (u(�); v(�)) et (u0(�); v0(�)) sont

libres, alors la famille F des droites D� admet une enveloppe E engendr�ee,

quand � varie, par le point commun �a D� et �a la droite associ�ee D0

�:

u0(�)x+ v0(�)y + w0(�) = 0:

D�e�nition 18

On appelle droite stationnaire de la famille F toute droite correspondant �a une

valeur �1 du param�etre pour laquelle le syst�eme (1) et (2) est ind�etermin�e; cela

se produira lorsque
u(�1)

u0(�1)
=
v(�1)

v0(�1)
=
w(�1)

w0(�1)
;

c.�a.d lorsque les droites correspondantes D�1 D
0

�1
sont confondues, ou lorsque

D0

�1
sera ind�etermin�ee, u0(�1); v0(�1); w0(�1) �etant simultan�ement nuls.

1.5.3 Repr�esentation duale d'une courbe plane

D�e�nition 19

Soient C une courbe plane param�etrique d�e�nie et su�samment d�erivable sur

un intervalle I et D une dualit�e g�eom�etrique du plan a�ne R2. �A chaque point

C(t), t 2 I, cette dualit�e fait correspondre, lorsqu'elle existe, une droite �t.

La courbe enveloppe de la famille des droites �t, t 2 I, est appel�ee courbe duale
de la courbe C.
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1.5.4 Courbes de B�ezier duales

Les courbes de B�ezier duales ont �et�e introduites par Hoschek[15], ce sont des cas parti-

culiers de courbes duales dont la famille des tangentes sont exprim�ees dans la base de

Bernstein.

A�n de d�e�nir ces courbes de B�ezier duales, Hoschek a choisi de repr�esenter une droite

par un 'vecteur ligne' exprim�e en coordonn�es homog�enes de la fa�con suivante:

L = w(1; l1; l2) o�u w 2 R�;

w est appel�e poids associ�ee �a L.

Avec ces notations on peut consid�erer une dualit�e g�eom�etrique entre les points et les

droites, et on peut exprimer un faisceau de deux 'vecteurs lignes' L1 et L2 de la mani�ere

suivante:

L = L0 + �L1 � 2 R:

Ainsi, une droite du faisceau est d�etermin�ee par le param�etre � et les poids des 'vecteurs

lignes'.

D'autre part on peut d�e�nir une courbe duale dans le plan en la d�ecrivant avec l'en-

semble de ses tangentes dont les �equations sont de la forme:

�a1(t) + �a2(t) + a0(t) = 0:

Par suite une courbe de B�ezier duale peut être d�e�nie comme l'enveloppe de ces droites.

Par cons�equent elle veri�e l'�equation de la droite pr�ec�edente et l'�equation de sa d�eriv�ee.

D'o�u on a:

� =

a0(t) a2(t)

a00(t) a02(t)

a1(t) a2(t)

a01(t) a02(t)

� =

a0(t) a1(t)

a00(t) a01(t)

a1(t) a2(t)

a01(t) a02(t)
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D2

D0

D1
D3

Fig. 1.9 { Courbe de B�ezier duale

D�e�nition 20 [15]

Une courbe de B�ezier duale dans le plan est une courbe dont la famille des

tangentes admet la repr�esentation suivante en coordonn�ees homog�enes:(voir

�g 1.9)

L(t) = (L0(t);L1(t);L2(t)) =
nX

k=0

DkB
n
k (t):

{ Bn
k (t), k = 0; : : : ; n et 8t 2 [0; 1], est le polynôme de Bernstein,

{ Les lignes Dk, k = 0; : : : ; n, forment un "B�ezier lateral",

{ fEkg = Dk \ Dk+1, k = 0; : : : ; n et Dn+1 = D0, sont les sommets de

B�ezier.

Propri�et�e 9 [15]

Les courbes de B�ezier duales v�eri�ent les propri�et�es d'interpolation suivantes:

{ L(0) = D0; L(1) = Dn:

{ L0(0) = n(D1 �D0); L0(1) = n(Dn �Dn�1):
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Lemme 5 [15]

Si le choix des poids est convenable alors le graphe d'une courbe de B�ezier duale

est invariant par transformations Euclidiennes sur le syst�eme de coordonn�ees.

Convenable veut dire qu'il faut changer de poids suivant la transformation voulue.

Th�eor�eme 6 [15]

Les sommets fEkg = Dk \Dk+1; (k = 0; ::; n� 1), et les lignes D1; ::;Dn�1 du

"B�ezier lateral" D0; ::;Dn forment un polygone ouvert convexe �a l'int�erieur du

triangle E0; En�1; En. Alors la courbe de "B�ezier duale est convexe et se situe

�a l'interieur du "B�ezier lateral" si:

{ tous les poids sont de même signe.

{ l'origine est �a l'ext�erieur du "B�ezier lateral", mais dans la même partie

du faisceau D0 [Dn que les sommets Ek

Dans un chapitre ult�erieur, on traitera ces courbes dans un cadre plus g�en�eral en

utilisant des dualit�es g�eom�etriques plus g�en�erales.



Chapitre 2

Correspondances entre courbes

primales et courbes duales

L'interpolation de donn�ees discr�etes dans le plan ou dans l'espace est un probl�eme qui

concerne beaucoup de domaines comme par exemple CAGD, CAO...etc. Dans la litt�era-

ture, plusieurs m�ethodes et algorithmes ont �et�e �elabor�es pour r�esoudre ce probl�eme. La

plupart de ces m�ethodes font appel �a des courbes de B�ezier polynomiales ou rationnelles

ou encore �a des courbes splines pour assurer des raccordements g�eom�etriques convenables.

Dans la premi�ere partie de ce chapitre, on abordera ce même probl�eme mais d'un autre

point de vue. En e�et, notre approche consiste �a construire des courbes duales inter-

polantes et �a �etablir les relations existant entre des courbes primales et leurs courbes

duales. On cherchera aussi �a d�eduire les relations duales correspondant aux relations de

raccordement de morceaux de courbes primales.

Dans la deuxi�eme partie de ce chapitre, on fera une �etude compl�ete sur les correspon-

dances des singularit�es entre les courbes primales et leurs courbes duales.

Par souci de simplicit�e, on a choisi d'utiliser dans ce chapitre comme dualit�e g�eom�etrique

la polarit�e. Cependant, les r�esutats obtenus peuvent se g�en�eraliser pour d'autres types de

dualit�es g�eom�etriques.

2.1 Interpolation par des courbes duales

Dans le but d'�eviter des cas d�eg�en�er�es (qui feront l'objet d'un paragraphe ult�erieur),

dans la suite, et sauf mention contraire, on ne consid�ere que des courbes param�etriques

� sur un intervalle I de R, telles que �(t) et �0(t) sont lin�eairement ind�ependants.
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2.1.1 Interpolation par une courbe de B�ezier duale quadratique

Comme on l'a vu dans le premier chapitre, les courbes de B�ezier duales ont �et�e intro-

duites par Hoschek [15]. Pour cela, il a fait appel �a une dualit�e particuli�ere en utilisant

les coordonn�ees homog�enes. Cette d�e�nition de courbes de B�ezier duales peut être g�en�e-

ralisable pour toute dualit�e g�eom�etrique. On introduit alors la d�e�nition suivante.

D�e�nition 21 Soit D une dualit�e g�eom�etrique.
On appelle courbe de B�ezier duale toute courbe dont la duale est une courbe

qui admet une repr�esentation param�etrique polynomiale.

Dans ce paragraphe, on va commencer par un exemple simple d'interpolation. En e�et

on se pose le probl�eme suivant:

PROBLEME1
Soient p0 et p1 deux points du plan, auxquels on associe respectivement les

vecteurs ~u0 et ~u1. Construire une courbe de B�ezier duale passant par les points p0
et p1 et dont les vecteurs tangents en ces points sont respectivement

proportionnels aux vecteurs ~u0 et ~u1. 	

p01

p0

~u0

~u1

p1

Fig. 2.1 { Donn�ees initiales

Dans toute la suite, on suppose que les syst�emes consid�er�es admettent des solutions

uniques.

Soit le point p01, point d'intersection des droites passant par les points p0 et p1 et dont

les vecteurs directeurs sont respectivement proportionnels aux vecteurs ~u0 et ~u1.

Avec le choix de la polarit�e comme dualit�e, on consid�ere les droites D0, D1 et D01, images
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duales respectives des points p0, p1 et p01: Elles sont caract�eris�ees par:

D0 : fm 2 R2; hp0;mi = 1g;
D1 : fm 2 R2; hp1;mi = 1g;
D01 : fm 2 R2; hp01;mi = 1g:

On d�e�nit ensuite les points d'intersections de ces droites comme suit:

q0 = D0 \D01;

q1 = D1 \D01;

q01 = D0 \D1:

D1

q01

q1

D0

D01

q0

Fig. 2.2 { Images duales des donn�ees primales

Ces points d'intersection d�e�nis ci-dessus sont solutions des syst�emes suivants:

� hq0; p0i = 1;

hq0; p01i = 1;
(2.1)

� hq1; p01i = 1;

hq1; p1i = 1;
(2.2)

� hq01; p0i = 1;

hq01; p1i = 1:
(2.3)
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On consid�ere ensuite la courbe de B�ezier quadratique suivante:

� : [0; 1] �! R2

t �! �(t) = (1� t)2q0 + 2t(1� t)q01+ t2q1:

L'image duale de tout point �(t) est la droite Dt = D(�(t)) d' �equation:

h(1� t)2q0 + 2t(1� t)q01 + t2q1; Mi = 1:

Quand t varie dans l'intervalle [0; 1], ces droites forment une famille de droites qui d�e-

pendent du param�etre t. Leur enveloppe est une courbe � caract�eris�ee par les deux

�equations suivantes:

h�(t);�(t)i = 1;

h�0(t);�(t)i = 0:

O�u �0(t) d�esigne la d�eriv�ee de � en t.

� est alors solution de:

h(1 � t)2q0 + 2t(1� t)q01+ t2q1;�(t)i = 1; (2.4)

h�2(1 � t)q0 + (2 � 4t)q01 + 2tq1;�(t)i = 0: (2.5)

A partir des �equations (2.4) et (2.5), on d�eduit l'�equation suivante :

h(1 � t)2q0 + 2t(1 � t)q01 + t2q1;�
0(t)i = 0: (2.6)

Proposition 2

La courbe duale de la courbe de B�ezier d�e�nie ci-dessus est une courbe pa-

ram�etr�ee sur [0; 1], dont les points aux extr�emit�es sont p0 et p1.

Preuve:

V�eri�ons que �(0) = p0 et �(1) = p1.

Pour t = 0 dans l'�equation (2.4), on a:

hq0; �(0)i = 1:

L'�equation (2.5) pour t = 0 nous donne:

h�2q0 + 2q01; �(0)i = 0 =) hq0; �(0)i = hq01; �(0)i:

Ainsi on a: � hq0; �(0)i = 1;

hq01; �(0)i = 1:
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Or, d'apr�es (2.2) et (2.3), p0 v�eri�e aussi le syst�eme pr�ec�edent, qui est suppos�e

avoir une solution unique. D'o�u:

�(0) = p0:

Avec un raisonnement identique, on peut v�eri�er que �(1) = p1:

D'o�u la proposition. 3

Proposition 3

La courbe duale de la courbe de B�ezier d�e�nie pr�ec�edemment est une courbe

dont les vecteurs tangents aux extremit�es sont respectivement proportionnels

aux vecteurs ~u0 et ~u1.

Preuve:

V�eri�ons que �0(0) est proportionnel au vecteur ~u0 et que �0(1) est proportionnel

au vecteur ~u1.

Pour t = 0, l'�equation (2.6) nous donne:

hq0;�0(0)i = 0:

Cela signi�e que les vecteurs �0(0) et q0 sont orthogonaux. Or q0 est un vecteur

normal �a la droite D(q0). Par suite �0(0) est un vecteur directeur de la droite

D(q0). De plus, q0 est l'intersection des droites D0 et D01, ce qui implique que

D(q0) est la droite passant par les points D(D0) et D(D01).

Or

D(D0) = D(D(p0));
= p0;

et

D(D01) = D(D(p01));
= p01:

Par cons�equent, D(q0) est la droite passant par les points p0 et p01. Comme ~u0 est

un vecteur directeur de la droite passant par les points p0 et p01, alors �0(0) est un

vecteur proportionnel �a ~u0.

De la même mani�ere, on v�eri�e que �0(1) est un vecteur proportionnel �a ~u1. 3

Dans la suite, on donne quelques exemples de courbes duales de courbes de B�ezier

quadratiques, solution du probl�eme pos�e.

Les courbes �a droite sont les courbes duales et les courbes �a gauche sont des courbes de

B�ezier quadratiques.
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Fig. 2.3 { a) courbes primales b) courbes duales

2.1.2 Un autre exemple de probl�eme d'interpolation

Dans un article, Carnicer[7] s'est propos�e de r�esoudre un probl�eme d'interpolation par

des courbes 'duales'. Il a consid�er�e la transformation g�eom�etrique qui �a un point p = (a; b)

fait correspondre la droite d'�equation y = ax + b. Cette transformation, comme on l'a

vu dans le chapitre pr�ec�edent, n'est pas une dualit�e g�eom�etrique car elle n'inverse pas la

relation d'inclusion. Dans ce paragraphe, on se propose de r�esoudre le probl�eme pos�e par

Carnicer, mais en utilisant une dualit�e g�eom�etrique.
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PROBLEME2
Trouver une fonction f de graphe convexe v�eri�ant les conditions d'interpolation

suivantes:

f(x0) = y0; f(x1) = y1;

f 0(x0) = m0; f 0(x1) = m1;

avec

x0 < x1 et f : [x0; x1] �! R:
	

Le graphe de f peut être repr�esent�e par une courbe r�eguli�ere param�etrique C telle que:

C(� ) = (C1(t); C2(t)) t 2 [0; 1]:

C1(t) et C2(t) sont des fonctions C1, telles que: C01(t) 6= 0 pour tout t 2 [0; 1] et telle que

ces fonctions v�eri�ent les relations suivantes:

C1(0) = x0; C1(1) = x1;

C2(0) = y0; C2(1) = y1;

C02(1) = m1C 01(1); C02(1) = m1C01(1):
f sera alors donn�ee par:

f = C2 � C�11 : [x0; x1] �! R:
Dans toute la suite on consid�ere d'une part, les points p0 = (x0; y0) et p1 = (x1; y1),

d'autre part les droites T0 et T1, droites tangentes �a la courbe C, respectivement aux

points p0 et p1.

Les �equations cart�esiennes des droites T0 et T1 sont les suivantes:

T0 : y = y0 +m0(x� x0);

T1 : y = y1 +m1(x� x1):

Soit alors p01 = (x01; y01), le point d'intersection des droites T0 et T1. Ses coordonn�ees

sont les suivantes:

x01 =
1

m0 �m1
(y1 � y0 +m0x0 �m1x1);

y01 =
1

m0 �m1
(m0y1 �m1y0 +m0m1(x0 � x1)):
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p1

p0

p01

Fig. 2.4 { Donn�ees initiales

Donn�ees duales

On consid�ere les droites D0, D1 et D01, les droites duales respectives des points p0, p1
et p01: Ces droites duales sont d�e�nies par les �equations cart�esiennes suivantes:

D0 : hp0;mi = 1;

D1 : hp1;mi = 1;

D01 : hp01;mi = 1:

On pose:

q0 = D0 \D01;

q1 = D1 \D01;

q01 = D0 \D1:

Ces points d'intersection sont alors solutions des syst�emes suivants:

� hq0; p0i = 1;

hq0; p01i = 1;
(2.7)

� hq1; p01i = 1;

hq1; p1i = 1;
(2.8)

� hq01; p0i = 1;

hq01; p1i = 1:
(2.9)

Soit � la courbe de B�ezier quadratique d�e�nie par:
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D1

q01

q1

D0

D01

q0

Fig. 2.5 { Donn�ees duales

� : [0; 1] �! R2

t �! �(t) = (1� t)2q0 + 2t(1� t)q01+ t2q1:

Soit Dt = D(�(t)) la droite duale du point �(t), t 2 [0; 1]. Dt = D(�(t)) a pour �equation
cart�esienne:

h(1 � t)2q0 + 2t(1� t)q01 + t2q1;mi = 1:

L'enveloppe de cette famille de droites est une courbe � = (�1(t);�2(t)) caract�eris�ee par

les deux �equations suivantes:

h�(t);�(t)i = 1;

h�0(t);�(t)i = 0:

En rempla�cant �(t) par sa valeur on a:

h(1 � t)2q0 + 2t(1� t)q01+ t2q1;�(t)i = 1;

h�2(1 � t)q0 + (2 � 4t)q01 + 2tq1;�(t)i = 0:

D'apr�es les deux �equations pr�ec�edentes on a:

h(1 � t)2q0 + 2t(1 � t)q01 + t2q1;�
0(t)i = 0: (2.10)

Avec le même raisonnement que dans le paragraphe pr�ec�edent, on peut v�eri�er que la

courbe � est une courbe param�etr�ee sur [0; 1] interpolant les deux points p0 et p1.
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Proposition 4

La courbe � v�eri�e les conditions suivantes:

�0

2(0) = m0�
0

1(0); �0

2(1) = m1�
0

1(1):

Preuve:

On pose:

�0(t) = (�0

1(t);�
0

2(t));

q0 = (a0; b0); q01 = (a01; b01); q1 = (a1; b1):

D'apr�es l'�equation (2.10)

h(1 � t)2q0 + 2t(1� t)q01+ t2q1;�
0(t)i = 0:

((1 � t)2a0 + 2t(1� t)a01 + t2a1)�
0

1(t) + ((1� t)2b0 + 2t(1� t)b01 + t2b1)�
0

2(t) = 0:

D'o�u, pour tout t 2 [0; 1] on a:

�0

2(t) = �(1� t)2a0 + 2t(1 � t)a01 + t2a1
(1� t)2b0 + 2t(1� t)b01 + t2b1

�0

1(t):

En particulier pour t = 0 et t = 1 on a:

�0

2(0) = �a0
b0
�0

1(0);

�0

2(1) = �a1
b1
�0

1(1):

Calculons d'abord a0; b0; a1 et b1. Pour cela supposons que tous les d�eterminants

utilis�es dans la suite, sont non nuls.

{ Calcul des coordonn�ees (a0; b0) du point q0:

On sait que le point q0 est d�e�ni par:� hq0; p0i = 1;

hq0; p01i = 1:

Ce qui signi�e que les coordonn�ees (a0; b0) sont solutions du syst�eme:

�
x0a0 + y0b0 = 1;

x01a0 + y01b0 = 1:
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Posons

�1 =

����x0 y0
x01 y01

����
= x0y01 � y0x01

Les coordonn�ees du point q0 sont donn�ees par:8><
>:

a0 =
y01 � y0
�1

;

b0 =
x0 � x01

�1
:

Or, on a:

y01 � y0 =
m0

m0 �m1
((y1 � y0) +m1(x0 � x1));

x0 � x01 =
1

m0 �m1
((y0 � y1)�m1(x0 � x1)):

D'o�u:

�0

2(0) = �a0
b0
�0

1(0);

=
�m0

m0 �m1
((y1 � y0) +m1(x0 � x1))

m0 �m1

(y0 � y1)�m1(x0 � x1)
�0

1(0);

= m0
m0(y0 � y1) �m1(x0 � x1)

(y0 � y1)�m1(x0 � x1)
�0

1(0);

= m0�
0

1(0):

{ calcul des coordonn�ees (a1; b1) du point q1:

On utilise le même raisonnement pour �0

2(1)

q1 est d�e�ni par: � hq1; p01i = 1;

hq1; p1i = 1;�
x1a1 + y1b1 = 1;

x01a1 + y01b1 = 1:

Posons

�2 =

����x1 y1
x01 y01

���� ;
= x1y01 � y1x01:

Avec la m�ethode de Cramer, on trouve la solution du syst�eme pr�ec�edent:8><
>:

a1 =
y01 � y1
�2

;

b1 =
x1 � x01

�2
:
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On remplace x01 et x01 par leurs valeurs d�ej�a calcul�ees:

y01 � y1 =
m1

m0 �m1
((y1 � y0) +m0(x0 � x1));

x1 � x01 =
1

m0 �m1
((y0 � y1)�m0(x0 � x1)):

D'o�u, on a la valeur de �0

2(1) en fonction de �0

1(1):

�0

2(1) =
�a1
b1

�0

1(1);

=
m1((y0 � y1)�m0(x0 � x1))

(y0 � y1) �m0(x0 � x1)
�0

1(1);

= m1�
0

1(1):

En conclusion, on a les relations suivantes:

�0

2(0) = m0�
0

1(0); �0

2(1) = m1�
0

1(1):

3

Finalement on a: La courbe param�etrique C, d�e�nie pr�ec�edemment est une courbe qui

interpole les donn�ees primales.

2.1.3 D�etermination d'une courbe duale d'une courbe de B�ezier

quadratique

On sait que la courbe duale d'une courbe � quelconque est une courbe � solution du

syst�eme suivant: � h�(t);�(t)i = 1;

h�0(t);�(t)i = 0:

En posant � = (�1;�2) et � = (�1;�2), on peut expliciter le syst�eme pr�ec�edent, pour

tout t 2 [0; 1], par: �
�1(t)�1(t) + �2(t)�2(t) = 1;

�0

1(t)�1(t) + �0

2(t)�2(t) = 0:

On a alors:

�1(t) =
�0

2(t)

�(t)
;

�2(t) =
��0

1(t)

�(t)
:
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O�u

�(t) = �1(t)�
0

2(t)� �0

1(t)�2(t):

Remarque

En g�en�eral la courbe duale d'une courbe polynomiale est une courbe rationnelle de degr�e

[(n� 1)=(2n � 1)].

En gardant les mêmes notations que pr�ec�edemment, on cherche �a d�eterminer explicite-

ment la courbe duale dans le cas o�u la courbe primale est une courbe de B�ezier quadra-

tique.

Calcul de �(t)

En utilisant les mêmes notations que pr�ec�edemment, on peut calculer � comme suit:

�(t) = ((1� t)2a0 + 2t(1� t)a01 + t2a1)(2(1 � t)(b01 � b0) + 2t(b1 � b01))

� ((1� t)2b0 + 2t(1 � t)b01 + t2b1)(2(1 � t)(a01 � a0) + t(a1 � a01))

= 2(1 � t)3a0(b01 � b0) + 2t(1� t)2a0(b1 � b01) + 4t(1� t)2a01(b01 � b0)

+ 4t2(1� t)a01(b1 � b01) + 2t2(1� t)a1(b01 � b0) + 2t3a1(b1 � b01)

� 2(1 � t)3b0(a01 � a0)� 2t(1 � t)2b0(a1 � a01)� 4t(1 � t)2b01(a01 � a0)

� 4t2(1� t)b01(a1 � a01)� 2t2(1 � t)b1(a01 � a0)� 2t3b1(a1 � a01)

= 2(1 � t)3a0b01 � 2(1 � t)3a0b0 + 2t(1� t)2a0b1 � 2t(1 � t)2a0b01

+ 4t(1 � t)2a01b01 + 4t2(1� t)a01b1 � 4t2(1 � t)a01b01 + 2t2(1 � t)a1b01

� 2t2(1� t)a1b0 + 2t3a1b1 � 2t3a1b01 � 2(1 � t)3b0a01

+ 2(1 � t)3b0a0 � 2t(1� t)2b0a1 + 2t(1 � t)2b0a01 � 4t(1� t)2b01a01

+ 4t(1 � t)2b01a0 � 4t2(1� t)b01a1 + 4t2(1� t)b01a01 � 2t2(1 � t)b1a01

+ 2t2(1� t)b1a0 � 2t3b1a1 + 2t3b1a01

= 2(1 � t)3a0b01 � 2(1 � t)3b0a01 + 2t(1� t)2a0b1 � 2t(1� t)2a0b01

� 4t(1� t)2a01b0 + 4t2(1� t)a01b1 + 2t2(1� t)a1b01

� 2t2(1� t)a1b0 � 2t3a1b01 � 2t(1 � t)2b0a1

+ 2t(1 � t)2b0a01 + 4t(1 � t)2b01a0 � 4t2(1� t)b01a1

� 2t2(1� t)b1a01 + 2t2(1� t)b1a0 + 2t3b1a01
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�(t) = a0b1(2(1� t)3 + 4t(1� t)2 � 2t(1� t)2) + b0a01(2t(1� t)2 � 2(1 � t)3 � 4t(1 � t)2)

+ a0b1(2t(1� t)2 + 2t2(1 � t)) + a1b0(�2t(1� t)2 � 2t2(1� t))

+ a1b01(2t
2(1 � t)� 2t3 � 4t2(1 � t)) + a01b1(�2t2(1� t) + 2t3 + 4t2(1 � t))

= 2(1 � t)2(a0b01 � a01b0) + 2t(1 � t)(a0b1 � a1b0) + 2t2(a1b01 � a01b1):

Finalement on a:

�1(t) =
(1 � t)(b01 � b0) + t(b1 � b01)

(1� t)2(a0b01 � a01b0) + t(1� t)(a0b1 � a1b0) + t2(a1b01 � a01b1)

�2(t) =
(1� t)(a0 � b01) + t(a01 � a1)

(1� t)2(a0b01 � a01b0) + t(1� t)(a0b1 � a1b0) + t2(a1b01 � a01b1)
:

On remarque que la courbe duale d'une courbe de B�ezier quadratique est une courbe

rationnelle de degr�e [1=2]

2.1.4 Quelques propri�et�es g�en�erales d'une courbe duale quel-

conque: interpolation et convexit�e

Dualit�e et interpolation

Soit D une dualit�e g�eom�etrique (par exemple la polarit�e). On a d�e�ni dans le chapitre

pr�ec�edent une courbe duale d'une courbe param�etrique quelconque �a l'aide d'une famille

de droites duales. La proposition suivante est une cons�equence de ce point de vue:

Proposition 5

La courbe duale d'une courbe qui passe par un point p est une courbe qui est

tangente �a la droite duale du point p.

La courbe duale d'une courbe qui est tangente �a une droite D est une courbe

qui passe par le dual de la droite D.

Preuve:

Sans perdre de g�en�eralit�e, on prend comme dualit�e g�eom�etrique la polarit�e.

Soit � une courbe param�etrique quelconque d�e�nie sur un intervalle [a; b]. Soit

D(�) sa courbe duale. On sait que cette derni�ere v�eri�e le syst�eme suivant pour

tout t 2 [a; b]: 8<
:
h�(t);D(�)(t)i = 1;

h�(t);D(�)0(t)i = 0;

h�0(t);D(�)(t)i = 0;

(2.11)
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Dualit�e

p D(p)

�

D(�)

Fig. 2.6 { Relation d'interpolation entre une courbe et sa courbe duale

o�u D(�)0(t) d�esigne la d�eriv�ee de D(�) �a l'instant t, et �0(t) d�esigne la d�eriv�ee de

� �a l'instant t.

Soit p un point du plan, le dual de ce point est la droite D(p) d�e�nie par:

D(p) : hp;mi = 1; 8m 2 D(p):

Supposons qu'il existe t0 2 [a; b] tel que:

�(t0) = p;

Alors par continuit�e du syst�eme pr�ec�edent, on a:

h�(t0);D(�)0(t0)i = 0;

hp;D(�)0(t0)i = 0;

Par suite, D(�)0(t0) est un vecteur normal �a p. Or ce dernier est un vecteur

normal de la droite D(p). Par cons�equent, D(�)0(t0) est un vecteur directeur de la

droite duale de p. D'o�u la premi�ere partie de la proposition.

Avec le même raisonnement et en remarquant que dans le syst�eme (2.11) on peut

intervertir les rôles des deux courbes � et D(�). D'o�u la deuxi�eme partie de la

proposition. 3

Interpolation de deux points et deux tangentes par une courbe duale

Dans un paragraphe ant�erieur, on a utilis�e des courbes duales de courbe de B�ezier pour

r�esoudre des probl�emes d'interpolation. En fait, les propri�et�es d'interpolation sont valables

pour n'importe quelle courbe v�eri�ant certaines conditions d'interpolation. On consid�ere

le probl�eme d'interpolation suivant:
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PROBLEME 0
Soient p0 et p1 deux points du plan, auxquels on associe respectivement les

vecteurs ~u0 et ~u1. Construire une courbe duale passant par les points p0 et p1 et

dont les vecteurs tangents en ces points sont respectivement proportionnels aux

vecteurs ~u0 et ~u1. 	

Dans la suite, on se propose de chercher une courbe duale qui interpole les donn�ees

du probl�eme pr�ec�edent. Pour cela, on consid�ere le point p01, point d'intersection des

droites passant par les points p0 et p1 et dont les vecteurs directeurs sont respectivement

proportionnels aux vecteurs ~u0 et ~u1.

On consid�ere les droites D0, D1 et D01, images duales respectives des points p0, p1 et p01:

On d�e�nit ensuite les points d'intersections de ces droites comme suit:

q0 = D0 \D01;

q1 = D1 \D01;

q01 = D0 \D1:

Soit � une courbe quelconque param�etr�ee sur un intervalle [a; b]. Supposons d'une

part que cette courbe passe par les points q0 et q1 pour les param�etres respectifs a et

b, et d'autre part qu'elle admet comme tangentes en ces points les droites D0 et D1,

c'est-�a-dire:

�(a) = q0; �(b) = q1; (2.12)

�0(a) = �(q01 � q0); �0(b) = �(q1 � q01): (2.13)

avec � et � r�eels

Proposition 6

La courbe duale d'une courbe � v�eri�ant les conditions (2.12) et (2.13) est une

courbe qui interpole les donn�ees du probl�eme PROBLEME 0.
Preuve:

Les deux points d'interpolation de la courbe � v�eri�ent:

q0 = D0 \D01;

q1 = D1 \D01:

D'apr�es les propri�et�es de la dualit�e on sait que le dual de l'intersection de deux

droites est une droite joignant les points duaux des droites consid�er�ees,

c'est-�a-dire:

D(q0) = (D(D0)D(D01));

D(q1) = (D(D1)D(D01)):
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Or, d'apr�es la propri�et�e d'involution de la dualit�e on a:

D(D0) = D(D(p0);
= p0;

D(D1) = D(D(p1));
= p1;

D(D01) = D(D(p01));
= p01:

Par cons�equent on a:

D(q0) = (p0p01);

D(q1) = (p1p01):

La courbe � passe par les points q0 et q1, alors d'apr�es la proposition(5) sa courbe

duale est tangente aux droites duales de ces points �a savoir les droites (p0p01) et

(p1p01). La courbe � est tangentes aux droites D0 et D1, par suite, d'apr�es la

proposition(5), la courbe duale de la courbe � passe par les points p0 et p1. D'o�u

la proposition (6). 3

Dualit�e et convexit�e

D�e�nition 22

Soit � une courbe quelconque du plan, et soit � une tangente quelconque �a la

courbe � en un point p.

Si, pour toute tangente �, tous les points (distincts de p) de la courbe

�appartiennent �a un même demi-espace d�e�ni par �, alors la courbe � sera

dite convexe.

Proposition 7

Avec un choix convenable de l'origine, la courbe duale d'une courbe convexe

est une courbe convexe.

Preuve:

Soit � une courbe quelconque convexe. Un choix convenable de l'origine veut dire

que l'origine est choisie telle qu'aucune tangente �a � ne passe par l'origine, ce qui

signi�e que pour deux droites tangentes quelconques �a la courbe � on a l'une des

deux possibilit�es suivantes:

1. soit tous les points de la courbe se trouvent dans les mêmes demi-espaces

n�egatifs d�e�nis par les tangentes consid�er�ees.
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q2

Dualit�e

T

origine
origine

D(T ) = p q1
D(q2)

D(q1)

Fig. 2.7 { Propri�et�e de convexit�e

2. soit tous les points de la courbe se trouvent dans les mêmes demi-espaces

positifs d�e�nis par les tangentes consid�er�ees.

Supposons, sans perdre de g�en�eralit�e, que la courbe � v�eri�e la premi�ere propri�et�e

cit�ee ci-dessus. Soit D(�) sa courbe duale.

Montrons que D(�) est convexe.
Soit T une tangente quelconque �a la courbe D(�). Alors D(T ) est un point de la

courbe �. Posons D(T ) = p et montrons que tous les points de la courbe D(�) se
trouvent dans un même demi-espace.

Soient q1 et q2 deux points quelconques de la courbe D(�). D(q1) et D(q1) sont
deux droites tangentes �a la courbe �. Or � est une courbe convexe, par

cons�equent on a:

8M 2 �; M 2 (D(q1))�;
et

8M 2 �; M 2 (D(q2))�:
ces derni�eres propri�et�es sont vraies pour tout point M de �, en particulier pour le

point p. Alors d'apr�es les caract�eristiques de la dualit�e, on a:

p 2 (D(q1))� ()D(D(q1)) 2 D(p)�;
() q1 2 D(p)�;
() q1 2 D(D(T ))�;
() q1 2 T �:
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De même on a:

p 2 (D(q2))� () q2 2 T �:

Par cons�equent, deux points quelconques de la courbe duale D(�) se trouvent

dans le même demi-espace d�e�ni par la tangente T . D'o�u, la courbe duale D(�)
est convexe. 3

2.1.5 Interpolation: cas particulier de tangentes parall�eles

Dans ce paragraphe, on se donne p0 et p2 deux points du plan, auxquels on associe

respectivement deux vecteurs ~u0 et ~u2 suppos�es li�es. On consid�ere ensuite L0 et L2 les

droites passant respectivement par les points p0 et p2, et dont les vecteurs directeurs

respectifs sont ~u0 et ~u2. La droite passant par les deux points p0 et p2 sera not�ee par L1

(voir �g: 2.8).

Les vecteurs ~u0 et ~u2 �etant li�es, les droites L0 et L2 sont parall�eles. On cherche �a trouver

une courbe duale de B�ezier qui interpole les deux points p0 et p2, et dont les tangentes

en ces points sont respectivement les droites L0 et L2.

Pour cela, on proc�ede dualement, on associe �a chaque droite Li, i = 0::2, son image duale

~u2

p0

p2

L0
L2

L1

~u0

Fig. 2.8 { tangentes parall�eles

qi = D(Li). D'apr�es les propri�et�es de la dualit�e, les points q0 et q2 et l'origine sont align�es.

Avec ces donn�ees duales on peut d�e�nir une courbe de B�ezier quadratique, sur l'inter-

valle [0; 1]:

�(t) = (1� t)2q0 + 2t(1� t)q1 + t2q2:
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o

q0

q1

q2

Fig. 2.9 { images duales des droites primales

Cette derni�ere interpole les points q0 et q2, images duales des droites L0 et L2.

On construit ensuite la courbe D(�), la courbe duale de la courbe �, d�e�nie par:
� h�(t);D(�)(t)i = 1;

h�0(t);D(�)(t)i = 0:
(2.14)

On a la proposition suivante:

Proposition 8

La courbe duale D(�), d�e�nie par le syst�eme (2.14), interpole les points p0 et

p2, et admet comme tangentes respectives en ces points les droites L0 et L2.

Preuve:

D'apr�es le syst�eme (2.14) on a l'�equation suivante:

h�(t);D(�)0(t)i = 0: (2.15)

Pour t = 0, les �equations du syst�eme (2.14) donnent:

� h�(0);D(�)(0)i = 1;

h�0(0);D(�)(0)i = 0:

Ce qui implique que:

� hq0;D(�)(0)i = 1;

hq1;D(�)(0)i = 1:

En d'autres termes cela veut dire que:

D(�)(0) 2 D(q0) \ D(q1):
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Or D(q0) = L0 et D(q1) = L1, par suite on a:

D(�)(0) 2 L0 \ L1:

Par cons�equent, on a:

D(�)(0) = p0:

V�eri�ons maintenant que L0 est la tangente �a la courbe D(�) au point p0.

Pour t = 0 dans l'�equation (2.15), on a:

h�(0);D(�)0(0)i = 0;

autrement dit on a:

hq0;D(�)0(0)i = 0:

Cette derni�ere �equation signi�e que le vecteur d�eriv�e D(�)0(0) est orthogonal au
vecteur q0. Or, q0 est un vecteur normal de sa droite duale L0. Par suite, D(�)0(0)
est un vecteur directeur de la droite L0. D'o�u, L0 est la tangente �a la courbe D(�)
au point p0.

Avec un raisonnement similaire, on peut v�eri�er que D(�)(1) = p2, et que la

droite L2 est la tangente �a la courbe D(�) au point p2. 3

Dans la suite, on donne quelques exemples de courbes duales de courbes de B�ezier

quadratiques, solution du probl�eme pos�e.

Les courbes �a gauche sont les courbes duales et les courbes �a droite sont des courbes de

B�ezier quadratiques.
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Fig. 2.10 { a) courbe duale avec tangentes parall�eles b) courbe de B�ezier quadratique.
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Fig. 2.11 { a) courbe duale avec tangentes parall�eles b) courbe de B�ezier quadratique.

2.1.6 Interpolation de deux points et trois tangentes

Dans ce paragraphe, on se propose de r�esoudre le probl�eme suivant:
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T

p0

p1

p2

Fig. 2.12 { Donn�ees du probl�eme (T ANGENT E)

(T ANGENT E)
Soient p0 et p2 deux points quelconques associ�es respectivement �a deux vecteurs

non li�es ~u0 et ~u2. Soit p1 le point d'intersection de la droite passant par p0 et dont

le vecteur directeur est ~u0 et de celle passant par p2 et admettant ~u2 comme

vecteur directeur. On consid�ere T une droite quelconque du plan telle que:

{ T n'intersecte pas le segment dont les extremit�es sont les points p0 et p2,

{ T coupe les droites (p0; ~u0) et (p2; ~u2) en deux points distincts de p1.

Trouver une courbe duale d'une conique interpolant les points p0 et p2 dont les

vecteurs tangents en ces points sont li�es respectivement aux vecteurs ~u0 et ~u2 et

telle que cette courbe soit tangente �a la droite T . 	

On consid�ere d'une part les droites Li, pour i = 0; 1; 2, droites duales des points pi,

et d'autre part les points d'intersection de ces droites qi = Li \ Li+1, i = 0; 1; 2, avec

L3 = L0. Soit q l'image duale de la droite T .

On peut formuler le probl�eme dual de (T ANGENT E) de la mani�ere suivante:

D(T ANGENT E)
Trouver une courbe qui interpole les points q0 et q1 admettant les droites L0 et L2

comme tangentes respectives et passant par le point q. 	

Etude des relations de position entre la droite T et son dual

{ 1ier cas (voir �g: 2.13)

{ l'origine O est �a l'int�erieur du triangle p0p1p2,
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{ le point p1 est dans le demi-espace n�egatif d�e�ni par la droite T .

L1

L2

q1

q2

q0
L0

origineorigine

p0

p2

p1

T

D(T )

Fig. 2.13 { 1ier cas

On sait d'une part que l'origine reste aussi �a l'int�erieur du triangle dual q0q1q2, d'autre

part d'apr�es la propri�et�e de conservation de la position de la dualit�e, on a:8<
:

p1 2 T�

p0 2 T+

p2 2 T+

()D(T ) 2 L�

1 \ L+
0 \ L+

2 :

Or, la courbe primale doit être une conique interpolant les points q0 et q1, et tangente

aux droites L0 et L2. Elle doit donc être �a l'int�erieur du cône L�

0 \ L�

2 . Cependant le

point dual D(T )) appartient au cône L+
0 \ L+

2

Donc il n'existe pas de solution.

{ 2�eme cas (voir �g: 2.14)

{ l'origine O est �a l'int�erieur du triangle p0p1p2,

{ le point p1 est dans le demi-espace positif d�e�ni par la droite T .

Alors on a: 8<
:

p1 2 T+

p0 2 T�

p2 2 T�

()D(T ) 2 L+
1 \ L�

0 \ L�

2 :

Ce qui signi�e que le point dual D(T )) appartient au cône L�

0 \ L�

2 . Par suite, il existe

une solution.

{ 3�eme cas (voir �g: 2.15)

{ l'origine O est �a l'ext�erieur du triangle p0p1p2, mais �a l'int�erieur du cône de

sommet p1 et passant par les points p0 et p2



2.1 Interpolation par des courbes duales 53

p0

p2

T

p1

D(T )

q2

q1

L2

q0

origine
L1

L0origine

Fig. 2.14 { 2�eme cas

{ le point p1 est dans le demi-espace positif d�e�ni par la droite T .

T

p1

p2

p0

L2

q1

D(T )

q2L1

q0

L0origine

origine

Fig. 2.15 { 3�eme cas

Alors on a: 8<
:

p1 2 T+

p0 2 T�

p2 2 T�

()D(T ) 2 L+
1 \ L�

0 \ L�

2 :

La courbe primale est une conique interpolant les points q0 et q1 et tangente aux droites

L0 et L2. Cette courbe est donc �a l'int�erieur du cône L�

0 \ L�

2 . Or, le point dual D(T ))
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appartient au cône L�

0 \ L�

2

Donc il existe une solution.

{ 4�eme cas (voir �g: 2.16)

{ l'origine O est �a l'ext�erieur du triangle p0p1p2,

{ l'origine est �a l'int�erieur du cône de sommet p1 et ne contenant pas les points

p0 et p2.

T

p0

p2

p1

origine

L2

q1

q2L1

q0

L0

origine

D(T )

Fig. 2.16 { 4�eme cas

Alors on a: 8<
:

p1 2 T�

p0 2 T+

p2 2 T+

()D(T ) 2 L�

1 \ L+
0 \ L+

2 :

Dans ce cas la courbe primale doit être incluse dans le cône L+
0 \ L+

2 . Or, le point dual

D(T ) appartient �a ce cône. D'o�u il existe une solution.

{ 5�eme cas (voir �g: 2.17)

{ l'origine O est �a l'ext�erieur du triangle p0p1p2,

{ l'origine est �a l'int�erieur du cône de sommet p0 et passant par les points p1 et

p2,

{ le point p1 est dans le demi-espace positif d�e�ni par la droite T .
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p0

p2

p1

T
L1

q0

L0

D(T )

origine

q2

q1

L2origine

Fig. 2.17 { 5�eme cas

Alors on a: 8<
:

p1 2 T+

p0 2 T�

p2 2 T�

()D(T ) 2 L+
1 \ L�

0 \ L�

2 :

La courbe primale doit être �a l'int�erieur du cône L+
0 \L�

2 . Or, le point dual D(T ) appar-
tient �a L+

2

Donc il n'existe pas de solution.

{ 6�eme cas (voir �g: 2.18)

{ l'origine O est �a l'ext�erieur du triangle p0p1p2,

{ l'origine est �a l'int�erieur du cône de sommet p0 et passant par les points p1 et

p2,

{ le point p1 est dans le demi-espace n�egatif d�e�ni par la droite T .

Alors on a: 8<
:

p1 2 T�

p0 2 T+

p2 2 T+

()D(T ) 2 L�

1 \ L+
0 \ L+

2 :

La courbe primale doit être �a l'int�erieur du cône L+
0 \ L�

2 . Or, le point dual D(T ))
appartient �a L�

0
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origine

T
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L1
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q2
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Fig. 2.18 { 6�eme cas

D'o�u il n'existe pas de solution.

{ 7�eme cas (voir �g:2.19)

{ l'origine O est �a l'ext�erieur du triangle p0p1p2,

{ l'origine est �a l'int�erieur du cône de sommet p2 et passant par les points p1 et

p0,

{ le point p1 est dans le demi-espace n�egatif d�e�ni par la droite T .

Alors on a: 8<
:

p1 2 T+

p0 2 T�

p2 2 T�

()D(T ) 2 L+
1 \ L�

0 \ L�

2 :

La courbe primale doit être �a l'int�erieur du cône L�

0 \ L+
2 . Or, le point dual D(T ))

appartient au demi-espace L�

2

D'o�u il n'existe pas de solution.

{ 8�eme cas (voir �g:2.20)

{ l'origine O est �a l'ext�erieur du triangle p0p1p2,

{ l'origine est �a l'int�erieur du cône de sommet p2 et passant par les points p1 et

p0,

{ le point p1 est dans le demi-espace positif d�e�ni par la droite T .
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p0

p2

p1

D(T )

L1
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L2

origine
q2

q0

origine

T

Fig. 2.19 { 7�eme cas

p0

p2

p1

L1
L0

q1

L2

q2

origine

q0

origine

D(T )

T

Fig. 2.20 { 8�eme cas

Alors on a: 8<
:

p1 2 T+

p0 2 T�

p2 2 T�

()D(T ) 2 L+
1 \ L�

0 \ L�

2 :

La courbe être �a l'int�erieur du cône L�

0 \L+
2 . Or, le point dual D(T ) appartient au demi-
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espace L�

2

D'o�u il n'existe pas de solution.

{ 9�eme cas (voir �g: 2.21)

{ l'origine O est �a l'ext�erieur du triangle p0p1p2,

{ l'origine est �a l'int�erieur du cône de sommet p2 ne contenant pas les points p1
et p0.

Dans ce cas le point p1 est dans le demi-espace positif d�e�ni par la droite T , par suite

les points p0 et p2 sont dans l'autre demi-espace

p0

T

p2

p1

origine

D(T )

L1
L0

q1

L2

q2

q0

origine

Fig. 2.21 { 9�eme cas

Alors on a: 8<
:

p1 2 T+

p0 2 T�

p2 2 T�

()D(T ) 2 L+
1 \ L�

0 \ L�

2 :

La courbe primale doit être �a l'int�erieur du cône L+
0 \ L�

2 . Or, le point dual D(T ))
appartient au demi-espace L�

0

D'o�u il n'existe pas de solution.

{ 10�eme cas (voir �g:2.22)

{ l'origine O est �a l'ext�erieur du triangle p0p1p2,
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T

p1

p2

p0

L1

origine

q1

q2

L2

L0

q0

origine D(T )

Fig. 2.22 { 10�eme cas

{ l'origine est �a l'int�erieur du cône de sommet p0 ne contenant pas les points p1
et p2.

Dans ce cas aussi le point p1 est dans le demi-espace positif d�e�ni par la droite T , par

suite les points p0 et p2 sont dans l'autre demi-espace.

Alors on a: 8<
:

p1 2 T+

p0 2 T�

p2 2 T�

()D(T ) 2 L+
1 \ L�

0 \ L�

2 :

La courbe primale doit être �a l'int�erieur du cône L�

0 \L+
2 . Or, le point dual D(T ) appar-

tient au demi-espace L�

2

D'o�u il n'existe pas de solution.

Supposons qu'on est dans le cas o�u il existe une solution. Cherchons alors une courbe

solution du probl�eme T ANGENT E .
On sait que les points qi, i = 0; 1; 2, sont solutions des syst�emes suivants:� hqi; pii = 1;

hqi; pi+1i = 1:

D'apr�es [12], on sait que le probl�eme D(T ANGENT E), admet une solution d�e�nie de la

mani�ere suivante:
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On consid�ere la courbe de B�ezier rationnelle quadratique sur [0; 1]:[12]

�(t) =
(1� t)2w0q0 + 2t(1 � t)w1q2 + t2w2q1

(1� t)2w0 + 2t(1 � t)w1 + t2w2
:

Soient �0, �1, �2 les coordonn�ees barycentriques du point D(T ) = q par rapport au triangle

(q0q1q2). Pour assurer que la courbe � passe par le point q, on peut alors choisir les poids

de la mani�ere suivante:

8<
:

w0 = w2 = 1;

w1 =
�2

2
p
�0�1

:

Soit alors � la courbe duale de � d�e�nie par:� h�(t); �(t)i = 1;

h�0(t); �(t)i = 0:

D'apr�es les propri�et�es d'interpolation des courbes duales, on peut en d�eduire que la

courbe � v�eri�e:

{ �(0) = p0,

{ �(1) = p2,

{ les tangentes en �(0) et �(1) sont (p0p1) et (p1p2).

D'autre part la courbe � passe par le point q, ce qui entrâ�ne que la courbe duale est

tangente �a la droite duale de q, �a savoir la droite T . Ainsi, la courbe � est une courbe

solution du probl�eme T ANGENT E .

Dans la suite on donne quelques exemples de ces courbes duales interpolant le pro-

bl�eme T ANGENT E .
Les courbes �a droite des �gures suivantes sont les coniques interpolant les points q0 et

q2 et passant par le point q = D(T ), not�e 'dual'. Les courbes �a gauche sont les courbes

duales obtenues qui sont solution du probl�eme T ANGENT E .
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2.2 Courbes duales d'une courbe rationnelle

Dans les paragraphes pr�ec�edents, on a �etudi�e les courbes duales d'une courbe po-

lynomiale de B�ezier. Dans ce qui suit, on va s'int�eresser aux courbes duales de courbes

rationnelles particuli�eres d�e�nies par Sederberg, Saito et Qi [21]. Ces courbes sont d�e�nies

�a partir de faisceaux lin�eaires de droites et plus g�en�eralement de faisceaux non lin�eaires.

L'avantage de cette description �a l'aide des droites est l'e�cacit�e de l'implicitisation des

courbes.

2.2.1 Intersection de deux faisceaux de droites

On se place dans le plan projectif P2 associ�e au plan a�ne R2. Une droite de P2 peut

être d�ecrite par l'�equation:

L : ax+ by + cz = 0:

On peut alors identi�er cette droite au triplet L = (a; b; c). Ainsi, on peut d�e�nir, d'une

fa�con naturelle, une dualit�e, not�ee Dp, entre un point p = (a; b; c) du plan projectif P2 et

une droite L de P2, dont le triplet associ�e est L = (a; b; c). Grâce �a cette dualit�e on a les

propri�et�es suivantes:
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Propri�et�e 10

Soit p un point et L une droite de P2, alors on a:

p 2 L () hp; Li = 0:

Propri�et�e 11

Soient L1 et L2 deux droites dont les repr�esentants respectifs sont L1 et L2.

Alors un point d'intersection p de ces droites v�eri�e:

p = L1 ^ L2:

Propri�et�e 12

Soient p1 et p2 deux points de P2, la droite passant par ces deux points est une

droite dont le repr�esentant L v�eri�e:

L = p1 ^ p2:

D�e�nition 23

Soient L1 et L2 deux droites a�nes d'�equation respective:

L1 : a1x+ b1y + c1 = 0;

L2 : a2x+ b2y + c2 = 0:

On appelle faisceau lin�eaire des droites L1 et L2, not�e F(L1;L2), l'ensemble

des droites L(t) d'�equation:

L(t) : (1 � t)(a1x+ b1y + c1) + t(a2x+ b2y + c2) = 0:

Pour la param�etrisation des droites appartenant �a un faisceau de deux droites F(L1;L2),

on peut choisir une droite T et une param�etrisation associ�ee de la mani�ere suivante:

Soient I1 et I2 les points d'intersection de T avec respectivement L1 et L2, alors �a toute

droite L(t) du faisceau, par exemple t 2 [0; 1], on peut associer un point tel que:

I(t) = (1 � t)I1 + tI2:

Il est clair que la param�etrisation n'est pas unique.

D�e�nition 24

Soient L1, L2, L3 et L4 quatre droites a�nes, et soient F(L1;L2) et F(L3;L4)

les faisceaux associ�es �a ces droites. On appelle intersection des deux faisceaux

F(L1;L2) et F(L3;L4), l'intersection des droites respectives de chaque faisceau

correspondant au même param�etre t.
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L(t)

L1 T0

1
I2

L2

I1

I(t)

Fig. 2.23 { param�etrisation d'un faisceau

Th�eor�eme 7 [23]

Soient L1, L2, L3 et L4 quatre droites a�nes, et soient F(L1;L2) et F(L3;L4)

les faisceaux associ�es �a ces droites. Alors l'intersection de ces deux faisceaux

lin�eaires de droites est une section de conique.

2.2.2 courbe duale de l'intersection de deux faisceaux

Soient p0 et p2 deux points du plan a�ne R2, et soient T0 et T2 deux droites non

parall�eles passant respectivement par p0 et p2. Notons p1 le point d'intersection de ces

deux droites.

On se propose de construire une courbe duale d'une courbe rationnelle qui interpole les

points p0 et p2 et qui est tangente respectivement �a T0 et T2.

Pour cela, on se place dans le plan projectif P2. Pour chaque point pi, i = 0; 1; 2, on lui

associe le point Pi = wi(pi; 1), avec wi un nombre r�eel appel�e poids qu'on suppose positif.

Soient d'autre part les droites Li, i = 0::2, images duales par Dp des points Pi, i = 0; 1; 2.

On consid�ere ensuite, les faisceaux lin�eaires de droites F(L0;L1) et F(L1;L2), d�e�nis

respectivement pour tout t 2 [0; 1] de la mani�ere suivante:

L1(t) = (1 � t)L0 + tL1;

L2(t) = (1 � t)L1 + tL2:

En utilisant le th�eor�eme 7, et en consid�erant les faisceaux consid�er�es ci-dessus, on d�e�nit
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0

0

1

1

L2

L1

L3

Fig. 2.24 { intersection de deux faisceaux lin�eaires

une courbe � sur [0; 1] comme intersection de ces deux faisceaux:

�(t) = L1(t) ^ L2(t)

= ((1 � t)L0 + tL1) ^ ((1� t)L1 + tL2)

= (1 � t)2L0 ^ L1 + t(1� t)L0 ^ L2 + t2L1 ^ L2:

La courbe � est une courbe projective exprim�ee en fonction des droites Li, i = 0; 1; 2.

Par la dualit�e projective Dp, on peut construire sa courbe duale � = (�1;�2;�3), comme

dans le cas a�ne, comme enveloppe des images duales, par Dp, de tout point de la courbe

�. Cette courbe duale est alors solution, pour tout t 2 [0; 1], du syst�eme suivant:

� h�(t);�(t)i = 0;

h�0(t);�(t)i = 0:
(2.16)

La courbe duale � est une courbe projective v�eri�ant:

�(0) = P0 et �(1) = P2:

En e�et:

Valeur de � en t = 0
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Le syst�eme 2.16 donne: � h�(0);�(0)i = 0;

h�0(0);�(0)i = 0:

Or on a:

�(0) = L0 ^ L1

�0(0) = 2(L0 ^ L2 � L0 ^ L1);

ce qui implique que: � h�(0); L0 ^ L1i = 0;

h�(0); L0 ^ L2 � L0 ^ L1i = 0:

Donc �(0) est solution du syst�eme suivant:

� h�(0); L0 ^ L1i = 0;

h�(0); L0 ^ L2i = 0:

Par cons�equent, on a:

�(0) = P1:

Valeur de � en t = 1

De la même mani�ere on a: � h�(1);�(1)i = 0;

h�0(1);�(1)i = 0:

Partant des r�esultats suivants:

�(1) = L1 ^ L2

�0(1) = 2(L1 ^ L2 � L0 ^ L2);

on obtient le syst�eme suivant:� h�(1); L1 ^ L2i = 0;

h�(1); L1 ^ L2 � L0 ^ L2i = 0:

Ce qui signi�e que �(1) est solution du syst�eme suivant:

� h�(1); L1 ^ L2i = 0;

h�(1); L0 ^ L2i = 0:

Par cons�equent:

�(1) = P3:
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Pour r�esoudre le probl�eme pos�e ci-dessus, on consid�ere dans le plan a�ne la courbe

param�etrique suivante:

 (t) = (
�1(t)

�3(t)
;
�2(t)

�3(t)
):

Il est clair que:

 (0) = p1 et  (1) = p3:

V�eri�ons que la courbe  = ( � 1;  � 2) est tangente aux droites T0 = (p0p1) et

T2 = (p1p2) respectivement aux points p0 et p2.

Posons p0 = (a0; b0) et p2 = (a2; b2), alors P0 = w0(a0; b0; 1) et P2 = w2(a2; b2; 1). Soit

 0(t) = ( 0

1(t);  
0

2(t)) la d�eriv�ee de  (t), alors on a:

 0

1(t) =
�0

1(t)�3(t)� �1(t)�0

3(t)

�2
3(t)

;

 0

2(t) =
�0

2(t)�3(t)� �2(t)�
0

3(t)

�2
3(t)

:

L'�equation (2.16) nous donne l'�equation suivante:

h�0(t);�(t)i = 0:

En particulier pour t = 0 on a:

h�0(0); L0 ^ L1i = 0:

Ce qui implique que:

�0(0) = P1 � P0:

Par cons�equent on a:

 0

1(0) =
(w1a1 � w0a0)w0 � w0a0(w1 � w0)

w2
0

=
w0w1(a1 � a0)

w2
0

=
w1(a1 � a0)

w0
:

De même:

 0

2(0) =
(w1b1 � w0b0)w0 � w0b0(w1 � w0)

w2
0

=
w0w1(b1 � b0)

w2
0

=
w1(b1 � b0)

w0
:
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D'o�u:

 0(0) =
w1

w0
(p1 � p0):

Avec un raisonnement identique, on peut montrer que:

 0(0) =
w2

w1
(p2 � p1):

D'o�u, la courbe  est tangente aux droites T0 et T1 respectivement en p0 et p2.

2.2.3 Intersection de faisceaux de degr�e n

Dans ce paragraphe, on consid�ere une g�en�eralisation de faisceaux lin�eaires de droites[21]:

D�e�nition 25

Soient Li, i = 0; :::; n, (n + 1) droites dans le plan projectif P2. On appelle

faisceau de degr�e n des droites Li, i = 0; :::; n, not�e F(Li; i = 0; :::; n), dans la

base de Bernstein, l'ensemble des droites L(t), t 2 [0; 1], telles que:

L(t) =
nX

i=0

Bn
i [t]Li:

Soient Li, i = 0; :::; n et ri, i = 0; :::;m deux familles de droites dans le plan projectif

P2. On consid�ere les deux faisceaux: F1(Li; i = 0; :::; n) et F2(ri; i = 0; :::;m) d�e�nis

respectivement par:

L(t) =
nX

i=0

Bn
i (t)Li:

r(t) =
nX

i=0

Bn
i (t)ri:

L'intersection de ces deux faisceaux est la courbe suivante[21]:

�(t) = L(t) ^D(t)

=
nX

i=0

Bn
i (t)Li ^

nX
i=0

Bn
i (t)ri

=
n+mX
k=0

Bn+m
k (t)Dk;

o�u:

Dk =
1

Cm+n
k

X
i+j=k

Cn
i C

m
j Li ^Dj:
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Soit � la courbe duale de la courbe �, alors cette courbe est solution du syst�eme:

� h�(t);�(t)i = 0;

h�0(t);�(t)i = 0:

On peut alors �ecrire cette courbe, pour tout t 2 [0; 1], sous forme de produit vectoriel de

la mani�ere suivante:

�(t) = �(t) ^ �0(t)

=
n+mX
k=0

Bn+m
k (t)Dk ^

n+m�1X
k=0

Bn+m�1
k (t)�Dk;

o�u: �Dk = Dk+1 �Dk: Par cons�equent

�(t) =

2(n+m)�1X
k=0

B
2(n+m)�1
k (t)Pk;

avec:

Pk =
1

C
2(m+n)�1
k

X
i+j=k

Cn+m
i Cm+m�1

j Di ^�Dj:

L'int�erêt de consid�erer des courbes �a l'aide des faisceaux, c'est qu'on peut avoir les �equa-

tions implicites de ces courbes, en calculant des d�eterminants beaucoup moins grands que

ceux de Bezout ou Sylvester[21]

2.3 Courbes duales par morceaux

2.3.1 Pr�eliminaires

On se donne n + 1 points du plan qu'on note pi, i = 0; : : : ; n, et on se propose de

construire une courbe duale passant par tous ces points. Dans la suite on utilisera les

notations suivantes:

A chaque point pi, i = 0; : : : ; n, on associe la droite duale qu'on note Di, i = 0; : : : ; n,

d�e�nie par:

Di = fm 2 R2 : hpi;mi = 1g:
En posant par convention Dn+1 = D0, on consid�ere fqig = Di \Di+1, i = 0; : : : ; n, les

points d'intersection des droites duales Di cons�ecutives.

Ces points v�eri�ent les syst�emes suivants:

� hpi; qii = 1;

hpi+1; qii = 1:
(2.17)
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r0

Dn

q0 q1
r1

r2

rn

D1

D2

D0

Fig. 2.25 { D�e�nition des points ri, i = 0; : : : ; n.

D'autre part on consid�ere les points ri 2 Di, i = 0; : : : ; n tels que:

ri = �iqi�1 + (1 � �i)qi; �i 2]0; 1[ i = 1; : : : ; n;

r0 = �0qn + (1 � �0)q0; �0 2]0; 1[:

Dans toute la suite on supposera que les syst�emes utilis�es ont une solution unique.

2.3.2 Courbe duale d'une courbe de B�ezier quadratique par

morceaux

Construction de la courbe duale interpolante

Pour i = 0; : : : ; n� 1 on note:

V i
0 = ri V i

1 = qi V i
2 = ri+1:

On consid�ere ensuite les courbes de B�ezier quadratiques, �i, i = 0; : : : ; n � 1, d�e�nies

par:

�i(t) =
2X

j=0

V i
jB

2
j (t) 8t 2 [0; 1];

o�u B2
j , (j = 0; : : : ; 2) d�esignent les polynomes de Bernstein de degr�e 2.

Pour chaque i = 0; : : : ; n�1, on construit la courbe duale, �i, de �i qui est par d�e�nition

l'enveloppe de la famille des droites dont les vecteurs normaux sont les points de la courbe
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�i. Ces courbes �i, i = 0; : : : ; n� 1, v�eri�ent les syst�emes suivants pour tout t 2 [0; 1] :

� h�i(t); �i(t)i = 1;

h�0

i(t); �i(t)i = 0:
(2.18)

Avec ces notations, on a le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme 8

La courbe duale � form�ee par les morceaux de courbes �i, i = 0; : : : ; n � 1

interpole tous les points pi.

Preuve:

Chaque courbe �i v�eri�e le syst�eme 2.18 pour tout t appartenant �a [0; 1] et pour

t = 0 on a: � h�i(0); �i(0)i = 1;

h�0

i(0); �i(0)i = 0:
(2.19)

Or �i(0) = ri et �0

i(0) = 2(qi � ri), par cons�equent on a:

� hri; �i(0)i = 1

hqi � ri; �i(0)i = 0
=)

� hri; �i(0)i = 1

hqi; �i(0)i = hri; �i(0)i

=)
� hri; �i(0)i = 1

hqi; �i(0)i = 1:
(2.20)

Or:

hri; �i(0)i = 1 =) h�iqi�1 + (1 � �i)qi; �i(0)i = 1

=) �ihqi�1; �i(0)i+ (1 � �i) hqi; �i(0)i| {z }
=1

= 1

=) �ihqi�1; �i(0)i+ (1 � �i)� 1 = 0

=) hqi�1; �i(0)i = 1:

Par suite, �i(0) v�eri�e: � hqi�1; �i(0)i = 1;

hqi; �i(0)i = 0:

D'apr�es les syst�emes 2.17 on peut conclure que �i(0) = pi.

De la même mani�ere, pour t = 1 on obtient:

� h�i(1); �i(1)i = 1;

h�0

i(1); �i(1)i = 0:
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Puisque �i(1) = ri+1 et �0

i(1) = 2(ri+1 � qi) on obtient :

� hri+1; �i(1)i = 1

hqi � ri+1; �i(1)i = 0
=)

� hri+1; �i(1)i = 1

hqi; �i(1)i = hri+1; �i(1)i

=)
� hri+1; �i(1)i = 1

hqi; �i(1)i = 1:

hri+1; �i(1)i = 1 =) h�i+1qi + (1� �i+1)qi+1; �i(1)i = 1;

=) �i+1 hqi; �i(0)i| {z }
=1

+(1 � �i+1)hqi+1; �i(1)i = 1;

=) �i+1 � 1 + (1� �i+1)hqi; �i(1)i = 0;

=) hqi+1; �i(1)i = 1:

d'o�u le syst�eme suivant: � hqi; �i(1)i = 1

hqi+1; �i(1)i = 1:

D'apr�es 2.17 on conclut que �i(1) = pi+1.

D'o�u le th�eor�eme. 3

D�etermination des tangentes:

D'apr�es 2.19 les courbes �i, i = 0; : : : ; n� 1, v�eri�e pour tout t 2 [0; 1]:

h�i(t); �
0

i(t)i = 0:

En particulier pour t = 0 on a: hri; �0i(0)i = 0, ce qui signi�e que �0i(0) est orthogonal �a

ri.

Comme ri est un vecteur normal �a la droite D(ri) (qui est une droite passant par pi),

le vecteur �0i(0) est un vecteur directeur de D(ri). On en d�eduit donc que D(ri) est la
tangente �a la courbe �i au point pi. De même pour t = 1 on v�eri�e que D(ri+1) est la
tangente �a la courbe �i au point pi+1. Ainsi, le choix des points ri, i = 0; : : : ; n, entrâ�ne

un choix des tangentes de la courbe �. Les valeurs �i, i = 0; : : : ; n, constituent des degr�es

de libert�e.

On fera ult�erieurement une �etude sur les raccordements g�eom�etriques entre les morceaux

des courbes �i .
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2.3.3 Interpolation par le dual d'une courbe de B�ezier cubique

En gardant les mêmes notations que pr�ec�edemment, On se propose d'interpoler les

donn�ees par une courbe duale d'une courbe de B�ezier cubique. On d�e�nit les points

interm�ediaires suivants:

si = �iri + (1� �i)qi �i 2]0; 1[;

s0i = �0

iqi + (1� �0

i)ri+1 �0

i 2]0; 1[:

ri

Di+1

ri+1

qi

si

s0i

Di

Fig. 2.26 { D�e�nition des points si et s0i, i = 0; : : : ; n.

On pose:

V i
0 = ri V i

1 = si V i
2 = s0i V i

3 = ri+1:

Pour tout i, i = 0; : : : ; n � 1, on consid�ere les courbes de B�ezier cubiques d�e�nies pour

tout t 2 [0; 1] par:

�i(t) =
3X

j=0

V i
j B

3
j (t):

Pour tout i, i = 0; : : : ; n � 1, on d�e�nit les courbes �i, courbes duales respectives des

courbes �i. Ces courbes v�eri�ent les syst�emes suivants pour tout t 2 [0; 1]:

� h�i(t); �i(t)i = 1;

h�0

i(t); �i(t)i = 0:
(2.21)

Th�eor�eme 9

L'union des courbes �i, i = 0; : : : ; n� 1, est une courbe interpolant les points

pi.
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Preuve:

Pour tout i, i = 0; : : : ; n� 1, la courbe �i est solution du syst�eme (2.21), pour

tout t 2 [0; 1]. En particulier pour t = 0 on a:� h�i(0); �i(0)i = 1;

h�0

i(0); �i(0)i = 0:

Comme �i(0) = ri et �0

i(0) = 3(si � ri) on a alors:� hri; �i(0)i = 1

hsi � ri; �i(0)i = 0
=)

� hri; �i(0)i = 1

hsi; �i(0)i = hri; �i(0)i

=)
� hri; �i(0)i = 1

hsi; �i(0)i = 1:

Or:

hsi; �i(0)i = 1 =) h�iri + (1� �i)qi; �i(0)i = 1;

=) �i hri; �i(0)i| {z }
=1

+(1� �i)hqi; �i(0)i = 1;

=) �i + (1 � �i)hqi; �i(0)i � 1 = 0;

=) hqi; �i(0)i = 1:

Finalement on a: � hri; �i(0)i = 1;

hqi; �i(0)i = 1:

D'apr�es le syst�eme 2.17 on d�eduit que:

�i(0) = pi;

avec un raisonnement identique, on peut v�eri�er que:

�i(1) = pi+1:

3

Etude des tangentes de la courbe duale

De la même mani�ere que pr�ec�edemment, les tangentes �a la courbe duale � aux points

pi, i = 0; : : : ; n, sont respectivement les droites duales des points ri, i = 0; : : : ; n.

D'autre part pour i = 0; : : : ; n� 1, on a:

{ �i(1) = pi+1 et �0i(1) est un vecteur directeur de D(ri+1),
{ �i+1(0) = pi+1 et �0i+1(0) est un vecteur directeur de D(ri+1).

On a donc un raccordement C0 entre les courbes �i et �i+1, i = 0; : : : ; n�1et les vecteurs

tangents �0i(1) et �
0

i+1(0) sont deux vecteurs lin�eairement d�ependants.
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2.4 Raccordements g�eom�etriques de courbes duales

2.4.1 Rappels

Repr�esentation param�etrique d'une courbe

Soit � : [a; b] �! Rd une application de l'intervalle [a; b] dans Rd. On dit que � est

une param�etrisation r�eguli�ere de classe Cp si et seulement si � appartient �a Cp([a; b]) et

�0(t) 6= 0 pour tout t appartenant �a [a; b].

D�e�nition 26

Soit � : [c; d] �! [a; b] une application de classe Cp telle que �0(t) 6= 0 pour

tout t appartenant �a [c; d]. Alors l'application compos�ee  (t) = �(�(t)), d�e�nie

de [a; b] dans Rd, est appel�ee une reparam�etrisation de la courbe d�e�nie par �.

Elle respecte le sens de parcours de la courbe si et seulement si �0(t) > 0 pour

tout t appartenant �a [c; d].

Exemple

En prenant comme origine �(a), l'abscisse curviligne est une repr�esentation param�etrique

intrins�eque d�e�nie par:

S = C(t) =

Z t

a

k�0(u)k du;

S repr�esente la longueur alg�ebrique de l'arc de la courbe [m0m, o�u m = �(t).

Raccordement de deux courbes en un point commun

Soient � : [a; b] �! Rd et  : [c; d] �! Rd des repr�esentations param�etriques respectives

des courbes C1 et C2 qui ont un point commun m0 = �(b) =  (c). C1 et C2 se raccordent
Cp si et seulement si: �(i)(b) =  (i)(c) pour tout i = 1; : : : ; p.

D�e�nition 27

C1 et C2 se raccordent g�eom�etriquement �a l'ordre p em m0 en respectant le sens

du parcours, Gp, si et seulement si: il existe une repr�esentation param�etrique

de l'une et de l'autre qui se raccordent Cp en m0.

Caract�erisation

Les courbes C1 et C2 se raccordent Gp en m0 si et seulement si:

Dp�(b) = BDp (c);
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avec

Dp�(b) =

0
BBB@
�0(b)

�00(b)
...

�(p)(b)

1
CCCA ; Dp (c) =

0
BBB@
 0(c)

 00(c)
...

 (p)(c)

1
CCCA ;

et o�u B est une matrice triangulaire inf�erieure dont tous les �el�ements diagonaux sont

positifs et qui a la forme particuli�ere suivante:

B =

0
BBBBB@

�1 : : : : : : : : : 0

�2 �1
2 : : : : : : 0

�3 3�1�2 �1
3 : : : 0

...
...

...
. . .

...

�p : : : : : : : : : �1
p

1
CCCCCA

o�u les param�etres �1; : : : ; �p dans la premi�ere colonne sont libres et les autres sont d�eter-

min�es en fonction de ces param�etres.

Cas particulier

C1 et C2 se raccordent G2 en m0 si et seulement si il existe �1 > 0 et �2 tels que:

8<
:

�(b) =  (c);

�0(b) = �1 
0(c);

�00(b) = �21 
00(c) + �2 

0(c):

2.4.2 Courbe duale d'une courbe raccord�ee G1

Soient �i, i = 0; : : : ; n � 1, les courbes duales des �i courbes de B�ezier quadratiques

ou cubiques d�e�nies pr�ec�edemment.

Ces courbes �i, i = 0; : : : ; n� 1, v�eri�ent le syst�eme suivant pour tout t 2 [0; 1]:

� h�i(t); �i(t)i = 1;

h�0

i(t); �i(t)i = 0:
(2.22)

On a vu que la courbe � form�ee par les morceaux �i interpole les points pi, i = 0; : : : ; n,

et v�eri�ent aussi:

h�i(t); �
0

i(t)i = 0: (2.23)
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On a alors: � h�i(1); �0i(1)i = 0;

h�i+1(0); �0i+1(0)i = 0:

Comme �i(1) = �i+1(0) alors les vecteurs �0i(1) et �
0

i+1(0) sont li�es.

La condition de raccordement C0 s'�ecrit:

9�i 2 R tel que �0i(1) = �i�
0

i+1(0):

Supposons maintenant que pour tout i = 0; : : : ; n� 1, les courbes �i sont raccord�es G1.

Il existe alors pour chaque i = 0; : : : ; n� 1, un nombre r�eel positif �i tel que:

�0

i+1(0) = �i�
0

i(1):

En d�erivant l'�equation (2.23), on obtient:

h�i(t); �
00

i (t)i+ h�0

i(t); �
0

i(t)i = 0:

On a:

h�i(1); �
00

i (1)i+ h�0

i(1); �
0

i(1)i = 0;

h�i+1(0); �
00

i+1(0)i+ h�0

i+1(0); �
0

i+1(0)i = 0:

En tenant compte de ce qui pr�ec�ede et de la G1 continuit�e des courbes �i, on obtient:

h�i(1); �
00

i (1)i + h�0

i(1); �
0

i(1)i = 0;

h�i(1); �
00

i+1(0)i + �i�ih�0

i(1); �
0

i(1)i = 0:

Par suite:

h�00i+1(0) � �i�i�
00

i (1);�i(1)i = 0:

Par cons�equent les vecteurs �00i+1(0) � �i�i�
00

i (1) et �
0

i(1) sont li�es. Donc 9�i tel que:

�00i+1(0) = �i�i�
00

i (1) + �i�
0

i(1):

2.4.3 Continuit�e g�eom�etrique d'ordre 2 de courbes duales

On sait que:

h�i(t); �i(t)i = 1; (2.24)

h�0

i(t); �i(t)i = 0; (2.25)

h�i(t); �
0

i(t)i = 0: (2.26)
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Dans ce paragraphe supposons que les morceaux de la courbe primale � sont raccord�es

G2, alors pour chaque i = 0; : : : ; n� 1 il existe �i > 0 et �i tels que:8<
:

�i+1(0) = �i(1);

�0

i+1(0) = �i�0

i(1);

�00

i+1(0) = �2i �
00

i (1) + �i�0

i(1):

De la relation (2.26) on obtient:

h�i(1); �
0

i(1)i = 0; (2.27)

(2.28)

h�i+1(0); �
0

i+1(0)i = 0() h�i(1); �
0

i+1(0)i = 0: (2.29)

D'autre part en d�erivant (2.25) on a pour tout t 2 [0; 1]

h�00

i (t); �i(t)i+ h�0

i(t); �
0

i(t)i = 0: (2.30)

En particulier pour le i�eme morceau en t = 1:

h�00

i (1); �i(1)i + h�0

i(1); �
0

i(1)i = 0

et le (i+ 1)i�eme morceau en t = 0:

h�00

i+1(0); �i+1(0)i + h�0

i+1(0); �
0

i+1(0)i = 0: (2.31)

Or �i+1(0) = �i(1), donc en rempla�cant dans (2.31) et en utilisant les conditions de

raccordement G2 on a:

h�i(1); �2i �00

i (1) + �i�
0

i(1)i + h�0i+1(0); �i�0

i(1)i = 0;

�2i h�i(1);�00

i (1)i + �i h�i;�0

i(1)i| {z }
=0

+�ih�0i+1(0);�0

i(1)i = 0:

Par cons�equent on a:

�2i h�i(1);�00

i (1)i + �ih�0i+1(0);�0

i(1)i = 0: (2.32)

D'apr�es les relations (2.27), (2.27), (2.30) et (2.32), on d�eduit que:

�0i+1(0) = �i�
0

i(1): (2.33)

D'o�u la G1 continuit�e de �. Maintenant d�erivons la relation (2.26):

h�00i (t);�i(t)i+ h�0

i(t); �
0

i(t)i = 0:
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De cette relation et de (2.30) on a pour tout t 2 [0; 1] :

h�00i (t);�i(t)i = h�00

i (t); �i(t)i:
En particulier en t = 1 pour le ii�eme morceau et en t = 0 pour le (i+ 1)i�eme morceau on

a:

h�00i (1);�i(1)i = h�00

i (1); �i(1)i;
h�00i+1(0);�i+1(0)i = h�00

i+1(0); �i+1(0)i:
On remplace �00

i+1(0) par sa valeur:

h�00i+1(0);�i(1)i = h�2i �00

i (1) + �i�
0

i(1); �i+1(0)i
= �2i h�00

i (1); �i(1)i + �i h�0

i(1); �i(1)i| {z }
=0

= �2i h�00

i (1); �i(1)i
= �2i h�00i (1);�i(1)i�0i;

=) h�00i+1(0)� �2i �
00

i (1);�i(1)i = 0:

Par suite �00i+1(0)��2i �00i (1) est orthogonal �a �i(1). Or on sait que �0i(1) est aussi orthogonal

�a �i(1). Par suite, �00i+1(0)� �2i �
00

i (1) et �
0

i(1) sont li�es. Il existe alors i tel que:

�00i+1(0) � �2i �
00

i (1) = i�
0

i(1):

D'o�u la relation:

�00i+1(0) = �2i �
00

i (1) + i�
0

i(1): (2.34)

Ainsi, les morceaux successifs �i et �i+1 ont un point commun qui v�eri�e les relations

(2.33) et (2.34). Elles sont donc raccord�ees G2.

2.5 Etude des singularit�es des courbes duales

Dans ce paragraphe, on se propose d'�etudier le comportement des images duales de

courbes param�etriques pr�esentant des singularit�es. En e�et, on s'int�eressera �a l'�etude des

correspondances entre les singularit�es des courbes primales et celles des courbes duales.

Soit � une courbe primale d�e�nie sur un intervalle I, et soit t0 un param�etre appar-

tenant �a l'intervalle I. Supposons qu'il existe deux entiers naturels non nuls p et q tels

que:

{ les d�eriv�ees successives jusqu'�a l'ordre p � 1 en t0 sont nulles,
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{ la d�eriv�ee pieme est la premi�ere d�eriv�ee non nulle de � en t0,

{ �(t0) et �
p(t0) ne sont pas li�es,

{ q est le plus petit nombre sup�erieur strictement �a p tel que (�(q)(t0);�(p)(t0)) forment

une famille libre.

Ainsi, le d�eveloppement de Taylor de � au voisinage de cet �el�ement est donn�e par:

�(t0 + h) = �(t0) + (1 +O(1))
hp

p!
�(p)(t0) +

hq

q!
�(q)(t0) +O(hq):

On sait que suivant la parit�e de p et q on peut d�eterminer la nature du point �(t0). En

e�et, on a les cas suivants:

{ Si p est impair et q est pair alors �(t0) est un point ordinaire,

{ si p est impair et q est impair alors �(t0) est un point d'inexion,

{ si p est pair et q est pair alors �(t0) est un point de rebroussement de deuxi�eme

esp�ece,

{ si p est pair et q est impair alors �(t0) est un point de rebroussement de premi�ere

esp�ece.

2.5.1 D�etermination des points singuliers

Soit � la courbe duale de �. On sait que � est une courbe param�etrique v�eri�ant pour

tout t appartenant �a I les �equations suivantes:

h�(t); �(t)i = 1; (2.35)

h�0(t); �(t)i = 0; (2.36)

h�0(t);�(t)i = 0: (2.37)

On remarque que le syst�eme form�e par l'�equation (2.35) et l'�equation (2.36) n'est plus

valable pour d�e�nir compl�etement le point �(t0). Cependant, on a la proposition suivante

qui d�etermine le point singulier �(t0):
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Proposition 9

Soit � une courbe param�etrique d�e�nie sur un intervalle I. Supposons qu'il

existe un param�etre t0 dans I et deux entiers naturels non nuls p et q tels que

le d�eveloppement de Taylor de la courbe � au voisinage de t0 soit de la forme:

�(t0 + h) = �(t0) + (1 +O(1))
hp

p!
�(p)(t0) +

hq

q!
�(q)(t0) +O(hq):

Soit � la courbe duale de la courbe �.

Alors le point correspondant au param�etre t0 de la courbe duale � est d�et�ermin�e

par le syst�eme suivant:

� h�(t0); �(t0)i = 1;

h�(p)(t0); �(t0)i = 0:

Preuve:

On sait que le point �(t0) v�eri�e l'�equation:

h�(t0); �(t0)i = 1;

cette derni�ere ne donne pas une solution unique, il faut donc chercher une autre

�equation qui permettra de d�eterminer le point �(t0) de mani�ere unique.

Pour cela on d�erive l'�equation (2.36) (p� 1) fois �a l'aide de la formule de Leibnitz.

Il en r�esulte qu'on a pour tout t appartenant �a I:

p�1X
k=0

Ck
p�1h�(k)(t);�(p�k)(t)i = 0;

h�(t);�(p)(t)i+
p�1X
k=1

Ck
p�1h�(k)(t);�(p�k)(t)i = 0:

Ceci �etant vrai pour tout t appartenant �a l'intervalle I, en particulier pour le

param�etre t0:

h�(t0);�(p)(t0)i +
p�1X
k=1

Ck
p�1h�(k)(t0);�(p�k)(t0)i = 0:

Or, pour le param�etre t0 on a:

�0(t0) = �00(t0) = :::: = �(p�1)(t0) = 0:
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Par suite on a:
p�1X
k=1

Ck
p�1h�(k)(t0);�(p�k)(t0)i = 0:

D'o�u, le point �(t0) v�eri�e une deuxi�eme �equation, �a savoir:

h�(t0);�(p)(t0)i = 0:

Notons Dt0 et D
(p)
t0

les droites d'�equations cart�esiennes respectives:

h�(t0);Mi = 1

et

h�(p)(t0);Mi = 0:

Le point singulier �(t0) est la solution du syst�eme suivant:

� h�(t0); �(t0)i = 1;

h�(p)(t0); �(t0)i = 0:

Il est alors l'intersection des droites Dt0 et D
(p)
t0

3

Proposition 10

La d�eriv�ee d'ordre p de la courbe duale � en t0 est orthogonale au point �(t0),

c'est-�a-dire:

h�(p)(t0);�(t0)i = 0:

Preuve:

En d�erivant l'�equation (2.35) p fois pour tout t appartenant �a I on trouve:

pX
k=0

Ck
p h�(k)(t);�(p�k)(t)i = 0;

h�(t);�(p)(t)i+
p�1X
k=1

Ck
p h�(k)(t);�(p�k)(t)i+ h�(p)(t);�(t)i = 0:

Comme cette formule est vraie pour tout t appartenant �a I, elle reste vraie pour t0
aussi:

h�(t0);�(p)(t0)i+
p�1X
k=1

Ck
p h�(k)(t0);�(p�k)(t0)i+ h�(p)(t0);�(t0)i = 0:
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Or, le point �(t0) appartient �a la droite D
(p)
t0
, ce qui implique qu'on a:

h�(t0);�(p)(t0)i = 0:

D'autre part on sait que les d�eriv�ees successives jusqu'�a l'ordre p � 1 de � en t0
sont toutes nulles. Par cons�equent on a:

p�1X
k=1

Ck
p h�(k)(t0);�(p�k)(t0)i = 0:

On peut donc en d�eduire que �(p)(t0) est orthogonale �a �(t0):

h�(p)(t0);�(t0)i = 0;

on retrouve donc l'�equivalent des relations (2.35), (2.36) et (2.37) pour t = t0:8<
:
h�(t); �(t)i = 1;

h�(p)(t); �(t)i = 0;

h�(p)(t);�(t)i = 0:

(2.38)

3

2.5.2 Etude des points singuliers

Proposition 11

Les d�eriv�ees successives jusqu'�a l'ordre (q-p-1) de la courbe duale � au point

correspondant au param�etre t0 sont orthogonales �a la d�eriv�ee d'ordre p de la

courbe primale au point correspondant au même param�etre.

Preuve:

Pour d�eterminer le point singulier correspondant au param�etre t0 on avait calcul�e

la d�eriv�ee (p� 1)ieme de l'�equation (2.36). Cherchons maintenant les d�eriv�ees

d'ordre m de la même �equation (2.36), o�u m est un entier sup�erieur strictement �a

(p� 1).

Pour tout �el�ement t de l'intervalle I, on a:

mX
k=0

Ck
mh�(m�k)(t);�(k+1)(t)i = 0;

ce qui est �equivalent �a la formule suivante:

p�2X
k=0

Ck
mh�(m�k)(t);�(k+1)(t)i+

mX
k=p�1

Ck
mh�(m�k)(t);�(k+1)(t)i = 0:
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En particulier pour t = t0:

p�2X
k=0

Ck
mh�(m�k)(t0);�

(k+1)(t0)i +
mX

k=p�1

Ck
mh�(m�k)(t0);�

(k+1)(t0)i = 0:

Comme les d�eriv�ees successives jusqu'�a l'ordre (p� 1) de � en t0 sont nulles, alors:

p�2X
k=0

Ck
mh�(m�k)(t0);�

(k+1)(t0)i = 0:

Par cons�equent, pour tout m > p� 1 on a:

mX
k=p�1

Ck
mh�(m�k)(t0);�

(k+1)(t0)i = 0:

Pour montrer la proposition on utilise un raisonnement par recurrence sur m:

{ Pour m = p:

La d�erivation pour m = p donne:

Cp�1
p h�0(t0);�(p)(t0)i+ h�(t0);�(p+1)(t0)i = 0:

Or �(p+1)(t0) et �(p)(t0) sont li�es par hypoth�ese, ce qui implique l'existence d'un

r�eel � non nul tel que:

�(p+1)(t0) = ��(p)(t0);

ce qui implique que:

h�(t0);�(p+1)(t0)i = �h�(t0);�(p)(t0)i:

Comme �(t0) est orthogonal �a �(p)(t0) (proposition 9), alors on a

h�(t0);�(p+1)(t0)i = 0:

Par cons�equent:

h�0(t0);�(p)(t0)i = 0:

D'o�u, la d�eriv�ee premi�ere de � en t0 est orthogonale �a la d�eriv�ee d'ordre p de � en

t0.

{ Pour m = p + 1:
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On a:

Cp�1
p+1h�00(t0);�(p)(t0)i + Cp

p+1h�0(t0);�(p+1)(t0)i + h�(t0);�(p+2)(t0)i = 0:

De la même mani�ere que pr�ec�edemment �(p+2)(t0) et �(p)(t0) sont li�es par

hypoth�ese, ce qui implique que:

h�(t0);�(p+2)(t0)i = 0:

De

h�0(t0);�(p)(t0)i = 0;

on d�eduit que:

h�00(t0);�(p)(t0)i = 0:

D'o�u la d�eriv�ee seconde de � en t = t0 est orthogonale �a la d�eriv�ee d'ordre p de �

en t0.

Supposons que la propri�et�e soit vraie jusqu'�a l'ordre m = q � 3 (c.�a.d pour la

d�eriv�ee d'ordre (q � p� 2) de � en t0), et montrons qu'elle est vraie pour

m = q � 2 (c-�a-d pour la d�eriv�ee d'ordre (q � p � 1) de � en t0 )

{ Pour m = q � 2 on a:

Cp�1
q�2 h�(q�p�1)(t0);�

(p)(t0)i+
q�2X
k=p

Ck
q�2h�(q�2�k)(t0);�

(k+1)(t0)i = 0:

Lorsque k = p:::q � 2, on a:

{ d'une part �(k+1)(t0) et �(p)(t0) sont li�es,

{ d'autre part q � 2 � k varie de q � 2� p jusqu'�a 0. D'apr�es l'hypoth�ese de

r�ecurrence les d�eriv�ees jusqu'�a l'ordre q� p� 2 de � en t0 sont orthogonales �a

la d�eriv�ee d'ordre p de � en t0.

On peut en d�eduire que pour tout k tel que k = p:::q � 2 on a:

h�(q�2�k)(t0);�
(k+1)(t0)i = 0:

Par cons�equent:

h�(q�p�1)(t0);�
(p)(t0)i = 0:

La d�eriv�ee d'ordre (q-p-1) � en t0 est orthogonale �a la d�eriv�ee d'ordre p de � en

t0. D'o�u la propri�et�e de r�ecurrence. 3



86 Chapitre 2 Correspondances entre courbes primales et courbes duales

Proposition 12

La d�eriv�ee d'ordre (q � p) en t0 de la courbe duale � est la premi�ere d�eriv�ee

non orthogonale �a la d�eriv�ee d'ordre p de � en t0

Preuve:

On sait d'apr�es ce qui pr�ec�ede que pour tout entier m > p � 1 on a:

mX
k=p�1

Ck
mh�(m�k)(t0);�

(k+1)(t0)i = 0:

En particulier pour m = q � 1 on a:

q�1X
k=p�1

Ck
q�1h�(q�1�k)(t0);�

(k+1)(t0)i = 0:

En developpant cette somme on trouve:

Cp�1
q�1 h�(q�p)(t0);�

(p)(t0)i+ h�(t0);�(q)(t0)i +
q�2X
k=p

Ck
q�1h�(q�1�k)(t0);�

(k+1)(t0)i = 0:

D'apr�es la proposition 11, on sait que pour tout k variant de p jusqu'�a (q� 2) on a:

h�(q�1�k)(t0);�
(k+1)(t0)i = 0:

Par suite on a:

Cp�1
q�1 h�(q�p)(t0);�

(p)(t0)i + h�(t0);�(q)(t0)i = 0: (2.39)

Puisque �(q)(t0) et �(p)(t0) sont lineairement ind�ependant, alors on a

h�(t0);�(q)(t0)i 6= 0:

Par cons�equent on a:

h�(q�p)(t0);�
(p)(t0)i 6= 0:

D'o�u la proposition 12. 3

Proposition 13

les d�eriv�ees successives jusqu'�a l'ordre (q � 1) de la courbe duale � en t0 sont

orthogonales �a �(t0).
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Preuve:

D'abord on cherche les d�eriv�ees d'ordre m de l'�equation (2.35) pour tout t

appartenant �a I, o�u m est un entier naturel non nul inferieur strictement �a q � 1.

On a alors:
mX
k=0

Ck
mh�(m�k)(t);�(k)(t)i = 0: (2.40)

On a alors pour tout t appartenant �a l'intervalle I:

h�(m)(t);�(t)i+ h�(t);�(m)(t)i+
m�1X
k=1

Ck
mh�(m�k)(t);�(k)(t)i = 0:

En particulier pour t0, on a:

h�(m)(t0);�(t0)i + h�(t0);�(m)(t0)i +
m�1X
k=1

Ck
mh�(m�k)(t0);�

(k)(t0)i = 0: (2.41)

{ Pour m = 1; 2; :::; p.

On sait que les d�eriv�ees d'ordre k, ( k = 1; :::; p� 1) de � en t0 sont toutes nulles.

Ce qui implique:
m�1X
k=1

Ck
mh�(m�k)(t0);�

(k)(t0)i = 0:

D'autre part, on a pour tout m = 1; 2; :::; p

h�(t0);�(m)(t0)i = 0:

Par cons�equent, on a m = 1; 2; :::; p:

h�(m)(t0);�(t0)i = 0:

{ Pour m = p + 1; p+ 2; :::; q � 1.

En d�eveloppant la formule (2.40), on trouve:

h�(m)(t0);�(t0)i +
p�1X
k=1

Ck
mh�(m�k)(t0);�

(k)(t0)i

+
mX
k=p

Ck
mh�(m�k)(t0);�

(k)(t0)i = 0: (2.42)

Comme les d�eriv�ees successives jusqu'�a l'ordre p � 1 de � en t0 sont toutes nulles,

alors on a:
p�1X
k=1

Ck
mh�(m�k)(t0);�

(k)(t0)i = 0:
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Lorsque k varie de p jusqu'�a m, on a:

{ d'une part les d�eriv�ees d'ordre k de �(k) en t0 et la d�eriv�ee d'ordre p de � en

t0 sont li�ees,

{ d'autre part les entiers (m� k) prennent les valeurs de 0; 1; ::; q � p� 1. Or,

d'apr�es la proposition 11, on sait que �(t0), �0(t0),...,�(q�p�1)(t0) sont

orthogonales �a �(p).

On en d�eduit que:
mX
k=p

Ck
mh�(m�k)(t0);�

(k)(t0)i = 0:

Par suite:

h�(m)(t0);�(t0)i = 0:

D'o�u, toutes les d�eriv�ees d'ordre m de � en t0, pour tout m = 1; 2:::; q � 1, sont

orthogonales �a �(t0). 3

Proposition 14

La d�eriv�ee d'ordre q de � en t0 est la premi�ere d�eriv�ee non orthogonale �a �(t0).

Preuve:

En rempla�cant m par q dans la formules 2.41 on trouve:

h�(q)(t0);�(t0)i + h�(t0);�(q)(t0)i+
q�1X
k=1

Ck
q h�(q�k)(t0);�

(k)(t0)i = 0:

Ou encore:

h�(q)(t0);�(t0)i+
p�1X
k=1

Ck
q h�(q�k)(t0);�

(k)(t0)i

+

q�1X
k=p

Ck
q h�(q�k)(t0);�

(k)(t0)i + h�(t0);�(q)(t0)i = 0:

Comme les d�eriv�ees successives de � en t0 jusqu'�a l'ordre p � 1 sont nulles, alors

on a:
p�1X
k=1

Ck
q h�(q�k)(t0);�

(k)(t0)i = 0:
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Il en suit:

h�(q)(t0);�(t0)i+ Cp
q h�(q�p)(t0);�

(p)(t0)i

+

q�1X
k=p+1

Ck
q h�(q�k)(t0);�

(k)(t0)i + h�(t0);�(q)(t0)i = 0:

D'apr�es la proposition 11 on a:

q�1X
k=p+1

Ck
q h�(q�k)(t0);�

(k)(t0)i = 0:

Par cons�equent on a:

h�(q)(t0);�(t0)i+ Cp
q h�(q�p)(t0);�

(p)(t0)i + h�(t0);�(q)(t0)i = 0:

Or on sait d'apr�es la formule 2.39 que:

Cp�1
q�1 h�(q�p)(t0);�

(p)(t0)i+ h�(t0);�(q)(t0)i = 0;

=) h�(t0);�(q)(t0)i = �Cp�1
q�1 h�(q�p)(t0);�

(p)(t0)i:
En rempla�cant h�(t0);�(q)(t0)i par sa valeur, on trouve:

h�(q)(t0);�(t0)i+ q � p

p
Cp�1
q�1 h�(q�p)(t0);�

(p)(t0)i = 0:

Or, on sait que:

h�(q�p)(t0);�
(p)(t0)i 6= 0;

d'o�u:

h�(q)(t0);�(t0)i 6= 0:

3

Th�eor�eme 10

Les d�eriv�ees successives de � en t0 jusqu'�a l'ordre q� p� 1 sont toutes nulles,

ses d�eriv�ees d'ordre k, k = q � p; :::; q � 1, sont li�ees et les d�eriv�ees d'ordre

q � p et q forment une famille libre.

Preuve:

D'apr�es les proposition: Proposition 11, Proposition 12 et Proposition 13,

on a:
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Pour l = 1; :::; q� p� 1:

� h�(t0); �(l)(t0)i = 0;

h�(p)(t0); �(l)(t0)i = 0:

Or �(t0) et �(p)(t0) ne sont pas li�es, on peut alors en d�eduire que les d�eriv�ees de �

en t0 d'ordre inferieur ou �egal �a q � p � 1 sont toutes nulles.

Toutefois, on a d'une part:

h�(p)(t0); �(q�p)(t0)i 6= 0

et d'autre part, pour l = q � p:::q� 1 on a:

h�(t0); �(l)(t0)i = 0;

ce qui implique que:

{ �(q�p)(t0) est la premi�ere d�eriv�ee non nulle,

{ pour l = q � p; :::; q� 1, les d�eriv�ees �(l)(t0) sont li�ees.

Finalement on a:

h�(t0); �(q)(t0)i 6= 0:

On en d�eduit que �(q)(t0) et �(q�p)(t0) ne sont pas li�es.

Le d�eveloppement de Taylor de � au voisinage de t0 est alors de la forme:

�(t0 + h) = �(t0) + (1 +O(1))
hq�p

(q � p)!
�(q�p)(t0) +

hq

q!
�(q)(t0) +O(hq):

3

Etude des cas

{ Si p est impair et q est pair, c'est-�a-dire �(t0) est un point ordinaire, alors dans le

dual on a q � p est impair et q est pair. Ce qui implique que �(t0) est un point

ordinaire.

{ Si p est impair et q est impair, c'est-�a-dire que �(t0) est point d'inexion, alors q�p
est pair et q est impair. Ce qui signi�e que �(t0) est un point de rebroussement de

premi�ere esp�ece.

{ Si p est pair et q est pair, c'est-�a-dire que �(t0) est un point de rebroussement de

deuxi�eme esp�ece, alors dans le dual on q � p est pair et q est pair. Ce qui signi�e

que �(t0) est point de rebroussement de deuxi�eme esp�ece.
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{ Si p est pair q est impair, c'est-�a-dire que �(t0) est un point de rebroussement de

premi�ere esp�ece. Alors dans le dual on a q�p est impair et q impair. Par suite �(t0)

est point d'inexion.

Tableau r�ecapitulatif:

(voir �g 2.27, �g 2.28, �g 2.29)

Courbe primale Courbe duale

point ordinaire point ordinaire

point d'inexion point de rebroussement de
premi�ere esp�ece

point de rebroussement de
premi�ere esp�ece

point d'inexion

point de rebroussement de
deuxi�eme esp�ece

point de rebroussement de
deuxi�eme esp�ece

Point ordinaire

Dualit�e

Point ordinaire

Fig. 2.27 { Le dual d'un point ordinaire est un point ordinaire
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Dualit�e

Point de rebroussement

de premi�ere esp�ecePoint d'inexion

Fig. 2.28 { Le dual d'un point d'inexion est un point de rebroussement de 1�ere esp�ece

Dualit�e

Point de rebroussement de
de deuxi�eme esp�ece

Point de rebroussement

deuxi�eme esp�ece

Fig. 2.29 { Le dual d'un point de rebroussement de 2�eme esp�ece est un point de rebrous-

sement de 2�emeesp�ece

Point doube

On garde toujours les mêmes notations que pr�ec�edemment.

Supposons qu'il existe deux param�etres distincts t1 et t2, tels que:

�(t1) = �(t2):

On sait que la courbe duale � v�eri�e pour tout t appartenant �a l'intervalle I l'�equation

suivante:

h�0(t);�(t) = 0:
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Pour t = t1 et t = t2, on a les �equations suivantes:

� h�0(t1);�(t1)i = 0;

h�0(t2);�(t2)i = 0:

Or,

�(t1) = �(t2):

Par cons�equent, les vecteurs �0(t1) et �0(t2) sont li�es. Ils d�e�nissent donc la même droite

tangente aux points �(t1) et �(t2). Par cons�equent la courbe � admet une tangente doube.

Dualit�e

Point doubleTangente double

Fig. 2.30 { en dual l'�equivalent d'un point double est une tangente double

2.6 L'image duale d'un cercle

Dans ce paragraphe, on cherche �a trouver le dual d'un cercle quelconque dans un

plan a�ne. La dualit�e utilis�ee dans la suite est la polarit�e qui �a un point p(a; b) fait

correspondre la droite d'�equation ax+ by = 1.

Soit C(A; r) un cercle de centre le point A = (a; b) et de rayon r > 0.

On sait que l'�equation implicite de C(A; r) est la suivante:

(x� a)2 + (y � b)2 = r2:

Pour chercher l'image duale de ce cercle, utilisons l'�equation param�etrique suivante, pour

tout t 2 [0; 2�]: � C1(t) = a+ r cos(t);

C2(t) = b+ r sin(t):

Soit G = (x; y) la courbe duale du cercle C(A; r). On sait que G est l'enveloppe des droites

duales de tous les points du cercle C(A; r). Donc elle est solution du syst�eme suivant pour
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tout t 2 [0; 2�]: � h(C1(t); C2(t));G(t)i = 1;

h(C01(t); C02(t));G(t)i = 0:

O�u, (C01(t); C02(t)) d�esigne la d�eriv�ee de la courbe param�etrique (C1(t); C2(t)).
En rempla�cant, pour tout t 2 [0; 2�], C1(t) et C2(t) par leurs valeurs, on a:

�
(a+ r cos(t))x+ (b+ r sin(t))y = 1;

�r sin(t)x+ r cos(t) y = 0:

On peut r�esoudre ce dernier syst�eme, en utilisant la m�ethode de Cramer.

Soit alors:

� = r cos(t)(a+ r cos(t)) + r sin(t)(b+ r sin(t))

= r2 + a r cos(t) + br sin(t):

La solution, si elle existe, est de la forme:

8>>>><
>>>>:

x =
cos(t)

r + a cos(t) + b sin(t)
;

y =
sin(t)

r + a cos(t) + b sin(t)
:

Remarque

Dans le cas o�u le centre du cercle C(A; r) est confondu avec l'origine, c'est-�a-dire que

a = b = 0, alors on a: 8>>><
>>>:

x =
cos(t)

r
;

y =
sin(t)

r
:

d'o�u le lemme:

Lemme 6

L'image duale d'un cercle de centre l'origine et de rayon r est un autre cercle

de centre l'origine et de rayon
1

r
.

Supposons d'une part que le centre du cercle C(A; r) est distinct de l'origine, et d'autre
part cherchons l'�equation implicite de la courbe G, pour pouvoir d'abord identi�er sa
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nature et ensuite l'�etudier.8>>>><
>>>>:

x =
cos(t)

r + a cos(t) + b sin(t)

y =
sin(t)

r + a cos(t) + b sin(t)

=)
8<
:

(r + acost+ b sin(t))x = cos(t)

(r + a cos(t) + b sin(t))y = sin(t)

(2.43)

=) x

y
=

cos(t)

sin(t)
: (2.44)

Prenons la premi�ere �equation de (2.43)

rx

cos(t)
+ ax+ b

sin(t)

cos(t)
x = 1

rx

cos(t)
+ ax+ b

y

x
x = 1

1 � ax� by =
rx

cos(t)
: (2.45)

D'apr�es (2.43), on a:

cos2(t) + sin2(t) = (r + a cos(t) + b sin(t))2x2 + (r + a cos(t) + b sin(t))2y2

1 = (r + a cos(t) + b sin(t))2x2 + (r + a cos(t) + b sin(t))2y2

= ((r + a cos(t))2 + 2b sin(t)(r + a cos(t)) + b2 sin2(t))x2

+ ((r + a cos(t))2 + 2b sin(t)(r + a cos(t)) + b2 sin2(t))y2

= (r2 + 2a r cos(t) + a2 cos2(t) + 2b r sin(t) + 2ab sin(t) cos(t) + b2 sin2(t))x2

(r2 + 2a r cos(t) + a2 cos2(t) + 2b r sin(t) + 2ab sin(t) cos(t) + b2 sin2(t))y2

= r2x2 + r2y2 + 2a r cos(t)x2 + 2a r cos(t)y2| {z }
F1

+ a2 cos2(t)x2 + a2 cos2(t)y2| {z }
F2

+2b r sin(t)x2 + 2b r sin(t)y2| {z }
F3

+ 2ab sin(t) cos(t)x2 + 2ab sin(t) cos(t)y2| {z }
F4

+ b2 sin2(t)x2 + b2 sin2(t)y2| {z }
F5

:

On calcule chaque terme de la formule pr�ec�edente, et en tenant compte du fait que:

x sin(t) = y cos(t):

Calcul de F1
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On a:

F1 = 2a r cos(t)x2 + 2a r cos(t)y2

= 2a r cos(t)x2 + 2a r cos(t)
sin2(t)

cos2(t)
x2

=
2a r cos(t) cos2(t)x2 + 2a r cos(t) sin2(t)x2

cos2(t)

=
2a r cos(t)x2

cos2(t)

= 2ar
x2

cos(t)

= 2a
rx

cos(t)
x:

En utilisant (2.45), on trouve:

F1 = 2a(1 � ax� by)x

= 2ax� 2a2x2 � 2a b x y:

Calcul de F2

F2 = a2 cos2(t)x2 + a2 cos2(t)y2

= a2 cos2(t) x2 + a2 sin2(t)x2

= a2x2:
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Calcul de F3

F3 = 2b r sin(t)x2 + 2b r sin(t)y2

= 2b r sin(t)x2 + 2b r sin(t)x2
sin2(t)

cos2(t)

=
2b r sin(t) cos2(t)x2 + 2b r sin(t) sin2(t)x2

cos2(t)

= 2b r
sin(t)x2

cos2(t)

= 2b r
sin(t)

cos(t)

x2

cos(t)

= 2b r
y

x

x2

cos(t)

= 2b r y
x

cos(t)

= 2b y(
rx

cos(t)
)

= 2b y(1� ax� by)

= 2b y � 2a b y x� 2b2y2:
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Calcul de F4

F4 = 2a b sin(t) cos(t)x2 + 2a b sin(t) cos(t)y2

= 2a b sin(t)x cos(t)x+ 2a b sin(t) cos(t)yy

= 2a b cos(t)y cos(t)(t)x+ 2a b sin(t) sin(t)xy

= 2a b cos2(t)xy + 2a b sin2(t)xy

= 2a b x y(cos2(t) + sin2(t))

= 2a b x y:

Calcul de F5

F5 = b2 sin2(t)x2 + b2 sin2(t)y2

= b2 cos2(t)y2 + b2 sin2(t)y2

= b2 y2(cos2(t) + sin2(t))

= b2 y2:

Finalement on a:

1 = r2 x2 + r2 y2 + 2a x� 2a2 x2 � 2a b x y + a2 cos2(t) x2 + a2 sin2(t)x2

+ 2b y � 2a b y x� 2b2 y2 + 2a b x y + b2 y2

1 = x2(r2 + a2 � 2a2) + y2(r2 + b2 � 2b2)� 2a b x y + 2 a x+ 2b y:

Posons:

A = r2 + a2 � 2a2;

B = r2 + b2 � 2b2;

C = �2ab;
D = 2a;

E = 2b:

Alors le dual du cercle admet l'�equation implicite suivante:

Ax2 +By2 + Cxy +Dx + Ey � 1 = 0:

Par suite l'image duale d'un cercle est une conique

2.6.1 D�etermination de la nature de l'image duale d'un cercle

On a vu que l'image duale d'un cercle C de centre T = (a; b) et de rayon r, est une

conique de la forme:

Ax2 +By2 + Cxy +Dx + Ey � 1 = 0;
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avec A, B, C, D et E, les valeurs exprim�ees pr�ec�edemment.

{ Si C2 � 4AB < 0, alors G est une ellipse,

{ Si C2 � 4AB > 0, alors G est une hyperbole,

{ Si C2 � 4AB = 0, alors G est une parabole.

Or,

C2 � 4AB = 4a2b2 � 4(r2 � a2)(r2 � b2)

= 4a2b2 � 4(r4 � r2b2 � a2r2 + a2b2)

= 4(r2b2 + a2r2 � r4)

= 4r2(b2 + a2 � r2):

D'o�u:

Signe(C2� 4AB) = Signe(b2 + a2 � r2):

2.6.2 image duale d'un cercle passant par trois points

Soient pi = (ui; vi), i = 1; 2; 3, trois points quelconques du plan. On se propose de

chercher l'image duale du cercle passant par ces trois points.

Posons pour tout i = 1; 2; 3:

Di : uix+ viy = 1:

Pour i = 1; 2; 3 l'image duale de la droite Di est le point pi = (ui; vi). Soit C le cercle de

centre (a; b) et de rayon r passant par ces trois droites.

Le cercle C est d'�equation:

(x� a)2 + (y � b)2 = r2:

Les valeurs a, b et r sont alors solutions du syst�eme pour i = 1; 2; 3:

(ui � a)2 + (vi � b)2 = r2:

Une fois le centre et le rayon du cercle C d�etermin�es, l'image duale de C est la conique

tangente aux trois droites Di, i = 1; 2; 3. Cette conique est d'�equation:

x2(r2 + a2 � 2a2) + y2(r2 + b2 � 2b2)� 2abxy + 2ax+ 2by � 1 = 0:
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Fig. 2.31 { Deux exemples d'images duales de cercles passant par trois points en prenant

comme origine �a chaque fois les centres respectives des cercles.
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Fig. 2.32 { Un exemple de conique tangente �a trois droites.
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Fig. 2.33 { Exemple avec trois droites dont deux sont parall�eles.
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Fig. 2.34 { a)Exemple o�u le centre du cercle passant par les points duaux est confondu avec

l'origine b) la conique duale est un cercle tangent aux trois droites donn�ees
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Chapitre 3

Dualit�es g�eom�etriques d�e�nies par

une matrice sym�etrique

Dans les chapitres pr�ec�edents, on a utilis�e des dualit�es g�eom�etriques particuli�eres.

Ces dualit�es �etaient d�e�nies �a partir d'un produit scalaire qui est une forme bilin�eaire

sym�etrique particuli�ere.

Dans ce chapitre, on va g�en�eraliser cette notion en d�e�nissant une dualit�e �a l'aide d'une

forme bilin�eaire sym�etrique quelconque. On utilisera surtout l'�ecriture matricielle de la

forme bilin�eaire sym�etrique consid�er�ee.

Dans un premier temps, on va consid�erer cette dualit�e dans un plan projectif pour trouver

les caract�erisation et les propri�et�es, puis on va g�en�eraliser la notion de courbes duales

relatives �a une forme bilin�eaire sym�etrique, ensuite on se restreindra au plan a�ne.

3.1 Rappels

D�e�nition 28

Soit E un espace vectoriel sur le corps R. On appelle forme bilin�eaire toute

application � : E � E �! R, telle que:

{ Pour tous vecteurs u1, u2 et u3 de E on a:

�(u1 + u2; u3) = �(u1; u3) + �(u2; u3);

�(u1; u2 + u3) = �(u1; u2) + �(u1; u3):

{ Pour tout scalaire �, on a:

�(�u1; u2) = �(u1; �u2) = ��(u1; u2):
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D�e�nition 29

Une forme bilin�eaire d'un espace vectoriel E, est dite sym�etrique si et seule-

ment si pour tous vecteurs u1 et u2 de E, on a:

�(u1; u2) = �(u2; u1):

Supposons que l'espace vectoriel E est de dimension n, et que B = (e1; e2; ::; en) est

une base de E. Si u et v sont deux vecteurs de E, d�e�nis dans cette base par les matrices

colonnes:

u =

0
BBB@

x1
x2
...

xn

1
CCCA v =

0
BBB@

y1
y2
...

yn

1
CCCA :

Alors on a:

�(u; v) = �(
nX

i=1

xiei;

nX
j=1

yjej) =
X
i;j

xiyj�(ei; ej):

Par cons�equent, � est compl�etement det�ermin�ee par les coe�cients:

aij = �(ei; ej) 8 i; j; 1 � i � n; 1 � j � n:

D'o�u, �a toute forme bilin�eaire �, on peut associer une matrice carr�eeA, dont les coe�cients

sont les images, par �, des �el�ements de la base B associ�ee �a l'espace vectoriel E. En outre,

une forme bilin�eaire peut s'�ecrire sous forme matricielle de la mani�ere suivante:

�(u; v) = utAv:

Lemme 7

Une matrice carr�ee est matrice associ�ee �a une forme bilin�eaire sym�etrique si

et seulement si c'est une matrice sym�etrique.

D�e�nition 30

Une forme biln�eaire � sur E est est dite altern�ee si:

�(u; u) = 0; 8u 2 E:

D�e�nition 31

Une matrice carr�ee S est dite anti-sym�etrique si:

St = �S:
Lemme 8

Une matrice carr�ee est la matrice d'une forme bilin�eaire altern�ee si et seule-

ment si c'est une matrice anti-sym�etrique.
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3.2 Dualit�e associ�ee �a une forme bilin�eaire sym�e-

trique dans l'espace a�ne R3

Dans ce paragraphe, on se place dans l'espace a�ne R3.

Soit s une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee, et soit S sa matrice associ�ee. On

sait que S est une matrice sym�etrique inversible.

Un plan de l'espace a�ne R3 peut être repr�esent�e de la mani�ere suivante:

P = fm 2 R3; s(p;m) = 0g
= fm 2 P; ptSm = 0g:

O�u p est un point de R3.

Cette �ecriture nous permet de prendre P = Sp comme repr�esentant du plan P.
Ces notations mettent en �evidence une relation naturelle entre l'ensemble des points de

R3 et l'ensemble des plans de R3.

En e�et, on peut d�e�nir la double transformation suivante:

p �! Ds(p) = P;

P �! Ds(P ) = p:

D'une mani�ere g�en�erale, la double transformation Ds entre l'ensemble des points et l'en-

semble des plans, est d�e�nie comme suit:

Si p est un point de R3, alors:

P �! Ds(P ) = S�1P:

Cette double transformation est involutive, en e�et:

Ds(Ds(p)) = S�1Sp = p;

Ds(Ds(P )) = SS�1P = P:

D'autre part, on a la propri�et�e suivante:

L Soit P un plan de R3 dont le repr�esentant est P = Sp, c'est �a dire Ds(P) = p. Soit q

un point de R3, alors on a:

q 2 P () ptSq = 0

() qtStp = 0

() qtSp = 0

() p 2 Ds(q)

()Ds(P) 2 Ds(q):
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Par suite, cette double transformation inverse la relation d'inclusion. Ce qui nous permet

d'�enoncer la d�e�nition suivante:

D�e�nition 32

Soient s une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee, E l'ensemble des

points de R3 et P l'ensemble des plans de R3.

Une dualit�e g�eom�etrique Ds dans R3 associ�ee �a la forme bilin�eaire s, et une

double transformation entre l'ensemble E et l'ensemble P.

Elle associe d'une part �a un point p le plan P qui est l'ensemble des points m

qui v�eri�e l'�equation suivante:

s(p;m) = 0:

D'autre part elle associe �a un plan P = fm 2 R3; s(p;m) = 0g le point p.

Dans toute la suite, on identi�e les plans P et leurs repr�esentants P . Alors on a les

propri�et�es suivantes:

Propri�et�e 13

Soit p1 et p2 deux points de R3. Alors le plan P contenant ces deux points est

tel que:

P = �p1 ^ p2;
o�u � est un r�eel.

Preuve:

Soit P = fm 2 R3 : P tm = 0g
�
p1 2 P
p2 2 P ()

�
P tp1 = 0

P tp2 = 0

() 9� : P = �p1 ^ p2:

3

Propri�et�e 14

Soit P1 et P2 deux plans R3. Alors un point p appartenant �a l'intersection de

ces deux plans est tel que:

p = �P1 ^ P2;
avec � un r�eel.
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Preuve:

Soient P1 = fm 2 R3; P t
1m = 0g et P2 = fm 2 R3; P t

2m = 0g, deux plans, et soit

p un point:

�
p 2 P1

p 2 P2
()

�
P t
1p = 0

P t
1p = 0

() 9� : p = �P1 ^ P2:

3

3.2.1 Quelques propri�et�es de la dualit�e g�eom�etrique dans R3

Proposition 15

Soient S une matrice sym�etrique et p1 et p2 deux points de R3. Alors on a:

S�1(p1 ^ p2) = 1

det(S)
Sp1 ^ Sp2:

Soient P1 et P2 deux plans de R3. Alors on a:

S(P1 ^ P2) = det(S)S�1P1 ^ S�1P2;

avec det(S) d�esigne le d�eterminant de la matrice S.

Preuve

Posons d'abord:

S =

0
@ a b c

b d e

c e f

1
A p1 =

0
@ x1

y1
z1

1
A p2 =

0
@ x2

y2
z2

1
A :

On a:

p1 ^ p2 =
0
@ z2y1 � z1y2

z1x2 � z2x1
x1y2 � x2y1

1
A ;

S�1 =
1

det(s)

0
@ df � e2 ce� bf be� cd

ce� bf af � c2 bc� ae

be� cd bc� ae ad� b2

1
A :

O�u:

det(S) = adf � ae2 � b2f + 2bce� c2d:
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On pose q = det(s)S�1(p1 ^ p2), alors on a:

q =

0
@ q1

q2
q3

1
A

=

0
@ (df � e2)(z2y1 � z1y2) + (ce� bf)(z1x2 � z2x1) + (be� cd)(x1y2 � x2y1)

(ce� bf)(z2y1 � z1y2) + (af � c2)(z1x2 � z2x1) + (bc� ae)(x1y2 � x2y1)

(be� cd)(z2y1 � z1y2) + (bc� ae)(z1x2 � z2x1) + (ad� b2)(x1y2 � x2y1)

1
A

En explicitant les formules pr�ec�edentes, on trouve:

q1 = (df � e2)(z2y1 � z1y2) + (ce� bf)(z1x2 � z2x1) + (be� cd)(x1y2 � x2y1)

= dfz2y1 � dfz1y2 � e2z2y1 + e2z1y2 + cez1x2 � cez2x1 � bfz1x2 + bfz2x1

+ bex1y2 � bex2y1 � cdx1y2 + cdx2y1:

Calculons maintenant Sp1 ^ Sp2.
D�eterminons les coordonn�ees respectives de ces derniers:

Sp1 =

0
@ a b c

b d e

c e f

1
A
0
@ x1

y1
z1

1
A

=

0
@ ax1 + by1 + cz1

bx1 + dy1 + ez1
cx1 + ey1 + fz1

1
A

Même chose pour Sp2, on trouve:

Sp2 =

0
@ a b c

b d e

c e f

1
A
0
@ x2

y2
z2

1
A

=

0
@ ax2 + by2 + cz2

bx2 + dy2 + ez2
cx2 + ey2 + fz2

1
A

Soit

u =

0
@ u1

u2
u3

1
A ;

tel que:

u = Sp1 ^ Sp2:
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Calculons les coordonn�ees du point u:

u =

0
@ ax1 + by1 + cz1

bx1 + dy1 + ez1
cx1 + ey1 + fz1

1
A ^

0
@ ax2 + by2 + cz2

bx2 + dy2 + ez2
cx2 + ey2 + fz2

1
A

=

0
@ (bx1 + dy1 + ez1)(cx2 + ey2 + fz2)� (cx1 + ey1 + fz1)(bx2 + dy2 + ez2)

(cx1 + ey1 + fz1)(ax2 + by2 + cz2)� (ax1 + by1 + cz1)(cx2 + ey2 + fz2)

(ax1 + by1 + cz1)(bx2 + dy2 + ez2)� (bx1 + dy1 + ez1)(ax2 + by2 + cz2)

1
A

D�eterminons chaque composante s�epar�ement:

u1 = bcx1x2 + bex1y2 + bfx1z2 + dcy1x2 + dey1y2 + dfy1z2 + ecz1x2 + e2z1y2

+efz1z2 � cbx1x2 � cdx1y2 � cex1z2 � eby1x2 � edy1y2 � e2y1z2 � fbz1x2

�fdz1y2 � efz1z2

= bex1y2 � eby1x2 + dcy1x2 � cdx1y2 + ecz1x2 � cex1z2 + bfx1z2 � fbz1x2

+dfy1z2 � fdz1y2 + e2z1y2 � e2y1z2

u1 = (be� cd)(x1y2 � x2y1) + (ce� bf)(z1x2 � x1z2) + (df � e2)(y1z2 � z1y2):

u2 = acx1x2 + cby2x1 + c2z2x1 + eay1x2 + eby1y2 + ecy1z2 + afz1x2 + bfz1y2

+cfz1z2 � acx1x2 � aex1y2 � afx1z2 � bcy1x2 � bey1y2 � bfy1z2 � c2z1x2

cez1y2 � cfz1z2

= cbx1y2 � cby1x2 + aey1x2 � aex1y2 + afz1x2 � afx1z2 + c2x1z2 � c2z1x2

+ecy1z2 � ecz1y2 + bfz1y2 � bfy1z2

u2 = (bc� ae)(x1y2 � y1x2) + (af � c2)(z1x2 � x1z2) + (ec� bf)(y1z2 � z1y2):

u3 = abx1x2 + ady2x1 + aez2x1 + b2y1x2 + bdy1y2 + bey1z2 + bcz1x2 + cdz1y2

+cez1z2 � abx1x2 � b2x1y2 � bcx1z2 � ady1x2 � bdy1y2 � cdy1z2 � aez1x2

bez1y2 � cez1z2

= adx1y2 � ady1x2 + b2y1x2 � b2x1y2 + bcz1x2 � bcx1z2 + aex1z2 � aez1x2

+bey1z2 � bez1y2 + cdz1y2 � cdy1z2

u3 = (ad� b2)(x1y2 � y1x2) + (bc� ae)(z1x2 � x1z2) + (be� cd)(y1z2 � z1y2):

Finalement on a:

u =

0
@ (df � e2)(z2y1 � z1y2) + (ce� bf)(z1x2 � z2x1) + (be� cd)(x1y2 � x2y1)

(ce� bf)(z2y1 � z1y2) + (af � c2)(z1x2 � z2x1) + (bc� ae)(x1y2 � x2y1)

(be� cd)(z2y1 � z1y2) + (bc� ae)(z1x2 � z2x1) + (ad� b2)(x1y2 � x2y1)

1
A
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En comparant avec le point q = det(s)S�1(p1^p2), on remarque qu'on a l'�egalit�e suivante:

det(s)S�1(p1 ^ p2) = Sp1 ^ Sp2:

En conclusion on a:

S�1(p1 ^ p2) = 1

det(S)
Sp1 ^ Sp2:

En utilisant un raisonnement identique, on peut montrer que:

S(P1 ^ P2) = det(S)S�1P1 ^ S�1p2:

3

3.3 Dualit�e associ�ee �a une forme bilin�eaire sym�e-

trique dans un plan projectif

Dans ce paragraphe, on se place dans un plan projectif P2 associ�e au plan a�ne R2.

Soit s une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee, et soit S sa matrice associ�ee. On

sait que S est une matrice sym�etrique inversible.

Une droite de P2 peut être repr�esent�ee de la mani�ere suivante:

L = fm 2 P; s(p;m) = 0g
= fm 2 P; ptSm = 0g:

O�u p est un point de P2.

Cette �ecriture nous permet de prendre L = Sp comme repr�esentant de la droite L.
Ces notations mettent en �evidence une relation naturelle entre l'ensemble des points de

P2 et l'ensemble des droites de P2.

En e�et, on peut d�e�nir la double transformation suivante:

p �! Ds(p) = L;

L �! Ds(L) = p:

D'une mani�ere g�en�erale, la double transformation Ds entre l'ensemble des points et l'en-

semble des droites, est d�e�nie comme suit:

Si p est un point de P2, alors:

L �! Ds(L) = S�1L:

Cette double transformation est involutive, en e�et:

Ds(Ds(p)) = S�1Sp = p;
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Ds(Ds(L)) = SS�1L = L:

D'autre part, on la propri�et�e suivante: Soit L une droite de P2 dont le repr�esentant est

L = Sp, c'est �a dire Ds(L) = p. Soit q un point de P2, alors on a:

q 2 L () ptSq = 0

() qtStp = 0

() qtSp = 0

() p 2 Ds(q)

()Ds(L) 2 Ds(q):

Par suite, cette double transformation inverse la relation d'inclusion. Ce qui nous permet

d'�enoncer la d�e�nition suivante:

D�e�nition 33

Soient s une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee, E l'ensemble des

points de P2 et L l'ensemble des droites de P2.

Une dualit�e g�eom�etrique Ds associ�ee �a la forme bilin�eaire s, et une double

transformation entre l'ensemble E et l'ensemble L.

Elle associe d'une part �a un point p la droite L qui est l'ensemble des points

m qui v�eri�e l'�equation suivante:

s(p;m) = 0:

D'autre part elle associe �a une droite L = fm 2 P; s(p;m) = 0g le point p.

Dans toute la suite, on identi�e les droites L et leurs repr�esentants L. Alors on a les

propri�et�es suivantes:

Propri�et�e 15

Soit p1 et p2 deux points de P2. Alors la droite L passant par ces deux points

est telle que:

L � p1 ^ p2:
Preuve:

Soit L = fm 2 P; Ltm = 0g�
p1 2 L
p2 2 L ()

�
Ltp1 = 0

Ltp2 = 0

() L � p1 ^ p2:
3
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Propri�et�e 16

Soit L1 et L2 deux points de P2. Alors le point p d'intersection de ces deux

droites est tel que:

p � L1 ^ L2:

Preuve:

Soient L1 = fm 2 P; Lt
1m = 0g et L2 = fm 2 P; Lt

2m = 0g, deux droites, et soit

p un point: �
p 2 L1

p 2 L2
()

�
Lt
1p = 0

Lt
1p = 0

() p � L1 ^ L2:

3

3.3.1 Quelques propri�et�es de la dualit�e projective

En fait, on aurait pu avoir plus facilement que pr�ec�edemment, une �egalit�e au sens

projectif, juste en utilisant les propri�et�es pr�ec�edentes de la dualit�e g�eom�etrique Ds.

En e�et:

Soient p1 et p2 deux points du plan projectif P2.

Posons L = p1 ^ p2, la droite passant par ces deux points, on a:�
p1 2 L
p2 2 L ()

� Ds(L) 2 Ds(p1)

Ds(L) 2 Ds(p2)

() Ds(L) � Ds(p1) ^ Ds(p2)

() Ds(p1 ^ p2) � Ds(p1) ^ Ds(p2)

() S�1(p1 ^ p2) � Sp1 ^ Sp2:
D'une mani�ere duale pour L1 et L2 deux droites de P2, et p un point de leur intersection

on a: �
p 2 L1

p 2 L2
()

� Ds(L1) 2 Ds(p)

Ds(L2) 2 Ds(p)

() Ds(p) � Ds(L1) ^ Ds(L2)

() Ds(L1 ^ L2) � Ds(L1) ^ Ds(L2)

() S(L1 ^ L2) � S�1L1 ^ S�1L2:

Ces deux derni�eres �egalit�es, g�en�eralisent les propri�et�es, d�ej�a vues dans les chapitres pr�e-

c�edents, �a savoir:

1. Le dual de l'intersection de deux droites est la droite passant par les duaux respectifs

des deux droites consid�er�ees.
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2. Le dual d'une droite passant par deux points est le point d'intersection des droites

duales respectives des deux points consid�er�es.

3.4 Dualit�e g�eom�etrique associ�ee �a une matrice sy-

m�etrique dans le plan a�ne R2

Dans ce paragraphe, on va se restreindre au plan a�ne R2. Alors que le passage du

plan a�ne au plan projectif se fait en prenant les coordonn�ees homog�enes des points

de R2, le passage inverse se fait en prenant un repr�esentant du point projectif dont la

derni�ere composante est �egale �a 1.

En gardant les même notations que pr�ec�edemment, on d�e�nit dans le plan a�ne R2 une

transformation g�eom�etrique associ�ee �a S, not�ee Ds, de la mani�ere suivante:

Au point p = (a; b) on fait correspondre la droite �a;b d'�equation:

(x; y; 1)S

0
@ a

b

1

1
A = 0

et r�eciproquement.

3.4.1 Propri�et�es de la transformation g�eom�etrique D
s

Propri�et�e 17

Ds est involutive

Propri�et�e 18

Ds inverse la relation d'inclusion

Preuve:

Soient q = (�; �) un point du plan a�ne, �a;b = Ds(p) une droite du plan.

Comme S est sym�etrique alors on a:

q 2 �a;b () (�; �; 1)S

0
@ a

b

1

1
A = 0:
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q 2 �a;b () (a; b; 1)S

0
@ �

�

1

1
A = 0:

q 2 �a;b () p 2 Ds(q)

q 2 �a;b () Ds(�a;b) 2 Ds(q):

3

D'o�u la transformation Ds est une dualit�e g�eom�etrique du plan a�ne R2.

D�e�nition 34

Soit �a;b une droite du plan a�ne d�e�nie par l'�equation suivante:

(x; y; 1)S

0
@ a

b

1

1
A = 0:

On appelle demi-espace positif (respectivement n�egatif) d�e�ni par la droite �a;b

l'ensemble suivant:

�+
a;b = f(x; y) 2 R2 : (x; y; 1)S

0
@ a

b

1

1
A > 0g;

��

a;b = f(x; y) 2 R2 : (x; y; 1)S

0
@ a

b

1

1
A < 0g:

Avec ces notations on peut v�eri�er la propri�et�e suivante:

Propri�et�e 19

La dualit�e g�eom�etrique Ds v�eri�e les propri�et�es suivantes:

�
�

�

�
2 Ds

�
a

b

�+

()
�
a

b

�
2 Ds

�
�

�

�+

�
�

�

�
2 Ds

�
a

b

��

()
�
a

b

�
2 Ds

�
�

�

��

:
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Exemples de dualit�e g�eom�etrique associ�ee �a une matrice

{ soit S la matrice sym�etrique suivante:

S =

0
@ 1 0 0

0 1 0

0 0 �1

1
A :

Alors la dualit�e g�eom�etrique associ�ee �a la matrice S est telle que:

Ds

�
a

b

�
= f(x; y) 2 R2 : ax+ by � 1 = 0g:

{ soit S la matrice sym�etrique suivante:

S =

0
@ �2 0 0

0 0 1

0 1 0

1
A :

Alors la dualit�e g�eom�etrique associ�ee �a la matrice S est telle que:

Ds

�
a

b

�
= f(x; y) 2 R2 : y � 2ax+ b = 0g:

3.4.2 Droites a�nes non repr�esentables par une dualit�e g�eom�e-

trique

On a consid�er�e pr�ec�edemment les droites d'�equation:

(x; y; 1)S

0
@ a

b

1

1
A = 0:

Cependant les droites d'�equation:

(x; y; 1)S

0
@ a

b

0

1
A = 0 (3.1)

ne sont pas repr�esentables par les dualit�es g�eom�etriques d�e�nies pr�ec�edemment.

Soient

e1 =

0
@ 1

0

0

1
A et e2 =

0
@ 0

1

0

1
A ;
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f1 = Se1 et f2 = Se2:

Alors l'�equation (3.1) est �equivalente �a l'�equation suivante:

a(x; y; 1)f1 + b(x; y; 1)f2 = 0:

Exemples

{ Pour la matrice suivante

S =

0
@ 1 0 0

0 1 0

0 0 �1

1
A ;

les droites non repr�esentables sont alors les droites d'�equation ax+ by = 0

{ Pour la matrice suivante

S =

0
@ �2 0 0

0 0 1=2

0 1=2 0

1
A ;

les droites non repr�esentables sont alors les droites d'�equation �2ax+ 1=2b = 0

Si on a: �
(x; y; 1)f1 = 0;

(x; y; 1)f2 = 0:

Alors les droites non repr�esentables sont soit des faisceaux de droites passant toutes par

un point ! solution du syst�eme ci-dessus, soit des faisceaux de droites parall�eles.

3.5 Courbes duales associ�ees �a une matrice sym�e-

trique inversible

Dans le premier chapitre on a d�e�ni une courbe duale comme enveloppe de la famille

des images duales des points de la courbe initiale. Cette d�e�nition reste aussi valable pour

une dualit�e g�eom�etrique associ�ee �a une matrice sym�etrique. Elle est aussi valable dans le

plan projectif que dans le plan a�ne associ�e. Soit S une matrice sym�etrique et soit Ds la

dualit�e g�eom�etrique associ�ee �a S.

Si � = (�1;�2) est une courbe param�etrique plane, alors sa courbe duale Ds(�) est
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solution du syst�eme suivant:

8>>>>>>><
>>>>>>>:

(x(t); y(t); 1)S

0
@ �1(t)

�2(t)

1

1
A = 0;

(x(t); y(t); 1)S

0
@ �0

1(t)

�0

1(t)

0

1
A = 0:

O�u �0

i d�esigne la d�eriv�ee de �i pour i = 1; 2.

Proposition 16

Soit � une courbe param�etrique donn�ee en coordonn�ees homog�enes, d�e�nie sur

un intervalle I, et s une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee, dont la

matrice associ�ee est not�ee S.

Alors la courbe duale de � par la dualit�e Ds est donn�ee en coordonn�ees ho-

mog�enes, pour tout t appartenant �a l'intervalle I, par:

Ds(�)(t) = S�(t) ^ S�0(t):

O�u �0 d�esigne la d�eriv�ee de �.

Preuve:

Soit � une courbe param�etrique sur un intervalle I. La courbe duale Ds(�) est

l'enveloppe des droites duales des points �(t), elle est donc l'ensemble des points

caract�eristique de la famille des droites duales des points �(t). Alors pour tout

t 2 I elle v�eri�e:

�
(�(t))tSDs(�)(t) = 0

(�0(t))tSDs(�)(t) = 0
()

�
(S�(t))tDs(�)(t) = 0

(S�0(t))tDs(�)(t) = 0

()Ds(�)(t) = S�(t) ^ S�0(t):

3

3.5.1 Exemples de courbes duales relatives �a une matrice sy-

m�etrique

Soit

S =

0
@ �2 0 0

0 0 1

0 1 0

1
A :
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Soient i = 0; : : : ; n et Bn
i = Cn

i (1� t)n�iti les polynomes de Bernstein de degr�e n d�e�nies

sur [0; 1]. Soit �n
i (t) = (t; Bn

i (t)). La courbe duale Ds(�
n
i (t) est solution du syst�eme

suivant:

�
(x(t); y(t); 1)S(t; Bn

i (t); 1)
t = 0

(x(t); y(t); 1)S(1; B
0n
i (t); 0)

t = 0
:

Les courbes �a gauche des �gures suivantes sont les courbes de Bernstein de degr�e 2

et 3 respectivement . Les courbes �a droite sont leurs courbes duales respectives par la

dualit�e associ�ee �a la matrice S.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 1) Courbe primale

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

 2) Sa courbe duale

Fig. 3.1 { 1) x(t) = t, y(t) = (1� t)2). 2) x(t) = t � 1, y(t) = t2 � 1.
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0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 3) Courbe primale

-2

-1.5

-1

-0.5

0
-1 -0.5 0 0.5 1

 4) Sa courbe duale

Fig. 3.2 { 3) x(t) = t, y(t) = 2t(1� t). 4) x(t) = �2t + 1, y(t) = �2t2.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 5) Courbe primale

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 6) Sa courbe duale

Fig. 3.3 { 5) x(t) = t, y(t) = t2. 6) x(t) = t,y(t) = t2.
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 7) Courbe primale

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0
-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

 8) Sa courbe duale

Fig. 3.4 { 7) x(t) = t, y(t) = (1� t)3. 8) x(t) =
�3

2
(t� 1)2, y(t) = 3t2 � 2t3 � 1.

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 9) Courbe primale

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0
-0.5 0 0.5 1 1.5

 10) Sa courbe duale

Fig. 3.5 { 9) x(t) = t, y(t) = 3(1� t)2t. 10) x(t) =
9

2
t
2
� 6t+

3

2
, y(t) = �6t2 + 6t3.
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0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 11) Courbe primale

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0
-1.5 -1 -0.5 0 0.5

 12) Sa courbe duale

Fig. 3.6 { 11) x(t) = t, y(t) = 3(1� t)t2. 12) x(t) =
�9

2
t2 + 3t, y(t) = 3t2 � 6t3.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

 13) Courbe primale

0

0.5

1

1.5

2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

 14) Sa courbe duale

Fig. 3.7 { 13) x(t) = t, y(t) = (1� t)3. 14) x(t) =
3

2
t
2, y(t) = 3t3.
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3.5.2 Exemples de courbes duales interpolantes

Soit S une matrice sym�etrique et soit Ds la dualit�e g�eom�etrique associ�ee.

On se donne trois points P1, P2 et P3 en coordonn�ees homog�enes. Soient p1, p2 et p3 les

points a�nes associ�es.

On se propose de chercher une courbe duale qui interpole les points p1 et p3 et dont les

tangentes respectives en ces derniers sont les droites a�nes (p1p2) et (p2p3).

Pour chaque i, i = 1; : : : ; 3, on associe �a Pi la droite duale Li, qui est l'image de Pi

par la double transformation Ds. On consid�ere ensuite les points d'intersections de ces

droites duales, d�etermin�es pour tout i = 1; : : : ; 3, j = 1; : : : ; 3 par:

lij = Li ^ Lj;

= SPi ^ SPj;

= det(S)S�1(Pi ^ Pj):

On consid�ere la courbe suivante donn�ee en coordonn�ees homog�enes et d�e�nie sur [0; 1]

par:

�(t) = (1� t)2l12 + 2t(1 � t)l13+ t2l23:

D'apr�es les propri�et�es de la dualit�e Ds on a:

�(t) = det(S)((1� t)2S�1(P1 ^ P2) + 2t(1� t)S�1(P1 ^ P3) + t2S�1(P2 ^ P3))
= det(S)S�1((1 � t)2(P1 ^ P2) + 2t(1� t)(P1 ^ P3) + t2(P2 ^ P3)):

D'o�u la d�eriv�ee de � est donn�ee par:

�0(t) = 2det(S)S�1((1� t)(P1 ^ P3 � P1 ^ P2) + t(P2 ^ P3 � P1 ^ P3):

D'apr�es la proposition (16), la courbe duale de � en coordonn�ees homog�enes est solution
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de l'�equation suivante:

Ds(�)(t) = S�(t) ^ S�0(t)

= S(det(S)(S�1((1 � t)2(P1 ^ P2) + 2t(1� t)(P1 ^ P3) + t2(P2 ^ P3)))
^ S(2det(S)S�1((1� t)(P1 ^ P3 � P1 ^ P2) + t(P2 ^ P3 � P1 ^ P3))

= 2(det(S))2((1 � t)2(P1 ^ P2) + 2t(1� t)(P1 ^ P3) + t2(P2 ^ P3))
^ ((1� t)(P1 ^ P3 � P1 ^ P2) + t(P2 ^ P3 � P1 ^ P3)

Ds(�)(t)

2(det(S)2
= (1� t)3hP1 ^ P2; P3iP1 + t(1� t)2hP1 ^ P2; P3iP2 � t(1� t)2hP1 ^ P2; P3iP1
� 2t(1 � t)2hP1 ^ P3; P2iP1 � 2t2(1� t)hP1 ^ P3; P2iP3 + t3hP1 ^ P2; P3iP3
� t2(1 � t)hP2 ^ P3; P1iP3 + t2(1 � t)hP2 ^ P3; P1iP2

= (1� t)3hP1 ^ P2; P3iP1 � t(1� t)2hP1 ^ P2; P3iP1 + 2t(1� t)2hP1 ^ P3; P2iP1
+ t(1� t)2hP1 ^ P2; P3iP2 + t2(1 � t)hP1 ^ P2; P3iP2 + t3hP1 ^ P2; P3iP3
+ t(1� t)2hP1 ^ P2; P3iP3 � t2(1 � t)hP1 ^ P2; P3iP3

= hP1 ^ P2; P3i(((1 � t)3 � t(1� t)2 + 2t(1� t)2))P1 + (t(1� t)2 + t2(1 � t))P2

+ (2t2(1� t)� t2(1� t) + t3)P3):

D'o�u:

Ds(�)(t) = 2(det(S)2hP1 ^ P2; P3i((1 � t)2P1 + t(1� t)P2 + t2P3)

� (1� t)2P1 + t(1� t)P2 + t2P3:

Si on pose:

P1 =

�
p1
1

�
; P2 =

�
p2
1

�
; P3 =

�
p3
w1

�
:

Et si on consid�ere la courbe �, courbe a�ne associ�ee �a la courbe Ds(�). La courbe � est

obtenue par projection de la courbe Ds(�) sur le plan Z = 1. Alors on a:

�(t) =
(1� t)2p1 + t(1� t)p2 + t2p3

(1 � t)2 + t(1� t) + t2
;

=
(1� t)2p1 + t(1� t)p2 + t2p3

1 � t+ t2
:

Si

P1 =

�
w1p1
w1

�
; P2 =

�
2w2p2
2w2

�
; P3 =

�
w3p3
w3

�
:

Alors on retrouve une courbe de B�ezier rationnelle:

�(t) =
(1� t)2w1p1 + 2t(1 � t)w2p2 + t2w3p3

(1 � t)2w1 + 2t(1� t)w2 + t2w3
:
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On peut v�eri�er que:

{ �(0) = p1 et �(1) = p3

{ les tangentes respectives �a la courbe � au point p1 et p3 sont respectivement les

droites (p1p1) et (p2p3).

3.5.3 Retour au plan a�ne

Dans ce paragraphe, on consid�ere le même probl�eme que pr�ec�edemment, mais on va

partir d'une courbe � a�ne. Pour cela posons:

P1 =

�
p1
1

�
; P2 =

�
p2
1

�
; P3 =

�
p3
w1

�

Et pour tout i = 1; : : : ; 3 et tout j = 1; : : : ; 3:

lij =

0
@ lij[1]

lij[2]

lij[3]

1
A

et

On consid�ere la courbe �, qui est la projection de la courbe �, d�e�nie ci-dessus, sur le

plan Z = 1

�(t) = (1� t)2
l12
l12[3]

+ 2t(1� t)
l13
l13[3]

+ t2
l23
l23[3]

:

De la même mani�ere que pr�ec�edemment, on trouve que:

�(t) ^ �0(t) = 2(det(S)2hP1 ^ P2; P3i((1 � t)2
P1

l12[3]l13[3]
+ t(1� t)

P2
l12[3]l23[3]

+ t2
P3

l13[3]l23[3]
)

� (1 � t)2w1P1 + t(1� t)w2P2 + t2w3P3;

avec:

w1 =
1

l12[3]l13[3]
; w2 =

1

l12[3]l23[3]
; w3 =

1

l23[3]l13[3]
:

La courbe duale est alors de la forme:

Ds(�)(t) = �(t) =
(1� t)2w1p1 + t(1� t)w2p2 + t2w3p3

(1� t)2w1 + t(1� t)w2 + t2w3
:

Les poids wi, i = 1; : : : ; 3, d�ependent de la matrice S et des coordonn�ees des points pi.

Cependant ces poids ne sont pas de signe constant, ce qui n'assure pas que la courbe soit

�a l'int�erieur du triangle p1p2p3. En e�et, si on pose:

S =

0
@ a b c

b d e

c e f

1
A ; p1 =

�
a1
b1

�
; p2 =

�
a2
b2

�
; p3 =

�
a3
b3

�
;
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Alors on a:

l12[3] � (be� cd)(b1 � b2) + (bc� ae)(a2� a1) + (a1b2 � a2b1);

l23[3] � (be� cd)(b2 � b3) + (bc� ae)(a3� a2) + (a2b3 � a3b2);

l13[3] � (be� cd)(b1 � b3) + (bc� ae)(a3� a1) + (a1b3 � a3b1):

Etude des cas

On sait que:

�(t) =
(1 � t)2w1p1 + t(1� t)w2p2 + t2w3p3

(1� t)2w1 + t(1� t)w2 + t2w3
:

Etudions la fonction suivante:

den(t) = (1 � t)2w1 + t(1� t)w2 + t2w3:

Alors on a:

den(t) = (1 � t)2w1 + t(1� t)w2 + t2w3

= t2(w1 � w2 + w3) + t(w2 � 2w1) + w1:

Soit:

� = (w2 � 2w1)
2 � 4(w1 � w2 + w3)w1

= w2
2 � 4w1w2 � 4w2

1 � 4w2
1 + 44w2

1 � 4w3
1

= w2
2 � 4w3

1

=
1

l212l
2
23

� 4
1

l12l213l23

=
l213 � 4l12l23
l212l

2
13l

2
23

:

Par suite, le signe de � est celui de l213 � 4l12l23

1ercas

Si l12l23 < 0, ce qui sign�e que l12 et l23 ne sont pas de même signe, alors w1 et w3 ne le

sont pas non plus. Dans ce cas 9t 2]0; 1[ tel que � > 0. Par cons�equent la fonction den(t)

s'annule �a l'int�erieur de l'intervalle ]0; 1[. D'o�u, l'existence d'une direction asymptôtique.

2�emecas

Si l12l23 > 0 c'est �a dire sont de même signe, alors w1 et w3 le sont aussi. Dans ce cas

la fonction den(t) ne change pas de signe dans [0; 1], elle ne s'annule pas �a l'int�erieur de

l'intervalle.



126 Chapitre 3 Dualit�es g�eom�etriques d�e�nies par une matrice sym�etrique

3.6 Courbes de B�ezier duales associ�ees �a une matrice

sym�etrique

dans ce paragragraphe on se place dans le plan projectif, pour faciliter les calculs. On

suppose aussi qu'on a une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee dont la matrice

associ�ee est not�ee par S

3.6.1 courbes duales d'une courbe quadratique

On a vu que si on a une courbe � telle que:

�(t) = (1 � t)2p0 + 2t(1 � t)p1 + t2p2:

Alors sa courbe duale est de la forme:

Ds(�)(t) = (1� t)2(L0 ^ L1) + t(1� t)(L0 ^ L2) + t2(L1 ^ L2):

On remarque que cette courbe duale est une courbe quadratique dans le plan projectif.

Ce qui implique que sa projection sur l'axe Z = 1 est une courbe a�ne rationnelle de

degr�e 2.

3.6.2 courbes duales d'une courbe cubique

Soient p0, p1, p2 et p3 trois points en coordonn�ees homog�enes. On consid�ere ensuite

une courbe � sur l'intervalle [0; 1] telle que:

�(t) = (1 � t)3p0 + 3t(1� t)2p1 + 3t2(1� t)p2 + t3p3:

Soit alors la courbe �, courbe duale de la courbe � par la dualit�e Ds. Elle est d�e�nie

sur le même intervalle que �, et elle v�eri�e:

�(t) = S�(t) ^ S�0(t):

O�u �0 d�esigne la courbe d�eriv�ee.

On cherche �a trouver la formule explicite de la courbe duale � en fonction des donn�ees.

On associe �a chaque point pi, pour tout i = 0; : : : ; 3, sa droite duale Li = Spi. Alors la

courbe duale de � est telle que:

�(t) = S((1� t)3p0 + 3t(1� t)2p1 + 3t2(1� t)p2 + t3p3)

^ 3S((1 � t)2(p1 � p0) + 2t(1 � t)(p2 � p1) + t2(p3 � p2))

= ((1� t)3L0 + 3t(1 � t)2L1 + 3t2(1� t)L2 + t3L3)

^ 3((1 � t)2(L1 � L0) + 2t(1� t)(L2 � L1) + t2(L3 � L2)):
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p3

p1

p2

p0

Fig. 3.8 { Donn�ees primales

L0

L1

L3

L2

Fig. 3.9 { donn�ees duales

La courbe duale � est une courbe en g�en�erale de degr�e inferieur ou �egale �a 5. Dans ce

qui suit, on se propose de chercher le degr�e de cette courbe et de l'�ecrire dans la base de
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Bernstein (en coordonn�ees homog�enes). On a:

�(t) = ((1� t)3L0 + 3t(1 � t)2L1 + 3t2(1� t)L2 + t3L3)

^ 3((1 � t)2(L1 � L0) + 2t(1� t)(L2 � L1) + t2(L3 � L2))

�(t)

3
= (1� t)5L0 ^ L1 + 2t(1� t)4L0 ^ L2 � 2t(1 � t)4L0 ^ L1

+ t2(1 � t)3L0 ^ L3 � t2(1 � t)3L0 ^ L2 + 3t(1� t)4l0 ^ L1

+ 6t2(1� t)3l1 ^ L2 + 3t3(1� t)2L1 ^ L3 � 3t3(1� t)2L1 ^ L2

+ t3(1 � t)2L3 ^ L1 + t3(1 � t)2L0 ^ L3 + 2t4(1� t)L3 ^ L2

+ 2t4(1� t)L1 ^ L3 + t5L2 ^ L3

= (1� t)5 � 2t(1 � t)4 + 3t(1� t)4)L0 ^ L1

+ (2t(1� t)4 � t2(1� t)3 + 3t2(1 � t)3)L0 ^ L2

+ (t2(1 � t)3 + t3(1 � t)2)L0 ^ L3

+ (6t2(1� t)3 � 3t3(1� t)2 � 3t2(1� t)3 + 6t3(1 � t)2)L1 ^ L2

(3t3(1� t)2 � t3(1 � t)2 + 2t4(1� t))L1 ^ L3

+ (t5 � 2t4(1� t) + 3t491� t))L2 ^ L3:

D'o�u, on trouve:

�(t)

3
= (1 � t)4L0 ^ L1 + 2t(1� t)3L0 ^ L2 + t2(1� t)2L0 ^ L3

+ 3t2(1� t)2L1 ^ L2 + 2t3(1� t)L1 ^ L3 + t4L2 ^ L3:

Finalement on a:

�(t)

3
= (1� t)4L0 ^ L1 + 4t(1� t)3

L0 ^ L2

2
+ 6t2(1 � t)2

L1 ^ L2

2

+ 4t3(1� t)
L1 ^ L3

2
+ t4L2 ^ L3:

Si on pose pour tout i = 0; : : : ; 3 et tout j = 0; : : : ; 3:

lij =

�
Li ^ Lj[1]

Li ^ Lj[2]

�
; lij[3] = Li ^ Lj[3]:

On remarque alors que la courbe duale d'une courbe cubique est une courbe rationnelle

quartique de la forme:

Ds(�)(t) =
(1 � t)4l01 + 2t(1� t)3l02 + 3t2(1� t)2l12 + 2t3(1� t)l13 + t4l23

(1 � t)4l01[3] + 2t(1 � t)3l02[3] + 3t2(1 � t)2l13[3] + 2t3(1� t)l13[3] + t4l23[3]
:

Exemples pour respectivement:

S =

0
@ 1 0 3

0 1 �7
3 �7 1

1
A S =

0
@ �2 0 0

0 0 1

0 1 0

1
A
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K

L

J I
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1

-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2

K

L

J I

-3

-2

-1

0

1

2

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

3.6.3 Courbe duale d'une courbe degr�e n

Soient pi, i = 0; : : : ; n, (n + 1) points en coordonn�ees homog�enes. Soit � une courbe

de B�ezier de degr�e n, d�e�nie sur [0; 1]:

�(t) =
nX

i=0

piB
n
i (t):

On sait que la courbe � image duale de la courbe � est d�e�nie sur le même intervalle que

� et qu'elle v�eri�e:

�(t) = S�(t) ^ S�0(t):
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En rempla�cant � par sa valeur, on trouve:

�(t) = S

nX
i=0

piB
n
i (t) ^ S

n�1X
j=0

�pjB
n�1
j (t)

=
nX
i=0

SpiB
n
i (t) ^

n�1X
j=0

S�pjB
n�1
j (t)

=

nX
i=0

SpiB
n
i (t) ^

n�1X
j=0

�SpjB
n�1
j (t):

Posons pour tout i = 0; : : : ; n:

Li = Spi:

On peut alors �ecrire la courbe duale de la mani�ere suivante:

�(t) =

nX
i=0

LiB
n
i (t) ^

n�1X
j=0

�LjB
n�1
j (t):
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O�u Bn
i (t), i = 0; : : : ; n, d�esigne la base polynômiale de Bernstein.

�(t) =

nX
i=0

LiB
n
i (t) ^

n�1X
j=0

(Lj+1 � Lj)B
n�1
j (t)

=
nX

i=0

n�1X
j=0

Li ^ Lj+1B
n
i (t)B

n�1
j (t)�

nX
i=0

n�1X
j=0

Li ^ LjB
n�1
i (t)Bn�1

j (t)

=
nX

i=0

nX
k=1

Li ^ LkB
n
i (t)B

n�1
k�1 (t)�

nX
i=0

n�1X
k=0

Li ^ LkB
n�1
i (t)Bn�1

k (t)

=
n�1X
i=1

nX
k=1

Li ^ LkB
n
i (t)B

n�1
k�1 (t) +

nX
k=1

L0 ^ LkB
n
0 (t)B

n�1
k�1 (t)

+
nX

k=1

Ln ^ LkB
n
n(t)B

n�1
k�1 (t)�

n�1X
i=1

n�1X
k=0

Li ^ LkB
n
i (t)B

n�1
k (t)

�
n�1X
k=0

Ln ^ LkB
n
n(t)B

n�1
k (t)�

n�1X
k=0

L0 ^ LkB
n
0 (t)B

n�1
k (t)

=
n�1X
i=1

n�1X
k=1

Li ^ LkB
n
i (t)B

n�1
k�1 (t)�

n�1X
i=1

n�1X
k=1

Li ^ LkB
n
i (t)B

n�1
k (t)

+
n�1X
i=1

Li ^ LnB
n
i (t)B

n�1
n�1(t) +

nX
k=1

L0 ^ LkB
n
0 (t)B

n�1
k�1 (t)

+
nX

k=1

Ln ^ LkB
n
n(t)B

n�1
k�1 (t)�

n�1X
i=1

Li ^ L0B
n
i (t)B

n�1
0 (t)

�
n�1X
k=0

L0 ^ LkB
n
0 (t)B

n�1
k (t)�

n�1X
k=0

Ln ^ LkB
n
n(t)B

n�1
k (t)

=
n�1X
i=1

n�1X
k=1

Li ^ Lk(B
n
i (t)B

n�1
k�1 (t)�Bn

i (t)B
n�1
k (t)) +

nX
k=1

L0 ^ LkB
n�1
0 (t)Bn

k�1(t)

�
n�1X
k=0

Ln ^ LkB
n
n(t)B

n�1
k (t) +

n�1X
k=1

L0 ^ Lk(B
n�1
0 (t)Bn

k (t)�Bn
0 (t)B

n�1
k (t))

+
n�1X
k=1

Ln ^ Lk(B
n
n(t)B

n�1
k�1 (t)�Bn�1

n�1(t)B
n
k (t)):
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=
n�1X
i=1

n�1X
k=1

Li ^ Lk(B
n
i (t)B

n�1
k�1 (t)�Bn

i (t)B
n�1
k (t)) + L0 ^ LnB

n
0 (t)B

n�1
n�1(t)

+
n�1X
k=1

L0 ^ Lk(B
n�1
0 (t)Bn

k (t)�Bn
0 (t)B

n�1
k (t) +Bn

0B
n�1
k�1 )� Ln ^ L0B

n
n(t)B

n�1
0 (t)

+
n�1X
k=1

Ln ^ Lk(B
n
n (t)B

n�1
k�1 (t)�Bn�1

n�1(t)B
n
k (t)�Bn

n(t)B
n�1
k (t))

=
n�1X
i=1

n�1X
k=1

Li ^ Lk(B
n
i (t)B

n�1
k�1 (t)�Bn

i (t)B
n�1
k (t))

+
n�1X
k=1

L0 ^ Lk(B
n�1
0 (t)Bn

k (t)�Bn
0 (t)B

n�1
k (t) +Bn

0 (t)B
n�1
k�1 (t)

+
n�1X
k=1

Ln ^ Lk(B
n
n (t)B

n�1
k�1 (t)�Bn�1

n�1(t)B
n
k (t)�Bn

n(t)B
n�1
k (t))

+ L0 ^ Ln(B
n
0 (t)B

n�1
n�1(t) +Bn

n(t)B
n�1
0 (t)):

Posons:

Ai;k = Li ^ Lk(B
n
i (t)B

n�1
k�1 (t)�Bn

i (t)B
n�1
k (t))

k = L0 ^ Lk(B
n�1
0 (t)Bn

k (t)�Bn
0 (t)B

n�1
k (t) +Bn

0 (t)B
n�1
k�1 (t)

�i;k = Bn
i (t)B

n�1
k (t)

�i;k = Li ^ Lk(�i;k�1 � �i;k):

Alors on a:

�(t) =

n�1X
i=1

n�1X
k=1

Ai;k +

n�1X
k=1

k +

n�1X
k=1

Ln ^ Lk(B
n
n(t)B

n�1
k�1 (t)�Bn�1

n�1(t)B
n
k (t)�Bn

n(t)B
n�1
k (t))

+ tn�1(1� t)n�1L0 ^ Ln:

Calculons d'abord le premier terme:

n�1X
i=1

n�1X
k=1

Ai;k =
n�1X
i=1

n�1X
k=1

Li ^ Lk(B
n
i (t)B

n�1
k�1 (t)�Bn

i (t)B
n�1
k (t))

=
n�1X
i=1

n�1X
k=1

Li ^ Lk(�i;k�1 � �i;k)

=

n�1X
i=1

iX
k=1

Li ^ Lk(�i;k�1 � �i;k) +

n�1X
i=1

n�1X
k=i+1

Li ^ Lk(�i;k�1 � �i;k)

=

n�1X
i=1

iX
k=1

�i;k +

n�1X
i=1

n�1X
k=i+1

�i;k:
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Or on sait que:
n�1X
i=1

iX
k=1

�i;k =
n�1X
i=1

n�1X
k=i

�k;i:

Par cons�equent:

n�1X
i=1

n�1X
k=1

Li ^ Lk(�i;k�1 � �i;k) =
n�1X
i=1

n�1X
k=i+1

Lk ^ Li(�k;i�1 � �k;i):

D'o�u:

n�1X
i=1

n�1X
k=1

Ai;k =
n�1X
i=1

n�1X
k=i+1

Lk ^ Li(�k;i�1 � �k;i) +
n�1X
i=1

n�1X
k=i+1

Li ^ Lk(�i;k�1 � �i;k)

=
n�1X
i=1

n�1X
k=i+1

Li ^ Lk(�i;k�1 � �i;k � �k;i�1 + �k;i):

Posons:

Somi;k = �i;k�1 � �i;k � �k;i�1 + �k;i;

Somi;k = Bn
i B

n�1
k�1 �Bn

i B
n�1
k �Bn

kB
n�1
i�1 +Bn

kB
n�1
i

= Cn
i C

n�1
k�1 (1 � t)n�iti(1� t)n�ktk�1 �Cn

i C
n�1
k (1 � t)n�iti(1� t)n�k�1tk

� Cn�1
i�1 C

n
k (1 � t)n�ktk(1 � t)n�iti + Cn

kC
n�1
i (1� t)n�ktk(1� t)n�i�1ti

= Cn
i C

n�1
k�1 (1 � t)2n�i�kti+k�1 � Cn

i C
n�1
k (1� t)2n�i�k�1ti+k

� Cn�1
i�1 C

n
k (1 � t)2n�i�kti+k�1 + Cn

kC
n�1
i (1� t)2n�k�i�1ti+k:

En factorisant les termes en commun on trouve:

Somi;k = (Cn
i C

n�1
k�1 � Cn�1

i�1 C
n
k )(1� t)2n�i�kti+k�1 + (Cn

kC
n�1
i � Cn

i C
n�1
k )(1 � t)2n�k�i�1ti+k:

Or

Cn
i C

n�1
k�1 � Cn�1

i�1 C
n
k = Cn

kC
n�1
i � Cn

i C
n�1
k :

En e�et:

(Cn
i C

n�1
k�1 �Cn�1

i�1 C
n
k )� (Cn

kC
n�1
i � Cn

i C
n�1
k ) = Cn

i (C
n�1
k�1 + Cn�1

k )� Cn
k (C

n�1
i�1 + Cn�1

i )

= Cn
i C

n
k � Cn

kC
n
i

= 0:

Somi;k = (Cn
i C

n�1
k�1 � Cn�1

i�1 C
n
k )(1� t)2n�i�k�1ti+k�1((1� t) + t)

= (Cn
i C

n�1
k�1 � Cn�1

i�1 C
n
k )(1� t)2n�i�k�1ti+k�1:
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D'o�u:

n�1X
i=1

n�1X
k=1

Ai;k =

n�1X
i=1

n�1X
k=i+1

Li ^ LkSomi;k

=
n�1X
i=1

n�1X
k=i+1

Li ^ Lk(C
n
i C

n�1
k�1 � Cn�1

i�1 C
n
k )(1 � t)2n�i�k�1ti+k�1:

En posant:

Hi;k = (Cn
i C

n�1
k�1 � Cn�1

i�1 C
n
k ):

On peut �ecrire:

n�1X
i=1

n�1X
k=1

Ai;k =
n�1X
i=1

n�1X
k=i+1

Li ^ LkHi;k(1 � t)2n�i�k�1ti+k�1

=

n�1X
i=1

n�2X
k=i

Li ^ Lk+1
Hi;k+1

C2n�2
i+k

B2n�2
i+k :

On remarque que:

n�1X
k=1

k =
n�1X
k=1

L0 ^ Lk(B
n�1
0 (t)Bn

k (t)�Bn
0 (t)B

n�1
k (t) +Bn

0 (t)B
n�1
k�1 (t)

=
n�1X
k=1

L0 ^ LkSom0;k

=
n�1X
k=1

A0;k:

On a aussi:

L0 ^ Lnt
n�1(1� t)n�1 = L0 ^ LnSom0;n

= [Li ^ Lk+1
Hi;k+1

C2n�2
i+k

B2n�2
i+k ]i=0;k=n�1:
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D'o�u:

�(t) =
n�1X
i=1

n�1X
k=1

Ai;k +
n�1X
k=1

k +
n�1X
k=1

Ln ^ Lk(B
n
n(t)B

n�1
k�1 (t)�Bn�1

n�1(t)B
n
k (t)�Bn

n(t)B
n�1
k (t))

+ tn�1(1� t)n�1L0 ^ Ln

=
n�1X
i=1

n�1X
k=1

Ai;k +
n�1X
k=1

Ln ^ Lk(B
n
n(t)B

n�1
k�1 (t)�Bn�1

n�1(t)B
n
k (t)�Bn

n(t)B
n�1
k (t))

+ tn�1(1� t)n�1L0 ^ Ln

=

n�1X
i=0

n�1X
k=i

Li ^ Lk+1
Hi;k+1

C2n�2
i+k

B2n�2
i+k +

n�1X
k=1

Ln ^ Lk(B
n
n(t)B

n�1
k�1 (t)�Bn�1

n�1(t)B
n
k (t)�Bn

n (t)B
n�1
k (t))

=

n�1X
i=0

n�1X
k=i

Li ^ Lk+1
Hi;k+1

C2n�2
i+k

B2n�2
i+k +

n�1X
k=1

Ln ^ Lk

Cn�1
k+1

C2n�2
n+k

B2n�2
n+k :

En�n, la courbe duale � est une courbe en coordonn�ees homog�enes de degr�e 2n� 2.





Conclusion

Dans cette th�ese on a �etudi�e des aspects di��erents de la dualit�e g�eom�etrique. On a

utilis�e la dualit�e pour d�e�nir des courbes duales dans le plan. Ce travail s'inscrit comme

une base aux utilisations de la dualit�e pour repr�esenter des courbes et pour d�eduire des

probl�emes duaux �a partir de probl�emes initiaux. Dans le premier chapitre on a d�e�ni

la dualit�e g�eom�etrique et on a donn�e ses propri�et�es ainsi que les transformations g�eo-

m�etriques qui ont quelques propri�et�es en commun avec la dualit�e g�eom�etrique. On a

ensuite introduit la notion de courbes duales �a l'aide de la th�eorie des enveloppes. Dans

le deuxi�eme chapitre, on a consid�er�e quelques probl�emes d'interpolation et on a �etudi�e

leurs probl�emes duaux. On a surtout �etudi�e l'�equivalence des con�gurations entre courbes

primales et courbes duales. On s'est ensuite int�eress�e �a l'�etude des singularit�es des courbes

duales connaissant celles des courbes primales. Dans le troisi�eme chapitre, on a g�en�eralis�e

la notion de dualit�e g�eom�etrique. En e�et on a d�e�ni la dualit�e g�eom�etrique associ�ee

�a une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee. Ainsi, une courbe primale quelconque

peut être repr�esent�ee par une famille de courbes duales.

A travers cette �etude, on a not�e plusieurs probl�emes int�eressants �a �etudier, par exemple:

{ On a vu que l'image par la polarit�e d'un cercle est une conique. Il serait int�eres-

sant de trouver une dualit�e associ�ee �a une matrice sym�etrique qui associerait �a un

cercle quelconque un autre cercle. Si on trouve une telle dualit�e, on pourrait r�e-

soudre plusieurs probl�emes concernant les cercles, comme par exemple d�eterminer

la localisation d'une droite par rapport �a un cercle tangent �a trois segments de

droites.

{ En �etudiant l'image duale d'un cercle on �etait oblig�e d'utiliser l'�equation param�e-

trique du cercle, puis de trouver l'�equation implicite de son image duale a�n de

d�eterminer la nature de cette image. D'une mani�ere g�en�erale, les courbes duales

qu'on a utilis�ees �etaient toutes des courbes param�etriques. Il serait int�eressant de

d�e�nir les courbes duales de courbes implicites.

{ En�n, on peut g�en�eraliser dans R3 les r�esultats obtenus pour les courbes planes
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dans R2 en associant �a une surface une famille de surfaces duales associ�ees �a une

matrice sym�etrique. Il reste �a choisir la matrice sym�etrique convenable au probl�eme

pos�e.

Au cours de ce travail, on s'est a�ront�e �a un probl�eme important. En e�et, dans le premier

et le deuxi�eme chapitre on a choisi d'utiliser la polarit�e pour l'�etude des courbes duales.

Or, la polarit�e n'est pas d�e�nie pour les droites passant par l'origine, ce qui nous a oblig�e

�a faire une restriction sur les courbes utilis�ees. Ainsi le choix de l'origine a une grande

inuence sur ces courbes duales, mais pour les objets ferm�es ce probl�eme peut être r�esolu

en prenant comme origine un point �a l'int�erieur de l'objet ferm�e consid�er�e. En fait, on

a ce probl�eme pour n'importe quelle dualit�e g�eom�etrique, dans le troisi�eme chapitre on

a �etudi�e les droites non repr�esentables pour les dualit�es associ�ees �a une forme bilin�eaire

sym�etrique.
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