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Résumé

E travail porte sur des techniques a base d’équations aux dérivées

partielles et de réseaux de neurones pour le traitement d’images.
L’approximation des réseaux de neurones par des systemes de réaction-
diffusion nous a permis de définir un nouveau modele de diffusion aniso-
trope de type Volterra pour le filtrage sélectif d’images bruitées. La loi
d’évolution régissant le tenseur de diffusion traduit des lois d’apprentis-
sage synaptiques naturelles.
L’étude de la dynamique de ces réseaux a synapses adaptatives montre
qu’ils possedent des propriétés d’attractivité et de stabilité asymptotique
au sens de Lyapunov. Les images traitées sont donc obtenues sur les
asymptotiques en temps du modele.
Les techniques présentées dans cette these améliorent de maniere impor-
tante le pré-traitement d’images car elles ne nécessitent qu’une connais-
sance a priori d'un parametre de contraste sur I'image désirée et per-
mettent la restauration des images ayant subi jusqu’a 90% de niveau de
bruit et la segmentation des images médicales d’echographie.
Mots clés: Diffusion anisotrope, équation de Volterra, réseaux de neu-
rones, traitement d’images, segmentation.

Abstract

HIS work deals with mathematical tools based both on partial dif-
ferential equations and neural networks for images processing.
Approximation of neural network dynamics by reaction-diffusion equa-
tions enable us to introduce a new nonlinear anisotropic diffusion model
of selective filters for image processing. This Volterra type equations al-
lows the diffusion tensor to change dynamically in order to process the
image by a combination of smoothing and contrast enhancement. Moreo-
ver, they exhibit strong stability properties which permit acquisition of
the desired filtered image on the asymptotic (in time) state of the model.
In other terms, their use requires only an a priori knowledge of a contrast

parameter about the desired image.

The experimental results on test and medical images shown in this the-
sis illustrate the ability of the model to detect fine objects in a highly
degraded images.

Key words: Anisotropic diffusion, Volterra equation, neural network,
image enhancement, image segmentation.
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Introduction Générale

[ YN modélisation mathématique du traitement d’images, on peut distinguer en parti-

A Jculier deux domaines d’application. Le premier est la restauration des images, qui
consiste a améliorer I'image afin de la rendre plus significative a 'oeil en renforcant les
contrastes de I'image originale et en corrigeant les distorsions (bruit) introduites lors de
son acquisition. L’autre domaine est celui de la segmentation ou d’une maniere plus gé-
nérale celui de l'interprétation des images qui consiste a détecter les contours des objets
significatifs de I'image. D’une maniere générale, le pré-traitement représente une étape
tres importante en traitement d’images et en vision par ordinateur, puisqu’il permet un
débruitage et une augmentation des contrastes qui facilitent la segmentation par la suite.
Le travail présenté dans cette these se situe dans le premier domaine. Les techniques que
nous y décrivons combinent équations aux dérivées partielles et réseaux de neurones.

Mathématiquement, une image plane, généralement un rectangle, consiste en un en-
semble discret de point (pixzel) porteur d’'une fonction u, le niveau de gris ou la lumi-
nescence. Par ailleurs, en traitement d’image et en vision par ordinateur, il est difficile
d’analyser I'information contenue dans une image a partir de I'intensité lumineuse de
chaque pixel. Par contre, on peut saisir les changements d’intensité et la taille des zones
présentant des propriétés d’homogénéité (ou regroupant des pixels faisant partie d'un
"méme” objet). D’ou, la nécessité d’utiliser des équations aux dérivées partielles EDPs
qui respectent la taille et les propriétés de ces zones. Ces approches ont de plus I"avan-
tage de donner des résultats d’existence et d’unicité de la solution (image restaurée) et
permettent de mettre en oeuvre des schémas numériques stables.

Par ailleurs, les réseaux de neurones constituent une base naturelle pour le traitement
d’images et pour la vision par ordinateur. De part leur capacité a approcher les fonctions
continues, ils peuvent servir de guide pour la construction d’équations aux dérivées par-
tielles ayant des états asymptotiques non triviaux pour le pré-traitement d’images.

Cette these est organisée de la maniere suivante. Le chapitre 1 constitue un résumé des
modeles les plus récents en traitement d’image, en particulier ceux fondés sur la diffusion
linéaire, non linéaire ou anisotrope pour le pré-traitement et la segmentation. Cela per-
mettra de mettre en perspective le travail présenté ici. Dans le chapitre 2, nous étudierons
les propriétés dynamiques des réseaux neuronaux a synapses adaptatives ou non. Nous
verrons qu’en transportant le comportement collectif d’un réseau infini de neurones dans
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le cas continu, ce dernier peut étre une base naturelle pour la construction d’équations
aux dérivées partielles pour le traitement d’images. L’approximation de ces réseaux par
des systemes de réaction-diffusion, nous permettra par la suite d’introduire un nouveau
modele de type Volterra qui améliore de maniere importante le pré-traitement d’images.
Nous montrerons aussi que le réseau équivalent possede des propriétés de stabilité asymp-
totique au sens de Lyapunov. Dans le chapitre 3, nous donnerons un résumé des résultats
théoriques et numériques de ces modeles. Enfin, dans le chapitre 4, nous commencerons
par étudier les parametres du modele proposé, pour ensuite illustrer par des images syn-
thétiques médicales ou réelles. Nous verrons qu’une réinitialisation de I’algorithme proposé
donne des résultats tres intéressants sur des images fortement bruitées et texturées.



Chapitre 2

Equations aux Dérivées Partielles
pour le Traitement d’Image

2.1 Introduction

[ YN matiere de traitement du signal et de 'image, une des principales difficultés est
A _Jde trouver une méthode capable de filtrer sélectivement le bruit tout en préservant
les objets significatifs dans 'image originale. Plusieurs ont vu le jour depuis une dizaine

d’années.

Ce chapitre retrace les principales contributions en la matiere; en particulier, celles ba-
sées sur 'utilisation des équations aux dérivées partielles pour "amélioration des images,
I’élimination du bruit et le renforcement des contrastes. Nous évoquerons aussi les tech-
niques EDP utilisées pour la segmentation d’images car elles sont étroitement liées aux
modeles de diffusion.

Apres avoir introduit les modeles de base, il s’averera intéressant de souligner les
différents liens existants entre eux et les difficultés pratiques et théoriques de chacuns.

2.2 Filtres fondés sur la diffusion linéaire

En traitement d’images par les EDP, le premier et le plus simple des modeles a avoir
été utilisé est celui fondé sur la diffusion linéaire. Dans ce paragraphe, nous présenterons
ce modele Gaussien ainsi que quelques filtres basés sur des variantes de I’équation de
diffusion linéaire.
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2.2.1 Filtre de Gauss

Soit ug(x) le niveau de gris en un point = de I'image a traiter!, et G, la Gaussienne
d’écart type o donnée par la formule suivante:

Gy (x) = ! exp ( — %) (2.1)

Le filtrage Gaussien de 'image résulte de la convolution de cette fonction ug avec des
Gaussiennes en chaque point = de I'image:

ulie, ) = (Go # uo)(w) = [ Gl = y)uoly)dy (2.2)

IR?

Puisque G, est dans C°(IR?) il en est de méme pour G, * u. La convolution est donc une
opération régularisante. En pratique, cette régularisation de u permet de lisser de maniere
grossiere en supprimant 'information qui présente des variations spatiales sur des échelles
inférieures a o.

La transformée de Fourier des deux membres de I’ équation (1.2) nous donne:
(FO)(z,0) = (F(Go)) () . (Fluo))(x) (2.3)
Or, la transformée de Fourier d'une Gaussienne (F((G,)), est une Gaussienne:
F(G,)(x) = exp ( — 47T|:1:|20). (2.4)

Donc, en remplagant dans (1.3) et en prenant la transformée de Fourier inverse de 1’équa-
tion résultante dans le cas monodimensionnel ou le parametre o est assimilé au temps ¢,
on aboutit a I’équation suivante:
du  0%u
— = (2.5)
dt  0x?
Cette équivalence reste évidemment valable dans le cas multidimensionnel. L'image
filtrée par convolution avec des Gaussiennes u est donc solution de I’ équation de diffusion
linéaire, ou équation de la chaleur, complémentée par la condition initiale wg(x):

ou(x,t) (e
T (2.6)
u(z,0) = wo(x)

Lorsque la condition initiale ug(x) est une fonction bornée, ce systeme admet une solution
unique:

u(t,z) = (Gy * ug)(x) pour t >0 (2.7)

1. On notera généralement dans ce chapitre par ug le niveau de gris de 'image originale.
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L’équivalence entre le filtrage de Gauss et 1’équation de la chaleur est classique; elle a
été introduite par Marr et Hildreth [79], ensuite développée par Witkin [117] puis par
Koenderink [74]. Dans ces équations, on voit facilement que le terme ¢ correspond bien
a une échelle spatiale o (1.1). Le filtrage (ou lissage) doit étre fait durant un temps fini,
égale au parametre o.

[’équation parabolique linéaire (1.6) permet une diffusion identique dans toutes les
directions (diffusion isotrope). Ainsi, dans les zones homogenes d’une image, ce filtre
permettra effectivement d’atténuer le bruit considéré comme étant un signal de haute
fréquence, mais dans les zones présentant des discontinuités de niveau de gris, celles-ci
seront aussi lissées. Ce filtre ne préserve donc pas les objets significatifs de I'image. De
plus, en pratique, les objets significatifs d’une image filtrée par un filtre de Gauss donnent
une impression de floue par rapport a I'image originale, ce qui rend la détermination
des contours quasi impossible diminuant en conséquence l'intérét visuel de ce processus
de diffusion. Un seuillage a la fin du traitement est donc nécessaire, par exemple celui
a base du gradient tel que: (z,y) est un point d’une structure représentative pour une
échelle spatiale /1 si et seulement si le Laplacien Au(z,y,t) change de signe et le gradient
|Vu(x,y,t)| est tres grand.

A titre de compléments, plusieurs études concernant ’application de I’équation de la
chaleur aux domaines du traitement des images ont été faites depuis [12, 119, 105, 54].
La partie suivante de ce paragraphe sera consacrée a des variantes du filtrage isotrope
Gaussien. Celles-ci ne permettent pas de lisser 'image proprement dit, mais d’en extraire
les informations utiles a un traitement postérieur.

2.2.2 Variantes du filtrage Gaussien

En analyse non locale du signal ou de I'image, I’endroit ou le signal change de tendance
est appelé “bord” [79]. Dans la théorie classique, les bords sont définis comme étant
I’ensemble des points, ou la norme du gradient du signal atteint un maximum local.
L’ensemble des bords est donc contenu dans ’ensemble des points ou le Laplacien change
de signe. Utilisant ces propriétés, plusieurs améliorations des filtres basés sur I’équation de
la chaleur ont été introduites pour palier les difficultés citées ci dessus. Parmi ces modeles
on trouve:

- le filtre fondé sur les dérivées directionnelles de la Gaussienne qui a été proposé par
Marr et Hidreth [79]. 1l utilise le Laplacien du signal convolé avec une Gaussienne. Par
I'utilisation de cette technique, les bords se situent la ou le Laplacien s’annule (zero —
crossing); ce qui permet & ce processus de vérifier le principe du maximum [67] et d’abou-
tir a des contours fermés. Malheureusement les recherches de zéros peuvent induire de
fausses détections dans les zones trop lisses, ces courbes ne représentent donc pas les
contours exacts.

- le filtre passe — bas de Canny [17] qui consiste a localiser les bords en utilisant les
gradients directionnels de I'image régularisée par une Gaussienne. Il permet la localisation
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des extrema du gradient et d’isoler ainsi les contours. Plus précisément, supposons que
’on veuille convoler I'image avec (7, la dérivée de la Gaussienne (1.1) dans une direction
n. Le choix idéal de n est la direction normale au bord de I’objet a segmenter; ce processus
nécessitera ainsi une connaissance a priort des contours. La meilleure estimation de n est
la régularisée de la direction du gradient de la maniere suivante:

V(G * u)

Les frontieres des objets significatifs sont situées la ou |G, * ul, la norme du gradient,
atteint un maximum local.

Ce filtre améliore la détection et la localisation des contours, par rapport au Laplacien.
Par contre, les contours obtenus ne sont généralement pas fermés. Le principal probleme
est donc de relier les points frontieres entre eux pour former un véritable contour. Ce
filtre malgré ses limites est considéré comme un outil efficace en élimination du bruit et
en détection des bords.

Signalons enfin que, dans la lignée de ces méthodes fondées sur des variantes de 1’équa-
tion de la chaleur, Illner et Neunzert [68] ont introduit une équation de diffusion dirigée
de la maniere suivante:

a_u = uAu—uAu
ot (2.9)
u(z,0) = uo()

ou @ est une version lisse (smooth) de u, le niveau de gris de I'image. Le probleme posé
par ce filtre linéaire, étudié par la suite par Illner et Tie [69], réside dans le choix de
la fonction @ qui doit étre connue a ’avance, ce qui revient a un lissage utilisant une
diffusivité adaptative avec une connaissance a priori des structures représentatives de
I'image.

Conclusions

Il est bien connu que les objets a petite échelle donnent une détermination inexacte
des bords. Cela reste vrai pour le filtre pass — bas de Canny.

En utilisant les filtres basés sur la diffusion linéaire, la taille d’un objet présentant une
forte courbure diminue jusqu’a disparition totale de celui-ci; les fronts se déplacent avec
une vitesse proportionnelle a la courbure. En pratique, les coins sont donc particuliere-
ment attaqués.

Si le signal est bruité le gradient aura plusieurs maximums peu utiles, donc a élimi-
ner. Ces oscillations fortes du gradient peuvent étre dues a différents facteurs comme la
présence de textures. Les frontieres des différentes régions texturées ne sont apparentes
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que si la valeur moyenne du signal est différente pour chaque texture.

La difficulté commune des filtres linéaires est le lissage excessif qui rend difficile le
suivi des bords. On peut donc affirmer que toute amélioration de ces modeles linéaires
doit étre effectuée a l'intérieur de 'opérateur de diffusion lui-méme, sacrifiant ainsi leur
linéarité. Nous verrons comment ces difficultés peuvent étre surmontées par 'utilisation
de modeles non linéaires. Les travaux réalisés dans ce cadre feront I’objet du paragraphe
suivant.

2.3 Filtres non linéaires

La motivation essentielle des modeles basés sur la diffusion non linéaire est la construc-
tion d’'un opérateur de diffusion dépendant des propriétés locales de I'image. On peut
distinguer deux types de filtres non linéaires:

(i) Le filtrage isotrope non linéaire, utilisant une équation de diffusion non linéaire
avec une diffusivité scalaire adaptée au propriétés locales du signal.

(i1) Le filtrage anisotrope non linéaire, utilisant une équation de diffusion non linéaire
a diffusivité tensorielle et dont I'opérateur de diffusion s’adapte aux structures de
I'image ce qui permet de contréler les directions de diffusion.

Le filtrage par une diffusion isotrope non linéaire (i) est détaillé dans ce paragraphe et le
deuxieme type (ii) dans le paragraphe (1.7).

Le premier modele non linéaire a été introduit par Perona et Malik en 1987 [89]. IIs
ont proposé un filtre adaptatif (ou conditionnel), permettant d’atténuer la diffusion dans
les régions a fort gradient , ou des discontinuités potentiellement significatives peuvent
se trouver, et de la maintenir dans les zones a faible gradient. Cela permet d’éviter le
seuillage nécessaire pour les modeles linéaires a la fin du traitement. Ce modele a permis
une avancée tres importante dans le domaine de I'application des EDP en traitement
d’images. Mais, du fait que ce dernier peut étre mal posé, plusieurs améliorations basées
sur la régularisation (par moyenne locale ou convolution avec une Gaussienne) ont été
introduites depuis. La plus importante est celle proposée par Catté et al [26] qui ont
montré l'existence et 'unicité de la solution du modele Perona-Malik régularisé. Notons
aussi que dans ces modeles, le terme “anisotrope” n’est pas completement justifié puisqu’
ils utilisent une diffusivité scalaire. Ces modeles ne sont anisotropes que dans un repere
local. Une régularisation spatiale utilisant explicitement une diffusivité tensorielle a été
introduite, par la suite, par Weickert [108]. Ce filtre sera détaillé dans le paragraphe (1.7).
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2.3.1 Le modele de Perona et Malik
Le modeéle de base [89]

Perona et Malik [91] ont proposé de remplacer I’équation de la chaleur par une équation
non linéaire de type milieu poreux:

ou
— = divlg(Vu)Vu
ot (v ve) (2.10)

u(x,0) = uo ()

Dans cette équation g est une fonction réguliere non croissante avec g(0) =1, g(s) >0
et li_>m g(s) = 0. L’idée est que le traitement obtenu par 1’équation (1.10) est conditionnel

en chaque point = de I'image (2 C R?):

e Si Vu(x) est grand alors la diffusion s’atténue; par suite on a une localisation
exacte des bords.

e Si Vu(x) est petit alors la diffusion tend a lisser encore plus au voisinage de .

En pratique, le choix de la diffusivité g(Vu) correspond a un seuillage comparable a celui
du gradient Vu(x), généralement utilisé dans 1’étape finale des filtres linéaires.

Pour les tests numériques de ce modele [91], la fonction ¢ utilisée est de la forme:

9(Vu) = (A A >0, (2.11)
9(Vu) = exp(—(“v)\uH)z) A0, (2.12)

On peut remarquer que ces deux expressions de la fonction g présentent la méme ap-
proximation au premier ordre.

Perona et Malik [91] ont montré que ce modele améliore la performance du filtre de
Canny [17] a détecter les bords dans une image bruitée.

Formulation Variationnelle

On peut associer au modele de Perona-Malik une fonctionnelle d’énergie donnée par:

E(u) = %/Q/Otg(|Vu(x,s)|)dsdx (2.13)
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Supposons que u est un minimum de E et v une fonction test quelconque, la variation de
E est alors donnée par:

lim E(u-l-tv)—E(U) = /Qg(|vu|)Vqud:1;

t—0 t

= —/deiv(g|Vu|)Vu)d:1;

Donc I’équation de Perona-Malik peut étre interprétée comme une méthode de descente
du gradient de la fonctionnelle F:

ou
o=V (2.14)

Récemment Osher et Rudin [86, 78] ont proposé un autre choix de la fonction g pour

le modele (1.10):

1
= — 1 =
g(s) , et o 0
le modele (1.10) s’écrit dans ce cas:
ou Vu
— =i 2.1
ot ”(|vu|) (2.15)

Cette équation correspond aussi & une méthode de descente (1.14), ou F, la fonctionnelle
associée, est donnée par:

E(u) = /Q Vu(z)|dz. (2.16)

Nous verrons dans le paragraphe (1.5) d’autres équations de diffusion basées sur un
principe de minimisation d’énergie.

Equivalence avec les Réseaux Neuronaux

Il est a noter qu’il existe une relation entre le modele continu (1.10) et un modele
discret [34, 32], basé sur les réseaux de neurones. En effet, considérons le réseau neuronal
suivant:

dX;

o= AN (B = X)) Y G — (Xi+ D) Y 1B (2.17)

ou les [ sont des fonctions (patterns) d’entrée et les Giy; des fonctions Gaussiennes dont
I’¢art type dépend de la distance inter-cellulaire |k — 1.

Cohen et Grossberg [34] ont montré que u;, activité ou potentiel de la ieme cellule
obéit a 1’équation de diffusion non linéaire suivante:

dui

dt

= —Hu; + Jiv1:(wig1 —w;) + Jimi(wics —w) + F; (2.18)
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ou la fonction d’entrée F; = X;/1 4+ a.S;, le seuil S; = 3°7_, Gip f(yx) et les coefficients de
diffusion Jiyq,; et J;_y,; sont déterminés en fonction des contours de I'image a traiter de
la maniere suivante:

A A
Jiy1,i = t i =
TS = S = T T T S = S -

ou , est un seuil (, > 0). Le modele (1.18) peut étre considéré comme une discrétisation
sous forme de réseau de neurones du modele continu (1.10) [110]. Nous reverrons dans le

- (2.19)

chapitre 2 d’autres analogies entres des réseaux neuronaux et des opérateurs de diffusion
linéaire.

Malheureusement, le modele de Perona-Malik (1.10) présente des difficultés pratiques
et théoriques. Si I'on suppose que le signal est bruité et que le bruit est tres fort (non
borné en théorie), aucune oscillation du gradient n’est visible; le bruit est donc gardé. Dans
ce cas, le lissage conditionnel présenté par cette méthode n’est plus efficace. Cela reste
vrai pour les images fortement texturées. Pour le choix de la fonction ¢, aucune théorie
qui puisse montrer I’existence et I'unicité de la solution de (1.10) n’existe. Si la fonction
zg(x) est décroissante sa discrétisation peut conduire a des algorithmes instables. Si 1’on
introduit les notations # (la coordonnée suivant la direction parallele au gradient de w)
et 2t (celle suivant sa direction orthogonale) u = u(Z, x*, ), ’équation de Perona-Malik
s’écrit :

Ju )

5 G (Vu)uzz + g(Vu)uge,e (2.20)
ou G(x) = xg(x). Ce modele agit donc comme une équation de la chaleur rétrograde au
voisinage des trés fortes discontinuités car u,i,1 = 0 et G'(Vu) < 0 si [|Vu|| > A pour
un choix de la conductivité g(Vu) correspondant a la formule (1.11), et si ||Vu|| > A/v/2
pour le choix de la formule (1.12). Ces conditions rendent I’algorithme instable méme si
I'image de départ est assez lisse [84].

Pour résoudre le probleme des instabilités, une solution proposée est d’utiliser des
régularisations explicitement dans la fonction de conductivité afin de rendre le probleme
bien posé et d’obtenir des résultats stables et de meilleures qualités. Cette solution, que
nous allons décrire dans le paragraphe suivant, a été indépendamment proposée dans [26]
et [84]. Signalons aussi qu’une autre solution numérique a été proposé par Perona, Shiota

et Malik [92].

Nous détaillons, dans la suite de ce paragraphe, quelque modeles fondés sur la régula-
risation du modele Perona-Malik.

2.3.2 Versions régularisées du modele Perona-Malik

Il est possible d’envisager deux sortes de régularisation: spatiale ou temporelle (et
évidemment une combinaison des deux). Nous allons montrer, dans ce paragraphe, qu'une
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telle régularisation rend effectivement le modele Perona-Malik (1.10) bien posé et son
approximation numérique stable.

Le modeéle de Catté, Lions, Morel et Coll [26]

Ce modele consiste a remplacer la diffusivité dans le modele de Perona et Malik par
sa version régularisée. Plus précisément ce filtre est basé sur le systeme suivant:

ou

— = div(g(|VGE, *u|)Vu

- ({19 G ) V) o
u(x,0) = uo ()

ol

Gy (x) = ! 2exp(— |:1;|2)

dro 402
Le terme VG, % u est le gradient de la solution (au temps ¢t = o) de I’équation de la
chaleur (1.6) avec u(.,t) comme condition initiale, g(s) une fonction de la variable s qui
tend vers 0 quand s tend vers l'infini et VG, % v une somme pondérée de Gaussiennes.

En pratique, comme pour ’équation de la chaleur, on ne distingue pas les gradients
forts qui viennent du bruit de ceux des objets significatifs. Pour discriminer cette confu-
sion 1l est possible d’utiliser un parametre d’échelle pour le lissage des zones homogenes
de l'ordre de \/o. Le temps nécessaire avant de stopper le processus de diffusion est de
Iordre de o.

[existence, I'unicité et la régularité de la solution de (1.21) complémentée par une
condition de Neumann ont été démontrées [26].

Ce modele, se comportant localement comme une inversion de I’équation de la cha-
leur, peut devenir instable. De plus, la présence d’un terme combinant le gradient et
son régularisé dans 'opérateur de diffusion rend difficile de lui trouver une interprétation
géométrique. Pour le traitement d’image contenant des segments ou une partie peut étre
partiellement cachée (ex. des vaisseaux sanguins dans le cas de I'imagerie médicale), ce
filtre se comporte comme un filtre linéaire sur les objets monodimensionnels; d’autre part,
la diffusion s’annulant de part et d’autre des bords, il n’y a pas d’élimination de bruit
[109]. Nous verrons dans le paragraphe (1.7) et dans le chapitre 2, deux modeles mieux
adaptés au traitement d’images présentant des objets monodimensionnels.

Autres régularisations

Notons qu’ une régularisation spatio-temporelle a été introduite par Nitzberg et Shiota
[84]. Dans le cas monodimensionnel ils ont proposé le modele suivant:

axu )

du = ax(H—U

(2.22)
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2
Oov = w((al,u —v)+ %8%1}) (2.23)

ou u est le niveau de gris de I'image, w un réel positif et o le parametre d’échelle 1ié a la
régularisation spatiale (¢ > 0). On remarque que lorsque o — 0 et w — 00, ce modele
tend a se rapprocher du modele isotrope non linéaire proposé par Perona et Malik (1.10).
Le cas bidimensionnel, détaillé dans [83], donne lieu a un schéma particulierement bien
adapté a la restauration des points anguleux.

Signalons enfin que dans la lignée de ces régularisations du modele de Perona-Malik,
Whitaker et Pizer [115, 113] ont choisi de remplacer le parametre d’échelle o par un autre
décroissant en temps. Par contre Li et Chen [77] ont proposé de faire décroitre la constante
A dans la fonction g.

2.3.3 Filtre limiteur d’oscillation

Utilisant les techniques développées en analyse numérique des équations hyperboliques
non linéaires, Rudin [95] a été le premier & introduire les filtres limiteurs d’oscillation dits
Shock Filters pour la restauration des images. Ces filtres permettent de développer dans
I'image restaurée des phénomenes analogues aux ondes de choc en mécanique des fluides

[95].

Le premier filtre monodimensionnel est basé sur des modifications de 1’équation de
Burger de la maniere suivante:

Ju

— Flugg)|ug| =0

b Pl o
u(z,0) = uo()

ou F' est une fonction telle que x F'(x) > 0. Ce modele développe des lignes de choc la ou
u,, change de signe, c’est a dire sur les bords de 'image.

Une généralisation du modele (1.24) dans le cas bidimensionnel a été introduite par
Osher et Rudin, ils ont proposé le modele suivant:

‘Z—“ +|VulF(VutHVu) = 0
¢ (2.25)
U(l‘, 0) = uo(l')

ou F' vérifie les mémes conditions que dans le cas monodimensionnel, H est le Hessien de
u et le terme Vu' HVu permet 'extraction des contours.
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Pour renforcer les contrastes d’une image, Osher et Rudin [86] ont aussi proposé un
schéma conservatif permettant d’inverser I’équation de la chaleur:

ou

— = —|VulF(Au

i Y ul F(Aa) -
u(x,0) = uo ()

Lorsque (F'(x) = x), ce modele se comporte comme 1’équation de la chaleur avec un
temps ¢ inversé, d’ou le nom filtrage par inversion de 1’équation de la chaleur.

Pour la discrétisation de cette équation, Osher et Rudin ont utilisé un schéma explicite
monotone qui préserve la taille, la variation totale et la situation des extrema locaux. Si le
signal est bruité, ce modele devient peu efficace car les fluctuations de w,, dues au bruit
génerent des "faux” chocs.

Pour maintenir la diffusion dans les zones ou le niveau de bruit est important, Alvarez
[6, 5] a présenté un processus fondé sur les filtres limiteurs de tension et sur la diffusion non
linéaire. Reprenant le modele monodimensionnel (1.24) introduit par Rudin, il a proposé
le schéma suivant:

d
_u + F(Gcr * Uy, Gcr * ux)|ux| = 0

ot (2.27)
u(x,0) = wuo(x)

ou G, est la Gaussienne d’écart type o donnée par la formule (1.1) et F' satisfait la
condition suivante:

F(x)xie9 >0 pour tout x = (z,22) € IR*. (2.28)

Le modele (1.27) développe des chocs lors du passage a zéro du signal filtré, ce qui
évite d’atténuer la diffusion dans les zones fortement bruitées.

Avant de passer aux filtres basés sur la courbure principale, signalons qu’une version
bidimensionnelle de cette derniere équation (1.27) a été introduite par Alvarez et Mazorra
[6]; cette généralisation au cas 2D a été effectuée de la maniere suivante:

2_1; — O () =y F(Gy # ty, G % 1), (2.29)

la notation n = n(x) est pour la direction du gradient Vu(z), GG, reste la Gaussienne
d’écart type o, C une constante strictement positive et [’ une fonction vérifiant la condi-

tion (1.28).



14 2 EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES POUR LE TRAITEMENT D’IMAGE

2.4 Filtres basés sur la notion de courbure et contours
actifs

La motivation principale des filtres basés sur le déplacement de la courbure principale,
dits de mean curvature motion (MC M), est la construction d'un opérateur de diffusion
non linéaire capable de diffuser "plus” dans la direction parallele aux objets significatifs
et "moins” dans leurs directions perpendiculaires. C’est une autre approche qui va nous
permettre d’englober les filtres définis précédemment dans un cadre plus large de filtres
anisotropes.

2.4.1 Filtres basés sur la notion de courbure (MCM)

Si I’on introduit les notations & (la coordonnée suivant la direction parallele au gradient
de u) et 2t (celle suivant sa direction orthogonale) u = u(&, z*, 1), 'équation de la chaleur
s’écrit sous la forme:

du
ot
Le premier terme permet donc le lissage suivant la direction des bords; par contre le

deuxieme diffuse suivant leur direction orthogonale. Il n’est donc pas difficile de voir que,
pour ne conserver que la diffusion le long des contours, I’équation de la chaleur doit étre

remplacée par:

ou 0%
5 = 9P (2.31)
2
— AU_M (2‘32)

[Vul?

Une formulation de cette derniere équation sous forme de ”"quasi divergence” nous donne:

Ou . Vu
Fri |Vu|d1v(|vu|) (2.33)

Le front de diffusion est une ligne de niveau définie a I'instant ¢ par:
Fri={(z,y) [ u(z,y,t) = Clej (2.34)
Cette courbe F'ry peut étre paramétrée par:

Fri={M(s,t) | u(M(s,t) = Cte} (2.35)

La vitesse —— de déplacement du point M et R la direction de la tangente a F'r; en
s

M sont liées par la relation suivante:
oM oM

< W , E >=10 (236)
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Une différenciation de (1.35) par rapport a t et s nous permet d’écrire:

= Ju oM
—,Vu>—|—a—0 et <E,Vu>—0 (237)

—

aM —
(1.36) et (1.37) nous donnent : e AVu. En remplagant dans (1.37) et en utilisant
(1.33) on obtient:

oM Vui, ;V
= ) ) (2:3%)
— {—|§:u|}courbure(u) (2.39)
u

ou (courbure(u)), la courbure en chaque point d’une ligne de niveaux, est donnée par:

vu ). (2.40)

courbure (u) = div(—

() ~ul

Les fronts de diffusion se déplacent ainsi avec une vitesse proportionnelle a la courbure.
Les courbes C', correspondant aux lignes de niveaux de u, évoluent donc selon 1’équation

suivante:
Cy(t) = k(. 1).N (2.41)

ou k(x,t) est la courbure de C au point x et N le vecteur normal intérieur & cette courbe.
[’équation (1.33) peut étre interprétée comme un filtre basé sur le déplacement de la
courbure principale. Ce filtre est ainsi fondé sur le systeme suivant:

Ou = |Vu| courbure (u)
ot (2.42)
u(w,0) = to()

ou tp est une version lisse de ug, le niveau de gris de I'image a traiter. Cette EDP cor-
respond a une diffusion anisotrope dans la direction des lignes de niveaux de I'image. Il
est a noter que cette équation est identique a celle proposée par Osher et Sethian [88]
pour I’évolution des courbes et a celle étudiée par Rudin, Osher et Fatemi [96] pour la
restauration d’image.

On remarque que ce modele ne comporte aucun élément permettant de stopper le
processus de diffusion sur le bord des objets représentatifs.

En coordonnées cartésiennes (x,y), '’équation (1.33) peut se réécrire comme suit:

2 2

QU UGUpy — 2UgUyUgy + U Uy,
2 2

ol uZ + u?

(2.43)
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Dans un récent papier [4], Alvarez, Guichard, Lions et Morel ont généralisé I’équation
précédente en utilisant une approche axiomatique de la théorie des filtres pass — bas.

Une autre version du modele précédent et de celui de Perona et Malik a été introduite
par Alvarez, Lions et Morel [5]. Ils ont présenté et étudié le modele suivant :

2.
u(l‘,()) — UO(w)

Ce modele fait partie de la classe des filtres sélectifs et dépend de deux parametres: la
fonction contraste qui correspond au seuillage du gradient |Vu| dans la théorie de Marr
et Hilreth [79] et le parametre d’échelle 1ié a 1’écart type de la Gaussienne G qui est lié
au détail minimal a garder dans I'image a traiter. Une interprétation des termes de cette
équation est la suivante:

.+ Vu D*u(Vu, Vu)
[} |Vu|d1v(m) = Au — W

deux faces des objets représentatifs, avec un minimum de lissage sur 'objet lui
méme. Ce terme de diffusion donné par (1.33) est anisotrope dans la direction

permet de lisser le niveau de gris sur les

parallele aux contours.

e la fonction ¢ étant non croissante en z et tendant vers 0 quand x tend vers I'infini,
9(|VG, *u]) controle la vitesse de diffusion et renforce les contrastes. Ainsi, dans
les régions de I'image ou le gradient est faible le terme g(|V G, #u|)|Vu| est grand
ce qui permet un maintien de la diffusion le long de la direction orthogonale
au gradient par contre dans les régions a fort gradient ce terme est faible et la
diffusion s’annule.

Comme pour le filtre de Catté et al, sur les segments, la diffusion disparait, ce type de
schéma non linéaire ne permet donc pas d’éliminer le bruit. Ce filtre n’est, par conséquent,
pas approprié au pré-traitement d’images contenant des objets monodimensionnels. Une
autre difficulté est que si 'image a restaurer correspond a une ellipse alors le mouvement
par courbure, qui a tendance a transformer toute courbe fermée en cercles, délocalise les
bords. Nous verrons dans le paragraphe (1.6.1) une approche morphologique qui permet
de garder la forme elliptique de ces courbes de niveaux.

2.4.2 MCM et contours actifs

En parallele avec I'application des EDP au traitement d’image, s’est développée une
théorie de la déformation de courbes planes sous l'effet d’une équation de la chaleur
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intrinseque:

Ct — Ccrcr
(2.45)
C(., 0) = Co

ou (' est une courbe fermée du plan affine Euclidien, o une abscisse curviligne et Cy une
courbe de départ.

Si l’on considere la courbe initiale comme I'isophote d’une image u, alors son évolution
suivant (1.45) est la méme que celle produite par I’équation (1.31) [71, 72, 100]. Sapiro et
Tannenbaum [99] ont appliqué ces équations d’évolution affines et euclidiennes de courbes
planes au lissage de courbes bruitées; ceci permet en particulier de préserver la surface ou
le périmetre de la courbe initiale.

Signalons que l'espace d’échelle engendré par cette équation a été utilisée dans le
domaine de la reconnaissance des formes par Faugeras et Keriven [53] et récemment gé-
néralisée au cas ou o est "abscisse curviligne projective [50, 53].

Dans le cadre de I’application des EDP au contours déformables (ou contours actifs
également connus sous le nom de “snakes”) introduits par Wikin et Kass [31, 70], se
basant sur les équations (1.31,1.45), Caselles et al [18] ont présenté le modele géométrique

suivant:
v .+ Vv
Fri g(x) |Vv|(d1v(ﬁ) + 1/)
v(0,2) = wvo(x) (2.46)
1
9= TG v )

ou v est une constante positive, G, *ug étant la convolution de I'image contenant ’objet O
a segmenter, avec la Gaussienne d’écart type o (1.1), la donnée initiale vy est une version
lisse de la fonction 1 — (¢ et (¢ la fonction caractéristique d’un ensemble C' contenant

I'objet O.

Pour une fonction régularisée v donnée, la k—courbe de niveau de v est donnée par:

oC(t) = {(z,y) € IR?* : v(z,y,t) =k}, (2.47)

Vv
|VU|)'

et la courbure en un point « de la courbe 9C est donnée par: courbure(x) = div(

Dans I'EDP (1.46), une ligne de niveau de 'image v est une représentation implicite
d’une courbe (', appelée a évoluer dans le temps au sein de I'image ug afin de converger



18 2 EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES POUR LE TRAITEMENT D’IMAGE

vers les frontieres de l'objet O a segmenter. Une interprétation géométrique de ce modele,
est alors la suivante:

: : e . (Vo
e v est un terme de correction qui permet d’assurer la positivité de (dlv(ﬁ) +v),
v

ainsi le niveau de gris en un point x de la courbe dC croit proportionnellement
a la courbure de dC en ce point et dC' tend a se rapprocher des bords de 1'objet
O lorsque sa courbure devient négative ou nulle.

e La convolution de ug avec une Gaussienne permet en effet d’éliminer le bruit lors
du mouvement de 9C.

e g(x) controle la vitesse de déplacement de dC': quand 9C est proche des bords
de l'objet O, |V(G, * ug)| devient tres grand et dC ne bouge plus. Ce coefficient
permet donc de ralentir I’évolution de v au voisinage de O.

Dans le modeles MC M, Caselles Kimel et Sapiro [22] ont introduit le concept du
contour actif géodésique. Ceci consiste a réécrire I'équation (1.46) sous la forme suivante:

v . Vv
il g(x) |Vl dlv(ﬁ) + Vg.Vou (2.48)
U(va) = UO(x)

dans cette EDP le nouveau terme Vg.Vu, permet de pousser encore davantage le contour
vers les bords des objets a segmenter et évite le probleme du choix de la constante v.

Récemment, utilisant les propriétés géométriques du modele (1.46), Caselles et Coll
[19] ont proposé I'algorithme suivant:

dv

ot

= g(t,z) |Vo| (div(%) +v) + (1 = g(t,2))V.Vv o

v(0,2) = vo(x)

ou V = (Vi, V3) est la vitesse; et pour k un seuil donné et ¢ > 0, la fonction g a été définie
par:

1 osi |Gyxugl <k—c¢

o(t.2) = (2.50)
0 si |G,*ugl>k+e

Dans cet algorithme, le terme (1 — g(¢, x)) est nul au voisinage externe des objet O; a
segmenter et prend la valeur 1 sur les bords de ces objets. La multiplication par ¢ permet
de réduire I'estimation de la vitesse V' au voisinage de ces bords. Les autres termes ont la
méme interprétation géométrique que dans (1.46).

[’existence et 'unicité de la solution de viscosité de (1.49) complémentée par une
condition de Neumann ont été démontrées [19].
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2.5 Filtres par minimisation d’énergie

Comme on ’a vu précédemment, les solutions des équations de réaction-diffusion iso-
trope linéaire et non linéaire peuvent étre interprétées comme minimisantes de fonction-
nelles d’énergie. Inversement les approches par minimisation d’énergie peuvent donner
acces, via les équations d’Euler associées, a de nouveaux modeles de diffusion.

2.5.1 Le modele de Mumford-Shah

Pour segmenter une image ug : 0 — IR, se basant sur les modeles discrets introduits par
S. et D. Geman [56], Mumford et Shah [81, 82] ont proposé de minimiser la fonctionnelle
suivante:

Fug (1, w) = ﬁ/g(u —wg)da + /Q\K Vul*dz + o|K] (2.51)

ou K est ’ensemble des bords et | K| sa distance de Hausdorff | a et 3 étant deux constantes
positives.

(e modele consiste a approcher I'image initiale uo définie sur un domaine Q0 C IR? et &
valeurs dans [0, 1] par une fonction u présentant des discontinuités dans un sous ensemble
K. Ce filtre combine donc en un méme traitement, lissage de 1'image et détection des

bords.

Dans le livre de Morel et Solimini [80], on trouve une étude tres détaillée du modele
de Mumford-Shah et de celle de ses algorithmes dérivés.

Une autre classe de modeles basés sur la minimisation de fonctionnelles a été introduite
en approchant la discontinuité sur le sous ensemble K, par une fonction réguliere @, définie
par:

0 le long des bords de u
a(x) = (2.52)

1 ailleurs

En introduisant un parametre ¢, lié a la longueur des bords, il est naturel de chercher
a minimiser la quantité suivante:

Fuglus) = [ (B(u = wo)? + [ Vul + a(cl Vil + %)dw (2.53)

La minimisation de cette fonctionnelle Euo correspond aux équations de descente du gra-
dient:

ou P
5 = div(a*Vu) + Bug — u),

(2.54)
o )

24 1—
= cAu— —u|Vu|2 B k)
a

E 2c
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La fonctionnelle E n’est pas convexe; I'algorithme de descente du gradient ne converge
généralement pas vers le minimum global. Mumford et Shah ont conjecturé [82] que la
fonctionnelle £, admet un minimum (u, K') lorsque K est un ensemble fini de courbes C'*.

Récemment, J. Shah [102] a proposé de minimiser la fonctionnelle suivante:

, 3 Ju
E,I:// drd —// — upldud /7d 2,
k)= [ [ ISuldedy+ 2 [ [ u—weldedy+ [ STds )

ot ) est un sous ensemble ouvert borné de IR?, K une courbe segmentant € et u une
version lisse de I'image (C R*\K ), J, le saut de u a travers K (J, = |u™ — u™| et les
notations + et — correspondent aux deux faces de K'). Les poids « et 3 sont attribués a
chaque point du bord en fonction du contraste.

La fonctionnelle proposée par Shah pour 'implémentation de la méthode de descente
du gradient, est donnée par:

2
(u,) // (1 - o?) |vu||+5|u—u0|+—||v 12+ p}dxdy (2.56)

ou, pour reprendre les notations de (1.53), v = 1 — @ (1.52). L’équation de descente du
gradient correspondante s’écrit dans ce cas:

ou & .
= = —2Vv.Vu+ (1 — v)|Vu|courbure (u) — a(l— o) [V ul |t — o)
I ) v 2c0
o o - 2.57
o Vv Iz + p —(1 =) Vu ( )
au| _ ] aU| — 0
apee =4 5 gl =

Ces modeles résultent du méme type d’approche car les bords sont représentés par une
fonction qui vaut essentiellement 1 ou 0. La différence réside essentiellement dans le fait
que les normes L? sont remplacées par les normes L!, qui permettent des solutions &
variations bornées et discontinues. Une interprétation des termes du systeme (1.57) est la
suivante:

Vu B (u—up)
ol — (1 — v) courbure (u) + TR A—
tesse de déplacement des courbes de niveaux de I'image lissée u. Le premier terme
est "advection permettant de tirer les courbes de niveaux a travers les grandes
valeurs de v, le second est un terme de lissage [4] et le dernier permet le transfert

o le terme 2Vw.

représente la vi-

des courbes de niveaux avec une vitesse +3/a(1 — v).

e Dans ce modele, u développe des chocs, étant donné que 1’évolution est parabo-
lique le long des courbes de niveaux de u, et hyperbolique suivant sa direction
normale.
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e dans le cas monodimensionnel, le terme courbure(u) disparait et I’équation d’évo-
lution de u devient hyperbolique gouvernée par une équation d’advection en v,
d’ou un renforcement des contrastes .

La généralisation de ce modele dans le cas ou I'image ug est un ensemble de fonctions:
ug = {ud, .....,ul'}, est proposée dans [103]. L’avantage, par rapport aux filtres précédents,
est que ce modele n’utilise en principe qu’un seul parametre et fournit des résultats com-
parables a ceux obtenus par les meilleurs d’entre eux. Il semble cependant que ce modele
n’ait a ce jour pas donné lieu a des résultats théoriques satisfaisants [103].

2.5.2 Le modele de Nordstrom

Nordstrom [85] propose de minimiser la fonctionnelle suivante :
Eyo(u,w) = / (ﬁ(u —up)? + w.|Vul* + V. (w —In w))d:z;. (2.58)
Q

ou w: Q) —[0,1] avec w ~ 1 a U'intérieur d'une zone homogene et est nulle sur les bords,
a et 3 étant deux constantes positives.

L’équation d’Euler correspondante est donnée par:
B.(u—up)* — div(wVu) =
1
N )+ [Vul* =

1— =
w

0,
0,
[’équation (1.60) nous permet d’écrire w sous la méme forme que la fonction ¢ du
modele de Perona-Malik:
1
[Vl
14+ 2

La méthode du gradient correspondant a la minimisation de (1.59) conduit a ’équation

w =

(2.61)

de réaction-diffusion suivante :

Ju

— = div(g(|Vul*)Vu (g — u

“ (oI uP) V) + .o — ) o
U(Q?,O) = uO(x)

Cette équation combine le terme de diffusion de Perona-Malik et un terme de rappel
vers 'image initiale, dont le but est de rendre le traitement moins sensible au choix du
temps d’arrét.

D’autre part, en plus du choix des parametres 3 et A qui doivent étre appropriés, la
fonctionnelle donnée par (1.58) n’étant par convexe, la méthode peut converger vers un
minimum local alors que la méthode de résolution de I’équation (1.54) ne converge pas
nécessairement vers un minimum global. C’est d’ailleurs une difficulté assez générale qui
concerne le filtrage par minimisation d’énergie.
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2.6 Approche morphologique et Analyse multi-échelle

2.6.1 Une approche morphologique

Selon le principe morphologique, le niveau de gris d’une image est arbitraire et seul
I’ordonnance locale des niveaux de gris a un sens [3]. En d’autre termes, dans une image,
I’ordre des niveaux de gris constitue une information significative. De plus, une image se
décompose en ses courbes de niveau, définies comme les bords des régions ou le niveau de
gris dépasse une certaine valeur. Il est donc facile de reconstruire une image a partir de
lignes de niveaux. Alvarez et al [2, 4] ont proposé 'EDP suivante:

Vu 1
3 2.63
) (2.63)

Une interprétation de ce modele, faisant le lien avec une méthode de lissage itératif et
affine des courbes proposée indépendamment par Sapiro et Tannenbaum [99], est donnée

dans [4].

Dans un récent papier, Caselles et al [20] ont proposé une autre version basée sur
I’équation suivante:

Ju WALANE
5% = ﬂz(x,y)lvu|(dw(|vU|)) (2.64)
u(x,0) = uo ()

Une version bien posée de (1.64) est obtenue en remplacant 1z par sa version régularisée
17. de la maniere suivante:

1 si d((:z;,y),Z) > e
lze(z,y) = (2.65)
0 si d((:z;,y),Z) <

S

L’interprétation de I’équation (1.64) est essentiellement la méme que pour (1.63). La seule
différence est 'altération de la vitesse des lignes de niveau de u dans un e-voisinage de Z.

Puisque le temps d’arrét est 1ié au échelles, les contours a grandes échelles subissent
un grand déplacement ce qui rend difficile I’application de ces modeles.

Donnons maintenant un dernier point de vue sur le filtrage donné par une analyse
multi-échelle.
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2.6.2 Une analyse multi-échelle

L’analyse multi-échelle d’une image consiste en la génération d’une suite d’images.
Chaque terme u(., \) de cette suite est une version filtrée a une échelle A de 'image origi-
nale ug, ce qui revient a 'application d’un ensemble d’opérateurs T qui, appliqués a une
image uo conduisent a une séquence d’images u(., A) = Th(uo).

Le probleme du choix de 'opérateur T a été étudié par I’axiomatisation de I’analyse
multi-échelle qui permet d’obtenir 'unicité de cet opérateur. Il est a noter que cette axio-
matisation a été largement développée par Alvarez, Guichard, Lions et Morel [2, 3, 1, 7].

Si 'on note par uy cette version lissée de ug, le niveau de gris de I'image originale, et
par K, 'ensemble des bords présents dans cette image, les principaux axiomes que doit
vérifier cette analyse multi-échelles sont les suivants:

(i) Fidélité: ll_r% Uy = Ug

(ii) Causalité: aucun faux détail ne doit étre produit au cours de la diminution
de la résolution ni lors du passage d’une petite a une grande échelle; u) dépend
seulement de u,» pour A > X'. Cette propriété se formule axiomatiquement par:
étant donné A et A" > 0, il existe un opérateur de transition noté T, v tel que:

Ty (ug) = T\, o Ti(ug) et Tha(ug) = ug

iii) Causalité forte: K\ C K, pour A > X
AP

Cette analyse est un point de vue général dans lequel s’inscrit le filtre Gaussien, entre
autre.

Le filtre Gaussien vérifie les deux propriétés (i) et (ii) lorsque A est le parametre lié
a 1’échelle spatiale: uy = u(.,A). Divers travaux se sont intéressés a la vérification de la
troisieme propriété [117].

2.7 Diffusion tensorielle

Toutes les méthodes citées jusqu’a présent utilisent une diffusivité scalaire. Dans ce
paragraphe nous présenterons quelques modeles basés sur 1’équation de la diffusion a
conductivité tensorielle, appelée diffusion anisotrope.

Le modeéle de Cottet et Germain [41]

Les deux traitements réalisés par les filtres basés sur les équations de réaction-diffusion
sont d’une part le filtrage du bruit et d’autre part le renforcement des contrastes du si-
gnal. Constatant que dans le cas isotrope ces modeles ne permettaient pas de conserver
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les objets présentant une courbure tres forte, Cottet et Germain [41] ont introduit un opé-
rateur de diffusion anisotrope pour un lissage sélectif en plus d’un terme de réaction pour
renforcer les contrastes de I'image. Cet opérateur permet ainsi de controler les directions

de diffusion.

Soient 2 le domaine [0,1]%, , = 99 sa frontiere et ¢ un réel positif. Notons par ( la
fonction indicatrice de support, la boule de centre O et de rayon ¢; on peut ainsi définir
la fonction cut-off (. par:

C(z) = 5—2§(§). (2.66)

Une version régularisée u. de u le niveau de gris de I'image est obtenue par convolution
de @ (prolongement de u sur IR*) avec une fonction cut-off:

uela) = (@s G)a) = [ Gla—yyaly)dy (2.67)

Dans ce modele, 'opérateur de diffusion est défini comme étant la projection orthogonale
sur 'orthogonale au gradient de w.:

— ; (axus)z _al’ufayus
AE(U) a |Vue|2 + &2 ( _axusayuf (ayus)Q

L’idée est que 'opérateur de diffusion maitrise les endroits ou la variation de la courbure
des bords n’est pas tres importante. Plus précisément ce modele est basé sur I’équation
de réaction-diffusion anisotrope suivante:

Owu — e2div([Ac(w)][Vu]) = f(u) dans ©
u(.,0) = wuy dans Q (2.68)

u = 0 sur ,

En utilisant ce filtre, l'image traitée est obtenue sur les états asymptotiques de sa solution,
le probleme du choix d’un temps adéquate pour stopper la diffusion est donc surmonté.

Une analyse du comportement du modele (1.68) est la suivante :

e En un point ou I'image est non bruitée, les directions A.(u)[Vu] et Vu sont
approximativement paralleles donc [A.(u)][Vu] & 0. L’équation (1.68) se réduit
donc a une simple équation de réaction; le lissage est alors supprimé et remplacé
par un renforcement des contrastes.

e En un point ou I'image est bruitée, les directions ne sont pas corrélées: A.(u)Vu =~
Vu d’ou div([As(w)][Vu]) &~ Au. La diffusion se comporte comme un filtre Gaus-
sien d’ou un maintien du lissage.
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Le terme de réaction f a été choisi de classe C'! satisfaisant:
f(1)y=0 et « f(x)>0 pour #0

Le parametre ¢ détermine la taille minimale de 'objet qu’on veut garder dans I'image
originale. C’est donc une constante de régularisation spatiale permettant a ce modele
d’éliminer 'information présentant des variations spatiales sur des échelles inférieures a
E.

L’attractivité des états asymptotiques non triviaux et l’existence de solution de ce
modele, dans le cas discret, ont été démontrées [41].

La difficulté posée par ce filtre est liée essentiellement au choix du terme de réaction,
qui suppose une connaissance a priori du niveaux de gris des objets significatifs. Nous
introduirons dans les chapitres suivants un nouveau modele de diffusion anisotrope avec
une régularisation temporelle dans le but de surmonter ces difficultés.

Le modéle de Weickert [110]

Weickert a proposé d’utiliser une diffusion tensorielle pour régulariser le modele de
Perona-Malik [107, 108, 109, 110], comme alternative au modele de Catté et al [26]. Dans
ce modele le parametre A, donné dans (1.11), dépend de la direction du gradient Vu. Plus
précisément celui-ci est basé sur I’équation de diffusion anisotrope suivante:

Oru = V.(D(VUU)VU) dans
u(.,0) = ug dans (2.69)
< D(Vu,).Vu,n>=0 sur,

ol n est un vecteur normal, ! un domaine rectangulaire de IR* et , sa frontiere. La
notation <, > représente le produit scalaire Euclidien de IR?; u, est défini par:

us(x,t) = (G, *u(.,1))(x) avec o >0 (2.70)

oll 1 est une extension de u, le niveau de gris de I'image, de Q dans IR®. La convolution
avec une Gaussienne d’écart type o rend le filtre insensible au bruit correspondant aux
échelles inférieures a o.

L’opérateur de diffusion D est symétrique, défini, positif, (vy,v) étant une base or-
thonormale de ses vecteurs propres:

v1 || Vu, vy L Vu, (2.71)
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Les deux valeurs propres correspondantes (A1, Ay) sont données par la formule suivante:

M(VG, xu) = g(|[VGy *ul?) (2.72)
M (VG xu) = 1. (2.73)

L’existence, I'unicité et la régularité de la solution de ce modele ont été démontrées
[110] (c’est une extension de la démonstration de Catté et al [26]).

Récemment, Weickert [111] a proposé de choisir comme valeurs propres :

Al(VGg * U) =

1 [ V| = 0
{ si [V (2.74)

1 —exp (ﬁ) si non

M(VG,xu) = 1. (2.75)

oum € IN et C est une constante positive.

Ainsi, sur les objets significatifs A; décroit rapidement favorisant la diffusion de part
et d’autre de ces objets sur la diffusion a I'intérieur de 'objet lui méme.

L’avantage par rapport au filtre conditionnel de Catté et al est que ce modele lisse
mieux les images bruitée et renforce les contrastes en diffusant sélectivement. Il se com-
porte ainsi comme isotrope dans les zones homogenes, et comme anisotrope le long des
objets significatifs (edges). Lorsque o — 0, le modele (1.69) tend a se rapprocher du
modele isotrope non linéaire proposé par Perona et Malik (1.10).

Ce modele, comme celui de Catté et al, est strictement et uniformément (par rapport
au temps) dissipatif et par conséquent ne donne que des états asymptotiques triviaux. Le
probleme du choix du temps approprié pour stopper le processus de diffusion n’est donc
pas surmonté.

2.8 Résolutions Numériques

Puisque I'image a été définie comme une grille fixe, alors, en analyse numérique des
modeles basés sur les EDP, les schémas explicites de différence finie sont les mieux adaptés.
De plus, de part leur caractere local, ils sont faciles a utiliser sur des machines paralleles.
Cohignac et al [35] ont proposé de modifier I'approximation spatiale des dérivées afin d’ob-
tenir des propriétés de stabilité. Une approximation sous forme de réseaux de neurones
a été introduite par Cottet [39, 40], elle a la particularité d’avoir des images filtrées sur
les asymptotiques en temps et une stabilité au sens de Lyapunov. Pour une comparaisons
entre différentes méthodes on pourra se référer a [35].

Enfin on ne peux pas terminer ce chapitre sans mentionner que plusieurs des mo-
deles cités plus haut ont été adaptés pour I'analyse d’images tridimensionnelles (3-D)
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52, 51, 24].

Dans le paragraphe suivant, nous donnons quelques exemples concernant les domaines
d’applications des modeles introduits plus haut.

2.9 Domaines d’applications

Les modeles d’équations de diffusion linéaire, non linéaire ou anisotrope sont géné-
ralement appliqués au pré-traitement des images, comme étape avant la segmentation
[90, 50, 101, 104], ou d’une maniere plus générale, celle de I'interprétation des images
[80, 98]. Entre autres domaines d’application, on trouve évidemment le domaine médical:
I'Imagerie par Résonance magnétique (IRM) [41, 40, 57, 112, 8, 14, 73] et les images écho-
graphiques [30, 16, 36] ainsi que I'imagerie cellulaire. I’imagerie satellite en météorologie
et en cartographie apparait aussi comme un champs d’application tout comme 'imagerie
stratégique (e.g. détection et reconnaissance de forme).

Dans le chapitre 4, nous traiterons plusieurs de ces applications, notamment des images
réelles, qui représentent une variété assez importante de problemes particuliers. De plus,
nous verrons que les filtres basés sur la diffusion anisotrope [40] sont les mieux adaptés
au lissage d’image présentant des objets monodimensionnels (vaisseaux sanguins dans le
cas des images médicales).

2.10 Conclusions et Discussion

On a vu que les filtres linéaires, outils efficaces pour le débruitage, délocalisent les
objets significatifs et ne permettent pas le renforcement des contrastes. Ils rendent donc
difficile la segmentation des objets.

Les filtres non linéaires dépendant des propriétés locales des images ont permis une
avancée significative. Leur développement a été accompagné de la mise en oeuvre de tech-
niques sophistiquées de schémas numériques. Néanmoins, certaines difficultés pratiques
subsistent. Une de ces difficultés est le choix d’un temps nécessaire et suffisant pour le lis-
sage des images. Les autres filtres anisotropes basés sur la minimisation de fonctionnelles
qui ne sont pas toujours convexes, d’ou une absence de convergence vers un minimum

global.

Apres avoir présenté différents modeles, ainsi que les idées de base de 1’application
des EDP pour le traitement d’images et les difficultés pratiques et théorique de chacun
de ces filtres, nous présenterons dans le chapitre suivant un nouveau modele de diffusion
anisotrope capable d’éviter beaucoup de ces complications.
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Chapitre 3

Réseaux de Neurones et Diffusion
Anisotrope

3.1 Introduction

N réseau de neurones est une description, en termes de variables simplifiées, d’un

systeme neurobiologique. Cette description comporte deux classes de variables: I'une
représente 'activité des cellules nerveuses (ou neurones), 'autre décrit les connexions (ou
synapses) entre ces cellules nerveuses. Un modele complet de réseaux de neurones adap-
tatif contient donc en général deux équations d’évolution, une pour chaque variable.

On dit qu'un réseau de neurones s’adapte ou subit un apprentissage, s’il développe les
deux traitements simultanément. Il y a donc interaction entre les deux processus. L’un
des apprentissages les plus populaires est 'apprentissage Hebbien [61]. Il consiste a lier
les forces des connexions des neurones a la corrélation de leurs activités.

En 1943, Mc Culloch et Pitts ont proposé un modele de neurones formels organisés
dans un réseau interconnecté et effectuant de simples opérations. Ce modele a été a la base
de nombreuses études. Mais le modele qui a suscité le plus d’intérét est celui proposé, par
la suite, par J.J Hopfield [65]. Il s’agit d’un réseau de neurones dont I’architecture est sem-
blable a celle proposée par Mc Culloch et Pitts avec une matrice synaptique symétrique a
diagonale nulle, et dont I'activation (fonction de transfert) est a seuil, ou sigmoidale. Ce
modele possede par ailleurs des analogies avec ceux étudiés dans le domaine des verres de
spin [10, 106] en physique statistique, et dans le domaine de I'imagerie [39, 15].

Lorsque les parametres (taille du réseau, poids synaptiques, fonction de transfert, seuil,
...) sont convenablement choisis, les réseaux de neurones peuvent étre une base naturelle
pour la construction d’équations aux dérivées partielles pour le traitement d’images. De
plus, ils possedent une capacité de stabilisation sur les attracteurs ponctuels (en neurobio-
logie les attracteurs représentent les faits mémorisés ou «patterns») ou sur les trajectoires
périodiques de la dynamique des réseaux, qui peuvent servir de guide pour la définition
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de modeles EDP ayant des états asymptotiques non triviaux.

Dans ce chapitre, nous commencons par donner quelques rappels concernant les pro-
priétés dynamiques des réseaux de neurones, pour ensuite donner des approximations par
équations de diffusion anisotrope. Enfin nous donnerons une étude de stabilité asympto-
tique au sens de Lyapunov.

Signalons enfin que Grossberg [58, 60] et Cohen & Grossberg [33, 32] ont développé
des processus d’apprentissage ou d’adaptation des systemes biologiques en introduisant
une partie inhibitrice et une autre excitatrice dans les équations d’état.

3.2 Le modele dynamique de Hopfield

3.2.1 Définitions

Un réseau de neurones est un ensemble discret de points ¢ porteurs d’une fonction
d’entrée (input) et d’une fonction de sortie ou réponse (output).

Les neurones sont interconnectés entre eux par l'intermédiaire de sommes pondérées
par des poids synaptiques formant généralement une matrice carrée.

La fonction d’entrée de chaque neurone : provient de deux sources différentes, soit
2
de l'extérieur dans le cas d’un réseau sous influence externe, soit des autres neurones 7
2
(j # 1). La fonction totale d’entrée T' s’écrit donc comme suit:

T, =>_J;;V;+ E; pour chaque neurone i, (3.1)
J#

Dans cette équation, J;; est la connexion (ou poids synaptique) entre les neurones i et j.
Le réseau est dit excitateur si J;; > 0 et inhibiteur si J;; < 0. Quand J;; = 0,1l n’y a pas
de connexion entre les unités 7 et j.

Pour chaque neurone 7, le parametre F; représente une entrée externe provenant gé-
néralement de ’environnement dans lequel évolue le réseau. Si pour tout 7, £; = 0 ou
dépend uniquement de 1’état initial, le réseau est dit isolé ou sans influence externe.

Suivant la définition de McCulloch et Pitts, a chaque neurone ¢ correspond un seuil
d’activation S;, par rapport auquel 1’état de chaque neurone est donné par la formule
suivante:

VO si T, < SZ'

=
I

(3.2)
Vi osiT: > S;
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Dans le cas d’un réseau booléen, on a V? =0et V1 =1

Sorties Unités cachées Entrées

FiG. 3.1 — Architecture de réseauxr de neurones

Dans le cas déterministe, le premier et le plus simple des modeles de réseaux neuronaux
a été celui introduit par le physicien J.-J. Hopfield en 1982 [65]. Dans ce modele, la fonction
de sortie et celle d’entrée instantanée du neurone sont liées par la relation suivante:

Vi = ¢:(AU;),  pour chaque neurone 1. (3.3)

La fonction de transfert ¢; est monotone et sigmoide avec deux asymptotes V't et V
ou le parametre de gain A est un nombre qui controle et qui, dans la limite A — oo,
redonne un réseau booléen (pour V- =0et Vt =1).

L’équation décrivant la dynamique de 'activité des neurones est telle que 1’état de
chaque neurone ¢ soit la somme d’une combinaison linéaire des activités des autres neu-
rones j (7 # 1) et d’un facteur extérieur au réseau E;. Plus précisément, les états de
neurones évoluent selon une loi dite de résistance-capacitance [66]:

dU; U;
7 (3

pour chaque neurone i (3.4)
Vi = gi(AU;)

ou les R; sont des coeflicients de résistances et E; une fonction externe au réseau.
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3.2.2 Propriétés dynamiques

Choisissons comme systeme compétitif de réseau de neurones, le réseau de Hopfield
(2.4) avec A > 0 et g sigmoidale, strictement croissante sur IR et bornée. Le réseau est
supposé fonctionner sans influence externe. Le choix de la fonction de transfert (input —
output) g est tel que:

' ' ' 1
g:IR—(-1,1), g¢g(x)>0, etg(:z;)gg(O):E Ya # 0.
La fonction de transfert ¢ est continue et strictement croissante, on peut donc définir sa

réciproque G (G = g™'):
1
U; = XG(%)

Concernant la stabilité, les méthodes les plus appliquées en systemes dynamiques sont les
méthodes dites de Lyapunov [116].

Considérons le systeme dynamique suivant:

dU
=P on U= (U U et F=(fi R = R, (3.5)

Soit V un voisinage d’un état d’équilibre S du systeme (2.5) (fZ(S) =0,1=1,...., n)
et F une fonction de V dans R.

Définition 1 F est une fonction de Lyapunov associée au systéme (2.5) dans
un voisinage V de S si:
-ES)=0et E(U)>0siUecV\{S}
- E'(U) <0, pour tout U € V.

Théoreme 1 Un état d’équilibre S est dit stable au sens de Lyapunov s’il existe une
fonction de Lyapunov E définie sur un voisinage V de S. Et, si de plus E/(U) < 0, pour
tout U € V\ {5}, alors S est dit asymptotiquement stable.

En 1982, en rapportant la dynamique du réseau (2.4) & une dynamique d’interaction
dans les verres de spin en physique statistique, Hopfield [66] a montré qu’il existe une
fonction énergie (fonction de Lyapunov) pour les deux équations (2.4), dans le cas ou .J
est symétrique en indice (J;; = Jj;):

E:—%;;JﬁvA%;/j" G(V)dV (3.6)

Théoreme 2 J.J. Hopfield [65]
Si les J;; sont constants et symétriques, alors la fonctionnelle E définie par (2.6) est
une fonction de Lyapunov associée au systéme (2.4).
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La fonctionnelle F est bornée et décroissante en temps. C’est donc une fonction de Lyapu-
nov associée au systeme (2.4) [116]. Cette fonctionnelle ' n’est autre que ’énergie totale
du systeme (circuit électrique) qui décroit dans le temps [66].

De plus, la convergence de 1’énergie F vers un minimum local correspond a la conver-
gence du réseau (2.4) vers un état stable, les attracteurs du réseau sont donc des états
stationnaires [28, 29].

Par contre, lorsque les poids synaptiques .J;; ne sont pas symétriques le systeme de
Hopfield (2.4) n’admet pas de fonction de Lyapunov et peut donc avoir des cycles limites.

Avant d’étudier les propriétés dynamiques des réseaux de neurones avec apprentissage
(ou a synapses adaptatives), il est important de noter que Grossberg [59] a montré la
convergence d’un réseau neuronal compétitif pour lequel aucune fonction de Lyapunov
n’est connue [62, 63, 64].

3.3 Meécanismes d’apprentissage

Les méthodes d’apprentissage dépendent de la dynamique utilisée pour calculer les
poids successifs du réseau. Selon le type d’apprentissage, on distingue deux classes de
réseaux:

3.3.1 Réseaux a mémoire associative

Un réseau a mémoire associative est un réseau pour lequel, pour chaque état initial
U0) = (ul(()), ...... ,un(())), il existe un état d’équilibre U tel que 75lim Ut) = U. Il est
—+00

souvent décrit par I’équation suivante:

dui
dt

= —cu; + Ui(z Jiju; — (92') + I; (3.7)
J

ou les u;(t) sont dans [0, 1]. A chaque unité i est associé un coefficient de fatigue ¢;, une
fonction de transfert o;, un seuil (ou biais) 6; et un facteur externe /.

Pour prouver la convergence de ce réseau vers un état d’équilibre U, il convient de
montrer qu’il existe une fonction de Lyapunov associée au systeme qui soit bornée et
décroissante dans le temps.

Pour mémoriser des vecteurs &1, &s, ...., ¢, dans le réseau (2.7), il suffit de calculer la
matrice synaptique J qui permettra au réseau d’avoir ces vecteurs comme états stables.
Une méthode de calcul de cette matrice J est fondée sur la regle d’apprentissage Hebbienne
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[61]:
p
Ji; = & (3.8)
k=1
ou i, est la k eme composante du vecteur ,.

Une autre méthode de calcul de la matrice .J, fondée aussi sur I'apprentissage Hebbien,
s’écrit sous une forme différentielle comme suit [75]:
dJ;;
i, (3.9
Plus généralement, Cohen et Grossberg [33] ont montré qu'un réseau de neurones est
a mémoire associative, si on peut ’écrire sous la forme suivante:

chfi = aifus) [ () - ]Z: Gy ()] (3.10)

avec: a;(u;) >0, G5 = (i et d;‘(uj) > 0.

Cette généralisation a permis de montrer I’équivalence mathématique de plusieurs mo-
deles malgré leur forme différente.

Le réseau récurrent (2.7) peut étre aussi réécrit sous la forme suivante:
Ult+1)=GJU(t)—06) (3.11)

ou J est la matrice synaptique, U et 6 des vecteurs dont les iemes composantes sont res-
pectivement u; et 6; et G : R™ — RR” une fonction vérifiant G(x) = [gz(xz)} .

Pour les problemes d’ajustement du réseau a un ensemble de données, Pineda a dé-
montré que, si le réseau (2.11) converge vers un point fixe ¢, il est possible de calculer sa

différentielle

par une méthode de rétro-propagation [93]. Pour cela, on peut utiliser

&Lj
la dérivée partielle V = (aU/&]ij) ., pour obtenir:
ij

V(t+1)=DF(JV(t) = 0) (JV(1) + E(U(1))) (3.12)

ou £ = (E;;) est la matrice dont les coefficients sont nuls sauf celuien (7, ), qui est égal & 1.

Pour obtenir une approximation de la différentielle de ¢(x) par rapport a .J, on utilise
donc le réseau secondaire (2.12) dont les activations sont V. Cette approche est appelée
apprentissage par descente du gradient.

La pratique a montré que la méthode d’apprentissage par descente du gradient est tres
lente en raison de nombreux minima locaux (points ou la différentielle du réseau s’annule).
I1 est donc utile d’utiliser d’autres approches, par exemple les algorithmes génétiques [55],
permettant de modifier la mise a jour des poids lors de la descente du gradient.
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3.3.2 Réseaux a synapses adaptatives

Dans ce cas, les connexions synaptiques .J;; entre les neurones 7 et j ne sont plus
constantes mais suivent ’évolution des activités des neurones (on dit que les synapses
s’adaptent). Plusieurs adaptations de la matrice synaptique ont été utilisées [75, 97],
mais un des premiers modeles avec apprentissage Hebbien a été introduit par le physi-
cien D. Dong [45, 46, 47]. C’est un réseau neuronal du type Hopfield avec des synapses
s’adaptant de la maniere suivante:

dU;
i YTV = Ui+ 1
J
e, T (3.13)
B dt” = -5 + ViV
T, = Hy(Sy)

ou T;; est une fonction continue croissante et bornée de la corrélation des potentiels V; et
V; et B une constante positive. Une intégration de I’équation d’apprentissage des synapses
nous donne:

S, = /_too eXp(Tgt)Vi(T)Vj(T)dT (3.14)

Ici, apprentissage est bel et bien du type Hebbien (ou apprentissage local) puisque les
poids synaptiques J;; de chaque neurone 1 ne dépendent que de ’activation des neurones
voisins j (j # 1). Ce réseau peut s’interpréter de la maniere suivante: lorsque la corréla-
tion entre deux neurones est positive, le terme excitateur croit et, inversement lorsque la
corrélation est négative, le terme inhibiteur décroit.

De plus, ce modele (2.13) admet comme fonctionnelle énergie, la fonction F suivante:
1 1
EZ—ngz’jVﬁZ/ui—ZIﬁ52/5065% (3.15)
ij i i ij

Par des différentiations élémentaires, et en supposant que les entrées I; sont constantes et
que les poids synaptiques T;; sont symétriques en indices, on obtient le résultat suivant:

(dE<O) N (dE_O du;

dSZ']‘
— < 0 et =0) (3.16)

a7 dt

Ce modele est donc asymptotiquement stable au sens de Lyapunov.

Nous présenterons, dans le paragraphe suivant, une autre forme d’apprentissage fondée
sur ’analogie entre les réseaux de Hopfield et les systemes de réaction-diffusion.
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3.4 Approximation par systemes de réaction-diffusion

Ce paragraphe sera consacré a un probleme classique de reconnaissance; celui-ci consiste
en 'approximation de systemes de réaction diffusion par les réseaux neuronaux et inver-
sement. Pour cela nous reprendrons 'analyse introduite par Cottet [39, 40], et reprise par

Edwards [48].

Nous nous intéresserons ainsi aux réseaux bidimensionnels de taille infinie, ce qui
revient a faire tendre vers zéro la distance entre deux neurones voisins. Pour éviter toute
confusion nous réservons les notations ¢, 7 pour les indices de tenseur, et nous supposons
que les neurones sont situés sur les noeuds d’un maillage uniforme comme suit:

x, =ph, pc 7’ ou z, est la position du neurone. (3.17)

3.4.1 Approximation par diffusion anisotrope

Une premiere maniere de comprendre le rapport entre les réseaux de neurones et les
équations de réaction diffusion est de prendre:

Jpg = Js(xpaxq) = K(u

—) (3.18)

ou K est une fonction a symétrie radiale, a support compact, et ¢ un petit parametre qui
donne la portée synaptique.

Pour déterminer le terme de diffusion de la fonction activité continue v (analogue de
Pactivité discrete V'), supposée assez réguliere, on calcule I'intégrale suivante:

/J:L'y ) —o( dy—/]& dy — v(x /[&

Sion note par 7y et 75 les moments d’ordre 0 et 2 de la fonction K, un développement limité

(3.19)

a l'ordre 1 de la fonction v au voisinage de = nous permet d’approcher cette intégrale par
e'ryAv(z), et une quadrature de 'opérateur intégral (2.19) nous donne l’approximation
suivante:

s'rnAv(z,) = ZJ (2,2 xq) —v(x,) 70 (3.20)

Dans (2.20) nous retrouvons la somme des activités des neurones pondérées avec les poids
synaptiques. Le terme de droite du réseau de Hopfield est donc une discrétisation d’un
opérateur de diffusion non linéaire. Le terme v(x,)7o correspond a celui de la réaction au
point z,. Nous pouvons donc introduire I’équation de réaction-diffusion suivante:

— —a.(v)Av = f(v) (3.21)
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ou
a.(v) = e'm = 254/ y* K(y) dy
R2

[’équation de réaction-diffusion (2.21) est équivalente au réseau de Hopfield (2.4) dont
les poids synaptiques vérifient la regle d’apprentissage (2.18).

Cependant, une discrétisation de 79 dans (2.20) nous permet d’éliminer le terme de
réaction dans (2.21), et ’équation (2.20) peut étre réécrite sous la forme suivante:
1
5 mAu(z,) =t 3y, [0(2,) — v(z,)] + c2O(h?) (3.22)
q

Le second membre de cette équation contient une combinaison linéaire des potentiels des
neurones qui nous permet d’introduire le réseau suivant:

dU, 1
& T aInim W) (3.23)
Vo= a0

Dans ce systeme, la fonction de transfert ¢ est monotone et continue, on peut alors définir

1

sa fonction réciproque G = ¢g~", et ce réseau se réécrit comme suit:

v, A 1
EAl ] >

Nous pouvons annoncer la proposition suivante:

Proposition 1 Si les coefficients a. et n vérifient les propriétés suivantes:

Ah 2 h?

a(v) = m et, n est de l'ordre de  —. Siv et V les solutions de (2.21) et (2.24)
€
sont assez régulieres, alors:
max |V, = v(z,)| < O(2) + 20(h?). (3.25)

preuve: Pour le neurone de position x,, '’équation (2.22) se note sous la forme:

Av(z,) = %[i—j > K (2 2) (v(2,) — v(w,))] +£20(h?) (3.26)

En écrivant I’équation (2.21) sans le terme de réaction au point x,, et en utilisant I’ap-
proximation de 'opérateur Laplacien (2.26), on arrive au résultat suivant:

2 = 0 0) 2 5 o) = o] + 0 (3:27

Une identification des seconds membres des deux équations (2.24) et (2.27) nous donne
I’équivalence entre les réseaux de neurones et les équations de diffusion anisotrope.
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Signalons enfin que R. Edwards [48, 49] a introduit une généralisation des résultats de
Cottet sur I’équivalence entre les réseaux de Hopfield:

% = G'(lvp) {)\Zq: Toqvg — ozG(vp)], (3.28)

et I’équation de réaction-diffusion suivante:
dv 1 5
o= ) {75 Dyv — ozG(v)} (3.29)
1 ye? .
= G lg Vil o))

@Q

+ yrop(x, x)v(x) — ozG(v)] (3.30)

@Q

(x,x)

ol
T = diag(m, 72) (3.31)

les 7, étant les moments d’ordre i de la fonction K définie dans (2.18). Pour 7, =constante,
on retrouve donc 1’équivalence introduite par Cottet [39].

3.4.2 Approximation par diffusion anisotrope et apprentissage

Dans cette partie, on cherche a exploiter ’analogie entre les équations de réaction-
diffusion et les réseaux de neurones. Nous allons construire une loi d’évolution sur la
matrice de diffusion qui traduise une loi d’apprentissage naturelle pour les réseaux de
neurones. Le type général d’une telle loi peut étre cherché sous la forme:

dJ,, 1 1

di + ;Jpq = ; G(u,:z;p,xq) (332)
ou (& est une fonction qui permet de renforcer ou d’inhiber les connexions entre différents
neurones selon la cohérence locale de l'activité du réseau, mesurée par G(u,x,,z,), et
7 est un petit parametre qui donne 1’échelle de temps sur laquelle ces cohérences sont
moyennées.

A la lumiere de 'analyse qui précede il est alors naturel de chercher une loi dévolution
de la matrice de diffusion sous la forme suivante:

dL 1 1

— 4+ —-L=—-FV 3.33

dt + T T (Vu) ( )
la raison pour laquelle F' apparait comme une fonction de Vu et non de wu, apparaitra

dans la dérivation qui suit.

Le but est alors de préciser la forme de G et d’en déduire celle de F' de telle sorte que
I’équation de réaction diffusion :
du

o~ div(L Vu) = f(u) (3.34)
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couplée avec (2.33) traduise, dans la limite d’une distance entre neurones voisins tendant
vers 0, la dynamique du réseau de neurones dont les connexions obéissent a (2.32). En
utilisant les techniques d’approximation par diffusion similaires a celles données au début
de ce paragraphe, nous allons partir d’une fonction G s’écrivant sous la forme:

Tp — g

G(u,x,,x,) = 7%.0(

e, — $q|2{82 _ u(zp) — u(a,)] } (3.35)

2
€ |xp _$q|

Le facteur € est un facteur de forme isotrope qui est quelconque, a une constante multi-
plicative pres, qui décroit vite et que nous supposerons a support compact. Le seuil s est
un parametre de contraste, nous reviendrons par la suite sur l'interprétation de (2.35).
Montrons que la fonction F' qui découle de (2.35) est donnée par:

3
F(Vu) = |Vul|*Pg,. + 5(52 — | Vul?*) 1d (3.36)

ou Py, 1 est la matrice de la projection orthogonale sur I'orthogonale au gradient de w:

1 (Opu)? —0pudyu
Pow = SuF ( Dby (D) (3.37)

Pour trouver le réseau de neurone discrétisant (2.33)-(2.34), il faut nous inspirer des
techniques décrites dans [42] pour traiter le cas de la diffusion anisotrope.

Un opérateur de diffusion Du = div(L Vu) peut étre discrétisé par un opérateur
intégral sous la forme:

Quule) = [ o*(a,y.t)lu(e) = uly))dy (3.3%)

ou o° (0° ressemble a K dans (2.18)) est construit a partir de fonctions cut-off de la
maniere suivante [42] :

U (y — ) (3.39)

ou m = [m,;] est une matrice a déterminer en fonction de la matrice L et:
€ -2 £

En pratique, on choisit d’abord la forme des U;; puis on déduit les m;; a partir de condi-
tions sur les moments des W§; pour assurer la consistance. Dans notre cas particulier, il
s’avérera fructueux de choisir ¥;; sous la forme:

Ui(x) = afz;0(x) (3.41)



40 3 RESEAUX DE NEURONES ET DIFFUSION ANISOTROPE

avec la notation L pour l'orthogonal :

pour ¥ = (x1,r3) ona Iy =wxy , Ty=—x; (3.42)

et 6 est une fonction a symétrie radiale qui doit vérifier les conditions de moments sui-
vantes :

(C1) pour les moments d’ordre «, avec |a| # 2, il existe un réel r tel que:

/l’j‘l‘j‘@(l‘) %der =0 pour 1< |a|<r+1 (3.43)

(C3) les moments d’ordre 2 (|a| = 2 donc a = e, + ¢ avec k et [ dans [1,2] (2.45))
vérifient la relation suivante:

> (/xij@(:z;)xek“ldw)mij(w) = 2Ly (x) (3.44)

y

oit a = (a1, a9) est un multi-indice de IN? | x = (21, ¥5) est un élément de IR? et {e;, ey}
est la base canonique de IR®. On pose:

la| = a1 +az et % =aft + 252 (3.45)

Dans ce cas, en suivant I'analyse de [42] (en remplacant 2,2, par z; 2, ) on montre que
la matrice m = [my;] se déduit de L par:

3
m=—L+ 1 TrL 1d (3.46)
Si L est donnée par:
L= |Vul’"Pg,r +51d, (3.47)
on en déduit:
_ 2 g3 2
m = —|Vul|? Pg 1 + (5 +51Vul ) 1d (3.48)

Cette forme spécifique se trouvera justifiée a posteriori par la loi d’apprentissage a laquelle
elle conduit. Le parametre 3 est lié au seuil s par la relation suivante:

$2 = %(%vuﬁ + g) (3.49)

d’ou

3 2 2
B = 5(3 — [Vul?), (3.50)
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et
3
L=[|Vul*Pg,. + S (5" = [Vul?) 1d] (3.51)

Dans I’analogie entre les opérateurs de diffusion et les réseaux de neurones, les poids
synaptiques J,, reliant deux neurones de positions z, et z, seront donnés par:

Jpg = O'E(J}p,xq,t) (3-52)

Tp+Tg
2

en posant Pg, 1 = [P;;], une application de (2.48) au point ( ) nous permet d’écrire:

T T Ty PP, (et Ty 2y (3.53)

) = —|Vu(

mi; (

:sz—l—xq)
2

[ Y (= IV PRy (0 ey — ) ey — w0)) + 5 Iy — )]

1<i<2
1552
or
T, +x T, +x
~ (— IVu(FES PP (P )i (2 — )]
5%
T, +x T, +x
= 3 (0 a5 0fu () = ) (e — 207 )
1<i<2
15522
ou &, + x,.72 9 ou &, + x, 12 9
=[5 ()] = @i [ (] —
T, +x
=[Vu( =) (xy — z)|*
d’ou
_ T, — x,+x
Sy = 0 0(F—1)[[Vu(F0) (= )P+ 5[ (2 — )]

En utilisant un développement limité de u a 'ordre 1, cette derniere équation peut
étre réécrite comme suit :

2
o 2 TS0 2, — 2| [s* — Julzy) ~ ulz,) ] (3.54)
&

||xp_xq||2

Ce résultat nous donne la forme de la fonction G donnée par (2.35) et celle de F' (2.36).
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Remarques
Les poids synaptiques vérifient les propriétés suivantes:

e ils sont bornés de la maniére suivante:
Tp — g g Tp — g

) < < s%eC0(HE
€ ||$p - xq||2 €

(s* — | Vul?) e7%.0(

) (3.55)

et ne sont non nuls que pour |z, — x| < Cle.

e la valeur maximale est atteinte lorsque les états des sites u(x,) et u(x,) sont les
mémes. Quand la variation de u entre z, et z, est maximale, J,, est minimal,
alors :

B T, — X
Jpg = (5" = [Vul?) ¢ 6.9(%)“(% — )| (3.56)

Les connexions sont donc favorisées entre neurones présentant des réponses co-
hérentes. s correspond au seuil de cohérence au dela duquel ces connexions sont
favorisées.

On aboutit alors a un systeme continu du type réaction-diffusion anisotrope:

2_1; —div(L Vu) = flu)
(3.57)
dL 1 ! , 3, )
— oL = T(|Vu| Po,o 4 5(s* = [Vul’) 1d)

Notons ici, comme signalé dans [40], que I"équivalent "exact” qui résulterait de la régula-
risation spatiale de Cottet-Germain (F(Vu) = Py;1) serait une loi d’apprentissage non
completement satisfaisante.

Il découle de I'analyse qui précede qu'un modele de réseau de neurones équivalent est

donné par:
dU.
d—tp = ZJ: IpgVg — Uy
ddpg 1 L ey 2l 2 ulwy) — u(xq)|2 (3.58)
o T oA = el — ] B P ]
Vo = 9p(AU,)

Dans ce systeme, "apprentissage est du type Hebbien puisque les poids synaptiques
de chaque neurone ne dépendent que de 'activation des neurones voisins.

Comme nous 'avons indiqué, le choix du terme de réaction présuppose une connais-
sance a priori des niveaux de gris significatifs de I'image. Fn fait, comme nous le verrons
en particulier dans nos illustrations numériques, le parametre de contraste s rend le terme
de réaction non nécessaire pour permettre des états asymptotiques non triviaux.
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3.4.3 Introduction d’un seuil dans 'opérateur de diffusion

Dans ce paragraphe, nous rappelons 1’équation d’apprentissage sur la matrice de dif-
fusion :

% T T

dL 1. 1 /|Vul? 3, IV ul|?
+=L=—( S Pes g8 (1= ) 1d) (3.59)

Lorsque |Vu| > s, cette équation peut étre source d’instabilité. Nous pouvons remédier

a cette possible antidiffusion par troncature en remplacant le second membre dans (2.59)
par F'(Vu), défini par:

Pg,t si |Vu| > s

F(Vu) = 3.60
(Vu) IV ul|? 3, |V u|? ( )
2 ]PVuJ‘ + 5 S (1 — 3—2

) Id  si [Vl <s.

S

Nous verrons dans le paragraphe suivant que le réseau de neurone équivalent admet des
propriétés de stabilité asymptotique au sens de Lyapunov qui donnent la possibilité d’un
renforcement des contrastes, ce que nous reverrons dans la partie application.

Finalement, nous pouvons introduire un nouveau modele pour le traitement d’image.
Ce modele est basé sur une équation de diffusion non linéaire et anisotrope dont la matrice
de diffusion obéit a une regle d’apprentissage comme suit:

g—? — div(L V) = 0
Py, si [Vu| > s (3.61)
aL 1,1
dt T T |Vl 3 |Vu|? .
2 Pg,: + 5 s*(1 — 2 ) Id  si [Vl <s.

ou 7 est un parametre de relaxation et s un seuil du gradient.

Une étude théorique de ce modele est donnée dans [37] en annexe 1. En pratique, pour
le traitement d’images, ce modele sera complété par deux conditions initiales:

— u(.,0) = up(x), le niveau de gris de 'image originale.
— L(.,0) = Ly = Id, ce qui correspond a un filtrage isotrope du type Gaussien.

Dans le chapitre 4 on trouvera une étude détaillée de ce modele, ainsi que de ses
parametres.
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3.4.4 Stabilité asymptotique au sens de Lyapunov

Dans ce paragraphe nous montrons quelques propriétés de stabilité en faisant une
analyse de type Lyapunov. Notre réseau admet ’architecture suivante:

dU.
d—tp = Z Jpq (Vq - Vp)
j
dJ _ —6 plp — g 2[ 2 |u(:1;p) - u(xq)|2 (3-62)
(TR pg +7° 0( - )y = 4] {5 - 2, — 2, }
Vi = gp()‘Up)

Considérons le changement de variables suivant:

Ty = g = 00—, — | (3.63)
ce qui nous permet d’écrire:
a1, 0J,,
Ta T T
e, Ty — X 2
= —Tp—e 60(%)(% - Vq)
Et, en posant:
(=)
Spy = Tqu = ApgTi, (3.64)
le systeme discret (2.62) se réécrit:
du,
d—tp = Z Jpq (Vq - Vp)
J
o= B (AUy) (3.65)
2
TWM = —Sp— (Vp—vq)
Théoreme 3 Si les J,, sont symétriques (J,q = Jy,), €t si g est continue et stric-

tement croissante, alors les états d’équilibre du systéme (2.65) sont asymptotiquement
stables au sens de Lyapunov.

preuve:
Considérons la fonctionnelle suivante:

1 1
b= §ijq(vq — V) + 5255(1 (3.66)
P P
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e Montrons d’abord que la fonctionnelle £ est bornée.
Pour cela, intéressons nous a I’équation d’apprentissage de la matrice synaptique:

dSp,

dr —Spq — (Vp - Vq)2 (3.67)

T

Une intégration directe de la premiere équation de ce systeme nous donne:

s—1

S = [ = e (Vls) = V() ds £ Sp0)exn( =) (3.68)

D’autre part, les potentiels V, et V, sont dans (—1,1); ceci donne alors I'inégalité
suivante:

(v, -v,) <4 (3.69)
Ceci entraine:
—t
[Spal < 4+ exp(—)[15,(0)] — 4]
Finalement, on a la majoration suivante:
S0l < max (4,15,4(0)]) (3.70)
Par ailleurs, I’équation (2.64) nous donne:
| Jpg| < Apg (maX (47 |Spq(0)|) + Cpq) = Jp (3.71)
ou la constante C), est donnée par:

Cpq = max |[le, = a/|*s?] (3.72)

Ceci nous permet d’écrire:

1
|E| < QZJpq+§Z/Spqupq
P P

< [2 + %max (47 |Spq(0)|)} nggax = Einax

pq

La fonctionnelle énergie E est donc bornée. De plus, elle vérifie la propriété
suivante:

meX|E(t)| < Fax (3.73)
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e Montrons maintenant que la fonctionnelle F(t) est décroissante.

Une dérivation de cette fonctionnelle par rapport a V), et J,, nous permet d’écrire:

or
6—Vp = _Q;Jpq(vq —Vp)
_ 4
B dt
nous avons également:
or
0y = Spq"’(vp_vq)z
o dS5p
B di
Ce qui nous permet d’écrire:
OB, o ok T,
dt —~ JV, di o Oy dt

- X () S
2 pq

La fonction de transfert ¢ étant continue strictement croissante, G = (g_l)/ est
donc positive. De plus, les constantes A,, sont positives. On peut donc conclure
que F est décroissante.

En résumé, la fonctionnelle E () est bornée et vérifie la propriété suivante:

(C;_fgo) et (%:Oj%zoet%zo) (3.74)

E est donc une fonction de Lyapunov associée au systeme discret (2.62), et les états
d’équilibre de ce systeme sont asymptotiquement stables au sens de Lyapunov.

[ |

Le caractere éventuellement antidiffusif du réseau, mis en évidence dans le systeme de

réaction diffusion avant seuillage (2.57), donne a ce résultat de stabilité une importance
particuliere.

Comportement du réseau adaptatif (2.62)

dV;, dJ.
Dans l'espace & des couples (Vp(t), Jpq(t)) tels que: d—tp # 0 ou d;q # 0, le réseau
neuronal (2.62) peut étre écrit sous la forme dynamique suivante:
dX,
d—tp =FX,); p=1,..,n; ou X, €E (3.75)



3.5 CONCLUSION ET DISCUSSION 47

L’évolution des états dans 'espace £ aboutit a des attracteurs qui sont situés sur les
minima locaux de F. En effet, la fonctionnelle F(t) définie par (2.66) a une limite finie,
et sa dérivée par rapport au temps converge vers 0:

dFE(t
lim F(t) = constante et lim dE(t) =0 (3.76)
t—co t—oo (i

Si 'on suppose que dans I'espace &, le point (V:2, J]?q) est fixe, alors une perturbation

(6V;°,6.J7 ) nous donne le systeme suivant:

45U /
o (st ) 0
J
a5, / / ' '
G = "0 2Vag,(U0)8Vy + 2Vig,(U;)0V, +2V,9,(U,)8V; + 2Vi,(Uy)8V,

Et pour (V, = Cst, J,, = Cst), en supposant que g(0) = 0, ce systeme devient :

d5Up
= -9
dt Ur
déJ
qu = _5Jpq

ceci donne alors:

lim U, = lim 3, =0

t——+oo

Les états constants sont donc des points d’équilibre stables.

3.5 Conclusion et Discussion

Dans ce chapitre, nous avons présenté trois modeles pour le traitement d’images: un
modele fondé sur les réseaux de neurones et deux sur les équations aux dérivées partielles,
plus précisément sur les équations de diffusion anisotrope.

Apres avoir établi 'analogie entre les réseaux de neurones et les équations de diffusion
anisotrope, nous avons obtenu quelques résultats de stabilité asymptotique au sens de
Lyapunov.
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Chapitre 4

Etude de la Diffusion Anisotrope

ANS le chapitre précédent nous avons introduit un nouveau filtre pour le traitement

d’images. Ce modele est basé sur une équation de diffusion anisotrope avec un ap-
prentissage sur l'opérateur de diffusion. Pour des raisons techniques, nous ne pouvons
prouver 'existence et I'unicité de la solution que pour un modele régularisé (résultat dé-
taillé en annexe 1). Dans ce chapitre, nous donnerons quelques résultats de stabilité sur le
modele "brut” et des résultats partiels sur le modele régularisé. Nous présenterons aussi
des schémas numériques stables. L’application de ces algorithmes au traitement d’images
ainsi que ’étude des parametres seront détaillés dans le chapitre suivant.

4.1 Etude Théorique

Dans cette partie, nous présenterons des résultats théoriques partiels sur une version
régularisée du modele de diffusion anisotrope introduit dans le chapitre précédent. Cette
régularisation est faite de la maniere suivante:

du .
5 div(LVu) =0 (4.1)
dL 1 1
m + ;L = ;F(Vsu) (4.2)
Var=V(uxf). L) =0(2) [Fde=1, (13
et

() = (4.4)

€1 3 5. €

S—2P£L+§Sz( )[d s |§| SS

52
L et F(V.u) sont deux matrices 2 X 2 et P est la matrice de la projection orthogonale
sur 'orthogonale a ¢ (f = (£1,6) € ]Rz), donnée par:

(g -
P’“‘W(—&fz ¢ ) (45)
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Propriétés de 'opérateur F(Vu)
Lopérateur F(Vu) vérifie les propriétés suivantes:

(P1) F(Vu) est une matrice symétrique définie positive.
La symétrie de la matrice Py, nous donne celle de F/(Vu).

Yo, w € R? on a:
<Py, v,w> si [Vu| > s
< F(Vu)v,w >= IVl

2

[Vul®

2

3
< Pg,z v,w>—|—§52(1— ) <wv,w> si|Vu| <s

S S

en posant Vu = (uy, uy) et w = (wy, ws), nous pouvons ecrire

1
2 2
< Pg,r v,w> = (U V101 — UplyVoW) — UplyV Wy + U)

[Vul?

<rot u,v ><rot u,w >
|Vaul?

ou rot u = (uy, —u;). En faisant v = w on voit que Py, et par suite F(Vu) sont
positives.

La positivité de F'(Vu) permet de prévenir toute antidiffusion dans le systeme (3.1).
Pour Ly une valeur initiale de L vérifiant:

Lo>p1d avec 3>0 (4.6)

une intégration de (3.2) nous donne:

¢ 1/t L
L(t) = exp(—) Lo + ;/0 exp(— —2)F(Vu(., s))ds (4.7)
Popérateur F'(Vu) étant positif, donc:
L(,t)>p1d (4.8)

La matrice L(u) est symétrique définie positive, I’équation (3.1) est donc parabo-
lique.

(P3) F(Vu) est borné:
|F(Vu)| <C YuelR? (4.9)

(P3) Les dérivées de F'(Vu) sont bornées et s’annulent & 'infini

|F(Vu)] < O+ [u))™ Yue R? (4.10)
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Pour ¢ = 0, I'intégration de (3.7) dans 1’équation (3.1) entraine:

Jdu
ot

— exp(_Tt)diV(Lo[Vu]) 21 /Ot exp(—

T

t—s

T

)div(F(Vu(.,5))Vu(.,t))ds = 0 (4.11)

Notre modele est donc de type Volterra non standard puisque les variables s et ¢ sont cou-
plées dans I'opérateur intégral. Notons aussi la forte non linéarité introduite par F'(Vu).

Commengons par donner les notations suivantes: @ =] — 1,1[x] — 1,1 est un carré
qui représente le niveau de gris de I'image, @ = Q x [0, 7], H*(2) I’espace de Sobolev des
fonctions de L? & dérivées dans L? muni de la norme suivante:

|L2(Q))1/2

2
ullmy = (Il 22 + D 11000
=1
et

T 1/2
lallzztoranian = ([ 11u(t)] s adt)

Théoréme 4 Supposons que (ug, Lo) est borné dans H'(Q) x (H'(Q))*,
alors le systéme (3.1)-(3.2) admet une solution unique:

(u, L) dans [L=(0,T, H'(Q)) N L2(0,T, H(Q))| x L=(0,T,(H'(Q))")  (4.12)

Cette solution dépend continuement des données initiales et vérifie le principe
du maximum :

st |ugl <1, alors |u(.,t)] <1 Vi. (4.13)

[existence et I'unicité de la solution sont démontrées en annexe 1 [37].

Principe du maximum
Soit ug, le niveau de gris de I'image a restaurer. Si l'on note par u”, la valeur de u a
Iinstant ¢, = nAt, alors 1’équation (3.11) peut étre écrite sous la forme semi discrete
suivante :

u™t — " —t 1 fin t, —s
R S T") - L . n n+1 _
x e AN - /0 exp( . )le(F(u (.,8))Vu (.,t))ds =0
La propriété (Py) montre que ce probleme est bien posé. Cette équation peut étre réécrite
comme suit :
At [in t,— s

u" Tt — At e(_Ttn)Aun_H - — exp(—
T Jo T

Jiv(F(u" (., 9)Vu (1)) ds = u,
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Si |u"| <1 alors le principe du maximum nous donne |u"*!| < 1. Les résultats de conver-
gence [37], permettant le passage a la limite quand At — 0 nous donnent |u(., )] < 1 V¢.

Cette propriété est tres importante en traitement d’images par les EDP. Si ’'on veut
restaurer une image répartie sur 256 niveaux de gris (ug € [0,255]), un changement de
variable entraine ug € [—1,1]. L’image traitée u(.,t) restera alors dans [—1, 1] et un chan-
gement de variables inverse nous permet d’avoir la méme répartition en niveaux de gris

(u(.,1) € [0,255].

Dépendance continue des données initiales
Soient (uo, Lo), (vo, Mp) deux données initiales et (u, L), (v, M) les solutions correspon-
dantes. Comme pour la démonstration de 1'unicité (annexe 1), nous posons e = u — v,
E = L — M; une soustraction des deux systemes en u et v nous permet d’écrire:

% —div(MYe) = — div(EVu) (4.14)
%—f VE = F(V.a)— F(V.o) (4.15)
L’équation (3.15) nous donne:
e < T Eollm +C [ lleles) o 7 ol ds (1.16)
< || Byl + C/Ot s )12 ds (4.17)

Si 'on multiplie (3.14) par e et si 'on integre sur € on obtient:

1d

5@!\6!\%2+56_TW6H%2 < [[EVu||z|[ Vel
1 (e’ 2 -T 2
< 5 GIEVuli + e Tl
et
d 2 2 2 2
Sllellze = CIEVullz: < Cll B[ [[Vullz, (4.18)

Vu étant dans L*(Q), les inégalités (3.17) et (3.18) montrent que la solution (u, L) dépend
continuement des données initiales ug et Lg.

Dans le lemme suivant, nous montrons un résultat de stabilité uniforme par rapport
ac€.

Lemme 1 Siug € HYQ) et Lo € (H'Y(Q))* alors on a lestimation suivante:

u.est bornée dans L>(0,T, H'(Q)) (4.19)



4.1 ETUDE THEORIQUE 53

preuve: La matrice L. étant symétrique, définie positive, d’ou l'existence d’une
matrice M. symétrique et uniformément définie positive vérifiant :

Ls = Ms (Ms)t (420)

En multipliant 1’équation (3.1) par (— diV(LEVus)) on aura:

< 6;: , —div(L.Vu) > = < 0Ztus , L.NVu, >
R . M.Vu. >
ol
< 0
et
oVu,
laiv(L Vet = [ <55 L. > (4.21)
Q ot
1d
< SIMVue |7 + C [ V][22 (4.22)
2 dl
or
Ol M. Vu.
M66Vu5 _ ( ) B aMEVus
ol ol ol
alors
Ol M. Vu. oM.
< Q , M.Vu. > < < “Vu. , M.Vu. >
ol ol
Ceci entraine:
1d 5 oM.
o 1. 2 < e 9 e e .
S MVuif: < /Q < eV, M.V, > do (4.23)
de plus
oM. 10L.
g = _ 4.24
ot 2 Ot ( )
en utilisant
0L,
= I e) — Ls
T (Vue)

[’inégalité (3.23) peut étre réécrite comme suit :

Ld

Ml < /Q< F(Vu.) V. , Vi, > —/Q < LVu.,Vu.>  (425)



54 4 ETUDE DE LA DIFFUSION ANISOTROPE

En utilisant la définie positivité de L. et la propriété (Pz), on peut écrire:

d
SIMVuli: < /Q < F(Vu)Vu. , Vu, > da
< C|IVuelz
M. étant définie positive alors
d )
ZIMVuc|f < C[Vuellze < CIM Ve[ (4.26)

on peut en déduire que M.Vu, et par suite Vu. sont bornés dans L>(0,7; L*(Q)); d’ou
I’estimation (3.19).
[ |
La forte non linéarité dans I'opérateur de diffusion (3.1) ne nous a pas permis d’avoir
des estimations a priori sur les dérivées secondes de Vu, ou sur les dérivées premieres de
L. nécessaires pour pouvoir montrer 1’existence d’une solution du modele ”brut”.

Les expériences (chapitre 4) montrent que le modele "brut” (2.61) admet des propriétés
d’attractivité mais pour des raisons techniques, on ne peut prouver que ’existence d’une
sphere d’attraction comme suit :

Proposition 2 La solution du modéle (2.61) vérifie la propriété suivante :

— 1 du
Jim |2 @)

2

< 32—52 ‘Q‘(% +1) (4.27)

12
preuve:
Une dérivation de I’équation (3.1) par rapport au temps nous donne:

u' —div(L'Vu) — div(LVu') = 0

avec la notation (') pour la dérivée par rapport a t. (3.2) entraine:

u' — div(l(—L + F(Vu))Vu) — div(LVu') = 0 (4.28)

-
si 'on multiplie (3.28) par u' et si l'on inteégre sur §2, on aura:

Ly o 3/Q<LVU,V(U’)> + l/Q<F(vu)vu,vu’> +/Q<Lvu,V(u’)> + [NV

- -0
2dt T T

2
2

maintenant, si 'on multiplie (3.1) par u' et sil'on integre sur €2, on aura:
' + / <LVu,V(u/)> =0

la matrice L étant symétrique, définie positive. D’ou I'existence d’une matrice M symé-
trique et uniformément définie positive vérifiant :

L=MM (4.29)
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cecl entraine :

;jﬂ“ 2, + %|ul|%2 + MYV + %/Q < F(Vu)Vu,Vu >=0 (4.30)
d’ot

d, 2, 1 ,

S + I < _E/Q < F(Vu)Vu, V' >

le théoreme de Gronwall nous donne:

) ) —2t 1 —2t 28 d )
/|22 < Ju'(0)[32 exp(—) + —eXp(—)/ /exp(—s)— < F(Vu)Vu, Vi > ds
T 2T T ' Ja T ' ds
Une intégration par partie de cette derniere équation amene:
) —2t |
ju ()] < GXP(T) u (0)

+ %/Q | < P(Vu)Vu(t), V'(t) > — < F(Vu)Vu(0), Vu'(0) > |

+ %/Q/Otexp(Q(S

— Pour |Vu| > s, on a F(Vu)Vu = 0. La derniere inégalité se réécrit comme suit:

—2t

=)

Si u'(0) est dans L?(Q) alors Au(0) est dans L?(Q); on peut conclure que:
u' est borné dans L0, T, L*(Q))NL*(0, T, H'(Q))

2

12

t)) < F(VU)VU(S),VUI(S) > ds

2
12

!

[u']? < exp( u (0)

[Vul®

52

\Y
2/ |SU| ‘V ‘

- - 'V;;PD

donc en remplacant dans I'inégalité précédente on aura:

— Pour |Vu| < s, on a F(Vu)Vu =2 s*(1 —

/9[1— WS“'QKW V(')

V.

du —2t du 5 |Vu(t)?
WL = eSO+ s - B
3 2(r 5 |Vu(r))? 2
+ ;/exp(f)s ‘1— Tﬂdr
donc
du —2t 1du 2 2
(0], < exp(—)| 0], (== +1 — exp(—))
finalement on a: p 5 2 |
—du . 2 S
Bl 0], < 5 19/(5+1)
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4.2 Résolution numérique

Pour une étude numérique nous allons discrétiser le systeme suivant:

9

8—1; — div(L[Vu]) =0 (4.31)
Py, si |Vu| > s

dL 1 1

— -L=- 4.32

dt + T | |[Vuf? 3 |Vul? (432)

Jd s |Vul <s

2

P + = 521 —
s Vet 9 ( s?
Dans la partie application, N x N représente la taille de I'image. La discrétisation en es-

pace est faite avec un pas h = 1/N et celle en temps est réguliere avec un pas de temps At.

Soit uf; une approximation de u au point (ih,jh) (avec 0 <7 < Net 0 < j < N)a
I'instant t = nAt. La matrice de diffusion L est approchée par:

Lipyer — Liijyy
L= (4.33)
L@])l’y L@])Z/y

La divergence et le gradient sont discrétisés avec des décentrages différents comme

suit:
divy(ur,us) = (A% uy + A uy) (4.34)
et
Vo = b~ (A% u, AL u) (4.35)
ol

A+u27] - u2+17] u27] Y A—u27] - u27] u2_17]7

pour A et AY on utilise la méme discrétisation en intervertissant les roles de 7 et j.

Avec cette discrétisation, une approximation de L(Vu) est la suivante:

_1.—-1 n r . .n n n n r . .n n n

et div(L(Vu)) est approchée par:

WAL (LY AT+ L AVl + AL ATl + Ly AV ul]. (4.37)

(i7)zx — %45 (i7)yw — Yy
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Schéma mixte

Pour la résolution numérique, nous avons choisi un schéma mixte:
e Schéma implicite pour ’équation (3.32):

Al
s S ) 34 4.38
t T+ At ”—I_T—I-At K ( )

ot F} est une approximation a l'instant ¢ = nAt¢ au point (ih,jh) du membre

droit de (3.32) donnée par:

(Pg.s)ij st |Vu™| > s
Fij = (4.39)
vJ |vun|2 . 3 |vun|2 ‘ .
<2 (Py,2) + 5 s%(1 — -2 )i st [Vu™| < s

Comme on 'a vue au début de ce chapitre, nous avons F/:, une matrice définie

137
positive Vi, j. L’équation (3.38) assure la positivité de L qui permet d’éviter
I’antidiffusion dans ’équation (3.31).

e Schéma explicite pour I’équation (3.31):

wrtl

1] 1] -2 z n . .n n n
T—h [A+(L( ) A_UZ]‘I‘L( ) Ay_ 2])+

_2]

Ceci nous donne "algorithme suivant:

At

n+l n

)

L?i-l—lj)acx + L + L + L(Z]‘l'l)l/l/ + sz)w

(i7)zx (i7)zy

1 n n n n n n
+ L(z’j)yy) + ﬁ{L(iﬂj)muiHj T Lip1jyeytivrj T Liijeattiog

+ LZJ')WUZ—I + L@H)w“%ﬂ + Lﬁ'jﬂ)yy“?jﬂ + L?ij)yxu?_u

(Pd) (4.40)
+ sz)yyu%—l N L@]‘l'l)yl’u?—lj"‘l - L@"'U)Wu?"‘lj_l}
At
L = o L+ Fy

T+ At T+ At Y
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(C’est un systeme fortement anisotrope qui peut étre réécrit comme suit:

wtl = [Id+ Ath*Au™)|u”
N (4.41)
o= — L pn P
T+ At + T+ At

Proposition 3 (Principe du maximum)
Sotent uf; le niveau de gris de l'image et L
al’ mstant t =n.At. Alors,

ey Une composante de la matrice de diffusion

51
At 1
— max |L;;| < = et m<u <M Vij (4.42)
h? i 6
alors
m < < M Vo1,
Preuve:
Supposons que:
At 1
7 max |Li;| < 6

alors (4.1) nous permet d’écrire:

6A?
n+1 n = .
max|u < mi?x|uij (1 — maX|L”|) ¥ (6 max|u |maX|L”|)

h2

< max |u};
i
Donc (3.42) est une condition suffisante pour que le principe du maximum soit satisfait.

Schéma implicite
Dans ce cas nous utilisons un schéma implicite pour ’équation (3.31):

wrtl

i ; 1 ” . . B .
: At "= ﬁ{(lj(”)m + L(”)W) Z+1lf + ( (if)zy + L(w)yy) 2]+11

n n n+1 n n n+1
F(Lg1jyey T+ L(i-|—1j)xy)ui-|-—l_1j + (Ljg1yey T+ L(ij-l—l)yy)uij—l:l—l

—I_(L(i—l—lj)xy + L(i—l—lj)l’y) Z—I——l—llj + (L(ij—l—l)xy + L(ij—l—l)yy)uij—l:l-ll ( )

n n-I—l n n-I—l
_L(Z-I—lj)xy it15—1 L(ij—l—l)yxui—lj-l—l

n n n n n+1 _
- (L(i-l-lj)m + L(w)m + 2[’(2])1’1/ + L(U‘H)Z/y + L(ZJ)yy) Z]+ } =0
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Cette équation peut étre réécrite comme suit:

wlt

1] 1] n, nt+l n, ntl n, nt+l n, n+1 n_n+l n, nt+l
T A Rl Uiy + 0"l + Culs A+ T+ BT

+ e”u%"’l =0

Finalement, utilisant une autre numérotation, ce probleme discret peut étre réécrit
sous la forme:

W ALt = 0
(4.44)
n+1 _ T n At n
L - (T—I—AtL +T+AtF)
ol
e” " " o™
Tt " o™
Toe" " o™
noet " b .
. a et . b .
dr . . . .ooem . . R/ e
A(LMy= o d . . . d e b g
a™ d" a® e" " o"
dr . a® e" "
o dv . a et "
o™ dr. a® et ot
o™ dr . . .ooa et
o™ dr . . .ooa® et

Avec cette numérotation particuliere on obtient une matrice bande tridiagonale par
bloc. On pourra alors résoudre efficacement le probleme discret (3.44) a aide d’une
méthode directe comme par exemple celle de Cholesky qui préserve la structure bande
de la matrice. Dans le paragraphe suivant nous utiliserons 1’algorithme (4.1) puisqu’il est
moins couteux en temps de calcul.
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Chapitre 5

Exemples et Applications

ES modeles de diffusion linéaire, non linéaire ou anisotrope sont généralement utilisés

comme une étape intermédiaire préparant 'image a la segmentation. Ce chapitre est
consacré a 'application des modeles de diffusion anisotrope et des méthodes de réseaux
de neurones décrits dans les chapitres précédents

5.1 Diffusion anisotrope

5.1.1 Algorithme

Dans cette partie nous étudierons différents cas d’application du filtre fondé sur I’équa-
tion de type Volterra (3.11). Pour cela rappelons "algorithme détaillé dans le chapitre 3:

wtl = [Id+ At B2 A(u")|u”

(FPa) (5.1)

k 1

fly AL 51
S+ L)

LZH: ( o1

ou k est un parametre multiplicatif donnant le temps de relaxation par la relation 7 = kA¢
et I} une approximation du membre de droite de I’équation d’apprentissage :

P ) ; n
F = ( V%J—Q)” n 372 n|2 S? |vun| ~° (52)
K [VurF(Po, )i + 5(s* = [Vu[)dy  si [Vu'| < s
ou nous rappelons que s est un parametre de contraste qui permet de sélectionner les
états stationnaires.

Cet algorithme est utilisé de facon itérative jusqu’a ce que le résidu (ou la différence en
norme L? des solutions correspondantes a deux itérations successives) tombe en dessous
d’un certain seuil prédéterminé. Dans nos applications nous prendrons comme valeur de
ce seuil typiquement 107,
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Nous montrerons, dans la partie application que cet algorithme fortement anisotrope
permet d’éliminer le bruit, de préserver les bords et les points anguleux, et méme de
réhausser les contrastes des bords flous.

5.1.2 Images tests

Dans la premiere application (Fig.4.1), I'image exacte que nous voulons reconstituer
consiste en un disque noir sur un fond gris. [.’image de départ n’étant pas bruitée et étant
constituée de plages de niveaux de gris homogenes, c’est la condition initiale qui doit étre
idéalement préservée par notre traitement. Nous avons traité cette image en utilisant 100
itérations de 'algorithme (4.1) et différentes valeurs du temps de relaxation 7 et du seuil
s: 7 = HAt s =5 pour (a), 7 = HAt s = 10 pour (b), et 7 = 10At s = 10 pour I'image
(c). Notons aussi qu'un seuillage de ces images finales montre que 'image originale n’a
pas changé, ceci étant possible puisque celle-ci n’est pas bruitée.

Le temps de filtrage d’une image 256 x 256, par notre code de calcul, sur une station
de travail Sun Ultra 1, est de deux itérations par seconde.

(b) ()

F1G. 5.1 = Diffusion anisotrope d’un disque (256 x 256). (o) : limage originale et Uimage
diffusée avec (a): 7 =5At et s =5 (b): 7 =10At et s =5 (¢) 7 = 10At et s = 10.
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Ensuite, nous mesurons pour différentes valeurs de 7 et s, par la norme L2, la distance
entre cette solution exacte (I'image originale (4.1.0) et la solution calculée (I'image trai-
tée) ainsi que la distance entre les solutions correspondante a deux itérations successives
(résidu). La courbe A correspond a 7 =5At s =5, BarT=5Ats=10et C a7 = 10A¢
s = 10. Cette expérience montre que lorsque I'image de départ n’est pas bruitée, pour
une méme valeur de 7 I'erreur n’est pas tres sensible au choix du seuil s (les courbes B et
C de la figure 4.2.a). Par contre pour une méme valeur de s 'erreur devient sensible au
choix du temps de relaxation 7 (les courbes A et B de la figure 4.2.a).

0.22 le-01
0.20 q
1le-02 q
018 1 Ai=s=5 T5A t I Ai=s=5 T5A t
B:=s=5 1=10At 2 B:=s=5 1=10At
C:=s=10, 1=10At @ 1e-03 p T=10A t
[i4
N
|
0.16 q
le-04
0.14 q
012 L L L L le_05 L L L L
0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 100.0 0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 100.0
iterations iterations

(a) (b)

Fi1G. 5.2 = Courbes d’erreur (a) et du résidu (b) correspondantes aux images 4.1.

La deuxieme expérience traite une image synthétique contenant un triangle noir au
dessus d’un rectangle noir étroit sur un fond blanc (I'image ayant une taille de 128x128),
auquel nous avons ajouté différents niveaux de bruit en détruisant un certain pourcentage
de pixels et en remplacant le niveau de gris des pixels détruits par des valeurs aléatoires.
Nous étudierons ensuite les courbes d’erreur et du résidu en fonction des parametres 7,
s et du pourcentage du bruit, ce qui nous donnera une idée sur le choix des parametres
pour la suite des applications.

Dans la figure (4.3) nous avons détruit I'image originale a 30% puis traité en fai-
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sant varier séparément les valeurs de 7 et de s. Apres un seuillage en noir et blanc des
images diffusées nous retrouvons a quelques pixels pres, les mémes résultats. Une premiere
conclusion est donc que, si le taux de dégradation de I'image originale est faible alors la
sensibilité de I'image filtrée au choix des parametres 7 et s I'est aussi.

(a) (b)

Fia. 5.3 — Application de la diffusion anisotrope a paramétres variables sur une image
triangle — rectangle 128 x 128 bruitée a 30%. (a): 7 = 3At et s =4 (b): 7 = 3Al et
s =10 (¢): 7 = 10At et s = 10. Les lignes correspondent a l'image originale, aux images
restaurées et au seuillage en noir et blanc de ces dernieres.
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0.38 seuil fixes =4 i
temps de relaxation variable
A= T=6A t
0.34 B:= 1=8At B
C:= 1=10A t
D:= 1=15At
0.30 E:= 1=20At )
0.26 H B
0.22 B
0.18 B
0.14 — e
0.10 | | | |
0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 100.0
iterations
()
0.26
seuil fixe s = 20
temps de relaxation variable
A= T=6At
0.24 H B:= 1=8At B
C:= 1=10A t
D:= 1=15At
E:= 1=20At
0.22 H B
0.20 B
0.18 1
—t
0.16 | | | |
0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 100.0
iterations

Fic. 5.4 — Courbes d’erreur

()

pour chaque graphe.
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1e+00

le-01 ¢

le-02 ¢

1e-03 ¢

le-04 -

seuil fixe s =4
temps de relaxation variable

A= T=6A t
B:= 1=8At B
C:= 1=10At
D:= 1=15At
E:= 1=20At

1le-05
0.0

40.0 60.0 80.0 100.0

iterations

(b)

20.0

1e+00

le-01 -

le-02

1le-03 -

seuil fixe s = 20
temps de relaxation variable

A= T=6At
B:= 1=8At
C:=1=10At B
D:= 1=15At
E:= 1=20A t

le-04
0.0

20.0 60.0

40.0
iterations

(d)

et du résidu pour différentes valeurs de T avec un seuil fixé
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0.26
temps de relaxation fixe 1=3A t

seuil variable

A=s=4
0.24 7 B=s=6 7

C:=s=10

D :=s=13

E :=s=18
0.22 B
0.20 B
0.18 B
0.16 | | | |

0.0 20.0 40.0 60.0 80.0
iterations
(a)
0.26
temps de relaxation fixe  t=10A t

seuil variable

A=s=4
0.24 7 Bi=s=6 7
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0.20 B
0.18 B

e e —
0.16 | | | |
0.0 20.0 40.0 60.0 80.0
iterations

()

100.0

100.0

L2 RESIDUAL (threshold)

L2 RESIDUAL (threshold)

1e+00
temps de relaxation fixe 1=3A t

seuil variable
A=s=4
B:=s=6
C:=s=10
D :=s=13

le-02 B
E :=s=18

le-04

le-06 - - -

0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 100.0
iterations
1e+00
temps de relaxation fixe  t=10A t

seuil variable
A:=s=4

le-01 B.=s=6 B
C:=s=10
D :=s=13
E :=s=18

le-02

le-03

le-04

le-05 - - -

0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 100.0
iterations

(d)

FiG. 5.5 — Courbes d’erreur et du résidu pour différentes valeurs du seuil s avec un temps
de relaxation T fixé pour chaque graphe.
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0.40

s=10 ™=10A t
bruit
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(d)

et du résidu en fonction du bruit introduit dans ['image
originale avec un seuil s et un temps de relaxation T fixés pour chaque graphe.
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Dans la deuxieme application (Fig.4.4 et 4.5), nous avons calculé I'erreur et le résidu en
fixant un parametre et en faisant varier 'autre. Nous rappelons que 'erreur a été calculée
par rapport a une image ou le noir et le blanc sont remplacés par des valeurs proportion-
nelles au niveau de bruit (i.e. la moyenne statistique des niveaux de gris effectivement dans
I'image). Cette expérience traite I'image du triangle-rectangle bruitée a 30% (Fig.4.3(a)).
Dans la figure (4.4) nous avons fixé le seuil s (s = 4 pour (a) et (b)) et (s = 20 pour (c) et
(d)). Les courbes A, B, C', D et E correspondent a 7 = 6,8, 10, 15, 20A¢ respectivement.
Par contre, dans la figure (4.5), nous avons fixé le parametre de relaxation 7 (7 = 3At¢
pour (a) et (b)) et (7 = 10At pour (¢) et (d)). Les courbes A, B, C', D et E correspondent
as=4,6,10,13 et 18 respectivement. Nous pouvons remarquer que le choix d’une grande
valeur de 7 permet un débruitage efficace et une ”convergence” vers l'image exacte en
seulement dix itérations (Fig4.4). Par la suite, la diffusion conduit & une perte des angles,
qui se traduit par une remontée de la courbe d’erreurs. Notons aussi que lorsque le temps
de relaxation 7 est fixe, les courbes d’erreur sont insensibles au choix du seuil s méme
pour un niveau de bruit de 30% (Fig.4.5). Ceci peut s’expliquer par le fait que I'image
originale n’est pas tres bruitée et que les grandes valeurs de 7 et de s favorisent le filtrage
Gaussien d’ou une dépendance de la condition initiale Ly = [d; nous verrons dans le
paragraphe suivant comment nous pouvons surmonter cette difficulté. Les petites valeurs
de 7 et s permettent une ”convergence” lente et I'image filtrée est sur une asymptotique
du modele proposé.

Dans la figure (Fig.4.6), nous avons calculé I'erreur et le résidu pour différentes valeurs du
niveau de dégradation de la méme image (Fig.4.3(a)), nous avons pris (s = 10 et 7 = 10A¢
pour (a) et (b)) et (s =5 et 7 = 5At pour (c) et (d)). Les courbes A, B, C, D et E
correspondent a 10%, 20%, 30%, 50%, 70% et 90% respectivement. Les courbes d’erreur
montrent que plus le bruit est fort et plus la valeur de 7 doit étre grande.
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L2 ERROR

() (d)

Fi1G. 5.7 — Diffusion anisotrope d’une image triangle —rectangle 256 x 256 bruitée a 70%.
(a): image originale (b): image filtrée avec T = 5At et s =5 (¢): seuillage de Uimage
traitée (d): Courbe d’erreur.

Dans cette derniere application (Fig.4.7), nous avons bruité I'image triangle-rectangle
a 70%. Pour avoir une "convergence” rapide de 'algorithme présenté, en se basant sur
le courbe (F) de la figure (Fig.4.6 (a) et (b)), nous avons pris un temps de relaxation
sur dix pas de temps et un seuil s = 10. Un seuillage de I'image diffusée montre que ce
filtre permet I’élimination du bruit et le renforcement des contrastes tout en préservant
les bords et les angles. Cette derniere propriété est tres intéressante dans le sens ou elle
permet un lissage intra-région plus continu.
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5.1.3 Images Réelles

Notre deuxieme application traite une image fortement texturée: Lenna (256 x 256).
C’est une image standard «benchmark» d’extraction des contours qui a été largement
utilisée en traitement d’images. La difficulté initiale est de segmenter I’épaule qui a un
niveau de gris se confondant avec celui du visage. Une visualisation de cette image a
I’aide d’une palette de couleurs aléatoires nous permet de voir le bruit impulsionnel assez
intense sur I'image originale (Fig.4.8(c)). Nous avons lissé cette image avec un temps de
relaxation (7 = 10At?), un seuil s = 10 et 50 itérations (Fig.4.8(b)). Visualisée a 'aide
de la méme palette de couleurs aléatoires (d), cette image met en évidence la meilleure
qualité de lissage du filtre développé dans le chapitre 2. Les différentes zones d’isolumines-
cence (ou zones homogenes) qui étaient impossibles a détecter sur I'image originale sont
maintenant nettement visibles (Fig.4.8(d)). Nous verrons dans le paragraphe suivant que
la réinitialisation de notre algorithme permet d’améliorer encore I'image traitée.

Fi1G. 5.8 — Application de Ualgorithme sur une image réelle. (a): l'image originale (b):
Uimage diffusée (c¢)et (d): Visualisation de ces deux images a Uaide d’une palette de
couleurs aléatoires.
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(b)

F1G. 5.9 — Diffusion d’images réelles. (a): Uimage d’un tissu (b) image d’une planche.

La diffusion anisotrope des deux images' de la figure (Fig.4.9) met en évidence la
capacité du filtre proposé a renforcer les contrastes des objets significatifs d’une image.
La colonne (a) traite une image de tissu (257 x 257). Apres 300 itérations de I’algorithme
avec 7 = 4At et s = 6, nous arrivons a récupérer la raie principale. La difficulté réside
dans la région encerclée ou cette raie, ayant une forme compliquée, présente une coupure
et une dégradation de I'intensité du niveau de gris qui se confond de plus en plus a celle du
fond de I'image. La colonne (b) traite une planche de bois avec un petit défaut au centre
(image ayant une taille de 256 x 256); apres 600 itérations nous arrivons a extraire cet
objet avec le petit segment qui le dépasse en bas a droite.

1. Images amicalement fournies par Joachim Weickert, Utrecht University Hospital, Netherlands
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Nous illustrerons, dans le paragraphe suivant la possibilité de 1’application de notre
algorithme (4.1) dans le domaine de I'imagerie médicale. Cette application est considérée
comme une étape de pré-traitement préparant les images a la segmentation (voir annexe
B pour plus de détails).

5.1.4 Imagerie Médicale

La premiere image est une IRM (Imagerie par Résonance Magnétique) du cerveau (
I'image ayant une taille de 256 x 256). Dans cette image, extraite d’une série de coupes
axiales au niveau du cerveau (Laboratoire TIMC-IMAG)?, nous cherchons a obtenir un
contour précis de la tumeur cérébrale qui apparait comme une zone nettement plus foncée
dans la partie en bas a gauche de la photo (b). Nous avons traité cette image avec le
filtre présenté ci-dessus en utilisant une régularisation temporelle sur quatre pas de temps
(1 = 4At) et un seuil s = 5 et avec seulement dix itérations. Ceci est possible car I'image
de départ n’est pas tres bruitée. La photo (b) montre I'image traitée ou il est facile de
localiser la tumeur ainsi que les zones d’oedeme 'entourant. Pour d’autres traitements
de cette image voir: [41, 40] pour les approches par réaction-diffusion, Lions et al [26]
pour une approche par une version régularisée du modele de Perona-Malik détaillé dans
le chapitre 1, et Demongeot et al [15] pour une approche par les réseaux de neurones et
par les systemes dynamiques.

(b)

F1G. 5.10 — Diffusion anisotrope d’une image IRM (256 x 256) du cerveau. (a): Uimage
originale, (b): Uimage diffusée avec 7 = 4At et s = 5.

La deuxieme expérience traite aussi une image IRM d’une coupe sagittale de la téte. La
figure (Fig.4.11) montre le comportement asymptotique de ’algorithme (4.1). Le filtrage
Gaussien (voir chap 1 1.2.1)

(deuxieme image colonne (
(derniere image colonne (a)). Notons aussi que l'utilisation de grandes valeurs de s et

réduit les structures significatives de I'image en taches sombres
a)) qui diminuent au cours des itérations jusqu’a disparaitre

2. Faculté de Médecine, Service ’TRM, CHU de Grenoble
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7 (s = 20 et 7 = 20At) nous donne un lissage grossier et une ”"convergence” tres lente
(colonne (b)). Une application de I'algorithme (4.1) sur cette image originale avec une
régularisation temporelle sur cing pas de temps (7 = 5At) et un seuil s = 5 permet
de préserver les structures significatives; méme apres 3000 itérations I'image diffusée ne
change pas par rapport a celle obtenue avec 500 itérations. Une comparaison entre les
colonnes (b) et (¢) montre que, contrairement aux autres filtres anisotropes, les niveaux
de gris et les positions des arétes correspondant a un méme dessin sont conservés par le
filtre proposé (le nez par exemple).

(a)

F1G. 5.11 — Image IRM d’une coupe sagittale du crane : (a) : diffusion isotrope (b): diffu-
sion anisotrope avec T = 20At et s =20 (¢): 7 = 5At el s = 5. les lignes correspondent

a 50, 500 et 3000 itérations.
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La troisieme expérience traite un aspect beaucoup plus délicat du traitement d’images
médicales. Les objets significatifs de I'image originale® (Fig.4.12a) concernent des vais-
seaux sanguins qui dessinent des courbes monodimensionnelles compliquées qui com-
mencent a partir noyau (bas gauche de I'image (b)). Méme si I'image originale ne semble
pas tres bruitée, un seuillage classique avec une valeur tres basse en une image contenant
seulement deux niveaux de gris (noir et blanc) échoue dans la zone correspondant aux
tissus inhomogenes qui ne peuvent étre distingués des vaisseaux. Notons aussi que 'utili-
sation de grandes valeurs pour le méme seuillage a pour effet de déconnecter les vaisseaux.
La photo (b) montre I'image traitée avec une régularisation temporelle sur cing pas de
temps (7 = 5At) et un seuil s = 5 avec seulement 20 itérations. L’image filtrée montre
qu’il est possible de suivre les vaisseaux loin du noyau.

(b)

F1G. 5.12 — Fatraction d’objets monodimensionnels (vaisseaux sanguins) dans une angio-
graphie numérique. (a): Uimage originale (b): Uimage filtrée avee T = 10Atl et s = 5.

Notre derniere expérience toujours dans le cadre de I'imagerie médicale, traite une
image échographique (échographie du foetus 286x 384) qui est aussi un aspect difficile
en pré-traitement et en segmentation. L’image originale est tres bruitée, assez floue, donc
difficile a segmenter (photo (c¢)). L’image (b) a été obtenue en appliquant ’algorithme
(4.1) avec 7 = HAL et s = 10.

Les images (c) et (d) qui représentent les contours des deux images montrent a quel
point les gradients de I'image originale sont inexploitables car tres bruités, alors que ceux
de 'image filtrée par une diffusion anisotrope ( photo b) sont bien restaurés. Ils sont tres

3. Faculté de Médecine, Service de Radiologie, CHU de Grenoble
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visibles au niveau du foetus (centre de I'image (d)). Notons aussi que nous avons utilisé
la méme valeur du seuil pour I'extraction des gradients dans (c) et (d).
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F1G. 5.13 — Diffusion anisotrope d’une image échographique du foetus. (a): l'image origi-
nale (b) : image filtrée avec 7 = 10At et s =10 (¢)et (d): Extraction des contours de ces

deux images.

5.2 Diffusion anisotrope comme pré-traitement pour
la segmentation

[application suivante (Fig.4.14) concerne la segmentation d’une image échographique
du coeur. L’extraction des gradients de l'image par le filtre de Canny-Deriche, pré-
senté dans le chapitre 1, ne suffit pas pour déterminer les contours des deux ventricules
(Fig.4.14.(b)). La photo (c¢) montre 'image diffusée par le filtre présenté avec 7 = 10A¢ et
s = 5. Une coopération avec la méthode des snakes-splines détaillée en annexe B, permet
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d’extraire les contours des deux ventricules (Fig.4.14.(f)).

F1G. 5.14 — Segmentation d’ une image échographique du coeur (384 x 256) .

5.3 Diffusion avec réinitialisation

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que pour une image fortement bruitée ou
fortement texturée, il est nécessaire d’utiliser de grandes valeurs de 7. En terme de réseaux
de neurones cela s’explique par le fait que le réseau rappelle 'information originale, qui est
toujours disponible, tout en conservant les connexions ayant subi ’apprentissage. Dans
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ces conditions, 'algorithme (4.1) devient largement dépendant du choix initial pour la
matrice de diffusion. La technique de réinitialisation que nous allons maintenant décrire
permet dans une certaine mesure de s’affranchir de cette dépendance.

5.3.1 Principe

Apres convergence de 1’algorithme présenté vers une solution (w, L) le résidu descend
au-dessous de 107*; nous le réinitialisons avec les mémes parametres 7 et s, et avec la
méme image originale uy mais avec I comme condition initiale de la matrice de diffusion
(Lo = ). Ce procédé peut étre répété jusqu’a convergence (résidu descend en de sous
de 107*). En pratique, une ou deux réinitialisations ont été suffisantes pour donner des
résultats que l'on peut juger satisfaisants.
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FiG. 5.15 — Principe de rémnitialisation.

Dans la figure 4.15, nous traitons un disque noir sur un fond gris (la méme image
que 4.1). La photo (b) montre I'image diffusée avec s = 3 et 7 = 3At. Fig. 4.15(c)
montre 'image diffusée avec une réinitialisation. Avec I"algorithme réinitialisé nous ob-
tenons I'image de départ. Il est naturel d’obtenir la solution exacte apres réinitialisation
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car les fronts n’ont pas été détruits lors de la premiere passe, et "recouvrent” la position
exacte des bords. Dans cette application nous avons utilisé le méme nombre d’itérations
avant et apres la réinitialisation pour comparer les deux images diffusées. Par la suite,
et en pratique, nous obtenons la convergence de 1’algorithme réinitialisé avec seulement
quelques itérations.

Dans la figure 4.15 (d), nous avons pris une coupe transversale des disques (a) (b) et
(c). La courbe A représente le signal original, B le signal diffusé, C' le signal diffusé avec
réinitialisation et D le signal lissé avec un filtre isotrope Gaussien. Cette figure montre
qu’apres réinitialisation nous retrouvons le signal de départ, ceci étant possible puisque
I’image originale n’est pas bruitée.

5.3.2 Applications
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F1G. 5.16 — Diffusion anisotrope avec réinitialisation de l'image triangle-rectangle (256 x

256) bruitée a 90%.
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Dans la premiere application, nous reprenons l'image du triangle — rectangle, avec
cette fois-ci un niveau de bruit de 90% (Fig.4.16.a). A notre connaissance aucun filtre
“conventionnel” ne permet de restaurer une image bruitée a ce point. Un filtrage avec
réinitialisation (7 = 10A¢ et s = 10) est nécessaire pour la restauration; la photo (b)
montre I'image diffusée et seuillée. La courbe d’erreur (¢) montre que I'erreur apres réini-
tialisation descend au dessous de celle obtenue avant, apres seulement 40 itérations. La
courbe du résidu (d) confirme cette propriété; elle montre la convergence de ’algorithme
(résidu &~ 107*) avant et apres la réinitialisation.

()

Fic. 5.17 — Réinitialisation de la diffusion anisotrope sur une image fortement texturée
et bruitée a 30%

Dans la deuxieme expérience (Fig.4.17 et 4.18), nous avons repris 'image de Lenna
('image ayant une taille de 256 x 256), dans laquelle nous avons détruit 30% des pixels (
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photo b). La figure (Fig.4.17¢) montre I'image lissée avec un temps de relaxation 7 = 10A¢
et un seuil s = 10. Une comparaison entre les photos (c) et (d) montre que la diffusion
anisotrope réinitialisée lisse le bruit et renforce les contrastes (photo d).

()

F1G. 5.18 — Diffusion anisotrope avec réinitialisation d’une image (256 x256). (a): image
originale (b): image bruitée a 30% (c): filtrage de limage bruitée (d): filtrage avec une
réinitialisation.

La figure (Fig.4.18) montre la restauration d’une image de bateaux? (256 x256) bruitée
a 30%. La photo (d) montre 'effet du renforcement des contrastes. La réinitialisation
donne un résultat comparable a celui d’Alvarez et Esclarin qui utilisent un traitement
basé sur les méthodes de réaction-diffusion [9] pour un niveau de bruit plus faible. i

4. Image amicalement fournie par Julio Esclarin, Universidad de Las Palmas de Gran Canaria, Spain
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Fic. 5.19 — Réinitialisation de la diffusion anisotrope sur une tmage échographique du
coeur

La derniere expérience (Fig.4.19) concerne une image échographique du coeur (I'image
ayant une taille de 286 x 384). La figure (b) montre I'image filtrée avec 7 = 6 et s = 10. La
photo (¢) montre I'image diffusée avec une réinitialisation, ot on voit bien I"amélioration
au niveau des deux ventricules. Les images (e) et (f) de la figure (Fig.4.20), qui repré-
sentent les contours des images (a) et (c), permettent de voir que les gradients de I'image
originale sont impossibles a exploiter car tres bruités, alors que ceux de I'image filtrée avec
réinitialisation sont bien restaurés (ils sont bien visibles au niveau des deux ventricules).
Les images (f) et (g) de la figure (Fig.4.21) représentent les profils de luminescence de la
ligne 250 de I'image (a) et de celles des images (¢) et (d), respectivement. Dans (a) on
voit que le signal original est tres bruité. Dans (g) on remarque que la diffusion anisotrope
(signal A) atténue bien le bruit mais ne donne pas encore une image parfaite, et que la
réinitialisation (signal B) permet une nette amélioration du signal, tout en respectant les
discontinuités significatives dans le signal original (4.21 f).
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F1G. 5.20 — Ezxtraction des contours des images (a) et (¢) de la figure 4.19.
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Fic. 5.21 — Profil des luminescence de la ligne 250 des images de la figure 4.19.

Dans le paragraphe suivant nous introduisons un filtre basé sur le réseau neuronal a
synapses adaptative détaillé dans le chapitre 2.
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5.4 Réseaux de neurones

5.4.1 Algorithme

Dans ce paragraphe, nous considérons le réseau de neurones décrit dans le chapitre
2 comme alternative au modele EDP étudié précédemment. Pour cela nous rappelons le
systeme suivant:

dU;

dt Zj:‘]ﬁ(vf_vi)
dJ;; I — U; — Uj)? (5.3)
Tt = =yt ])||:1;i—:1;j||2{82—7| f'z}
[|l; — ;]
Vi = gi(AU;)

Comme pour le systeme de diffusion anisotrope, nous utiliserons un schéma mixte
pour la discrétisation : explicite pour I’équation de résistance et implicite pour I’équation
d’apprentissage.

Dans ce cas, I'image sera considérée comme une grille de N? neurones. Chaque neurone
i de position z; = ih (h = 1/N?) est porteur d’'une fonction d’entrée U; le niveau de gris
de 'image et d’une fonction de sortie V(x;) = V; = g(U;). Pour simplifier les calculs nous
avons pris ¢; = ¢, donnée par:

g(x):%[|x+1|—|x—1|} VeeR (5.4)

Le poids synaptique reliant le neurone i au neurone j sera approché par J%. La discréti-
sation de I’équation de résistance nous donne:

K3

Urtt = Ur + ALY (vj” - v.”), (5.5)
J

et celle d’apprentissage est discrétisée par:

I = () + A

ou (7 est donnée par:

l’i—l']‘

U — e
107 = Ui ] (5.7)

||; — ;]|

Cr = 0(

e — [

x; par (i1h,izh) et la fonction 0, a symétrie radiale normalisée comme ( chapitre 2.4.2),
par:

4
O(x) = ;exp(—|x|2) pour tout z € IR*. (5.8)
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Remarquons que, pour chaque pixel (neurone) i de I'image, il est inutile de prendre tous les
autres pixel comme étant en liaison synaptique avec 7, car au dela d’une certaine distance,
I'information apportée (ou liaison synaptique) est négligeable voir numériquement nulle.
Ainsi, pour chaque pixel ¢ nous prenons une portée synaptique ¢ de l'ordre de quelque
pixels ¢ = mh, ce qui correspond a une cellule de m? neurones en liaison synaptique avec
.

5.4.2 Application

() (d)

F1G. 5.22 — Lissage de l'image triangle — rectangle bruitée a 70% avec le réseau neuro-
nal. (a): image originale (b) : image filtrée (c): seuillage de Uimage lissée (d): la courbe
d’erreur.

Pour les applications, la forme particuliere de la fonction de transfert ¢ (4.4) nous
oblige a considérer des images a deux niveaux de gris. Nous reprenons I'image du triangle-
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rectangle dégradée a 70% (Fig.4.22). Nous avons filtré cette image avec un temps de re-
laxation 7 = AL et un seuil s = 2. Pour la restauration de cette image, nous avons utilisé
un nombre d’itération égale a 5000 et une portée synaptique ¢ = 5h, ce qui correspond a
des boites de 25 neurones.

Nous avons montré dans le chapitre 2 que le systeme (4.3) est stable au sens de Lyapu-
nov, que les attracteurs du réseau sont les images filtrées, obtenues sur les asymptotiques
en temps du réseau neuronal. La particularité et I'intérét de ce filtre (spatio-temporel)
réside dans ses deux parametres ¢ et 7, le premier étant lié a la notion d’échelle spatiale,
le second a la notion d’échelle temporelle. L’intérét réside aussi dans la nature des sys-
temes biologiques ou l'on retrouve la mémoire qui permet de reconnaitre un objet dans
une image dégradée, a partir de la liaison entre les faits mémorisés et les informations
relatives a cet objet.

En appliquant le réseau de neurones on retrouve comme prévu (Proposition 1) des
résultats comparables a ceux de 1’équation de Volterra, mais le modele (4.3) est moins
flexible (2 niveaux de gris, correspondant a un modele de réaction diffusion) et plus
cotuteux.

5.5 Conclusions et Perspectives

Dans ce travail, nous avons introduit et étudié un nouveau modele, fondé sur une
équation de diffusion anisotrope a diffusivité tensorielle, pour le traitement d’images. Ce
filtre semble répondre a certains problemes rencontrés par les modeles présentés dans le
chapitre 1. Par ailleurs, contrairement aux autres filtres, ce modele ne contient pas de
parametres liés aux détails a garder dans I'image a restaurer.

L’existence, 'unicité, la dépendance continue par rapport a l'image originale et la
conservation de la valeur moyenne des niveaux de gris présent dans 'image a restaurer
ont été démontrés. L’équivalence avec les réseaux de neurones a permis d’avoir des pro-
priétés de stabilité asymptotique au sens de Lyapunov et des états asymptotiques non
triviaux.

L’application du filtre proposé sur des images synthétiques, réelles ou médicales illus-
trent la capacité de ce modele anisotrope a fournir un lissage sélectif. Par rapport aux
filtres fondés sur la diffusion linéaire, non linéaire ou anisotrope présentés dans le chapitre
1 il possede des capacités intéressantes comme la préservation d’objets monodimension-
nels dans une image bruitée ou le lissage itra-région plus continu ou encore la préservation
et 'extraction d’objets monodimensionnels dans une image bruitée; mais, et c’est la le
plus important, 'image filtrée est obtenue sur les asymptotes du modele, évitant ainsi le
choix d’'un parametre du temps suffisant pour stopper le processus de diffusion.
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Certains points de ce travail semblent intéressants en vue de recherches futures: ainsi
I’extension de nos résultats aux domaines du flot optique et des contours actifs. Cela
représenterait un réel avantage en comparaison avec les méthodes déja existantes.
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Annexe A

A Volterra type model for image
processing

Cette annexe reprend un article écrit en collaboration avec Georges-Henri Cottet et
accepté par IEEE Transaction on Images Processing Special Issue on Partial Differential
Equations (PDE’s) and Geometry-Driven Diffusion in Image Processing and Analysis
(édité par Morel, Sapiro, Tannenbaum et Caselles).
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A A VOLTERRA TYPE MODEL FOR IMAGE PROCESSING
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Annexe B

Image segmentation using
snake-splines and
anisotropic diffusion operators

Cette annexe reprend un article écrit en collaboration avec Georges-Henri Cottet,
Francois Leitner et Jaques Demongeot du Laboratoir TIMC Faculté de Médecine et soumis
a IEEE Transaction on Pattern Analysis and Machine Intelligence.
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Annexe C

Une étude tridimensionnelle

Dans cette annexe, nous donnerons une étude tridimensionnelle utilisant le parallélisme

pour cela rappelons le modele de type Volterra introduit dans le chapitre 2

Z—? — div(L[Vu]) =0 (C.1)
dl Pg, 1 si |Vu| > s

ot ;L:?{ Vul P, + 35" = [Val)d si [Vu] < s

Algorithme

Pour la discrétisation de ce systeme (C.1)-(C.2), nous utilisons un schéma mixte comme

pour le cas bidimensionnel (chapitre 3).

La discrétisation en espace est faite avec deux pas hy = 1/N et hy = 1/M ou
(N x N x M) représente la taille de I'image; et celle en temps est réguliere avec un

pas de temps At.

Soit ul;, une approximation de u au point (ihy, jhi, kha) (avec 0 <i < N, 0 <7 < N
et 0 <k < M) alinstant ¢ = nAt.

La matrice de diffusion L est approchée par:

Ligwes  Lliney Lk
Ly =1 Linwe  Llmw  Llie- (C.3)

Ligw=e Ll Lliws
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En 3-D, la matrice de projection s’écrit comme suit :

2 2
uy, + u; —Ugzly —ULU,
P, - — U, U u? 4 u? — Uy U (C.A4)
Vul — 5 2 2 yrx x z y©z :
uy; +uy +u
Yy zZ
2 2
—ULU, —Uyl uz + Uy,

La divergence et le gradient sont discrétisés avec des décentrages différents comme

suit:
divy,(ur, uz, us) = Ay (ASus + Afus) + by AL us (C.5)
et
Vi = h YA u, AV u, A% u) (C.6)
ou

xT xT
Al jh = Wigajk = Wigk o AlUijk = Wijk = Uik
pour Ay , AV A% et A7 on utilise la méme discrétisation en intervertissant les roles de
i, J et k. Avec cette discrétisation, une approximation de L(Vu) est la suivante:

L(Vup) = (hl_l( ij)mAfqu‘l'L?ijk)xyA Wik + Liijhyes “ufi), hit( (ijkyye DU +
Lk A? Luliy + Ly AZuly), hyt( (ijk) e AU+ L)y AY Wiie T Liiny-- AL uuk))
et div(L(Vu)) est approchée par:
hfz{Aw( (Gimae AU, + Liney AUl + Ll AZul) + AL(LG kAL u +
ik A uuk)} + hy? {Aj—([’?ijk)zxA—u?jk—l_L(ijk) AV uly +
(o= A7 )|

L(wk) AL uwk + L(

Pour la résolution numérique, nous avons choisi un schéma mixte:
e Schéma implicite pour 1’équation (C.2):
T At

i+l —

wk T+ At
ot F est une approximation a Iinstant ¢ = nAt au point (ihy, jhy, khy) du
membre droit de (C.2) donnée par:

z?k = (0-8)
Vu'|? Py —|— — |[Vu™)0;, st |Vu?| <s
Vut 2]k J

Comme on I'a vue dans le chapitre 3, nous avons F};, une matrice définie po-

sitive Vi, J et k. L’équation (C.7) assure la positivité de L qui permet d’éviter
I’antidiffusion dans ’équation (C.1).
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e Schéma explicite pour I’équation (C.1):

un,—l_l —ut

i1k i1k - n s n "
: Al = —hy {A (L ALl + Ly AL + L AZul) +
A (L AT+ Ly AL+ Ly, A7 ulhy)] +

By [ AL e AT A Loy ALl + Ly A2l )] = 0

Ceci nous donne "algorithme suivant:

UZ-I];I = Z]k—l_ h2 {Al’( 7(12]k) AT uzyk—I_L(mk) A? uzyk —I_L(uk) A’ uzyk)—l_
Ay (L?uk)yxA uzyk + L(zyk) AY uzyk + L(zyk) A—uljk)}—l_
Py 7 (AT ATU + Ly Al + L A (C.9)
u?]k = uO(ihl,jhl,khz) 9 0 S Z S N et 0 S.] S N
At
Ln-l—l — T Fn
ijk T—|—At 2]k + —|—At ijk

Pour implémenter cet algorithme, nous avons utilisé le langage PVM (Parallel Virtual

Machines).

Proposition 4 (Principe du maximum)
Sotent uly le niveau de gris de 'image et Lt
al’ mstant t =n.At

(ik)ey UNE composante de la matrice de diffusion

St
Atmax |Lij| < M (C.10)
ik 9
Alors
m <uly <M Vi, ke lR
Preuve:

Supposons que:

in(h?, h?
Atm%X|Lijk| < min(hy, h3)
ij

9
alors (C.9) nous permet d’écrire:
9AL 9AL At
maX|uZ‘};1 < r%%x|uzk|(1 - ?n}axﬂjwﬂ —maX|L”k|) + ﬁ(9 maX|u2]k|maX|L”k|) +
At
—I—h2 (9 maX|u2]k|maX|L”k|)

< max |ul;
ij 7

Donc (C.10) est une condition suffisante pour que le principe du maximum soit satisfait.
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Applications

Cette expérience traite une image synthétique contenant un cube noir dans un fond
blanc (I'image ayant une taille (128 x 128 x 128)) auquelle nous avons ajouté un niveau
de bruit de 70%. La figure (C.1) montre les courbes d’erreur et du résidu correspondant
au traitement de cette image par I'algorithme (C.9) avec un temps de relaxation sur dix
pas de temps et un seuil s = 10.
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FiGg. C.1 — Courbes d’erreur (a) et du résidu (b) .
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