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R�esum�e

C
E travail porte sur des techniques �a base d'�equations aux d�eriv�ees
partielles et de r�eseaux de neurones pour le traitement d'images.

L'approximation des r�eseaux de neurones par des syst�emes de r�eaction-
di�usion nous a permis de d�e�nir un nouveau mod�ele de di�usion aniso-
trope de type Volterra pour le �ltrage s�electif d'images bruit�ees. La loi
d'�evolution r�egissant le tenseur de di�usion traduit des lois d'apprentis-
sage synaptiques naturelles.
L'�etude de la dynamique de ces r�eseaux �a synapses adaptatives montre
qu'ils poss�edent des propri�et�es d'attractivit�e et de stabilit�e asymptotique
au sens de Lyapunov. Les images trait�ees sont donc obtenues sur les
asymptotiques en temps du mod�ele.
Les techniques pr�esent�ees dans cette th�ese am�eliorent de mani�ere impor-
tante le pr�e-traitement d'images car elles ne n�ecessitent qu'une connais-
sance a priori d'un param�etre de contraste sur l'image d�esir�ee et per-
mettent la restauration des images ayant subi jusqu'�a 90% de niveau de
bruit et la segmentation des images m�edicales d'echographie.
Mots cl�es: Di�usion anisotrope, �equation de Volterra, r�eseaux de neu-
rones, traitement d'images, segmentation.

Abstract

T
HIS work deals with mathematical tools based both on partial dif-
ferential equations and neural networks for images processing.

Approximation of neural network dynamics by reaction-di�usion equa-
tions enable us to introduce a new nonlinear anisotropic di�usion model
of selective �lters for image processing. This Volterra type equations al-
lows the di�usion tensor to change dynamically in order to process the
image by a combination of smoothing and contrast enhancement. Moreo-
ver, they exhibit strong stability properties which permit acquisition of
the desired �ltered image on the asymptotic (in time) state of the model.
In other terms, their use requires only an a priori knowledge of a contrast
parameter about the desired image.
The experimental results on test and medical images shown in this the-
sis illustrate the ability of the model to detect �ne objects in a highly
degraded images.
Key words: Anisotropic di�usion, Volterra equation, neural network,
image enhancement, image segmentation.
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Introduction G�en�erale

E
N mod�elisation math�ematique du traitement d'images, on peut distinguer en parti-
culier deux domaines d'application. Le premier est la restauration des images, qui

consiste �a am�eliorer l'image a�n de la rendre plus signi�cative �a l'oeil en renfor�cant les
contrastes de l'image originale et en corrigeant les distorsions (bruit) introduites lors de
son acquisition. L'autre domaine est celui de la segmentation ou d'une mani�ere plus g�e-
n�erale celui de l'interpr�etation des images qui consiste �a d�etecter les contours des objets
signi�catifs de l'image. D'une mani�ere g�en�erale, le pr�e-traitement repr�esente une �etape
tr�es importante en traitement d'images et en vision par ordinateur, puisqu'il permet un
d�ebruitage et une augmentation des contrastes qui facilitent la segmentation par la suite.
Le travail pr�esent�e dans cette th�ese se situe dans le premier domaine. Les techniques que
nous y d�ecrivons combinent �equations aux d�eriv�ees partielles et r�eseaux de neurones.

Math�ematiquement, une image plane, g�en�eralement un rectangle, consiste en un en-
semble discret de point (pixel) porteur d'une fonction u, le niveau de gris ou la lumi-
nescence. Par ailleurs, en traitement d'image et en vision par ordinateur, il est di�cile
d'analyser l'information contenue dans une image �a partir de l'intensit�e lumineuse de
chaque pixel. Par contre, on peut saisir les changements d'intensit�e et la taille des zones
pr�esentant des propri�et�es d'homog�en�eit�e (ou regroupant des pixels faisant partie d'un
"même" objet). D'o�u, la n�ecessit�e d'utiliser des �equations aux d�eriv�ees partielles EDPs
qui respectent la taille et les propri�et�es de ces zones. Ces approches ont de plus l'avan-
tage de donner des r�esultats d'existence et d'unicit�e de la solution (image restaur�ee) et
permettent de mettre en oeuvre des sch�emas num�eriques stables.

Par ailleurs, les r�eseaux de neurones constituent une base naturelle pour le traitement
d'images et pour la vision par ordinateur. De part leur capacit�e �a approcher les fonctions
continues, ils peuvent servir de guide pour la construction d'�equations aux d�eriv�ees par-
tielles ayant des �etats asymptotiques non triviaux pour le pr�e-traitement d'images.

Cette th�ese est organis�ee de la mani�ere suivante. Le chapitre 1 constitue un r�esum�e des
mod�eles les plus r�ecents en traitement d'image, en particulier ceux fond�es sur la di�usion
lin�eaire, non lin�eaire ou anisotrope pour le pr�e-traitement et la segmentation. Cela per-
mettra de mettre en perspective le travail pr�esent�e ici. Dans le chapitre 2, nous �etudierons
les propri�et�es dynamiques des r�eseaux neuronaux �a synapses adaptatives ou non. Nous
verrons qu'en transportant le comportement collectif d'un r�eseau in�ni de neurones dans
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le cas continu, ce dernier peut être une base naturelle pour la construction d'�equations
aux d�eriv�ees partielles pour le traitement d'images. L'approximation de ces r�eseaux par
des syst�emes de r�eaction-di�usion, nous permettra par la suite d'introduire un nouveau
mod�ele de type Volterra qui am�eliore de mani�ere importante le pr�e-traitement d'images.
Nous montrerons aussi que le r�eseau �equivalent poss�ede des propri�et�es de stabilit�e asymp-
totique au sens de Lyapunov. Dans le chapitre 3, nous donnerons un r�esum�e des r�esultats
th�eoriques et num�eriques de ces mod�eles. En�n, dans le chapitre 4, nous commencerons
par �etudier les param�etres du mod�ele propos�e, pour ensuite illustrer par des images syn-
th�etiques m�edicales ou r�eelles. Nous verrons qu'une r�einitialisation de l'algorithme propos�e
donne des r�esultats tr�es int�eressants sur des images fortement bruit�ees et textur�ees.
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Chapitre 2

Equations aux D�eriv�ees Partielles

pour le Traitement d'Image

2.1 Introduction

E
N mati�ere de traitement du signal et de l'image, une des principales di�cult�es est
de trouver une m�ethode capable de �ltrer s�electivement le bruit tout en pr�eservant

les objets signi�catifs dans l'image originale. Plusieurs ont vu le jour depuis une dizaine
d'ann�ees.

Ce chapitre retrace les principales contributions en la mati�ere; en particulier, celles ba-
s�ees sur l'utilisation des �equations aux d�eriv�ees partielles pour l'am�elioration des images,
l'�elimination du bruit et le renforcement des contrastes. Nous �evoquerons aussi les tech-
niques EDP utilis�ees pour la segmentation d'images car elles sont �etroitement li�ees aux
mod�eles de di�usion.

Apr�es avoir introduit les mod�eles de base, il s'av�erera int�eressant de souligner les
di��erents liens existants entre eux et les di�cult�es pratiques et th�eoriques de chacuns.

2.2 Filtres fond�es sur la di�usion lin�eaire

En traitement d'images par les EDP, le premier et le plus simple des mod�eles �a avoir
�et�e utilis�e est celui fond�e sur la di�usion lin�eaire. Dans ce paragraphe, nous pr�esenterons
ce mod�ele Gaussien ainsi que quelques �ltres bas�es sur des variantes de l'�equation de
di�usion lin�eaire.
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2.2.1 Filtre de Gauss

Soit u0(x) le niveau de gris en un point x de l'image �a traiter 1, et G� la Gaussienne
d'�ecart type � donn�ee par la formule suivante:

G�(x) =
1

4� �
exp

�
� jxj2

4�

�
(2.1)

Le �ltrage Gaussien de l'image r�esulte de la convolution de cette fonction u0 avec des
Gaussiennes en chaque point x de l'image:

u(x; �) = (G� � u0)(x) =
Z
IR2

G�(x� y)u0(y)dy (2.2)

Puisque G� est dans C1(IR2) il en est de même pour G� �u. La convolution est donc une
op�eration r�egularisante. En pratique, cette r�egularisation de u permet de lisser de mani�ere
grossi�ere en supprimant l'information qui pr�esente des variations spatiales sur des �echelles
inf�erieures �a �.

La transform�ee de Fourier des deux membres de l' �equation (1.2) nous donne :�
F(u)

�
(x; �) =

�
F(G�)

�
(x) :

�
F(u0)

�
(x) (2.3)

Or, la transform�ee de Fourier d'une Gaussienne (F(G�)), est une Gaussienne:

F(G�)(x) = exp
�
� 4�jxj2�

�
: (2.4)

Donc, en rempla�cant dans (1.3) et en prenant la transform�ee de Fourier inverse de l'�equa-
tion r�esultante dans le cas monodimensionnel o�u le param�etre � est assimil�e au temps t,
on aboutit �a l'�equation suivante:

du

dt
=

@2u

@x2
(2.5)

Cette �equivalence reste �evidemment valable dans le cas multidimensionnel. L'image
�ltr�ee par convolution avec des Gaussiennes u est donc solution de l' �equation de di�usion
lin�eaire, ou �equation de la chaleur, compl�ement�ee par la condition initiale u0(x):8>>><

>>>:
@u(x; t)

@t
= �u(x; t)

u(x; 0) = u0(x)

(2.6)

Lorsque la condition initiale u0(x) est une fonction born�ee, ce syst�eme admet une solution
unique :

u(t; x) = (Gt � u0)(x) pour t > 0 (2.7)

1:On notera g�en�eralement dans ce chapitre par u0 le niveau de gris de l'image originale.
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L'�equivalence entre le �ltrage de Gauss et l'�equation de la chaleur est classique; elle a
�et�e introduite par Marr et Hildreth [79], ensuite d�evelopp�ee par Witkin [117] puis par
Koenderink [74]. Dans ces �equations, on voit facilement que le terme t correspond bien
�a une �echelle spatiale � (1.1). Le �ltrage (ou lissage) doit être fait durant un temps �ni,
�egale au param�etre �.

L'�equation parabolique lin�eaire (1.6) permet une di�usion identique dans toutes les
directions (di�usion isotrope). Ainsi, dans les zones homog�enes d'une image, ce �ltre
permettra e�ectivement d'att�enuer le bruit consid�er�e comme �etant un signal de haute
fr�equence, mais dans les zones pr�esentant des discontinuit�es de niveau de gris, celles-ci
seront aussi liss�ees. Ce �ltre ne pr�eserve donc pas les objets signi�catifs de l'image. De
plus, en pratique, les objets signi�catifs d'une image �ltr�ee par un �ltre de Gauss donnent
une impression de floue par rapport �a l'image originale, ce qui rend la d�etermination
des contours quasi impossible diminuant en cons�equence l'int�erêt visuel de ce processus
de di�usion. Un seuillage �a la �n du traitement est donc n�ecessaire, par exemple celui
�a base du gradient tel que : (x; y) est un point d'une structure repr�esentative pour une
�echelle spatiale

p
t si et seulement si le Laplacien �u(x; y; t) change de signe et le gradient

jru(x; y; t)j est tr�es grand.

A titre de compl�ements, plusieurs �etudes concernant l'application de l'�equation de la
chaleur aux domaines du traitement des images ont �et�e faites depuis [12, 119, 105, 54].
La partie suivante de ce paragraphe sera consacr�ee �a des variantes du �ltrage isotrope
Gaussien. Celles-ci ne permettent pas de lisser l'image proprement dit, mais d'en extraire
les informations utiles �a un traitement post�erieur.

2.2.2 Variantes du �ltrage Gaussien

En analyse non locale du signal ou de l'image, l'endroit o�u le signal change de tendance
est appel�e \bord" [79]. Dans la th�eorie classique, les bords sont d�e�nis comme �etant
l'ensemble des points, o�u la norme du gradient du signal atteint un maximum local.
L'ensemble des bords est donc contenu dans l'ensemble des points o�u le Laplacien change
de signe. Utilisant ces propri�et�es, plusieurs am�eliorations des �ltres bas�es sur l'�equation de
la chaleur ont �et�e introduites pour palier les di�cult�es cit�ees ci dessus. Parmi ces mod�eles
on trouve :

- le �ltre fond�e sur les d�eriv�ees directionnelles de la Gaussienne qui a �et�e propos�e par
Marr et Hidreth [79]. Il utilise le Laplacien du signal convol�e avec une Gaussienne. Par
l'utilisation de cette technique, les bords se situent l�a o�u le Laplacien s'annule (zero �
crossing); ce qui permet �a ce processus de v�eri�er le principe du maximum [67] et d'abou-
tir �a des contours ferm�es. Malheureusement les recherches de z�eros peuvent induire de
fausses d�etections dans les zones trop lisses, ces courbes ne repr�esentent donc pas les
contours exacts.

- le �ltre passe � bas de Canny [17] qui consiste �a localiser les bords en utilisant les
gradients directionnels de l'image r�egularis�ee par une Gaussienne. Il permet la localisation
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des extrema du gradient et d'isoler ainsi les contours. Plus pr�ecis�ement, supposons que
l'on veuille convoler l'image avec Gn, la d�eriv�ee de la Gaussienne (1.1) dans une direction
n. Le choix id�eal de n est la direction normale au bord de l'objet �a segmenter; ce processus
n�ecessitera ainsi une connaissance a priori des contours. La meilleure estimation de n est
la r�egularis�ee de la direction du gradient de la mani�ere suivante:

n =
r(G � u)
jrG � uj (2.8)

Les fronti�eres des objets signi�catifs sont situ�ees l�a o�u jGn � uj, la norme du gradient,
atteint un maximum local.

Ce �ltre am�eliore la d�etection et la localisation des contours, par rapport au Laplacien.
Par contre, les contours obtenus ne sont g�en�eralement pas ferm�es. Le principal probl�eme
est donc de relier les points fronti�eres entre eux pour former un v�eritable contour. Ce
�ltre malgr�e ses limites est consid�er�e comme un outil e�cace en �elimination du bruit et
en d�etection des bords.

Signalons en�n que, dans la lign�ee de ces m�ethodes fond�ees sur des variantes de l'�equa-
tion de la chaleur, Illner et Neunzert [68] ont introduit une �equation de di�usion dirig�ee
de la mani�ere suivante : 8>>><

>>>:
@u

@t
= ~u�u� u�~u

u(x; 0) = u0(x)

(2.9)

o�u ~u est une version lisse (smooth) de u, le niveau de gris de l'image. Le probl�eme pos�e
par ce �ltre lin�eaire, �etudi�e par la suite par Illner et Tie [69], r�eside dans le choix de
la fonction ~u qui doit être connue �a l'avance, ce qui revient �a un lissage utilisant une
di�usivit�e adaptative avec une connaissance a priori des structures repr�esentatives de
l'image.

Conclusions

Il est bien connu que les objets �a petite �echelle donnent une d�etermination inexacte
des bords. Cela reste vrai pour le �ltre pass � bas de Canny.

En utilisant les �ltres bas�es sur la di�usion lin�eaire, la taille d'un objet pr�esentant une
forte courbure diminue jusqu'�a disparition totale de celui-ci; les fronts se d�eplacent avec
une vitesse proportionnelle �a la courbure. En pratique, les coins sont donc particuli�ere-
ment attaqu�es.

Si le signal est bruit�e le gradient aura plusieurs maximums peu utiles, donc �a �elimi-
ner. Ces oscillations fortes du gradient peuvent être dues a di��erents facteurs comme la
pr�esence de textures. Les fronti�eres des di��erentes r�egions textur�ees ne sont apparentes
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que si la valeur moyenne du signal est di��erente pour chaque texture.

La di�cult�e commune des �ltres lin�eaires est le lissage excessif qui rend di�cile le
suivi des bords. On peut donc a�rmer que toute am�elioration de ces mod�eles lin�eaires
doit être e�ectu�ee �a l'int�erieur de l'op�erateur de di�usion lui-même, sacri�ant ainsi leur
lin�earit�e. Nous verrons comment ces di�cult�es peuvent être surmont�ees par l'utilisation
de mod�eles non lin�eaires. Les travaux r�ealis�es dans ce cadre feront l'objet du paragraphe
suivant.

2.3 Filtres non lin�eaires

La motivation essentielle des mod�eles bas�es sur la di�usion non lin�eaire est la construc-
tion d'un op�erateur de di�usion d�ependant des propri�et�es locales de l'image. On peut
distinguer deux types de �ltres non lin�eaires:

(i) Le �ltrage isotrope non lin�eaire, utilisant une �equation de di�usion non lin�eaire
avec une di�usivit�e scalaire adapt�ee au propri�et�es locales du signal.

(ii) Le �ltrage anisotrope non lin�eaire, utilisant une �equation de di�usion non lin�eaire
�a di�usivit�e tensorielle et dont l'op�erateur de di�usion s'adapte aux structures de
l'image ce qui permet de contrôler les directions de di�usion.

Le �ltrage par une di�usion isotrope non lin�eaire (i) est d�etaill�e dans ce paragraphe et le
deuxi�eme type (ii) dans le paragraphe (1.7).

Le premier mod�ele non lin�eaire a �et�e introduit par Perona et Malik en 1987 [89]. Ils
ont propos�e un �ltre adaptatif (ou conditionnel), permettant d'att�enuer la di�usion dans
les r�egions �a fort gradient , o�u des discontinuit�es potentiellement signi�catives peuvent
se trouver, et de la maintenir dans les zones �a faible gradient. Cela permet d'�eviter le
seuillage n�ecessaire pour les mod�eles lin�eaires �a la �n du traitement. Ce mod�ele a permis
une avanc�ee tr�es importante dans le domaine de l'application des EDP en traitement
d'images. Mais, du fait que ce dernier peut être mal pos�e, plusieurs am�eliorations bas�ees
sur la r�egularisation (par moyenne locale ou convolution avec une Gaussienne) ont �et�e
introduites depuis. La plus importante est celle propos�ee par Catt�e et al [26] qui ont
montr�e l'existence et l'unicit�e de la solution du mod�ele Perona-Malik r�egularis�e. Notons
aussi que dans ces mod�eles, le terme \anisotrope" n'est pas compl�etement justi��e puisqu'
ils utilisent une di�usivit�e scalaire. Ces mod�eles ne sont anisotropes que dans un rep�ere
local. Une r�egularisation spatiale utilisant explicitement une di�usivit�e tensorielle a �et�e
introduite, par la suite, par Weickert [108]. Ce �ltre sera d�etaill�e dans le paragraphe (1.7).
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2.3.1 Le mod�ele de Perona et Malik

Le mod�ele de base [89]

Perona et Malik [91] ont propos�e de remplacer l'�equation de la chaleur par une �equation
non lin�eaire de type milieu poreux :

8>>><
>>>:

@u

@t
= div

�
g(ru)ru

�

u(x; 0) = u0(x)

(2.10)

Dans cette �equation g est une fonction r�eguli�ere non croissante avec g(0) = 1 , g(s) � 0
et lim

s!1
g(s) = 0. L'id�ee est que le traitement obtenu par l'�equation (1.10) est conditionnel

en chaque point x de l'image (
 � IR2):

� Si ru(x) est grand alors la di�usion s'att�enue; par suite on a une localisation
exacte des bords.

� Si ru(x) est petit alors la di�usion tend �a lisser encore plus au voisinage de x.

En pratique, le choix de la di�usivit�e g(ru) correspond �a un seuillage comparable �a celui
du gradient ru(x), g�en�eralement utilis�e dans l'�etape �nale des �ltres lin�eaires.

Pour les tests num�eriques de ce mod�ele [91], la fonction g utilis�ee est de la forme:

g(ru) = 1

1 +
�
jjrujj
�

�2 � > 0; (2.11)

ou encore:

g(ru) = exp(�
�jjrujj

�

�2
) � > 0: (2.12)

On peut remarquer que ces deux expressions de la fonction g pr�esentent la même ap-
proximation au premier ordre.

Perona et Malik [91] ont montr�e que ce mod�ele am�eliore la performance du �ltre de
Canny [17] �a d�etecter les bords dans une image bruit�ee.

Formulation Variationnelle

On peut associer au mod�ele de Perona-Malik une fonctionnelle d'�energie donn�ee par:

E(u) =
1

2

Z



Z t

0
g
�
jru(x; s)j

�
dsdx (2.13)
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Supposons que u est un minimum de E et v une fonction test quelconque, la variation de
E est alors donn�ee par :

lim
t!0

E
�
u+ tv

�
� E(u)

t
=

Z


g
�
jruj

�
rurvdx

= �
Z


v div

�
gjruj)ru

�
dx

Donc l'�equation de Perona-Malik peut être interpr�et�ee comme une m�ethode de descente
du gradient de la fonctionnelle E:

@u

dt
= �rE (2.14)

R�ecemment Osher et Rudin [86, 78] ont propos�e un autre choix de la fonction g pour
le mod�ele (1.10):

g(s) =
1

s
et � = 0

le mod�ele (1.10) s'�ecrit dans ce cas:

@u

@t
= div

� ru
jruj

�
(2.15)

Cette �equation correspond aussi �a une m�ethode de descente (1.14), o�u E, la fonctionnelle
associ�ee, est donn�ee par:

E(u) =
Z


jru(x)jdx: (2.16)

Nous verrons dans le paragraphe (1.5) d'autres �equations de di�usion bas�ees sur un
principe de minimisation d'�energie.

�Equivalence avec les R�eseaux Neuronaux

Il est �a noter qu'il existe une relation entre le mod�ele continu (1.10) et un mod�ele
discret [34, 32], bas�e sur les r�eseaux de neurones. En e�et, consid�erons le r�eseau neuronal
suivant:

dXi

dt
= �AXi + (B �Xi)

nX
k=1

IkGki � (Xi +D)
nX

k=1

IkEki (2.17)

o�u les Ik sont des fonctions (patterns) d'entr�ee et les Gki des fonctions Gaussiennes dont
l'�cart type d�epend de la distance inter-cellulaire jk � ij.

Cohen et Grossberg [34] ont montr�e que ui, activit�e ou potentiel de la i�eme cellule
ob�eit �a l'�equation de di�usion non lin�eaire suivante:

dui
dt

= �Hui + Ji+1;i(ui+1 � ui) + Ji�1;i(ui�1 � ui) + Fi (2.18)
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o�u la fonction d'entr�ee Fi = Xi=1 + �Si, le seuil Si =
Pn

k=1Gikf(yk) et les coe�cients de
di�usion Ji+1;i et Ji�1;i sont d�etermin�es en fonction des contours de l'image �a traiter de
la mani�ere suivante:

Ji+1;i =
�

1 + �[Si+1 � �]� + �[Si � �]�
et Ji�1;i =

�

1 + �[Si�1 � �]� + �[Si � �]�
(2.19)

o�u � est un seuil (� > 0). Le mod�ele (1.18) peut être consid�er�e comme une discr�etisation
sous forme de r�eseau de neurones du mod�ele continu (1.10) [110]. Nous reverrons dans le
chapitre 2 d'autres analogies entres des r�eseaux neuronaux et des op�erateurs de di�usion
lin�eaire.

Malheureusement, le mod�ele de Perona-Malik (1.10) pr�esente des di�cult�es pratiques
et th�eoriques. Si l'on suppose que le signal est bruit�e et que le bruit est tr�es fort (non
born�e en th�eorie), aucune oscillation du gradient n'est visible; le bruit est donc gard�e. Dans
ce cas, le lissage conditionnel pr�esent�e par cette m�ethode n'est plus e�cace. Cela reste
vrai pour les images fortement textur�ees. Pour le choix de la fonction g, aucune th�eorie
qui puisse montrer l'existence et l'unicit�e de la solution de (1.10) n'existe. Si la fonction
xg(x) est d�ecroissante sa discr�etisation peut conduire �a des algorithmes instables. Si l'on
introduit les notations ~x (la coordonn�ee suivant la direction parall�ele au gradient de u)
et x? (celle suivant sa direction orthogonale) u = u(~x; x?; t), l'�equation de Perona-Malik
s'�ecrit :

@u

@t
= G

0

(ru)u~x~x + g(ru)ux?x? (2.20)

o�u G(x) = xg(x). Ce mod�ele agit donc comme une �equation de la chaleur r�etrograde au
voisinage des tr�es fortes discontinuit�es car ux?x? = 0 et G

0

(ru) < 0 si jjrujj > � pour
un choix de la conductivit�e g(ru) correspondant �a la formule (1.11), et si jjrujj > �=

p
2

pour le choix de la formule (1.12). Ces conditions rendent l'algorithme instable même si
l'image de d�epart est assez lisse [84].

Pour r�esoudre le probl�eme des instabilit�es, une solution propos�ee est d'utiliser des
r�egularisations explicitement dans la fonction de conductivit�e a�n de rendre le probl�eme
bien pos�e et d'obtenir des r�esultats stables et de meilleures qualit�es. Cette solution, que
nous allons d�ecrire dans le paragraphe suivant, a �et�e ind�ependamment propos�ee dans [26]
et [84]. Signalons aussi qu'une autre solution num�erique a �et�e propos�e par Perona, Shiota
et Malik [92].

Nous d�etaillons, dans la suite de ce paragraphe, quelque mod�eles fond�es sur la r�egula-
risation du mod�ele Perona-Malik.

2.3.2 Versions r�egularis�ees du mod�ele Perona-Malik

Il est possible d'envisager deux sortes de r�egularisation: spatiale ou temporelle (et
�evidemment une combinaison des deux). Nous allons montrer, dans ce paragraphe, qu'une
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telle r�egularisation rend e�ectivement le mod�ele Perona-Malik (1.10) bien pos�e et son
approximation num�erique stable.

Le mod�ele de Catt�e, Lions, Morel et Coll [26]

Ce mod�ele consiste �a remplacer la di�usivit�e dans le mod�ele de Perona et Malik par
sa version r�egularis�ee. Plus pr�ecis�ement ce �ltre est bas�e sur le syst�eme suivant:8>>><

>>>:
@u

@t
= div(g(jrG� � uj)ru)

u(x; 0) = u0(x)

(2.21)

o�u

G�(x) =
1

4��2
exp

�
� jxj2

4�2

�
:

Le terme rG� � u est le gradient de la solution (au temps t = �) de l'�equation de la
chaleur (1.6) avec u(:; t) comme condition initiale, g(s) une fonction de la variable s qui
tend vers 0 quand s tend vers l'in�ni et rG� � u une somme pond�er�ee de Gaussiennes.

En pratique, comme pour l'�equation de la chaleur, on ne distingue pas les gradients
forts qui viennent du bruit de ceux des objets signi�catifs. Pour discriminer cette confu-
sion il est possible d'utiliser un param�etre d'�echelle pour le lissage des zones homog�enes
de l'ordre de

p
�. Le temps n�ecessaire avant de stopper le processus de di�usion est de

l'ordre de �.

L'existence, l'unicit�e et la r�egularit�e de la solution de (1.21) compl�ement�ee par une
condition de Neumann ont �et�e d�emontr�ees [26].

Ce mod�ele, se comportant localement comme une inversion de l'�equation de la cha-
leur, peut devenir instable. De plus, la pr�esence d'un terme combinant le gradient et
son r�egularis�e dans l'op�erateur de di�usion rend di�cile de lui trouver une interpr�etation
g�eom�etrique. Pour le traitement d'image contenant des segments o�u une partie peut être
partiellement cach�ee (ex. des vaisseaux sanguins dans le cas de l'imagerie m�edicale), ce
�ltre se comporte comme un �ltre lin�eaire sur les objets monodimensionnels; d'autre part,
la di�usion s'annulant de part et d'autre des bords, il n'y a pas d'�elimination de bruit
[109]. Nous verrons dans le paragraphe (1.7) et dans le chapitre 2, deux mod�eles mieux
adapt�es au traitement d'images pr�esentant des objets monodimensionnels.

Autres r�egularisations

Notons qu' une r�egularisation spatio-temporelle a �et�e introduite par Nitzberg et Shiota
[84]. Dans le cas monodimensionnel ils ont propos�e le mod�ele suivant:

@tu = @x
� @xu

1 + v

�
(2.22)
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@tv = !
�
(@xu� v) +

�2

2
@2xv

�
(2.23)

o�u u est le niveau de gris de l'image, ! un r�eel positif et � le param�etre d'�echelle li�e �a la
r�egularisation spatiale (� > 0). On remarque que lorsque � ! 0 et ! ! 1, ce mod�ele
tend �a se rapprocher du mod�ele isotrope non lin�eaire propos�e par Perona et Malik (1.10).
Le cas bidimensionnel, d�etaill�e dans [83], donne lieu �a un sch�ema particuli�erement bien
adapt�e �a la restauration des points anguleux.

Signalons en�n que dans la lign�ee de ces r�egularisations du mod�ele de Perona-Malik,
Whitaker et Pizer [115, 113] ont choisi de remplacer le param�etre d'�echelle � par un autre
d�ecroissant en temps. Par contre Li et Chen [77] ont propos�e de faire d�ecrô�tre la constante
� dans la fonction g.

2.3.3 Filtre limiteur d'oscillation

Utilisant les techniques d�evelopp�ees en analyse num�erique des �equations hyperboliques
non lin�eaires, Rudin [95] a �et�e le premier �a introduire les �ltres limiteurs d'oscillation dits
Shock F ilters pour la restauration des images. Ces �ltres permettent de d�evelopper dans
l'image restaur�ee des ph�enom�enes analogues aux ondes de choc en m�ecanique des uides
[95].

Le premier �ltre monodimensionnel est bas�e sur des modi�cations de l'�equation de
Burger de la mani�ere suivante:

8>>><
>>>:

@u

@t
+ F (uxx)juxj = 0

u(x; 0) = u0(x)

(2.24)

o�u F est une fonction telle que xF (x) � 0. Ce mod�ele d�eveloppe des lignes de choc l�a o�u
uxx change de signe, c'est �a dire sur les bords de l'image.

Une g�en�eralisation du mod�ele (1.24) dans le cas bidimensionnel a �et�e introduite par
Osher et Rudin, ils ont propos�e le mod�ele suivant:

8>>><
>>>:

@u

@t
+ jrujF (rutHru) = 0

u(x; 0) = u0(x)

(2.25)

o�u F v�eri�e les mêmes conditions que dans le cas monodimensionnel,H est le Hessien de
u et le terme rutHru permet l'extraction des contours.
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Pour renforcer les contrastes d'une image, Osher et Rudin [86] ont aussi propos�e un
sch�ema conservatif permettant d'inverser l'�equation de la chaleur:

8>>><
>>>:

@u

@t
= �jrujF (�u)

u(x; 0) = u0(x)

(2.26)

Lorsque (F (x) = x), ce mod�ele se comporte comme l'�equation de la chaleur avec un
temps t invers�e, d'o�u le nom �ltrage par inversion de l'�equation de la chaleur.

Pour la discr�etisation de cette �equation, Osher et Rudin ont utilis�e un sch�ema explicite
monotone qui pr�eserve la taille, la variation totale et la situation des extrema locaux. Si le
signal est bruit�e, ce mod�ele devient peu e�cace car les uctuations de uxx dues au bruit
g�en�erent des "faux" chocs.

Pour maintenir la di�usion dans les zones o�u le niveau de bruit est important, Alvarez
[6, 5] a pr�esent�e un processus fond�e sur les �ltres limiteurs de tension et sur la di�usion non
lin�eaire. Reprenant le mod�ele monodimensionnel (1.24) introduit par Rudin, il a propos�e
le sch�ema suivant:

8>>><
>>>:

@u

@t
+ F (G� � uxx; G� � ux)juxj = 0

u(x; 0) = u0(x)

(2.27)

o�u G� est la Gaussienne d'�ecart type � donn�ee par la formule (1.1) et F satisfait la
condition suivante:

F (x)x1x2 � 0 pour tout x = (x1; x2) 2 IR2: (2.28)

Le mod�ele (1.27) d�eveloppe des chocs lors du passage �a z�ero du signal �ltr�e, ce qui
�evite d'att�enuer la di�usion dans les zones fortement bruit�ees.

Avant de passer aux �ltres bas�es sur la courbure principale, signalons qu'une version
bidimensionnelle de cette derni�ere �equation (1.27) a �et�e introduite par Alvarez et Mazorra
[6]; cette g�en�eralisation au cas 2D a �et�e e�ectu�ee de la mani�ere suivante :

@u

@t
= C�(u)� u�F (G� � u��; G� � u�); (2.29)

la notation � = �(x) est pour la direction du gradient ru(x), G� reste la Gaussienne
d'�ecart type �, C une constante strictement positive et F une fonction v�eri�ant la condi-
tion (1.28).
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2.4 Filtres bas�es sur la notion de courbure et contours

actifs

La motivation principale des �ltres bas�es sur le d�eplacement de la courbure principale,
dits de mean curvature motion (MCM), est la construction d'un op�erateur de di�usion
non lin�eaire capable de di�user "plus" dans la direction parall�ele aux objets signi�catifs
et "moins" dans leurs directions perpendiculaires. C'est une autre approche qui va nous
permettre d'englober les �ltres d�e�nis pr�ec�edemment dans un cadre plus large de �ltres
anisotropes.

2.4.1 Filtres bas�es sur la notion de courbure (MCM)

Si l'on introduit les notations ~x (la coordonn�ee suivant la direction parall�ele au gradient
de u) et x? (celle suivant sa direction orthogonale) u = u(~x; x?; t), l'�equation de la chaleur
s'�ecrit sous la forme :

@u

@t
= ux?x? + u~x~x: (2.30)

Le premier terme permet donc le lissage suivant la direction des bords; par contre le
deuxi�eme di�use suivant leur direction orthogonale. Il n'est donc pas di�cile de voir que,
pour ne conserver que la di�usion le long des contours, l'�equation de la chaleur doit être
remplac�ee par:

@u

@t
=

@2u

@(x?)2
(2.31)

= �u� D2u(ru;ru)
jruj2 (2.32)

Une formulation de cette derni�ere �equation sous forme de "quasi divergence" nous donne :

@u

@t
= jrujdiv

� ru
jruj

�
(2.33)

Le front de di�usion est une ligne de niveau d�e�nie �a l'instant t par :

Frt = f(x; y) = u(x; y; t) = Cteg (2.34)

Cette courbe Frt peut être param�etr�ee par :

Frt = fM(s; t) = u(M(s; t) = Cteg (2.35)

La vitesse
~@M

@t
de d�eplacement du point M et

~@M

@s
, la direction de la tangente �a Frt en

M sont li�ees par la relation suivante :

<
~@M

@t
;

~@M

@s
>= 0 (2.36)
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Une di��erenciation de (1.35) par rapport �a t et s nous permet d'�ecrire:

<
~@M

@t
; ~ru > +

@u

@t
= 0 et <

~@M

@s
; ~ru >= 0 (2.37)

(1.36) et (1.37) nous donnent :
~@M

@t
= � ~ru. En rempla�cant dans (1.37) et en utilisant

(1.33) on obtient :

~@M

@t
=

h
�

~ru
j ~ruj

i
div
� ru
jruj

�
(2.38)

=
h
�

~ru
j ~ruj

i
courbure(u) (2.39)

o�u (courbure(u)), la courbure en chaque point d'une ligne de niveaux, est donn�ee par :

courbure (u) = div
� ru
jruj

�
; (2.40)

Les fronts de di�usion se d�eplacent ainsi avec une vitesse proportionnelle �a la courbure.
Les courbes C, correspondant aux lignes de niveaux de u, �evoluent donc selon l'�equation
suivante:

Ct(:; t) = k(:; t): ~N (2.41)

o�u k(x; t) est la courbure de C au point x et ~N le vecteur normal int�erieur �a cette courbe.
L'�equation (1.33) peut être interpr�et�ee comme un �ltre bas�e sur le d�eplacement de la
courbure principale. Ce �ltre est ainsi fond�e sur le syst�eme suivant:8>>><

>>>:
@u

@t
= jruj courbure (u)

u(x; 0) = ~u0(x)

(2.42)

o�u ~u0 est une version lisse de u0, le niveau de gris de l'image �a traiter. Cette EDP cor-
respond �a une di�usion anisotrope dans la direction des lignes de niveaux de l'image. Il
est �a noter que cette �equation est identique �a celle propos�ee par Osher et Sethian [88]
pour l'�evolution des courbes et �a celle �etudi�ee par Rudin, Osher et Fatemi [96] pour la
restauration d'image.

On remarque que ce mod�ele ne comporte aucun �el�ement permettant de stopper le
processus de di�usion sur le bord des objets repr�esentatifs.

En coordonn�ees cart�esiennes (x; y), l'�equation (1.33) peut se r�e�ecrire comme suit:

@u

@t
=

u2yuxx � 2uxuyuxy + u2xuyy

u2x + u2y
: (2.43)
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Dans un r�ecent papier [4], Alvarez, Guichard, Lions et Morel ont g�en�eralis�e l'�equation
pr�ec�edente en utilisant une approche axiomatique de la th�eorie des �ltres pass� bas.

Une autre version du mod�ele pr�ec�edent et de celui de Perona et Malik a �et�e introduite
par Alvarez, Lions et Morel [5]. Ils ont pr�esent�e et �etudi�e le mod�ele suivant :

8>>><
>>>:

@u

@t
= g(jrG� � uj)jrujdiv

�
ru
jruj

�
;

u(x; 0) = u0(x)

(2.44)

Ce mod�ele fait partie de la classe des �ltres s�electifs et d�epend de deux param�etres: la
fonction contraste qui correspond au seuillage du gradient jruj dans la th�eorie de Marr
et Hilreth [79] et le param�etre d'�echelle li�e �a l'�ecart type de la Gaussienne G qui est li�e
au d�etail minimal �a garder dans l'image �a traiter. Une interpr�etation des termes de cette
�equation est la suivante :

� jrujdiv
� ru
jruj

�
= �u� D2u(ru;ru)

jruj2 permet de lisser le niveau de gris sur les

deux faces des objets repr�esentatifs, avec un minimum de lissage sur l'objet lui
même. Ce terme de di�usion donn�e par (1.33) est anisotrope dans la direction
parall�ele aux contours.

� la fonction g �etant non croissante en x et tendant vers 0 quand x tend vers l'in�ni,
g(jrG� �uj) contrôle la vitesse de di�usion et renforce les contrastes. Ainsi, dans
les r�egions de l'image o�u le gradient est faible le terme g(jrG� �uj)jruj est grand
ce qui permet un maintien de la di�usion le long de la direction orthogonale
au gradient par contre dans les r�egions �a fort gradient ce terme est faible et la
di�usion s'annule.

Comme pour le �ltre de Catt�e et al, sur les segments, la di�usion disparâ�t, ce type de
sch�ema non lin�eaire ne permet donc pas d'�eliminer le bruit. Ce �ltre n'est, par cons�equent,
pas appropri�e au pr�e-traitement d'images contenant des objets monodimensionnels. Une
autre di�cult�e est que si l'image �a restaurer correspond �a une ellipse alors le mouvement
par courbure, qui a tendance �a transformer toute courbe ferm�ee en cercles, d�elocalise les
bords. Nous verrons dans le paragraphe (1.6.1) une approche morphologique qui permet
de garder la forme elliptique de ces courbes de niveaux.

2.4.2 MCM et contours actifs

En parall�ele avec l'application des EDP au traitement d'image, s'est d�evelopp�ee une
th�eorie de la d�eformation de courbes planes sous l'e�et d'une �equation de la chaleur
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intrins�eque:

8><
>:

Ct = C��

C(:; 0) = C0

(2.45)

o�u C est une courbe ferm�ee du plan a�ne Euclidien, � une abscisse curviligne et C0 une
courbe de d�epart.

Si l'on consid�ere la courbe initiale comme l'isophote d'une image u, alors son �evolution
suivant (1.45) est la même que celle produite par l'�equation (1.31) [71, 72, 100]. Sapiro et
Tannenbaum [99] ont appliqu�e ces �equations d'�evolution a�nes et euclidiennes de courbes
planes au lissage de courbes bruit�ees; ceci permet en particulier de pr�eserver la surface ou
le p�erim�etre de la courbe initiale.

Signalons que l'espace d'�echelle engendr�e par cette �equation a �et�e utilis�ee dans le
domaine de la reconnaissance des formes par Faugeras et Keriven [53] et r�ecemment g�e-
n�eralis�ee au cas o�u � est l'abscisse curviligne projective [50, 53].

Dans le cadre de l'application des EDP au contours d�eformables (ou contours actifs
�egalement connus sous le nom de \snakes") introduits par Wikin et Kass [31, 70], se
basant sur les �equations (1.31,1.45), Caselles et al [18] ont pr�esent�e le mod�ele g�eom�etrique
suivant: 8>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

@v

@t
= g(x) jrvj

�
div

� rv
jrvj

�
+ �

�

v(0; x) = v0(x)

g(x) =
1

1 + jr(G� � u0)j2

(2.46)

o�u � est une constante positive,G��u0 �etant la convolution de l'image contenant l'objetO
�a segmenter, avec la Gaussienne d'�ecart type � (1.1), la donn�ee initiale v0 est une version
lisse de la fonction 1 � �C et �C la fonction caract�eristique d'un ensemble C contenant
l'objet O.

Pour une fonction r�egularis�ee v donn�ee, la k�courbe de niveau de v est donn�ee par:

@C(t) = f(x; y) 2 IR2 : v(x; y; t) = kg; (2.47)

et la courbure en un point x de la courbe @C est donn�ee par: courbure(x) = div
� rv
jrvj

�
.

Dans l'EDP (1.46), une ligne de niveau de l'image v est une repr�esentation implicite
d'une courbe C, appel�ee �a �evoluer dans le temps au sein de l'image u0 a�n de converger
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vers les fronti�eres de l'objet O �a segmenter. Une interpr�etation g�eom�etrique de ce mod�ele,
est alors la suivante:

� � est un terme de correction qui permet d'assurer la positivit�e de (div
� rv
jrvj

�
+�),

ainsi le niveau de gris en un point x de la courbe @C crô�t proportionnellement
�a la courbure de @C en ce point et @C tend �a se rapprocher des bords de l'objet
O lorsque sa courbure devient n�egative ou nulle.

� La convolution de u0 avec une Gaussienne permet en e�et d'�eliminer le bruit lors
du mouvement de @C.

� g(x) contrôle la vitesse de d�eplacement de @C: quand @C est proche des bords
de l'objet O, jr(G� � u0)j devient tr�es grand et @C ne bouge plus. Ce coe�cient
permet donc de ralentir l'�evolution de v au voisinage de O.

Dans le mod�eles MCM , Caselles Kimel et Sapiro [22] ont introduit le concept du
contour actif g�eod�esique. Ceci consiste �a r�e�ecrire l'�equation (1.46) sous la forme suivante:8><

>:
@v

@t
= g(x) jrvj div

� rv
jrvj

�
+rg:rv

v(0; x) = v0(x)
(2.48)

dans cette EDP le nouveau terme rg:rv, permet de pousser encore davantage le contour
vers les bords des objets �a segmenter et �evite le probl�eme du choix de la constante �.

R�ecemment, utilisant les propri�et�es g�eom�etriques du mod�ele (1.46), Caselles et Coll
[19] ont propos�e l'algorithme suivant:8>>><

>>>:

@v

@t
= g(t; x) jrvj

�
div

� rv
jrvj

�
+ �

�
+ (1 � g(t; x))V:rv

v(0; x) = v0(x)

(2.49)

o�u V = (V1; V2) est la vitesse; et pour k un seuil donn�e et " > 0, la fonction g a �et�e d�e�nie
par:

g(t; x) =

8><
>:

1 si jG� � u0j < k � "

0 si jG� � u0j > k + "
(2.50)

Dans cet algorithme, le terme (1� g(t; x)) est nul au voisinage externe des objet Oi �a
segmenter et prend la valeur 1 sur les bords de ces objets. La multiplication par g permet
de r�eduire l'estimation de la vitesse V au voisinage de ces bords. Les autres termes ont la
même interpr�etation g�eom�etrique que dans (1.46).

L'existence et l'unicit�e de la solution de viscosit�e de (1.49) compl�ement�ee par une
condition de Neumann ont �et�e d�emontr�ees [19].
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2.5 Filtres par minimisation d'�energie

Comme on l'a vu pr�ec�edemment, les solutions des �equations de r�eaction-di�usion iso-
trope lin�eaire et non lin�eaire peuvent être interpr�et�ees comme minimisantes de fonction-
nelles d'�energie. Inversement les approches par minimisation d'�energie peuvent donner
acc�es, via les �equations d'Euler associ�ees, �a de nouveaux mod�eles de di�usion.

2.5.1 Le mod�ele de Mumford-Shah

Pour segmenter une image u0 : 
! IR, se basant sur les mod�eles discrets introduits par
S. et D. Geman [56], Mumford et Shah [81, 82] ont propos�e de minimiser la fonctionnelle
suivante:

Eu0(u;w) = �
Z


(u� u0)

2dx+
Z

nK

jruj2dx+ �jKj (2.51)

o�uK est l'ensemble des bords et jKj sa distance de Hausdor� , � et � �etant deux constantes
positives.

Ce mod�ele consiste �a approcher l'image initiale u0 d�e�nie sur un domaine 
 � IR2 et �a
valeurs dans [0; 1] par une fonction u pr�esentant des discontinuit�es dans un sous ensemble
K. Ce �ltre combine donc en un même traitement, lissage de l'image et d�etection des
bords.

Dans le livre de Morel et Solimini [80], on trouve une �etude tr�es d�etaill�ee du mod�ele
de Mumford-Shah et de celle de ses algorithmes d�eriv�es.

Une autre classe de mod�eles bas�es sur la minimisation de fonctionnelles a �et�e introduite
en approchant la discontinuit�e sur le sous ensembleK, par une fonction r�eguli�ere ~u, d�e�nie
par :

~u(x) =

8><
>:

0 le long des bords de u

1 ailleurs
(2.52)

En introduisant un param�etre c, li�e �a la longueur des bords, il est naturel de chercher
�a minimiser la quantit�e suivante :

~Eu0(u; ~u) =
Z



�
�(u� u0)

2 + ~u2:jruj2+ �(cjr~uj2 + (1 � ~u)2

4c

�
dx (2.53)

La minimisation de cette fonctionnelle ~Eu0 correspond aux �equations de descente du gra-
dient: 8>>>><

>>>>:

@u

@t
= div(~u2ru) + �(u0� u);

@~u

@t
= c�~u� 2~u

�
jruj2 � (1� ~u)

2c

(2.54)
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La fonctionnelle ~E n'est pas convexe; l'algorithme de descente du gradient ne converge
g�en�eralement pas vers le minimum global. Mumford et Shah ont conjectur�e [82] que la
fonctionnelle Eu0 admet un minimum(u;K) lorsqueK est un ensemble �ni de courbes C1.

R�ecemment, J. Shah [102] a propos�e de minimiser la fonctionnelle suivante:

E(u;K) =
Z Z


nK
jjrujjdxdy+ �

�

Z Z


ju� u0jdxdy +

Z
K

Ju
1 + �Ju

ds (2.55)

o�u 
 est un sous ensemble ouvert born�e de IR2, K une courbe segmentant 
 et u une
version lisse de l'image (� IR2nK ), Ju le saut de u �a travers K (Ju = ju+ � u�j et les
notations + et � correspondent aux deux faces de K). Les poids � et � sont attribu�es �a
chaque point du bord en fonction du contraste.

La fonctionnelle propos�ee par Shah pour l'impl�ementation de la m�ethode de descente
du gradient, est donn�ee par:

E�(u; v) =
Z Z




h
�(1 � v2)jjrujj+ �ju� u0j+ �

2
jjrvjj2+ v2

2�

i
dxdy (2.56)

o�u, pour reprendre les notations de (1.53), v = 1 � ~u (1.52). L'�equation de descente du
gradient correspondante s'�ecrit dans ce cas:8>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

@u

@t
= �2rv:ru+ (1� v)jjrujjcourbure (u)� �

�(1� v)
jjrujj(u� u0)

ju� u0j

@v

@t
= r2v � v

�2
+
2�

�
(1� v)jjrujj

@u

@n
j@
 = 0 ;

@v

@n
j@
 = 0

(2.57)

Ces mod�eles r�esultent du même type d'approche car les bords sont repr�esent�es par une
fonction qui vaut essentiellement 1 ou 0. La di��erence r�eside essentiellement dans le fait
que les normes L2 sont remplac�ees par les normes L1, qui permettent des solutions �a
variations born�ees et discontinues. Une interpr�etation des termes du syst�eme (1.57) est la
suivante:

� Le terme 2rv: rujjrujj � (1 � v) courbure (u) +
�

�(1 � v)

(u� u0)

ju� u0j repr�esente la vi-
tesse de d�eplacement des courbes de niveaux de l'image liss�ee u. Le premier terme
est l'advection permettant de tirer les courbes de niveaux �a travers les grandes
valeurs de v, le second est un terme de lissage [4] et le dernier permet le transfert
des courbes de niveaux avec une vitesse ��=�(1� v).

� Dans ce mod�ele, u d�eveloppe des chocs, �etant donn�e que l'�evolution est parabo-
lique le long des courbes de niveaux de u, et hyperbolique suivant sa direction
normale.
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� dans le cas monodimensionnel, le terme courbure(u) disparâ�t et l'�equation d'�evo-
lution de u devient hyperbolique gouvern�ee par une �equation d'advection en v,
d'o�u un renforcement des contrastes .

La g�en�eralisation de ce mod�ele dans le cas o�u l'image u0 est un ensemble de fonctions:
u0 = fu10; :::::; um0 g, est propos�ee dans [103]. L'avantage, par rapport aux �ltres pr�ec�edents,
est que ce mod�ele n'utilise en principe qu'un seul param�etre et fournit des r�esultats com-
parables �a ceux obtenus par les meilleurs d'entre eux. Il semble cependant que ce mod�ele
n'ait �a ce jour pas donn�e lieu �a des r�esultats th�eoriques satisfaisants [103].

2.5.2 Le mod�ele de Nordstr�om

Nordstr�om [85] propose de minimiser la fonctionnelle suivante :

Eu0(u;w) =
Z



�
�:(u� u0)

2 + w:jruj2+ �2:(w � lnw)
�
dx: (2.58)

o�u w : 
! [0; 1] avec w � 1 �a l'int�erieur d'une zone homog�ene et est nulle sur les bords,
� et � �etant deux constantes positives.

L'�equation d'Euler correspondante est donn�ee par :

�:(u� u0)
2 � div(wru) = 0; (2.59)

�2:(1� 1

w
) + jruj2 = 0; (2.60)

L'�equation (1.60) nous permet d'�ecrire ! sous la même forme que la fonction g du
mod�ele de Perona-Malik:

w =
1

1 +
jruj2
�2

(2.61)

La m�ethode du gradient correspondant �a la minimisation de (1.59) conduit �a l'�equation
de r�eaction-di�usion suivante :8>>><

>>>:
@u

@t
= div(g(jruj2)ru) + �:(u0� u)

u(x; 0) = u0(x)

(2.62)

Cette �equation combine le terme de di�usion de Perona-Malik et un terme de rappel
vers l'image initiale, dont le but est de rendre le traitement moins sensible au choix du
temps d'arrêt.

D'autre part, en plus du choix des param�etres � et � qui doivent être appropri�es, la
fonctionnelle donn�ee par (1.58) n'�etant par convexe, la m�ethode peut converger vers un
minimum local alors que la m�ethode de r�esolution de l'�equation (1.54) ne converge pas
n�ecessairement vers un minimum global. C'est d'ailleurs une di�cult�e assez g�en�erale qui
concerne le �ltrage par minimisation d'�energie.
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2.6 Approche morphologique et Analyse multi-�echelle

2.6.1 Une approche morphologique

Selon le principe morphologique, le niveau de gris d'une image est arbitraire et seul
l'ordonnance locale des niveaux de gris a un sens [3]. En d'autre termes, dans une image,
l'ordre des niveaux de gris constitue une information signi�cative. De plus, une image se
d�ecompose en ses courbes de niveau, d�e�nies comme les bords des r�egions o�u le niveau de
gris d�epasse une certaine valeur. Il est donc facile de reconstruire une image �a partir de
lignes de niveaux. Alvarez et al [2, 4] ont propos�e l'EDP suivante:

@u

@t
= jruj(div

� ru
jruj

�
)
1

3 (2.63)

Une interpr�etation de ce mod�ele, faisant le lien avec une m�ethode de lissage it�eratif et
a�ne des courbes propos�ee ind�ependamment par Sapiro et Tannenbaum [99], est donn�ee
dans [4].

Dans un r�ecent papier, Caselles et al [20] ont propos�e une autre version bas�ee sur
l'�equation suivante:

8>>><
>>>:

@u

@t
= 11Z(x; y)jruj

�
div

� ru
jruj

�� 1

3

u(x; 0) = u0(x)

(2.64)

Une version bien pos�ee de (1.64) est obtenue en rempla�cant 11Z par sa version r�egularis�ee
11Z;" de la mani�ere suivante:

11Z;"(x; y) =

8>><
>>:

1 si d
�
(x; y); Z

�
> "

0 si d
�
(x; y); Z

�
< "

2

(2.65)

L'interpr�etation de l'�equation (1.64) est essentiellement la même que pour (1.63). La seule
di��erence est l'alt�eration de la vitesse des lignes de niveau de u dans un "-voisinage de Z.

Puisque le temps d'arrêt est li�e au �echelles, les contours �a grandes �echelles subissent
un grand d�eplacement ce qui rend di�cile l'application de ces mod�eles.

Donnons maintenant un dernier point de vue sur le �ltrage donn�e par une analyse
multi-�echelle.
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2.6.2 Une analyse multi-�echelle

L'analyse multi-�echelle d'une image consiste en la g�en�eration d'une suite d'images.
Chaque terme u(:; �) de cette suite est une version �ltr�ee �a une �echelle � de l'image origi-
nale u0, ce qui revient �a l'application d'un ensemble d'op�erateurs T� qui, appliqu�es �a une
image u0 conduisent �a une s�equence d'images u(:; �) = T�(u0).

Le probl�eme du choix de l'op�erateur T� a �et�e �etudi�e par l'axiomatisation de l'analyse
multi-�echelle qui permet d'obtenir l'unicit�e de cet op�erateur. Il est �a noter que cette axio-
matisation a �et�e largement d�evelopp�ee par Alvarez, Guichard, Lions et Morel [2, 3, 1, 7].

Si l'on note par u� cette version liss�ee de u0, le niveau de gris de l'image originale, et
par K� l'ensemble des bords pr�esents dans cette image, les principaux axiomes que doit
v�eri�er cette analyse multi-�echelles sont les suivants:

(i) Fid�elit�e: lim
�!0

u� = u0

(ii) Causalit�e : aucun faux d�etail ne doit être produit au cours de la diminution
de la r�esolution ni lors du passage d'une petite �a une grande �echelle; u� d�epend
seulement de u�0 pour � > �

0

. Cette propri�et�e se formule axiomatiquement par:
�etant donn�e � et �

0 � 0, il existe un op�erateur de transition not�e T�;�0 tel que:

T�0(u0) = T�;�0 o T�(u0) et T�;�(u0) = u0

(iii) Causalit�e forte: K� � K�
0 pour � > �

0

Cette analyse est un point de vue g�en�eral dans lequel s'inscrit le �ltre Gaussien, entre
autre.

Le �ltre Gaussien v�eri�e les deux propri�et�es (i) et (ii) lorsque � est le param�etre li�e
�a l'�echelle spatiale: u� = u(:; �). Divers travaux se sont int�eress�es �a la v�eri�cation de la
troisi�eme propri�et�e [117].

2.7 Di�usion tensorielle

Toutes les m�ethodes cit�ees jusqu'�a pr�esent utilisent une di�usivit�e scalaire. Dans ce
paragraphe nous pr�esenterons quelques mod�eles bas�es sur l'�equation de la di�usion �a
conductivit�e tensorielle, appel�ee di�usion anisotrope.

Le mod�ele de Cottet et Germain [41]

Les deux traitements r�ealis�es par les �ltres bas�es sur les �equations de r�eaction-di�usion
sont d'une part le �ltrage du bruit et d'autre part le renforcement des contrastes du si-
gnal. Constatant que dans le cas isotrope ces mod�eles ne permettaient pas de conserver
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les objets pr�esentant une courbure tr�es forte, Cottet et Germain [41] ont introduit un op�e-
rateur de di�usion anisotrope pour un lissage s�electif en plus d'un terme de r�eaction pour
renforcer les contrastes de l'image. Cet op�erateur permet ainsi de contrôler les directions
de di�usion.

Soient 
 le domaine [0; 1]2, � = @
 sa fronti�ere et " un r�eel positif. Notons par � la
fonction indicatrice de support, la boule de centre O et de rayon "; on peut ainsi d�e�nir
la fonction cut-o� �" par :

�"(x) = "�2�(
x

"
): (2.66)

Une version r�egularis�ee u" de u le niveau de gris de l'image est obtenue par convolution
de u (prolongement de u sur IR2) avec une fonction cut-o�:

u"(x) = (u � �")(x) =
Z
IR2

�"(x� y)u(y)dy (2.67)

Dans ce mod�ele, l'op�erateur de di�usion est d�e�ni comme �etant la projection orthogonale
sur l'orthogonale au gradient de u":

A"(u) =
1

jru"j2 + "2

 
(@xu")2 �@xu"@yu"
�@xu"@yu" (@yu")2

!

L'id�ee est que l'op�erateur de di�usion mâ�trise les endroits o�u la variation de la courbure
des bords n'est pas tr�es importante. Plus pr�ecis�ement ce mod�ele est bas�e sur l'�equation
de r�eaction-di�usion anisotrope suivante:

8>>>>>><
>>>>>>:

@tu� "2div([A"(u)][ru]) = f(u) dans 


u(:; 0) = u0 dans 


u = 0 sur �

(2.68)

En utilisant ce �ltre, l'image trait�ee est obtenue sur les �etats asymptotiques de sa solution,
le probl�eme du choix d'un temps ad�equate pour stopper la di�usion est donc surmont�e.

Une analyse du comportement du mod�ele (1.68) est la suivante :

� En un point o�u l'image est non bruit�ee, les directions A"(u)[ru] et ru sont
approximativement parall�eles donc [A"(u)][ru] � 0. L'�equation (1.68) se r�eduit
donc �a une simple �equation de r�eaction; le lissage est alors supprim�e et remplac�e
par un renforcement des contrastes.

� En un point o�u l'image est bruit�ee, les directions ne sont pas corr�el�ees:A"(u)ru �
ru d'o�u div([A"(u)][ru]) � �u. La di�usion se comporte comme un �ltre Gaus-
sien d'o�u un maintien du lissage.
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Le terme de r�eaction f a �et�e choisi de classe C1 satisfaisant:

f(1) = 0 et x f(x) > 0 pour x 6= 0

Le param�etre " d�etermine la taille minimale de l'objet qu'on veut garder dans l'image
originale. C'est donc une constante de r�egularisation spatiale permettant �a ce mod�ele
d'�eliminer l'information pr�esentant des variations spatiales sur des �echelles inf�erieures �a
".

L'attractivit�e des �etats asymptotiques non triviaux et l'existence de solution de ce
mod�ele, dans le cas discret, ont �et�e d�emontr�ees [41].

La di�cult�e pos�ee par ce �ltre est li�ee essentiellement au choix du terme de r�eaction,
qui suppose une connaissance a priori du niveaux de gris des objets signi�catifs. Nous
introduirons dans les chapitres suivants un nouveau mod�ele de di�usion anisotrope avec
une r�egularisation temporelle dans le but de surmonter ces di�cult�es.

Le mod�ele de Weickert [110]

Weickert a propos�e d'utiliser une di�usion tensorielle pour r�egulariser le mod�ele de
Perona-Malik [107, 108, 109, 110], comme alternative au mod�ele de Catt�e et al [26]. Dans
ce mod�ele le param�etre �, donn�e dans (1.11), d�epend de la direction du gradient ru. Plus
pr�ecis�ement celui-ci est bas�e sur l'�equation de di�usion anisotrope suivante:

8>>>>>><
>>>>>>:

@tu = r:
�
D(ru�)ru

�
dans 


u(:; 0) = u0 dans 


< D(ru�):ru; n >= 0 sur �

(2.69)

o�u n est un vecteur normal, 
 un domaine rectangulaire de IR2 et � sa fronti�ere. La
notation <;> repr�esente le produit scalaire Euclidien de IR2; u� est d�e�ni par:

u�(x; t) = (G� � ~u(:; t))(x) avec � > 0 (2.70)

o�u ~u est une extension de u, le niveau de gris de l'image, de 
 dans IR2. La convolution
avec une Gaussienne d'�ecart type � rend le �ltre insensible au bruit correspondant aux
�echelles inf�erieures �a �.

L'op�erateur de di�usion D est sym�etrique, d�e�ni, positif, (v1; v2) �etant une base or-
thonormale de ses vecteurs propres:

v1 jj ru� v2 ? ru� (2.71)
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Les deux valeurs propres correspondantes (�1; �2) sont donn�ees par la formule suivante:

�1(rG� � u) = g(jrG� � uj2) (2.72)

�2(rG� � u) = 1: (2.73)

L'existence, l'unicit�e et la r�egularit�e de la solution de ce mod�ele ont �et�e d�emontr�ees
[110] (c'est une extension de la d�emonstration de Catt�e et al [26]).

R�ecemment, Weickert [111] a propos�e de choisir comme valeurs propres :

�1(rG� � u) =

(
1 si jru�j = 0

1 � exp
�

�C
jru�j2m

�
si non

(2.74)

�2(rG� � u) = 1: (2.75)

o�u m 2 IN et C est une constante positive.

Ainsi, sur les objets signi�catifs �1 d�ecrô�t rapidement favorisant la di�usion de part
et d'autre de ces objets sur la di�usion �a l'int�erieur de l'objet lui même.

L'avantage par rapport au �ltre conditionnel de Catt�e et al est que ce mod�ele lisse
mieux les images bruit�ee et renforce les contrastes en di�usant s�electivement. Il se com-
porte ainsi comme isotrope dans les zones homog�enes, et comme anisotrope le long des
objets signi�catifs (edges). Lorsque � ! 0, le mod�ele (1.69) tend �a se rapprocher du
mod�ele isotrope non lin�eaire propos�e par Perona et Malik (1.10).

Ce mod�ele, comme celui de Catt�e et al, est strictement et uniform�ement (par rapport
au temps) dissipatif et par cons�equent ne donne que des �etats asymptotiques triviaux. Le
probl�eme du choix du temps appropri�e pour stopper le processus de di�usion n'est donc
pas surmont�e.

2.8 R�esolutions Num�eriques

Puisque l'image a �et�e d�e�nie comme une grille �xe, alors, en analyse num�erique des
mod�eles bas�es sur les EDP, les sch�emas explicites de di��erence �nie sont les mieux adapt�es.
De plus, de part leur caract�ere local, ils sont faciles �a utiliser sur des machines parall�eles.
Cohignac et al [35] ont propos�e de modi�er l'approximation spatiale des d�eriv�ees a�n d'ob-
tenir des propri�et�es de stabilit�e. Une approximation sous forme de r�eseaux de neurones
a �et�e introduite par Cottet [39, 40], elle a la particularit�e d'avoir des images �ltr�ees sur
les asymptotiques en temps et une stabilit�e au sens de Lyapunov. Pour une comparaisons
entre di��erentes m�ethodes on pourra se r�ef�erer �a [35].

En�n on ne peux pas terminer ce chapitre sans mentionner que plusieurs des mo-
d�eles cit�es plus haut ont �et�e adapt�es pour l'analyse d'images tridimensionnelles (3-D)
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[52, 51, 24].

Dans le paragraphe suivant, nous donnons quelques exemples concernant les domaines
d'applications des mod�eles introduits plus haut.

2.9 Domaines d'applications

Les mod�eles d'�equations de di�usion lin�eaire, non lin�eaire ou anisotrope sont g�en�e-
ralement appliqu�es au pr�e-traitement des images, comme �etape avant la segmentation
[90, 50, 101, 104], ou d'une mani�ere plus g�en�erale, celle de l'interpr�etation des images
[80, 98]. Entre autres domaines d'application, on trouve �evidemment le domaine m�edical:
l'Imagerie par R�esonance magn�etique (IRM) [41, 40, 57, 112, 8, 14, 73] et les images �echo-
graphiques [30, 16, 36] ainsi que l'imagerie cellulaire. L'imagerie satellite en m�et�eorologie
et en cartographie apparâ�t aussi comme un champs d'application tout comme l'imagerie
strat�egique (e.g. d�etection et reconnaissance de forme).

Dans le chapitre 4, nous traiterons plusieurs de ces applications, notamment des images
r�eelles, qui repr�esentent une vari�et�e assez importante de probl�emes particuliers. De plus,
nous verrons que les �ltres bas�es sur la di�usion anisotrope [40] sont les mieux adapt�es
au lissage d'image pr�esentant des objets monodimensionnels (vaisseaux sanguins dans le
cas des images m�edicales).

2.10 Conclusions et Discussion

On a vu que les �ltres lin�eaires, outils e�caces pour le d�ebruitage, d�elocalisent les
objets signi�catifs et ne permettent pas le renforcement des contrastes. Ils rendent donc
di�cile la segmentation des objets.

Les �ltres non lin�eaires d�ependant des propri�et�es locales des images ont permis une
avanc�ee signi�cative. Leur d�eveloppement a �et�e accompagn�e de la mise en oeuvre de tech-
niques sophistiqu�ees de sch�emas num�eriques. N�eanmoins, certaines di�cult�es pratiques
subsistent. Une de ces di�cult�es est le choix d'un temps n�ecessaire et su�sant pour le lis-
sage des images. Les autres �ltres anisotropes bas�es sur la minimisation de fonctionnelles
qui ne sont pas toujours convexes, d'o�u une absence de convergence vers un minimum
global.

Apr�es avoir pr�esent�e di��erents mod�eles, ainsi que les id�ees de base de l'application
des EDP pour le traitement d'images et les di�cult�es pratiques et th�eorique de chacun
de ces �ltres, nous pr�esenterons dans le chapitre suivant un nouveau mod�ele de di�usion
anisotrope capable d'�eviter beaucoup de ces complications.
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Chapitre 3

R�eseaux de Neurones et Di�usion

Anisotrope

3.1 Introduction

U
N r�eseau de neurones est une description, en termes de variables simpli��ees, d'un
syst�eme neurobiologique. Cette description comporte deux classes de variables: l'une

repr�esente l'activit�e des cellules nerveuses (ou neurones), l'autre d�ecrit les connexions (ou
synapses) entre ces cellules nerveuses. Un mod�ele complet de r�eseaux de neurones adap-
tatif contient donc en g�en�eral deux �equations d'�evolution, une pour chaque variable.

On dit qu'un r�eseau de neurones s'adapte ou subit un apprentissage, s'il d�eveloppe les
deux traitements simultan�ement. Il y a donc interaction entre les deux processus. L'un
des apprentissages les plus populaires est l'apprentissage Hebbien [61]. Il consiste �a lier
les forces des connexions des neurones �a la corr�elation de leurs activit�es.

En 1943, Mc Culloch et Pitts ont propos�e un mod�ele de neurones formels organis�es
dans un r�eseau interconnect�e et e�ectuant de simples op�erations. Ce mod�ele a �et�e �a la base
de nombreuses �etudes. Mais le mod�ele qui a suscit�e le plus d'int�erêt est celui propos�e, par
la suite, par J.J Hop�eld [65]. Il s'agit d'un r�eseau de neurones dont l'architecture est sem-
blable �a celle propos�ee par Mc Culloch et Pitts avec une matrice synaptique sym�etrique �a
diagonale nulle, et dont l'activation (fonction de transfert) est �a seuil, ou sigmo��dale. Ce
mod�ele poss�ede par ailleurs des analogies avec ceux �etudi�es dans le domaine des verres de
spin [10, 106] en physique statistique, et dans le domaine de l'imagerie [39, 15].

Lorsque les param�etres (taille du r�eseau, poids synaptiques, fonction de transfert, seuil,
...) sont convenablement choisis, les r�eseaux de neurones peuvent être une base naturelle
pour la construction d'�equations aux d�eriv�ees partielles pour le traitement d'images. De
plus, ils poss�edent une capacit�e de stabilisation sur les attracteurs ponctuels (en neurobio-
logie les attracteurs repr�esentent les faits m�emoris�es ou ((patterns))) ou sur les trajectoires
p�eriodiques de la dynamique des r�eseaux, qui peuvent servir de guide pour la d�e�nition
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de mod�eles EDP ayant des �etats asymptotiques non triviaux.

Dans ce chapitre, nous commen�cons par donner quelques rappels concernant les pro-
pri�et�es dynamiques des r�eseaux de neurones, pour ensuite donner des approximations par
�equations de di�usion anisotrope. En�n nous donnerons une �etude de stabilit�e asympto-
tique au sens de Lyapunov.

Signalons en�n que Grossberg [58, 60] et Cohen & Grossberg [33, 32] ont d�evelopp�e
des processus d'apprentissage ou d'adaptation des syst�emes biologiques en introduisant
une partie inhibitrice et une autre excitatrice dans les �equations d'�etat.

3.2 Le mod�ele dynamique de Hop�eld

3.2.1 D�e�nitions

Un r�eseau de neurones est un ensemble discret de points i porteurs d'une fonction
d'entr�ee (input) et d'une fonction de sortie ou r�eponse (output).

Les neurones sont interconnect�es entre eux par l'interm�ediaire de sommes pond�er�ees
par des poids synaptiques formant g�en�eralement une matrice carr�ee.

La fonction d'entr�ee de chaque neurone i provient de deux sources di��erentes, soit
de l'ext�erieur dans le cas d'un r�eseau sous inuence externe, soit des autres neurones j
(j 6= i). La fonction totale d'entr�ee T s'�ecrit donc comme suit:

Ti =
X
j 6=i

JijVj + Ei pour chaque neurone i, (3.1)

Dans cette �equation, Jij est la connexion (ou poids synaptique) entre les neurones i et j.
Le r�eseau est dit excitateur si Jij > 0 et inhibiteur si Jij < 0. Quand Jij = 0, il n'y a pas
de connexion entre les unit�es i et j.

Pour chaque neurone i, le param�etre Ei repr�esente une entr�ee externe provenant g�e-
n�eralement de l'environnement dans lequel �evolue le r�eseau. Si pour tout i, Ei = 0 ou
d�epend uniquement de l'�etat initial, le r�eseau est dit isol�e ou sans inuence externe.

Suivant la d�e�nition de McCulloch et Pitts, �a chaque neurone i correspond un seuil
d'activation Si, par rapport auquel l'�etat de chaque neurone est donn�e par la formule
suivante:

Vi =

8><
>:

V 0 si Ti < Si

V 1 si Ti � Si

(3.2)
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Dans le cas d'un r�eseau bool�een, on a V 0 = 0 et V 1 = 1

Sorties Unit�es cach�ees Entr�ees

Fig. 3.1 { Architecture de r�eseaux de neurones

Dans le cas d�eterministe, le premier et le plus simple des mod�eles de r�eseaux neuronaux
a �et�e celui introduit par le physicien J.-J. Hop�eld en 1982 [65]. Dans ce mod�ele, la fonction
de sortie et celle d'entr�ee instantan�ee du neurone sont li�ees par la relation suivante:

Vi = gi(�Ui); pour chaque neurone i. (3.3)

La fonction de transfert gi est monotone et sigmo��de avec deux asymptotes V + et V �,
o�u le param�etre de gain � est un nombre qui contrôle et qui, dans la limite � ! 1,
redonne un r�eseau bool�een (pour V � = 0 et V + = 1).

L'�equation d�ecrivant la dynamique de l'activit�e des neurones est telle que l'�etat de
chaque neurone i soit la somme d'une combinaison lin�eaire des activit�es des autres neu-
rones j (j 6= i) et d'un facteur ext�erieur au r�eseau Ei. Plus pr�ecis�ement, les �etats de
neurones �evoluent selon une loi dite de r�esistance-capacitance [66] :

8>>>><
>>>>:

dUi

dt
=
X
j

JijVj � Ui

Ri

+ Ei

Vi = gi(�Ui)

pour chaque neurone i (3.4)

o�u les Ri sont des coe�cients de r�esistances et Ei une fonction externe au r�eseau.
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3.2.2 Propri�et�es dynamiques

Choisissons comme syst�eme comp�etitif de r�eseau de neurones, le r�eseau de Hop�eld
(2.4) avec � > 0 et g sigmo��dale, strictement croissante sur IR et born�ee. Le r�eseau est
suppos�e fonctionner sans inuence externe. Le choix de la fonction de transfert (input�
output) g est tel que:

g : IR! (�1; 1); g
0

(x) > 0; et g
0

(x) � g
0

(0) =
1

�
8x 6= 0:

La fonction de transfert g est continue et strictement croissante, on peut donc d�e�nir sa
r�eciproque G (G = g�1):

Ui =
1

�
G(Vi)

Concernant la stabilit�e, les m�ethodes les plus appliqu�ees en syst�emes dynamiques sont les
m�ethodes dites de Lyapunov [116].

Consid�erons le syst�eme dynamique suivant:

dU

dt
= F (U) o�u U = (U1; :::; Un) et F = (fi : IR

n ! IR)i=1;:::;n (3.5)

Soit V un voisinage d'un �etat d'�equilibre S du syst�eme (2.5)
�
fi(S) = 0, i = 1; ::::; n

�
et E une fonction de V dans IR.

D�e�nition 1 E est une fonction de Lyapunov associ�ee au syst�eme (2.5) dans
un voisinage V de S si:
- E(S) = 0 et E(U) > 0 si U 2 V n fSg
- E

0

(U) � 0, pour tout U 2 V:

Th�eor�eme 1 Un �etat d'�equilibre S est dit stable au sens de Lyapunov s'il existe une
fonction de Lyapunov E d�e�nie sur un voisinage V de S. Et, si de plus E

0

(U) < 0, pour
tout U 2 V n fSg, alors S est dit asymptotiquement stable.

En 1982, en rapportant la dynamique du r�eseau (2.4) �a une dynamique d'interaction
dans les verres de spin en physique statistique, Hop�eld [66] a montr�e qu'il existe une
fonction �energie (fonction de Lyapunov) pour les deux �equations (2.4), dans le cas o�u J
est sym�etrique en indice (Jij = Jji):

E = �1

2

X
i

X
j

JijVi +
1

�

X
i

Z Vi

0
G(V )dV (3.6)

Th�eor�eme 2 J.J. Hop�eld [65]
Si les Jij sont constants et sym�etriques, alors la fonctionnelle E d�e�nie par (2.6) est
une fonction de Lyapunov associ�ee au syst�eme (2.4).
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La fonctionnelle E est born�ee et d�ecroissante en temps. C'est donc une fonction de Lyapu-
nov associ�ee au syst�eme (2.4) [116]. Cette fonctionnelle E n'est autre que l'�energie totale
du syst�eme (circuit �electrique) qui d�ecrô�t dans le temps [66].

De plus, la convergence de l'�energie E vers un minimum local correspond �a la conver-
gence du r�eseau (2.4) vers un �etat stable, les attracteurs du r�eseau sont donc des �etats
stationnaires [28, 29].

Par contre, lorsque les poids synaptiques Jij ne sont pas sym�etriques le syst�eme de
Hop�eld (2.4) n'admet pas de fonction de Lyapunov et peut donc avoir des cycles limites.

Avant d'�etudier les propri�et�es dynamiques des r�eseaux de neurones avec apprentissage
(ou �a synapses adaptatives), il est important de noter que Grossberg [59] a montr�e la
convergence d'un r�eseau neuronal comp�etitif pour lequel aucune fonction de Lyapunov
n'est connue [62, 63, 64].

3.3 M�ecanismes d'apprentissage

Les m�ethodes d'apprentissage d�ependent de la dynamique utilis�ee pour calculer les
poids successifs du r�eseau. Selon le type d'apprentissage, on distingue deux classes de
r�eseaux:

3.3.1 R�eseaux �a m�emoire associative

Un r�eseau �a m�emoire associative est un r�eseau pour lequel, pour chaque �etat initial
U(0) =

�
u1(0); ::::::; un(0)

�
, il existe un �etat d'�equilibre �U tel que lim

t!1
U(t) = �U . Il est

souvent d�ecrit par l'�equation suivante:

dui
dt

= �ciui + �i
�X

j

Jijuj � �i
�
+ Ii (3.7)

o�u les ui(t) sont dans [0; 1]. A chaque unit�e i est associ�e un coe�cient de fatigue ci, une
fonction de transfert �i, un seuil (ou biais) �i et un facteur externe Ii.

Pour prouver la convergence de ce r�eseau vers un �etat d'�equilibre �U , il convient de
montrer qu'il existe une fonction de Lyapunov associ�ee au syst�eme qui soit born�ee et
d�ecroissante dans le temps.

Pour m�emoriser des vecteurs �1; �2; ::::; �p dans le r�eseau (2.7), il su�t de calculer la
matrice synaptique J qui permettra au r�eseau d'avoir ces vecteurs comme �etats stables.
Une m�ethode de calcul de cette matrice J est fond�ee sur la r�egle d'apprentissage Hebbienne
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[61]:

Jij =
pX

k=1

�ik�jk (3.8)

o�u �ik est la k �eme composante du vecteur �p.

Une autre m�ethode de calcul de la matrice J , fond�ee aussi sur l'apprentissage Hebbien,
s'�ecrit sous une forme di��erentielle comme suit [75]:

dJij
dt

= �p �j � Jij (3.9)

Plus g�en�eralement, Cohen et Grossberg [33] ont montr�e qu'un r�eseau de neurones est
�a m�emoire associative, si on peut l'�ecrire sous la forme suivante:

dui
dt

= �i(ui)
h
�i(ui)�

nX
j=1

�ijdj(uj)
i

(3.10)

avec: �i(ui) � 0, �ij = �ji et d
0

j(uj) � 0.

Cette g�en�eralisation a permis de montrer l'�equivalence math�ematique de plusieurs mo-
d�eles malgr�e leur forme di��erente.

Le r�eseau r�ecurrent (2.7) peut être aussi r�e�ecrit sous la forme suivante:

U(t+ 1) = G(JU(t)� �) (3.11)

o�u J est la matrice synaptique, U et � des vecteurs dont les i�emes composantes sont res-
pectivement ui et �i et G : IRn ! IRn une fonction v�eri�ant G(x) =

h
gi(xi)

i
i
.

Pour les probl�emes d'ajustement du r�eseau �a un ensemble de donn�ees, Pineda a d�e-
montr�e que, si le r�eseau (2.11) converge vers un point �xe �, il est possible de calculer sa

di��erentielle
@�

@Jij
par une m�ethode de r�etro-propagation [93]. Pour cela, on peut utiliser

la d�eriv�ee partielle V =
�
@U=@Jij

�
ij
, pour obtenir:

V (t+ 1) = DF
�
JV (t)� �

��
JV (t) + E(U(t))

�
(3.12)

o�u E = (Eij) est la matrice dont les coe�cients sont nuls sauf celui en (i; j), qui est �egal �a 1.

Pour obtenir une approximation de la di��erentielle de �(x) par rapport �a J , on utilise
donc le r�eseau secondaire (2.12) dont les activations sont V . Cette approche est appel�ee
apprentissage par descente du gradient.

La pratique a montr�e que la m�ethode d'apprentissage par descente du gradient est tr�es
lente en raison de nombreux minima locaux (points o�u la di��erentielle du r�eseau s'annule).
Il est donc utile d'utiliser d'autres approches, par exemple les algorithmes g�en�etiques [55],
permettant de modi�er la mise �a jour des poids lors de la descente du gradient.
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3.3.2 R�eseaux �a synapses adaptatives

Dans ce cas, les connexions synaptiques Jij entre les neurones i et j ne sont plus
constantes mais suivent l'�evolution des activit�es des neurones (on dit que les synapses
s'adaptent). Plusieurs adaptations de la matrice synaptique ont �et�e utilis�ees [75, 97],
mais un des premiers mod�eles avec apprentissage Hebbien a �et�e introduit par le physi-
cien D. Dong [45, 46, 47]. C'est un r�eseau neuronal du type Hop�eld avec des synapses
s'adaptant de la mani�ere suivante:

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

dUi

dt
=

X
j

TijVj � Ui + Ii

Vi = gi(�Ui)

�
dSij
dt

= �Sij + ViVj

Tij = Hij(Sij)

(3.13)

o�u Tij est une fonction continue croissante et born�ee de la corr�elation des potentiels Vi et
Vj et � une constante positive. Une int�egration de l'�equation d'apprentissage des synapses
nous donne:

Sij =
Z t

�1
exp(

� � t

�
)Vi(� )Vj(� )d� (3.14)

Ici, l'apprentissage est bel et bien du type Hebbien (ou apprentissage local) puisque les
poids synaptiques Jij de chaque neurone i ne d�ependent que de l'activation des neurones
voisins j (j 6= i). Ce r�eseau peut s'interpr�eter de la mani�ere suivante: lorsque la corr�ela-
tion entre deux neurones est positive, le terme excitateur crô�t et, inversement lorsque la
corr�elation est n�egative, le terme inhibiteur d�ecrô�t.

De plus, ce mod�ele (2.13) admet comme fonctionnelle �energie, la fonction E suivante:

E = �1

2

X
ij

TijVi +
X
i

Z
ui �

X
i

Ii +
1

2

X
ij

Z
SijdTij (3.15)

Par des di��erentiations �el�ementaires, et en supposant que les entr�ees Ii sont constantes et
que les poids synaptiques Tij sont sym�etriques en indices, on obtient le r�esultat suivant:

�dE
dt

� 0
�

et
�dE
dt

= 0) dUi

dt
= 0 et

dSij
dt

= 0
�

(3.16)

Ce mod�ele est donc asymptotiquement stable au sens de Lyapunov.

Nous pr�esenterons, dans le paragraphe suivant, une autre forme d'apprentissage fond�ee
sur l'analogie entre les r�eseaux de Hop�eld et les syst�emes de r�eaction-di�usion.
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3.4 Approximation par syst�emes de r�eaction-di�usion

Ce paragraphe sera consacr�e �a un probl�eme classique de reconnaissance; celui-ci consiste
en l'approximation de syst�emes de r�eaction di�usion par les r�eseaux neuronaux et inver-
sement. Pour cela nous reprendrons l'analyse introduite par Cottet [39, 40], et reprise par
Edwards [48].

Nous nous int�eresserons ainsi aux r�eseaux bidimensionnels de taille in�nie, ce qui
revient �a faire tendre vers z�ero la distance entre deux neurones voisins. Pour �eviter toute
confusion nous r�eservons les notations i; j pour les indices de tenseur, et nous supposons
que les neurones sont situ�es sur les noeuds d'un maillage uniforme comme suit:

xp = ph; p 2 Z2 o�u xp est la position du neurone. (3.17)

3.4.1 Approximation par di�usion anisotrope

Une premi�ere mani�ere de comprendre le rapport entre les r�eseaux de neurones et les
�equations de r�eaction di�usion est de prendre:

Jpq = J"(xp; xq) = K(
xq � xp

"
) (3.18)

o�u K est une fonction �a sym�etrie radiale, �a support compact, et " un petit param�etre qui
donne la port�ee synaptique.

Pour d�eterminer le terme de di�usion de la fonction activit�e continue v (analogue de
l'activit�e discr�ete V ), suppos�ee assez r�eguli�ere, on calcule l'int�egrale suivante:

Z
J"(x; y)

h
v(y)� v(x)

i
dy =

Z
K(

y � x

"
)v(y)dy � v(x)

Z
K(

y � x

"
)dy (3.19)

Si on note par �0 et �2 les moments d'ordre 0 et 2 de la fonctionK, un d�eveloppement limit�e
�a l'ordre 1 de la fonction v au voisinage de x nous permet d'approcher cette int�egrale par
"4�2�v(x), et une quadrature de l'op�erateur int�egral (2.19) nous donne l'approximation
suivante:

"4�2�v(xp) =
1

n

X
q

J"(xp; xq)v(xq)� v(xp)�0 (3.20)

Dans (2.20) nous retrouvons la somme des activit�es des neurones pond�er�ees avec les poids
synaptiques. Le terme de droite du r�eseau de Hop�eld est donc une discr�etisation d'un
op�erateur de di�usion non lin�eaire. Le terme v(xp)�0 correspond �a celui de la r�eaction au
point xp. Nous pouvons donc introduire l'�equation de r�eaction-di�usion suivante:

@v

@t
� a"(v)�v = f(v) (3.21)
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o�u

a"(v) = "4�2 = 2"4
Z
IR2

y2 K(y) dy

L'�equation de r�eaction-di�usion (2.21) est �equivalente au r�eseau de Hop�eld (2.4) dont
les poids synaptiques v�eri�ent la r�egle d'apprentissage (2.18).

Cependant, une discr�etisation de �0 dans (2.20) nous permet d'�eliminer le terme de
r�eaction dans (2.21), et l'�equation (2.20) peut être r�e�ecrite sous la forme suivante:

1

2
�2�v(xp) = h2

X
q

Jpq
h
v(xq)� v(xp)

i
+ "2O(h2) (3.22)

Le second membre de cette �equation contient une combinaison lin�eaire des potentiels des
neurones qui nous permet d'introduire le r�eseau suivant:8><

>:
dUp

dt
=

1

n

X
q

Jpq(Vq � Vp)

Vp = g(�Up)
(3.23)

Dans ce syst�eme, la fonction de transfert g est monotone et continue, on peut alors d�e�nir
sa fonction r�eciproque G = g�1, et ce r�eseau se r�e�ecrit comme suit:

dVp
dt

=
�

G0(Vp)

h1
n

X
q

Jpq
�
Vq � Vp

�i
(3.24)

Nous pouvons annoncer la proposition suivante:

Proposition 1 Si les coe�cients a" et n v�eri�ent les propri�et�es suivantes:

a"(v) =
�h�2

G0(V )
et, n est de l'ordre de

h2

"2
: Si v et V les solutions de (2.21) et (2.24)

sont assez r�eguli�eres, alors:

max
p

���Vp � v(xp)
��� � O("2) + "2O(h2): (3.25)

preuve: Pour le neurone de position xp, l'�equation (2.22) se note sous la forme:

�v(xp) =
1

�2

hh2
"2
X
q

K(xp; xq)
�
v(xq)� v(xp)

�i
+ "2O(h2) (3.26)

En �ecrivant l'�equation (2.21) sans le terme de r�eaction au point xp, et en utilisant l'ap-
proximation de l'op�erateur Laplacien (2.26), on arrive au r�esultat suivant:

@v(xp)

@t
= a"(v)

2 h2

�2

X
q

Jpq
h
v(xq)� v(xp)

i
+ "2O(h2) (3.27)

Une identi�cation des seconds membres des deux �equations (2.24) et (2.27) nous donne
l'�equivalence entre les r�eseaux de neurones et les �equations de di�usion anisotrope.
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Signalons en�n que R. Edwards [48, 49] a introduit une g�en�eralisation des r�esultats de
Cottet sur l'�equivalence entre les r�eseaux de Hop�eld:

dvp
dt

=
1

G0(vp)

h
�
X
q

Tpqvq � �G(vp)
i
; (3.28)

et l'�equation de r�eaction-di�usion suivante:

dv

dt
=

1

G0(v)

h
"2D2v � �G(v)

i
(3.29)

=
1

G0(v)

h"2
2

divy(�ry[�(x; y)v(y)])
���
(x;x)

+ �0�(x; x)v(x)� �G(v)
i

(3.30)

o�u

� = diag(�1; �2) (3.31)

les �p �etant les moments d'ordre i de la fonctionK d�e�nie dans (2.18). Pour �p =constante,
on retrouve donc l'�equivalence introduite par Cottet [39].

3.4.2 Approximation par di�usion anisotrope et apprentissage

Dans cette partie, on cherche �a exploiter l'analogie entre les �equations de r�eaction-
di�usion et les r�eseaux de neurones. Nous allons construire une loi d'�evolution sur la
matrice de di�usion qui traduise une loi d'apprentissage naturelle pour les r�eseaux de
neurones. Le type g�en�eral d'une telle loi peut être cherch�e sous la forme :

dJpq
dt

+
1

�
Jpq =

1

�
G(u; xp; xq) (3.32)

o�u G est une fonction qui permet de renforcer ou d'inhiber les connexions entre di��erents
neurones selon la coh�erence locale de l'activit�e du r�eseau, mesur�ee par G(u; xp; xq), et
� est un petit param�etre qui donne l'�echelle de temps sur laquelle ces coh�erences sont
moyenn�ees.

A la lumi�ere de l'analyse qui pr�ec�ede il est alors naturel de chercher une loi d�evolution
de la matrice de di�usion sous la forme suivante :

dL

dt
+

1

�
L =

1

�
F (ru) (3.33)

la raison pour laquelle F apparâ�t comme une fonction de ru et non de u, apparâ�tra
dans la d�erivation qui suit.

Le but est alors de pr�eciser la forme de G et d'en d�eduire celle de F de telle sorte que
l'�equation de r�eaction di�usion :

@u

@t
� div(L ru) = f(u) ; (3.34)
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coupl�ee avec (2.33) traduise, dans la limite d'une distance entre neurones voisins tendant
vers 0, la dynamique du r�eseau de neurones dont les connexions ob�eissent �a (2.32). En
utilisant les techniques d'approximation par di�usion similaires �a celles donn�ees au d�ebut
de ce paragraphe, nous allons partir d'une fonction G s'�ecrivant sous la forme :

G(u; xp; xq) = "�6:�(
xp � xq

"
)jxp � xqj2

h
s2 � ju(xp)� u(xq)j2

jxp � xqj2
i

(3.35)

Le facteur � est un facteur de forme isotrope qui est quelconque, �a une constante multi-
plicative pr�es, qui d�ecrô�t vite et que nous supposerons �a support compact. Le seuil s est
un param�etre de contraste, nous reviendrons par la suite sur l'interpr�etation de (2.35).
Montrons que la fonction F qui d�ecoule de (2.35) est donn�ee par :

F (ru) = jruj2IPru? +
3

2
(s2 � jruj2) Id (3.36)

o�u IPru? est la matrice de la projection orthogonale sur l'orthogonale au gradient de u :

IPru? =
1

jruj2
 
(@xu)2 �@xu@yu
�@xu@yu (@yu)2

!
(3.37)

Pour trouver le r�eseau de neurone discr�etisant (2.33)-(2.34), il faut nous inspirer des
techniques d�ecrites dans [42] pour traiter le cas de la di�usion anisotrope.

Un op�erateur de di�usion Du = div(L ru) peut être discr�etis�e par un op�erateur
int�egral sous la forme :

Q"u(x) =
Z
�"(x; y; t)[u(x)� u(y)]dy (3.38)

o�u �" (�" ressemble �a K dans (2.18)) est construit a partir de fonctions cut-o� de la
mani�ere suivante [42] :

�"(x; y; t) = "�2:
X

1�i�2
1�j�2

mij(
x+ y

2
; t)	"

ij(y � x) (3.39)

o�u m = [mij] est une matrice �a d�eterminer en fonction de la matrice L et :

	"
ij(x) = "�2	ij(

x

"
) (3.40)

En pratique, on choisit d'abord la forme des 	ij puis on d�eduit les mij �a partir de condi-
tions sur les moments des 	"

ij pour assurer la consistance. Dans notre cas particulier, il
s'av�erera fructueux de choisir 	ij sous la forme :

	ij(x) = x?i x
?
j �(x) (3.41)
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avec la notation ? pour l'orthogonal :

pour x = (x1; x2) on a x?1 = x2 ; x?2 = �x1 (3.42)

et � est une fonction �a sym�etrie radiale qui doit v�eri�er les conditions de moments sui-
vantes :

(C1) pour les moments d'ordre �, avec j�j 6= 2, il existe un r�eel r tel que:

Z
x?i x

?
j �(x) x

�dx = 0 pour 1 � j�j � r + 1 (3.43)

(C2) les moments d'ordre 2 (j�j = 2 donc � = ek + el avec k et l dans [1; 2] (2.45))
v�eri�ent la relation suivante:

X
ij

� Z
x?i x

?
j �(x)x

ek+eldx
�
mij(x) = 2Lkl(x) (3.44)

o�u � = (�1; �2) est un multi-indice de IN2 , x = (x1; x2) est un �el�ement de IR2 et fe1; e2g
est la base canonique de IR2. On pose:

j�j = �1 + �2 et x� = x�11 + x�22 (3.45)

Dans ce cas, en suivant l'analyse de [42] (en rempla�cant xpxq par x?p x
?
q ) on montre que

la matrice m = [mij] se d�eduit de L par :

m = �L+
3

4
TrL Id (3.46)

Si L est donn�ee par :

L = jruj2IPru? + � Id ; (3.47)

on en d�eduit :

m = �jruj2 IPru? +
��
2
+
3

4
jruj2

�
Id (3.48)

Cette forme sp�eci�que se trouvera justi��ee �a posteriori par la loi d'apprentissage �a laquelle
elle conduit. Le param�etre � est li�e au seuil s par la relation suivante :

s2 =
4

3

�3
4
jruj2 + �

2

�
(3.49)

d'o�u

� =
3

2

�
s2 � jruj2

�
; (3.50)
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et

L =
h
jruj2IPru? +

3

2
(s2 � jruj2) Id

i
(3.51)

Dans l'analogie entre les op�erateurs de di�usion et les r�eseaux de neurones, les poids
synaptiques Jpq reliant deux neurones de positions xp et xq seront donn�es par :

Jpq = �"(xp; xq; t) (3.52)

en posant IPru? = [IPij], une application de (2.48) au point (xp+xq2
) nous permet d'�ecrire:

mij(
xp + xq

2
) = �jru(xp + xq

2
)j2IPij(

xp + xq
2

) + s2 Id (3.53)

d'o�u

Jpq = "�6�(
xp � xq

"
)

h X
1�i�2
1�j�2

�
� jru(xp+ xq

2
)j2IPij(

xp + xq
2

)(xp � xq)
?
i (xp � xq)

?
j

�
+ s2 jj(xp � xq)jj2

i

or

X
1�i�2
1�j�2

�
� jru(xp + xq

2
)j2IPij(

xp + xq
2

)(xp � xq)
?
i (xp � xq)

?
j

�

=
X

1�i�2
1�j�2

�
@?i u(

xp + xq
2

) @?j u (
xp + xq

2
)(xp � xq)

?
i (xp � xq)

?
j

�

=
h @u
@x1

(
xp + xq

2
)
i2
:(xp � xq)

2
1 +

h @u
@x2

(
xp + xq

2
)
i2
:(xp � xq)

2
2

=jru(xp + xq
2

):(xp � xq)j2

d'o�u

Jpq = "�6�(
xp � xq

"
)
h
jru(xp + xq

2
):(xp � xq)j2 + s2:jj(xp � xq)jj2

i

En utilisant un d�eveloppement limit�e de u �a l'ordre 1, cette derni�ere �equation peut
être r�e�ecrite comme suit :

Jpq � "�6:�(
xp � xq

"
)jjxp � xqjj2

h
s2 � ju(xp)� u(xq)j2

jjxp � xqjj2
i

(3.54)

Ce r�esultat nous donne la forme de la fonction G donn�ee par (2.35) et celle de F (2.36).
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Remarques

Les poids synaptiques v�eri�ent les propri�et�es suivantes:

� ils sont born�es de la mani�ere suivante:

(s2 � jruj2) "�6:�(xp � xq
"

) � Jpq

jjxp � xqjj2
� s2"�6:�(

xp � xq
"

) (3.55)

et ne sont non nuls que pour jxp � xqj � C:".

� la valeur maximale est atteinte lorsque les �etats des sites u(xp) et u(xq) sont les
mêmes. Quand la variation de u entre xp et xq est maximale, Jpq est minimal,
alors :

Jpq = (s2 � jruj2) "�6:�(xp � xq
"

)jj(xp � xq)jj2 (3.56)

Les connexions sont donc favoris�ees entre neurones pr�esentant des r�eponses co-
h�erentes. s correspond au seuil de coh�erence au del�a duquel ces connexions sont
favoris�ees.

On aboutit alors �a un syst�eme continu du type r�eaction-di�usion anisotrope:8>>>><
>>>>:

@u

@t
� div(L ru) = f(u)

dL

dt
+

1

�
L =

1

�

�
jruj2IPru? +

3

2
(s2 � jruj2) Id

� (3.57)

Notons ici, comme signal�e dans [40], que l'�equivalent "exact" qui r�esulterait de la r�egula-
risation spatiale de Cottet-Germain (F (ru) = IPr~u?) serait une loi d'apprentissage non
compl�etement satisfaisante.

Il d�ecoule de l'analyse qui pr�ec�ede qu'un mod�ele de r�eseau de neurones �equivalent est
donn�e par:8>>>>>>><

>>>>>>>:

dUp

dt
=

X
j

JpqVq � Up

dJpq
dt

+
1

�
Jpq =

1

�
"�6:�(

xp � xq
"

)jjxp � xqjj2
h
s2 � ju(xp) � u(xq)j2

jxp � xqj2
i

Vp = gp(�Up)

(3.58)

Dans ce syst�eme, l'apprentissage est du type Hebbien puisque les poids synaptiques
de chaque neurone ne d�ependent que de l'activation des neurones voisins.

Comme nous l'avons indiqu�e, le choix du terme de r�eaction pr�esuppose une connais-
sance a priori des niveaux de gris signi�catifs de l'image. En fait, comme nous le verrons
en particulier dans nos illustrations num�eriques, le param�etre de contraste s rend le terme
de r�eaction non n�ecessaire pour permettre des �etats asymptotiques non triviaux.
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3.4.3 Introduction d'un seuil dans l'op�erateur de di�usion

Dans ce paragraphe, nous rappelons l'�equation d'apprentissage sur la matrice de dif-
fusion :

dL

dt
+

1

�
L =

1

�

� jruj2
s2

IPru? +
3

2
s2 (1 � jruj2

s2
) Id

�
(3.59)

Lorsque jruj > s, cette �equation peut être source d'instabilit�e. Nous pouvons rem�edier
�a cette possible antidi�usion par troncature en rempla�cant le second membre dans (2.59)
par F (ru), d�e�ni par:

F (ru) =

8>>><
>>>:

IPru? si jruj > s

jruj2
s2

IPru? +
3

2
s2(1� jruj2

s2
) Id si jruj � s.

(3.60)

Nous verrons dans le paragraphe suivant que le r�eseau de neurone �equivalent admet des
propri�et�es de stabilit�e asymptotique au sens de Lyapunov qui donnent la possibilit�e d'un
renforcement des contrastes, ce que nous reverrons dans la partie application.

Finalement, nous pouvons introduire un nouveau mod�ele pour le traitement d'image.
Ce mod�ele est bas�e sur une �equation de di�usion non lin�eaire et anisotrope dont la matrice
de di�usion ob�eit �a une r�egle d'apprentissage comme suit:

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

@u

@t
� div(L ru) = 0

dL

dt
+

1

�
L =

1

�

8>>><
>>>:

IPru? si jruj > s

jruj2
s2

IPru? +
3

2
s2(1� jruj2

s2
) Id si jruj � s.

(3.61)

o�u � est un param�etre de relaxation et s un seuil du gradient.

Une �etude th�eorique de ce mod�ele est donn�ee dans [37] en annexe 1. En pratique, pour
le traitement d'images, ce mod�ele sera compl�et�e par deux conditions initiales:

� u(:; 0) = u0(x), le niveau de gris de l'image originale.

� L(:; 0) = L0 = Id, ce qui correspond �a un �ltrage isotrope du type Gaussien.

Dans le chapitre 4 on trouvera une �etude d�etaill�ee de ce mod�ele, ainsi que de ses
param�etres.
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3.4.4 Stabilit�e asymptotique au sens de Lyapunov

Dans ce paragraphe nous montrons quelques propri�et�es de stabilit�e en faisant une
analyse de type Lyapunov. Notre r�eseau admet l'architecture suivante:

8>>>>>>><
>>>>>>>:

dUp

dt
=

X
j

Jpq
�
Vq � Vp

�

�
dJpq
dt

= �Jpq + "�6 �(
xp � xq

"
)jjxp � xqjj2

h
s2 � ju(xp)� u(xq)j2

jxp � xqj2
i

Vp = gp(�Up)

(3.62)

Consid�erons le changement de variables suivant:

Tpq = Jpq � "�6:�(
xp � xq

"
)jjxp � xqjj2s2 (3.63)

ce qui nous permet d'�ecrire:

�
@Tpq
dt

= �
@Jpq
dt

= �Tpq � "�6�(
xp � xq

"
)
�
Vp � Vq

�2

Et, en posant:

Spq =
�(xp�xq

"
)

"6
Tpq = ApqTpq; (3.64)

le syst�eme discret (2.62) se r�e�ecrit:

8>>>>><
>>>>>:

dUp

dt
=

X
j

Jpq
�
Vq � Vp

�
Vp = gp(�Up)

�
dSpq
dt

= �Spq �
�
Vp � Vq

�2 (3.65)

Th�eor�eme 3 Si les Jpq sont sym�etriques (Jpq = Jqp), et si g est continue et stric-
tement croissante, alors les �etats d'�equilibre du syst�eme (2.65) sont asymptotiquement
stables au sens de Lyapunov.

preuve:

Consid�erons la fonctionnelle suivante:

E =
1

2

X
pq

Jpq(Vq � Vp)
2 +

1

2

X
pq

S2
pq (3.66)
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� Montrons d'abord que la fonctionnelle E est born�ee.
Pour cela, int�eressons nous �a l'�equation d'apprentissage de la matrice synaptique :

�
dSpq
dt

= �Spq �
�
Vp � Vq

�2
(3.67)

Une int�egration directe de la premi�ere �equation de ce syst�eme nous donne:

Spq =
Z t

0
� exp(

s� t

�
)
�
Vp(s)� Vq(s)

�2
ds + Spq(0) exp(

�t
�
) (3.68)

D'autre part, les potentiels Vp et Vq sont dans (�1; 1); ceci donne alors l'in�egalit�e
suivante:

�
Vp � Vq

�2 � 4 (3.69)

Ceci entrâ�ne:

jSpqj � 4 + exp(
�t
�
)
h
jSpq(0)j � 4

i

Finalement, on a la majoration suivante:

jSpqj � max
�
4; jSpq(0)j

�
(3.70)

Par ailleurs, l'�equation (2.64) nous donne:

jJpqj � Apq

�
max

�
4; jSpq(0)j

�
+ Cpq

�
= Jmax

pq (3.71)

o�u la constante Cpq est donn�ee par:

Cpq = max
pq

h
jjxp � xqjj2s2

i
(3.72)

Ceci nous permet d'�ecrire:

jEj � 2
X
pq

Jpq +
1

2

X
pq

Z
SpqdJpq

�
h
2 +

1

2
max

�
4; jSpq(0)j

�iX
pq

Jmax
pq = Emax

La fonctionnelle �energie E est donc born�ee. De plus, elle v�eri�e la propri�et�e
suivante:

max
t
jE(t)j � Emax (3.73)
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� Montrons maintenant que la fonctionnelle E(t) est d�ecroissante.

Une d�erivation de cette fonctionnelle par rapport �a Vp et Jpq nous permet d'�ecrire:

@E

@Vp
= �2X

j

Jpq(Vq � Vp)

= �2dUp

dt

nous avons �egalement:

@E

@Jpq
= Spq + (Vp � Vq)

2

= �� dSpq
dt

:

Ce qui nous permet d'�ecrire:

dE

dt
=

X
i

@E

@Vp

dVp
dt

+
X
pq

@E

@Jpq

dTpq
dt

= �2X
i

G
0

(Vp)
�dVp
dt

�2 �X
pq

Apq

�dJpq
dt

�2

La fonction de transfert g �etant continue strictement croissante, G
0

= (g�1)
0

est
donc positive. De plus, les constantes Apq sont positives. On peut donc conclure
que E est d�ecroissante.

En r�esum�e, la fonctionnelle E(t) est born�ee et v�eri�e la propri�et�e suivante:

�dE
dt

� 0
�

et
�dE
dt

= 0) dUp

dt
= 0 et

dJpq
dt

= 0
�

(3.74)

E est donc une fonction de Lyapunov associ�ee au syst�eme discret (2.62), et les �etats
d'�equilibre de ce syst�eme sont asymptotiquement stables au sens de Lyapunov.

Le caract�ere �eventuellement antidi�usif du r�eseau, mis en �evidence dans le syst�eme de
r�eaction di�usion avant seuillage (2.57), donne �a ce r�esultat de stabilit�e une importance
particuli�ere.

Comportement du r�eseau adaptatif (2.62)

Dans l'espace E des couples
�
Vp(t); Jpq(t)

�
tels que:

dVp
dt

6= 0 ou
dJpq
dt

6= 0, le r�eseau

neuronal (2.62) peut être �ecrit sous la forme dynamique suivante:

dXp

dt
= F (Xp); p = 1; :::::; n; o�u Xp 2 E (3.75)
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L'�evolution des �etats dans l'espace E aboutit �a des attracteurs qui sont situ�es sur les
minima locaux de E. En e�et, la fonctionnelle E(t) d�e�nie par (2.66) a une limite �nie,
et sa d�eriv�ee par rapport au temps converge vers 0:

lim
t!1

E(t) = constante et lim
t!1

dE(t)

dt
= 0 (3.76)

Si l'on suppose que dans l'espace E, le point (V 0
i ; J

0
pq) est �xe, alors une perturbation

(�V 0
i ; �J

0
pq) nous donne le syst�eme suivant:

8>>><
>>>:

d�Up

dt
=

X
j

�
�JpqVq + Jpqg

0

p(Uq)�Up

�
� �Up

d�Jpq
dt

= ��Jpq + 2Vpg
0

q(Uq)�Vq + 2Vqg
0

p(Up)�Vp + 2Vpg
0

p(Up)�Vp + 2Vqg
0

q(Uq)�Vq

Et pour (Vp = Cst; Jpq = Cst), en supposant que g(0) = 0, ce syst�eme devient :

8>>>><
>>>>:

d�Up

dt
= ��Up

d�Jpq
dt

= ��Jpq

ceci donne alors:

lim
t!+1

�Up = lim
t!+1

�Jpq = 0

Les �etats constants sont donc des points d'�equilibre stables.

3.5 Conclusion et Discussion

Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e trois mod�eles pour le traitement d'images: un
mod�ele fond�e sur les r�eseaux de neurones et deux sur les �equations aux d�eriv�ees partielles,
plus pr�ecis�ement sur les �equations de di�usion anisotrope.

Apr�es avoir �etabli l'analogie entre les r�eseaux de neurones et les �equations de di�usion
anisotrope, nous avons obtenu quelques r�esultats de stabilit�e asymptotique au sens de
Lyapunov.
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Chapitre 4

Etude de la Di�usion Anisotrope

D
ANS le chapitre pr�ec�edent nous avons introduit un nouveau �ltre pour le traitement
d'images. Ce mod�ele est bas�e sur une �equation de di�usion anisotrope avec un ap-

prentissage sur l'op�erateur de di�usion. Pour des raisons techniques, nous ne pouvons
prouver l'existence et l'unicit�e de la solution que pour un mod�ele r�egularis�e (r�esultat d�e-
taill�e en annexe 1). Dans ce chapitre, nous donnerons quelques r�esultats de stabilit�e sur le
mod�ele "brut" et des r�esultats partiels sur le mod�ele r�egularis�e. Nous pr�esenterons aussi
des sch�emas num�eriques stables. L'application de ces algorithmes au traitement d'images
ainsi que l'�etude des param�etres seront d�etaill�es dans le chapitre suivant.

4.1 Etude Th�eorique

Dans cette partie, nous pr�esenterons des r�esultats th�eoriques partiels sur une version
r�egularis�ee du mod�ele de di�usion anisotrope introduit dans le chapitre pr�ec�edent. Cette
r�egularisation est faite de la mani�ere suivante :

@u

@t
� div(Lru) = 0 (4.1)

dL

dt
+

1

�
L =

1

�
F (r"u) (4.2)

avec
r"u = r(u ? f") ; f"(y) = "�2f(

y

"
) ;

Z
f dx = 1 ; (4.3)

et

F (�) =

8>>><
>>>:

IP�? si j�j > s

j�j2
s2

IP�? +
3

2
s2(1� j�j2

s2
)Id si j�j � s

(4.4)

L et F (r"u) sont deux matrices 2 � 2 et P est la matrice de la projection orthogonale

sur l'orthogonale �a �
�
� = (�1; �2) 2 IR2

�
, donn�ee par :

IP�? =
1

j�j2
 
�22 ��1�2
��1�2 �21

!
; (4.5)
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Propri�et�es de l'op�erateur F (ru)

L'op�erateur F (ru) v�eri�e les propri�et�es suivantes:
(P1) F (ru) est une matrice sym�etrique d�e�nie positive.

La sym�etrie de la matrice IPru? nous donne celle de F (ru).

8v;w 2 IR2 on a:

< F (ru)v;w >=

8>>><
>>>:

< IPru? v;w > si jruj > s

jruj2
s2

< IPru? v;w > +
3

2
s2 (1 � jruj2

s2
) < v;w > si jruj � s

en posant ru = (ux; uy) et w = (w1; w2), nous pouvons e�crire

< IPru? v;w > =
1

jruj2 (u
2
yv1w1 � uxuyv2w1 � uxuyv1w2 + u2x)

=
< rot u; v >< rot u;w >

jruj2
o�u rot u = (uy;�ux). En faisant v = w on voit que IPru? et par suite F (ru) sont
positives.

La positivit�e de F (ru) permet de pr�evenir toute antidi�usion dans le syst�eme (3.1).
Pour L0 une valeur initiale de L v�eri�ant:

L0 � � Id avec � > 0 (4.6)

une int�egration de (3.2) nous donne :

L(t) = exp(
�t
�
)L0 +

1

�

Z t

0
exp(�t� s

�
)F (ru(:; s))ds (4.7)

l'op�erateur F (ru) �etant positif, donc :
L(:; t) � � Id (4.8)

La matrice L(u) est sym�etrique d�e�nie positive, l'�equation (3.1) est donc parabo-
lique.

(P2) F (ru) est born�e:
jF (ru)j � C 8 u 2 IR2 (4.9)

(P3) Les d�eriv�ees de F (ru) sont born�ees et s'annulent �a l'in�ni

jF (ru)j � C(1 + juj)�1 8 u 2 IR2 (4.10)
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Pour " = 0, l'int�egration de (3.7) dans l'�equation (3.1) entrâ�ne :

@u

@t
� exp(

�t
�
)div(L0[ru])� 1

�

Z t

0
exp(�t� s

�
)div

�
F (ru(:; s))ru(:; t)

�
ds = 0 (4.11)

Notre mod�ele est donc de type Volterra non standard puisque les variables s et t sont cou-
pl�ees dans l'op�erateur int�egral. Notons aussi la forte non lin�earit�e introduite par F (ru).

Commen�cons par donner les notations suivantes : 
 =] � 1; 1[�] � 1; 1[ est un carr�e
qui repr�esente le niveau de gris de l'image, Q = 
� [0; T ], H1(
) l'espace de Sobolev des
fonctions de L2 �a d�eriv�ees dans L2 muni de la norme suivante :

jjujjH1(
) =
�
jjujj2L2(
) +

2X
i=1

jj@xiujjL2(
)
�1=2

et

jjujjL2(0;T ;H1(
)) =
� Z T

0
jju(t)jj2H1(
)dt

�1=2

Th�eor�eme 4 Supposons que (u0; L0) est born�e dans H1(
)� (H1(
))4,
alors le syst�eme (3.1)-(3.2) admet une solution unique:

(u;L) dans
h
L1(0; T;H1(
)) \ L2(0; T;H1(
))

i
� L1(0; T; (H1(
))4) (4.12)

Cette solution d�epend continuement des donn�ees initiales et v�eri�e le principe
du maximum :

si ju0j � 1; alors ju(:; t)j � 1 8t: (4.13)

L'existence et l'unicit�e de la solution sont d�emontr�ees en annexe 1 [37].

Principe du maximum
Soit u0, le niveau de gris de l'image �a restaurer. Si l'on note par un, la valeur de u �a
l'instant tn = n�t, alors l'�equation (3.11) peut être �ecrite sous la forme semi discr�ete
suivante :

un+1 � un

�t
� e(

�tn
�

)�un+1 � 1

�

Z tn

0
exp(�tn � s

�
)div

�
F (un(:; s))run+1(:; t)

�
ds = 0

La propri�et�e (P1) montre que ce probl�eme est bien pos�e. Cette �equation peut être r�e�ecrite
comme suit :

un+1 ��t e(
�tn
�

)�un+1 � �t

�

Z tn

0
exp(�tn � s

�
)div

�
F (un(:; s))run+1(:; t)

�
ds = un
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Si junj � 1 alors le principe du maximum nous donne jun+1j � 1. Les r�esultats de conver-
gence [37], permettant le passage �a la limite quand �t! 0 nous donnent ju(:; t)j � 1 8t.

Cette propri�et�e est tr�es importante en traitement d'images par les EDP. Si l'on veut
restaurer une image r�epartie sur 256 niveaux de gris (u0 2 [0; 255]), un changement de
variable entrâ�ne u0 2 [�1; 1]. L'image trait�ee u(:; t) restera alors dans [�1; 1] et un chan-
gement de variables inverse nous permet d'avoir la même r�epartition en niveaux de gris
(u(:; t) 2 [0; 255].

D�ependance continue des donn�ees initiales
Soient (u0; L0), (v0;M0) deux donn�ees initiales et (u;L), (v;M) les solutions correspon-
dantes. Comme pour la d�emonstration de l'unicit�e (annexe 1), nous posons e = u � v,
E = L�M ; une soustraction des deux syst�emes en u et v nous permet d'�ecrire :

@e

@t
� div (Mre) = � div (Eru) (4.14)

@E

@t
+ E = F (r"u)� F (r"v) (4.15)

L'�equation (3.15) nous donne :

kE(:; t)kL1 � e�TkE0kL1 + C
Z t

0
ke(:; s) ?rf"kL1 ds (4.16)

� e�TkE0kL1 + C
Z t

0
ke(:; s)kL2 ds (4.17)

Si l'on multiplie (3.14) par e et si l'on int�egre sur 
 on obtient :

1

2

d

dt
kek2L2 + �e�Tkrek2L2 � kErukL2krekL2

� 1

2

 
eT

�
kEruk2L2 + �e�Tkrek2L2

!

et

d

dt
kek2L2 � CkEruk2L2 � CkEk2L1kruk2L2 (4.18)

ru �etant dans L2(Q), les in�egalit�es (3.17) et (3.18) montrent que la solution (u;L) d�epend
continuement des donn�ees initiales u0 et L0.

Dans le lemme suivant, nous montrons un r�esultat de stabilit�e uniforme par rapport
�a ".

Lemme 1 Si u0 2 H1(
) et L0 2 (H1(
))4 alors on a l'estimation suivante:

u"est born�ee dans L1(0; T;H1(
)) (4.19)
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preuve: La matrice L" �etant sym�etrique, d�e�nie positive, d'o�u l'existence d'une
matrice M" sym�etrique et uniform�ement d�e�nie positive v�eri�ant :

L" = M" (M")
t (4.20)

En multipliant l'�equation (3.1) par
�
� div(L"ru")

�
on aura :

<
@u"
@t

; �div(L"ru") > = <
@ru"
@t

; L"ru" >

= < M"
@ru"
@t

; M"ru" >
� 0

et

jjdiv(L"ru")jj2L2 =
Z


<

@ru"
@t

; L"ru" > (4.21)

� 1

2

d

dt
jjM"ru"jj2L2 + C jjru"jj2L2 (4.22)

or

M"
@ru"
@t

=
@
�
M"ru"

�
@t

� @M"

@t
ru"

alors

<
@
�
M"ru"

�
@t

; M"ru" > � <
@M"

@t
ru" ; M"ru" >

Ceci entrâ�ne :

1

2

d

dt
jjM"ru"jj2L2 �

Z


<
@M"

@t
ru" ; M"ru" > dx (4.23)

de plus

M"
@M"

@t
=

1

2

@L"

@t
(4.24)

en utilisant

@L"

@t
= F (ru")� L"

L'in�egalit�e (3.23) peut être r�e�ecrite comme suit :

1

2

d

dt
jjM"ru"jj2L2 �

Z


< F (ru")ru" ; ru" > �

Z


< L"ru" ; ru" > (4.25)



54 4 Etude de la Diffusion Anisotrope

En utilisant la d�e�nie positivit�e de L" et la propri�et�e (P2), on peut �ecrire :

d

dt
jjM"ru"jj2L2 �

Z


< F (ru")ru" ; ru" > dx

� C jjru"jj2L2
M" �etant d�e�nie positive alors

d

dt
jjM"ru"jj2L2 � C jjru"jj2L2 � C

0jjM"ru"jj2L2 (4.26)

on peut en d�eduire que M"ru" et par suite ru" sont born�es dans L1(0; T ;L2(
)); d'o�u
l'estimation (3.19).

La forte non lin�earit�e dans l'op�erateur de di�usion (3.1) ne nous a pas permis d'avoir
des estimations a priori sur les d�eriv�ees secondes de ru" ou sur les d�eriv�ees premi�eres de
L" n�ecessaires pour pouvoir montrer l'existence d'une solution du mod�ele "brut".

Les exp�eriences (chapitre 4) montrent que le mod�ele "brut" (2.61) admet des propri�et�es
d'attractivit�e mais pour des raisons techniques, on ne peut prouver que l'existence d'une
sph�ere d'attraction comme suit :

Proposition 2 La solution du mod�ele (2.61) v�eri�e la propri�et�e suivante :

lim
t!1

���du
dt
(t)
���2
L2
� 3 s2

2

���
���� 1

2�
+ 1

�
(4.27)

preuve:
Une d�erivation de l'�equation (3.1) par rapport au temps nous donne:

u
00 � div(L

0ru)� div(Lru0) = 0

avec la notation (0) pour la d�eriv�ee par rapport �a t. (3.2) entrâ�ne :

u
00 � div(

1

�
(�L+ F (ru))ru)� div(Lru0) = 0 (4.28)

si l'on multiplie (3.28) par u
0

et si l'on int�egre sur 
, on aura :

1

2

d

dt
ju0j2 � 1

�

Z



D
Lru;r(u0)

E
+

1

�

Z



D
F (ru)ru;ru0

E
+
Z



D
Lru;r(u0)

E
+
���Nru0���2

L2
= 0

maintenant, si l'on multiplie (3.1) par u
0

et si l'on int�egre sur 
, on aura :

ju0j2 +
Z D

Lru;r(u0)
E
= 0

la matrice L �etant sym�etrique, d�e�nie positive. D'o�u l'existence d'une matrice M sym�e-
trique et uniform�ement d�e�nie positive v�eri�ant :

L = M M t (4.29)
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ceci entrâ�ne :

1

2

d

dt
ju0j2L2 +

1

�
ju0j2L2 + jMru0j2L2 +

1

�

Z


< F (ru)ru;ru0 >= 0 (4.30)

d'o�u
d

dt
ju0j2L2 +

2

�
ju0j2L2 � � 1

2�

Z


< F (ru)ru;ru0 >

le th�eor�eme de Gronwall nous donne:

ju0j2L2 � ju0(0)j2L2 exp(
�2t
�

) +
1

2�
exp(

�2t
�

)
Z



Z
exp(

2s

�
)
d

ds
< F (ru)ru;ru0 > ds

Une int�egration par partie de cette derni�ere �equation am�ene :

ju0(t)j2L2 � exp(
�2t
�

)
���u0(0)���2

L2

+
1

2�

Z



h
< F (ru)ru(t);ru0(t) > � < F (ru)ru(0);ru0(0) >

i

+
1

�

Z



Z t

0
exp(

2(s � t)

�
) < F (ru)ru(s);ru0(s) > ds

{ Pour jruj > s, on a F (ru)ru = 0. La derni�ere in�egalit�e se r�e�ecrit comme suit:

ju0j2 � exp(
�2t
�

)
���u0(0)���2

L2

Si u
0

(0) est dans L2(
) alors �u(0) est dans L2(
); on peut conclure que :

u
0

est born�e dans L1(0; T; L2(
))\L2(0; T;H1(
))

{ Pour jruj < s, on a F (ru)ru = 3
2
s2(1� jruj2

s2
)ru.

or Z



h
1� jruj2

s2

iD
ru;r(u0)

E
=

1

2

Z



h
1� jruj2

s2

i d
dt

���ru���2

= �1

4

Z



d

dt

�h
1� jruj2

s2

i�2
donc en rempla�cant dans l'in�egalit�e pr�ec�edente on aura :���du

dt
(t)
���2
L2

� exp(
�2t
�

)
���du
dt
(0)
���2
L2
+

3

4�
s2
���1� jru(t)j2

s2

���2
L2

+
3

2�

Z
exp(

2(r � t)

�
) s2

���1� jru(r)j2
s2

���2
L2
dr

donc ���du
dt
(t)
���2
L2
� exp(

�2t
�

)
���du
dt
(0)
���2
L2

+
3 s2

2

���
���� 1

2�
+ 1 � exp(

�2t
�

)
�

�nalement on a :

lim
t!1

���du
dt
(t)
���2
L2
� 3 s2

2

���
���� 1

2�
+ 1

�
:
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4.2 R�esolution num�erique

Pour une �etude num�erique nous allons discr�etiser le syst�eme suivant:

@u

@t
� div(L[ru]) = 0 (4.31)

dL

dt
+

1

�
L =

1

�

8>>><
>>>:

IPru? si jruj > s

jruj2
s2

IPru? +
3

2
s2(1� jruj2

s2
)Id si jruj � s

(4.32)

Dans la partie application,N�N repr�esente la taille de l'image. La discr�etisation en es-
pace est faite avec un pas h = 1=N et celle en temps est r�eguli�ere avec un pas de temps �t.

Soit unij une approximation de u au point (ih; jh) (avec 0 � i � N et 0 � j � N) �a
l'instant t = n�t. La matrice de di�usion L est approch�ee par:

Ln
h =

0
B@

Ln
(ij)xx Ln

(ij)xy

Ln
(ij)xy Ln

(ij)yy

1
CA (4.33)

La divergence et le gradient sont discr�etis�es avec des d�ecentrages di��erents comme
suit:

divh(u1; u2) = h�1(�x
+u1 +�y

+u2) (4.34)

et

rhu = h�1(�x
�u;�

y
�u) (4.35)

o�u

�x
+ui;j = ui+1;j � ui;j ; �x

�ui;j = ui;j � ui�1;j;

pour �y
+ et �y

�, on utilise la même discr�etisation en intervertissant les rôles de i et j.

Avec cette discr�etisation, une approximation de L(ru) est la suivante:

Lh(ruh) = h�1
�
Ln
(ij)xx�

x
�u

n
ij + Ln

(ij)xy�
y
�u

n
ij; L

n
(ij)yx�

x
�u

n
ij + Ln

(ij)yy�
y
�u

n
ij

�
(4.36)

et div(L(ru)) est approch�ee par:

h�2[�x
+(L

n
(ij)xx�

x
�u

n
ij + Ln

(ij)xy�
y
�u

n
ij +�y

+(L
n
(ij)yx�

x
�u

n
ij + Ln

(ij)yy�
y
�u

n
ij]: (4.37)
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Sch�ema mixte

Pour la r�esolution num�erique, nous avons choisi un sch�ema mixte:

� Sch�ema implicite pour l'�equation (3.32):

Ln+1
ij =

�

� +�t
Ln
ij +

�t

� +�t
F n
ij (4.38)

o�u F n
ij est une approximation �a l'instant t = n�t au point (ih; jh) du membre

droit de (3.32) donn�ee par :

F n
ij =

8>>><
>>>:

(IPru?)
n
ij si jrunj > s

jrunj2
s2

(IPru?)
n
ij +

3

2
s2(1 � jrunj2

s2
)�ij si jrunj � s

(4.39)

Comme on l'a vue au d�ebut de ce chapitre, nous avons F n
ij, une matrice d�e�nie

positive 8i; j. L'�equation (3.38) assure la positivit�e de L qui permet d'�eviter
l'antidi�usion dans l'�equation (3.31).

� Sch�ema explicite pour l'�equation (3.31):

un+1ij � unij
�t

� h�2[�x
+(L

n
(ij)xx�

x
�u

n
ij + Ln

(ij)xy�
y
�u

n
ij)+

+�y
+(L

n
(ij)yx�

x
�u

n
i + Ln

(ij)yy�
y
�u

n
ij)] = 0

Ceci nous donne l'algorithme suivant:

(Pd)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

un+1ij = unij
�
1 � �t

h2
(Ln

(i+1j)xx + Ln
(ij)xx + Ln

(ij)xy + Ln
(ij+1)yy + Ln

(ij)yx

+ Ln
(ij)yy

�
+

1

h2

h
Ln
(i+1j)xxu

n
i+1j + Ln

(i+1j)xyu
n
i+1j + Ln

(ij)xxu
n
i�1j

+ Ln
(ij)xyu

n
ij�1 + Ln

(ij+1)yxu
n
ij+1 + Ln

(ij+1)yyu
n
ij+1 + Ln

(ij)yxu
n
i�1j

+ Ln
(ij)yyu

n
ij�1 � Ln

(ij+1)yxu
n
i�1j+1 � Ln

(i+1j)xyu
n
i+1j�1

i

u0ij = u0(ih; jh) ; 0 � i � N et 0 � j � N

Ln+1
ij =

�

� +�t
Ln
ij +

�t

� +�t
F n
ij

(4.40)



58 4 Etude de la Diffusion Anisotrope

C'est un syst�eme fortement anisotrope qui peut être r�e�ecrit comme suit:

8>>><
>>>:

un+1 =
h
Id+�th2A(un)

i
un

Ln+1 =
�

� +�t
Ln +

�t

� +�t
F n

(4.41)

Proposition 3 (Principe du maximum)
Soient unij le niveau de gris de l'image et Ln

(ij)xy une composante de la matrice de di�usion
�a l'instant t = n:�t. Alors,
si

�t

h2
max
ij
jLij j � 1

6
et m � u0ij �M 8 i; j (4.42)

alors
m � unij �M 8 i; j

Preuve:
Supposons que:

�t

h2
max
ij
jLij j � 1

6

alors (4.1) nous permet d'�ecrire:

max
ij
jun+1ij j � max

ij
junijj:

�
1� 6�t

h2
max
ij
jLijj

�
+
�t

h2

�
6:max

ij
junijjmax

ij
jLij j

�
� max

ij
junijj

Donc (3.42) est une condition su�sante pour que le principe du maximum soit satisfait.

Sch�ema implicite

Dans ce cas nous utilisons un sch�ema implicite pour l'�equation (3.31):

un+1ij � unij
�t

� 1

h2

h�
Ln
(ij)xx + Ln

(ij)xy

�
un+1i�1j +

�
Ln
(ij)xy + Ln

(ij)yy

�
un+1ij�1

+(Ln
(i+1j)xy + Ln

(i+1j)xy)u
n+1
i+1j + (Ln

(ij+1)xy + Ln
(ij+1)yy)u

n+1
ij+1

+(Ln
(i+1j)xy + Ln

(i+1j)xy)u
n+1
i+1j + (Ln

(ij+1)xy + Ln
(ij+1)yy)u

n+1
ij+1

�Ln
(i+1j)xyu

n+1
i+1j�1 � Ln

(ij+1)yxu
n+1
i�1j+1

�
�
Ln
(i+1j)xx + Ln

(ij)xx + 2Ln
(ij)xy + Ln

(ij+1)yy + Ln
(ij)yy

�
un+1ij

i
= 0

(4.43)
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Cette �equation peut être r�e�ecrite comme suit:

un+1ij � unij
�t

� 1

h2

h
anun+1i�1j + bnun+1ij�1 + cnun+1i+1j + dnun+1ij+1 + �nun+1i+1j�1 + �nun+1i�1j+1

+ enun+1ij

i
= 0

Finalement, utilisant une autre num�erotation, ce probl�eme discret peut être r�e�ecrit
sous la forme:8>>><

>>>:

un+1�un

�t
+A�t(Ln)un+1 = 0

Ln+1 = (
�

� +�t
Ln +

�t

� +�t
F n)

(4.44)

o�u

Ah(L
n) =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

en cn : : : bn �n : : : : : :
an en cn : : : bn �n : : : : :
: an en cn : : : bn �n : : : :
: : an en cn : : : bn : : : :
: : : an en cn : : : bn : : :
dn : : : : en cn : : : bn �n :
�n dn : : : an en cn : : : bn �n

: �n dn : : : an en cn : : : bn

: : : dn : : : an en cn : : :
: : : �n dn : : : an en cn : :
: : : : �n dn : : : an en cn :
: : : : : �n dn : : : an en cn

: : : : : : �n dn : : : an en

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

Avec cette num�erotation particuli�ere on obtient une matrice bande tridiagonale par
bloc. On pourra alors r�esoudre e�cacement le probl�eme discret (3.44) �a l'aide d'une
m�ethode directe comme par exemple celle de Cholesky qui pr�eserve la structure bande
de la matrice. Dans le paragraphe suivant nous utiliserons l'algorithme (4.1) puisqu'il est
moins coûteux en temps de calcul.
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Chapitre 5

Exemples et Applications

L
ES mod�eles de di�usion lin�eaire, non lin�eaire ou anisotrope sont g�en�eralement utilis�es
comme une �etape interm�ediaire pr�eparant l'image �a la segmentation. Ce chapitre est

consacr�e �a l'application des mod�eles de di�usion anisotrope et des m�ethodes de r�eseaux
de neurones d�ecrits dans les chapitres pr�ec�edents

5.1 Di�usion anisotrope

5.1.1 Algorithme

Dans cette partie nous �etudierons di��erents cas d'application du �ltre fond�e sur l'�equa-
tion de type Volterra (3.11). Pour cela rappelons l'algorithme d�etaill�e dans le chapitre 3 :

(Pd)

8>>><
>>>:

un+1 =
h
Id+�t h2A(un)

i
un

Ln+1
ij = (

k

1 + k
)(
1

k
F n
ij + Ln

ij)

(5.1)

o�u k est un param�etre multiplicatif donnant le temps de relaxation par la relation � = k�t
et F n

ij une approximation du membre de droite de l'�equation d'apprentissage :

F n
ij =

(
(Pru?)

n
ij si jrunj > s

jrunj2(Pru?)nij + 3
2(s

2 � jrunj2)�ij si jrunj � s
(5.2)

o�u nous rappelons que s est un param�etre de contraste qui permet de s�electionner les
�etats stationnaires.

Cet algorithme est utilis�e de fa�con it�erative jusqu'�a ce que le r�esidu (ou la di��erence en
norme L2 des solutions correspondantes �a deux it�erations successives) tombe en dessous
d'un certain seuil pr�ed�etermin�e. Dans nos applications nous prendrons comme valeur de
ce seuil typiquement 10�4.
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Nous montrerons, dans la partie application que cet algorithme fortement anisotrope
permet d'�eliminer le bruit, de pr�eserver les bords et les points anguleux, et même de
r�ehausser les contrastes des bords ous.

5.1.2 Images tests

Dans la premi�ere application (Fig.4.1), l'image exacte que nous voulons reconstituer
consiste en un disque noir sur un fond gris. L'image de d�epart n'�etant pas bruit�ee et �etant
constitu�ee de plages de niveaux de gris homog�enes, c'est la condition initiale qui doit être
id�ealement pr�eserv�ee par notre traitement. Nous avons trait�e cette image en utilisant 100
it�erations de l'algorithme (4.1) et di��erentes valeurs du temps de relaxation � et du seuil
s: � = 5�t s = 5 pour (a), � = 5�t s = 10 pour (b), et � = 10�t s = 10 pour l'image
(c). Notons aussi qu'un seuillage de ces images �nales montre que l'image originale n'a
pas chang�e, ceci �etant possible puisque celle-ci n'est pas bruit�ee.

Le temps de �ltrage d'une image 256 � 256, par notre code de calcul, sur une station
de travail Sun Ultra 1, est de deux it�erations par seconde.

(o) (a)

(b) (c)

Fig. 5.1 { Di�usion anisotrope d'un disque (256� 256). (o) : l'image originale et l'image
di�us�ee avec (a) : � = 5�t et s = 5 (b) : � = 10�t et s = 5 (c) � = 10�t et s = 10.
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Ensuite, nous mesurons pour di��erentes valeurs de � et s, par la norme L2, la distance
entre cette solution exacte (l'image originale (4.1.o) et la solution calcul�ee (l'image trai-
t�ee) ainsi que la distance entre les solutions correspondante �a deux it�erations successives
(r�esidu). La courbe A correspond �a � = 5�t s = 5, B �a � = 5�t s = 10 et C �a � = 10�t
s = 10. Cette exp�erience montre que lorsque l'image de d�epart n'est pas bruit�ee, pour
une même valeur de � l'erreur n'est pas tr�es sensible au choix du seuil s (les courbes B et
C de la �gure 4.2.a). Par contre pour une même valeur de s l'erreur devient sensible au
choix du temps de relaxation � (les courbes A et B de la �gure 4.2.a).
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Fig. 5.2 { Courbes d'erreur (a) et du r�esidu (b) correspondantes aux images 4.1.

La deuxi�eme exp�erience traite une image synth�etique contenant un triangle noir au
dessus d'un rectangle noir �etroit sur un fond blanc (l'image ayant une taille de 128�128),
auquel nous avons ajout�e di��erents niveaux de bruit en d�etruisant un certain pourcentage
de pixels et en rempla�cant le niveau de gris des pixels d�etruits par des valeurs al�eatoires.
Nous �etudierons ensuite les courbes d'erreur et du r�esidu en fonction des param�etres � ,
s et du pourcentage du bruit, ce qui nous donnera une id�ee sur le choix des param�etres
pour la suite des applications.

Dans la �gure (4.3) nous avons d�etruit l'image originale �a 30% puis trait�e en fai-
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sant varier s�epar�ement les valeurs de � et de s. Apr�es un seuillage en noir et blanc des
images di�us�ees nous retrouvons �a quelques pixels pr�es, les mêmes r�esultats. Une premi�ere
conclusion est donc que, si le taux de d�egradation de l'image originale est faible alors la
sensibilit�e de l'image �ltr�ee au choix des param�etres � et s l'est aussi.

(a) (b) (c)

Fig. 5.3 { Application de la di�usion anisotrope �a param�etres variables sur une image
triangle � rectangle 128 � 128 bruit�ee �a 30%. (a) : � = 3�t et s = 4 (b) : � = 3�t et
s = 10 (c) : � = 10�t et s = 10. Les lignes correspondent �a l'image originale, aux images
restaur�ees et au seuillage en noir et blanc de ces derni�eres.
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Fig. 5.4 { Courbes d'erreur et du r�esidu pour di��erentes valeurs de � avec un seuil �x�e
pour chaque graphe.
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de relaxation � �x�e pour chaque graphe.
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Fig. 5.6 { �Etude de l'erreur et du r�esidu en fonction du bruit introduit dans l'image
originale avec un seuil s et un temps de relaxation � �x�es pour chaque graphe.
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Dans la deuxi�eme application (Fig.4.4 et 4.5), nous avons calcul�e l'erreur et le r�esidu en
�xant un param�etre et en faisant varier l'autre. Nous rappelons que l'erreur a �et�e calcul�ee
par rapport �a une image o�u le noir et le blanc sont remplac�es par des valeurs proportion-
nelles au niveau de bruit (i.e. la moyenne statistique des niveaux de gris e�ectivement dans
l'image). Cette exp�erience traite l'image du triangle-rectangle bruit�ee �a 30% (Fig.4.3(a)).
Dans la �gure (4.4) nous avons �x�e le seuil s (s = 4 pour (a) et (b)) et (s = 20 pour (c) et
(d)). Les courbes A, B, C, D et E correspondent �a � = 6; 8; 10; 15; 20�t respectivement.
Par contre, dans la �gure (4.5), nous avons �x�e le param�etre de relaxation � (� = 3�t
pour (a) et (b)) et (� = 10�t pour (c) et (d)). Les courbes A, B, C, D et E correspondent
�a s = 4; 6; 10; 13 et 18 respectivement. Nous pouvons remarquer que le choix d'une grande
valeur de � permet un d�ebruitage e�cace et une "convergence" vers l'image exacte en
seulement dix it�erations (Fig4.4). Par la suite, la di�usion conduit �a une perte des angles,
qui se traduit par une remont�ee de la courbe d'erreurs. Notons aussi que lorsque le temps
de relaxation � est �xe, les courbes d'erreur sont insensibles au choix du seuil s même
pour un niveau de bruit de 30% (Fig.4.5). Ceci peut s'expliquer par le fait que l'image
originale n'est pas tr�es bruit�ee et que les grandes valeurs de � et de s favorisent le �ltrage
Gaussien d'o�u une d�ependance de la condition initiale L0 = Id; nous verrons dans le
paragraphe suivant comment nous pouvons surmonter cette di�cult�e. Les petites valeurs
de � et s permettent une "convergence" lente et l'image �ltr�ee est sur une asymptotique
du mod�ele propos�e.
Dans la �gure (Fig.4.6), nous avons calcul�e l'erreur et le r�esidu pour di��erentes valeurs du
niveau de d�egradation de la même image (Fig.4.3(a)), nous avons pris (s = 10 et � = 10�t
pour (a) et (b)) et (s = 5 et � = 5�t pour (c) et (d)). Les courbes A, B, C, D et E
correspondent �a 10%, 20%, 30%, 50%, 70% et 90% respectivement. Les courbes d'erreur
montrent que plus le bruit est fort et plus la valeur de � doit être grande.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.7 { Di�usion anisotrope d'une image triangle�rectangle 256�256 bruit�ee �a 70%.
(a) : image originale (b) : image �ltr�ee avec � = 5�t et s = 5 (c) : seuillage de l'image
trait�ee (d) : Courbe d'erreur.

Dans cette derni�ere application (Fig.4.7), nous avons bruit�e l'image triangle-rectangle
�a 70%. Pour avoir une "convergence" rapide de l'algorithme pr�esent�e, en se basant sur
le courbe (E) de la �gure (Fig.4.6 (a) et (b)), nous avons pris un temps de relaxation
sur dix pas de temps et un seuil s = 10. Un seuillage de l'image di�us�ee montre que ce
�ltre permet l'�elimination du bruit et le renforcement des contrastes tout en pr�eservant
les bords et les angles. Cette derni�ere propri�et�e est tr�es int�eressante dans le sens o�u elle
permet un lissage intra-r�egion plus continu.
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5.1.3 Images R�eelles

Notre deuxi�eme application traite une image fortement textur�ee : Lenna (256 � 256).
C'est une image standard ((benchmark)) d'extraction des contours qui a �et�e largement
utilis�ee en traitement d'images. La di�cult�e initiale est de segmenter l'�epaule qui a un
niveau de gris se confondant avec celui du visage. Une visualisation de cette image �a
l'aide d'une palette de couleurs al�eatoires nous permet de voir le bruit impulsionnel assez
intense sur l'image originale (Fig.4.8(c)). Nous avons liss�e cette image avec un temps de
relaxation (� = 10�t), un seuil s = 10 et 50 it�erations (Fig.4.8(b)). Visualis�ee �a l'aide
de la même palette de couleurs al�eatoires (d), cette image met en �evidence la meilleure
qualit�e de lissage du �ltre d�evelopp�e dans le chapitre 2. Les di��erentes zones d'isolumines-
cence (ou zones homog�enes) qui �etaient impossibles �a d�etecter sur l'image originale sont
maintenant nettement visibles (Fig.4.8(d)). Nous verrons dans le paragraphe suivant que
la r�einitialisation de notre algorithme permet d'am�eliorer encore l'image trait�ee.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.8 { Application de l'algorithme sur une image r�eelle. (a) : l'image originale (b) :
l'image di�us�ee (c)et (d) : Visualisation de ces deux images �a l'aide d'une palette de
couleurs al�eatoires.
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(a) (b)

Fig. 5.9 { Di�usion d'images r�eelles. (a) : l'image d'un tissu (b) image d'une planche.

La di�usion anisotrope des deux images 1 de la �gure (Fig.4.9) met en �evidence la
capacit�e du �ltre propos�e �a renforcer les contrastes des objets signi�catifs d'une image.
La colonne (a) traite une image de tissu (257� 257). Apr�es 300 it�erations de l'algorithme
avec � = 4�t et s = 6, nous arrivons �a r�ecup�erer la raie principale. La di�cult�e r�eside
dans la r�egion encercl�ee o�u cette raie, ayant une forme compliqu�ee, pr�esente une coupure
et une d�egradation de l'intensit�e du niveau de gris qui se confond de plus en plus �a celle du
fond de l'image. La colonne (b) traite une planche de bois avec un petit d�efaut au centre
(l'image ayant une taille de 256 � 256); apr�es 600 it�erations nous arrivons �a extraire cet
objet avec le petit segment qui le d�epasse en bas �a droite.

1: Images amicalement fournies par Joachim Weickert, Utrecht University Hospital, Netherlands



72 5 Exemples et Applications

Nous illustrerons, dans le paragraphe suivant la possibilit�e de l'application de notre
algorithme (4.1) dans le domaine de l'imagerie m�edicale. Cette application est consid�er�ee
comme une �etape de pr�e-traitement pr�eparant les images �a la segmentation (voir annexe
B pour plus de d�etails).

5.1.4 Imagerie M�edicale

La premi�ere image est une IRM (Imagerie par R�esonance Magn�etique) du cerveau (
l'image ayant une taille de 256 � 256). Dans cette image, extraite d'une s�erie de coupes
axiales au niveau du cerveau (Laboratoire TIMC-IMAG) 2, nous cherchons �a obtenir un
contour pr�ecis de la tumeur c�er�ebrale qui apparâ�t comme une zone nettement plus fonc�ee
dans la partie en bas �a gauche de la photo (b). Nous avons trait�e cette image avec le
�ltre pr�esent�e ci-dessus en utilisant une r�egularisation temporelle sur quatre pas de temps
(� = 4�t) et un seuil s = 5 et avec seulement dix it�erations. Ceci est possible car l'image
de d�epart n'est pas tr�es bruit�ee. La photo (b) montre l'image trait�ee o�u il est facile de
localiser la tumeur ainsi que les zones d'oed�eme l'entourant. Pour d'autres traitements
de cette image voir : [41, 40] pour les approches par r�eaction-di�usion, Lions et al [26]
pour une approche par une version r�egularis�ee du mod�ele de Perona-Malik d�etaill�e dans
le chapitre 1, et Demongeot et al [15] pour une approche par les r�eseaux de neurones et
par les syst�emes dynamiques.

(a) (b)

Fig. 5.10 { Di�usion anisotrope d'une image IRM (256 � 256) du cerveau. (a) : l'image
originale, (b) : l'image di�us�ee avec � = 4�t et s = 5.

La deuxi�eme exp�erience traite aussi une image IRM d'une coupe sagittale de la tête. La
�gure (Fig.4.11) montre le comportement asymptotique de l'algorithme (4.1). Le �ltrage
Gaussien (voir chap 1 1.2.1) r�eduit les structures signi�catives de l'image en taches sombres
(deuxi�eme image colonne (a)) qui diminuent au cours des it�erations jusqu'�a disparâ�tre
(derni�ere image colonne (a)). Notons aussi que l'utilisation de grandes valeurs de s et

2: Facult�e de M�edecine, Service d'IRM, CHU de Grenoble



5.1 Diffusion anisotrope 73

� (s = 20 et � = 20�t) nous donne un lissage grossier et une "convergence" tr�es lente
(colonne (b)). Une application de l'algorithme (4.1) sur cette image originale avec une
r�egularisation temporelle sur cinq pas de temps (� = 5�t) et un seuil s = 5 permet
de pr�eserver les structures signi�catives; même apr�es 3000 it�erations l'image di�us�ee ne
change pas par rapport �a celle obtenue avec 500 it�erations. Une comparaison entre les
colonnes (b) et (c) montre que, contrairement aux autres �ltres anisotropes, les niveaux
de gris et les positions des arêtes correspondant �a un même dessin sont conserv�es par le
�ltre propos�e (le nez par exemple).

(a) (b) (c)

Fig. 5.11 { Image IRM d'une coupe sagittale du crâne : (a) : di�usion isotrope (b) : di�u-
sion anisotrope avec � = 20�t et s = 20 (c) : � = 5�t et s = 5. les lignes correspondent
�a 50, 500 et 3000 it�erations.
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La troisi�eme exp�erience traite un aspect beaucoup plus d�elicat du traitement d'images
m�edicales. Les objets signi�catifs de l'image originale 3 (Fig.4.12a) concernent des vais-
seaux sanguins qui dessinent des courbes monodimensionnelles compliqu�ees qui com-
mencent �a partir noyau (bas gauche de l'image (b)). Même si l'image originale ne semble
pas tr�es bruit�ee, un seuillage classique avec une valeur tr�es basse en une image contenant
seulement deux niveaux de gris (noir et blanc) �echoue dans la zone correspondant aux
tissus inhomog�enes qui ne peuvent être distingu�es des vaisseaux. Notons aussi que l'utili-
sation de grandes valeurs pour le même seuillage a pour e�et de d�econnecter les vaisseaux.
La photo (b) montre l'image trait�ee avec une r�egularisation temporelle sur cinq pas de
temps (� = 5�t) et un seuil s = 5 avec seulement 20 it�erations. L'image �ltr�ee montre
qu'il est possible de suivre les vaisseaux loin du noyau.

(a) (b)

Fig. 5.12 { Extraction d'objets monodimensionnels (vaisseaux sanguins) dans une angio-
graphie num�erique. (a) : l'image originale (b) : l'image �ltr�ee avec � = 10�t et s = 5.

Notre derni�ere exp�erience toujours dans le cadre de l'imagerie m�edicale, traite une
image �echographique (�echographie du foetus 286� 384) qui est aussi un aspect di�cile
en pr�e-traitement et en segmentation. L'image originale est tr�es bruit�ee, assez oue, donc
di�cile �a segmenter (photo (c)). L'image (b) a �et�e obtenue en appliquant l'algorithme
(4.1) avec � = 5�t et s = 10.

Les images (c) et (d) qui repr�esentent les contours des deux images montrent �a quel
point les gradients de l'image originale sont inexploitables car tr�es bruit�es, alors que ceux
de l'image �ltr�ee par une di�usion anisotrope ( photo b) sont bien restaur�es. Ils sont tr�es

3: Facult�e de M�edecine, Service de Radiologie, CHU de Grenoble
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visibles au niveau du foetus (centre de l'image (d)). Notons aussi que nous avons utilis�e
la même valeur du seuil pour l'extraction des gradients dans (c) et (d).

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.13 { Di�usion anisotrope d'une image �echographique du foetus. (a) : l'image origi-
nale (b) : image �ltr�ee avec � = 10�t et s = 10 (c)et (d) : Extraction des contours de ces
deux images.

5.2 Di�usion anisotrope comme pr�e-traitement pour

la segmentation

L'application suivante (Fig.4.14) concerne la segmentation d'une image �echographique
du coeur. L'extraction des gradients de l'image par le �ltre de Canny-Deriche, pr�e-
sent�e dans le chapitre 1, ne su�t pas pour d�eterminer les contours des deux ventricules
(Fig.4.14.(b)). La photo (c) montre l'image di�us�ee par le �ltre pr�esent�e avec � = 10�t et
s = 5. Une coop�eration avec la m�ethode des snakes-splines d�etaill�ee en annexe B, permet
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d'extraire les contours des deux ventricules (Fig.4.14.(f)).

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Fig. 5.14 { Segmentation d' une image �echographique du coeur (384 � 256) .

5.3 Di�usion avec r�einitialisation

Nous avons vu dans le paragraphe pr�ec�edent que pour une image fortement bruit�ee ou
fortement textur�ee, il est n�ecessaire d'utiliser de grandes valeurs de � . En terme de r�eseaux
de neurones cela s'explique par le fait que le r�eseau rappelle l'information originale, qui est
toujours disponible, tout en conservant les connexions ayant subi l'apprentissage. Dans
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ces conditions, l'algorithme (4.1) devient largement d�ependant du choix initial pour la
matrice de di�usion. La technique de r�einitialisation que nous allons maintenant d�ecrire
permet dans une certaine mesure de s'a�ranchir de cette d�ependance.

5.3.1 Principe

Apr�es convergence de l'algorithme pr�esent�e vers une solution (u;L) le r�esidu descend
au-dessous de 10�4; nous le r�einitialisons avec les mêmes param�etres � et s, et avec la
même image originale u0 mais avec L comme condition initiale de la matrice de di�usion
(L0 = L). Ce proc�ed�e peut être r�ep�et�e jusqu'�a convergence (r�esidu descend en de sous
de 10�4). En pratique, une ou deux r�einitialisations ont �et�e su�santes pour donner des
r�esultats que l'on peut juger satisfaisants.

(a) (b) (c)

(d)

Fig. 5.15 { Principe de r�einitialisation.

Dans la �gure 4.15, nous traitons un disque noir sur un fond gris (la même image
que 4.1). La photo (b) montre l'image di�us�ee avec s = 3 et � = 3�t. Fig. 4.15(c)
montre l'image di�us�ee avec une r�einitialisation. Avec l'algorithme r�einitialis�e nous ob-
tenons l'image de d�epart. Il est naturel d'obtenir la solution exacte apr�es r�einitialisation
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car les fronts n'ont pas �et�e d�etruits lors de la premi�ere passe, et "recouvrent" la position
exacte des bords. Dans cette application nous avons utilis�e le même nombre d'it�erations
avant et apr�es la r�einitialisation pour comparer les deux images di�us�ees. Par la suite,
et en pratique, nous obtenons la convergence de l'algorithme r�einitialis�e avec seulement
quelques it�erations.

Dans la �gure 4.15 (d), nous avons pris une coupe transversale des disques (a) (b) et
(c). La courbe A repr�esente le signal original, B le signal di�us�e, C le signal di�us�e avec
r�einitialisation et D le signal liss�e avec un �ltre isotrope Gaussien. Cette �gure montre
qu'apr�es r�einitialisation nous retrouvons le signal de d�epart, ceci �etant possible puisque
l'image originale n'est pas bruit�ee.

5.3.2 Applications

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.16 { Di�usion anisotrope avec r�einitialisation de l'image triangle-rectangle (256�
256) bruit�ee �a 90%.
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Dans la premi�ere application, nous reprenons l'image du triangle � rectangle, avec
cette fois-ci un niveau de bruit de 90% (Fig.4.16.a). A notre connaissance aucun �ltre
\conventionnel" ne permet de restaurer une image bruit�ee �a ce point. Un �ltrage avec
r�einitialisation (� = 10�t et s = 10) est n�ecessaire pour la restauration; la photo (b)
montre l'image di�us�ee et seuill�ee. La courbe d'erreur (c) montre que l'erreur apr�es r�eini-
tialisation descend au dessous de celle obtenue avant, apr�es seulement 40 it�erations. La
courbe du r�esidu (d) con�rme cette propri�et�e; elle montre la convergence de l'algorithme
(r�esidu � 10�4) avant et apr�es la r�einitialisation.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.17 { R�einitialisation de la di�usion anisotrope sur une image fortement textur�ee
et bruit�ee �a 30%

Dans la deuxi�eme exp�erience (Fig.4.17 et 4.18), nous avons repris l'image de Lenna
(l'image ayant une taille de 256� 256), dans laquelle nous avons d�etruit 30% des pixels (
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photo b). La �gure (Fig.4.17c) montre l'image liss�ee avec un temps de relaxation � = 10�t
et un seuil s = 10. Une comparaison entre les photos (c) et (d) montre que la di�usion
anisotrope r�einitialis�ee lisse le bruit et renforce les contrastes (photo d).

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.18 { Di�usion anisotrope avec r�einitialisation d'une image (256�256). (a) : image
originale (b) : image bruit�ee �a 30% (c) : �ltrage de l'image bruit�ee (d) : �ltrage avec une
r�einitialisation.

La �gure (Fig.4.18) montre la restauration d'une image de bateaux 4 (256�256) bruit�ee
�a 30%. La photo (d) montre l'e�et du renforcement des contrastes. La r�einitialisation
donne un r�esultat comparable �a celui d'Alvarez et Esclar��n qui utilisent un traitement
bas�e sur les m�ethodes de r�eaction-di�usion [9] pour un niveau de bruit plus faible. i

4: Image amicalement fournie par Julio Esclar��n, Universidad de Las Palmas de Gran Canaria, Spain
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(a) (b)

(c)

Fig. 5.19 { R�einitialisation de la di�usion anisotrope sur une image �echographique du
coeur

La derni�ere exp�erience (Fig.4.19) concerne une image �echographique du coeur (l'image
ayant une taille de 286�384). La �gure (b) montre l'image �ltr�ee avec � = 6 et s = 10. La
photo (c) montre l'image di�us�ee avec une r�einitialisation, o�u on voit bien l'am�elioration
au niveau des deux ventricules. Les images (e) et (f) de la �gure (Fig.4.20), qui repr�e-
sentent les contours des images (a) et (c), permettent de voir que les gradients de l'image
originale sont impossibles �a exploiter car tr�es bruit�es, alors que ceux de l'image �ltr�ee avec
r�einitialisation sont bien restaur�es (ils sont bien visibles au niveau des deux ventricules).
Les images (f) et (g) de la �gure (Fig.4.21) repr�esentent les pro�ls de luminescence de la
ligne 250 de l'image (a) et de celles des images (c) et (d), respectivement. Dans (a) on
voit que le signal original est tr�es bruit�e. Dans (g) on remarque que la di�usion anisotrope
(signal A) att�enue bien le bruit mais ne donne pas encore une image parfaite, et que la
r�einitialisation (signal B) permet une nette am�elioration du signal, tout en respectant les
discontinuit�es signi�catives dans le signal original (4.21 f).
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(d) (e)

Fig. 5.20 { Extraction des contours des images (a) et (c) de la �gure 4.19.
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Fig. 5.21 { Pro�l des luminescence de la ligne 250 des images de la �gure 4.19.

Dans le paragraphe suivant nous introduisons un �ltre bas�e sur le r�eseau neuronal �a
synapses adaptative d�etaill�e dans le chapitre 2.
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5.4 R�eseaux de neurones

5.4.1 Algorithme

Dans ce paragraphe, nous consid�erons le r�eseau de neurones d�ecrit dans le chapitre
2 comme alternative au mod�ele EDP �etudi�e pr�ec�edemment. Pour cela nous rappelons le
syst�eme suivant:8>>>>>>><

>>>>>>>:

dUi

dt
=

X
j

Jij
�
Vj � Vi

�

�
dJij
dt

= �Jij + "�6:�(
xi � xj

"
)jjxi � xjjj2

h
s2 � jUi � Ujj2

jjxi � xjjj2
i

Vi = gi(�Ui)

(5.3)

Comme pour le syst�eme de di�usion anisotrope, nous utiliserons un sch�ema mixte
pour la discr�etisation : explicite pour l'�equation de r�esistance et implicite pour l'�equation
d'apprentissage.

Dans ce cas, l'image sera consid�er�ee comme une grille de N2 neurones. Chaque neurone
i de position xi = ih (h = 1=N2) est porteur d'une fonction d'entr�ee Ui le niveau de gris
de l'image et d'une fonction de sortie V (xi) = Vi = g(Ui). Pour simpli�er les calculs nous
avons pris gi = g, donn�ee par:

g(x) =
1

2

h
jx+ 1j � jx� 1j

i
8x 2 IR (5.4)

Le poids synaptique reliant le neurone i au neurone j sera approch�e par Jn
ij. La discr�eti-

sation de l'�equation de r�esistance nous donne:

Un+1
i = Un

i +�t
X
j

Jn
ij

�
V n
j � V n

i

�
; (5.5)

et celle d'apprentissage est discr�etis�ee par:

Jn+1
ij = (

k

1 + k
)(Jn

ij +
1

k
Cn
ij) (5.6)

o�u Cn
ij est donn�ee par:

Cn
ij = �(

xi � xj
"

)jjxi � xjjj2
h
s2 � jUn

i � Un
j j2

jjxi � xjjj2
i
; (5.7)

xi par (i1h; i2h) et la fonction �, �a sym�etrie radiale normalis�ee comme ( chapitre 2.4.2),
par:

�(x) =
4

�
exp(�jxj2) pour tout x 2 IR2: (5.8)
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Remarquons que, pour chaque pixel (neurone) i de l'image, il est inutile de prendre tous les
autres pixel comme �etant en liaison synaptique avec i, car au del�a d'une certaine distance,
l'information apport�ee (ou liaison synaptique) est n�egligeable voir num�eriquement nulle.
Ainsi, pour chaque pixel i nous prenons une port�ee synaptique " de l'ordre de quelque
pixels " = mh, ce qui correspond �a une cellule de m2 neurones en liaison synaptique avec
i.

5.4.2 Application

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.22 { Lissage de l'image triangle� rectangle bruit�ee �a 70% avec le r�eseau neuro-
nal. (a) : image originale (b) : image �ltr�ee (c) : seuillage de l'image liss�ee (d) : la courbe
d'erreur.

Pour les applications, la forme particuli�ere de la fonction de transfert g (4.4) nous
oblige �a consid�erer des images �a deux niveaux de gris. Nous reprenons l'image du triangle-
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rectangle d�egrad�ee �a 70% (Fig.4.22). Nous avons �ltr�e cette image avec un temps de re-
laxation � = 5�t et un seuil s = 2. Pour la restauration de cette image, nous avons utilis�e
un nombre d'it�eration �egale �a 5000 et une port�ee synaptique " = 5h, ce qui correspond �a
des boites de 25 neurones.

Nous avons montr�e dans le chapitre 2 que le syst�eme (4.3) est stable au sens de Lyapu-
nov, que les attracteurs du r�eseau sont les images �ltr�ees, obtenues sur les asymptotiques
en temps du r�eseau neuronal. La particularit�e et l'int�erêt de ce �ltre (spatio-temporel)
r�eside dans ses deux param�etres " et � , le premier �etant li�e �a la notion d'�echelle spatiale,
le second �a la notion d'�echelle temporelle. L'int�erêt r�eside aussi dans la nature des sys-
t�emes biologiques o�u l'on retrouve la m�emoire qui permet de reconnâ�tre un objet dans
une image d�egrad�ee, �a partir de la liaison entre les faits m�emoris�es et les informations
relatives �a cet objet.

En appliquant le r�eseau de neurones on retrouve comme pr�evu (Proposition 1) des
r�esultats comparables �a ceux de l'�equation de Volterra, mais le mod�ele (4.3) est moins
exible (2 niveaux de gris, correspondant �a un mod�ele de r�eaction di�usion) et plus
coûteux.

5.5 Conclusions et Perspectives

Dans ce travail, nous avons introduit et �etudi�e un nouveau mod�ele, fond�e sur une
�equation de di�usion anisotrope �a di�usivit�e tensorielle, pour le traitement d'images. Ce
�ltre semble r�epondre �a certains probl�emes rencontr�es par les mod�eles pr�esent�es dans le
chapitre 1. Par ailleurs, contrairement aux autres �ltres, ce mod�ele ne contient pas de
param�etres li�es aux d�etails �a garder dans l'image �a restaurer.

L'existence, l'unicit�e, la d�ependance continue par rapport �a l'image originale et la
conservation de la valeur moyenne des niveaux de gris pr�esent dans l'image �a restaurer
ont �et�e d�emontr�es. L'�equivalence avec les r�eseaux de neurones a permis d'avoir des pro-
pri�et�es de stabilit�e asymptotique au sens de Lyapunov et des �etats asymptotiques non
triviaux.

L'application du �ltre propos�e sur des images synth�etiques, r�eelles ou m�edicales illus-
trent la capacit�e de ce mod�ele anisotrope �a fournir un lissage s�electif. Par rapport aux
�ltres fond�es sur la di�usion lin�eaire, non lin�eaire ou anisotrope pr�esent�es dans le chapitre
1 il poss�ede des capacit�es int�eressantes comme la pr�eservation d'objets monodimension-
nels dans une image bruit�ee ou le lissage itra-r�egion plus continu ou encore la pr�eservation
et l'extraction d'objets monodimensionnels dans une image bruit�ee; mais, et c'est l�a le
plus important, l'image �ltr�ee est obtenue sur les asymptotes du mod�ele, �evitant ainsi le
choix d'un param�etre du temps su�sant pour stopper le processus de di�usion.
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Certains points de ce travail semblent int�eressants en vue de recherches futures : ainsi
l'extension de nos r�esultats aux domaines du ot optique et des contours actifs. Cela
repr�esenterait un r�eel avantage en comparaison avec les m�ethodes d�ej�a existantes.
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Annexe A

A Volterra type model for image

processing

Cette annexe reprend un article �ecrit en collaboration avec Georges-Henri Cottet et
accept�e par IEEE Transaction on Images Processing Special Issue on Partial Di�erential
Equations (PDE's) and Geometry-Driven Di�usion in Image Processing and Analysis
(�edit�e par Morel, Sapiro, Tannenbaum et Caselles).
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Annexe B

Image segmentation using

snake-splines and

anisotropic di�usion operators

Cette annexe reprend un article �ecrit en collaboration avec Georges-Henri Cottet,
Fran�cois Leitner et Jaques Demongeot du Laboratoir TIMC Facult�e de M�edecine et soumis
�a IEEE Transaction on Pattern Analysis and Machine Intelligence.
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B Image segmentation using snake-splines and

anisotropic diffusion operators
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Annexe C

Une �etude tridimensionnelle

Dans cette annexe, nous donnerons une �etude tridimensionnelle utilisant le parall�elisme
pour cela rappelons le mod�ele de type Volterra introduit dans le chapitre 2

@u

@t
� div(L[ru]) = 0 (C.1)

dL

dt
+

1

�
L =

1

�

(
Pru? si jruj > s
jruj2Pru? + 3

2(s
2 � jruj2)Id si jruj � s

(C.2)

Algorithme

Pour la discr�etisation de ce syst�eme (C.1)-(C.2), nous utilisons un sch�emamixte comme
pour le cas bidimensionnel (chapitre 3).

La discr�etisation en espace est faite avec deux pas h1 = 1=N et h2 = 1=M o�u
(N � N � M) repr�esente la taille de l'image; et celle en temps est r�eguli�ere avec un
pas de temps �t.

Soit unijk une approximation de u au point (ih1; jh1; kh2) (avec 0 � i � N , 0 � j � N
et 0 � k �M) �a l'instant t = n�t.

La matrice de di�usion L est approch�ee par:

Ln
h =

0
BBBBBB@

Ln
(ijk)xx Ln

(ijk)xy Ln
(ijk)xz

Ln
(ijk)yx Ln

(ijk)yy Ln
(ijk)yz

Ln
(ijk)zx Ln

(ijk)zy Ln
(ijk)zz

1
CCCCCCA

(C.3)
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En 3-D, la matrice de projection s'�ecrit comme suit :

Pru? =
1

u2x + u2y + u2z

0
BBBBBB@

u2y + u2z �uxuy �uxuz

�uyux u2x + u2z �uyuz

�uxuz �uyuz u2x + u2y

1
CCCCCCA

(C.4)

La divergence et le gradient sont discr�etis�es avec des d�ecentrages di��erents comme
suit:

divh(u1; u2; u3) = h�11 (�x
+u1 +�y

+u2) + h�12 �z
+u3 (C.5)

et

rhu = h�1(�x
�u;�

y
�u;�

z
�u) (C.6)

o�u
�x

+ui;j;k = ui+1;j;k � ui;j;k ; �x
�ui;j;k = ui;j;k � ui�1;j;k

pour �y
+ , �y

� ,�z
+ et �z

� on utilise la même discr�etisation en intervertissant les rôles de
i, j et k. Avec cette discr�etisation, une approximation de L(ru) est la suivante:
Lh(ruh) =

�
h�11 (Ln

(ijk)xx�
x
�u

n
ijk + Ln

(ijk)xy�
y
�u

n
ijk + Ln

(ijk)xz�
z
�u

n
ijk); h

�1
1 (Ln

(ijk)yx�
x
�u

n
ijk +

Ln
(ijk)yy�

y
�u

n
ijk + Ln

(ijk)yz�
z
�u

n
ijk); h

�1
2 (Ln

(ijk)zx�
x
�u

n
ijk + Ln

(ijk)zy�
y
�u

n
ijk + Ln

(ijk)zz�
z
�u

n
ijk)

�
et div(L(ru)) est approch�ee par:
h�21

h
�x

+(L
n
(ijk)xx�

x
�u

n
ijk + Ln

(ijk)xy�
y
�u

n
ijk + Ln

(ijk)xz�
z
�u

n
ijk) + �y

+(L
n
(ijk)yx�

x
�u

n
ijk +

Ln
(ijk)yy�

y
�u

n
ijk + Ln

(ijk)yz�
z
�u

n
ijk)

i
+ h�22

h
�z

+(L
n
(ijk)zx�

x
�u

n
ijk + Ln

(ijk)zy�
y
�u

n
ijk +

Ln
(ijk)zz�

z
�u

n
ijk)

i
Pour la r�esolution num�erique, nous avons choisi un sch�ema mixte:

� Sch�ema implicite pour l'�equation (C.2):

Ln+1
ijk =

�

� +�t
Ln
ijk +

�t

� +�t
F n
ijk (C.7)

o�u F n
ijk est une approximation �a l'instant t = n�t au point (ih1; jh1; kh2) du

membre droit de (C.2) donn�ee par :

F n
ijk =

8><
>:

(Pru?)
n
ijk si jrunj > s

jrunj2(Pru?)nijk + 3
2
(s2 � jrunj2)�ijk si jrunj � s

(C.8)

Comme on l'a vue dans le chapitre 3, nous avons F n
ijk, une matrice d�e�nie po-

sitive 8i; j et k. L'�equation (C.7) assure la positivit�e de L qui permet d'�eviter
l'antidi�usion dans l'�equation (C.1).
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� Sch�ema explicite pour l'�equation (C.1):

un+1ijk � unijk
�t

� h�21
h
�x

+(L
n
(ijk)xx�

x
�u

n
ijk + Ln

(ijk)xy�
y
�u

n
ijk + Ln

(ijk)xz�
z
�u

n
ijk) +

�y
+(L

n
(ijk)yx�

x
�u

n
ijk + Ln

(ijk)yy�
y
�u

n
ijk + Ln

(ijk)yz�
z
�u

n
ijk)

i
+

h�22
h
�z

+(L
n
(ijk)zx�

x
�u

n
ijk + Ln

(ijk)zy�
y
�u

n
ijk + Ln

(ijk)zz�
z
�u

n
ijk)

i
= 0

Ceci nous donne l'algorithme suivant:

Pd

8>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

un+1ijk = unijk +
�t
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h
�x
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n
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x
�u

n
ijk + Ln
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y
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n
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x
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+
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h
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z
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u0ijk = u0(ih1; jh1; kh2) ; 0 � i � N et 0 � j � N

Ln+1
ijk =

�

� +�t
Ln
ijk +

�t

� +�t
F n
ijk

(C.9)

Pour impl�ementer cet algorithme, nous avons utilis�e le langage PVM (Parallel Virtual
Machines).

Proposition 4 (Principe du maximum)
Soient unijk le niveau de gris de l'image et L

n
(ijk)xy une composante de la matrice de di�usion

�a l'instant t = n:�t
Si

�tmax
ijk

jLijkj � min(h21; h
2
2)

9
(C.10)

Alors
m � unijk �M 8 i; j; k 2 IR

Preuve:
Supposons que:

�tmax
ijk

jLijkj � min(h21; h
2
2)

9

alors (C.9) nous permet d'�ecrire:

max
ij
jun+1ijk j � max

ijk
junijkj:

�
1 � 9�t

h21
max
ijk

jLijkj � 9�t

h22
max
ijk

jLijkj
�
+
�t

h21

�
9:max

ijk
junijkjmax

ijk
jLijkj

�
+

+
�t

h22

�
9:max

ijk
junijkjmax

ijk
jLijkj

�
� max

ij
junijj

Donc (C.10) est une condition su�sante pour que le principe du maximum soit satisfait.
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Applications

Cette exp�erience traite une image synth�etique contenant un cube noir dans un fond
blanc (l'image ayant une taille (128 � 128 � 128)) auquelle nous avons ajout�e un niveau
de bruit de 70%. La �gure (C.1) montre les courbes d'erreur et du r�esidu correspondant
au traitement de cette image par l'algorithme (C.9) avec un temps de relaxation sur dix
pas de temps et un seuil s = 10.
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Fig. C.1 { Courbes d'erreur (a) et du r�esidu (b) .
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