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Introduction

Introduction

Syst�emes r�eactifs

Les syst�emes r�eactifs sont des syst�emes informatiques qui r�eagissent continûment �a leur envi-
ronnement physique, �a une vitesse d�etermin�ee par cet environnement. Par cela, ils s'opposent d'une
part aux syst�emes transformationnels (les programmes classiques, qui disposent de leurs entr�ees
d�es leur initialisation, et d�elivrent leurs r�esultats lors de leur terminaison), et d'autre part aux
syst�emes interactifs (qui interagissent continûment avec leur environnement, mais �a leur vitesse
propre, comme les syst�emes d'exploitation).

Ce type de syst�eme est particuli�erement utilis�e dans le cadre du contrôle des syst�emes cri-
tiques : transport, nucl�eaire, commandes de processus industriels, etc : : : De par leur fonction,
ces syst�emes doivent imp�erativement satisfaire des contraintes strictes de fonctionnement. Leur
d�efaillance peut entrâ�ner des coûts consid�erables, aussi bien en terme �nancier (arrêt d'un service,
accident entrâ�nant la d�et�erioration de mat�eriel, etc : : : ) qu'en terme humain (par exemple dans
le transport a�erien ou dans le contrôle des centrales nucl�eaires).

Les propri�et�es qu'on consid�ere sur ce type de syst�emes consistent, le plus souvent, en des
relations logiques simples entre les entr�ees qu'ils re�coivent de leur environnement et les sorties
qu'ils lui transmettent. De plus, les propri�et�es de l'environnement doivent être fortement prises en
compte pour v�eri�er que le syst�eme satisfait une propri�et�e donn�ee. Cet environnement peut être
soit une mod�elisation d'un environnement physique (le \monde r�eel"), soit une abstraction d'un
autre programme informatique. Dans le cas des r�eseaux de processus, chaque processus voit les
autres comme faisant partie d'un environnement global.

De nombreuses recherches ont �et�e entreprises pour v�eri�er de mani�ere formelle ce genre de
propri�et�es (voir [QS82, CES86] pour les plus anciennes) : une technique formelle consiste �a baser
une preuve sur un raisonnement math�ematique, plutôt que sur un raisonnement en langage naturel
(qui risque souvent d'être ambigu). Dans le cadre du langage Lustre [HCRP91] (sur lequel se
base le pr�esent travail), l'outil Lesar [HLR92b, Rat92] permet ainsi de v�eri�er qu'un programme
bool�een (ou que l'abstraction bool�eenne d'un programme plus complexe) de taille raisonnable
satisfait une propri�et�e de sûret�e.

L'ensemble de ces techniques se heurtent au probl�eme de la taille des mod�eles g�en�er�es. Les
techniques actuelles ne sont gu�ere capables de construire des preuves pour des syst�emes d�epassant
quelques dizaines de millions d'�etats, ce qui est souvent largement insu�sant. En particulier,
ces techniques de preuves ne peuvent pas être appliqu�ees �a des r�eseaux de processus distribu�es,
d�es que ces r�eseaux d�epassent la centaine, voir la dizaine de processus (10 processus �a 10 �etats
forment un syst�eme �a 10 milliards d'�etats !). Di��erentes techniques sont explor�ees pour pallier �a
ce probl�eme qui empêche leur exploitation industrielle �a grande �echelle. Dans ce document, nous
nous int�eresserons �a la preuve modulaire.

Preuve modulaire

La preuve modulaire consiste �a d�ecomposer un programme en plusieurs sous-programmes de
taille plus petite, sur lesquels on esp�ere pouvoir utiliser les techniques pr�ec�edentes. Cette technique
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nous am�ene �a nous poser un certain nombre de questions :

{ Ayant prouv�e une propri�et�e d'un sous-programme, comment en tirer parti pour v�eri�er le
programme complet?

Cette question est �a la base de la v�eri�cation modulaire. Ayant v�eri��e une propri�et�e d'un
sous-programme, celui-ci peut être consid�er�e comme faisant partie de l'environnement des
autres processus, environnement qui, d�es lors, peut être garanti poss�eder la propri�et�e prouv�ee.

{ Inversement, comment trouver une propri�et�e su�sante d'un sous-programme pour que le
programme complet satisfasse les propri�et�es d�esir�ees?

La propri�et�e �a d�emontrer sur un sous-programme doit être su�sante pour prouver une
propri�et�e sur le syst�eme global. Cette propri�et�e, di�cile �a trouver manuellement, peut être
g�en�er�ee automatiquement.

{ Est-il possible de d�eduire le code du sous-programme �a partir des propri�et�es qu'il doit satis-
faire?

Si un programme est sp�eci��e de mani�ere su�samment stricte, il semble plus e�cace (en terme
de coût �nancier, ainsi que de sûret�e du logiciel) de g�en�erer automatiquement l'ensemble des
sous-programmes satisfaisant cette propri�et�e, plutôt que de construire manuellement un tel
programme, et de v�eri�er �a posteriori qu'il satisfait la sp�eci�cation d�esir�ee.

{ Comment �etendre la preuve modulaire �a un nombre arbitraire de processus?

Un processus d'un r�eseau voit les autres processus comme son environnement. Il est alors
possible de g�en�eraliser la synth�ese de sp�eci�cation pour g�en�erer un invariant d'un r�eseau
r�egulier, et ainsi prouver que le r�eseau complet satisfait une propri�et�e.

Hypoth�ese synchrone et le langage Lustre

Notre travail se place dans le cadre de la v�eri�cation de syst�emes r�eactifs d�ecrits �a l'aide du
langage Lustre [HCRP91]. Lustre est un langage d�eclaratif synchrone d�edi�e �a la programma-
tion de syst�emes temps r�eel. Lustre a servi de base �a des ateliers industriels de conception de
programmes, comme l'atelier Saga, d�evelopp�e et utilis�e par Merlin-Gerin, et la prochaine version
de l'atelier CSAO, d�evelopp�e par V�erilog pour l'A�erospatiale.

Il repose sur deux concepts originaux : une approche ot de donn�ee et une interpr�etation
synchrone.

{ L'approche ot de donn�ee consiste �a consid�erer chaque sortie du syst�eme comme une fonction
du temps discret. Les op�erateurs du langage op�erent alors sur ces fonctions.

{ L'approche synchrone consiste �a supposer que toutes les variables du syst�eme �evoluent si-
multan�ement, i.e., que le syst�eme complet est synchronis�e sur une horloge globale.

L'approche suivie pour la v�eri�cation consiste �a sp�eci�er des propri�et�es dans le même langage, �a
l'aide d'un programme \observateur", d�etectant les anomalies de fonctionnement du programme �a
v�eri�er. On �etudie alors le programme construit en ex�ecutant en parall�ele le programme �a v�eri�er
et son observateur, en tentant de montrer qu'aucune anomalie n'est d�etect�ee, quelles que soient
les suites d'entr�ees soumises au programme.

Dans ce document, nous �etendons la notion de processus observateur d'une propri�et�e de sûret�e,

{ d'une part aux propri�et�es de vivacit�e (exprimables par un automate de B�uchi).

{ d'autre part aux r�eseaux de processus.

10
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Plan

Dans un premier chapitre, nous pr�esentons le cadre de notre �etude. Les automates �a en-
tr�ee/sortie synchrones sont d�e�nis, les techniques classiques de v�eri�cation sont rappel�ees. Une
probl�ematique est alors propos�ee.

Ce document est ensuite divis�e en trois parties :

Synth�ese de processus : Dans cette premi�ere partie, nous �etudions la synth�ese de programmes.
Le chapitre 2 pr�esente l'�etat de l'art dans le domaine. Nous concluons en posant le probl�eme de la
synth�ese dans le cas des programmes synchrones : il s'agit de g�en�erer automatiquement l'ensemble
des programmes qui, dans un environnement correct, satisfont une propri�et�e donn�ee. Le chapitre 3
propose de d�ecrire ces solutions �a l'aide d'un observateur. L'observateur synth�etis�e est capable �a
tout moment de fournir les comportements possibles de notre programme, de fa�con �a ce qu'il puisse
satisfaire la propri�et�e d�esir�ee. Le chapitre 4 �nit de r�esoudre le probl�eme de la synth�ese. L'ensemble
des solutions du probl�eme de la synth�ese est d�ecrit : ces solutions sont alors des programmes
ex�ecutables par un ordinateur. Dans le chapitre 5, nous d�ecrivons quelques exemples de synth�eses;
des mesures de performances sont pr�esent�ees et comment�ees.

Synth�ese d'invariants : Dans cette deuxi�eme partie, nous �etendons la synth�ese d'un seul pro-
cessus, �a la synth�ese d'un invariant pour un ensemble arbitraire de processus, organis�es en r�eseau
r�egulier. Le chapitre 6 pr�esente l'�etat de l'art sur la sp�eci�cation et la v�eri�cation des syst�emes
param�etr�es. Dans le chapitre 7, nous d�ecidons de d�ecrire un r�eseau constitu�e d'un nombre ar-
bitraire de processus �a l'aide d'une grammaire de r�eseau [CGJ95]. Nous proposons une nouvelle
technique g�en�erale de v�eri�cation en d�e�nissant un invariant du r�eseau comme �etant un plus petit
point �xe. Un exemple d'application de cette technique est donn�e. Les deux chapitres suivants
�etendent cette technique au calcul de plus grands points �xes. En e�et, alors que la taille du plus
petit point �xe d�epend uniquement de celle du syst�eme (qui est lui-même g�en�eralement in�ni),
la taille du plus grand point �xe d�epend fortement de celle de la propri�et�e �a d�emontrer (qui est
g�en�eralement de taille r�eduite). Le chapitre 8 propose ainsi d'exprimer un invariant d'un r�eseau
lin�eaire (ou en anneau) comme un plus grand point �xe. Une s�erie d'heuristiques est propos�ee de
fa�con �a permettre le calcul d'une approximation inf�erieure de ce plus grand point �xe. Le cha-
pitre 9 �etend ce r�esultat aux r�eseaux arborescents, en d�ecomposant l'invariant selon le nombre de
branches de l'arbre. Le chapitre 10 pr�esente un certain nombre d'exemples utilisant cette technique
de preuve. Le chapitre 11 propose en�n d'utiliser cette technique comme une aide au calcul d'in-
variants. A l'aide d'exemples, plusieurs extensions combinant di��erentes m�ethodes d'abstraction
sont propos�ees, permettant de r�esoudre des probl�emes complexes.

Impl�ementation : La troisi�eme partie d�ecrit l'impl�ementation qui a �et�e r�ealis�ee et qui applique
l'ensemble des algorithmes propos�es dans ce document. Le chapitre 12 consiste en un petit manuel
d'utilisation de l'outil qui a �et�e r�ealis�e : Bang (pour \Boolean Automata Network Grammars che-
cker"). Certains choix d'impl�ementation sont discut�es. Le chapitre 13 propose des algorithmes pour
calculer l'abstraction de signaux. Ce point est d�eterminant pour l'e�cacit�e de notre calcul d'inva-
riant. Le chapitre 14 d�ecrit en�n quelques algorithmes de calcul de la post et de la pr�econdition.
Des tests exp�erimentaux ont �et�e e�ectu�es et sont pr�esent�es pour choisir le meilleur algorithme.
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Chapitre 1

Probl�ematique et mod�eles

Dans ce chapitre, nous pr�esentons les objectifs de ce document et le formalisme utilis�e. Apr�es
la pr�esentation des mod�eles de langage et de processus synchrones utilis�es dans la suite, nous
d�ecrivons la probl�ematique de la v�eri�cation de propri�et�es sur les langages synchrones. Nous pro-
posons deux solutions pour �eviter l'explosion du nombre des �etats : la modularit�e et la preuve par
induction.

1.1 Langages et automates

Nous consid�erons dans ce document une s�emantique de traces pour d�ecrire des processus. Le
comportement d'un processus est une s�equence de pas, chaque pas correspondant �a la r�eception
et �a l'�emission de signaux.

Le mod�ele utilis�e est celui des langages synchrones [Hal93], tels Lustre [HCRP91], Este-
rel [BG92], Argos [Mar92], Signal [GGB87] ou StateCharts [Har87]. Il est �egalement le
mod�ele sous-jacent classique des circuits synchrones.

1.1.1 Mots et langages

Nous consid�erons des processus communicants �a l'aide de signaux. Chaque signal est repr�esent�e
par un symbole. On appelle alphabet un ensemble �ni de symboles, repr�esentant des signaux. Soit
X = (x0; : : : ; xn�1) un alphabet de taille n. Un �ev�enement synchrone x sur X est un ensemble de
signaux, i.e., un sous-ensemble de X (x 2 2X). La d�enomination synchrone signi�e que tous les
signaux d'un �ev�enement sont suppos�es survenir au même instant.

Une ex�ecution d'un processus synchrone est vue par un observateur ext�erieur comme une suite
d'�ev�enements compos�es par des signaux de son interface. On d�e�nit ainsi une ex�ecution d'un
processus comme �etant une trace (ou mot synchrone) sur X . Un mot synchrone � sur X est
une suite �nie ou in�nie d'�ev�enements synchrones sur X (� = (x0; x1; : : : ) avec 8i; xi 2 2X). La
longueur d'un mot � est not�ee j� j (0 � j� j � 1). On note " le mot de longueur nulle.

Exemple 1.1 :

Soit X = fa; b; cg. Alors fag, fa,cg, fa,b,cg et ; sont des �ev�enements synchrones sur
X . (fag; fb; cg; ;; ;; fa; bg; : : :) est un mot synchrone sur X . 2

Un ensemble �ni ou in�ni de mots est appel�e un langage. Un processus est d�ecrit par l'ensemble
de ses traces, donc par un langage.

Si � = (x0; : : : ; xn) est un mot �ni et � 0 = (x00; : : : ; x
0
n; : : : ) un mot de taille quelconque, on

note �:� 0 la concat�enation de ces deux mots, i.e.,

�:� 0 = (x0; : : : ; xn; x
0
0; : : : ; x

0
n; : : : )

13



CHAPITRE 1. PROBL�EMATIQUE ET MOD�ELES

NotonsX1 l'ensemble des mots (�nis ou in�nis), X! l'ensemble des mots in�nis, X� l'ensemble
des mots �nis, et Xn l'ensemble des mots de taille n sur X .

Les langages de mots �nis peuvent être utilis�es dans la sp�eci�cation de propri�et�e de terminaison :
lorsqu'une tâche est termin�ee, on peut s'assurer que le processus est dans un �etat correct. Dans
un syst�eme r�eactif, nous nous int�eresserons plus particuli�erement aux mots in�nis : le syst�eme ne
s'arrête jamais.

1.1.2 Automates

Soit X un ensemble �ni de signaux, et soit 2X l'ensemble des �ev�enements sur X . Nous posons
ici une d�e�nition des automates de B�uchi, adapt�ee au mod�ele synchrone.

D�e�nition 1.1 :

Un automate �a entr�ee/sortie A sur X est un tuple (QA; q
0
A; IA; OA; �A) o�u

{ QA est un ensemble �ni d'�etats contenant l'�etat initial q0A.

{ IA � X et OA � X sont les ensembles disjoints, respectivement des signaux
d'entr�ee et de sortie.

On appelle con�guration un couple form�e d'un �etat et d'un �ev�enement d'entr�ee.

(q; i) 2 QA � 2IA

{ �A � QA � 2IA � 2OA �QA est la relation de transition.

Si l'automate est dans la con�guration (q; i) 2 QA�2IA , il peut passer dans l'�etat
q0 en �emettant la sortie o si et seulement si (q; i; o; q0) 2 �A.

Quand il n'y aura pas d'ambigu��t�e sur la relation de transition, on notera q
i
�!
o
q0

�a la place de (q; i; o; q0) 2 �A.

Le mot � = (x0; x1; : : : ; xn; : : : ) surX = IA[OA est reconnu (ou g�en�er�e) par l'automate
A = (QA; q

0
A; IA; OA; �A) si et seulement s'il existe une suite in�nie (q0; q1; : : : ; qn; : : : )

d'�etats, avec q0 = q0A et pour tout n � 1; qn�1
xn�1\IA
������!
xn�1\OA

qn. 2

Un tel automate peut donc être interpr�et�e comme un reconnaisseur de langage sur X (ou �even-
tuellement un g�en�erateur de langage, voir [RW89]).

De fa�con �a d�ecrire des propri�et�es de vivacit�e, nous introduisons un ensemble d'�etats marqu�es
FA � QA. Un automate �a entr�ee/sortie A sur X est alors un tuple (QA; q

0
A; IA; OA; �A; FA). En

posant FA = QA, on retrouve le mod�ele initial.
Intuitivement, pour les mots �nis, en r�eponse �a une s�equence (i0; i1; : : : ; in�1) d'�ev�enements

d'entr�ee, un tel automate retourne une s�equence (o0; o1; : : : ; on�1) d'�ev�enements de sortie, telle
qu'il existe une s�equence (q0; q1; : : : ; qn) d'�etats, avec q0 = q0A, qn 2 FA (l'ex�ecution commence

dans l'�etat initial et �nit dans un �etat marqu�e) et pour tout n � 1; qn�1
in�1
���!
on�1

qn. Dans ce

cas, l'ensemble FA est �egalement appel�e l'ensemble des �etats �nals (toute ex�ecution �nie doit se
terminer dans un �etat �nal).

La s�equence (i0 [ o0; i1 [ o1; : : : ; in�1 [ on�1) est appel�ee une trace de l'automate A. Une telle
trace est un mot sur X .

D�e�nition 1.2 :

{ Le mot �ni � = (x0; x1; : : : ; xn�1) sur X = IA [ OA est reconnu (ou g�en�er�e)
par l'automate A = (QA; q

0
A; IA; OA; �A; FA) si et seulement s'il existe une suite

(q0; q1; : : : ; qn) d'�etats, avec q0 = q0A, qn 2 FA et pour tout n � 1; qn�1
xn�1\IA
������!
xn�1\OA

qn.
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1.1. LANGAGES ET AUTOMATES

{ Le mot in�ni � = (x0; x1; : : : ; xn; : : : ) surX = IA[OA est reconnu (ou g�en�er�e) par
l'automate A = (QA; q

0
A; IA; OA; �A; FA) si et seulement s'il existe une suite in�nie

(q0; q1; : : : ; qn; : : : ) d'�etats, avec q0 = q0A et pour tout n � 1; qn�1
xn�1\IA
������!
xn�1\OA

qn,

et telle qu'il existe un nombre in�ni d'indices i tels que qi 2 FA.

Intuitivement, comme le mot � est in�ni, on n'exige plus qu'il se termine dans un
�etat �nal, mais qu'il passe in�niment souvent par un �etat �nal.

2

L'ensemble des traces d'un automate A est un langage sur X qui est not�e TA (TA � X1).

D�e�nition 1.3 :

Un langage T est dit r�egulier s'il existe un automate A reconnaissant ce langage (T =
TA). 2

Les langages r�eguliers ont �et�e tr�es �etudi�es. De nombreux algorithmes ont �et�e propos�es pour e�ectuer
les op�erations classiques (intersection, union, compl�ementation, etc : : : ). Un r�esum�e de l'�etat de
l'art sur les langages r�eguliers et les automates peut être trouv�e dans [Arn92, KG95].

Pour qu'un automate mod�elise un processus r�eel, il est souvent n�ecessaire qu'il soit r�eactif et
d�eterministe.

D�e�nition 1.4 :

Un automate r�eactif ne peut pas refuser un �ev�enement d'entr�ee. Il poss�ede donc la
propri�et�e

8q 2 QA;8i 2 2IA ; 9o 2 2OA ; 9q0 2 QA; q
i
�!
o
q0

2

Cette d�e�nition signi�e que la vitesse du processus est d�etermin�ee par son environnement (le
processus ne peut pas ralentir son environnement). Nous proposerons dans la suite un algorithme
pour rendre r�eactif un automate (voir chapitre 3, page 33).

D�e�nition 1.5 :

Un automate d�eterministe a au plus une r�eaction possible �a un �ev�enement d'entr�ee
donn�e. Il poss�ede donc la propri�et�e

8q 2 QA;8i 2 2IA ;8o1; o2 2 2OA ;8q01; q
0
2 2 QA;

q
i
�!
o1

q01 et q
i
�!
o2

q02 =) o2 = o1 et q02 = q01

Dans ce cas, on pr�ef�ere remplacer la relation de transition par une fonction de transition
et par une fonction de sortie. Un automate d�eterministe A est alors d�e�ni par un tuple
(QA; q

0
A; IA; OA; �

Q
A ; �

O
A) o�u

{ �QA 2 QA � 2IA ! QA est la fonction de transition.

Si l'automate est dans la con�guration (q; i) 2 QA � 2IA , l'�etat suivant est

�QA (q; i) 2 QA.

{ �OA 2 QA � 2IA ! 2OA est la fonction de sortie.

Si l'automate est dans la con�guration (q; i) 2 QA � 2IA , l'automate �emet l'�ev�e-
nement de sortie �OA (q; i) 2 2OA .

15



CHAPITRE 1. PROBL�EMATIQUE ET MOD�ELES

En d'autres termes,

8q; q0 2 QA;8i 2 2IA ;8o 2 2OA ;
�
(q0; o) =

�
�QA(q; i); �

O
A (q; i)

� �
() q

i
�!
o

q0

2

Les programmes r�eels sont normalement d�eterministes. On s'attend �a ce qu'ils r�epondent toujours
de la même mani�ere �a des suites d'�ev�enements ext�erieurs identiques. Il est g�en�eralement admis
que, dans les syst�emes critiques, tout forme de non d�eterminisme est �a proscrire.

Les automates non d�eterministes sont cependant tr�es utilis�es pour sp�eci�er des propri�et�es ou
des comportements qui ne sont pas enti�erement connus (ils peuvent par exemple repr�esenter une
abstraction d'un autre automate, ou un mod�ele d'un environnement physique).

1.1.3 Op�erations sur les automates

1.1.3.1 Pr�e et postcondition

Soit A = (QA; q
0
A; IA; OA; �A) un automate. Soit Q � QA un ensemble d'�etats, et � � QA�2IA

un ensemble de con�gurations.

D�e�nition 1.6 :

La fonction de pr�econdition pre calcule l'ensemble des con�gurations pr�ed�ecesseurs
d'un ensemble d'�etats donn�e.

pre(Q) = f (q; i) 2 QA � 2IA j 9q0 2 Q; 9o 2 2OA ; q
i
�!
o

q0 g

La fonction de postcondition post calcule l'ensemble des �etats successeurs d'un en-
semble de con�gurations donn�e.

post(�) = f q0 2 QA j 9(q; i) 2 �; 9o 2 2OA ; q
i
�!
o

q0 g

2

1.1.3.2 Projection

Soient A = (QA; q
0
A; IA; OA; �A) un automate, et O0 � OA.

D�e�nition 1.7 :

La projection A # O0 de l'automate A est l'automate (QA; q
0
A; IA; O

0; �0A) o�u

8(q; i; o0; q0) 2 QA � 2IA � 2O
0

�QA;

(q; i; o0; q0) 2 �0A () 9o 2 2OAnO0

; (q; i; o0 [ o; q0) 2 �A

2

La projection conserve la r�eactivit�e et le d�eterminisme.

Intuitivement, un syst�eme peut poss�eder des signaux internes, invisibles de l'ext�erieur. La
fonction de projection permet de calculer les traces \externes" du processus (dans lesquels les
signaux internes n'interviennent pas).
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1.1.3.3 Produit synchrone

Le produit synchrone est l'op�eration de base pour faire communiquer des automates.

D�e�nition 1.8 :

Soient A1 = (Q1; q
0
1 ; I1; O1; �1) et A2 = (Q2; q

0
2 ; I2; O2; �2) deux automates. Leur pro-

duit synchrone A1 �A2 est un automate

A1 �A2 = (Q1 �Q2; (q
0
1 ; q

0
2); (I1 nO2) [ (I2 nO1); (O1 n I2) [ (O2 n I1); �12)

o�u

(q1; q2)
i
�!
o
(q01; q

0
2) , 9l1 2 I1 \O2; 9l2 2 I2 \O1;

q1
l1[(i\I1)
������!
(l2[o)\O1

q01

q2
l2[(i\I2)
������!
(l1[o)\O2

q02

2

Intuitivement, ce produit synchrone est �equivalent �a \connecter" les entr�ees/sorties de A1 avec
celles de A2 portant le même nom. Dans la section 7.2.4, page 78, nous pr�esenterons une technique
de renommage permettant de g�en�eraliser le produit synchrone et de mod�eliser des \connections"
quelconques.

1.1.4 Circuits bool�eens

1.1.4.1 M�ethodes �enum�erative et symbolique

La premi�ere technique d'impl�ementation des automates est dite �enum�erative. Elle consiste
�a coder la fonction de transition explicitement dans un tableau (ou �equivalent). De nombreux
algorithmes e�caces ont �et�e d�evelopp�es et impl�ement�es sur ce genre de structure (par exemple
dans les outils Aldebaran [FGK+96] ou Concurrency Workbench [CPS89]). La partie III
d�ecrit une telle impl�ementation (Bang [Les97a]).

Le principal d�efaut de cette impl�ementation est l'espace n�ecessaire pour stocker explicitement
un grand nombre d'�etats et de transitions. Pour pallier �a ce probl�eme, des m�ethodes symboliques
ont �et�e propos�ees, qui permettent de repr�esenter la fonction de transition par une formule. Si on se
limite au cas bool�een, cette formule peut se coder de fa�con e�cace �a l'aide de Bdd (\Binary Deci-
sion Diagram"). Par contre, certains algorithmes, comme l'abstraction (voir chapitre 13, page 151)
ou la minimisation, peuvent être moins performants en symbolique qu'en �enum�eratif.

Dans la section suivante, nous pr�esentons un mod�ele de circuits bool�eens [Hal94]. Les langages
synchrones Lustre, Esterel et Argos peuvent être ais�ement compil�es dans ce format.

1.1.4.2 D�e�nition

Soit IB = f0; 1g l'ensemble des bool�eens. Nous utiliserons par la suite les �equivalences classiques
entre les ensembles, les fonctions bool�eennes et les formules bool�eennes. A toute formule bool�eenne
B sur un ensemble fb0; b1; : : : ; bn�1g de variables bool�eennes sont associ�es :

1. une fonction bool�eenne (not�ee �egalement B) de IBn dans IB d�e�nie par

8b 2 IBn; B(b) = B[b0=b0; : : : ; bn�1=bn�1]

o�u B[b0=b0; : : : ; bn�1=bn�1] est �egale �a la valeur de la formule B dans laquelle on a remplac�e,
pour tout i, la variable bool�eenne bi par la valeur bi de la i�eme composante du vecteur b.
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2. un sous-ensemble de IBn (not�e �egalement B) d�e�ni par

8b 2 IBn; b 2 B () B(b) = 1

On peut maintenant d�e�nir les circuits bool�eens.

D�e�nition 1.9 :

Un circuit bool�een C �a n variables d'�etat, m variables d'entr�ee et k variables de sortie
est un tuple (InitC ; �

Q
C ; �

O
C ) o�u

{ Une con�guration du circuit est un couple (q; i) 2 IBn � IBm.

q 2 IBn est un vecteur de valeurs bool�eennes appel�e �etat du circuit. Nous dirons
que le circuit se trouve dans l'�etat q si, pour tout j tel que 0 � j � n� 1, la j�eme

variable d'�etat du circuit a pour valeur la j�eme composante du vecteur q.

i 2 IBm est un vecteur de valeurs bool�eennes appel�e �ev�enement d'entr�ee du circuit.
Intuitivement, chaque composante ij de i correspond �a un signal d'entr�ee. Le
signal est dit pr�esent si la valeur de cette composante est �a vrai, et absent dans
le cas contraire. Nous dirons que i est l'entr�ee courante du circuit si, pour tout j
tel que 0 � j � m � 1, la j�eme variable d'entr�ee du circuit a pour valeur la j�eme

composante du vecteur i.

{ InitC � IBn est une formule bool�eenne d�ecrivant l'ensemble des �etats initiaux.
On se limite en g�en�eral �a un seul �etat initial : InitC est alors un monôme complet
des variables d'�etat.

{ �QC 2 IBn+m ! IBn est la fonction de transition.

Si (q; i) 2 IBn+m est une con�guration du circuit, l'�etat suivant est �QC (q; i).

{ �OC 2 IBn+m ! IBk est la fonction de sortie.

Si (q; i) 2 IBn+m est une con�guration du circuit, le circuit �emet l'�ev�enement de
sortie �OC (q; i). L'�ev�enement de sortie est interpr�et�e de la même mani�ere qu'un
�ev�enement d'entr�ee.

Par la suite, il sera �egalement utile de consid�erer �QC et �OC comme un seul vecteur

de n + k fonctions de IBn+m dans IB. On note �jC , pour 0 � j � n � 1, la j�eme

composante du vecteur �QC = [�jC ]0�j�n�1, et pour n � j � n+k�1, la (j�n)�eme

composante du vecteur �OC = [�jC ]n�j�n+k�1. Si (q; i) 2 IBn+m, on peut donc

�ecrire �C(q; i) = (�0C(q; i); : : : ; �
n+k�1
C (q; i)).

Comme pr�ec�edemment, nous pouvons d�ecrire des propri�et�es de vivacit�e en introduisant
la formule bool�eenne FC � IBn, d�ecrivant l'ensemble des �etats �nals. 2

Notation : Un ensemble de con�gurations du circuit est un ensemble de couples form�es d'un
�etat et d'un �ev�enement d'entr�ee. Il peut être repr�esent�e par une formule bool�eenne des variables
d'�etat et des variables d'entr�ee, ou de fa�con �equivalente par une fonction bool�eenne. Par la suite,
nous utiliserons indi��eremment ces trois notations. Ainsi, si � est un ensemble de con�gurations
et (q; i) une con�guration, la proposition

(q; i) est �el�ement de �.

peut s'�ecrire�
(q; i) 2 �

�
()

�
(q ^ i)) �

�
()

�
�(q; i) = 1

�
Un circuit bool�een est une impl�ementation d'un automate d�eterministe. Les d�e�nitions concer-

nant les automates s'appliquent donc de la même mani�ere.
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La plupart des fonctions de base sur les circuits bool�eens ont �et�e impl�ement�ees dans l'outil Bac
de Halbwachs ([Hal94]) : les pr�e et postconditions, l'accessibilit�e, etc : : : Dans la partie III, une
am�elioration de l'algorithme de calcul de pr�econdition sera pr�esent�ee au chapitre 14, page 159. Un
nouvel algorithme de calcul des abstractions de signaux (voir section 7.2.3, page 77) sera pr�esent�e
chapitre 13, page 151.

1.2 Expression d'une propri�et�e par un observateur synchrone

1.2.1 Expression d'une propri�et�e

Il existe plusieurs fa�cons d'exprimer formellement des propri�et�es sur des syst�emes de transitions.

1. Par comparaison de structure :

Les propri�et�es sont exprim�ees �a l'aide d'un automate (non d�eterministe). On d�e�nit alors des
relations de simulation sur les structures des automates pour v�eri�er qu'une impl�ementation
satisfait la propri�et�e.

2. Par inclusion de traces :

Ce cas est un sous-cas du pr�ec�edent. Une propri�et�e est mod�elis�ee par l'ensemble des traces
d'un automate. Un processus satisfait cette propri�et�e si le langage de ses traces y est inclus.

On rappelle que l'inclusion des traces est �equivalente �a la simulation forte lorsque les auto-
mates consid�er�es sont d�eterministes.

3. Par utilisation d'une logique :

Les traces d'un processus sont exprim�ees �a l'aide de formules de logique temporelle sur le
mod�ele. Les logiques les plus connues sont PTL (logique lin�eaire) et CTL (logique arbores-
cente).

Nous allons plus particuli�erement nous int�eresser �a l'inclusion des traces. Nous pouvons distinguer
deux types de propri�et�es : les propri�et�es de sûret�e et les propri�et�es de vivacit�e.

Une propri�et�e de sûret�e exprime que \quelque chose de mauvais" ne se produit jamais durant
l'ex�ecution du syst�eme. Par exemple, l'exclusion mutuelle (voir chapitre 10, page 109) ou l'absence
de blocage sont des propri�et�es de sûret�e. Une propri�et�e de vivacit�e exprime que \quelque chose de
bon" se produit immanquablement durant l'ex�ecution du syst�eme. Par exemple, la terminaison,
l'absence de famine ou la garantie de service sont des propri�et�es de vivacit�e.

D�e�nition 1.10 :

{ Une propri�et�e de sûret�e (\safety property") ' sur l'ensemble de signaux X est un
sous-ensemble pr�e�xe-clos de X1, i.e., telle que la condition suivante est v�eri��ee

� 2 ' ,
�
� 0 2 ' pour tout pr�e�xe �ni � 0 de � .

�
{ Une propri�et�e ' sur X est une propri�et�e de vivacit�e (\liveness property") si et
seulement si

Pour tout trace �nie � , il existe � 0 telle que �:� 0 2 '

2
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i1

i0

�s'

o0

o1
P


'

Fig. 1.1 { L'observateur d'une propri�et�e

1.2.2 V�eri�cation

Soit A un automate et ' une propri�et�e. ' est donc mod�elis�ee par un ensemble de traces T'.
V�eri�er que l'automate A satisfait la propri�et�e ' revient donc �a montrer que l'ensemble des traces
de A est inclus dans T'.

TA � T'

Notons T' = X1nT' le compl�ementaire de T'. Classiquement, l'inclusion pr�ec�edente est remplac�ee
par

TA \ T' = ;

1.2.3 Observateur d'une propri�et�e

Cette section montre comment une propri�et�e peut être sp�eci��ee �a l'aide d'un observateur syn-
chrone [HLR93]. Un observateur synchrone est un processus capable d'observer le comportement
d'un autre processus, sans modi�er ce comportement. Il prend en entr�ee les signaux d'entr�ee et
de sortie du processus observ�e (appel�es signaux de communication), et �emet un ou des signaux
d'alarme caract�erisant la propri�et�e (voir �gure 1.1).

1.2.3.1 Observateur d'une propri�et�e de sûret�e

L'observateur d'une propri�et�e de sûret�e ' sur X peut être mod�elis�e par un automate


' = (Q'; q
0
'; X; f�

s
'g; �')

o�u �s' est un nouveau signal (�s' 62 X), appel�e signal d'alarme, �emis lorsque la trace des �ev�enements
d'entr�ee ne v�eri�e pas la propri�et�e '.

Propri�et�e 1.1 :

Un automate A satisfait la propri�et�e de sûret�e ' si et seulement si la composition
synchrone de A et de l'observateur de ' n'�emet jamais le signal d'alarme �s'. 2

Remarque : Ces deux approches sont, bien entendu, �equivalentes.

TA \ T' = ; () TA \ T
' � X1
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1.2.3.2 Observateur d'une propri�et�e de vivacit�e

L'observateur d'une propri�et�e de vivacit�e ' sur X peut être mod�elis�e par un automate


' = (Q'; q
0
'; X; f�

l
'g; �')

o�u �l' est un nouveau signal (�l' 62 X), appel�e signal de vivacit�e, �emis lorsque la trace des
�ev�enements d'entr�ee conduit �a un but de la propri�et�e '.

Propri�et�e 1.2 :

Un automate A satisfait la propri�et�e de vivacit�e ' si et seulement si la composition
synchrone de A et de l'observateur de ' �emet in�niment souvent le signal de vivacit�e
�l'. 2

1.2.3.3 Observateur d'une propri�et�e : cas g�en�eral

On utilise la propri�et�e suivante

Propri�et�e 1.3 :

Toute propri�et�e correspondant �a un langage r�egulier est l'intersection d'une propri�et�e
de sûret�e et d'une propri�et�e de vivacit�e. 2

Une propri�et�e ' peut donc toujours être �ecrite sous la forme ' = 's \ 'l, o�u 's est une
propri�et�e de sûret�e et 'l est une propri�et�e de vivacit�e. Un observateur est donc un automate
(Q'; q

0
'; X; f�

s
'; �

l
'g; �') o�u �s' et �l' sont respectivement le signal d'alarme et de vivacit�e.

On a l'habitude de consid�erer le produit de l'automate et de son observateur plutôt que l'au-
tomate seul. En d'autres termes, on consid�ere un programme int�egrant une sp�eci�cation, plutôt
qu'un programme et une sp�eci�cation s�epar�ee.

Ces d�e�nitions sont, bien entendu, �equivalentes �a celle des automates de B�uchi.

1.2.3.4 Observateur et circuit bool�een

Un observateur peut être impl�ement�e par un circuit bool�een �a deux sorties. Ces sorties peuvent
être d�e�nies par une formule bool�eenne des �etats et des entr�ees du circuit. Traditionnellement, on
appelle invariant (not�e I) la n�egation de la formule d�e�nissant le signal d'alarme. Une propri�et�e
de sûret�e est vraie si le signal d'alarme n'est jamais �emis, ou inversement si l'invariant est toujours
vrai.

Un observateur impl�ement�e par un circuit bool�een est donc un tuple (InitC ; �C ; IC ; FC) o�u �s'
et �l' sont respectivement �emis dans les con�gurations de IC et FC .

Remarque : Un circuit bool�een est par d�e�nition une impl�ementation d'un automate d�etermi-
niste. Les observateurs nous permettent de mod�eliser des comportements non d�eterministes.

1.2.4 Environnement et v�eri�cation

1.2.4.1 Pourquoi d�e�nir un environnement?

La caract�eristique principale des syst�emes r�eactifs est qu'ils interagissent fortement avec leur
environnement physique. Les propri�et�es de l'environnement doivent donc être fortement prises en
compte pour concevoir et v�eri�er de tels syst�emes.

Ainsi, le probl�eme de la v�eri�cation peut souvent se poser de la fa�con suivante :

V�eri�er que dans l'environnement E, le processus P satisfait la propri�et�e '.
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E � P j= '

L'environnement peut être d�e�ni par

{ Un autre processus : il su�t de v�eri�er que le produit synchrone de P et de ce processus
satisfait la propri�et�e.

{ L'abstraction d'un processus complexe : il est rarement n�ecessaire de consid�erer l'environne-
ment dans son ensemble. Seuls quelques aspects de son comportement su�sent �a la satisfac-
tion de la propri�et�e.

{ Un environnement physique : il est alors n�ecessaire de mod�eliser son comportement de ma-
ni�ere formelle. Ce travail est en g�en�eral une tâche complexe �a laquelle on ne s'int�eressera pas
ici.

Dans les 2 derniers cas, l'environnement peut être d�ecrit par un processus non d�eterministe,
traduisant le fait qu'on ne s'int�eresse qu'�a certains comportements de cet environnement.

1.2.4.2 Mod�elisation de l'environnement par un observateur

Nous proposons ici de mod�eliser un environnement non d�eterministe par un observateur d�eter-
ministe. Dans la suite, nous nous limiterons aux propri�et�es de sûret�e sur l'environnement.

Consid�erons le produit synchrone 
E � P �
'.

Propri�et�e 1.4 :

Le processus P satisfait la propri�et�e de sûret�e ' dans l'environnement E si et seulement
si pour toute ex�ecution de 
E �P �
' n'�emettant pas le signal �sE , le signal �

s
' n'est

jamais �emis. 2

Il est �a noter que cette propri�et�e n'est pas �equivalente �a la proposition suivante :

Le processus P satisfait la propri�et�e de sûret�e ' dans l'environnement E si et seulement
si pour toute ex�ecution de 
E � P �
', d�es que le signal �s' est �emis, le signal �sE a
�et�e d�ej�a �et�e �emis au moins une fois dans le pass�e.

En e�et, 
E peut être dans un �etat o�u le signal �sE n'est pas �emis, mais o�u il le sera in�eluctablement
dans le futur. Un tel observateur est dit non extensible.

D�e�nition 1.11 :

Un observateur d�eterministe 
' = (Q'; q
0
'; X; f�

s
'g; �

Q
' ; �

O
' ) est dit extensible (ou

\causal") si et seulement si

8(q; x) 2 Q' � 2X ; �O' (q; x) = ; =) 9x0 2 2X ; �O'
�
�Q' (q; x); x

0
�
= ;

2

Un observateur est donc extensible si et seulement si , �a partir de tout �etat n'�emettant pas le signal
�s', il existe une ex�ecution in�nie de l'automate ne l'�emettant pas. Un algorithme permettant de
rendre extensible un observateur sera propos�e section 3.2.1.1, page 35.

1.2.4.3 Les environnements des circuits bool�eens

Soient un automate A et les observateurs d'un environnement 
E et d'une propri�et�e 
',
impl�ement�es par des circuits bool�eens. On se limite aux propri�et�es de sûret�e sur l'environnement.

En consid�erant le produit de ces trois circuits, on obtient un nouveau circuit C poss�edant trois
sorties suppl�ementaires :

{ Le signal de sûret�e de l'observateur de la propri�et�e, dont l'absence est cod�e par l'invariant
IC .
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{ Le signal de vivacit�e de l'observateur de la propri�et�e, cod�e par la �nalit�e FC .

{ Le signal de sûret�e de l'observateur de l'environnement, dont l'absence est cod�ee par l'asser-
tion AC .

Si on se limite aux propri�et�es de sûret�e, on peut dire que

L'automate A satisfait la propri�et�e ' de sûret�e dans l'environnement E si et seulement
si pour toute ex�ecution in�nie du circuit C pour laquelle AC reste toujours vraie, IC
reste �egalement toujours vrai.

1.3 V�eri�cation de propri�et�es

1.3.1 Principe

1.3.1.1 Ensemble des �etats accessibles

Soit 
' = (Q'; q
0
'; X; f�s'g; �') la composition d'un programme et d'un observateur d'une

propri�et�e de sûret�e '. La v�eri�cation que 
' n'�emet jamais le signal d'alarme �' repose sur le
calcul des �etats accessibles de l'automate.

D�e�nition 1.12 :

Un �etat q 2 Q' est dit accessible si et seulement s'il existe une ex�ecution �nie
(q0'; q1; q2; : : : ; q) atteignant q. 2

Soit R � Q' l'ensemble des �etats accessibles de 
'. Cet ensemble est d�e�ni par un plus petit
point �xe.

q0' 2 R�
q 2 R et 9i; o; q

i
�!
o
q0

�
) q0 2 R

ou de mani�ere �equivalente en utilisant la fonction de postcondition d�e�nie section 1.1.3.1, page 16,

q0' 2 R

post(R) � R

L'ensemble des �etats accessibles R est donc calcul�e par it�eration

R0 = fq0'g

Ri+1 = Ri [ post(Ri)

R = lim
i!1

Ri

Pour les syst�emes �a �etats �nis, auxquels nous nous sommes jusqu'�a pr�esent limit�es, ce calcule
converge. Pour les syst�emes in�nis, il ne converge en g�en�eral pas (R est souvent lui-même in�ni,
voir chapitre 6, page 59). Mais même dans le cas �ni, cette technique est limit�ee par l'explosion
du nombre des �etats.

1.3.1.2 M�ethode symbolique

Les circuits bool�eens permettent de calculer une repr�esentation symbolique de l'ensemble des
�etats accessibles, sans avoir �a les �enum�erer explicitement. Chaque �etat est en e�et cod�e par un
monôme complet des variables d'�etat, et tout ensemble d'�etats par une formule bool�eenne des
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variables d'�etat (voir section 1.1.4, page 17). Un algorithme de calcul de la postcondition a �et�e d�e-
velopp�e dans [Rat92] et impl�ement�e dans [Hal94] (voir chapitre 14, page 159). Il permet d'e�ectuer
le calcul de point �xe pr�ec�edent sur des formules bool�eennes : R 2 IBn ! IB.

R0 = q0'

Ri+1 = Ri _ post(Ri)

R = lim
i!1

Ri

Pour des syst�emes plus g�en�eraux, dont la partie donn�ee contient par exemple des entiers (et plus
seulement des bool�eens), le calcul exact des �etats accessibles est en g�en�eral impossible. Di��erentes
m�ethodes d'approximation ont �et�e �etudi�ees permettant de calculer un sur-ensemble des �etats
accessibles. Dans le cas des contraintes lin�eaires, l'outil Polka [HMP95, HPR94] calcule ainsi, �a
l'aide de poly�edres, un sur-ensemble du domaine que peuvent prendre ces valeurs.

Un autre axe de recherche consiste �a utiliser des syst�emes d'aide �a la d�emonstration (\theorem
prover"), a�n de construire un syst�eme abstrait, sur lequel des propri�et�es de sûret�e peuvent être
v�eri��ees. Cette technique consiste �a exprimer des relations entre des pr�edicats de fa�con �a d�eterminer
un sur-ensemble des �etats accessibles. Dans la section 11.4, page 132, nous combinerons le calcul
d'invariant, qui est le sujet principal de ce document, avec les techniques d�evelopp�ees par Sa��di et
Graf [Sa��96, GS96], pour v�eri�er des r�eseaux param�etr�es de processus in�nis.

1.3.2 V�eri�cation modulaire

A�n d'�eviter l'explosion du nombre des �etats due au produit synchrone, il semble naturel de
d�ecomposer le probl�eme de la v�eri�cation en plusieurs sous probl�emes plus simples, et d'e�ectuer
une preuve modulaire. Pour �xer les id�ees, consid�erons deux processus P1 et P2 et une propri�et�e '.
A�n d'�eviter le calcul du produit synchrone P1�P2, une preuve modulaire consisterait �a chercher,
connaissant P2, une propri�et�e  n�ecessaire et su�sante que doit v�eri�er P1 pour que P1 � P2
satisfasse '. En pratique, il est rarement possible de trouver une propri�et�e �a la fois n�ecessaire et
su�sante. Pour les probl�emes de v�eri�cation, on s'int�eresse plutôt �a une propri�et�e su�sante. En
notation tout �a fait informelle, cette propri�et�e pourrait être not�ee

 = (P2 ) ')

Il su�t alors de v�eri�er que P1 j= (P2 ) '), pour que P1�P2 j= ' (voir �gure 1.2). Bien entendu,
on esp�ere que le coût du calcul de P2 ) ' sera plus faible que celui du calcul direct.

L'int�erêt des observateurs est de pouvoir exprimer les processus et les propri�et�es sur ces pro-
cessus dans un même formalisme : aussi bien les processus que les propri�et�es sont mod�elis�es par
des automates. Dans le cas de la synth�ese modulaire, cela signi�e que P1, P2, ' et surtout P2 ) '
sont des automates. La v�eri�cation modulaire peut donc se ramener au probl�eme de la synth�ese
de sp�eci�cation. Ce probl�eme sera �etudi�e dans la partie I de ce document.

1.3.3 Cas des r�eseaux r�eguliers

La v�eri�cation modulaire peut être ais�ement �etendue �a plus de 2 processus. Soient n processus
P1, P2, : : : , Pn communicants et ' une propri�et�e. Le probl�eme de la v�eri�cation modulaire est
alors le suivant :

Connaissant les n � 1 processus P2, : : : , Pn, trouver une propri�et�e  n�1 n�ecessaire
et/ou su�sante que doit v�eri�er P1 pour que le produit synchrone

P1 � P2 � : : : � Pn

v�eri�e la propri�et�e '.
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P1 P2


'

(a) V�eri�cation du produit synchrone

P1


 

(b) V�eri�cation modulaire

Fig. 1.2 { V�eri�cation de propri�et�es sur des processus communicants

A la limite, cette id�ee peut être utilis�ee pour v�eri�er des propri�et�es sur des r�eseaux param�etr�es de
processus, i.e., de v�eri�er une propri�et�e sur n processus, quelle que soit la valeur de n. Ainsi, si on
fait tendre n vers l'in�ni et qu'on d�e�nisse  par

 =
[
n

 n

on obtient le r�esultat suivant :�
8n; Pn j=  

�
=)

�
8n; P1 � : : : � Pn j= '

�
Ce r�esultat est appel�e principe d'induction, et  est appel�e un invariant du r�eseau.

Plus formellement, consid�erons un ensemble de k processus fP1; : : : ; Pkg et la famille de pro-
cessus F d�e�nie par

8i = 1 : : : k;
�
Pi 2 F

�
et

�
P 0; P 00 2 F ) P 0 � P 00 2 F

�
F est appel�e un r�eseau binaire de processus (voir chapitre 9, page 99). Soit une propri�et�e ' et soit
� une relation d'ordre sur les processus, compatible avec ', i.e., telle que�

P 0 � P 00 et P 00 j= '
�

=)
�
P 0 j= '

�
La preuve par induction consiste �a d�eterminer un processus I , appel�e invariant du r�eseau, tel que

8i = 1 : : : k; Pi � I
I � I � I

Proposition 1.1 :

(Principe d'induction)�
I j= '

�
=)

�
8P 2 F ; P j= '

�
2

Toute la di�cult�e de cette technique r�eside �a d�eterminer l'invariant I . La partie II de ce document
pr�esentera l'�etat de l'art dans le domaine et proposera une nouvelle technique de calcul d'invariants
�a base de points �xes.
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Premi�ere partie

Synth�ese de processus
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Chapitre 2

Introduction �a la synth�ese de

processus

2.1 Probl�eme de la synth�ese

Certains aspects de la synth�ese des processus synchrones ont �et�e trait�es dans [Les94].

2.1.1 V�eri�cation modulaire

Revenons sur le probl�eme de la v�eri�cation de propri�et�es sur un processus, tel qu'il a �et�e pos�e
section 1.2.4, page 21.

Le processus P satisfait-il la propri�et�e ' dans l'environnement E ?

E � P j= ' ?

Le processus P est g�en�eralement g�en�er�e par un compilateur, l'environnement E peut être soit un
autre processus, soit une mod�elisation d'un environnement physique.

Les algorithmes actuels, qui fonctionnent selon le principe du calcul des �etats accessibles, ne
permettent pas de v�eri�er des propri�et�es sur des programmes de grande taille. Dans la section 1.3.2,
page 24, nous proposons, pour pallier �a ce probl�eme, d'e�ectuer des preuves modulaires .

Supposons que le processus P puisse se d�ecomposer en deux processus P1 et P2 :

P = P1 � P2

La preuve modulaire consiste �a

1. D�eterminer une propri�et�e '2 qu'il est n�ecessaire et su�sant que P2 satisfasse, pour que le
produit E � P1 � P2 satisfasse la propri�et�e '.

2. V�eri�er que le processus P2 satisfait '2.

Le chapitre 3 va proposer des algorithmes symboliques permettant le calcul d'une propri�et�e '2.

2.1.2 Synth�ese de processus

Plus g�en�eralement, le probl�eme de la synth�ese est pos�e de la mani�ere suivante : un environne-
ment E pr�ecis est d�e�ni, une propri�et�e ' assez stricte est sp�eci��ee. Au lieu d'�ecrire une impl�emen-
tation de P et de v�eri�er qu'elle satisfait ' dans l'environnement E, on cherche �a synth�etiser le
processus le plus g�en�eral v�eri�ant cette propri�et�e :

�Etant donn�es un environnement E et une propri�et�e ', quel est le processus P le plus
g�en�eral, satisfaisant ' sous l'environnement E ?
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La synth�ese permet ainsi de d�eterminer des strat�egies gagnantes dans des probl�emes de jeux,
ou de d�eriver un programme �a partir d'une sp�eci�cation.

Si on suppose que les processus E et P peuvent g�en�erer respectivement les signaux xE et xP ,
ce probl�eme peut être envisag�e de plusieurs mani�eres :

{ Dans la th�eorie des jeux, E et P sont vus comme deux joueurs choisissant chacun �a leur tour
une valeur pour xE et xP , respectivement. E joue le premier. Le but du joueur E est de
parvenir �a la violation de '(xE ; xP ). Celui du joueur P est de contrer les ambitions de E : �a
chaque coup de E, P doit d�eterminer une strat�egie pour ne pas perdre, i.e., pour pr�eserver
'(xE ; xP ).

{ Le paradigme de Skolem est bas�e sur l'observation que la formule (8xE)(9xP )'(xE ; xP ) est
�equivalente �a la formule du second ordre (9f)(8xE)'(xE ; f(xE)). La synth�ese de P peut
donc se ramener �a la d�etermination de la fonction f .

{ Dans la th�eorie des superviseurs (voir [RW87, RW89] ainsi que l'impl�ementation qui en a �et�e
faite dans [HW92]), P n'est pas un programme du même type que E. E est d�ecrit par un
automate recevant des �ev�enements discrets (DES pour \Discrete Event Systems"). P est un
superviseur qui peut autoriser ou interdire certaines transitions de E. Le probl�eme est alors
de synth�etiser un superviseur P tel que E supervis�e par P satisfait la sp�eci�cation '.

Ce dernier point est devenu un classique de la synth�ese. Dans la section suivante, la th�eorie des
superviseurs va être rappel�ee.

2.2 G�en�erateur et superviseur (th�eorie de Ramadge et Won-
ham)

Cette section pr�esente les bases de la th�eorie des processus �a �ev�enements discrets (ou DES pour
\Discrete Event Systems"), d�ecrite dans [RW87, RW89].

Les processus �a �ev�enements discrets sont des syst�emes discrets, asynchrones (ils n'entrent donc
pas dans le cadre synchrone de notre mod�ele), et �eventuellement non d�eterministes. Les signaux
d'entr�ee et de sortie ne sont pas distingu�es.

2.2.1 Contrôle des processus �a �ev�enements discrets

Soit A = (QA; q
0
A; XA; ;; �

Q
A ; FA) un automate (qui est plutôt appel�e g�en�erateur dans cette

th�eorie) sans signaux de sortie et o�u �QA est une fonction non totale. On dit que dans l'�etat q 2 QA,

le signal x est accept�e si �QA(q; x) est d�e�ni. Cette vision est �equivalente �a celle des observateurs :
un signal d'alarme est �emis lorsque la fonction de transition n'est pas d�e�nie.

L'ensemble X des signaux est partitionn�e en signaux contrôlables et signaux incontrôlables.

X = Xc [Xnc Xc \Xnc = ;

Une fonction de contrôle (\control pattern") est une fonction

 : X ! IB

Un signal x est autoris�e si (x) = 1, et interdit si (x) = 0. On a donc 8x 2 Xnc; (x) = 1 (tous
les signaux incontrôlables sont autoris�es).  permet de d�e�nir une nouvelle fonction de transition,
dite fonction de transition contrôl�ee

�Qc :
�
X ! IB

�
�QA �X ! QA

avec

�Qc (; q; x) =

�
�QA(q; x) si �QA(q; x) est d�e�nie et (x) = 1
ind�e�ni sinon
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Alors l'automate

Ac = (QA; q
0
A; X; ;; �

Q
c ; FA)

est une version de A admettant un contrôle externe. Il est appel�e processus �a �ev�enements discrets
contrôl�es (o�u CDEP pour \Controlled Discrete Event Process"). Le contrôle consiste alors �a d�e-
terminer pour chaque �etat q une fonction de contrôle  telle que le processus contrôl�e Ac v�eri�e
la propri�et�e recherch�ee.

2.2.2 Superviseur

Un superviseur (\supervisor") est un couple

S = (S;�)

o�u

S = (QS ; q
0
S ; X; ;; �

Q
S ; FS)

est un automate d�eterministe et o�u

� : QS ! (X ! IB)

est une fonction de contrôle appel�ee \state feedback map". Pour tout q 2 QS,

 = �(q) 2
�
X ! IB

�
est une fonction de contrôle. On peut alors coupler S et Ac. On d�e�nit ainsi le processus �a
�ev�enements discrets supervis�e (SDEP pour \Supervised Discrete Event Process") comme �etant

S=Ac = (QS �QA; (q
0
S ; q

0
A); X; ;; �

Q
S � �Qc ; FS � FA)

2.2.3 Probl�eme de la synth�ese

�Etant donn�e deux langages T1 et T2 sur X , le probl�eme de la synth�ese revient �a d�eterminer un
superviseur S tel que

T1 � TS=Ac
� T2

Dans [RW87, RW89], des conditions n�ecessaires et su�santes sont donn�ees sur T1 et T2 pour que
le probl�eme soit soluble.

Le principal d�efaut de cette technique est d'utiliser des algorithmes �enum�eratifs, qui peuvent
provoquer une explosion du nombre des �etats. Selon le mod�ele de la section 1.3.1.2, page 23, nous
allons pr�esenter dans la suite des algorithmes symboliques qui permettent d'�eviter la construction
du graphe des �etats.

2.2.4 Commentaires

Dans notre approche, nous utilisons des communications synchrones et des processus �a en-
tr�ee/sortie. Ainsi, les signaux incontrôlables et contrôlables correspondent respectivement aux
signaux d'entr�ee et de sortie de nos processus. La fonction de transition contrôl�ee correspond �a la
fonction de sortie du processus (i.e., la fonction qui calcule les valeurs �a donner aux sorties), et le
SDEP correspond au processus synth�etis�e lui-même.

Ramadge et Wonham donnent des r�esultats d'existence sur les langages. Les preuves de ces
r�esultats fournissent des algorithmes �enum�eratifs. Nous nous proposons dans la suite de d�e�nir
des algorithmes ne raisonnant plus sur les langages mais sur les ensembles de con�gurations. Ces
algorithmes peuvent alors être impl�ement�es de fa�con e�caces pour les circuits bool�eens.
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2.3 Observateur et synth�ese

Nous proposons d'utiliser les observateurs synchrones (voir section 1.2, page 19) pour sp�eci�er
et r�esoudre le probl�eme de la synth�ese. Par la suite, ces observateurs seront impl�ement�es de fa�con
e�cace �a l'aide de circuits bool�eens.

Soient 
E et 
' des observateurs respectivement d'une assertion sur l'environnement et d'une
propri�et�e. Notre but est de g�en�erer l'ensemble des programmes P v�eri�ant la propri�et�e ' lorsqu'ils
fonctionnent dans un environnement E v�eri�ant l'assertion, et tels que

{ Le programme P est r�eactif : comme on s'int�eresse aux ex�ecutions in�nies, notre solution ne
doit pas se bloquer. A chaque fois que P �emet un �ev�enement de sortie, il doit être sûr de
pouvoir satisfaire la propri�et�e ' dans le futur (�a condition, bien sûr, de fonctionner dans un
environnement correct).

{ Le programme P est d�eterministe : P doit être un programme r�eel, qui r�eagit toujours de la
même mani�ere �a des s�equences d'�ev�enements d'entr�ee identiques.

Dans le chapitre 3, nous proposerons un algorithme pour calculer l'observateur le plus g�en�e-
ral de la solution du probl�eme de synth�ese. Nous en d�eduirons un programme ex�ecutable (i.e.,
d�eterministe) dans le chapitre 4.
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Chapitre 3

Synth�ese d'observateurs

Le probl�eme de la synth�ese de syst�emes r�eactifs va être r�esolu en deux �etapes. Dans ce chapitre
nous allons calculer un observateur d�ecrivant la solution non d�eterministe la plus g�en�erale. Dans
le chapitre suivant, nous calculerons explicitement, �a l'aide d'oracles, l'ensemble des programmes
d�eterministes solution de ce probl�eme.

Nous nous limitons �a des propri�et�es de sûret�e sur l'environnement : l'observateur de l'environ-
nement 
E ne peut �emettre qu'un seul signal d'alarme, �sE , lorsque l'hypoth�ese (ou assertion) sur
l'environnement est viol�ee. Nous supposerons de plus que les observateurs sont extensibles (voir
section 1.2.4.2, page 22).

3.1 Probl�eme et solution de la synth�ese

3.1.1 Sp�eci�cation

Soient 
E et 
' respectivement un observateur d'un environnement (donc d'une propri�et�e de
sûret�e) et un observateur d'une propri�et�e '.

D�e�nition 3.1 :

On appelle sp�eci�cation le produit synchrone 
E � 
', not�e SE;'. 2

Quand il n'y aura pas d'ambigu��t�e sur la sp�eci�cation consid�er�ee, nous noterons souvent S �a la
place de SE;'. Notre but �etant d'impl�ementer la synth�ese de processus de fa�con symbolique (i.e.,
pour les circuits bool�eens), nous ne nous int�eresserons qu'aux sp�eci�cations reconnues par un
observateur d�eterministe. Bien entendu, cela n'implique pas que l'environnement et la propri�et�e
soient d�eterministes. Dans le reste de ce chapitre, nous consid�ererons la sp�eci�cation

S = (Q; q0; I [ O; f�sE ; �
s
'; �

l
'g; �

Q; �O)

Une sp�eci�cation prend en entr�ee les signaux d'entr�ee et de sortie du syst�eme, et �emet en sortie
les trois signaux d'alarme �sE , �

s
' et �l' : ces signaux sont �emis respectivement lorsque l'hypoth�ese

sur l'environnement est viol�ee, la propri�et�e de sûret�e est viol�ee, un �etat marqu�e est atteint (voir
section 1.2.1, page 19, et �gure 3.1). Ces trois signaux permettent de d�e�nir respectivement 3
ensembles de con�gurations :

{ L'assertion A sur l'environnement o�u le signal d'alarme �sE de l'environnement n'est pas
�emis.

A =
�

(q; i; o) 2 Q� 2I � 2O j �sE 62 �O(q; i; o)
	

A repr�esente l'ensemble des con�gurations d�ecrivant un comportement correct de l'environ-
nement.
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P

E

oi

�sE �l'�s'

S

Fig. 3.1 { Une sp�eci�cation

{ L'invariant I o�u le signal d'alarme �s' de la propri�et�e n'est pas �emis.

I =
�

(q; i; o) 2 Q� 2I � 2O j �s' 62 �O(q; i; o)
	

{ La �nalit�e F qui �emet le signal de vivacit�e �l' de la propri�et�e.

F =
�

(q; i; o) 2 Q� 2I � 2O j �l' 2 �O(q; i; o)
	

Un circuit bool�een impl�ementant la sp�eci�cation S poss�ede donc trois sorties, d�e�nies par les
formules bool�eennes A, I et F .

3.1.2 Observateur solution

En g�en�eral, la synth�ese produit un automate non d�eterministe, i.e., la sp�eci�cation n'est pas
assez forte pour d�eterminer compl�etement le processus solution. Dans ce chapitre, nous nous
proposons de repr�esenter ce processus non d�eterministe �a l'aide d'un observateur.

L'observateur 
P , de la solution du probl�eme de synth�ese, est construit �a partir de S (il h�erite

de sa structure de contrôle, i.e., �QP = �Q). La synth�ese de l'observateur de P revient alors �a
d�eterminer la fonction de sortie �OP , i.e., les deux ensembles de con�gurations IP (qui n'�emet pas
le signal �sP ) et FP (qui �emet le signal �lP ).

La propri�et�e ' va être r�ecrite comme l'intersection d'une propri�et�e de sûret�e et d'une propri�et�e
de vivacit�e (voir section 1.2.1, page 19).

3.1.2.1 Propri�et�e de sûret�e

Intuitivement, 
P �emet son signal d'alarme d�es que S �emet le signal �s' sans le signal �sE . En
terme d'ensemble de con�gurations, toute ex�ecution de 
P peut

{ soit rester dans l'ensemble de con�gurations I (la propri�et�e ' est alors satisfaite),

{ soit sortir de l'ensemble A (auquel cas l'assertion sur l'environnement est viol�ee, le compor-
tement du processus devenant quelconque).
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3.1.2.2 Propri�et�e de vivacit�e

De même que pr�ec�edemment, 
P �emet le signal de vivacit�e �lP si S �emet son signal de vivacit�e
�l' sans le signal �sE . In�niment souvent, 
P doit donc être forc�e �a atteindre un �etat �emettant le si-
gnal de vivacit�e. Cela nous am�enera �a d�e�nir une notion d'accessibilit�e et une notion d'accessibilit�e
forte.

Nous allons ainsi d�e�nir deux ensembles de con�gurations :

{ F s
P est l'ensemble de con�gurations maximal depuis lequel il est toujours possible de joindre

une con�guration de F , quel que soit le comportement de l'environnement. F s
P doit v�eri�er

la propri�et�e

8293F

Si une ex�ecution du processus sort de F s
P , il existe un comportement de l'environnement

empêchant le processus d'atteindre un �etat �nal. La propri�et�e de vivacit�e peut alors être
viol�ee.

{ F l
P est un ensemble de con�gurations conduisant dans une con�guration de F , pour tout

comportement de l'environnement. Si les sorties du processus sont choisies de fa�con �a de-
meurer dans F l

P , le processus atteindra un �etat �nal en un temps �ni. F l
P doit v�eri�er la

propri�et�e

83F

Intuitivement, tant que nous restons dans F s
P , il est possible de forcer le syst�eme �a �emettre le signal

de vivacit�e. Si nous restons dans F l
P , le syst�eme �emettra in�eluctablement le signal de vivacit�e.

Les sections suivantes proposent des algorithmes pour d�eterminer les trois ensembles de con�-
gurations, IP , F s

P et F l
P .

3.2 Propri�et�es des ensembles de con�gurations

Les trois ensembles de con�gurations IP , F s
P et F l

P peuvent être d�e�nis comme �etant les
ensembles de con�gurations de taille maximale satisfaisant certaines propri�et�es :

{ IP doit v�eri�er une propri�et�e d'invariance.

{ F doit être fortement accessible depuis F l
P .

{ F doit être accessible depuis F s
P .

Ces trois ensembles doivent de plus satisfaire des propri�et�es de compatibilit�e vis-�a-vis de l'assertion.

3.2.1 Propri�et�es de l'environnement

3.2.1.1 Assertion sur l'environnement extensible

Il est tout d'abord n�ecessaire que l'assertion sur l'environnement soit extensible. La d�e�nition
de l'extensibilit�e (voir section 1.2.4.2, page 22) s'�ecrit simplement �a l'aide de la fonction de pr�econ-
dition pre, d�e�nie respectivement pour les ensembles d'�etats et les ensembles de con�gurations,
par

pre(Q) = f (q; i; o) 2 Q� 2I � 2O j 9q0 2 Q; tel que q
i
�!
o

q0 g

pre(�) = f (q; i; o) 2 Q� 2I � 2O j 9(q0; i0; o0) 2 �; tel que q
i
�!
o

q0 g
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A est extensible si et seulement si

A � pre(A)

Propri�et�e 3.1 :

Il existe un ensemble maximal de con�gurations inclus dans A qui est extensible. Il est
�egal au plus grand point �xe de la fonction monotone des ensembles de con�gurations
dans les ensembles de con�gurations d�e�nie par

��:A \ pre(�)

2

Nous supposerons dor�enavant que l'assertion A est extensible.

3.2.1.2 Compatibilit�e avec l'environnement

Soit q 2 Q un �etat.

D�e�nition 3.2 :

L'�ev�enement d'entr�ee/sortie (i; o) est dit compatible avec l'assertion A dans l'�etat q si
(q; i; o) 2 A. L'�ev�enement d'entr�ee i est dit compatible avec l'assertion A dans l'�etat
q, s'il existe un �ev�enement de sortie o (une r�eaction du syst�eme), tel que (i; o) soit
compatible avec l'assertion en q (i.e., (q; i; o) 2 A). 2

Notons inA(q) l'ensemble des �ev�enements d'entr�ee compatibles avec l'assertion en q.

inA(q) = f i 2 2I j 9o 2 2O; (q; i; o) 2 A g

Ces d�e�nitions sont �etendues aux s�equences. Une s�equence
�
(i0; o0); (i1; o1); : : : ; (in; on); : : :

�
d'�ev�enements d'entr�ee/sortie est dite compatible avec l'assertion A en q, s'il existe une s�equence

(q0 = q; q1; : : : ; qn; : : : ) d'�etats telle que pour tout n � 0, qn
in�!
on

qn+1 et (qn; in; on) 2 A.

Une s�equence (i0; i1; : : : ; in; : : : ) d'�ev�enements d'entr�ee est dite compatible avec l'assertion A
en q, s'il existe une s�equence (o0; o1; : : : ; on; : : : ) d'�ev�enements de sortie telle que la s�equence�
(i0; o0); (i1; o1); : : : ; (in; on); : : :

�
d'�ev�enements d'entr�ee/sortie soit compatible avec l'assertion

A.
Notons de même InA(q) l'ensemble des s�equences d'�ev�enements d'entr�ee compatibles avec

l'assertion en q.

InA(q0) = f (i0; i1; : : : ) 2 2I j 9q1; q2; : : : 2 Q; 9o0; o1; : : : 2 2O;

8i 2 IN; (qi; ii; oi) 2 A et qi
ii�!
oi

qi+1 g

3.2.1.3 R�eactivit�e vis-�a-vis de l'environnement

Soit � un ensemble de con�gurations, et soit (q; i; o) 2 � \ A une con�guration de � v�eri-
�ant l'assertion sur l'environnement. Il peut exister un �ev�enement d'entr�ee i0 compatible avec
l'environnement, tel que toute r�eaction o0 de l'automate viole � :

9i0 2 inA(q); 8o0 2 2O; (q; i0; o0) 62 �

L'�etat q est alors dit non r�eactif par rapport �a l'assertion A sur l'environnement. Intuitivement,
un ensemble de con�gurations � est dit r�eactif vis-�a-vis de l'assertion A sur l'environnement, s'il
poss�ede au moins une r�eaction pour toute entr�ee accept�ee par l'assertion.

D�e�nition 3.3 :

La fonction de r�eaction vis-�a-vis de l'assertion A sur l'environnement est la fonction
reactAQ, des ensembles de con�gurations dans les ensembles d'�etats d�e�nie par

reactAQ(�) =
�

q 2 Q j inA(q) 6= ; et 8i 2 inA(q); 9o 2 2O; (q; i; o) 2 A \ �
	

36



3.2. PROPRI�ET�ES DES ENSEMBLES DE CONFIGURATIONS

Cette fonction est �etendue pour renvoyer un ensemble de con�gurations :

reactA(�) = (� \ A) \
�

reactAQ(�)� 2I � 2O
�

2

Pour tout q 2 reactAQ(�),

1. il existe une action de l'environnement v�eri�ant l'assertion.

2. pour toute action de l'environnement permettant de v�eri�er l'assertion, il existe un �ev�ene-
ment de sortie v�eri�ant l'assertion et l'inclusion dans �.

Propri�et�e 3.2 :

Soit � un ensemble de con�gurations. Alors reactA(�) est l'ensemble maximal de con�-
gurations compatible avec l'assertion inclus dans �. 2

Preuve :

Il su�t de montrer que reactA(reactA(�)) = reactA(�).

reactA(reactA(�)) = f (q; i; o) 2 A \ reactA(�) j inA(q) 6= ; et
8i0 2 inA(q); 9o0 2 2O; (q; i0; o0) 2 A \ reactA(�) g

= f (q; i; o) 2 A \ � j inA(q) 6= ;;
8i0 2 inA(q); 9o0 2 2O; (q; i0; o0) 2 A \ �; et
8i0 2 inA(q); 9o0 2 2O; (q; i0; o0) 2 A \ reactA(�) g

= f (q; i; o) 2 A \ � j inA(q) 6= ;;
8i0 2 inA(q); 9o0 2 2O; (q; i0; o0) 2 A \ � g

= reactA(�)

2

La compatibilit�e est une propri�et�e d'un �etat, signi�ant que pour toute action de l'environnement
(un �ev�enement d'entr�ee), il existe une strat�egie du processus (un �ev�enement de sortie) permettant
de v�eri�er l'assertion. La r�eactivit�e est une propri�et�e d'un ensemble de con�gurations, signi�ant
que pour toute action de l'environnement, il existe une strat�egie du processus permettant de
v�eri�er l'assertion et cet ensemble de con�gurations.

3.2.2 Stabilit�e et accessibilit�e

Les notions suivantes sont similaires aux modalit�es de CTL, mais sont d�e�nies en tenant compte
de la contrôlabilit�e.

Soient Q1 et Q2 deux ensembles d'�etats, et soient �1 et �2 deux ensembles de con�gurations
compatibles avec l'assertion, i.e.,

�1 = reactA(�1) et �2 = reactA(�2)

D�e�nition 3.4 :

Invariance : �1 est invariant si toute con�guration de �1 m�ene dans �1.

�1 � pre(�1)

Intuitivement, l'invariance est �equivalente �a la pr�eservation sous assertion.
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Accessibilit�e forte : �2 est fortement accessible (ou in�evitable) dans �1 si toute
s�equence in�nie de con�gurations de �1 conduit in�evitablement dans �2.

8(q0; i0; o0); (q1; i1; o1); (q2; i2; o2); : : : 2 �1

tels que 8i; qi
ii�!
oi

qi+1;

9n 2 IN; tel que (qn; in; on) 2 �2

Stabilisabilit�e : Q1 est stabilisable si pour toute s�equence d'�ev�enements d'entr�ee
compatible avec l'environnement, il existe une s�equence d'�ev�enements de sortie
compatible avec l'environnement qui reste dans Q1.

8q 2 Q1; 8i 2 inA(q); 9o 2 2O; (q; i; o) 2 A \ pre(Q1)

Intuitivement, un ensemble d'�etats est stabilisable s'il existe une strat�egie des
�ev�enements de sortie le rendant invariant.

Accessibilit�e : Q2 est accessible depuis Q1 si de tout �etat de Q1 et pour toute s�e-
quence d'�ev�enements d'entr�ee compatible avec l'assertion, il existe une s�equence
d'�ev�enements de sortie menant dans Q2.

8q0 2 Q1;8(i0; i1; : : : ) 2 InA(q0)
9n 2 IN; 9q1; : : : qn 2 Q; 9o0; : : : on�1 2 2O;

8i = 0 : : : n� 1; (qi; ii; oi) 2 A; qi
ii�!
oi

qi+1 et qn 2 Q2

Intuitivement, un ensemble d'�etats est accessible s'il existe une strat�egie des �ev�e-
nements de sortie le rendant fortement accessible.

2

Ces propri�et�es vont nous permettre de caract�eriser les ensembles IP , F s
P et F l

P .

{ IP est le plus grand ensemble de con�gurations invariant inclus dans I.

{ F l
P est un ensemble de con�gurations inclus dans IP �a partir duquel F est fortement acces-

sible.

{ F s
P est le plus grand ensemble de con�gurations invariant inclus dans IP �a partir duquel F

est accessible.

Les sections suivantes proposent des algorithmes pour calculer ces ensembles de con�gurations.

3.3 Plus grand ensemble de con�gurations invariant

D'apr�es la section pr�ec�edente, � est invariant si et seulement si

� = reactA(� \ pre(�))

Th�eor�eme 3.1 :

Il existe un plus grand ensemble de con�gurations invariant inclus dans �. Il est �egal
au plus grand point �xe de la fonction f1 des ensembles de con�gurations dans les
ensembles de con�gurations d�e�nie par

f1 = �X:reactA(� \ pre(X))

2
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Preuve :

Cette fonction est croissante dans le treillis complet des ensembles de con�gurations.
Elle admet donc un plus grand point �xe. 2

3.4 Ensembles d'�etats accessible et fortement accessible

Soit � un ensemble de con�gurations et Q l'ensemble des �etats de �.

Q =
�

q 2 Q j 9i 2 2I ; 9o 2 2O; (q; i; o) 2 �
	

Dans cette section, nous nous proposons de calculer

1. L'ensemble maximal Q0 d'�etats �a partir duquel Q est accessible.

2. Un ensemble de con�gurations �0, dont l'ensemble des �etats est Q0 et �a partir duquel � est
fortement accessible.

De fa�con �a satisfaire une propri�et�e de vivacit�e, nous cherchons un chemin pouvant atteindre les
�etats �nals, mais pas forc�ement tous les chemins pouvant atteindre ces �etats �nals. Ainsi, nous ne
demandons pas que �0 soit maximal.

Propri�et�e 3.3 :

Il n'existe pas de plus grand ensemble de con�gurations dans lequel � est fortement
accessible. 2

Preuve :

La �gure 3.2 pr�esente un contre-exemple. 2

L'ensemble de con�gurations �a partir duquel � est fortement accessible en au plus un pas est,
par d�e�nition,

reactA
�

pre(�)
�

Donc, l'ensemble des �etats �a partir duquel Q est accessible en au plus un pas est�
q 2 Q j 9i 2 2I ; 9o 2 2O; (q; i; o) 2 reactA

�
pre(�)

� 	
De fa�con �a calculer l'ensemble d'�etats �a partir duquel Q est accessible en exactement un pas, il est
n�ecessaire de supprimer de l'ensemble pr�ec�edent tous les �etats de Q (voir �gure 3.3). On obtient
ainsi l'ensemble de con�gurations �1 et l'ensemble d'�etats Q1, d�e�nis par

�1 = reactA
�

pre(�) \
�
(Q n Q)� 2I � 2O

� �
Q1 =

�
q 2 Q n Q j 9i 2 2I ; 9o 2 2O; (q; i; o) 2 reactA

�
pre(�)

� 	
Nous d�e�nissons ainsi les deux fonctions

dpre� = ��:reactA
�

pre(�) \ (
�

q 2 Q j 8i 2 2I ;8o 2 2O; (q; i; o) 62 �
	
� 2I � 2O)

�
dpreQ = �Q:

�
q 2 Q n Q j 9i 2 2I ; 9o 2 2O; (q; i; o) 2 reactA

�
pre(Q)

� 	
Th�eor�eme 3.2 :

1. Il existe un plus grand ensemble d'�etats Q0 �a partir duquel Q est accessible. Il est
�egal �a la limite de la suite croissante (uQn )n�1 d�e�nie par

uQn =
[

0�i�n�1

dpre(i)Q (Q)
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0

1

2

�1

0

1

2

�2

0

1

2

�1 [ �2

Fig. 3.2 { Contre-exemple prouvant la non unicit�e d'un ensemble de con�gurations �a partir duquel
� est fortement accessible. L'�etat 0 est accessible depuis l'ensemble d'�etats f1; 2g. Il est fortement
accessible depuis �1 et �2, mais pas depuis �1 [ �2 car il s'est form�e une boucle.

2. Il existe un ensemble de con�gurations �0, dont les �etats sont ceux de Q0, �a partir
duquel � est fortement accessible. On peut choisir, par exemple, �0 �egal �a la limite
de la suite croissante (u�n)n�1 d�e�nie par

u�n =
[

0�i�n�1

dpre(i)� (�)

2

Preuve :

1. dpre(i)Q (Q) est l'ensemble des �etats �a partir duquel Q est accessible en exacte-

ment i pas. (uQn )n�1 est croissante dans le treillis des ensembles d'�etats, donc elle
converge.

2. dpre(i)� (�) est un ensemble de con�gurations �a partir duquel � est fortement acces-
sible en exactement i pas. (u�n)n�1 est croissante dans le treillis �ni des ensembles
de con�gurations, donc elle converge en un temps �ni.

2

3.5 Solution de la synth�ese

3.5.1 Calcul d'invariance

L'invariant IP de l'observateur synth�etis�e doit satisfaire la propri�et�e de sûret�e I. Il doit donc
être inclus dans l'ensemble de con�gurations invariant I 0 d�e�ni par

I 0 = gfp(f1(I))

40



3.5. SOLUTION DE LA SYNTH�ESE

Q

pre(Q)

Fig. 3.3 { L'ensemble Q et l'ensemble de ses pr�ed�ecesseurs. Les �etats sources des transitions
repr�esent�ees en trait plein atteignent Q en exactement un pas. Les �etats sources des transitions
repr�esent�ees en trait pointill�e atteignent Q en 0 ou 1 pas.

Celui-ci est calcul�e it�erativement :

I 0
0

= reactA(I)

I 0
n+1

= reactA
�
I 0n \ pre(I 0n)

�
I 0 = lim

n!1
I 0
n

3.5.2 Calcul d'accessibilit�e

F s
P est le plus grand ensemble de con�gurations invariant inclus dans I 0, �a partir des �etats

duquel F est accessible. Il est calcul�e en deux temps :

1. On calcule tout d'abord le plus grand ensemble d'�etats Qs �a partir duquel F est accessible.
Ce calcul est e�ectu�e comme pr�ec�edemment, en tenant compte que l'invariant I 0 doit être
pr�eserv�e. La fonction dpreQ est donc red�e�nie de la mani�ere suivante

dpreQ = �Q:
�

q 2 Q n Q j 9i 2 2I ; 9o 2 2O; (q; i; o) 2 reactA
�

pre(Q) \ I 0
� 	

Qs est d�e�ni par

Qs = lim
n!1

uQn

avec uQn =
[

0�i�n�1

dpre(i)Q (Q)

et Q =
�

q j 9i 2 2I ; 9o 2 2O; (q; i; o) 2 F
	

et est calcul�e it�erativement.

2. F s
P est le plus grand ensemble de con�gurations invariant inclus dans I 0 dont les �etats sont

inclus dans Qs. Il est d�e�ni par

F s
P = gfp

�
f1
�
I 0 \ (Qs � 2I � 2O)

� �
et est calcul�e it�erativement :

La solution du probl�eme de synth�ese doit satisfaire I 0 et F s
P . Comme F s

P � I 0, on pose

IP = F s
P
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3.5.3 Calcul d'accessibilit�e forte

F l
P est un ensemble de con�gurations inclus dans I 0 dont les �etats sont inclus dans Qs et depuis

lequel F est fortement accessible. Pour tenir compte de I 0, on red�e�nit comme pr�ec�edemmentdpre�
en

dpre� = ��:reactA
�

pre(�) \ (fq 2 Q j 8i 2 2I ;8o 2 2O; (q; i; o) 62 �g � 2I � 2O) \ I 0
�

F l
P est d�e�ni par

F l
P = lim

n!1
u�n

avec u�n =
[

0�i�n�1

dpre(i)� (F )

et est calcul�e it�erativement.

3.5.4 Synth�ese

A�n de respecter la propri�et�e de sûret�e, notre processus solution doit in�niment souvent at-
teindre une con�guration �nale.

Ce probl�eme est r�esolu en introduisant un nouveau signal d'entr�ee, appel�e signal \oracle", et
not�e d.

1. Tant que le signal oracle d n'est pas re�cu, le processus ne cherche pas �a atteindre un �etat
�nal. Il n'est contraint que par l'invariant IP .

2. D�es que le signal oracle est �emis, notre processus choisit ses �ev�enements de sortie de fa�con
�a atteindre un �etat �nal. Cela est toujours possible, puisque les �etats �nals sont accessibles
depuis les �etats de IP .

De fa�con �a atteindre in�niment souvent un �etat �nal, le signal oracle d doit être in�niment souvent
pr�esent. d peut être ainsi g�en�er�e par l'automate de B�uchi suivant :

d d

d

d

Le chapitre suivant va proposer plusieurs algorithmes calculant, pour tout �etat et tout �ev�e-
nement d'entr�ee, l'ensemble des �ev�enements de sortie permettant de demeurer dans IP (ou plus
g�en�eralement dans n'importe quel ensemble de con�gurations invariant).
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Chapitre 4

Synth�ese d'automates

4.1 Probl�eme

Soit S = (Q; q0; I [ O; f�sE ; �
s
'; �

l
'g; �

Q; �O) une sp�eci�cation. A l'aide des algorithmes vus

dans le chapitre pr�ec�edent, nous avons d�etermin�e deux ensembles de con�gurations IP et F l
P ,

correspondant, respectivement, �a l'invariant que doit v�eri�er la solution P , et �a un chemin condui-
sant in�evitablement aux �etats �nals. La sp�eci�cation et ces deux ensembles permettent de calculer
l'ensemble des solutions du probl�eme de la synth�ese.

Une fois r�esolu ce probl�eme, nous souhaitons obtenir un programme r�eel qui puisse être ex�ecut�e
sur un ordinateur. Cela revient �a d�eterminer explicitement la fonction de sortie �OP , i.e., k fonctions,
not�ees (o�i )0�i�k�1 et calculant dans chaque con�guration la valeur de la sortie oi (i.e., absent
ou pr�esent). Ces fonctions vont être d�eterminis�ees �a l'aide d'entr�ees suppl�ementaires, appel�ees
\oracles".

Les sections suivantes pr�esentent 3 m�ethodes pour construire toutes les solutions d�eterministes
du probl�eme de la synth�ese. �Etant donn�e un ensemble de con�gurations � invariant, ces m�ethodes
vont nous permettre de calculer toutes les valeurs possibles des sorties, de fa�con �a ce que toute
ex�ecution de P reste dans �. Nous proposons trois m�ethodes :

1. Une m�ethode ensembliste qui peut être utilis�ee quel que soit le type d'impl�ementation.

2. Deux m�ethodes applicables aux circuits bool�eens et pro�tant de la structure de donn�ee
utilis�ee pour coder les formules bool�eennes : les Bdd.

4.2 M�ethode ensembliste

4.2.1 Premier cas : il n'y a qu'une sortie

Soit � un ensemble de con�gurations invariant. Supposons dans un premier temps qu'il n'y
ait qu'un seul signal de sortie, i.e., O est un singleton (O = fo0g). Dans certaines con�gurations,
toute strat�egie dans le choix de o0 permet de rester dans �. Dans d'autres con�gurations, la seule
strat�egie possible est de choisir o0 pr�esent. Finalement, dans les con�gurations restantes, la seule
strat�egie possible est de choisir o0 absent.

Ainsi, d�e�nissons deux sous-ensembles de � : T (pour \True") et F (pour \False").

{ T est l'ensemble des con�gurations dans lesquelles o0 doit être pr�esent, i.e., telles que si o0
est absent, l'ex�ecution sort de �.

{ De la même mani�ere, F est l'ensemble des con�gurations dans lesquelles o0 doit être absent,
i.e., telles que si o0 est pr�esent, l'ex�ecution sort de �.
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�Etats de �

�Etats violant � Strat�egie perdante

Strat�egie gagnante

T F

o0 o0 o0 o0 o0 o0

Fig. 4.1 { Ensembles de con�gurations T et F

T et F sont d�e�nis par

T = f (q; i) 2 Q� 2I j (q; i [ fo0g) 2 � et (q; i) 62 � g

F = f (q; i) 2 Q� 2I j (q; i) 2 � et (q; i [ fo0g) 62 � g

(voir la �gure 4.1). T et F sont disjoints. Si la con�guration (q; i) est dans T , le signal o0 doit
être pr�esent. Si elle est dans F , o0 doit être absent. Sinon, o0 est ind�etermin�e. Pour obtenir tous
les automates d�eterministes qui v�eri�ent la sp�eci�cation, introduisons un nouveau signal, appel�e
\signal oracle associ�e �a o0", et not�e d0, qui choisit une valeur pour o0 lorsqu'elle n'est pas contrainte.
Ainsi, nous avons

8(q; i) 2 Q� 2I ; o�0(q; i) = if (q; i) 2 T then present

else if (q; i) 2 F then absent

else d0

4.2.2 Cas g�en�eral

Supposons maintenant que la taille de O soit plus grande que 1 (i.e., O = fo0; o1; : : : g). La
strat�egie gagnante utilis�ee pour le signal oi peut d�ependre de la strat�egie gagnante utilis�ee pour
les autres signaux (oj)j 6=i. Consid�erons le premier signal o0 et appliquons le même raisonnement
que pr�ec�edemment.

Dans certaines con�gurations, toute strat�egie dans le choix de o0 permet de rester dans �, si
les strat�egies des autres signaux de sortie sont bien choisies. Dans d'autres con�gurations, la seule
strat�egie possible est de choisir o0 pr�esent. Cela signi�e que si o0 est absent, toutes strat�egies dans
le choix des autres signaux de sortie conduit �a sortir de �. Finalement, dans les con�gurations
restantes, la seule strat�egie possible est de choisir o0 absent. Ainsi, on peut d�e�nir, comme �a la
section pr�ec�edente, 2 ensembles de con�gurations : T0 et F0.

{ T0 est l'ensemble de con�gurations dans lesquelles o0 doit être pr�esent, i.e., telles que si o0
est absent, toute ex�ecution sort de �, quels que soient les choix des autres signaux.

{ De la même mani�ere, F0 est l'ensemble des con�gurations dans lesquelles o0 doit être absent,
i.e., telles que si o0 est pr�esent, toute ex�ecution sort de �, quels que soient les choix des
autres signaux.

T0 et F0 sont d�e�nis par

T0 = f (q; i) 2 Q� 2I j 9o 2 2O; (q; i; o) 2 � et 8o 2 2Onfo0g; (q; i; o) 62 � g

F0 = f (q; i) 2 Q� 2I j 9o 2 2O; (q; i; o) 2 � et 8o 2 2Onfo0g; (q; i; fo0g [ o) 62 � g
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et nous introduisons un signal oracle d0,

o�0(q; i) = if (q; i) 2 T0 then present
else if (q; i) 2 F0 then absent

else d0

Le calcul se continue de même pour les autres signaux de sortie. Le choix de o0 est maintenant
d�eterministe. Ainsi, le signal o0 peut être consid�er�e comme un signal d'entr�ee. Soit �1 la nouvelle
sp�eci�cation d�e�nie par

�1 = �[o0=o
�
0]

�1 ne d�epend plus que des signaux de sortie o1, : : : (et �eventuellement de d0). Nous pouvons
appliquer l'algorithme pr�ec�edent avec O = fo1; : : : g. Ainsi, la sortie oi d�epend des signaux oracles
d0, : : : , di.

Le d�esavantage de cette technique est qu'elle n�ecessite le calcul de k substitutions (pour d�eter-
miner les �i), qui est une op�eration particuli�erement coûteuse. Dans la suite, nous nous int�eressons
�a la synth�ese de programmes pour les circuits bool�eens. Les deux m�ethodes de synth�ese suivantes
pro�tent de la structure des donn�ees utilis�ee : les Bdd.

4.3 M�ethode symbolique utilisant des tests

Soit � un ensemble de con�gurations invariant, i.e., une formule bool�eenne des variables d'�etat,
d'entr�ee et de sortie. L'arbre de Shannon de � porte sur chacune de ses feuilles soit un 1, soit
un 0. L'id�ee intuitive est de parcourir une et une seule fois cet arbre a�n d'interdire toutes les
con�gurations conduisant �a une feuille portant un 0.

On num�erote toutes les variables de l'automate de 0 �a n+m+ k � 1 (on rappelle qu'on note
respectivement n, m et k le nombre de variables d'�etat, d'entr�ee et de sortie) et on les classe dans
l'ordre suivant :

1. Les variables d'�etat et d'entr�ee (xi), pour 0 � i < n+m.

2. Les variables de sortie (xi), pour n+m � i < n+m+ k.

La racine de l'arbre de Shannon de � est donc une variable d'�etat ou une variable d'entr�ee, alors que
chacune de ses feuilles est reli�ee �a une variable de sortie. Cet ordre est primordial pour l'e�cacit�e
de l'algorithme : il �evite de parcourir plusieurs fois certaines portions de l'arbre.

On utilise les avantages des Bdd par rapport aux arbres de Shannon pour ne pas parcourir
plusieurs fois des branches similaires. Pour cela, on va marquer chaque noeud du Bdd lors du
parcours et on va �etiqueter ces noeuds par l'information correspondant �a ce parcours.

4.3.1 �Etiquetage du Bdd de �

Soient N un noeud du Bdd de � et i le num�ero de la variable associ�ee �a ce noeud. A ce noeud
est attach�ee une formule bool�eenne (not�ee FN ) des variables (xj)j�i. Ainsi, si i = n+m+ k � 1,
(i.e., la variable consid�er�ee est class�ee derni�ere), on a FN = xi ou FN = xi.

L'id�ee est de consid�erer cette formule comme une \mini-sp�eci�cation" ne portant que sur les
variables (xj)j�i. Elle introduit donc des contraintes sur chacune de ces variables.

On attache donc �a ce noeud un tableau de n+m+k�i formules bool�eennes contenant chacune
de ces contraintes. Plus pr�ecis�ement, la case num�erot�ee j pour 0 � j < min(k; n + m + k � i)
contient une formule bool�eenne d�e�nissant la contrainte sur la variable xn+m+j , calcul�ee �a partir
de la formule FN . La premi�ere case contient donc la contrainte devant être impos�ee �a xi si xi est
une variable de sortie (voir �gure 4.2).
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Fig. 4.2 { �Etiquetage du Bdd de � en vue de la synth�ese de programmes

4.3.2 Parcours du Bdd de �

Soient N un noeud du Bdd de � et i le num�ero de la variable associ�ee �a ce noeud. Plusieurs
cas peuvent se pr�esenter selon la valeur de FN . Pour chacun de ces cas, il faut de plus distinguer
le cas o�u la racine est une variable d'�etat ou une variable d'entr�ee, et le cas o�u la racine est une
variable de sortie.

1. FN = 1

La formule est d�ej�a v�eri��ee. Toutes les variables de sortie restantes sont ind�etermin�ees (i.e.,
on remplit le tableau associ�e au noeud N par 8j � 0; o�j = dj).

2. FN est de la forme

xi

0 '2

Si xi = 0, la sp�eci�cation est viol�ee. Donc

(a) Si xi est une variable d'�etat ou une variable d'entr�ee, il n'existe pas de strat�egie des
sorties permettant de rester �a coup sûr dans l'ensemble de con�gurations �, car on ne
peut pas empêcher xi de prendre la valeur vraie. Si � est invariant, xi est forc�ee �a vraie
par l'assertion.

(b) Si xi est une variable de sortie, il faut poser o�i�(n+m) = 1. Les contraintes sur les

(xj)j>i�(m+n) sont alors d�etermin�ees �a l'aide de la formule '2.

3. FN est de la forme

xi

'1 0
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Ce cas est sym�etrique au pr�ec�edent, i.e.,

(a) Si xi est une variable d'�etat ou une variable d'entr�ee, il n'existe pas de strat�egie des
sorties permettant de rester �a coup sûr dans l'ensemble de con�gurations �. Comme
pr�ec�edemment, si � est invariant, xi est forc�ee �a fausse par l'assertion.

(b) Si xi est une variable de sortie, il faut imposer o�i�(n+m) = 0. Les contraintes sur les

(xj)j>i�(n+m) sont alors d�etermin�ees �a l'aide de la formule '1.

4. FN est de la forme

xi

'1 '2

Une ex�ecution peut rester dans �, que xi soit vraie ou fausse. Si xi est une variable de sortie,
elle reste ind�etermin�ee (on pose o�i�(n+m) = di�(n+m)). Puis on it�ere le calcul dans le cas o�u
xi est vraie et dans celui o�u xi est fausse :

(a) En partant de '1, on calcule pour chaque j une formule (o�j )xi
valable lorsque xi est

fausse.

(b) En partant de '2, on calcule pour chaque j une formule (o�j )xi
valable lorsque xi est

vraie.

(c) En�n, on remplit le tableau associ�e au noeud N par les o�j , calcul�ees pour chaque j par

o�j = if xi then (o�j )xi

else (o�j )xi

si xi est une variable d'�etat ou d'entr�ee, et

o�j = if di�(n+m) then (o�j )xi

else (o�j )xi

si xi est une variable de sortie.

Le d�efaut de cette technique est qu'elle interdit le r�eordonnancement automatique des variables
(voir section 12.1.2.2, page 140) pour ne pas perdre les informations associ�ees aux noeuds du Bdd
de �. Si elle est assez e�cace sur les petits exemples, elle est inutilisable sur les exemples de
taille importante, qui n�ecessitent le r�eordonnancement automatique pour pouvoir être charg�es en
m�emoire (voir chapitre 5, page 51).

Par contre, elle peut être ais�ement �etendue de fa�con �a calculer des probabilit�es sur les oracles.

4.3.3 Synth�ese probabiliste

Les signaux oracles servent �a mod�eliser le comportement non d�eterministe de nos processus
synth�etis�es. Lors de l'ex�ecution de ces programmes, l'ordinateur doit choisir une valeur al�eatoire
pour chaque variable oracle. La technique pr�ec�edente permet de calculer les probabilit�es d'oc-
currence qu'il convient de donner �a chacune de ces variables, de fa�con �a ce que l'ensemble des
comportements possibles du processus synth�etis�e se produisent de fa�con �equiprobable.

Comme l'ensemble de con�gurations � est invariant, on peut d�ecider �a tout moment si un
couple (q; i) est acceptable ou non.

Soit une con�guration de l'automate, i.e., un couple (q; i) v�eri�ant l'assertion. En descendant
le Bdd de � selon la valeur de (q; i), on obtient un Bdd portant sur les seules variables de O.
Consid�erons l'arbre de Shannon de � au lieu de son Bdd. Il y a autant de choix possibles pour
o qu'il y a de feuilles de cet arbre �egales �a 1 (il y en a au moins une car � est invariant). Pour
obtenir tous les vecteurs de sortie de fa�con �equiprobable, il su�t donc d'�etiquetter chaque branche
par le nombre de 1 auxquels elle permet d'acc�eder. Ainsi, l'arbre de Shannon suivant

47



CHAPITRE 4. SYNTH�ESE D'AUTOMATES

o1 o1

o0
2

0

1

1 1 1

1 0 1 1

autorise les trois vecteurs o0 ^ o1, o0 ^ o1 et o0 ^ o1. Il faut donc choisir o0 avec une probabilit�e de
2

1+2 et o0 avec une probabilit�e de 1
1+2 .

4.4 M�ethode symbolique utilisant des conjonctions

Soit � un ensemble de con�gurations invariant, i.e., une formule bool�eenne des variables d'�etat,
d'entr�ee et de sortie. L'id�ee de cette m�ethode va être de partir de o�i = 0 pour tout i et d'ajouter
au fur et �a mesure les con�gurations dans lesquelles oi doit être vraie. Nous allons donc parcourir
le Bdd impl�ementant � en retenant le chemin qui y acc�ede, et mettre �a jour les o�i �a chaque noeud
du Bdd concernant une variable de sortie. Cette technique n�ecessite comme pr�ec�edemment que les
variables d'�etat et les variables d'entr�ee soient rang�ees avant les variables de sortie (dans l'ordre
des variables des Bdd). Cette technique peut être �etendue �a un ordre quelconque (voir plus loin).

Soient N un noeud de �, i le num�ero de la variable associ�ee �a ce noeud, et soit path un Bdd
symbolisant le chemin parcouru pour parvenir �a ce noeud. On distingue les valeurs suivantes de
FN :

1. FN = 1

La formule est d�ej�a v�eri��ee. Toutes les variables de sortie restantes sont ind�etermin�ees, i.e.,
on pose, pour tout j � 0

o�j = o�j _ (path ^ dj)

2. FN = 0

Cette formule ne peut pas être rendue vraie, il n'existe donc pas de strat�egie des sorties
permettant de rester �a coup sûr dans l'ensemble de con�gurations �. Ce cas est impossible
si � est invariant.

3. FN est de la forme

xi

0 '2

Si xi = 0, la sp�eci�cation est viol�ee. Donc

(a) Si xi est une variable d'�etat ou une variable d'entr�ee, on met �a jour le chemin parcouru

path = path ^ xi

et on continue r�ecursivement le calcul pour '2.

(b) Si xi est une variable de sortie, on met �a jour o�i�(n+m) en posant

o�i�(n+m) = o�i�(n+m) _ path

et on continue r�ecursivement le calcul pour '2 (sans modi�er la variable path).

4. FN est de la forme

xi

'1 0
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Ce cas est sym�etrique au pr�ec�edent, i.e.,

(a) Si xi est une variable d'�etat ou une variable d'entr�ee, on met �a jour le chemin parcouru

path = path ^ xi

et on continue r�ecursivement le calcul pour '1.

(b) Si xi est une variable de sortie, on continue r�ecursivement le calcul pour '1 (sans
modi�er la variable path). o�i�(n+m) n'est pas modi��ee puisque xi ne peut pas être
vraie dans la con�guration path.

5. FN est de la forme

xi

'1 '2

Une ex�ecution peut rester dans �, que xi soit vraie ou fausse. Si xi est une sortie, elle reste
ind�etermin�ee (on pose o�i�(n+m) = o�i�(n+m)_ (path^di�(n+m))). Puis on it�ere le calcul dans
le cas o�u xi est vraie et dans celui o�u xi est fausse :

(a) En partant de '1, on pose

path = path ^

�
xi si xi est une variable d'�etat ou d'entr�ee.
di�(n+m) si xi est une variable de sortie.

et on it�ere le calcul.

(b) En partant de '2, on pose

path = path ^

�
xi si xi est une variable d'�etat ou d'entr�ee.

di�(n+m) si xi est une variable de sortie.

et on it�ere le calcul.

Extension �a un ordre quelconque : Cet algorithme n'est vraiment e�cace que si les variables
de sortie sont class�ees derni�eres (dans l'ordre des variables des Bdd). N�eanmoins, si le r�eordon-
nancement automatique (voir section 12.1.2.2, page 140) est utilis�e (ce qui est obligatoire pour les
programmes de taille importante), il est facile d'�etendre cet algorithme �a un \ordre proche". Tant
que le Bdd contient des variables d'�etat ou d'entr�ee, on consid�ere la d�ecomposition de Shannon en
fonction de la premi�ere variable d'�etat ou d'entr�ee apparaissant, au lieu de consid�erer syst�emati-
quement la variable racine du Bdd. Si l'ordre initial n'a pas �et�e trop modi��e, on peut s'attendre �a
ce que cette variable soit souvent la variable racine. La perte d'e�cacit�e de l'algorithme est alors
n�egligeable.

4.5 Synth�ese des �ev�enements de sortie

Les algorithmes pr�ec�edents permettent de g�en�erer des �ev�enements de sortie for�cant toute ex�e-
cution �a demeurer dans un ensemble de con�gurations donn�e. Ils sont appliqu�es pour les ensembles
IP (l'invariant �a respecter) et F l

P (l'ensemble de con�gurations conduisant vers un �etat �nal). On
obtient ainsi les deux fonctions de sortie �OI et �OF . In�niment souvent, les sorties du processus
synth�etis�e doivent être g�en�er�ees par �OF , de fa�con �a atteindre un �etat �nal. Le reste du temps, elles
sont g�en�er�ees par �OI . Pour mod�eliser ce comportement, introduisons un signal oracle suppl�emen-
taire, not�e d, qui d�ecide d'atteindre un �etat �nal. La fonction de sortie du processus P est alors
d�e�nie de la mani�ere suivante :

8(q; i) 2 Q� (2I[fdg); �OP (q; i) = if d 2 i then �OF (q; i)

else �OI (q; i)

Pour que le processus synth�etis�e ait un comportement correct, il faut que le signal oracle soit
pr�esent in�niment souvent, et qu'il le reste jusqu'�a ce que le processus ait atteint un �etat marqu�e.
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Chapitre 5

Exemples de synth�ese de

processus

Les techniques de synth�ese de processus ont �et�e impl�ement�ees (voir partie III). Dans ce chapitre,
nous pr�esentons deux exemples qui nous ont permis de tester l'e�cacit�e des di��erentes m�ethodes.
Un petit simulateur permet d'ex�ecuter les processus synth�etis�es. Les calculs ont �et�e e�ectu�es sur
un Ultra-Sparc 1 avec 256 Mo de m�emoire.

5.1 Jeu de Nim

Le jeu de Nim est un jeu d'allumettes qui se joue �a deux joueurs. On consid�ere n rang�ees
d'allumettes : la premi�ere contient 1 allumette, la seconde 3, la troisi�eme 5, la ni�eme 2n � 1. Les
joueurs enl�event �a tour de rôle un nombre quelconque d'allumettes (au moins �egal �a 1), dans une
seule rang�ee. Celui qui prend la derni�ere allumette a gagn�e.

Nous avons �ecrit un programme C qui prend le param�etre n en entr�ee et qui g�en�ere le cir-
cuit bool�een correspondant. Nous avons essay�e de g�en�erer une strat�egie gagnante pour di��erentes
valeurs de n, que l'ordinateur commence, ou non (dans ce jeu, l'utilisateur joue le rôle de l'environ-
nement du processus). La propri�et�e �a d�emontrer peut être interpr�et�ee soit comme une propri�et�e
de sûret�e, soit comme une propri�et�e de vivacit�e :

Sûret�e : L'environnement ne prend pas la derni�ere allumette.

Vivacit�e : Le processus prend la derni�ere allumette.

Les tableaux suivants indiquent s'il existe une strat�egie gagnante pour ce probl�eme, et dans l'af-
�rmative, le temps de calcul n�ecessaire pour synth�etiser un processus qui gagne �a tous les coups.
Les r�esultats pour les trois m�ethodes vues au chapitre pr�ec�edent sont pr�esent�es :

M�ethode ensembliste (sûret�e) :

Nombre de : : : Premier coup Synth�ese
Lignes Allumettes Etats Ordinateur Utilisateur Partielle

2 4 16 <1" Echec <1"
7 Ko 3 Ko

3 9 512 12" Echec 5"
83 Ko 32 Ko

4 16 65 536 Echec 1h29'18" 17'47"
1 232 Ko 377 Ko

5 25 33 554 432 saturation
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La synth�ese partielle consiste �a ne d�eterminer qu'une solution, en choisissant une valeur arbitraire
pour les oracles. Le programme ainsi obtenu est moins g�en�eral, mais est d�eterministe et a une
taille plus raisonnable.

Pour le cas �a 5 lignes, l'algorithme sature la m�emoire en plusieurs heures.

M�ethode par tests (sûret�e) :

Nombre de : : : Premier coup Synth�ese
Lignes Allumettes Etats Ordinateur Utilisateur Partielle

2 4 16 <1" Echec <1"
3.5 Ko 3 Ko

3 9 512 5" Echec 5"
74 Ko 47 Ko

4 16 65 536 saturation

Les r�esultats de cette m�ethode sont tr�es d�ecevants, pour la raison suivante : le fait de d�ecorer les
noeuds du Bdd avec des informations interdit l'usage du r�eordonnancement automatique (voir
section 12.1.2.2, page 140). Pour des petits automates, cette technique est tr�es e�cace, mais elle
est inutilisable pour des gros. Le chargement (sans r�eordonnancement automatique) du circuit
bool�een correspondant au cas �a 4 lignes, fait exploser la m�emoire, avant même le calcul des �etats
accessibles.

M�ethode par conjonction (sûret�e) :

Nombre de : : : Premier coup Synth�ese
Lignes Allumettes Etats Ordinateur Utilisateur Partielle

2 4 16 <1" Echec <1"
5 Ko 4 Ko

3 9 512 6" Echec 5"
44 Ko 30 Ko

4 16 65 536 Echec 22'38" 15'23"
822 Ko 374 Ko

5 25 33 554 432 saturation

Cette technique est, et de loin, la plus e�cace. On s'aper�coit n�eanmoins qu'il est tr�es di�cile de
g�en�erer l'ensemble des solutions du probl�eme de la synth�ese, le r�esultat occupant en g�en�eral un
tr�es gros espace.

M�ethode par conjonction (vivacit�e) : Nous essayons de synth�etiser un processus qui prend
la derni�ere allumette. Vu les r�esultats pr�ec�edents, nous utilisons la technique par conjonction. Les
r�esultats sont les suivants :

Nombre de : : : Premier coup Synth�ese
Lignes Allumettes Etats Ordinateur Utilisateur Partielle

2 4 16 <1" Echec <1"
4 Ko 3 Ko

3 9 512 7" Echec 6"
36 Ko 17 Ko

4 16 65 536 Echec 36'3" 23'22"
753 Ko 189 Ko

5 25 33 554 432 saturation

La �gure 5.1 pr�esente le d�eroulement d'une partie, o�u il y a 3 rang�ees d'allumettes, et l'ordina-
teur joue en premier. Le premier sch�ema correspond �a l'�etat initial. Les carr�es gris�es correspondent
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aux allumettes retir�ees au coup pr�ec�edent. D�es le deuxi�eme sch�ema, il est facile de voir que l'or-
dinateur a trouv�e une strat�egie gagnante.

5.2 Chariot automatique

On consid�ere une usine dans laquelle circule un chariot automatique. L'objectif de ce chariot
est de transporter des pi�eces d'un atelier �a un autre, dans un ordre pr�ed�e�ni. Dans cette usine,
un pi�eton peut �egalement se d�eplacer de fa�con al�eatoire. Notre objectif est de synth�etiser les
commandes de ce chariot de fa�con �a ce qu'il puisse transporter les pi�eces d'un atelier �a un autre,
sans heurter le pi�eton qui se d�eplace.

Soit n un entier. Nous mod�elisons l'usine par un carr�e de 2n sur 2n cases. Le chariot ainsi que
l'homme sont mod�elis�es par leurs coordonn�ees dans ce carr�e. Le processus qui contrôle le chariot
re�coit en entr�ee les d�eplacements de l'homme, et �emet les commandes du chariot. Ces commandes
sont :

left D�eplacement vers la gauche
right D�eplacement vers la droite
up D�eplacement vers le haut
down D�eplacement vers le bas

Notre sp�eci�cation admet donc les signaux d'entr�ee leftpi�eton, rightpi�eton, uppi�eton et downpi�eton pro-
venant du pi�eton (consid�er�e comme l'environnement) et �emet les commandes leftchariot, rightchariot,
upchariot et downchariot pour le chariot.

Le processus doit servir 4 ateliers, situ�es respectivement aux quatre sommets du carr�e repr�e-
sentant l'usine (voir �gure 5.2).

Nous nous sommes limit�e �a la technique par conjonction, avec r�eordonnancement automatique
des variables. Le tableau suivant donne le r�esultat de la synth�ese :

Taille Complet Partiel
n Nb �etats Temps de calcul Taille du r�esultat Temps de calcul Taille du r�esultat

3 3780 4'37" 227 Ko 1'45" 79 Ko
4 64260 41'37" 788 Ko 17'58" 358 Ko
5 1 043 460 8h1'57" 1.38 Mo 4h56'41" 841 Ko
6 16 756 740 112h 2 176 Ko 92h 1 223 Ko
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4 5
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L'environnement joue Le processus joue

�Etat

initial

Fig. 5.1 { Une partie de jeu de nim
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Atelier A

Atelier D

Atelier B

Atelier C

Chariot

Pi�eton

Fig. 5.2 { Une usine avec un chariot automatique
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Deuxi�eme partie

Synth�ese d'invariants
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Chapitre 6

Sp�eci�cation et v�eri�cation des

r�eseaux r�eguliers

Dans cette seconde partie, nous allons �etendre la preuve modulaire, qui fait intervenir deux
processus parall�eles communicants, au cas de n processus parall�eles communicants. Dans ce cha-
pitre, nous allons pr�esenter le mod�ele des grammaires de r�eseau. Nous pr�esentons l'�etat de l'art de
la sp�eci�cation et de la v�eri�cation des r�eseaux de processus.

6.1 Description des r�eseaux de processus

6.1.1 Syst�emes in�nis

La v�eri�cation automatique de processus synchrones est souvent bas�ee sur l'exploration de
l'ensemble des �etats accessibles du syst�eme. La di�cult�e principale dans l'application de cette
m�ethode est le nombre important et parfois même in�ni d'�etats �a consid�erer pour couvrir l'ensemble
des ex�ecutions possibles d'un processus (voir section 10.1, page 109).

Principalement deux m�ethodes ont �et�e envisag�ees pour pallier �a ce probl�eme d'explosion du
nombre des �etats :

1. La d�e�nition de structures plus �evolu�ees que les automates permettant de repr�esenter des
comportements in�nis : on trouve dans cette cat�egorie les r�eseaux de Petri, les automates
�a piles, les syst�emes hybrides, etc : : : Ces di��erents formalismes permettent de mod�eliser
un grand nombre de syst�emes, mais leur complexit�e limite leur utilit�e pratique : certains
probl�emes �el�ementaires sont au moins PSPACE-complets, ou même ind�ecidables. N�eanmoins,
cette direction de recherche est toujours en pleine expansion. En particulier, des techniques
d'extrapolation ([CC77, CC92]) sont �etudi�ees pour calculer une approximation sup�erieure de
l'ensemble des �etats accessibles. Dans la section 8.3, page 90, nous utiliserons des techniques
similaires, mais dans un cadre di��erent, pour calculer des approximations inf�erieures de plus
grands points �xes.

2. La construction r�ecursive de syst�emes in�nis �a partir de syst�emes �nis. Les alg�ebres de
processus ([Mil80, NS94]) sont l'exemple le plus classique de cette approche; pourtant, leur
utilisation reste surtout adapt�ee au monde asynchrone, et est ainsi la base de nombreux
travaux sur les protocoles de communication.

Une autre approche, tr�es technique, a �et�e d�evelopp�ee r�ecemment par Quemener [QJ95] : il
d�ecrit un graphe in�ni �a l'aide d'une grammaire de graphe. Cette technique permet de repr�e-
senter une classe importante de graphes in�nis (correspondant en fait �a la classe des langages
hors contexte), mais peut parâ�tre peu intuitive par rapport �a une alg�ebre de processus. La
complexit�e des algorithmes utilis�es limite �egalement l'int�erêt de la m�ethode.
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Des travaux r�ecents s'int�eressent �a la v�eri�cation de r�eseaux particuliers, r�eseaux en an-
neau [EN95] ou r�eseaux de processus asynchrones parall�eles [EN96, SV94, ID96]. Ces ap-
proches sont pr�esent�ees dans la section 6.3, page 63.

Nous nous int�eresserons �a une autre approche, inspir�ee des pr�ec�edentes, qui peut s'adapter
aussi bien au mod�ele synchrone qu'au mod�ele asynchrone : les grammaires de r�eseau.

6.1.2 Grammaires de r�eseau

6.1.2.1 D�e�nition

Les grammaires de r�eseau ont �et�e introduites par Grumberg, Shtadler et Marelly [SG89, MG91] :
elles o�rent un formalisme pour d�ecrire des ensembles de r�eseaux de processus.

Une grammaire de r�eseau est un tuple G =< T;N;P ;S > o�u

{ T est un ensemble de processus terminaux.

{ N est un ensemble de processus non terminaux. Chaque processus non terminal d�e�nit un
sous-r�eseau.

{ P est un ensemble de r�egles de production de la forme

A! B1kiB2ki : : : kiBn

o�u A 2 N , B1; : : : ; Bn 2 T [N et ki est une fonction de composition d'arit�e n.

{ S 2 N est le symbole de d�epart qui repr�esente le r�eseau g�en�er�e par la grammaire.

Exemple 6.1 :

Consid�erons une grammaire de r�eseau d�e�nissant un syst�eme assurant l'exclusion mu-
tuelle �a l'aide d'un algorithme �a jeton circulant (\token ring"). Cette grammaire pos-
s�ede deux processus terminaux E et P , et un non terminal R.

{ P est un processus �el�ementaire qui peut demander une ressource et l'utiliser.

{ E est l'environnement dans lequel fonctionne le r�eseau. L'utilit�e de cet environ-
nement sera discut�ee par la suite.

{ R est un sous-r�eseau constitu�e de n processus P hors environnement.

La grammaire est d�e�nie de la mani�ere suivante.

S ! Ek1R

R ! Pk2R

R ! Pk2P

Cette grammaire permet ainsi de g�en�erer les r�eseaux suivants :

Ek1(Pk2P )

Ek1(Pk2Pk2P )

Ek1(Pk2Pk2PkP2)

etc : : :

i.e., l'ensemble des r�eseaux �a jeton circulant de taille n, pour tout n. 2
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E

P P P

R�eseau lin�eaire

R�eseau en anneau

Fig. 6.1 { Construction par r�ecurrence d'un r�eseau en anneau

Remarque sur l'utilit�e de l'environnement : Dans cet exemple, l'environnement peut servir
�a cr�eer des r�eseaux en anneau (\ring"). En e�et, un tel r�eseau ne peut pas être directement construit
par r�ecurrence. Pour construire le r�eseau de taille n + 1 �a partir de celui de taille n, il faudrait
\couper" le r�eseau pour l'agrandir. Dans cet exemple, on cr�ee un r�eseau lin�eaire de taille n, qui
est ensuite reboucl�e par un environnement (voir �gure 6.1).

Cet exemple sera repris et d�evelopp�e dans le chapitre 10.

6.1.2.2 Des grammaires de r�eseau particuli�eres

On s'int�eressera dans les chapitres 8 et 9 �a deux types particuliers de r�eseau.

R�eseau lin�eaire : Un r�eseau est dit lin�eaire si toute r�egle de production est de la forme

R = (A! BkiC)

o�u B et C ne sont pas tous les deux non terminaux. Ces r�eseaux permettent par exemple de
construire des anneaux de processus (voir l'exemple pr�ec�edent).

R�eseau arborescent : Un r�eseau est dit arborescent binaire si toute r�egle de production est de
la forme

R = (A! BkiC)

o�u soit B et C sont tous les deux terminaux, soit B = C.

Exemple 6.2 :

La grammaire suivante d�ecrit une structure arborescente binaire. Soient P un processus
terminal, et N (pour \node") un processus non terminal.

S ! Nk1N

N ! Nk2N

N ! Pk2P

2

(voir �gure 6.2).
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N

P P

N

P

N

N

P P

N

P P

N

Fig. 6.2 { R�eseau arborescent

6.2 Sp�eci�cation de propri�et�es

On a vu dans le chapitre 1, page 13 deux fa�cons di��erentes (mais �equivalentes) d'exprimer des
propri�et�es sur des processus. Exprimer des propri�et�es sur des grammaires de r�eseau est une tâche
plus di�cile : la sp�eci�cation d'une propri�et�e doit être ind�ependante de la taille du r�eseau.

Une premi�ere technique de sp�eci�cation consiste �a utiliser une formule logique contenant des
quanti�cateurs existentiels ou universels sur les processus; l'inconv�enient de cette technique est
qu'elle ne peut pas prendre en compte la structure du r�eseau. Dans cette section, nous pr�esentons
les langages de sp�eci�cation introduits par Clarke, Grumberg et Jha dans [CGJ95], ainsi que
l'extension qui en a �et�e faite par Kesten, Maler, Marcus, Pnueli et Shahar dans [KMM+97].

6.2.1 Langage de sp�eci�cation

Les langages de sp�eci�cation ont �et�e introduits par Clarke, Grumberg et Jha dans [CGJ95].
Soit G =< T;N;P ;S > une grammaire de r�eseau et soit Q l'ensemble de tous les �etats de tous les
processus terminaux de la grammaire G (comme l'ensemble des processus terminaux est �ni, et
que les processus terminaux sont �a �etats �nis, Q est �ni). Soit un r�eseau g�en�er�e par la grammaire
G. Si ce r�eseau est de taille n, un �etat de ce syst�eme est un tuple (q1; : : : ; qn) 2 Qn. Un tel �etat
peut être vu comme un mot de Q�. Une propri�et�e atomique (i.e., un ensemble d'�etats) peut alors
être sp�eci��e par un langage r�egulier sur Q.

D�e�nition 6.1 :

Un langage de sp�eci�cation sur la grammaire de r�eseau G est un langage r�egulier sur
l'alphabet Q. 2

Soit D un automate d�eterministe reconnaissant un langage de sp�eci�cation TD � Q1. Nous dirons
donc qu'un �etat � 2 Q� du syst�eme satisfait cette propri�et�e si et seulement si � 2 TD. Clarke,
Grumberg et Jha expriment alors une propri�et�e �a l'aide des logiques 8CTL ou 8CTL�, o�u les
propositions atomiques sont de tels langages r�eguliers.

Exemple 6.3 :

Supposons un r�eseau engendr�e par un seul processus terminal P �a deux �etats : Q =
fcs; ncg. L'�etat cs correspond �a un processus dans une section critique (par exemple
l'utilisation d'une ressource), alors que nc correspond �a un processus hors de la section
critique.

La propri�et�e d'exclusion mutuelle, qui sp�eci�e qu'un et un seul processus est dans la
section critique se traduit par

82(nc�:cs:nc�)
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(o�u on utilise une expression r�eguli�ere pour d�ecrire le langage TD). La propri�et�e qui
sp�eci�e qu'au plus un processus est dans la section critique se traduit par

82(nc� + nc�:cs:nc�)

De même, la propri�et�e qui sp�eci�e la non famine du premier processus est exprim�ee
par

83(cs:nc�)

2

6.2.2 Une extension des langages de sp�eci�cation

Dans [KMM+97], Kesten, Maler, Marcus, Pnueli et Shahar proposent d'�etendre le mod�ele des
langages de sp�eci�cation (qui sp�eci�ent des propri�et�es) �a la sp�eci�cation du syst�eme lui-même.

Soit Q l'ensemble des �etats de tous les processus terminaux du r�eseau. Comme pr�ec�edemment,
un �etat du syst�eme peut être vu comme un mot � 2 Q�. Kesten, Maler, Marcus, Pnueli et Shahar
proposent de d�ecrire le comportement du syst�eme directement sur les mots de Q�. Ainsi, la fonction
de transition du syst�eme est une fonction de r�e�ecriture de mots sur Q�.

Exemple 6.4 :

Reprenons l'exemple pr�ec�edent de l'exclusion mutuelle. Supposons que cette exclusion
mutuelle soit assur�ee �a l'aide d'un syst�eme �a jeton circulant. Les processus sont dispos�es
en anneau. Un jeton peut circuler dans le sens des aiguilles d'une montre. Un processus
qui poss�ede le jeton est dans l'�etat t (pour \token"), un processus qui ne le poss�ede
pas est dans l'�etat nt (pour \no token"). Un processus ne peut passer dans la section
critique que s'il a le jeton. Le syst�eme est alors d�ecrit par les r�egles de r�e�ecriture
suivantes :

t:nt ! nt:t Passage du jeton
t ! cs Entr�ee en section critique
cs ! t Sortie de la section critique

Il est alors possible de prouver par exploration du graphe des �etats que la propri�et�e
d'exclusion mutuelle est v�eri��ee. 2

Ce mod�ele est �etendu au cas arborescent, grâce �a l'utilisation d'automates arborescents (\tree
automata"). Actuellement, seul le cas lin�eaire a �et�e impl�ement�e.

Commentaires : L'int�erêt principal de ce mod�ele est sa simplicit�e. En contrepartie, il semble
extrêmement di�cile de d�ecrire des syst�emes plus complexes, surtout dans le cas des r�eseaux
arborescents. De plus, les recherches actuelles n'ont pas encore abord�e le probl�eme de la conver-
gence lors de la recherche des �etats accessibles. Il semble probable que dans la plupart des cas, il
faille inventer des heuristiques pour extrapoler cet ensemble. Actuellement, ce mod�ele, bien que
prometteur, n'en est encore qu'au stade des pr�eliminaires.

Dans le chapitre suivant, nous proposerons une nouvelle technique de sp�eci�cation bas�ee sur
les r�eseaux d'observateurs, qui sera compar�ee �a la m�ethode de Clarke, Grumberg et Jha.

6.3 V�eri�cation de propri�et�es

Soit G =< T;N;P ;S > une grammaire de r�eseau, et soit ' une propri�et�e. On dit que la
grammaire G satisfait la propri�et�e ' si et seulement si tout processus g�en�er�e par la grammaire
v�eri�e '.
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La v�eri�cation de propri�et�es sur des grammaires de r�eseau est une tâche di�cile. Apt et Kozen
ont montr�e dans [AK86] que ce probl�eme est ind�ecidable, même s'il est d�ecidable pour chaque
processus g�en�er�e par la grammaire. Pour traiter le probl�eme de la v�eri�cation des grammaires de
r�eseau, on peut donc distinguer deux approches :

1. D�e�nir une sous-classe d�ecidable de probl�emes. L'inconv�enient est que ces sous-classes sont
souvent tr�es restrictives : soit les r�eseaux consid�er�es ont une structure tr�es particuli�ere, soit
la propri�et�e qu'il est possible de v�eri�er est tr�es faible.

2. Utiliser une technique qui peut �echouer, ou qui ne �nit �eventuellement pas : n'importe quel
syst�eme et n'importe quelle propri�et�e peuvent alors être pris en compte, mais l'algorithme
peut avoir les comportements suivants :

{ R�epondre oui en un temps �ni.

{ R�epondre non en un temps �ni.

{ R�epondre \je ne sais pas" en un temps �ni.

{ Ne pas donner de r�eponse en un temps �ni, i.e., l'algorithme ne termine pas.

En pratique, même les proc�edures de d�ecision sont souvent d'une telle complexit�e,
qu'elles saturent la m�emoire.

La section suivante expose la technique d�evelopp�ee par Clarke, Grumberg et Jha pour extrapo-
ler des invariants d'une grammaire de r�eseau. Nous r�esumerons ensuite rapidement les approches
d'Emerson et Namjoshi, de Szymanski et Vidal, d'Ip et Dill, et de Sistla et German, qui proposent
des sous-classes d�ecidables.

6.3.1 Approche de Clarke, Grumberg et Jha

Dans [CGJ95], Clarke, Grumberg et Jha se posent comme objectif de r�esoudre le probl�eme
g�en�eral de la v�eri�cation des grammaires de r�eseau en utilisant des techniques d'extrapolation. Le
probl�eme �etant ind�ecidable, leur algorithme peut �eventuellement �echouer.

Les propri�et�es d'une grammaire de r�eseau sont sp�eci��ees �a l'aide d'un langage de sp�eci�cation
TD (voir section 6.2.1, page 62). A partir de l'automate D, ils construisent un automate abstrait
pour chaque r�eseau de processus g�en�er�e par la grammaire. Pour cela, ils consid�erent des r�eseaux
d�ecrits par des langages (de fa�con similaire �a la sp�eci�cation D) et calculent une abstraction
de cette description bas�ee sur la construction du mono��de syntaxique [Eil74] : cette construction
consiste �a d�e�nir une relation d'�equivalence entre les �etats, bas�ee sur l'id�ee qu'un mot � du langage
de sp�eci�cation (� 2 TD) peut être vu comme une fonction sur les ensembles d'�etats d'un automate.
Deux �etats sont alors �equivalents s'ils induisent la même fonction sur l'automate D.

Plus formellement, le mono��de syntaxique se construit de la mani�ere suivante : soit D =
(�; �0; Q; ;; �; F ) un automate reconnaissant un langage de sp�eci�cation. On rappelle que cet auto-
mate reconnâ�t des langages sur Q, o�u Q est l'ensemble des �etats de tous les processus terminaux
de la grammaire. La fonction induite par un mot �ni � = (�0; �1; : : : ; �n�1) 2 TD sur Q est d�e�nie
par

f� (�) = �0 () �
�
�! �0 = �

�0�! �0
�1�! : : :

�n�1

���! �0

Un �etat d'un r�eseau est un tuple ~q = (q1; : : : ; qn), i.e., un mot de Q�. Deux �etats ~q et ~q0 de Q� sont
alors �equivalents si et seulement si f~q = f~q0 . La relation d'�equivalence ainsi obtenue permet de
construire un automate abstrait. De même, ils d�e�nissent une fonction de composition abstraite
et obtiennent le r�esultat suivant :

Proposition 6.1 :

Si le syst�eme abstrait v�eri�e les �equations d'induction, le syst�eme concret v�eri�e la
propri�et�e sp�eci��ee par D. 2
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nc cs

� �

gt

st

Fig. 6.3 { Processus P0 si q0 = cs; processus P si q0 = nc.

q0 q1 q2

nc nc

cs

cs cs

nc

Fig. 6.4 { Propri�et�e d'exclusion mutuelle.

Exemple 6.5 :

Cet exemple, utilis�e dans [CGJ95], sera �egalement repris section 10.1, page 109. On
consid�ere un algorithme d'exclusion mutuelle �a jeton circulant, d�e�ni par la grammaire
G =< fP; P0g; R;P ;S > o�u

P : S ! P0kR
R ! PkR
R ! P

P et P0 sont d�e�nis sur l'ensemble d'�etats fnc; csg et l'ensemble d'�ev�enements f�; gt; stg
(pour respectivement, aucune action, \get token" et \send token"). Les automates
sont donn�es �gure 6.3 L'automate d�ecrivant l'exclusion mutuelle est donn�e �gure 6.4 :
il reconnâ�t le langage TD = nc�:cs:nc�. Cet automate induit 3 fonctions d�e�nies
comme pr�ec�edemment, qui sont

f1 =
�

(q0; q0); (q1; q1); (q2; q2)
	

repr�esentant les mots de nc�.
f2 =

�
(q0; q1); (q1; q2); (q2; q2)

	
repr�esentant les mots de nc�:cs:nc�.

f3 =
�

(q0; q2); (q1; q2); (q2; q2)
	

repr�esentant les mots de
nc�:cs:nc�:cs:(cs+ nc)�:

Consid�erons un r�eseau de taille 3, i.e., P0kPkP . Son graphe d'accessibilit�e est pr�esent�e
�gure 6.5. Le seul �etat accessible de l'automate abstrait est nc�:cs:nc�. On v�eri�e
que l'automate abstrait obtenu est (trivialement) un invariant du r�eseau qui v�eri�e
l'exclusion mutuelle. 2

Commentaires : Ces r�esultats sont tr�es int�eressants. Cette technique est la premi�ere r�eellement
capable de r�esoudre des probl�emes non triviaux, comme la v�eri�cation de r�eseaux param�etr�es
g�en�er�es par des grammaires.

{ La m�ethode est en th�eorie tr�es g�en�erale. Elle peut s'appliquer �a tout type de grammaire.

{ La technique d'abstraction est �el�egante et peut être utilis�ee, soit pour r�eduire la taille d'un
r�eseau, soit pour trouver un invariant. Elle permet de v�eri�er des propri�et�es exprim�ees dans
la logique 8CTL.
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cs:nc:nc nc:cs:nc nc:nc:cs

� � �

� �

�

Fig. 6.5 { �Etats accessibles de P0kPkP .

En pratique, cette technique a n�eanmoins un certain nombre de d�esavantages :

{ Comme nous l'avons d�ej�a dit �a la section 6.2.1, page 62, la technique des langages de sp�eci-
�cation ne semble applicable qu'�a certains cas simples, surtout dans le cas lin�eaire. Il serait
int�eressant d'e�ectuer une �etude de cas sur des exemples moins triviaux que l'exclusion
mutuelle.

{ L'abstraction propos�ee n'est pas un �elargissement dans le sens o�u nous l'utiliserons sec-
tion 8.3, page 90. Elle r�eduit bien la taille du r�eseau modulo la propri�et�e �a d�emontrer, mais
elle ne prend pas en compte la structure de la grammaire. Son application pour d�eterminer
un invariant reste donc assez al�eatoire : elle fonctionne, ou elle ne fonctionne pas.

6.3.2 Approche d'Emerson et de Namjoshi pour les anneaux de proces-
sus

Emerson et Namjoshi s'int�eressent dans [EN95] au cas particulier des anneaux �a jeton circulant
(ou \token rings"). Ils ont l'id�ee que la structure d'un tel r�eseau est su�sante pour g�en�eraliser le
cas n au cas n+ 1 (voir �egalement cette id�ee dans [CGB86]).

Ils consid�erent donc un r�eseau de processus en anneau, dans lequel la seule communication
entre processus s'e�ectue �a l'aide d'un jeton circulant, et tel que :

{ Initialement, le jeton est donn�e �a un processus, choisi de fa�con al�eatoire.

{ A tout moment, un seul processus a le jeton.

{ Un processus peut avoir des transitions autoris�ees ind�ependemment de la possession du jeton.
Dans ce cas, le processus est libre d'e�ectuer une telle transition.

{ Le processus peut être bloqu�e par des transitions n�ecessitant la possession du jeton. D�es
qu'il entre en possession du jeton, il devient libre d'e�ectuer ces transitions.

{ Le processus poss�edant le jeton ne peut le garder ind�e�niment.

Sur de tels syst�emes, ils montrent qu'une propri�et�e est satisfaite par tous les r�eseaux, de toutes
tailles si et seulement si elle est satisfaite sur un r�eseau d'une taille donn�ee, appel�ee raccourci (ou
\cuto�").

Plus pr�ecis�ement, ils consid�erent les propri�et�es exprim�ees par des formules de la logique tem-
porelle arborescente CTL* sans l'op�erateur next time X . Soit gi une formule concernant le i�eme

processus, et gi;j une formule concernant les i�eme et j�eme processus. Alors

1.
V

i gi a un raccourci de 2.

2.
V

i gi;i+1 a un raccourci de 3.

3.
V

i6=j 8g
0
i;j , o�u g0

i;j est une formule sans quanti�cateur de chemin (8 ou 9), a un raccourci de
4.
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Processus n

Processus 1

Contrôleur

Fig. 6.6 { Un contrôleur et ses processus

4.
V

i6=j 9g
0
i;j , o�u g0

i;j est une formule sans quanti�cateur de chemin (8 ou 9), a un raccourci de
6.

Ce r�esultat est fort int�eressant car il permet de v�eri�er sans intervention humaine (�a l'aide d'outils
comme Aldebaran [FGK+96], ou le Concurrency Workbench [CPS89]), un nombre impor-
tant de r�eseaux. Ainsi, notre premier exemple de calcul de point �xe, un jeton circulant simple
(voir section 10.1, page 109), aurait pu être v�eri��e par cette m�ethode en v�eri�ant la propri�et�e
d'exclusion mutuelle sur un r�eseau de taille 4. Ce r�esultat n'est bien entendu pas su�sant : les
autres exemples trait�es dans ce document ne peuvent pas être simplement ramen�es �a ce cas.

Ce r�esultat pourrait n�eanmoins être utilis�e avec les r�esultats d�ecrits plus loin sur les calculs de
points �xes. Le r�esultat d'Emerson et Namjoshi n'est valable que s'il y a exactement un jeton dans
le r�eseau. Dans certains cas, notre outil (voir partie III) est capable de parvenir �a ce r�esultat.

6.3.3 Approche d'Emerson et de Namjoshi pour les syst�emes parall�eles

Dans [EN96], Emerson et Namjoshi s'int�eressent aux syst�emes compos�es d'un nombre arbitraire
de processus : ils consid�erent un syst�eme constitu�e d'un contrôleur et de n processus identiques
(dits processus utilisateurs), �a un renommage des variables pr�es.

Chaque processus ne peut communiquer qu'avec le contrôleur (les communications inter-
processus ne sont pas possibles, voir �gure 6.6). Ce mod�ele se distingue donc de celui pr�esent�e dans
ce document [CGJ95], o�u les communications entre processus sont d�ecrites par une grammaire de
r�eseau. Ces deux approches sont en fait compl�ementaires :

{ Les grammaires de r�eseau permettent de d�ecrire des structures complexes de r�eseaux de
processus (en anneau, arborescent, etc : : : ).

{ Le mod�ele d'Emerson et Namjoshi permet de d�ecrire un ensemble de processus mobiles
pouvant communiquer avec un processus mâ�tre. Il peut par exemple s'appliquer dans le cas
de la t�el�ephonie mobile.

Le contrôleur C et chaque processus utilisateur Pi sont cod�es par des automates :

C = (QC ; q
0
C ; IC ; OC ; �C ; FC) et Pi = (Qi; q

0
i ; Ii; Oi; �i; Fi)

o�u les Qi sont tous deux �a deux disjoints et isomorphes �a un ensemble d'�etats Q, et o�u tous les
q0i , Ii, Oi, �i et Fi sont �egaux �a un renommage pr�es. Ils consid�erent alors l'automate abstrait A
dont chaque �etat est un couple (q; ~q), o�u q 2 QC est un �etat du contrôleur et o�u ~q � Q est un
ensemble d'�etats des processus utilisateurs. On dit alors que A est dans l'�etat (q; ~q) si le contrôleur
C est dans l'�etat q et si on a qi 2 ~q si et seulement s'il existe au moins un processus utilisateur
Pi dans un �etat isomorphe �a qi. En d'autres termes, l'automate abstrait se \souvient" qu'il existe
des processus dans un certain �etat, mais il ne se \souvient" pas combien. L'automate abstrait A
peut alors e�ectuer trois types de transition :

{ Si q ! q0 est une transition interne au contrôleur, A peut e�ectuer la transition (q; ~q) !
(q0; ~q).
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{ Si qi ! q0
i est une transition interne �a un processus Pi, A peut e�ectuer les transitions

(q; ~q [ fqig) ! (q; ~q [ fqi; q0
ig) et

(q; ~q [ fqig) ! (q; ~q [ fq0
ig)

La premi�ere transition correspond �a un syst�eme dans lequel plusieurs processus utilisateurs
sont dans l'�etat qi. Un de ces processus passe dans l'�etat q0

i, les autres restent dans l'�etat qi.
La deuxi�eme transition correspond au contraire �a un syst�eme dans lequel un seul processus
est dans l'�etat qi. Apr�es la transition, il n'y a plus de processus dans cet �etat.

{ Si q ! q0 et qi ! q0
i sont respectivement des transitions du contrôleur et d'un processus

utilisateur dans lesquelles les mêmes �ev�enements interviennent, l'automate abstrait A peut
e�ectuer les transitions

(q; ~q [ fqig) ! (q0; ~q [ fqi; q0
ig) et

(q; ~q [ fqig) ! (q0; ~q [ fq0
ig)

Emerson et Namjoshi montrent dans ce mod�ele les r�esultats suivants :

{ Toute formule de la logique temporelle lin�eaire satisfaite par l'automate abstrait A sur tous
ses chemins est �egalement satisfaite sur tous les chemins de toutes les instances du syst�eme,
quelle que soit sa taille.

Il est �a noter que cette proposition n'est pas une �equivalence : montrer qu'il existe un n tel
que le syst�eme de taille n ne v�eri�e pas une propri�et�e est plus di�cile. Il existe en e�et des
ex�ecutions de l'automate abstrait A qui ne correspondent pas �a une ex�ecution d'un syst�eme
concret. Les ex�ecutions de A qui correspondent �a une ex�ecution d'un syst�eme concret sont
appel�ees des chemins corrects (\good path"). Les r�esultats suivants portent sur une logique
arborescente.

{ Tout chemin �ni de A est correct.

{ Une formule 8' (\pour tout chemin '") est fausse si et seulement s'il existe un bon chemin
de l'automate abstrait A violant '.

L'existence de bon chemin dans A est �equivalente �a l'existence de boucles acceptrices (qui
contiennent au moins un �etat accepteur).

{ La sym�etrie du probl�eme permet, comme dans [ID93, ID96] (voir section 6.3.5, page 69) de
prouver des propri�et�es sur les processus utilisateurs. Ainsi,

{
V

i 8'(i) est vraie si et seulement si 8'(0) est vraie.

{
V

i6=j 8'(i; j) est vraie si et seulement si 8'(0; 1) est vraie.

6.3.4 Approche de Szymanski et de Vidal

Dans [SV94], Szymanski et Vidal utilisent la sym�etrie de programmes parall�eles pour prouver
automatiquement certaines propri�et�es (l'id�ee se rapproche ainsi de celle de [ID93, ID96]). Pour
cela, ils restreignent l'usage des variables de communication (\shared variables") de la mani�ere
suivante : l'identi�cateur d'un processus apparaissant dans une condition doit être une variable
logique quanti��ee universellement ou existentiellement. Comme dans [EN96], ils construisent un
diagramme d'�etats de leur syst�eme. Si chaque processus est repr�esent�e par un automate P =
(Q; q0; I; O; �; F ), un �etat du diagramme d'�etats (qu'Emerson et Namjoshi appellent automate
abstrait) est un sous-ensemble ~q � Q : on a alors q 2 ~q si et seulement s'il existe au moins un
processus dans l'�etat q (voir section pr�ec�edente).

Plus pr�ecis�ement, les processus sont d�e�nis par des programmes qui poss�edent les propri�et�es
suivantes :

{ Les variables de communication n'appartiennent qu'�a un seul processus. Tous les processus
peuvent les lire, mais un seul peut les modi�er.
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{ Les conditions apparaissant dans un test if ou une it�eration while ne peuvent contenir que
les expressions bool�eennes suivantes :

{ toute expression portant sur les propres variables du processus.

{ toute expression de la forme (8i 2 �; '(i)) ou (9i 2 �; '(i)), o�u '(i) est un pr�edicat
d�e�ni sur les variables de communication appartenant au processus i, et o�u � est soit
l'ensemble de tous les processus, soit un ensemble de processus que pr�ec�ede le processus
courant dans un certain ordre total sur les processus.

Les algorithmes classiques de v�eri�cation par exploration du graphe d'�etat peuvent alors être
employ�es pour prouver des propri�et�es sur tous les syst�emes, ind�ependemment de leur taille.

6.3.5 Approche d'Ip et de Dill

Dans [ID93, ID96], Ip et Dill tentent de limiter l'explosion du nombre des �etats en utilisant
les sym�etries d'un r�eseau de n processus parall�eles. Consid�erant une liste d'actions ou de va-
riables concernant des processus, ils remarquent que l'ordre de cette liste n'intervient pas dans
la satisfaction d'une propri�et�e. Ils d�e�nissent un nouveau type de donn�ee : les ensembles d'entiers
(\scalarset"). La non sym�etrie des processus due �a l'ordre des processus peut ainsi disparâ�tre, et il
devient possible de d�e�nir des automorphismes sur les �etats d'un graphe, puis un graphe quotient
sur lequel la propri�et�e d'accessibilit�e est pr�eserv�ee.

Sur certains exemples, ils ont constat�e exp�erimentalement que le graphe quotient de tous
r�eseaux de taille n � 2 �etait isomorphe au graphe quotient de taille n = 2. Pour ces exemples, ces
techniques permettent donc de r�esoudre le probl�eme de la v�eri�cation de propri�et�es sur les r�eseaux
param�etr�es. Plus pr�ecis�ement, ils montrent que ces techniques sont applicables �a des programmes
pour lesquels les ensembles d'entiers de donn�ees (\data scalarset") ne sont pas utilis�es dans des
indices de tableau, ou des boucles for.

Il serait int�eressant de d�eterminer les rapports entre cette approche et la pr�ec�edente. Celle
de Ip et Dill a forc�ement le d�esavantage de ne pas être sp�ecialis�ee dans la preuve des r�eseaux
param�etr�es : il semble, pourtant, que les id�ees utilis�ees sont tr�es proches de celles de Szymanski et
Vidal.

6.3.6 Approche de Sistla et German (comptage des processus)

Dans [SG87], Sistla et German consid�erent un mod�ele ou deux processus peuvent se synchro-
niser s'ils acceptent des signaux compl�ementaires (x et x).

n processus identiques : Ils consid�erent dans un premier temps n processus identiques. Pour
cela, ils calculent l'ensemble des �etats d'un processus (dits accessibles) tels qu'il existe un nombre de
processus pour lequel cet �etat est atteint. Un �etat peut ainsi être accessible dans leur terminologie,
s'il est accessible dans un syst�eme constitu�e de 4 processus, même s'il ne l'est pas pour un syst�eme
constitu�e de 2 processus.

Dans ce mod�ele, il est possible de prouver des propri�et�es locales (ils calculent l'ensembles des
�etats accessibles d'un processus), mais pas de propri�et�es globales (ils montrent en particulier qu'un
nombre arbitrairement grand de processus peut se trouver dans tout �etat accessible).

Un processus contrôleur et n processus identiques : Dans un second temps, ils �etendent
ce mod�ele en consid�erant un seul processus de contrôle, et un nombre arbitraire de processus
utilisateurs identiques. Ils pensent ainsi pouvoir mod�eliser un certain nombre de protocoles, ainsi
que certains algorithmes d'exclusion mutuelle.

Leur syst�eme est mod�elis�e par un vecteur d'entiers, d�ecrivant le nombre de processus utilisateurs
se trouvant dans un �etat donn�e. Une transition est autoris�ee s'il existe deux processus dans des
�etats permettant de se synchroniser, donc si les deux variables comptant le nombre de processus
dans ces �etats sont non nulles. Ils obtiennent ainsi un syst�eme �a commandes gard�ees.
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Fig. 6.7 { Un processus du jeton circulant de Sistla et German

Application aux r�eseaux de processus : Les algorithmes pr�ec�edents peuvent être appliqu�es
dans certains cas pour mod�eliser des r�eseaux de processus o�u la structure du r�eseau est abstraite.
Sistla et German prennent l'exemple des r�eseaux lin�eaires, o�u chaque processus ne peut commu-
niquer qu'avec son voisin. En abstrayant la structure du r�eseau on obtient un syst�eme o�u chaque
processus peut communiquer avec n'importe quel autre processus dans le r�eseau.

La �gure 6.7 montre la description d'un processus. Le signal t signi�e que le processus �emet
le jeton, le signal t qu'il le re�coit. Ce processus a quatre �etats : T (\token"), il a le jeton; W
(\waiting"), il attend; C (\critical"), il est dans sa section critique; et N (\neutral") dans les
autres cas.

Ce syst�eme est donc d�ecrit par 4 variables enti�eres, nT , nW , nC et nN comptant le nombre
de processus dans chacun de ces 4 �etats. Ces variables sont d�e�nies par un syst�eme �a commandes
gard�ees de la mani�ere suivante :

{ Un processus e�ectue une action interne :

nN � 1 �! nN := nN � 1; nW := nW + 1 N ! W
nT � 1 �! nT := nT � 1; nC := nC + 1 T ! C
nC � 1 �! nC := nC � 1; nT := nT + 1 C ! T

{ Deux processus communiquent :

nN � 1 ^ nT � 1 �! SKIP N ! T et T ! N
nN � 1 ^ nC � 1 �! nC := nC � 1; nT := nT + 1 N ! T et C ! N
nW � 1 ^ nT � 1 �! nW := nW � 1; nT := nT � 1; W ! C et T ! N

nC := nC + 1; nN := nN + 1
nW � 1 ^ nC � 1 �! nW := nW � 1; nN := nN + 1 W ! C et C ! N

En partant de la condition initiale (nN = N;nT = 0; nW = 0; nC = 0), on montre ais�ement �a la
main, ou en utilisant les techniques de [Rac78, HMP95], que nC � 1, i.e., que l'exclusion mutuelle
est v�eri��ee.
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Chapitre 7

R�eseaux de processus et r�eseaux

d'observateurs

7.1 Sp�eci�cation et preuves �a l'aide d'observateurs

7.1.1 Observateurs d'un r�eseau de processus

Dans cette section, nous allons montrer que la notion d'observateur (voir section 1.2, page 19
et [HLR93]) peut facilement s'�etendre aux r�eseaux de processus.

A chaque processus dans le r�eseau, on peut associer un observateur lisant les entr�ees/sorties
du processus observ�e avec les observations provenant des autres observateurs du r�eseau.

Par exemple, consid�erons un r�eseau lin�eaire PkPk : : :kP de processus identiques. Chaque pro-
cessus P �emet un signal u (pour \use") quand il utilise une ressource. Supposons que nous voulions
exprimer la propri�et�e d'exclusion mutuelle (au plus un processus utilise la ressource �a un instant
donn�e).

A chaque processus, on associe un observateur recevant le signal u du processus P observ�e et
les signaux �emis par son successeur de droite dans le r�eseau (voir �gure 7.1.a). Chaque observateur
�emet deux signaux : � est �emis lorsqu'une violation de l'exclusion mutuelle est d�etect�ee, et � est
�emis lorsque la ressource est utilis�ee soit par le processus, soit par un des ses successeurs de droite
dans le r�eseau. Un tel observateur peut être d�ecrit par le syst�eme suivant d'�equations bool�eennes :

� = �0 _ (�0 ^ u) et � = �0 _ u

Ainsi, un r�eseau satisfait la propri�et�e d'exclusion mutuelle si et seulement si l'observateur le plus
�a gauche n'�emet jamais le signal d'alarme �.

Il est �a noter que cette technique peut être naturellement �etendue �a des structures plus com-
plexes : par exemple, si le r�eseau a une structure arborescente, on peut construire un observateur
recevant les signaux �emis par ses \�ls" (voir �gure 7.1.b) :

� = �1 _ �2 _ (�1 ^ �2) _ ((�1 _ �2) ^ u) et � = �1 _ �2 _ u

Implication : Les observateurs de r�eseaux nous permettent d'exprimer une propri�et�e sur un
nombre in�ni de processus �a l'aide d'un nombre born�e de signaux (dans l'exemple pr�ec�edent � et
�). Ainsi, dans une grammaire de r�eseau, tous les non terminaux pourront être d�ecrits avec un
nombre �xe de signaux.

La section suivante compare le pouvoir d'expression des langages de sp�eci�cation et des obser-
vateurs de r�eseaux.
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Fig. 7.1 { Observateurs de r�eseaux

7.1.2 Observateurs de r�eseaux et langages de sp�eci�cation

Th�eor�eme 7.1 :

Le pouvoir d'expression des observateurs de r�eseaux est strictement plus fort que celui
des langages de sp�eci�cation. 2

Preuve :

(1) Tout langage de sp�eci�cation peut être d�ecrit par des observateurs :

Soit TD un langage de sp�eci�cation. Comme ce langage est r�egulier, il peut être exprim�e
�a l'aide d'une expression r�eguli�ere �D. On rappelle qu'une expression r�eguli�ere suit la
syntaxe suivante

� ::= x j �+ � j �� j �:�

correspondant �a la s�emantique

S(x) ::= fxg
S(�1 + �2) ::= �1 [ �2 Union des langages

S(��) ::= �:� : : : � � r�ep�et�e 0 ou plusieurs fois
S(�1:�2) ::= �1:�2 Concat�enation des langages

On attribue �a �D et �a chacune de ses sous-expressions un signal d'observation. On
note ainsi �� le signal associ�e �a l'expression r�eguli�ere � (�� est �emis par un r�eseau si
et seulement s'il satisfait �).

Les expressions r�eguli�eres x et �1 + �2 sont ais�ement exprim�ees par r�ecurrence �a l'aide
de signaux :

{ � = x
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Seul un r�eseau constitu�e d'un unique processus peut être dans l'�etat �. Le signal
d'observation est �emis si le processus est dans l'�etat x.

�x = x

{ � = �1 + �2

L'union des langages se traduit par la disjonction des signaux.

��1+�2 = ��1 _ ��2

Le calcul des signaux correspondant aux expressions r�eguli�eres �� et �1:�2 d�epend des
r�egles de production de la grammaire. Pour simpli�er, nous nous limitons au cas binaire
(toutes les fonctions de composition de la grammaire sont d'arit�e 2) : le cas g�en�eral s'en
d�eduit trivialement. Ainsi, toute r�egle de production peut s'�ecrire

A ! B ou

A ! BkC

On construit alors notre observateur par r�ecurrence. Dans le cas de la premi�ere r�egle,
les signaux de A prennent les même valeurs que ceux de B. Dans le cas de la deuxi�eme,
notons �A, �B et �C les signaux �emis respectivement par A, B et C.

{ � = ��1
Les deux r�eseaux B et C sont soit dans l'�etat �1, soit dans l'�etat �

�
1. Donc

�
��1
A = (�

��1
B _ ��1B ) ^ (�

��1
C _ ��1C )

{ � = �1:�2 : : : �n

o�u les expressions r�eguli�eres �i ne sont pas de la forme �0:�00. Pour que le r�eseau
satisfasse �, il doit exister un i, 1 � i < n, tel que le sous-r�eseau B satisfasse
�1:�2 : : : �i, et le sous-r�eseau C �i+1:�i+2 : : : �n. Donc

��1:�2:::�nA =
_

1�i<n

��1:�2:::�iB ^ ��i+1:�i+2:::�nC

(2) Exemple exprimable par des observateurs et pas par un langage de sp�eci�cation.

Un langage de sp�eci�cation �etant r�egulier, il ne peut pas reconnâ�tre une propri�et�e du
type

f an:bn j pour tout n g

Cette propri�et�e peut s'exprimer �a l'aide d'observateurs en construisant un r�eseau de la
mani�ere suivante :

S ! R

R ! PkRkP

R ! PkP

L'observateur correspondant �a la deuxi�eme �equation v�eri�e que le processus de gauche
est dans l'�etat a et le processus de droite dans l'�etat b. 2
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Exemple 7.1 :

Reprenons notre probl�eme d'exclusion mutuelle. Les processus �el�ementaires ont deux
�etats : cs (section critique) et nc (section non critique). La propri�et�e d'exclusion mu-
tuelle est sp�eci��ee par la formule

82
�
fncg�csfncg�

�
On introduit un signal d'observation pour chaque �etat et chaque sous formule de la
formule pr�ec�edente.

a ::= cs

b ::= nc

c ::= fncg�

d ::= fncg�cs

e ::= csfncg�

f ::= fncg�csfncg�

Pour une grammaire binaire, notre observateur est alors d�e�ni par r�ecurrence par les
formules suivantes

cA = (bB _ cB) ^ (bC _ cC)

dA = cB ^ aC

eA = aB ^ cC

fA = (cB ^ eC) _ (dB ^ cC)

2

Remarques :

1. En pratique, les langages de sp�eci�cation sont bien adapt�es aux r�eseaux lin�eaires pour des
propri�et�es simples. Ainsi, l'exclusion mutuelle d'un r�eseau lin�eaire est exprim�ee plus natu-
rellement avec un langage de sp�eci�cation qu'avec un observateur. Pour des r�eseaux plus
complexes (en particulier pour les r�eseaux arborescents vus au chapitre 9), les observateurs
sont beaucoup plus faciles �a utiliser.

2. Ces deux modes de sp�eci�cations fonctionnent sur des principes di��erents. L'expression d'une
propri�et�e �a l'aide d'observateurs doit se faire en parall�ele avec la d�e�nition d'un r�eseau par
une grammaire. L'exemple an:bn montre que cette propri�et�e ne peut être sp�eci��ee que sur
un certain type de r�eseau. Au contraire, les langages de sp�eci�cation peuvent s'appliquer
�a n'importe quel r�eseau, quelle que soit sa d�e�nition : cette technique semble donc plus
g�en�erale. Pourtant, outre qu'elle soit moins expressive que la technique des observateurs,
nous pensons qu'elle est vraiment contre intuitive pour de nombreuses propri�et�es et qu'en
pratique, les observateurs sont plus facilement utilisables.

7.1.3 Preuve par calcul d'invariant

7.1.3.1 R�eseaux lin�eaires

Kurshan et McMillan d'une part [KM89], et Wolper et Lovinfosse d'autre part [WL89], ont
propos�e une m�ethode inductive pour r�esoudre le probl�eme de la v�eri�cation des r�eseaux dans le cas
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des r�eseaux lin�eaires. Cette technique n�ecessite de d�e�nir une relation d'ordre � sur les processus,
compatible avec la propri�et�e ', i.e., v�eri�ant, pour tout processus P et P 0,�

P � P 0 ^ P 0 j= '
�

=)
�
P j= '

�
Il est alors su�sant de trouver un processus I , appel�e invariant de r�eseau, satisfaisant ', et plus
grand que tous les processus g�en�er�es par la grammaire.�

8P 2 G; P � I
�
^

�
I j= '

�
Pour un r�eseau constitu�e de n processus P identiques

Pk : : :kP| {z }
n fois

il est su�sant que I satisfasse les propri�et�es suivantes

[INIT] P � I Initiation
[INDUC] P � I � I Induction
[SAT] I j= ' Satisfaction

Propri�et�e 7.1 :

(Induction Theorem for Processes, [KM89]). S'il est existe un processus I satisfai-
sant les propri�et�es pr�ec�edentes, le r�eseau v�eri�e la propri�et�e ', quelle que soit sa taille.
2

7.1.3.2 R�eseaux quelconques

Le cas lin�eaire s'�etend trivialement au cas des grammaires de r�eseau. La m�ethode consiste �a
trouver pour chaque symbole non terminal P 2 N un processus IP appel�e invariant du symbole P
permettant de v�eri�er la propri�et�e '. Par exemple, si on se limite �a des op�erateurs de composition
binaire, ces invariants doivent v�eri�er

IS j= '
8R = (A! BkiC) 2 P ; IBkiIC � IA si B;C 2 N

BkiIC � IA si B 2 T;C 2 N
IBkiC � IA si B 2 N;C 2 T
BkiC � IA si B;C 2 T

Pour simpli�er l'�ecriture et pour tout processus P , notons IP

{ L'invariant associ�e �a P si P est un processus non terminal.

{ Le processus P lui-même si P est un processus terminal.

Les in�equations pr�ec�edentes peuvent alors se r�ecrire dans le cas g�en�eral

IS j= '
8R = (P ! P1ki : : : kiPn) 2 P ; IP1ki : : : kiIPn � IP

Dans les sections suivantes, nous proposerons un formalisme pour r�ecrire de fa�con pratique ces
�equations, puis nous proposerons une technique de calcul d'invariants par point �xe.

7.2 S�emantique de traces

Dans cette section, nous allons r�ecrire les in�equations d'induction de la section pr�ec�edente en
utilisant une s�emantique de traces.

Ainsi, tout processus est d�ecrit par le langage de ses traces. De même (voir section 1.2.1,
page 19), une propri�et�e est un ensemble de traces. Nous nous limitons dor�enavant aux propri�et�es
de sûret�e. On utilise l'inclusion des traces comme op�erateur de comparaison �.

Les deux sections suivantes introduisent les op�erateurs de base n�ecessaires pour l'utilisation de
la s�emantique de traces.
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7.2.1 Op�erations sur les traces

Introduisons l'op�erateur � sur les ensembles de traces, a�n de traduire la composition de
processus.

D�e�nition 7.1 :

Soient X et X 0 deux ensembles disjoints de signaux, et soient � 2 X1 et � 0 2 X 01

deux mots de même longueur. Alors, � � � 0 est une trace sur X [X 0, d�e�nies par

� � � 0 = (�0 [ � 00; : : : ; �n [ � 0n : : : ):

2

Cette op�eration est �etendue aux langages : soient T � X1 et T 0 � X 01, deux langages respecti-
vement sur X et X 0. Alors,

T � T 0 = f � � � 0 j � 2 T; � 0 2 T 0; j� j = j� 0j g

Nous �ecrirons souvent T �X 01 pour consid�erer T comme un sous-ensemble de
�
X [X 0

�1
, o�u

les signaux de X 0 ne sont pas contraints.

D�e�nition 7.2 :

Soient X et X 0 deux ensembles de signaux de même cardinalit�e, reli�es l'un �a l'autre par
une bijection �. Alors, pour tout mot � = (�0; : : : ; �n; : : : ) sur X , on d�e�nit � [X=X 0]
comme �etant le mot (� 00; : : : ; �

0
n; : : : ) avec 8i; �

0
i = f�(x) j x 2 �ig. 2

On �etend de même cette op�eration aux langages.

T [X=X 0] = f � [X=X 0] j � 2 T g

7.2.2 Composition synchrone

Si nos langages repr�esentent des traces de processus, il est n�ecessaire d'introduire des op�erateurs
sur les langages permettant de traduire les op�erations de composition synchrone sur les processus.

D�e�nition 7.3 :

Soient X et X 0 deux ensembles de signaux, et T � X1, T 0 � X 01 deux langages. On
d�e�nit alors

T 
 T 0 = (T �
�
X 0 nX

�1
) \ (T 0 �

�
X nX 0

�1
)

T � T 0 = (T �
�
X 0 nX

�1
) [ (T 0 �

�
X nX 0

�1
)

2

T 
T 0 est l'ensemble des mots qui s'accordent sur les signaux de T \ T 0. En d'autres termes, si P
et P 0 sont deux processus, TP 
 T 0P repr�esente l'ensemble des traces du produit synchrone de P
et P 0.

TP�P 0 = TP 
 TP 0

De même, T � T 0 est l'union de T et T 0 en tant que sous-ensemble de
�
X [X 0

�1
. TP � T 0P

repr�esente donc l'ensemble des traces du produit non synchronis�e de P et P 0.
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7.2.3 Propri�et�es des op�erateurs d'abstraction

D�e�nissons les op�erateurs d'abstraction de signaux.

D�e�nition 7.4 :

Soit T � X1 un langage sur X , et soit X 0 � X un sous-ensemble de X . Les abstrac-
tions existentielle et universelle de T par rapport aux variables de X 0, not�ees respecti-
vement 9X 0; T et 8X 0; T , sont d�e�nies par

9X 0; T = f � 2 (X nX 0)1 j 9� 0 2 X 0j� j; � � � 0 2 T g

8X 0; T = f � 2 (X nX 0)1 j 8� 0 2 X 0j� j; � � � 0 2 T g

2

9X 0; TP est l'ensemble des traces d'un processus pour lequel tous les signaux de X 0 sont consid�er�es
internes (i.e., cach�es). 8X 0; T est consid�er�e, par dualit�e, comme

8X 0; T = 9X 0; T

Soit X un ensemble �ni de signaux, et soit X 0 � X un sous-ensemble de X . Soit T � X1 un
langage sur X .

Propri�et�e 7.2 :

�
8X 0; T

�
�
�
X nX 0

�1
� T �

�
9X 0; T

�
�
�
X nX 0

�1
2

Preuve :

Les preuves des deux inclusions pr�ec�edentes sont duales.

�
8X 0; T

�
�
�
X nX 0

�1
=

�
� 2

�
X nX 0

�1
j 8� 0 2 X 01; � � � 0 2 T

	
�
�
X nX 0

�1
= f � � � 00 j 8� 0 2 X 01; � � � 0 2 T et � 00 2 X 01 g

� T

2

Propri�et�e 7.3 :

9X 0; T1 [ T2 =
�
9X 0; T1

�
[
�
9X 0; T2

�
8X 0; T1 \ T2 =

�
8X 0; T1

�
\
�
8X 0; T2

�
2
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CHAPITRE 7. R�ESEAUX DE PROCESSUS ET R�ESEAUX D'OBSERVATEURS

Preuve :

Les preuves de ces deux propri�et�es sont duales en rempla�cant 9 par 8 et [ par \.

9X 0; (T1 [ T2) = f � 2
�
X nX 0

�1
j 9� 0 2 X 0j� j; � � � 0 2 T1 [ T2 g

= f � 2
�
X nX 0

�1
j 9� 0 2 X 0j� j; � � � 0 2 T1 ou � � � 0 2 T2 g

=

(
� 2

�
X nX 0

�1
j 9� 0 2 X 0j� j; � � � 0 2 T1 ou

9� 0 2 X 0j� j; � � � 0 2 T2

)
= (9X 0; T1) [ (9X 0; T2)

2

Remarque : En g�en�eral,

9X 0; T1 \ T2 6= (9X 0; T1) \ (9X 0; T2)

9X 0; T 6= 9X 0; T

8X 0; T1 [ T2 6= (8X 0; T1) [ (8X 0; T2)

8X 0; T 6= 8X 0; T

Ces r�esultats s'appliquent de même aux op�erateurs 
 et �.

Corollaire 7.1 :

9X 0; T1 � T2 =
�
9X 0; T1

�
�
�
9X 0; T2

�
8X 0; T1 
 T2 =

�
8X 0; T1

�


�
8X 0; T2

�
9X 0; T1 
 T2 6= (9X 0; T1)
 (9X 0; T2)

8X 0; T1 � T2 6= (8X 0; T1)� (8X 0; T2)

2

7.2.4 Op�erateur de composition quelconque

Un op�erateur de composition d'arit�e n est une fonction qui prend en entr�ee n processus, et
renvoie un processus. Dans notre s�emantique de traces, c'est une fonction de

�
X1

�n
dans X1.

De la même mani�ere qu'on utilise une s�emantique de traces pour d�ecrire des processus, nous allons
utiliser une s�emantique de traces pour d�ecrire les op�erateurs de composition.

D�e�nition 7.5 :

Soient X , X1, : : : ,Xn, n+1 ensembles de signaux disjoints de même cardinalit�e. Soit
k un op�erateur de composition d'arit�e n sur X . On appelle trace de k l'ensemble de
traces

Tk = f TP1k:::kPn 

�
TP1 [X=X1]� : : :� TPn [X=Xn]

�
j

P1; : : : ; Pn sont des processus sur X g

2
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L'ensemble des traces de k est donc un sous-ensemble de
�
X [X1 [ : : :Xn

�1
tel que pour tout

processus P1, : : : ,Pn, on ait

TP1k:::kPn = 9X1; : : : ; 9Xn;
�
Tk 
 TP1 [X=X1]
 : : :
 TPn [X=Xn]

�
Intuitivement, cette formule peut être lue de la fa�con suivante :

Une trace � est une ex�ecution possible de la composition P1k : : : kPn (i.e., � 2 TP1k:::kPn)
si et seulement s'il existe n traces �1, : : : , �n (i.e., 9X1; : : : ; 9Xn) respectivement de
P1, : : : , Pn (i.e., TP1 [X=X1] 
 : : : 
 TPn [X=Xn]) telles que ces n traces soient reli�ees
par l'op�erateur de composition k (i.e., Tk).

7.3 Invariants et plus petits points �xes

Soit G =< T;N;P ;S > une grammaire de r�eseau, et soit ' une propri�et�e. R�ecrivons les
in�equations que doivent v�eri�er les invariants du r�eseau �a l'aide de notre s�emantique de traces.

IS � '

8R = (P ! P1ki : : : kiPn) 2 P ; 9X1; : : : ; Xn; Tki 


0@ O
1�j�n

IPj [X=Xj ]

1A � IP (7.1)

On cherche alors �a d�eterminer un vecteur V de langages de traces de taille n, o�u n est le nombre
de processus non terminaux (la taille de T ).

V 2
�
X1

	n
V =

�
TP1 ; : : : ; TPn

�
Nous utiliserons l'ordre suivant sur les vecteurs de langages :

D�e�nition 7.6 :

V =
�
TP1 ; : : : ; TPn

�
� V 0 =

�
TP 0

1
; : : : ; TP 0

n

�
() 8i; 1 � i � n; TPi � TP 0

i

De même, on �etend les op�erateurs d'union [ et d'intersection \ aux vecteurs de lan-
gages :�

TP1 ; : : : ; TPn
�
[
�
TP 0

1
; : : : ; TP 0

n

�
=

�
TP1 [ TP 0

1
; : : : ; TPn [ TP 0

n

��
TP1 ; : : : ; TPn

�
\
�
TP 0

1
; : : : ; TP 0

n

�
=

�
TP1 \ TP 0

1
; : : : ; TPn \ TP 0

n

�
2

Nous dirons que le vecteur V =
�
TP1 ; : : : ; TPn

�
est un invariant du r�eseau si les langages TP1 ,

: : : , TPn sont des invariants du r�eseau.

Th�eor�eme 7.2 :

Il existe un invariant du r�eseau V m minimal. V m est le plus petit point �xe de la
fonction f d�e�nie par

f(IP1 ; : : : ; IPn) =
[
R2P

9X1; : : : ; Xn; Tki 


0@ O
1�j�n

IPj [X=Xj]

1A
2
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Preuve :

L'in�equation 7.1 peut se r�ecrire

8R = (P ! P1ki : : : kiPn) 2 P ; fR(IP1 ; : : : ; IPn) � P

o�u

fR(IP1 ; : : : ; IPn) = 9X1; : : : ; Xn; Tki 


0@ O
1�j�n

IPj [X=Xj]

1A
La conjonction de l'ensemble des in�equations de ce type produit l'in�equation

f(IP1 ; : : : ; IPn) � (IP1 ; : : : ; IPn)

o�u

f(IP1 ; : : : ; IPn) =
[
R2P

fR(IP1 ; : : : ; IPn)

Si on pose V = (IP1 ; : : : ; IPn), on obtient

f(V ) � V

o�u

f(V ) =
[
R2P

fR(V )

La fonction f est croissante, donc cette in�equation admet un plus petit point �xe, V m.
2

Notons ImP l'invariant minimal associ�e �a P : V m =
�
ImP1 ; : : : ; I

m
Pn

�
. On note en particulier ImS

l'invariant minimal associ�e au symbole g�en�erant la grammaire.

Corollaire 7.2 :

La grammaire G v�eri�e la propri�et�e ' si et seulement si ImS v�eri�e la propri�et�e '. 2

En pratique, V m est calcul�e par it�eration

V 0 = (I0P1 ; : : : I
0
Pn

) = (;; : : : ; ;)

V i+1 = (I i+1P1
; : : : I i+1Pn

) = V i [

� [
R2P

fR(V
i)
�

V m = (ImP1 ; : : : I
m
Pn

) = lim
i!1

V i

L'ind�ecidabilit�e de notre probl�eme provient du fait que ce calcul de plus petit point �xe ne converge
en g�en�eral pas en un temps �ni. En e�et, les ImP repr�esentent l'ensemble des traces de tous les
r�eseaux pouvant être g�en�er�es par le symbole non terminal P . Les ImP sont donc en g�en�eral des
processus �a nombre in�ni d'�etats, qui ne peuvent pas être repr�esent�es par des automates �a nombre
�ni d'�etats.

On a n�eanmoins le r�esultat suivant :

Corollaire 7.3 :

La grammaire G ne v�eri�e pas la propri�et�e ' si et seulement si il existe un entier n, tel
InS ne v�eri�e pas '. 2

Dans les chapitres suivants, nous allons utiliser une d�emarche sym�etrique. Au lieu de calculer
des plus petits points �xes, dont la taille d�epend de celle du r�eseau, nous allons essayer de calculer
des plus grands points �xes, dont la taille d�epend de celle de la propri�et�e �a d�emontrer.
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7.4 Exemple : un arbre de parit�e

Cette section pr�esente un exemple de calcul en avant, dont la limite peut être facilement
approch�ee.

On consid�ere un r�eseau d'arbres binaires, dans lesquels chaque feuille poss�ede un bit de valeur.
Cet exemple d�ecrit un algorithme qui calcule la parit�e des valeurs des feuilles. Il est tir�e de [Ull84,
CGJ95]. Un arbre binaire est d�e�ni par la grammaire de r�eseau suivante :

G = < froot; inter; leafg ; fS; SUBg ; P ; S >

o�u on rappelle que root, inter et leaf sont des processus terminaux, S et SUB sont des non
terminaux, et P est l'ensemble de r�egles de production suivant :

S �! rootkSUBkSUB

SUB �! interkSUBkSUB

SUB �! interkleafkleaf

L'algorithme est le suivant. La racine root d�ebute une onde en envoyant le signal readydown �a
ses enfants. Lorsque le signal readydown atteint un processus feuille, la feuille envoie un signal
readyup et sa valeur value �a son p�ere. Un noeud inter de l'arbre qui re�coit les signaux readyup
et value de ces deux �ls, envoie �a son p�ere le signal readyup et la parit�e des valeurs de ses enfants
(le ou exclusif des values). Lorsque le signal readyup atteint la racine, l'onde est termin�ee. On
suppose, pour simpli�er l'exemple, que la racine cesse alors toute activit�e (i.e., n'envoie pas de
nouvelles ondes).

Si q est une variable d'�etat du programme, notons next q la valeur de cette variable �a l'instant
suivant. On note respectivement rd, ru et v pour readydown, readyup et value, a�n de simpli�er
les �equations. Un processus est d�ecrit de la mani�ere suivante.

next iv = iv;
next ru = rd _ ru;
next v = ru ^ iv;

(voir �gure 7.2). La variable iv (pour \internal value") contient la valeur associ�ee au processus.
Elle est initialis�ee al�eatoirement �a 0 ou �a 1. L'observateur d'un processus poss�ede de plus un
signal ov (pour \observed value"), qui transmet de fa�con instantan�ee la valeur du processus �a
l'observateur de la propri�et�e. Bien entendu, ce signal n'est d�e�ni que pour l'observation et ne
modi�e pas le comportement du syst�eme.

ov = iv;

Pour d�ecrire un noeud de l'arbre, on note respectivement lrd, rrd, lru et rru pour left readydown,
right readydown, left readyup et right readyup (voir �gure 7.3). Le comportement du noeud est
d�ecrit par les �equations suivantes :

next lrd = rd;
next rrd = rd;
ru = lru ^ rru;
v = ru ^ (lv � rv); o�u � d�enote le ou exclusif

L'observateur d'un noeud re�coit les deux signaux d'observation olv et orv, pour respectivement
\observed left value" et \observed right value". Il �emet ov d�e�ni de la fa�con suivante :

ov = olv � orv;
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ov:ru:rd:v

ov:ru:rd:v ov:ru:rd:v

ov:ru:rd:v

ov:ru:rd:v

ov:ru:rd:v ov:ru:rd:v

ov:ru:rd:v

ov:ru:rd:v

ov:ru:rd:v

ov:ru:rd:v

ov:ru:rd:v

Fig. 7.2 { Un processus de l'arbre de parit�e

Le calcul en avant du plus petit point �xe ne converge pas. On a repr�esent�e respectivement
�gure 7.4 et 7.5 les pas 3 et 4 du calcul. La limite de cette suite est �evidente �a extrapoler. Il
se cr�ee deux branches in�nies correspondant au temps maximum que met l'onde pour parvenir �a
une feuille et remonter �a la racine : ces deux branches sont donc de taille 3 au pas 3, et de taille
4 au pas 4. On peut supposer qu'il en est de même par la suite. On tente de construire �a la main
l'approximation du plus petit point �xe (voir �gure 7.6). Notre outil (voir partie III) peut alors
v�eri�er automatiquement que cet automate est bien un invariant du circuit, i.e., que tout r�eseau
de processus g�en�er�e par la grammaire est plus petit (dans le sens de l'inclusion des traces) que
cet automate. Comme cet automate satisfait la propri�et�e demand�ee (i.e., que les variables v et ov
sont �egales lorsque ru est vrai), le r�eseau v�eri�e �egalement cette propri�et�e.

Nous verrons, dans les chapitres suivants, que cette technique d'extrapolation de limites de
suite fonctionnent rarement dans le cas des plus petits points �xes. En e�et, V m repr�esente l'en-
semble des comportements possibles de tous les r�eseaux pouvant être g�en�er�es par la grammaire :
intuitivement, et sauf cas particulier, V m ne peut pas être approch�e par un processus �a nombre
�ni d'�etats. Dans la suite, nous allons �etendre cette technique d'extrapolation au calcul du plus
grand point �xe, dont la taille d�epend de celle de la propri�et�e �a d�emontrer (qui est en g�en�eral assez
petite).
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Noeud

Parent

Fils gauche Fils droit

readyup

value

readydown

readyup

value

readydown

readyup

value

readydown

Fig. 7.3 { Un noeud de l'arbre de parit�e

ov:v:ru

ov:v:ru

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru ov:v:ru

ov:v:ruov:v:ru

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd
ov:v:ru

ov:v:ru

ov:v:ru

ov:v:ru

ov:v:(v = ru)

ov:v

Fig. 7.4 { Arbre de parit�e : pas 3 du calcul en avant
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ov:v:ru

ov:v:ru

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru ov:v:ru

ov:v:ruov:v:ru

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd
ov:v:ru

ov:v:ru

ov:v:ru

ov:v:ru ov:v:ru

ov:v:ru

ov:v:(v = ru)

ov:v

ov:v:ru

ov:v:ru

Fig. 7.5 { Arbre de parit�e : pas 4 du calcul en avant. Les �etats gris�es correspondent �a des �etats
qui ont �et�e ajout�es par rapport au pas 3.
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ov:v:ru

ov:v:ru

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru:rd

ov:v:ru

ov:v:ru

ov:v:ru

ov:v:ru

Fig. 7.6 { Arbre de parit�e : extrapolation de l'invariant par le calcul en avant
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Chapitre 8

Invariants des r�eseaux lin�eaires

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons au cas particulier des r�eseaux lin�eaires (voir sec-
tion 6.1.2.2, page 61). Ce cas a �et�e �etudi�e dans [LHR96, LHR97].

8.1 �Equations d'induction lin�eaires

Une grammaire lin�eaire peut être caract�eris�ee par un ensemble �ni de processus fP1; : : : ; Pkg,
et un ensemble �ni d'op�erateurs de composition binaire sur les processus fk1; : : : ; kkg. L'ensemble
des processus g�en�er�es par la grammaire est alors d�e�ni par

8i = 1 : : : k;
�
Pi 2 G

�
et

�
P 2 G ) PkiPi 2 G

�
Montrer par induction que cette grammaire v�eri�e une propri�et�e ' revient �a d�eterminer un inva-
riant I tel que

[SAT] I j= ' Satisfaction
[INIT] 8i = 1 : : : k; Pi � I Initiation
[INDUC] 8i = 1 : : : k; IkiPi � I Induction

8.2 Plus petit et plus grand points �xes

Dans notre s�emantique de traces, l'�equation d'induction

IkiPi � I

peut être exprim�ee par�
9X 0; X 00; TI [X=X 0]
 Tk 
 TP [X=X 00]

�
� TI

Le probl�eme du calcul de l'invariant peut donc se r�ecrire

[SAT] TI � T'

[INIT] 8i = 1 : : : k; TPi
� TI

[INDUC] 8i = 1 : : : k; TIkiPi
� TI i.e.,�

9X 0; X 00; TI [X=X 0]
 Tk 
 TP [X=X 00]
�
� TI

Lemme 8.1 :
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[INDUC] peut être r�ecrit de la mani�ere suivante :

8i = 1 : : : k; TI �

�
8X;8X 00;

� �
X [X 0 [X 00

�1
n Tki

�
�

�
X1 n TPi

�
[X=X 00] � TI

�
[X 0=X ]

2

Preuve :

La preuve est fastidieuse mais tr�es facile : il su�t de remplacer les op�erateurs d'abs-
traction par leur d�e�nition.�

9X 0; X 00; TI [X=X 0]
 Tk 
 TP [X=X 00]
�
� TI

m
8x 2 X1; x 2

�
9X 0; X 00; TI [X=X 0]
 Tk 
 TP [X=X 00]

�
) x 2 TI

m

8x 2 X1; x 62

�
x 2 X1 j 9x0; x00 2 X1; x0 2 TI ^ (x� x0 � x00) 2 Tk^

x00 2 TP

�
_ x 2 TI

m
8x; x0; x00 2 X1; x0 62 TI _ (x� x0 � x00) 62 Tk _ x00 62 TP _ x 2 TI

m
8x0 2 X1; x0 62 TI _

�
8x; x00 2 X1; (x� x0 � x00) 62 Tk _ x00 62 TP _ x 2 TI

�
m

8x0 2 X1; x0 62 TI_
x0 2

�
x0 2 X1 j 8x; x00 2 X1; (x� x0 � x00) 62 Tk _ x00 62 TP _ x 2 TI

	
m

8x0 2 X1; x0 2 TI ) x0 2 fx0 2 X1 j 8X;X 00;
� �

X [X 0 [X 00
�1

n Tk
�
��

X1 n TP
�
[X=X 00]� TIg

m
TI [X=X 0] � 8X;X 00;

� �
X [X 0 [X 00

�1
n Tk

�
�
�
X1 n TP

�
[X=X 00]�

TI
m

TI �

�
8X;X 00;

� �
X [X 0 [X 00

�1
n Tk

�
��

X1 n TP
�
[X=X 00]� TI

�
[X 0=X ]

2

Th�eor�eme 8.1 :

Il existe un plus petit langage de traces TmI satisfaisant [INIT] et [INDUC], et un
plus grand TMI satisfaisant [SAT] et [INDUC]. TmI et TMI sont respectivement le
plus petit et le plus grand point �xe des fonctions f et F d�e�nies par

f = �T:

k[
i=1

TPi
[
�
9X 0; 9X 00; Tki 
 T [X=X 0]
 TPi

[X=X 00]
�

F = �T:' \
k\
i=1

�
8X;8X 00;

� �
X [X 0 [X 00

�1
n Tki

�
�

�
X1 n TPi

�
[X=X 00]� T

�
[X 0=X ]
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2

Preuve :

L'existence de TmI d�ecoule du th�eor�eme 7.2, page 79. On rappelle la preuve.

[INDUC] se r�ecrit

8i = 1 : : : k; fi(TI) � TI

La conjonction avec [INIT] donne

f(TI)
�
=

k[
i=1

(fi(TI) [ TPi
) � TI

TI est un post point �xe de la fonction croissante f . Il existe donc une plus petite
solution, TmI .

De la même mani�ere, [INDUC] peut se r�ecrire en

8i = 1 : : : k; TI � Fi(TI) (d'apr�es le lemme 8.1)

Il existe donc un plus grand ensemble de traces TMI satisfaisant [SAT] et [INDUC],
qui est le plus grand point �xe de la fonction croissante

F = �T:' \
k\
i=1

Fi(T )

En r�esum�e,

TmI =
[
n�0

f (n)(;) et TMI =
\
n�0

F (n)(X1)

avec

f = �T:

k[
i=1

TPi
[
�
9X 0; 9X 00; Tki 
 T [X=X 0]
 TPi

[X=X 00]
�

F = �T:' \
k\
i=1

�
8X;8X 00;

� �
X [X 0 [X 00

�1
n Tki

�
�

�
X1 n TPi

�
[X=X 00]� T

�
[X 0=X ]

2

Ainsi, notre probl�eme de v�eri�cation est �equivalent �a montrer que soit TmI � ', soit 8i =
1 : : : k; TPi

� TMI .

Comme pr�ec�edemment, les deux suites d�e�nissant TmI et TMI ne convergent en g�en�eral pas
en un temps �ni : les limites sont des processus �a nombre in�ni d'�etats, et ne peuvent pas être
ais�ement repr�esent�ees par des automates �a nombre �ni d'�etats. Dans la suite, nous allons nous
inspirer de la technique des �elargissements, introduite par Cousot et Cousot [CC77, CC92], a�n
d'approcher ces limites par des processus �a nombre �ni d'�etats.
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TmI est l'ensemble de toutes les traces possibles de tous les r�eseaux g�en�er�es par la grammaire :
l'exp�erience montre qu'en g�en�eral, le nombre d'�etats des automates reconnaissant les f (n)(;) aug-
mente de fa�con exponentielle. Il semble �a priori di�cile d'extrapoler la limite d'une telle suite.
Au contraire, comme le montre l'exemple de la section 10.1, page 109, il arrive que le calcul
du plus grand point �xe converge. G�en�eralement, même s'il ne converge pas, le nombre d'�etats
des automates reconnaissant F (n)(X1) augmente de fa�con \mod�er�ee". C'est pourquoi nous nous
int�eresserons particuli�erement aux approximations du plus grand point �xe.

8.3 �Elargissement

8.3.1 Principe de l'�elargissement

A�n d'approcher le plus grand point �xe TMI dans un treillis complet L, la m�ethode d'extrapo-
lation propos�ee par [CC77, CC92] consiste �a d�e�nir un op�erateur binaire r, appel�e �elargissement,
satisfaisant les deux propositions suivantes :

[INCL ] : 8x; y 2 L; xry � x \ y

[CHAIN ] : pour toute suite d�ecroissante x0 � x1 � : : : � xn � : : : dans L, la suite de L
(y0; y1; : : : ; yn; : : : ) d�e�nie par y0 = x0 et yn+1 = ynrxn+1, est strictement d�ecroissante
(i.e., , devient constante �a partir d'un nombre �ni de termes).

Alors, pour toute fonction monotone F : L! L, la suite y0 = > (la borne sup�erieure du treillis),
yn+1 = ynrF (yn) converge, en un nombre �ni de pas, vers une limite y, qui est plus petite que le
plus grand point �xe de F .

Dans cette approche, nous avons �a d�e�nir un op�erateur d'extrapolation sur les langages de
traces. La conception d'un tel op�erateur est une tâche exp�erimentale, n�ecessitant un compromis
entre l'e�cacit�e du calcul et la pr�ecision du r�esultat : suivant l'op�erateur utilis�e, on peut obtenir
soit une tr�es longue suite convergeant vers une solution tr�es proche du point �xe, ou inversement,
une convergence rapide vers une solution grossi�ere.

Nous avons d�ecid�e de d�e�nir cet op�erateur d'�elargissement sur des automates reconnaissant
des langages de traces.

8.3.2 Quelques id�ees d'�elargissements

8.3.2.1 Un premier op�erateur

Soient AT1 = (Q1; q
0
1 ; X; f�1g; �

Q
1 ; �

O
1 ) et AT2 = (Q2; q

0
2 ; X; f�2g; �

Q
2 ; �

O
2 ) les automates mini-

maux d�eterministes reconnaissant les langages T1 et T2 sur X , tels que T2 � T1. Nous avons �a
l'esprit que T1 et T2 sont deux pas cons�ecutifs du calcul du plus grand point �xe TMI . L'automate
AT1rAT2 , reconnaissant l'�elargissement T1rT2, va être calcul�e en comparant les structures des
deux automates AT1 et AT2 .

Soit A� = (Q1�Q2; (q
0
1 ; q

0
2); X; f�1; �2g; �

Q
� ; �

O
�) le produit synchrone des deux automates AT1

et AT2 . AT1rAT2 va être construit �a partir de A�. Soit

AT1rAT2 = (Q1 �Q2; (q
0
1 ; q

0
2); X; f�1; �2g; �

Q
r; �

O
r)

On pose dans un premier temps �Qr = �Q� . Il reste �a d�e�nir �Or.
Soit q = (q1; q2) un �etat de A� et soit x 2 2X un �ev�enement sur X .

{ Si �O1 (q1; x) = f�1g et �O2 (q2; x) = f�2g, i.e., l'�ev�enement x est refus�e par les deux automates,
Ar le refuse �egalement : �Or(q; x) = f�g.
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T1

T2

Ar

Fig. 8.1 { Principe de l'�elargissement

{ Si �O1 (q1; x) = ; et �O2 (q2; x) = ;, i.e., l'�ev�enement x est accept�e par les deux automates, Ar
l'accepte �egalement : �Or(q; x) = ;.

{ Si �O1 (q1; x) = ; et �O2 (q2; x) = f�2g, i.e., l'�ev�enement x a �et�e interdit par le dernier pas de
calcul, l'�etat q est alors dit semi-accepteur. L'ensemble des �etats semi-accepteurs reconnâ�t
le langage T1 n T2.

D�e�nition 8.1 :

On appelle ensemble des �etats semi-accepteurs, not�e D, l'ensemble des �etats de A�
reconnaissant le langage T1 n T2.

D =
�

(q1; q2) j 9x 2 2X ; �O1 (q1; x) = ; et �O2 (q2; x) = f�2g
	

2

L'op�erateur propos�e consiste �a extrapoler un pas de calcul en interdisant les �etats pouvant conduire
�a un �etat semi-accepteur. On va donc d�e�nir �Or par

�Or
�
(q1; q2); x

�
=

8<:
f�g si �O1 (q1; x) = f�1g ou �O2 (q2; x) = f�2g

ou 9x0 2 2X ; �O2
�
�Q2 (q2; x); x

0
�
= f�2g

; sinon

(voir �gure 8.1).

8.3.2.2 Projections

A�n d'obtenir des op�erateurs plus puissants, on d�e�nit les projections de A� sur les ensembles
d'�etats Q1 et Q2.

D�e�nition 8.2 :

On d�e�nit ainsi les op�erateurs d'�elargissement universel et existentiel respectivement
not�es T1r8T2 = (Q1; q

0
1 ; X; f�1g; �

Q
1 ; �

O
8 ) et T1r

9T2 = (Q2; q
0
2 ; X; f�2g; �

Q
2 ; �

O
9 ), o�u

�O8 (q; x) =

�
; si

�
�O1 (q; x) = ;

�
et

�
8q0; �O

�
(q; q0); x

�
= ;

�
f�g sinon

�O9 (q
0; x) =

�
; si

�
�O2 (q0; x) = ;

�
et

�
9q; �O

�
(q; q0); x

�
= ;

�
f�g sinon

2
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Justi�cation des quanti�cateurs universel et existentiel : L'utilisation du quanti�cateur
existentiel dans la projection sur Q1 n'assurerait pas la propri�et�e T1rT2 � T2. Celle du quanti�-
cateur universel dans la projection sur Q2 conduirait trop souvent au langage nul.

Propri�et�e 8.1 :

1. T1r8T2 � T1r9T2 � T2 � T1.

2. La suite d�e�nie par8<:
T 0 = X1

T 1 = F (T 0)
Ti+1 = T ir8F (T i)

converge en un temps �ni. En e�et, l'automate T i+1 a, au plus, autant d'�etats
que T i.

3. La suite d�e�nie par8<: T 0 = X1

T 1 = F (T 0)
T i+1 = T ir9F (T i)

converge, en un temps �eventuellement in�ni.

Cet op�erateur n'est donc pas un �elargissement au sens que lui ont donn�e Cou-
sot et Cousot [CC77, CC92]. Il s'agit plutôt d'un \acc�el�erateur", qui acc�el�ere la
convergence, sans la forcer �a coup sûr.

2

Ces deux op�erateurs ont �et�e impl�ement�es dans un outil (voir partie III). Les r�esultats exp�e-
rimentaux n'ont pas �et�e concluants : dans la plupart des exemples du chapitre 10, page 109, ces
op�erateurs forcent la convergence de la suite d'invariants vers le langage nul. Dans la section
suivante, nous proposons de ra�ner ces op�erateurs de fa�con �a ce qu'ils prennent en compte la
structure des automates reconnaissant les langages �a extrapoler.

8.3.3 Un premier ra�nement de l'�elargissement

En fait, certains comportements passant par des �etats semi-accepteurs (i.e., des �etats de D)
doivent être interdits, mais pas tous ces comportements. L'exp�erience a montr�e que la convergence
en un temps in�ni pouvait être due au fait que des motifs \r�eguliers" �etaient r�ep�et�es de plus en
plus de fois, a�n de produire des boucles in�nies dans le langage limite. Par exemple, la suite (Ti)
d�e�nie pour i � 1 par

Ti = f bn + bi:(a+ b)� j 0 � n < i g

est in�nie, mais converge vers b�.
Nous avons donc eu l'id�ee de cr�eer des boucles en rebranchant de fa�con non d�eterministe des

transitions (q0; q
0
0)

x
�! (q1; q

0
1) atteignant D vers d'autres �etats (q2; q

0
2) 62 D.

A�n d'assurer l'inclusion des traces [INCL], le langage reconnu par (q2; q
0
2) doit être inclus

dans celui reconnu par (q1; q
0
1). Pour cr�eer des boucles de fa�con \logique", les nouveaux �etats

cible (q2; q
0
2) sont cherch�es parmi (q0; q

0
0) et ses pr�ed�ecesseurs qui satisfont cette inclusion. Ils sont

recherch�es jusqu'�a une profondeur d1, qui est un param�etre de l'op�erateur.
Malheureusement, un tel op�erateur ne satisfait plus la propri�et�e [CHAIN] : le nombre d'�etats

du nouvel automate d�ecrô�t, mais, comme cet automate n'est pas d�eterministe, le nombre d'�etats
de sa version d�eterministe peut augmenter. Nous obtenons donc de nouveau un acc�el�erateur, qui
n'assure pas la terminaison de notre algorithme. Par contre, si l'algorithme termine, nous sommes
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a c

a

b

c = �1

Langage T1

b

a

b

b

a c

a

b

a

b

Langage T3 attendu

c = �3 c = �3 c = �3

a

b

b

a c

a

b

Langage T2

c = �2 c = �2

Fig. 8.2 { Les premiers termes d'une s�equence in�nie de langages

sûr d'obtenir une approximation inf�erieure du point �xe. Le probl�eme de la non terminaison est
discut�e section 8.3.5.

Exemple 8.1 :

Soient T1 et T2 deux langages d�e�nis par

T1 = (b+ a):(a+ b+ c)� et
T2 = (b+ a:(b+ a)):(a+ b+ c)�

Intuitivement, on peut s'attendre �a ce que le prochain pas de calcul produise le langage

T3 = (b+ a:(b+ a:(b+ a))):(a+ b+ c)�

Les automates reconnaissant T1, T2 et T3 sont pr�esent�es �gure 8.2. La �gure 8.3
repr�esente le produit T1 � T2 (o�u l'�etat gris�e est le seul �etat semi-accepteur, i.e., de
D) ainsi que l'�elargissement obtenu par rebranchement d'une transition avec le para-
m�etre d1 = 1 (i.e., le nouvel �etat cible ne peut être que le source). On obtient ainsi
l'extrapolation

T1rT2 = a�:b:(a+ b+ c)�

Il est �a remarquer que si le rebranchement n'est pas e�ectu�e (i.e., avec d = 0), nous
obtenons

T1rT2 = b:(a+ b+ c)�
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b b

a

c

a

b

b

a c

a

b

c = �1�2 c = �2

(b) T1rT2

(a) T1 � T2

c = �

a

Fig. 8.3 { �Elargissement sur les automates

Cette extrapolation est probablement trop grossi�ere car elle ne traduit pas le fait qu'un
nombre arbitraire d'�ev�enements a peuvent survenir avant un �ev�enement b. 2

Cet op�erateur a �et�e test�e sur les exemples du chapitre 10, page 109, et a permis d'extrapoler
un certain nombre d'invariants. Dans la section suivante, nous proposons une am�elioration de cet
extrapolation.

8.3.4 Un deuxi�eme ra�nement de l'�elargissement

Consid�erons une suite d'invariants dont deux pas cons�ecutifs ont la forme suivante :

T1 = b+ c:c + a:(b+ c:c + a:(b + (a+ c):(a+ b+ c)�))

T2 = b+ c:c + a:(b+ c:c + a:(b+ c:c + a:(b + (a+ c):(a+ b+ c)�)))

(voir �gure 8.4). Intuitivement, le pas de calcul suivant doit produire le langage

T3 = b+ c:c + a:(b+ c:c + a:(b+ c:c + a:(b+ c:c + a:(b + (a+ c):(a+ b+ c)�))))

La �gure 8.5 pr�esente l'application de l'op�erateur d'extrapolation vu section pr�ec�edente. L'action
de cet op�erateur est visiblement incorrecte. Au lieu de supprimer l'�etat reconnaissant le chaos
(a+ b+ c)�, il tente de supprimer l'�etat reconnaissant le su�xe c:c. Puisqu'aucun �etat parvenant
�a l'�etat gris�e ne le simule, aucun rebranchement n'est e�ectu�e. Pour r�esoudre ce probl�eme, nous
proposons non pas d'interdire les �etats de D, mais les �etats parvenant �a D sur une certaine
profondeur (qui peut être un param�etre d2). La �gure 8.6 pr�esente l'application de cette id�ee avec
d2 = 1.

On obtient ainsi un op�erateur param�etr�e par deux entiers d1 et d2. L'exp�erience a montr�e
qu'un bon choix pour ces valeurs pouvait être d1 = 3 et d2 = 1. Bien entendu, en cas d'�echec,
l'utilisateur peut jouer sur ces deux param�etres pour am�eliorer l'�elargissement.
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8.3.5 Un algorithme de semi-d�ecision

En pratique, la non convergence de notre suite d'�elargissement n'est pas gênante. En e�et, nous
ne calculons pas simplement la limite de la suite Ti d�e�nie par

T0 = X1

Ti+1 = TirF (Ti)

car elle est en g�en�eral trop grossi�ere. En fait, nous pouvons arbitrairement am�eliorer la solution
en retardant l'application de l'extrapolation. Pour tout k 2 IN, d�e�nissons T (k) comme �etant la
limite de la suite

T0 = X1

Ti+1 =

�
F (Ti) si i < k
TirF (Ti) si i � k

Chaque T (k) est une approximation inf�erieure du point �xe (l'approximation la plus grossi�ere est
T (0), et plus k est grand, plus l'approximation T (k) est pr�ecise). La m�ethode consiste �a calculer
T (k) en laissant crô�tre le param�etre k tant que l'invariant T (k) est trop fort (i.e., ne satisfait pas
[INIT]). Ces it�erations sur k peuvent ne pas terminer, et pour chaque k le calcul de T (k) peut
ne pas terminer (puisque notre op�erateur ne satisfait pas la propri�et�e [CHAIN]). En th�eorie, il
pourrait arriver que le calcul de T (k) soit in�ni, alors que celui de T (k+1) converge vers un invariant
correct, i.e., que la convergence d�epende de l'ordre dans lequel on incr�emente i et k.

D'un point de vue th�eorique, si nous souhaitons une proc�edure de semi-d�ecision (dans le sens
que s'il existe k tel que l'approximation T (k) soit calculable en un temps �ni et soit correcte, il sera
forc�ement atteint par notre algorithme), l'algorithme doit e�ectuer une exploration en largeur du
graphe des approximations, i.e., laisser augmenter i et k en même temps.

D'un point de vue pratique, la taille des automates calcul�es augmente rapidement, et tous les
calculs, soit convergent rapidement, soit saturent la m�emoire.

8.4 Combiner le calcul en avant et en arri�ere

Dans cette section, nous proposons de combiner le calcul en avant (vu dans le chapitre 7) avec
le calcul en arri�ere (vu pr�ec�edemment dans ce chapitre). Consid�erons l'in�equation d'induction
[INDUC]

TI �

�
8X;8X 00;

� �
X [X 0 [X 00

�1
n ki

�
�

�
X1 n TPi

�
[X=X 00] � TI

�
[X 0=X ]

Celle-ci d�epend du processus terminal Pi, et peut donc être r�ecrite en explicitant ce param�etre.

TI � F (TPi
; TI)

On remarque que la fonction F est croissante par rapport �a TI et d�ecroissante par rapport �a TPi
.

Pour tout processus P 0
i tel que TPi

� TP 0

i
, F (TP 0

i
; TI) � F (TPi

; TI).
En cas de non convergence de notre calcul de point �xe, il est donc possible de tenter le

même calcul avec des processus P 0
i plus grands que les Pi. Dans le chapitre 11, page 125, nous

pr�esenterons des exemples utilisant cette technique. Nous avons envisag�e d'e�ectuer l'extrapolation
du processus Pi de 3 mani�eres.

1. En e�a�cant des signaux sans rapport avec la propri�et�e �a d�emontrer. Le concepteur d'un
algorithme a introduit des communications pour des raisons pr�ecises. Par exemple, pour
v�eri�er une propri�et�e d'exclusion mutuelle, il n'est pas n�ecessaire de consid�erer les signaux
introduits pour g�erer la priorit�e entre les processus.
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2. En comprenant l'algorithme, et en modi�ant certains param�etres. Il est possible de modi�er
un algorithme qui v�eri�e toujours une propri�et�e donn�ee, et tel que les processus consid�er�es
soient plus grands que les processus du r�eseau initial. Cette technique d�epend bien entendu
uniquement de \l'intelligence" de l'utilisateur.

3. En utilisant des outils d'extrapolation en avant. Il est possible d'extrapoler des processus
contenant des donn�ees in�nies et d'e�ectuer le calcul de point �xe sur cette abstraction (voir
par exemple [Sa��96, GS96]).
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Fig. 8.4 { Un exemple de suite de langages
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Fig. 8.5 { Application de la premi�ere version de l'�elargissement
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Fig. 8.6 { Application de la deuxi�eme version de l'�elargissement
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Chapitre 9

Invariants des r�eseaux

arborescents

Dans ce chapitre, une deuxi�eme forme particuli�ere de r�eseau est �etudi�ee, celle d�e�nie par
les grammaires binaires arborescentes. Les techniques d�evelopp�ees dans ce chapitre peuvent être
ais�ement �etendues �a des grammaires de r�eseau quelconques. Ce cas a �et�e �etudi�e dans [Les97b].

9.1 Introduction

On consid�ere des grammaires arborescentes binaires.

D�e�nition 9.1 :

Une grammaire G =< T;N;P ;S > est dite arborescente binaire si elle est de la forme

{ T = fPg o�u P est un processus feuille (\leaf").

{ N = fNg o�u N est un noeud de l'arbre (\node").

{ P = f S ! N;
N ! NkN;
N ! P g

2

Selon le même principe que la section 7.1.3.2, page 75, nous pouvons montrer qu'une telle gram-
maire de r�eseau satisfait une propri�et�e ' en trouvant un invariant I tel que

[SAT] I j= ' Satisfaction
[INIT] P � I Initiation
[INDUC] IkI � I Induction

ce qui se traduit dans notre s�emantique de traces par

[SAT] TI � T'
[INIT] TP � TI
[INDUC] TIkI � TI ou de fa�con �equivalente�

9X 0; X 00; TI [X=X
0] \ Tk \ TI [X=X

00]
�
� TI

Notons [INDUCTION]=[SAT]^[INIT]^[INDUC] l'ensemble de ces in�equations.

Corollaire 9.1 :

(du th�eor�eme 7.2, page 79). Il existe un plus petit langage de traces TmI satisfaisant
[INIT] et [INDUC]. 2
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Preuve :

On rappelle que TmI est le plus petit point �xe de la fonction croissante f d�e�nie par

f(T ) = T [ P [
�
9X 0; X 00; TI [X=X 0] \ Tk \ TI [X=X 00]

�
TmI est d�e�ni par

TmI =
[
n�0

f (n)(;)

2

Le calcul du plus petit point �xe par it�eration est fortement divergent (voir les exemples du
chapitre 10). Comme dans le chapitre pr�ec�edent, nous pr�ef�erons donc calculer un plus grand point
�xe. La technique utilis�ee pour les r�eseaux lin�eaires ne peut h�elas pas s'appliquer simplement aux
r�eseaux arborescents.

Probl�eme 9.1 :

Existe-t-il un plus grand langage de traces satisfaisant [SAT] et [INDUC]? 2

La question reste ouverte. En e�et, l'existence d'un plus grand point �xe ne peut pas être d�emontr�e
�a partir de l'in�equation [INDUC]. Pour prouver la non existence, il faudrait exhiber un contre-
exemple, i.e., trouver deux invariants T 1

I et T 2
I d'un r�eseau satisfaisant la propri�et�e, et tels que

leur union T 1
I [ T 2

I ne satisfasse pas la propri�et�e.

9.2 Expression du plus grand point �xe

9.2.1 Di�cult�e du probl�eme

Essayons de comprendre pourquoi la m�ethode de la section 8.2, page 87 ne marche pas ici.
Nous avons l'in�equation de r�ecurrence

IkI � I qui se traduit par
�
9X 0; X 00; TI [X=X 0]
 Tk 
 TI [X=X 00]

�
� TI

Cette in�equation signi�e que si le �ls gauche et le �ls droit satisfont la propri�et�e de r�ecurrence I ,
alors, le nouveau noeud form�e par la composition du �ls gauche et du �ls droit satisfait la propri�et�e
I . En utilisant une technique similaire �a celle de la section 8.2, on montre ais�ement que

TI �
�
8X;8X 00;

� �
X [X 0 [X 00

�1
n Tk

�
�
�
X1 n TI

�
[X=X 00]� TI

�
[X 0=X ]

et

TI �
�
8X;8X 0;

� �
X [X 0 [X 00

�1
n Tk

�
�
�
X1 n TI

�
[X=X 0]� TI

�
[X 00=X ]

i.e.,

TI � F (TI)

o�u la fonction F n'est plus monotone. Les th�eor�emes de points �xes ne peuvent alors pas s'appli-
quer : en particulier, l'it�eration de la fonction F ne converge plus forc�ement vers un plus grand
point �xe.

Intuition : La non convergence vers un plus grand point �xe peut se comprendre intuitivement
de la mani�ere suivante (voir �gure 9.1) : la r�ecurrence consiste �a d�eterminer une condition sur les
�ls d'un noeud pour que ce noeud satisfasse une propri�et�e donn�ee. Pour ce faire, il est possible de
contraindre fortement le comportement du �ls gauche, et moins celui du �ls droit , ou au contraire
contraindre fortement le comportement du �ls droit et moins celui du �ls gauche. L'id�eal serait de
d�eduire une seule propri�et�e pour les deux �ls. En pratique, cela semble impossible, car le probl�eme
n'est pas parfaitement sym�etrique. Ainsi, dans l'exemple de la section 10.4, page 117, le p�ere passe
le jeton �a son �ls gauche, avant de le passer �a son �ls droit. Le reste de ce chapitre va exploiter
l'id�ee qu'il est n�ecessaire de distinguer les propri�et�es du �ls gauche et du �ls droit.

100



9.2. EXPRESSION DU PLUS GRAND POINT FIXE

P�ere

P�ere

P�ere

Fils gauche Fils droitFils gaucheFils droit

Premi�ere possibilit�e: Deuxi�eme possibilit�e:

Fils gauche et

�ls droit

Fig. 9.1 { Intuition relative au calcul d'un invariant d'un r�eseau arborescent. Pour que le p�ere
satisfasse une propri�et�e donn�ee, il est possible de contraindre de fa�con asym�etrique les �ls gauche
et droit

9.2.2 Induction �a l'aide de 2 invariants

En fait, il est su�sant de trouver 2 invariants G (pour �ls gauche) et D (pour �ls droit) tels
que si le �ls gauche satisfait G et le �ls droit D, alors le nouveau noeud satisfait I . Il est bien
entendu n�ecessaire que I � G et I � D.

On peut donc r�ecrire l'in�equation d'induction [INDUC] sous la forme

GkD � I avec I � G et I � D

ou plus simplement

GkD � G et GkD � D

Il est donc su�sant de trouver deux invariants G et D, tels que

[SAT] G j= ' et
D j= '

[INIT] P � G et
P � D

[INDUC] GkD � G et
GkD � D
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Dans notre s�emantique de traces, ces in�equations se r�ecrivent de la fa�con suivante :

[SAT] TG � T' et
TD � T'

[INIT] TP � TG et
TP � TD

[INDUC] 9X 0; 9X 00; TG[X=X
0]
 Tk 
 TD[X=X

00] � TG et
9X 0; 9X 00; TG[X=X

0]
 Tk 
 TD[X=X
00] � TD

9.2.3 Vecteur d'invariants

L'utilisation de deux invariants au lieu d'un d�ecoule intrins�equement du probl�eme arborescent :
il est n�ecessaire de distinguer le �ls gauche du �ls droit, même s'ils ont la même d�e�nition. Pourtant,
un calcul de plus grand point �xe s'e�ectue beaucoup plus simplement �a l'aide d'un seul invariant.

A�n de ne consid�erer qu'un invariant, nous proposons d'utiliser un vecteur d'invariants (voir
section 7.3, page 79), que nous codons de la mani�ere suivante : supposons que le probl�eme soit r�e-
solu, i.e., que nous connaissions les deux invariants G et D satisfaisant les in�equations pr�ec�edentes,
et d�e�nissons V �

�
X 0 [X 00

�1
comme �etant l'union non synchronis�ee de G et D :

V = TG[X=X
0]� TD[X=X

00]

Il est �a noter, que G et D peuvent alors ais�ement être calcul�es �a partir de V par simple projection

TG = (9X 00; V )[X 0=X ]

TD = (9X 0; V )[X 00=X ]

L'id�ee va maintenant consister �a r�ecrire nos in�equations en fonction de V .

[SAT] : V � T'[X=X
0]� T'[X=X 00]

[INIT] : Comme TG[X=X
0]�TD[X=X 00] �

�
X 0 [X 00

�1
qui est orthogonal �a X1, l'in�equation

TP � TG est �equivalente �a

TP � TG[X=X
0]� TD[X=X

00] � TG � TG[X=X
0]� TD[X=X

00]

ce qui se r�ecrit en fonction de V en TP � V � V [X 0=X ]
 V .

Utilisons la propri�et�e suivante. Si A, B et C sont des ensembles,

A \ B � C () A \ B � C \ B

Alors, TP � TG est �equivalent �a TP � V � V [X 0=X ]

De même, TP � TD est �equivalent �a TP � V � V [X 00=X ]

[INDUC] : Utilisons de nouveau la propri�et�e A \ B � C () A \ B � C \ B.

[INDUC] se r�ecrit

TG[X=X
0]
 Tk 
 TD[X=X

00] � TG � TD[X=X 00] et
TG[X=X

0]
 Tk 
 TD[X=X
00] � TG[X=X

0]� TD

soit

V 
 Tk � V [X 0=X ]
 V [X 00=X ]

En r�esum�e, si V s'�ecrit V = TG[X=X
0]� TD[X=X 00], les in�equations [SAT], [INIT] et [INDUC]

sont respectivement �equivalentes aux in�equations [SAT'], [INIT'] et [INDUC'] d�e�nies par

[SAT'] V � T'[X=X
0]� T'[X=X 00]

[INIT'] TP � V � V [X 0=X ]
 V [X 00=X ]
[INDUC'] V 
 Tk � V [X 0=X ]
 V [X 00=X ]
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9.2. EXPRESSION DU PLUS GRAND POINT FIXE

Notons [INDUCTION']=[SAT']^[INIT']^[INDUC'] l'ensemble de ces in�equations.

Th�eor�eme 9.1 :

Il existe un langage maximal V M satisfaisant [INDUCTION']. VM est le plus grand
point �xe de la fonction F d�e�nie par

F = �V: 8X;

� �
T'[X=X 0]� T'[X=X 00]

�

� �

X [X 0 [X 00
�1

n
�
Tk � TP

�
�
�
V [X 0=X ]
 V [X 00=X ]

� � �
2

Preuve :

La preuve est similaire �a celle du th�eor�eme 8.1. Les in�equations [INDUCTION']
peuvent être reformul�ees de la mani�ere suivante :

[SAT'] V � T'[X=X 0]� T'[X=X 00]

[INIT'] V � 8X;

� �
X1 n TP

�
�
�
V [X 0=X ]
 V [X 00=X ]

� �
[INDUC'] V � 8X;

� � �
X 0 [X 00

�1
n Tk

�
�
�
V [X 0=X ]
 V [X 00=X ]

� �
La conjonction de ces trois in�equations donne

V � 8X;

� �
T'[X=X 0]� T'[X=X 00]

�

� �

X [X 0 [X 00
�1

n
�
Tk � TP

�
�
�
V [X 0=X ]
 V [X 00=X ]

� � �

i.e., V � F (V ), o�u

F = �V: 8X;

� �
T'[X=X 0]� T'[X=X 00]

�

� �

X [X 0 [X 00
�1

n
�
Tk � TP

�
�
�
V [X 0=X ]
 V [X 00=X ]

� � �

La fonction F est croissante dans le treillis des langages sur
�
X 0 [X 00

�1
. Elle admet

donc un plus grand point �xe, qui est V M . 2

Comme dans le chapitre 8, le calcul de V M peut ne pas �nir, et V M peut être un processus �a
nombre in�ni d'�etats. Les techniques d'�elargissement de la section 8.3, page 90 peuvent alors être
utilis�ees pour approcher V M par un post point �xe de la fonction F .

La propri�et�e suivante est triviale.

Propri�et�e 9.1 :

Si V M est vide, le r�eseau arborescent ne satisfait pas la propri�et�e '. 2
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Preuve :

D'apr�es le th�eor�eme 7.2, page 79, il existe un plus petit langage de traces TmI satisfaisant
[INIT] et [INDUC]. En raisonnant par l'absurde, supposons que le r�eseau arborescent
satisfait la propri�et�e '. Alors, comme TmI repr�esente l'ensemble des traces du r�eseau,
TmI satisfait la propri�et�e ' et donc l'in�equation [SAT]. Posons V = TmI [X=X 0] �
TmI [X=X 00]. Alors V est non vide et d'apr�es ce qui pr�ec�ede, satisfait les in�equations
[INDUCTION'], ce qui contredit l'hypoth�ese V M vide. Donc le r�eseau arborescent
ne satisfait pas la propri�et�e '. 2

Inversement, si V M est non vide, la propri�et�e ' est-elle forc�ement satisfaite par le r�eseau arbores-
cent, i.e., a-t-on l'�equivalence

VM 6= ; () G j= ' ?

Il nous est possible de r�epondre �a cette question si, �etant donn�e V M , nous pouvons calculer un
invariant I du r�eseau. Ceci n'est �a priori pas toujours possible, car les in�equations [INDUCTION]
ne sont �equivalentes �a [INDUCTION'] que si V M peut s'�ecrire V M = TG[X=X

0] � TD[X=X
00]

(ce qui n'est, en g�en�eral, pas le cas).
En pratique, nous ne sommes capables de calculer qu'une approximation inf�erieure V de V M .

Si V est vide, nous ne pouvons �evidemment rien conclure. Dans le cas contraire, il est n�ecessaire
d'exhiber les deux invariants G et D pour prouver que le r�eseau satisfait la propri�et�e.

9.3 Calcul des invariants G et D

Dans cette section, nous allons supposer que nous avons r�eussi �a calculer V M de fa�con exacte
(i.e., sans extrapolation). Dans le cas contraire, les algorithmes suivants peuvent s'appliquer �a une
approximation inf�erieure de VM , mais les heuristiques propos�ees risquent d'être moins e�caces.

9.3.1 Cas id�eal

Soit V M le plus grand point �xe des in�equations [INDUCTION']. Si TG et TD sont deux
langages satisfaisant

TG[X=X
0]� TD[X=X

00] = VM

ces deux langages satisfont les in�equations [INDUCTION]. Dans ce cas, TG et TD peuvent être
calcul�es par

TG =
�
9X 00; V M

�
[X 0=X ] et TD =

�
9X 0; V M

�
[X 00=X ]

Cette condition n'est en g�en�eral pas satisfaite, i.e., on a�
9X 00; V M

�
�

�
9X 0; V M

�
� V M

9.3.2 Encadrement des invariants

9.3.2.1 Borne sup�erieure

Supposons que
�
9X 00; V M

�
�

�
9X 0; V M

�
� V M . Soient les deux langages TMG et TMD

d�e�nis par

TMG =
�
9X 00; V M

�
[X 0=X ] et TMD =

�
9X 0; V M

�
[X 00=X ]

Alors toute solution (TG; TD) des in�equations [INDUCTION] est telle que TG � TMG et TD �
TMG . (TMG ; TMD ) peut être consid�er�e comme une borne sup�erieure.

104



9.3. CALCUL DES INVARIANTS G ET D

9.3.2.2 Borne inf�erieure

Si on pose TG = TMG , a�n d'avoir l'in�egalit�e pr�ec�edente, il faut poser

TD =

�
8X 0

� �
X1 n TMG

�
[X=X 0]
 V M

� �
[X 00=X ]

On pose donc

TmG =

�
8X 0;

�
X1 n TMD

�
[X=X 00]
 V M

�
[X 0=X ]

=

�
8X 0;

�
X 01 n

�
9X 00; V M

� �

 V M

�
[X 0=X ] et

TmD =

�
8X 00;

�
X1 n TMG

�
[X=X 0]
 V M

�
[X 00=X ]

=

�
8X 00;

�
X 001 n

�
9X 0; V M

� �

 V M

�
[X 00=X ]

Propri�et�e 9.2 :

Toute solution (TG; TD) des in�equations [INDUCTION] v�eri�e

TmG � TG � TMG et
TmD � TD � TMD :

2

(TmG ; TmD ) peut être consid�er�e comme une borne inf�erieure. En g�en�eral, TmG , TMG , TmD et TMD ne
satisfont pas [INDUCTION].

En pratique, nous ne connaissons qu'une approximation inf�erieure de V M . Dans ce cas, TMG et
TMD ne sont plus forc�ement des bornes sup�erieures.

La section suivante va proposer une m�ethode bas�ee sur des heuristiques pour d�eterminer des
invariants corrects �a partir des langages TMG et TMD .

9.3.3 Un algorithme de d�ecomposition

Soit V M le plus grand point �xe de [INDUCTION']. Notre but est de d�eterminer deux
langages TG et TD, v�eri�ant

TG[X=X 0]� TD[X=X 00] � V M (9.1)

Ce probl�eme n'a pas de solution unique. Ainsi, (TG; TD) = (;; ;) est une solution triviale de 9.1
qui n'a aucun int�erêt. Intuitivement, pour que TG et TD satisfassent [INDUCTION], le pro-
duit TG[X=X 0] � TD[X=X 00] doit être le plus proche possible de V M . Nous proposons donc dans
cette section des heuristiques permettant de calculer une solution de 9.1 qui satisfait �egalement
[INDUCTION].

9.3.3.1 Principe

Soient AG et AD deux automates sur X tels que TAG [X=X 0]� TAD [X=X 00] 6� V M .

Le principe de notre algorithme est de partir d'un tel couple d'automates (AG; AD) bien choisi,
et d'interdire certaines transitions de AG et de AD de mani�ere �a obtenir deux nouveaux automates
A0G et A0D tels que TA0

G
[X=X 0]� TA0

D
[X=X 00] � V M .

Ainsi, si TAG [X=X 0] � TAD [X=X 00] 6� VM , il doit exister deux mots �G; �D 2 X1 accept�es
respectivement par AG et AD, et tels que �G[X=X 0]� �D[X=X 00] ne soit pas �el�ement de V M . Nous
pouvons alors, soit interdire une transition de AG de fa�con �a ce que �G soit refus�e, soit interdire
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une transition de AD de fa�con �a ce que �D soit refus�e. Nous pouvons �a priori interdire n'importe
quelle transition, du moment que les inclusions TP � TAG et TP � TAD sont pr�eserv�ees. Plus
g�en�eralement, il est n�ecessaire de pr�eserver les inclusions

TmG � TAG et TmD � TAD (9.2)

(voir section pr�ec�edente).

9.3.3.2 Choix de AG et AD

En th�eorie, il est possible de partir de n'importe quels automates AG et AD satisfaisant
TAG [X=X

0]� TAD [X=X
00] 6� V M . En pratique, il est n�ecessaire que la structure de ces automates

soit d�eriv�ee de celle de V M . En e�et, si le langage X1 satisfait la non inclusion pr�ec�edente, il est
clair que l'automate le reconnaissant (qui n'a qu'un �etat) n'est d'aucune utilit�e. Les automates
AMG et AMD , reconnaissant respectivement TMG et TMD satisfont ces propri�et�es.

A�n de pr�eserver les inclusions 9.2, nous nous proposons de plus de marquer les transitions
de AMG et de AMD qui ne peuvent pas être d�etruites. On choisit donc AG comme �etant l'automate
reconnaissant TMG tel que tout mot de TmG soit reconnu par des transitions marqu�ees, et tout mot �
de TGM nTmG soit reconnu par des transitions dont au moins une ne soit pas marqu�ee. AD est choisi
de même. Plus pr�ecis�ement, pour tout mot � = (�1; : : : ; �n), n � 1, il existe une suite (q0; : : : ; qn)

d'�etats telle que q0 = q0 et pour tout i, qi
�i+1
���!
;

qi+1. Alors,

{ � 2 TmG si et seulement si , pour tout i, la transition qi
�i+1
���!
;

qi+1 est marqu�ee.

{ � 2 TMG n TmG si et seulement s'il existe un indice k, 0 � k < n tel que, pour tout i � k, la

transition qi
�i+1
���!
;

qi+1 est marqu�ee, et pour tout i > k, la transition qi
�i+1
���!
;

qi+1 n'est pas

marqu�ee.

D'un point de vue algorithmique, introduisons un nouveau signal m 62 X . Nous dirons qu'une
transition q

x
�!
;
q0 est marqu�ee si et seulement si m 2 x. Supposons que AGm et ADm poss�edent

chacun un �etat puits tel que le signal d'alarme � ne soit �emis que par les transitions atteignant
cet �etat, et marquons toutes les transitions de AGm et ADm . On pose alors

AG = AGm �AGM et AD = ADm �ADM

9.3.3.3 Heuristiques

Nous proposons ici des heuristiques pour interdire des transitions de AG ou de AD a�n de
v�eri�er l'inclusion 9.1. Soit F� la fonction qui prend en argument AG et AD et renvoie l'ensemble
des mots sur (X 0 [X 00), �el�ements de TAG [X=X

0]�TAD [X=X
00], et qui n'appartiennent pas �a V M .

F�
�
AG; AD

�
=

�
� j � 2 TAG [X=X

0]� TAD [X=X
00] et � 62 VM

	
Soit � = F�(AG; AD) et soient �G = (�0G; : : : ; �

n�1
G ) et �D = (�0D ; : : : ; �

n�1
D ) deux mot sur�

X [ fmg
�1

tels que � [X=X 0] � � 0[X=X 00] 2 �. Il existe alors deux suites (q0; : : : ; qn) et

(q00; : : : ; q
0
n) d'�etats telles que q0 = q0, 8i; qi

� iG�!
;

qi+1 et q00 = q0
0
, 8i; q0i

� iD��!
;

q0i+1. A�n de sa-

tisfaire l'inclusion 9.1, nous avons �a choisir deux indices kG et kD tels que, soit la transition

qkG
�
kG
G��!
;

qkG+1, soit la transition qkD
�
kD
D��!
;

qkD+1, est interdite. Nous pouvons choisir

{ kG ou kD maximal : �ca revient intuitivement �a supprimer tous les mots qui ont un certain
su�xe.

{ kG ou kD minimal : �ca revient intuitivement �a supprimer tous les mots qui ont un certain
pr�e�xe.
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aa0

bb0

aa0

ab0

bb0

0

1

2

3 4

bb0

Fig. 9.2 { Un exemple d'automate reconnaissant le langage V . L'�etat gris�e va être supprim�e pour
rendre cet automate sym�etrique

a

b

Fig. 9.3 { R�esultat de la d�ecomposition

L'exp�erience a montr�e que g�en�eralement seul le deuxi�eme choix est e�cace (voir chapitre 10).
A�n de formaliser l'algorithme, introduisons la fonction fm prenant en argument un mot � et

qui renvoie l'indice minimal k tel que m 62 �k.

fm(�) = min
�
k j m 62 �k

	
Notre algorithme de d�ecomposition est alors le suivant :

Algorithme 9.1 :

AG = AGm �AGM ; AD = ADm �ADM ;

Tant que TAG [X=X
0]� TAD [X=X

00] 6� V M

Soit �G � �D = F�(AG; AD)

Soit kG = fm(�G) et kD = fm(�D)

On pose : �O
�
q; (9m; �kGG )

�
= f�g si kG � kD

= ; sinon

�O
�
q0; (9m; �kDD )

�
= f�g si kD < kG

= ; sinon

Fin tant que

2

Exemple 9.1 :

On consid�ere l'ensemble de signaux fa; bg. L'automate de la �gure 9.2 reconnâ�t le
langage V d�e�ni par

V = ab0:bb0:(aa0:bb0)� + (aa0:bb0)�

Le mot (aa0:bb0)� est sym�etrique, dans le sens qu'en �echangeant les variables primes
et non primes, on obtient un mot du langage V . Par contre, si ab0:bb0:(aa0:bb0)� est

107



CHAPITRE 9. INVARIANTS DES R�ESEAUX ARBORESCENTS

�el�ement de V , le mot sym�etrique ba0:bb0:(aa0:bb0)� ne l'est pas. Ce mot est \e�ac�e" en

supprimant la transition 0
ab0
��! 1. On obtient ainsi comme invariant le langage (a:b)�,

reconnu par l'automate pr�esent�e �gure 9.3. 2

L'algorithme pr�ec�edent n'est pas parfaitement sym�etrique par rapport �a G et D. On e�ectue les
tests kG � kD et kD < kG. Il est possible de d�e�nir un algorithme dual o�u on e�ectuerait les tests
kG < kD et kD � kG. On peut ainsi obtenir deux solutions (une pour chaque algorithme). Il n'est
pas possible �a priori de dire si l'une est meilleure que l'autre.

9.4 G�en�eralisation aux grammaires de r�eseau

Le cas des arbres binaires peut s'�etendre facilement au cas g�en�eral des grammaires de r�eseau.
Soit G =< T;N;P ;S > une grammaire de r�eseau. On suppose que les r�egles de production sont
de la forme suivante :

8R = (P ! P1ki : : : kiPk) 2 P ; 8i; j = 1 : : : k;
�
Pi = Pj et Pi 2 N

�
) i = j

i.e., tous les processus non terminaux apparaissant �a droite d'une r�egle de production sont distincts.
Si G n'est pas de ce type, il est facile de construire une grammaire G0 ayant cette propri�et�e et
g�en�erant les même processus que G. Pour cela, il su�t de d�edoubler les processus qui interviennent
plus d'une fois �a droite d'une même r�egle de production, comme cela a �et�e fait pour les grammaires
binaires au d�ebut de ce chapitre.

Comme pr�ec�edemment, supposons notre probl�eme r�esolu, i.e., on connâ�t pour chaque symbole
non terminal P un invariant IP . Consid�erons alors le vecteur V de ces invariants. En utilisant les
techniques des sections pr�ec�edentes, on peut exprimer le vecteur V comme la solution d'une �equa-
tion de plus grand point �xe. Une solution non nulle V M peut alors être d�ecompos�ee en utilisant
les heuristiques de la section pr�ec�edente. L'utilisation des ces heuristiques n�ecessite de d�e�nir un
ordre parmi ces processus non terminaux. Si N est de taille n, il y a �a priori n! d�ecompositions
possibles.

Cette technique n'a �et�e impl�ement�ee que dans le cas binaire. A cause de sa complexit�e, il semble
assez peu r�ealiste de v�eri�er des grammaires plus complexes.
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Chapitre 10

Exemples

Les techniques de synth�ese d'invariant ont �et�e impl�ement�ees (voir partie III). Les exemples
pr�esent�es dans ce chapitre ont �et�e programm�es en Lustre [HCRP91].

Dans ce chapitre et le suivant, on utilisera la syntaxe de description suivante (qui est �equivalente
�a Lustre). Si q est une variable d'�etat, next q repr�esente sa valeur dans l'�etat suivant. Toutes
les variables sont suppos�ees être bool�eennes et initialis�ees �a faux. Les calculs ont �et�e e�ectu�es sur
un Ultra-Sparc 1 avec 256 Mo de m�emoire.

10.1 Un algorithme simpli��e du jeton circulant

Ce premier exemple est tr�es simple. Il a �et�e choisi car c'est le seul qui produise des invariants
su�samment petits pour être observ�es. Il fournit de plus un argument en faveur de notre choix de
calculer le plus grand point �xe TM

I au lieu du plus petit Tm
I .

10.1.1 Description de l'algorithme

Soient n processus P0, P1, : : : ,Pn�1 se partageant une ressource en exclusion mutuelle. Ces
processus sont connect�es en anneau dans lequel un jeton peut circuler. La grammaire d�e�nissant
le r�eseau est la suivante

S ! Ek1A

A ! Pk2A

A ! P

E et P sont des symboles terminaux repr�esentant respectivement un environnement et un proces-
sus.
Chaque processus P poss�ede les propri�et�es suivantes :

{ Il ne peut utiliser la ressource que s'il poss�ede le jeton.

{ D�es qu'un processus a �ni d'utiliser la ressource, il passe le jeton �a son voisin.

{ Lorsqu'un processus re�coit le jeton, soit il le garde et il utilise la ressource, soit il le transmet
�a son voisin.

Un processus P poss�ede 3 signaux de communication :

{ tkin pour \token in" : le processus re�coit un jeton.

{ tkout pour \token out" : le processus �emet un jeton.
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tkin:tkout:use

tkin:tkout:use

tkin:tkout:use _ tkout:usetkin:tkout:use

0 1

Fig. 10.1 { Un processus du jeton circulant

�

�

�0

�0

�

�

�0

�0

P




use

P




use

P




use

�

�

tkout tkouttkout tkintkintkin

0

0

E

Fig. 10.2 { Un jeton circulant

{ use pour \use resource" : le processus utilise la ressource.

L'observateur du processus est d�ecrit par les �equations bool�eennes suivantes :

use = has tk:req
tkout = has tk:req

next has tk = tkin _ (has tk:tkout)

has tk est une variable interne qui vaut vrai si et seulement si le processus poss�ede le jeton. req
est un signal d'entr�ee qui vaut vrai lorsque le processus demande la ressource. L'automate de la
�gure 10.1 repr�esente le comportement d'un processus (o�u le signal req a �et�e cach�e). Dans l'�etat 0,
le processus n'a pas le jeton et ne peut pas utiliser la ressource. Dans l'�etat 1, le processus poss�ede
le jeton et peut utiliser la ressource.

A chaque processus est associ�e un observateur : celui-ci poss�ede deux signaux d'observation :

{ � : la ressource est utilis�ee par le processus ou par l'un de ses voisins de droite.

{ � : c'est un signal d'alarme signi�ant que la propri�et�e d'exclusion mutuelle est viol�ee.

(voir �gure 10.2). La tâche de l'environnement E est de fermer l'anneau, i.e., de reboucler le jeton
sortant du dernier processus vers le premier.

L'op�erateur de composition k2 met en relation la sortie tkout du sous-r�eseau de gauche avec
l'entr�ee tkin du sous-r�eseau de droite. A cet op�erateur est associ�e un op�erateur de composition sur
les observateurs qui calcule les nouveaux signaux d'observation � et � �a l'aide de la formule

�out = �in _ (�in:use) et �out = �in _ use

(voir �gure 10.2).
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tkin = tkout

tkin = tkout

�

Fig. 10.3 { Calcul de l'automate E ) '

10.1.2 Calcul d'un invariant

10.1.2.1 Calcul en avant

Cet exemple montre l'ine�cacit�e du calcul en avant. Le tableau suivant donne les tailles des
automates obtenus �a chaque pas de calcul (le calcul a �et�e arrêt�e au bout de 4h) :

Calcul en avant Calcul en arri�ere
Pas de calcul Nb d'�etats Nb de transitions Nb d'�etats Nb de transitions

0 2 6 3 21
1 8 32 5 58
2 97 808 8 80
3 >4h Convergence

10.1.2.2 Calcul en arri�ere

On cherche �a v�eri�er la propri�et�e ' d'exclusion mutuelle. Comme il n'est possible de construire
par r�ecurrence qu'un r�eseau \ouvert" (i.e., qui n'est pas reboucl�e en anneau), on va chercher �a
d�emontrer que

Le r�eseau ouvert satisfait la propri�et�e ' dans l'environnement E :

E =) '

L'automate reconnaissantE ) ' est pr�esent�e �gure 10.4 : le signal � correspond au signal d'alarme
de la propri�et�e '. Il est construit de la mani�ere suivante : on construit tout d'abord le produit
synchrone E �
' (voir �gure 10.3). Tant que l'assertion sur l'environnement est satisfaite (�etats
0 et 1 de la �gure 10.4), le signal � ne doit pas être �emis. Lorsque l'assertion sur l'environnement
est viol�ee, la propri�et�e est consid�er�ee comme �etant satisfaite pour toujours; le signal � peut alors
être �emis. On ajoute donc un �etat puits (l'�etat 2, dans la �gure 10.4), qui est atteint lorsque
l'assertion sur l'environnement est viol�ee.

Les invariants calcul�es (en moins d'une seconde par notre outil) lors des 3 pas de calcul sont
montr�es respectivement �gure 10.4, 10.5 et 10.6.

Le pas 0 (�gure 10.4) montre la propri�et�e �a v�eri�er (i.e., E ) '). L'automate a 3 �etats :

�Etat 0 : �Etat initial. L'environnement doit envoyer un jeton. L'automate passe alors dans l'�etat 1.
Dans le cas contraire, l'environnement est incorrect et on ne s'int�eresse pas au comportement
du syst�eme (voir ci-dessus).

�Etat 1 : C'est le comportement normal du r�eseau sous un environnement correct. L'exclusion
mutuelle est v�eri��ee (�) et le jeton est reboucl�e (tkin = tkout).

�Etat 2 : �Etat chaos. L'environnement a �et�e viol�e, tous les comportements sont accept�es.
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1

(tkin = tkout):�

tkin:tkout:� tkin = tkout

tkin _ tkout
0

1

2

Fig. 10.4 { Pas 0 du calcul de l'invariant du jeton circulant simple. Cet automate repr�esente la
propri�et�e �a d�emontrer E =) '

(tkin = tkout):�

1

tkin:tkout:�

tkin:tkout:�

tkout

tkin:tkout:� tkin = tkout

tkintkin:tkout:�

tkin:tkout:�(tkin:tkout _ tkin:�):�

0

1

2

3 4

Fig. 10.5 { Pas 1 du calcul de l'invariant du jeton circulant simple

La �gure 10.5 montre le premier pas de calcul. Le langage reconnu par cet automate est plus petit
que celui reconnu par l'automate du pas 0. Il est int�eressant de comparer ces deux automates pour
comprendre le fonctionnement de l'algorithme. Les �etats �a priori \utiles" de ces automates sont
les �etats 0 et 1. Ils correspondent aux �etats v�eri�ant l'exclusion mutuelle. L'�etat 2 correspond �a
la violation de l'environnement. Intuitivement, on pourrait penser que l'algorithme va essayer de
renforcer la partie \utile", en ra�nant le comportement du r�eseau dans un bon environnement.
Pourtant, on se rend compte que l'�etat 1 n'est pas modi��e (c'est �egalement le cas dans le pas 2). En
fait, les deux nouveaux �etats 3 et 4 correspondent �a des comportements lorsque l'environnement

est incorrect. Ainsi, la transitions 0
tkin:tkout������! 3 correspond �a un environnement qui n'�emet pas

de jeton �a l'instant 0. La transition 4
tkin��! 2 correspond �a un r�eseau qui a re�cu deux jetons : dans

ce cas la propri�et�e d'exclusion mutuelle peut être viol�ee.

Le même ph�enom�ene se produit au pas 2 (mais en plus compliqu�e, voir �gure 10.6). Les �etats
3 et 4 sont \�eclat�es" respectivement en des �etats 30, 300 et 40, 400, suivant que le r�eseau a ou n'a
pas de jeton.
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Fig. 10.6 { Pas 2 de calcul de l'invariant du jeton circulant simple. Cet automate repr�esente le
plus grand point �xe TM

I (voir section 8.1, page 88)

Ces 3 invariants ont �et�e calcul�es sans extrapolation. Cela signi�e que l'automate de la �gure 10.6
est exactement �egal �a TM

I , i.e., qu'il est le plus grand invariant du r�eseau permettant de prouver la
propri�et�e d'exclusion mutuelle. La convergence de cet exemple est un argument positif en faveur
du calcul en arri�ere d'invariant.

Il est �a noter que l'exclusion mutuelle sur ce jeton circulant aurait pu être d�emontr�ee en utilisant
les r�esultats de [EN95] (voir section 6.3.2, page 66).

10.2 L'algorithme du jeton circulant de Dijkstra

Cet algorithme est adapt�e de celui utilis�e dans [CGJ95] 1. Comme pr�ec�edemment, on consid�ere
n processus P0, P1, : : : ,Pn�1 qui se partagent une ressource en exclusion mutuelle. Les processus
sont connect�es en anneau dans lequel un jeton peut circuler dans le sens des aiguilles d'une montre.
Pour �eviter de faire passer inutilement le jeton, un signal de requête peut voyager dans le sens
contraire des aiguilles d'une montre (voir �gure 10.7).

Un processus ne peut utiliser la ressource que s'il a le jeton. D�es qu'un processus a besoin du
jeton, il �emet un signal vers sa gauche. Quand le processus qui a le jeton re�coit le signal de requête,
il transmet le jeton vers sa droite.

Chaque processus a 2 signaux d'entr�ee et 2 signaux de sortie :

{ tkin pour \token in" : le processus re�coit un jeton.

{ sgin pour \signal in" : le processus re�coit un signal.

1: Cet algorithme a en fait �et�e invent�e et pr�esent�e pour la premi�ere fois par Martin dans [Mar85], sous le nom
de \reecting privilege algorithm"
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Le r�eseau Un processus

sgin

tkin

sgout

sg

tkout

tk

Fig. 10.7 { Le jeton circulant de Dijkstra

{ tkout pour \token out" : le processus �emet un jeton.

{ sgout pour \signal out" : le processus �emet un signal.

ainsi que 2 signaux internes req et rel correspondant �a la requête (\request") et la lib�eration
(\release") du jeton. Un processus est d�ecrit par les �equations suivantes :

next wait = (req _ wait):tkin:has tk

next right req = (right req _ sgin):tkout
next has tk = (has tk _ tkin):tkout
tkout = (right req _ sgin):(tkin _ has tk):wait:req _ rel

sgout = right req:has tk _ tkin:wait:(sgin _ req)

L'observateur d'exclusion mutuelle a deux signaux d'observation, en plus des signaux de commu-
nication utilis�es par les processus : � (\use resource") et � (\alarm signal", violation de l'exclusion
mutuelle).

Cette exemple montre que prouver une propri�et�e forte est parfois plus facile que montrer une
propri�et�e faible. Par exemple, pour montrer qu'il y a un et un seul jeton dans le r�eseau, un invariant
est calcul�e en 3 pas et 1 extrapolation en 7 secondes. L'automate de l'invariant calcul�e a 33 �etats
et 1483 transitions.

Par contre, pour montrer qu'il y a toujours au plus un jeton dans le r�eseau (une propri�et�e plus
faible que pr�ec�edemment), le calcul de l'invariant prend 19 secondes, en 3 pas et 1 extrapolation.
Son automate a 42 �etats et 1954 transitions.

L'exemple suivant met davantage en �evidence ce ph�enom�ene.

Le tableau suivant montre la taille des automates g�en�er�es pour montrer la propri�et�e un et un
seul jeton (le calcul a �et�e arrêt�e au bout de 4h) :

Calcul en avant Calcul en arri�ere
Pas de calcul Nb d'�etats Nb de transitions Nb d'�etats Nb de transitions

0 6 34 3 176
1 36 280 11 532
2 66 530 35 1588
3 152 1233 46 2071
4 430 3488 33 1483
5 1393 11272 Convergence
5 >4h Convergence
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tkin

use wait

tkout

Fig. 10.8 { Un syst�eme d'arbitrage

grantwait

tkin tkout

Fig. 10.9 { Un processus de l'arbitre

10.3 Un arbitre mat�eriel

Le troisi�eme exemple vient de [HLR92a] : comme pr�ec�edemment, on a n processus partageant
une ressource en exclusion mutuelle. Les processus sont servis selon une r�egle de priorit�e �x�ee :
d�es que la ressource est libre et qu'un processus la demande, un jeton est �emis, qui voyage de
processus en processus �a travers le r�eseau, jusqu'�a ce qu'il soit pris par un des processus demandant
la ressource (voir �gure 10.8).

La �gure 10.9 montre le comportement d'un processus comme un circuit. La ressource est
attribu�ee au processus lorsque celui ci re�coit un front montant du signal correspondant au jeton
(tkin) : ce signal est reconnu �a l'aide d'une bascule D. Selon la sortie de la bascule, le jeton provoque
l'attribution de la ressource au processus, ou est pass�e au processus suivant. Un processus est d�ecrit
par le syst�eme d'�equations suivant :

next flop = (edge:wait) _ (edge:flop)
edge = tkin:was low

next was low = tkin
next tkout = tkin:next flop
next grant = tkin:next flop

next use = next grant _ (use:next release)
next wait = next use:(next req _ wait)

Le jeton le plus �a gauche est �emis d�es que la ressource est demand�ee et non utilis�ee. Pour d�ecrire
ce comportement, chaque processus est associ�e �a un processus d'arbitrage impl�ementant une porte
\or". Il re�coit 4 signaux :

{ right requested : un processus demande la ressource sur la droite.

{ right used : un processus utilise la ressource sur la droite.

{ use et wait qui viennent du processus.

Il �emet les deux signaux requested et used d�e�nis par

requested = right requested _ wait
used = right used _ use
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Le jeton est donc �emis par le syst�eme d'arbitrage lorsqu'il re�coit requested:used.

tk = requested:used

Les propri�et�es suivantes ont �et�e v�eri��ees :

Exclusion mutuelle : en ajoutant �a chaque processus un observateur comme dans les exemples
pr�ec�edents.

Pas de perte de jeton : le processus le plus �a droite n'�emet jamais le jeton. Cette propri�et�e est
d�ecrite par une l�eg�ere modi�cation de l'observateur de la propri�et�e.

Priorit�e : ceci est un exemple de propri�et�e temporelle non triviale. Id�ealement, l'arbitre devrait
satisfaire une r�egle de priorit�e du type suivant

granti =) waitj

pour toute paire (i; j) telle que j < i. Cette r�egle n'est pas satisfaite par ce syst�eme d'ar-
bitrage car elle n�ecessiterait une connaissance instantan�ee de toutes les demandes de la
ressource. En fait, l'arbitre satisfait la r�egle de priorit�e plus faible suivante : si la ressource
est attribu�ee au processus Pi �a l'instant t, aucun processus n'attendait la ressource au dernier
arbitrage pr�ec�edent t, o�u on appelle arbitrage un front montant du signal correspondant au
jeton. Cette propri�et�e peut être exprim�ee en associant �a chaque processus un observateur
avec une connaissance instantan�ee des demandes. Bien sûr, cette connaissance instantan�ee est
n�ecessaire pour la sp�eci�cation de la propri�et�e, et ne change pas le circuit lui-même. Chaque
observateur re�coit un signal prioin si un processus plus prioritaire attendait la ressource lors
du dernier arbitrage, et �emet un signal prioout d�e�ni par

�out = �in _ (prioin:grant)
prioout = prioin _ prio
next prio = (arb req:wait)_

(arb req:prio)

Nous avons essay�e de v�eri�er chaque combinaison de ces 3 propri�et�es. Le tableau suivant montre
les r�esultats : pour chaque combinaison de propri�et�es, la table donne le nombre d'extrapolations,
le nombre de pas de calcul, le nombre d'�etats et de transitions de l'invariant �nal et le temps de
calcul total. Toutes les combinaisons ont pu être v�eri��ees sauf une : si on consid�ere la propri�et�e
\pas de perte de jeton", le calcul ne semble pas converger (la m�emoire est satur�ee au bout de
plusieurs heures).

Exclusion mutuelle x x x x
Pas de jeton perdu x x x x
R�egle de priorit�e x x x x

Nb d'�elargissements 2 1 1 1 NC 1 3
Nb de pas de calcul 4 3 3 3 NC 3 5

Nb d'�etats 43 9 14 14 NC 14 17
Nb de transitions 745 166 459 453 NC 273 326
Temps de calcul 35" 11" 9" 12" NC 15" 49"

Le tableau suivant montre la taille des automates g�en�er�es pour montrer l'ensemble de ces 3
propri�et�es (le calcul a �et�e arrêt�e au bout de 4h) :
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Calcul en avant Calcul en arri�ere
Pas de calcul Nb d'�etats Nb de transitions Nb d'�etats Nb de transitions

0 7 26 2 100
1 75 399 12 417
2 1105 9052 27 871
3 >4h 46 1439
4 >4h 14 459
5 >4h Convergence

Commentaires : Pour diminuer les temps de calcul, il faut

1. Minimiser le nombre de signaux d'observation utilis�es. En e�et, pour chaque signal suppl�e-
mentaire, le nombre d'�ev�enements �a traiter est multipli�e par 2. Dans le calcul d'un compo-
sition (o�u interviennent les signaux X , X 0, X 00) le nombre d'�ev�enements est multipli�e par
8.

2. Renforcer la propri�et�e �a d�emontrer. L'exemple pr�ec�edent montre que le calcul de l'invariant
pour une propri�et�e ' peut être tr�es rapide, et ne pas converger pour une propri�et�e '0 plus
faible que '.

10.4 Jeton circulant arborescent

Cet exemple est une extension du jeton circulaire vu �a la section 10.1. On consid�ere n processus
P0, P1, : : : ,Pn�1 qui se partagent une ressource en exclusion mutuelle. Les processus sont connect�es
dans une structure arborescente dans lequel un jeton peut circuler en profondeur.

Un processus ne peut utiliser la ressource que s'il a le jeton. Il poss�ede un signal d'entr�ee et
deux signaux de sortie :

{ tkin pour \token in" : le processus re�coit le jeton.

{ tkout pour \token out" : le processus �emet le jeton.

{ use pour \use resource" : le processus utilise la ressource.

Le processus est d�e�ni de la même mani�ere qu'�a l'exemple de la section 10.1, page 109.

use = has tk:req
tkout = has tk:req

next has tk = tkin _ (has tk:tkout)

Nous pr�esentons deux versions de cet algorithme. Une o�u les processus sont situ�es sur les
feuilles, l'autre o�u les processus sont situ�es sur les noeuds de l'arbre.

10.4.1 Les processus sont sur les feuilles

Le jeton circule dans la structure arborescente. Les processus sont situ�es sur les feuilles de cet
arbre (voir �gure 10.10).

Chaque noeud a 3 signaux d'entr�ee et 3 signaux de sortie, correspondant aux communications
avec son p�ere, son �ls droit et son �ls gauche.

Lorsqu'un noeud re�coit un jeton de son p�ere, il le transmet �a son �ls gauche. Lorsqu'il le re�coit
de son �ls gauche, il le transmet �a son �ls droit. Et en�n lorsqu'il le re�coit de son �ls droit, il le
rend �a son p�ere.

L'observateur d'exclusion mutuelle d'un noeud accepte 4 signaux suppl�ementaires en entr�ee :

{ �left : la ressource est utilis�ee dans la branche gauche.
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P P

N

N

P

Fig. 10.10 { Premi�ere version du jeton arborescent. Les processus sont situ�es sur les feuilles de
l'arbre. P repr�esente un processus, N un noeud.

{ �left : l'exclusion mutuelle est viol�ee dans la branche gauche.

{ �right : la ressource est utilis�ee dans la branche droite.

{ �right : l'exclusion mutuelle est viol�ee dans la branche droite.

Il �emet les deux signaux classiques

{ � : la propri�et�e d'exclusion mutuelle est viol�ee.

{ � : la ressource est utilis�ee par un de ses �ls.

Le comportement d'un noeud est d�e�ni de la mani�ere suivante :

next tkleftout = tkin

next tkrightout = tkleftout

next tkout = tkrightout

�out = �left _ �right _ tk
left
in _ tkrightin _ use

� = �left _ �right _ (�left:�right) _ (�left:use) _ (�right:use)

L'outil calcule l'invariant V M en 5 it�erations, sans utiliser d'�elargissement. VM a 829 �etats et
74013 transitions. Cet invariant est alors d�ecompos�e en utilisant l'algorithme 9.1, page 107. Suivant
l'ordre dans lequel cette d�ecomposition est e�ectu�ee, nous obtenons deux fois deux invariants G
et D qui ont les tailles donn�ees par le tableau suivant :

Premi�ere solution Deuxi�eme solution
Fils Nb �etats Nb transitions Nb �etats Nb transitions

G 32 276 32 276
D 5 49 7 57

L'ensemble du calcul prend 9 minutes et 57 secondes. Le tableau suivant donne les tailles des
automates V obtenus �a chaque pas de calcul (le calcul a �et�e arrêt�e au bout de 4h) :
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Fig. 10.11 { Deuxi�eme version du jeton arborescent. Les processus sont situ�es sur les noeuds de
l'arbre. P repr�esente un processus, N un noeud.

Calcul en avant Calcul en arri�ere
Pas de calcul Nb d'�etats Nb de transitions Nb d'�etats Nb de transitions

0 2 6 5 1072
1 20 75 95 10084
2 >4h 296 30217
3 >4h 494 43814
4 >4h 554 50278
5 >4h 829 74013
6 >4h Convergence

10.4.2 Les processus sont sur les noeuds

On consid�ere une deuxi�eme version du jeton arborescent, o�u les processus sont situ�es sur les
noeuds de l'arbre (voir �gure 10.11).

Chaque noeud de la structure arborescente du r�eseau est associ�e �a un processus avec lequel il
peut communiquer : chaque noeud a donc 4 signaux d'entr�ee et 4 signaux de sortie, correspondant
aux communications avec son p�ere, son �ls droit, son �ls gauche et son processus associ�e.

Lorsqu'un noeud re�coit un jeton de son p�ere, il le transmet �a son �ls gauche. Lorsqu'il le re�coit
de son �ls gauche, il le transmet �a son �ls droit. Et en�n lorsqu'il le re�coit de son �ls droit, il le
rend �a son p�ere. A chaque passage du jeton dans le noeud, il est �egalement transmis au processus
associ�e au noeud, qui peut �eventuellement le garder un certain temps pour utiliser la ressource.

La �gure 10.12 montre le comportement d'un noeud. L'observateur d'exclusion mutuelle ac-
cepte en entr�ee un signal de plus que pr�ec�edemment : use (la ressource est utilis�ee par son processus
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Fig. 10.12 { Un noeud du jeton circulant arborescent (deuxi�eme version)

associ�e). Le comportement d'un noeud est d�e�ni de la mani�ere suivante :

(tkunitin ; use) = Unit(tkin _ tkleftin _ tkrightin )

next
�

tkfatherfrom

�
= next

�
tkin

�
_ tkfatherfrom :next

�
tkleftin :tkrightin

�
next

�
tkleftfrom

�
= next

�
tkleftin :tkin

�
_ tkleftfrom:next

�
tkin:tk

right
in

�
next

�
tkrightfrom

�
= next

�
tkrightin :tkin:tk

left
in

�
_ tkrightfrom:next

�
tkin:tk

left
in

�
tkleftout = tkfatherfrom :tkunitin

tkrightout = tkleftfrom:tk
unit
in

tkout = tkrightfrom:tk
unit
in

�out = �left _ �right _ tkleftin _ tkrightin _ use

� = �left _ �right _ (�left:�right) _ (�left:use) _ (�right:use)

La fonction Unit correspond �a la traduction d'un processus. Les variables tkfatherfrom , tkleftfrom et

tkleftfrom signi�ent respectivement que le noeud (ou son processus associ�e) poss�ede le jeton, et qu'il
l'a re�cu respectivement de son p�ere, de son �ls gauche et de son �ls droit.

L'outil calcule l'invariant V M en 5 it�erations, sans utiliser d'�elargissement. VM a 928 �etats et
72379 transitions. Cet invariant est alors d�ecompos�e en utilisant l'algorithme 9.1, page 107. Suivant
l'ordre dans lequel cette d�ecomposition est e�ectu�ee, nous obtenons deux fois deux invariants G
et D qui ont les tailles donn�ees par le tableau suivant :

Premi�ere solution Deuxi�eme solution
Fils Nb �etats Nb transitions Nb �etats Nb transitions

G 27 266 27 266
D 15 111 15 105

L'ensemble du calcul prend 19 minutes et 15 secondes. Le tableau suivant donne les tailles des
automates V obtenus �a chaque pas de calcul (le calcul a �et�e arrêt�e au bout de 4h) :
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Fig. 10.13 { R�eseau en p�etales

Calcul en avant Calcul en arri�ere
Pas de calcul Nb d'�etats Nb de transitions Nb d'�etats Nb de transitions

0 2 6 5 1072
1 23 90 88 8809
2 >4h 178 16882
3 >4h 511 42256
4 >4h 780 65146
5 >4h 928 72379
6 >4h Convergence

10.5 R�eseau en p�etales

Ce dernier exemple montre que la technique de calcul d'invariant pour les r�eseaux arbores-
cents binaires peut s'appliquer �a des r�eseaux asym�etriques (o�u les �ls droit et gauche sont d�e�nis
di��eremment).

Consid�erons un r�eseau circulaire principal, sur lequel peuvent se gre�er des r�eseaux circulaires
secondaires (voir �gure 10.13).

Ce type de r�eseau peut être g�en�er�e par la grammaire suivante :

S ! Gk1D

G ! Gk2P

D ! Gk1D

(voir �gure 10.14).
On consid�ere un jeton circulant en profondeur dans toutes les branches de l'arbre. Un processus

est d�e�ni comme �a la section 10.1, page 109.
Lorsqu'un noeud principal k1 re�coit le jeton, il le transmet �a son �ls gauche (i.e., une boucle

secondaire associ�ee) puis �a son �ls droit (i.e., au noeud principal suivant). Lorsqu'un noeud se-
condaire k2 re�coit le jeton, il le transmet �a son �ls droit (i.e., un processus) puis �a son �ls gauche
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Fig. 10.14 { Construction d'un r�eseau en p�etales �a l'aide d'une grammaire arborescente binaire

(i.e., au noeud secondaire suivant). Ainsi, le jeton parcourt l'ensemble des processus du r�eseau, les
uns apr�es les autres.

Le calcul d'invariant ne converge pas pour cet exemple (la m�emoire est satur�ee en quelques
heures). Nous avons eu l'id�ee que cette non convergence pouvait venir de l'absence de r�egles
d'initiation. Nous avons donc ajouter �a la grammaire pr�ec�edente les contraintes suivantes :

G ! P

D ! P

i.e., les deux invariantsG etD doivent être plus grands (dans le sens de l'inclusion des traces) qu'un
processus. Toute solution des �equations d'induction de cet grammaire, sera �egalement solution des
�equations de la grammaire pr�ec�edente.

Pour ce nouveau r�eseau, l'outil calcule l'invariant V M en 3 it�erations, sans utiliser d'�elar-
gissement. V M a 612 �etats et 50782 transitions. Cet invariant est alors d�ecompos�e en utilisant
l'algorithme 9.1, page 107. Suivant l'ordre dans lequel cette d�ecomposition est e�ectu�ee, nous
obtenons deux fois deux invariants G et D qui ont les tailles donn�ees par le tableau suivant :
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Premi�ere solution Deuxi�eme solution
Fils Nb �etats Nb transitions Nb �etats Nb transitions

G 32 284 32 284
D 8 79 16 127

L'ensemble du calcul prend 18 minutes et 3 secondes. Le tableau suivant donne les tailles des
automates V obtenus �a chaque pas de calcul (le calcul a �et�e arrêt�e au bout de 4h) :

Calcul en avant Calcul en arri�ere
Pas de calcul Nb d'�etats Nb de transitions Nb d'�etats Nb de transitions

G D G D

0 2 2 6 6 9 1888
1 13 13 45 45 335 33296
2 196 2435 979 13909 612 50814
3 >4h 612 50782
4 >4h Convergence

Dans la section 11.2.2, page 127, nous pr�esenterons une am�elioration de cet algorithme, pour
laquelle l'exclusion mutuelle sera prouv�ee �a l'aide d'une abstraction suppl�ementaire.
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Chapitre 11

Aide aux calculs d'invariants

11.1 Du calcul automatique au calcul semi-automatique

11.1.1 Introduction

Le probl�eme du calcul d'un invariant pour un r�eseau de processus �etant ind�ecidable [AK86], il
doit exister de nombreux exemples pour lesquels la convergence du plus grand point �xe n'est pas
assur�ee, même �a l'aide d'extrapolation. Il existe en fait deux possibilit�es :

{ Soit la suite d'extrapolations ne converge pas.

{ Soit les extrapolations sont trop \fortes", et m�enent �a chaque application �a la violation des
propri�et�es initiales.

Dans ce chapitre, nous allons montrer sur des exemples que dans le cas de non convergence, notre
technique peut n�eanmoins être d'une aide pr�ecieuse. Moyennant une (astucieuse) intervention
humaine, notre outil est capable de trouver rapidement un invariant du r�eseau.

11.1.2 Principe

Consid�erons le cas des r�eseaux lin�eaires. Pour simpli�er, prenons un r�eseau qui ne poss�ede
qu'un processus terminal, et reprenons l'in�equation d'induction

I k P � I

(voir section 7.1.3.2, page 75). L'ensemble des invariants I satisfaisant cette �equation d�epend
de deux param�etres : k et P . L'id�ee de ce chapitre est d'e�ectuer un calcul d'invariant sur une
in�equation dans laquelle on aurait chang�e un de ces deux param�etres. Le plus facile est de modi�er
P .

Ainsi, si on choisit un processus P 0 tel que P � P 0, alors, toute solution I 0 de la nouvelle
in�equation

I 0kP 0 � I 0

est �egalement une solution de l'in�equation d'induction. En e�et,

I 0kP � I 0kP 0 � I 0

S'il se trouve que I 0 est plus grand que P (ou que P 0), nous avons obtenu un invariant ad�equat
pour notre r�eseau.

Nous avons envisag�e d'e�ectuer une approximation sup�erieure du processus P de 3 mani�eres.

1. En e�a�cant des signaux sans rapport avec la propri�et�e �a d�emontrer. Le concepteur d'un
algorithme a introduit des communications pour des raisons pr�ecises. Par exemple, pour
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tkin=tkout:tk

=tkout:tk

(tkout = tkin):tk =tkout:tk

Fig. 11.1 { Un processus abstrait du jeton circulant de Dijkstra

v�eri�er une propri�et�e d'exclusion mutuelle, il n'est pas n�ecessaire de consid�erer les signaux
introduits pour g�erer la priorit�e entre les processus.

2. En comprenant l'algorithme, et en modi�ant certains param�etres. Il est possible de modi�er
un algorithme qui v�eri�e toujours une propri�et�e donn�ee, et tel que les processus consid�er�es
soient plus grands que les processus du r�eseau initial. Cette technique d�epend bien entendu
uniquement de \l'intelligence" de l'utilisateur.

3. En utilisant des outils d'abstraction. Il est possible d'abstraire des processus contenant
des donn�ees in�nies et d'e�ectuer le calcul de point �xe sur cette abstraction (voir par
exemple [Sa��96, GS96, HMP95]).

Les sections suivantes montrent un exemple pour chacune de ces techniques.

11.2 Abstraction de signaux

11.2.1 Exemple du jeton circulant de Dijkstra

Cet exemple a d�ej�a �et�e enti�erement trait�e section 10.2, page 113. Nous nous proposons ici
de simpli�er la preuve de l'exclusion mutuelle en simpli�ant un processus. On rappelle qu'un
processus peut communiquer �a l'aide de 4 signaux :

{ tkin et tkout qui correspondent respectivement �a la r�eception et �a l'�emission du jeton.

{ sgin et sgout qui correspondent respectivement �a la r�eception et �a l'�emission d'un signal.

Seul le jeton sert �a assurer l'exclusion mutuelle. Il est donc possible de simpli�er ce r�eseau en
abstrayant existentiellement les deux signaux sgin et sgout dans les description d'un processus, de
la fonction de composition et de l'environnement.

Le nouveau processus obtenu est pr�esent�e �gure 11.1. Il ne poss�ede plus que 2 �etats (contre 6
pour le processus concret) : l'�etat initial o�u le processus n'a pas le jeton, et un �etat o�u le processus
a le jeton. Notre outil calcule un invariant permettant de prouver

Il existe au plus un jeton dans le r�eseau.

Cet invariant ne fait que 4 �etats (contre 33 pour l'automate correspondant �a l'invariant du r�eseau
concret) : il est pr�esent�e �gure 11.2.

Par contre, la propri�et�e

Il existe un et un seul jeton dans le r�eseau.

n'est pas satisfaite par notre r�eseau abstrait. En e�et, lorsqu'aucun processus ne demande la
ressource, il est possible qu'aucun ne garde le jeton, et celui-ci est perdu. Dans le syst�eme concret,
lorsque personne ne demande la ressource, le processus qui le poss�ede est oblig�e de le garder.

Ce premier exemple tr�es simple nous montre que certaines propri�et�es peuvent être v�eri��ees
beaucoup plus simplement sur le syst�eme abstrait. Il nous montre aussi, que certaines propri�et�es
peuvent ne plus être vraies.
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tkin=tkout:� tkin=tkout

tkin=tkout:�

tkin=tkout:�

tkin

1

(tkout = tkin):�(tkout = tkin):tk:�

tkin=tkout:�:tk

Fig. 11.2 { L'invariant du jeton circulant de Dijkstra abstrait

11.2.2 R�eseau en p�etales

Nous proposons une am�elioration de l'algorithme d'exclusion mutuelle sur un r�eseau en p�etales
vu �a la section 10.5, page 121. Cet am�elioration est bas�ee sur le principe de l'algorithme de Dijkstra
(voir section pr�ec�edente et section 10.2, page 113).

On rappelle que notre syst�eme est constitu�e d'un r�eseau circulaire principal, sur lequel viennent
se gre�er des r�eseaux circulaires secondaires (voir �gure 10.13, page 121). Il est d�ecrit par la
grammaire suivante :

S ! Gk1D

G ! Gk2U

D ! Gk1D

Lorsqu'un processus situ�e sur une boucle secondaire a besoin de la ressource, il envoie un signal
de requête vers le noeud principal correspondant. Lorsque le jeton arrive sur un noeud principal :

{ Soit un signal de requête a �et�e re�cu (i.e., un processus de la boucle secondaire associ�ee
demande la ressource), et le jeton est envoy�e dans cette boucle secondaire.

{ Soit aucun signal de requête n'a �et�e re�cu, et le jeton est transmis au noeud principal suivant.

La description d'un processus est proche de celle de l'algorithme de Dijkstra. Chaque processus a
1 signal d'entr�ee et 2 signaux de sortie :

{ tkin pour \token in" : le processus re�coit un jeton.

{ tkout pour \token out" : le processus �emet un jeton.

{ sgout pour \signal out" : le processus �emet un signal.

ainsi que 2 signaux internes req et rel correspondant �a la requête (\request") et la lib�eration
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(\release") du jeton. Un processus est d�ecrit par les �equations suivantes :

next wait = (req _ wait):tkin:has tk

next has tk = (has tk _ tkin):tkout
tkout = (tkin _ has tk):wait:req _ rel

sgout = has tk _ tkin:wait:req

L'op�erateur de composition k1 est d�e�nie de sorte que le jeton soit envoy�e dans un r�eseau circulaire
que si un signal de requête �a �et�e re�cu. Il est d�e�ni de la mani�ere suivante :

next has sig = next sgleftin _ (has sig ^ tkleftout );

next tkleftout = next has sig ^ tkin;

next tkrightout = tkleftin _ (next has sig ^ tkin);

tkout = tkrightin ;

La d�e�nition de l'op�erateur de composition k2 n'est pas modi��ee.

Au bout de 24h de calcul, notre outil n'a toujours pas termin�e le second pas de calcul. Pour
simpli�er l'invariant, nous e�ectuons comme pr�ec�edemment une abstraction existentielle du signal
de requête (qui n'est pas utilis�e pour obtenir l'exclusion mutuelle). Sur le r�eseau abstrait ainsi
obtenu, le calcul se termine en 3h 18mn, en trois pas. L'automate V M a 777 �etats et 51711
transitions. Cet invariant est alors d�ecompos�e en utilisant l'algorithme 9.1, page 107. Suivant
l'ordre dans lequel cette d�ecomposition est e�ectu�ee, nous obtenons deux fois deux invariants G
et D qui ont les tailles donn�ees par le tableau suivant :

Premi�ere solution Deuxi�eme solution
Fils Nb �etats Nb transitions Nb �etats Nb transitions

G 28 219 20 159
D 22 157 36 224

Le tableau suivant donne les tailles des automates V obtenus �a chaque pas de calcul (le calcul
a �et�e arrêt�e au bout de 4h) :

Calcul en avant Calcul en arri�ere
Pas de calcul Nb d'�etats Nb de transitions Nb d'�etats Nb de transitions

G D G D

0 2 2 7 7 9 1680
1 17 16 85 87 1862 120658
2 >4h 761 53640
3 >4h 777 51711
4 >4h Convergence

11.3 Exemple de l'arbitre de McMillan

11.3.1 Description

Soient n processus se partageant une ressource en exclusion mutuelle.
L'objectif de cet arbitre est de permettre �a chaque cycle d'horloge, l'acc�es �a cette ressource

pour un seul client �a la fois. Les entr�ees du circuit sont un ensemble de signaux de requête (\re-
quest") req0; : : : ; reqk�1, et les sorties sont un ensemble de signaux d'acceptation (\acknowledge")
ack0; : : : ; ackk�1. Normalement, l'arbitre donne le signal d'acceptation au client le demandant qui
a le plus petit num�ero. N�eanmoins, lorsqu'une requête devient trop fr�equente, l'arbitre est construit
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W

T

token out override in grant out

ack out

grant inoverride outtoken in

req in

Fig. 11.3 { Une cellule de l'arbitre de McMillan

de mani�ere �a ce que toute requête �nisse par être satisfaite. Ainsi, on associe �a chaque unit�e un ar-
bitre et on consid�ere un jeton circulant dans l'anneau de ces arbitres. Le jeton se d�eplace �a chaque
cycle d'horloge. Si le client qui poss�ede le jeton demande la ressource, elle lui est imm�ediatement
attribu�ee.

L'observateur d'une cellule est donn�e �gure 11.3. Cette cellule est r�ep�et�ee k fois, comme le
montre la �gure 11.4. Chaque cellule a une entr�ee request et une sortie acknowledge. La sortie
grant de la cellule i est pass�ee �a la cellule i + 1, et indique qu'aucun client d'indice plus petit
ou �egal �a i n'est demandeur. En cons�equence, une cellule ne peut �emettre un signal acknowledge
que s'il re�coit le signal grant. Chaque cellule contient un registre T (pour \token") qui vaut vrai
lorsque le jeton est pr�esent. Elle contient de plus un registre W (pour \waiting") qui est mis �a
vrai lorsque l'entr�ee request est vraie et que le jeton est pr�esent. Il reste �a vrai tant que la requête
persiste et jusqu'�a ce que le jeton revienne. A ce moment, les signaux override et acknowledge
de la cellule sont �emis. Le signal override se propage parmi les cellules suivantes, jusqu'�a ce qu'il
annule l'entr�ee grant de la cellule 0, et ainsi empêche les autres cellules d'utiliser la ressource �a ce
moment. Le circuit est initialis�e de mani�ere �a ce que tous les registres W soient �a 0 et exactement
un registre T soit �a 1.

11.3.2 Calcul d'un invariant

On cherche �a montrer que l'exclusion mutuelle est assur�ee par cet arbitre, en utilisant la m�e-
thode par induction d�ecrite dans les chapitres pr�ec�edents. Nous avons donc �a trouver un invariant
du r�eseau qui satisfait cette propri�et�e.

11.3.2.1 Calcul automatique

Le m�ethode de calcul automatique d'une approximation inf�erieure du plus grand point �xe ne
converge pas dans cet exemple. La m�emoire est satur�ee apr�es 15 pas de calcul en arri�ere, sans
qu'aucun �elargissement ne r�eussisse �a faire converger la suite d'invariants.

11.3.2.2 Extrapolation manuelle

Selon l'id�ee de la section 11.1.1, nous allons essayer de d�eterminer une cellule P 0 dont le
comportement est plus grand que celui de P (P � P 0), et tel que le nouveau r�eseau ainsi cr�e�e
satisfasse encore la propri�et�e.
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to oi go

ti oo gi

to oi go

ti oo gi

to oi go

ti oo gi

0

ackk�1

ack1

ack0req0

req1

reqk�1

Fig. 11.4 { Con�guration de l'arbitre de McMillan

Consid�erons l'automate d'une cellule, �gure 11.5 : nous ne nous int�eressons qu'aux signaux
relatifs au passage du jeton, et aux requêtes; les signaux oo, oi, go, gi, ack ne sont donc pas
repr�esent�es, a�n de simpli�er le sch�ema. Essayons de comprendre la d�e�nition de chaque �etat de
cet automate.

�Etat 0 : C'est l'�etat initial, la cellule ne poss�ede pas le jeton et ne r�eclame pas la ressource. Les
deux registres T et W sont positionn�es �a faux. Si la cellule ne re�coit pas de jeton, elle reste
dans le même �etat, sinon elle passe dans l'�etat 2.

�Etat 1 : La cellule ne poss�ede pas le jeton, mais demande la ressource, les registres T et W sont
positionn�es respectivement �a 0 et 1. Lorsqu'elle ne re�coit pas de jeton, elle reste dans le même
�etat jusqu'�a ce qu'elle annule sa requête. Elle retourne alors dans l'�etat 0. Si elle re�coit le
jeton, soit elle maintient sa requête et passe dans l'�etat 3, soit elle ne la maintient pas et
passe dans l'�etat 2.

�Etat 2 : La cellule poss�ede le jeton et ne demande pas la ressource, les registres T et W sont
positionn�es respectivement �a 1 et 0. Si la cellule lib�ere le jeton, soit elle demande la ressource
et passe dans l'�etat 1, soit elle ne la demande pas et retourne dans l'�etat 0. La cellule ne
peut garder le jeton que si elle en re�coit un nouveau. Si elle ne demande pas la ressource,
elle reste dans le même �etat, sinon, elle passe dans l'�etat 3.

�Etat 3 : La cellule poss�ede le jeton et demande la ressource, les deux registres T et W sont
positionn�es �a 1. Si la cellule lib�ere le jeton, soit elle demande la ressource et passe dans l'�etat
1, soit elle ne la demande pas et retourne dans l'�etat 0. La cellule ne peut garder le jeton
que si elle en re�coit un nouveau. Si elle demande la ressource, elle reste dans le même �etat,
sinon, elle passe dans l'�etat 2.

Intuitivement, la non convergence du calcul du plus grand point �xe vient du fait que pour k
processus, le jeton a besoin d'exactement k cycles d'horloge pour e�ectuer le tour du r�eseau.
A chaque pas de calcul, l'invariant calcul�e contient cette propri�et�e, ce qui empêche �evidemment
la convergence (puisque k = k + 1 uniquement si k = 1). Pour forcer l'invariant �a contenir
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2 : T:W

0 : T :W 1 : T :W

3 : T:W
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Fig. 11.5 { Automate d�ecrivant une cellule. Les signaux oo, oi, go, gi, ack ne sont pas repr�esent�es

simplement la propri�et�e que le jeton met un temps quelconque pour parcourir le r�eseau (temps
qui ne d�epend surtout pas de k), nous avons eu l'id�ee de modi�er la cellule de fa�con �a ce qu'elle
puisque garder le jeton un temps quelconque.

Comme on l'a vu, les �etats 2 et 3 de l'automate de la �gure 11.5 sont ceux o�u la cellule poss�ede
la ressource. Consid�erons les transitions permettant de rester dans l'ensemble d'�etats f2; 3g, i.e.,
les transitions 2! 2, 2! 3, 3! 2 et 3! 3,

2
req:ti:to:ack:(oo=oi):(go=gi)
������������������! 2

2
req:ti:go:to:(oo=oi):(gi=ack)
������������������! 3

3
req:ti:go:to:ack:oo
�����������! 3

3
req:ti:to:ack:oo:(go=gi)
���������������! 2

Si on ne garde que les signaux relatifs au passage du jeton, soit ti et to, il nous reste

2
ti:to
��! 2

2
ti:to
��! 3

3
ti:to
��! 3

3
ti:to
��! 2

En d'autres termes, puisque la cellule est oblig�ee de transmettre le jeton qu'elle poss�ede, elle ne
reste dans un �etat o�u elle a le jeton que si elle en re�coit un autre. Pour permettre �a la cellule
de garder le jeton plus d'un coup d'horloge, il su�t de lui permettre de ne pas �emettre le jeton
lorsqu'elle n'en re�coit pas, i.e., de remplacer dans les transitions pr�ec�edentes les �etiquettes ti:to
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Fig. 11.6 { Une cellule �elargie de l'arbitre de McMillan

par ti = to. On obtient ainsi

2
req:(ti=to):ack:(oo=oi):(go=gi)
��������������������! 2

2
req:(ti=to):go:(oo=oi):(gi=ack)
��������������������! 3

3
req:(ti=to):go:ack:oo
�������������! 3

3
req:(ti=to):ack:oo:(go=gi)
�����������������! 2

L'automate obtenu est non d�eterministe. Dans les �etats 2 et 3, lorsqu'il ne re�coit pas de jeton, il
peut soit �emettre un jeton, soit le garder. La �gure 11.6 montre le sch�ema d'une cellule modi��ee.
Une nouvelle entr�ee release indique si la cellule rend le jeton (lorsqu'elle le poss�ede) ou si elle le
garde. Les liaisons en pointill�e ont �et�e rajout�ees par rapport �a la �gure 11.3 : lorsque release est
�x�e �a 1, on retrouve le pr�ec�edent sch�ema, ce qui con�rme que la nouvelle cellule a un comportement
plus grand que la pr�ec�edente.

Pour le nouveau r�eseau, le plus grand point �xe est calcul�e exactement (sans extrapolation)
en 2 pas. Cet invariant v�eri�ant la propri�et�e d'exclusion mutuelle, il permet de prouver la même
propri�et�e sur le r�eseau initial.

11.4 Utilisation d'un d�emonstrateur de th�eor�eme

La technique pr�esent�ee dans ce document ne peut s'appliquer qu'au cas bool�een, i.e., chaque
processus a un nombre �ni d'�etats (partie contrôle et partie donn�ee), et les communications entre
processus s'e�ectuent par l'interm�ediaire de signaux bool�eens.

Dans certains cas, la propri�et�e qui nous int�eresse ne d�epend qu'indirectement de la partie
donn�ee. C'est le cas dans l'exemple que nous pr�esentons dans cette section. Nous allons consid�erer
un syst�eme qui assure l'exclusion mutuelle �a l'aide de signaux bool�eens (en fait, par passage
d'un jeton), et une r�egle de priorit�e (�a l'aide de signaux entiers). Si l'on abstrait de mani�ere
brutale les signaux entiers, l'exclusion mutuelle est viol�ee car il peut se cr�eer plusieurs jetons dans
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le r�eseau. Il est donc n�ecessaire de faire une abstraction plus �ne, et en particulier de g�en�erer
certaines propri�et�es sur l'�emission des jetons, dues aux contraintes lin�eaires. Pour cela, nous allons
utiliser le d�emonstrateur automatique (\theorem prover") PVS [OSR93] et utiliser des techniques
d�evelopp�ees par Graf et Sa��di [Sa��96, GS96]. Le même r�esultat aurait pu être obtenu en utilisant
des poly�edres [HPR94] (par exemple dans l'outil Polka [HMP95]).

Le syst�eme consid�er�e comprend n processus qui se partagent une ressource en exclusion mu-
tuelle. Chaque processus peut demander la ressource avec une certaine priorit�e req (pour \re-
quest"). Si req = 0, le processus ne demande pas la ressource. Si req est petit, il demande la res-
source avec une priorit�e faible; il n'est servi, que si les autres processus ne demandent la ressource
qu'avec une priorit�e plus faible. Si req est grand, le processus demande fortement la ressource. Un
jeton peut circuler dans le r�eseau. Il se d�eplace en fonction des requêtes des processus. Chaque
processus poss�ede donc 2 variables internes :

{ req (pour \request") qui indique la priorit�e avec laquelle le jeton demande la ressource. Cette
valeur, une fois strictement positive (le processus demande la ressource), ne peut plus être
modi��ee, jusqu'�a ce que le processus re�coive le jeton.

{ tk (pour \token") qui vaut vrai lorsque le processus poss�ede le jeton.

Un processus peut recevoir 4 signaux et en �emettre 5.

{ reqleftin est la valeur enti�ere maximale des requêtes des processus situ�es �a gauche du processus
recevant le signal.

{ reqrightin est la valeur enti�ere maximale des requêtes des processus situ�es �a droite du processus
recevant le signal.

{ tkleftin est vrai lorsque le processus re�coit le jeton par la gauche.

{ tkrightin est vrai lorsque le processus re�coit le jeton par la droite.

{ reqleftout est une valeur enti�ere calcul�ee par le processus et �emise vers sa gauche. Elle est �egale
au maximum de sa requête, et des requêtes qu'il re�coit des autres processus.

{ reqrightout est une valeur enti�ere calcul�ee par le processus et �emise vers sa droite. Elle est �egale

�a reqleftout .

{ tkleftout est vrai lorsque le processus �emet le jeton vers la gauche. C'est le cas lorsque la requête
re�cue par la gauche est sup�erieur �a celle du processus et celle re�cue par la droite.

{ tkrightout est vrai lorsque le processus �emet le jeton vers la droite. C'est le cas lorsque la requête
re�cue par la droite est sup�erieur �a celle du processus et celle re�cue par la gauche.

{ use est vrai lorsque le processus utilise la ressource.
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Fig. 11.7 { Communication d'un processus avec ses voisin

(voir �gure 11.7). Un processus est d�ecrit par les �equations suivantes :

next tk = next
�

tkleftout ^ tkrightout

�
^ (tk _ tkleftin _ tkrightin );

next use =
�
next tk

�
^ (req > 0) ^ tk;

next req = if req = 0 then reqnew

else if use then reqnew

else req;

next tkleftout = tk ^ (reqleftin > req) ^ (reqleftin > reqrightin );

next tkrightout = tk ^ (reqrightin > req) ^ (reqrightin > reqleftin );

next reqleftout = if (req > reqleftin ) ^ (req > reqrightin ) then req

else if (reqleftin > reqrightin ) then reqleftin

else reqrightin ;

next reqrightout = reqleftout ;

Le compilateur Lustre peut traduire ce programme vers un automate bool�een pr�esent�e �-
gure 11.8. Les variables enti�eres ont �et�e abstraites. Chaque test sur les entiers provoque donc un
choix non d�eterministe qui est mod�elis�e par une variable d'entr�ee bool�eenne : cette variable est
vraie lorsque le test est �evalu�e �a vrai, et fausse dans le cas contraire. Le rôle de ces variables
se rapproche des \oracles" introduits section 4.2.1, page 43 pour mod�eliser le non d�eterminisme.
Dans notre cas, les valeurs de ces variables �etaient al�eatoires. Dans le cas des automates bool�eens
g�en�er�es par le compilateur Lustre, il s'agit plutôt de valeurs inconnues (i.e., qui d�ependent de
variables abstraites). Dans cet exemple, 5 variables ont �et�e introduites, �equivalentes aux conditions
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Fig. 11.8 { Le processus de l'anneau �a priorit�e, abstrait par le compilateur Lustre. Les signaux
tkleftin , tkrightin , tkleftout et tkrightout , sont abr�eg�es respectivement tli, t

r
i , t

l
o et tro. Les tests sur les entiers

sont remplac�es par les oracles i3, i6, i7, i8 et i9

suivantes :

i3 = req > 0;

i6 = reqleftin > req;

i7 = reqleftin > reqrightin ;

i8 = reqrightin > req;

i9 = reqrightin > reqrightin ;

L'interpr�etation de l'automate de la �gure 11.8 est la suivante :

�Etat N : (\Neutral") Le processus n'a pas le jeton et n'utilise pas la ressource.

�Etat T : (\Token") Le processus poss�ede le jeton. A partir de cet �etat, il doit d�ecider ce qu'il va
en faire.

�Etat U : (\Use") Le processus a la plus forte priorit�e. Il d�ecide d'utiliser la ressource.

�Etat L : (\Left") La plus forte priorit�e vient de la gauche. Le processus s'apprête donc �a �emettre
le jeton vers la gauche.

�Etat R : (\Right") La plus forte priorit�e vient de la droite. Le processus s'apprête donc �a �emettre
le jeton vers la droite.

135



CHAPITRE 11. AIDE AUX CALCULS D'INVARIANTS

�Etat LR : (\Left/Right") La plus forte priorit�e vient �a la fois de la gauche et de la droite. Le
processus s'apprête donc �a �emettre le jeton des deux cot�es �a la fois.

L'�etat LR (gris�e sur le sch�ema) n'est normalement pas accessible. En e�et, pour y parvenir, la

condition i7 ^ i9 = (reqleftin > reqrightin ) ^ (reqrightin > reqrightin ) doit être v�eri��ee : cette condition
est trivialement fausse, mais le compilateur Lustre ne s'en aper�coit pas. Ainsi, le processus peut
�emettre deux jetons �a la fois, ce qui conduit �a la violation de la propri�et�e d'exclusion mutuelle.

L'outil Invariant Checker d�evelopp�e par Sa��di permet de construire un graphe abstrait
de ce syst�eme et trouve automatiquement que l'�etat LR n'est pas accessible. Le même r�esultat
aurait pu être obtenu en utilisant des poly�edres (par exemple dans l'outil Polka [HMP95]). Notre
m�ethode permet alors de prouver automatiquement la propri�et�e d'exclusion mutuelle grâce �a la
construction d'un invariant ad�equat pour le syst�eme abstrait.
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Troisi�eme partie

Impl�ementation
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Chapitre 12

BANG : A Boolean Automaton

Network Grammar checker

Cette partie d�ecrit l'impl�ementation des r�esultats des parties I et II.

A l'origine, la synth�ese de processus avait �et�e impl�ement�ee �a partir de l'outil Bac [Hal94] de
Halbwachs. Bac (pour \Boolean Automata Checker") permet de v�eri�er des propri�et�es de sûret�e
sur les circuits bool�eens, il impl�emente, entre autre, les algorithmes de la post et de la pr�econdition,
de la r�esolution des boucles dans la d�e�nition des variables locales et le calcul de l'assertion
extensible maximale. Les circuits bool�eens utilis�es peuvent être automatiquement produit par le
compilateur Lustre [HCRP91] (la plupart des exemples d�ecrits dans ce document ont ainsi �et�e
�ecrits en Lustre). Dans un second temps, les outils n�ecessaires aux calculs d'invariants ont �et�e
impl�ement�es. Notre logiciel est alors devenu

Bang (pour \Boolean Automata Network Grammars checker" [Les97a]).

Bang est un outil prototype. De ce fait, il �evolue au �l des exp�eriences et de la conception de
nouveaux algorithmes.

12.1 Introduction

12.1.1 Algorithmes impl�ement�es

Bang impl�emente les algorithmes suivants :

{ La synth�ese de processus : �a partir d'un observateur impl�ement�e par un circuit bool�een,Bang
synth�etise les Bdd impl�ementant les ensembles de con�gurations IP et F l

P (voir chapitre 3,
page 33). Il d�etermine ensuite l'ensemble des solutions d�eterministes �a l'aide d'oracles (voir
chapitre 4, page 43). L'ex�ecution de ces solutions peut être simul�ee.

{ La synth�ese d'invariant : Bang peut lire la description d'une grammaire de r�eseau, et calculer
un invariant en utilisant les heuristiques vues dans la partie II.

{ Des calculs g�en�eraux sur les automates : Bang reprend les algorithmes symboliques de
Bac [Hal94] (r�esolution des boucles dans la d�e�nition des variables locales, pr�e et post-
condition) en les optimisant (voir chapitre 14); de nouveaux algorithmes sont impl�ement�es,
aussi bien en symbolique qu'en �enum�eratif (composition, minimisation, abstraction, �elargis-
sement).

Un mode en ligne permet d'appliquer ces algorithmes �a la demande.
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12.1.2 Choix de l'impl�ementation

Deux impl�ementations ont �et�e mises en oeuvre. Dans Bac, les automates bool�eens �etaient
d�ecrits en symbolique. Le calcul des abstractions existentielle et universelle n'�etant pas su�sam-
ment e�cace dans ce format (voir chapitre 13, page 151), une impl�ementation �enum�erative a �et�e
entreprise. Cette impl�ementation est particuli�erement e�cace sur les petits exemples. Il semble
pourtant que dans l'avenir, il faille inventer des algorithmes symboliques r�eellement e�caces, de
fa�con �a pouvoir traiter des probl�emes de taille cons�equente.

12.1.2.1 Impl�ementation �enum�erative

Un essai a �et�e e�ectu�e pour synth�etiser des invariants �a l'aide d'Aldebaran [FGK+96], et �evi-
ter ainsi un long travail d'impl�ementation. Bien que les algorithmes impl�ement�es dansAldebaran
soient plus e�caces que ceux impl�ement�es dans Bang (du moins pour ce qui est des algorithmes
�enum�eratifs), son utilisation n'a pas �et�e possible �a cause du nombre important de symboles de
signaux. En e�et, pour un exemple comme l'arbitre de McMillan (voir section 11.3, page 128), le
nombre de signaux utiles est de 9. La d�e�nition d'une fonction de composition d'arit�e 2 utilise
donc 3�9 = 27 signaux (9 signaux, 9 renommages en ' et 9 renommages en "), soit 227 = 1:34�108

�ev�enements. Il est en fait indispensable de d�evelopper des algorithmes sp�eci�ques utilisant des Bdd
pour coder les �ev�enements. Une future version d'Aldebaran allant dans ce sens sera peut-être
utilisable.

Dans le futur, les guided tree automata, d�evelopp�es par [BMK+96] pourraient �egalement fournir
des outils particuli�erement e�caces pour calculer des invariants.

Pour le moment, il �etait de toute mani�ere n�ecessaire de d�evelopper un mod�ele d'automates
�enum�eratifs pour impl�ementer certains algorithmes sp�eci�ques tels les extrapolations de plus petits
points �xes (voir chapitre 7, page 71), de plus grands points �xes (voir chapitre 8, page 87) ou de
d�ecomposition d'invariant (voir chapitre 9, page 99).

12.1.2.2 Impl�ementation symbolique

L'impl�ementation symbolique des automates bool�eens est r�ealis�ee par les circuits bool�eens (voir
section 1.1.4, page 17), ou chaque fonction de IBn ! IB est d�e�nie par un Bdd.

L'impl�ementation �a l'aide d'une relation a �egalement �et�e envisag�ee. Elle consiste �a d�e�nir
une variable bool�eenne par variable d'�etat, ainsi qu'une autre variable bool�eenne pour la version
prime de chaque variable d'�etat. La fonction de transition est alors d�ecrite par une seule formule
bool�eenne des variables d'�etat, des variables d'�etat prime et des entr�ees. L'int�erêt �evident de ce
codage est de permettre des fonctions de transition non d�eterministes. L'inconv�enient majeure est
la taille du Bdd codant la relation.

En e�et, pour un circuit bool�een �a n variables d'�etat et m entr�ees cod�e par une fonction, il
faut stocker n Bdd�a n+k variables, soit utiliser dans le pire des cas une m�emoire de n:2n+k. Pour
ce même automate cod�e par une relation, il faut stocker un Bdd �a 2n+ k variables, soit utiliser
dans le pire des cas une m�emoire de 22n+k. Dans le cas des automates de grande taille, l'utilisation
d'une relation semble donc �a proscrire.

Biblioth�eque de Bdd: L'outil Bang a utilis�e dans un premier temps la biblioth�eque de Bdd
d�ecrite dans [Rat92]. Par la suite, il a �et�e r�ecrit avec la biblioth�eque TiGeR [CMT93]. Cette
biblioth�eque impl�emente tous les op�erateurs bool�eens classiques : =, 6=, _, ^, 8, 9, etc : : : . Elle
poss�ede �egalement les deux op�erateurs \restrict" et \constrain" (voir section 14.1.2, page 159).

La biblioth�eque TiGeR permet �egalement le r�eordonnancement automatique des variables. La
taille du Bdd d'une formule d�epend en e�et fortement de l'ordre des variables. Ainsi, le Bdd
de (x0 , x1) ^ (x1 , x2) ^ : : : ^ (xn�2 , xn�1) est de taille O(n) pour l'ordre x0 < x1 <
: : : < xn�1, mais de taille O(2n) pour l'ordre x1 < xn�1 < x2 < xn�2 < : : : . La technique
de r�eordonnancement automatique consiste �a modi�er dynamiquement l'ordre des variables des
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Bdd de fa�con �a minimiser leur taille (voir [Rau96] pour plus de d�etails). Nous avons vu dans les
di��erentes exp�erimentations de cet ouvrage que cette technique �etait particuli�erement e�cace.

Dans ce chapitre, nous d�ecrivons la syntaxe des automates bool�eens (symboliques et �enum�e-
ratifs), ainsi que les commandes de Bang. Le chapitre 13 d�ecrit des algorithmes d'abstraction de
signaux. Dans le chapitre 14, nous comparerons di��erents algorithmes de calcul de la post et de
la pr�econdition.

12.2 Syntaxe des automates bool�eens

Il existe 4 mani�eres de d�ecrire un automate bool�een : de fa�con symbolique ou �enum�erative, de
fa�con compact�ee ou non compact�ee. Ces descriptions correspondent aux utilisations suivantes :

Type Extension Utilisation

Symbolique .ba Automate E/S et observateur
Symbolique compact�e .cba Automate E/S et observateur
�Enum�eratif .aut Observateur
�Enum�eratif compact�e .caut Observateur

Dans cette section, les 2 syntaxes non compact�ees vont être pr�esent�ees.

12.2.1 Automates bool�eens symboliques

La structure g�en�erale de la description d'un automate bool�een symbolique est la suivante :

hSymbolic boolean automatoni ::= hdeclarationsi hinitiali hequationsi
[hassertioni] [hinvarianti] [h�nalsi]

5 classes de variables peuvent apparâ�tre dans un automate bool�een : les variables d'�etat, les
variables d'entr�ee, les variables oracles (voir chapitre 4, page 43), les variables locales et les variables
de sortie. Chacune de ces quatre derni�eres classes peut être vide. Chaque classe existante est
d�eclar�ee par un mot cl�e appropri�e, suivi par une liste d'identi�cateurs de variables, et termin�e par
un point virgule. Les identi�cateurs suivent la syntaxe du C.

hdeclarationsi ::= hstate var declarationsi [hinput declarationsi]
[horacle declarationsi] [hlocal declarationsi]
[houtput declarationsi]

hstate var declarationsi ::= states hident listi \;"
hinput declarationsi ::= inputs hident listi \;"
horacle declarationsi ::= oracles hident listi \;"
hlocal declarationsi ::= localstates hident listi \;"

houtput declarationsi ::= outputs hident listi \;"
hident listi ::= hidenti

j hident listi \," hidenti

Chaque variable qui n'est pas une entr�ee ou un oracle, est d�e�nie par une �equation. Il y a deux
types d'�equations : les transitions d�e�nissent les valeurs des variables d'�etat dans l'�etat suivant;
l'identi�cateur de la partie gauche est suivi d'un prime; les d�e�nitions d�e�nissent les variables
locales et de sortie :
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hequationsi ::= transitions htransition listi [de�nitions hde�nition listi]
htransition listi ::= htransitioni

j htransition listi htransitioni
htransitioni ::= hidenti\'" \=" hexpressioni \;"

hde�nition listi ::= hde�nitioni
j hde�nition listi hde�nitioni

hde�nitioni ::= hidenti \=" hexpressioni \;"

Les expressions sont des expressions bool�eennes, constitu�ees de constantes, d'identi�cateurs et
d'op�erateurs.

hexpressioni ::= \0"
j \1"
j hidenti
j \(" hexpressioni \)"
j not hexpressioni
j hexpressioni hbin opi hexpressioni
j \#" \(" hexpression listi \)"
j if hexpressioni then hexpressioni else hexpressioni �

hbin opi ::= or
j and
j xor
j eq

\eq" est l'op�erateur \�egal", \xor" est le \ou exclusif", ou l'op�erateur \non �egal". \#" est l'op�era-
teur \d'exclusion" : il retourne \true" si et seulement si au plus un de ses arguments est vrai. La
priorit�e des op�erateurs est standard : \not" a une priorit�e plus forte que \eq" et \xor", qui ont
une priorit�e plus forte que \and", qui a une priorit�e plus forte que \or". Les identi�cateurs prim�es
doivent être des variables d'�etat.

Pour rendre plus compactes les repr�esentations des expressions bool�eennes, une syntaxe com-
pact�ee �equivalente a �et�e d�e�nie :

not � ! � �
or � +
and � :
eq � =
if x1 then x2 else x3 � ( x1 ? x2 : x3)

La syntaxe utilis�ee pour not, or et and provient de l'outil BddC (pour \Bdd-Calculator") de
Raymond.

L'ensemble des �etats initiaux Init, l'assertion A, l'invariant I et l'ensemble des �etats �nals F
sont d�e�nis par une expression pr�ec�ed�ee par un mot cl�e appropri�e :

hinitiali ::= initial hexpressioni \;"
hassertioni ::= assertion hexpressioni \;"
hinvarianti ::= invariant hexpressioni \;"

h�nalsi ::= �nals hexpressioni \;"

Habituellement, les �chiers d�ecrivant des automates bool�eens symboliques ont l'extension \.ba".
Il existe une forme compact�ee des automates bool�eens symboliques, utilis�ee de fa�con interne par
Bang. Elle est d�ecrite par des �chiers avec l'extension \.cba".

Exemple 12.1 :

Cet exemple d�ecrit le comportement d'un processus de l'exemple du jeton circulant
(voir section 10.1, page 109).
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states
token;

inputs
in, req;

outputs
use, out;

initial
not token;

transitions
token' = in or (token and not out);

de�nitions
use = req and token;
out = (not req) and token;

Un observateur de ce processus E/S peut être impl�ement�e par le circuit bool�een sui-
vant :

states
token;

inputs
in, req, use, out;

initial
not token;

transitions
token' = in or (token and not out);

invariant
(use = (req and token)) and
(out = (not req) and token);

2

12.2.2 Automates bool�eens �enum�eratifs

La structure g�en�erale de la description d'un automate bool�een �enum�eratif est la suivante :

hEnumerative boolean automatoni ::= hdeclarationi htransitionsi
hdeclarationi ::= des \(" hiniti \,"htransi \," hstatesi \)"
htransitionsi ::= �

j htransitioni htransitionsi
htransitioni ::= \(" hsourcei \," \"" hexpressioni \"" \,"

htargeti \)"

hiniti repr�esente l'�etat initial de l'automate : actuellement, il doit obligatoirement être �egal �a
0. htransi et hstatesi repr�esentent respectivement le nombre de transitions et le nombre d'�etats de
l'automate. hexpressioni est une expression bool�eenne repr�esentant la garde de la transition.

Habituellement, les �chiers d�ecrivant des automates bool�eens �enum�eratifs ont l'extension \.aut",
i.e., la même que pour les �chiers utilis�es par Aldebaran [FGK+96]. La forme utilis�ee par Bang
est n�eanmoins plus compacte car chaque transition est �etiquet�ee par une garde au lieu d'un �ev�e-
nement. La commande \-ald" g�en�ere un �chier compatible avec Aldebaran. Ainsi, si l'ensemble
des signaux de l'automate est fa; bg, la garde a est expans�ee en

�
fa:bg; fa:bg

	
.

Il existe une forme compact�ee des automates bool�eens �enum�eratifs, utilis�ee de fa�con interne
par Bang. Elle est d�ecrite par des �chiers avec l'extension \.caut".

Exemple 12.2 :

L'automate �enum�eratif suivant d�ecrit le même observateur que celui de l'exemple 12.1 :
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des (0, 4, 2)
( 0 , "!in.!out.!use" , 0 )
( 0 , "in.!out.!use" , 1 )
( 1 , "!in.out.!use" , 0 )
( 1 , "(out?!use.in:use=req)" , 1 )

2

12.3 Commandes en ligne

Bang poss�ede un mode en ligne, qu'il est possible de lancer en tapant la commande :

bang -

L'utilisateur peut alors lancer des commandes de calcul sur les automates bool�eens. Ces commandes
se divisent en di��erents sous-groupes.

12.3.1 Commandes g�en�erales

help :

A�che la liste des commandes.

end :

Termine l'ex�ecution de Bang. Cette commande est �equivalente �a un End Of File.

list :

A�che la liste des automates actuellement en m�emoire.

ident :

A�che la liste de tous les identi�cateurs actuellement utilis�es. Ces identi�cateurs peuvent
repr�esenter des automates bool�eens ou des variables bool�eennes (signaux d'entr�ee/sortie, ou
variables d'�etat). Cette commande a �et�e d�e�nie dans une optique de d�ebogage.

bdd :

A�che l'ensemble des �etiquettes de Bdd actuellement utilis�ees. Cette commande a �et�e d�e�nie
dans une optique de d�ebogage.

reset :

R�einitialise le syst�eme. E�ace tous les automates bool�eens et r�einitialise le \Bdd-manager".

12.3.2 Commandes d'a�ectation

let hidenti \=" \"" h�le namei \"" [\["hrenamesi \]" \;"] :

Charge un automate bool�een �a partir du �chier nomm�e h�le namei, et l'a�ecte �a l'identi�-
cateur hidenti. Les noms de �chier d�ecrivant des automates symboliques compact�es doivent
avoir l'extension \.cba". Les autres formats sont automatiquement reconnus par l'analyseur
syntaxique, quelle que soit leur extension. Les variables d'entr�ee et de sortie peuvent être
renomm�ees par l'expression hrenamesi. Cette expression suit la syntaxe suivante :

hrenamesi ::= hrenamei
j hrenamesi \," hrenamei

hrenamei ::= hident1i \>" hident2i

hident1i doit être l'identi�cateur d'une variable d'entr�ee ou de sortie. hident2i doit être
un identi�cateur non utilis�e dans la description de l'automate bool�een. La variable de nom
hident1i est alors renomm�ee en hident2i.
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save hidenti \"" h�le namei \"" [\[" hrenamesi \]" \;"] :

Sauvegarde l'automate hidenti dans le �chier de nom h�le namei en renommant �eventuelle-
ment les signaux d'entr�ee/sortie. Le format de sauvegarde d�epend de l'extension du nom de
�chier (\.ba", \.cba", \.aut" ou \.caut").

let hidenti \=" hexpressioni [\[" hrenamesi \]" \;"] :

Calcule l'expression d'automates hexpressioni, et l'a�ecte �a l'identi�cateur hidenti avec l'�even-
tuel renommage hrenamesi. Une expression d'automates suit la syntaxe suivante :

hexpressioni ::= hexpressioni and hexpressioni
j hexpressioni or hexpressioni
j \(" hexpressioni \)"
j hidenti

Les op�erateurs and et or calculent respectivement l'intersection et l'union de langages.

let hidenti \=" forall \(" hident listi \)" hexpressioni \;" :

Calcule l'abstraction universelle de l'expression hexpressioni par les variables hident listi et
l'a�ecte �a l'identi�cateur hidenti.

let hidenti \=" exist \(" hident listi \)" hexpressioni \;" :

Calcule l'abstraction existentielle de l'expression hexpressioni par les variables hident listi et
l'a�ecte �a l'identi�cateur hidenti.

minimize \(" hidenti \)" \;" :

Minimise l'automate bool�een hidenti selon l'�equivalence de traces.

let hidenti \=" minimize \(" hexpressioni \)" \;" :

Calcule l'expression d'automates hexpressioni, la minimise et l'a�ecte �a l'identi�cateur hidenti.

destroy hidenti \;" :

Lib�ere la m�emoire utilis�ee par l'automate bool�een hidenti.

12.3.3 V�eri�cation

verify hexpressioni \;" :

Calcule l'expression d'automates hexpressioni, et v�eri�e que le signal d'alarme � n'est jamais
�emis, i.e., que la propri�et�e sp�eci��e par l'invariant est satisfaite. L'algorithme utilis�e est un
algorithme de calcul en avant des �etats accessibles.

backward hidenti \;" :

V�eri�e que l'automate hidenti impl�emente le langage X1. L'algorithme utilis�e est un algo-
rithme en arri�ere; il n'est impl�ement�e que symboliquement (i.e., pour les circuits bool�eens),
et est en g�en�eral moins e�cace que le calcul en avant.

impl \(" hexpression1i \," hexpressioni \)" \;" :

Calcule les expressions hexpression1i et hexpression2i et v�eri�e que le langage reconnu par
la premi�ere est inclus dans le langage reconnu par la seconde.

let hidenti \=" shrink \(" hident1i \," hident2i [ \," hd1i \," hd2i ] \)" \;" :

Calcule l'�elargissement (voir section 8.3, page 90) de l'automate hident1i par l'automate
hident2i, a�n d'abstraire une approximation du plus grand point �xe d'une �equation. hd1i et
hd2i sont les valeurs des deux param�etres d1 et d2. Cet �elargissement n�ecessite que le langage
reconnu par l'automate hident1i soit inclus dans celui reconnu par le langage hident2i.
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Exemple 12.3 :

L'exemple suivant charge un �chier \test.caut", contenant un automate �enum�eratif
compact�e, le minimise, et le sauvegarde sous forme de circuit bool�een non compact�e :

bang -

bang: Boolean Automaton Network Grammar checker
Version for SunOS 5.5 Generic (Wed Apr 9 11:23:31 MET DST 1997)
Boolean Automaton Calculator:
> let x="test.caut";
> minimize(x);
> save x "test.ba";
> end

2

12.3.4 Grammaire de r�eseau

Les grammaires de r�eseau sont un formalisme permettant de construire des r�eseaux in�nis de
processus. La structure g�en�erale de la description d'une grammaire de r�eseau d'automates bool�eens
est la suivante :

hNetwork grammari ::= [hinputsi] [houtputsi] hterminalsi hnon-terminalsi hstarti
hcomposition-rulesi hpropertyi hproduction rulesi

Les sections hinputsi et houtputsi d�eclarent respectivement les variables de communication d'en-
tr�ee et de sortie du r�eseau.

hinputsi ::= inputs hident listi \;"
houtputsi ::= outputs hident listi \;"

hident listi ::= hidenti
j hidenti \," hident listi

Les sections hterminalsi et hnon-terminalsi d�eclarent respectivement les symboles terminaux et
non terminaux utilis�es. A chaque symbole terminal est associ�e un automate bool�een, qui doit être
d�e�ni dans le �chier h�le namei.

hterminalsi ::= terminals hterminal listi
hterminal listi ::= hterminali

j hterminali hterminal listi
hterminali ::= hidenti \=" \"" h�le namei \"" \;"

hnon terminalsi ::= nonterminals hnon terminal listi
hnon terminal listi ::= hnon terminali

j hnon terminali hnon terminal listi
hnon terminali ::= hidenti \;"

Les sections hstarti et hpropertyi d�e�nissent respectivement le symbole de d�epart et la propri�et�e
�a v�eri�er.

hstarti ::= start hidenti \;"
hpropertyi ::= property hidenti \=" \"" h�le namei \"" \;"

Une r�egle de composition est d�e�nie par un symbole, un automate bool�een et son arit�e. Cet
automate bool�een reconnâ�t un langage sur l'alphabet fX;X0; X1; : : : ; X(n�1)g o�u X est la liste
de signaux hinputsi et n l'arit�e de la composition.
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hcompositions rulesi ::= compositions hcompositions rule listi
hcompositions rule listi ::= hcomposition rulei

j hcomposition rulei hcompositions rule listi
hcomposition rulei ::= hidenti \=" \"" h�le namei \"" \(" hcomposition rule arityi \)" \;"

Par exemple, si l'ensemble des signaux de communication du r�eseau est fx; y; zg, et l'arit�e de la
composition est 3, l'automate bool�een a fx; y; z; x0; y0; z0; x1; y1; z1; x2; y2; z2g comme ensemble
de signaux d'entr�ee.

La d�eclaration des r�egles de production a la syntaxe suivante :

hproduction rulesi ::= hproduction rulei
j hproduction rulei hproduction rulesi

hproduction rulei ::= hidenti \>" hidenti \(" hident listi \)" \;"
hident listi ::= hidenti

j hidenti \," hident listi

L'identi�cateur de gauche doit être un symbole non terminal. Il repr�esente le but de la r�egle de
production. Le deuxi�eme identi�cateur doit être celui d'une composition. La liste d'identi�cateurs
doit être une liste de symboles terminaux ou non terminaux repr�esentant les arguments de la
composition. De plus, le symbole de d�epart doit être le but de la premi�ere r�egle de production, et
ne doit pas apparâ�tre dans les r�egles suivantes.

Exemple 12.4 :

Cet exemple d�ecrit l'anneau �a jeton circulant de la section 10.1, page 109. Il est utilis�e
a�n d'assurer l'exclusion mutuelle d'une ressource pour n processus. Les signaux de
communication du r�eseaux sont les suivants :

in Un jeton est re�cu par le r�eseau.
u Un processus du r�eseau utilise la ressource.
ex L'exclusion mutuelle de la ressource est v�eri��ee par le r�eseau.
out Un jeton est �emis par le r�eseau.

La grammaire de r�eseau d�ecrivant cet exemple est la suivante :

inputs
in;

outputs
u, ex, out;

terminals
U = "unit.caut";

nonterminals
R;

start
S;

compositions
C = "composition.caut"(2);
E = "environment.caut"(1);

property
"property.caut";

productions
S > E(R);
R > C(U,R);
R > U;

Cette grammaire permet de g�en�erer les r�eseaux suivants :
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E(U) � E k U
E(C(U,U) � E k U k U
E(C(U,C(U,U))) � E k U k U k U
E(C(U,C(U,C(U,U)))) � E k U k U k U k U

2

12.4 R�esum�e des commandes

Bang prend comme param�etres un (pour les op�erations autres que les �elargissements) ou deux
(pour les �elargissements) �chiers, et un certain nombres de param�etres. La commande

bang -h

a�che un r�esum�e des commandes et options disponibles.
La syntaxe g�en�erale d'une commande de Bang est

bang h�le name1i [h�le name2i] hoperationi [hoptionsi]

Les �chiers, les op�erations et les options peuvent apparâ�tre dans n'importe quel ordre, sauf pour
les �elargissements, o�u les �chiers doivent apparâ�tre dans le bon ordre (i.e., celui de la suite dont
il faut abstraire la limite).

12.4.1 Op�erations

Bang admet les op�erations suivantes :

12.4.1.1 Op�erations de traduction

-l : Produit un �chier Lustre.
-atg : Produit un �chier atg.
-ba : Produit un �chier ba.
-ald : Produit un �chier aut compatible avec Aldebaran.
-aut : Produit un �chier aut.
-ec : Produit un �chier ec pour visualiser les �etats �a l'aide de l'outil SimLus de Raymond.

12.4.1.2 Op�erations de v�eri�cation

-c : Calcule une assertion extensible.
-r : Calcule l'ensemble des �etats accessibles.
-f : V�eri�cation en avant d'un invariant.
-b : V�eri�cation en arri�ere d'un invariant.

Cet algorithme n'est impl�ement�e que symboliquement (i.e., pour les circuits bool�eens).
-net : V�eri�cation d'une grammaire de r�eseau.

12.4.1.3 Op�erations de calcul

-exp : Calcule une expression d'automates �a partir d'un �chier.
- : Commandes en ligne.
-m : Minimisation d'un automate selon l'�equivalence de traces.
-wd : �Elargissement (voir options plus loin).
-int : Interpr�etation d'un automate bool�een (voir chapitre 4, page 43).

12.4.1.4 Op�erations de synth�ese

-as : Synth�ese compl�ete de processus.
-sas : Synth�ese partielle de processus.
-os : Synth�ese d'un observateur.
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12.4.2 Options

Bang admet les options suivantes :

12.4.2.1 Options de sortie

-o h�le namei : Nom du �chier de sortie.
-sort : Trie les transitions d'un automate �enum�eratif.
-ext1 : Visualisation des formules bool�eennes sans condition

(if : : : then : : : else).
-ext2 : Visualisation �etendue des formules bool�eennes

(compatible avec Lustre).

12.4.2.2 Options d'�elargissement

-dep1 : Premier param�etre de profondeur.
-dep2 : Deuxi�eme param�etre de profondeur.
-fwd : Nombre de pas de calcul en avant, avant le calcul en arri�ere.
-n : Nombre de pas de calcul avant �elargissement.

12.4.2.3 Options g�en�erales

-d : A�che un diagnostic.
-sift : Autorise le r�eordonnancement automatique des variables.
-symb : Utilise uniquement des algorithmes symboliques.
-mem : Minimise la m�emoire utilis�ee en sauvegardant certains r�esultats interm�ediaires

sur disque.

12.4.2.4 Algorithmes de pr�econdition

Un certain nombre d'algorithmes de calcul de la pr�econdition ont �et�e impl�ement�es. Ils sont
d�ecrits dans le chapitre 14, page 159.

-ratel :

Utilise l'algorithme de pr�econdition de Ratel (par sous but).

-ratel restrict :

Utilise l'algorithme de pr�econdition de Ratel (par sous but) avec l'op�erateur restrict ".

-raymond :

Utilise l'algorithme de pr�econdition de Raymond (par conjonction).

-raymond restrict :

Utilise l'algorithme de pr�econdition de Raymond (par conjonction) avec l'op�erateur restrict
".

-coudert :

Utilise l'algorithme de pr�econdition de Coudert (par disjonction).

-coudert restrict :

Utilise l'algorithme de pr�econdition de Coudert (par disjonction) avec l'op�erateur restrict ".

-coudert info :

Utilise l'algorithme de pr�econdition de Coudert (par disjonction) avec d�ecoration des noeuds.
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Chapitre 13

Calcul des abstractions

La complexit�e du calcul des invariants vu dans la partie II est due principalement aux abs-
tractions existentielle et universelle de signaux. Ce chapitre pr�esente et discute des algorithmes de
calcul de ces abstractions.

13.1 Introduction

13.1.1 Probl�eme

Soit X un ensemble de signaux, et soit T � X1 un langage sur X . Supposons que X se
partitionne en un ensemble Xv de signaux visibles et un ensemble Xnv de signaux non visibles :

X = Xv [Xnv et Xv \Xnv = ;

On peut alors se poser deux probl�emes :

{ Trouver le processus le plus g�en�eral tel qu'il existe un processus externe, dit coop�erant, qui
peut �emettre des signaux non visibles de fa�con �a satisfaire T . Le langage des traces de ce
processus est appel�e l'abstraction existentielle de T et est not�e 9Xnv ; T .

{ Trouver le processus le plus g�en�eral tel que pour tout processus externe, dit non coop�erant,
�emettant des signaux non visibles, la propri�et�e T est satisfaite. Le langage des traces de ce
processus est appel�e l'abstraction universelle de T et est not�e 8Xnv; T .

Plus pr�ecis�ement, on rappelle les d�e�nitions suivantes (voir section 7.2.3, page 77) :

D�e�nition 13.1 :

Les abstractions existentielle et universelle de T par rapport aux variables de Xnv,
not�ees respectivement 9Xnv; T et 8Xnv; T , sont d�e�nies par

9Xnv ; T = f �v 2 X1
v j 9�nv 2 X j�vj

nv ; �v � �nv 2 T g

8Xnv; T = f �v 2 X1
v j 8�nv 2 X j�vj

nv ; �v � �nv 2 T g

2

Exemple 13.1 :

Soit X = fa; bg. Utilisons des notations bool�eennes pour �ecrire les ensembles de sous-
ensembles de X (par exemple, f fg; fbg g est �ecrit a) et les notations standards des
expressions r�eguli�eres pour d�ecrire les ensembles de traces sur X . Soit T = (a)� +
(ab:ab)�. Alors

9b; T = (a)� + (a:a)� et 8b; T = (a)�

(voir �gure 13.1, page 156). 2

151



CHAPITRE 13. CALCUL DES ABSTRACTIONS

Le probl�eme de l'abstraction de signaux a �et�e trait�e entre autres par la communaut�e des DES
(\Discrete Event Systems" d�ecrite dans [RW87, RW89], voir section 2.2, page 30) dans le cadre
asynchrone. Les sections suivantes pr�esentent les travaux de Rudie et Wonham, puis de Bergeron.
Dans la suite, nous proposerons des algorithmes pour calculer les abstractions existentielle et
universelle de langages d�e�nis par des automates �enum�eratifs, ou des circuits bool�eens.

13.1.2 Contrôle d�ecentralis�e

13.1.2.1 Introduction

Dans [RW92], Rudie et Wonham partitionnent donc l'ensemble X des signaux d'entr�ee en
l'ensemble Xv des signaux visibles (ou observables), et l'ensemble Xnv des signaux non visibles
(ou non observables). Ils d�e�nissent alors la projection canonique P : X� ! X�

v par

P (") = "

8x 2 Xv; P (x) = x

8x 2 Xnv; P (x) = "

8x 2 X;8� 2 X�; P (�:x) = P (�):P (x)

i.e., P e�ace tous les �ev�enements non observables (on rappelle que cette th�eorie est d�e�nie dans
le cadre asynchrone). Pour un langage T � X�, on note P (T ) = fP (�)j� 2 Tg.

Rudie et Wonham se posent alors deux probl�emes :

1. Global Problem (GP) : �Etant donn�es A un automate, T1 et T2 deux langages pr�e�xes-
clos tels que T1 � T2 � TA, et des ensembles X1;c; X2;c; X1;o; X2;o � X , construire deux
superviseurs locaux S1 et S2 tels que T1 � TS1^S2=A � T2.

On rappelle que de notre point de vue, les ensembles de signaux contrôlables X1;c et X2;c

repr�esentent les sorties des superviseurs S1 et S2.

2. Global Problem with Zero Tolerance (GPZT) : �Etant donn�es A un automate, T un
langage pr�e�xe-clos tel que T � TA, et des ensembles X1;c; X2;c; X1;o; X2;o � X , construire
deux superviseurs locaux S1 et S2 tels que TS1^S2=A = T .

13.1.2.2 R�esolution de GPZT

Pour r�esoudre GPZT, Rudie et Wonham introduisent la notion de coobservabilit�e. Pour cela,
ils d�e�nissent la fonction nextactT par

8x 2 X; �; � 0 2 X�;
((�; x; � 0) 2 nextactT ) , (� 0:x 2 T ^ � 2 T ^ �:x 2 TA ) �:x 2 T )

Intuitivement, nextactT (�; x; �
0) signi�e que x est accept�e ou refus�e de fa�con identique par � et � 0.

D�e�nition 13.2 :

�Etant donn�es un automate A, les ensembles X1;c; X2;c; X1;o; X2;o � X , les projections
P1 : X

� ! X�
1;o et P2 : X

� ! X�
2;o, un langage T � TA est coobservable si

8�; � 0; � 00 2 X�; P1(�) = P1(�
0) ^ P2(�) = P2(�

00)

)

8>><>>:
8x 2 X1;c \X2;c; (�; x; �

0) 2 nextactk _ (�; x; � 00) 2 nextactk ^
8x 2 X1;c nX2;c; (�; x; �

0) 2 nextactk ^
8x 2 X2;c nX1;c; (�; x; �

00) 2 nextactk ^
(�; � 0) 2 markactT _ (�; � 00) 2 markactT

2
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Cette d�e�nition signi�e qu'�a tout moment, au moins une des deux observations permet de d�ecider
correctement de la marche �a suivre.

Propri�et�e 13.1 :

Il existe deux superviseurs complets S1 et S2 r�esolvant GPZT si et seulement si T est
contrôlable avec respect de A et coobservable avec respect de A, P1 et P2. 2

Intuitivement, les deux superviseurs sont construits de la mani�ere suivante : les �etats du superviseur
i seront les classes d'�equivalence de la relation d'�equivalence � � � 0 , Pi(�) = Pi(�

0), not�ees [� ]i.
La fonction de transition est d�e�nie par

�i([� ]i; x) = [�:x]i

et la fonction de contrôle par

�([� ]i; x) =

�
0 si 8� 0 2 [� ]i; �

0:x 62 T
1 sinon

13.1.2.3 R�esolution de GP

Pour r�esoudre GP, Rudie et Wonham introduisent

CCCo(T ) = f T 0 j T 0 � T; T 0 est pr�e�xe-clos, contrôlable et coobservable g

Propri�et�e 13.2 :

Si T1 6= ;, GP est soluble si et seulement si inf CCCo(T1) � T2. 2

Commentaires : Cette approche a l'avantage de fournir des r�esultats th�eoriques d'existence de
superviseur. Les preuves de ces r�esultats fournissent des algorithmes de calcul. En pratique, ces
algorithmes restent peu e�caces car ils utilisent un codage �enum�eratif des automates. Dans la
suite, nous proposerons des algorithmes similaires, mais adapt�es au mod�ele synchrone et cod�es en
symbolique, qui permettent de consid�erer des automates beaucoup plus gros.

13.1.3 Observation lin�eaire

Bergeron, dans [Ber94a, Ber94b, Ber95], tout en reprenant les r�esultats de Rudie et Won-
ham [RW92], introduit en plus la notion d'observabilit�e lin�eaire.

Soit P un processus. Une sp�eci�cation pour le processus P est mod�elis�ee par un automate Z
tel que TZ � TP . �Etant donn�es n sites, chacun ayant l'ensemble de signaux non observables Xnv;i,
elle cherche �a construire n automates C1; : : : ; Cn tels que TZ = TP��Ci

. Chaque automate Ci est
appel�e automate d'observation par rapport �a Xnv;i.

D�e�nition 13.3 :

Un automate O est un automate d'observation par rapport �a Xnv si pour tout s 2 X�

et x 2 Xnv tels que s � x soit d�e�ni , on ait s � x = s. 2

Une sp�eci�cation Z est dite observable si et seulement s'il existe n automates C1; : : : ; Cn tels que
TZ = TP��Ci

.

Proposition 13.1 :

�Etant donn�es un automate A et un ensemble d'�ev�enements non observables Xnv � X ,
il existe un automate d'observation minimal plus grand que A. Il est not�e �(A) et est
appel�e l'observateur minimal de A par rapport �a Xnv . 2
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Construction de l'observateur minimal: Les �etats de �(A) sont les parties non vides P+(SA)
de SA. L'�etat initial est d�e�ni par

I = f i � u j i � u est d�e�ni et u 2 X�
nv g

Sa fonction de transition

� : P+(SA)�X ! P+(SA)

est d�e�nie par

8(S; x) 2 P+(SA)�X;

S �X =

�
ind�e�ni si 8s 2 S; s �X est ind�e�ni
f s �Xu j s 2 S, s �Xu est d�e�ni et u 2 X�

nv g sinon

Ses �etats marqu�es sont d�e�nis par

f S � SA j 9s 2 S; s 2 FA g

Propri�et�e 13.3 :

Soient n sites avec des �ev�enements non observables Xnv;i, une sp�eci�cation Z sur un
processus P et �i(Z) les observateurs minimaux par rapport �a Xnv;i. Alors Z est
observable si et seulement si TZ = TP �� �i(Z). 2

Les observateurs ainsi calcul�es peuvent avoir un nombre d'�etats exponentiel de celui de l'automate
de d�epart. La d�e�nition suivante est un cas particulier o�u ce nombre est limit�e.

D�e�nition 13.4 :

�Etant donn�es n sites avec des �ev�enements non observables Xnv;i, une sp�eci�cation Z
sur un processus P est lin�eairement observable s'il existe des automates C1; : : : ; Cn tels
que Ci soit un automate d'observation par rapport �a Xnv;i et tels que Z $ P ��Ci.
2

Propri�et�e 13.4 :

Si Z est lin�eairement observable, et si Z a k �etats, Z est lin�eairement observable par
des automates ayant au plus k �etats. 2

Commentaires : La d�e�nition d'un automate \�a la Bergeron" est identique �a celle d'un g�en�e-
rateur \�a la Wonham". La notion d'observabilit�e de Bergeron correspond �a celles de contrôlabilit�e
et de coobservabilit�e de Rudie et Wonham.

L'apport de Bergeron se situe dans la notion d'observabilit�e lin�eaire. Sous ces conditions,
l'abstraction de signaux produit des automates de taille lin�eaire par rapport �a l'automate initial.

Dans notre approche, nous n'allons pas cacher des �ev�enements, mais des signaux. Cela est
�equivalent en fait �a confondre certains �ev�enements. Par exemple, si le signal b est abstrait, cela est
�equivalent �a confondre les �ev�enements a:b et a:b. Dans les sections suivantes, nous allons proposer
des algorithmes

{ qui adaptent les algorithmes asynchrones de Rudie, Wonham et Bergeron au cas synchrone.

{ qui �etendent l'abstraction existentielle (e�acement d'entr�ee) �a l'abstraction universelle.

{ qui utilisent des m�ethodes symboliques pour �eviter l'explosion du nombre des �etats.
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13.2 Algorithme d'abstraction �enum�eratif

Soit 
 = (Q; q0; X; f�sg; �Q; �O), un observateur d�eterministe d'un langage T � X1. On
suppose que T d�ecrit une propri�et�e de sûret�e (voir section 1.2.1, page 19), i.e., que T est un
langage pr�e�xe-clos. Dans cette section, nous proposons des algorithmes �enum�eratifs permettant
de calculer les abstractions existentielle 9Xnv ; T et universelle 8Xnv; T

Supposons que 
 ait un �etat puits unique, not�e qs, tel que le signal d'alarme �s ne soit �emis
que par les transitions l'atteignant :

�s 2 �O(q; x) , �Q(q; x) = qs

9Xnv;
 est simplement construit en e�a�cant tous les signaux de Xnv des �etiquettes des transitions
de 
. On obtient un automate non d�eterministe qui peut être d�eterminis�e par l'algorithme classique
suivant :

9Xnv;
 = (2Q; fq0g; Xv; f�sg; �
Q
9Xnv;


; �O9Xnv;

) o�u

�Q9Xnv;

: 2Q � 2Xv ! 2Q et �O9Xnv;
 : 2Q � 2Xv ! f;; f�sgg

�Q9Xnv;

(~q; xv) = f q0 j 9q 2 ~q; 9xnv 2 Xnv; q0 = �Q(q; xv [ xnv) g

�O9Xnv;
(~q; xv) =

�
f�sg si �Q9Xnv;


(~q; xv) = fqsg
; sinon

i.e., le signal d'alarme �s n'est �emis que lorsque l'�etat fqsg est atteint.
8Xnv;
 accepte une suite �v = (�v0 ; �

v
1 ; : : : ) d'ensemble de signaux visibles si et seulement si

pour toute s�equence �nv = (�nv0 ; �nv1 ; : : : ) d'ensemble de signaux non visibles, 
 accepte la suite
� = (�v0 [ �nv0 ; �v1 [ �nv1 ; : : : ). Ainsi, une suite d'�ev�enements est refus�ee si et seulement si 9Xnv;


atteint un �etat qui contient l'�etat puits qs. A8Xnv;
 = (2Q; fq0g; Xv; f�sg; �
Q
9Xnv;


; �O8Xnv;

) o�u

�O8Xnv;
(~q; xv) =

(
f�sg if qs 2 �Q9Xnv;


(~q; xv)

; sinon

i.e., tel que le signal d'alarme �s est �emis lorsqu'un �etat contenant l'�etat puits qs est atteint.
La �gure 13.1 illustre ces deux algorithmes.
Dans le pire des cas, les abstractions de signaux non visibles peuvent produire des automates

de taille exponentielle.

13.3 Algorithme d'abstraction symbolique

Cette section pr�esente des algorithmes symboliques permettant de calculer les abstractions
existentielle et universelle de langages cod�es par des circuits.

13.3.1 Automates sans and ni not

On consid�ere un circuit bool�een C = (InitC ; �C ; IC) tel que

{ La fonction de transition ait la forme suivante :

8l; 0 � l � n� 1; 8(q; i) 2 IBn+m; �lC(q; i) =
_

0�j�n�1

qj :gl;j(i)

o�u gl;j est une fonction bool�eenne.

{ Il existe un �etat puits tel que le signal d'alarme n'est �emis que dans les transitions l'atteignant.
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Fig. 13.1 { Algorithme d'abstraction

{ Cet �etat puits soit cod�e par le vecteur de variables d'�etat (0; : : : ; 0; 1) et tel que dans tout
autre �etat, qn�1 soit fausse. En d'autres termes,

8(q; i) 2 IBn+m; IC(q; i) ,

� _
0�l�n�2

�lC(q; i)
�

IC(q; i) , �n�1C (q; i)

L'invariant IC du circuit peut donc s'�ecrire sous la forme

IC = qn�1

=
_

0�l�n�2

ql

Alors les abstractions existentielle et universelle, 9Xnv; C = (InitC ; �
0; I9) et 8Xnv; C =

(InitC ; �
0; I8), sont d�e�nies par

8l; 0 � l � n� 1; 8(q; i) 2 IBn+m; �0l(q; i) = 9I 0; �l(q; i)

I9(q; i) =
_

0�j�n�2

qj

I8(q; i) = qn�1
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Preuve :

Nous allons d�e�nir une s�emantique S sur les automates bool�eens, en utilisant une
syntaxe simpli��ee de Lustre [HCRP91]. Soit Pl (pour \Petit Lustre") le langage
suivant :

T := pre(T ):i

j T or T

j i

o�u i est un vecteur bool�een d'entr�ee de taille m. pre est l'op�erateur pr�ed�ecesseur de
Lustre. S est d�e�nie par

S(i) = f(i)g

S(pre(T ):i) = f(�0; : : : ; �j� j�1; i) j (�0; : : : ; �j� j�1) 2 Tg

S(T1 or T2) = T1 [ T2

Les op�erateurs 9Xnv et 8Xnv sont d�e�nis sur les langages et sur les automates bool�eens
comme dans les sections pr�ec�edentes.

S(9Xnv ; i) = 9Xnv; i

S(9Xnv ; T1 or T2) = (9Xnv ; S(T1)) [ (9Xnv ; S(T2))

S(9Xnv ; pre(T ):�) = pre(9Xnv ; T ):(9Xnv; �)

Donc, le diagramme suivant commute

A
9Xnv�! 9Xnv; A

S # # S

T
9Xnv�! 9Xnv; T

La forme utilis�ee pour appliquer l'abstraction universelle est Pl. Comme 8Xnv; T =
9Xnv; T , le diagramme suivant commute

A
8Xnv�! 8Xnv; A

S # # S

T
8Xnv�! 8Xnv; T

2

Commentaire : Cet algorithme est tr�es e�cace sur la forme particuli�ere des automates sans
and ni not. En pratique, nous n'avons pas d'algorithme pour calculer cette forme, nous pr�ef�erons
donc utiliser l'algorithme de la section suivante.
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13.3.2 Codage 1 parmi n

Le codage un parmi n permet d'obtenir un circuit bool�een sans and ni not. Il consiste �a coder
chaque �etat de l'automate par une variable d'�etat en exclusion mutuelle (le circuit a donc autant
de variables d'�etat que l'automate a d'�etats). L'algorithme �enum�eratif de la section 13.2 peut alors
s'appliquer. En e�et, apr�es e�acement des variables non visibles, plusieurs variables d'�etat peuvent
être vraies en même temps. Un �etat du nouvel automate peut être consid�er�e comme un ensemble
d'�etats de l'ancien, comme dans l'algorithme classique de d�eterminisation.

Exemple 13.2 :

Reprenons l'exemple de la �gure 13.1. Codons chaque �etat par une variable d'�etat. On
obtient le circuit C = (InitC ; �C ; IC) o�u

InitC(q; i) = q0:q1:q2:q3:q4:q5

�0C(q; i) = q0 _ (q1:a) _ (q2:a) _ (q3:a:b) _
�

q4:(a _ b)
�
_
�

q5:(a _ b)
�

�1C(q; i) = 0

�2C(q; i) = (q1:a:b) _ (q2:a)

�3C(q; i) = q1:a:b

�4C(q; i) = (q3:a:b) _ (q5:a:b)

�5C(q; i) = q4:a:b

IC(q; i) = q0

=
_

0�i�n�1

qi

Pour calculer les abstractions existentielle et universelle, on e�ace b de la d�e�nition de
�C . On obtient

�0C(q; i) = q0 _ (q1:a) _ (q2:a) _ (q3:a) _ q4 _ q5

�1C(q; i) = 0

�2C(q; i) = (q1:a) _ (q2:a)

�3C(q; i) = q1:a

�4C(q; i) = (q3:a) _ (q5:a)

�5C(q; i) = q4:a

et

I8(q; i) = q0

I9(q; i) =
_

0�i�n�1

qi

2

Commentaire : Cet algorithme est optimal dans le pire des cas, mais assez mauvais en g�en�eral.
En e�et, si on consid�ere un automate �a n �etats, dans le pire des cas, le nombre d'�etats de l'automate
abstrait est de taille exponentielle par rapport �a celui d'origine, i.e., en. Il est donc codable par
un circuit �a log(en) = n variables d'�etat, qui est exactement la taille de notre solution.
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Chapitre 14

Calcul de la post et de la

pr�econdition

Ce chapitre d�ecrit des algorithmes symboliques calculant les fonctions de postcondition et de
pr�econdition.

14.1 Introduction

14.1.1 D�e�nitions

�Etant donn�ee � une fonction de transition d'un automate bool�een, les fonctions post et pre
calculent respectivement l'ensemble des �etats successeurs d'un ensemble de con�gurations, et l'en-
semble des con�gurations pr�ed�ecesseurs d'un ensemble d'�etats (voir �gure 14.1 et section 1.1.3.1,
page 16). Soient � � IBn+m et Q � IBn respectivement un ensemble de con�gurations et un
ensemble d'�etats. Les fonctions pre et post sont d�e�nies par

post(�) = f q0 2 IBn j 9(q; i) 2 �; q
i
�! q0 g

pre(Q) = f (q; i) 2 IBn+m j 9q0 2 Q; q
i
�! q0 g

Les algorithmes symboliques impl�ementant ces deux fonctions utilisent les deux op�erateurs \res-
trict" (") et \constrain" (#) introduit par Coudert, Berthet et Madre dans [CBM89].

14.1.2 Les op�erateurs \restrict" (") et \constrain" (#)

Les op�erateurs restrict (not�e \"") et constrain (not�e \#") sont des op�erateurs binaires. Notons
\�" un de ces deux op�erateurs. Soient F1 et F2 deux formules bool�eennes. Intuitivement, \F1�F2"
peut se traduire par \la valeur de F1 lorsque F2 est vraie". Plus pr�ecis�ement, lorsque F2 est vraie,
F1�F2 est �egale �a F1. Lorsque F2 est fausse, la valeur de F1�F2 est quelconque : elle est choisie
de fa�con �a simpli�er la formule F1.

Les op�erateurs \"" et \#" poss�edent donc la propri�et�e suivante :

(F1�F2) ^ F2 , F1 ^ F2

qui peut �egalement s'�ecrire :

F2 ) (F1 , F1�F2)

Plus g�en�eralement, ces op�erateurs v�eri�ent

F2 ^ F1 ) F1�F2 et
F2 ^ F1 ) F1�F2 d'o�u
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�pre(�) post(�)

Fig. 14.1 { Les fonctions post et pre

F2 ^ F1 ) F1�F2 ) F2 _ F1

En pratique, si l'ensemble de con�gurations F1 \ F2 est un ensemble \plus petit" que F1, la
formule bool�eenne F1 ^ F2 peut être beaucoup \plus grosse" que la formule F1. Par contre, la
formule F1"F2 est en g�en�eral \plus petite" que la formule F1 ^ F2. Dans certains cas, on peut
donc optimiser une formule bool�eenne en rempla�cant \^" par \"" quand l'information perdue par
l'op�eration peut être retrouv�ee.

L'op�erateur \#" poss�ede d'autres propri�et�es qui seront pr�esent�ees dans le calcul du post (voir
section suivante).

14.2 Calcul de la fonction post

On rappelle l'algorithme propos�e par Coudert, Berthet et Madre [CBM89]. Cette m�ethode
de calcul de la fonction post tire parti de la nature vectorielle de la fonction de transition. Soit
� � IBn+m un ensemble de con�gurations. Notons �(�) = f �(q; i) j (q; i) 2 � g. On utilise la
propri�et�e suivante de l'op�erateur \constrain" :

�(�) = (�#�)(IBn+m)

Cette propri�et�e permet de remplacer le calcul de l'image de � par � par celui de l'image de IBn+m

par �#� (voir �gure 14.2). On a alors

post(�) = f q0 2 IBn j 9(q; i) 2 �; q0 = �(q; i) g

= �(�)

= (�#�)(IBn+m)

Soit �i 2 IBn+m ! IB la i�eme composante de la fonction de transition � (� 2 IBn+m ! IBn). On
utilise une autre propri�et�e de l'op�erateur \#" :

[�i]#� = [�i#�]
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�

IBn+m

�

�#�

�(�) = (�#�)(IBn+m)

Fig. 14.2 { L'op�erateur \#"

Notons ��i = �i#�. On a

q0 2 post(�) , 9(q; i) 2 IBn+m (q0
1 = ��1 (q; i); : : : ; q0

n = ��n(q; i))

, 9(q; i) 2 IBn+m

8>>>><>>>>:
q0
1 = 1 ^ ��1 (q; i) = 1 ^ q0

2 = ��2 (q; i)
: : : q0

n = ��n(q; i)
_
q0
1 = 0 ^ ��1 (q; i) = 0 ^ q0

2 = ��2 (q; i)
: : : q0

n = ��n(q; i)

,

8>>>><>>>>:
q0
1 = 1 ^ 9(q; i) 2 IBn+m; ��1 (q; i) = 1 ^ q0

2 = ��2 (q; i)
: : : q0

n = ��n(q; i)
_
q0
1 = 0 ^ 9(q; i) 2 IBn+m; ��1 (q; i) = 0 ^ q0

2 = ��2 (q; i)
: : : q0

n = ��n(q; i)

,

8>>>><>>>>:
q0
1 = 1 ^ 9(q; i) 2 IBn+m; q0

2 = (��2 #�
�
1 )(q; i)

: : : q0
n = (��n#�

�
1 )(q; i)

_

q0
1 = 0 ^ 9(q; i) 2 IBn+m; q0

2 = (��2 #�
�
1 )(q; i)

: : : q0
n = (��n#�

�
1 )(q; i)

Ceci donne une m�ethode it�erative de calcul de la fonction post par applications successives de
l'op�erateur \#".
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14.3 Calcul de la fonction pre

Il existe au moins trois techniques pour calculer la pr�econdition d'un ensemble d'�etats :

1. par disjonction : les con�gurations de la pr�econdition sont ajout�ees une �a une au r�esultat.

2. par conjonction : les con�gurations qui n'appartiennent pas �a la pr�econdition sont enlev�ees
une �a une du r�esultat.

3. par sous-but.

Soit Q un ensemble d'�etats. Les algorithmes suivants utilisent les trois fonctions sur les Bdd
suivantes : soit b = x:b[x=1]_x:b[x=0] la d�ecomposition de Shannon d'un Bdd (o�u x est la variable
racine du Bdd). Alors

root(b) = x Variable racine
high(b) = b[x/1] Partie positive
low(b) = b[x/0] Partie n�egative

14.3.1 Par sous-but

14.3.1.1 Version simple [Rat92]

Soit i un indice de variable d'�etat. Cette technique utilise la propri�et�e suivante :

pre(qi:Q[qi=1] _ qi:Q[qi=0]) = �i:pre(Q[qi=1]) _ �i:pre(Q[qi=0])

Le calcul de la pr�econdition peut ainsi s'e�ectuer par un simple parcours du Bdd.

Algorithme 14.1 :

Bdd pre rec(Bdd but)
begin:
if but=0 _ but=1 then return but;
root = root(but); high = high(but); low = low(but);
if �root=1 then but = high;

goto begin;
if �root=0 then but = low;

goto begin;
high = pre rec(high);
low = pre rec(low);

return �root^high_�root^low;
End of pre rec

Bdd Pre(Bdd but)
return pre rec(but);

End of Pre

2

14.3.1.2 Version avec restrict

Cet algorithme de la pr�econdition utilise l'optimisation propos�ee par Ratel [Rat92]. Soit � une
formule des variables d'�etat et des variables d'entr�ee. On a

pre(�) = 9i0;�[(q; i)=(�(q; i); i0)]
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L'op�eration ch�ere est le calcul de �[(q; i)=(�(q; i); i0)], qui requiert la composition de fonctions.
Soient � = [�i] et X 0 = 9i0;�. Notons �(q0) = �[q=q0]. Le calcul it�eratif suit le sch�ema suivant :

X 0(�(q; i)) = (�1(q; i) ^X 0(1; �2(q; i); : : : ; �n(q; i)))

_(�1(q; i) ^X 0(0; �2(q; i); : : : ; �n(q; i)))

= (�1(q; i) ^X 0(1; (�2"�1)(q; i); : : : ; (�n"�1)(q; i)))

_(�1(q; i) ^X 0(0; (�2"�1)(q; i); : : : ; (�n"�1)(q; i)))

Une bonne strat�egie permet d'�eviter de recalculer les fonctions �i " �i�1 : : : " �1 en utilisant un
cache.

Algorithme 14.2 :

Bdd pre rec(Bdd but,Bdd �[ ])
begin:
if but=0 _ but=1 then return but;
root = root(but); high = high(but); low = low(but);
if �root=1 then but = high;

goto begin;
if �root=0 then but = low;

goto begin;
for v2StateVars do
if v6=root ^ �v 6=0 ^ v2high then �0v = �v"�root;

else �v = 0;
high = pre rec(high,�0);
for v2StateVars do
if v6=root ^ �v 6=0 ^ v2low then �0v = �v"�root;

else �0v = 0;
low = pre rec(high,�0);

return �root^high_�root^low;
End of pre rec

Bdd Pre(Bdd but)
for v2StateVars do
if v2but then �0v = �v;

else �0v = 0;
return pre rec(but,�0);

End of Pre

2

14.3.2 Par disjonction

14.3.2.1 Version simple

Cette technique, propos�ee par Coudert, Berthet et Madre parcourt le Bdd de Q, tout en
retenant le chemin utilis�e pour arriver �a un noeud. Lorsque l'algorithme parvient �a un 1, il ajoute
au r�esultat le chemin y parvenant.

pre rec(Bdd path,Bdd but)
if but=0 then return;
if but=1 then res = res_path;
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return;
root = root(but); high = high(but); low = low(but);
if high6=0 then pre rec(path^�root,high);
if low6=0 then pre rec(path^�root,low);

End of pre rec

Bdd Pre(Bdd but)
res = 0;
pre rec(1,but);
return res;

End of Pre

14.3.2.2 Version avec restrict

Comme pr�ec�edemment, il est possible d'utiliser l'op�erateur restrict pour r�eduire la taille de la
fonction de transition au fur et �a mesure que l'algorithme progresse dans le parcours de l'arbre.

14.3.2.3 Version avec sauvegarde de l'information

Cette version de l'algorithme utilise la structure du Bdd pour �eviter de parcourir deux fois la
même branche. Pour cela, il d�ecore chaque noeud du Bdd avec l'information suivante :

PathInfo = int nb;
Bdd set;

o�u nb est �egal au nombre de chemin atteignant ce noeud, et \set" est �egal �a l'ensemble des chemins
arrivant �a ce noeud. Initialement, les \set" sont tous mis �a faux. L'algorithme pr�ec�edent est modi��e
de la mani�ere suivante :

Algorithme 14.3 :

pre rec(Bdd path,Bdd but)
if but=0 then return;
if but=1 then res=res_path;
root = root(but); high = high(but); low = low(but);
info = info(but);
info.nb = info.nb-1;
info.set = info.set_path;
if info.nb=0 then if high6=0 then pre rec(info.set^�var,high);

if low6=0 then pre rec(info.set^�var,low);
End pre rec

2

14.3.3 Par conjonction

14.3.3.1 Version simple

Cet algorithme a �et�e propos�e par Raymond, en analogie avec le pr�ec�edent. Au lieu de partir
de l'ensemble vide (i.e., le Bdd 0) et d'ajouter les con�gurations appartenant �a la pr�econdition,
il part de l'ensemble de toutes les con�gurations (i.e., le Bdd 1) et supprime les con�gurations
n'appartenant pas �a la pr�econdition.

Algorithme 14.4 :

Bdd pre rec(Bdd path,Bdd but)
if but=1 then return 1;
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if path=0 then return 1;
root = root(but); high = high(but); low = low(but);
if low=0 then return (path) �root) ^ pre rec(path,high);

if high=0 then return (path) �root) ^ pre rec(path,low);
if high6=1 then high = pre rec(path^�root,high);
if low6=1 then low = pre rec(path^�root,low);
return high^low;

End of pre rec

Bdd Pre(Bdd but)
return pre rec(1,but);

End of Pre

2

14.3.3.2 Version avec restrict

Comme pr�ec�edemment, l'op�erateur restrict peut être utilis�e pour tenter de simpli�er le calcul.

14.4 Tests

Ces trois algorithmes ont �et�e test�es dans leurs di��erentes versions sur l'exemple de l'arbitre
(voir section 10.3, page 115) avec di��erents nombres de processus. Les tableaux suivants r�esument
les r�esultats obtenus, sans r�eordonnancement automatique des variables (voir section 12.1.2.2,
page 140), et avec (on a not�e ^, _ et " pour respectivement \par conjonction", \par disjonction"
et \avec restrict") :

Sans r�eordonnancement automatique :

Processus Sous but Sous but" ^ ^" _ _" _Info

5 <1" <1" 1" 1" 3" 3" 3"
10 7'17" 6'34" saturation
20 saturation

Sans r�eordonnacement, la technique par sous-but semble la plus e�cace. L'optimisation de cette
technique par l'utilisation de l'op�erateur restrict pour simpli�er la fonction de transition semble
�egalement appr�eciable. Il est �a noter que, pour le cas �a 20 processus, la m�emoire est satur�ee par
le chargement du circuit bool�een, avant même le calcul de la pr�econdition.

Avec r�eordonnancement automatique :

Processus Sous but Sous but" ^ ^" _ _" _Info

5 <1" <1" <1" <1" <1" <1" 14"
10 <1" 1" 1" 1" 2" 2" 3"
20 30" 26" 1'17" 1'17" 2'27" 2'27" 20'32"
30 1'42" 1'17" 11'34" 11'32" 24'14" 24'10" saturation
40 5'8" 12'30" 2h50'34" 2h53'2" saturation

Commentaires : Ces derniers r�esultats montrent tout d'abord l'extraordinaire e�cacit�e du r�e-
ordonnancement automatique des variables : les performances sont am�elior�ees sans modi�cation de
l'algorithme. Deuxi�emement, ces mesures con�rment la sup�eriorit�e de l'algorithme par sous-but.
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L'algorithme avec d�ecoration des feuilles est de loin le plus mauvais, car il interdit le r�eordonnance-
ment des variables lors du calcul de la pr�econdition. Il est �egalement �a noter que l'optimisation du
calcul par sous-but �a l'aide de l'op�erateur restrict est e�cace pour les petits automates, mais pas
pour les gros : cela vient du fait qu'�a partir d'un certain moment, la simpli�cation de la fonction
de transition prend plus de temps que le calcul de la pr�econdition elle-même.
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Conclusion

Conclusion

Bilan

Nous nous sommes pos�es dans l'introduction de ce document le probl�eme de la v�eri�cation de
propri�et�es sur les syst�emes synchrones de grande taille. L'�etude de la v�eri�cation modulaire nous
a amen�es �a nous poser le probl�eme de la synth�ese de sp�eci�cation pour un sous-programme, puis
de la synth�ese de processus et d'invariants.

Synth�ese de processus

Le probl�eme de la synth�ese a �et�e r�esolu pour des propri�et�es r�eguli�eres (exprim�ees �a l'aide
d'automates de B�uchi), en se limitant �a des propri�et�es de sûret�e sur l'environnement. Nous avons
propos�es des algorithmes pour

{ La synth�ese d'invariant : un invariant permet �a tout moment de choisir les sorties possibles
du processus, pour qu'une certaine propri�et�e de sûret�e soit satisfaite. Ainsi, si les sorties du
processus sont choisies de fa�con �a v�eri�er cet invariant, l'existence d'une strat�egie gagnante
dans le futur est assur�ee.

{ La synth�ese de chemin : un algorithme a �et�e propos�e pour synth�etiser un invariant, qui, s'il
est v�eri��e, permet de conduire in�eluctablement dans des �etats �nals.

Ces deux r�esultats permettent de caract�eriser la solution du probl�eme de la synth�ese de
processus. De fa�con �a satisfaire la propri�et�e demand�ee, notre processus doit se maintenir
dans l'invariant, et in�niment souvent suivre le chemin conduisant �a un �etat �nal.

{ La synth�ese de processus : �a partir des r�esultats pr�ec�edents, plusieurs algorithmes (dont
un symbolique tr�es e�cace) ont �et�e propos�es pour synth�etiser l'ensemble des programmes
d�eterministes satisfaisant une propri�et�e exprim�ee �a l'aide d'un automate de B�uchi.

Le r�esultat est un programme ex�ecutable, qui peut être simul�e de fa�con interactive avec
l'utilisateur.

On obtient ainsi l'ensemble des solutions d�eterministes du probl�eme de la synth�ese. Le non d�e-
terminisme est mod�elis�e par l'ajout de variables oracles permettant de choisir entre di��erents
comportements possibles.

Des exemples ont �et�e pr�esent�es, dont un de plus de 16 millions d'�etats. Ces r�esultats ne sont
possibles que grâce �a l'utilisation d'algorithmes symboliques utilisant les Bdd. La technique du r�e-
ordonnancement automatique des variables dans les Bdd nous a permis de traiter des relativement
gros exemples.

Synth�ese d'invariant

La synth�ese de processus a �et�e �etendue �a la synth�ese d'invariant a�n de v�eri�er des r�eseaux
param�etr�es de n processus. Ces r�eseaux ont �et�e exprim�es par des grammaires de r�eseau, et nous
avons adapt�e la preuve par induction �a ce cas particulier. Nous avons d�e�ni et utilis�e une s�e-
mantique de traces pour r�eexprimer les �equations d'induction. L'invariant d'un r�eseau g�en�er�e par
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une grammaire a alors �et�e exprim�e dans le cas g�en�eral par un plus petit point �xe. Un th�eor�eme
d'existence a �et�e donn�e. A�n de r�esoudre le probl�eme de convergence, cet invariant a �egalement
�et�e exprim�e par un plus grand point �xe :

{ dans le cas lin�eaire : un th�eor�eme d'existence du plus grand point �xe a �et�e donn�e, et des
heuristiques ont �et�e propos�ees pour en calculer une approximation r�eguli�ere. Le cas lin�eaire
a �et�e ais�ement �etendu aux r�eseaux en anneau par l'utilisation d'un environnement.

{ dans le cas arborescent binaire : nous avons exprim�e les �ls gauche et droit d'un noeud �a
l'aide d'un seul vecteur d'invariant, qui a �et�e exprim�e �a l'aide d'un plus grand point �xe. Un
th�eor�eme d'existence a �et�e donn�e. Des heuristiques ont �et�e propos�ees pour d�ecomposer ce
vecteur d'invariants en des invariants ad�equats.

Ce cas a �et�e �etendu th�eoriquement au cas g�en�eral des grammaires de r�eseau, mais seul le cas
binaire a �et�e impl�ement�e.

Un certain nombre d'exemples ont �et�e trait�es. Dans certains cas, nos techniques ont permis de
prouver automatiquement qu'un r�eseau param�etr�e de processus satisfait une propri�et�e donn�ee,
en exhibant un invariant du r�eseau. Même dans les exemples apparemment simples (tel le jeton
circulant), cet invariant n'est pas trivial. Nous n'avons pas ainsi �et�e capable d'en d�eterminer un �a
la main !

Dans d'autres exemples, nous avons montr�e que ces techniques apportaient une aide appr�eciable
�a la d�ecouverte d'invariant. En e�et, notre technique n'a pas v�eritablement l'ambition de r�esoudre
automatiquement tout type de probl�emes. D'un point de vue plus r�ealiste, nous pensons qu'elle
apporte une aide r�eellement e�cace �a la d�etermination d'invariants.

Impl�ementation

Tous ces r�esultats ont �et�e impl�ement�es dans un outil, appel�e Bang. Des algorithmes �enum�e-
ratifs et symboliques ont �et�e d�evelopp�es, sur lesquels des tests de performances ont �et�e e�ectu�es
de fa�con �a s�electionner les meilleurs.

Algorithmes �enum�eratifs : Les algorithmes de base sur les automates ont �et�e impl�ement�es :
post et pr�econdition, composition, inclusion des langages, minimisation, etc : : : De plus, des
algorithmes sp�eci�ques au calcul d'invariant ont �et�e impl�ement�es : les abstractions de signaux, les
�elargissements, et les heuristiques de d�ecomposition d'un vecteur d'invariants.

Algorithmes symboliques : Les mêmes algorithmes de base ont �et�e impl�ement�es que dans
le cas �enum�eratif : composition, inclusion des langages, minimisation, abstraction de signaux : : :
En e�ort particulier a �et�e fourni pour l'impl�ementation des post et pr�econdition. Di��erents algo-
rithmes ont �et�e test�es. Les performances de tous ces algorithmes ont �et�e fortement am�elior�ees par
l'utilisation du r�eordonnancement automatique des variables des Bdd.

D'autre part, un petit simulateur permet de tester les processus synth�etis�es. Il est ainsi possible
de jouer une partie de jeu de Nim avec l'ordinateur (bien que ce ne soit pas tr�es int�eressant,
l'ordinateur gagnant �a tous les coups !).

Dans ces deux cas, nous avons propos�e 4 algorithmes (2 �enum�eratifs et 2 symboliques) pour
calculer la propri�et�e minimale que doit satisfaire un sous-programme pour qu'un syst�eme satis-
fasse une propri�et�e donn�ee. Ces algorithmes abstraient les signaux non visibles de deux mani�eres
di��erentes :

{ de mani�ere existentielle : si le programme et le sous-programme fonctionnent de fa�con co-
op�erante.

{ de mani�ere universelle : si le programme et le sous-programme fonctionnent de fa�con non
coop�erante.
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Perspectives

Ce travail peut servir de point de d�epart �a un grand nombre de recherches.

Sur la synth�ese de processus

{ Nous nous sommes restreints �a des propri�et�es de sûret�e sur l'environnement. Il faudrait
g�en�eraliser aux propri�et�es de vivacit�e.

{ Dans certains cas simples, il doit être possible d'�etendre la synth�ese aux cas des processus �a
variables enti�eres. A l'aide d'approximation et d'abstraction, on peut envisager de synth�etiser
quelques solutions (mais sûrement pas toutes).

{ Nous avons �ecrit un simulateur pour les programmes synth�etis�es. Il serait �egalement n�eces-
saire de g�en�erer un programme en langage classique (Lustre, ou �eventuellement C). Le seul
probl�eme qui se pose est la taille du �chier g�en�er�e. Nos solutions ont �et�e sauvegard�ees sous
une forme compact�ee, un programme Lustre occuperait 10 �a 100 fois plus d'espace.

Sur la synth�ese d'invariants

{ En premier lieu, pour que cette technique puisse être plus largement utilis�ee, il semble n�eces-
saire de d�evelopper un algorithme de calcul des abstractions existentielle et surtout univer-
selle encore plus e�cace. Des exemples plus gros pourraient ainsi être trait�es, par exemple
dans le non lin�eaire.

{ Les �elargissements propos�es pour extrapoler un plus grand point �xe ont �et�e propos�es sur
des bases exp�erimentales. Il est �evident, que s'ils marchent sur les exemples pr�esent�es, ils ne
fonctionneront pas forc�ement sur d'autres plus complexes.

Il serait n�ecessaire d'e�ectuer un ensemble plus large d'�etudes de cas de fa�con �a fournir �a
l'utilisateur une batterie d'�elargissements, parmi lesquels il pourrait choisir. En particulier,
il faudrait �etudier la convergence des invariants vers les grammaires de graphes [QJ95].

{ La d�ecouverte d'�elargissement pour le calcul en avant reste �egalement un d�e� important. Un
tel �elargissement, s'il apparaissait e�cace, permettrait de trouver des propri�et�es g�en�erales
sur le r�eseau param�etr�e. Il est possible que cet �elargissement doive être param�etr�e par la
propri�et�e que l'utilisateur souhaite d�emontrer.

{ Il manque �egalement �a cette m�ethode une technique e�cace de g�en�eration de diagnostic. A
priori, l'approche en arri�ere ne permet pas de fournir un tel diagnostic (la m�ethode �echoue en
g�en�eral lorsqu'on obtient un invariant nul). Il est peut être pr�ef�erable de relancer un calcul
en avant, pour d�eterminer �a partir de combien de processus la propri�et�e est viol�ee.

{ Dans ce document, nous nous sommes limit�es �a des processus d'�etats �nis, ne poss�edant
aucune donn�ee in�nie. Beaucoup de programmes r�ealistes n'entrent pas dans cette cat�egorie.
Il serait int�eressant d'�etudier des processus ayant une partie contrôle �nie, mais une partie
donn�ee �eventuellement in�nie. Des techniques d'abstraction (tels les poly�edres [HPR94]) ou
des d�emonstrateurs automatiques de th�eor�eme [OSR93] pourraient alors être utiles.
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R�esum�e : Cette th�ese a pour cadre la v�eri�cation des syst�emes r�eactifs de grande taille. Les
syst�emes r�eactifs sont des syst�emes informatiques qui r�eagissent continûment �a leur environnement
physique, �a une vitesse d�etermin�ee par cet environnement. Ils sont particuli�erement utilis�es dans le
cadre du contrôle des syst�emes critiques : transport, nucl�eaire, commande de processus industriels,
communication : : : De par leur fonction, ils doivent imp�erativement satisfaire des contraintes
strictes de fonctionnement.

La v�eri�cation des syst�emes r�eactifs de grande taille peut être e�ectu�ee en d�ecomposant modu-
lairement le programme. Des algorithmes de synth�ese sont propos�es, qui permettent de d�eterminer
les sous-programmes les plus g�en�eraux, tels que le syst�eme complet satisfasse une propri�et�e donn�ee.
La v�eri�cation modulaire a �et�e �etendue aux cas des r�eseaux param�etr�es de processus. L'utilisation
d'observateurs synchrones permet de sp�eci�er des propri�et�es sur un nombre quelconque de proces-
sus. La technique propos�ee consiste alors �a exprimer un invariant de ce r�eseau �a l'aide d'un plus
petit ou d'un plus grand point �xe, et d'utiliser des techniques d'extrapolation pour en calculer une
approximation r�eguli�ere. Les cas des r�eseaux lin�eaires (ou en anneau) et des r�eseaux arborescents
ont particuli�erement �et�e �etudi�es.

L'ensemble des techniques et des algorithmes d�evelopp�es ont �et�e impl�ement�es dans un outil : a
Boolean Automaton Network Grammar checker.

Mots-cl�es : Langages synchrones, v�eri�cation, synth�ese, r�eseaux param�etr�es de processus, inva-
riant.

Abstract: This thesis concern is the veri�cation of large reactive systems. Reactive systems are
computer systems which react continuously to their physical environment, at a speed �xed by
this environment. They are especially used for the control of critical systems: transport, nuclear,
command of industrial processes, communication : : : For these uses, they must satisfy some
critical working constraints.

The veri�cation of large reactive systems can be performed using modular decomposition of
the program. Synthesis algorithms are proposed, allowing the construction of the most general
subprograms, such that the complete system satis�es a given property. Modular veri�cation has
been extended to the case of parameterized networks of processes. The use of synchronous observers
allows to specify properties on any number of processes. The proposed technique consists then in
expressing an invariant of this network as a least or a greatest �xpoint, and in using extrapolation
techniques to compute a regular approximation of these �xpoints. The cases of linear networks (or
ring networks) and of tree networks have been particularly studied.

All these techniques and algorithms have been implemented in a tool: a Boolean Automaton
Network Grammar checker.

Keywords: Synchronous languages, veri�cation, synthesis, parameterized networks of processes,
invariants.


