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Abstract

Although model building is widely recognized as a very important topic in Automated De-
duction and Computer Science, the number of works dedicated to this problem is negligible
compared to the amount of work devoted to refutational methods. In this thesis, we present
several new techniques for model building in Automated Deduction. The thesis is divided in �ve
main parts.

In the �rst part, we propose a general method for building �nite models. It uses detection
of counter-models and symmetries to prune the search space and favourably compares with
the most powerful existing �nite model builders (Finder, Sem, etc.). In the second part, we
investigate methods for simultaneous search for refutations and (in�nite, Herbrand) models.
We improve the methods Ramc 1 and Ramcet 2 de�ned by R. Caferra and N. Zabel by
de�ning new rules for building models and by de�ning new strategies. These extensions strictly
increase the capabilities of the methods both for model building and unsatis�ability detection.
We also de�ne a new method called Eqmc combining enumeration and derivation approaches.
We show that some of the proposed methods are uniform decision procedures for a wide range
of decidable classes including (but not limited to) all classes decidable by hyperresolution (e.g.
the classes Pvd, Occ1N etc.) and more generally any classe decidable by semantic resolution
(guided by an interpretation representable by symbolic constraints). In the third part, we show
the limits of the formalism of equational constraints, previously used for representing Herbrand
models, and we propose to extend it by including terms with integer exponents (I-terms) and tree
automata. As a new result, we prove the decidability of the �rst-order theory of I-terms. This
theoretical result allows us to include I-terms into our method. It has also many applications in
Computer Science, di�erent from model building. Fourthly, we study some applications of our
work: we present a new approach for discovering and using analogy in simultaneous search for
refutations and models, and we show how to use the method Ramc in Logic Programming (for
extending logic program interpreters, detecting and correcting errors in logic programs etc.).
Finally we describe the system RamcAtinf implementing our approach and we report some
experiments showing the practical capabilities of our method.

1:Refutation And Model Construction.
2:Refutation And Model Construction with Equational Tableaux.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Logique et m�ecanisation du raisonnement

\Computers ought to produce in the long run some fundamental change in the nature
of all mathematical activity"

Wang (1960).

La m�ecanisation du raisonnement (ou D�eduction Automatique) se situe au c�ur de ce que
l'on nomme commun�ement l'Intelligence Arti�cielle. Son objet est de chercher �a doter l'ordi-
nateur de capacit�es de raisonnement similaires �a celles de l'homme, ou encore de m�ecaniser la
logique (Davis, 1983; Loveland, 1984). La m�ecanisation du raisonnement passe par l'�etude du
raisonnement humain et par sa formalisation, qui constitue une �etape pr�eliminaire indispensable
�a toute r�ealisation sur machine. Ainsi, les pr�eoccupations et contraintes des chercheurs en D�e-
monstration Automatique rejoignent largement celles des logiciens qui, bien avant l'apparition
de l'ordinateur, se sont int�eress�es �a l'�etude du raisonnement en tant que tel, c'est-�a-dire en dehors
de tout domaine d'application. Ces aspirations trouvent leur origine dans la plus haute antiquit�e :
on attribue g�en�eralement �a Aristote le m�erite de s'être le premier int�eress�e au raisonnement
lui-même, en tant qu'objet d'�etude �a part enti�ere. En introduisant la notion de syllogisme, il
cherche �a fournir des crit�eres permettant de caract�eriser de mani�ere pr�ecise la correction d'un
raisonnement. Il formule des r�egles permettant d'accepter certaines propositions (conclusions)
comme valides, �a partir d'autres propositions consid�er�ees comme vraies (pr�emisses). Un exemple
typique de syllogisme (formul�e par l'�ecole Sto��cienne) est le Modus Ponens qui �enonce que si les
assertions A et A) B (\A implique B") sont vraies alors l'assertion B est vraie.

Leibniz fut l'un des premiers �a introduire l'id�ee d'un \langage math�ematique universel" dont
le pouvoir d'expression serait �equivalent �a celui du langage naturel mais qui serait exempt de
toute ambigu��t�e ou impr�ecision. Cette formalisation permettrait de d�e�nir les propositions et les
r�egles de raisonnement de fa�con aussi pr�ecise que le langage math�ematique, et de r�eduire ainsi
le raisonnement �a un calcul, qui ne laisserait aucune place �a l'opinion ou au jugement personnel,
mais permettrait d'�etablir sans conteste la validit�e - ou l'inexactitude - de toute assertion :

\Je crois qu'on ne pourra jamais mettre �n aux contreverses [...] si l'on ne revient pas des
raisonnements compliqu�es �a des calculs simples, et des mots ayant des signi�cations vagues et
incertaines �a des caract�eres bien d�etermin�es. Car il arrivera alors que tout paralogisme ne sera
rien de plus qu'une erreur de calcul : : :" (Leibniz)

Les travaux de Boole, en particulier, constituent la premi�ere tentative de d�e�nition d'un
langage r�epondant aux exigences de Leibniz. Les travaux de G�odel d'abord, compl�et�es par



ceux de Tarski et Church, mettent rapidement en �evidence les limites de la conception de
Leibniz, du moins dans sa version universelle.

La formalisation du raisonnement passe habituellement par la d�e�nition d'un syst�eme formel,
c'est-�a-dire par la d�e�nition d'axiomes (propositions arbitrairement suppos�ees valides) et de
r�egles d'inf�erence, permettant de d�eduire de nouvelles formules valides �a partir des formules
valides connues. Un syst�eme formel permet, en fournissant une d�e�nition inductive de l'ensemble
des formules valides, d'�enum�erer syst�ematiquement cet ensemble en partant des axiomes et en
appliquant les r�egles d'inf�erence de toutes les fa�cons possibles. Il fournit ainsi une d�e�nition
syntaxique des formules valides, ce qui permet de ramener le raisonnement �a un calcul, �a une
manipulation de symboles suivant des r�egles algorithmiques formellement d�e�nies, qui peut alors
être reproduit sur machine. Cette approche permet de mod�eliser l'aspect purement d�eductif du
raisonnement, qui consiste �a d�eduire de nouvelles formules d'un ensemble de formules connues.
Mais il ne s'agit l�a que d'un aspect du raisonnement. Un autre aspect tout aussi important, et
tout aussi couramment utilis�e, concerne la construction de mod�eles.

1.2 Rôle des mod�eles dans la m�ecanisation du raisonnement

Un mod�ele (ou contre-exemple) d'une formule logique est une structure particuli�ere v�eri�ant
(ou ne v�eri�ant pas) la formule. Consid�erons, par exemple, la formule F suivante :

9x:8y:f(y) 6= x:

Un mod�ele de F est l'ensemble N, o�u la fonction f est interpr�et�ee comme la fonction suc-
cesseur : f(y) = y + 1. F exprime alors le fait qu'il existe un entier x tel que pour tout y, le
successeur de y est distinct de x (x = 0). En revanche, si f est interpr�et�ee (toujours sur le do-
maine N) comme la fonction pr�ed�ecesseur f(y) = y � 1, alors F devient fausse (car pour tout x
il existe un y tel que y�1 = x). La structure correspondante est alors appel�ee un contre-exemple
de F . 1

Les mod�eles permettent de donner une d�e�nition de la notion de validit�e qui est ind�ependante
de la syntaxe de la formule. Une formule sera dite valide si elle ne poss�ede pas de contre-exemple,
insatisfaisable si elle ne poss�ede pas de mod�ele.

Les mod�eles ont de nombreuses applications dans des domaines aussi vari�es que la logique,
les math�ematiques, l'Informatique ou l'Intelligence Arti�cielle. L'utilisation de mod�eles se situe
au c�ur du raisonnement humain et s'av�ere souvent indispensable �a la compr�ehension et �a la d�e-
monstration d'un th�eor�eme. En e�et, il semble que la recherche d'une preuve d'une formule par
un être humain ne s'e�ectue pas sur des crit�eres purement syntaxiques (c'est-�a-dire sur la fa�con
dont la formule est �ecrite), mais plutôt sur des crit�eres essentiellement s�emantiques (c'est-�a-dire
d�ependants du sens attribu�e �a la formule). Un mod�ele fournit des informations d'ordre s�eman-
tique sur une formule. Ainsi en g�eom�etrie, la construction d'une �gure est souvent indispensable
�a la compr�ehension et �a la r�esolution d'un probl�eme. Le mod�ele permet �egalement de r�efuter une
conjecture : la mani�ere la plus simple et la plus convaincante de prouver qu'une formule n'est
pas valide est d'en donner un contre-exemple. Celui-ci permet en outre de comprendre pourquoi
la conjecture est fausse et �eventuellement de la corriger pour en faire un th�eor�eme (en rajoutant
des hypoth�eses suppl�ementaires ou en a�aiblissant la conclusion). Cette technique est utilis�ee
par les math�ematiciens dans l'�etude des conjectures.

Disposer de syst�emes capables non seulement de prouver un th�eor�eme mais �egalement de
construire, dans le cas o�u la formule propos�ee n'est pas valide, un contre-exemple de la formule

1: Dans la suite, les termes \contre-exemple" ou \mod�ele" seront souvent employ�es indi��eremment l'un �a la
place de l'autre, un contre-exemple d'une formule A �etant un mod�ele de la n�egation de A et r�eciproquement. De
même, une preuve de la formule A est une r�efutation de la n�egation de A et r�eciproquement.



serait donc d'un grand int�erêt pratique pour de nombreuses applications en logique ou en math�e-
matiques (pour �etablir l'ind�ependance d'axiomes, r�efuter des conjectures, etc.) mais �egalement
en programmation (pour d�etecter et �eventuellement corriger des erreurs dans des programmes ou
dans des sp�eci�cations), en v�eri�cation de circuit, etc. L'utilisation de contre-exemples �etant au
c�ur de l'activit�e math�ematique, un constructeur automatique ou interactif de mod�eles apparâ�t
comme une composante essentielle de tout syst�eme d'aide �a la d�emonstration.

Les mod�eles ont �egalement des applications en D�eduction Automatique : ils permettent en
particulier de guider la recherche d'une preuve. Pour la plupart des probl�emes, la simple appli-
cation des r�egles d'inf�erence ne permet pas de d�emontrer la validit�e du th�eor�eme, �a cause de la
taille souvent tr�es importante de l'espace de recherche. Il est n�ecessaire de d�e�nir des strat�egies
ou heuristiques a�n de guider l'application des r�egles. L'utilisation d'un mod�ele du th�eor�eme �a
d�emontrer permet, en fournissant des informations s�emantiques sur ce th�eor�eme, de guider le
choix des r�egles �a appliquer, ou l'ordre d'application de ces r�egles, de fa�con �a la fois naturelle et
e�cace. Cette id�ee a �et�e rapidement reconnue comme tr�es importante en D�emonstration Auto-
matique : par exemple d�es 1960, le d�emonstrateurGtm pour la g�eom�etrie plane utilise des �gures
g�eom�etriques comme heuristiques a�n de guider l'exploration de l'espace de recherche (Gelern-
ter et al., 1983). Quelques ann�ees plus tard, Slagle propose une strat�egie de restriction de
la m�ethode de r�esolution fond�ee sur l'utilisation d'un mod�ele (Slagle, 1967). Dans les deux cas,
les mod�eles consid�er�es devaient être fournis par l'utilisateur, ce qui limitait sensiblement l'int�erêt
de ce type d'approche. Disposer de syst�emes permettant de construire automatiquement de tels
mod�eles serait donc d'un grand int�erêt pour l'utilisation de ces strat�egies. Comme le remarque
Slagle lui-même :

\A disadvantage of semantic strategy is that the program must at present be given a model
along with the theorem to be proved. One might hope that someday the program would devise
its own models" (Slagle, 1967).

La recherche de mod�eles introduit un aspect s�emantique dans le raisonnement qui s'av�ere
être un compl�ement indispensable aux approches d�eductives classiques. Les travaux de Slaney
(Slaney, 1993) illustrent par ailleurs la compl�ementarit�e de ces deux types de m�ethodes en
pratique. La construction de mod�eles s'a�rme de plus en plus comme un �el�ement essentiel de
tout syst�eme de d�emonstration automatique ou interactive.

En d�epit de ces remarques, il n'existe que tr�es peu de travaux qui se sont confront�es �a ce pro-
bl�eme, en regard de ceux portant sur la conception et l'am�elioration des proc�edures de recherche
de preuves. Ce d�es�equilibre peut sembler surprenant, mais n'est en fait qu'une cons�equence de
la di�cult�e intrins�eque du sujet. En e�et, la construction de mod�eles pose des probl�emes th�eo-
riques et pratiques consid�erables : l'existence d'un mod�ele pour une formule logique du premier
ordre est �evidemment un probl�eme ind�ecidable (c'est-�a-dire que l'on peut prouver qu'il n'existe
aucun algorithme permettant de r�esoudre ce probl�eme dans le cas g�en�eral). Si on se restreint �a
des mod�eles �nis, ce probl�eme devient semi-d�ecidable (il est alors possible d'�enum�erer toutes les
interpr�etations et de tester pour chacune d'elles si elles constituent un mod�ele de la formule ini-
tiale), mais on se heurte �a des probl�emes pratiques li�es �a la taille souvent prohibitive de l'espace
de recherche, même pour des formules poss�edant des mod�eles de cardinalit�e faible.

Le probl�eme de prouver qu'une formule n'est pas valide, ainsi que celui de chercher un mod�ele
de la formule ont �et�e largement d�elaiss�es aussi bien par les logiciens que par les chercheurs en
D�eduction Automatique. A cause des insurmontables limites th�eoriques, les d�emonstrateurs de
th�eor�emes sont souvent incapables de prouver la non-validit�e d'une formule : en e�et, l'espace de
recherche �a explorer �etant, dans la plupart des cas, in�ni, les d�emonstrateurs ne terminent pas en
g�en�eral lorsque la formule propos�ee n'est pas un th�eor�eme. Dans certains cas tr�es particuliers, un
d�emonstrateur peut, en explorant la totalit�e de l'espace de recherche, �etablir la non-validit�e de la
formule propos�e. Cela consiste �a r�efuter la formule propos�e, en montrant { par une exploration



syst�ematique { que celui-ci ne peut pas être d�emontr�e. On obtient ainsi une proc�edure de d�ecision
pour une certaine classe de formules. Cependant, cette approche n'apporte aucune information
suppl�ementaire sur la formule initiale, en particulier il est extrêmement di�cile { sinon impossible
{ pour un utilisateur de comprendre la raison pour laquelle la formule est non-valide.

Quelques approches doivent pourtant être mentionn�ees. Dans la section suivante, nous pr�e-
senterons bri�evement les di��erentes approches existantes dans le domaine de la construction de
mod�eles. Nous ne chercherons pas �a pr�esenter de fa�con exhausitive et formelle toutes les m�e-
thodes mais nous nous attacherons simplement �a pr�eciser leur principe, ainsi que leur principaux
avantages et limites.

Remarque. Dans cette section, nous serons amen�es �a utiliser quelques termes techniques. Le
lecteur peu familier avec les notions usuelles en logique et d�emonstration automatique est invit�e
�a se reporter au chapitre 2 o�u toutes les d�e�nitions importantes sont pr�ecis�ement rappel�ees.

1.3 Historique

1.3.1 Preuve de la non-validit�e d'une formule

Bien que l'on sache qu'Aristote fut le premier �a formuler des r�egles permettant de d�e�nir
pr�ecis�ement la correction d'un raisonnement, on oublie souvent qu'il a �egalement �et�e le premier
�a introduire l'id�ee de r�egles permettant de rejeter certaines propositions �a partir d'autres, c'est-
�a-dire de montrer que ces propositions ne sont pas valides ( Lukasiewicz, 1972). Par la suite,
 Lukasiewicz (Slupecki et al., 1971) introduit le terme de r�egles de rejet (rules of rejection)
pour quali�er ce type de r�egles analogues aux r�egles d'inf�erence. Ses travaux portaient essen-
tiellement sur le calcul propositionnel classique, bien que des extensions soient consid�er�ees dans
le cadre des logiques modales pour lesquelles il propose un syst�eme �a quatre valeurs de v�erit�e.
 Lukasiewicz a �egalement propos�e d'utiliser les r�egles de rejet pour �etablir la non-validit�e en
logique intuitioniste des th�eor�emes classiques consid�er�es comme faux par les intuitionistes. Cette
approche a �et�e reprise par l'�ecole Polonaise, qui s'est int�eress�ee �a l'�etude de la notion de r�egles
de rejet.

Dans (Caicedo, 1978), un syst�eme formel pour la d�eduction de non-th�eor�emes dans le calcul
propositionnel classique est donn�e.

Beaucoup de logiciens et de chercheurs en D�emonstration Automatique se sont int�eress�es �a la
recherche de proc�edures de d�ecision (voir par exemple (Dreben et Goldfarb, 1979; B�orger

et al., 1997)), c'est-�a-dire de proc�edures terminant n�ecessairement et permettant d'�etablir la
validit�e ou la non-validit�e d'une formule. A cause des r�esultats d'ind�ecidabilit�e mentionn�es plus
haut, cela n'est possible que pour des logiques particuli�eres ou pour certaines classes particuli�eres
de formules. N�eanmoins, si ces approches permettent de prouver qu'une formule n'est pas valide,
elles ne permettent pas en g�en�eral d'en donner explicitement un contre-exemple.

Dans (Tiomkin, 1988), Tiomkin d�e�nit un syst�eme formel pour �etablir la non-validit�e d'une
formule logique du calcul des pr�edicats du premier ordre (sans symbole de fonction). Ce sys-
t�eme, inspir�e du calcul des s�equents, est complet pour l'ensemble des formules poss�edant un
contre-exemple �ni, c'est-�a-dire qu'il permet d'�enum�erer l'ensemble des formules ayant un contre-
exemple sur un domaine �ni. Tiomkin montre �egalement comment construire explicitement un
contre-exemple pour ces formules. A cet �egard, il est int�eressant de noter que l'ensemble des
formules poss�edant un mod�ele �ni est �enum�erable (ce qui signi�e qu'il existe un algorithme
permettant de construire un tel mod�ele s'il existe, et ne se terminant pas sinon) mais non co-
�enum�erable, autrement dit que l'ensemble des formules n'admettant pas de mod�ele �ni n'est
pas �enum�erable. Le syst�eme propos�e par Tiomkin ne permet pas de prouver qu'une formule
n'admettant pas de contre-exemple �ni est non-valide. L'int�erêt pratique de ses travaux reste
tr�es limit�e dans la mesure o�u les r�egles propos�ees reviennent en pratique �a rechercher de fa�con
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syst�ematique (par �enum�eration) une interpr�etation sur un domaine �ni falsi�ant la formule. Son
approche peut être rapproch�ee de la m�ethode des tableaux s�emantiques, dont le principe est de
chercher �a construire syst�ematiquement un contre-exemple de la formule.

1.3.2 Construction de mod�eles en D�eduction Automatique

L'un des premiers r�esultats pratiques importants en construction de mod�eles par ordinateur
fut la d�emonstration assist�ee par ordinateur de l'ind�ependance des axiomes de l'alg�ebre ternaire.
Ce r�esultat est rest�e longtemps un probl�eme ouvert (entre 1947 et 1977). Il fut obtenu parWos
et Winker (Winker, 1982;Wos, 1993a) avec l'aide d'un d�emonstrateur par r�esolution. N�ean-
moins, cette approche ne d�e�nissait pas une m�ethode g�en�erale et automatique de construction de
mod�eles, dans la mesure o�u toutes les informations importantes �etaient donn�ees par l'utilisateur.
Ainsi Wos reconnait en 1993 :

\I also note that our programs are still not e�ective for model generation".

Ce n'est qu'�a partir des ann�ees 1990 que des m�ethodes purement automatiques de construction
de mod�eles ont vu le jour. Elles peuvent être class�ees en deux cat�egories : m�ethodes par �enu-
m�eration et m�ethodes fond�ees sur l'utilisation de proc�edures de preuves (r�esolution, tableaux,
hyper-linking).

Construction de mod�eles par �enum�eration

Une premi�ere fa�con d'essayer de construire un mod�ele d'une formule logique donn�ee est
d'�enum�erer l'ensemble des interpr�etations sur un domaine �ni. Plusieurs approches sont alors
envisageables. La plus simple d'un point de vue pratique consiste �a �xer le domaine et �a
traduire la formule consid�er�ee sur le domaine en une formule propositionnelle \�equivalen-
te" (sur le domaine) �a la formule de d�epart. Pour cela, il su�t de se d�ebarrasser des sym-
boles de fonctions en introduisant de nouveaux symboles de pr�edicats (par l'�equivalence :
P (x1; : : : ; xn; y) , f(x1; : : : ; xn) = y). Il su�t alors d'ajouter pour chacun de ces nouveaux
pr�edicats P la formule : 8x1; : : : ; xn:9!x:P (x1; : : : ; xn; x) assurant que l'interpr�etation de P est
une fonction. Puisque le domaine est �ni, il est possible de remplacer les quanti�cateurs exis-
tentiels et universels par des disjonctions et des conjonctions de formules.

On est ainsi ramen�e �a une formule ne contenant aucune variable, c'est-�a-dire �a une formule
propositionnelle, et le probl�eme est alors �equivalent au probl�eme SAT (recherche d'un mod�ele
d'un ensemble de clauses propositionnelles) qui est �evidemment d�ecidable (mais tr�es di�cile,
puisqu'il s'agit d'un probl�eme NP-complet) et pour lequel des syst�emes performants ont �et�e
d�evelopp�es et continuent �a l'être actuellement (tels que Ddpp, Sato,Mace: : :). L'inconv�enient
de cette approche est que la taille de l'ensemble de la formule propositionnelle obtenue par
traduction, ainsi que le nombre de variables �a consid�erer, crô�t exponentiellement avec la taille
du domaine, ce qui limite l'int�erêt de ce type d'approche.

Il est �egalement possible d'utiliser une approche directe a�n d'�eviter une telle traduction. Des
m�ethodes sp�eci�ques pour la construction de mod�eles ont ainsi �et�e propos�ees (Slaney, 1993;
Zhang, 1993; Zhang, 1994; Zhang et Zhang, 1995). Elles sont fond�ees sur des principes
similaires �a ceux mis en �uvre pour r�esoudre les probl�emes de satisfaction de contraintes :
propagation et renforcement de contraintes et retour-arri�ere.

Cependant dans tous les cas, la taille de l'espace de recherche reste souvent prohibitif et des
heuristiques puissantes doivent être utilis�ees pour restreindre l'espace de recherche. La taille des
mod�eles constructibles par ce type de m�ethode reste pour l'instant limit�ee �a 15-20 �el�ements.



Construction de mod�eles et proc�edures de preuves

Plusieurs approches ont �et�e propos�ees a�n d'utiliser des m�ethodes existantes de recherche de
preuve pour construire un mod�ele d'une formule.

La m�ethode des tableaux s�emantiques La m�ethode des tableaux s�emantiques est | dans
son principe même | bien adapt�ee �a la recherche de mod�eles. En e�et, le principe de cette ap-
proche est pr�ecis�ement d'�enum�erer l'ensemble des mod�eles de Herbrand de la formule. Chaque
branche non ferm�ee du tableau correspond �a un mod�ele de Herbrand de la formule. En g�en�eral,
les branches non ferm�ees sont in�nies, ce qui limite l'int�erêt pratique d'une telle �enum�eration.
Le d�emonstrateur par construction de mod�eles Satchmo (Manthey et Bry, 1988), combi-
nant l'utilisation de l'hyper-r�esolution, de la d�ecomposition et du retour-arri�ere peut être consi-
d�er�e comme un ra�nement de la m�ethode des tableaux s�emantiques (Bry et Yahya, 1996).
Satchmo permet dans certains cas tr�es particuliers de construire un mod�ele de Herbrand de la
formule. Ce mod�ele est sp�eci��e sous forme d'un ensemble �ni de litt�eraux (positifs) ferm�es.

La repr�esentation choisie ne permet naturellement pas de repr�esenter des ensembles in�-
nis de litt�eraux. Elle ne peut donc être utilis�ee que pour traiter des cas tr�es particuliers de
formules. Par exemple, des formules sous forme clausale ne contenant pas de symbole de fonc-
tion d'arit�e 1 ou plus (la classe dite de Bernays-Sch�on�nkel i.e. forme pr�enexe avec pr�e�xe de
la forme 9z1; : : : ; zn; 8y1; : : : ; ym), pour lesquelles les mod�eles de Herbrand sont n�ecessairement
�nis (puisque l'univers de Herbrand est �ni). Il est �a noter qu'une version plus puissante (paral-
l�ele) de Satchmo, nomm�eeMgtp est d�ecrite dans (Fujita et Hasegawa, 1991). La m�ethode
utilis�ee par les d�emonstrateurs Satchmo et Mgtp est restreinte �a une classe de formules, dite
\range-restricted". N�eanmoins, il est tr�es facile de voir que toute formule peut être transform�ee
en une formule �equivalente de cette classe.

La m�ethode des Hyper-Tableaux propos�ee par Baumgarter, Furbach et Niemela

(Baumgartner et al., 1996) est une g�en�eralisation de Satchmo dont le principal int�erêt
est d'�eviter la transformation en formules \range-restricted" ce qui semble am�eliorer les perfor-
mances pratiques du syst�eme. Du point de vue de la construction de mod�eles, les hyper-tableaux
utilisent des variables universelles, ce qui permet dans certains cas de repr�esenter des ensembles
d'atomes in�nis et �etend donc la classe de mod�eles constructibles.

La m�ethode de r�esolution La m�ethode de r�esolution propos�ee par Robinson (Robinson,
1965) est l'un des calculs des pr�edicats les plus employ�es en D�eduction Automatique (voir �egale-
ment (Ferm�uller et al., 1993; Leitsch, 1997)). Con�cu pour être mis en �uvre sur machine,
ce calcul se caract�erise par sa simplicit�e et son uniformit�e. A cause du succ�es obtenu par la
m�ethode de r�esolution et du nombre consid�erable de travaux portant sur cette approche, il
est tr�es naturel de chercher �a utiliser cette m�ethode pour construire des mod�eles de formules
logiques. Les solutions propos�ees consistent �a utiliser des ra�nements de la m�ethode de r�esolu-
tion (c'est-�a-dire des strat�egies particuli�eres permettant de restreindre ou de guider l'application
des r�egles). Elles proc�edent essentiellement par saturation, c'est-�a-dire en g�en�erant l'ensemble S

des cons�equences pouvant être d�eduites de la formule initiale, puis en extrayant un mod�ele de
l'ensemble obtenu. Ce type d'approche reste cependant limit�e | dans son principe même | �a
certaines classes particuli�eres de formules, car l'ensemble S est en g�en�eral in�ni. D'autre part
même si S est �ni, sa taille peut être tr�es importante, ce qui limite l'int�erêt pratique de ce type
d'approche.

{ Dans (Tammet, 1991), Tammet propose d'utiliser une strat�egie d'ordonnancement (fond�ee
sur l'utilisation d'un ordre sur les termes) comme proc�edure de d�ecision pour une classe parti-
culi�ere de formules : la classe Ackermann-monadique (classe Am), qui est une extension de la
classe Ackermann (forme pr�enexe avec pr�e�xe 8y:9x1; : : : ; xn) et de la classe monadique (i.e.
ne contenant que des pr�edicats d'arit�e 1). Il montre ensuite comment extraire un mod�ele �ni
de la formule �a partir des ensembles obtenus par saturation. La m�ethode propos�ee consiste �a



Q

ajouter �a l'ensemble de clauses des �equations permettant de \fermer" le domaine de Herbrand
(c'est-�a-dire l'ensemble des termes en g�en�eral in�ni) en un domaine �ni. Par exemple, l'�equa-
tion f(f(a)) = a permet de transformer le domaine in�ni : fa; f(a); f(f(a)); f(f(f(a))); : : :g
en fa; f(a)g. La coh�erence de ces nouvelles �equations avec la formule initiale est v�eri��ee par
la proc�edure de r�esolution ordonn�ee et par des techniques de r�e�ecriture.

Notons que la m�ethode propos�ee permet de construire l'interpr�etation des symboles de fonc-
tions mais pas celle des symboles de pr�edicats qui doit être construit par une autre m�ethode
(non pr�ecis�ee). D'autre part, la m�ethode ne peut semble-t-il pas être �etendue facilement �a
d'autre classes que la classe Am.

{ Dans (Ferm�uller et Leitsch, 1996), est propos�ee une m�ethode fond�ee sur l'utilisation de
l'hyper-r�esolution, qui est une variante de la r�esolution s�emantique introduite par Slagle
(Slagle, 1967). Leur m�ethode est restreinte �a une classe particuli�ere de formules S appel�ee
clauses positivement d�ecompos�ees (Pvd), v�eri�ant les deux conditions suivantes.

{ L'hyper-r�esolution se termine sur S.

{ Pour toute clause C positive obtenue par hyper-r�esolution sur S et pour tout couple de
litt�eraux (L1; L2) de C, L1 et L2 ne partagent aucune variable.

Elle peut être d�ecompos�ee en deux phases distinctes.

1. La premi�ere consiste �a utiliser l'hyper-r�esolution et la d�ecomposition pour construire un
mod�ele de Herbrand de la formule. Le mod�ele est exprim�e sous forme d'un ensemble �ni
d'atomes. Ce type de repr�esentation est plus g�en�eral que celui utilis�e par les d�emonstrateurs
comme Satchmo car les atomes peuvent contenir des variables. Ainsi l'ensemble in�ni :
fP (a); P (f(a)); P (f(f(a))); : : :g peut être exprim�e par l'ensemble d'atomes : f8x:P (x)g (sur
la signature fa; fg).

2. La deuxi�eme phase transforme le mod�ele de Herbrand obtenu en un mod�ele �ni. Cette
deuxi�eme phase suppose que le mod�ele v�eri�e une condition de lin�earit�e imposant qu'une
variable ne peut avoir qu'une seule occurrence dans un atome donn�e (par exemple l'atome
8x:P (x; x) est exclu).

La m�ethode de Ferm�uller et Leitsch a par la suite �et�e �etendue �a une classe de formule
contenant des litt�eraux �equationnels (ferm�es) (Ferm�uller et Leitsch, 1996).

Hyper-linking La m�ethode d'hyper-linking a �et�e mise au point par H. Lee et D. Plaisted
(Lee et Plaisted, 1992; Lee et Plaisted, 1994a). Il s'agit d'une application du th�eor�eme
de Herbrand (qui �enonce que tout ensemble de clauses ferm�ees insatisfaisable contient un sous-
ensemble �ni insatisfaisable). Ce th�eor�eme sugg�ere une m�ethode pour r�efuter un ensemble de
clauses donn�e : elle consiste �a �enum�erer toutes les instances possibles de ces clauses et �a tester au
fur et �a mesure la satisfaisabilit�e de l'ensemble de clauses ferm�ees obtenu (en utilisant une proc�e-
dure de d�ecision pour le calcul propositionnel). Evidemment, cette m�ethode ne s'av�ere pas d'une
grande utilit�e pratique si aucune m�ethode n'est utilis�ee a�n de guider la g�en�eration des instances
ferm�ees (Gilmore, 1960). L'id�ee de la m�ethode d'hyper-linking est d'utiliser l'uni�cation pour
g�en�erer de nouvelles instances ferm�ees. Une instance C� d'une clause C sera g�en�er�ee si et seule-
ment si pour chaque litt�eral L de C il existe un litt�eral :R dans l'ensemble de clauses tel que
L� = R�. (Lee et Plaisted, 1994b) montre comment utiliser cette approche pour construire
des mod�eles de certains ensembles de clauses. L�a encore, les mod�eles sont repr�esent�es par des
ensembles d'atomes ferm�es, donc seuls des mod�eles de Herbrand �nis peuvent être obtenus.
Dans (Lee et Plaisted, 1994a) est propos�ee une variante de la m�ethode de Hyper-Linking,
nomm�ee Hyper-Linking s�emantique o�u le choix de la substitution � est guid�e par l'utilisation



d'une interpr�etation I. Dans (Chu et Plaisted, 1997), est d�ecrit un d�emonstrateur fond�e sur
une combinaison de l'hyper-r�esolution s�emantique avec la r�egle de r�esolution.

Dans (Paramasivam et Plaisted, 1997), une technique utilisant un construction de mo-
d�eles �nis pour r�ealis�ee des tests de subsomption est propos�ee.

Conclusion

Quelques remarques g�en�erales se d�egagent de l'�etude de ces di��erentes m�ethodes. D'une part,
on peut souligner que la plupart des m�ethodes existantes cherchent �a construire un mod�ele �ni,
et sont donc inutilisables pour des classes non �niment contrôlables 2. L'espace de recherche
augmente tr�es rapidement avec la taille du domaine, ce qui rend la plupart des m�ethodes inutili-
sables pour des formules n'admettant que des mod�eles de cardinalit�e importante. L'utilisation de
repr�esentations atomiques (comme dans (Ferm�uller et Leitsch, 1996)) permet de surmonter
cette limite. Cependant, le pouvoir d'expression des ensembles d'atomes reste tr�es limit�e. D'autre
part, ces m�ethodes sont souvent sp�eci�ques �a une classe particuli�ere de formules, et ne peuvent
apparemment pas être g�en�eralis�ees facilement, puisqu'elles sont fond�ees sur des propri�et�es par-
ticuli�eres de ces classes. Elles ne constituent donc pas une m�ethode g�en�erale de construction de
mod�eles.

Notons �egalement que tous les travaux recens�es s'int�eressent uniquement �a la logique du
premier ordre (ou �a des fragments de la logique du premier ordre). La construction de mod�eles
dans des logiques plus expressives n'a (�a notre connaissance) fait l'objet d'aucune �etude.

Recherche simultan�ee de r�efutation et de mod�eles

A partir de 1990, Caferra et Zabel ont propos�e une approche g�en�erale et originale per-
mettant de rechercher simultan�ement un contre-exemple et une preuve d'une formule du pre-
mier ordre (Caferra et Zabel, 1990; Caferra et Zabel, 1992). Cette approche, nomm�ee
Ramc 3, cherche �a formaliser et �a reproduire l'attitude usuelle d'un math�ematicien confront�e �a
une nouvelle conjecture : chercher en même temps �a construire un contre-exemple et une preuve
de la formule.

Le principe est d'exprimer, parall�element �a l'application des r�egles de r�efutation habituelles,
les conditions qui empêchent leur application. Pour cela, on utilise des contraintes qui permet-
tent de restreindre le domaine des clauses classiques. Ces contraintes constituent des \sortes
dynamiques" qui sont ra�n�ees successivement jusqu'�a obtenir des litt�eraux purs, pouvant faire
partie du mod�ele. On introduit ainsi le concept de r�egles de \disinf�erence" similaire �a celui de
r�egles d'inf�erence pour la construction de mod�eles et qui peut être rapproch�e de la notion de
\r�egles de rejet" introduit par  Lukasiewitcz.

Cette approche peut être utilis�ee pour �etendre les m�ethodes classiques de recherche de r�e-
futation : r�esolution (Caferra et Zabel, 1992), tableaux s�emantiques (Caferra et Zabel,
1993), m�ethode des connections etc. Nous reviendrons plus en d�etail par la suite sur le principe
de Ramc. Nous nous contentons ici de pr�eciser les avantages et les limites de la m�ethode pro-
pos�ee. Les principaux avantages de la m�ethode par rapport �a celles pr�ec�edemment mentionn�ees
r�esident dans sa g�en�eralit�e. Elle peut être utilis�ee pour �etendre plusieurs types de proc�edures de
preuves. Elle n'est pas restreinte �a une classe particuli�ere de formules et permet de construire
des mod�eles �nis ou in�nis d'une formule logique. D'autre part, elle permet de combiner la
construction de mod�eles et la recherche de r�efutation, ce qui permet souvent d'�elaguer l'arbre de
recherche. La m�ethode, initialement d�e�nie pour des clauses sans �egalit�e (Caferra et Zabel,
1992), a par la suite �et�e �etendue au cas avec �egalit�e dans (Bourely et al., 1994) (voir aussi
(Bourely, 1992; Bourely, 1998)). Cependant, �a cause de la pr�esence de nouvelles r�egles et de
l'absence de strat�egie ou d'heuristique pour guider l'application des r�egles, l'espace de recherche

2: Une classe de formules est dite �niment contrôlable si et seulement si toute formule satisfaisable de cette
classe admet un mod�ele �ni
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est souvent tr�es important. Les propri�et�es th�eoriques de la m�ethode (terminaison, classes de
formules pour lesquelles on peut construire des mod�eles, etc.) sont d'ailleurs tr�es peu connues,
en dehors des propri�et�es usuelles de correction et compl�etude pour la r�efutation.

L'�etude et l'am�elioration de la m�ethode Ramc constitue une part importante de ce travail.

1.4 Objectif et organisation du m�emoire

L'�etude de l'existant (section 1.3) montre que, bien que la construction de mod�eles soit
reconnue comme un probl�eme d'une grande importance th�eorique et pratique, les travaux dans
ce domaine restent peu nombreux et d'une port�ee limit�ee. Elle montre �egalement la n�ecessit�e
d'une approche plus g�en�erale et plus syst�ematique de la construction de mod�eles.

L'objectif de ce travail est double. D'une part, il s'agit de d�e�nir des m�ethodes ou techniques
pour la repr�esentation et la construction de mod�eles et d'�evaluer leurs possibilit�es et leurs li-
mites. D'autre part, nous nous int�eressons aux applications possibles de notre �etude en D�eduction
Automatique, Logique, Intelligence Arti�cielle ou Informatique. De par la di�cult�e intrins�eque
du sujet, aucune m�ethode g�en�erale pour la construction de mod�eles n'est envisageable. Nous
avons donc cherch�e �a d�e�nir un large �eventail d'approches di��erentes s'av�erant utiles en pra-
tique sur certaines classes de probl�emes particuliers, avec l'objectif d'�etendre autant que possible
la classe de mod�eles constructibles. La principale di�cult�e est de trouver un compromis entre le
pouvoir d'expression des formalismes utilis�es pour repr�esenter les mod�eles et l'e�cacit�e des pro-
c�edures de v�eri�cation et de construction de mod�eles associ�ees. Par ailleurs, nous avons cherch�e
�a combiner notre approche avec des techniques couramment utilis�ees en D�eduction Automa-
tique, Intelligence Arti�cielle, Programmation: : :(r�esolution s�emantique, analogie, n�egation en
Programmation Logique: : : ), avec le double objectif d'am�eliorer les capacit�es et les performances
de notre m�ethode et d'utiliser ses capacit�es pour �etendre la port�ee de ces techniques.

Ce travail th�eorique s'est concr�etis�e par la r�ealisation d'un syst�eme op�erationnel de recherche
simultan�ee de preuves et de contre-exemples appel�e RamcAtinf qui constitue une partie du
syst�eme Atinf 4 d�evelopp�e au sein du projet Atinf (pour plus de d�etails sur le projet Atinf,
voir (Caferra et Herment, 1993; Caferra et Herment, 1995; Caferra et al., 1991)).

Pr�ecisons maintenant l'organisation et le contenu de la th�ese.

Construction de mod�eles �nis

Nous nous int�eressons dans un premier temps �a la recherche de mod�eles �nis. La n�ecessit�e
de cette �etude est motiv�ee par les remarques suivantes.

{ D'une part, la recherche de mod�eles �nis est un probl�eme intrins�equement plus simple que
celui d'un mod�ele in�ni (puisque les interpr�etations peuvent être facilement repr�esent�ees sur
ordinateur), et se r�ev�ele d'une grande utilit�e dans l'�etude d'une conjecture (voir par exemple
(Fujita et al., 1993)). Ainsi, un constructeur de mod�eles �nis nous parâ�t être une part
essentielle de tout syst�eme de construction de mod�eles.

{ D'autre part, l'�etude sp�eci�que des structures �nies est d'une grande importance en Infor-
matique et en Logique. Dans certaines applications, on consid�ere uniquement des structures
�nies : par exemple en th�eorie des graphes, ou encore programmation (par exemple pour la
synth�ese de programmes �a partir de sp�eci�cations en logique temporelle.

Nous proposons donc une m�ethode de construction de mod�eles sur un domaine �ni, fond�ee
sur des techniques d'�enum�eration de l'ensemble des interpr�etations. Le crit�ere primordial du
succ�es de ce type d'approche est la r�eduction de l'espace de recherche, aussi proposons-nous des
strat�egies permettant de r�eduire de fa�con importante le nombre d'interpr�etations �a consid�erer.
Nous d�ecrivons pr�ecis�ement le principe de notre m�ethode et donnons quelques �el�ements de

4: Atelier d'Inf�erence.



comparaison avec les approches existantes. Nous montrons �egalement comment �etendre cette
m�ethode �a d'autres logiques.

Construction de mod�eles in�nis

Dans une seconde partie, le probl�eme de la construction de mod�eles in�nis et plus pr�ecis�ement
de mod�eles de Herbrand (mod�eles dont le domaine est l'alg�ebre des termes sur la signature
consid�er�ee) est abord�e. Cette extension est n�ecessaire car, d'une part, il existe des formules
satisfaisables n'admettant pas de mod�eles �nis et, d'autre part, les m�ethodes de construction
de mod�eles par �enum�eration s'av�erent inutilisables en pratique, si le mod�ele est de cardinalit�e
importante.

La construction de mod�eles in�nis pose un double probl�eme.

{ D'une part, celui de la repr�esentation des interpr�etations. Un mod�ele �ni peut être repr�esent�e
par des tables donnant la valeur de chacun des symboles de fonction. En revanche, il n'existe
aucun formalisme permettant de repr�esenter un mod�ele in�ni (et en particulier un mod�ele de
Herbrand) puisque le nombre de mod�eles possibles n'est pas d�enombrable. Il convient donc
de rechercher des formalismes ayant un pouvoir d'expression su�samment important pour
pouvoir repr�esenter les interpr�etations utiles en pratique, mais �etant dans le même temps
su�samment simples pour permettre une manipulation ais�ee des interpr�etations. Dans cette
th�ese, nous utilisons des contraintes pour repr�esenter les interpr�etations de Herbrand (plus
pr�ecis�ement le domaine de validit�e des symboles relationnels).

{ D'autre part, il s'agit de r�esoudre le probl�eme de la construction automatique de telles repr�e-
sentations.

Ce travail est limit�e �a la logique du premier ordre, même s'il est probable que certaines des
m�ethodes pr�esent�ees peuvent être �etendues �a d'autres logiques 5.

Etude et extension de la m�ethode RAMC

L'extension de la m�ethode Ramc propos�ee par Ricardo Caferra et Nicolas Zabel a consti-
tu�e le point de d�epart de ce travail. Nous montrons les possibilit�es et les limites de l'approche
initiale et nous proposons de nouvelles r�egles de dis-inf�erence et des extensions de certaines des
r�egles-clefs (en particulier la r�egle Gpl) de la m�ethode a�n de rem�edier �a ces di�cult�es.

L'un des inconv�enients de la version initiale de Ramc est que la taille de l'espace de recherche
est importante (c'est une cons�equence du fait qu'elle recherche en même temps un mod�ele et
une r�efutation). Cela est dû, d'une part, �a la pr�esence de nouvelles r�egles (r�egles dites de dis-
inf�erence), et, d'autre part, �a l'absence de strat�egies pour guider l'application de ces r�egles.
A�n d'apporter une r�eponse partielle �a ces probl�emes, nous proposons d'utiliser des strat�egies
s�emantiques, c'est-�a-dire des strat�egies destin�ees �a r�eduire l'espace de recherche, fond�ees sur
l'utilisation d'un mod�ele (�eventuellement construit automatiquement) de la formule �a d�emontrer.
L'approche propos�ee permet d'am�eliorer de fa�con importante les performances de la m�ethode �a
la fois pour la recherche de preuve et pour la recherche de contre-exemple.

Nous introduisons une nouvelle classe de formules nomm�ee Ceq-model, d�e�nie comme l'en-
semble des formules admettant un mod�ele exprimable dans le formalisme des contraintes �equa-
tionnelles. Nous montrons qu'il existe des ensembles de c-clauses dans Ceq-model pour lesquels
Ramc ne permet pas de construire des mod�eles.

EQMC

Nous proposons une m�ethode permettant de surmonter ces limitations. Elle est fond�ee sur une
combinaison de techniques d'�enum�eration des eq-interpr�etations avec l'utilisation de m�ethodes

5: Voir (Caferra et Zabel, 1993) pour une extension (par traduction) �a certaines logiques modales.



d�eductives. Nous montrons que cette m�ethode permet de construire des mod�eles pour toute
formule de la classe Ceq-model.

RAMCET

Nous nous int�eressons ensuite �a la m�ethode Ramcet 6. Nous proposons une extension de la
m�ethode des tableaux s�emantiques fond�ee sur l'utilisation d'une r�egle de simpli�cation (qui peut
être vue comme une g�en�eralisation des r�egles de subsumption et r�esolution �a des formules du
premier ordre) et de strat�egies s�emantiques similaires �a celles utilis�ees pour la m�ethode Ramc.
Nous d�e�nissons une nouvelle m�ethode permettant d'extraire un mod�ele d'une branche potentiel-
lement in�nie. L'un de ses avantages est qu'elle peut être combin�ee facilement avec l'utilisation
des formalismes �etudi�es dans cette th�ese (tels que les I-termes, grammaires d'arbres: : :). Notre
m�ethode est fond�ee sur l'utilisation de r�egles de g�en�eralisation inductive.

Nous montrons que notre approche est strictement plus puissante que la m�ethode propos�ee
par (Caferra et Zabel, 1993). En particulier, elle permet de r�eduire consid�erablement l'espace
de recherche et d'augmenter strictement la classe de mod�eles constructibles. Les d�emonstrateurs
de th�eor�eme par g�en�eration de mod�eles tels que Satchmo, Mgtp ou les Hyper-Tableaux,
etc. (voir section 1.3) peuvent être consid�er�es comme un cas particulier de notre approche.

Nous montrons que Ramcet est une proc�edure de d�ecision pour la classe Ceq-model.

Construction de mod�eles et proc�edure de d�ecision

Les rapports entre la proc�edure Ramc et la m�ethode de r�esolution s�emantique (utilis�ee
comme proc�edure de d�ecision pour certaines classes de formules) sont �etudi�es. Nous montrons
en particulier que les proc�edures obtenues peuvent être utilis�ees comme proc�edures uniformes
de d�ecision pour une large classe de formules logiques (incluant par exemple toutes les classes
d�ecidables par hyper-r�esolution, sans subsomption, les classesOcc1N,Pvd, la classe monadique,
etc.), en prouvant que toutes ces classes sont inclues dans Ceq-model. Nous montrons en outre
que la classe Ceq-model n'est pas syntaxiquement caract�erisable, c'est-�a-dire qu'il n'existe pas
d'algorithme d�ecidant de l'appartenance �a la classe Ceq-model.

Nouveaux formalismes de repr�esentation

Il apparâ�t rapidement que le formalisme initialement utilis�e, fond�e sur l'utilisation de
contraintes �equationnelles interpr�et�ees dans l'alg�ebre des termes, s'av�ere tr�es insu�sant pour
de nombreuses applications. L'exemple le plus simple est sans doute la formule (d�ej�a cit�ee dans
(Caferra et Zabel, 1992)) : 8x:P (x) , :P (f(x)) qui est satisfaisable, mais n'admet pas
de mod�ele de Herbrand exprimable par des contraintes �equationnelles. A�n d'�etendre la classe
de mod�eles constructibles, il est n�ecessaire d'utiliser de nouveaux formalismes pour exprimer
et construire les mod�eles. Nous avons donc cherch�e �a utiliser des formalismes plus expressifs,
permettant d'exprimer une plus large classe de mod�eles. Pour cela, il su�t de changer la th�eorie
dans laquelle les contraintes sont interpr�et�ees. Il est clair qu'aucune approche g�en�erale n'est
possible 7. Nous avons donc �etudi�e plusieurs d�emarches di��erentes pour r�esoudre ce probl�eme.

Une premi�ere id�ee consiste �a construire des mod�eles dans une th�eorie non vide E, construite
au fur et �a mesure de la recherche du mod�ele (Caferra et Peltier, 1995b). Il s'agit d'uti-
liser les informations d�eduites pendant la r�esolution des contraintes pour g�en�erer des th�eories
�equationnelles dans lesquelles le mod�ele peut être construit. L'inconv�enient de cette approche
est qu'elle reste presque enti�erement interactive. D'autre part, la r�esolution des contraintes dans
une alg�ebre quelconque est ind�ecidable. Nous n'avons pas retenu cette solution (d�ecrite plus en
d�etail dans (Bourely, 1998)).

6:Refutation And Model Construction with Extended Tableaux
7: L'ensemble des interpr�etations de Herbrand n'est pas (en g�en�eral) �enum�erable, donc il n'existe aucun for-

malisme capable de repr�esenter toutes les interpr�etations de Herbrand



Nous nous sommes int�eress�es dans un deuxi�eme temps �a l'utilisation de sch�ematisations
qui permettent d'exprimer des s�equences in�nies de termes (comme par exemple l'ensemble
fa; f(a); f(f(a)); : : : ; fn(a); : : :g). Ces formalismes ont �et�e d�evelopp�es essentiellement pour �evi-
ter la divergence des m�ethodes de d�emonstration automatique ou de r�e�ecriture. Nous proposons
une m�ethode de r�esolution des contraintes du premier ordre dans un formalisme de sch�ematisa-
tions particulier, appel�e \termes avec exposants entiers" (I-termes), initialement propos�e par H.
Comon (il s'agit d'une extension des termes r�ecurrents de (Chen et al., 1990)). Ce r�esultat
est n�ecessaire pour l'int�egration des termes avec exposants entiers dans la m�ethode Ramc. Il
�etend de fa�con importante les r�esultats existants (seule la d�ecidabilit�e du probl�eme d'uni�ca-
tion { qui est un cas particulier de formule �equationnelle { �etait connue jusqu'alors) et a de
nombreuses applications en dehors de la construction de mod�eles. Nous avons ensuite montr�e
comment utiliser ce formalisme pour repr�esenter et construire des mod�eles de Herbrand dans le
cas o�u la m�ethode Ramc �echoue.

Nous �etudions en�n un autre type de formalisme, fond�e sur l'utilisation d'automates d'arbres.
Nous montrons l'int�erêt et les limites de ce formalisme en le comparant avec les I-termes.

Analogie en recherche simultan�ee de r�efutation et de mod�eles

Une des raisons principales de l'ine�cacit�e des d�emonstrateurs est leur manque de m�emoire.
Ils ne sont pas capables de reconnâ�tre un probl�eme d�ej�a r�esolu, ni d'utiliser les informations
pouvant être d�eduites de la r�esolution d'un probl�eme pour guider la d�emonstration d'un nouveau
probl�eme similaire. Nous avons donc propos�e une m�ethode permettant d'utiliser le raisonnement
par analogie pour rechercher simultan�ement une r�efutation ou un mod�ele d'une formule. L'id�ee
principale de l'approche propos�ee consiste �a utiliser les informations d�eduites de la r�efutation
ou du processus de construction de mod�eles d'une formule a�n de transformer la formule en
une formule \plus g�en�erale" (en un sens �a pr�eciser). Lors de la pr�esentation d'une nouvelle
formule, le d�emonstrateur recherche alors parmi les formules d�ej�a trait�ees, s'il en existe une dont
le nouveau probl�eme soit une instance. Dans ce cas, il est possible d'en reconstruire la r�efutation
ou le mod�ele de fa�con imm�ediate. Lorsque l'analogie �echoue, notre approche permet d'obtenir
des informations int�eressantes sur la nouvelle formule (par exemple un mod�ele partiel, ou des
lemmes �a d�emontrer pour compl�eter la preuve). A notre connaissance, aucune autre m�ethode
de recherche syst�ematique de construction de contre-exemples par analogie n'a �et�e publi�ee 8.

Construction de mod�eles et programmation logique

Nous nous int�eressons �a l'application de Ramc �a la programmation (essentiellement �a la
programmation logique). Nous montrons comment �etendre les capacit�es des interpr�eteurs lo-
giques existants et nous illustrons l'int�erêt de la m�ethode pour la v�eri�cation interactive ou
automatique de programmes et pour la d�etection et la correction interactive d'erreurs dans un
programme donn�e.

Impl�ementation

En�n, nous terminons par une br�eve description du syst�eme RamcAtinf dont l'objet est
d'exp�erimenter certaines des id�ees introduites et de fournir un logiciel interactif de recherche
simultan�ee de r�efutation et de mod�eles. Des exp�erimentations con�rment l'int�erêt pratique de
certaines des id�ees introduites dans ce m�emoire. En particulier, RamcAtinf est utilis�e pour
construire un mod�ele d'une formule donn�ee par (Goldfarb, 1984), qui est satisfaisable, mais
qui ne poss�ede pas de mod�ele �ni, pour laquelle aucune autre solution n'est connue.

Nous concluons en mentionnant quelques voies de recherche �a explorer dans le futur.

8: Ce type de r�esultats est une cons�equence indirecte de la philosophie du projet Atinf, conduisant �a la
recherche d'am�eliorations qualitatives des d�emonstrateurs automatiques.



Les chapitres 3, 4 (construction de mod�eles �nis), 5 (pour la caract�erisation des propri�et�es des
eq-interpr�etations), 7, 8, 9, 10, (extension des m�ethodes Ramc et Ramcet, d�e�nition de la m�e-
thode Eqmc), 11, 12 (nouveaux formalismes de repr�esentation des interpr�etations), 13 (analogie
en construction de mod�eles 9) et 14 (application en programmation logique) ainsi que la partie
V (impl�ementation et exp�erimentations) constituent l'essentiel de la contribution originale de
nos travaux, le reste �etant des rappels de l'existant, qui s'av�erent indispensables �a la compr�ehen-
sion du pr�esent m�emoire. Notons que la plupart des r�esultats d�ecrits dans ce m�emoire ont �et�e
�egalement publi�es, ou sont sur le point d'être publi�es, dans des revues ou actes de conf�erences
en langue anglaise (sous une forme parfois di��erente) : construction de mod�eles �nis (Peltier,
1997b), extension de Ramc (Bourely et al., 1994; Caferra et Peltier, 1995b; Caferra
et Peltier, 1995a; Caferra et Peltier, 1996a), application en Programmation Logique
(Caferra et Peltier, 1996b; Caferra et Peltier, 1997b), analogie (Bourely et al.,
1996; Bourely et al., 1997; D�efourneaux et Peltier, 1997b; D�efourneaux et Pel-

tier, 1997a), I-termes (Peltier, 1997a), construction de mod�eles et automates d'arbres (Pel-
tier, 1997d), m�ethode Eqmc (Caferra et Peltier, 1997a), m�ethode des tableaux (Peltier,
1997c).

9: Les r�esultats d�ecrits dans ce chapitre ont �et�e obtenus en collaboration avec Christophe Bourely et Gilles
D�efourneaux.





Chapitre 2

Pr�eliminaires

\Il 1 pose des d�e�nitions exactes qui le privent de l'agr�eable libert�e d'abuser des termes dans les
occasions"

Bernard le Bovier de Fontenelle.

L'objet de ce chapitre est de rappeler les d�e�nitions et notations n�ecessaires �a la compr�ehension
de ce travail (syntaxe et s�emantique de la logique du premier ordre, forme clausale, etc.). On
pourra aussi consulter, par exemple, (Gallier, 1986; Caferra, 1986; Lalement, 1990).

2.1 Relations et ordres

Rappelons ci-dessous quelques d�e�nitions importantes. Une relation binaire R est dite :

{ r�eexive si et seulement si 8x:(x; x) 2 R.

{ sym�etrique si et seulement si 8x; y:(x; y) 2 R, (y; x) 2 R.

{ antisym�etrique si et seulement si 8x; y:x 6= y ) (x; y) 62 R _ (y; x) 62 R.

{ transitive si et seulement si 8x; y; z:((x; y)2 R ^ (y; z) 2 R)) (x; z) 2 R.

Une relation binaire R est une relation d'�equivalence si et seulement si R est transitive,
r�eexive et sym�etrique. La fermeture transitive R� d'une relation R est d�e�nie comme la plus
petite relation r�eexive et transitive contenant R. Un pr�e-ordre est une relation reexive et tran-
sitive. Un ordre est un pr�e-ordre antisym�etrique. Un ordre strict < est une relation transitive,
anti-sym�etrique v�eri�ant 8x:x 6< x.

Un ordre < strict est dit bien-fond�e s'il n'existe pas de suite in�nie (ui)i2Nv�eri�ant 8i 2
N:ui > ui+1. Un ordre � est dit total si pour tout x; y x � y ou y � x.

Dans la suite, un n-uplet d'�el�ements de E sera souvent not�e x �a la place de (x1; : : : ; xn). Par
abus de notation, nous noterons �egalement x pour d�enoter un sous-ensemble de E.

Extension lexicographique

Soient D1; : : : ; Dn, n ensembles munis chacun d'un ordre <i, l'extension lexicographique <lex

des ordres <i est la relation d'ordre d�e�nie sur D1 � : : :�Dn par

(a1; : : : ; an) <lex (b1; : : : ; bn), 9i 2 [1::n]=8j < i:aj = bj et ai <i bi:

1: Leibniz



Multi-ensemble

Soit D un ensemble muni d'une relation d'ordre <. Un multi-ensemble d'�el�ements de D est
une fonction de D vers N. On note: x 2 X pour X(x) > 0.

On d�e�nit les op�erateurs suivants sur les multi-ensembles.

{ M1 [M2(x) = max(M1(x);M2(x))

{ M1 \M2(x) = min(M1(x);M2(x))

{ M1 +M2(x) = M1(x) +M2(x)

{ M1 �M2(x) = max(M1(x)�M2(x); 0)

On d�e�nit l'extension multi-ensemble de l'ordre � par

X �m Y

si et seulement si l'une des conditions suivantes est satisfaite.

{ X = ;.

{ 9x 2 Y \X tel que X � fxg �m Y � fxg.

{ 9x 2 Y tel que X � fy=y < xg �m Y � fxg.

Th�eor�eme 2.1.1. { Si les <i (1 � i � n) sont totaux alors <lex est total.

{ Si les <i (1 � i � n) sont bien fond�es alors <lex est bien fond�e.

{ Si < est total alors <m est total.

{ Si < est bien fond�e alors <m est bien fond�e.

2.2 Logique des pr�edicats du premier ordre

Nous d�e�nissons ici la logique des pr�edicats du premier ordre, en pr�ecisant tout d'abord la
syntaxe puis la s�emantique du langage. Par souci de g�en�eralit�e, nous introduisons la pr�esence de
sortes (sans relation d'inclusion entre sortes).

2.2.1 Syntaxe

Un alphabet du premier ordre comprend plusieurs ensembles suppos�es disjoints : un ensemble
de connectifs logiques f_;^;);,;:; 8; 9g, un ensemble de symboles de sorte S, une famille
d'ensembles in�nis d�enombrables (Vs)s2S de symboles de variables, un ensemble � de symboles
de fonction, un ensemble 
 de symboles de pr�edicat et pro�l une fonction associant �a tout
�el�ement f de � [ 
 une s�equence (non vide si f 2 �) �nies de symboles de sorte. pro�l(f) est
appel�e le pro�l de f . Si f 2 �, pro�l(f) = s1; : : : ; sn; s est not�e : f : s1; : : : ; sn ! s. n sera
appel�e l'arit�e de f et not�e a(f). De même si P 2 
 et si pro�l(P ) = s1; : : : ; sn, alors on note
P : s1; : : : ; sn, n est l'arit�e de P et a(P ) = n. On notera parfois f (i) pour d�esigner un symbole
d'arit�e i. Pour tout entier n, nous noterons �n (respectivement 
n) l'ensemble des �el�ements f
de � (respectivement 
) tels que a(f) = n. L'ensemble des variables est V =

S
s2S Vs.



Q

Termes

D�efinition 2.2.1. L'ensemble des termes �s(�; X) de sorte s form�es sur la signature � et
sur l'ensemble de variables X � V est le plus petit ensemble de s�equences de symboles v�eri�ant
les conditions suivantes.

Si x 2 X et x 2 Vs alors x 2 �s(�; X)
Si f : s1; : : : ; sn ! s et 8i � n:ti 2 �si(�; X) alors f(t1; : : : ; tn) 2 �s(�; X)

�

Pour tout terme t, il existe une unique sorte s = sort(t) telle que t 2 �s(�;V). Nous supposons
en outre qu'aucun �el�ement �s(�) est vide. L'ensemble des termes �(�; X) est :

�(�; X) =
[
s2S

�s(�; X)

Si X = ;, alors �s(�; X) (resp. �(�; X)) sera simplement not�e �s(�) (resp. �(�)) et appel�e
univers de Herbrand. Les termes dans �(�) sont appel�es termes ferm�es .

La notion de position permet de rep�erer les sous-termes apparaissant �a l'int�erieur d'un terme.

D�efinition 2.2.2. Une position p est une châ�ne (�eventuellement vide) d'entiers. La châ�ne
vide sera not�ee �. Le signe \:" d�enote l'op�erateur de concat�enation entre châ�nes. L'ensemble
des positions d'un terme t est inductivement d�e�ni de la fa�con suivante.

Pos(t) = � (si t 2 V)

Pos(f(t1; : : : ; tn)) = f�g [
Sn

i=1 i:Pos(ti)

Si t 2 �(�; X) et si p 2 Pos(t), nous d�e�nirons le terme tjp de la fa�con suivante.

Si p = �, alors tjp = t.

Si p = i:q et t = f(t1; : : : ; tn), tjp = tijq.

Un terme t est un sous-terme (respectivement un sous-terme propre) de s si et seulement si
il existe une position p (resp. une position p 6= �) dans Pos(s) telle que : sjp � t. Cela est not�e :
t � s (resp. t � s). �

L'ensemble (parfois le n-uplet, avec un ordre quelconque) des variables apparaissant dans un
terme t sera not�e Var(t). Un terme t est dit lin�eaire si toute variable de t apparâ�t une seule
fois dans t (c'est-�a-dire si pour toute variable x il existe au plus une position p telle que tjp = x).

Formules

D�efinition 2.2.3.
L'ensemble des formules bien form�ees est le plus petit ensemble de s�equences de symboles

Fbf v�eri�ant les conditions suivantes.
> 2 Fbf

? 2 Fbf
Si P : s1; : : : ; sn 2 
n et 8i � n:ti 2 �si(�; X) alors P (t1; : : : ; tn) 2 Fbf

Si f 2 Fbf alors :f 2 Fbf
Si f1 et f2 appartiennent �a Fbf

alors f1 _ f2; f1 ^ f2; f1 ) f2 et f1 , f2 appartiennent �a Fbf .
Si f 2 Fbf et x 2 V , 9x:f 2 Fbf et 8x:f 2 Fbf .

�

Les formules de la forme P (t1; : : : ; tn) sont dites atomiques. Nous supposerons en outre que

 contient pour chaque sorte s un symbole d'�egalit�e \=s: s; s" (not�e plus simplement = et en
notation in�x�e). La formule :(t1 = t2) sera not�ee t1 6= t2.



Les notions de position et de sous-formule se d�e�nissent exactement de la même mani�ere que
pour les termes.

D�efinition 2.2.4. L'ensemble des positions d'une formule F est inductivement d�e�ni de la
fa�con suivante.

Pos(P (s)) = �.

Pos(9x:F ) = Pos(8x:F) = Pos(:F) = f�g [ 1:Pos(F)

Pos(F1 ? F2) = f�g [ 1:Pos(F1) [ 2:Pos(F2) (? 2 f_;^;);,g).

Pour F 2 Fbf et p 2 Pos(F), nous d�e�nirons la formule Fjp de la fa�con suivante.

Si p = �, alors Fjp = F .

Si p = 1:q et F = :F1 ou F = 9x:F1 ou F = 8x:F1, Fjp = F1jq.

Si p = i:q (i 2 f1; 2g) et F = F1 ? F2, Fjp = Fijq.

F est dite sous-formule (resp. propre) de G, not�e F � G (resp. F � G) si et seulement si il
existe une position p (resp. une position non vide) telle que : Gjp = F . Un terme t apparâ�t dans
une formule F (not�e t � F) si et seulement s'il existe une sous-formule P (t1; : : : ; tn) de F et un
entier i 2 [1::n] tel que : t � ti. �

Les formules de la forme P (t1; : : : ; tn), :P (t1; : : : ; tn) sont appel�ees des litt�eraux. Un litt�eral
est dit positif si il est de la forme : P (t1; : : : ; tn), n�egatif sinon.

D�efinition 2.2.5. Une variable x apparaissant dans une formule est dite li�ee si elle n'ap-
parâ�t que dans une sous-formule de la forme 8x:F ou 9x:F . L'ensemble des variables li�ees
apparaissant dans une formule F est not�e Var(F) et VarB(F).

L'ensemble Var(F) des variables libres d'une formule est inductivement d�e�ni de la fa�con
suivante :

{ Var(P (t)) = Var(t).

{ Var(F ^ G) = Var(F _ G) = Var(F)[ Var(G).

{ Var(:F) = Var(F).

{ Var(9x:F) = Var(8x:F) = Var(F) n fxg.

Une formule ne contenant pas de variables libres est dite ferm�ee. �

Dans la suite les formules seront suppos�ees recti��ees, c'est-�a-dire que deux occurrences dis-
tinctes de quanti�cateurs lient deux variables distinctes et que Var(F)\ VarB(F) = ;.

Substitutions

D�efinition 2.2.6. Une substitution est une application � de V dans �(�;V) �a support �ni
et telle que pour toute variable x : sort(x) = sort(�(x)). �

Une substitution � est dite ferm�ee si et seulement si pour toute variable x telle que �(x) 6= x,
�(x) est ferm�e. Une substitution peut être �etendue en un endomorphisme de �(�;V) par la
relation

�(f(t1; : : : ; tn)) = f(�(t1); : : : ; �(tn)):

De même, une substitution peut être �etendue en une fonction de Fbf dans Fbf . L'image
d'un terme (resp. d'une formule) E par une substitution � est not�ee E� ou �(E).

La substitution associant �a chaque variable xi (pour i 2 [1::n]) un terme ti sera not�ee
fxi ! ti=i 2 [1::n]g. Si � et � sont deux substitutions �a support disjoint, � [ � d�enote la
composition ��.



Q

2.2.2 S�emantique

Pour donner une s�emantique aux formules de la logique des pr�edicats, on d�e�nit la notion
d'interpr�etation, dont l'objet est de donner une signi�cation aux symboles de fonction et de
pr�edicat de la signature.

D�efinition 2.2.7. Une structure d'interpr�etation est un couple ((Ds)s2S ; I) o�u Ds est un
ensemble non vide d'objets (le domaine de la sorte s), I est une fonction associant �a tout �el�ement
P de 
 de pro�l : s1; : : : ; sn une relation PI sur Ds1 � : : :�Dsn et �a tout symbole fonctionnel f
de pro�l s1; : : : ; sn ! s de � une fonction de Ds1 � : : :�Dsn dans Ds.

�

D�efinition 2.2.8. Une interpr�etation ((D)s2S ; I) est dite normale si et seulement si l'inter-
pr�etation de = est l'�egalit�e, c'est-�a-dire si et seulement si, 8s:8x; y 2 Ds; (x; y) 2 I(=s), x = y.
Dans la suite, nous supposerons que toutes les interpr�etations consid�er�ees sont normales. �

La fonction I peut être �etendue en une fonction de �s(�) dans Ds par la relation suivante :

I(f(t1; : : : ; tn)) = I(f)(I(t1); : : : ; I(tn))

D�efinition 2.2.9.
Une assignation A d'une formule F est un couple (((Ds)s2S); I); �) o�u ((Ds)s2S ; I) est une

interpr�etation et � une fonction de Var(F) dans
S
s2S Ds telle que 8x 2 Vs \ Var(F):�(x)2 Ds.

L�a encore, A peut être �etendue en une fonction de �s(X;�) dans Ds de la fa�con suivante.

A(x) = �(x) Si x 2 V .

A(f(t1; : : : ; tn)) = I(f)(A(t1); : : : ;A(tn))

�

On d�e�nit alors la notion de validit�e d'une formule logique de la fa�con habituelle.

D�efinition 2.2.10. Une assignation A : (((Ds)s2S ; I); �) de F valide F (not�e A j= M) si
et seulement si l'une des conditions suivantes est v�eri��ee.

F = P (t1; : : : ; tn) et (A(t1); : : : ;A(tn)) 2 I(P ).
F = :F 0 et A 6j= F 0.
F = F1 _ F2 et A valide F1 ou F2.
F = F1 ^ F2 et A valide F1 et F2.
F = F1 ) F2 et A valide :F1 ou F2.
F = F1 , F2 et A valide F1 ) F2 et F2 ) F1.
F = 8x:F 0, x 2 Vs et pour tout a dans Ds, (I; � [ fx! ag) j= F 0.
F = 9x:F 0, x 2 Vs et il existe a dans Ds tel que (I; � [ fx! ag) j= F 0.
Une interpr�etation I valide une formule logique F (not�e I j= F) si et seulement si pour

toute assignation (I; �), (I; �) j= F . �

D�efinition 2.2.11. Une formule F est dite valide si et seulement si elle est valid�ee par
toute interpr�etation I. Une formule F est dite insatisfaisable si et seulement si elle n'est valid�ee
par aucune interpr�etation. �

D�efinition 2.2.12. Soit I une interpr�etation et F une formule. Si I j= F alors I est un
mod�ele de F . Si I 6j= F alors I est un contre-exemple (ou contre-mod�ele) de F . �

Remarque. F est valide si et seulement si :F est insatisfaisable. De même, un mod�ele de
F est un contre-exemple de :F et r�eciproquement. Ces notions de validit�e/insatisfaisabilit�e et
contre-exemple/mod�ele sont donc duales.

D�efinition 2.2.13. Soit deux formules F1 et F2. Si I j= (F1 , F2), on note F1 �I F2.
F1 et F2 sont dites �equivalentes (not�e F1 � F2) si et seulement si pour toute interpr�etation I,
F1 �I F2. �



Solutions d'une formule

D�efinition 2.2.14. Une substitution ferm�ee � est appel�ee une solution d'une formule F
dans une interpr�etation I si et seulement si

I j= F�:

L'ensemble des solutions d'une formule F dans une interpr�etation I sera not�e SI(F). �

Semi-d�ecidabilit�e de la logique du premier ordre

Rappelons bri�evement quelques r�esultats sur la semi-d�ecidabilit�e de la logique du premier
ordre. Le probl�eme de savoir si une formule F est satisfaisable (resp. valide) est ind�ecidable,
c'est-�a-dire qu'il n'existe aucun algorithme qui se termine toujours et qui retourne 1 si F est
insatisfaisable (resp. valide) 0 sinon. Ce probl�eme est n�eanmoins semi-d�ecidable, c'est-�a-dire
qu'une telle proc�edure existe mais ne termine pas n�ecessairement si la formule est satisfaisable
(resp. non valide). Ainsi, l'ensemble des formules insatisfaisables (resp. valide) est r�ecursivement
�enum�erable mais pas co-r�ecursivement �enum�erable.

2.2.3 Formes normales d'une formule

Forme clausale

Plusieurs proc�edures de recherche de preuve (en particulier la m�ethode de r�esolution) se
restreignent �a une forme particuli�ere de formule, appel�ee forme clausale.

D�efinition 2.2.15. Une formule ferm�ee est dite sous forme clausale si et seulement si elle
est de la forme :

n̂

i=1

8xi

ki_
j=1

Lij

o�u les formules Lij (pour 1 � i � n et 1 � j � ki) sont des litt�eraux.

Les formules ferm�ees de la forme : 8x:
Wk

j=1 :Lj, o�u pour tout j 2 [1::k], Lj est un litt�eral,
sont appel�ees des clauses.

�

Remarque. Une clause est souvent repr�esent�ee comme un multi-ensemble de litt�eraux.
Puisque toutes les variables sont quanti��ees universellement, on peut omettre les quanti�ca-
teurs universels. Ainsi la clause 8x; y:(P (x) _ Q(x; y)) sera not�ee P (x) _ Q(x; y) ou encore
fP (x); Q(x; y)g. De même, une formule sous forme clausale est souvent repr�esent�ee comme un
ensemble (ou multi-ensemble) de clauses plutôt que comme une conjonction.

Il est possible de transformer toute formule en un ensemble de clauses en pr�eservant la
satisfaisabilit�e de la formule initiale.

Th�eor�eme 2.2.1. Il existe un algorithme transformant toute formule F en un ensemble de
clauses not�e clause(F) tel que :

F est satisfaisable , clause(F) est satisfaisable

D'autre part, tout mod�ele de clause(F) est un mod�ele de F 2.

2: Cette propri�et�e est �evidemment cruciale pour l'utilit�e de cette transformation dans le contexte de la construc-
tion de mod�eles !



Q

Nous ne rappellerons pas ici le principe de cette transformation, qui utilise des r�egles de trans-
formation fond�ees sur les propri�et�es usuelles des connectifs logiques _;^;) : : : (distributivit�e: : : )
ainsi qu'une op�eration de skol�emisation permettant de remplacer les quanti�cateurs existentiels
par de nouveaux symboles de fonction. Plusieurs algorithmes de transformation existent. L'al-
gorithme \na��f", le plus simple, peut induire une augmentation exponentielle de la taille de la
formule. En utilisant des techniques de renommage (Plaisted et Greenbaum, 1986; Boy
de la Tour, 1992), il est possible d'obtenir une transformation polynômiale en taille (quadra-
tique). Une �etude d�etaill�ee des algorithmes utilisant le renommage et un algorithme optimal 3

(pour des formules lin�eaires, c'est-�a-dire ne contenant pas le symbole \,") de transformation
sous forme clausale peuvent être trouv�es dans (Boy de la Tour, 1992).

Autres formes normales

D�efinition 2.2.16.

{ Une formule F est dite en forme normale n�egative (fnn) si et seulement si pour toute sous-
formule de F de la forme :G, G est atomique.

{ Une formule est dite en forme normale pr�enexe si elle est de la forme Q1x1 � � �Qnxn:M, o�u
8i � n:Qi 2 f9; 8g et o�uM ne contient aucun quanti�cateur. M est appel�ee la matrice de F .

{ Une formule F en forme pr�enexe est dite en forme normale disjonctive (fnd) si et seulement
si sa matrice est de la forme

Wn
i=1

Vmi

j=1Fij, o�u Fij est un litt�eral.

{ Une formule F en forme pr�enexe est dite en forme normale conjonctive (fnc) si et seulement
si sa matrice est de la forme

Vn
i=1

Wmi

j=1Fij, o�u Fij est un litt�eral.

�

2.2.4 Mod�eles de Herbrand

D�efinition 2.2.17. Une interpr�etation (resp. mod�ele) ((Ds)s2S ; I) est appel�ee interpr�etation
(resp. mod�ele) de Herbrand si et seulement si 8s 2 S:Ds = �s(�) et si pour tout f 2 �,
I(f)(t1; : : : ; tn) = f(I(t1); : : : ; I(tn)). �

Th�eor�eme 2.2.2. Soit un ensemble de clauses S sans �egalit�e. Alors, soit S est insatisfaisable,
soit S admet un mod�ele de Herbrand.

D�efinition 2.2.18. L'ensemble : fP (t1; : : : ; tn)=P : s1; : : : ; sn 2 
; 8i � n:ti 2 �si(�)g est
appel�e la base de Herbrand et not�e BH. �

2.3 Probl�emes �equationnels

Quelques r�esultats importants de (Comon et Lescanne, 1989) concernant les formules
�equationnelles (d�e�nition et r�esolution dans la th�eorie vide) sont rappel�es dans cette section.
Intuitivement, un probl�eme �equationnel est une formule dans laquelle n'apparâ�t que le pr�edicat
\=".

D�efinition 2.3.1. Une formule �equationnelle est une formule du premier ordre dans laquelle
toutes les sous-formules atomiques sont de la forme : s = t, o�u s et t sont deux termes. �

D�efinition 2.3.2. Une solution d'une formule �equationnelle dans la th�eorie vide est une
solution de la formule dans l'interpr�etation de Herbrand (unique ici puisque la formule ne contient
pas de symbole de pr�edicat). L'ensemble des solutions d'une formule F est not�e S(F). �

Les formules �equationnelles ont fait l'objet d'�etudes th�eoriques pouss�ees (Mal'cev, 1971;
Comon et Lescanne, 1989). Celles-ci ont permis de montrer que le probl�eme de savoir si

3: au sens : \minimisant le nombre de clauses obtenues par traduction".



une formule �equationnelle admet des solutions dans la th�eorie vide est d�ecidable. Ce r�esultat
a de nombreuses applications en r�e�ecriture, programmation, d�eduction automatique: : :et en
particulier, il est de la plus haute importance pour l'approche mise en �uvre dans cette th�ese.
Il a �et�e �etabli initialement dans (Mal'cev, 1971) puis red�ecouvert de fa�con ind�ependante dans
(Kunen, 1987) (pour des signatures in�nies) et (Maher, 1988; Comon, 1988; Comon et
Lescanne, 1989) (signatures �nies ou in�nies). Dans (Comon et Lescanne, 1989) est propos�e
un algorithme permettant de transformer (en pr�eservant l'ensemble des solutions) les formules
�equationnelles en un type particulier de formules appel�ees formules r�esolues avec contraintes
dont les solutions peuvent être obtenues de fa�con imm�ediate. La d�e�nition 2.3.4 pr�ecise la forme
g�en�erale des formes r�esolues avec contraintes.

D�efinition 2.3.3. Une variable x 2 Vs est dite in�nitaire si �s(�) est in�ni. �

D�efinition 2.3.4. Une formule �equationnelle P est dite sous forme r�esolue avec contraintes
si et seulement si P est sous l'une des formes suivantes :

{ >

{ ?

{ 9w:[
Vm
j=1 xj = sj ]^ [

Vk
i=1 x

0
i 6= s0i], o�u les xj; x

0
j sont des variables, chaque xj apparâ�t une seule

fois dans P , tout x0i n'apparâ�t pas dans s0i et x0i est in�nitaire.

�

Th�eor�eme 2.3.1. [voir (Comon, 1988;Comon et Lescanne, 1989)] Toute formule sous forme
r�esolue avec contraintes di��erente de ? admet au moins une solution.

Th�eor�eme 2.3.2. [voir (Comon, 1988; Comon et Lescanne, 1989)] Il existe un algorithme
transformant toute formule �equationnelle F en une formule de la forme :

k_
i=1

Fi

telle que :

{ S(F) = S(
Wk
i=1Fi).

{ Fi (1 � i � k) est sous forme r�esolue avec contraintes.

2.4 Pr�esentation des algorithmes

Les algorithmes pr�esent�es dans cette th�ese seront d�ecrits soit en pseudo-pascal, soit par des
syst�emes �a base de r�egles (Floyd, 1960). Chaque technique a ses avantages et ses inconv�enients.
Nous choisirons dans chaque cas la pr�esentation qui nous parâ�t la mieux adapt�ee et la plus
naturelle suivant la proc�edure consid�er�ee.

Pour tout syst�eme de r�egles R on �ecrit q !R u ou u = R(q) quand il existe une r�egle � de
R transformant q en u.

Si R est a terminaison �nie, on note R�(u) une forme normale de u par rapport �a R.



Partie I

Une vision uni��ee de la construction

de mod�eles �nis





Chapitre 3

Description de la m�ethode FMC

La th�eorie des mod�eles �nis (traduction de l'anglais �nite model theory) est d'une impor-
tance croissante en Logique et en informatique (voir par exemple (Fagin, 1974; Vardi, 1982;
Gurevich, 1982; Immerman, 1983; Fagin, 1993)). En e�et, elle fournit un cadre naturel pour
l'�etude des classes de complexit�e. L'importance donn�ee aux structures �nies en informatique est
souvent justi��ee par le fait qu'elles peuvent être facilement repr�esent�ees sur ordinateur.

Dans de nombreuses applications, on ne consid�ere que des interpr�etations �nies : c'est le cas
par exemple en th�eorie des graphes, ou encore en programmation (en v�eri�cation de programmes,
en synth�ese de programmes concurrents �a partir de sp�eci�cations en logique temporelle etc.). Il
est par ailleurs int�eressant de constater que la plupart des th�eor�emes importants en th�eorie des
mod�eles ne sont plus valides en th�eorie des mod�eles �nis. Un des exemples les plus frappants est
le th�eor�eme a�rmant la semi-d�ecidabilit�e du probl�eme de la validit�e d'une formule de la logique
du premier ordre, qui n'est plus un th�eor�eme lorsque l'on se limite �a des structures �nies (ce qui
signi�e que l'ensemble des formules n'ayant pas de mod�eles �nis n'est pas �enum�erable). Cette
remarque illustre la sp�eci�cit�e de la th�eorie des mod�eles �nis.

Dans cette partie, nous nous int�eressons �a la construction de mod�eles �nis. Nous proposons
une m�ethode g�en�erale pour construire un mod�ele �ni d'une formule, fond�ee sur des techniques
d'�enum�eration e�caces des interpr�etations. La m�ethode propos�ee �enum�ere l'ensemble des in-
terpr�etations �nies jusqu'�a obtenir un mod�ele de la formule consid�er�ee. Naturellement, un tel
algorithme s'av�ere impraticable dans les cas non-triviaux, �a cause de la taille importante de
l'espace de recherche. Nous d�e�nissons donc plusieurs strat�egies �a la fois naturelles et e�caces,
permettant de r�eduire de fa�con importante le nombre d'interpr�etations �a consid�erer. Ces stra-
t�egies sont fond�ees sur deux id�ees essentielles.

1. La premi�ere est d'utiliser les informations d�eduites de l'�echec des tests d�ej�a e�ectu�es pour
r�eduire l'espace de recherche. Plus pr�ecis�ement, il s'agit d'identi�er, pendant l'�evaluation de
la formule, les �equations qui sont responsables de l'�echec de l'interpr�etation test�ee et d'utiliser
ces informations pour �eliminer certaines interpr�etations.

2. La seconde est d'utiliser la sym�etrie naturelle existant (�eventuellement) entre les �el�ements du
domaine pour r�eduire le nombre d'interpr�etations �a consid�erer.

Contrairement aux approches existantes (Slaney, 1992; Zhang, 1993; Zhang et Zhang,
1995) nous n'utilisons pas de techniques de propagation de contraintes. Ainsi, la m�ethode pro-
pos�ee peut traiter des formules logiques du premier ordre et ne n�ecessite aucune transformation
pr�eliminaire de la formule initiale. En particulier, elle ne n�ecessite pas de traduction pr�ealable
de la formule en un ensemble de clauses. Cette derni�ere caract�eristique est particuli�erement im-
portante, car la mise sous forme clausale a pour e�et, soit d'augmenter exponentiellement la
taille de la formule, soit d'ajouter de nouveaux symboles de pr�edicats dans la signature, ce qui
augmente l'espace de recherche. L'approche propos�ee est tr�es modulaire et peut être �etendue de
fa�con tr�es naturelle �a d'autres logiques. En e�et, elle est ind�ependante de la m�ethode utilis�ee
pour �evaluer la formule.



Le chapitre pr�esente en d�etail les algorithmes de la m�ethode et �etablit certaines de leurs
propri�et�es (correction et terminaison).

3.1 D�e�nitions pr�eliminaires

Les d�e�nitions et notations suppl�ementaires ci-dessous facilitent la pr�esentation de la m�e-
thode.

Par souci de simplicit�e, nous ne consid�erons dans ce chapitre que des formules purement
�equationnelles, c'est-�a-dire que nous supposons que 
 = ; (voir chapitre 2). Cette condition
n'est �evidemment pas restrictive. En e�et, si la formule contient un symbole de pr�edicat P de
pro�l s1; : : : ; sn, nous pouvons la transformer en une formule �equationnelle en introduisant un
nouveau symbole de fonction fP de pro�l fP : s1; : : : ; sn ! Boolean et en rempla�cant chaque
formule atomique P (t1; : : : ; tn) par fP (t1; : : : ; tn) = true 1.

Dans ce chapitre, nous supposerons donn�ee une fonction Size qui associe �a chaque symbole
de sorte un entier strictement positif repr�esentant la cardinalit�e du domaine de la sorte. Sans
perte de g�en�eralit�e, les �el�ements du domaine de la sorte s seront not�es 1; : : : ;Size(s). Nous notons
Dom(s) = f1; : : : ;Size(s)g.

Nous conserverons autant que possible la terminologie de (Slaney, 1992; Zhang et Zhang,
1995), ce qui permettra de mieux situer notre travail par rapport �a l'existant. Un terme 2 de la
forme f(i1; : : : ; in) o�u f : s1; : : : ; sn ! s est un symbole fonctionnel et 8j � n:ij 2 Dom(sj) est
appel�e une cellule de sorte s (not�ee sort(f(i1; : : : ; in))). Nous noterons Dom(c) le domaine de la
sorte de c et Size(c) la cardinalit�e du domaine de la sorte de c. L'ensemble des cellules est not�e
C (il s'agit �evidemment d'un ensemble �ni), et l'ensemble des cellules de sorte s est not�e Cs.

Dans toute la suite, nous supposerons donn�e un ordre total strict < sur C. Si la cardinalit�e
du domaine de chaque sorte est �x�ee, alors l'interpr�etation fI d'un symbole fonctionnel f :
s1; : : : ; sn ! s est enti�erement sp�eci��ee en donnant la valeur de la fonction fI sur chaque n-
uplet (i1; : : : in) 2 Dom(s1) � : : :� Dom(sn), i.e. en donnant la valeur de chaque cellule. Nous
appellerons interpr�etation partielle �nie une fonction partielle de C dans N (l'ensemble des
entiers naturels) telle que pour tout c, I(c) 2 Dom(c). cells(I) d�enote le domaine de la fonction
I. Une interpr�etation partielle sera habituellement not�ee fc = v=c 2 cells(I); I(c) = vg.

Remarque. Si cells(I) = C, I correspond �a une interpr�etation totale (au sens du chapitre
2).

L'ensemble des interpr�etations partielles sur un ensemble de cellules peut être totalement
ordonn�e en utilisant l'extension lexicographique de l'ordre< sur C. Plus pr�ecis�ement, nous notons
I < J si et seulement si cells(I) = cells(J ) et si il existe c 2 cells(I) telle que I(c) < J (c)
et pour tout c0 < c, I(c0) = J (c0). Pour toute interpr�etation I on note succ(I) le successeur
de I par rapport �a cet ordre (i.e. le plus petit �el�ement plus grand que I), si celui-ci existe
(sinon succ(I) n'est pas d�e�ni). Donnons un exemple a�n d'illustrer les notions que nous venons
d'introduire.

Exemple 3.1.1. Soit S = fTg un ensemble de sortes. Soit � = fa; fg avec a :! T , f : T ! T .
Supposons que Size(T ) = 2. On a alors Dom(T ) = f1; 2g. L'ensemble des cellules est C =
fa; f(1); f(2)g (nous choisissons l'ordre a < f(1) < f(2)).

L'ensemble fa = 1; f(1) = 2; f(2) = 1g est une interpr�etation sur C.
Les ensembles I1 � fa = 1; f(1) = 1; f(2) = 1g, et I2 � fa = 1; f(1) = 2; f(2) = 2g sont

deux interpr�etations sur C.

1: Boolean est un nouveau symbole de sorte, et true, false sont deux symboles de fonction de pro�l ! Boolean

(avec l'axiome true 6= false).
2: Nous autorisons dans les termes la pr�esence d'�el�ements des domaines. Plus pr�ecis�ement, les �el�ements du

domaine Dom(s) seront consid�er�es comme des constantes de sorte s (i.e. des membres de � de pro�l ! s). Ceci
nous permet de consid�erer des termes de la forme f(g(1); a; 2) ou f(g(2); g(1); f(a; b; c)), o�u 1; 2 sont des �el�ements
du domaine.



Nous avons I1 < I2, car I1 est plus petit que I2 (par rapport �a l'extension lexicographique
sur l'ordre sur C) : on a en e�et I1(f(1)) < I2(f(1)) et I1(a) = I2(a).

Nous avons succ(I1) = fa = 1; f(1) = 1; f(2) = 2g et succ(I2) = fa = 2; f(1) = 1; f(2) = 1g.
�

Introduisons maintenant quelques notations utiles. Soit E un ensemble de cellules. Soit I
et J deux interpr�etations telles que E � cells(I) et E � cells(J ). On note IjE l'ensemble
fc = v 2 I=c 2 Eg. On note I <jE J si et seulement si IjE < JjE . Similairement, I =jE J ,
si et seulement si IjE = JjE . succE d�enote la fonction successeur par rapport �a cet ordre, i.e. la
plus petite (par rapport �a <) interpr�etation J telle que I <jE J .

La cellule minimale de C est not�ee c0. La cellule maximale est not�ee cmax.
L'ensemble de toutes les interpr�etations possibles est not�e Int. L'interpr�etation minimale,

c'est-�a-dire l'interpr�etation fc = 1=c 2 Cg, est not�ee I0.
max(E) est la plus grande cellule de E. trunc(E) est l'ensemble E n fmax(E)g.

3.2 La m�ethode FMC

3.2.1 Algorithme de base

Une m�ethode tr�es simple (�evidemment tr�es ine�cace) pour construire un mod�ele �ni d'une
formule ferm�ee est la m�ethode na��ve consistant �a �enum�erer toutes les interpr�etations sur le
domaine et �a tester (avec une proc�edure de d�ecision �evidente) si l'une d'entre elles satisfait F .
Pour cela, nous pouvons simplement �enum�erer les interpr�etations en utilisant l'ordre total < : il
su�t de commencer par l'interpr�etation I0 d�e�nie par 8c 2 C:I(c) = 1 et de v�eri�er si I est un
mod�ele de F . Si I 6j= F , alors on consid�ere l'interpr�etation succ(I) et on r�ep�ete cette op�eration
jusqu'�a obtenir un mod�ele ou jusqu'�a atteindre l'interpr�etation maximale par rapport �a < (qui
n'a pas de successeur).

Evidemment, cette m�ethode n'est pas utilisable en g�en�eral 3. Ainsi le but principal de ce cha-
pitre est de d�e�nir des strat�egies permettant d'�eliminer certaines interpr�etations. Pour cela, nous
rempla�cons la fonction succ par une autre fonction � satisfaisant certaines propri�et�es assurant
�a la fois la terminaison et la correction de l'algorithme. De fa�con informelle, � est une fonction
donnant, pour chaque interpr�etation I, l'interpr�etation suivante �(I) �a consid�erer.

D�efinition 3.2.1.
Une fonction de saut est une fonction partielle de Int dans Int, qui satisfait les propri�et�es

suivantes.

(P1) Si I 6j= F et si �(I) existe, alors �(I) > I.

(P2) Si I 6j= F , et si �(I) existe, alors pour toute interpr�etation J telle que �(I) > J � I, J 6j= F .

(P3) Si I 6j= F , et si �(I) n'existe pas alors pour toute interpr�etation J � I, J 6j= F .

�

L'algorithme pour la construction de mod�ele �ni utilisant la fonction � est donn�e dans la
�gure 3.1.

Intuitivement, (P1) garantit la terminaison de l'algorithme et (P2) et (P3) assurent la com-
pl�etude (i.e. assurent que tous les mod�eles possibles peuvent être trouv�es). L'utilisation de la
fonction � r�eduit de fa�con importante le nombre d'interpr�etations �a consid�erer. Plus pr�ecis�ement,
cela permet d'�eviter de consid�erer les interpr�etations J telles que J > I et J < �(I), si I a
�et�e consid�er�ee auparavant. Evidemment, notre objectif est de trouver une fonction permettant
d'�eliminer le plus d'interpr�etations possibles, i.e. �(I) doit être aussi grande que possible pour

3: Le nombre d'interpr�etations �a consid�erer est dc ou c est le nombre de cellules et d la taille du domaine.



FMC

INPUT:
A �rst order formula F
A function � : Int! Int

OUTPUT:
A model M of F
or a message \no model found"

begin

I = fc = 1=c 2 Cg
while �(I) exists and I 6j= F
I = �(I)

if I j= F then return(I)
else return(\no model found")

end

Fig. 3.1 - : Finite Model Construction: algorithme de base

Fig. 3.2 - : E�et de la fonction de saut

chaque I. La �gure 3.2 illustre les e�ets de la fonction de saut. Les cercles (vides et pleins)
repr�esentent des interpr�etations. La ligne pleine repr�esente le graphe de la fonction succ et la
ligne discontinue repr�esente le graphe de la fonction de saut �. Les cercles vides repr�esentent les
interpr�etations �elimin�ees grâce �a l'utilisation de la fonction de saut �.

Th�eor�eme 3.2.1. Soit � une fonction de saut et F une formule du premier ordre. FMC(F ; �)
se termine. De plus si FMC retourne une interpr�etationM alorsM j= F . Si FMC retourne \no
model found" alors il n'existe aucun mod�ele de F sur le domaine consid�er�e.

Preuve. I augmente strictement (propri�et�e (P1)). Donc FMC se termine.
Si FMC retourne M, M est �evidemment un mod�ele de F . Supposons que FMC retourne

\no model found". Soit J la plus grande interpr�etation telle que J � I et telle qu'il existe n
v�eri�ant J = �n(I0) (n existe puisque on a I0 � I et I0 = �0(I0)). Nous avons J 6j= F (sinon
FMC s'arrêterait �a l'�etape n).

Deux cas doivent être distingu�es.

1. Soit �(J ) existe. Alors par d�e�nition de J , J � I < �(J ). Par (P2), I 6j= F .

2. Soit �(J ) n'existe pas. Alors par d�e�nition de J , J � I et par (P3), I 6j= F .

c.q.f.d.

De nombreuses strat�egies di��erentes peuvent être d�e�nies pour l'algorithme FMC, simple-
ment en changeant la d�e�nition de la fonction de saut �. Dans la suite de ce chapitre, nous
donnons des exemples de fonctions possibles (respectivement not�ees �ref ; �cref ; �0

cref). L'objet
de ces fonctions est d'utiliser l'information extraite de l'�echec des interpr�etations consid�er�ees
auparavant a�n d'�eliminer certaines interpr�etations.



3.2.2 La notion de r�efutation

La premi�ere fonction de saut que nous proposons est tr�es simple. Dans sa d�e�nition, on
utilise la notion de r�efutation d'une formule ferm�ee F dans une interpr�etation I. Dans un
premier temps, nous introduisons informellement cette notion par un exemple.

Exemple 3.2.1. Consid�erons la formule F : 8x:x 6= f(x) sur le domaine f1; 2g. L'ensemble des
cellules est ff(1); f(2)g. L'interpr�etation minimale (par rapport �a <) est I : ff(1) = 1; f(2) =
1g.

Nous avons de fa�con �evidente I 6j= F . Si nous appliquons notre algorithme \na��f" (FMC),
nous devons consid�erer ensuite les interpr�etations (f(1) = 1; f(2) = 2) (i.e. succ(I)) et (f(1) =
2; f(2) = 1) (i.e. succ(succ(I))): : :et tester pour chacune de ces interpr�etations si elle est un
mod�ele de F . N�eanmoins, si on consid�ere avec plus d'attention la premi�ere interpr�etation I, il
est facile de voir que l'�equation f(1) = 1 su�t �a prouver que I 6j= F . En e�et, f(1) = 1 contredit
l'axiome 8x:f(x) 6= x. Il est donc inutile de consid�erer la valeur associ�ee �a la cellule f(2) dans
ce cas. Ainsi, il est inutile de consid�erer d'autres interpr�etations si celles-ci ne changent pas la
valeur de la cellule f(1). �

Par cons�equent, au lieu de consid�erer le successeur de l'interpr�etation I, nous prenons le
premier successeur J de I tel que la valeur de f(1) dans J est di��erente de 1, i.e. nous ne
consid�erons pas l'interpr�etation succ(I) mais seulement succ(succ(I)).

De fa�con plus formelle, nous d�e�nissons la notion de r�efutation comme suit.

D�efinition 3.2.2. Une r�efutation 4 R d'une formule (non valide) ferm�ee du premier ordre
F dans une interpr�etation I est un ensemble �ni de cellules telles que pour toute interpr�etation
J , si I =jR J , alors J 6j= F . �

Pr�esentons en premier lieu un algorithme pour trouver les r�efutations d'une formule donn�ee
F dans une interpr�etation I (telle que I 6j= F). Evidemment, nous pourrions choisir l'ensemble
cells(I) lui-même (puisque I 6j= F , cells(I) est de fa�con �evidente une r�efutation de F) mais
cela ne serait d'aucune utilit�e. En e�et, nous cherchons des crit�eres permettant d'identi�er d�es
que possible qu'une interpr�etation falsi�e une formule, donc nous avons besoin d'une r�efutation
qui soit aussi petite que possible, (par rapport au nombre de cellules). Trouver la plus petite
r�efutation est tr�es di�cile 5 , donc nous ne chercherons pas �a trouver une solution optimale pour
ce probl�eme.

Nous donnons ci-contre un algorithme permettant de trouver une r�efutation pour une in-
terpr�etation I. Le principe de cet algorithme est tout simplement d'�evaluer la formule F dans
l'interpr�etation I et de conserver { pendant le processus d'�evaluation { l'ensemble des cellules
responsables de la valeur de F dans I. Cet algorithme est d�e�ni par induction structurelle sur
l'ensemble des termes et formules.

Sans perte de g�en�eralit�e, nous supposerons que la formule F est recti��ee (voir chapitre 2)
et que F contient uniquement les symboles logiques :;_ et 9. Nous d�e�nissons en premier lieu
la proc�edure EvaluateTerm qui calcule la valeur d'un terme donn�e dans une interpr�etation,
puis la proc�edure Evaluate qui retourne la valeur de v�erit�e de la formule et la r�efutation
correspondante. Ces proc�edures sont respectivement sp�eci��ees par les �gures 3.3 et 3.4.

Th�eor�eme 3.2.2. Si EvaluateTerm(t; �; I)= (s;R) alors

{ I(t�) = s ;

4: Une r�efutation correspond en fait �a un contre-mod�ele partiel de la formule. Nous avons cependant pr�ef�erer
conserver la terminologie introduite par d'autres auteurs en construction de mod�eles �nis.

5: ; est une r�efutation de F si et seulement si la formule F est insatisfaisable sur le domaine consid�er�e. Plus
pr�ecis�ement, si nous nous restreignons �a des formules propositionnelles, le probl�eme de d�eterminer si une formule
admet une r�efutation minimale non vide est �equivalent au probl�eme SAT donc est NP-complet.



Procedure EvaluateTerm

INPUT:
A term t de sort s
A function � : V ! Dom(s)
An interpretation I

OUTPUT:
A pair (v;R)
where v is the value of t� dans I
and R is a refutation of t� 6= v in I

begin

if t 2 V then return(t�; ;)
else f t � f(t1; : : : ; tn) g
for each i 2 f1; : : : ; ng

(vi;Ri) =EvaluateTerm(ti; �; I)
v = I(f(v1; : : : ; vn))
R = ff(v1; : : : ; vn)g [

Sn
i=1Ri

end

Fig. 3.3 - : La proc�edure EvaluateTerm

{ R est une r�efutation dans I de t� 6= s.

Si Evaluate(F ; �; I)= (v;R) alors

{ Si v = false, alors I 6j= F� et R est une r�efutation de F� dans I ;

{ Si v = true, alors I j= F� et R est une r�efutation de :F� dans I.

Preuve. Par induction structurelle sur l'ensemble des termes et formules (voir les algorithmes
pour les notations).

1. { Soit t 2 V . Soit t� = v. Pour toute interpr�etation J , nous avons par d�e�nition J (t�) = v.
Donc I(t�) = v et R = ; est une r�efutation de t 6= v.

{ Soit t = f(t1; : : : ; tn). Soit R =
Sn

i=1Ri. Par hypoth�ese d'induction I(ti�) = vi. D'o�u
I(t�) = I(f(v1; : : : ; vn)) = v. Alors, soit J une interpr�etation telle que J =jR I. Par
d�e�nition de R, pour tout i � n, on a I =jRi

J . Alors par hypoth�ese d'induction, J (ti�) =
vi. De plus J (f(v1; : : : ; vn)) = v, d'o�u J (t�) = v.

2. { Soit F � t = s. Par 1, nous savons que I(t) = v1 et I(s) = v2. D'o�u I j= F si et seulement
si v1 = v2. Soit R = R1 [ R2. Alors, pour tout J telle que J =jR I nous avons J =jRi

I
donc par hypoth�ese d'induction, J (t) = v1 et J (s) = v2. Donc J j= F si et seulement si
v1 = v2.

{ Soit F � F1 _ F2. Soit R = R1 [ R2. Deux cas sont �a distinguer. Soit v1 est vrai soit v1
est faux. Si v1 est vrai, alors pour tout J telle que J =jR1

I, nous avons par hypoth�ese
d'induction, J j= F1�, donc J j= F�. Si v1 est faux alors pour tout J telle que J =jR1[R2

I,
J =jR1

I donc la valeur de v�erit�e de F1 dans J est v1. De plus J =jR2
I donc la valeur de

v�erit�e de F2 dans J est v2. Donc la valeur de v�erit�e de F dans J est v1 _ v2, donc v2.

{ Soit F = 9x:F 0. Soit (vi;Ri) la valeur retourn�ee par Evaluate sur F 0; � [ fx! ig. Consi-
d�erons deux cas. Soit il existe un i 2 Dom(s) tel que vi est vrai. Alors, par hypoth�ese d'in-
duction, nous avons, pour tout J telle que J =jRi

I: J j= F 0�fx! vig donc J j= 9x:F 0�.
Sinon pour tout i 2 Dom(s), vi est faux. Soit R =

S
iRi. Soit J telle que, J =jR I. Par

hypoth�ese d'induction et puisque J =jRi
I, J 6j= F�fx! ig. Alors J 6j= 9x:F 0�.

{ Soit F = :F 0. Soit J une interpr�etation telle que J =jR I. Alors J j= F 0 si et seulement
si v est vrai. Donc J j= F si et seulement si v est faux.



Procedure Evaluate:
INPUT:

A formula F
A function � : V ! Dom
An interpretation I

OUTPUT:
A pair (v;R)
where v is the truth value of F� in I
and if v = false then R is a refutation of F in I.
else R is a refutation of :F in I.

begin

if F � s = t
then

(v1;R1) =EvaluateTerm(t; �; I)
(v2;R2) =EvaluateTerm(s; �; I)
return(v1 � v2;R1 [R2)

else if F � :F 0

(v;R) �Evaluate(F 0; �; I)
return(:v;R)

else if F � F1 _ F2

(v1;R1) =Evaluate(F1; �; I)
if v1 then
return(v1;R1)

else

(v2;R2) =Evaluate(F2; �; I)
if v2 then
return(v2;R2)

else return(v1 _ v2;R1 [R2)
else fF � 9x:F1g
Let s be the sort symbol such that: x 2 Vs.
R = ;
for each v 2 Dom(s)

(v0;R0) =Evaluate(F ; � [ fx! vg; I)
if v0 then return(v0;R0)
R = R[R0

return(false;R0)
end

Fig. 3.4 - : La proc�edure Evaluate



c.q.f.d.

Nous pouvons maintenant d�e�nir la fonction de saut �ref . Son principe est tr�es simple. Au
lieu de consid�erer le successeur imm�ediat de l'interpr�etation courante I, nous consid�erons la plus
petite interpr�etation J sup�erieure �a I et telle que I 6=jR J (o�u R est la r�efutation calcul�ee par
Evaluate). Plus formellement :

D�efinition 3.2.3. Pour toute interpr�etation I telle que I 6j= F , alors

�ref (I) = succR(I):

Si: Evaluate(F ; ;; I) = (false;R) (�ref est non d�e�nie sinon). �

Th�eor�eme 3.2.3. �ref est une fonction de saut.

Preuve. Nous montrons que �ref satisfait (P1); (P2) et (P3).

(P1) la preuve est �evidente.

(P2) Soit J une interpr�etation telle que I � J < �ref (I). Par d�e�nition �ref (I) est la plus petite
interpr�etationH telle que H 6=jR I. Donc I =jR J , donc J 6j= F (puisque R est une r�efutation
de F dans I).

(P3) Soit J une interpr�etation telle que I � J . Par d�e�nition, si �ref (I) n'existe pas, alors pour
tout H > I, nous avons H =jR I, donc H 6j= F .

c.q.f.d.

3.2.3 R�efutation couvrante

Cette fonction de saut peut être am�elior�ee en consid�erant non plus une r�efutation dans
l'interpr�etation courante (g�en�er�ee par Evaluate) mais plutôt l'ensemble des cellules utilis�ees
depuis le d�ebut de la recherche, i.e. l'union de toutes les r�efutations g�en�er�ees dans le pass�e.
Pendant la recherche d'un mod�ele, nous allons conserver toutes les cellules appartenant �a une des
r�efutations que nous avons d�ej�a g�en�er�ees. Intuitivement, cet ensemble de cellules sera l'ensemble
de cellules responsable de l'�echec de toutes les interpr�etations d�ej�a test�ees. Nous montrerons par
la suite que cet ensemble poss�ede certaines propri�et�es int�eressantes permettant de simpli�er au
fur et �a mesure la r�efutation obtenue. Pour d�ecrire cette id�ee d'une fa�con plus formelle, il faut
introduire la notion nouvelle de r�efutation couvrante. Pour cela, nous devons introduire quelques
notations. Pour toute cellule c, nous notons c� l'ensemble [c0; c[ (i.e. l'ensemble de cellules x telles
que c0 � x < c) et c+ l'ensemble [c; cmax] (i.e. l'ensemble de cellules x telles que c � x � cmax).

D�efinition 3.2.4. Soit I une interpr�etation. Un ensemble de cellules R est appel�e une r�efu-
tation couvrante de F dans I, si et seulement si pour toute cellule c et pour toute interpr�etation
J , si I =jc�\R J et J <jc+ I alors J 6j= F . �

Remarque. Si R est une r�efutation couvrante de F , dans I, alors pour tout J < I, J 6j= F
(il su�t de prendre c = c0 dans la d�e�nition ci-dessus).

Les lemmes suivants �enoncent quelques propri�et�es int�eressantes des r�efutations couvrantes.

D�efinition 3.2.5. Une r�efutation couvrante R de F dans I est dite normalis�ee si et seule-
ment si R = ; ou si I(max(R)) 6= Size(max(R)). �

Lemme 3.2.1. Soit R une r�efutation couvrante de F dans I. Si R n'est pas normalis�ee alors
trunc(R) est une r�efutation couvrante de F dans I. Si de plus R est une r�efutation de F dans
I alors trunc(R) est �egalement une r�efutation de F dans I.



Preuve. Nous notons m = max(R) et R0 = trunc(R).
Supposons que R0 n'est pas une r�efutation couvrante de F dans I. Alors il existe une inter-

pr�etation J et une cellule c telles que J =jc�\R0 I, J <jc+ I et J j= F .
Supposons que c � m. Alors c� \ R = c� \ R0. Donc J =jc�\R I. Puisque J <jc+ I

nous en d�eduisons que J 6j= F , ce qui est impossible. Donc c > m. Si J (m) = Dom(m), alors
Jjc�\R = Ijc�\R. Mais puisque J <jc+ I, J 6j= F (puisque R est une r�efutation couvrante de F
dans I). Donc J (m) 6= Dom(m), i.e. J (m) < Dom(m). On a J <jm+ I et J =jm�\R I, donc
J 6j= F , ce qui est impossible.

Maintenant supposons que R est une r�efutation de F dans I. Supposons que J =jR0 I.
Alors soit J (m) = I(m), et dans ce cas J =jR I donc J 6j= F , ou J <jm+ I (puisque
I(m) = Dom(m)) donc J 6j= F . c.q.f.d.

Donc nous pouvons supposer sans perte de g�en�eralit�e que toute r�efutation couvrante est
normalis�ee. En e�et, si R n'est pas normalis�ee, nous pouvons supprimer l'�el�ement max(R) de
R et obtenir ainsi une nouvelle r�efutation couvrante. En r�ep�etant ce processus, il est possible
d'obtenir une r�efutation couvrante normalis�ee, not�ee N (R).

Lemme 3.2.2. Si R est une r�efutation couvrante de F dans I, et si trunc(R) est une r�efutation
de F dans I alors trunc(R) est une r�efutation couvrante de F dans I.

Preuve. R0 = trunc(R) est une r�efutation de F dans I. Supposons que R0 n'est pas une
r�efutation couvrante de F dans I. Alors il existe une interpr�etation J et une cellule c 2 R telles
que J =jc�\R0 I, J <jc+ I et J j= F .

Si c � m, c�\R = c�\R0. Donc J =jc�\R I donc (puisque R est une r�efutation couvrante
de F dans I) J 6j= F . Donc c > m. R0 = R0 \ c�, donc R0 \ c� est une r�efutation de F dans I,
donc J 6j= F .

c.q.f.d.

Remarque. Les propri�et�es �enonc�ees par les lemmes 3.2.1 et 3.2.2 sont tr�es importantes car
elles permettent de simpli�er les r�efutations pendant la recherche. Remarquons que le lemme
3.2.1 n'en est plus un si nous consid�erons des r�efutations au lieu des r�efutations couvrantes, ce
qui montre l'int�erêt de cette nouvelle notion.

L'utilisation du lemme 3.2.2 pour simpli�er une r�efutation n�ecessite un test pour d�ecider
si un ensemble de cellules est une r�efutation, ce qui est en pratique tr�es coûteux. Nous nous
contenterons donc d'une condition plus forte, donn�ee par l'op�erateur de simpli�cation suivant.

NR0(R) = NR0(trunc(R)) si R n'est pas normalis�ee ou si R0 � trunc(R).

NR0(R) = R sinon

Lemme 3.2.3. Si R est une r�efutation couvrante et R0 une r�efutation, alors NR0(R) est une
r�efutation couvrante. Si de plus R est une r�efutation alors NR0(R) est une r�efutation.

Preuve. C'est une cons�equence imm�ediate des lemmes 3.2.1 et 3.2.2. c.q.f.d.

Lemme 3.2.4. Si R est une r�efutation couvrante de I par rapport �a F alors pour tout ensemble
de cellules E, R[E est une r�efutation couvrante de F dans I.

Preuve. (triviale) Si J =jc�\(R[E) I et J <c+ I alors J =jc�\R I donc J 6j= F . c.q.f.d.

Lemme 3.2.5. SiR est une r�efutation couvrante normalis�ee de F dans I et siR est une r�efutation
de F dans I, alors

1. Si succR(I) existe, alors trunc(R) est une r�efutation couvrante de F dans succR(I).



2. Si succR(I) n'existe pas, alors F est insatisfaisable sur le domaine consid�er�e.

Preuve. 1. Soit m = max(R). Soit J une interpr�etation. Nous notons I0 = succR(I) et
R00 = trunc(R).
Supposons qu'il existe une cellule c et une interpr�etation J telles que I0 =jc�\R00 J , J <jc+ I0

et J j= F . Par d�e�nition de succR, 8c > m, I0(c) = 1. Donc si c > m, alors I0jc+ = fc0 =
1=c0 � cg, donc I0jc+ est minimal par rapport �a <, ce qui est impossible puisque Jjc+ < I0jc+ .
Donc c � m.
Donc R00 \ c� = R\ c�.
Par d�e�nition de succR, puisque I(m) 6= Dom(m), I =jm� I0. Par cons�equent J =jR\c� I.
Si J <jc+ I, J 6j= F (puisque R est une r�efutation couvrante dans I). Si J =jc+ I, alors
I =jR J , donc J 6j= F (en e�et, R est une r�efutation de F dans I). Donc I <jc+ J <jc+ I0

Puisque R est normalis�ee, I(m) 6= Dom(m), donc par d�e�nition de succR: I0(m) = I(m) + 1
(puisque I0 =m� I). De plus, Jjc+ doit être de la forme Ij[c;m] [E. o�u E >j]m;cmax ] I.
Alors J =R I et J 6j= F .

2. Puisque succR(I) n'existe pas, on a (puisque R est normalis�ee), R = ;. Puisque R est une
r�efutation de F dans I nous en d�eduisons que pour toute interpr�etation J : J 6j= F .

c.q.f.d.

Les lemmes 3.2.1 et 3.2.5 permettent de calculer { pendant la recherche du mod�ele { une
r�efutation couvrante R de F dans l'interpr�etation courante I. Cette r�efutation couvrante R sera
not�ee �. La r�efutation R0 g�en�er�ee par la proc�edure Evaluate est not�ee �.

L'utilisation des r�efutations couvrantes permet d'�eliminer certaines interpr�etations pendant
la recherche. De fa�con plus pr�ecise, la formule F est fausse dans toutes les interpr�etations entre
I et succ�(I), donc ces interpr�etations n'ont pas besoin d'être consid�er�ees. Formellement, nous
d�e�nissons la fonction �cref comme suit.

D�efinition 3.2.6. D�e�nissons la suite suivante (rappelons que I0 est l'interpr�etation mini-
male) :

�0 = N�0(�0)
(vi; �i) = Evaluate(F ; ;; Ii) si Ii est d�e�nie
�i+1 = N�i+1(trunc(�i)[ �i+1) si Ii est d�e�nie
Ii+1 = succ�i(Ii) si vi = false
Ii+1 = unde�ned sinon

La fonction �cref est alors d�e�nie par :

�cref(I) = Ii+1 si I = Ii

Si pour tout i, I n'est pas �egale �a Ii, �cref (I) n'est pas d�e�nie. �

Le nouvel algorithme est sp�eci��e dans la �gure 3.5.

Th�eor�eme 3.2.4. L'algorithme FMC se termine. De plus si FMC retourne M alors M j= F et
si FMC retourne \no model found" alors F est insatisfaisable sur le domaine.

Preuve. D'apr�es le th�eor�eme 3.2.2, � est une r�efutation de F dans I. Par les lemmes 3.2.2,
3.2.4 et 3.2.5, nous savons que, �a chaque �etape de l'algorithme, � est une r�efutation couvrante
de F dans I. Montrons que �cref est une fonction de saut.

�cref satisfait de fa�con �evidente (P1). Soit I une interpr�etation.

{ Si �cref(I) existe, alors d'apr�es le lemme 3.2.5, il existe une r�efutation couvrante de �cref (I).
Alors pour tout J < �cref(I), J 6j= F .



Procedure FMCf Finite Model Construction g

INPUT:
A formula F

OUTPUT

A model M de F
or un message: \no model found"

begin

I = fv = 1=v 2 Cg
� = ; f � is a covering refutation of F w.r.t. I g
(v; �) =Evaluate(F ; ;; I)
f � is a refutation of F w.r.t. I g
while v �false
� = N�(� [ �)
if succ�(I) exists
then

I = �cref (I)
� = trunc(�)

else return(\no model found")
(v; �) =Evaluate(F ; ;; I)

endf while g
return(I)

end

Fig. 3.5 - : Finite Model Construction

{ Si �cref (I) n'existe pas, alors d'apr�es le lemme 3.2.5, J 6j= F , pour tout J � I.

Donc d'apr�es le th�eor�eme 3.2.1,

{ FMC se termine ;

{ si FMC retourne M alors M j= F ;

{ si FMC retourne \no model found" alors F est insatisfaisable sur le domaine.

c.q.f.d.

3.2.4 Une am�elioration

Une analyse plus profonde de la preuve du lemme 3.2.5 am�ene �a d�e�nir une fonction de saut
�0cref plus e�cace, permettant, dans certains cas particuliers, d'�eliminer un plus grand nombre
d'interpr�etations que la fonction �cref .

Cette nouvelle fonction de saut est fond�ee sur le lemme suivant.

Lemme 3.2.6. Soit F une formule. Soit I une interpr�etation, R une r�efutation couvrante nor-
malis�ee et une r�efutation de F dans I. Soit R0 = trunc(R). Soit m = max(R)

Soit J une interpr�etation identique �a I except�e pour la cellule m dont la valeur est incr�e-
ment�ee de 1. J est formellement d�e�nie par

J = IjCnfmg [ fm = I(m) + 1g:
Si R0 est une r�efutation couvrante de F dans I, alors R0 est une r�efutation couvrante de F

dans J .

Preuve. Soit c une cellule. Soit H une interpr�etation telle que H <jc+ J et H =jc�\R0 J .
Supposons que H j= F .



Si c � m, alors J =jc�\R0 I. Donc H =jc�\R0 I. De plus, H <c+ J . Donc il existe c0 � c tel
que H(c0) < J (c0) et 8c00 2 [c::c0[:J (c) = H(c). Si c0 > m, HR = IR. Donc H 6j= F . Si c0 � m,
on a H =jc0�\R0 I et H <c0+ I donc H 6j= F (puisque R0 est une r�efutation couvrante de F dans
I).

Alors nous devons avoir c > m.
Si H <jc+ I, H 6j= F . (puisque R0 est une r�efutation couvrante de F dans I.). De fa�con

similaire si H =jc+ I, nous avons H =jR I, donc H 6j= F .
Donc on a J >jc+ H >jc+ I. Ce qui est impossible puisque J =jc+ I (car c > m). c.q.f.d.

D�efinition 3.2.7. Soit I une interpr�etation.
D�e�nissons la fonction �0cref comme suit.
Modi�ons tout d'abord la d�e�nition de la suite (Ii).

{ mi = max(�i).

{ Ii+1 = IijCnfmg [ fm = Ii(m) + 1g si Ii 6j= F et si mi 62 �i�1.

{ Ii+1 = succ�i
(Ii), si Ii 6j= F , et si m 2 �i�1.

{ sinon Ii+1 n'est pas d�e�nie.

�0cref(I) = Ii+1 si I = Ii

Si pour tout i, I n'est pas �egale �a Ii, �0cref (I) n'est pas d�e�nie. �

Th�eor�eme 3.2.5. �0cref(I) est une fonction de saut.

Preuve. C'est une cons�equence triviale des lemmes 3.2.6 et 3.2.5. c.q.f.d.

3.2.5 D�etection des sym�etries

Pr�esentation informelle

La strat�egie que nous proposons dans cette section utilise la sym�etrie naturelle entre les
�el�ements du domaine d'une sorte s donn�ee. Consid�erons une sorte s et une permutation � de
Dom(s). Nous avons I� j= F� si et seulement si I j= F .

Donc, si aucun �el�ement de Dom(s) n'apparâ�t dans la formule initiale F , alors pour toute
interpr�etation I de F ,

I j= F si et seulement I� j= F

Ceci montre que pour une interpr�etation I donn�ee, il existe de nombreuses interpr�etations
isomorphes �a I, o�u F a la même valeur de v�erit�e que dans I. Il est inutile de consid�erer toutes
ces possibilit�es mais seulement l'une d'entre elles.

Illustrons ce fait par un exemple (d�elib�er�ement trivial).

Exemple 3.2.2. Soit � la signature fa :! T; b :! Tg avec Size(T ) = 3. Soit F la formule
a = b^ a 6= b.

La proc�edure FMC consid�ere successivement les interpr�etations I1 � fa = 1; b = 1g; I2 �
fa = 1; b = 2g et I3 � fa = 1; b = 3g. Ici I2 et I3 sont de fa�con �evidente sym�etriques : il
su�t en e�et d'�echanger les �el�ements 2 et 3. Il est donc inutile d'�evaluer la formule F dans
l'interpr�etation I3. On peut directement a�rmer que I3 6j= F , puisque I2 6j= F et I3 = �(I2).
Par la suite, FMC teste l'interpr�etation I4 = fa = 2; b = 1g. L�a encore I4 et I2 sont sym�etriques
puisque I4 = �I2. (avec �(2) = 1 et �(1) = 2). Donc I4 6j= F . De fa�con similaire, toutes les
interpr�etations restantes I5 = fa = 2; b = 2g I6 = fa = 2; b = 3g, I7 = fa = 3; b = 1g: : :sont
sym�etriques �a une interpr�etation d�ej�a test�ee I1 ou I2. Donc nous pouvons arrêter la recherche
et retourner \no model found".

Ceci permet de consid�erer seulement deux interpr�etations, alors qu'une exploration na��ve de
l'espace de recherche aurait donn�e 3� 3 = 9 interpr�etations possibles. �



D�e�nition des sym�etries

A�n de pr�esenter formellement notre m�ethode, nous introduisons le th�eor�eme suivant.

Lemme 3.2.7. Soit � une permutation de Dom(s). Soit F une formule. Soit I un mod�ele de F .
Alors �(I) est un mod�ele de �(F).

Preuve. �(I) est de fa�con �evidente une interpr�etation, puisque � est bijective. De plus, nous
avons pour tout terme t, (�(I))(t) = �(I(t)).

Nous montrons par induction structurelle sur l'ensemble des formules que pour toute substi-
tution �, �(I) j= �(F).

1. Supposons que F est de la forme t = s. Alors I j= (t = s) i.e. I(t) = I(s), donc �(I(t)) =
�(I(s)) i.e. �(I) j= �(F).

2. Supposons que F est de la forme :F1. Alors I 6j= F . Supposons que �(I) j= �(F1). Par
hypoth�ese d'induction (puisque ��1 est une permutation) cela signi�e que I j= F , ce qui est
impossible. Donc �(I) 6j= �(F1) donc �(I) j= �(F).

3. Si F � F1 _ F2, alors I est soit un mod�ele de F1 soit un mod�ele de F2. Par hypoth�ese
d'induction nous avons, soit �(I) j= F1, soit �(I) j= F2, donc �(I) j= �(F).

4. Si F � 9x:F1. Alors F est �equivalent �a
W
c2Dom(x) F1fx! cg. D'apr�es le cas 3 ci-dessus, nous

en d�eduisons que �(I) j= �(
W
c2Dom(x) F1fx ! cg), i.e. �(I) j=

W
c2Dom(x) �(F1fx ! cg), i.e.

�(I) j= 9x:�(F1). Par cons�equent �(I) j= �(F).

c.q.f.d.

Lemme 3.2.8. �(IjR) = �(I)j�(R).

Preuve. c = e 2 �(IR). si et seulement ��1(c) = ��1(e) 2 I et ��1(c) 2 R i.e. c 2 �(R).
Ceci est �equivalent �a c = e 2 �(I) et c 2 �(R) (par composition par �), donc �a c = e 2 �(I)j�(R).
c.q.f.d.

Nous en d�eduisons le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 3.2.6. Si R est une r�efutation de F dans I alors �(R) est une r�efutation de �(F)
dans �(I).

Preuve. Soit K une interpr�etation telle que K =j�(R) �(I). i.e ��1(Kj�(R)) = ��1(�(I)j�(R)).
D'apr�es le lemme 3.2.8, nous en d�eduisons que ��1(K)jR = IjR, donc ��1(K) 6j= F (puisque R
est une r�efutation de F dans I).

Par cons�equent K 6j= �(F) (par le lemme 3.2.7). c.q.f.d.

La notion de sym�etrie entre interpr�etations est d�e�nie comme suit.

D�efinition 3.2.8. Deux interpr�etations I et J sont dites sym�etriques s'il existe une permu-
tation � telle que �(I) = J et �(F) = F . �

Cette d�e�nition peut être modi��ee a�n de tirer parti de la notion de r�efutation. Cela permet
d'a�aiblir les conditions entre les interpr�etations I et J , tout en garantissant que F a même
valeur de v�erit�e dans ces deux interpr�etations.

D�efinition 3.2.9. Deux interpr�etations I et J sont dites R-sym�etriques s'il existe une per-
mutation � telle que �(I) =jR J et �(F) = F . �

Remarquons que la notion de R-sym�etrie est plus faible que celle de sym�etrie, puisque nous
nous restreignons �a un sous-ensemble particulier de cellules.

Remarque. Les relations de R-sym�etrie et sym�etrie sont bien entendus r�eexives.



Le corollaire suivant est une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme 3.2.6.

Corollaire 3.2.1. Si I et J sont R-sym�etriques (par rapport �a une substitution �) et si R est
une r�efutation de F dans I, alors �(R) est une r�efutation de F par rapport �a J .

Utilisation pratique des sym�etries

Selon le corollaire 3.2.1, nous savons que si I et J sont R-sym�etriques dans une permutation
�, et si R est une r�efutation de F dans I, alors J 6j= F et R� est une r�efutation de F dans I.

Par souci d'e�cacit�e, nous ne cherchons pas �a identi�er toutes les sym�etries possibles entre les
interpr�etations, mais nous cherchons plutôt un crit�ere simple (c'est-�a-dire pouvant être v�eri��e
avec un coût de calcul tr�es faible) permettant de d�etecter qu'une interpr�etation donn�ee est
sym�etrique �a une des interpr�etations pr�ec�edentes.

Pour cela, nous introduisons la notion de sym�etrie directe.

D�efinition 3.2.10. Deux interpr�etations sont dites directement R-sym�etriques si et seule-
ment si les conditions suivantes sont satisfaites.

{ Il existe au plus une cellule c dans R telle que I(c) 6=R J (c).

{ I =jR �(J ), o�u � est la permutation d�e�nie par:

{ �(I(c)) = J (c).

{ �(J (c)) = I(c).

{ �(e) = e, si e 6= I(c) et e 6= J (c).

{ �(R) = R.

{ Ni I(c) ni J (c) n'apparâ�t dans F .

�

De fa�con �evidente, si I et J sont directement sym�etriques alors I et J sont sym�etriques. De
plus, v�eri�er si deux interpr�etations sont directement R-sym�etriques peut se faire tr�es facilement
dans notre algorithme FMC (en un temps lin�eaire par rapport �a la taille de R). Utiliser ce test
tr�es simple au lieu de la proc�edure Evaluate pour d�etecter qu'une interpr�etation donn�ee est
R-sym�etrique �a la pr�ec�edente peut �etendre de fa�con signi�cative les performances de notre
approche. De fa�con �evidente, en nous restreignant �a des sym�etries directes, nous limitons le
pouvoir de notre strat�egie. N�eanmoins, le test correspondant peut être r�ealis�e tr�es facilement,
ce qui ne serait pas le cas en g�en�eral.

Cette approche est une fa�con tr�es simple et relativement restrictive de traiter les sym�etries.
Ce proc�ed�e pourrait être am�elior�e dans le futur. En particulier, il existe des travaux sur les
sym�etries en calcul propositionnel qui pourraient être combin�es avec notre m�ethode. On trouve
par exemple dans (Boy de la Tour et Demri, 1995) une analyse th�eorique de la complexit�e
du calcul des sym�etries syntaxiques et dans (Boy de la Tour, 1996) une m�ethode permettant
d'exploiter des sym�etries s�emantiques pour r�esoudre des probl�emes propositionnels. En outre, il
serait �egalement int�eressant de pouvoir d�e�nir un algorithme permettant d'�enum�erer les classes
d'�equivalence par la relation de sym�etrie au lieu d'�enum�erer l'ensemble des interpr�etations.

L'utilisation des sym�etries permet d'�eliminer un grand nombre d'interpr�etations. Par
exemple, consid�erons le cas d'une signature contenant un unique symbole de fonction d'arit�e
1 de pro�l s ! s. Si la taille du domaine de s est 5, il existe 55 = 3125 interpr�etations pos-
sibles. En utilisant la strat�egie propos�ee, on obtient uniquement 600 interpr�etations di��erentes,
soit un gain de plus de 80 %. Cela reste cependant largement sup�erieur au nombre de classes
d'�equivalence par la relation de sym�etrie.

Si la taille du domaine est de 6, le gain est encore plus important : 4320 contre 46656 soit
une am�elioration de plus de 99 %. Notons que ces r�esultats peuvent encore être am�elior�es par
l'utilisation des r�efutations et r�efutations couvrantes (le gain d�epend alors �etroitement de la
formule consid�er�ee, donc est plus di�cile �a estimer).



3.2.6 Choix de l'ordre

A�n d'obtenir une proc�edure d�eterministe, il reste �a sp�eci�er l'ordre sur les cellules. Plusieurs
ordres di��erents peuvent être utilis�es pour un probl�eme donn�e, et les performances de notre
proc�edure peuvent d�ependre de fa�con importante du choix de l'ordre. Trouver l'ordre le mieux
adapt�e �a un probl�eme donn�e semble être une question tr�es di�cile. Il doit être choisi en g�en�eral
exp�erimentalement.

Dans les exemples du chapitre 4, l'ordre choisi est le suivant. Tout d'abord, les symboles fonc-
tionnels sont ordonn�es suivant leur arit�e (les symboles fonctionnels avec la plus grande arit�e sont
prioritaires). Ensuite, les arguments des cellules sont ordonn�es avec l'extension lexicographique
de l'ordre sur le domaine.

Par exemple, si � = ff; g; ag, o�u f; g et a sont d'arit�e 2; 1; 0 respectivement et si la taille du
domaine est 2, alors l'ensemble des cellules sera ordonn�e comme suit.

f(0; 0)< f(0; 1) < f(1; 0) < f(1; 1) < g(0) < g(1) < a.

De fa�con �evidente, d'autres ordres sont possibles, par exemple

f(0; 0)< g(0) < a < f(0; 1) < f(1; 0) < f(1; 1) < g(1).

3.2.7 Choix de la r�efutation

Soit I une interpr�etation et F une formule. Supposons que I 6j= F . Alors Evaluate retourne
une r�efutation de F dans I. Mais, pour une interpr�etation donn�ee I, plusieurs r�efutations sont
possibles, suivant l'ordre dans lequel les �el�ements du domaine sont consid�er�es dans la proc�edure
Evaluate et suivant l'ordre dans lequel les sous-formules de F sont �evalu�ees.

Ces r�efutations ne sont pas �equivalentes, au sens o�u certaines peuvent permettre d'�eliminer
plus d'interpr�etations que d'autres. En particulier, il est clair qu'il est pr�ef�erable de chercher une
r�efutation aussi petite que possible (suivant l'ordre d'inclusion entre ensembles). D'autre part,
le nombre d'interpr�etations qu'une r�efutation donn�ee R permet d'�eliminer est li�e au rang des
cellules de R suivant l'ordre <. En e�et, consid�erons deux r�efutations R et R0. Supposons que
les cellules de R sont inf�erieures �a celles de R0. Alors on a (par d�e�nition de succ): succR(I) >
succR0(I). Donc l'interpr�etation I0 consid�er�ee apr�es I, si R est choisie, est sup�erieure (par
rapport �a l'ordre < sur les interpr�etations) que celle consid�er�ee dans le cas o�u R0 est retenue.
Ainsi, R peut être consid�er�ee comme \meilleure" que R0, puisque elle permet d'�eliminer plus
d'interpr�etations que R0. Il est donc pr�ef�erable en g�en�eral d'�evaluer en premier lieu les sous-
formules contenant les cellules les plus petites. Ainsi, l'ordre dans lequel les sous-formules sont
�evalu�ees doit d�ependre de l'ordre choisi sur les cellules.

3.3 Comparaison avec des travaux existants et discussion

Dans cette section, nous donnons un bref aper�cu des m�ethodes utilis�ees en construction de
mod�eles �nis et nous donnons quelques �el�ements de comparaison avec notre approche.

Comme le mentionne l'introduction (voir section 1.3.2) les d�emonstrateurs existants pour
la logique propositionnelle (Ddpp, Sato, Mace: : :) ou les d�emonstrateurs par construction
de mod�eles (Satchmo, Mgtp) peuvent être utilis�es pour construire des mod�eles �nis pour
des formules du premier ordre. N�eanmoins, la taille du probl�eme propositionnel obtenu par
traduction d�epasse tr�es rapidement les capacit�es de ces syst�emes, en particulier si la formule
contient des termes tr�es profonds (Zhang et Zhang, 1995).

Les trois programmes qui sont les plus proches de notre syst�eme sont Finder, Falcon (une
premi�ere version de Sem) et Sem.

Finder (Slaney, 1993) est un g�en�erateur de mod�eles fond�e sur des techniques d'�enum�eration
et de retour-arri�ere. Au contraire de FMC, il n'utilise aucune technique particuli�ere pour r�eduire
l'espace de recherche, mais construit une base de donn�ees contenant les r�efutations obtenues
pr�ec�edemment, ce qui permet d'�eviter d'�echouer deux fois pour la même raison.



Falcon (anciennement connu sous le nom de Mod/E) (Zhang, 1993; Zhang, 1994) et
Sem (Zhang et Zhang, 1995) sont �egalement deux syst�emes extrêmement e�caces pour la
construction de mod�eles �nis. Une heuristique tr�es simple appel�ee \the Least Number Heuristic"
(LNH) est utilis�ee pour r�eduire l'espace de recherche. LNH est fond�ee sur des id�ees similaires
(mais moins g�en�erales) �a celles de notre r�egle de d�etection des sym�etries, i.e. �eviter de consid�erer
deux fois de suite deux interpr�etations sym�etriques. Notre m�ethode est cependant plus g�en�erale,
parce qu'elle ne d�epend pas de l'ordre sur les �el�ements du domaine et que le crit�ere utilis�e pour
rejeter les interpr�etations sym�etriques est plus faible que celui fourni par LNH. Falcon et Sem
sont restreints �a des formules en forme clausale. Ils utilisent des techniques d'impl�ementation
e�caces pour la propagation des contraintes.

Les r�esultats exp�erimentaux pr�esent�es au chapitre 4 donnent des �el�ements de comparaison
pratique entre ces syst�emes et montrent l'int�erêt de notre approche.

Le principal inconv�enient de notre m�ethode est que ses performances d�ependent fortement de
l'ordre sur les cellules, qui doit être choisi avant le d�ebut de la recherche et ne peut changer par la
suite. A�n de r�esoudre ce probl�eme, il est possible d'utiliser certaines strat�egies ou heuristiques
a�n de trouver un ordre adapt�e �a un probl�eme donn�e (par exemple il existe de nombreuses
heuristiques utilis�ees pour r�esoudre les probl�emes de satisfaction de contraintes qui pourraient
certainement être combin�ees avec notre approche) et �eventuellement pour modi�er cet ordre
pendant la recherche tout en pr�eservant la compl�etude. Il serait �egalement utile d'�etudier des
heuristiques permettant de guider la recherche d'une r�efutation (dans la proc�edure Evaluate)
i.e. pour guider le choix des sous-formules �a �evaluer en premier.

L'un des avantages les plus int�eressants de notre m�ethode est qu'elle peut { au contraire
des approches existantes { traiter des formules du premier ordre quelconques et ne n�ecessite
aucune transformation de la formule initiale. C'est tr�es important, car la transformation d'une
formule en forme clausale peut augmenter de fa�con exponentielle la taille de la formule. Il est
bien entendu possible d'utiliser le renommage pour obtenir une transformation quadratique mais
c'est au prix de l'introduction de nouveaux symboles de pr�edicats, ce qui augmente le nombre
de cellules �a consid�erer.

De plus la g�en�eralit�e de notre approche doit �egalement être soulign�ee. En e�et, pour �etendre
notre m�ethode �a d'autres logiques, il su�t de modi�er la d�e�nition de la proc�edure Evaluate qui
calcule la valeur de v�erit�e d'une formule et la r�efutation correspondante. L'algorithme principal,
ainsi que les strat�egies propos�ees ne changent pas.

Comparaison avec les BDD

Les BDD (Binary Decision Diagrams) sont une m�ethode souvent utilis�ee pour r�epresenter
des fonctions bool�eennes (voir par exemple (Lee, 1959; Akers, 1978; Bryant, 1992)). Elle
consiste, �etant donn�e un ensemble de variables propositionnelles fx1; : : : ; xng, �a construire un
arbre s�emantique dont chaque noeud est �etiquett�e par un xi et poss�ede 2 �ls, correspondant
respectivement aux valeurs 0 ou 1. Les feuilles de l'arbre sont �etiquett�es par la valeur de la
fonction bool�eenne correspondant aux valeurs choisie pour les variables. Par exemple, il est ainsi
possible de repr�esenter la fonction f(x1; x2; x3) = (x1 ^ x2) _ x3 par l'arbre suivant (les lignes
pointill�ees correspondent �a la valeur 0, les lignes pleines �a la valeur 1).



X1

X2

X3 X3

X2

X3 X3

0 1 0 1 0 1 1 1

Il est possible de r�eduire de fa�con importante la taille des BDD en transformant les arbres
s�emantiques en des graphes, obtenus en factorisant certains sous-arbres commun. On applique
pour cela certaines r�egles de transformation visant �a �eliminer les noeuds (terminaux ou non-
terminaux) identiques et �a supprimer les tests inutiles. Cette technique fournit une m�ethode
pour repr�esenter de fa�con concise et e�cace des fonctions bool�eennes. Si, de plus, l'ordre dans
lequel les variables sont consid�er�ees lors de la construction de l'arbre s�ematique est �x�e, on parle
de Ordered BDD (OBDD).

Il est possible d'�etendre la d�e�nition des BDD en consid�erant non plus des variables boo-
l�eennes, mais des variables avec un nombre �ni (plus grand que 2) de valeurs possibles. Le
facteur de branchement pour un noeud x donn�e est la cardinalit�e de l'ensemble des valeurs pos-
sibles pour x. Cette technique permet d'�enum�erer de fa�con �economique l'ensemble des mod�eles
associ�es �a une formule donn�ee. Notons que la technique utilis�ee par FMC ou par Sem pour �enu-
m�erer les interpr�etations sur un domaine �ni est tr�es similaire �a celle utilis�e pour la construction
des OBDD. En outre, l'utilisation des \refutations" semble proche de r�egles de transformation
utilisees pour reduire la taille des BDD.

Les di��erences essentielles avec notre travail sont les suivantes.

{ D'une part, les sym�etries trait�es par les BDD concernent des sym�etries sur la fonction boo-
l�eenne (donc sur l'arbre s�emantique obtenu). Ici la notion de sym�etrie est tr�es di��erente,
puisqu'il s'agit d'un isomorphisme sur les �el�ements du domaine. Le groupe des sym�etrie ne
d�epend pas de la formule consid�er�ee et est connu �a priori. Dans le cas plus g�en�eral des BDD,
il n'y a pas de telles relations sur les variables consid�er�ees. Notons qu'en pratique, l'exploita-
tion de cet isomorphisme (par exemple l'utilisation de la r�egle de d�etection des R-sym�etries
de FMC ou l'heuristique LNH de Sem) est d'une importance cruciale pour la r�eduction de
l'espace de recherche.

{ D'autre part, contrairement aux BDD, nous ne cherchons pas ici �a repr�esenter l'ensemble
des mod�eles de la formule, mais simplement �a trouver le ou les mod�eles possibles. Par cons�e-
quent, nous n'avons pas besoin de construire explicitement l'arbre s�emantique associ�e �a la
formule. Cela repr�esente une di��erence essentielle avec les BDD, dont le but est pr�ecis�ement
de permettre une repr�esentation concise et ais�ement manipulable de ces fonctions.





Chapitre 4

R�esultats exp�erimentaux

4.1 FMCATINF: un syst�eme pour construire des mod�eles �nis

FMCAtinf est le logiciel qui impl�emente notre approche. Il s'agit d'un prototype dont le
but est d'�evaluer l'int�erêt pratique de la m�ethode propos�ee. Il est �ecrit en C++ et fait partie du
syst�eme RamcAtinf (voir chapitre 15).

FMCAtinf o�re �a l'utilisateur la possibilit�e de sp�eci�er le probl�eme �a traiter comme un
ensemble de formules du premier ordre (avec sorte). L'algorithme est contrôl�e par un ensemble de
param�etres, permettant par exemple de sp�eci�er l'ordre sur les cellules, de choisir une strat�egie
particuli�ere, ou de �xer des limites �a la recherche (temps de calcul, nombre d'interpr�etations
test�ees, nombre de mod�eles g�en�er�es, etc.).

Nous donnons ci-dessous une liste d'exemples provenant de domaines tr�es di��erents a�n de
montrer l'utilit�e de la m�ethode. Pour chacun d'entre eux, nous donnons une br�eve description
du probl�eme (ainsi que des r�ef�erences vers une description plus compl�ete) et le temps de calcul
obtenu avec FMCAtinf.

Remarque. Presque tous ces exemples sont tir�es de (Zhang, 1994), o�u une description claire
et compl�ete de nombreux probl�emes pour la construction de mod�eles �nis est fournie (voir
�egalement (Wos et al., 1990; Wos, 1993b) pour plus de d�etails). Certains d'entre eux font
�egalement partie de la biblioth�eque de probl�emes Tptp (Suttner et Sutcliffe, 1995).

4.2 Description des probl�emes

Nous donnons ci-dessous une courte description des exemples consid�er�es. Ils ont �et�e choisis
parmi les probl�emes les plus utilis�es comme \benchmark" pour les constructeurs de mod�eles
�nis.

Alg�ebre ternaire (TPTP BOO019-1)

Une alg�ebre bool�eenne ternaire est une structure satisfaisant les axiomes suivants.
(T1) 8x:f(x; x; y) = x
(T2) 8x; y:f(g(x); x; y) = y

(T3) 8x; y:f(x; y; g(y)) = x
(T4) 8x; y; u; v:f(z; u; v) = f(f(x; y; z); u; f(x; y; v))
(T5) 8x; y:f(x; y; y) = y

Il s'agit de montrer l'ind�ependance de l'axiome T5 par rapport aux axiomes T1-T4. On utilise
la technique standard, i.e. on tente de construire un mod�ele de T1-T4 qui ne soit pas un mod�ele
de T5, donc qui satisfait :T5 : 9x; y:f(x; y; y) 6= y.

Comme nous l'avons mentionn�e dans l'introduction, ce probl�eme a �et�e interactivement r�esolu
pour la premi�ere fois par Wos et Winker (Winker, 1982) avec l'aide d'un d�emonstrateur par



r�esolution. Par la suite, des solutions purement automatiques ont �et�e donn�ees (voir par exemple
(Zhang, 1993; Bourely et al., 1994)).

Th�eorie des groupes.

La formule suivante est un axiome unique pour la th�eorie des groupes (Zhang, 1994; Mc-

Cune, 1993) (c'est-�a-dire que toute la th�eorie peut être d�eriv�ee de cet axiome):

(G1) f(x; i(f(y; f(f(f(z; i(z)); i(f(u; y))); x)))) = u

Il s'agit de prouver que l'axiome suivant (qui est une instance de G1, avec x = u) n'est pas
un axiome unique de la th�eorie des groupes.

(G2) f(u; i(f(y; f(f(f(z; i(z)); i(f(u; y))); u)))) = u

Pour cela, il su�t de construire un mod�ele de G2 qui ne soit pas un mod�ele de G1.

Le calcul d'�equivalence

Les axiomes du calcul d'�equivalence exprim�es en logique du premier ordre (traduction de
l'anglais \equivalence calculus") (Wos et al., 1990; Zhang, 1994) sont les suivants.

(E1) 8x:P (e(x; x))
(E2) 8x; y:P (e(e(x; y); e(y; x)))
(E3) 8x; y; z:P (e(e(x; y); e(e(y; z); e(x; z))))
La seule r�egle d'inf�erence utilis�ee est une r�egle appel�ee \condensed detachment", qui s'�ecrit

comme suit.

(CD) 8x; y:P (e(x; y))^ P (x)! P (y)

Le probl�eme est de montrer que la formule suivante n'est pas un axiome unique pour le calcul
d'�equivalence.

(XBB) P (e(x; e(e(e(x; e(y; z)); y); z)))

Par cela, il su�t de construire un mod�ele de (XBB); (CD) qui n'est pas un mod�ele de (E1).

Arithm�etique Heap

L'arithm�etique Heap est d�ecrite dans (Slaney, 1992). Les axiomes sont similaires �a la th�eorie
standard de l'arithm�etique, sauf que l'on suppose qu'il existe un �el�ementHeap qui est son propre
successeur i.e. tel que succ(Heap) = Heap. Plus pr�ecis�ement, l'arithm�etique Heap est d�e�nie
par les axiomes suivants.

succ(Heap) = Heap

x < Heap! x < succ(x)
x < y ! succ(x) = y _ succ(x) < y

x+ 0 = x
x+ succ(y) = succ(x+ y)
x� 0 = 0
x� succ(y) = (x � y) + x

x0 = succ(0)
xsucc(y) = xy � x
Les deux premiers axiomes d�e�nissent la relation de successeur succ, et les suivants d�e�nissent

inductivement l'addition, la multiplication et l'exponentiation. Le probl�eme est de trouver un
mod�ele �ni de cet ensemble d'axiomes.

La logique combinatoire

La logique combinatoire (pour la compr�ehension de ce travail, on pourra consulter (Wos,
1993b; Zhang, 1994)) est d�e�nie par un ensemble de combinateurs (not�es en majuscules) d�e�nis
par une s�erie d'axiomes. Par exemple :



a(a(a(B; x); y); z) = a(x; a(y; z))
a(a(a(N1; x); y); z) = a(a(a(x; y); y); z)
a(a(a(S; x); y); z) = a(a(x; z); a(y; z))
a(a(W;x); y) = a(a(x; y); y)
a(a(K; x); y) = x
a(a(L; x); y) = a(x; a(y; y))
a(a(a(Q; x); y); z) = a(y; a(x; z)). a(M;x) = a(x; x)

Un ensemble donn�e de combinateurs a la propri�et�e du point �xe faible (WFP) si et seulement
si pour tout x il existe un combinateur y tel que y = a(x; y). Il poss�ede la propri�et�e du point �xe
fort (SFP) si et seulement s'il existe un combinateur y tel que pour tout x, a(y; x) = a(x; a(y; x)).

Le probl�eme est de d�eterminer quel(s) ensemble(s) de combinateurs poss�ede(nt) ces propri�e-
t�es. A�n de montrer qu'un ensemble ne poss�ede pas les propri�et�es (WFP) ou (SFP) il su�t
d'exhiber un mod�ele de ces combinateurs qui ne satisfait pas (WFP) ou (SFP). Ici, nous nous
limiterons �a trouver des mod�eles �nis des ensembles fB;N1;:(SFP )g (logique combinatoire 1),
fL;Q;:(SFP )g (logique combinatoire 2) et fS;W;:(WFP )g (logique combinatoire 3) qui sont
les plus int�eressants en pratique.

Probl�eme de permutation

Le but est de trouver une fonction injective p de [1::n] dans [1::n] telle que pour tout
(i; j; k; l) 2 [1::n]4 v�eri�ant i < j < k < l, on a

:(p(i) < p(j) < p(k) < p(l))

et
:(p(l) < p(k) < p(j) < p(i)):

Ce probl�eme a une solution pour n < 10. Pour n = 10, il n'a plus de solution.

Probl�emes de d�ecidabilit�e (Church, 1956)

Dans (Church, 1956) Church donne une liste de formules satisfaisables ou insatisfaisables.
Certaines de ces formules appartiennent �a une classe d�ecidable de la logique du premier ordre,
la classe Am (Ackermann-Monadique). La question de la validit�e d'une formule de cette classe
peut être d�ecid�ee par exemple en utilisant une strat�egie d'ordonnancement pour la proc�edure
de r�esolution (voir (Ferm�uller et al., 1993) pour plus de d�etails). Certains de ces probl�emes
sont tr�es simples, mais d'autres peuvent être consid�er�es comme di�ciles. Tous ces probl�emes
peuvent �egalement être trouv�es dans la biblioth�eque de formules Tptp.

Ici nous consid�erons les probl�emes SYN324-1 et SYN348-1 (selon le code utilis�e par Tptp),
qui sont repr�esentatifs de l'ensemble des formules.

4.3 Exemple d'utilisation du logiciel

Nous donnons comme exemple d'utilisation de FMCAtinf le probl�eme de l'alg�ebre ternaire,
sous la forme de sorties d'�ecran d'une session de travail avec le logiciel RamcAtinf(voir chapitre
15).

% Specify the order on the cells

order = 1.

symbol_precedence = greater_arity.

parameter_precedence = lex.



refutation_precedence = first.

% strategy

set(detect_symmetry).

set(cref).

set(prolog_style_variables).

list(tba).

f(X,X,Y) = X.

f(g(Y),Y,X) = X.

f(X,Y,g(Y)) = X.

f(U,V,f(X,Y,Z)) = f(f(U,V,X),Y,f(U,V,Z)).

(exists X,Y.f(X,Y,Y) != Y).

end.

set_size(3).

fmc(tba).

quit.

Le programme retourne le mod�ele suivant.

Model:

g(0)=1

g(1)=0

g(2)=0

f(0,0,0)=0

f(0,0,1)=0

f(0,0,2)=0

f(0,1,0)=0

f(0,1,1)=1

f(0,1,2)=2

f(0,2,0)=0

f(0,2,1)=1

f(0,2,2)=2

f(1,0,0)=0

f(1,0,1)=1

f(1,0,2)=2

f(1,1,0)=1

f(1,1,1)=1

f(1,1,2)=1

f(1,2,0)=1

f(1,2,1)=1

f(1,2,2)=1

f(2,0,0)=0

f(2,0,1)=2

f(2,0,2)=2

f(2,1,0)=2

f(2,1,1)=2

f(2,1,2)=2

f(2,2,0)=2



Probl�emes Taille FMCAtinf Sem Finder

Alg�ebre ternaire 3 0.06 0.04 -1

Alg�ebre ternaire 4 0.3 0.1 -1

Alg�ebre ternaire 5 1.18 0.33 -1

Alg�ebre ternaire 6 4.22 0.78 -1

Th�eorie des groupes 2 0.02 0.02 0.03
Th�eorie des groupes 3 0.44 0.65 1.02
Th�eorie des groupes 4 13.11 - > 1000
Arithm�etique Heap 10 0.53 - 0.87 (114.822)
Arithm�etique Heap 15 4.02 - 6.08
Le calcul d'�equivalence (XBB) 4 0.78 - 2.82
Logique combinatoire 1 4 2.36 0.04 12.45
Logique combinatoire 1 5 24.5 0.04 267.55
Logique combinatoire 1 6 239.79 0.07 > 12000
Logique combinatoire 2 4 574.62 0.05 171.65
Logique combinatoire 3 5 0.04 0.03 0.08
Logique combinatoire 3 10 0.28 0.17 0.32
Logique combinatoire 3 20 1.74 1.39 2.62
Probl�eme de Church SYN324-1 10 0.01 0.03 0.1
Probl�eme de Church SYN324-1 20 0.02 0.11 0.35
Probl�eme de Church SYN324-1 40 0.16 1.19 -
Probl�eme de Church SYN348-1 6 0.06 0.12 0.12
Probl�eme de Church SYN348-1 8 0.11 0.2 0.32
Probl�eme de Church SYN348-1 12 0.25 0.41 1.57
Probl�eme de Church SYN348-1 18 0.58 0.96 8.08
Permutation 5 0.01 -3 0.07
Permutation 6 0.03 -3 0.2
Permutation 7 0.18 -3 1.3
Permutation 8 4.38 -3 13.77
Permutation 9 54.12 -3 91.98

Fig. 4.1 - : R�esultats exp�erimentaux

f(2,2,1)=2

f(2,2,2)=2

Run Time: 0.04

4.4 Exp�erimentations

Le tableau 4.1 r�esume les r�esultats obtenus avec notre syst�eme. A�n de faciliter les com-
paraisons avec les syst�emes existants, nous donnons �egalement le temps de calcul obtenu avec
les deux constructeurs de mod�eles les plus e�caces (�a notre connaissance) disponibles dans le
domaine public : Finder (Finder.3.0) et Sem (Sem 1.0.6). Voir (Slaney, 1993; Zhang et

Zhang, 1995), ou section 3.3. Les temps de calcul sont donn�es sur une station SUN-4 en se-
condes. FMCAtinf utilise l'algorithme FMC (fonction �0

cref ) et la strat�egie de d�etection des
sym�etries.

La \taille" est la cardinalit�e du domaine de l'interpr�etation. \-" signi�e que le programme
ne trouve pas de mod�ele dans un temps \raisonnable" (par rapport aux temps obtenus avec les
autres syst�emes) ou que le programme n'accepte pas ces exemples.



Notes (du tableau 4.1)

1. Finder est actuellement restreint �a des symboles de fonction d'arit�e inf�erieure �a 2, donc ne
peut traiter cet exemple.

2. Le premier temps est obtenu avec le choix de param�etre pre-test = 4. Voir (Slaney, 1992)
pour plus de d�etails.

3. Pour ces probl�emes, Sem retourne \Exit due to the limit of memory". Cela peut s'expliquer
par le fait qu'ils contiennent de nombreuses variables di��erentes, et donc que la taille de la
formule obtenue par instanciation d�epasse les capacit�es de l'ordinateur.

Comme on pouvait s'y attendre, aucun des trois programmes n'est meilleur que les autres par-
tout. Finder est plus rapide que FMCAtinf sur l'un des probl�emes de la logique combinatoire,
tandis que notre syst�eme est �equivalent ou meilleur sur les autres probl�emes consid�er�es. Sem
d�epasse de loin les deux autres syst�emes sur certains probl�emes, en particulier sur des formules
constitu�ees de conjonctions de litt�eraux �equationnels (logique combinatoire et alg�ebre ternaire),
mais semble beaucoup moins e�cace sur d'autres probl�emes (th�eorie des groupes, arithm�etique
Heap, etc.). Selon (Zhang et Zhang, 1995), l'e�cacit�e de Sem est essentiellement li�ee �a la
puissance de l'algorithme de propagation de contraintes.

Ainsi aucune des m�ethodes �etudi�ees n'est uniform�ement sup�erieure aux autres. Certaines
strat�egies semblent donc mieux adapt�ees �a certains cas particuliers. Malheureusement, il est tr�es
di�cile d'identi�er �a priori la m�ethode la mieux adapt�ee �a un probl�eme donn�e. Des exp�erimen-
tations suppl�ementaires, mais surtout des �etudes th�eoriques plus pouss�ees sont donc n�ecessaires
a�n d'identi�er avec pr�ecision les avantages et les limites des approches existantes sur di��erentes
classes de formules. Cette �etude d�epasse le cadre de cette th�ese.

Remarque. Nous tenons �a signaler que nous avons compar�e notre prototype avec des sys-
t�emes ayant b�en�e�ci�e d'un investissement de programmation tr�es sup�erieur.

Un exemple tr�es �etudi�e : le \pigeonhole"

Il est int�eressant d'observer le comportement de notre syst�eme sur un probl�eme particuli�e-
rement bien connu et largement �etudi�e : le principe dit du \pigeonhole".

Il s'agit de prouver qu'il n'existe aucune fonction injective d'un ensemble de cardinalit�e n
vers un ensemble de cardinalit�e n� 1. Ceci revient �a chercher une relation in d'un ensemble S1

vers un ensemble S2 telle que

8x:9y:in(x; y)^ 8x; y; z:(in(x; y)^ in(x; z))) y = z

et card(S1) = n, card(S2) = n� 1.
La �gure 4.2 donne les r�esultats obtenus avec di��erentes valeurs de n.

A�n de comparer notre approche avec les m�ethodes existantes, il convient de rappeler que les
syst�emes de d�emonstration pour le calcul propositionnel ne disposant pas de m�ecanismes sp�e-
ci�ques permettant de traiter les sym�etries s'av�erent incapables de r�esoudre le probl�eme en un
temps raisonnable pour n � 15. Dans (Benhamou et Sais, 1994) une m�ethode pour exploiter
les sym�etries dans les probl�emes propositionnels est pr�esent�ee. Elle permet de prouver l'insatis-
faisabilit�e du \pigeonhole" pour des valeurs de n � 30. Nous comparons ci-dessous les r�esultats
de FMCAtinf avec ceux obtenus avec la m�ethode propos�ee par (Benhamou et Sais, 1994) (les
temps de calcul sont tir�es de (Benhamou et Sais, 1994), et le syst�eme est impl�ement�e sur une
SUN4/110). Nous donnons �egalement les temps obtenus avec les syst�emes Finder et Sem.

Remarque. \-" signi�e \non disponible" (pour n � 40, Finder retourne \Search space too
big to �t in vector length."; pour n � 50, Sem retourne \Exit due to the limit of memory").



n FMCAtinf Sem finder BS
5 0 0.01 0.03 -
10 0.02 0.05 0.17 -
14 0.04 0.1 0.63 4.8
16 0.06 0.15 1.02 7.73
18 0.08 0.22 1.52 13.5
20 0.11 0.29 2.3 22.36
22 0.15 0.38 3.12 37.11
24 0.18 0.49 4.3 55.58
26 0.23 0.67 5.9 96.0
28 0.30 0.83 8.42 122.0
30 0.34 1 10.35 184.0
40 0.81 2.46 - -
50 1.52 - - -
75 4.35 - - -
100 11.13 - - -

Fig. 4.2 - : Le pigeonhole

Le gain de temps de calcul obtenu avec FMCAtinf est important, en particulier par rapport
�a BS. La raison est que FMCAtinf tire parti du fait que le groupe de sym�etrie est connu avant le
d�ebut de la recherche et ainsi n'a pas besoin d'être recalcul�e par la suite, et que la repr�esentation
du probl�eme est tr�es di��erente.





Partie II

Construction de mod�eles de

Herbrand in�nis





Chapitre 5

Repr�esentation des interpr�etations

5.1 Objectif

Avant de chercher �a construire des mod�eles de formules logiques, il est n�ecessaire d'en
connâ�tre le langage de repr�esentation. Naturellement, il convient de rechercher des formalismes
permettant de repr�esenter de fa�con �nie, e�cace et naturelle ces interpr�etations. L'importance de
ce probl�eme est tr�es clairement mise en �evidence dans (Ferm�uller et Leitsch, 1996). Lorsque
l'on cherche �a repr�esenter et �a construire des mod�eles �nis (comme au chapitre 3), il est possible
en principe de repr�esenter les interpr�etations par des tables donnant pour chaque �el�ement du
mod�ele a1; : : : ; an et pour chaque symbole de fonction ou de pr�edicat f la valeur de f(a1; : : : ; an).
Cette technique permet de repr�esenter facilement n'importe quel mod�ele �ni, �a condition que la
taille du domaine consid�er�e n'exc�ede pas les capacit�es de la machine. En revanche, il est clair
qu'il ne peut exister aucun formalisme permettant de repr�esenter une interpr�etation quelconque
sur un domaine in�ni, et en particulier qu'il ne peut exister aucun formalisme permettant de
repr�esenter n'importe quel mod�ele de Herbrand. En e�et, l'ensemble des d'interpr�etations sur
un domaine in�ni n'est pas d�enombrable. Il est alors n�ecessaire de trouver des formalismes de
repr�esentation qui permettent �a la fois de repr�esenter une large classe d'interpr�etations et d'ef-
fectuer de fa�con e�cace un certain nombre d'op�erations de base sur les interpr�etations ainsi
repr�esent�ees.

Selon (Ferm�uller et Leitsch, 1996), un formalisme destin�e �a repr�esenter des interpr�eta-
tions doit o�rir les fonctionalit�es suivantes.

{ Probl�eme d'�evaluation atomique. Il doit exister un algorithme \e�cace" pour trouver la
valeur de v�erit�e d'un atome dans l'interpr�etation.

{ Probl�eme d'�equivalence. Il doit exister un algorithme permettant de tester si deux repr�e-
sentations donn�ees sont �equivalentes, c'est-�a-dire repr�esentent la même interpr�etation.

{ Probl�eme d'�evaluation clausale. Il doit être possible de d�ecider de la valeur de v�erit�e d'une
clause dans l'interpr�etation. Ceci est particuli�erement important en D�eduction Automatique
o�u la r�egle de r�esolution est largement appliqu�ee. En e�et, les interpr�etations sont souvent
utilis�ees pour guider la recherche d'une r�efutation. On utilise pour cela des strat�egies de
restriction des r�egles d'inf�erence, appel�ees strat�egies s�emantiques qui, si la formule est en
forme clausale, n�ecessitent justement de d�ecider de la valeur de v�erit�e d'une clause dans
l'interpr�etation. Il est donc important que l'�evaluation d'une clause soit d�ecidable et aussi
e�cace que possible.

Dans une vision plus large de la d�eduction automatique, on doit �egalement ajouter �a ces
conditions les suivantes.

{ Il doit exister un algorithme permettant d'�evaluer une formule quelconque dans l'interpr�eta-
tion.



{ La repr�esentation de l'interpr�etation doit être \compr�ehensible" par l'utilisateur.

Pour repr�esenter un mod�ele in�ni, il est n�ecessaire de repr�esenter :

{ Le domaine de l'interpr�etation. Dans le cas o�u l'interpr�etation est d�e�nie sur l'univers de
Herbrand, son domaine est implicite. Sinon, il doit être d�e�ni, par exemple, de fa�con inductive.

{ L'ensemble des atomes ferm�es vrais dans l'interpr�etation.

Dans la suite de cette th�ese, nous introduirons plusieurs formalismes pour repr�esenter les
mod�eles et nous les comparerons. Nous montrerons les avantages et les limites de chacun d'entre
eux, essentiellement du point de vue de la construction de mod�eles. Notre �etude nous conduira
�a la recherche d'un compromis entre le pouvoir d'expression des formalismes consid�er�es et les
limites th�eoriques sur la d�ecidabilit�e et l'e�cacit�e �eventuelle des probl�emes mentionn�es ci-dessus.
L�a encore, nous ne rechercherons pas le formalisme \id�eal", qui de toute fa�con n'existe proba-
blement pas, mais nous nous e�orcerons de d�e�nir plusieurs types de formalismes permettant
chacun de r�esoudre certaines classes de probl�emes particuliers et ayant chacun leurs avantages
et leurs limites.

5.2 Repr�esentation par des ensembles d'atomes

Dans la mesure o�u il n'existe que peu de recherches sur la construction de mod�eles in�nis,
l'�etude de formalismes capables de repr�esenter ces mod�eles n'a pas fait l'objet de beaucoup
de travaux. A notre connaissance, les seuls travaux existants dans ce domaine sont ceux de
(Ferm�uller et Leitsch, 1996) o�u les mod�eles (�eventuellement in�nis) sont repr�esent�es par des
ensembles d'atomes et (Matzinger, 1997) o�u des grammaires r�eguli�eres d'arbres sont utilis�ees
(ce qui correspond �a une g�en�eralisation des ensembles d'atomes lin�eaires). Evidemment, il existe
beaucoup de travaux en th�eorie des langages qui fournissent des outils permettant de repr�esenter
des ensembles in�nis de termes sur un alphabet donn�e (grammaires d'arbres, automates, etc.).
Ils sont particuli�erement utiles dans le cadre de la construction de mod�eles.

Une premi�ere id�ee pour repr�esenter des mod�eles de Herbrand consiste �a repr�esenter explici-
tement l'ensemble des atomes vrais dans l'interpr�etation. C'est ce type de repr�esentation, tr�es
simple, qui est utilis�e par des d�emonstrateurs par construction de mod�eles (model generation
theorem prover) tels que Satchmo (Manthey et Bry, 1988) ou Mgtp (Fujita et Hase-
gawa, 1991). De fa�con �evidente, cela n'est possible que si cet ensemble est �ni. Si l'ensemble
d'atomes est in�ni, il est alors possible d'�etendre le formalisme en autorisant la pr�esence de
variables dans les ensembles d'atomes positifs. Il devient alors possible de repr�esenter l'ensemble
in�ni fP (a); P (f(a)); : : :g, par l'ensemble d'atomes fP (x)g. C'est ce type de repr�esentation |
appel�e repr�esentation atomique | qui est utilis�e dans (Ferm�uller et Leitsch, 1996).

D�efinition 5.2.1. Soit un ensemble satisfaisable d'atomes E. Le mod�ele de Herbrand M
associ�e �a E est l'ensemble des atomes positifs ferm�es P (t) tels qu'il existe P (s) 2 E et une
substitution � ferm�ee tels que P (s)� = P (t). �

L'avantage principal des repr�esentations atomiques est qu'il est tr�es facile de trouver la
valeur de v�erit�e d'un atome : il su�t d'utiliser un algorithme de �ltrage (lin�eaire par rapport �a
la taille du terme consid�er�e). D'autre part, Ferm�uller et Leitsch montrent (Ferm�uller et
Leitsch, 1996) que le probl�eme de savoir si deux repr�esentations sont �equivalentes est d�ecidable.
Ils fournissent en outre un algorithme permettant d'�evaluer une clause dans les interpr�etations
ainsi repr�esent�ees.

Dans (Ferm�uller et Leitsch, 1996), les repr�esentations atomiques sont �etendues au cas
avec �egalit�e. Une repr�esentation atomique �equationnelle est un ensemble satisfaisable d'atomes
E tel que tout litt�eral �equationnel de E est ferm�e. L'interpr�etation d�enot�ee par E est d�e�nie
d'une part par la th�eorie T constitu�ee par tous les litt�eraux �equationnels de E et d'autre part,



par l'ensemble des atomes ferm�es L uni�ables avec un atome de E modulo T . Remarquons que
le probl�eme de la validit�e d'une formule �equationnelle du premier ordre dans T est d�ecidable,
puisque T ne contient que les atomes ferm�es (Comon, 1993). Notons que cette technique peut
s'�etendre facilement �a toute th�eorie d�ecidable.

5.3 Repr�esentation par contraintes

Dans ce travail, nous repr�esentons les interpr�etations de Herbrand par des contraintes. L'uti-
lisation de contraintes peut être vue comme une g�en�eralisation des repr�esentations atomiques.
Elle consiste �a repr�esenter l'ensemble des atomes P (s) vrais dans le mod�ele par une contrainte,
i.e. les images des symboles relationnels par l'interpr�etation sont d�e�nies par une formule �equa-
tionnelle (�eventuellement interpr�et�ee dans une th�eorie T ).

Pr�ecisons le principe g�en�eral de la m�ethode. Nous consid�erons une th�eorie T . Soit P un
symbole de pr�edicat. L'extension de P , c'est-�a-dire l'ensemble de n-uplets x1; : : : ; xn tels que
P (x1; : : : ; xn) est vrai, est repr�esent�ee par une formule FP du premier ordre interpr�et�ee dans la
th�eorie T contenant n variables libres x1; : : : ; xn et telle que

FP est vraie dans T si et seulement si P (x1; : : : ; xn) est vrai.

L'utilisation de repr�esentations par contraintes permet de r�esoudre facilement la plupart des
probl�emes pr�esent�es en introduction. En e�et, l'une des propri�et�es de ce type de repr�esentation
est que l'ensemble des solutions d'une formule logique du premier ordre dans une interpr�eta-
tion I repr�esent�ee par contraintes peut lui-même être d�enot�e par une contrainte. De nombreux
probl�emes concernant les interpr�etations (�evaluation, �equivalence etc.) se ram�enent ainsi au pro-
bl�eme de d�ecider de la satisfaisabilit�e d'une contrainte. Il su�t donc de disposer d'un algorithme
(si possible e�cace) pour r�esoudre les contraintes dans la th�eorie T , a�n de pouvoir r�esoudre
la plupart des probl�emes mentionn�es ci-dessus. L'un des avantages de cette approche est sa
g�en�eralit�e : elle permet d'�etendre facilement la m�ethode en changeant la th�eorie T .

La repr�esentation par contraintes fournit donc un cadre naturel particuli�erement bien adapt�e
�a la repr�esentation des interpr�etations. Dans la section suivante, nous introduisons la notion
d'interpr�etation partielle et nous montrons comment repr�esenter de telles interpr�etations par
des contraintes �equationnelles interpr�et�ees dans l'alg�ebre des termes.

5.4 eq-interpr�etations

5.4.1 Interpr�etation partielle

Dans (Hsiang et Rusinowitch, 1986; Caferra et Zabel, 1992), la notion
d'interpr�etation partielle de Herbrand est introduite. Informellement, il s'agit d'interpr�etations
I dans lesquelles les images des symboles relationnels ne sont pas enti�erement sp�eci��ees. Ainsi
une interpr�etation partielle n'a�ecte pas une valeur vraie ou fausse �a toutes les formules, mais
seulement �a une partie de celles-ci. Par exemple, si on consid�ere la formule

F = 8x9y:(P (x; y)_Q(x; y))

une interpr�etation partielle validant F est, par exemple, l'interpr�etation d�e�nie par
8x; y:P (x; y) = true. L'interpr�etation du pr�edicat Q n'est pas sp�eci��ee, ainsi la formule
9x; y:Q(x; y) n'est ni vraie ni fausse dans l'interpr�etation. Une interpr�etation partielle peut
�egalement être consid�er�ee comme une interpr�etation dans une logique �a trois valeurs de v�erit�es :
true, false, et unde�ned (non d�e�nie).

Nous �etendrons ici la d�e�nition de (Caferra et Zabel, 1992) �a des interpr�etations quel-
conques (non n�ecessairement d�e�nies sur l'univers de Herbrand). Nous donnerons �egalement
une d�e�nition de la relation \j=" �a la fois plus g�en�erale et correspondant mieux �a l'id�ee intuitive



de la notion de validit�e. En e�et, la d�e�nition donn�ee dans (Caferra et Zabel, 1992) pose
plusieurs probl�emes : elle est limit�ee �a des clauses (ou ensemble de clauses) et n'attribue pas la
valeur vraie �a des clauses de la forme A_:A par exemple. En particulier, ce dernier point rend la
r�egle d'�elimination des tautologies incorrecte (au sens habituel du terme, i.e. pr�eservation de la
valeur de v�erit�e dans toute interpr�etation) puisque A_:A n'est pas valide dans l'interpr�etation
partielle vide (i.e. attribuant �a tous les litt�eraux la valeur unde�ned) alors que l'ensemble vide
est valide dans toute interpr�etation.

D�efinition 5.4.1.
Une interpr�etation partielle est un couple h(Ds)s2S ; Ii

1 o�u Ds est un ensemble non vide
(domaine de la sorte s) et o�u I est une fonction qui, �a tout symbole fonctionnel f : s1; : : : ; sn ! s

de �, associe une fonction partielle I(f) de Ds1� : : :�Dsn dans Ds, et �a tout symbole pr�edicat
de 
 P : s1; : : : ; sn associe deux sous-ensembles de Ds1 � : : :�Dsn , I(P )+ et I(P )� tels que
I(P )+ \ I(P )� = ;. �

Il est int�eressant de consid�erer quelques cas particuliers.

D�efinition 5.4.2.
Une interpr�etation partielle h(Ds)S ; Ii est dite totale si et seulement si pour tout f 2 �,

I(f) est totale et pour tout P : s1; : : : ; sn de 
, on a I(P )+ [ I(P )� = Ds1 � : : :�Dsn . �

On retrouve dans ce cas la notion classique d'interpr�etation.

D�efinition 5.4.3. On appelle interpr�etation partielle de Herbrand, une interpr�etation
h(Ds)S ; Ii telle que Ds = �s(�) et I(f(t)) = f(I(t)) (I(f) est totale sur Ds). �

Remarque. Dans la suite, toutes les interpr�etations consid�er�ees seront des interpr�etations de
Herbrand.

Une interpr�etation partielle de Herbrand I peut �egalement être consid�er�ee comme un en-
semble de litt�eraux ferm�es v�eri�ant la condition

8x:x 2 I ) :x 62 I:

On a alors
I(b) = true si b 2 I
I(b) = false si :b 2 I
I(b) = unde�ned sinon

Nous noterons I+ l'ensemble des litt�eraux positifs ferm�es de I et I� l'ensemble des litt�eraux
n�egatifs ferm�es de I.

D�efinition 5.4.4. L' interpr�etation partielle vide de Herbrand (not�ee ;) est l'interpr�etation
de Herbrand d�e�nie par

8P 2 
:I+(P ) = I�(P ) = ;:

�

Nous pouvons introduire un ordre partiel sur les interpr�etations partielles de la fa�con suivante.

D�efinition 5.4.5.
Une interpr�etation I est inclue dans une interpr�etation partielle de même domaine J (cela

est not�e I � J ) si et seulement si

8f 2 �:I(f)(x1; : : : ; xn) = a) J (x1; : : : ; xn) = a

1: Pour simpli�er, une interpr�etation partielle h(Ds)s2S;Ii sera souvent not�ee �egalement I si les domaines Ds

sont implicites.



8P 2 
:(I(P )+ � J (P )+ ^ I(P )� � J (P )�):

I � J si et seulement si I � J et I 6= J . �

D�efinition 5.4.6.
Une interpr�etation partielle I valide une formule F si et seulement si toute interpr�etation

totale contenant I valide F .
�

Cette d�e�nition di��ere sensiblement de celle pr�esent�ee dans (Caferra et Zabel, 1992)
qui ne consid�erait que des interpr�etations partielles sur l'univers de Herbrand et ne d�e�nissait
la notion de validit�e que pour des ensembles de clauses (avec contraintes). En�n, la d�e�nition
de (Caferra et Zabel, 1992) n'attribuait pas la valeur de v�erit�e vrai �a toutes les formules
valides dans toute interpr�etation totale. Par exemple, la tautologie P _ :P n'�etait pas vraie
dans toute interpr�etation.

Notation 5.4.1 Soit I une interpr�etation partielle et F une formule. I(F) est d�e�nie par

{ I(F) = false, si I j= :F .

{ I(F) = true, si I j= F .

{ I(F) = unde�ned, sinon.

5.4.2 Repr�esentation des interpr�etations partielles

Le formalisme de repr�esentation utilis�e dans la deuxi�eme partie de cette th�ese est de consid�e-
rer des interpr�etations o�u l'image des symboles relationnels est d�e�nie par une formule �equation-
nelle interpr�et�ee dans l'alg�ebre des termes. C'est un cas particulier du principe de repr�esentation
d�ecrit �a la section 5.3, avec T = ;.

D�efinition 5.4.7. Un sous-ensemble E de �(�)n est appel�e un eq-ensemble si et seulement
si il existe une formule �equationnelle F(E) contenant n variables libres x1; : : : ; xn v�eri�ant

(t1; : : : ; tn) 2 E , fxi ! ti=1 � i � ng 2 S(F(E)):

�

D�efinition 5.4.8. Une interpr�etation partielle de Herbrand I est appel�ee une eq{
interpr�etation (\eq" pour \partial interpretation de�nable by equational problems") si et seule-
ment si pour tout pr�edicat n-aire P , les ensembles I(P )+ et I(P )� sont des eq-ensembles. �

5.5 V�eri�cation de mod�ele

Beaucoup de probl�emes sur les eq-interpr�etations se ram�enent de fa�con imm�ediate �a la r�e-
solution des formules �equationnelles. Par exemple, le probl�eme de l'�equivalence qui consiste �a
d�ecider si deux repr�esentations donn�ees A et B d�e�nissent la même interpr�etation se ram�ene
au probl�eme de d�ecider si pour tout P 2 
, les eq-ensembles correspondants A(P )+ et B(P )+

(resp. A(P )� et B(P )�) sont �egaux, c'est-�a-dire si les formules correspondantes sont �equiva-
lentes. L'�equivalence de A et B se ram�ene donc au probl�eme de l'�equivalence de deux formules
�equationnelles qui peut être d�ecid�e par l'algorithme de (Comon et Lescanne, 1989). Cette
section montre comment r�esoudre, en utilisant cette technique, le probl�eme de l'�evaluation d'une
formule du premier ordre dans une eq-interpr�etation.

Le probl�eme de savoir si une eq-interpr�etation de Herbrand valide une formule du premier
ordre F est ind�ecidable. En e�et, par d�e�nition, I j= F si et seulement si pour toute extension
totale J de I, J j= F . Or si I = ;, toute interpr�etation totale est une extension de I, donc
; j= F? est �equivalent �a F � >? qui est un probl�eme ind�ecidable.



En revanche, il devient d�ecidable si on ajoute l'une des conditions suivantes.

{ I est totale ;

{ ou F ne contient pas de quanti�cateur existentiel (voir section 6.5).

D�efinition 5.5.1. Soit I une interpr�etation. Soit F une formule. L'ensemble des solutions
de F (not�e SI(F)) dans I est l'ensemble des substitutions ferm�ees � telles que I j= F�. �

Nous proposons ci-dessous un algorithme permettant de calculer certaines des solutions d'une
formule F dans une eq-interpr�etation I. L'algorithme est incomplet c'est-�a-dire qu'il ne calcule
pas toutes les solutions. Il devient complet si l'interpr�etation I est totale. Le principe de la
m�ethode propos�ee est de traduire la formule F en une formule �equationnelle �equivalente (c'est-
�a-dire poss�edant le même ensemble de solutions).

Plus pr�ecis�ement, la d�e�nition 5.5.2 ci-dessous introduit deux formules �+M(F) et ��M(F)
exprimant des conditions su�santes { mais non n�ecessaires { pour que F soit vraie (resp.
fausse) dans l'interpr�etation M.

D�efinition 5.5.2. Soit M une eq-interpr�etation et F une formule. Soit �+M(F) et ��M(F)
les formules �equationnelles d�e�nies comme suit.

{ Si F est de la forme P (t), alors

�+M(F) = 9x:t = x ^ F(I(P )+)

��M(F) = 9x:t = x ^ F(I(P )�)

(o�u x sont les variables correspondant �a F(I(P )+) et F(I(P )�)).

{ Si F = F1 _ F2 :

�+M(F) = �+M(F1) _ �+M(F2)

��M(F) = ��M(F1) ^ ��M(F2)

{ Si F = F1 ^ F2 :

�+M(F) = �+M(F1) ^ �+M(F2)

��M(F) = ��M(F1) _ ��M(F2)

{ Si F = 9x:F1 :

�+M(F) = 9x:�+M(F1)

��M(F) = 8x:��M(F1)

{ Si F = 8x:F1 :

�+M(F) = 8x:�+M(F1)

��M(F) = 9x:��M(F1)

{ Si F = :F1 :

�+M(F) = ��M(F1)

��M(F) = �+M(F1)

�

Th�eor�eme 5.5.1. Soit M une eq-interpr�etation et F une formule. Soit � une substitution. Si
� 2 S(�+M(F)), alors M j= F�. Si � 2 S(��M(F)), alors M j= :F�.



Preuve. Par induction structurelle sur l'ensemble des formules F�.

{ Soit F = P (t). Supposons que � 2 S(�+M(F)). Alors, par d�e�nition, � 2 S(9x:t = s^X ) donc
fx ! t�g est une solution de F(I(P )+), d'o�u P (t)� appartient �a I(P )+. Donc M j= F�. La
preuve est similaire pour S(��M(F))

{ F = F1_F2. Si � 2 S(�
+
M(F)), alors soit � 2 S(�+M(F1)) soit � 2 S(�

+
M(F2)). Par hypoth�ese

d'induction soit M j= F1� soit M j= F2�. Donc M j= F1� _ F2�, i.e. M j= F�. Si � 2
S(��M(F)), alors � 2 S(��M(F1)) et � 2 S(��M(F2)). Par hypoth�ese d'induction, M j= :F1�
et M j= :F2�. Donc M j= :F1� ^ :F2�, i.e. M j= :(F1 _ F2)� = :F�.

{ La preuve est similaire si F = F1 ^ F2.

{ Si F = :F1. Si � 2 S(�+M(F)), alors � 2 S(��M(F1)), donc M j= :F1�, i.e. M j= F�. Si
� 2 S(��M(F)), alors � 2 S(�+M(F1)), donc M j= F1�, i.e. M j= ::F1�.

{ Si F = 9x:F1. Si � 2 S(�+M(F)), alors � 2 S(9x:�+(F1)), i.e. il existe un terme ferm�e
t tel que � [ fc ! tg 2 S(�+M(F1)). Donc M j= F1fx ! tg�. Donc M j= (9x:F1)�. Si
� 2 S(��M(F)), alors � 2 S(8x:��(F1)), i.e. pour tout terme ferm�e t, �fx! tg 2 S(�+(F1)).
Donc 8t:M j= :F1fx! tg�. Et M j= (8x::F1)�. i.e. M j= :F�.

{ La preuve est similaire si F = 8x:F1.

c.q.f.d.

Dans le cas o�u I est totale, la r�eciproque est �egalement vraie. C'est une cons�equence du
th�eor�eme 5.5.2.

Th�eor�eme 5.5.2. Si I est totale alors �+I (F)_ ��(F) � >.

Preuve. Par induction structurelle sur F .

{ Formule atomique. Par d�e�nition � 2 S(�+I (F)) si et seulement si t� 2 I+(P ). Puisque I est
totale, ceci est �equivalent �a t� 62 I�(P ), donc �a � 62 S(��I (F)).

{ Si F = F1 _ F2, et si � 62 S(�
+
I (F)), alors � 62 S(�+I (F1)) et � 62 S(�+I (F1)). Par hypoth�ese

d'induction, ceci implique � 2 S(��I (F1)) et � 2 S(�
�
I (F1)), c'est-�a-dire � 2 S(��I (F)).

{ La preuve est similaire si F = F1 ^ F2

{ Si F = :F 0, alors � 62 S(�+I (F)) implique � 62 S(��I (F1)) donc (par hypoth�ese d'induction)
� 2 S(�+I (F1)) d'o�u � 2 S(��I (F)).

{ Si F = 9x:F 0. Si � 62 S(�+I (F)) alors par d�e�nition pour tout terme de �s(�), (o�u x 2 Vs), on
a � 62 S(�+I (F

0fx! tg)). Donc, par hypoth�ese d'induction 8t 2 �s(�):� 2 S(�
�
I (Ffx! tg)),

i.e. � 2 S(��I (F))

{ La preuve est similaire pour F = 8x:F 0.

c.q.f.d.

Corollaire 5.5.1. Soit I une eq-interpr�etation totale et F une formule. Soit � une substitution
de Var(F).

I j= F�, � 2 S(�+I (F))

I 6j= F� , � 2 S(��I (F))

Preuve. Il su�t de montrer que I j= F� implique que � 2 S(�+I (F)) (la r�eciproque �etant
�etablie par le th�eor�eme 5.5.1). Supposons que I j= F� et que � 62 S(�+I (F)). Alors, d'apr�es le
th�eor�eme 5.5.2, on a � 2 S(��I (F)). D'o�u I j= :F� d'apr�es le th�eor�eme 5.5.1. Donc I valide �a
la fois F� et :F�, ce qui est impossible. c.q.f.d.

La recherche des solutions de la formule F est donc ramen�ee �a la r�esolution d'un probl�eme
�equationnel qui est d�ecidable d'apr�es le th�eor�eme 2.3.2.



Ces r�esultats �etablissent la d�ecidabilit�e du probl�eme d'�evaluation dans une eq-interpr�etation
totale (c'est-�a-dire du probl�eme de trouver la valeur de v�erit�e d'une formule dans une interpr�e-
tation donn�ee) qui est d'une importance cruciale pour de nombreuses applications. Ils �etendent
ainsi les r�esultats de (Ferm�uller et Leitsch, 1996) dans deux directions.

1. D'une part, la classe des interpr�etations repr�esentables est plus large que celle de (Ferm�uller
et Leitsch, 1996).

2. D'autre part, les probl�emes que nous consid�erons sont plus g�en�eraux (�evaluation d'une formule
du premier ordre au lieu d'un ensemble de clauses).

Nous verrons par la suite l'utilit�e pratique des formules �+ et �� que nous venons de d�e-
�nir. Elles sont au c�ur de l'extension de la r�esolution s�emantique propos�ee au chapitre 7, de
l'extension de la m�ethode des tableaux s�emantiques (chapitre 9), etc.

5.6 Simpli�cation d'une formule dans un contexte

Une interpr�etation partielle peut être utilis�ee pour simpli�er une formule.

Th�eor�eme 5.6.1. [Simpli�cation d'une formule] Soit A une formule, I une interpr�etation
partielle de Herbrand. Soit SimplifyI(A) = (:��I (A))^ (�+I (A) _A).

A �I SimplifyI(A))

Preuve. Soit J une interpr�etation totale contenant I. Soit une solution � de A dans J .
Par d�e�nition, � 62 S(��I (A)) et � 2 SJ (A) donc � 2 SJ (SimplifyI(A)). R�eciproquement soit
� 2 SJ (SimplifyI(A)). On a soit � 2 S(�+I (A)) donc � 2 SJ (A), soit � 2 SJ (A). c.q.f.d.

D�efinition 5.6.1. Soit F une formule, I une eq-interpr�etation partielle de Herbrand. On
note NormalizeI(F) la formule obtenue en rempla�cant tous les litt�eraux A de la formule F par

:��I (A) ^ (�+B (A)_A):

�

Th�eor�eme 5.6.2. [Simpli�cation d'une formule] Soit F une formule, I une eq-interpr�etation
partielle de Herbrand. On a :

F �I NormalizeI(F):

D'autre part, si I est totale, NormalizeI(F) est purement �equationnelle.

Preuve. La premi�ere partie de la preuve est une simple cons�equence du th�eor�eme 5.6.1. Si I
est totale, on a pour toute substitution �, � 2 S(�+I (A)_�

�
I (A)), donc :�

�
I (A)^(�

+
I (A)_A) �I

:��I (A). c.q.f.d.

Remarque. Les r�esultats de cette section, qui ont �et�e pr�esent�es par souci de clart�e dans la
th�eorie vide, se g�en�eralisent de fa�con imm�ediate �a toute th�eorie non-vide T �a condition qu'il
existe une proc�edure pour d�ecider de la validit�e d'une formule de T . Nous ne redonnerons pas
ici toutes les d�e�nitions correspondantes.



Chapitre 6

La m�ethode RAMC

6.1 Introduction

La m�ethode Ramc, initialement d�e�nie dans (Caferra et Zabel, 1990) est d�ecrite dans
ce chapitre. Le rappel de la m�ethode est en e�et indispensable �a la compr�ehension de notre
travail. Nous introduisons �egalement quelques d�e�nitions et th�eor�emes suppl�ementaires (non
donn�es dans (Caferra et Zabel, 1990; Caferra et Zabel, 1992)) qui seront utiles par la
suite et pr�ecisons quelque peu le principe de la m�ethode.

L'id�ee g�en�erale de la m�ethode est simple : elle consiste �a �etendre la notion de cons�equence im-
m�ediate correspondant �a l'application des r�egles d'inf�erence avec la notion de non-cons�equence,
correspondant �a l'application de r�egles dites de dis-inf�erence. La m�ethode exprime des conditions
permettant l'application des r�egles d'inf�erence ou empêchant leur application. Ces conditions sont
cod�ees sous forme de contraintes, associ�ees aux formules et restreignant le domaine des variables.
On peut consid�erer ces contraintes comme des sortes dynamiques, ra�n�ees successivement jus-
qu'�a obtenir dans certains cas un mod�ele de la formule initiale si celle-ci est satisfaisable. Cette
approche peut être utilis�ee pour �etendre n'importe quelle proc�edure de preuve. Elle a �et�e au
d�epart utilis�ee pour �etendre la m�ethode des tableaux s�emantiques (Caferra et Zabel, 1993),
puis la m�ethode de r�esolution (Caferra et Zabel, 1992). Les deux proc�edures ainsi �eten-
dues ont �et�e appel�ees respectivement Ramcet et Ramc. Dans un premier temps, notre �etude
portera essentiellement sur la m�ethode Ramc. Ce chapitre a donc pour objet de d�e�nir formelle-
ment cette m�ethode et de pr�eciser ses fondements th�eoriques. Nous �enoncerons et d�emontrerons
�egalement un certain nombre de propri�et�es suppl�ementaires.

6.2 Clauses contraintes

D�efinition 6.2.1. Une clause contrainte (ou c-clause) not�ee [[C : X ]] est un couple form�e
d'une clause C de la logique du premier ordre (partie clause), et d'une formule �equationnelle X
(partie contrainte).

Si C est unitaire alors [[C : X ]] est appel�ee un litt�eral contraint (ou c-litt�eral). Si C est la
clause vide et si X est satisfaisable alors [[C : X ]] est not�ee vw (c-clause vide). La profondeur
d'une c-clause [[C : X ]] est la somme des profondeurs maximales des termes de C et de X . La
profondeur d'un ensemble de c-clauses est la profondeur maximale des c-clauses qu'il contient.
�

Notation 6.2.1 On note Unit(S) l'ensemble des c-clauses unitaires de S.

Remarque. Si X � >, [[C : X ]] sera plutôt not�ee C (par souci de lisibilit�e et de concision).

D�efinition 6.2.2. Pour toute c-clause [[C : X ]] on note S([[C : X ]]), l'ensemble

fC�=� 2 S(X )g



De même, si S est un ensemble de c-clauses, l'ensemble
S
C2S S(C) sera not�e S(S). Pour toute

c-clause C les �el�ements de S(C) seront appel�es des instances closes de C. �

La d�e�nition suivante permet d'�etendre la notion de validit�e (et par l�a même la notion de
satisfaisabilit�e) aux clauses contraintes et ensembles de clauses contraintes. Informellement, une
c-clause C sera �equivalente (par d�e�nition) �a l'ensemble de ses instances closes S(C).

D�efinition 6.2.3. Soit I une interpr�etation et C une c-clause. I valide la c-clause C (not�e
I j= C) si et seulement si pour toute clause ferm�ee C� 2 S(C), I j= C�. �

Remarque. Remarquons que les contraintes X de C sont interpr�et�ees dans la th�eorie vide.
Cette d�e�nition di��ere donc de celle utilis�ee dans (Bourely et al., 1994), o�u les contraintes
sont interpr�et�ees dans une th�eorie non vide (et non �x�ee �a priori).

On voit donc que pour toute c-clause [[C : X ]] :

{ Si X = >, alors [[C : X ]] est �equivalent �a C : les clauses sont des cas particuliers des c-clauses.
Ce r�esultat montre que pour toute formule F , il est possible de trouver un ensemble �ni de
c-clauses S tel que S est satisfaisable si et seulement si F l'est, et tout mod�ele de S est mod�ele
de F . Il permet �egalement d'utiliser les algorithmes existants de transformation de formules
en ensembles de clauses (voir chapitre 2).

{ Si X = ? alors [[C : X ]] est �equivalent �a > (toute c-clause dont les contraintes sont insatis-
faisables est une tautologie, elle peut donc être �eventuellement supprim�ee de l'ensemble de
c-clauses).

D�efinition 6.2.4. Deux c-clauses C et D sont dites �equivalentes si et seulement si elles
repr�esentent le même ensemble de clauses ferm�ees, c'est-�a-dire si

S(C) = S(D)

Cette relation sera not�ee C �= D. De même, si S1 et S2 sont deux ensembles de c-clauses, nous
noterons S1

�= S2 si 8C1 2 S19C2 2 S2:C1
�= C2 et 8C2 2 S29C1 2 S1:C1

�= C2. �

Par la suite, nous ne consid�ererons pas une c-clause en tant que telle mais plutôt sa classe
d'�equivalence par la relation �=. Plus pr�ecis�ement, nous identi�erons parfois une c-clause C (ou
un ensemble de c-clauses S) et l'ensemble correspondant S(C) (ou S(S)). Nous �ecrirons par
exemple C � D, pour S(C) � S(D), ou C \ D pour S(C) \ S(D). Cet abus de notation se
justi�e par le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 6.2.1. 1. Le probl�eme du vide pour un ensemble de c-clauses S donn�e est d�ecidable
(il existe un algorithme qui permet de d�ecider si S �= ;).

2. Pour tout ensemble de c-clauses S1; S2, il est possible de calculer des ensembles de c-clauses
S3; S4; S5 tels que

(a) S(S3) = S(S1) [ S(S2) ;

(b) S(S4) = S(S1) \ S(S2) ;

(c) S(S5) = S(S1) n S(S2).

Preuve. 1. Il su�t de v�eri�er que pour toute c-clause [[C : X ]] de S, S(X ) = ;, ce qui est
d�ecidable d'apr�es le th�eor�eme 2.3.2.

2.(a) la preuve est imm�ediate : il su�t de prendre S3 = S1 [ S2.



(b) Sans perte de g�en�eralit�e, nous supposerons que les ensembles S1 et S2 sont unitaires (il
su�t ensuite d'utiliser le r�esultat ci-dessus et les propri�et�es de distributivit�e des op�erations
[;\ pour �etendre ce r�esultat �a des ensembles quelconques). Soit S1 � f[[C1 : X1]]g et S2 �
f[[C2 : X2]]g. C1 est de la forme

Wl1
i=1 P1;i(t1;i) et C2 de la forme

Wl2
i=1 P2;i(t2;i) Si l1 6= l2 alors

on a de fa�con �evidente S(S1)\S(S2) = ;, donc il su�t de prendre S4 = ;. Supposons donc
que l1 = l2. Soit s l'ensemble des permutations � de [1::l1] telles que P1;i = P2;�(i). Soit F
la formule

_
�2s

l1̂

i=1

t1;i = t2;�(i) ^ X2

Soit S4 � f[[C1 : X1 ^ F ]]g. On a S(S4) = S(S1)\S(S2). En e�et, pour toute clause ferm�ee
c, c 2 S(S4) si et seulement si c est de la forme C1� o�u � 2 S(X1 ^ F) c'est-�a-dire si et
seulement si c est de la forme

Wl1
i=1 :P1;i(t1;i)� avec � 2 S(X1) et � 2 S(F), i.e. ssi C1� 2 S(S1)

et il existe une permutation � telle que 8i 2 [1::n]:P1;i = P2;�(i), et � 2 S(t1;i = t2;�(i)) i.e.
ssi c 2 S(S1) et t1;i� = t2;�(i)� et � 2 S(X2), i.e. : c 2 S(S1), C1� = C2� (modulo la
commutativit�e et l'associativit�e de _) et � 2 S(X2), i.e. c 2 S(S1) et c 2 S(S2).

(c) La preuve est similaire en consid�erant cette fois la formule F d�e�nie par

:
_
�2s

9x2:
l1̂

i=1

t1;i = t2;�(i) ^ X2

o�u x2 = Var(S2).
c.q.f.d.

Le th�eor�eme 6.2.1 permet d'identi�er un ensemble de c-clauses et sa classe d'�equivalence par
rapport �a la relation �=. De même l'�egalit�e \=" entre clauses contraintes d�esignera l'�egalit�e sur
les ensembles de clauses ferm�ees associ�es aux c-clauses. Par exemple les c-clauses [[P (x) : x = a]],
[[P (a) : >]] ou [[P (y) : 9x:y = x ^ x = a]] seront consid�er�ees comme �egales 1.

Les notations \; n;[, seront souvent utilis�ees avec des c-clauses unitaires. Le tableau suivant
donne la signi�cation de ces op�erateurs sur les c-clauses unitaires, plus simple que dans le cas
g�en�eral, donn�e par le th�eor�eme 6.2.1 (voir �egalement (Comon, 1988)).

Notation D�e�nition

[[P (t) : X ]] [ [[P (s) : Y ]] [[P (x) : 9y:x = t ^ X _ 9z:x = s ^ Y ]]

o�u
y = Var([[P (t) : X ]])
et z = Var([[P (s) : Y ]])

[[P (t) : X ]] \ [[P (s) : Y ]] [[P (x) : 9y:x = t ^ X ^ 9z:x = s ^ Y ]]

o�u
y = Var([[P (t) : X ]])
et z = Var([[P (s) : Y ]])

[[P (t) : X ]] n [[P (s) : Y ]] [[P (x) : 9y:x = t ^ X ^ :(9z:x = s ^ Y)]]

o�u
y = Var([[P (t) : X ]])
et z = Var([[P (s) : Y ]])

[[P (t) : X ]] n [[P 0(s) : Y ]] [[P (t) : X ]]
o�u P 6= P 0

Nous introduisons les notations suivantes.

D�efinition 6.2.5. Un c-litt�eral L appartient �a une c-clause C : [[P1 _ : : :_ Pn : X ]] si et
seulement s'il existe i tel que L = [[Pi : X ]] (not�e L 2 C). �

D�efinition 6.2.6. Pour tout c-litt�eral L = [[P (t) : X ]] on note :L le litt�eral [[:P (t) : X ]]. �

D�efinition 6.2.7. L et L0 sont dit compl�ementaires si et seulement si L \ :L0 6= ;. �

1: Cette relation d'�egalit�e est �evidemment d�ecidable : il su�t de d�ecider si C nD = ; et D n C = ;.



R�egles de simpli�cation des ensembles de c-clauses

Rappelons quelques r�egles utiles de transformation des c-clauses. Ces r�egles pr�eservent l'�equi-
valence des ensembles de c-clauses. Elles permettent de simpli�er les contraintes apparaissant
dans les c-clauses, au prix d'une augmentation de la taille de l'ensemble.

_-Elimination f[[C : P1 _ P2]]g [ S ! f[[C : P1]]; [[C : P2]]g [ S
=-Elimination f[[C : x = t ^P]]g [ S ! f[[Cfx! tg : Pfx! tg]]g [ S
>-Introduction f[[C : P]]g [ S ! f[[C : >]]g [ S

Si :P est insatisfaisable.

Th�eor�eme 6.2.2. Les r�egles _-Elimination, =-Elimination, >-Introduction sont correctes.

Preuve. C'est une cons�equence imm�ediate de la d�e�nition 6.2.3. c.q.f.d.

Forme normale d'un ensemble de c-clauses

D�efinition 6.2.8. Un ensemble de c-clauses S est dit en forme normale si les contraintes des
c-clauses S sont de la forme

n̂

i=1

xi 6= ti

o�u les xi (1 � i � n) sont des variables telles que xi 6= ti. �

Th�eor�eme 6.2.3. Tout ensemble de c-clauses est �equivalent �a un ensemble en forme normale.

Preuve. Soit une c-clause [[C : X ]]. D'apr�es le th�eor�eme 2.3.2, il existe une formule X 0 �equi-
valente �a X de la forme

Wk
i=1Fi telle que chaque Fi est de la forme :

{ >

{ ?

{ 9w:[
Vm
j=1 xj = sj ] ^ [

Vl
i=1 x

0
i 6= ti], o�u les xj ; x0j sont des variables.

Par la r�egle _-Elimination [[C : X ]] est �equivalente �a l'ensemble f[[C : Fi]]=1 � i � kg. Par
la r�egle =-Elimination, [[C : Fi]] est �equivalente �a f[[Cfxj ! sj=1 � j � mg :

Vl
i=1 :x

0
i 6= ti]] (car

8j. xj n'apparâ�t qu'une seule fois dans Fi), qui est en forme normale. c.q.f.d.

Repr�esentation des eq-interpr�etations par des ensembles de c-clauses

Toute eq-interpr�etation partielle de Herbrand peut être repr�esent�ee de fa�con tr�es naturelle
par un ensemble �ni de c-clauses unitaires (th�eor�eme 6.2.4).

Th�eor�eme 6.2.4. Soit S un ensemble de c-clauses unitaires. Si S est satisfaisable, l'ensemble
S(S) est une eq-interpr�etation. R�eciproquement, pour toute eq-interpr�etation I il existe un
ensemble �ni S de c-clauses unitaires tel que S(S) = I.

Preuve. { Supposons S satisfaisable. Alors pour tout litt�eral ferm�e L, si L 2 S alors :L 62 S.
D'o�u S est une interpr�etation de Herbrand (voir chapitre 5). Il s'agit alors de montrer que S
est une eq-interpr�etation. Pour cela, il su�t de montrer que les ensembles S+(P ) et S�(P )
(pour tout P 2 
) sont des eq-ensembles. Consid�erons les formules �equationnelles suivantes.

F+ =
_

[[P (t) :X ]]2S

9y:x = t ^ X



et

F� =
_

[[:P (t) :X ]]2S

9y:x = t ^ X

o�u y = Var([[P (t) : X ]]).

On a par d�e�nition : � 2 S(F+) si et seulement si P (x)� 2 S, i.e. x� 2 S+(P ). De même
� 2 S(F�) si et seulement si :P (x)� 2 S i.e. x� 2 S�(P ). D'o�u S est une eq-interpr�etation.

{ R�eciproquement, soit une eq-interpr�etation I. Soit S l'ensemble de c-clauses (�ni, si 
 est
�ni) suivant :

f[[P (x) : F(I+(P ))]]=P 2 
g [ f[[:P (x) : F(I�(P ))]]=P 2 
g

Alors on a de fa�con �evidente, par d�e�nition de S pour tout litt�eral ferm�e L:

L 2 S , I j= L:

D'o�u S(S) = I.
c.q.f.d.

Ce th�eor�eme nous permet d'identi�er eq-interpr�etations et ensembles satisfaisables de c-
clauses unitaires.

6.3 La m�ethode RAMC

Nous pouvons maintenant pr�esenter les r�egles de la m�ethode. Elles peuvent être divis�ees en
3 cat�egories.

6.3.1 R�egles d'inf�erence

Les r�egles d'inf�erence, ou r�egles de r�efutation, ont pour objet de rechercher une preuve de
l'ensemble de c-clauses, c'est-�a-dire de chercher �a d�eriver la c-clause vide vw. Il s'agit simplement
des r�egles classiques de r�esolution et de factorisation, adapt�ees aux clauses avec contraintes.

renommage :

C

C�

Si � est un renommage des variables de C.

c-r�esolution :

[[P (t1) _ a : X ]] [[:P (t2) _ b : Y ]]
[[a _ b : X ^ Y ^ t1 = t2]]

On note Res(C;D) la c-clause obtenue par c-r�esolution entre C et D.

c-factorisation :

[[P (t1)_ P (t2) _ a : X ]]

[[P (t1) _ a : X ^ t1 = t2]]



6.3.2 R�egles de dis-inf�erence

Les r�egles de construction de mod�eles ou r�egles de dis-inf�erence ont pour objet de recher-
cher un mod�ele de l'ensemble de c-clauses. Elles cherchent �a g�en�erer des conditions empêchant
l'application des r�egles de r�efutation.

(unit) bc-disr�esolution :

c1 : [[P (t1) _ a : X ]] c2 : [[:P (t2) : Y ]]
c3 : [[P (t1) _ a : X ^ (8x::Y _ t1 6= t2)]]

avec x = var(t2) [ var(Y)

Soit c4 : [[a : X ^ Y ^ t1 = t2]], la c-clause obtenue par c-r�esolution �a partir de c1 et c2. Il est
facile de voir que c1 ^ c2 est �equivalent �a c2 ^ c3 ^ c4. Si la disr�esolution et la c-r�esolution sont
appliqu�ees conjointement, la clause c1 pourra donc être supprim�ee de l'ensemble de clauses.

Nous proposons d'�etendre la r�egle �a des clauses quelconques (non unitaires). Le principe est
de diviser le domaine D d'une c-clause c1 en deux sous-domaines D1 et D2 tels que l'application
de la r�esolution entre c1 et c2 soit possible sur le domaine D1, impossible sur D2. Cela revient �a
remplacer une c-clause c1 par deux c-clauses c3 et c4 obtenues �a partir de c1 en rajoutant aux
contraintes de c1 des conditions suppl�ementaires empêchant ou permettant l'application de la
r�egle de bc-r�esolution. Formellement la r�egle de disr�esolution se d�e�nit de la fa�con suivante.

bc-disr�esolution g�en�eralis�ee :

c1 : [[P (t1) _ a : X ]] c2 : [[:P (t2) _ b : Y ]]
c3 : [[P (t1) _ a : X ^ (8x::Y _ t1 6= t2)]] c4 : [[P (t1) _ a : X ^ (9x:Y ^ t1 = t2)]]

avec x = var(t2) [ var(Y)

Th�eor�eme 6.3.1. Pour toutes c-clauses c1, c2 et pour toutes c-clauses c3, c4 g�en�er�ees �a partir
de c1 et c2 par la r�egle de disr�esolution g�en�eralis�ee, c1 � (c3 ^ c4)

Preuve. On a l'�equivalence :

8x::Y _ t1 6= t2 � :(9x:Y ^ t1 = t2):

Donc � sera solution de X si et seulement si � valide X ^ 8x::Y _ t1 6= t2 ou si � valide
X ^ 9x:Y ^ t1 = t2. D'o�u c1 � (c3 ^ c4), ce qui permet de supprimer la c-clause c1 et de la
remplacer par c3 et c4.

c.q.f.d.

c-disfactorisation :

[[P (t1)_ P (t2) _ a : X ]]

[[P (t1) _ P (t2) _ a : X ^ t1 6= t2]]

c-dissubsomption :

c1 : [[
Wn

i=1Li(si) : X ]] c2 : [[
Wn

i=1 Li(ti) _ c0
2 : Y ]]

c3 : [[L1(t1) _ : : :_ Ln(tn) _ c0
2 : Y ^ 8x[:X _ s1 6= t1 _ : : :_ sn 6= tn]]]



avec x = var(c1)

De plus, c1 ^ c2 est �equivalent �a c1 ^ c3. La clause c2 peut donc être supprim�ee et remplac�ee
par c3.

c-distautologie :

c1 : [[P (t1) _ :P (t2) _ a : X ]]

c2 : [[P (t1)_ :P (t2) _ a : X ^ t1 6= t2]]

De même c1 est �equivalent �a c2.

GPL :

La r�egle Gpl(Generating Pure Literals) permet de rendre un litt�eral pur.

D�efinition 6.3.1. Un c-litt�eral [[P (t) : X ]] est dit pur dans un ensemble de c-clauses S si et
seulement si pour toute c-clause C 2 S et pour tout c-literal L 2 C, tel que L est de la forme
[[:P (s) : Y ]], on a :

X ^ Y ^ s = t � ?:

�

Remarque. Si P est pur dans S alors S est satisfaisable si et seulement si S [ fPg l'est.

L'id�ee intuitive est la suivante. Un litt�eral P appartenant �a une c-clause C de S pourra faire
partie du mod�ele s'il ne peut se r�esoudre avec des litt�eraux des clauses de S. La r�egle Gpl
exprime donc les contraintes empêchant l'application de la r�esolution entre P et les litt�eraux de
S.

La d�e�nition formelle est la suivante.

[[l(t) _ c0 : X ]] S

[[l(t) : X pure]]

o�u X pure =
V
f8y:[:Y _ s 6= t] : [[k : Y ]] 2 S et lc(s) 2 kg^X o�u y sont les variables de Y et de

k.

6.3.3 R�egles de simpli�cation

Ces r�egles n'ont d'autre but que de simpli�er l'ensemble de c-clauses, en r�esolvant la partie
contrainte ou en simpli�ant l'�ecriture des c-clauses.

Simpli�cation.

[[c : P]]

[[c : P 0]]

o�u P 0 est obtenu par application d'une r�egle de r�esolution de contraintes sur P.

[[c : ?]]

true

6.3.4 Autres r�egles

Nous ajoutons deux r�egles suppl�ementaires.



R�egle de d�ecomposition

d�ecomposition :

f[[P _ R : X ^ Y ]]g [ S

f[[P : X ]]g [ S; f[[R : Y ]]g [ S

si (Var(P ) [ Var(X )) \ (Var(R)[ Var(Y)) = ;.

Contrairement aux autres, la r�egle de d�ecomposition introduit un facteur de branchement
dans la m�ethode, puisqu'un ensemble de c-clauses est remplac�e par deux ensembles de c-clauses.
Cela a pour inconv�enient d'introduire une certaine redondance. N�eanmoins, la r�egle permet de
simpli�er dans certains cas l'ensemble de c-clauses et de faciliter l'obtention du mod�ele.

Lemme 6.3.1. Soit S1; S2 deux ensembles de c-clauses d�eduits de S par la r�egle de d�ecomposi-
tion sur une c-clause [[P _R : X ^ Y ]]. Alors

S � S1 [ S2:

Preuve. Soit I une interpr�etation validant [[P _R : X ^ Y ]]. Supposons que I 6j= [[P : X ]].
Alors il existe � 2 S(X ) telle que I 6j= P�. Soit une solution � de Y . Puisque Var(X )\Var(Y) = ;,
on a �� 2 S(X ^ Y). D'o�u I j= P�� _ R��. Or P�� � P� et R�� � R�. D'o�u I j= R�. On a
donc I j= [[P : X ]]_ [[R : Y ]]. D'o�u S � S1 _ S2. c.q.f.d.

R�egle de coupure

La r�egle suivante peut être utilis�ee a�n d'instancier les variables apparaissant au sein des
c-clauses.

Coupure sur les contraintes :

[[C : X ]]

[[C : X ^ Y ]] [[C : X ^ :Y ]]

6.4 Correction et compl�etude r�efutationnelle

Th�eor�eme 6.4.1. [Correction] Les r�egles de c-r�esolution, c-disr�esolution, c-factorisation, c-
disfactorisation, c-dissubsomption, simpli�cation, d�ecomposition et coupure sont correctes (c'est-
�a-dire que toute c-clause d�eduite de S par ces r�egles est une cons�equence logique de S). La r�egle
Gpl pr�eserve la satisfaisabilit�e de l'ensemble de c-clauses. Si P est d�eduite de S par application
de Gpl alors S [ fPg est satisfaisable si et seulement si S l'est.

Th�eor�eme 6.4.2. [Compl�etude] Le calcul compos�e des r�egles de r�efutations : c-r�esolution et
c-factorisation est complet pour la r�efutation, c'est-�a-dire que pour tout ensemble de c-clauses
insatisfaisable S, il existe une d�erivation S ! vw utilisant uniquement les r�egles de c-r�esolution
et c-factorisation.

Preuve. Voir (Caferra et Zabel, 1992). c.q.f.d.

Notation 6.4.1 On note :

{ Ramc le syst�eme: f renommage, c-r�esolution, c-factorisation, c-disr�esolution, c-

disfactorisation, c-dissubsomption, simpli�cation, d�ecomposition g.



{ RamcCC le syst�eme: Ramc [ fcoupureg.

Une r�egle ne sera appliqu�ee sur un ensemble S que si l'ensemble de c-clauses S0 obtenu est
distinct de S, c'est-�a-dire S 6�= S0.

Soit un ensemble S de c-clauses. Ramc s'arrête dans chacun des trois cas suivants.

1. La clause vide a �et�e g�en�er�ee. Ceci prouve que S est insatisfaisable.

2. On obtient un ensemble S0 stable de c-clauses unitaires. S0 constitue un mod�ele partiel de
Herbrand de S.

3. On obtient un ensemble irr�eductible par les r�egles de Ramc, mais certaines clauses ne sont
pas unitaires. S est satisfaisable, mais un mod�ele ne peut être construit.

Th�eor�eme 6.4.3. Le syst�eme f dissubsomption, factorisation, disfactorisation, distautologie g
est �a terminaison �nie.

Preuve. La preuve est imm�ediate, en e�et le nombre d'applications possibles des r�egles
d�ecrô�t �a chaque fois. c.q.f.d.

Notation 6.4.2 On note :

{ DSub(E; F ) l'ensemble obtenu en appliquant la r�egle de dissubsomption sur F en utilisant les
c-clauses de E.

{ ModelCheck(E; F ) l'ensemble obtenu en appliquant les r�egles de dissubsomption et de distau-
tologie sur F en utilisant les c-clauses de E.

{ Nramc le syst�eme compos�e des r�egles de simpli�cation, factorisation, disfactorisation, dissub-
somption et distautologie

Nous introduisons �egalement l'ordre suivant sur les c-clauses.

D�efinition 6.4.1. On note C �dissub D si et seulement si DSub(C;D) = ;. �

Remarquons que le th�eor�eme 6.4.2 n'utilise aucune strat�egie particuli�ere, notamment en ce
qui concerne les r�egles de simpli�cation et de dis-inf�erence. Nous pr�ecisons ci-dessous les condi-
tions garantissant la compl�etude de la m�ethode. En particulier, nous montrons la compl�etude
d'une strat�egie appliquant les r�egles de normalisation (i.e. le syst�eme Nramc) aussitôt que pos-
sible.

D�efinition 6.4.2. Une strat�egie d'application S des r�egles de Ramc est dite �equitable pour
la r�efutation si et seulement si pour toute clause ferm�ee non tautologique d�eductible de S par c-
r�esolution et c-factorisation, il existe une d�erivation selon la strat�egieS conduisant �a un ensemble
de c-clause S0 tel qu'il existe C0 2 S0 avec C0 �dissub C. �

Remarque. Toute strat�egie �equitable pour la r�efutation est compl�ete pour la r�efutation
(puisque C0 �dissub vw si et seulement si C0 = vw).

Soit R(S) l'ensemble de c-clauses obtenu en appliquant les r�egles c-r�esolution, Gpl, et c-
disr�esolution de toutes les fa�cons possibles sur S. Soit Rs(S) = Nramc

�(R(S)).
Pour tout ensemble de c-clauses S, on d�e�nit la suite : S0 = S et Si+1 = Rs(Si). Par induction

sur la longueur de la d�erivation, on montre que si une clause ferm�ee C non tautologique est
d�eductible de S par c-r�esolution et c-factorisation, alors il existe i 2 N et C0 2 Si tels que
C0 �dissub C. Par cons�equent, si S est insatisfaisable, alors il existe i tel que vw 2 Si.

Remarque. Nous introduirons au chapitre 7 une notion similaire �a la notion d'�equit�e pour
la r�efutation, pour l'aspect construction de mod�ele.



6.5 RAMC et v�eri�cation de mod�eles

Les r�egles de Ramc peuvent �egalement être utilis�ees pour v�eri�er qu'une interpr�etation
partielle est un mod�ele d'un ensemble de c-clauses (et �eventuellement pour compl�eter le mod�ele).

Th�eor�eme 6.5.1. Pour tout litt�eral ferm�e P (s) :

I(P (s)) =

8><
>:
true Si I(s) 2 I(P )+

false Si I(s) 2 I(P )�

unde�ned sinon

Pour toute clause ferm�ee c : L1(s1) _ : : :_ Ln(sn) :

I(c) =

8>>><
>>>:

true si 9i 2 f1::ng I(Li(si)) = true

true ou si 9i; j 2 f1::ng
2
Li = :Lj et I(si) = I(sj) (1)

false si 8i 2 f1::ng I(Li(si)) = false
unde�ned sinon

Pour toute c-clause [[c : P ]] :

I([[c : P ]]) =

8><
>:
true si 8� 2 S(P) I(�(c)) = true
false si 9� 2 S(P) I(�(c)) = false
unde�ned sinon

Remarque. La condition (1) n'�etait pas pr�esente dans (Caferra et Zabel, 1992). Elle est
n�eanmoins n�ecessaire a�n que les clauses de la forme : P (t)_:P (t)_R (qui sont des tautologies)
soient valides dans toute interpr�etation. Par exemple, sans la condition (1), la c-clause P (a) _
:P (a), n'est pas valide dans le mod�ele I d�e�ni par :

I(P )+ = I(P )� = ;

Preuve. C'est une cons�equence imm�ediate de la d�e�nition 6.2.3. c.q.f.d.

Soit un ensemble de c-clauses S, et une eq{interpr�etation partielle de Herbrand I (exprim�ee
comme un ensemble de c-clauses unitaires E). Le probl�eme est de v�eri�er que I valide S (i.e.
que E implique S).

Th�eor�eme 6.5.2. Soit I une eq-interpr�etation (consid�er�ee ici comme un ensemble �ni de c-
litt�eraux) et S un ensemble de c-clauses. Alors

I j= S , ModelCheck(I; S) = ;:

Si de plus I est totale,
I j= S , DSub(I; S) = ;

Preuve. { Soit une c-clause C = [[P1(t1) _ : : :_ Pn(tn) : X ]] de S, C0 la clause de
Simpl(E; S) correspondante. Supposons que I j= C.
Soit une substitution � 2 S(X ). On a I j= �(P1(t1) _ : : :_ Pn(tn)), donc :

{ Soit il existe i tel que Pi = Q et �(ti) 2 I(Q)+. Dans ce cas, il existe une c-clause
[[Q(s) : X 0]] 2 E telle que X 0 ^ X ^ t = s 6� ?, donc � 62 S(Y) (par irr�eductibilit�e par
dissubsomption)

{ Soit il existe i tel que Pi = :Q et �(ti) 2 I(Q)�. Idem.

{ Soit il existe i; j tels que Pi(ti) = :Pj(tj). Alors, par irr�eductibilit�e par distautologie, � 62 Y



R�eciproquement, supposons que Y � ?. Soit � une solution de X . � 62 S(Y) donc, par
d�e�nition de Y :

{ Soit il existe [[Pi(ti) : Xi]] 2 E tel que X ^8xi(:Xi_ ti 6= si) � ?, auquel cas �(ti) 2 I(Pi)
+

d'o�u I j= C.

{ De même avec [[:Pi(ti) : Xi]]

{ Soit il existe i; j 2 f1::ng tels que Pi = :Pj et � 2 S(ti = tj). Alors �((P1(t1)_ : : :_Pn(tn))
est une tautologie et I j= C

{ La preuve est similaire (dans ce cas on n'a plus besoin de la r�egle de distautologie, puisque,
pour tout litt�eral P , soit I j= P , soit I j= :P ).

c.q.f.d.

Les r�egles de Ramc permettent donc de v�eri�er qu'un mod�ele partiel I valide un ensemble de
c-clauses S. Si l'application des r�egles de dissubsomption et de distautologie entre S et l'ensemble
E associ�e �a I r�eduit les contraintes des c-clauses S �a ?, (donc la r�egle de simpli�cation supprime
les c-clauses obtenues) alors I est un mod�ele de S. Sinon I n'est pas un mod�ele de S, et les
autres r�egles de RAMC peuvent alors être utilis�ees a�n de compl�eter le mod�ele, ou de prouver
que I est un contre-mod�ele de S. Ce r�esultat fournit �egalement un algorithme pour d�ecider si
une interpr�etation partielle valide une formule du premier ordre sans quanti�cateur existentiel
(puisque toute formule sans quanti�cateur existentiel peut être automatiquement transform�ee
en un ensemble de c-clauses �equivalent).

Remarque. Comme au chapitre 5, les r�esultats pr�esent�es ici se g�en�eralisent de fa�con im-
m�ediate �a n'importe quelle th�eorie d�ecidable T . La compl�etude de la m�ethode est alors une
cons�equence de la compl�etude de la th�eorie-r�esolution (Stickel, 1985).





Chapitre 7

Limites et extensions de la m�ethode

RAMC

Ce chapitre pr�esente plusieurs extensions de la m�ethode Ramc dont la version initiale est
d�ecrite au chapitre 6. De nouvelles r�egles d'inf�erence et de disinf�erence sont d�e�nies et certaines
r�egles existantes (notamment la r�egle Gpl) sont �etendues de fa�con importante. Nous mon-
trons l'int�erêt de ces extensions en prouvant qu'elles permettent d'�etendre la classe de mod�eles
constructibles. Est pr�esent�ee notamment une extension de la strat�egie de r�esolution s�emantique
qui permet de r�eduire l'espace de recherche, �a la fois pour la recherche de r�efutations et pour la
construction de mod�eles. En�n, nous concluons en montrant les limites de la m�ethode.

7.1 Les r�egles GPL et GMPL

La puissance de la m�ethode Ramc repose pour une bonne part sur la r�egle Gpl qui permet
d'engendrer des c-clauses unitaires constituant un mod�ele partiel de la formule initiale. L'int�erêt
principal de Gpl est d'engendrer des c-clauses qui ne sont pas des cons�equences logiques de
l'ensemble de c-clauses. Dans la section suivante, la n�ecessit�e d'une extension de cette r�egle est
mise en �evidence par quelques exemples montrant les limites de sa version initiale.

7.1.1 Limites de la r�egle GPL

Traitement des clauses auto-r�esolvantes

Exemple 7.1.1.

Consid�erons l'ensemble de clauses suivant : E = f:P (x) _ P (f(x))g, avec � = fa0; f1g.
E contient une seule clause, donc E est satisfaisable. Un mod�ele I de E est, par exemple,
l'interpr�etation I d�e�nie par

I(P )+ = �(�):

Or, aucun mod�ele de E ne peut être engendr�e par l'application de la r�egle Gpl. En e�et,
Gpl ne peut pas être appliqu�ee sur le litt�eral P (f(x)) �a cause de la pr�esence du litt�eral :P (x).
D'autre part, si la r�egle est appliqu�ee sur le litt�eral :P (x), on obtient :

[[:P (x) : 8y:(x 6= f(y)]]) (Gpl)
[[:P (a) : >]] (r�esolution des contraintes)
[[:P (x) _ P (f(x)) : x 6= a]] (dissubsomption, �a partir de :P (x) _ P (f(x)))
[[:P (f(x)) _ P (f(f(x))) : >]] (r�esolution des contraintes)
[[:P (f(x)) : 8y:(x 6= f(y)]]) (Gpl)
: : :



On g�en�ere donc un nombre in�ni de clauses de la forme :P (fn(a)) (n = 0,1,2,: : :). Il est
facile de voir que ce r�esultat ne d�epend pas de la strat�egie utilis�ee pour l'application des r�egles.
�

Dans l'exemple ci-dessus, les contraintes empêchant l'uni�cation de P (x) avec P (f(x)) sont
ajout�ees au litt�eral :P (x), alors que la c-clause [[:P (x) _ P (f(x)) : >]] est subsum�ee par :P (x).
La condition garantissant que l'ajout du litt�eral L pr�eserve la satisfaisabilit�e (imposant que L
soit pur dans l'ensemble de c-clauses) est trop forte pour pouvoir construire des mod�eles dans
le cas de cet exemple. Nous proposons par cons�equent d'a�aiblir cette condition en introduisant
la d�e�nition suivante.

D�efinition 7.1.1. Un c-litt�eral L est dit quasi-pur dans un ensemble de c-clauses S si et
seulement si L est pur dans DSub(L; S). �

Remarque. Il est clair que tout c-litt�eral L pur dans S est �egalement quasi-pur dans S (la
r�eciproque n'�etant pas vraie).

Lemme 7.1.1. Si L est quasi-pur dans S et si S est satisfaisable, alors S [ fLg est satisfaisable.

Preuve. Si S est satisfaisable alors DSub(L; S) l'est �egalement. On a S[fLg � DSub(L; S)[
fLg (par correction de la dissubsomption). D'autre part, L est pur dans DSub(L; S) donc
DSub(L; S)[ fLg est satisfaisable. c.q.f.d.

Il reste �a donner un algorithme pour construire automatiquement des c-litt�eraux quasi-purs
dans un ensemble de c-clauses S donn�e. Ce probl�eme est �evidemment beaucoup plus di�cile et
plus coûteux que la g�en�eration de c-litt�eraux purs. Dans (Bourely et al., 1994) est propos�e
un algorithme, nomm�e Egpl (Extended GPL), permettant d'extraire un c-litt�eral quasi-pur
�a partir d'un ensemble de c-clauses. Nous ne le pr�esenterons pas ici, car il constitue un cas
particulier de la r�egle Gmpl pr�esent�ee plus loin.

Cas d'interd�ependance entre 2 litt�eraux

Appliquer Gpl sur un litt�eral unique ne permet pas toujours de construire un mod�ele de
l'ensemble de c-clauses, car l'interpr�etation du litt�eral consid�er�e ne peut pas en g�en�eral être
�x�ee ind�ependamment de celle des autres litt�eraux de l'ensemble. Consid�erons, par exemple, la
formule

A(x), B(x):

L'ensemble de c-clauses correspondant est :

f[[A(x)_ :B(x) : >]]; [[:A(x)_ B(x) : >]]g

Appliquons la r�egle Gpl sur le litt�eral A(x). Nous obtenons

[[A(x) : 8y:y 6= x]]

c'est-�a-dire (par r�esolution des contraintes)

[[A(x) : ?]]:

Cette c-clause est une tautologie, ce qui n'apporte aucune information suppl�ementaire. Par
sym�etrie, on obtient le même r�esultat en appliquant Gpl sur B(x);:A(x) ou :B(x). En e�et, A
et B �etant �equivalents, il est impossible de �xer l'interpr�etation de A sans �xer en même temps
celle de B.

A�n de prendre en compte cette di�cult�e, nous proposons de g�en�eraliser la d�e�nition 7.1.1
�a des ensembles de c-litt�eraux.

D�efinition 7.1.2. Un ensemble de c-litt�eraux E est dit quasi-pur dans un ensemble de c-
clauses si et seulement si :

{ E est satisfaisable.



{ Tout litt�eral de E est pur dans DSub(E; S).

�

Th�eor�eme 7.1.1. Si E est quasi-pur dans S et si S est satisfaisable, alors E[S est satisfaisable.

Preuve. Si S est satisfaisable, S0 = DSub(E; S) l'est, car les c-clauses de S0 sont des restric-
tions des clauses de S. Si S [ E est insatisfaisable, alors S0 [ E l'est �egalement (par correction
de la dissubsomption). Si S0[E est insatisfaisable, S0 l'est, puisque la r�egle Gpl pr�eserve l'�equi-
valence (Caferra et Zabel, 1992). En e�et, deux c-litt�eraux quelconques de E n'�etant pas
compl�ementaires (puisque E est satisfaisable), E peut être obtenu �a partir de S0 par card(E)
applications de la r�egleGpl. D'o�u S est satisfaisable implique que S[E est satisfaisable. c.q.f.d.

La section suivante est consacr�ee �a la pr�esentation d'un algorithme engendrant automati-
quement des ensembles de c-litt�eraux quasi-purs.

7.1.2 La r�egle GMPL

Pr�esentation informelle

Avant de d�e�nir formellement la r�egle Gmpl (Generating Many Pure Literals) donnons une
id�ee intuitive de son principe.

L'objet de la r�egle Gpl est de transformer un c-litt�eral P en un c-litt�eral pur P 0 tel que
l'ajout de P 0 �a S pr�eserve la satisfaisabilit�e de S. Pour cela, on ajoute au c-litt�eral \candidat"
P des contraintes empêchant l'uni�cation entre ce c-litt�eral et tout litt�eral compl�ementaire de
l'ensemble de c-clauses. La proc�edure peut se formaliser par une r�egle de Restriction d�e�nie
de la fa�con suivante :

(Restriction) L! L n L0

Il existe une c-clause C de S telle que : :L0 2 C

Remarque. Notons que cette r�egle (ainsi que les r�egles d'extension, de contradiction et de
simpli�cation introduites dans cette section) l'est pas une r�egle d'inf�erence, ni une r�egle de
dis-inf�erence, mais simplement une r�egle de calcul permettant de trouver des c-litt�eraux purs.

Il est clair que tout c-litt�eral L irr�eductible par la r�egle Restriction est pur dans S. A�n
d'engendrer des c-litt�eraux quasi-purs, nous renfor�cons les conditions d'application de la r�egle,
pour empêcher l'application de la r�egle si le litt�eral candidat subsume la c-clause C. Nous
obtenons la r�egle suivante.

(Restriction) L! L n L0 S'il existe une c-clause C de S telle que :
:L0 2 C et DSub(fLg; C) 6= >

Remarque. Notons que l'op�erateur n introduit au chapitre 6 permet d'exprimer la r�egle
(ainsi que les suivantes) de fa�con tr�es simple.

De fa�con �evidente, si L est irr�eductible par rapport �a la r�egle Restriction, alors L est
quasi-pur dans S, mais pas n�ecessairement pur dans S.

A�n d'engendrer simultan�ement un ensemble de litt�eraux quasi-purs, on consid�ere non plus
des c-litt�eraux candidats mais des ensembles de c-litt�eraux. La r�egle de Restriction se g�en�eralise
de fa�con imm�ediate :

(Restriction) E [ fLg ! E [ fL n L0g
S'il existe une c-clause C de S telle que : :L0 2 C
et DSub(E;C) 6= >

Consid�erons �a nouveau l'ensemble S :

f[[A(x)_ :B(x) : >]]; [[:A(x)_ B(x) : >]]g



Initialement, on a : E = fA(x)g. On cherche �a transformer l'ensemble E en un ensemble
E0 tel que l'ajout de E0 �a S pr�eserve la satisfaisabilit�e de S. Au lieu d'empêcher l'application
de la r�esolution entre A(x) et :A(x) _ B(x) en ajoutant des contraintes sur A(x), nous allons
garantir que le r�esolvant obtenu par r�esolution sera subsum�e par l'ensemble E, en ajoutant �a E
le litt�eral B(x). Nous obtenons ainsi l'ensemble E0 : fA(x); B(x)g. Cet ensemble pr�eserve de
fa�con �evidente la satisfaisabilit�e de S, puisque toute c-clause de S est subsum�ee par une clause
de E. L'ajout d'un litt�eral �a l'ensemble E se formalise par la r�egle Extension suivante.

(Extension) E ! E [ fL0g
Si C 2 Res(E; S), DSub(E;C) 6� > et L0 2 C

L'ensemble E doit être satisfaisable. Or, rien ne garantit que la satisfaisabilit�e de E est
pr�eserv�ee par la r�egleExtension qui peut introduire, dans l'ensemble de c-litt�eraux-candidats E,
le compl�ementaire d'un litt�eral appartenant �a E. Pour r�esoudre ce probl�eme, nous proposons une
r�egle Contradiction dont l'objet est d'ajouter aux c-litt�eraux de E des contraintes garantissant
la satisfaisabilit�e de E, c'est-�a-dire empêchant l'application de la r�esolution entre 2 c-clauses de
E.

(Contradiction) E [ fL;:L0g ! E [ f:L0; L nL0g

En�n, nous ajoutons �egalement une r�egle de Simpli�cation destin�ee �a supprimer de l'en-
semble E les c-litt�eraux dont les contraintes sont insatisfaisables.

(Simpli�cation) E [ [[C : X ]]! E

Si X � ?

D�e�nition formelle

Nous obtenons donc la r�egle suivante :

GMPL (Generating Many Pure Literals) :
S
E

o�u E est irr�eductible par le syst�eme de r�egle RS suivant (E peut être obtenu en appliquant
RS jusqu'�a saturation sur un c-litt�eral [[L(t) : X ]] de S).

(Simpli�cation) E [ [[C : X ]]! E

Si X � ?

(Restriction) E [ fLg ! E [ fL n L0g
Il existe une c-clause C de S telle que : :L0 2 C
et DSub(E;C) 6= >

(Extension) E ! E [ fL0g
Si C 2 Res(E; S), DSub(E;C) 6� > et L0 2 C

(Contradiction) E [ fL;:L0g ! E [ f:L0; L nL0g

Remarque. { La r�egle Gpl correspond �a une application des r�egles pr�ec�edentes o�u :

{ La r�egle Extension n'est jamais appliqu�ee (E est donc de cardinalit�e 1 et la r�egle Contra-
diction n'est jamais appliqu�ee).

{ La condition DSub(E; S) 6= > n'est pas prise en compte dans l'application de la r�egle de
restriction.

{ De même, la r�egle Egpl propos�ee dans (Bourely et al., 1994) correspond �a une application
de ces r�egles dans laquelle la r�egle Extension n'est jamais appliqu�ee.

Avant d'�etablir les propri�et�es de terminaison et de correction de la r�egleGmpl, nous donnons
un exemple d'application, qui illustre son fonctionnement et montre son utilit�e.



Exemple

Exemple 7.1.2. Soit � = fa; gg. Soit S l'ensemble de c-clauses suivant.

1 [[P (x)_ R(x) : >]]
2 [[P (a)_ :Q(a) : >]]
3 [[:P (a) _Q(a) : >]]
4 [[:P (g(x)) : >]]

Appliquons la r�egle Gmpl sur le litt�eral P (x). Initialement, on a E = fP (x)g. Nous pouvons
appliquer la r�egle de Restriction sur P (x) avec la c-clause 3. On obtient l'ensemble de litt�eraux
f[[P (x) : x 6= a]]g. Ensuite, nous appliquons la r�egle de Restriction sur [[P (x) : x 6= a]] avec la
c-clause 4. On obtient : f[[P (x) : x 6= a ^ 8y:x 6= g(y)]]g. Par application de la r�egle de Simpli-

�cation, cet ensemble est transform�e en l'ensemble ; qui est �evidemment irr�eductible par RS,
mais n'apporte aucune information int�eressante sur S.

Au lieu d'appliquer la r�egle Restriction �a l'�etape 1, nous pouvons appliquer la r�egle Ex-
tension. On obtient l'ensemble de c-litt�eraux f[[P (x) : >]]; [[Q(a) : >]]g

Ensuite, on obtient par application de la r�egle de Restriction sur la c-clause 4 :

f[[P (x) : 8y:x 6= g(y)]]; [[Q(a) : >]]g

d'o�u :

E0 = f[[P (a) : >]]; [[Q(a) : >]]g

E0 est irr�eductible par RS . �

Remarque. Contrairement aux autres r�egles, le calcul de l'ensemble de c-litt�eraux E n�eces-
site l'utilisation du retour-arri�ere a�n de calculer tous les ensembles de c-litt�eraux quasi-purs
possibles (voir exemple 7.1.2). Cependant, aucun retour-arri�ere n'est n�ecessaire apr�es l'ajout de
E �a S puisque le th�eor�eme 7.1.3 assure que E pr�eserve la satisfaisabilit�e de S.

7.1.3 Propri�et�es

Terminaison

Th�eor�eme 7.1.2. Pour tout S et pour tout E, l'application non-d�eterministe des r�egles de RS

sur E se termine si la r�egle Extension est appliqu�ee au plus un nombre �ni de fois (�x�e �a
l'avance) sur chaque litt�eral.

Preuve. Puisque la r�egleExtension n'est appliqu�ee qu'un nombre �ni de fois, nous pouvons,
sans perte de g�en�eralit�e, supposer que la d�erivation ne contient aucune application de cette r�egle.
Soit Cn le nombre de couples de litt�eraux compl�ementaires de E et Rn le nombre de couples
(L1; L2) de S � E compl�ementaires et Sn le nombre de litt�eraux [[L : ?]] de E.

A chaque application d'une r�egle :

{ Si Restriction est appliqu�ee, Rn d�ecrô�t strictement.

{ Si Contradiction est appliqu�ee, Rn n'augmente pas et Cn d�ecrô�t strictement.

{ Si Simpli�cation est appliqu�ee, Rn et Cn n'augmentent pas et Sn d�ecrô�t strictement.

Il est donc facile de voir que le n-uplet (Rn; Cn; Sn) est strictement d�ecroissant (par rapport �a
l'extension lexicographique de l'ordre naturel sur les entiers) et donc que l'algorithme se termine.
c.q.f.d.



Correction

Th�eor�eme 7.1.3. Soient S un ensemble de c-clauses, etE un ensemble de c-litt�eraux irr�eductible
par la r�egle de restriction de RS . S est satisfaisable si et seulement si S [ E l'est.

Preuve. D'apr�es le th�eor�eme 7.1.1, il su�t de prouver que E est quasi-pur dans S.

E �etant irr�eductible par la r�egle Contradiction, E est satisfaisable. Il su�t donc de montrer
que tout litt�eral de E est pur dans S0 = DSub(E; S). Supposons qu'il existe L1 2 C0 2 S0 et
L2 2 E, tel que L1 et :L2 soient uni�ables et tel que C0 6� >. Puisque les c-clauses de S0 sont
des restrictions des c-clauses de S, il existe L3 2 C 2 S tel que L1 � L3. Alors L3 et :L2 sont
uni�ables. Par d�e�nition, la r�egle de restriction s'applique sur E, ce qui est impossible. c.q.f.d.

7.2 Extension de la strat�egie de r�esolution s�emantique

7.2.1 R�esolution s�emantique

En 1967, Slagle propose une nouvelle strat�egie pour la m�ethode de r�esolution. Cette stra-
t�egie est fond�ee sur l'utilisation d'une interpr�etation de la formule �a r�efuter, qui est utilis�ee
pour restreindre l'application de la r�esolution. Le principe est simple : puisque la r�esolution est
une r�egle correcte, il est inutile de chercher �a g�en�erer une contradiction (�) en appliquant la
r�esolution entre deux clauses valides dans une même interpr�etation. En e�et, la conclusion sera
n�ecessairement valide dans l'interpr�etation et donc ne pourra être une contradiction. Intuiti-
vement, nous pouvons donc empêcher l'application de la r�esolution entre deux clauses valides
dans la même interpr�etation. C'est l'id�ee de la r�esolution s�emantique. Cette strat�egie se r�ev�ele
particuli�erement e�cace en pratique (voir par exemple (Slaney, 1993)). Elle est �egalement tr�es
g�en�erale : par exemple, l'hyperr�esolution peut être vue comme un cas particulier de la r�esolution
s�emantique (elle correspond �a une interpr�etation initiale Is telle que tout litt�eral positif ferm�e est
faux dans Is). Nous montrons dans cette section comment int�egrer l'utilisation de la strat�egie
s�emantique dans la m�ethode Ramc avec un double avantage.

{ D'une part, r�eduire l'espace de recherche de la m�ethode.

{ D'autre part, �etendre la r�esolution s�emantique en utilisant les contraintes pour coder les
conditions s�emantiques sur les c-clauses g�en�er�ees. Cette technique permet de r�esoudre d'une
fa�con �el�egante un probl�eme inh�erent �a l'utilisation de la r�esolution s�emantique : l'existence
de d�erivation s�emantiques non ferm�ees qui ne correspondent �a aucune d�erivation s�emantique
ferm�ee (voir (Sandford, 1980)).

7.2.2 Principe de l'extension propos�ee

La m�ethode Ramc permettant de construire des mod�eles d'ensembles de c-clauses, il est
naturel de chercher �a utiliser les mod�eles ainsi construits pour guider la recherche d'une preuve.
Pourtant, nous pouvons aller plus loin : au lieu d'�evaluer { avant l'application de la r�egle de
r�esolution { les c-clauses dans l'interpr�etation Is, il est possible de coder dans les contraintes du
r�esolvent des conditions imposant que l'une au moins des c-clauses est fausse dans Is. Il s'agit
de traduire en une formule �equationnelle la condition : \une au moins des c-clauses parentes est
fausse dans Is", et d'ajouter cette condition au r�esolvent.

[[C : C est fausse dans Is]]

Notons que la condition \C est fausse dans Is" s'exprime de fa�con imm�ediate en utilisant la
formule �� d�e�nie au chapitre 5.
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7.2.3 Une nouvelle r�egle de r�efutation

R�egle de c-r�esolution

Soit Is une eq-interpr�etation, repr�esent�ee par un ensemble �ni de c-clauses unitaires.

La d�e�nition suivante �etend la notion de clash 1 (Slagle, 1967) aux clauses contraintes.

D�efinition 7.2.1.
Un c-clash est un ensemble �ni de c-clauses : fE1; : : : ; Eq; Cg satisfaisant les conditions sui-

vantes.

{ C contient au moins q litt�eraux L1(t1); : : :Lq(tq).

C = [[
q_

i=1

Li(ti) _R : X ]]:

{ Pour tout i 2 [1::q], Ei contient un litt�eral :Li(si).

Ei = [[:Li(si) _ Ri : Xi]]:

{
Vn

i=1(Xi ^ si = ti ^ :�
+
Is
(Ei)) ^ :�

+
Is
(R) a au moins une solution.

Le c-Is-r�esolvent (ou c-r�esolvent s�emantique) de fE1; : : : ; Eq; Cg est la c-clause

[[R _
n_

i=1

Ri : Yres]]

o�u

Yres = X ^
n̂

i=1

(Xi ^ si = ti ^ :�
+
Is
(Ei))^ :�

+
Is
(R)

�

Remarque. Nous utilisons la formule :�+Is pour exprimer les conditions s�emantiques au lieu
de ��Is car cela est n�ecessaire pour pr�eserver la compl�etude r�efutationnelle dans le cas o�u Is est
une interpr�etation partielle 2. Si Is est totale, ces deux formules sont �equivalentes, comme nous
l'avons vu au chapitre 2.

Propri�et�es de la m�ethode : correction et compl�etude r�efutationnelle

Th�eor�eme 7.2.1. [Correction] La c-r�esolution est correcte.

Preuve. Soit � 2 Sol(Yres). Pour tout i � q, �(si) = �(ti). Par cons�equent, S0 = f�(:Li(si)_
Ri)=i � qg [ �(

Wq
i=1 Li(ti)_R) est un clash (au sens habituel), et nous avons S0 j= �(R_

W
Ri).

Puisque � 2 S(X ) et � 2 S(Xi); 8i � q, on a �(
Wq

i=1 Li(ti)_R) 2 S(C) et 8i � q:�(:Li(si)_Ri) 2
S(Ei). D'o�u E1; : : :En; C j= �(R _

W
Ri). La r�egle de c-r�esolution est donc correcte. c.q.f.d.

La preuve de la compl�etude r�efutationnelle n�ecessite les deux lemmes suivants.

Lemme 7.2.1. [Lemme d'extension du mod�ele]

Soit I une interpr�etation partielle. Alors, il existe une interpr�etation totale I0 telle que, pour
toute clause ferm�ee C

I j= C ) I0 j= C:

1: A notre connaissance, il n'existe pas de terme fran�cais �equivalent utilis�e dans la litt�erature.
2: Notons que si Is est vide, �+

Is
(C) = ��

Is
(C) = ?.



Preuve. Par d�e�nition, puisque I j= C, toute interpr�etation totale de I valide C. c.q.f.d.

Lemme 7.2.2. [lemme de rel�evement]
Soit

f[[E1 : X1]]; : : : [[En : Xn]]; [[C : X ]]g

un ensemble de c-clauses. Soient �1; : : :�n; � des solutions de X1; : : : ;Xn;X respecti-
vement, Is une eq-interpr�etation, I0 l'extension totale de Is d�e�nie par le lemme
7.2.1. Soit Rg un I0-r�esolvent de �1(E1); : : :�n(En); �(C). Il existe un Is-c-r�esolvent de
[[E1 : X1]]; : : : [[En : Xn]]; [[C : X ]], et une substitution � 2 Sol(Yres), telle que

�(
_

Ri _R) = Rg:

Preuve. Soit � = �1 : : : �n : : :�. On a � 2 S(Xi) (pour tout i), et � 2 S(X ). Puisque
�1(E1); : : : ; �n(En) est un clash, Ei est de la forme Li(ti) _ Ri (pour tout i � n) et C est de
la forme

Wn
i=1:Li(si) _ R avec �i(Li(ti)) = �(Li(si)), d'o�u �(Li(ti)) = �(Li(si)). En outre pour

tout i, �(Ei) est fausse dans I0, donc, � 62 S(�+Is(Ei)). De même, I0 6j= �(R), d'o�u � 62 S(�+Is(R)).
Nous avons donc � j= Yres. De plus, par d�e�nition de Rg, on a �(Rg) = �(

W
Ri _ R) =W

(�(Ri))_ �(R)) = Rg c.q.f.d.

Th�eor�eme 7.2.2. [Compl�etude r�efutationelle]
Pour toute eq-interpr�etation Is, et pour tout ensemble insatisfaisable S de c-clauses, il existe

une r�efutation de S utilisant seulement les r�egles de Is-c-r�esolution et de c-factorisation.

Preuve. Par compl�etude r�efutationnelle de la r�esolution s�emantique (Slagle, 1967) il existe
une r�efutation s�emantique guid�ee par I0 et ferm�ee de S. D'apr�es le lemme 7.2.2, elle peut être
transform�ee en une Is-c-r�efutation de S. c.q.f.d.

Remarque. Ce r�esultat reste valide si les r�egles de normalisation (le syst�eme Nramc) sont
appliqu�ees aussitôt que possible (voir chapitre 6).

Contrairement �a l'approche classique, la r�eciproque du lemme de rel�evement est �egalement
valide comme le montre le th�eor�eme suivant.

Lemme 7.2.3. Soit Is une eq-interpr�etation totale. Soit E1; : : :En; C un c-clash. Soit
[[R : Y ]] un c-Is-r�esolvent de E1; : : :En; C. Soit � 2 Sol(Y). �(R) est un Is-r�esolvent de
�(E1); : : : ; �(En); �(C).

Preuve. Puisque E1; : : :En; C est un c-clash, � 2 Sol(Y), �(E1); : : : ; �(En); �(C) est un clash
(au sens classique). En e�et, par d�e�nition de Y , Is 6j= R, et 8i:Is 6j= Ei, et �(Li(ti)) = �(Li(si)).
Donc, �(R) est un Is-r�esolvent de �(E1); : : : ; �(En); �(C). c.q.f.d.

Ce th�eor�eme montre que toute c-d�erivation s�emantique correspond �a une d�erivation ferm�ee
s�emantique. Ce th�eor�eme n'est pas valide pour la r�esolution s�emantique sans contraintes. A�n
de s'en convaincre, il su�t de consid�erer les deux clauses suivantes et l'interpr�etation fP (a)g:

c1 : P (x) _Q(x)
c2 : :P (x) _ R(x; y)

En utilisant la r�esolution s�emantique, nous pouvons inf�erer la clause Q(x) _ R(x; y). La
clause Q(a) _ R(a; b) est une instance de Q(x) _ R(x; y), et ne peut pas être d�eduite d'une
instance de c1 ou c2 par une d�erivation s�emantique ferm�ee. Ainsi, il peut exister de nombreuses
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d�erivations s�emantiques qui ne correspondent �a aucune d�erivation ferm�ee. Notre m�ethode permet
de r�esoudre ce probl�eme d'une fa�con tr�es naturelle. En e�et, la c-Is-r�esolution g�en�ere la c-clause
c3 : [[Q(x)_ R(x; y) : x 6= a]]. Q(a)_ R(a; b) n'est pas une instance de c3.

Th�eor�eme 7.2.3. Soit Is une interpr�etation, S un ensemble de c-clauses et [[C : X ]] une c-clause
d�eduite de S en utilisant les r�egles de c-r�efutation. Pour toute substitution � 2 S(X ), il existe
une d�erivation ferm�ee de C� �a partir de S.

Preuve. La preuve est une cons�equence imm�ediate du lemme 7.2.3 (par induction sur la
longueur n de la d�erivation). c.q.f.d.

Ce th�eor�eme est un e�et de bord int�eressant de notre approche. Il montre que la m�ethode
permet de restreindre l'espace de recherche d'une fa�con plus stricte que la r�esolution s�emantique
classique. L'exemple suivant illustre cette possibilit�e.

c1 : P (x) _ S(x) c2 : :P (x) c3 : :S(a) _R(y)

Exemple 7.2.1. L'interpr�etation est

Is = fS(a)g:

La d�erivation suivante est une d�erivation au sens de Slagle.
c4 : S(x) (r�esolution entre c1 et c2)
c5 : R(y) (r�esolution entre c4 et c3)

Notre m�ethode produit les c-clauses suivantes.
c4 : [[S(x) : x 6= a]] (Is-c-res,c1,c2)
c5 : [[R(y) : x 6= a ^ x = a]] (Is-c-res,c4,c3)

Les contraintes de c5 n'ont pas de solution, donc c5 est une tautologie qui peut être supprim�ee
de l'ensemble de c-clauses. �

Ce probl�eme est identi��e dans (Sandford, 1980), o�u une m�ethode est propos�ee a�n d'�eviter
des inf�erences qui ne correspondent �a aucune d�erivation s�emantique ferm�ee. Son principe est
d'associer �a chaque clause une liste de litt�eraux dont les descendants doivent être falsi��es (ap-
pel�ee la liste Fsl). Cette m�ethode semble cependant peu e�cace, d'apr�es les exp�erimentations
rapport�ees dans (McCune et Henschen, 1985).

\The FSL method was implemented but during preliminary experiments we found that it
required too much processing time. During deep searches the FSL lists became very long and the
improvement was small or non-existent." ((McCune et Henschen, 1985), page 256)

Notre approche permet de coder les conditions s�emantiques de fa�con plus compacte, et semble
être mieux adapt�ee pour r�esoudre ce probl�eme d'une fa�con plus naturelle et plus e�cace.

7.2.4 Une nouvelle r�egle de construction de mod�eles

La disr�esolution s�emantique

Nous pouvons appliquer �a la r�egle de r�esolution d�e�nie �a la section pr�ec�edente l'id�ee propos�ee
dans (Caferra et Zabel, 1992), pour d�e�nir une nouvelle r�egle : la disr�esolution s�emantique.
Le principe de cette r�egle est d'imposer des conditions empêchant l'application de la r�egle de c-
r�esolution s�emantique. De fa�con plus pr�ecise, chaque c-clause C1; : : :Cn appartenant au c-clash
sera remplac�ee par deux c-clauses C0

i; C
00
i , telles que Ci � C0

i ^ C00
i , et telles que la r�egle de

c-r�esolution ne peut pas être appliqu�ee entre C00
1 ; : : :C

00
n, et peut être appliqu�ee entre C0

1; : : : ; C
0
n.

D�efinition 7.2.2.
Soit S = [[C1 : X1]]; : : : ; [[Cn : Xn]] un c-clash. Soit x l'ensemble des variables de S. Les

c-disr�esolvents de S sont les c-clauses
Sn

i=1fC
0
i; C

00
i g, o�u C0

i et C
00
i sont d�e�nies comme suit.



C0
i : [[Ci : 8y::Yres ^ Xi]]

C00
i : [[Ci : 9y:Yres ^ Xi]]

avec y = x n Var([[Ci : Xi]])
�

Th�eor�eme 7.2.4. Soit C1; : : : ; Cn un c-clash. Soit fC0
1; C

00
1 ; : : : ; C

0
n; C

00
ng les c-clauses d�eduites de

C1; : : :Cn par la r�egle de disr�esolution. Pour tout i � n, Ci � C0
i ^ C00

i

Preuve. La preuve est imm�ediate. c.q.f.d.

Nous notons RamcIs la proc�edure d�e�nie par les r�egles renommage, dissubsomption,
factorisation, disfactorisation, distautologie, Gpl, Gmpl, Is-c-r�esolution s�emantique et Is-c-
disr�esolution s�emantique.

Remarque. La proc�edure Ramc d�e�nie au chapitre 6 peut être consid�er�ee comme un cas
particulier de RamcIs avec Is = ;.

7.2.5 Construction incr�ementale du mod�ele

L'une des caract�eristiques les plus int�eressantes de notre approche est de permettre une
construction incr�ementale du mod�ele. C'est particuli�erement important lorsque l'ensemble de c-
clauses est d'une taille tr�es importante et utile lorsque l'ajout des nouvelles c-clauses ne modi�e
pas sensiblement l'interpr�etation de l'ensemble. Le th�eor�eme suivant fournit des conditions per-
mettant d'extraire un mod�ele d'un ensemble de c-clauses obtenu lorsque RamcIs s'arrête. Ces
conditions sont similaires | mais plus faibles | que les conditions correspondantes du chapitre
6. En e�et, nous pouvons tirer parti de l'interpr�etation Is (qui constitue un mod�ele partiel de
l'ensemble de c-clauses) a�n de guider la recherche du mod�ele.

D�efinition 7.2.3. [Construction incr�ementale des interpr�etations] Soit I une interpr�etation
de Herbrand et E un ensemble satisfaisable de litt�eraux ferm�es. Alors on note EI(E) l'interpr�e-
tation d�e�nie de la fa�con suivante : pour tout litt�eral ferm�e P (t),

{ EI(E)(P (t)) = true si P (t) 2 E.

{ EI(E)(P (t)) = false si :P (t) 2 E.

{ EI(E)(P (t)) = I(P (t)) sinon.

�

Informellement, EI(E) co��ncide avec I sauf sur les litt�eraux de E pour lesquels la valeur de
l'interpr�etation est �x�ee par E.

Remarque. Si I et E sont des eq-ensembles, alors EI(E) est une eq-interpr�etation. En e�et
on a EI(E) = (I n fx=:x 2 Eg)[E.

Th�eor�eme 7.2.5. Soit S un ensemble de c-clauses irr�eductible par toutes les r�egles de RamcIs .
Si toutes les c-clauses non unitaires de S sont vraies dans Is, alors un mod�ele de S peut être
construit automatiquement.

Preuve. Soit S un ensemble satisfaisable de c-clauses, tel que toute c-clause non unitaire de
S est vraie dans S. Consid�erons l'interpr�etation I0 = EIs(Unit(S)). Nous prouvons que I0 j= S.

Pour toute c-clause c : [[
Wn

i=1 Li(ti) : X ]] 2 S l'une des deux conditions suivantes est v�eri��ee.

{ n = 1 (C est une c-clause unitaire). Alors 8� 2 Sol(X ):I0 j= Li(�(ti)) (par d�e�nition de
I0).
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{ n > 1. Alors C est valide dans I0. Soit � 2 Sol(X ). Puisque C est stable par distautologie, il
existe i tel que �(Li(ti)) est vraie dans Is. Supposons sans perte de g�en�eralit�e, que 8i � q,
Is j= �(Li(ti)) et 8i > q, Is j= :�(Li(ti)). Alors par irr�eductibilit�e par dis-r�esolution 9i � q,
tel que :Li(ti) 62 S. Par d�e�nition de I0, on en d�eduit I0 j= �(Li(ti)), d'o�u

I0 j= C

c.q.f.d.

Remarque. La construction de I0 est incr�ementale, car elle est r�ealis�ee en modi�ant et en
�etendant l'interpr�etation Is.

Exemple

L'exemple suivant tir�e de (Ferm�uller et al., 1993), illustre cet aspect de la m�ethode.

1 [[P (x) _Q(g(x; x)) : >]]
2 [[:Q(x) _R(y; x) : >]]
3 [[:R(a; a)_ :R(f(b); a) : >]]
4 [[R(f(x); y) : >]]
5 [[P (x) _ :P (f(x)) : >]]
6 [[:P (a) : >]]

Ramc construit automatiquement le mod�ele Is suivant.

[[R(f(x); y) : >]]
[[Q(g(x; x)) : >]]
[[:R(a; a) : >]]
[[:Q(a) : >]]
[[:P (f(x)) : >]]
[[:P (a) : >]]
[[R(x; y) : (a 6= y)_ (a 6= x)]]

Supposons que l'on ajoute ensuite les c-clauses suivantes.

7 [[:S(x)_ S(g(x; x)) : >]]
8 [[S(a)_ S(g(x; x)) : >]]
9 [[:S(x)_ :R(b; g(x; x)) : >]]

RamcIs g�en�ere les c-clauses.

10 [[:S(x) _ :R(b; g(g(x; x); g(x; x))) : >]] r�esolution,9,7
11 [[:S(x)_ :Q(g(g(x; x); g(x; x))) : >]]. r�esolution,10,2
12 [[:S(x)_ P (g(x; x)) : >]] r�esolution,11,1
13 [[P (g(x; x)) : >]] Gpl
14 [[P (x) _Q(g(x; x)) : 8u:x 6= g(u; u)]] dissubsomption,13,1
15 [[:Q(g(g(x; x); g(x; x))) : >]] Gpl
16 [[:Q(x)_ R(y; x) : 8y:x 6= g(g(y; y); g(y; y))]] dissubsomption,15,2
17 [[:R(b; g(g(x; x); g(x; x))) : >]] Gpl
18 [[:S(x)_ :R(b; g(x; x)) : 8y:x 6= g(y; y)]] dissubsomption,17,9
19 [[S(g(x; x)) : >]] Gpl
20 [[:S(x) : 8y:x 6= g(y; y)]] Gpl



Les c-clauses f7; 8; 10; 11; 12; 18g restantes sont supprim�ees par dissubsomption. Nous obte-
nons un ensemble de c-clauses f4; 6; 8; 13; 15; 17; 19; 3; 5; 14; 16; 20g satisfaisant les conditions de
la section 7.2.5. Le mod�ele est le suivant.

C-litt�eraux obtenus en modi�ant le mod�ele initial :

[[R(f(x); y) : >]]
[[Q(g(x; x)) : 8y:x 6= g(y; y)]]
[[:R(a; a) : >]]
[[:Q(a) : >]]
[[:P (f(x)) : >]]
[[:P (a) : >]]
[[R(x; y) : ((a 6= y) _ (a 6= x))^ ((x 6= b) _ 8u:y 6= g(g(u; u); g(u; u)))]]

Nouveaux c-litt�eraux :

[[P (g(x; x)) : >]]
[[:Q(g(g(x; x); g(x; x))) : >]]
[[:R(b; g(g(x; x); g(x; x))) : >]]
[[S(g(x; x)) : >]]
[[:S(x) : 8y:x 6= g(y; y)]]

7.3 Les classes Cgen, Ceq-model et Catomic

7.3.1 Classe des formules admettant un eq-mod�ele

D�efinition 7.3.1. Soit Ceq-model la classe des formules poss�edant un eq-mod�ele sur la si-
gnature �. �

Une sous-classe particuli�ere de Ceq-model doit être mentionn�ee.

D�efinition 7.3.2. Une formule �equationnelle F est dite positive si et seulement si elle ne
contient aucune n�egation. �

D�efinition 7.3.3. Une eq-interpr�etation totale M est appel�ee une interpr�etation atomique
si et seulement si il existe une partition 
+;
� de 
 telle que pour tout P 2 
+, F+(P ) est
positive et pour tout P 2 
�, F�(P ) est positive. On note Catomic l'ensemble des formules
satisfaisables admettant un mod�ele atomique. �

Les interpr�etations atomiques sont des interpr�etations repr�esentables par des ensembles �nis
de litt�eraux (non ferm�es, non lin�eaires et sans contraintes). En e�et, il est clair que la forme
normale d'un ensemble de c-clauses dont les contraintes sont positives est un ensemble de clauses
(c'est-�a-dire un ensemble de c-clauses dont les contraintes sont >). Elles sont utilis�ees dans
(Ferm�uller et Leitsch, 1996) pour repr�esenter et construire des mod�eles de certaines classes
de formules d�ecidables par hyperr�esolution.

Exemple 7.3.1. L'eq-interpr�etation fR(x; x); [[:R(x; y) : x 6= y]]g est atomique.
L'eq-interpr�etation f[[R(x; x; y) : x 6= y]]; [[:R(x; y; z) : x 6= y _ z = y]]g n'est pas atomique. �

7.3.2 La classe Cgen

Introduisons la notion de c-litt�eral g�en�erable. Informellement, un c-litt�eral est dit g�en�erable
�a partir d'un ensemble de c-clauses donn�e, s'il peut être obtenu en appliquant les r�egles de
RamcIs .

D�efinition 7.3.4. Un c-litt�eral L est dit Is-n-g�en�erable �a partir d'un ensemble de c-clauses
S si et seulement si il existe une d�erivation de longueur n �a partir de S vers S0 utilisant les r�egles
de RamcIs et un ensemble de c-litt�eraux L1; : : : ; Ln v�eri�ant les conditions suivantes.

{ L � L1 ^ : : :^ Ln.
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{ Pour tout i � n, il existe une c-clause [[P _R : X ]] 2 S0 telle que Li � [[P : X ]].

Un c-litt�eral L est Is-g�en�erable si et seulement s'il est Is-n-g�en�erable pour un certain n.
Une eq-interpr�etation M est dite Is-g�en�erable si elle admet une repr�esentation sous forme d'un
ensemble �ni de c-litt�eraux Is-g�en�erables. �

Exemple 7.3.2. Soit S l'ensemble de c-clauses f[[P (x) _Q(x) : >]];:P (a)g. Soit � = fa; b; cg
(o�u a; b; c d�enotent des symboles de constantes). L'interpr�etation f:P (a); [[P (x) : x 6= a]]; Q(a)g
est g�en�erable �a partir de S. En e�et, en appliquant la r�egle de c-disr�esolution, on obtient la
c-clause [[P (x) _Q(x) : x 6= a]], qui contient le litt�eral [[P (x) : x 6= a]].

L'interpr�etation f[[:R(x) : x 6= b]]; [[P (x) : x = b]]; [[Q(x) : x 6= b]]g est �egalement un mod�ele
de S, mais ce mod�ele n'est pas g�en�erable, car les c-litt�eraux [[P (x) : x = b]] et [[Q(x) : x 6= b]]
ne peuvent pas être obtenus en utilisant les r�egles de Ramc. �

D�efinition 7.3.5. Soit Cgen l'ensemble des ensembles de c-clauses S tel que S a un eq-mod�ele
S-g�en�erable. �

D�efinition 7.3.6. Soit une strat�egie S d'application des r�egles de Ramc. S est dit �equi-
table pour la construction de mod�ele si pour tout ensemble de c-clauses S et pour toute eq-
interpr�etation Is et pour tout c-litt�eral L Is-g�en�erable �a partir de S, toute application des r�egles
de Ramc suivant S conduit �a un ensemble de c-clauses S0 dont les c-clauses contiennent n

c-litt�eraux L1; : : : ; Ln tels que :
L � L1 ^ : : :^ Ln:

�

Notons que cette notion d'�equit�e est plus forte que la notion habituelle pour les proc�edures
de preuve. Consid�erons par exemple l'ensemble de c-clauses suivant.

Exemple 7.3.3.

P (x; x)_ R
R

:P (x; y)_ Q

Le litt�eral [[:P (x; y) : x 6= y]] est g�en�erable (il su�t d'appliquer la c-disr�esolution entre les
c-clauses 1 et 3). Or, si la c-dissubsomption est appliqu�ee pr�ealablement sur la c-clause 1,
elle est r�eduite �a > par r�esolution des contraintes, donc supprim�ee de l'ensemble de c-clauses.
[[:P (x; y) : x 6= y]] n'est plus g�en�erable �a partir de l'ensemble obtenu. �

Remarque. Dans (Caferra et Peltier, 1996a), est propos�ee une strat�egie particuli�ere
utilisant des r�egles de Ramc pour construire de fa�con syst�ematique tout eq-mod�ele g�en�erable.

La �gure 7.1 illustre les di��erentes classes de formules introduites dans cette section.

7.3.3 Limites des r�egles d'inf�erence et de disinf�erence

De fa�con �evidente, on a Cgen � Ceq-model et Catomic � Ceq-model. De plus, il est clair
qu'il existe des ensembles de c-clauses admettant un eq-mod�ele mais aucun eq-mod�ele atomique,
donc Catomic � Ceq-model. Par d�e�nition, si Ramc se termine sur S et g�en�ere un mod�ele de S,
alors S 2 Cgen. La question se pose alors de savoir si la r�eciproque est vraie, c'est-�a-dire si tout
ensemble de c-clauses admettant un eq-mod�ele poss�ede �egalement un eq-mod�ele g�en�erable. Un
tel r�esultat serait particuli�erement satisfaisant car il fournirait une caract�erisation s�emantique
pr�ecise de la classe de formules d�ecidable par la m�ethode Ramc. Malheureusement, la r�eponse
�a cette question est n�egative : l'exemple suivant montre qu'il existe des ensembles de c-clauses
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Fig. 7.1 - : Les classes Ceq-model, Catomicet Cgen

appartenant �a la classe Ceq-model, mais dont le mod�ele ne peut être obtenu en appliquant la
m�ethode Ramc.

Exemple 7.3.4. Soit S l'ensemble de c-clauses d�e�ni comme suit.

[[:P (f(x); a) : >]]
[[:P (a; f(x)) : >]]
[[P (a; a) : >]]
[[P (x; y)_ :P (f(x); f(y)) : >]]
[[:P (x; y)_ P (f(x); f(y)) : >]]

De fa�con �evidente, ces clauses d�e�nissent l'identit�e syntaxique sur �(�). S n'admet qu'un
unique mod�ele de Herbrand.

P (x; y) est vrai si et seulement si x = y.

Il est facile de voir que les c-litt�eraux P (x; x) et [[:P (x; y) : x 6= y]] ne sont pas g�en�erables.
Donc M n'est pas g�en�erable. D'o�u

Ceq-model 6= Cgen

Remarque. P (x; x) et [[:P (x; y) : x 6= y]] sont des cons�equences inductives de S, mais pas
des cons�equences logiques de S.

�

L'exemple pr�ec�edent montre que les r�egles d'inf�erence et de disinf�erence ne sont pas su�santes
pour g�en�erer tous les eq-mod�eles possibles. On a �egalement Catomic 6� Cgen, comme le montre
l'exemple suivant.

Exemple 7.3.5. Soit S l'ensemble de c-clauses suivant.

[[P (a; a) : >]]
[[:P (f(x); a) : >]]
[[:P (x; y)_ P (x; f(y)) : >]]
[[P (x; y)_ :P (x; f(y)) : >]]

L�a encore, S admet un unique mod�ele de Herbrand sur la signature consid�er�ee.

[[P (a; x) : >]]; [[:P (f(y); x) : >]]
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L'application des r�egles de Ramc g�en�ere les c-litt�eraux:

P (a; f(a)); P (a; f(f(a))); : : : ; P (a; fn(a))

et
:P (f(x); f(a));:P (f(x); f(f(a))); : : : ;:P (f(x); fn(a));

mais pas les litt�eraux P (a; x) et :P (f(x); x). �

Est-il possible de surmonter ces limitations? Une fa�con de proc�eder serait d'ajouter aux r�egles
de Ramc de nouvelles r�egles permettant de g�en�erer les litt�eraux qui ne peuvent pas être obtenus
par l'application des r�egles d'inf�erence ou de disinf�erence. Nous pouvons �evidemment utiliser la
r�egle coupure (voir chapitre 6) qui permet d'engendrer n'importe quel c-litt�eral. N�eanmoins une
telle approche ne semble pas r�ealiste, en l'absence de strat�egies pour guider le choix des clauses
et des formules sur lesquelles appliquer la r�egle. Elle conduirait en e�et �a une augmentation du
nombre de c-clauses que l'on ne pourrait traiter en pratique. Nous n'avons donc pas cherch�e �a
approfondir cette voie de recherche, pr�ef�erant nous int�eresser �a d'autres types de m�ethodes de
construction de eq-mod�eles. Elles sont pr�esent�ees dans les chapitres suivants.





Chapitre 8

EQMC : construction de eq-mod�eles

par �enum�eration

Les r�esultats du chapitre 7 montrent les limites de la m�ethode Ramc. Elles sont dues �a
l'existence d'ensembles de c-clauses admettant un eq-mod�ele, mais ne poss�edant aucun eq-mod�ele
g�en�erable, c'est-�a-dire aucun eq-mod�ele pouvant être obtenu par application des r�egles d'inf�erence
ou de disinf�erence (voir exemples 7.3.4 et 7.3.5, chapitre 7). Dans ce chapitre, nous proposons
une m�ethode permettant de surmonter ces limites.

Il est clair que l'ensemble des eq-interpr�etations est r�ecursivement �enum�erable. D'autre part,
il est prouv�e au chapitre 5 que le probl�eme de la validit�e d'une formule du premier ordre dans
une eq-interpr�etation (totale) est d�ecidable. Par cons�equent, une m�ethode �evidente et syst�e-
matique pour construire un eq-mod�ele d'une formule donn�ee consiste �a �enum�erer toutes les
eq-interpr�etations sur la signature consid�er�ee et �a tester si l'une d'entre elles satisfait la formule
consid�er�ee. Cette approche permet de traiter toute formule poss�edant un eq-mod�ele. Ainsi les
capacit�es de la m�ethode ne d�ependent plus, �a la di��erence de la m�ethode Ramc, des propri�et�es
syntaxiques de la formule, mais uniquement de propri�et�es s�emantiques (i.e. l'appartenance �a la
classe Ceq-model). Naturellement, une telle �enum�eration est particuli�erement coûteuse, et s'av�ere
inutilisable en pratique. Par cons�equent, il est n�ecessaire de r�eduire l'espace de recherche, en �eli-
minant certaines interpr�etations et en guidant le choix des interpr�etations �a consid�erer. Pour
cela, il est naturel de chercher �a combiner les deux approches, par �enum�eration et d�eduction.
Dans ce chapitre est propos�ee une m�ethode, nomm�ee Eqmc, fond�ee sur cette id�ee. Elle sera
d�ecrite en trois �etapes.

{ Dans un premier temps, nous nous int�eresserons au processus d'�enum�eration des eq-
interpr�etations dont nous donnerons une d�e�nition formelle. Pour cela, nous supposerons
donn�ee une proc�edure Deduce dont nous pr�eciserons les sp�eci�cations.

{ Dans un second temps, nous d�e�nirons plus pr�ecis�ement la proc�edure Deduce. Informellement,
la proc�edure correspond �a la partie d�eductive de la m�ethode. Son but est double. D'une
part, elle est utilis�ee pour d�etecter qu'une interpr�etation donn�ee valide la formule, et d'autre
part, elle r�eduit l'espace de recherche en d�etectant les contre-mod�eles et en g�en�erant des
cons�equences ou des non-cons�equences de la formule initiale.

{ En�n, nous concluerons en donnant quelques exemples d'heuristiques permettant de guider
l'application des r�egles de la proc�edure Eqmc.



Q Q

8.1 Enum�eration des eq-interpr�etations

8.1.1 Ensembles de repr�esentation

Introduisons tout d'abord le concept d'ensemble de repr�esentation

D�efinition 8.1.1. Un ensemble de c-litt�eraux positifs D est appel�e un ensemble de repr�e-
sentation si et seulement si les conditions suivantes sont v�eri��ees.

{ Pour tout couple (L1; L2) 2 D
2, on a L1 \ L2 = ;. Cette condition signi�e que les ensembles

d'atomes ferm�es d�enot�es par deux c-litt�eraux distincts de D sont disjoints deux �a deux.

{ Pour tout litt�eral ferm�e positif Lg il existe un c-litt�eral L 2 D tel que Lg � L. Cette condition
signi�e que tous les litt�eraux ferm�es peuvent être captur�es par D.

�

Ces conditions assurent qu'un ensemble de repr�esentationD d�e�nit une partition de la base de
Herbrand sur la signature �;
. Il est alors possible de repr�esenter certaines eq-interpr�etations
en donnant une valeur de v�erit�e �a chaque �el�ement de la partition. Cela n'est possible que si
l'interpr�etation consid�er�ee est compatible avec D c'est-�a-dire si deux atomes appartenant �a un
même �el�ement de D ont même valeur de v�erit�e.

D�efinition 8.1.2. Une c-clause unitaire C est dite compatible avec un ensemble de c-litt�eraux
D (ou D-compatible) si et seulement si pour tout c-litt�eral L tel que L 2 D ou :L 2 D on a : si
L\C 6= ;, alors L � C. Un ensemble de c-clauses unitaires est dit D-compatible si et seulement
si toute c-clause de S est D-compatible. Une eq-interpr�etation M est dite D-compatible si et
seulement s'il existe une repr�esentation de S (voir chapitre 5) par un ensemble de c-clauses
D-compatibles. �

Exemple 8.1.1.

D = fP (x; y); Q(a); Q(b);Q(f(x; x)); [[Q(f(x; y)) : x 6= y]]g

est un ensemble de repr�esentation sur la signature � = fa; b; fg et 
 = fP;Qg. L'interpr�etation

I = fP (x; y); Q(b); [[:Q(x) : x 6= b]]g

est D-compatible. En revanche, l'ensemble de c-clauses

J = fP (a; y); [[:P (x; y) : x 6= a]]; Q(b); [[:Q(x) : x 6= b]]g

n'est pas D-compatible. En e�et, on a, par exemple, P (x; y)\ P (a; x) 6= ; et P (x; y) 6� P (a; x).
En outre, il est clair que l'eq-interpr�etation d�enot�ee par J n'est pas D-compatible. �

D�efinition 8.1.3. Un ensemble de c-litt�eraux D est dit compatible avec une formule F si et
seulement s'il existe un mod�ele de F contenant D (i.e. si D est une eq-interpr�etation partielle et
D 6j= :F). �

G�en�eration des ensembles de repr�esentation

La g�en�eration des ensembles de repr�esentation est r�ealis�ee en utilisant les r�egles suivantes,
appliqu�ees sur n'importe quel ensemble de repr�esentation.

GR� D [ f[[L : X ]]g ! D [ f[[L : X ^ x = f(z)]]=f : s! s 2 �; sort(x) = sg
Si il existe au moins deux symboles f tels que
X ^ x = f(z) est satisfaisable,
et si x 2 Var([[L : X ]]), et z sont de nouvelles variables.

GR= D [ f[[L : X ]]g ! D [ f[[L : X ^ t = s]]; [[L : X ^ t 6= s]]g
si X ^ t 6= s 6� ? et X ^ t = s 6� ?,
si t; s < [[L : X ]] et si sort(t) = sort(s).
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On note GR le syst�eme fGR�;GR=g.

Exemple 8.1.2. [Utilisation du syst�eme GR] Soit 
 = fPg, � = fa; fg, et D0 = fP (x)g.
Appliquons la r�egle GR� sur D0, en choisissant la variable x. On obtient (apr�es simpli�cation)
l'ensemble D1 = fP (a); P (f(u; v))g. Appliquons ensuite la r�egle GR= sur les termes u et v. On
obtient (apr�es simpli�cation) : D2 = fP (a); P (f(u; u)); [[P (f(u; v)) : u 6= v]]g.

D0;D1;D2 sont des ensembles de repr�esentation. �

Soit D0 un ensemble de repr�esentation quelconque. Nous montrons ci-dessous que, pour toute
eq-interpr�etation I, toute application des r�egles de GR sur D0 conduit �a un ensemble D tel
que I est D-repr�esentable. Cette propri�et�e n'est pas vraie en g�en�eral. Nous devons imposer une
condition suppl�ementaire sur la strat�egie d'application de ces r�egles, a�n de garantir que ces
r�egles sont appliqu�ees de fa�con �equitable.

D�efinition 8.1.4. Soit s une strat�egie d'application des r�egles de GR. s est dit �equitable
si et seulement si, pour toute s�equence in�nie, D1 !s D2 !s : : : !s Dn !s : : : et pour tout
L1 2 D1, on a :

{ Si la r�egle GR= est applicable sur L1 avec deux termes t et s, il existe i tel que, pour tout
Li 2 Di la r�egle GR= n'est pas applicable sur Li entre t et s.

{ Si la r�egle GR� est applicable sur L1 avec une variable x, il existe i tel que, pour tout Li 2 Di,
GR� n'est pas applicable sur Li avec la variable x.

�

Exemple 8.1.3. Par exemple, la strat�egie consistant �a appliquer les r�egles de GR sur des termes
apparaissant �a des profondeurs minimales est �equitable. �

Th�eor�eme 8.1.1. Soit (Di)i2Nune d�erivation �equitable des r�egles GR=;GR�. Soit I une eq-
interpr�etation. Il existe k 2 N tel que I est Dk-repr�esentable.

La preuve du th�eor�eme 8.1.1 n�ecessite quelques d�e�nitions et lemmes suppl�ementaires.

D�efinition 8.1.5. Soit n 2 N. Un c-litt�eral [[P : X ]] est dit n-maximal si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites.

{ Pour toute position p de P telle que jpj � n, Pjp existe et n'est pas une variable.

{ Pour tout couple de positions p1; p2 telles que jp1j � n jp2j � n, Pjp1 = Pjp2 ^ X ^ Y est soit
> soit ?.

On note Dn l'ensemble de tous les litt�eraux n-maximaux distincts. �

Les ensembles de litt�eraux n-maximaux poss�edent une propri�et�e int�eressante : toute eq-

interpr�etation est Dn-compatible pour un certain n. La preuve de cette assertion utilise
le lemme suivant.

Lemme 8.1.1. Soit [[L(t) : X ]] une c-clause en forme normale de profondeur inf�erieure �a n. Soit
[[L(s) : Y ]] un litt�eral n-maximal. S'il existe une solution � de Y ^ t = s ^ X alors pour toute
solution �1 de Y , il existe une solution �2 de X telle t�2 = s�1.

Preuve. Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que [[L(s) : Y ]] est en forme normale. Soit
x = Var([[L(t) : X ]]) et y = Var([[L(s) : Y ]]). Supposons que t = s ^ X ^ Y n'est pas �equivalent
�a ?. Soit �1 une solution de Y . Supposons qu'il existe une solution � de X ^Y telle que t� = s�.
Soit x 2 x. Soit q1; q2 deux positions de L(t) telles que L(t)jq1 = L(t)jq2 = x. � 2 S(Y ^L(s)jq1 =
L(s)jq2). donc Y ^ L(s)jq1 = L(s)jq2 6= ?. Puisque jq1j � n et jq2j � n, et puisque [[L(s) : Y ]] est
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n-maximal, Y ^ L(s)jq1 = L(s)jq2 est soit > soit ?, donc �egal �a >. On note tx un terme �a une
position q (arbitrairement choisie) dans L(s) telle que L(t)jq = x

Soit �2 une substitution de x d�e�nie par x�2 = tx�1. Supposons que �2 62 S(X ^ Y ^ t = s).
Soit q une position de L(t). [[L(s) : Y ]] est n-maximal donc le terme �a la position q dans L(s)
n'est pas une variable (car jqj < n). Donc s = t est r�eduit par d�ecomposition �a soit ? (ce qui
est impossible car t = s a une solution) soit �a une conjonction d'�equations x = t o�u x 2 x. Par
cons�equent, par d�e�nition de �2 et de tx, on a �2 2 S(t = s�1 ^ Y�1).

Soit x une variable de x telle que X contient une dis�equation de la forme x 6= s. x apparait �a
une position q dans L(t). Puisque [[L(s) : Y ]] est n-maximal, Y^tx�1 6= s�2 est soit ? (impossible
car � est une solution) soit �equivaut �a une disjonction de dis�equations de la forme y�2 6= t0 o�u y

est une variable de s et t0 un terme de tx�1, i.e. de la forme ty�1 6= t0. [[L(s) : Y ]] �etant n-maximal,
ty�1 6= t0 est soit ?, soit >, donc est >. D'o�u �2 2 S(X ).

Donc �2 2 S(X ^ s = t). c.q.f.d.

Lemme 8.1.2. Soit I une eq-interpr�etation. Il existe n 2 N tel que pour tout ensemble n-maximal
D, I est D-repr�esentable.

Preuve. Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que I est en forme normale. Soit n la profon-
deur maximale des termes de I. Nous allons montrer que I est Dn-compatible. Soit [[L(s) : Y ]]
un litt�eral n-maximal. Supposons qu'il existe une substitution � 2 Y telle que I j= L(s)�. Par
d�e�nition, il existe une c-clause [[L(t) : X ]] 2 I telle que � est solution de 9x:X ^ Y ^ s = t.
D'apr�es le lemme 8.1.1, on en d�eduit que pour toute solution �1 de Y , il existe une solution �2
de X telle que s�1 = t�2. Par d�e�nition, I j= L(t)�2, donc I j= L(s)�1. c.q.f.d.

Preuve. [du th�eor�eme 8.1.1] D'apr�es le lemme 8.1.2, il existe n tel que I est D-repr�esentable,
pour tout ensemble n-maximal D. Puisque le nombre de termes �a une profondeur inf�erieure �a n
est �ni, et puisque l'application des r�egles est �equitable, il existe k 2 N tel que la forme normale
de Dk est n-maximale. Donc I est Dk-repr�esentable. c.q.f.d.

8.1.2 Pr�esentation de la m�ethode

Pr�esentation informelle

Le principe de la m�ethode peut être r�esum�e de la fa�con suivante.

{ On choisit une partition �nie de la base de Herbrand en eq-ensembles, d�e�nie par le choix
d'un ensemble de repr�esentation.

{ On �enum�ere l'ensemble des interpr�etations compatibles avec cette partition en choisissant une
valeur de v�erit�e pour chaque eq-ensemble de la partition.

{ Si aucune eq-interpr�etation n'a pu être obtenue, le processus est r�eit�er�e en choisissant une
partition plus �ne de la base de Herbrand, obtenue en appliquant les r�egles GR= et GR�

de fa�con �equitable. Comme nous le verrons par la suite, l'application de ces r�egles peut être
guid�ee par les informations d�eduites �a l'�etape pr�ec�edente.

Le choix de la valeur de v�erit�e de chaque �el�ement de la partition est r�ealis�e en utilisant
une m�ethode similaire �a celle de la proc�edure de (Davis et Putnam, 1960) : elle consiste �a
d�ecomposer un probl�eme F en deux sous-probl�emes obtenus en rajoutant �a F les c-litt�eraux
respectifs P et :P , o�u P appartient �a l'ensemble de repr�esentation. Ce processus est r�eit�er�e
successivement sur chaque c-litt�eral de l'ensemble, de fa�con �a �enum�erer l'ensemble des interpr�e-
tations D-compatibles. Pour r�eduire l'espace de recherche, il est n�ecessaire de d�etecter, aussitôt
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que possible, qu'une interpr�etation partielle est un contre-exemple de la formule. Pour cela, nous
utilisons une proc�edure Deduce, op�erant sur les formules du premier ordre ou sur des ensembles
de c-clauses, et permettant de :

{ v�eri�er la compatibilit�e du mod�ele partiel avec la formule ;

{ guider l'application de la r�egle de d�ecomposition, en g�en�erant des cons�equences ou des non-
cons�equences de la formule.

Lors de l'�enum�eration des eq-interpr�etations, il faut tenir compte du fait que la proc�edure
Deduce ne pr�eserve pas n�ecessairement l'�equivalence. Ainsi, il peut s'av�erer indispensable de
modi�er, au cours de la recherche, l'ensemble de repr�esentation utilis�e, a�n de prendre en compte
les nouveaux c-litt�eraux g�en�er�es par la proc�edure de d�eduction. Ce probl�eme est illustr�e par
l'exemple suivant.

Exemple 8.1.4. Soit l'ensemble de c-clauses S suivant.

[[P (x) _Q(x) : x 6= b]]
P (a)
:P (b) _ Q(x)

Soit D = fP (x); Q(x)g. S admet un eq-mod�ele D-compatible I = fP (x); Q(x)g. Ce-
pendant, si nous appliquons la r�egle Gpl a�n de simpli�er l'ensemble S, nous obtenons
la c-clause :P (b). S [ f:P (b)g n'admet plus de eq-mod�ele D-compatible. Cependant S [
f:P (b)g admet le eq-mod�ele f:P (b); [[P (x) : x 6= b]]; Q(x)g qui est compatible avec l'ensemble
f[[P (x) : x 6= b]]; Q(x);:P (b)g. �

La proc�edure EQMC

Introduisons en premier lieu la notation suivante.

Notation 8.1.1 Soit S = fL1; : : : ; Lng un ensemble de c-litt�eraux et L un c-litt�eral. On note
IS(L) le litt�eral

L n :L1 n : : : n :Ln:

De fa�con similaire, pour tout ensemble de c-litt�eraux S0, on note IS(S0) l'ensemble fIS(L)=L 2
S0g.

Intuitivement IS(L) est le litt�eral obtenu en enlevant de l'ensemble de litt�eraux ferm�es d�enot�e
par L tous les litt�eraux ferm�es dont le compl�ementaire est dans S.

Nous supposons donn�ee une proc�edure Deduce (�a terminaison �nie), dont les sp�eci�cations
sont donn�ees par la �gure 8.1. Intuitivement, les conditions sur la proc�edure Deduce garantissent
les propri�et�es suivantes.

{ La proc�edure est \correcte" au sens o�u elle transforme un couple (F ; I) en un couple (F 0; I0)
tel que :

{ La satisfaisabilit�e de la formule est pr�eserv�ee.

{ F ^ I est une cons�equence logique de F 0 ^ I0 (C4).

{ Si F admet un mod�ele II(D)-compatible, alors F 0 admet un mod�ele II0(D)-compatible
(C2). Cette propri�et�e assure que tout eq-mod�ele peut être construit, ce qui garantit la
compl�etude de la proc�edure BuildModel (voir ci-dessous).

{ Tout mod�ele ou contre-mod�ele total est identi��e par la m�ethode (C1). C'est n�ecessaire pour
arrêter la recherche du mod�ele.
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Procedure Deduce
INPUT:

a formula F ,
a partial eq-interpretation I

OUTPUT:
a formula F 0

and a partial eq-interpretation I0 such that:
- if I is total then either Deduce(F ; I) = (?; I) or Deduce(F ; I) = (>; I) (C1)
- for all D, if there exists a II(D)-compatible model of F
then there exists a II0(D)-compatible interpretation J � I0 with J j= F 0 (C2)
- I � I0 (C3)
- F 0 ^ I0 ) F ^ I (C4)
- If F ^ I is satis�able then F 0 ^ I0 is satis�able. (C5)

Fig. 8.1 - : La proc�edure Deduce

{ Monotonie. I � I0. Elle garantit la terminaison de la proc�edure BuildModel (voir ci-
dessous).

Etant donn�e un ensemble de repr�esentation D et une formule F , l'algorithme BuildModel
recherche un mod�ele D-compatible de F . Il est sp�eci��e par un ensemble de r�egles appliqu�ees
de fa�con non d�eterministe : d�eduction, d�ecomposition et nettoyage. Ces r�egles s'appliquent sur
des ensembles de couples (F ; I) o�u F est une formule et I une interpr�etation partielle. F
est la formule consid�er�ee, I repr�esente l'interpr�etation partielle d�ej�a construite. Initialement,
l'ensemble de couples contient uniquement le couple (F ; ;), o�u F est la formule �a traiter.

1. R�egle de d�eduction. Elle consiste �a appliquer la proc�edure Deduce sur un couple (F ; I).

2. R�egle de d�ecomposition. Le probl�eme (F ; I) est divis�e en deux sous-probl�emes obtenus
par une r�egle de d�ecomposition ajoutant �a F respectivement les litt�eraux P et :P , o�u P est
un c-litt�eral de D. Comme dans la m�ethode de Davis et Putnam (Davis et Putnam, 1960),
le processus peut être r�ep�et�e jusqu'�a obtenir un mod�ele de F ou un ensemble contradictoire.
A la di��erence de (Davis et Putnam, 1960), la r�egle de d�ecomposition ne pr�eserve pas
l'�equivalence puisque P peut contenir des variables.

Remarquons que, comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e, la proc�edure Deduce peut modi�er
l'interpr�etation I et notamment g�en�erer des c-litt�eraux non D-compatibles. Par cons�equent,
il ne su�t pas d'appliquer la r�egle de d�ecomposition sur chaque c-clause de D, mais il est
n�ecessaire d'enlever au pr�ealable les litt�eraux dont le compl�ementaire appartient �a I (c'est
l'objet de la d�e�nition de IS(L)).

3. R�egle de nettoyage. Elle supprime les couples de la forme (?; I).

On note RD le syst�eme compos�e des r�egles f D�eduction, Nettoyage, D�ecomposition g ci-
dessous.

D�eduction. S [ f(F ; I)g! S [ f(F 0; I0)g
si Deduce(F ; I) = (F 0; I0)

Nettoyage. f(?; I)g [ S ! S
D�ecomposition. S [ f(F ; I)g! S [ f(F ; I [ fII(P )g); (F ; I [ fII(:P )g)g

si P 2 D; II(P ) 6= ;; II(:P ) 6= ;
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Procedure BuildModel
INPUT:

a formula F .
a representation set D.

OUTPUT:
a eq-model M of F ,
or a message no model found.

begin
S := f(F ; ;)g
while S 6= ; ^ 8(F 0; I) 2 S;F 0 6= >
begin

choose a rule � in RD

apply � on S
end
if S = ;
then return(no model found)
else f9(>; I) 2 Sg
return(I)

end

Fig. 8.2 - : La proc�edure BuildModel

Procedure EQMC f EQ-Model Construction g
INPUT:

a formula F .
OUTPUT(if any):

a eq-model M of F ,
or a message no model found.

begin

D := fP (x)=P 2 
g
while true
begin

or D := GR(D)
or

M := BuildModel(F ;D)
if M 6= no model found

return(M)
if GR is not applicable and EQMC(F ;D) = no model found

then return(no model found)
end

end

Fig. 8.3 - : La proc�edure Eqmc
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La proc�edure Eqmc est formellement sp�eci��ee par la �gure 8.3.

Remarque. Il y a une relation claire entre la r�egle Gmpl et la r�egle de d�ecomposition.
Toutes deux ont pour objet de g�en�erer des c-clauses unitaires compatibles avec l'ensemble de
c-clauses. La di��erence entre les deux proc�edures est que Gmpl calcule les conditions assurant
la compatibilit�e alors que la r�egle de d�ecomposition suppose ces conditions valides et v�eri�e
�a posteriori la compatibilit�e. Elle n�ecessite par cons�equent l'utilisation du retour-arri�ere si la
c-clause s'av�ere incompatible avec la formule. En revanche, elle permet de g�en�erer des c-clauses
ne pouvant être obtenues par la r�egle Gmpl. Remarquons qu'un cas particulier de la r�egle de
d�ecomposition (o�u P est un litt�eral ferm�e) est utilis�e dans (Peterson, 1988) comme une astuce
pour obtenir une r�efutation courte d'un probl�eme di�cile.

8.1.3 Propri�et�es de la proc�edure EQMC

Th�eor�eme 8.1.2. Si BuildModel(F) retourne I alors I est un eq-mod�ele de F .

Preuve. Par d�e�nition de Deduce (C4), et par induction sur le nombre d'applications des
r�egles, on a, �a chaque it�eration et pour tout (F 0; I) 2 S : I ^ F 0 ) F . Si BuildModel(F)
retourne I, on a I ^ > ) F i.e. I j= F . c.q.f.d.

Le th�eor�eme suivant prouve que notre m�ethode permet de construire des mod�eles pour toute
formule de la classe Ceq-model. Pour cela, d�emontrons tout d'abord les lemmes suivants.

Lemme 8.1.3. Toute application �equitable de la proc�edure BuildModel se termine.

Preuve. C'est imm�ediat, car le nombre de c-litt�eraux distincts de D est �ni. Par cons�equent,
apr�es un nombre �ni d'it�erations, tous les couples de S sont de la forme (F 0; I), o�u I est totale.
Apr�es application de la r�egle Deduce, on obtient soit (?; I), soit (>; I) (d'apr�es (C1)). c.q.f.d.

Lemme 8.1.4. Si F admet un eq-mod�ele D-compatible, alors BuildModel(F ;D) retourne un
mod�ele de F .

Preuve. Par induction sur le nombre d'applications des r�egles dans la proc�edure
BuildModel, et d'apr�es la d�e�nition de Deduce, il existe (F 0; I) 2 S, et une interpr�etation
II(D)-compatible validant F 0.

En e�et :

{ La propri�et�e est vraie au rang 1, car F admet un mod�ele D-compatible et (F ; ;) 2 S.

{ Supposons que la propri�et�e est vraie au rang n. Alors il existe (F 0; I) 2 S, et une interpr�e-
tation J II(D)-compatible validant F 0. Si la r�egle de d�eduction est appliqu�ee la propri�et�e
est pr�eserv�ee, d'apr�es (C2). Si la r�egle de nettoyage est appliqu�ee, la propri�et�e est �evidem-
ment pr�eserv�ee. Si la r�egle de d�ecomposition est appliqu�ee, on a P 2 D donc II(P ) 2 II(D).
Donc soit II(P ) 2 J soit :II(P ) 2 J . Supposons par exemple que P 0 = II(P ) 2 J . Alors
(F 0 ^ I [ fP 0g) admet une eq-interpr�etation II[fP 0g(D)-compatible. D'o�u la propri�et�e est
v�eri��ee au rang n+ 1.

Par cons�equent, lorsque BuildModel se termine, S contient n�ecessairement un couple de la
forme (>; I). c.q.f.d.

Th�eor�eme 8.1.3. Si F admet un eq-mod�ele, alors toute application �equitable de EQMC(F)
retourne un eq-mod�ele de F .

Preuve. Soit F une formule de Ceq-model. L'application des r�egles de GR �etant �equitable,

on obtient (apr�es un certain nombre d'it�erations) un ensemble D tel que F admet un mod�ele
D-compatible. D'apr�es le lemme 8.1.4, on en d�eduit que la proc�edure BuildModel retourne un
mod�ele de F . c.q.f.d.



8.2 Le choix de la proc�edure Deduce

Il reste �a pr�eciser le choix de la proc�edure Deduce. N'importe quelle proc�edure satisfaisant les
sp�eci�cations peut être utilis�ee. Dans cette section, nous supposons que la formule F consid�er�ee
est un ensemble de c-clauses et nous montrons que la proc�edure Ramc satisfait les conditions
requises.

Notation 8.2.1 Pour tout ensemble de c-clauses S, on note

decompose(S) = (S nUnit(S);Unit(S))

si Unit(S) est satisfaisable, (?; ;) sinon.

Th�eor�eme 8.2.1. La proc�edure Deduce(S; I) d�e�nie par :

Deduce(S; I) = decompose(RamcI(Nramc
�(S [ I)))

satisfait les conditions de la �gure 8.1.

Preuve. { Soit I une eq-interpr�etation totale et S0 = RamcI(S[I). Si I j= S, on a, d'apr�es
le th�eor�eme 6.5.2, DSub(I; S) = ;. Sinon I 6j= S, donc vw est d�eduite de S par c-r�esolution.

{ Supposons qu'il existe une eq-interpr�etation J II(D)-compatible validant S. Nous prouvons
qu'il existe une eq-interpr�etation II0(D)-compatible validant S0. Deux cas doivent être distin-
gu�es. Si la r�egle � consid�er�ee pr�eserve l'�equivalence, la preuve est imm�ediate. Par cons�equent,
il su�t de consid�erer le cas de la r�egle Gmpl. Soit E un ensemble d�eduit de S par Gmpl.
Soit J 0 = IE(J ) [ E. Soit une c-clause ferm�ee C de S(S). J j= C donc il existe L 2 C tel
que L 2 J . Si :L 2 E, alors on a L 2 J 0, d'o�u J 0 j= C. Sinon, par d�e�nition de Gmpl,
E j= C donc J 0 j= C. Il reste �a prouver que J 0 est II0(D)-compatible. Soit deux litt�eraux
ferm�es L1; L2 appartenant �a un même c-litt�eral de II0(D). Alors L1; L2 n'appartiennent pas
�a E (car I0 contient E, par d�e�nition), d'o�u J (Li) = J 0(Li) (8i = 1; 2). J est II(D) compa-
tible. En outre L1 et L2 n'appartiennent pas �a :I (puisque I � I0). d'o�u J (L1) = J (L2) et
J 0(L1) = J 0(L2). Par cons�equent, J 0 est II0(J )-compatible.

c.q.f.d.

8.3 Exemple

L'exemple suivant, tr�es simple, illustre la m�ethode Eqmc.

Exemple 8.3.1. Soit S l'ensemble de c-clauses suivant (d�ej�a donn�e au chapitre 7), adapt�e de
(Bourely et al., 1994) (probl�eme Syn303-1 de la base de formules Tptp, voir (Suttner et

Sutcliffe, 1996)).

[[P (x; y)_ :P (f(x); f(y)) : >]]
[[:P (x; y)_ P (f(x); f(y)) : >]]
[[:P (a; f(x)) : >]]
[[:P (f(x); a) : >]]
[[P (a; a) : >]]

Soit l'ensemble de repr�esentation D0 = fP (x; y)g. L'application de la r�egle de d�ecomposition
sur D0 conduit aux ensembles S[fP (x; y)g et S[f:P (x; y)g. Ces ensembles sont insatisfaisables.
L'application de la proc�edure Deduce sur S1 et S2 retourne ?. Par cons�equent, BuildModel
retourne no model found. Le syst�eme GR doit être appliqu�e, a�n d'obtenir un ensemble de
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repr�esentation permettant de repr�esenter une plus large classe de eq-interpr�etations. Appliquons
par exemple d'abord la r�egle GR= sur x; y. On obtient

fP (x; x); [[P (x; y) : x 6= y]]g:

En appliquant la r�egle de d�ecomposition sur fP (x; x)g, on g�en�ere les ensembles S[fP (x; x)g
et S [ f:P (x; x)g. S [ f:P (x; x)g contient deux c-litt�eraux P (a; a) et :P (x; x) contradictoires
donc la proc�edure Deduce(S [ f:P (x; x)g) retourne ?. L'appel de Deduce sur S [ fP (x; x)g
g�en�ere (apr�es simpli�cation par dissubsumption et r�esolution des contraintes):

[[P (x; y)_ :P (f(x); f(y)) : x 6= y]]
[[:P (x; y)_ P (f(x); f(y)) : x 6= y]]
[[:P (a; f(x)) : >]]
[[:P (f(x); a) : >]]
[[P (x; x) : >]]

En appliquant la r�egle Gmpl, on obtient alors le c-litt�eral

f[[:P (x; y) : x 6= y]]g:

Ce litt�eral, conjointement avec le litt�eral P (x; x) introduit pr�ec�edemment, d�e�nit un mod�ele de
S:

fP (x; x); [[:P (x; y) : x 6= y]]g:

Remarque. N'importe quelle autre strat�egie �equitable aurait pu être utilis�ee : par exemple,
nous aurions pu utiliser la r�egle de d�ecomposition pour g�en�erer le litt�eral [[:P (x; y) : x 6= y]], au
lieu d'utiliser Gmpl. Remarquons cependant que ce litt�eral, pas plus que le litt�eral P (x; x), ne
peut être d�eduit de l'ensemble initial par Ramc.

A notre connaissance, il n'existe aucune autre m�ethode capable de construire un mod�ele pour
S (mis �a part la m�ethode Ramcet-2Is qui sera introduite au chapitre 9). En e�et, S ne poss�ede
aucun mod�ele �ni. En outre, toutes les m�ethodes pour la construction de mod�eles de Herbrand
(telles que celles de (Ferm�uller et Leitsch, 1996), ou la m�ethode Ramc) ne terminent pas
sur cette formule : elles g�en�erent, en e�et, les ensembles de litt�eraux ferm�es fP (t; t);:P (t; s)=t 6=
sg, mais ne sont pas capables de g�en�erer les c-litt�eraux P (x; x) et [[:P (x; y) : x 6= y]] qui sont
n�ecessaires pour exprimer le mod�ele de fa�con �nie. Notons que ces deux c-clauses sont des
cons�equences inductives de l'ensemble initial (c'est-�a-dire vraies dans tout mod�ele de Herbrand),
mais pas des cons�equences logiques de la formule (il existe des mod�eles de la formule falsi�ant
ces c-clauses). �

8.4 Quelques heuristiques pour la m�ethode EQMC

En pratique, l'application non d�eterministe de la proc�edure Eqmc se r�ev�ele tr�es coûteuse,
notamment �a cause des r�egles de g�en�eration des ensembles de repr�esentation, qui augmentent tr�es
rapidement la taille des ensembles. Par cons�equent, il est n�ecessaire de disposer de strat�egies ou
d'heuristiques permettant de guider l'application des r�egles, et notamment le choix de l'ensemble
de repr�esentation.

8.4.1 Choix des c-litt�eraux

Il est clair que tout litt�eral L 2 D tel que Deduce(F ; I [ II(P )) est de la forme (?; I0)
doit être choisi d�es que possible pour l'application de la r�egle de d�ecomposition. En e�et, l'un
des deux couples g�en�er�es par la r�egle sera �elimin�e par la r�egle de nettoyage. Ainsi, il peut être
int�eressant de tester �a l'avance quels sont les c-litt�eraux incompatibles avec une formule F de
S, et appliquer la r�egle de d�ecomposition sur ces litt�eraux, ce qui r�eduit de fa�con importante
l'espace de recherche. Plus g�en�eralement, il est �egalement possible de d�etecter les ensembles de
c-litt�eraux de D incompatibles avec F , de fa�con �a choisir en priorit�e les c-litt�eraux apparaissant
dans des ensembles de taille minimale.
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8.4.2 Ordre d'application des r�egles

Il est n�ecessaire de donner des crit�eres pour choisir entre l'application des r�egles d�ecomposi-
tion, nettoyage ou d�eduction. Il est clair que, en pratique, il est pr�ef�erable d'appliquer en premier
lieu la r�egle de nettoyage et la r�egle Deduce, car elles n'introduisent aucun facteur de branche-
ment �a la di��erence de la r�egle de d�ecomposition. Evidemment, cette strat�egie est incompl�ete
(du point de vue de la construction de mod�ele) car l'application r�ep�et�ee de la proc�edure Deduce
ne se termine pas en g�en�eral. Par cons�equent, il est n�ecessaire de limiter l'application de cette
proc�edure (par exemple en limitant le temps de calcul, ou le nombre d'application de Deduce)
a�n de pr�eserver la compl�etude de la m�ethode.

8.4.3 Strat�egie d'application des r�egles de GR

Le choix de la strat�egie d'application des r�egles GR= et GR� est cruciale en pratique, car
l'application non d�eterministe de ces r�egles augmente tr�es rapidement la taille de l'ensemble
de repr�esentation. Il est n�ecessaire de d�e�nir des heuristiques pour guider le choix du litt�eral
et le choix de la position �a laquelle les r�egles GR= ou GR� sont appliqu�ees. Une heuristique
possible est tr�es bri�evement d�ecrite ci-dessous. Elle est fond�ee sur l'utilisation des informations
d�eduites de la formule par la proc�edure Deduce et sur l'�etude de la r�efutation de la formule. Pour
simpli�er, nous supposons que la proc�edure Ramc est utilis�ee (bien que l'heuristique propos�ee
puisse ais�ement être adapt�ee �a d'autres types de proc�edures).

Notation 8.4.1 Soit D un ensemble de repr�esentation. Soit une formule F telle que
BuildModel(F ;D) = no model found. Soit f[[� : Xi]]=1 � i � ng l'ensemble des c-clauses
vides d�eduites pendant l'application de la proc�edure BuildModel. On note :

YF;D =
n_

i=1

Xi�i

o�u les �i sont des renommages distincts des variables de Xi par de nouvelles variables.

Remarque. La formule YF;D peut être vue comme une explication du fait que D est incom-
patible avec F .

La r�egle GR�. Soit x une variable de D. Soit Y 0 la formule obtenue en rempla�cant toutes les
occurrences de x dans YF;D (et toutes les occurrences des variables obtenues par renommage �a
partir de x) par une unique variable y. S'il existe un terme t tel que Y 0fy ! tg est satisfaisable,
alors il est inutile d'appliquer la r�egle GR� sur x. En e�et, il est clair que tout ensemble de
litt�eraux obtenu par application de ces r�egles sur x contient au moins un litt�eral incompatible
avec la formule de d�epart.

Exemple 8.4.1. Soit un ensemble de formules F contenant les c-clauses

fP (u; u);:P (u; f(u));Q(b; f(v));:Q(a; f(a))g:

Soit l'ensemble de repr�esentation D = fP (x; x); [[P (x; y) : x 6= y]]; Q(x; x); [[Q(x; y) : x 6= y]]g. Il
est clair que F peut être r�eduit �a ? par application de la r�egle de d�ecomposition sur D. En
e�et, cette r�egle ajoute soit [[Q(x; y) : x 6= y]] (ce qui contredit le c-litt�eral :Q(a; f(a))) soit
[[:Q(x; y) : x 6= y]] ce qui contredit Q(b; f(v)).

Les litt�eraux [[Q(x; y) : x 6= y]]g et [[:Q(x; y) : x 6= y]] sont incompatibles avec F . On obtient
par c-r�esolution les c-clauses suivantes :

[[� : x = b^ y = f(v)^ x 6= y]]

et (apr�es renommage fx! x0; y ! y0g) :

[[� : x0 = a ^ y0 = f(a) ^ x0 6= y0]]
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On a YF;D = (x = b ^ y = f(v) ^ x 6= y) ^ (x0 = a ^ y0 = f(a) ^ x0 6= y0). Rempla�cons y
et y0 par une nouvelle variable y00. On obtient Y 0 = ((x = b ^ y00 = f(v) ^ x 6= y00) ^ (x0 =
a ^ y00 = f(a) ^ x0 6= y00)). Ici Y 0 est satisfaisable, donc la r�egle GR� n'est pas applicable sur
y. En revanche, si on remplace dans la formule YF;D, x et x0 par une nouvelle variable x00, la
formule Y 00 = (x00 = b ^ y = f(v) ^ x00 6= y) ^ (x00 = a ^ y0 = f(a) ^ x00 6= y0) obtenue est
insatisfaisable.

GR� ne peut être appliqu�ee que sur le litt�eral [[Q(x; y) : x 6= y]] et sur la variable x, ce qui
conduit �a l'ensemble :

D0 = fP (x; x); [[P (x; y) : x 6= y]]; Q(x; x); [[Q(a; y) : a 6= y]];
[[Q(b; y) : b 6= y]]; [[Q(f(u); y) : y 6= f(u)]]g.

En appliquant ensuite les r�egles de d�ecomposition, on obtient le mod�ele suivant.
fP (x; x); [[:P (x; y) : x 6= y]]; [[:Q(a; y) : a 6= y]]; [[Q(b; y) : b 6= y]]g �

Cette heuristique fournit un crit�ere pour guider le choix de la variable sur laquelle la r�egle
GR� est appliqu�ee.

La r�egle GR=. Une heuristique similaire peut être d�e�nie pour guider l'application de la r�egle
GR=. A�n de r�eduire l'espace de recherche, nous n'appliquons cette r�egle que sur des couples
de termes (s; t) o�u s et t sont des variables. Notons X+ la contrainte :

Vn
i=1 x�i = y�i et X�

la contrainte
Vn

i=1 x�i 6= y�i. Nous appliquons la r�egle GR= si et seulement si YF;D ^ X
� et

YF;D ^ X+ sont simultan�ement insatisfaisables.

Il resterait cependant �a prouver que cette heuristique pr�eserve la compl�etude de la m�ethode
(c'est-�a-dire que tout eq-mod�ele peut être g�en�er�e en utilisant cette heuristique).

8.5 Extension au premier ordre

Jusqu'�a pr�esent, nous avons suppos�e que la formule �a traiter �etait sous forme clausale. C'�etait
justi��e par le fait que toute formule F peut être automatiquement transform�ee en un ensemble
de clauses S = clause(F) (voir chapitre 2) tel que

1. S satisfaisable () F satisfaisable ;

2. Si M est un mod�ele de S alors M j= F .

On peut donc toujours se ramener �a l'�etude d'ensembles de clauses. D'un point de vue
d�eductif, cette transformation ne pose que peu de probl�emes, car, d'une part, elle pr�eserve la
satisfaisabilit�e et, d'autre part, il est possible d'utiliser des techniques de renommage pour �eviter
l'augmentation exponentielle de la taille de la formule et obtenir ainsi une m�ethode de traduction
e�cace et utilisable en pratique (voir par exemple (Plaisted et Greenbaum, 1986;Boy de la
Tour, 1992; Egly et Rath, 1996)). Il en va tout autrement du point de vue de la construction
de mod�eles. En e�et, il est clair que { �a cause de l'op�eration de skol�emisation { la mise sous
forme clausale ne pr�eserve pas les mod�eles. Par cons�equent, il est possible qu'une formule F ,
admettant un eq-mod�ele M, soit transform�ee en un ensemble de c-clauses n'admettant aucun
eq-mod�ele, i.e. on peut avoir F 2 Ceq-model et clause(F) 62 Ceq-model. En e�et, l'op�eration de
skol�emisation remplace un quanti�cateur existentiel par un nouveau symbole de fonction ce qui
a pour e�et de r�eduire le nombre d'interpr�etations possibles (puisque la valeur de la variable
existentielle est alors �x�ee).

Exemple 8.5.1. Consid�erons la formule F suivante.

P (a; a)^ :P (b; a)^ 8x; x0:9y:P (x0; x), :P (x0; y)



F admet le eq-mod�ele suivant (sur la signature � = fa; bg) :

fP (a; a);:P (a; b);:P (b; a); P (b; b)g:

La forme clausale de F est la suivante.

[[P (a; a) : >]]
[[:P (a; b) : >]]
[[:P (x0; x)_ :P (x0; f(x0; x)) : >]]
[[P (x0; x)_ P (x0; f(x0; x)) : >]]

Cet ensemble de c-clauses n'admet aucun eq-mod�ele (voir chapitre 11 et (Klingenbeck,
1996)). �

Par cons�equent, la transformation sous forme c-clausale peut dans certains cas empêcher
la construction d'un eq-mod�ele. Pour r�esoudre ce probl�eme, nous proposons de g�en�eraliser la
m�ethode Eqmc �a des formules du premier ordre quelconque. Evidemment, la m�ethode Ramc
ne peut plus être appliqu�ee puisqu'elle suppose que la formule est sous forme clausale. L'id�ee
est alors la suivante : au lieu d'employer la m�ethode Ramc pour �evaluer les formules et d�etec-
ter les contre-mod�eles partiels, nous allons nous servir de l'op�erateur Normalizey(x) d�e�ni au
chapitre 5, qui utilise une interpr�etation partielle pour simpli�er une formule du premier ordre.
En particulier, cet op�erateur permet de v�eri�er qu'une interpr�etation valide une formule ou de
d�etecter qu'une interpr�etation partielle est incompatible avec une formule. La proc�edure Deduce
est d�e�nie de la fa�con suivante :

Deduce(F ; I) = (NormalizeI(F); I):

Il est clair que cette d�e�nition satisfait les conditions 8.1 (voir chapitre 5). Les propri�et�es de la
m�ethode (et notamment la compl�etude par rapport �a la classe Ceq-model) sont donc pr�eserv�ees.
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Chapitre 9

RAMCET: extension de la m�ethode

des tableaux

\Les id�ees vraiment claires n'oublient pas l'ombre dont elles viennent."
Claude Roy

Dans ce chapitre est propos�ee une extension de la m�ethode des tableaux s�emantiques. Elle est
fond�ee sur une id�ee similaire �a celle utilis�ee pour �etendre la m�ethode de r�esolution : tirer parti
des contraintes �equationnelles a�n d'exprimer simultan�ement les conditions qui permettent ou
qui empêchent l'application des r�egles d'inf�erence (ici des r�egles de construction des tableaux).
Cette id�ee a �et�e exploit�ee dans (Caferra et Zabel, 1993) o�u la proc�edure des tableaux
s�emantiques a �et�e �etendue en utilisant des contraintes �equationnelles. La m�ethode obtenue a �et�e
nomm�eeRamcet-1 1. La m�ethode des tableaux s�emantiques peut être vue comme une proc�edure
�enum�erant les mod�eles partiels de la formule \en esp�erant ne pas en trouver". L'id�ee de base
de l'extension propos�ee est de poser des conditions permettant de trouver un mod�ele. Nous
proposons une nouvelle m�ethode, appel�ee Ramcet-2Is , dont les avantages principaux sont les
suivants.

{ En premier lieu, on introduit une nouvelle r�egle de simpli�cation, permettant d'utiliser les
informations g�en�er�ees dans une branche du tableau a�n de simpli�er les formules de cette
branche. Cette r�egle peut être vue comme une g�en�eralisation de la dissubsomption et de
la r�esolution/disr�esolution unitaire �a des formules du premier ordre. Elle a pour objet de
restreindre l'espace de recherche.

{ En second lieu, nous d�e�nissons une m�ethode permettant d'introduire l'utilisation de strat�e-
gies s�emantiques (c'est-�a-dire fond�ees sur l'utilisation d'une interpr�etation Is de la formule)
dans la m�ethode des tableaux. Comme dans la m�ethode de r�esolution, Is est utilis�ee pour res-
treindre l'application des r�egles, limitant ainsi l'espace de recherche. Dans certains cas (voir
exemple 9.2.6), la strat�egie peut empêcher la construction de branches in�nies, d�etectant ainsi
la satisfaisabilit�e de la formule.

{ En�n, nous d�e�nissons une m�ethode permettant d'extraire un mod�ele d'une branche non-
ferm�ee (�eventuellement in�nie) du tableau. Elle utilise des techniques de g�en�eralisation, visant
�a construire par induction une repr�esentation du mod�ele correspondant �a la branche �a partir
du mod�ele partiel g�en�er�e lors de la construction du tableau. Nous montrons qu'elle �etend de
fa�con signi�cative la classe de mod�eles constructibles.

La m�ethode obtenue est tr�es di��erente de Ramcet-1(Caferra et Zabel, 1993) et beau-
coup plus g�en�erale, notamment en ce qui concerne le processus d'extraction du mod�ele. Elle est
compl�ete pour la r�efutation et constitue aussi une proc�edure de d�ecision pour la classe Ceq-model,

1: Signi�ant : Refutation And Model Construction with Equational Tableaux, version 1.



c'est-�a-dire qu'elle permet de construire un mod�ele de toute formule satisfaisable poss�edant un
eq-mod�ele.

Contrairement �a l'approche utilis�ee au chapitre 6 et �a (Caferra et Zabel, 1993; Peltier,
1997c) nous n'utiliserons pas de formules ou clauses contraintes. Les conditions sur les variables
sont exprim�ees dans les formules elles-mêmes sous forme de litt�eraux �equationnels. Cette ap-
proche all�ege la manipulation des formules et permet une notation plus uni��ee. Les conditions
sur les variables libres du tableau sont exprim�ees sous forme d'une formule �equationnelle associ�ee
au tableau (on obtient donc la notion de tableau contraint).

9.1 Pr�eliminaires

Dans ce chapitre, toutes les interpr�etations consid�er�ees sont des interpr�etations de
Herbrand. Les litt�eraux �equationnels apparaissant dans les formules sont suppos�es interpr�et�es
dans la th�eorie vide (i.e. pour toute interpr�etation I, on a I j= s = t si et seulement si s = t).
Comme au chapitre 7, nous supposons donn�ee une interpr�etation partielle Is de Herbrand.

Introduisons le syst�eme de r�egles suivant.
X ! > (si X est purement �equationnelle et si X � >)
X ! ? (si X est purement �equationnelle et si X � ?)
> ^ F ! F
? _ F ! F
> _ F ! >
? ^ F ! ?
De fa�con �evidente, R est �a terminaison �nie. En outre, pour toute formule F , F � R(F).

Dans la suite, nous supposerons que toutes les formules consid�er�ees sont en forme

normale par rapport �a R.

Si une formule F ne contient que des quanti�cateurs universels, F est �equivalente �a un en-
semble (�eventuellement in�ni) de formules ferm�ees not�e S(F) d�e�ni de la fa�con suivante.

Notation 9.1.1 Soit F une formule telle que tout sous-formule de la forme 9x:G de F est pu-
rement �equationnelle. F est �equivalent (apr�es �elimination des quanti�cateurs existentiels et mise
sous forme pr�enexe) �a une formule de la forme 8x:F 0, o�u F 0 ne contient aucun quanti�cateur.
On note S(F) l'ensemble des formules R�(F 0�) distinctes de >, o�u � est une substitution ferm�ee
des variables de x.

Proposition 9.1.1. On a
F � S(F):

Remarque. L'op�erateur S peut être vu comme une g�en�eralisation de l'op�erateur du même
nom introduit au chapitre 6 sur les ensembles de c-clauses.

9.1.1 Notion de fait

La notion de fait est l'analogue de la notion de c-clause unitaire. Il s'agit de formules per-
mettant d'exprimer des eq-interpr�etations partielles.

D�efinition 9.1.1. Un fait est une formule de la forme

8x:(X _ F)

o�u:

{ X est une formule �equationnelle.



{ F est un litt�eral.

{ x est un ensemble de variables.

�

Lemme 9.1.1. [Equivalence avec les c-litt�eraux] Un fait 8x:(X _ F) ferm�e est �equivalent �a la
c-clause

[[F : :X ]]

Preuve. Imm�ediate. c.q.f.d.

Par cons�equent, toutes les propri�et�es des c-litt�eraux peuvent être �etendues de fa�con imm�e-
diate aux faits. Dans la suite, nous �ecrirons indi��eremment 8x:(X _F) ou [[F : :X ]] pour noter
un fait ferm�e. Cependant, la seconde notation sera plutôt utilis�ee, car elle est plus proche de
celle qui a �et�e employ�ee jusqu'ici.

Remarque. A la di��erence des c-clauses, un fait peut contenir des variables libres.

9.1.2 Simpli�cation d'une formule dans un contexte

Les ensembles de faits peuvent être utilis�es pour simpli�er une formule donn�ee. Il su�t pour
cela de g�en�eraliser la d�e�nition des formules �+

M(F) et ��M(F) (voir d�e�nition 5.5.2, chapitre
5) en consid�erant des ensembles de faits au lieu d'ensembles de c-clauses unitaires (i.e. au lieu
d'eq-interpr�etations). Par souci de simplicit�e, nous ne redonnons pas ici toutes les d�e�nitions.
Il su�t de pr�eciser la d�e�nition des formules F(I(P )+) et F(I(P )�), dans le cas o�u I est un
ensemble de faits.

D�efinition 9.1.2. [Extension de la d�e�nition de F] Soit I un ensemble de faits. On note
F(I(P )+) la formule _

8y::X_P (t)2I

9y:x = t ^ X

et F(I(P )�) la formule _
8y::X_:P (t)2I

9y:x = t ^ X

(avec y = Var(X ^ P (t))). �

La d�e�nition de �+
I et ��I o�u I est un ensemble de faits peut être alors d�eduite directement.

9.2 RAMCET - version 2

Les r�egles de construction de tableaux indiqu�ees ci-dessous sont similaires �a celles donn�ees
dans (Caferra et Zabel, 1993) ou dans (Peltier, 1997c). La pr�esentation est cependant
di��erente (pour des raisons de simplicit�e). Nous supposons ici que les formules sont sous forme
normale n�egative, skol�emis�ees et que la port�ee des quanti�cateurs est minimale. En outre, nous
introduisons de nouvelles conditions d'application s�emantiques (utilisant l'interpr�etation Is)
sur les r�egles de construction du tableaux. Nous montrerons par la suite que ces restrictions
pr�eservent la compl�etude de la m�ethode.

D�efinition 9.2.1. Un tableau est un couple (T ;X ) o�u

{ T est un ensemble d'ensembles de formules.

{ X est une formule �equationnelle.



Une branche est un �el�ement de T . Une branche est dite ferm�ee si elle contient ?. On note
Mod(b) l'ensemble des faits appartenant �a une branche b et Eqpb((T ;X )) la formule X . �

Les notions de validit�e, satisfaisabilit�e, etc. s'�etendent de mani�ere imm�ediate aux tableaux,
par la d�e�nition suivante.

D�efinition 9.2.2. Un tableau (T ;X ) est �equivalent (par d�e�nition) �a la formule

:X _
_
b2T

^
f2b

f:

�

9.2.1 Les r�egles

Nous introduisons les r�egles suivantes.

R^:

(S [ ffF1 ^ F2g [ Bg;X )

(S [ ffF1;F2g [ Bg;X )

si �+Is(:X _ (F1 ^ F2)) 6= >.

R_:

(S [ ffF1 _ F2g [ Bg;X )

(S [ ffF1g [ B; fF2g [ Bg;X )

si �+Is(:X _ (F1 _ F2)) 6= >.

R8:

(S [ ff8x:Fg[ Bg;X )

(S [ ff8x:(F _ x = y);Ffx! ygg [ Bg;X )

si y est un terme (y peut être par exemple une nouvelle variable, ou encore un terme ferm�e), et
si �+Is(:X _ 8x:F) 6= >.

Notons que la formule x = y est ajout�ee �a la formule 8x:F . En e�et, puisque la variable x a
�et�e instanci�ee par le terme y, il est inutile d'instancier �a nouveau la variable par le même terme
dans cette branche.

Exemple 9.2.1. Soit 8x:P (x) une formule. La r�egle R8 supprime la formule de la branche o�u
elle apparâ�t et la remplace par la conjonction des deux formules suivantes : P (x1) (o�u x1 est
une nouvelle variable) et 8x:x = x1 _ P (x). �

Le principe de la r�egle Rclash d�e�nie ci-dessous est simple. Si une branche donn�ee contient
deux litt�eraux P (t1) et :P (t2) alors t1 et t2 ne peuvent être �egaux si la branche est satisfaisable.
Donc t1 6= t2 est valide dans la branche consid�er�ee.

Rclash:

(S [ ffP (t);:P (s)g [ Bg;X )

(S [ ffP (t);:P (s); t 6= sg [ Bg;X )

Notons que l'interpr�etation Is est utilis�ee pour restreindre l'application des r�egles R_; R^; R8.



R�egles de traitement de l'�egalit�e

Les r�egles suivantes permettent de traiter les formules �equationnelles apparaissant dans le
tableau (rappelons que ces formules sont interpr�et�ees dans l'alg�ebre des termes).

R=1
permet de fermer une branche contenant une formule �equationnelle Y en ajoutant la

n�egation de Y aux contraintes globales.
R=1

:
(S [ ffYg [ Bg;X )

(S;X ^ :Y)

si Y est purement �equationnelle, et si X ^ :Y est satisfaisable.

La r�egle suivante �elimine les formules incompatibles avec le probl�eme �equationnel global X .
R=2

:
(S [ ffYg [ Bg;X )

(S [ fBg;X )

si Y est purement �equationnelle, X ^ :Y est insatisfaisable.

Exemple 9.2.2. Les exemples suivants illustrent le fonctionnement des r�egles R=1
et R=2

.

1. Soit une branche contenant deux litt�eraux P (x) et P (b) (les contraintes globales sont >). La
r�egle Rclash g�en�ere la formule x 6= b. Puisque x = b est satisfaisable, nous pouvons fermer la
branche en ajoutant aux contraintes la formule x = b.

2. Supposons maintenant que la branche contient les formules P (x) et P (b), mais que les
contraintes globales X sont �equivalentes �a x = a. La r�egle Rclash g�en�ere comme pr�ec�edemment
la formule x 6= b. Cependant, x = b ^ X � ? donc est insatisfaisable. Par cons�equent, x 6= b
est supprim�e de la branche par la r�egle R=2

.

�

Une nouvelle r�egle de simpli�cation

La r�egle suivante est nouvelle. Elle utilise les r�esultats de la section 9.1.2 sur la simpli�cation
des formules dans un mod�ele partiel. Informellement, la r�egle remplace une formule F donn�ee
par la formule Simplify

Mod(B)(F).
Rsimp:

(S [ ffG[F ]pg [ Bg;X )

(S [ ffG[Simplify
Mod(B)(F)]pg [ Bg;X )

Il est parfois utile d'appliquer la r�egle sur des sous-formules de formules apparaissant dans la
branche et non sur les formules elles-mêmes, comme le montrent les exemples suivants.

Exemple 9.2.3. Soit F = 8x:P (x). Soit B = fP (a)g. On a �+B(F) = 8x:x = a i.e. �+B(F) � ?.
Par cons�equent, la formule �+B(F) n'apporte aucune information suppl�ementaire. Cependant, en
reconsid�erant la sous-formule P (x), il est facile de voir que si I j= B et si x = a alors I j= P (x)
(puisque P (a) 2 B). Par cons�equent, cette instance de P (x) n'a pas besoin d'être consid�er�ee.
Plus formellement, nous pouvons ajouter la condition x 6= a �a la sous-formule P (x). Donc, F
peut être transform�ee en F 0 = 8x:x = a _ P (x). �

Exemple 9.2.4. Soit T un tableau. Supposons que T contient une branche b avec une formule
F = 8x:(P (x) _ R(a; x)) et l'ensemble de faits f8u:P (f(u)); 8x:R(x; x)g. On a ��B (F) � ? et
�+B (F) = 8x:(9u:x = f(u)) _ 9y:(y = a ^ y = x) � 8x:9u:x = f(u) _ x = a. Si la signature
� contient uniquement les symboles a et f , tout terme ferm�e est de la forme f(u) ou a, donc
�+B (F) � >.

Ainsi, la formule F est supprim�ee de la branche et remplac�ee par >^ (>_F). Puisque cette
formule est valide, elle peut être supprim�ee de la branche (par application de R=2

). �



9.2.2 Exemples

Avant d'�etablir les propri�et�es de la m�ethode, illustrons son fonctionnement par deux exemples
simples mettant en �evidence l'int�erêt de la strat�egie s�emantique propos�ee.

Exemple 9.2.5. Soit Is = ;. De fa�con �evidente, on a pour toute formule F , �+Is(F) = ��Is(F) �
?. Soit F = 8x:(P (x) ! (P (f(x)) _ P (g(x)))) ^ P (a). On note F 0 la formule 8x:(P (x) !
(P (f(x)) _ P (g(x)))). Appliquons R^ sur F . F est remplac�ee par les formules F 0 et P (a).
Ensuite, appliquons la r�egle R8 sur x. Nous introduisons une nouvelle variable libre x1 et nous
obtenons

P (x1)! (P (f(x1))_ P (g(x1))):

Simultan�ement, F 0 est transform�ee en 8x:x = x1_(P (x)! (P (f(x))_P (g(x)))). En appliquant
la r�egle R_, on obtient �nalement les deux branches suivantes.

1. fF 0;:P (x1); P (a)g.

2. fF 0; P (f(x1))_ P (g(x1)); P (a)g.

Appliquons la r�egle Rclash sur la branche 1 (sur les deux litt�eraux :P (x1); P (a)). On obtient
la formule x1 6= a. En appliquant la r�egle R=1

, on peut alors fermer la branche, en ajoutant aux
contraintes globales la formule x1 = a.

On obtient la branche fF 0; P (f(x1)) _ P (g(x1)); P (a)g avec les contraintes x1 = a.
Appliquons ensuite la r�egle R_ sur P (f(x1)) _ P (g(x1)). On obtient les branches

fF 0; P (f(x1)); P (a)g et fF 0; P (g(x1)); P (a)g. En r�ep�etant ce processus, on peut ob-
tenir un nombre non born�e de branches contenant des formules de la forme
P (f(a)); P (g(a)); P (f(g(a))); P (f(f(a))); : : : �

Exemple 9.2.6. Maintenant, utilisons une interpr�etation non vide pour restreindre l'espace de
recherche. Consid�erons l'interpr�etation Is = f8x:P (x)g. La formule est valide dans Is (on a, en
e�et, �+Is(8x:P (x)! (P (f(x)) _ P (g(x))))� >).

La seule r�egle applicable est Rsimp. Cette r�egle remplace F 0 par :

F 00 = 8x:(x = a _ P (x))! (P (f(x))_ P (g(x))):

Puisque �+Is(F
00) � >, aucune autre r�egle ne peut être appliqu�ee. La proc�edure s'arrête.

L'utilisation de l'interpr�etation Is permet de restreindre l'espace de recherche et

�evite la g�en�eration des branches in�nies. �

9.2.3 Simulation de m�ethodes existantes

Il est int�eressant de mentionner que les d�emonstrateurs de th�eor�emes par g�en�eration de
mod�eles (tels que les Puhr-tableaux ou les Hyper-Tableaux sont des cas particuliers de notre
approche. Ils correspondent, en e�et, au cas o�u Is est l'interpr�etation associant �a tout atome la
valeur de v�erit�e false. La r�egle de splitting des Puhr-tableaux correspond exactement �a la r�egle
R^, les r�egles d'hyperr�esolution unitaire et de subsomption sont des cas particuliers de la r�egle
Rsimp.

Notre m�ethode est cependant beaucoup plus g�en�erale puisque Is peut être une interpr�etation
quelconque, et �a cause de l'utilisation des contraintes et de la r�egle de simpli�cation.

9.2.4 La r�egle Model Explosion

La r�egle suivante n'est pas n�ecessaire �a la compl�etude r�efutationnelle de la m�ethode, mais
peut se r�ev�eler utile pour restreindre l'espace de recherche. Elle remplace une formule F par deux
formules F1 et F2 telles que F � F1 ^ F2 et telles que pour toute substitution �, Is j= F1� et
Is 6j= F2�. En appliquant cette r�egle avant d'appliquer les r�egles R^; R_, il est possible d'�eliminer
certaines instances des formules consid�er�ees, ce qui restreint l'espace de recherche.



Model Explosion:
(S [ fB [ fG[F ]pgg;X )

(S [ fB [ fG[:�+Is(F)_ F ^ �+Is(F)_ F ]pgg;X )

La correction de cette r�egle est �evidente.

Exemple 9.2.7. Soit une branche contenant les formules 8x::P (x)_P (f(x)) et :P (b). Suppo-
sons que Is = f8y:y = f(a)_ P (y)g.

On a �+Is(:P (x)_P (f(x))) = (8x:x 6= a) 6� >, donc R8 et R_ sont applicables sur 8x::P (x)_
P (f(x)), ce qui g�en�ere deux branches :P (x1) et P (f(x1)). A cause de la formule P (b), les r�egles
Rclash et R=2 peuvent être appliqu�ees pour fermer la branche contenant :P (x1), en uni�ant x1
et b.

On obtient : P (f(x1)); P (b) avec les contraintes x1 = b. En rep�etant ce processus, on g�en�ere
une branche in�nie, contenant les litt�eraux P (b); P (f(b)); P (f(f(b))); : : :

Cependant, en consid�erant plus pr�ecis�ement l'interpr�etation Is, on remarque que si x1 = b, on
a x1 6= a donc �+Is(:P (x1)_P (f(x1))) � >. Par cons�equent, cette instance de :P (x1)_P (f(x1))
n'a pas besoin d'être prise en compte lors de l'application des r�egles d'extension (ce probl�eme
est similaire �a celui identi��e au chapitre 7 pour la r�esolution s�emantique).

Plus exactement, en appliquant la r�egleModel Explosion avantR_, on supprime la formule
8x::P (x) _ P (f(x)) et on la remplace par 8x:x = a _ :P (x) _ P (f(x)) et 8x:x 6= a _ :P (x) _
P (f(x)). On a �+Is(x = a_:P (x)_P (f(x))) � >, donc R_ ne peut pas être appliqu�ee sur cette
formule. En appliquant les r�eglesR8 et R_ sur 8x:x 6= a_:P (x)_P (f(x)) on obtient les branches
x1 6= a, et :P (x1) _ P (f(x1)). On applique la r�egle R=2 sur la formule x1 6= a pour fermer la
branche correspondante. On obtient : P (b); 8x:x 6= a _ :P (x) _ P (f(x1));:P (x1) _ P (f(x1)),
avec x1 = a, donc, apr�es application de R_ :

{ fP (b); 8x:x 6= a _ :P (x) _ P (f(x1));:P (a)g,

{ et fP (b); 8x:x 6= a _ :P (x) _ P (f(x)); P (f(a))g.

Aucune r�egle d'extension ne s'applique, donc la proc�edure se termine. L'utilisation de la
r�egle Model Explosion �evite ici la g�en�eration de branches in�nies et la non-terminaison de la
m�ethode. �

9.2.5 Correction et compl�etude r�efutationnelle

On note Ramcet-2Is le calcul compos�e des r�egles R_; R^; Req; Rclash; Rsimp; R8.

Correction

Th�eor�eme 9.2.1. Ramcet-2Is est correct : pour tout couple (T ; T 0) de tableaux tels que
T !Ramcet-2Is

T 0 et pour toute interpr�etation I de Herbrand, on a

I j= T ) I j= T 0:

Preuve. La correction des r�egles R^; R_; Rclash; R8; R=2 est une simple cons�equence de la
s�emantique des symboles _;^; 8 et de la d�e�nition des tableaux s�emantiques. La correction de
la r�egle Rsimp est une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme 5.6.1. Il su�t par cons�equent de
prouver la correction de la r�egle R=1 . Supposons que

T !R=1
T 0:



Soit I une interpr�etation. Si I j= T alors pour toute solution � de X , il existe une branche B de
T telle que I j= B�. Soit une solution �0 de X ^:Y . �0 est une solution de X , donc il existe une
branche B de T telle que I j= B�0. Or Y�0 est faux donc B ne contient pas Y . D'o�u B 2 T 0. Par
cons�equent, pour toute solution �0 de X ^ :Y , il existe une branche B de T 0 telle que I j= B�.
D'o�u I j= T 0. c.q.f.d.

On en d�eduit que si T est un tableau ferm�e d�eduit de (ffFgg;>), F est insatisfaisable, par
induction sur la longueur de la d�erivation.

Compl�etude r�efutationnelle

La preuve de la compl�etude r�efutationnelle de la m�ethode des tableaux utilise habituellement
les ensembles de Hintikka (Smullyan, 1968; Fitting, 1990). Ici, les formules peuvent contenir
des litt�eraux �equationnels. D'autre part, les interpr�etations consid�er�ees sont n�ecessairement de
Herbrand (c'est-�a-dire que l'interpr�etation de \=" est n�ecessairement l'identit�e syntaxique entre
termes). En�n, nous utilisons la r�egle Rsimp, qui a pour objet de simpli�er le tableau, et nous im-
posons des restrictions sur les conditions d'application des r�egles R^, R_ et R8. Par cons�equent,
il est n�ecessaire d'adapter la d�e�nition habituelle des ensembles de Hintikka a�n de prendre en
compte toutes ces extensions.

D�efinition 9.2.3. Pour toute formule F en fnn, on note �(F) et on appelle degr�e de F
l'entier d�e�ni de la fa�con suivante.

�(F1 _ F2) = �(F1 ^ F2) = �(F1) + �(F2) + 1

�(X ) = 0

�(8x:F) = �(F) + 1

�(:P (t)) = �(P (t)) = 0

si F1;F2 sont des formules non purement �equationnelles et X est une formule �equationnelle. �

D�efinition 9.2.4. Soit F une formule sans variable et E un ensemble de formules sans
variable. On note FE la formule obtenue en rempla�cant chaque litt�eral P de F tel que :P 2 E

par ? et chaque litt�eral P de E par >. On note F CE G si et seulement si il existe E 0 � E tel
que F = GE0 . �

Remarque. De fa�con �evidente, si F est une formule sans variable et L un litt�eral de F et si
E est un ensemble de formules sans variable contenant :L ou L, alors �(FE) < �(F).

D�efinition 9.2.5. Un ensemble de formules ferm�ees en fnn H est appel�e un ensemble de
Hintikka si et seulement si les conditions suivantes sont v�eri��ees (on note E = S(H)).

1. Toute formule �equationnelle de H est valide.

2. Si L 2 E alors :L 62 E.

3. Pour toute formule d 2 E, soit �+Is(dE) � >, soit il existe un ensemble de formules S � E tel
que S j= d et pour toute formule d0 2 S, �(d0) < �(d).

�

Il est n�ecessaire d'adapter la preuve de la satisfaisabilit�e des ensembles de Hintikka �a la
nouvelle d�e�nition.

Lemme 9.2.1. Tout ensemble de Hintikka est satisfaisable.



Preuve. Soit E l'ensemble des litt�eraux de H. H ne contient aucun couple de litt�eraux
contradictoires (d'apr�es la condition 2 dans la d�e�nition des ensembles de Hintikka), donc E est
une interpr�etation partielle. Consid�erons l'interpr�etation de Herbrand I = EIs(E).

Prouvons, par induction sur �(F) que toute formule F 2 S(H) est valide dans I.

{ Supposons que �(F) = 0. Deux cas sont �a distinguer.

1. Soit F est un litt�eral. Alors, F 2 E, donc (par d�e�nition de I) I j= F .

2. Soit F est une formule �equationnelle valide. Alors I j= F .

{ Supposons que �(F) > 0. Supposons que I 6j= F . Alors on a (par d�e�nition de I) Is 6j= FE .
Par d�e�nition des ensembles de Hintikka, on en d�eduit qu'il existe un ensemble de formules
S 2 S(H) de degr�e strictement inf�erieur �a �(F) tel que S j= F . Par hypoth�ese d'induction on
en d�eduit que I j= S donc I j= F .

c.q.f.d.

Lemme 9.2.2. Soit (T ;X ); (T 0;X 0) deux tableaux tels que (T ;X )!Ramcet-2Is
(T 0;X 0). Alors

pour toute branche B de T et pour toute solution � de X , il existe une branche B0 de T 0 et une
solution �0 de T 0 telle que pour toute formule F 2 B�, B0�0 j= F .

Preuve. La preuve est imm�ediate (il su�t de consid�erer successivement chaque r�egle).
c.q.f.d.

On note Ramcet-2Is ground la m�ethode d�e�nie par les r�egles de Ramcet-2Is telle que :

{ Les r�egles R_; R^; R=; Rclash sont appliqu�ees avec une priorit�e maximale (il est clair que ces
r�egles sont �a terminaison �nie).

{ La r�egle R8 est ensuite appliqu�ee une fois sur toutes les formules du tableau en choisissant un
terme ferm�e t tel que la formule obtenue ne soit pas ? (modulo R).

{ La r�egle Rsimp est ensuite appliqu�ee une fois sur toute formule F telle que �Is(F) 6= > (et sur
toute sous-formule de F).

Lemme 9.2.3. Ramcet-2Isground est complet pour la r�efutation. Pour toute formule F insa-
tisfaisable, il existe une s�equence d'application des r�egles de Ramcet-2Is suivant la strat�egie
pr�ec�edente de (ffFgg;>) vers un tableau ferm�e.

Preuve. La preuve est similaire �a celle de (Fitting, 1990). Supposons qu'il existe une s�e-
quence in�nie (Ti)i2Nde tableaux non ferm�es, v�eri�ant Ti !Ramcet-2Is

Ti+1. Alors, il existe

une s�equence in�nie de branches B1; : : :Bn; : : :, o�u Bi+1 est d�eduite de Bi par une r�egle d'exten-
sion ou de simpli�cation du tableau. Soit B =

S1
i=1Bi. B est stable par les r�egles d'extension du

tableau. Nous allons montrer que B est un ensemble de Hintikka.

{ Si B contient une formule �equationnelle X non valide, alors on a X � ?, donc R=1
s'applique.

{ Par irr�eductibilit�e par Rclash et R=, B ne contient aucun couple de litt�eraux contradictoire.

{ Soit E = S(B) et E0 l'ensemble des litt�eraux de E. Soit d 2 E. Supposons que �+Is(dE) 6� >.

{ S'il existe j tel que d 2 Bj , alors si �+Is(d) � ? alors la r�egle R_ ou R^ s'applique, donc
il existe dans E un ensemble de formules S tel que S j= d et 8d0 2 S:�(d0) < �(d). Sinon,
puisque �+Is(dE) 6� >, il existe un c-litt�eral L de E, non valide dans Is tel que :L � d.
Donc, par irr�eductibilit�e par Rsimp, il existe d0 CE d tel que d0 2 E (rappelons que l'on
consid�ere la forme normale des formules par rapport �a R) Or �(d0) < �(d), et E0[fd0g j= d.



{ Sinon, par d�e�nition de Ramcet-2Isground, il existe d
0
CE0 d tel que d0 2 E. L�a encore, on

a �(d0) < �(d), et E0 [ fd0g j= d.

D'o�u B est satisfaisable c.q.f.d.

Lemme 9.2.4. Soit (T ;X ) un tableau. Soit � une solution de X . Alors, pour tout tableau T 0

obtenu par application des r�egles de Ramcet-2Is sur (T �;>), il existe une application des r�egles
de Ramcet-2Is sur (T ;X ) produisant un tableau (T 00;X 0) tel qu'il existe une solution �0 de X 0

v�eri�ant T 00�0 = T 0.

Preuve. La preuve est imm�ediate (il su�t de consid�erer chaque r�egle). c.q.f.d.

Th�eor�eme 9.2.2. Le calcul Ramcet-2Is est complet pour la r�efutation.

Preuve. Soit F une formule insatisfaisable. Par le lemme 9.2.3, il existe une application
des r�egles de Ramcet-2Isground conduisant �a un tableau ferm�e. D'apr�es le lemme 9.2.4, cette
d�erivation peut être transform�ee en une d�erivation non ferm�ee utilisant les r�egles de Ramcet-2Is .
c.q.f.d.

Remarque. Comme pour la m�ethode classique des tableaux, et contrairement �a la m�ethode
des connexions, le calcul que nous avons propos�e est conuent, par cons�equent la recherche de
la preuve ne n�ecessite pas de retour-arri�ere.

9.3 Construction de mod�eles

Nous pr�esentons maintenant une nouvelle technique permettant d'extraire un mod�ele d'une
branche non-ferm�ee du tableau. Beaucoup plus g�en�erale que celle pr�esent�ee dans (Caferra et

Zabel, 1993), elle est fond�ee sur l'utilisation de techniques d'induction et de g�en�eralisation.
A�n d'extraire un mod�ele d'une branche B, la m�ethode �etend le mod�ele partiel contenu dans
cette branche, en cherchant une interpr�etation M contenant toutes les formules atomiques de
la branche. Il su�t ensuite de tester si M est un mod�ele de la formule initiale. La m�ethode
initiale (Caferra et Zabel, 1993) consid�erait pour cela la fermeture universelle des formules
atomiques de la branche. La m�ethode propos�ee ci-dessous est plus �ne. Elle est fond�ee sur
l'utilisation d'ensembles de repr�esentations (voir chapitre 8).

9.3.1 G�en�eralisation des ensembles de faits

Intuitivement, la D-g�en�eralisation d'un ensemble S est la plus petite eq-interpr�etation D-
compatible contenant S (si elle existe).

D�efinition 9.3.1. Soit S un ensemble de c-litt�eraux et D un ensemble de repr�esentation. S
est dit D-g�en�eralisable si et seulement si pour tout F 2 D :

{ Soit F \ S = ;.

{ Soit :F \ S = ;.

La D-g�en�eralisation de S est alors l'ensemble not�e generalize(S;D) d�e�ni par :

generalize(S;D) = fF=F 2 D ^ S \ F 6= ;g [ f:F=F 2 D ^ :S \ F 6= ;g

�

Exemple 9.3.1. Soit D = f8x:P (x); 8y:R(y)g. Soit S = fP (a);:R(b)g. S est D-g�en�eralisable
et on a generalize(S;D) = f8x:P (x); 8y::R(y)g. En e�et, 8x:P (x) et P (a) ainsi que 8y:R(y) et
R(b) sont uni�ables.

En revanche, F 0 = fP (a);:P (b)g n'est pas B-g�en�eralisable puisque 8x:P (x) est uni�able �a
la fois avec P (a) et P (b). �



9.3.2 Tableaux �etendus

Nous allons en premier lieu modi�er la d�e�nition des tableaux de fa�con �a associer �a chaque
branche un ensemble de repr�esentation.

D�efinition 9.3.2. Un tableau �etendu est un couple (T ;X ) o�u

{ T est un ensemble de couples (B;D) o�u B est un ensemble de formules et D un ensemble de
repr�esentation.

{ X est une formule �equationnelle.

Une branche est un ensemble B tel que (B;D) 2 T . �

Les notions usuelles (branche ferm�ee, Mod etc.) ainsi que les r�egles d'extension du tableau
peuvent être appliqu�ees de fa�con imm�ediate aux tableaux �etendus, les ensembles de repr�esen-
tation �etant simplement pr�eserv�es par les r�egles (par souci de concision nous ne redonnons pas
toutes les d�e�nitions).

9.3.3 Proc�edure d'extraction du mod�ele

Nous d�e�nissons la proc�edure Extract qui extrait un mod�ele partiel d'une branche donn�ee.

Procedure Extract:
% Extracting a Model of a given tableau %

INPUT:
A branch (B;D)
An equational formula X

OUTPUT:
A model of B
or fail

begin

Compute a solution � of Eqpb(T )
if Mod(B�) is D-generalizable
thenM := generalize(B�;D)
else return(fail)
if 9F 2 B�:��M(F) 6� ?
return(fail)
else return(EIs(M))

end

R�egle de g�en�eration du mod�ele.

Rmod :
T : ((B;D)[ S;X )

M

Si M = Extract((B;D);X ) 6= fail et si pour toute formule F de B, M j= F .

Exemple 9.3.2. Les exemples suivants illustrent le fonctionnement de la proc�edure Extract. Soit
Is = f8x::P (x); 8x::Q(x)g.

1. Extract (cas d'�echec 1) : Soit B = f:P (a); P (f(a))g. Soit D = f8x:P (x)g. 8x:P (x) est
uni�able avec P (a) et P (f(a)) donc D n'est pas D-g�en�eralisable. Extract �echoue.

2. Extract (cas d'�echec 2) : Soit B = f:Q(a); P (a); Q(b)_Q(c)g et D = f8x:P (x); 8x:Q(x)g.
8x:P (x) est uni�able avec P (a) et 8x:Q(x) est uni�able avec Q(a) donc la D-g�en�eralisation
de B est M = f8x:P (x); 8x::Q(x)g. Or on a �+M(Q(b) _ Q(c)) � ?, donc Extract �echoue �a
nouveau.



3. Extract (cas de succ�es) : Soit B = f:Q(a); P (a); Q(b) _ Q(c) _ P (c)g et D =
f8x:P (x); 8x:Q(x)g. A nouveau, la D-g�en�eralisation de B est M = f8x:P (x); 8x::Q(x)g.
On a �+M(Q(b)_Q(c)_ P (c)) � >, donc Extract retourne M.

�

9.3.4 La r�egle d'�enum�eration

La r�egle suivante permet de modi�er l'ensemble de repr�esentation associ�e �a une branche du
tableau. Ceci est r�ealis�e lorsque la proc�edure Extract �echoue (c'est-�a-dire lorsque le mod�ele partiel
contenu dans la branche n'est pas D-g�en�eralisable, ou lorsque le mod�ele calcul�e par Extract est
incompatible avec la formule).

Rrep :
((B;D)[ S;X )

((B;D0) [ S;X )

Si M = Extract((B;D);X ) = fail et si D !GR D0.

9.3.5 La proc�edure RAMCET-2 �etendue

On �etend la proc�edure Ramcet-2Is en ajoutant les r�egles Rmod et Rrep. En outre, nous
a�aiblissons les conditions d'application des r�egles R_, R^, R8. Plus pr�ecis�ement, ces r�egles sont
appliqu�ees sur une formule F d'une branche B, associ�ee �a D si :

{ �+Is(F) 6= >.

{ ou si J = Extract((B;D);X ) 6= fail et si �+J (F) 6= >.

9.4 R�esultats de d�ecidabilit�e

Le r�esultat ci-dessous met en �evidence l'int�erêt de l'approche propos�ee.

Th�eor�eme 9.4.1. Soit F 2 Ceq-model. Toute application �equitable des r�egles de Ramcet-2Is
se termine sur F et retourne un eq-mod�ele de F .

Preuve. En premier lieu, nous supposons que la r�egle R8 n'introduit aucune variable libre
dans le tableau.

Soit (Ti)i2N= (Si;Xi)i2Nune s�equence in�nie de tableaux �etendus v�eri�ant Ti !Ramcet-2Is
Ti+1 et S0 = (ffFgg;>). Soit un eq-mod�ele K de F . Il existe une s�equence in�nie de branches
((Bi;Di))i2Ntelle que pour tout i K j= Bi. Soit Mi = Mod(Bi) On note B et M les ensembles
B =

S1
i=1 Bi et M =

S1
i=1Mi.

On a EIs(M) j= F . On note I l'interpr�etation EIs(M).
Supposons qu'il existe k 2 N tel que Extract((B;Dk);>) 6= fail. Puisque Dk est �ni, il existe

un sous-ensemble �ni E de M tel que generalize(E;Dk) = generalize(M;Dk). Par d�e�nition
de B, il existe j � k tel que E � Mj. On a Extract((Bj;Dk);>) = Extract((B;Dk);>). Donc
Dj = Dk et Extract((Bj;Dj);>) = Extract((B;Dk);>). Notons J = Extract((B;Dk);>).

Notons E l'ensemble S(B). Soit F une formule de E.

Supposons que �+J (F) 6= >. Alors, on montre, par induction sur �(F) que c'est impossible.

{ �(F) = 0. F est soit un litt�eral, soit une formule �equationnelle.

{ Si F est un litt�eral alors on a (par d�e�nition de generalize(x; y)), F 2 J , d'o�u �+J (F) � >.

{ Si F est une formule �equationnelle, F est n�ecessairement valide donc J j= F .



{ �(F) > 0. Alors, puisque �+J (F) 6= >, il existe un ensemble de formules S 2 B de degr�e
strictement inf�erieur �a �(F) tel que S j= F . Par hypoth�ese d'induction, on a, pour tout G 2 S,
�+J (G) = >, d'o�u J j= G.

Par cons�equent, la r�egle Rmod s'applique et retourne J .
Maintenant, supposons qu'il n'existe aucun k tel que Extract((B;Dk);>) 6= fail. Par d�e�ni-

tion, cela implique que la d�erivation contient un nombre in�ni d'applications des r�egles GR= et
GR�. Il existe k tel que K est Dk-repr�esentable. Soit K0 = generalize(B;Dk). On a K0 � K donc
��K0(B) � ?. Donc Extract((B;Dk);>) 6= fail, ce qui est impossible.

Maintenant, consid�erons le cas o�u R8 introduit des termes non ferm�es. Soit (Ti)i2Nune s�e-
quence de tableaux �etendus tels que Ti !Ramcet-2Is

Ti+1. On note Xi la formule Eqpb(Ti).

Pour toute substitution � : V ! �(�) telle que 8i:Xi� est valide, Ti�i est ferm�e et
Ti� !Ramcet-2Is

Ti+1�. Par cons�equent, il existe k 2 N tel que Rmod s'applique sur Ti�.

Donc Rmod s'applique sur Ti. c.q.f.d.

En corollaire, on en d�eduit que la m�ethode Ramcet-2 est une proc�edure de d�ecision pour
toute classe de formules C telle que toute formule satisfaisable de C appartient �a Ceq-model

2.
Cela implique que la m�ethode est strictement plus puissante que toutes les approches existantes
pour la construction de mod�eles de Herbrand.

Remarque. En pratique, associer �a chaque branche du tableau un ensemble de repr�esenta-
tion di��erent peut s'av�erer coûteux. N�eanmoins, il est possible d'utiliser un seul ensemble de
repr�esentation pour toutes les branches du tableau (cette strat�egie est utilis�ee dans (Peltier,
1997c)).

9.5 Exemples

Nous illustrons ci-dessous notre approche sur les deux exemples 7.3.4 et 7.3.5 (chapitre 7).
Nous donnons simplement les principaux pas de calcul, c'est-�a-dire la g�en�eration du mod�ele �a
partir de la branche (la construction du tableau ne pr�esente pas d'int�erêt ici).

Exemple 9.5.1. Consid�erons la formule 7.3.4 d�e�nie au chapitre 7.

8x; y:P (x; y), P (f(x); f(y))^ :P (a; f(x))^ P (a; a)

En appliquant la r�egle Rin sur x; y on g�en�ere les formules :

P (x1; y1), P (f(x1); f(y1));:P (a; f(x1)); P (a; a)

L'ensemble de repr�esentation initial est D = f8x; y:P (x; y)g. Appliquons la proc�edure
Extract. Il est clair que Extract �echoue puisque P (a; a) et P (a; f(x1)) sont simultan�ement
uni�ables avec 8x; y:P (x; y). On applique donc la r�egle GR. On obtient D = f8x; y : x 6=
y:P (x; y); 8x:P (x; x)g. La proc�edure Extract retourne alors l'interpr�etation M suivante.

f8x; y : x 6= y : :P (x; y); 8x:P (x; x)g:

En e�et, 8x; y : x 6= y : P (x; y) est uni�able avec P (a; f(x1)) dont le compl�ementaire appartient
�a D et 8x:P (x; x) est uni�able avec P (a; a).M est un mod�ele de la formule initiale (voir chapitre
7). �

Exemple 9.5.2. Consid�erons la formule 7.3.5 (voir chapitre 7).

2: Nous donnerons au chapitre 10 quelques exemples de classes de formules ayant cette propri�et�e.



8x; y:P (x; y), P (f(x); y)
^ P (b; b)
^ 8x::P (b; f(x))

Les r�egles de Ramcet-2 g�en�erent (en particulier) une branche B contenant les faits suivants.

f8x::P (b; f(x)); P (b; b); P (f(b); b); P (f(b); f(u))g

o�u u est une variable libre introduite par la r�egle R8.

Cet ensemble de faits est D-g�en�eralisable pour l'ensemble de repr�esentation D =
f8x:P (b; f(x)); P (b; b);8x:P (f(x); b);8x; y : x 6= y:P (f(x); f(y)); 8x:P (f(x); f(x))g

L'ensemble generalize(B;D) est

generalize(B;D) =

f8x::P (b; f(x)); P (b; b); 8x:P (f(x); b);

8x; y : x 6= y::P (f(x); f(y)); 8x::P (f(x); f(x))g:

�

9.6 Extension au premier ordre

Comme au chapitre 8, nous pouvons �etendre la m�ethode a�n de traiter des formules du
premier ordre (c'est-�a-dire pouvant contenir des quanti�cateurs universels) sans utiliser la skol�e-
misation. Pour cela, nous allons utiliser une nouvelle r�egle destin�ee �a traiter les quanti�cateurs 9.
Cette r�egle est similaire �a la r�egle R8 d�ej�a introduite, �a ceci pr�es qu'elle introduit des disjonctions
au lieu de conjonctions.

R9:

(S [ ff9x:Fg[ Bg;X )

(S [ ff9x:(F ^ x 6= y) _ Ffx! ygg [ Bg;X )

si y est un terme (cela peut être par exemple une nouvelle variable).

Il est facile de voir que cette r�egle est correcte. En revanche, il est clair que la m�ethode ainsi
obtenue n'est pas compl�ete pour la r�efutation, c'est-�a-dire qu'il existe des formules ne poss�edant
aucun mod�ele de Herbrand, mais ne poss�edant pas de tableau ferm�e. En e�et, il est facile de
voir que le probl�eme de savoir si une formule du premier ordre (avec quanti�cateurs existentiels)
admet un mod�ele de Herbrand sur une signature donn�ee est ind�ecidable, et non semi-d�ecidable.

9.7 Conclusion

L'extension de la m�ethode des tableaux s�emantiques pr�esent�ee dans ce chapitre est triple.

{ D'une part, nous proposons une m�ethode permettant de simpli�er les formules apparaissant
dans une branche donn�ee.

{ D'autre part, nous donnons une nouvelle m�ethode pour extraire un mod�ele d'une branche
ouverte du tableau.

{ En�n, nous proposons une m�ethode permettant d'int�egrer l'utilisation de strat�egies s�eman-
tiques.



Ces techniques augmentent strictement le pouvoir de la m�ethode Ramcet-1, c'est-�a-dire
la classe de mod�eles constructibles. Il convient de souligner la modularit�e de l'approche. La
proc�edure d'extraction du mod�ele Extract est ind�ependante de la proc�edure utilis�ee pour g�en�erer
les ensembles de faits. Par cons�equent, elle peut être facilement combin�ee avec n'importe quel
algorithme �enum�erant les mod�eles de Herbrand (par exemple les d�emonstrateurs par tableaux,
Satchmo, les Hyper-Tableaux, Ramc, etc.). De plus, les techniques pr�esent�ees ici peuvent
être g�en�eralis�ees �a d'autres formalismes de repr�esentation de mod�eles tels que les termes avec
exposants entiers ou les automates d'arbres �etudi�es dans la partie III. Il su�t pour cela de
modi�er la d�e�nition des ensembles de repr�esentation, en ajoutant de nouvelles r�egles au syst�eme
GR a�n de prendre en compte les nouvelles caract�eristiques du langage (par exemple dans le
cas des I-termes, pour prendre en compte les constructions de la forme tn:u).





Chapitre 10

Construction de mod�eles et

proc�edures de d�ecision

\Que le po�ete obscur pers�ev�ere dans son obscurit�e s'il veut trouver la lumi�ere"
Jean Paulhan.

Dans ce chapitre, nous identi�ons de fa�con plus pr�ecise certaines classes de formules pour
lesquelles les m�ethodes propos�ees se terminent et sont capables de construire des mod�eles. Nous
donnons quelques exemples de classes dont toutes les formules satisfaisables appartiennent �a
Ceq-model. En corollaire, la m�ethode Ramcet est une proc�edure de d�ecision uniforme pour
toutes ces classes.

10.1 Arbres de d�erivation

Cette section introduit quelques d�e�nitions et notations qui seront utiles par la suite. Le
concept d'arbre de d�erivation sera utilis�e pour repr�esenter et manipuler les d�erivations utilisant
les c-r�egles de r�efutation.

D�efinition 10.1.1. Un arbre de d�erivation est un arbre �etiquet�e par des c-clauses tel que :

{ Toute c-clause d'un n�ud donn�e qui n'est pas une feuille peut être obtenue �a partir de ses �ls
par application de la r�egle c-r�esolution ou c-factorisation.

{ La c-clause �a la racine est di��erente de >.

L'ensemble des c-clauses d'entr�ee d'un arbre de d�erivation est l'ensemble des c-clauses conte-
nues dans les feuilles de l'arbre. La conclusion d'un arbre de d�erivation T est la c-clause [[R : X ]]
apparaissant �a la racine. On note MT la formule X .

Un arbre de d�erivation T est appel�e un arbre de r�efutation si et seulement si sa conclusion
est vw (la c-clause vide). Un arbre de d�erivation T est un arbre de d�erivation d'un ensemble de
c-clauses S si toute c-clause d'entr�ee de T est une variante d'une c-clause de S. Un arbre de
d�erivation est dit ferm�e s'il ne contient que des c-clauses ferm�ees. �

Remarque. Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que toutes les c-clauses d'entr�ee d'un arbre
de d�erivation ne partagent aucune variable.

Le lemme suivant permet d'e�ectuer certaines transformations sur les arbres de d�erivations.

Lemme 10.1.1. Soit S = f[[C1 : X1 ^ Y1]]; : : : ; [[Cn : Xn ^ Yn]]g. Soit T un arbre de d�erivation
de S.



MT est de la forme Z ^
Vn

i=1 Yi.
Soit

S2 = f[[C1 _R1 : X1 ^ Y
0
1]]; : : : ; [[Cn _ Rn : Xn ^ Y

0
n]]g tel que 8i � n:F+

I ([[Ri : Xi ^ Y
0
i]]) = ?

et Z ^
Vn

i=1Y
0
i est satisfaisable.

Alors, il existe un arbre de d�erivation T2 tel que :

{ L'ensemble de c-clauses d'entr�ee de T2 est S2.

{ MT2 = Z ^
Vn

i=1 Y
0
i .

{ La conclusion de T2 est [[R1 _ : : :Rn _R :MT2 ]], o�u [[R :MT ]] est la conclusion de T .

Preuve. La preuve est par induction sur l'ensemble des arbres de d�erivation.

{ Cas de base. La preuve est imm�ediate si T est r�eduit �a un seul n�ud.

{ Cas inductif. T admet un n�ud c : [[R : Y ]] dont les �ls sont des feuilles. Sans perte de
g�en�eralit�e, on suppose que les �ls de [[R : Y ]] sont [[C1 : X1 ^ Y1]]; : : : ; [[Cq : Xq ^ Yq ]] (avec
q � n). Distinguons deux cas.

{ c-r�esolution. [[R : Y ]] est un I-c-r�esolvent de [[C1 : X1 ^ Y1]]; : : : ; [[Cq : Xq ^ Yq ]]. Y
est de la forme Y 0 ^

Vq
i=1Yi o�u Y 0 apparâ�t dans la conjonction Z . Puisque 8i �

n:F+
I ([[Ri : Xi ^ Y

0
i ]]) = ? et Z ^

Vn
i=1Y

0
i est satisfaisable, il existe un I-c-r�esolvent

[[R _
Wq

i=1 :Ri : Y 0 ^
Vq

i=1Y
0
i ]] de [[C1 _ R1 : X1 ^ Y 0

1]]; : : : :[[Cq _ R : Xq ^ Y 0
q]].

Soit T 0 l'arbre obtenu en supprimant les �ls de [[R : Y ]]. Par hypoth�ese d'induction il existe
un arbre de d�erivation T 0

2 tel que :

{ MT 0
2
� Z ^

Vn
i=q+1 Y

0
i ^
Vq

i=1 :Y
0
i .

{ L'ensemble des c-clauses d'entr�ee de T 0
2 est

f[[R_
q_

i=1

:Ri : Y 0 ^
q̂

i=1

Y 0
i]]g [ f[[Ci _Ri : Xi ^ Y

0
i]]=i > qg:

{ La conclusion de T 0
2 est de la forme

[[Rq+1 _ : : :_Rn _
q_

i=1

Ri _R :MT 0
2
]]:

Consid�erons l'arbre de d�erivation T2 obtenu en rempla�cant le n�ud

[[R_
q_

i=1

:Ri : Y 0 ^
q̂

i=1

Y 0
i]]

de T 0
2 par l'arbre de racine

[[R_
q_

i=1

:Ri : Y 0 ^
q^

i=1

Y 0
i]]

et de �ls
[[C1 _R1 : X1 ^ Y

0
1]]; : : : :[[Cq _R : Xq ^ Y

0
q ]]:

On a de fa�con �evidente :

{ MT2 =MT 0
2
, donc MT2 = Z ^

Vn
i=1 Y

0
i .

{ L'ensemble des c-clauses d'entr�ee de T2 est S2.

{ La conclusion de T2 est identique �a celle de T 0
2 i.e. [[R1 _ : : :_Rn _R :MT2 ]].

{ Etape de c-factorisation. La preuve est similaire.

c.q.f.d.



Q

10.2 Classes d�ecidables par r�esolution s�emantique

Dans un premier temps, nous comparons notre approche, fond�ee sur la construction de
mod�eles, avec des techniques de d�ecision utilisant certaines strat�egies de r�esolution s�emantique,
telles que l'hyperr�esolution (Ferm�uller et al., 1993). L'hyperr�esolution peut être consid�er�ee
comme un cas particulier de la r�esolution s�emantique o�u l'interpr�etation choisie pour guider la
recherche a�ecte la valeur false �a tout atome. Dans (Ferm�uller et al., 1993; Leitsch, 1993),
il est montr�e que l'hyperr�esolution peut être utilis�ee comme proc�edure de d�ecision pour une
large classe de formules logiques, contenant en particulier les classes Pvd, Occ1N, etc. Dans
cette section, nous montrons que si Is est une eq-interpr�etation et S un ensemble de clauses
satisfaisable tel que la Is-r�esolution se termine sur S, alors S admet un eq-mod�ele M, donc
S 2 Ceq-model.

10.2.1 L'op�erateur Res

Notons ResI la proc�edure d�e�nie par les r�egles c-factorisation, Model Explosion et I-c-
r�esolution.

Remarque. Il est clair que si la r�egle de r�esolution s�emantique (au sens de (Slagle, 1967))
se termine sur S, alors Res1I (S) est �ni.

On note DSub� la proc�edure d�e�nie par la r�egle c-dissubsumption, restreinte par la strat�egie
suivante.

La r�egle de c-dissubsomption est appliqu�ee sur une c-clause C si et seulement si il existe n
c-clauses C1; : : : ; Cn 2 S v�eri�ant les propri�et�es suivantes.

{ DSub(fC1; : : : ; Cng; S) = >.

{ Pour tout litt�eral L 2 Ci il existe un c-litt�eral L0 2 C tel que L0 � L.

Une c-clause C est dite �-subsum�ee par un ensemble E si et seulement si DSub�
�(C[E) = E

(not�e E �� C).

Exemple 10.2.1. La clause P (x) _ R(x) subsume P (a) _R(a) _ Z(a), mais ne �-subsume pas
P (a) _R(a) _ Z(a). En revanche P (x) _R(x) �-subsume P (x) _R(x) _Q(x). �

10.2.2 R�esolution s�emantique et construction de mod�ele

Th�eor�eme 10.2.1. Soit I une eq-interpr�etation. Soit S un ensemble de c-clauses telles que :

{ La partie contrainte des clauses de S est > (donc S est un ensemble de clauses, au sens
habituel).

{ S est satisfaisable.

{ La r�esolution I-s�emantique se termine sur S.

Alors S admet un eq-mod�ele.

Preuve. Notons S0 = DSub�
�(Res1I (S)). On a vw 62 S0. Construisons un eq-mod�ele M

de S. Pour cela, des techniques similaires �a celles de (Ferm�uller et Leitsch, 1996) sont
utilis�ees pour extraire un eq-mod�ele de S. Cependant elles sont plus compliqu�ees, car la r�egle de
d�ecomposition ne peut être appliqu�ee directement, �a la di��erence de (Ferm�uller et Leitsch,
1996).



Soit I1(S), I2(S) les invariants suivants.

{ I1(S) est vrai si et seulement s'il existe un ensemble de c-clauses ES tel que
toute c-clause de S est de la forme [[R : X1�1 _ : : :_ Xn�n]] o�u il existe une c-clause
[[Z1�1 _ : : :_ Zn�n _ R : >]] 2 S0 v�eri�ant [[Zi : Xi]] 2 ES ([[R : X1�1 _ : : :_ Xn�n]] est dite
ES-domin�ee par [[Z1�1 _ : : :_ Zn�n _ R : >]]).

{ I2(S) est vrai si et seulement si Res1I (S) est �ni.

Le principe de la preuve est le suivant. Nous supposons ces invariants satisfaits pour S,
et nous d�e�nissons une fonction � transformant S en un nouvel ensemble de c-clauses \plus
simple" (en un sens �a pr�eciser) que S. Nous montrons ensuite que les invariants sont pr�eserv�e
lors du processus, c'est-�a-dire que si I1; I2 sont satisfaits pour S, alors ils le sont �egalement pour
�(S). En�n, nous prouvons que ce processus ne peut se poursuivre ind�e�niment, c'est-�a-dire que
l'application r�ep�et�ee de � �nit par g�en�erer un mod�ele de S.

D�efinition 10.2.1. Une sous-c-clause [[L : X ]] apparaissant dans une c-clause [[L _R : X ]]
de S est dite minimale si et seulement si pour toute c-clause [[L0 : X 0]] 2 S on a :

{ soit L0 est une clause unitaire,

{ soit il existe un c-litt�eral l0 de [[L0 : X 0]] tel que pour tout c-litt�eral l 2 [[L : X ]] on a l0 6� l.

�

Remarque. Si S est �ni, alors S contient au moins une sous-c-clause minimale.

Processus de construction du mod�ele.
Soit S un ensemble v�eri�ant S = DSub�

�(Res1(S)). Distinguons deux cas, suivant la forme
de S.

1. Si toute c-clause non unitaire de S est vraie dans I, alors (d'apr�es le th�eor�eme 7.2.5), S est
la repr�esentation d'un eq-mod�ele de S.

2. Sinon, il existe P = [[L : X ]] une c-clause minimale de S, apparaissant dans une c-clause
[[L _R : X ]] non valide dans Is.
Soit T un arbre de r�efutation de S [ [[R : X ]]. Alors il existe, d'apr�es le lemme 10.1.1, un
arbre de d�erivation T 0 de S, vers une c-clause de la forme [[L�1 _ : : :_ L�k :MT ]]. On note
(C1) la condition suivante : pour tout arbre de r�efutation T de S[ [[R : X ]], la conclusion de
l'arbre T 0 associ�e est �-subsum�ee par un ensemble de c-clauses unitaires de S.

Remarque. Soit T un arbre de r�efutation de S [ [[R : X ]]. Soit f[[R : X ]]�i=1 � i � kg
l'ensemble des variantes de [[R : X ]] appartenant aux c-clauses d'entr�ee de T . S'il existe
i 2 [1::k] v�eri�ant [[L : X ]]�i 6� [[L :MT ]]�, alors [[L :MT ]]�i � [[L : X ]]. Puisque P est
minimal, [[L�1 _ : : :_ L�k :MT ]] est �-subsum�e par un ensemble de c-clauses unitaires de
S. Par cons�equent (C1) est satisfait.

Deux cas sont �a distinguer.

{ Cas 1. Tout d'abord, supposons que (C1) est valide.
Soit E l'ensemble de c-clauses unitaires L0 de S telles que L0 est une instance d'un c-litt�eral
de [[L : X ]]. On note [[L : Y ]] = DSub(E; [[L : X ]]).
Supposons que S0 = S [ [[R : Y ]] est insatisfaisable. Alors il existe un arbre de r�efutation
T 0 de S0. D'o�u (d'apr�es le lemme 10.1.1), il existe un arbre de d�erivation de S g�en�erant
une c-clause de la forme [[L�1 _ : : :_ L�n : X 0]]. D'apr�es (C1), on doit avoir E �sub�

[[L�1 _ : : :_ L�n : X 0]].
Soit � une solution de MT 0 . Il existe i � n tel que E �sub L�i�. Cela signi�e que
� 62 S(Y�i), ce qui est impossible par d�e�nition des arbres de d�erivation.
D'o�u S0 = S [ [[R : Y ]] est satisfaisable. On note �(S) = S0.
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{ Cas 2. Supposons maintenant qu'il n'existe aucune c-clause telle que la condition (C1)
est satisfaite. Par cons�equent, il existe dans Res1I (S) un c-litt�eral P tel que P 6� S et une
c-clause C de la forme [[P1 _ : : :_ Pn : Y ]] o�u [[Pi : Y ]] (1 � i � n) sont des variantes de
P . Nous allons prouver que S [ fPg est satisfaisable.
Si S[fPg n'est pas satisfaisable, il existe un arbre de r�efutation de S[fPg ne satisfaisant
pas (C1). Soit n le nombre de variantes de P dans les c-clauses d'entr�ee de l'arbre de
r�efutation. Puisque P 6� S, on a n > 1.
Soit E0 l'ensemble des c-clauses C0 de DSub�

�(S) telles que tout c-litt�eral de C0 est une
variante de P . Soit E l'ensemble des c-clauses C d�erivables de S telles que C est subsum�ee
par une c-clause de E0.
Toute c-clause de E est domin�ee par une c-clause de S0, donc peut être transform�ee par
les r�egles d'uni�cation (i.e. d�ecomposition et remplacement) en une c-clause de la forme :
[[L_ R0 : X1 ^ : : :^ Xk]], o�u k est born�e (car S0 est �ni). . Soit kmax l'entier k maximal
et Cmax une c-clause de E correspondant �a kmax. Par d�e�nition, il existe C 2 E0 tel
que C subsume Cmax. Il existe un arbre de r�efutation de S [ fPg contenant n variantes
P�1; : : :P�n de P et ne satisfaisant pas (C1). Par cons�equent, d'apr�es le lemme 10.1.1,
et puisque tout litt�eral de C est une variante de P , il existe un arbre de d�erivation de
S [ fCg g�en�erant une c-clause C0. D'apr�es (C1), C

0 2 E0. En outre, il existe un arbre de
d�erivation de S vers une c-clause D de la forme:

[[R�1 _ : : :R�n : (X1 ^ : : :^ Xkmax)�1 ^ : : :^ (X1 ^ : : :^ Xkmax )�n ^MT ]];

o�u D est subsum�ee par C0. D peut être transform�ee en une clause dont la partie contrainte
contient n� kmax sous-formules. Puisque n > 1 et n� kmax � kmax, on a kmax = 0.
D'apr�es I1(S), on en d�eduit que Y est >. Soit � une substitution associant �a toute va-
riable de sorte s un unique terme ferm�e ts de même sorte (arbitrairement choisi). On a
[[P1 _ : : :_ Pn : Y ]]� � P1�.
Il existe un arbre de r�efutation T de S [ f[[P1 : Y ]]g qui ne satisfait pas (C1). Puisque
C1 est falsi��ee, pour toute variante [[P1 : Y ]]� dans T , 9x:MT est valide (o�u x =
Var(MT ) n Var(Y�)). MT est un probl�eme d'uni�cation. Soit X 0 la forme normale de
MT par rapport aux r�egles d'uni�cation usuelles (d�ecomposition, test d'occurrence, in-
compatibilit�e et remplacement). Soit y une variable n'appartenant pas �a x. Si X 0 contient
une �equation de la forme y = f(t), alors 9x:MT n'est pas valide, ce qui est impossible.
Donc X 0 ne contient que des �equations de la forme x = y o�u x et y sont des variables. Par
cons�equent, T � est un arbre de r�efutation et S [ f[[P1� : Y�]]g est insatisfaisable ce qui
est impossible, car S est satisfaisable et S j= [[P1� : Y�]].
Par cons�equent, S [ fPg est satisfaisable. On note �(S) = S [ fPg.

Nous allons maintenant prouver que les invariants I1; I2 sont pr�eserv�es.

1. I1(S) est v�eri��e. I1(S0) est �evidemment satisfait, puisque S0 contient seulement des clauses.
Soit S0 = �(S). Supposons que I1(S) est satisfait. Soit C une c-clause de ResI(S

0). C est
obtenue �a partir de c-clauses de S0 par une d�erivation de longueur k. La preuve est par
induction sur k. Par construction, S0 est de la forme S[f[[R : X ^ Y ]]g o�u [[P _R : X ]] 2 S.
Soit ES0 = ES [ f[[P : Y ]]g.

{ k = 0. Si C 2 S, la preuve est imm�ediate, puisque I1(S) est vrai. Sinon, C = [[R : X ^ Y ]].
Alors par I1(S), il existe une clause Z _ P 0 _ R0 2 S0 ES-dominant [[P _ R : X ]]. Alors
Z _ P 0 _R0 ES0-domine [[R : X ]].

{ k > 0. Soit D la derni�ere c-clause d�eduite dans la d�erivation. D est d�eduite soit par
factorisation, soit par r�esolution.

{ factorisation. D est de
la forme : [[P (t) _R : X ^ s = t]] o�u D0 = [[P (t) _ P (s) _R : X ]] est d�eductible de S



par une d�erivation de longueur k � 1. Par hypoth�ese d'induction, il existe dans S0 une
clause de la forme Z_P 0

1_P
0
2_R

0 ES0-dominant D0. Par irr�eductibilit�e par factorisation,
il existe dans S0 une clause de la forme Z _ P 00 _R00 ES0-dominant D.

{ r�esolution. La preuve est similaire.

Par cons�equent, I1 est pr�eserv�e.

2. I2(S) est v�eri��e. C'est une cons�equence de I1(S).

Toute c-clause de ResI(S) est de la forme : [[R :
Wn

i=1 Xi�i]] o�u il existe une clause Z1�1 _
: : :_ Zn�n _ R 2 S0 telle que [[Zi : Xi]] 2 ES. Puisque le nombre de c-clauses de S0 est �ni,
il existe un nombre �ni de formules distinctes

Wn
i=1Xi�i (le nombre de substitutions � et

de c-litt�eraux possibles sont �nis). Par cons�equent, le nombre de c-clauses de ResI(S) est
born�e.

Soit �0 = �:Res. On peut construire une s�equence (�eventuellement in�nie) d'ensembles de
c-clauses satisfaisant I1 et I2 et obtenus par des applications r�ep�et�ees de �0 :

S; �0(S); �0(�0(S)); : : : ; �0n(S) : : :

On note Si l'ensemble �0i(S). Il reste �a prouver que la s�equence (Si) est �nie.

Supposons que (Si) est in�nie. Soit Ci = [[R : Y ]] la c-clause choisie �a l'�etape i durant la
construction de (Si). On note �(n; S) la cardinalit�e de l'ensemble des c-clauses de longueur n
dans DSub�

�(S). mi est la longueur maximale des c-clauses C de Si telles qu'il existe j > i et
D 2 Sj tels que C domine D.

Pour tout i on note ji le plus petit j tel que j > i et 9D 2 Sj , 9C 2 Si tel que C domine D
et jCj = mi.

Soit j > i. Puisque toute c-clause ajout�ee �a Sj pendant le processus de construction de (Sj)
est domin�ee par une clause de Si, on a : 8n � mi:�(n; Si) � �(n; Sj). En outre �(mi; Si) >
�(mi; Sji). De plus, si j > i, on a par d�e�nition mj � mi. Par cons�equent, il est possible de
construire une s�equence in�nie (ji)i2Ntelle que le couple (mji ; �(mji; Sji)) d�ecrô�t strictement.
c.q.f.d.

10.2.3 Port�ee et limite du th�eor�eme pr�ec�edent

Le th�eor�eme 10.2.1 montre que notre m�ethode est plus g�en�erale que la r�esolution s�emantique
(guid�ee par une eq-interpr�etation). Il nous permet de donner une caract�erisation s�emantique
d'une large classe de formules pour laquelle Ramcet est une proc�edure de d�ecision. En e�et,
il existe de nombreuses classes de formules pour lesquelles la r�esolution s�emantique (avec une
eq-interpr�etation) se termine. D'apr�es le th�eor�eme 10.2.1, notre m�ethode est une proc�edure de
d�ecision pour toutes ces classes (voir section 10.4).

Mettons maintenant en �evidence quelques limites de ce th�eor�eme. Tout d'abord, on pourrait
chercher �a �etendre la d�emonstration �a des c-clauses quelconques au lieu de clauses standards.
Cela est impossible, comme le montre l'exemple ci-dessous.

Exemple 10.2.2. Soit S l'ensemble de c-clauses suivant sur la signature � = f0; succg.

[[:P (x; y)_ :P (y; x) : x 6= y]]
[[P (x; y)_ P (y; x) : x 6= y]]

De fa�con �evidente, la c-;-r�esolution se termine sur S et S est satisfaisable (l'interpr�etation
P (succi(0); succj), i < j est un mod�ele de S). Cependant, S n'admet aucun eq-mod�ele sur la
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signature f0; succg. En e�et :

Preuve. Supposons que S 2 Ceq-model. Soit I un eq-mod�ele de S. Sans perte de g�en�eralit�e,
nous supposons que I est en forme normale. Soit p la profondeur maximale des termes de I. Soit
t1; t2 les termes succp+1(0) et succ2p+1(0). On a t1 6= t2 donc, soit I j= P (t1; t2), soit I j= P (t2; t1).
Supposons que I j= P (t1; t2) alors I j= :P (t2; t1). Donc il existe un c-litt�eral L de I tel que
P (t1; t2) � L. La partie clause de L est de la forme P (succn(x); succm(y)), avec n � p, m � p.
En outre, la partie contrainte X de L est soit >, soit x = y, soit x 6= y. I j= :P (t2; t1) donc
P (t2; t1) 6� L. Par cons�equent, on a X 6� >. De plus, puisque P (t1; t2) � L, X 6� x = y. Donc
X � x 6= y. Dans ce cas P (t2; t1) � L, ce qui est impossible. c.q.f.d.

Remarque. L'interpr�etation de P peut être exprim�ee par des contraintes dans les termes avec
exposants entiers (voir (Peltier, 1997a) ou chapitre 11) : il su�t d'utiliser la formule: P (x; y),
9n;m:x = succn(0)^ y = succm(0)^ n < m), ou par des contraintes d'ordre (P (x; y), x < y).

�

Il est �egalement tr�es naturel de chercher �a �etendre ce r�esultat au cas ou la subsomption est
utilis�ee conjointement �a la r�esolution s�emantique. Malheureusement, le th�eor�eme 10.2.1 n'en est
plus un si la r�egle de subsomption est utilis�ee pour r�eduire l'espace de recherche, comme l'illustre
l'exemple suivant.

Exemple 10.2.3. Soit S =

E(x; x)
E(x; y)_ :E(succ(x); succ(y))
:E(0; succ(x))
:E(succ(x); 0)
E(x; y)_ :P (x; y)_ :P (y; x)
P (x; y)_ P (y; x)

Cette formule n'admet aucun eq-mod�ele sur la signature f0; succg. En e�et l'interpr�etation
de E est l'�egalit�e syntaxique sur l'univers de Herbrand. Donc, S est �equivalent �a

fE(x; x); [[:E(x; y) : x 6= y]]; P (x; x); [[:P (x; y)_ :P (y; x) : x 6= y]]; P (x; y)_ P (y; x)g

qui ne poss�ede aucun eq-mod�ele, comme nous l'avons vu pr�ec�edemment. Or l'hyperr�esolution (cas
particulier de la r�esolution s�emantique) avec la subsomption se termine sur S. Les seules nouvelles
c-clauses g�en�er�ees sont en e�et soit E(x; y)_ P (x; y)_ P (y; x), qui est subsum�ee par P (x; y)_
P (y; x), soit E(x; x)_ P (x; x) qui est subsum�ee par E(x; x). Evidemment, l'hyperr�esolution ne
se termine pas sur S si la subsomption n'est pas utilis�ee pour r�eduire l'espace de recherche. �

En revanche, il est possible de chercher �a �etendre ces r�esultats au cas ou une restriction de la
subsomption est utilis�ee. Par exemple, nous pouvons consid�erer le cas o�u seule la subsomption
unitaire est utilis�ee (cas fr�equent en pratique, car la subsomption non unitaire est coûteuse �a
mettre en �uvre). Nous conjecturons que le th�eor�eme 10.2.1 est toujours valable dans ce cas.

10.3 La classe monadique

Une formule du premier ordre est dite monadique, si elle ne contient aucun symbole de
fonction et si tous les symboles de pr�edicat sont d'arit�e 1 au plus. Comme nous l'avons vu
pr�ec�edemment, les ensembles de clauses satisfaisables obtenus �a partir de formules de la classe
monadique ne poss�edent pas n�ecessairement de eq-mod�ele. Cependant, il est possible de montrer



que toute formule monadique satisfaisable appartient �a Ceq-model. Pour cela, il su�t d'utiliser
un algorithme de transformation en forme clausale visant �a r�eduire la port�ee des quanti�cateurs
avant skol�emisation, et permettant de transformer toute formule monadique en un ensemble de
clauses ne contenant aucun symbole de fonction d'arit�e sup�erieure �a 1. Cette transformation est
fond�ee sur le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 10.3.1. Soit F une formule monadique. F est �equivalente �a une combinaison boo-
l�eenne F 0 de formules de la forme 9x:M ou 8x:M, o�u M ne contient aucun quanti�cateur et
Var(M) = fxg.

Preuve. Voir par exemple (Ophelders et De Swart, 1993). c.q.f.d.

Remarque. La preuve du th�eor�eme pr�ec�edent fournit en outre un algorithme pour construire
automatiquement la formule F 0 correspondant �a une formule monadique F .

Corollaire 10.3.1. Soit F une formule de la classe monadique. Il existe un ensemble de clauses
S sans symbole de fonction d'arit�e sup�erieure ou �egale �a 1 telle que F est satisfaisable si et
seulement si S est satisfaisable, et tout mod�ele de S est un mod�ele de F .

Preuve. Il su�t d'appliquer la proc�edure habituelle de transformation sous forme clausale
sur la formule F 0, en appliquant l'op�eration de skol�emisation avant la r�eduction en forme pr�enexe.
Par d�e�nition de F 0, aucun quanti�cateur n'est sous la port�ee d'un autre quanti�cateur. Donc,
tous les symboles de fonction introduits dans la formule sont d'arit�e 0. c.q.f.d.

Remarque. On a alors S 2 Ceq-model, d'o�u F 2 Ceq-model.

Corollaire 10.3.2. Les m�ethodes Ramc et Ramcet sont des proc�edures de d�ecision pour la
classe monadique, si la traduction d�e�nie plus haut est utilis�ee.

Notons toutefois que la transformation des formules de la classe monadique en ensemble de
clause sans symbole de fonction exprim�ee par le th�eor�eme 10.3.1 est exponentielle, donc reste de
se r�ev�eler inutilisable en pratique. Par cons�equent, l'utilisation de strat�egies d'ordonnancement
(Ferm�uller et al., 1993) pour la d�ecision de cette classe de formules semble pr�ef�erable en
g�en�eral.

10.4 R�esum�e des classes d�ecidables par notre m�ethode

Nous donnons ci-dessous une liste de classes de formules dont toute formule satisfaisable
appartient �a Ceq-model, pour lesquelles la m�ethode Ramcet-2Is est une proc�edure de d�ecision.
Nous rappelons succintement la d�e�nition de certaines de ces classes.

{ Classe monadique : classe de formules ne contenant que des symboles de pr�edicat d'arit�e
1 ou 0, et ne contenant aucun symbole de fonction d'arit�e 1 ou plus.

{ Classe Bernays{Sch�on�nkel : classe de formules de forme pr�enexe de la forme 9x:8y:M,
o�u M ne contient aucun symbole de fonction d'arit�e 1 ou plus.

{ Classe PVD (Ferm�uller et al., 1993) : ensembles de clauses telles que pour toute va-
riable x, la profondeur maximale d'occurrence de x dans un litt�eral positif est inf�erieure �a
la profondeur maximal d'occurrence de x dans un litt�eral n�egatif (modulo un renommage
des litt�eraux). Pvd contient en particulier les sous-classes de Horn KI et KII. Pvd peut être
d�ecid�ee par hyper-r�esolution.
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{ Classe OCC1N (Ferm�uller et al., 1993) : ensembles de clauses C telles que pour toute
variable x :

1. le nombre d'occurrence de x dans des litt�eraux n�egatifs de C est inf�erieur ou �egal �a 1,

2. si x apparâ�t �a la fois dans un litt�eral n�egatif et positif de C, alors la profondeur maximale
d'occurrence de x dans un litt�eral positif est inf�erieur �a la profondeur minimal d'occurrence
de x dans un litt�eral n�egatif.

Occ1N contient en particulier les sous-classes de Horn D2 et D3 (Ferm�uller et al.,
1993). L'hyperr�esolution (avec l'op�eration de condensing) (qui est un cas particulier de la
subsomption) est une proc�edure de d�ecision pour Occ1N.

{ Classe VED (Ferm�uller et al., 1993) : ensemble des clauses de Horn telle que toutes
les occurrences d'une même variable apparaissent �a des profondeurs identiques. Cette classe
est d�ecidable par hyper-r�esolution.

{ Classe RRSD (Klingenbeck, 1996).

{ Classe KPOD. (Leitsch, 1993). Un ensemble de clauses S appartient �a la classe Kpod
si toute clause C de S contient exactement 2 litt�eraux et si pour toute variable x le nombre
d'occurrence de x dans les litt�eraux n�egatifs de C est strictement inf�erieur au nombre d'oc-
currence de x dans les litt�eraux positifs de C (modulo un renommage des litt�eraux).

{ Classe des ensembles de clauses d�ecompos�ees. Une clause est d�ecompos�ee si deux
litt�eraux distincts ne partagent aucune variable.

10.5 Ind�ecidabilit�e du probl�eme \S a un eq-mod�ele"

A�n de montrer que la m�ethode Ramcet est une proc�edure de d�ecision pour une classe de
formules donn�ee, il su�t de montrer que toute formule satisfaisable de cette classe admet un eq-
mod�ele. Par cons�equent, une question se pose : existe-t-il un algorithme permettant de d�ecider si
un ensemble de clauses donn�e admet un eq-mod�ele? Un tel algorithme serait d'un grand int�erêt
pratique, puisqu'il donnerait une caract�erisation syntaxique de la classe de formules traitable par
notre m�ethode. Malheureusement, ce probl�eme est ind�ecidable, comme le montre le th�eor�eme
suivant.

Th�eor�eme 10.5.1. Le probl�eme \F 2 Ceq-model ?" est ind�ecidable.

Preuve. On r�eduit le probl�eme \F 2 Ceq-model ?" au probl�eme de correspondance de Post
qui est connu comme ind�ecidable.

Soit a1; : : : ; an et b1; : : : ; bm deux s�equences de châ�nes de caract�eres sur un alphabet V . Soit
� = f0; succg [ V .

Pour toute châ�ne s on note l(s) la longueur de l et si i � l(s), on note s(i) le i-�eme symbole
de s.

Consid�erons l'ensemble de formules suivantes.



1 P1(0; 0).
2 P2(0; 0).
3 (�E(X; Y ) _E(I; 0))^ P1(X; I)^ P2(Y; I),W

i2[1::n]

Vl(ai)
j=1 Q(ai(j); succ

j�1(X))^
Vl(bi)

j=1 Q(bi(j); succ
j�1(Y ))

^P1(succ
l(ai)(X); succ(I))^ P2(succ

l(bi)(Y ); succ(I))
4 :Q(X; Y ) _ :Q(Z; Y ) _E(X;Z):
5 E(X;X):
6
V

f2�;a(f)=n

Wn
i=1E(Xi; Yi), E(f(X1; : : : ; Xn); f(Y1; : : : ; Yn))

7
V

f;g2�;f 6=g :E(f(x); g(x))
8 E(X; Y ) _ �P1(X;Z)_ �P1(Y; Z):
9 E(X; Y ) _ �P1(Z;X)_ �P1(Z; Y ):
10 E(X; Y ) _ �P2(X;Z)_ �P2(Y; Z):
11 E(X; Y ) _ �P2(Z;X)_ �P2(Z; Y ):
12 P1(X; Y )) (R(Y ), :R(s(Y )))

Remarque. L'interpr�etation de E est l'�egalit�e sur �(�).

Nous allons montrer que S 2 Ceq-model si et seulement s'il existe une s�equence d'entiers
i1; : : : ; ik satisfaisant le probl�eme de correspondance de Post.

{ Supposons qu'il existe un eq-mod�ele M de S. Sans perte de g�en�eralit�e, nous supposons
que M est en forme normale. A cause de la formule 12, si pour tout n, il existe x tel que
M j= P1(x; n), alors pour tout n, on aM j= R(n), :R(n+1). C'est impossible, puisqueM
est un eq-mod�ele. Donc, il existe n tel que P1(x; n) est faux. Supposons qu'il n'existe aucun
(x; i) tel que i > 0 etM j= P1(x; i)^P2(x; i). Alors, par induction sur N, on montre que pour
tout i il existe x; y tel que M j= P1(x; i)^ P2(y; i) ce qui est impossible. Par cons�equent, il
existe k 6= 0 et i tels que M j= P1(k; i)^ P2(k; i). Par induction sur N et en utilisant 3 on
montre que si P2(k; i) est vrai, alors pour tout k0 < k, il existe x tel que Q(k0; x). D'apr�es
4, x est unique. Soit si le terme tel que Q(i; si). Soit s la châ�ne s1: : : : :sk�1. A cause de la
formule 3 et puisque P (0; 0) est valide dans M, s est une châ�ne de la forme ai1 :ai2: : : : :aik
(par induction sur k) et de la forme bi1 : : : : :bik . Donc on a s = ai1 :ai2 : : : : :ail = bi1:bi2: : : : :bil.

{ R�eciproquement, supposons qu'il existe une s�equence satisfaisant le probl�eme de Post
(i1; : : : ; il). Soit s = ai1 : : : : :ail . Soit M le eq-mod�ele suivant.

8z < l:Q(z; s(z)).
8z � l:P1(l(ai1) + : : :+ l(aiz); z)
8z � l:P2(l(bi1) + : : :+ l(biz); z)
8x; y:E(x; y), (x 6= y)
8x � l=x = 2� k;R(x)

Il est tr�es facile de v�eri�er que cet ensemble de litt�eraux est satisfaisable et que le mod�ele
correspondant satisfait S(a; b).

c.q.f.d.

Le th�eor�eme 10.5.1 montre qu'il n'est pas possible de donner une caract�erisation syntaxique
de Ceq-model. Puisque le eq-mod�ele de S(a; b) donn�e dans la preuve est �egalement une interpr�e-
tation atomique, il n'existe aucune caract�erisation syntaxique de la classe Catomic.
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Chapitre 11

Termes avec exposants entiers

11.1 Limite du pouvoir d'expression des formules �equationnelles

Dans la partie pr�ec�edente, nous avons propos�e et �etudi�e diverses m�ethodes de construction de
mod�eles de Herbrand. Ces interpr�etations �etaient repr�esent�ees par des formules �equationnelles
interpr�et�ees dans la th�eorie vide. Mais, comme nous l'avons vu au chapitre 7, les formules
�equationnelles ont un pouvoir d'expression limit�e. Consid�erons la formule S suivante :

P (x) _ P (f(x))
:P (x) _ :P (f(x))
P (a)

S admet un unique mod�ele de Herbrand (sur la signature � = fa; fg) qui est :

P (fn(a)) est vrai si et seulement si n est pair.

Cette interpr�etation ne peut pas être exprim�ee par une formule �equationnelle, i.e. elle n'est
pas une eq-interpr�etation (voir par exemple (Klingenbeck, 1996) pour une d�emonstration
formelle). Cet exemple montre qu'il existe des formules satisfaisables tr�es simples ne poss�edant
pas de eq-mod�ele. Il est donc naturel de chercher un formalisme plus expressif, permettant de
repr�esenter une plus large classe d'interpr�etations. Pour cela, une solution consiste �a �etendre
la classe de formules utilis�ees dans les contraintes en introduisant des langages plus expressifs
que les formules �equationnelles du premier ordre. Les langages consid�er�es doivent n�eanmoins
pr�eserver les propri�et�es de l'approche initiale, c'est-�a-dire qu'il doit exister un algorithme pour
la r�esolution des contraintes dans la th�eorie consid�er�ee. Plusieurs solutions sont envisageables
a�n d'�etendre le langage utilis�e dans la repr�esentation du mod�ele. Nous pouvons tout d'abord
repr�esenter le mod�ele par une formule �equationnelle interpr�et�ee dans une th�eorie non-vide E,
inconnue �a priori, et calcul�ee pendant le processus de construction. Il s'agirait alors de r�esoudre
les contraintes dans une alg�ebre non libre (l'alg�ebre initiale de la th�eorie consid�er�ee). Par exemple,
un mod�ele de l'ensemble S ci-dessus peut être exprim�e facilement dans la th�eorie f(f(x)) = x.
Deux probl�emes se posent.

1. D'une part, la r�esolution des contraintes dans une th�eorie non vide est connue comme in-
d�ecidable (en g�en�eral). Il faudrait alors imposer des conditions tr�es fortes pour pr�eserver la
d�ecidabilit�e de la th�eorie.

2. D'autre part, il faut �egalement donner une m�ethode pour g�en�erer automatiquement de telles
th�eories (pendant le processus de construction de mod�eles).

Dans (Caferra et Peltier, 1995b), nous avons propos�e une m�ethode pour g�en�erer inter-
activement de telles th�eories, et montr�e comment elles peuvent être utilis�ees pour construire des
mod�eles de formules pour lesquelles la m�ethode initiale �echoue. Cependant, cette technique a
l'inconv�enient d'être essentiellement interactive, que ce soit pour la g�en�eration de th�eories (les



crit�eres permettant le calcul de la th�eorie peuvent être v�eri��es automatiquement, mais l'espace
de recherche est tel que l'aide de l'utilisateur s'av�ere souvent indispensable), ou pour la r�eso-
lution des contraintes. Nous n'avons donc pas retenu cette m�ethode (utilis�ee dans (Bourely,
1992; Bourely, 1998)).

Une seconde possibilit�e consiste �a �etendre le langage utilis�e dans les contraintes, en choisissant
une th�eorie particuli�ere pour laquelle le probl�eme de la validit�e est d�ecidable. En particulier, il
existe de nombreux travaux sur la repr�esentation d'ensembles in�nis de termes, qui fournissent
des outils appropri�es pour la repr�esentation des interpr�etations de Herbrand.

11.2 Sch�ematisation d'ensembles in�nis de termes

De nombreuses proc�edures de calcul symbolique (telles que la m�ethode de r�esolution ou la
proc�edure de Knuth-Bendix) sont susceptibles de diverger en g�en�erant une in�nit�e de termes
ou de formules structurellement similaires, obtenus par r�ep�etition d'un certain contexte le long
d'un chemin de longueur variable. Par exemple, �etant donn�ees les clauses :

fP (a);:P (x)_ P (f(x))g;

la proc�edure de r�esolution permet d'engendrer l'ensemble de c-clauses

fP (fn(a))=x 2 Ng:

Pour traiter ces ensembles, de nombreux chercheurs ont cherch�e des formalismes permettant
d'exprimer des s�equences in�nies de termes similaires. Les premiers travaux dans ce domaine
(Chen et al., 1990), introduisent la notion de termes recurrents. Il s'agit de termes dans lesquels
il est possible d'it�erer n fois un certain contexte. Ils permettent par exemple de repr�esenter
des ensembles de termes du type fn(a), o�u n est une variable. Par la suite, de nombreuses
am�eliorations ont �et�e apport�ees au formalisme initial : !-termes (Chen et Hsiang, 1991), I-
termes (Comon, 1992), R-termes (Salzer, 1992), et les grammaires primales (Hermann, 1992;
Hermann, 1994). Une tr�es large bibliographie, ainsi qu'une �etude d�etaill�ee de l'ensemble de ces
formalismes et de leurs pouvoirs d'expression respectifs peuvent être trouv�es dans (Hermann,
1994; Amaniss, 1996; Amaniss et al., 1993).

Ce chapitre traite d'un formalisme de sch�ematisation particulier : les termes avec exposants
entiers, ou I-termes (Comon, 1992; Comon, 1995) ou plus exactement une extension de ce
formalisme, qui est un bon compromis entre le pouvoir d'expression et la faisabilit�e des op�erations
�el�ementaires. En particulier, nous prouvons que la r�esolution des contraintes �equationnelles dans
les I-termes est d�ecidable. Ce r�esultat de d�ecidabilit�e est nouveau (seule la d�ecidabilit�e du
fragment positif et existentiel �etait connue jusqu'alors). Il est n�ecessaire �a l'utilisation des termes
avec exposants entiers pour la construction et la repr�esentation des mod�eles. Il a �egalement un
int�erêt en dehors de toute application �a la construction de mod�eles. Nous d�e�nissons ensuite
une nouvelle r�egle d'inf�erence permettant d'introduire de fa�con automatique de tels termes
dans un ensemble de c-clauses du premier ordre. Cette r�egle permet de tirer parti du pouvoir
d'expression des termes avec exposants entiers pour augmenter de fa�con importante la classe de
mod�eles constructibles.

11.3 D�e�nition et notations

11.3.1 Syntaxe des I-termes

Les termes avec exposants entiers sont une extension naturelle des termes du premier ordre.
Cette extension consiste �a autoriser l'it�eration d'un contexte t, n fois suivant un ensemble de
chemins.

Nous supposons que S contient un symbole particulier N. Les �el�ements de VNsont appel�es
variables enti�eres. � est suppos�e contenir les symboles 0 :! N, succ : N! N et + : N�N! N.



Le symbole � est un symbole sp�ecial appel�e \trou" et suppos�e distinct des �el�ements de V ;�;
.
En outre, nous supposons que 
 contient les symboles < et � de pro�l N�N et que, pour tout
f : s! s, soit f est + ou succ, soit s n'est pas N 1.

D�efinition 11.3.1. Les ensembles �I
i
(s;s0)(�;X ) des termes de sorte s avec i trous de sorte s0

sont les plus petits ensembles v�eri�ant les relations suivantes.

{ Vs \ X � �I
0
(s;s0)(�;X ).

{ Si 8k � n, tk 2 �I
ik
sk;s0(�;X ) et f : s1; : : : ; sn ! s, i = i1 + : : :+ in, alors f(t1; : : : ; tn) 2

�I
i
(s;s0)(�;X ).

{ � 2 �I
1
s;s(�;X )

{ tn:u 2 �I
0
(s;s00)(�;X ) si n est un terme entier, t 2 �I

i
(s;s)(�;X ), i > 0, u 2 �I

0
(s;s0)(�;X ).

Un I-terme est un �el�ement de �I
0
(s;s0)(�;X ) (il est ind�ependant de s0). Pour plus de simplicit�e,

l'ensemble des I-termes (resp. de sorte s) sera not�e �I(�;X ) (resp. �Is(�;X )). �

Remarque. La d�e�nition des I-termes introduite ci-dessus est en fait une g�en�eralisation de
celle de (Comon, 1995), car elle autorise la pr�esence de plus d'un trou dans un terme. Le
langage ainsi obtenu est strictement �equivalent au langage des R-termes de (Salzer, 1992)
ou aux grammaires primales faibles de (Hermann, 1994). Nous avons utilis�e la notation de
(Comon, 1995) car elle nous semble plus naturelle.

Par souci de clart�e, nous introduisons quelques notations, qui seront utiles dans les sections
suivantes.

La notion de position dans un terme est �etendue aux termes de �I
i
(s;s0)(�;X ), par la relation

Pos(tn:u) = f�g. Nous notons T� l'ensemble des termes de �I
i
(s;s0). Pour tout terme t 2 T�,

P�(t) d�enote l'ensemble fp 2 Pos(t)=tjp = �g. Les I-termes de la forme tn:u sont appel�es des
N -termes. Pour tout ensemble de positions P , Min(P ) d�enote une position p dans P telle que
pour tout q 2 P:jqj � jpj (par exemple, on peut prendre le minimum de toutes les positions
de longueur minimale par rapport �a l'ordre lexicographique). En particulier, Min(t) d�enote la
position Min(P�(t)). Pour tout terme t, PN (t) d�enote l'ensemble des positions p telles que tjp est
un N -terme.

Nous modi�ons la d�e�nition de l'ordre de sous-terme sur les termes de la fa�con suivante.

D�efinition 11.3.2.

Un terme s est dit sous-terme d'un terme t (not�e s � t) si et seulement si l'une des conditions
suivantes est v�eri��ee.

{ s = t.

{ t est de la forme f(t1; : : : ; tn) et il existe i (1 � i � n) tel que s est un sous-terme de ti.

{ t est de la forme tn1 :t2 et s est un sous-terme de t1 ou un sous-terme de t2.

s est appel�e un sous-terme propre (not�e s � t) de t si et seulement si s est un sous-terme de
t et s 6= t.

�

Les formules (resp. clauses, c-clauses) contenant des I-termes sont appel�ees des I-formules
(resp. I-clauses, I-c-clauses).

1: Cette hypoth�ese est n�ecessaire �a la d�ecidabilit�e de la th�eorie.



11.3.2 S�emantique des I-termes

Les formules consid�er�ees sont interpr�et�ees dans la th�eorie obtenue par l'union de l'arithm�e-
tique de Presburger et de la th�eorie :

ft0:u = u; tn+1:u = t(tn:u)g:

Plus pr�ecis�ement :

D�efinition 11.3.3. Une I-interpr�etation est une interpr�etation I. telle que :

{ Le domaine de la sorte N est l'ensemble des entiers naturels 0; succ(0); succ(succ(0)); : : :

{ L'interpr�etation de + est l'addition usuelle sur N.

{ L'interpr�etation de < et � est l'ordre habituel sur N.

{ 8x:I(succ(x)) = succ(I(x)).

{ I(0) = 0.

Une I-assignation est une assignation (I; �) telle que I est une I-interpr�etation. L'image
d'un I-terme par une I-assignation A est d�e�nie par les relations suivantes.

{ A(x) = �(x).

{ A(f(t)) = I(f)(A(t)).

{ A(t0:u) = A(u).

{ A(tsucc(n):u) = A(t(tn:u)).

{ A(tn:u) = A(tA(n):u), si n 6= 0 et 8k:n 6= succ(k).

La s�emantique des I-termes et des I-formules s'en d�eduit alors de fa�con imm�ediate (cf. chapitre
2). On appellera interpr�etation partielle de Herbrand une interpr�etation h(Ds)S ; Ii telle que pour
tout s 6= N, Ds = �s(�) et 8t 2 Ds:I(t) = t.

�

La notion de substitution s'�etend de fa�con imm�ediate aux I-termes par la relation :

�(sn:u) = �(s)�(n):�(u)

11.4 D�ecidabilit�e du probl�eme d'uni�cation sur les I-termes

Avant de nous int�eresser �a la r�esolution des formules du premier ordre sur les I-termes,
nous allons �etudier un cas particulier : les probl�emes d'uni�cation (formules positives, purement
existentielles). Nous montrons la d�ecidabilit�e du probl�eme d'uni�cation sur le langage des I-
termes en �etendant l'algorithme de (Comon, 1995), d�e�ni pour des termes ne contenant qu'un
seul trou, �a des I-termes quelconques.

D�efinition 11.4.1. Un probl�eme d'uni�cation est une formule purement �equationnelle du
premier ordre de la forme :

9x:
n̂

i=1

si = ti:

�

D�efinition 11.4.2. La fronti�ere de s = t sera not�ee Fr(s = t) et d�e�nie comme suit.



Fr(f(t1; : : : ; tn) = g(s1; : : :sn)) = ? (si f 6= g)
Fr(f(t1; : : : ; tn) = f(s1; : : :sn)) =

Vn
i=1Fr(ti = si)

Fr(s = t) = s = t
(si s ou t est une variable ou un N -terme
et s 6� t et t 6� s)

Fr(s = t) = ?
(si s ou t est une variable ou un N -terme
et s � t ou t � s)

Fr(s = s) = >

�

Exemple 11.4.1. Soient deux termes t = f(g(x; y); g(a; b)) et s = f(u; g(a; y)). La fronti�ere de
t = s est :

Fr(t = s) = (g(x; y) = u ^ > ^ y = a)

i.e.
Fr(t = s) = (g(x; y) = u ^ y = a)

�

Remarque. La d�e�nition 11.4.2 implique que Fr(s = t) ne contient aucune �equation sjq = tjq,
o�u tjq � sjq ou sjq � tjq . Cette condition simpli�era l'�ecriture des r�egles d'uni�cation.

Il est facile de voir que pour toute �equation s = t, si toutes les expressions enti�eres apparais-
sant dans les N -termes ont une valeur di��erente de 0 :

S(s = t) = S(Fr(s = t)):

11.4.1 R�esum�e de la proc�edure d'uni�cation

Comme dans (Comon, 1995), nous supposons que toutes les expressions enti�eres apparaissant
dans un N -terme ont des valeurs distinctes de 0. Le cas o�u ces expressions sont �egales �a 0 doit
être consid�er�e s�epar�ement 2. Le r�esum�e de la proc�edure d'uni�cation que nous proposons est
similaire �a celui de (Comon, 1995).

1. En premier lieu, on utilise les r�egles d'uni�cation classiques : Occur Check, Decompose,
Clash, Trivial, Replacement, ainsi que des r�egles sp�eci�ques aux I-termes, permettant de
simpli�er les termes de la forme t0:u ou tn+1:u. Les r�egles d'uni�cation peuvent être �etendues
de fa�con imm�ediate aux I-termes. Il est clair (voir par exemple (Jouannaud et Kirchner,
1991)) que le syst�eme de r�egles correspondant (not�e R) est correct et �a terminaison �nie. Par
cons�equent, nous pouvons supposer sans perte de g�en�eralit�e que les probl�emes d'uni�cation
sont irr�eductibles par R. Les seules �equations qui restent �a consid�erer apr�es application
des r�egles de R (c'est-�a-dire qui sont irr�eductibles par R et non r�esolues) sont de la forme
suivante.

s = tn22 :u2

o�u s n'est pas une variable (si une �equation n'est pas de cette forme, il est facile de v�eri�er
qu'au moins une des r�egles de R s'applique).

2. Nous introduisons une r�egle Unfold 1 qui a pour objet de r�eduire le probl�eme au cas
particulier o�u s contient un N -terme tn11 :u1, tel que pour tout qi 2 P�(t2), il existe un pr�e�xe
pi de qi, tel que sjpi = tn11 :u1. La forme g�en�erale des �equations obtenues apr�es application de
cette r�egle est illustr�ee par la �gure 11.1.

2: Nous verrons �a la section 11.6.1 que cette condition n'est pas restrictive pour l'application des I-termes �a la
construction de mod�eles.
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Fig. 11.1 - : �equations qui restent �a consid�erer apr�es Unfold 1 (on a pi <pref qi)

3. Ensuite, nous d�eplions les termes des �equations a�n de nous assurer que la longueur de la
position la plus courte de P�(t1) est la même que celle de la position la plus courte de P�(t2),
i.e. o�u jMin(t1)j = jMin(t2)j, en utilisant la r�egle Unfold 2. Pour cela, il su�t de \d�eplier"
d1 fois le terme t1 et d2 fois le terme t2, avec d1�jMin(t1)j = d2�jMin(t2)j = d (d est le plus
petit multiple commun de jMin(t1)j et jMin(t2)j). Puis, on utilise les r�egles Unfold 3,Clash
3, Replace 1, 2 pour �eliminer les �equations dont les positions ne sont pas comparables.

4. En�n, nous prouvons que toutes les �equations qui restent �a consid�erer satisfont une propri�et�e
particuli�ere permettant de d�e�nir une r�egle de d�ecomposition \in�nie". La forme g�en�erale
des �equations obtenues avant l'�etape de d�ecomposition est donn�ee par la �gure 11.2.

Cette r�egle de d�ecomposition nous permet de simuler par une r�egle unique k applications
successives de la r�egle de d�ecomposition classique. Par exemple, l'�equation f(�)n:x = f(�)m:y
peut être transform�ee en

(n = m ^ x = y) _ 9k:(n = m+ k ^ f(�)k:x = y) _ 9k0:(m = n + k0 ^ x = f(�)k
0

:y):

Si t et s sont deux termes tels que t � s, on notera sft! t0g le terme obtenu en rempla�cant
toutes les occurrences de t dans s par t0.

11.4.2 R�egles d'uni�cation

Dans cette section, nous d�e�nissons les r�egles d'uni�cation et prouvons leur correction. Des
exemples sont �egalement donn�es a�n d'illustrer le fonctionnement des r�egles.
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Fig. 11.2 - : �equations restant �a consid�erer avant Decompose 2

R�egles d'uni�cation classiques

Trivial s = s!>
Decompose f(t) = f(s)! t = s

Clash f(t) = g(s)!? (si f 6= g)

Variable Elimination x = s ^ P ! x = s ^ Pfx sg
si x 62 V ar(s); x 2 V ar(P ); x 62 VN
et soit s n'est pas une variable, soit s 2 V ar(P ).

Occur Check s = t!? (si s < t)

R�egles de simpli�cation des I-termes

Base case t0:u! u
Induction case tn+1:u! t(tn:u)

Unfold 1 :

tn:u = s! (n = 1 ^ t(u) = s)_
(9m:n = m+ 1 ^ Fr(t(tm):u = s)ft1  t2g ^ t1 = t2)

si m est une nouvelle variable enti�ere, Clash 2 ne s'applique pas et au moins l'une des
conditions suivantes est v�eri��ee.

1. Fr(t(tm:u) = s) = ?

2. (t1 = t2) 2 Fr(s = t(tm:u)) et t1 = tm:u.



3. (t1 = t2) 2 Fr(s = t(tm:u)) et t1 est une variable.

4. (t1 = t2) 2 Fr(s = t(tm:u)) et t1 est un N -terme et il existe un N -terme t0 dans s tel que t0

n'apparâ�t pas dans t1 = t2.

Remarque. Si Fr(t(tm:u) = s) = ?, la r�egle peut s'�ecrire tn:u = s ! n = 1 ^ t(u) = s. Les
termes t1 et t2 sont inutiles dans ce cas. N�eanmoins, nous consid�erons simultan�ement ces deux
cas par souci de simplicit�e.

Lemme 11.4.1. Unfold 1 est correcte.

Preuve. Soit � une solution de tn:u = s, telle que �(n) > 1. On a �(tn:u) = �(s). Soit
M 2 VN tel que �(M) = �(n) � 1. �(t(tM :u)) = �(s) donc Fr(t(tm:u) = s) 6= ?, et par
d�ecomposition, on a, pour tout t1 = t2 2 Fr(t(tm):u = s), �(t1) = �(t2). Par substitutivit�e, on
a �(t(tM :u)ft1 t2g) = �(sft1  t2g). La r�eciproque est imm�ediate. c.q.f.d.

Exemple 11.4.2. Consid�erons le probl�eme f(f(�; �)k1:a; f(�; �)k2:a) = f(�; �)n:a. La r�egle
Clash 2 ne s'applique pas. A�n de d�ecider si Unfold 1 s'applique, nous calculons la fron-
ti�ere F de f(f(�; �)k1:a; f(�; �)k2:a) = f(f(�; �)m:a; f(�; �)m:a). De fa�con �evidente, F contient la
formule f(�; �)k1:a = f(�; �)m:a. Donc Unfold 1 s'applique et le probl�eme est transform�e en :

9m
(n = 1 ^ f(f(�; �)k1:a; f(�; �)k2:a) = f(a; a))
_ (n = m+ 1 ^ (f(�; �)k1:a = f(�; �)m:a^ f(�; �)k2:a = f(�; �)k1:a))

f(�; �)m:a est remplac�e par f(�; �)k1:a dans le second terme. �

Le lemme suivant pr�ecise la forme des �equations qui restent �a consid�erer i.e. qui sont irr�e-
ductibles par rapport �a R et Unfold 1.

Lemme 11.4.2. Soit s = tn:u une �equation irr�eductible par rapport �a Unfold 1 telle que s n'est
pas une variable.

1. Pour tout q 2 P�(t), il existe p 2 PN (s), tel que p �pref q.

2. Pour tout q; q0 2 P�(t), et pour tout p; p0 2 PN (s) tel que p �pref q et p0 �pref q
0 nous avons

sjp = sjp0 = t0

3. t0 6� tn:u

Preuve. Soit s = tn:u une �equation irr�eductible par rapport �a R et Unfold 1.

1. Supposons qu'il existe q 2 P�(t), tel que pour tout u0 2 PN (s), u0 6�pref q. Par irr�eductibilit�e

par rapport �a Unfold 1, Fr(s = t(tm:u)) n'est pas ?. Donc, deux cas sont �a distinguer.

(a) q 2 Pos(s) : alors (sjq = tm:u) 2 Fr(s = t(tm:u)), et Unfold 1 s'applique.

(b) Il existe un pr�e�xe p de q, tel que sjp est une variable. Alors sjp = t(tm:u)jp 2 Fr(s =
t(tm:u)), et Unfold 1 s'applique.

2. Supposons qu'il existe v; v0 2 PN (s), tel que sjv 6= sjv0 , et q; q0 2 P�(t) tel que v �pref q et

v0 �pref q
0. Soit t1 = sjv et t2 = sjv0 . Nous savons que (t1 = t(tm:u)jv) et (t2 = t(tm:u)jv0)

appartient �a Fr(s = t(tm:u)). On a soit t1 6� t2, soit t2 6� t1. Supposons que t2 6� t1.
Par irr�eductibilit�e par rapport �a Unfold 1, t(tm:u)jv contient t2, donc tm:u > t2. Mais
(t2 = t(tm:u)jv0) 2 Fr(s = t(tm:u)), et t(tm:u)jv0 > tm:u > t2, ce qui est impossible, par
d�e�nition de Fr(s = t(tm:u)).



3. Supposons que t0 � tn:u. Nous savons que pour tout q 2 P�(t), il existe p 2 PN(s) tel que
p <pref q, et sjp = t0. Alors (t0 = t(tn:u)jp) 2 Fr(s = t(tn:u)). Mais tn:u � t(tn:u)jp donc

t0 � t(tn:u)jp, ce qui est impossible.

c.q.f.d.

On appelle P 0
N (s; t2) l'ensemble des positions p 2 PN (s) telles qu'il existe une position q 2

P�(t2) telle que p �pref q. Notons s le terme s(tn11 :u1). De fa�con similaire, le terme s(t) d�enote

le terme obtenu �a partir de s en rempla�cant chaque occurrence de tn11 :u1, par t.

Nous r�eduisons maintenant le cas g�en�eral au cas o�u les longueurs des positions Min(t1) et
Min(t2) sont �egales. C'est l'objet de la r�egle ci-dessous.

Unfold 2 :

s(tm1

1 :u1) = tm2

2 :u2!
W

1�r1<�2 m1 = r1 ^ s(t
r1
1 :u1) = tm2

2 :u2W
1�r2<�1

m2 = r2 ^ s(t
m1

1 :u1) = tr22 :u2W
0�r2<�1;0�r1<�2 9k1; k2:m1 = �2 � k1 + r1

^m2 = �1 � k2 + r2^
s((t�21 )k1:tr11 :u1) = (t�12 )k2:tr22 :u2

Si Min(t1) 6= Min(t2), d est le plus grand diviseur commun de jMin(t1)j et jMin(t2)j, �1 =
jMin(t1)j

d
, �2 =

jMin(t2)j
d

.

Lemme 11.4.3. La r�egle Unfold 2 est correcte.

Preuve. La preuve est similaire �a celle de (Comon, 1995). c.q.f.d.

Exemple 11.4.3. Consid�erons le probl�eme f(�)n:a = f(f(�))m:a.
On a jMin(f(�))j = 1 et jMin(f(f(�)))j = 2. Donc f(�)n:a doit être d�epli�e. On obtient le

probl�eme suivant.
(n = 1^ f(a) = f(f(�))m:a)
_(9k:n = 2 � k + 1 ^ f(f(�))k:f(a) = f(f(�))m:a)
_(9k:n = 2 � k ^ f(f(�))k:a = f(f(�))m:a)

�

L'objet des r�egles Unfold 3, Clash 3 et Replace 1, 2 est d'�eliminer les �equations qui
contiennent certaines positions incomparables.

Unfold 3 :

s(tn11 :u1) = tn22 :u2! 9m1; m2:n1 = m1 + 1 ^ n2 = m2 + 2 ^ t = v
^Fr(s(t1(t

m1

1 :u1)) = t2(t2(t
m2

2 :u2)))ft vg
_(n1 = 1 ^ s(t1(u1)) = tn22 :u2)
_(n2 = 1 ^ s(tn11 :u1) = t2(u2))
_(n2 = 2 ^ s(tn11 :u1) = t2(t2(u2)))

Si Fr(s(t1(t
m1

1 :u1)) = t2(t2(t
m2

2 :u2))) = ? ou s'il existe t = v (resp. v = t) dans
Fr(s(t1(t

m1

1 :u1)) = t2(t2(t
m2

2 :u2))), tel que t
m2

2 :u2 ou tm1

1 :u1 est un sous-terme de dans t = v, soit
tm2

2 :u2 ou tm1

1 :u1 n'apparâ�t pas dans t = v, et t est un N -terme ou une variable.

Lemme 11.4.4. Unfold 3 est correct.



Preuve. Soit � une solution de s(tn11 :u1) = tn22 :u2. Supposons que �(n1) > 1 et �(n2) > 2.
On a �(s(t1(t

m1

1 :u1))) = �(t2(t2(t
m2

2 :u2))), o�u �(m1) = �(n1) � 1, et �(m2) = �(n2) � 2.
Si Fr(s(t1(t

m1

1 :u1)) = t2(t2(t
n2
2 :u2))) est ?, on obtient une contradiction. Si (t = v) 2

Fr(s(t1(t
m1

1 :u1)) = t2(t2(t
n2
2 :u2))), on a �(t) = �(v), donc on obtient par substitutivit�e

�(s(t1(t
m1

1 :u1))ft vg) = �(t2(t2(t
m2

2 :u2))ft vg):

c.q.f.d.

Le lemme suivant sera souvent utilis�e par la suite.

Lemme 11.4.5. Soit v; v0; t; t0 quatre termes. Soit P l'ensemble des positions p telles que vjp = t,
et P 0 l'ensemble des positions p0 telles que v0

jp0 = t0. Soient q; q0 2 positions comparables dans
P � P 0. Si v = v0 est satisfaisable, et si q �pref q

0 alors pour toute position p; p0 2 P � P 0, ou

bien p et p0 ne sont pas comparables, ou bien p �pref p
0. De même, si q < q0, et si p et p0 sont

comparables, alors p < p0.

Preuve. La preuve est imm�ediate. S'il existe une solution � de v = v0, et deux positions
comparables p; p0 2 P �P 0, telles que p �pref p

0, alors �(t0) est un sous-terme de �(t). De même,

s'il existe p; p0 et q; q0 dans P � P 0 tel que p �pref p
0 et q0 <pref q, cela signi�e que �(t) est un

sous-terme de �(t0) et que �(t0) est un sous-terme de �(t), ce qui est impossible. c.q.f.d.

Pr�ecisons la forme des �equations qui restent �a consid�erer.

Lemme 11.4.6. Soit F : s(tn11 :u1) = tn22 :u2 une �equation telle que Unfold 3 ne s'applique pas.

1. Pour tout p 2 P�(t1), et pour tout u 2 P 0
N(s; t2), il existe q 2 P�(t2) tel que u:p et q sont

comparables.

2. Pour tout q 2 P�(t2), il existe p 2 P�(t1) et u 2 PN (s), tel que u:p et q sont comparables.

Preuve. Soit F : s(tn11 :u1) = tn22 :u2 une �equation telle que Unfold 3 ne s'applique pas.

1. Soit u 2 P 0
N (s; t2), p 2 P�(t1), tel que u:p et q ne sont pas comparables, pour tout q 2 P�(t2).

Par irr�eductibilit�e par rapport �a Unfold 3, Fr(s(t1(t
m1

1 :u1)) = t2(t2(t
m2

2 :u2))) n'est pas ?.
Supposons qu'il existe un pr�e�xe p0 de u:p tel que t : t2(t2(t

m2

2 :u2))jp0 est soit une variable,
soit un N -terme. Alors, t 6= tm2

2 :u2 (sinon il existerait q; q0 2 P�(t2), tel que p0 = q:q0, donc
u:p > q, ce qui est impossible, puisque u:p et q ne sont pas comparables). Donc, t 6� tm2

2 :u2
(puisque t est soit une variable, soit un N -terme apparaissant dans t2). Par irr�eductibilit�e
par rapport �a Unfold 3 c'est impossible.
Par cons�equent s(t1(t

m1

1 :u1))ju:p = t2(t2(t
m2

2 :u2))ju:p appartient �a Fr(s(t1(t
m1

1 :u1)) =
t2(t2(t

m2

2 :u2))) Par irr�eductibilit�e par rapport �a Unfold 3 on en d�eduit t2(t2(t
m2

2 :u2))ju:p �
tm2

2 :u2 donc il existe q; q0 2 P�(t2) tel que

u:p � q:q0:

Donc u:p � q ou q � u:p, ce qui contredit le fait que u:p et q ne sont pas comparables.

2. La preuve est similaire.

c.q.f.d.

Clash 3:

s(tn11 :u1) = tn22 :u2!?

S'il existe p 2 P�(t1), u 2 P 0
N(s; t2), q 2 P�(t2), telles que u:p <pref q, et si les r�egles Unfold

1, 2, 3 ne s'appliquent pas.

Lemme 11.4.7. Clash 3 est correct.



Preuve. Soit F : s(tn11 :u1) = tn22 :u2 une �equation telle que Unfold 1, 2, 3 ne s'appliquent
pas. D'apr�es le lemme 11.4.6, il existe q 2 P�(t1) et u 2 P 0

N (s; t2) telles que u:q et Min(t2) sont
comparables. Nous avons soit u:q <pref Min(t2) soit u:q �pref Min(t2). Mais, par irr�eductibilit�e

par Unfold 2, jMin(t2)j = jMin(t1)j � jqj donc u:q �pref Min(t2).

Toute instance satisfaisable de F est de la forme s(t1(t)) = t2(t
0). De plus, on a s(t1(t))ju:q = t

et t2(t
0)

jMin(t2)
= t0 et u:q �pref Min(t2). Par le lemme 11.4.5, nous en d�eduisons que si F est

satisfaisable, pour tout p 2 P�(t1), pour tout u 2 P 0
N (s; t2) et pour tout q 2 P�(t2), u:p 6<pref q.

c.q.f.d.

A ce stade, nous savons, par irr�eductibilit�e par rapport �a Clash 3 que 8q 2 P�(t2):q 2
Pos(s(t1)). On note v(s; t1; q) le terme s(t1)jq.

La r�egle suivante est utilis�ee pour forcer les ensembles P�(v(s; t1; q)) �a être identiques pour
tout q 2 P�(t2). Cette propri�et�e sera n�ecessaire par la suite lors de la d�e�nition de la r�egle de
d�ecomposition.

Replace 1 :

s(tn11 :u1) = tn22 :u2 ! s(t1(u1)) = tn22 :u2 ^ n1 = 1_
9m1:n1 = m1 + 1^ (s(t1(v)) = tn22 :u2) ^ tm1

1 :u1 = v

S'il existe q; q0 2 P�(t2) tel que Fr(v(s; t1; q)(t
m1

1 :u1) = v(s; t1; q
0)(tm1

1 :u1)) contient une
�equation de la forme tm1

1 :u1 = v (o�u v est un terme quelconque).

Remarque. Le cas o�u Fr(v(s; t1; q)(t
m1

1 :u1) = v(s; t1; q
0)(tm1

1 :u1)) est ? sera trait�e par la
suite avec la r�egle Decompose 2.

Lemme 11.4.8. Replace 1 est correct.

Preuve. Soit � une solution de s(tn11 :u1) = tn22 :u2, telle que �(n1) > 1. Pour tout q 2 P�(t2),
�(s(tn11 :u1))jq = �(tn22 :u2). Donc pour tout q; q

0 2 P�(t2), on a

�(s(t1(t
m1

1 :u1))jq) = �(s(t1(t
m1

1 :u1))jq0):

o�u �(m1) = �(n1)� 1. Donc

�(v(s; t1; q)(t
m1

1 :u1)) = �(v(s; t1; q
0)(tm1

1 :u1)):

Par cons�equent, la correction de Replace 1 peut facilement être prouv�ee en utilisant la même
technique que dans le lemme 11.4.1. c.q.f.d.

Exemple 11.4.4. Soit P : g(�; a)n:x = g(�; �)m:x. Consid�erons les positions q = 1 et q0 = 2 dans
P�(g(�; �)). La fronti�ere de g(g(�; a)m:x; a)jq = g(g(�; a)m:x; a)jq0 est a = g(�; a)m:x donc P est
transform�e par Replace 1 en

(n = 1 ^ g(x; a) = g(�; �)m:x)_ (n = m+ 1^ a = g(�; a)m:a^ g(a; a) = g(�; �)m:x):

�

Pour toute position q 2 P 0
N (s; t2), nous savons par d�e�nition de P 0

N (s; t2) que q 2 Pos(t2).
w(t2; q) d�enote le terme t2jq. Nous pouvons introduire la r�egle Replace 2, similaire �a Replace
1.



Replace 2 :

s(tn11 :u1) = tn22 :u2 ! s(tn11 :u1) = t2(u2) ^ n2 = 1_
9m2:n2 = m2 + 1 ^ s(tn11 :u1) = t2(v)^ tm2

2 :u2 = v

S'il existe q; q0 2 P 0
N (s; t2) tel que Fr(w(t2; q):t

m2

2 = w(t2; q
0):tm2

2 ) contient une �equation
v = tm2

2 :u2.

Lemme 11.4.9. Replace 2 est correct.

Preuve. Soit q 2 P 0
N (s; t2). Soit � une solution de s(tn11 :u1) = tn22 :u2, telle que �(m2) > 1.

Nous avons, par d�ecomposition �(s(tn11 :u1)jq) = �(t2(t
m2

2 :u1)jq) o�u �(m2) = �(n2)� 1. Donc

�(tn11 :u1) = �(w(t2; q)(t
m2

2 :u1))

(o�u �(m2) = �(n2)� 1).
Pour tout q; q0 2 P 0

N (s; t2), on a �(w(t2; q)(t
m2

2 :u1)) = �(w(t2; q
0)(tm2

2 :u1)), et la preuve est
similaire �a celle du lemme 11.4.8. c.q.f.d.

Consid�erons la r�egle suivante.

Decompose 2

s(tn11 :u1) = tn22 :u2 !

(n2 = 1 ^ s(tn11 :u1) = t2(u2))

_

9m:(n2 = m+ 1)

^ (
^

q;q02P�(t2)

v(s; t1; q)(a) = v(s; t1; q
0)(a)

^ v(s; t1;Min(t2))(a) = s0(a)^ t02(a) = s0(a)^ w(t2;Min(s))(a) = t01(a)

^
^

p;p02P 0
N
(s;t2)

w(t2; p)(a) = w(t2; p
0)(a)

^ ((n1 = n2) ^ s(u1) = u2)
_ 9m1:(n1 +m1 = n2 ^ s(u1) = tm1

2 :u2)
_ 9m2:(n2 +m2 = n1 ^ s(tm2

1 :u1) = u2))

o�u Unfold 1, 2, 3, Clash 3, Replace 1, 2 ne s'appliquent pas, s0 (resp. t02) est obtenu en
rempla�cant dans s (resp. t2) le terme �a chaque position p 2 P 0

N (s; t2) par �. t01 est obtenu en
rempla�cant dans t1 chaque terme �a une position q 2 P�(t2) par a.

Remarque. a d�enote n'importe quelle constante dans la signature �. En fait, cela peut être
n'importe quel terme : l'irr�eductibilit�e par rapport aux r�egles pr�ec�edentes assure que les seules
�equations contenant a obtenues apr�es le processus de normalisation seront de la forme a = a.

Avant de prouver la correction de Decompose 2, voici quelques exemples qui illustrent son
fonctionnement.

Exemple 11.4.5. Consid�erons le probl�eme P : f(�)n:x = f(�)m:y. Ici, les ensembles P 0
N (s; t2)

et P�(t2) ne contiennent qu'une position. Donc les conjonctions
V
q;q02P�(t2)

v(s; t1; q):a =
v(s; t1; q

0):a et
V
p;p02P 0

N
(s;t2)

w(t2; p):a = w(t2; p
0):a sont �equivalentes �a >.



P est transform�e en

m = 1^ f(�)n:x = f(y)
_ 9k:m = k + 1
^ a = a ^ a = a ^ f(a) = f(a)
^((n = m)^ x = y)
_ 9m1:(n+m1 = m ^ x = f(�)m1 :y)
_ 9m2:(n = m+m2 ^ f(�)m2 :x = y)

�

L'exemple suivant montre que la premi�ere ligne (i.e. la condition m = 1) est n�ecessaire.

Exemple 11.4.6. Soit P = f(x; g(x; f(c; �))n:d) = f(b; g(x; �))m:f(c; d). Ici encore, P 0
N (s; t2) et

P�(t2) ne contiennent qu'une seule position. P est irr�eductible par Unfold 1, 2, 3, Replace 1,
2. P est transform�e en :

m = 1^ f(x; g(x; f(c; �))n:d) = f(b; g(x; f(c; d)))
_ 9k:m = k + 1
^f(b; a) = f(x; a)^ f(c; a) = f(x; a)^ g(x; a) = g(x; a)
^((n = m)^ f(x; d) = f(c; d))
_ 9m1:(n+m1 = m ^ f(x; d) = f(b; g(x; �))m1(f(c; d)))
_ 9m2:(n = m+m2 ^ f(x; g(x; f(c; �)))m2:d = f(c; d))

A cause des �equations f(b; a) = f(x; a) et f(c; a) = f(x; a), le second disjoint est �equivalent
�a ?. Donc P est �equivalent �a f(x; g(x; f(c; �))n:d) = f(b; g(x; f(c; d))), i.e. �a (par Unfold 1 et
Decompose). m = 1 ^ n = 1 ^ x = b.

Si nous n'avions pas consid�er�e s�epar�ement le cas m = 1, nous n'aurions pas obtenu cette
solution ! �

L'exemple suivant montre l'utilit�e des conjonctions
V
q;q02P�(t2)

v(s; t1; q):a = v(s; t1; q0):a etV
p;p02P 0

N
(s;t2) w(t2; p):a = w(t2; p

0):a

Exemple 11.4.7. Consid�erons le probl�eme P = f(x; t1; t1) = f(x; g(x; �; �); g(c; �; �))m:z, o�u t1
est g(x; f(x; �; �); f(d; �; �))n:z.

P est transform�e en :

m = 1^ f(x; t1; t1) = f(x; g(x; z; z); g(c; z; z))
_ 9k:m = k + 1
^f(x; a; a) = f(d; a; a)
^f(x; a; a) = f(x; a; a)^ f(x; a; a) = f(x; a; a)^ g(x; a; a) = g(x; a; a)
^g(x; a; a) = g(c; a; a)
^((n = m) ^ f(x; z; z) = z)
_9m1:(n+m1 = m
^f(x; z; z) = f(x; g(x; �; �); g(c; �; �))m1:z)
_9m1:(n = m+m2

^f(x; g(x; f(x; �; �); f(d; �; �))m2:z; g(x; f(x; �; �); f(d; �; �))m2:z) = z)

Les �equations f(x; a; a) = f(d; a; a) et g(x; a; a) = g(c; a; a) impliquent que c = d donc que le
probl�eme n'a pas de solution pour m > 1. Sans ces �equations, nous aurions trouv�e des solutions
pour m > 1. Plus pr�ecis�ement, l'irr�eductibilit�e par rapport �a Replace 1, 2 assure uniquement
que les positions des constantes a dans les deux termes sont identiques, mais n'assure pas que
ces deux termes sont uni�ables. �

Lemme 11.4.10. Decompose 2 est correct.



Preuve. Soit F = s(tn11 :u1) = tn22 :u2 une �equation irr�eductible par rapport �a Unfold 1, 2,
3, Clash 3, Replace 1, 2. Supposons que � est une solution de s(tn11 :u1) = tn22 :u2 telle que
�(n2) > 1 (si �(n2) = 1, la correction de la r�egle est imm�ediate).

Nous avons vu que, pour tout q; q0 2 P�(t2), �(v(s; t1; q)(t
m1

1 :u1)) = �(v(s; t1; q
0)(tm1

1 :u1)). (o�u
�(m1) = �(n1)�1). De plus, par irr�eductibilit�e par rapport �a Replace 1 Fr(v(s; t1; q)(t

m1

1 :u1) =
v(s; t1; q

0)(tm1

1 :u1)) ne contient pas tm1

1 :u1. En e�et, s'il contient tm1

1 :u1, nous savons, par irr�e-
ductibilit�e par rapport �a Replace 1, que toute �equation contenant tm1

1 :u1 doit être de la forme
t = v, o�u t est un terme apparaissant dans tn11 :u1, et v > tm1

1 :u1. Mais si t � tn11 :u1, alors t � tm1

1

et t � v, ce qui est impossible, par d�e�nition de Fr. Donc, �(v(s; t1; q)(a)) = �(v(s; t1; q)(a))
(pour tout terme a). Soit v = v(s; t1; q)�.

De même, par irr�eductibilit�e par rapport �a Replace 2, on montre que �(w(t2; q)(a)) =
�(w(t2; q

0)(a)), pour tout q 2 P 0
N (s; t2). Soit w = w(t2; q)�.

Les termes s(tn11 :u1), et tn22 :u2 doivent être de la forme donn�ee par la �gure 11.1. On a
�(s(tn11 :u1)) = �(tn22 :u2), donc �(s(tn11 :u1)) = �(t02(w(t2; q)(t

m2

2 :u2))) o�u q 2 P 0
N(s). La fronti�ere

de s(tn11 :u1) = tn22 :u2 est

Fr(s0 = t02) [ ft
n1
1 :u1 = w(t2; q)(t

m2

2 :u2)g:

(puisque par d�e�nition, pour tout q 2 P 0
N (s; t2), nous avons sjq = tn11 :u1 et t2(t

m2

2 :u2)jq =
w(t2; q)(t

m2

2 :u2)). Donc nous avons �(s0) = �(t02).
De la même fa�con, nous avons �(t01) = �(w(t2; q)(a)), pour tout q 2 P�(t2).
Il reste uniquement �a montrer que �(v(s; t1;Min(t2))(a)) = �(s0).
Soit smin = Min(P 0

N(s; t2)) wmin = Min(P�(w)) vmin = Min(P�(v))
En premier lieu, nous prouvons que :

jsminj = jvminj

Nous avons (par irr�eductibilit�e par Unfold 2) jMin(t2)j = jMin(t1)j. Prouvons d'abord que :
jMin(t1)j = jwmin:vminj

Par d�e�nition de t01 et v(s; t1; q), nous avons : p 2 P�(t1) si et seulement s'il existe p1 tel que
(t01)jp1 = a et p2 2 P�(v(s; t1; q)), tel que p = p1:p2.

En particulier : Min(t1) = p1:p2, o�u (t01)jp1 = a et p2 2 P�(v).
Nous avons : wmin:p2 2 P�(t2), donc jMin(t1)j � jwmin:p2j. i.e. : jp1j � jwminj. Par cons�equent

jp1j = jwminj. De même, on montre que : jp2j = jvminj. Mais jMin(t2)j = jMin(t1)j, donc

jMin(t1)j = jwmin:vminj

Nous avons de même : jMin(t2)j = jsmin:wminj.
Par cons�equent

jsminj = jvminj

Nous avons : �(v(s; t1; t
m1

1 :u1)) = �(s(w(t2; t
m2

2 :u1)))
Maintenant, montrons que pour tout p 2 P�(v), il existe u 2 P 0

N (s; t2), tel que p et u sont
comparables. Soit p 2 P�(v).

Nous avons smin 2 P 0
N(s; t2), et wmin:p 2 P�(t1), donc par irr�eductibilit�e par rapport �a

Unfold 3 (voir le lemme 11.4.6), il existe q; q0 2 P�(t2), telles que smin:wmin:p et q:q0 sont
comparables. Nous devons avoir : q = smin:wmin, donc p et q0 sont comparables. Mais q0 = u:q00,
o�u u 2 P 0

N(s; t2), et p et u sont comparables.
De même, on montre que pour tout u 2 P 0

N (s; t2), il existe p 2 P�(v), tel que p et u sont
comparables.

Soit p 2 P�(v), et u 2 P 0
N(s; t2). Supposons p et u comparables et p 6= u. Deux cas doivent

être distingu�es.

1. p >pref u. Il existe u0 2 P 0
N (s; t2), tel que vmin et u0 sont comparables. D'apr�es le lemme

11.4.5, on en d�eduit : vmin >pref u
0, donc jvminj > ju0j. Ceci est impossible, puisque ju0j �

jsminj, et jsminj = jvminj.



2. u0 >pref p. Il existe p
0 2 P�(t1) tel que smin et p0 sont comparables. Par le lemme 11.4.5, on

en d�eduit : smin >pref p
0, donc jsminj > jpj, ce qui est impossible.

Par cons�equent, pour tout p 2 P�(t1), il existe u 2 P 0
N (s; t2), tel que u = p, et pour tout

u 2 P 0
N(s; t2), il existe p 2 P�(t1), tel que u = p.

Donc : Fr(v(s; t1; t
m1

1 :u1) = s(w(t2; t
m2

2 :u1))) = Fr(v(s; t1; a) = s(a)) [ ftm1

1 :u1 =
w(t2; t

m2

2 :u1)g.
Donc Decompose 2 est correct.

c.q.f.d.

Remarque. Si t1 et t2 contiennent seulement une occurrence de �, il est facile de voir que
notre algorithme est �equivalent �a celui propos�e par (Comon, 1995). En e�et, les r�egles Replace
1, 2 et Clash 3 ne sont jamais appliqu�ees et les r�egles Unfold 1, 2, 3 pr�esent�ees dans ce
chapitre deviennent �equivalentes aux r�egles Unfold 1, 2, 3 de (Comon, 1995) suivies d'une
�etape de normalisation. Donc, l'algorithme de (Comon, 1995) est un cas particulier du nôtre.

11.4.3 Terminaison et compl�etude

Dans cette section, nous prouvons la compl�etude et la terminaison du syst�eme le r�egles Runif

introduit �a la section pr�ec�edente. Pour cela, il faut montrer que tout probl�eme irr�eductible par
rapport �a Runif est une disjonction de formes r�esolues et que l'application non-d�eterministe des
r�egles de Runif se termine pour tout probl�eme d'uni�cation P .

Th�eor�eme 11.4.1. (Terminaison) Le syst�eme Runif est �a terminaison �nie.

Preuve. L'id�ee de la preuve est la même que celle du th�eor�eme 6.1 de (Comon, 1995). Nous
donnons une interpr�etation I des probl�emes d'uni�cation qui sont irr�eductibles par rapport �a
R, telle que la valeur de tout probl�eme P diminue par application des r�egles dans Runif.

La d�e�nition de I est similaire, mais l�eg�erement di��erente de celle utilis�ee dans (Comon,
1995).

Nous rappelons tout d'abord la d�e�nition de la mesure E-size (Exponent Size) sur les I-
termes (Comon, 1995).

{ E-size(x) = E-size(�) = E-size(a) = (0; 0) pour toute variable x et toute constante a

{ E-size(f(s1; : : : ; sn)) = maxfE-size(si)j1 � i � ng

{ E-size(sn:t) = maxf(n1+1; 0); (m1; m2+1)g si E-size(s) = (n1; n2) et E-size(t) = (m1; m2)

L'interpr�etation I d'une formule atomique est la suivante :

{ I(F ) = 0, si F est une formule arithm�etique, ou si F est de la forme x = t, o�u x est une
variable r�esolue (i.e. n'apparâ�t qu'une seule fois dans le probl�eme).

{ I(t1 = t2) = (n(t1 = t2); fE-size(t1); E-size(t2)g; fjPos(t1)j; jPos(t2)jg; status) o�u :

1. n(F ) est le nombre de N -termes distincts de F .

2. status = 1 si Unfold 2 est applicable sur t1 = t2, 0 sinon.

L'interpr�etation d'un probl�eme d'uni�cation est d�e�nie par :

I(9x:F1 ^ : : :^ Fn) = (u; fI(F1); : : : ; I(Fn)g)

o�u u est le nombre de variables non r�esolues dans la formule.



Nous allons prouver que pour tout probl�eme d'uni�cation P et pour toute application P ! P 0

d'une r�egle de Runif, alors I(P
00) < I(P), o�u P 00 est la forme normale de P 0 par R.

Si la r�egle d'�elimination de variables est appliqu�ee dans la normalisation, la d�ecroissance est
imm�ediate (le nombre de variables non r�esolues d�ecrô�t strictement). De fa�con similaire, si une
r�egle Clash ou Occur Check est appliqu�ee, la d�ecroissance est imm�ediate. Ces cas peuvent
par cons�equent être �elimin�es. Consid�erons une formule atomique F : t = t0. Si les r�egles Clash,
variable elimination et Occur Check ne sont jamais appliqu�ees, il est facile de voir que
la forme normale de F par rapport �a R est :

V
i(tjq = tjq), o�u tjq ou t0jq est un N -terme ou

une variable (par irr�eductibilit�e par rapport �a Decompose). Par cons�equent, pour chaque r�egle
dans Runif, et pour chaque formule atomique t = t0 dans la partie droite des r�egles, nous devons

prouver que tjq = t0jq est inf�erieur �a t = t0.

{ Unfold 1 : 3 types d'�equations doivent être consid�er�ees :

{ t(u) = s : il est facile de voir que n(t(u) = s) � n(tn:u = s). Alors, pour chaque �equation
t(u)jq = sjq dans la forme normale de t(u) = s, on peut montrer que E-size(sjq) � E-size(s)
et que E-size(t(u)jq) < E-size(tn:u).

{ Fr(t(tm:u) = sft1  t2g) : puisque Variable Elimination ne s'applique pas, chaque
�equation t(tm :u)jq = sjq dans Fr(t(tm:u) = sft1  t2g) est irr�eductible par rapport �a R.
Si t1 est une variable, la d�ecroissance est imm�ediate (remarquons que dans ce cas le nombre
de variables distinctes apparaissant dans l'�equation diminue strictement). Supposons que
t1 est un N -terme. Nous avons : n(t(tm:u) = sft1  t2g) < n(tn:u = s). En e�et, la r�egle
remplace le N -terme tn:u par tm:u (par irr�eductibilit�e par rapport �aClash 2, s ne contient
pas tn:u), et remplace le N -terme t1 par t2, o�u t1 6� t2 (par d�e�nition de la fronti�ere).

{ t1 = t2 : si t1 est une variable, la d�ecroissance est imm�ediate.
Si t1 est un N -terme, par d�e�nition de Unfold 1, deux cas sont �a distinguer :

1. t1 = tm:u : il est facile de voir alors que Pos(t2) < Pos(s) (E-size est constant), et
I(t1 = tm:u) < I(tn:u = s).

2. Si t2 � tm:u : par d�e�nition de Unfold 1, il existe un N -terme t dans s tel que t

n'apparâ�t pas dans t1 = t2. Donc n(t1 = t2) < n(tn:u = s).

{ Unfold 2 : en premier lieu, nous avons �a montrer que n d�ecrô�t. 3 types d'�equations doivent
être consid�er�ees :

1. s(tr11 :u1) = tk22 :u2 :

2. s(tk11 :u1) = tr22 :u2 : la preuve est imm�ediate.

3. s((t�21 )m1 :u1) = (t�12 )m1 :u2 : si n augmente alors soit tn22 :u2 contient tn11 :u1 soit s contient
tn22 :u1. Par irr�eductibilit�e w.r..t Clash, Unfold 1, ceci est impossible.

Montrons ensuite que E-size ou Pos() diminue strictement. 3 types d'�equations doivent être
consid�er�ees :

1. s(tr11 :u1) = tk22 :u2 : nous avons : E-size(s(tr11 :u1)) < E-size(s(tn11 :u1)).

2. s(tk11 :u1) = (tr22 :u2)q. Nous avons : E-size(s(tk11 :u1)) � E-size(s(tn11 :u1)) et
E-size((tr22 :u2)q) < E-size(tn22 :u2).

3. s((t�21 )m1 :tr11 :u1) = (t�22 )m2 :tr22 :u2 : ici E-size et Pos() n'augmentent pas et status diminue
strictement.

{ Unfold 3 : nous devons simplement consid�erer l'�equation t1 = t2 (les autres �equations sont
similaires �a celles que nous avons d�ej�a trait�ees dans les r�egles Unfold 1 et Unfold 2).
Par d�e�nition de Unfold 3, nous avons soit t2 6� tm2

2 :u2 soit t1 6� tm1

1 :u1. Donc n(t1 = t2) <
n(s(tn11 :u1) = tn22 :u2). (nous avons : t

m2

2 :u2 6� s et tm1

1 :u1 6� tm2

2 :u2).



{ Clash 3 : la d�ecroissance est imm�ediate

{ Replace 1 : Deux �equations doivent être consid�er�ees :

1. F : s(t1(v)) = tn22 :u2. Il est facile de voir que :

n(F ) < n(s(tn11 :u1) = tn22 :u2)

En e�et, tn11 :u1 n'apparâ�t pas dans F , et chaque N -terme de F apparâ�t dans s(tn11 :u1) =
tn22 :u2.

2. tm1

1 :u1 = v. Par irr�eductibilit�e par rapport �a Clash 3, s(tn11 :u1) ne contient pas tn22 :u2.
Puisque v � s(tn11 :u1), nous en d�eduisons que : tn22 :u2 n'apparâ�t pas dans tm1

1 :u1 = v,
donc : n(t = v) < n(F ).

{ Replace 2 : La preuve est similaire �a la pr�ec�edente.

{ Decompose 2
Il est tr�es facile de voir que n n'augmente pas, et que E-size diminue strictement.

c.q.f.d.

D�efinition 11.4.3. Un probl�eme d'uni�cation P est dit sous forme r�esolue s'il est soit ?,
soit >, soit une disjonction de formules de la forme :

9n:n1 = E1 ^ : : :^ nk = Ek ^ x1 = t1 ^ : : :^ xn = tn

o�u n1; : : : ; nk sont des variables enti�eres apparaissant seulement une fois dans la conjonction,
E1; : : : ; Ek sont des expressions lin�eaires et x1; : : :xn sont des variables n'apparaissant qu'une
seule fois dans la conjonction. �

Th�eor�eme 11.4.2. (Compl�etude)
Un probl�eme d'uni�cation irr�eductible par rapport �a Runif est en forme r�esolue.

Preuve. Il est facile de voir que si un probl�eme P n'est pas en forme r�esolue, alors l'une des
r�egles de Runif s'applique.

c.q.f.d.

11.4.4 Comparaison avec l'uni�cation des R-termes

(Salzer, 1992) propose un algorithme permettant de r�esoudre les probl�emes d'uni�cation sur
les R-termes. Les formalismes des R-termes et des I-termes avec plusieurs trous sont �equivalents
dans le sens o�u ils permettent de r�epr�esenter les mêmes ensembles de termes.

Une des caract�eristiques de notre algorithme d'uni�cation est que { �a la di��erence de celui de
(Salzer, 1992) { il n'utilise pas de proc�edure \subordonn�ee". En e�et, la r�egle cycle de (Salzer,
1992) n�ecessite une proc�edure a�n de calculer pour une �equation de la forme : s(tn1 :u1) = tn22 :u2,
4 entiers m0; n0; n;m tels que :

Fr(s(tn0+k1 :u1) = tm0+k
2 :u2) = Fr(s(tn+k1 :u1) = tm+k

2 :u2)

Ceci peut être tr�es coûteux (en temps de calcul) tout particuli�erement si ces entiers sont grands :
on doit en e�et calculer les fronti�eres fm;n de ces deux termes pour toutes les valeurs de m

et n et comparer chacun des fm;n avec toutes les fronti�eres calcul�ees pr�ec�edemment a�n de
d�etecter un cycle (i.e. 4 entiers m0; n0; n;m tels que fm0;n0 = fn;m). Cette comparaison doit
naturellement être r�ealis�ee modulo les propri�et�es AC du connectif ^. Dans (Salzer, 1992), il
est prouv�e que cette proc�edure se termine. L'existence d'un tel cycle permet d'appliquer une
r�egle de d�ecomposition similaire �a la r�egle Decompose 2. Notre algorithme �evite l'utilisation
d'une telle proc�edure en d�eterminant directement les valeurs de m0; n0; n;m (c'est le rôle des
r�egles Unfold 2). Cette remarque met en �evidence la di��erence principale entre l'algorithme
de Salzer et le nôtre. Des impl�ementations e�caces et des exp�erimentations sont �evidemment
indispensables pour pouvoir juger de l'e�cacit�e pratique des deux algorithmes.



11.5 Probl�emes �equationnels sur les I-termes

Dans cette section, nous �etendons les r�egles de la section 11.4 a�n de traiter des formules du
premier ordre. Pour des raisons de simplicit�e, nous allons tout d'abord restreindre la forme des
formules �a un cas particulier. Les probl�emes �equationnels sur les termes avec exposants entiers
(ou I-probl�emes �equationnels) sont d�e�nis comme suit.

D�efinition 11.5.1. Un I-syst�eme est une formule de la logique du premier ordre dont toutes
les sous-formules atomiques sont de la forme : s = t ou s 6= t (o�u s et t sont des I-termes), ou
s < t, s � t, s = t, s 6= t, o�u s et t sont des expressions de l'arithm�etique de Presburger.

Un probl�eme I-�equationnel est une formule de la forme :

9x8yM

o�u M est un I-syst�eme. Les variables z = Var(9x8yM) sont les inconnues, les y, les param�etres,
et les x, les variables auxiliaires. �

La notion de solution d'un probl�eme �equationnel se d�e�nit comme pour les formules clas-
siques. Sans perte de g�en�eralit�e, nous pouvons nous restreindre �a des formules de cette forme
(voir chapitre 2). En premier lieu, nous avons �a d�e�nir pr�ecis�ement ce que nous entendons par
\forme r�esolue".

11.5.1 Forme r�esolue

La notion de forme r�esolue avec contraintes (Comon et Lescanne, 1989) peut facilement
être �etendue aux I-probl�emes �equationnels. Cependant, il faut montrer que cette d�e�nition est
toujours utilisable, c'est-�a-dire que toute formule de cette forme (et di��erente de ?) a une
solution.

D�efinition 11.5.2.
Un I-probl�eme �equationnel P est en forme r�esolue avec contraintes, si et seulement s'il est

de l'une des trois formes suivantes :

{ >

{ ?

{ 9w:[
Vm
j=1 xj = sj ] ^ [

Vk
i=1 x

0
i 6= s0

i] ^ F , o�u chaque xj apparâ�t seulement une fois dans P ,
chaque x0

i est syntaxiquement di��erent de s0
i et F est une formule arithm�etique satisfaisable

(i.e. F a au moins une solution).

�

Th�eor�eme 11.5.1. Tout I-probl�eme �equationnel en forme r�esolue avec contraintes et di��erent
de ? a au moins une solution.

Preuve. Soit P un probl�eme en forme r�esolue avec contraintes. Si P = > ou = ?, le th�eor�eme
est trivialement valide. Supposons que P est de la forme :

P =
n̂

i=1

xi = ti ^
m̂

i=1

yi 6= sj ^ F

o�u les variables xi apparaissent au plus une fois dans P .
F est satisfaisable, donc a au moins une solution �. Soit P 0 = �(P). P 0 est en forme r�esolue

avec contraintes (au sens de (Comon et Lescanne, 1989)) et n'est pas �egal �a ?. Par cons�equent
P 0 a au moins une solution �. �� est une solution de P . c.q.f.d.
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11.5.2 R�esolution des probl�emes �equationnels

Il s'agit de donner un algorithme transformant tout I-probl�eme �equationnel en une disjonc-
tion de probl�emes �equationnels sous forme r�esolue avec contraintes. Nous pr�esentons dans cette
section les r�egles de transformation utilis�ees pour simpli�er le probl�eme et nous prouvons leurs
propri�et�es (correction, terminaison et compl�etude).

R�egles de transformation

En premier lieu, nous utilisons le syst�eme Runif pour simpli�er les �equations et dis�equations
de la forme s = t apparaissant dans le probl�eme. Une premi�ere possibilit�e consiste �a remplacer de
telles �equations par leur forme normale par rapport �a Runif. Cependant, en proc�edant ainsi, on

d�etruit la forme particuli�ere du pr�e�xe des probl�emes �equationnels (c'est-�a-dire l'ordre d'imbri-
cation des quanti�cateurs). En e�et, les r�egles d'uni�cation introduisent de nouvelles variables
auxiliaires dans la formule. Celles-ci servent �a \d�eplier" un N -terme tn:u suivant la valeur de
son exposant n (voir section 11.4). Par exemple, la formule : 8n:f(x) = f(�)n:a est remplac�ee
par : 8n:(n = 1 ^ f(x) = f(a)) _ 9m:n = m + 1 ^ x = f(�)m:a, qui n'est pas un I-probl�eme
�equationnel. Transf�erer le quanti�cateur existentiel 9m �a la racine de la formule est incorrect
puisque m et n apparaissent dans la même sous-formule atomique n = m+ 1.

Pour �eviter de modi�er la forme particuli�ere du pr�e�xe des probl�emes consid�er�es, une autre
possibilit�e consiste �a introduire des quanti�cateurs universels �a la place des quanti�cateurs exis-
tentiels. Plus pr�ecis�ement, la formule f(x) = f(�)n:a sera remplac�ee par : n 6= m+1_x = f(�)m:a
o�u m est un nouveau param�etre. Donc nous obtenons le probl�eme �equationnel :

8n;m:n 6= m+ 1 _ x = f(�)m:a:

La r�egle d'uni�cation est par cons�equent d�e�nie comme suit.

Uni�cation Soit s = t une �equation non irr�eductible par rapport �a Runif et soit 9m:
Wn
i=1(�i^

 i) une forme normale de s = t par rapport �a Runif (�i est une conjonction d'�equations de la

forme : s = t o�u s; t sont des I-termes, et  i est une formule arithm�etique). m sont les nouvelles
variables enti�eres introduites par le processus d'uni�cation.

P [s = t]p ! 9m:P [
Wn
i=1(�i ^  i)]p

si s = t ne contient aucun param�etre.

s = t! 8m:
Vn
i=1(: i _ �i)

si s = t contient au moins un param�etre.

Lemme 11.5.1. La r�egle uni�cation est correcte.

Preuve. La correction de la premi�ere sous-r�egle est imm�ediate. L'algorithme d'uni�cation
remplace une formule atomique s = t par une formule de la forme :

9m:
n_
i=1

�i ^  i

o�u �i est soit ?, soit une conjonction (�eventuellement vide) d'�equations de la forme tj = sj, et
o�u ti et sj sont des I-termes et o�u  i est une formule arithm�etique.

De plus, nous avons : 9m:
Wn
i=1  i � > et  i ^  j � ? (si i 6= j).

Ces deux propositions sont des propri�et�es imm�ediates de l'algorithme d'uni�cation, qui peu-
vent être v�eri��ees ais�ement pour chacune des r�egles. Intuitivement, elles expriment simplement
le fait que la r�egle divise le \domaine" D d'une formule (c'est-�a-dire le domaine des variables



enti�eres d'une formule ) en deux sous-domaines D1 et D2 tels que : D1[D2 = D et D1\D2 = ;.
Supposons que � 2 S(8m:

Vn
i=1(: i _ �i)). On a 9m:

Wn
i=1  i � >, donc

Wn
i=1  i� � >. Il existe

i � n et une substitution � de m telle que  i�� est vraie. Donc �i�� � > et, par correction de
l'algorithme d'uni�cation, (s = t)� est valide.

R�eciproquement, supposons que s� = t�. Alors, il existe i � n et une substitution � de
mi telle que �i�� et  i�� sont valides. Donc on a, pour tout j 6= i, 8mj: j � ?. D'o�u � 2
S(8m:

Vn
i=1(: i _ �i)). c.q.f.d.

Nous utilisons une r�egle analogue pour la n�egation.

Dis{uni�cation

P [s 6= t]p ! 9m:P [
Wn

i=1( i ^ :�i)]p

si s = t ne contient pas de param�etre.

s 6= t! 8m:
Vn

i=1(:�i _ : i)

si s = t contient au moins un param�etre.

La correction de la r�egle de disuni�cation est imm�ediate.

Remplacement, fusion et explosion des disjonctions

Ensuite, on utilise (comme pour les formules classiques) les r�egles de Replacement, Mer-
ging, et Explosion of disjunctions (voir (Comon et Lescanne, 1989)).

Replacement x = t ^ P ! x = t ^ Pfx! tg
Merging x = t ^ P [x = s]p ! P [t = s]p

Explosion of disjunctions
8y : P ^ (P1 _ P2)! 8y : P ^ P1
si Var(P1) \ y = ;, et Var(P2) \ y = ;.

A�n d'assurer la terminaison de l'algorithme, on impose des conditions suppl�ementaires sur
certaines des r�egles.

{ Replacement est appliqu�ee seulement si x apparâ�t au moins deux fois dans le probl�eme, t
ne contient aucun param�etre, et si x n'apparâ�t pas dans un terme u contenant un param�etre.

{ Comme nous le verrons par la suite, Merging est appliqu�ee seulement apr�es l'application
d'une r�egle Explosion ou N-Explosion.

Elimination des param�etres

Les r�egles suivantes sont utilis�ees a�n d'�eliminer les param�etres des probl�emes �equationnels :

Elimination of parameters (EP) La r�egle Elimination of parameters �elimine les quan-
ti�cateurs inutiles.

8y; y0 : P ! 8y : P if y0 62 Var(P )

Universality of parameters (UP) Les r�egles Universality of parameters �elimine les
param�etres x apparaissant dans des �equations ou des dis�equations de la forme x 6= t.
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1 8y : P ^ y0 6= t!? si y0 2 y et y0 62 Var(t)
2 8y : P ^ (y0 6= t _ R)! 8y : P ^Rfy0 ! tg si y0 2 y et y0 62 Var(t)
3 8y : P ^ z = t!?
si � contient au moins deux symboles,
z est di��erente de t,
Var(z = t) contient au moins un param�etre.

4 8y : P ^ (R
n_
i=1

zi = ui)! 8y : P ^R

si tout zi est une variable di��erente de ui,
Var(zi = ui) contient au moins un param�etre,
R ne contient aucun param�etre.

La correction de ces r�egles est �etablie dans (Comon, 1988).

Il est facile de voir que la r�egle d'Explosion, utilis�ee dans (Comon, 1988; Comon et Les-
canne, 1989) pour �eliminer les param�etres apparaissant dans une dis�equation (en \faisant re-
monter" le param�etre �a la position racine) ne termine plus dans ce cas. Consid�erons par exemple
la formule :

8y; n:x 6= fn(�):y

Si nous appliquons la r�egle d'explosion, on obtient :

9w:8y; n:x 6= fn(�):y _ x = f(w)

i.e.
9w:8y; n:8m:n 6= m+ 1 _ w 6= fm(�):y _ x = f(w)

Nous obtenons un probl�eme qui contient le probl�eme initial et par cons�equent la proc�edure
ne s'arrête pas.

Pour assurer la terminaison de la proc�edure, il faut introduire de nouvelles conditions d'ap-
plication sur la r�egle Explosion.

Explosion :

(E) 8y : P ! 9w; 8y : P ^ z = f(w1; : : : ; wp)
o�u z est une inconnue, w sont de nouvelles variables et f 2 �.
S'il existe dans P; x = u (ou x 6= u) o�u u n'est ni une variable ni un N -terme
et contient au moins un param�etre,
UP, Merging, EP, Runif ne s'appliquent pas.

Ensuite, nous d�e�nissons une nouvelle r�egle appel�ee N-Explosion a�n d'�eliminer les para-
m�etres apparaissant dans un N -terme. L'id�ee de cette r�egle est illustr�ee par l'exemple suivant.

Exemple 11.5.1. Soit P le probl�eme :

8n:x 6= fn(�):a

sur la signature : � = ff; ag Remarquons que soit x = a, soit il existe un entier k et un terme z
tels que : x = fk(�):z. En prenant le maximum de tous les entiers possibles, nous obtenons un
entier tel que x = a ou 9k; z:x = fk(�):z ^ 8u:z 6= f(u).

L'id�ee de la r�egle N-Explosion est d'ajouter ces deux formules �a P . Nous obtenons les
formules :

P1 : 9k:8n; u:x 6= fn(�):a ^ x = fk(�):z ^ z 6= f(u)



P2 : 8n:x = a ^ x 6= fn(�):a

P2 est r�eduit �a x = a (par les r�egles Merging et Uni�cation).

On utilise ensuite la r�egle d'explosion pour �eliminer le param�etre u dans P1. Nous obtenons :

9k; z:8n:x 6= fn(�):a^ x = fk(�):z ^ z = a

En appliquant la r�egle de Merging, ce probl�eme peut être transform�e en :

9k:8n:fk(�):a 6= fn(�):a^ x = fk(�):a

La dis�equation fk(�):a 6= fn(�):a est r�eduite par la proc�edure d'uni�cation �a k 6= n. Donc,
le probl�eme est transform�e en :

9k:8n:(k 6= n ^ x = fk(�):a)

En appliquant la r�egle Elimination de param�etres, on r�eduit la formule �a ?. Donc les
solutions du probl�eme initial sont x = a. �

Plus g�en�eralement, le principe de la nouvelle r�egle que nous proposons est le suivant. Si le
probl�eme �equationnel contient une �equation x 6= tn:u o�u tn:u contient un param�etre, alors nous
introduisons une nouvelle variable enti�ere k et nous ajoutons la formule x = tk:z ^ 8u:z 6= t:u.
Remarquons que cela est possible seulement si t ne contient aucun param�etre. Si t contient un
param�etre, nous rempla�cons celui-ci par une nouvelle variable (similairement, nous rempla�cons
tout N -terme par une variable).

N-Explosion

P ! 9k; y; x:P ^ x = �(t)k:y ^ (8w:y 6= �(t)(w)) (P1)
! 8w; x:P ^ x 6= �(t)(w) (P2)

o�u

{ P contient une dis�equation x 6= tn:u, telle que tn:u contient au moins un param�etre.

{ �(t) est un terme obtenu en rempla�cant chaque param�etre et chaque N -terme dans t par de
nouvelles variables x.

Remarque. Les formules obtenues par la r�egle N -Explosion ne sont pas n�ecessairement des
I-probl�emes. Cependant, elles peuvent être facilement transformer en I-probl�emes par transfor-
mation en forme pr�enexe.

Lemme 11.5.2. [Correction de N -Explosion] Soit P1;P2 deux I-probl�emes �equationnels d�eduits
de P par la r�egle N-Explosion. Alors

P � (P1 _ P2):

Preuve. Si 8x; w:x 6= �(t)(w) est vrai, alors P � P2. Supposons que 8x; w:x 6= �(t)(w) n'est
pas vraie. Alors, il existe x et y tel que x = �(t)(y). Soit k le plus grand entier tel qu'il existe y

tel que x = �(t)k:y. Alors, si x = �(t)k:y, nous avons 8w:y 6= �(t)(w), donc P est �equivalent �a
P ^ 9k:(x = �(t)k:y ^ (8w:y 6= �(t)(w))). Par cons�equent P � P1. c.q.f.d.

Remarque. Toute application de la r�egle N-Explosion sera imm�ediatement suivie de l'ap-
plication d'une r�egle Merging entre les litt�eraux x = �(t)k:y et x 6= tn:u.
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On note Rsimp le syst�eme compos�e des r�egles Uni�cation, Dis-Uni�cation, Replace-
ment, Explosion of Disjunctions. Nous d�e�nissons une r�egle de simpli�cation suppl�emen-
taire.

Simpli�cation

P ^Q ! P

Si P ^ :Q !Rsimp
?.

La correction de la r�egle de Simpli�cation est imm�ediate. Cette r�egle sera utile par la
suite dans la preuve de terminaison. Elle permet en outre d'�eliminer certains sous-probl�emes
redondants et ainsi d'am�eliorer dans certains cas l'e�cacit�e de l'algorithme de r�esolution.

Remarque. { La terminaison de Rsimp sera prouv�ee par la suite.

{ Evaluer la condition d'application de la r�egle Rsimp peut se r�ev�eler coûteux en pratique.
Cependant, nous verrons lors de la preuve de terminaison qu'elle n'a pas besoin d'être
syst�ematiquement appliqu�ee.

Elimination des param�etres arithm�etiques

Si un probl�eme P est irr�eductible par Uni�cation, Dis{uni�cation, EP, Merging, Ex-
plosion, N-Explosion, alors les seuls param�etres du probl�eme n'apparaissent dans aucune
formule non-arithm�etique. Il est alors possible d'utiliser les techniques d'�elimination des quan-
ti�cateurs classiques a�n d'�eliminer ces param�etres, par exemple la proc�edure d�ecrite dans
(Presburger, 1929) ou celle (plus e�cace) de (Cooper, 1972). Le processus d'�elimination
des param�etres n'est pas rappel�e ici.

Terminaison et compl�etude

Soit Rsolve le syst�eme complet. Rsolve = fUni�cation, Dis-Uni�cation, Replacement,
Explosion of Disjunctions, Elimination of Parameters, Universality of Parameters,

Explosion, Simpli�cation, N-Explosiong.

Th�eor�eme 11.5.2. Le syst�eme Rsolve est �a terminaison �nie.

Preuve. Introduisons tout d'abord une d�e�nition.

D�efinition 11.5.3. Comme pour les probl�emes d'uni�cation, une variable x est dite r�esolue
si et seulement si elle n'apparâ�t que dans une �equation x = t, o�u x 62 Var(t). �

Nous introduisons la mesure suivante sur les probl�emes I-�equationnels.

D�efinition 11.5.4. Soit f une formule de la forme t1 = t2 ou t1 6= t2. I(f) est d�e�nie comme
suit.

{ I(f) = 0, si f est arithm�etique.

{ I(f) = fjPos(t1)j; jPos(t2)jg, sinon.

�

D�efinition 11.5.5. Soit P un probl�eme I-�equationnel en fnc. On a P =
Vn
i=1 di o�u di est

une disjonction d'�equations et de dis�equations. Sans perte de g�en�eralit�e, nous supposons que le
probl�eme est irr�eductible par Runif et Rdisunif.

Soit l'interpr�etation suivante sur les probl�emes I-�equationnels.

�(P) = f(param(di); �1(d
0
i); nvar(P); �1(di))=1 � i � ng

avec

{ param(di) est le nombre de param�etres non arithm�etiques de di.



{ nvar(P) est le nombre de variables non r�esolues de P .

{ d0
i est la disjonction des litt�eraux de di qui contiennent au moins un param�etre.

{ �1(
Wk
i=1 fi) = fI(fi)=1 � i � kg.

�1 est ordonn�e par l'extension multiensemble de l'ordre naturel sur I . � est ordonn�e par
l'extension lexicographique des ordres habituels. �

Consid�erons en premier lieu le sous-ensemble contenant les r�egles R0

solve = fUni�cation,
Dis-Uni�cation, Replacement, Explosion of Disjunctions, Elimination of Parame-

ters, Universality of Parameters, Explosion, Simpli�cationg.

Lemme 11.5.3. Pour toute r�egle � 2 R0

solve qui n'est pas une r�egle d'uni�cation et de disuni�-
cation et pour tout couple de probl�emes (P ;P 0) tel que P !� P

0, on a �(P) > �(P 0).

Preuve. { Replacement : �a cause du contrôle, param et �1(d
0
i) n'augmentent pas. D'autre

part, nvar d�ecrô�t strictement.

{ Explosion de Disjunction : �1(d
0
i); param; nvar n'augmentent pas. De plus f�1(di)=1 �

i � ng diminue strictement (puisque la r�egle supprime un des �el�ements d'un des di).

{ Universality of Parameters 2 : param d�ecrô�t strictement.

{ Universality of Parameters 1,3,4 : imm�ediat.

{ Explosion : �a cause du contrôle, la r�egle est imm�ediatement suivie d'une application de la
r�egle Merging. Une �equation x 6= t (o�u t contient au moins un param�etre) est transform�ee
en f(x1; : : : ; xn) 6= t. Puisque t n'est pas un N -terme, cette �equation est r�eduite par d�ecom-
position soit en >, soit en x1 6= t1 _ : : :_ xn 6= tn. Si la r�egle Universality of parameters

est appliqu�ee, alors la d�ecroissance est imm�ediate, sinon I d�ecrô�t strictement.
c.q.f.d.

Puisque � est bien-fond�e et puisque que les r�egles d'uni�cation se terminent, on en d�eduit
que R0

solve se termine (cela implique en particulier que Rsimp se termine). Il reste simplement �a
consid�erer la r�egle N-Explosion. Pour cela, nous introduisons quelques d�e�nitions suppl�emen-
taires.

D�efinition 11.5.6. L'ensemble des N -param�etres est le plus petit ensemble de param�etres
x non-arithm�etiques tel que x apparâ�t dans une formule atomique contenant un N -terme ou
un N -param�etre. �

D�efinition 11.5.7. Un N -terme tn:u apparaissant dans un litt�eral f d'un probl�eme

9x:8y:P ^ (R_ f)

est dit r�egulier si et seulement si pour tout terme x, P ^ :R ^ t(x) = u!Rsimp
?.

Pour tout litt�eral f , on note reg(f) le nombre de N -termes r�eguliers de f . �

La d�e�nition suivante introduit une nouvelle mesure sur les probl�emes I-�equationnels.

D�efinition 11.5.8.

�0(P) = f(N -param(di); �2(d
00
i ); param(di); �1(d

0
i); nvar(P); �1(di))=1 � i � ng

avec

{ d00
i est la disjonction des litt�eraux de di contenant au moins un N -param�etre.

{ �2(d) = f(n(f); reg(f))=f 2 dg (n est d�e�ni comme dans la preuve de th�eor�eme 11.4.1).
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{ N -param(d) est le nombre de N -param�etres de d.

�

Lemme 11.5.4. Les r�egles d'uni�cation et de disuni�cation n'augmentent pas n et reg.

Preuve. Il su�t de le v�eri�er pour chaque r�egle. c.q.f.d.

Lemme 11.5.5. Soit P et P 0 deux probl�emes tels que P !R0

solve
P 0. Alors �0(P) > �0(P 0).

Preuve. Il su�t de v�eri�er que N -param et �2 n'augmentent pas. Nous consid�erons unique-
ment la r�egle Universality of Parameter (la preuve pour les autres r�egles est imm�ediate).

Deux cas doivent être distingu�es. Soit y0 est un N -param�etre, auquel cas N -param d�ecrô�t
strictement, soit y0 n'est pas unN -param�etre d'o�u par d�e�nition,N -param et �(d00

i ) n'augmentent
pas. c.q.f.d.

Lemme 11.5.6. Soit P ;P 0 deux I-probl�emes tels que P !Rsolve
P 0. Alors �0(P) > �0(P 0).

Preuve. Il su�t de consid�erer la r�egleN-Explosion. Elle introduit de nouveaux param�etres.
Mais ces param�etres ne sont pas des N -param�etres donc N -param reste constant. Comme pour
Explosion, N-Explosion est toujours suivi de l'application de la r�egle Merging. Une dis�e-
quation x 6= tn:u est ainsi transform�ee en �(t)m:y 6= tn:u. Ensuite, par application de la r�egle
Decompose 2, on obtient :

8k1; k2; k
(n 6= 1 _ t(u) 6= �(t)m:y)^
(n 6= k + 1 _ ((t(a) 6= �(t)(a))_
((n 6= m) _ (u 6= y)
^((n 6= m+ k1) _ y 6= tk1 :u)
^((m 6= n+ k2) _ �(t)

k2:y 6= u))))

{ On a n(u 6= y) < n(x 6= tn:u) donc �2 d�ecrô�t strictement.

{ Par d�e�nition de �, la formule t(a) 6= �(t)(a) est r�eduite par Decompose en deux formules
de la forme x0 6= tjq . On a n(t(a) 6= �(t)(a)) < n(x 6= tn:u).

{ t(u) 6= �(t)m(y) : n n'augmente pas. Cette formule est r�eduite par disuni�cation soit en
tjq 6= �(t)jq (dans ce cas n d�ecrô�t strictement), soit en u 6= �(t)m

0

(y). Ou tn:u est r�egulier
et �(t)m

0

:y 6= u peut être r�eduit �a > (par Simpli�cation), ou (�a cause de la pr�esence de la
formule 8w:y 6= �(t)(w)), �(t)m

0

:y devient r�egulier et reg d�ecrô�t strictement.

Par cons�equent, il ne reste plus qu'�a consid�erer les formules y 6= tk1 :u et �(t)k2:y 6= u. Il
est facile de voir qu'�a cause de la pr�esence des formules 8w:y 6= �(t)(w) et t(a) 6= �(t)(a),
y 6= tk1 :u, est r�eduit �a > en utilisant les r�egles Explosion, Universality of Parameters et
Simpli�cation. En e�et, on a 8w:y 6= �(t)(w) donc 8w:y 6= t(w).

Deux cas sont �a distinguer.

1. t contient au moins un N -terme. Alors n(�(t)k2:y 6= u) < n(x 6= tn:u).

2. t ne contient aucun N -terme. Alors �(t)k2:y 6= u ne contient qu'un seul N -terme. De plus,
soit tn:u est r�egulier et �(t)k2 :y 6= u peut être r�eduit �a > par Universality of Parameters
et Simpli�cation, soit (�a cause de la formule 8w:y 6= �(t)(w)), reg diminue strictement.



Par le lemme 11.5.4, on en d�eduit que �2 diminue strictement, ce qui prouve que Rsolve se
termine. c.q.f.d.

D�efinition 11.5.9.

 0(di) = (N -param(di); f(I(s 6= t); reg(s 6= t))=s 6= t 2 d0
ig; param(di))

avec :

{ d0
i est l'ensemble des dis�equations de di qui contiennent au moins un param�etre.

{ N -param(d) est le nombre de N -param�etres apparaissant dans d.

{ param(d) est le nombre de param�etres non-arithm�etiques dans d.

{ reg(s 6= t) = 1 si s = t contient au moins un N -terme de la forme tn:u o�u 9x:F^u 6= �(t)(x) 3

ne peut être r�eduit �a > par le syst�eme R0

solve, 0 sinon.

�

Nous allons montrer que  0 d�ecrô�t strictement.

{ Universality of parameter : Soit N -param d�ecrô�t strictement, soit reg et I n'augmentent
pas et param d�ecrô�t strictement.

{ Explosion : �a cause du contrôle, toute application de cette r�egle est suivie par une appli-
cation de la r�egle de Merging. Une �equation x 6= t (o�u t contient au moins un param�etre)
est transform�ee en une �equation f(x1; : : : ; xn) 6= t. Puisque t n'est pas un N -terme, cette
�equation est r�eduite par d�ecomposition �a soit > soit x1 6= t1 _ : : : _ xn 6= tn. Si la r�egle
Universality of Parameters est appliqu�ee pendant le processus de normalisation, la d�e-
croissance est �evidente. Sinon I d�ecrô�t strictement.

{ N-Explosion : cette r�egle introduit de nouveaux param�etres. Mais ces param�etres ne sont
pas des N -param�etres, donc N -param n'augmente pas.

Comme pour Explosion, la r�egle N-Explosion est toujours suivie d'une application de
la r�egle Merging. Une dis�equation x 6= tn:u est transform�e en �(t)m:y 6= tn:u. Alors, en
appliquant la r�egle Decompose 2 sur �(t)m:y = tn:u, on obtient une formule de la forme
(o�u k; k1; k2 sont de nouvelles variables enti�eres) :

(m 6= 1 _ tn:u 6= �(t)(y))^
(n 6= k + 1 _ ((t(a) 6= �(t)(a))_
((n 6=m) _ (u 6= y)
^((n 6= m+ k1)_ y 6= tk1 :u)
^((m 6= n + k2)_ �(t)k2:y 6= u))))

{ Nous avons n(u 6= y) < n(x 6= tn:u) donc �2(u 6= y) < �2(x 6= tn:u).

{ La formule t(a) 6= �(t)(a) est r�eduite par Decompose �a une formule de la forme x0 6= tjq.
Nous avons n(t(a) 6= �(t)(a)) < n(x 6= tn:u). Donc �2(t(a) 6= �(t)(a)) < �2(x 6= tn:u).

{ �(t)(y) 6= tn:u est transform�ee par la r�egleUni�cation en une formule de la forme tjq 6= x0

(dans ce cas n d�ecrô�t strictement) ou tn:u 6= y. Cette derni�ere formule peut être r�eduite
�a > par R0

solve.

3: � est la fonction d�e�nie dans la r�egle N -Explosion
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Donc, il reste uniquement �a consid�erer les formules y 6= tk1 :u et �(t)k2:y 6= u.
En premier lieu, il est tr�es facile de montrer que, �a cause de la formule 8w:y 6= �(t)(w), et
t(a) 6= �(t)(a), y 6= tk1 :u, est r�eduit �a > en utilisant les r�egles Explosion, Decomposition
et Merging. En e�et, on a 8w:y 6= �(t)(w) donc 8w:y 6= t(w).
Nous devons alors distinguer les cas suivants :

1. u contient un N -terme. Alors I(�(t)k2:y 6= u) < I(x 6= tn:u).

2. u ne contient aucun N -terme et t contient au moins un N -terme. Alors I(�(t)k2:y 6= u) <
I(x 6= tn:u).

3. u et t ne contiennent aucunN -terme. Alors �(t)k2:y 6= u contient seulement un N-terme. De
plus, soit �(t)k2 :y 6= u peut être r�eduit �a ?, soit (puisque 8w:y 6= �(t)(w)), reg(�(t)k2:y 6=
u) = 0.

Ceci prouve que Rsolve se termine. c.q.f.d.

Th�eor�eme 11.5.3. [compl�etude de Rsolve]
Tout I-probl�eme �equationnel P irr�eductible par rapport �a Rsolve est de la forme P 0 ^ F o�u

P 0 est sous forme r�esolue avec contraintes, et F est une formule arithm�etique.

Preuve. Soit P un I-probl�eme �equationnel, irr�eductible par rapport �a Rsolve.
Toute formule atomique non-arithm�etique apparaissant dans P doit être de la forme x = t

ou x 6= t (sinon une des r�egles d'uni�cation ou de disuni�cation s'applique).
Supposons que P contient un param�etre. Si x apparâ�t dans une dis�equation de la forme y 6= t

alors la r�egle Explosion ou 2 s'applique. Si x apparâ�t dans une autre formule atomique non-
arithm�etique, l'une des r�eglesUniversality de Parameters s'applique. Si x apparâ�t seulement
dans une formule arithm�etique, alors x peut être �elimin�ee par la m�ethode classique d'�elimination
des quanti�cateurs.

Par irr�eductibilit�e par rapport �a R, et en utilisant la compl�etude de R, on en d�eduit que P
doit être de la forme P 0 ^ F , o�u P 0 est en forme r�esolue avec contraintes, et F est une formule
arithm�etique.

c.q.f.d.

A�n d'obtenir une forme r�esolue avec contraintes, il su�t de v�eri�er si F poss�ede une so-
lution (i.e. que la fermeture existentielle de F : 9Var(F):F est vraie). Cela peut être r�ealis�e
par n'importe quel algorithme de r�esolution des formules arithm�etiques (Presburger, 1929;
Cooper, 1972). Nous en d�eduisons le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 11.5.4. La th�eorie du premier ordre dans le langage des I-termes est d�ecidable.

Preuve. C'est une cons�equence imm�ediate des th�eor�emes 11.5.3 et 11.5.2 (voir (Comon,
1988)). c.q.f.d.

Discussion

Ce r�esultat de d�ecidabilit�e peut sembler surprenant si on consid�ere que les th�eories du pre-
mier ordre sont en g�en�eral ind�ecidables d�es que la validit�e de la formule d�epend de propri�et�es
\profondes" sur les termes. Par exemple, la th�eorie de la relation d'inclusion (Venkataraman,
1987), de l'ordre r�ecursif sur les chemins (Treinen, 1992; Comon et Treinen, 1997), la sub-
somption pour les arbres rationels (D�orre et Rounds, 1992) ont �et�e prouv�ees ind�ecidables. Ici
la condition 9n:x = tn:y impose une structure r�eguli�ere sur x. Le point-clef est que les variables
appartenant �a t ne peuvent pas être instanci�ees avec des valeurs di��erentes �a chaque �etape. Si
nous autorisons l'occurence de termes de la forme f( ; �)n, o�u d�enote une variable anonyme
qui peut être instanci�ee di��eremment �a chaque �etape, la th�eorie devient ind�ecidable (Hermann,
1994).



11.6 Utilit�e des I-termes en construction de mod�eles

Nous allons maintenant utiliser les r�esultats pr�ec�edents a�n d'inclure le formalisme des I-
termes dans notre m�ethode de construction de mod�eles.

D�efinition 11.6.1. Un sous-ensemble E de �n(�) est appel�e un I-ensemble si et seulement
si il existe une I-formule �equationnelle FI(E) contenant n variables libres x1; : : : ; xn v�eri�ant

(x1; : : : ; xn)� 2 E , � 2 S(FI(E)):

Une interpr�etation partielle est appel�ee une I-eq-interpr�etation si et seulement si pour tout
P 2 
, les ensembles I(P )+ et I(P )� sont des I-ensembles. �

Exemple 11.6.1. L'interpr�etation J = fP (f2�n(a))g est une I-eq-interpr�etation. On a
FI(J (P )+) = 9n:m = n� 2 ^ x1 = f(�)m:a. �

Puisque nous disposons d'un algorithme pour r�esoudre les probl�emes �equationnels sur les
I-termes, les r�esultats du chapitre 5 ainsi que les r�egles de (Caferra et Zabel, 1992) peuvent
être g�en�eralis�es de fa�con imm�ediate aux I-c-clauses. En particulier, les r�esultats de correction et
de compl�etude des r�egles sont pr�eserv�es. En outre :

Th�eor�eme 11.6.1. Le probl�eme de l'�evaluation d'une formule F dans une I-eq-interpr�etation
totale est d�ecidable.

L'objet des sections suivantes est d'�etendre la m�ethode a�n de construire des I-mod�eles. Il
s'agit de d�e�nir des r�egles pour introduire automatiquement des I-termes dans l'ensemble de
I-c-clauses.

11.6.1 Une nouvelle r�egle

Plus pr�ecis�ement, on cherche �a simuler par une r�egle unique n applications de la
c-r�esolution sur une I-c-clause autor�esolvente. Par exemple, �a partir de la I-c-clause
[[P (x) _ :P (f(f(x))) : >]], nous voulons d�eduire [[P (x) _ :P (f(f(�))n:x) : >]]. C'est l'objet de
la r�egle propos�ee dans cette section. Elle est similaire, mais plus g�en�erale que la r�egle propos�ee
par (Salzer, 1992) pour des clauses standards (voir section 11.6.2).

Le principe de la r�egle est le suivant. Soit C : [[l(t) _ :l(t0)_ R : X ]] une I-c-clause auto-
r�esolvente. Soit x1; : : : ; xn les variables de C. Soit � un renommage des variables de C. Chaque
variable xi est associ�ee �a une variable x0i = �(xi) . Consid�erons l'�equation �(t) = t

0
. La forme

normale des �equations par rapport �a Runif est une disjonction de la forme
Wm
i=1 Fi, o�u les Fi

sont des formules de la forme

Fi : 9n:n1 = E1 ^ : : :^ nk = Ek ^ x1 = t1 ^ : : :^ xn = tn

Nous dirons qu'une �equation non arithm�etique est r�ecursive si elle est de la forme s = t,
et s'il existe une variable x telle que s � x et t � �(x), et s ou t n'est pas une variable. Les
variables x et �(x) sont dites r�ecursives.

Fi peut s'�ecrire
9n:F 0

i ^ F 00
i :

o�u F 0
i contient seulement des �equations r�ecursives, et F 00

i ne contient aucune �equation r�ecursive.
Dans la suite, les conditions suivantes sont suppos�ees valides.

1. R, F 00
i , X ne contient aucune variable r�ecursive.

2. chaque �equation r�ecursive contient au plus deux variables r�ecursives. Remarquons que cette
condition n'est pas toujours satisfaite r�ealis�e : on peut par exemple avoir x = f(�(x)) et
y = g(�(y); �(x)). Ici x, y, �(y) et �(x) sont r�ecursives, et g(y; �(x)) contient 3 variables
r�ecursives.



Remarque. Nous donnerons par la suite des exemples montrant l'utilit�e de ces deux condi-
tions.

Ces conditions permettent d'exprimer la forme g�en�erale des r�esolvents des I-c-clauses C.

Lemme 11.6.1. Soit C : [[l(t) _ :l(t0) _ R : X ]] une I-c-clause auto-r�esolvente satisfaisant les
conditions 1-2 ci-dessus. Il existe un litt�eral l(s), un probl�eme �equationnel satisfaisable Y et
deux substitutions � et � tels que :

C j= [[�(l(s)) _ �(:l(s)) _R : X ^ Y ]]

o�u

{ ��(s) = ��(s)

{ �(Y) = �(Y) = Y

{ �(R) = �(R) = R

{ Y est de la forme
Vn

i=1 xi = ti, o�u xi n'apparâ�t pas dans ti et o�u �(xi) = �(xi) = xi.

Preuve. Une �equation r�ecursive est soit de la forme xi = ti, soit de la forme �(xj) = tj (o�u
ti et tj ne sont pas des variables et contiennent �(xi) et xj respectivement).

Par cons�equent, Fi est de la forme

9n:F 00
i ^

k̂

i=1

xi = ti ^
k0^

j=k+1

�(xj) = tj :

Soit �0 la substitution �0 : �(x) ! x (�0 = ��1). Soit � la substitution � : �(xj) ! tj
(k < j � k0), et � la substitution � : xi ! ti (1 � i � k). En premier lieu, nous montrons que la
formule �0(F 00

i )) �0��(t) = �0�(t
0
) est �equivalente �a >. Par la condition 2, �(ti) = �(ti) = ti et

�(tj) = �(tj) = tj . Donc ��(xi) = ��(ti) et ��(�(xj)) = ��(tj). Par cons�equent, la formule ��(Fi)
est �equivalente �a ��(F 00

i ) (voir la d�e�nition de Fi ci-dessus). Puisque F 00
i ne contient aucune

variable r�ecursive, ��(F 00
i ) = F 00

i . Par d�e�nition de Fi : Fi ) �(t) = t
0
� >. Par cons�equent,

��(Fi) ) ���(t) = ��(t
0
) � >, i.e. F 00

i ) ���(t) = ��(t
0
) � >. En particulier �0(F 00

i ) )
�0���(t) = �0��(t

0
) � >. Mais �(�(t)) = �(t) et �(�(t

0
)) = �(t

0
). Donc �0(F 00

i ) ) �0��(t) =
�0�(t

0
) est �equivalent �a >. Soit s le terme tfti ! xig. Soit �0 = �0��, et �0 = �0�. Si la formule

F 00
i est vraie, �(�(t)) = �(t

0
). Pour tout i 2 [1; k], �(�(xi)) = �(xi), et pour tout j 2 [k + 1; k0],

toute occurrence de �(xi) dans �(t
0
) apparâ�t dans le terme ti. Donc xi apparâ�t seulement dans

ti dans t, et t = �0(s). De même, on prouve que si �0(F 00
i ) est vraie, alors �

0(s) = t
0
.

C 0 : [[l(t) _ :l(t0)_ R : X ^ �0(F 00
i )]]

peut s'�ecrire sous la forme suivante.

C0 : [[�0(l(s)) _ �0(:l(s))_ R : X ^ �0(F 00
i )]]:

o�u �0�0(s) = �0�0(s).

Il est tr�es facile de voir que C j= C0. De plus �0(R) = �(R) = R, �0(�0(F 00
i )^X ) = �0(�0(F 00

i )^
X ) = F 00

i ^ X . c.q.f.d.

Consid�erons la r�egle :



I-Induction

c : [[l(t) _ :l(t0)_ R : X ]]
[[l(s0) _ :l(s00) _R : X ^ Y ]]

o�u :

1. c satisfait les conditions 1-2 ci-dessus.

2. [[�(l(s))_ �(:l(s)) _R : X ^ Y ]] est la I-c-clause donn�ee par le lemme 11.6.1.

3. k, ti, et xi sont d�e�nis comme dans le lemme 11.6.1.

4. ti ne contient pas de N -terme u tel que u contient une variable r�ecursive.

5. s0 (resp. s00) est obtenu �a partir de s en rempla�cant chaque terme xi, pour 1 � i � k (resp.
k < i � n) par (tjfxj  �g)n:xj .

Remarque. La condition 4 est n�ecessaire a�n que (tjfx �g)n:xj et (tifx �g)n:xi soient
des I-termes. Sans cette condition, nous pourrions par exemple avoir (si ti = f(�)n:x) :

x (f(�)n:�)m:x

mais ce dernier terme n'est pas un I-terme.

Th�eor�eme 11.6.2. La r�egle I-Induction est correcte.

Preuve. Nous avons

C j= [[�0(l(s))_ �0(:l(s)) _R : X ^ F 00
i ]]

Cette I-c-clause peut s'�ecrire

[[R _ (�0(l(s))) �0(l(s))) : X ^ F 00
i ]]:

Puisque �0�0(s) = �0�0(s), il est facile de montrer (par induction sur n) que

C j= [[R_ (�0n(l(s))) �0n(:l(s))) : X ^ F 00
i ]]

c.q.f.d.

Exemple 11.6.2. Consid�erons la c-clause

[[R(y; z)_ P (x; y)_ P (f(x); z) : >]]:

La forme normale de P (x0; y0) = P (f(x); z) est

F : x0 = f(x)^ y0 = z

(dans ce cas, il n'y a qu'une seule solution).
x; x0 sont des variables r�ecursives, y; y0; z; z0 ne sont pas r�ecursives.
Par cons�equent, on a

C0 : [[R(y; z)_ P (x; y)_ P (f(�)n:x; z0) : y = y0 ^ z = z0 ^ y0 = z]]:

Par simpli�cation, on obtient C0 : [[R(y; y)_ P (x; y)_ P (f(�)n:x; y) : >]]
Il est facile de voir que C0 est une cons�equence logique de C.

�

Remarque. Si n = 0, la I-c-clause est une tautologie. Donc, ce cas peut être �elimin�e. Ainsi,
l'algorithme de r�esolution des contraintes donn�e dans la section 11.5 est bien adapt�e �a notre
m�ethode de construction de mod�eles puisqu'on suppose que chaque variable enti�ere est associ�ee
�a un entier n > 0.



Les deux exemples ci-dessous illustrent le cas o�u les conditions 1 et 2 ne sont pas satisfaites.

Exemple 11.6.3. (Condition 1 n'est pas satisfaite) Consid�erons la c-clause C :

[[:P (x) _ P (f(x)) _R(x) : >]]

C donne les r�esolvents suivants.

[[:P (x) _ P (fn(x))_
n_

i=1

R(fn(x)) : >]]

De fa�con �evidente, cet ensemble de c-clauses ne peut pas être exprim�e par notre formalisme des
I-termes. �

Exemple 11.6.4. (Condition 2 n'est pas satisfaite) Consid�erons la c-clause C :

[[:P (f(x); y)_ P (x; g(x; y)) : >]]

C donne les r�esolvents :

[[:P (f(f(x)); y)_ P (x; g(x; g(f(x); y))) : >]]

et :

[[:P (fn(x); y)_ P (x; g(f(x); : : : ; g(fn(x); y))) : >]]

L�a encore, il est impossible d'exprimer cet ensemble par des I-termes. �

11.6.2 Comparaison avec les travaux existants

La r�egle inductive de Salzer

(Salzer, 1992) propose une r�egle similaire pour des clauses standards. Cette r�egle utilise
les R-termes au lieu des I-termes. Elle a par la suite �et�e �etendue en utilisant les grammaires
primales (Salzer, 1994) et l'uni�cation cyclique (Salzer, 1993).

Les principales di��erences entre la r�egle propos�ee dans ce travail et celle donn�ee dans (Sal-
zer, 1992) sont les suivantes.

{ En premier lieu, notre r�egle s'applique �a des I-c-clauses contraintes et non seulement �a des
clauses (les clauses sont des cas particuliers des c-clauses).

{ En second lieu, la r�egle de (Salzer, 1992) s'applique seulement �a des clauses de la forme
Q  P o�u Q est une instance de P (i.e. Q = P�, pour une certaine substitution �). Notre
r�egle peut traiter des clauses de la forme Q� Q�.

Exemple 11.6.5. Soit C la clause

P (f(x); y)_ :P (x; f(y)):

La r�egle d'introduction de I-termes d�eduit de C la clause

P (f(�)n:x; y)_ :P (x; f(�)n:y):

Cette clause ne peut pas être d�eduite par la r�egle propos�ee dans (Salzer, 1992).

�



La r�egle \Cycle Uni�cation" de Klingenbeck

Dans (Klingenbeck, 1996) est propos�ee une r�egle, appel�ee Cycle Uni�cation, qui est tr�es
similaire �a la r�egle I-Induction. Les di��erences entre les deux r�egles sont les suivantes.

{ Le langage des I-termes que nous utilisons est moins restrictif que celui utilis�e dans (Klin-
genbeck, 1996). En e�et, nous n'imposons aucune restriction sur la forme des contextes ni
sur le nombre de trous dans un N -terme.

{ La d�e�nition de la r�egle I-Induction que nous avons propos�ee est d'un plus bas niveau que
celle de (Klingenbeck, 1996). En e�et, la d�e�nition donn�ee dans (Klingenbeck, 1996)
suppose que la c-clause est transform�ee sous une forme particuli�ere permettant un calcul
ais�e des contextes. Mais l'algorithme de transformation n'est pas pr�ecis�e. Au contraire, notre
m�ethode n'impose aucune contrainte sur la forme de la c-clause et permet de calculer les
contextes de fa�con purement automatique.

11.6.3 Exemples

Exemple 11.6.6. La formule suivante est tir�ee de (Dreben et Goldfarb, 1979, page 205).
Il s'agit d'une formule de la classe 898-classes avec identit�e. Cette classe n'est pas �niment
contrôlable mais elle est docile 4. La formule consid�er�ee est satisfaisable seulement sur les univers
de cardinalit�e in�nie ou paire.

8y9x8z

R(x; y)^Q(y; y)^ (R(x; z)) (y = z))

^(Q(y; z)) P (x; z)) ^ (P (y; z)) Q(x; z))^ (:P (y; z) _ :Q(y; z))

L'ensemble de c-clauses correspondant S est.

1 [[R(f(y); y) : >]]
2 [[Q(y; y) : >]]
3 [[:R(f(y); z) : y 6= z]]
4 [[:Q(y; z)_ P (f(y); z) : >]]
5 [[:P (y; z)_ Q(f(y); z) : >]]
6 [[:P (y; z)_ :Q(y; z) : >]]

Il est clair (il su�t de consid�erer les clauses 4 et 5) que chaque mod�ele de S contient
Q(f2n(x); x) et :Q(f2n+1(x); x). Ces ensembles de litt�eraux ne peuvent être exprim�es par des
formules �equationnelles.

Notre m�ethode donne :

7 [[:Q(y; z) _Q(f(f(y)); z) : >]] (c-resolution 4,5)
8 [[P (y; z) _ P (f(f(y)); z) : >]] (c-resolution 4,5)
9 [[:Q(y; z) _Q(f(f(�))n:y; z) : >]] (I-terme introduction 7)
10 [[Q(f(f(�))n:y; y) : >]] (resolution,9,2)
11 [[:P (f(f(�))n:y; y) : >]] (resolution,10,6)
12 [[P (f(f(f(�))n :y); y) : >]] (resolution,10,4)
13 [[:Q(f(f(f(�))n :y); y) : >]] (resolution,12,6)
14 [[:Q(y; z) _ P (f(y); z) : 8n:y 6= f(f(f(�))n :z)]] (dissubsumption,10,4)
15 [[:Q(y; z) : 8n:y 6= f(f(f(�))n :z) ^ y 6= z ^ y 6= f(f(�))n:z]] (GMPL)
15 [[:P (y; z) : 8n:y 6= f(f(f(�))n :z) ^ y 6= z ^ y 6= f(f(�))n :z]] (GMPL)

4: Une classe est dite �niment contrôlable si toute formule satisfaisable de cette classe admet un mod�ele �ni
(certains auteurs parlent de \propri�et�e du mod�ele �ni"). Elle est docile s'il existe une m�ethode e�ective pour
d�ecider si une formule de cette classe a un mod�ele �ni ((Dreben et Goldfarb, 1979)).



On obtient le mod�ele suivant.

[[Q(f(f(�))n:y; y) : >]]
[[:P (f(f(�))n:y; y) : >]]
[[:Q(f(f(f(�))n:y); y) : >]]
[[P (f(f(f(�)))n:y; y) : >]]
[[:Q(x; y) : x = f(�)n:a^ y = f(�)m:a ^ n < m]]
[[:P (x; y) : x = f(�)n:a ^ y = f(�)m:a ^ n < m]]

�

Exemple 11.6.7. Consid�erons l'ensemble des 4 clauses suivantes.

1 [[:Q(x; f(x)) : >]]
2 [[P (x; f(x)) : >]]
3 [[:P (x; y)_ Q(x; f(y)) : >]]
4 [[:Q(x; y)_Q(x; f(y)) : >]]

Cet ensemble de c-clauses satisfaisable n'a pas de mod�ele �ni (Dreben et Goldfarb, 1979).

5 [[:P (x; x) : >]] (c-resolution 3,1)
6 [[:Q(x; x) : >]] (c-resolution 4,1)
7 [[:P (x; y)_ Q(x; f(y)) : x 6= y]] (c-dissubsumption 1,3)
8 [[:P (x; y) : y 6= f(x)]] (GPL)
9 [[:Q(x; y) _Q(x; fn(�):y) : >]] (I-terme introduction 4)
10 [[:Q(x; y)_Q(x; fn(�):y) : x 6= y]] (c-dissubsumption, 6, 9)
11 [[Q(x; fn(�):y) : x 6= y]] (GPL)

On obtient par cons�equent le mod�ele suivant.

[[:Q(x; f(x)) : >]]
[[P (x; f(x)) : >]]
[[:P (x; x) : >]]
[[:Q(x; x) : >]]
[[:P (x; y) : y 6= f(x)]]
[[Q(x; fn(�):y) : x 6= y]]

Il est int�eressant de constater qu'aucune autre m�ethode n'est capable de construire un mod�ele
pour cette formule.

�





Chapitre 12

Automates d'arbres et construction

de mod�eles

Bien que beaucoup plus expressif que les contraintes �equationnelles interpr�et�ees dans la th�eo-
rie vide, le formalisme de repr�esentation propos�e au chapitre 11 sou�re de certaines limitations,
li�ees �a la complexit�e de la r�esolution des formules du premier ordre dans la th�eorie des I-termes
et au pouvoir d'expression de ces formules.

{ D'une part, l'utilisation des sch�ematisations de termes est particuli�erement coûteuse, au
vu de la complexit�e des algorithmes de r�esolution existants. (Comon, 1995) montre que le
probl�eme d'uni�cation dans la th�eorie des I-termes est d'une complexit�e au moins �equivalente
�a la r�esolution des �equations diophantiennes.

{ D'autre part, il existe des mod�eles tr�es simples qui ne peuvent pas être exprim�es en utilisant
les I-termes. C'est essentiellement dû, d'une part, �a l'unicit�e du contexte dans la d�e�nition
inductive des I-termes, et d'autre part �a l'absence de variables anonymes (c'est-�a-dire pou-
vant être instanci�ees di��eremment �a chaque �etape) dans les contextes. Ces deux hypoth�eses
sont par ailleurs n�ecessaires �a la d�ecidabilit�e de la th�eorie (Hermann, 1994).

Consid�erons, par exemple, la formule suivante.

8x:(P (x), (x = a _ 9y:(x = f(y)^ P (y))_ 9y:(x = g(y)^ P (y)))):

Le seul mod�ele de Herbrand de cette formule est l'ensemble M, inductivement d�e�ni par les
relations suivantes.

{ P (a) 2 M;

{ si x 2 M, P (f(x)) et P (g(x)) sont dans M.

Cet ensemble de termes ne peut pas être exprim�e par une formule �equationnelle sur les I-
termes, car �a chaque �etape inductive, tout terme de M peut g�en�erer deux nouveaux termes
distincts P (f(x)) et P (g(x)).

Consid�erons maintenant la formule P (a) ^ 8x:(P (x) ) 8y:P (f(x; y))). Le mod�ele minimal
de cette formule est l'ensemble M d�e�ni inductivement par a 2 M, et si t 2 M alors pour
tout s, f(t; s) 2 M. L�a encore, cet ensemble ne peut être repr�esent�e par des sch�ematisations
de termes car des termes y distincts sont introduits dans le terme �a chaque �etape inductive
(pour plus de d�etails sur ce probl�eme, consulter (Salzer, 1993; Hermann, 1994)).

A�n de rem�edier �a ce double inconv�enient, nous nous int�eressons �a un autre formalisme per-
mettant d'exprimer les interpr�etations : les automates d'arbres (G�ecseg et Steinby, 1984) qui



constituent un formalisme disposant de \bonnes" propri�et�es de d�ecidabilit�e permettant de repr�e-
senter de fa�con naturelle et e�cace des mod�eles ne pouvant pas être exprim�es par les I-termes.
Les automates d'arbres ont fait l'objet de nombreuses �etudes (G�ecseg et Steinby, 1984; Co-
mon, 1988; Bogaert et Tison, 1992; Comon et Delor, 1994). En particulier, la classe des
langages repr�esentables par des automates d'arbres standard est la classe des langages r�eguliers,
i.e. des langages pouvant être repr�esent�es par une grammaire d'arbres r�eguli�ere. Cette classe est
ferm�ee par les op�erations bool�eennes usuelles (intersection, union, compl�ement). D'autre part,
le probl�eme du vide (i.e. d�ecider si une grammaire repr�esente le langage vide) est connu pour
être d�ecidable en temps lin�eaire.

L'inconv�enient des automates d'arbres est qu'ils ne permettent pas de repr�esenter des termes
non lin�eaires tels que par exemple ff(x; x)=x 2 �(�)g ou ff(x; y)=(x; y)2 �(�)2; x 6= yg. Or, ces
termes peuvent être facilement repr�esent�es par des formules �equationnelles. L'id�ee de chercher
�a combiner ces deux repr�esentations est donc tr�es naturelle. Par ailleurs, il existe plusieurs
extensions des automates d'arbres qui disposent des mêmes propri�et�es que les automates d'arbres
(d�ecidabilit�e du probl�eme du vide et stabilit�e par les op�erations bool�ennes usuelles). Citons par
exemple la classe des automates d'arbres avec tests d'�egalit�e entre �ls (REQ6=-automates).

Nous montrons dans ce chapitre que le formalisme des automates d'arbres peut être int�egr�e
de fa�con pro�table �a notre approche de la construction de mod�eles. Contrairement au chapitre
11, aucun r�esultat de d�ecidabilit�e n'est �etabli ici. Le but, plus modeste, est simplement de fournir
des techniques permettant d'utiliser ce formalisme et de le combiner avec la m�ethode Ramc.

Nous proposons de repr�esenter les mod�eles par des formules avec contraintes d'appartenance
(Comon et Delor, 1994) i.e. des formules contenant les pr�edicats \=" et \2", interpr�et�es sur
la th�eorie vide. Par cons�equent, les formules atomiques seront soit de la forme t = s (o�u s; t sont
des termes), soit de la forme t 2 S, o�u t est un terme et S un symbole d�enotant un ensemble
de termes. Les ensembles apparaissant dans la formule seront d�e�nis par un automate G. Nous
appellerons de telles formules G-formules. De fa�con �evidente, les G-formules ont un pouvoir
d'expression plus important que les formules �equationnelles.

12.1 Automates d'arbres g�en�eraux

Il est possible d'�etendre les automates d'arbres en autorisant des tests d'�egalit�e ou de \di-
s�egalit�e" entre les sous-termes d'un terme de production. On introduit ainsi la classe d'auto-
mates avec tests d'�egalit�e (Rateg) (Mongy, 1981). Malheureusement, le probl�eme du vide
est ind�ecidable pour cette classe d'automates. Cependant il est possible de restreindre la classe
d'automates autoris�ee a�n de pr�eserver les propri�et�es des grammaires r�eguli�eres. Par exemple,
si seuls des tests d'�egalit�e ou de dis�egalit�e entre �ls sont autoris�es, alors le probl�eme du vide
devient d�ecidable, et la classe de langage obtenue est stable par les transformations bool�eennes
habituelles (union, intersection et compl�ement) (Bogaert et Tison, 1992).

Nous donnons ci-dessous une d�e�nition tr�es g�en�erale des automates d'arbres. Nous n'im-
posons aucune condition syntaxique sur la classe d'automates consid�er�ee, mais simplement des
conditions s�emantiques qui seront n�ecessaires pour utiliser ces automates pour la repr�esentation
et la construction des mod�eles.

Nous appellerons \automate d'arbre (g�en�eral)" tout automate d'arbre avec test d'�egalit�e ou
de dis�egalit�e. Plus pr�ecis�ement :

D�efinition 12.1.1. [Automates d'arbres g�en�eraux] Soit Sd un ensemble de symbole de sorte
disjoint de S appel�e sortes dynamiques. Un automate d'arbres (g�en�eral) est un ensemble �ni de
c-clauses de la forme

[[
n̂

i=1

Pi(ti)) P (t) : X ]]



o�u 8i � n:ti � t, Pi 2 Sd, P 2 Sd. �

D�efinition 12.1.2. [S�emantique des automates d'arbres g�en�eraux] Si G est un automate
d'arbres, G est un ensemble de c-clauses de Horn, donc admet un mod�ele minimal de Herbrand
unique (voir chapitre 14)M. Nous noterons �G(P ) l'ensemble des termes clos t de �(�) tels que
M j= P (t). �

Remarque. Soit G un automate d'arbre.

{ Si pour toute r�egle, [[
Vn
i=1 Pi(ti)) P (t) : X ]] de G, t est lin�eaire et X � >, alors G est un

automate d'arbre standard.

{ Si pour toute r�egle, [[
Vn
i=1 Pi(ti)) P (t) : X ]] de G, t est de la forme f(t1; : : : ; tn), o�u ti est

une variable et si X est une conjonction de dis�equations ou �equations entre variables de
ft1; : : : ; tng, alors G est un automate d'arbres avec tests d'�egalit�e entre fr�eres.

12.1.1 Formules �equationnelles et automates d'arbres g�en�eraux

Les automates d'arbres peuvent être facilement combin�es avec les formules �equationnelles,
par l'ajout de contraintes d'appartenance dans les formules (Comon et Delor, 1994). Le
langage obtenu fournit un moyen naturel et e�cace de repr�esenter des nuplets de termes ferm�es.

D�efinition 12.1.3. Une expression de sorte s est inductivement d�e�nie de la fa�con suivante.

{ s 2 S [ Sd.

{ Si s1; : : : ; sn sont des expressions de sorte et arit�e(f) = n, alors f(s1; : : : ; sn) est une expres-
sion de sorte.

{ Si s1; s2 sont deux expressions de sorte, alors s1[s2 et s1\s2 sont deux expressions de sorte.

{ Si s est une expression de sorte alors :s est une expression de sorte.

{ > et ? sont des expressions de sorte.

De même que nous associons �a chaque symbole de sorte une interpr�etation qui est un sous-
ensemble de �(�), nous associons �egalement �a chaque expression de sorte un sous-ensemble de
�(�) not�e �G(S) et inductivement d�e�ni comme suit.

{ �G(s) = �s(�) si s 2 S.

{ �G(f(s1; : : : ; sn)) = ff(t1; : : : ; tn)=8i 2 [1::n]; ti 2 �G(si)g.

{ �G(s1 \ s2) = �G(s1) \ �G(s2).

{ �G(s1 [ s2) = �G(s1) [ �G(s2).

{ �G(:s) = �(�) n �G(s).

{ �G(>) = �G(�).

{ �G(?) = ;.

�

D�efinition 12.1.4. Soit G un automate d'arbres. Une G-formule P est une formule du
premier ordre qui est soit une �equation s = t, o�u s et t sont deux termes, ? (false) > (true), soit
de la forme P _ Q, P ^ Q, :P , 9x:P , 8x:P o�u P et Q sont des G-formules, x 2 V , soit de la
forme t 2 s o�u t 2 �(�;V) et s est une expression de sorte. Les variables libres d'une G-formule
P sont appel�ees des inconnues. Les formules :(t = s);:(t 2 s) sont �egalement not�ees t 6= s et
t 62 s. �

Une G-formule �etant une formule du premier ordre, les notions de sous-formule et de position
dans une G-formule sont d�e�nies de fa�con habituelle.



Pour �etendre la notion de solution d'une formule (voir (Comon et Lescanne, 1989) et
chapitre 2) aux G-formules, il su�t de pr�eciser l'interpr�etation de 2.

D�efinition 12.1.5. Une substitution � valide une G-formule t 2 s si et seulement si t� 2
�G(s). La notion de solution d'une G-formule s'�etend alors de fa�con imm�ediate aux G-formules
quelconques (par souci de concision, nous ne rappellerons pas toutes les d�e�nitions). L'ensemble
des solutions d'une G-formule X est not�e SG(X ). �

Introduisons quelques notations.

D�efinition 12.1.6. [Admissibilit�e d'une classe d'automates]

Une classe d'automates C sera dite admissible si et seulement si :

(C1) il existe une proc�edure permettant de d�ecider (pour tout G 2 C) si une G-formule X donn�ee
est satisfaisable ;

(C2) il existe une proc�edure permettant de d�ecider de l'appartenance �a C;

(C3) pour toute expression de sorte e, il est possible de construire un automate G0 2 C contenant
G tel que pour tout symbole de sorte s de G, �G(s) = �G0(s) et tel qu'il existe un symbole
de sorte s0 v�eri�ant �G(e) = �G0(s0).

�

Remarque. La classe des automates standards (�equivalents aux grammaires r�eguli�eres) et
la classe d'automates d'arbres avec tests entre fr�eres (les REG6=-automates) sont admissibles
(Comon et Delor, 1994).

Dans la suite, nous supposerons que la classe d'automates consid�er�ee est admis-

sible. Cette approche permet d'inclure dans notre m�ethode diverses proc�edures de r�esolution
des contraintes, de fa�con modulaire, sans avoir �a redonner �a chaque fois de nouvelles d�e�nitions,
r�egles et th�eor�emes. Nous nous contentons ici de pr�eciser les propri�et�es dont nous avons besoin
sur la classe d'automates sans d�e�nir explicitement cette classe.

Exemple 12.1.1. G = fS(a); S(x)! S(f(f(x)))g est un automate d'arbres. L'ensemble �G(S)
correspondant �a S est ff2n(a)=n 2 Ng.

La formule P = x = y _ (x = f(y) ^ y 2 S) est une G-formule (x et y sont des variables
libres).

L'ensemble des solutions de P est l'ensemble de substitutions ferm�ees � telles que.

{ soit x� = y�;

{ soit x� = f(y�) et y� 2 �G(S).

Par exemple fx! f(f(f(a))); y! f(f(a))g est une solution de P .
�

12.1.2 Repr�esentation des interpr�etations par des G-formules

Les G-formules peuvent être utilis�ees pour repr�esenter des n-uplets de termes ferm�es et des
interpr�etations de Herbrand. Rappelons bri�evement les d�e�nitions correspondantes.

D�efinition 12.1.7. Un ensemble E de �(�)n est appel�e un G-ensemble si et seulement si il
existe un automate admissible G = G(E) et une G-formule FG(E) contenant n variables libres
x1; : : : ; xn v�eri�ant

(t1; : : : ; tn) 2 E , fxi ! tig 2 SG(FG(E)):



Une interpr�etation partielle I est une G-interpr�etation ssi pour tout P , I+P et I�
P sont des G-

ensembles. Une G-interpr�etation peut être repr�esent�ee par la donn�ee d'une G-formule et d'un
ensemble �ni de c-clauses unitaires, dont les parties contraintes sont des G-formules. �

Th�eor�eme 12.1.1. Il existe un algorithme qui, �etant donn�e une G-interpr�etation totale I et une
formule logique du premier ordre F d�ecide si I j= F .

Preuve. La preuve est une cons�equence de l'admissibilit�e de la classe d'automates consid�er�ee
et du corollaire 5.5.1. c.q.f.d.

Il est int�eressant de noter que le formalisme des G-formules subsume les techniques de re-
pr�esentation de mod�eles �nis :

Th�eor�eme 12.1.2. Soit I une interpr�etation �nie, telle que pour tout �el�ement a du domaine de
I, il existe un terme t de �(�) tel que I(t) = a (i.e. I est engendr�e sur �). Il existe un automate
d'arbres G et une interpr�etation G-repr�esentable J telle que pour toute formule F

I j= F , J j= F :

Preuve. La preuve est imm�ediate.
Soit I une interpr�etation de domaine �ni fa1; : : : ; ang. Soit fA1; : : : ; Ang n symboles de sorte

dynamique distincts. Nous d�e�nissons l'automate G correspondant et l'interpr�etation J comme
l'ensemble des clauses suivant :

f
n̂

j=1

Aij (xij)! Ai(f(xi1 ; : : : ; xik))=f 2 �; I(f)(ai1; : : : ; aik) = aig:

Alors J est l'interpr�etation totale d�e�nie, pour tout pr�edicat P (o�u a(P ) = k et xP =
(x1; x2; : : : ; xk)) par :

FG(I
+
P ) =

_
(ai1 ;:::;aik )=Ij=P (ai1 ;:::;aik )

k̂

j=1

xi 2 Aij :

On a alors J j= S ssi I j= S (c'est une cons�equence triviale de la d�e�nition de J , qui peut
être d�emontr�ee par induction sur l'ensemble des formules). c.q.f.d.

12.2 Extension de la m�ethode RAMC

Les r�esultats d�ecrits dans la section 12.1.1 permettent d'incorporer l'utilisation d'automates
d'arbres �a la m�ethode Ramc. Plus pr�ecis�ement, nous consid�erons d�esormais des couples (G; S),
o�u G est un automate d'arbres et S un ensemble de c-clauses, tels que les contraintes apparaissant
dans S sont des G-formules. Un couple (G; S) est �equivalent �a l'ensemble des clauses ferm�ees C�
telles qu'il existe [[C : X ]] 2 S et � 2 SG(X ). En utilisant cette �equivalence, les notions usuelles
de satisfaisabilit�e, insatisfaisabilit�e, implication, etc., peuvent être �etendues de fa�con imm�ediate.
D�e�nissons alors les (m�eta-)r�egles suivantes.

R�egles d'inf�erence et de disinf�erence

(G; S)

(G; S0)

si S !Ramc S0



R�egle de simpli�cation

(G; S [ f[[C : X ]]g)
(G; S)

si SG(X ) � ?

Initialement, si S est un ensemble de c-clauses sans symbole de sorte, l'ensemble de r�egles G
est vide. Sinon, G doit bien entendu être fourni par l'utilisateur en même temps que le probl�eme �a
r�esoudre. Puisqu'il existe une proc�edure de d�ecision pour les G-formules, les r�esultats du chapitre
6 (correction, compl�etude r�efutationnelle, etc.) s'�etendent de fa�con imm�ediate.

Nous montrons dans cette section comment utiliser l'information d�eduite par la m�ethode
Ramc pour g�en�erer dynamiquement de nouveaux symboles de sorte pendant la recherche. Nous
pr�esentons une nouvelle r�egle permettant d'introduire automatiquement de nouveaux symboles
de sorte et de nouvelles r�egles de production dans l'automate G. Ces r�egles op�erent sur le couple
(G; S) et non sur l'ensemble de c-clauses S. L'id�ee de base est similaire �a celle utilis�ee au chapitre
11. Il s'agit de tirer parti du pouvoir d'expression des G-formules pour empêcher la divergence
de la m�ethode.

Donnons tout d'abord une description informelle de notre approche. Une description formelle
sera donn�ee par la section 12.2.2.

12.2.1 Pr�esentation informelle sur un exemple

Consid�erons une fois de plus la formule

F : P (a) ^ 8x:(P (x), :P (f(x))):

Au chapitre 11, il a �et�e montr�e que F admet un unique mod�ele de Herbrand M.

M = fP (f2n(a))=n 2 Ng

M ne peut pas être exprim�e par un probl�eme �equationnel, mais peut être repr�esent�e par une
G-formule. L'automate correspondant �a cet ensemble est

! s(a)

s(x)! s(f(f(x))):

Le mod�ele est alors repr�esent�e comme suit.

P (x) est true si et seulement si x 2 s

L'objet de cette section est de donner des conditions syntaxiques permettant de g�en�erer
automatiquement cet automate. Pour cela, consid�erons la forme clausale de la formule F .

c1 : [[P (a) : >]]
c2 : [[P (x) _ P (f(x)) : >]]
c3 : [[:P (x) _ :P (f(x)) : >]]

En appliquant la r�egle de c-r�esolution sur les c-clauses c2 et c3, on obtient la c-clause

c4 : [[:P (x) _ P (f(f(x))) : >]]:

En appliquant la r�egle de r�esolution sur P (a) et c4 (et sur les descendants de c4) nous
obtenons un ensemble in�ni M de c-clauses ferm�ees de la forme P (f(f(a))), P (f(f(f(f(a))))),



P (f2n(a)): : :A�n d'�eviter de g�en�erer explicitement ces c-clauses, il su�t de remarquer que les
c-clauses c1 et c4 d�e�nissent un automate d'arbres (plus pr�ecis�ement une grammaire r�eguli�ere
d'arbres). Il est donc possible d'associer �a P un nouveau symbole de sorte s et d'ajouter les
r�egles :

! a

s(x)! s(f(f(x)))

La section suivante est consacr�ee �a une description d'une m�ethode g�en�erant automatiquement
un tel automate.

12.2.2 Une nouvelle r�egle

La d�e�nition suivante formalise cette id�ee.

D�efinition 12.2.1. [Ensemble de contextes] Un ensemble de contextes est un ensemble de
triplets f(Pi; pi; si)=1 � i � ng tel que pour tout i 2 [1::n] :

{ Pi est un litt�eral (positif ou n�egatif) ;

{ pi est un ensemble de positions de Pos(Pi), incomparables 2 �a 2 ;

{ si est un symbole de sorte.

�

Informellement, un ensemble de contextes correspond �a une abstraction (voir chapitre 13
et (Plaisted, 1981) pour plus de d�etails sur les abstractions) d'un ensemble de litt�eraux. En
rempla�cant un litt�eral P [t]p (ou (P; p; s) 2 E) par le litt�eral monadique s(t), on transforme un
ensemble de c-clauses en un automate d'arbres. Il su�t ensuite de v�eri�er si l'automate obtenu
appartient �a une classe admissible (c'est l'objet de la condition C2). Les d�e�nitions suivantes
formalisent cette technique.

D�efinition 12.2.2. Soit E un ensemble de contextes et L un litt�eral. L est dit E-compatible
si et seulement si L est de la forme P [t]p (resp. :P [t]p) avec (P; p; s) 2 E. Nous notons alors
abst(E;L) un litt�eral s(t) (resp. :s(t)) 1 �

Exemple 12.2.1. Soit E = f(P (a; x); f2g; s)g.
Les litt�eraux

P (a; f(y; z)); P (a; a);:P (a; b)

sont E-compatibles. On a

abst(E; P (a; f(y; z))) = s(f(y; z))
abst(E; P (a; a)) = s(a)
abst(E;:P (a; b)) = :s(b)

�

Nous pouvons �etendre cette notion �a des ensembles de c-clauses quelconques.

D�efinition 12.2.3. Soit E un ensemble de contextes et S un ensemble de c-clauses. S est
dit E-compatible si et seulement si les conditions suivantes sont v�eri��ees.

{ Tout litt�eral L apparaissant dans une clause de S estE-compatible. On note alors abst(E; S)
l'ensemble de c-clauses obtenu en rempla�cant chaque litt�eral L de S par un litt�eral
abst(E; S).

1: Plusieurs solutions sont parfois possibles, car un litt�eral peut correspondre �a plusieurs litt�eraux de E. Il est
alors n�ecessaire d'e�ectuer un choix arbitraire pour d�e�nir la fonction abst(E;L).



{ abst(E; S) appartient �a une classe admissible d'automates d'arbres g�en�eraux.

�

Lemme 12.2.1. [Compatibilit�e avec l'instantiation] Soit E un ensemble de contextes et S un
ensemble de c-clauses E-compatible. Soit � une substitution. Alors

abst(E�; S�) = abst(E; S)�

Preuve. La preuve est imm�ediate. c.q.f.d.

Si un ensemble de c-clauses est E-compatible, il est possible d'utiliser l'automate d'arbres
abst(E; S) correspondant a�n d'exprimer (une partie de) l'ensemble des c-clauses unitaires qui
sont des cons�equences logiques de S, au lieu de g�en�erer explicitement ces c-clauses par la r�egle
de r�esolution. Cela permet d'empêcher dans certains cas la non-terminaison de la m�ethode, car
l'ensemble ainsi exprim�e est souvent in�ni.

Th�eor�eme 12.2.1. Soit E un ensemble de contextes et (G; S) un ensemble de c-clauses E-
compatibles. Alors l'ensemble

(G [ abst(E; S); f[[P [x]p : x 2 s]]=(P; p; s) 2 Eg)

est une cons�equence logique de S.

La preuve du th�eor�eme 12.2.1 utilise les lemmes suivants.

Lemme 12.2.2. Soit E un ensemble de contextes et S un ensemble de c-clauses E-compatibles.
S'il existe 2 c-clauses CE et DE de abst(E; S) telles que Res(CE ; DE) = RE, alors il existe deux
c-clauses C;D de S telles que Res(C;D) = R, l'ensemble S0 = S [ fRg est E-compatible et on
a abst(E; S 0) = abst(E; S)[ fREg.

Preuve. Par d�e�nition de Res, CE et DE sont de la forme [[sP (t) [R1 : X ]] et
[[:sP (s) [R2 : Y ]] et RE = [[R1 [ R2 : X ^ Y ^ s = t]].

Par d�e�nition de abst(E; S), il existe deux c-clauses de S, de la forme C : [[P [t]p [ R0
1 : X ]]

et D : [[P [t]p [R0
2 : Y ]], telles que abst(E;R0

1) = R1 et abst(E;R0
2) = R2.

On a Res(C;D) = R : [[R0
1 [ R0

2 : X ^ Y ^ t = s]]. D'autre part on a abst(E;R) =
[[abst(E;R0

1) _ abst(E;R0
2) : X ^ Y ^ t = s]]. D'o�u: abst(E;R) = RE et abst(E; S0) =

abst(E; S)[RE c.q.f.d.

Lemme 12.2.3. Soit E un ensemble de contextes et S un ensemble de c-clauses E-compatible.
Si abst(E; S) est insatisfaisable, alors S l'est �egalement.

Preuve. abst(E; S) est un ensemble de c-clauses de Horn insatisfaisable, donc il existe une
r�efutation de abst(E; S) utilisant la r�egle de r�esolution. Nous allons montrer par induction sur
la longueur n de cette r�efutation (not�ee abst(E; S)! S1 ! : : :! Sn) que S est insatisfaisable.

{ n = 0. On a alors vw 2 abst(E; S), d'o�u par d�e�nition de abst(E; S), vw 2 S.

{ n > 0. En appliquant le lemme 12.2.2, il existe un ensemble de c-clauses S0
1 tel que

S !Res S 0
1, abst(E; S

0
1) = S1 et S0

1 est insatisfaisable. Par hypoth�ese d'induction, S1

est insatisfaisable. D'o�u S est insatisfaisable.

c.q.f.d.

Preuve. [du th�eor�eme 12.2.1] Par d�e�nition, pour tout terme de �G(s), s(t) est une cons�e-
quence logique de abst(E; S) (voir d�e�nition 12.1.2). D'o�u, pour toute substitution � : fx! tg
telle que t 2 �G(s), abst(E; S)[fs(t)g est insatisfaisable. Or on a par d�e�nition abst(E; P [t]p) =
s(t). Par le lemme 12.2.3, on en d�eduit que S [ fP [t]pg est insatisfaisable. c.q.f.d.



La r�egle G-Induction

(G; S [ f[[Ci _ Ri : Xi ^ Yi]]g)
(G[ abst(E; S0�); S [ f[[Ci _ Ri : Xi ^ Yi]]g [ f[[R_ P [x]p : x 2 s ^ Y ]]�=(P; p; s) 2 Eg)

avec :

{ E est un ensemble de contextes.

{ S0 = f[[Ci : Xi]]=1 � i � ng.

{ Il existe � telle que S0� est E-compatible.

{ abst(E; S0�) et [[Ri : Yi]] ne partagent aucune variable.

{ R =
Wn
i=1Ri.

{ Y =
Vn
i=1Yi.

Th�eor�eme 12.2.2. La r�egle G-Induction est correcte.

Preuve. Soit (P; p; s) 2 E. Notons C la c-clause [[R _ P [x]p : x 2 s ^ Y ]]. Soit un mod�eleM
de S et une substitution ferm�ee �0 des variables de S� n'appartenant pas �a abst(E; S0�). Soit
� = �:�0. Montrons que M j= C�.

Puisque 8i 2 [1::n], [[Ri : Yi]] et abst(E; S) ne partagent aucune variable, [[Ri : Yi]]�� est
ferm�ee. S'il existe i 2 [1::n], tel que Yi� = ? alors de fa�con �evidente � 62 SG(Y) (par d�e�nition
de Y), d'o�u M j= C� (dans ce cas, C� est une tautologie).

Si 8i 2 [1::n];Yi� = >, alors on a M j= Ci� _ Ri�. S'il existe i 2 [1::n] tel que M j= Ri�,
alors M j= R�, d'o�u M j= C�.

Sinon, on a 8i:M j= [[Ci : Xi]]�. Or [[Ci : Xi]] est E-compatible donc [[Ci : Xi]]� est E�-
compatible et abst(E; [[Ci : Xi]]) = abst(E�; [[[[Ci : Xi]]� :)]] (d'apr�es le lemme 12.2.1).

Par le th�eor�eme 12.2.1, on en d�eduit que P [t]p est une cons�equence logique de f[[Ci : Xi]]�g
pour tout t 2 �G(s). D'o�u M j= C�. c.q.f.d.

D'un point de vue pratique, il est clair que la r�egle G-Induction est trop g�en�erale pour
pouvoir être utilis�ee de fa�con purement automatique. Elle n�ecessite l'intervention de l'utilisateur
pour le choix de l'ensemble de contextes E. Cependant, nous pouvons imposer des conditions
suppl�ementaires a�n de restreindre l'application de la r�egle, et de pouvoir l'appliquer automati-
quement de fa�con e�cace. Nous pouvons, par exemple, restreindre l'application de la r�egle �a des
ensembles unitaires de contextes. Ainsi, les litt�eraux et les positions de l'ensemble E peuvent
facilement être calcul�es en utilisant un algorithme d'anti-uni�cation (Plotkin, 1970), mais la
port�ee de la r�egle est alors plus limit�ee, puisque nous ne pouvons introduire qu'un seul sym-
bole de sorte simultan�ement. Il est �egalement possible de restreindre le nombre de c-clauses ou
de c-litt�eraux de l'automate. Une autre possibilit�e (implicitement utilis�ee dans (Weidenbach,
1993), par exemple, voir section 12.4) est de n'autoriser que des pr�edicats monadiques (ou es-
sentiellement monadiques, voir (Ferm�uller et al., 1993)) dans l'ensemble de contextes E. Le
calcul de E et la compilation des c-clauses en automate sont alors imm�ediats.

Exemple 12.2.2. Consid�erons l'ensemble de c-clauses suivant.

C1 [[:P (x; y)_ P (f(x); y) : >]]
C2 [[P (a; y)_R(u) : >]]

C1 et C2 sont f(P (x; y); f1g; s)g-compatibles.
Par la r�egle G-Induction, on d�eduit [[P (v; x)_ R(u) : v 2 s]]
o�u v est une nouvelle variable et s est d�e�ni par :



! s(a)

s(x)! s(f(x))

�

Remarque. La r�egle G-Induction est dans un certain sens similaire �a la r�egle I-Induction
d�ecrite au chapitre 11 (voir aussi (Salzer, 1992; Peltier, 1997a)), mis �a part que le formalisme
des automates est utilis�e �a la place des sch�ematisations de termes. Ces deux r�egles sont incom-
parables au sens o�u il existe des ensembles de c-clauses qui peuvent être trait�ees par la r�egle
G-Induction et qui ne peuvent pas être r�esolues par la r�egle I-Induction (et r�eciproquement).
Cela tient �evidemment aux limites du pouvoir d'expression respectif de ces deux formalismes.

Consid�erons par exemple l'ensemble suivant.

1 [[:P (x) _ P (f(y; x)) : >]]
2 [[P (a) : >]]

De 1 et 2 nous pouvons inf�erer P (f(y1; a)); P (f(y2; f(y1; a))) : : :.
Cet ensemble de c-clauses ne peut pas être exprim�e par des sch�ematisations de termes car �a

chaque �etape y peut être instanci�e par des termes di��erents. En revanche, notre m�ethode g�en�ere
l'automate suivant.

! S(a)

S(x)! S(y; x)

R�egles de transformation en automate d'arbres

Les r�egles que nous proposons dans cette section sont motiv�ees par l'�etude de l'exemple
suivant.

Exemple 12.2.3. Soit E = f(P (x); f1g; s)g Soit l'ensemble S suivant.

[[:P (x) _ P (f(x; y)) : y 2 s0]]
[[P (a) : >]]

On a abst(E; S) = S. Ici la r�egle G-Induction n'est pas applicable �a cause de la condition
y 2 s0 apparaissant dans les contraintes de S. S n'est donc pas un automate d'arbres (voir d�e�-
nition 12.1.1). Pourtant, il est clair que nous pouvons transformer l'ensemble S en un automate
d'arbres en transf�erant la condition y 2 s0 dans la partie clause de [[:P (x) _ P (f(x; y)) : y 2 s0]].
Nous obtenons ainsi les c-clauses suivantes :

[[:s0(y)_ :P (x) _ P (f(x; y)) : >]]
[[P (a) : >]]

qui d�e�nissent un automate d'arbres. �

Plus g�en�eralement, les r�egles de la �gure 12.1 permettent de transformer certains ensembles
de c-clauses S en un automate d'arbres �equivalent, ce qui permet ensuite d'appliquer la r�egle
G-Induction. Les r�egles visent �a �eliminer les contraintes suppl�ementaires des c-clauses a�n
de les transf�erer dans la partie clause de la r�egle. Certaines de ces r�egles sont d�ej�a utilis�ees
dans (Comon et Delor, 1994) pour simpli�er les formules �equationnelles avec contraintes
d'appartenance.

Th�eor�eme 12.2.3. Le syst�eme Taut est correct.



(G; S [ f[[C : x 2 e ^ X ]]g)
(G[ G0; [[:s(x)_ C : X ]])

Si e est une expression de sorte et si s est un nouveau symbole de sorte et G0 une extension de
G telle que �G(e) = �G0(s) (G0 et s existent d'apr�es la condition C3).

[[C : X [9x1; : : : ; xn:(x = f(x1; : : : ; xn)^
Vn
i=1 xi 2 si)]p]]

[[C : X [x 2 f(s1; : : : ; sn)]p]]

[[C : X [x 2 s ^ x 2 s0]p]]

[[C : X [x 2 s \ s0]p]]

[[C : X [x 2 s _ x 2 s0]p]]

[[C : X [x 2 s [ s0]p]]

Fig. 12.1 - : Le syst�eme Taut

Preuve. Imm�ediate. c.q.f.d.

Exemple 12.2.4. Consid�erons l'ensemble de c-clauses suivant.
[[P (a) : >]]
[[:P (x) _ P (f(x)) _R(y) : y 6= a]]
[[:P (x) _ P (g(x; y)) : 9z:y = f(z) _ 9z; z0:y = g(z; z0)]]

On d�eduit :
[[P (x)_ R(y) : x 2 S ^ y 6= a]]
o�u

{ S est d�e�ni par les r�egles de production suivantes.

{ ! S(a)

{ S(x)! S(f(x))

{ S(x)^ S0(y)! S(g(x; y))

{ ! S0(f(y))

{ ! S0(g(y; z))

�

Instantiation des c-clauses

Dans certains cas, il est possible que la r�egle G-Induction ne soit pas applicable sur les
c-clauses consid�er�ees, mais sur des instances des c-clauses. C'est le cas dans l'exemple suivant.

[[P (a; b) : >]]
[[P (x; y)! P (z; f(y)) : x 6= b]]

Ici, nous devons appliquer la r�egle G-Induction sur la clause

[[P (a; y)! P (a; f(y)) : >]]



qui est une instance de [[P (x; y)! P (z; f(y)) : x 6= b]].
De fa�con similaire, consid�erons l'ensemble de c-clauses suivant.

C : [[:P (x; y)_ P (f(x; z); y)_R(z) : >]]
D : [[P (a; y) : >]]

z apparâ�t dans le litt�eral R(z), donc la r�egle G-Induction n'est pas applicable. N�eanmoins,
nous pouvons appliquer la r�egle sur la c-clause [[:P (x; y)_ P (f(x; a); y)_ R(a) : >]], qui est une
instance de C.

12.3 Exemples

Les exemples suivants montrent l'int�erêt de la r�egle propos�ee.

Exemple 12.3.1. Consid�erons l'exemple suivant tir�e de la biblioth�eque de formules Tptp, pro-
bl�eme num�ero Syn324 (Suttner et Sutcliffe, 1995).

1 [[P (X; g(X))_ :P (X;X) : >]]
2 [[:P (X; g(X))_ :P (X;X) : >]]
3 [[P (X; g(X))_ P (g(X); g(X)) : >]]
4 [[:P (X; g(X))_ :P (g(X); g(X)) : >]]

Notre m�ethode g�en�ere les c-clauses suivantes.

5 [[:P (X;X)_ :P (g(X); g(X)) : >]] (resolution,1,4)
6 [[:P (X;X)_ :P (g(X); g(g(X))) : >]] (resolution,5,1)
7 [[:P (X;X)_ P (g(g(X)); g(g(X))) : >]] (resolution,6,3)
8 [[:P (a; a) : >]] (GPL,2)
9 [[:P (X; g(X))_ :P (X;X) : x 6= a]] (dissubsumption,6,2)
10 [[P (X; g(X))_ P (g(X); g(X)) : x = a]] (disresolution,7,3)

A ce point, nous appliquons la r�egle G-Induction sur les c-clauses 7,10. Nous obtenons la
c-clause

9 [[P (X;X)_ :P (a; g(a)) : x 2 S]] (G-Induction,7,10)

o�u S est d�e�ni par

! S(g(a))

S(x)! S(g(g(x)))

Ensuite, en appliquant la r�egle Gmpl sur la c-clause 9, on obtient les c-clauses suivantes.

10 [[P (x; x) : x 2 S]]
11 [[:P (g(x); g(x)) : x 2 S]]
12 [[P (x; g(x)) : x 2 S]]
13 [[:P (g(x); x) : x 2 S]]

Les c-clauses 10; 11; 12; 13 donnent un mod�ele de la formule initiale (les autres c-clauses
peuvent être �elimin�ees par application des r�egles de simpli�cation).

Il est int�eressant de mentionner que la r�esolution (sans strat�egie de restriction), ainsi que
l'hyper-r�esolution positive ou n�egative ne sont pas capables de d�etecter la satisfaisabilit�e de cette
formule même si des r�egles de simpli�cation telles que la subsumption sont utilis�ees. Ces r�egles
g�en�erent en e�et un ensemble in�ni de c-clauses. �



Exemple 12.3.2. Les remarques 1 et 2 ci-dessous illustrent l'int�erêt de l'exemple suivant.

1. La formule n'admet pas de mod�ele �ni. En e�et, l'interpr�etation du pr�edicat R(x; y; z) cor-
respond �a la d�e�nition de l'�egalit�e sur l'univers de Herbrand entre y et z �a la d�e�nition de
l'�egalit�e entre y et z sur l'univers de Herbrand (si x = f2n(a)).

2. Il n'admet pas de eq-mod�ele. En e�et, les deux premi�eres c-clauses impliquent R(x; y; z),
:R(f(x); y; z).

1 [[R(x; y; z)_ :R(f(x); y; z) : >]]
2 [[:R(x; y; z)_ R(f(x); y; z) : >]]
3 [[R(a; x; y)_ :R(a; f(x); f(y)) : >]]
4 [[:R(a; a; f(x)) : >]]
5 [[R(a; x; x) : >]]

Notre m�ethode donne.

6 [[:R(a; x; y) : x 6= y]] (Gmpl,3)
7 [[R(u; x; y)_ :R(f(f(u)); x; y) : >]] (r�esolution, 1,2)
8 [[R(u; x; y) : x 6= y ^ u 2 s]] (G-Induction, 6,7)

O�u s est d�e�ni par les r�egles suivantes.

! s(a)

s(x)! s(f(f(x)))

De la même fa�con, on obtient:

9 [[R(v; x; x) : v 2 s]]
10 [[:R(f(v); x; x) : v 2 s]] (r�esolution,1,9)
11 [[R(f(v); x; y) : v 2 s ^ x 6= y]] (r�esolution,2,8)

Les c-clauses 8; 9; 10; 11 d�e�nissent un mod�ele de l'ensemble de c-clauses initial. �

12.4 Comparaison avec des travaux existants

12.4.1 Les travaux de Matzinger

Dans (Matzinger, 1997), des grammaires r�eguli�eres d'arbres sont utilis�ees pour repr�esenter
des mod�eles de Herbrand. Une m�ethode est propos�ee pour r�esoudre le probl�eme d'�equivalence.
Les techniques utilis�ees sont fond�ees sur l'utilisation de strat�egies d'ordonnancement pour la m�e-
thode de r�esolution et sont compl�etement di��erentes de celles utilis�ees dans le pr�esent chapitre,
fond�ees sur l'utilisation de contraintes. Le pouvoir d'expression du formalisme est exactement
�equivalent aux mod�eles �nis, ce qui n'est pas le cas pour notre approche. La m�ethode de repr�e-
sentation propos�ee dans ce chapitre est donc plus g�en�erale.

12.4.2 Les travaux de Weidenbach

Dans un domaine di��erent de celui de la construction de mod�eles, (Weidenbach, 1993) pro-
pose une m�ethode permettant d'�etendre la logique du premier ordre avec des sortes dynamiques.
La m�ethode est fond�ee sur l'utilisation de l'uni�cation avec sortes et sur une modi�cation des
r�egles de r�esolution et de factorisation, ainsi que de la d�e�nition des d�eclarations de sortes.

L'algorithme de (Weidenbach, 1993) pour transformer des ensembles de clauses monadiques
en d�eclaration de sortes est comparable �a la r�egle G-Induction, qui pr�esente cependant les



avantages suivants. D'une part, elle utilise des contraintes a�n d'exprimer les informations sur
les sortes, ce qui �evite l'utilisation de litt�eraux r�esiduels (c'est-�a-dire de litt�eraux ajout�es �a la
clause obtenue par r�esolution pour exprimer des contraintes sur les sortes des variables). D'autre
part, notre m�ethode n'est pas restreinte �a des pr�edicats unaires.

Par ailleurs, nous n'utilisons pas de d�eclaration de sortes conditionnelles. L'interpr�etation des
symboles de sortes que nous introduisons est �x�ee lors de leur introduction et ne change pas au
cours de la recherche. Cela repr�esente une di��erence essentielle avec (Weidenbach, 1993) o�u les
symboles de sorte sont �x�ees au d�ebut de la recherche (c'est l'ensemble des pr�edicats monadiques
de la signature), mais o�u l'interpr�etation de ces symboles est constamment modi��ee.

Remarquons cependant que des d�eclarations conditionnelles pourraient facilement être in-
troduites en autorisant la pr�esence de contraintes d'appartenance dans les automates d'arbres
g�en�eraux. Cela permet ensuite de g�en�eraliser la r�egle G-Induction en transf�erant une partie des
litt�eraux dans les contraintes. Par exemple la clause Man(peter) _ Woman(peter) (Weiden-

bach, 1993) pourrait être transform�ee en d�eclaration de sorte : [[Man(peter) : peter 62 Woman]].
La r�esolution des contraintes n'est alors plus d�ecidable. Il serait malgr�e tout possible de formu-
ler des r�egles permettant (par exemple) de transf�erer les parties contraintes dans le corps des
c-clauses (ce qui permet de pr�eserver la compl�etude r�efutationnelle).

Certains de ces probl�emes sont actuellement �etudi�es par Micha�el Dierkes dans son travail de
DEA (Dierkes, 1997).



Partie IV

Nouvelles approches et applications





Chapitre 13

Recherche de r�efutations et de

mod�eles par analogie

L'analogie intervient dans beaucoup d'activit�es intellectuelles. Elle constitue une puissante
heuristique pour la d�ecouverte de nouvelles notions (par exemple en Math�ematiques) et une
m�ethode informelle tr�es fr�equemment utilis�ee pour d�ecouvrir des preuves. En d�emonstration
formelle, elle est essentiellement �evoqu�ee comme un exemple de raisonnement fallacieux : de
\la somme de deux nombres pairs est paire" on peut \d�eduire" par analogie \la somme de
deux nombres impairs est impaire". Comme nous nous int�eressons �a des raisonnements formels,
l'analogie sera une fa�con de guider la preuve (r�efutation) d'une nouvelle conjecture par des
preuves de th�eor�emes connus.

En D�eduction Automatique, la m�ecanisation de cette d�emarche apparâ�t comme une n�ecessit�e
pour am�eliorer les capacit�es des d�emonstrateurs. En e�et, un d�emonstrateur automatique est
souvent amen�e �a re-d�emontrer plusieurs fois des formules presque identiques. En l'absence de
m�ecanismes permettant de reconnâ�tre et de tirer parti de telles situations, les performances du
syst�eme sont alors limit�ees de fa�con importante (Bledsoe, 1977). La puissance d'un syst�eme de
d�emonstration automatique d�epend dans une large mesure de sa capacit�e �a d�etecter les formules
redondantes et �a �eviter les calculs inutiles. Mais l'analogie ne se limite pas �a un simple moyen
d'am�eliorer la puissance des d�emonstrateurs. La d�ecouverte d'analogies, de similarit�es, entre
des formules ou entre leurs preuves peut avoir un grand int�erêt intrins�eque (notamment en
Math�ematiques ou en Programmation).

Les travaux portant sur la reconnaissance et l'utilisation de l'analogie en D�emonstration Au-
tomatique restent cependant tr�es peu nombreux. La nature tr�es informelle de la notion d'analogie
la rend di�cile �a mod�eliser et par l�a même �a reproduire sur ordinateur. Pour une synth�ese des
travaux dans ce domaine, voir (Bourely et al., 1996; D�efourneaux, 1997; Hall, 1989)
(on pourra �egalement consulter (Kling, 1971; Munyer, 1981; Plaisted, 1981; Boy de la
Tour et Caferra, 1987; Boy de la Tour et Kreitz, 1992;Melis, 1995; Kolbe et Wal-
ther, 1995)). En particulier, il semble extrêmement di�cile de donner une d�e�nition pr�ecise
de la notion d'\analogie" entre deux formules. La plupart des travaux se limitent souvent �a
une comparaison syntaxique entre les deux �enonc�es (en �etablissant par exemple un graphe de
correspondance entre les deux formules (Kling, 1971; Munyer, 1981)). Il est cependant clair
que l'analogie telle qu'elle est utilis�ee par l'homme porte plutôt sur des crit�eres s�emantiques que
syntaxiques.

En outre, la totalit�e des travaux dans ce domaine s'int�eresse �a la recherche de la preuve d'un
th�eor�eme. Il n'existe pas, �a notre connaissance, de travaux cherchant �a g�en�eraliser l'utilisation
de l'analogie �a la construction de contre-exemple. Pourtant, le raisonnement par analogie per-
mettrait, dans bien des cas, de guider la recherche du contre-exemple de la même fa�con qu'il
facilite l'obtention d'une preuve.

Nous d�ecrirons tout d'abord une m�ethode de recherche simultan�ee de r�efutation et de mod�ele
utilisant l'analogie. Selon Peirce (Hartshorne et al., ), l'analogie peut être vue comme la



combinaison de trois modes de raisonnement : une �etape d'induction, puis d'abduction, suivie
d'une d�eduction. Notre approche reproduit exactement cette conception. Elle est fond�ee sur des
techniques de g�en�eralisation : la formule initiale F (qui peut être valide ou non valide), dont
la preuve ou le contre-exemple est connu, est transform�ee en un nouvel �enonc�e F 0 plus g�en�eral
(repr�esentant en fait un ensemble de d�erivations) qui est stock�e dans une base de formules. Lors
de la pr�esentation d'une nouvelle conjecture, le syst�eme recherche dans la base de connaissances
une formule plus g�en�erale que la formule propos�ee et reconstruit �eventuellement la preuve ou le
contre-exemple.

Dans ce chapitre, est tout d'abord d�ecrite une m�ethode de g�en�eralisation des formules dans
le cadre de la recherche simultan�ee de r�efutation et de mod�ele. La m�ethode de g�en�eralisation que
nous proposons est guid�ee par l'�etude de la d�erivation permettant d'obtenir la r�efutation ou le
mod�ele de la formule de d�epart (c'est-�a-dire la s�equence d'application des r�egles d'inf�erence et de
dis-inf�erence). Nous proposons ensuite un algorithme de �ltrage permettant d'obtenir la preuve
(contre-exemple) d'une conjecture �a partir d'une formule analogue de la base de connaissances.
En�n, cet algorithme est �etendu pour prendre en compte le cas (important en pratique) o�u
l'analogie �echoue : la m�ethode g�en�ere alors des lemmes (ou des contre-exemples partiels) qui
doivent ensuite, soit être prouv�es pour reconstruire la preuve ou pour compl�eter le contre-
exemple, soit être in�rm�es (ce qui permet de d�etecter des \mauvaises" analogies).

Contrairement �a d'autres approches, nous cherchons �a �etendre autant que possible la notion
d'analogie, sans nous limiter �a une identit�e syntaxique entre les formules. Dans la plupart des cas,
la conjecture T ne pourra directement être prouv�ee �a partir de la formule-source S. L'analogie
implique en e�et une notion de distance entre les formules : l'algorithme doit être capable de
traiter �egalement les cas o�u l'insatisfaisabilit�e ou le mod�ele de la formule-cible ne peut pas
être directement d�eduit(e) de celle/celui de la formule-source. Cela correspond �a un processus
d'abduction consistant �a chercher quelles seraient les hypoth�eses susceptibles de \faire marcher"
l'analogie et �a tenter (�eventuellement) de prouver (ou d'in�rmer) ces hypoth�eses.

Les probl�emes li�es �a la construction de la base de connaissances sortent naturellement du
cadre de cette th�ese (voir (D�efourneaux, 1997)) 1. L'algorithme est pr�esent�e dans le cadre de la
m�ethode Ramc. N�eanmoins, notre approche peut s'�etendre tr�es facilement �a d'autres proc�edures
(telles que par exemple la m�ethode Ramcet).

13.1 Formalisme de repr�esentation

Avant de s'int�eresser au processus de g�en�eralisation, il convient tout d'abord de pr�eciser la
m�ethode utilis�ee pour repr�esenter les ensembles de d�erivations. Nous proposons de repr�esenter
cet ensemble de d�erivations par une formule de la logique d'ordre sup�erieur. Celle-ci repr�esente
l'ensemble de d�erivations du premier ordre obtenu en instanciant la formule d'ordre sup�erieur.
Il contient �evidemment la d�erivation initiale. Avant de d�ecrire formellement l'algorithme de
g�en�eralisation, d�ecrivons pr�ecis�ement le formalisme de repr�esentation utilis�e.

Notions de logique d'ordre sup�erieur

Rappelons bri�evement les notions de base de la logique d'ordre sup�erieur (nous nous limite-
rons ici �a une pr�esentation succincte des notions les plus �el�ementaires, pour plus de d�etails, voir,
par exemple, (Huet, 1975)).

L'ensemble des types d'ordre sup�erieur Sho est d�e�ni par :

{ Sho contient l'ensemble des types de base S.

{ Si 8i 2 [1::n]:ti 2 Sho et s 2 Sho, alors : t1 � : : :� tn ! s 2 Sho.

1: Les r�esultats d�ecrits dans ce chapitre sont le fruit d'un travail commun avec Christophe Bourely et Gilles
D�efourneaux.



Soit (V)t2Sho une famille d'ensembles disjoints, in�nis et d�enombrables de variables (appe-
l�ees variables de type t). Soit V =

S
t2T Vt. Soit (�)t2Sho une famille d'ensembles disjoints de

constantes (de type t). On suppose que V \ � = ;.
Les ensembles des termes �t(�;V) de type t sont les plus petits ensembles v�eri�ant les condi-

tions suivantes :

{ Vt � �t(�;V).

{ f : s1 � : : :� sn ! s 2 �s1�:::�sn!s(�;V).

{ Si t 2 �s1�:::�sn!s(�;V) et 8i � n:ui 2 �si(�;V) alors t(u1; : : : ; un) 2 �s(�;V).

{ Si t 2 �s(�;V) et 8i � n:xi 2 Vsi alors �x1; : : : ; xn:t 2 �s1�:::�sn!s(�;V).

On note �(�;V) =
S

t2T �t(�;V), l'ensemble des termes d'ordre sup�erieur. On peut �etendre
de fa�con imm�ediate la d�e�nition des formules et formules �equationelles �a l'ordre sup�erieur. Les
notions de substitution, de solution d'une formule �equationnelle (modulo la �-r�eduction) etc.
se g�en�eralisent �egalement de fa�con triviale aux termes et formules d'ordre sup�erieur. Par souci
de concision, nous ne donnons pas ici toutes les d�e�nitions (voir par exemple (Lugiez, 1995)).
De fa�con �evidente, toute formule du premier ordre est un cas particulier de formule d'ordre
sup�erieur.

D�efinition 13.1.1. Une formule g�en�eralis�ee de F est une formule v�eri�ant les conditions
suivantes :

{ Toute variable li�ee de F est d'un des types de base.

{ Toute variable libre X de F est de type s1 � : : :� sn ! s, o�u s1; : : : ; sn; s sont des types de
base et toute occurrence de X apparâ�t dans un terme de la forme X(t1; : : : ; tn).

�

D�efinition 13.1.2. Une c-clause g�en�eralis�ee est de la forme

8x[[C : X ]]

telle que X est une formule �equationnelle g�en�eralis�ee, C une clause g�en�eralis�ee et x un n-uplet
(�eventuellement vide) de variables de type de base. �

Notation 13.1.1 Dans la suite, et par souci de lisibilit�e, les variables libres d'une c-clause
g�en�eralis�ee seront not�ees en majuscule (A;B; : : : si la variable est d'arit�e 0, F;G; : : : sinon) alors
que les variables li�ees seront not�ees x; y; : : : et les symboles de fonctions f; g; : : : ou a; b; : : :.

D�efinition 13.1.3. Un ensemble contraint est un couple (S;X ) o�u S est un ensemble de
c-clauses g�en�eralis�ees et X une formule �equationnelle g�en�eralis�ee. Une s�equence contrainte est
un couple (S;X ) o�u S est une s�equence d'ensembles de c-clauses g�en�eralis�ees et X une formule
�equationnelle g�en�eralis�ee. �

Remarque. Soit F un ensemble de c-clauses g�en�eralis�ees. Pour toute substitution ferm�ee �
de support Var(F), F� est un ensemble de c-clauses.

Nous �etendons la notion de Ramc-d�erivation aux c-clauses g�en�eralis�ees de la fa�con suivante.

D�efinition 13.1.4. Une s�equence contrainte (t;X ) est appel�ee une Ramc-d�erivation si et
seulement si pour toute substitution ferm�ee � solution de X , t� est une Ramc-d�erivation (au
sens habituel). �

Tous les symboles apparaissant dans la d�erivation seront suppos�es index�es par leur premi�ere
occurrence dans la d�erivation.



13.2 Un ordre sur les formules

L'id�ee de la m�ethode est de g�en�eraliser l'ensemble de clauses en pr�eservant soit l'insatis-
faisabilit�e et la r�efutation, soit la satisfaisabilit�e et le mod�ele. Mais que signi�e exactement
g�en�eraliser? Avant de pr�esenter l'algorithme de g�en�eralisation, nous devons clari�er cette notion
et en donner une d�e�nition formelle.

Nous nous pla�cons dans le cadre de preuve par r�efutation, donc nous parlerons d'insatis-
faisabilit�e pour l'ensemble de c-clauses d'un th�eor�eme et de satisfaisabilit�e pour l'ensemble de
c-clauses d'un non-th�eor�eme. Informellement, un th�eor�eme T sera dit \plus g�en�eral" qu'un th�eo-
r�eme T 0 si les hypoth�eses de T sont moins fortes que celles de T 0 ou si la conclusion de T est
plus forte que celle de T 0. En e�et, il est alors intuitivement �evident que le th�eor�eme T apporte
\plus d'informations" que T 0. Dans le cas d'ensemble de c-clauses, l'ensemble des hypoth�eses est
l'ensemble de c-clauses lui-même et la conclusion est vw. Donc, T sera plus g�en�eral que T 0 si et
seulement si toutes les clauses de T appartiennent �a T 0, c'est-�a-dire si et seulement si T � T 0.
Ainsi, si S est un ensemble insatisfaisable, S sera plus g�en�eral que tout ensemble de c-clauses
S0 contenant S. En e�et S0 n'est pas minimalement insatisfaisable : il contient des hypoth�eses
qui sont inutiles pour la preuve. Cette notion tr�es simple peut être compl�et�ee par les remarques
suivantes.

1. D'une part, l'important ici n'est pas la d�e�nition syntaxique de l'ensemble de c-clauses mais
plutôt sa s�emantique, c'est-�a-dire l'ensemble de clauses ferm�ees d�enot�ees par cet ensemble. En
e�et, il est possible qu'une c-clause C ne soit pas inclue dans un ensemble S0, mais que toute
instance ferm�ee de C appartienne �a l'ensemble des instances ferm�ees de S0. La comparaison
entre les ensembles de c-clauses doit donc être r�ealis�ee modulo la relation d'�equivalence �=
(voir chapitre 6).

2. D'autre part, il est �egalement possible qu'une clause ferm�ee de S n'appartienne pas �a S0

mais soit subsum�ee par une c-clause de S0.

A�n de tenir compte de ces deux remarques, nous allons introduire la relation suivante entre
ensembles de c-clauses.

D�efinition 13.2.1. Soit S; S0 deux ensembles de c-clauses. On note S v S0 si et seulement si
pour toute instance ferm�ee C d'une c-clause de S, il existe une instance ferm�ee C0 d'une clause
de S0 telle que C0 � C. �

Lemme 13.2.1. Si S v S0 alors S est une cons�equence logique de S0. D'autre part, si d est une
r�efutation ferm�ee (utilisant les r�egles de r�esolution et factorisation) de S, alors il est possible de
construire automatiquement une r�efutation ferm�ee de S0.

Preuve. { Soit I un mod�ele de S0. Par d�e�nition pour toute clause ferm�ee C de S0 I j= C.
Soit D 2 S. On a S v S0, donc il existe C 2 S0 telle que C � D. I j= C (car C 2 S0) donc
I j= D. D'o�u I j= S.

{ Soit d une r�efutation ferm�ee de S. Soit n la longueur de la d�erivation d. Montrons, par
induction sur n, qu'il est possible de construire une r�efutation ferm�ee de S.

{ Si n = 0, alors � 2 S, donc � 2 S0. D'o�u (S0) est une r�efutation de S0.

{ Si n > 0, alors, notons d = (S1; : : : ; Sn). S2 est d�eduit de S1 par application soit de la
r�egle de r�esolution, soit de la r�egle de factorisation. Consid�erons successivement ces deux
possibilit�es.

1. R�esolution. Dans ce cas, il existe deux clauses P _ R1 et :P _ R2 dans S1 et S2 =
S1 [ fR1 _ R2g. Alors, par d�e�nition de S0 il existe deux clauses C1 et C2 dans S0

subsumant respectivement P _ R1 et :P _ R2. Si C1 subsume R1, alors C1 subsume



R1_R2 donc S2 v S0. Puisque S2 admet une r�efutation de longueur n�1, par hypoth�ese
d'induction, on peut construire une r�efutation ferm�ee de S0. La preuve est identique si
C2 subsume R2.
Sinon, C1 et C2 sont respectivement de la forme (�eventuellement apr�es application d'une
r�egle de factorisation) P _R0

1 et :P _R
0
2, o�u R0

i subsume Ri (i = 1; 2). En appliquant la
r�esolution, on obtient l'ensemble S00 = S0[ fR0

1_R0
2g. On a de fa�con �evidente S2 v S00.

Par hypoth�ese d'induction, on peut construire une r�efutation ferm�ee de S00, donc de S0.

2. Factorisation. Il existe une clause P _ P _ Q dans S1 et S2 = S1 [ fP _ Rg. Par
d�e�nition, on a P _P _R �dissub P _R, donc S2 v S0 d'o�u il est possible de construire
une r�efutation ferm�ee de S 0.

c.q.f.d.

En revanche, dans le cas satisfaisable, T sera dit plus g�en�eral que T 0 si les hypoth�eses de T sont
plus fortes que celles de T 0, c'est-�a-dire si T est faux dans un plus grand nombre d'interpr�etations
que T 0. Donc un ensemble satisfaisable T sera dit plus g�en�eral qu'un ensemble satisfaisable T 0

si et seulement si T 0 v T .
Ces deux notions de g�en�eralisation ne sont donc pas �equivalentes. La d�e�nition suivante

formalise cette id�ee.

D�efinition 13.2.2. Soit T1 : (t1;X1) et T2 : (t2;X2) deux ensembles contraints. T1 est dit
plus g�en�eral que T2 (not�e T1�genT2) si et seulement si pour toute solution �2 de X2 il existe une
solution �1 de X1 telle que :

{ t1 est insatisfaisable et t1�1 v t2�2

{ t1 est satisfaisable et t2�2 v t1�1.

�

Proposition 13.2.1. �gen est un pr�e-ordre.

Exemple 13.2.1. [Ordre de g�en�eralisation, cas insatisfaisable] Soit t1 : 8x:P (x) ^ :P (a) et
t2 : P (a)^:P (a). t1 et t2 sont deux ensembles de clauses insatisfaisables. L'ensemble des clauses
ferm�ees d�enot�e par t1 est fP (t)=t 2 �(�)g [ f:P (a)g. L'ensemble des clauses ferm�ees d�enot�e
par t2 est fP (a);:P (a)g. On a donc t2 � t1, d'o�u t2 est plus g�en�eral que t1. En e�et t2 contient
\plus d'information" que t1, puisque les hypoth�eses de t2 sont moins contraignantes que celles
de t1. �

Exemple 13.2.2. [Ordre de g�en�eralisation, cas satisfaisable]
Soit t1 : 8x[[P (x) : x 6= a]] ^ :P (a) et t2 : P (b) ^ :P (a). t1 et t2 sont satisfaisables. On a

t2 � t1, d'o�u t2 est moins g�en�eral que t1. En e�et t1 est falsi��e par plus d'interpr�etations que t2
(tout mod�ele de t1 est un mod�ele de t2). �

13.3 Algorithme de g�en�eralisation

Nous pr�esentons maintenant un algorithme permettant de transformer une Ramc-d�erivation
S en une Ramc-d�erivation S0 plus g�en�erale que S au sens du pr�e-ordre �gen. Cet algorithme
sera sp�eci��e sous forme de r�egles de transformation.

Il y a plusieurs similarit�es syntaxiques qui peuvent faire que deux d�erivations soient ana-
logues. La seule fa�con de ne pas les perdre par une abstraction trop g�en�erale est de traiter
s�epar�ement chacun de ces cas. Puisque l'ordre de g�en�eralisation n'est pas le même suivant que S
est satisfaisable ou insatisfaisable, l'application de certaines des r�egles d�epend de la satisfaisabi-
lit�e de l'ensemble source. Par cons�equent, nous proposons un ensemble de r�egles de g�en�eralisation
divis�e en trois parties.

1. Cas g�en�eral. Ces r�egles s'appliquent dans tous les cas.



2. R�egles d'a�aiblissement. Ces r�egles ne s'appliquent que si l'ensemble consid�er�e est insatis-
faisable. Leur objet est d'a�aiblir l'ensemble de c-clauses en enlevant des hypoth�eses.

3. R�egles de renforcement. Ces r�egles s'appliquent uniquement si l'ensemble consid�er�e est sa-
tisfaisable. Elles visent �a ajouter des hypoth�eses �a l'ensemble de c-clauses.

Nous donnons pour chaque r�egle sa d�e�nition formelle et un exemple d'application simple.
Les r�egles op�erent sur des s�equences contraintes.

13.3.1 R�egles g�en�erales

R�egle d'abstraction

L'objet de la premi�ere r�egle est de remplacer un symbole de fonction f par une variable F
de même type que f . Par exemple, la d�erivation 8x:P (f(x))^ P (f(a))! vw est transform�ee en
8x:P (F (x)) ^ P (F (a))! vw o�u F est une nouvelle variable libre de même type que f . A cause
de la pr�esence de n�egation dans les contraintes, cela ne su�t cependant pas �a garantir que le
terme obtenu soit une d�erivation, comme le montre l'exemple suivant.

Exemple 13.3.1. Consid�erons la d�erivation suivante.

1 [[p(a)_ r(b) : >]]
2 8x:[[:p(f(x)) : >]]
3 [[p(a) : 8x:a 6= f(x)]] (Gpl,1,2)
4 [[p(a) : >]] (R�esolution de contraintes 3)

Ici il est impossible de remplacer a et f par de nouvelles variables libres. En e�et, la d�erivation
contient la r�egle de d�ecomposition a 6= f(x) ! > qui suppose que les symboles a et f sont
distincts. �

La solution retenue pour r�esoudre ce probl�eme consiste �a ajouter �a la d�erivation des
contraintes assurant que les deux variables sont associ�ees �a des symboles distincts. Ainsi la
d�erivation ci-dessus sera transform�ee en :

(S; 8x:A 6= F (x))

o�u S est la d�erivation :

1 [[P (A) _R(B) : >]]
2 8x:[[:P (F (x)) : >]]
3 [[P (A) : 8x:A 6= F (x)]] (GPL,1,2)
4 [[P (A) : >]] (R�esolution de contraintes 3)

Plus formellement, nous introduisons la r�egle :

R�egle 13.3.1 (Abstraction) :
(S;X )

(Sff ! Fg;Xff ! Fg ^
Vn

i=1 :8x:(F (x) 6= gi(x)))

o�u :

{ S est une Ramc-d�erivation.

{ f(f; gi)=i = 1; : : : ; ng est l'ensemble des couples (f; g) o�u g est une occurrence de symbole de
constante telle qu'il existe dans S une application d'une r�egle de d�ecomposition de la forme :
f(t) = g(s)! ?.



Introduction de variables libres

La r�egle suivante cherche �a g�en�eraliser la d�erivation en rempla�cant deux occurrences distinctes
de variables par de nouvelles variables distinctes. Avant de d�e�nir formellement la r�egle, donnons
un exemple illustrant son principe.

Exemple 13.3.2. Soit la d�erivation:

1 [[P (A) _ P (B) : >]]
2 [[:P (A) : >]]
3 [[:P (B) : >]]
4 [[P (B) : >]] (R�esolution 1,2)
5 vw (R�esolution 3,4)

Il est facile de voir que les deux occurrences du symbole P dans la premi�ere c-clause peu-
vent être remplac�ees par deux variables distinctes P1; P2, �a condition de remplacer �egalement
les c-clauses 2; 3 par [[:P1(A) : >]] et [[:P2(B) : >]]. En e�et, aucune r�egle de r�esolution ou de
d�ecomposition n'est appliqu�ee sur ces deux occurrences de P , donc les deux occurrences \n'ont
pas besoin" d'être �egales. On obtient alors la d�erivation suivante, qui est de fa�con �evidente plus
g�en�erale que la d�erivation initiale.

1 [[P1(A) _ P2(B) : >]]
2 [[:P1(A) : >]]
3 [[:P2(B) : >]]
4 [[P2(B) : >]] (R�esolution 1,2)
5 vw (R�esolution 3,4)

Informellement, cette transformation est justi��ee car la validit�e de la Ramc-d�erivation ne
n�ecessite pas l'�egalit�e entre les occurrences 1 et 2 du symbole P . La d�e�nition suivante formalise
cette notion intuitive. �

D�efinition 13.3.1. Soit deux occurrences c1 et c2 de symboles de V . On note c1 � c2 la
fermeture sym�etrique, transitive et r�eexive de la relation suivante : il existe dans la Ramc-
d�erivation S1; : : : ; Sn une application d'une r�egle de d�ecomposition c1(t) = c3(s) ! s = t ou
c1(t) 6= c3(s)! s 6= t, telle que soit c3 = c2 soit c3 est introduit par la r�egle d'Explosion. �

� est une relation d'�equivalence donc induit une partition de l'ensemble des occurrences de
c. Pour chaque occurrence ci du symbole c nous notons [ci]� la classe d'�equivalence de ci.

R�egle 13.3.2 (Cr�eation de nouvelles variables libres) :
S

S0

o�u :

{ A est une variable libre.

{ n0; : : : ; nk sont des entiers tels que [An1]�; : : : ; [A
nk]� est une partition de l'ensemble des

occurrences de A.

{ B1; : : : ; Bk sont des nouvelles variables distinctes du même type que A.

{ S0 = Sf8i; 0 < i � k; 8Aj 2 [Ani]�; A
j  Big.



Elimination de symboles

Le rôle de cette r�egle est de r�eduire le nombre de variables apparaissant dans la formule,
a�n de r�eduire la complexit�e de l'algorithme de �ltrage. Plus pr�ecis�ement, un terme de la forme
F (: : : ; G(t); : : :) sera remplac�e par le terme F 0(: : : ; t; : : :) o�u F 0 est une nouvelle variable. Evi-
demment, cette transformation n'est autoris�ee que si l'�elimination de ce symbole pr�eserve la
correction de la d�erivation.

Exemple 13.3.3. Par exemple :

8y:[[P (F (y)) : >]] ^ [[:P (F (a)) _ :P (F (b)) : >]]!Ramc vw

est remplac�e par :

8y:[[P 0(y) : >]] ^ [[:P 0(a) _ :P 0(b) : >]]!Ramc vw

�

Plus formellement :

R�egle 13.3.3 (Elimination de variable libre) :
S

S0

Si :

{ il existe F 2 V, i � arit�e(F ) et g 2 V, tel que pour tout terme de la forme F (t1 : : : tn), ti est
de la forme g(t);

{ F 0 est une nouvelle variable.

{ S0 est obtenu
�a partir de S en rempla�cant tous les termes de la forme F (t1; : : : ; ti�1; g(y); ti+1; : : : ; tn)
par F 0(t1; : : : ; ti�1; t; ti+1; : : : ; tn).

R�egle d'�elimination de param�etres

Cette r�egle permet de simpli�er la formule-source en supprimant certains de ses sous-termes
et en r�eduisant l'arit�e de certaines fonctions. Ce type de r�egle joue un rôle important dans les
travaux de Plaisted (voir (Plaisted, 1981)).

Exemple 13.3.4. Par exemple, la d�erivation

8x:[[P (x; x) : >]] ^ 8y:[[:P (y; y) : >]]! vw

sera transform�ee en
8x:[[P 0(x) : >]] ^ 8y:[[:P 0(y) : >]]! vw

�

La transformation pr�eserve la validit�e de la d�erivation car les sous-termes aux positions 1 et
2 dans les termes de la forme P ( ; ) sont syst�ematiquement identiques.

R�egle 13.3.4 (Elimination de param�etres) :
S

S0

{ S'il existe F 2 V i; j � arit�e(F ), tels que pour tout terme F (t1; : : : ; tn) de S, ti = tj;

{ F 0 est une nouvelle variable libre.

{ S0 est obtenu �a partir de S en rempla�cant chaque terme F (t1; : : : ; tn) par
F 0(t1; : : : ; tj�1; tj+1; : : : ; tn).



13.3.2 R�egles d'a�aiblissement pour la r�efutation

Instanciation

L'objet de la r�egle d'Instanciation est de remplacer une variable li�ee x par une variable
libre, en pr�eservant la correction de la d�erivation.

Exemple 13.3.5. Consid�erons par exemple la d�erivation :

1 8x:[[P (x) : >]]
2 [[:P (F (A)) _ :P (F (B)) : >]]
3 [[:P (F (B)) : 9x:x = F (A)]] (R�esolution 1,2)
4 [[� : 9x; x0:(x = F (A) ^ x0 = F (B))]] (R�esolution 3,2)
5 vw (r�esolution de contraintes, 4)

Ici, la variable li�ee x n'est en relation qu'avec les termes F (A) et F (B). On peut donc, en
pr�eservant la d�erivation, remplacer cette variable par un terme : F (y) o�u y est une nouvelle
variable li�ee. On obtient ainsi la d�erivation :

1 8y:[[P (F (y)) : >]]
2 [[:P (F (A)) _ :P (F (B)) : >]]
3 [[:P (F (B)) : 9y:F (y) = F (A)]] (R�esolution 1,2)
4 [[� : 9y; y0:(F (y) = F (A) ^ F (y0) = F (B))]] (R�esolution 3,2)
5 [[� : 9y; y0:(y = A ^ y0 = B)]] (D�ecomposition,4)
6 vw (r�esolution de contraintes, 4)

�

D�efinition 13.3.2. Soient t et s deux termes. On note :  la fermeture transitive, r�eexive
et sym�etrique de la relation d�e�nie entre deux termes s et t de la fa�con suivante.

{ s et t sont deux variables li�ees et s est introduite par renommage de t.

{ t est une variable li�ee et il existe une application de la r�egle de Remplacement, Univer-
salit�e des param�etres ou de Fusion sur t = s ou t 6= s.

�

La r�egle d'Instanciation est d�e�nie de la fa�con suivante :

R�egle 13.3.5 (Instanciation) :
S[8x:F ]p

S[8y:Ffx F (y)g]p
Si S est insatisfaisable, x est une variable li�ee de t telle que la r�egle Universalit�e des para-

m�etres n'est jamais appliqu�ee sur x, f 2 V, et si l'une des conditions suivantes est valide :

{ Il existe une variable libre F telle que : pour tout s tel que x  s, s est soit une variable,
soit de la forme : F (u). y sont de nouvelles variables.

{ Il n'existe aucun terme s n'appartenant pas �a V tel que x s, et F est une nouvelle variable
libre de même type que x. y est vide.

Elimination de variables li�ees

La r�egle suivante joue un rôle sym�etrique �a la r�egle de cr�eation de symboles. Son objet est
d'�eliminer des variables li�ees dans la formule (par exemple en rempla�cant le terme : 8x; y:P (x; y)
par 8x:P (x; x)). A�n de garantir que la d�erivation est pr�eserv�ee par application de la r�egle, il
est n�ecessaire que les deux variables consid�er�ees ne soient jamais mises en relation avec deux
termes distincts.



Plus pr�ecis�ement, la r�egle d'Elimination de variables est la suivante.

R�egle 13.3.6 (Elimination de variables li�ees) :
S[8x; y:F ]p

S[8x:Ffx yg]p

S est insatisfaisable, et pour tout t1 et t2 tels que x t1 et y  t2 alors t1 = t2.

Exemple 13.3.6. Par exemple la d�erivation :

8x; y:[[:P (x; y) : >]] ^ 8z:[[P (z; z) : ?]]! vw

sera transform�ee en

8x:[[:P (x; x) : >]] ^ 8z:[[P (z; z) : ?]]! vw

�

13.3.3 R�egles de renforcement pour la construction de mod�eles

Elimination de termes inutiles

La r�egle d'�elimination de termes inutiles est l'oppos�ee de la r�egle d'instanciation. Elle ne
s'applique que si l'ensemble est satisfaisable. Son objet est de remplacer un terme t par une
nouvelle variable li�ee x, de fa�con �a obtenir un ensemble de c-clauses plus g�en�eral.

R�egle 13.3.7 (Elimination de termes) :
S[8y:[[F [t]p] : X ]]]q

S[8x; y:[[F [x]p] : X ]]]q

o�u:

{ S est satisfaisable.

{ t est un terme tel qu'il n'existe aucune application des r�egles D�ecomposition, Fusion,

Remplacement, Universality of Parameters sur t et x une nouvelle variable.

13.3.4 Correction de l'algorithme de g�en�eralisation

Nous noterons Rgen le syst�eme de r�egles contenant les r�egles de la section 13.3.

Th�eor�eme 13.3.1. Soient S un ensemble de c-clauses g�en�eralis�ees contraint et d une Ramc-
d�erivation. Si S !Rgen S0, il est possible de construire automatiquement une Ramc-d�erivation

d0 de S0 telle que :

{ Si d est une r�efutation de S, alors d0 est une r�efutation de S0.

{ Si d est une construction de mod�ele pour S, alors d0 est une construction de mod�ele pour S0.

De plus : S0�genS.

Preuve. Il su�t de consid�erer successivement chaque r�egle pour montrer que la correction
de la d�erivation est pr�eserv�ee et que la d�erivation obtenue est plus g�en�erale que la d�erivation
initiale. Nous ne donnons pas ici la preuve d�etaill�ee. Elle peut être trouv�ee dans (D�efourneaux,
1997; Bourely et al., 1997). c.q.f.d.



13.4 Filtrage

La phase de �ltrage consiste �a rechercher, parmi les formules de la base de connaissances,
une formule plus g�en�erale que la conjecture consid�er�ee ST . Pour cela, il s'agit de trouver une
formule contrainte (S;X ) de la base de connaissances v�eri�ant

(S;X ) � (ST ;>):

Ce probl�eme peut être r�esolu en cherchant une substitution � telle que S� v ST (si S est in-
satisfaisable) ou ST v S� (si S est satisfaisable). Ce probl�eme doit naturellement être e�ectu�e
modulo les propri�et�es habituelles des connectifs logiques _;^; 8 : : : et modulo la relation d'�equi-
valence �=. Si le �ltrage r�eussit, il su�t alors d'appliquer cette substitution �a la Ramc-d�erivation
associ�ee �a S pour obtenir une Ramc-d�erivation �a partir de ST , donc un mod�ele ou une r�efutation
de ST .

La d�e�nition d'un tel algorithme est l'objet de la section courante.

D�efinition 13.4.1. Un probl�eme de �ltrage est inductivement d�e�ni de la fa�con suivante :
soit >, ?, P1_P2, P1^P2, 9x:P , 8x:P , (o�u P est un probl�eme de �ltrage et x une variable) ou
de la forme t = s; t 6= s (o�u t et s sont deux termes ou deux formules) ou C �dissub D, S v S0

(o�u S et S0 sont deux ensembles de c-clauses et C;D deux c-clauses). �

A�n de donner une s�emantique aux probl�emes de �ltrage, il su�t de donner la s�emantique des
formules atomiques, la s�emantique des formules quelconques s'en d�eduisant de fa�con habituelle.

D�efinition 13.4.2. Une substitution ferm�ee � valide un probl�eme de �ltrage de la forme

1. t = s si et seulement si t� = s�,

2. t 6= s si et seulement si t� 6= s�,

3. S v S0 si et seulement si S� v S0�,

4. C �dissub D si et seulement si C� �dissub D�.

�

Soit (SS ;X ) une s�equence contrainte, repr�esentant une RAMC-d�erivation (formule-source).
Soit ST un ensemble de c-clauses (formule cible). A�n de trouver une substitution � telle que
SS� � ST (cas insatisfaisable) ou ST � SS� (cas satisfaisable), nous allons r�esoudre le probl�eme
de �ltrage

X ^ (SS v ST ) (cas insatisfaisable)

ou

X ^ (ST v SS) (cas satisfaisable):

Ce probl�eme sera not�e Match((S;X ); ST) dans la suite.
Remarquons que ce probl�eme contient la r�esolution des formules �equationnelles d'ordre sup�e-

rieur dans une alg�ebre d�e�nie par la relation d'�equivalence �= introduite au chapitre 6. Une �etude
de la r�esolution de formules �equationnelles d'ordre sup�erieur peut être trouv�ee dans (Lugiez,
1995), o�u certains cas de d�ecidabilit�e et d'ind�ecidabilit�e sont pr�ecis�ement identi��es. La r�esolution
des formules �equationnelles d'ordre sup�erieur est ind�ecidable (et non semi-d�ecidable) en g�en�eral.
Ici le probl�eme que nous �etudions est tr�es di��erent : nous consid�erons un cas tr�es particulier de
formule �equationnelle d'ordre sup�erieur (car le probl�eme initial est sans quanti�cateur, et ST

ne contient aucune variable), et nous e�ectuons la r�esolution modulo un ensemble de propri�et�es
des connectifs logiques (commutativit�e, associativit�e, etc.). Un algorithme de �ltrage d'ordre
sup�erieur tenant compte des propri�et�es d'associativit�e et de commutativit�e peut être trouv�e
dans (Curien et al., 1996). Celui-ci n'est cependant pas su�sant pour notre travail, puisque



nous cherchons �a r�esoudre le probl�eme modulo la relation �=, et non pas seulement modulo les
propri�et�es AC des connectifs logiques.

Dans cette section, nous donnons simplement un syst�eme de r�egles correct (au sens o�u toute
solution du probl�eme obtenu est une solution du probl�eme initial) permettant de trouver cer-
taines solutions d'une formule �equationnelle d'ordre 2. Nous ne cherchons pas �a obtenir un
algorithme e�cace, ni même �a donner des r�esultats de compl�etude ou de terminaison de ce sys-
t�eme (cela sort largement du cadre de notre travail). Dans (D�efourneaux et Peltier, 1997b;
D�efourneaux, 1997) est propos�e un algorithme de �ltrage partiel plus g�en�eral, op�erant sur les
d�erivations et non plus seulement sur les ensembles de c-clauses.

Transformation des formules

Les r�egles suivantes sont appliqu�ees sur les formules apparaissant dans le probl�eme.

R�egles de transformation

P _Q ! Q _ P
P _ (Q1 _Q2)! (P _ Q1) _Q2

P ! ::P
P ! P _ ?
P ! P _ P

R�egles d'uni�cation

t = t !>
t 6= t !?
f(t) = f(s)! t = s

f(t) 6= f(s)! t 6= s
f(t) = g(s) !? si f 6= g

f(t) 6= g(s) !> si f 6= g
x = t ! ? si x 2 t
x 6= t !> si x 2 t

Remplacement

x = t ^ P ! x = t ^ Pfx tg si x 62 t
x 6= t _ P ! x 6= t _ Pfx tg si x 62 t

Explosion

P ! 9u1; : : : ; um:P ^ x = �x1; : : : ; xn:f(u1(x1; : : : ; xn); : : : ; um(x1; : : : ; xn))
P ! P ^ x = �x1; : : : ; xn:xi
o�u x 2 V, f 2 � x : s1 � : : :� sn ! s, f : s0

1 � : : :� s0
m ! s et pour tout i � m, ui est une

nouvelle variable de type s1 � : : :� sn ! s0
i.

Elimination de v
S1 [ S2 v S ! S1 v S ^ S2 v S

; v S !>
S v ; ! S = ;
f8x:Cg v S ! 8x:(fCg v S)
fCg v S1 [ S2! fCg v S1 _ fCg v S2

fCg v fDg ! D �dissub C

Elimination de �dissub

C �dissub 8y:D ! 8y:(C �dissub D)
8x:C �dissub D ! 9x:(C �dissub D)
[[C : X ]] �dissub [[D : Y ]]! :X _ Y ^D �dissub C

C1 _ C2 �dissub D ! (C1 �dissub D) ^ (C2 �dissub D)
C �dissub D1 _D2 ! (C �dissub D1) _ (C �dissub D2)
? �dissub C !>
P �dissub Q ! P = Q



Nous notons U le syst�eme compos�e des r�egles Uni�cation, Transformation, Explosion,
Remplacement, des r�egles sp�eci�ques d'�elimination de v et �dissub et des r�egles habituelles
de transformation des formules �equationnelles (voir (Comon et Lescanne, 1989; Comon et
Delor, 1994)).

Lemme 13.4.1. [Correction syntaxique du syst�eme U ] Si P !U P
0 alors S(P 0) � S(P).

Preuve. Il su�t de v�eri�er que chaque r�egle transforme un probl�eme P en un probl�eme P 0

tel que S(P 0) � S(P), ce qui est imm�ediat. c.q.f.d.

D�e�nissons maintenant une forme particuli�ere de probl�emes de �ltrage pour laquelle il est
possible d'extraire automatiquement une solution.

D�efinition 13.4.3. [forme normale] Un probl�eme de �ltrage est dit en forme normale si et
seulement si il est de la forme

Vn
i=1 xi = ti, o�u, pour tout i � n, xi n'a qu'une occurrence dans

la conjonction
Vn
i=1 :xi = tn et o�u toutes les variables apparaissant dans les ti sont d'arit�e 0. �

Th�eor�eme 13.4.1. Un probl�eme de �ltrage en forme normale a au moins une solution.

Preuve. Imm�ediate. c.q.f.d.

Le th�eor�eme suivant assure que la reconstruction de la preuve ou du contre-exemple de la
formule cible ST est possible �a partir d'une preuve/contre-exemple de la formule-source SS et
d'une solution du probl�eme de �ltrage Match(SS ; ST).

Th�eor�eme 13.4.2. Soit (SS ;X ) un ensemble contraint, ST un ensemble de c-clauses et � une
solution de Match((SS;X ); ST).

1. Si SS� est insatisfaisable alors ST l'est �egalement.

2. Si SS� est satisfaisable alors ST l'est �egalement et tout mod�ele de SS� est un mod�ele de ST .

Preuve. C'est une cons�equence imm�ediate du lemme 13.2.1. c.q.f.d.

13.5 Le cas o�u l'analogie �echoue

Lorsque l'analogie �echoue, c'est-�a-dire quand l'insatisfaisabilit�e ou la satisfaisabilit�e de l'en-
semble de clauses cible ne peut pas être directement d�eduite de celle de la conjecture-source, il est
possible d'utiliser la m�ethode propos�ee pour g�en�erer des informations permettant de poursuivre
la recherche. Pour cela, nous allons utiliser un algorithme de �ltrage partiel, autorisant certaines
clauses ou sous-clauses de l'ensemble-source �a ne correspondre �a aucune c-clause de l'ensemble
cible. Les c-clauses ainsi obtenues peuvent alors être consid�er�ees comme des lemmes. On peut
compl�eter ensuite la d�erivation de deux mani�eres di��erentes.

{ Soit en prouvant par la suite le (ou les) lemme(s) en utilisant un d�emonstrateur quelconque.

{ Soit en montrant par la suite que les lemmes sont compatibles avec l'ensemble cible, c'est-
�a-dire que l'ajout de ces lemmes �a l'ensemble pr�eserve la satisfaisabilit�e de l'ensemble (cas
satisfaisable).



La g�en�eration de lemmes peut �egalement être utilis�ee pour d�etecter de \mauvaises" analogies,
en g�en�erant des lemmes qui ne peuvent être prouv�es. A�n de formaliser cette id�ee, il est n�ecessaire
de donner une nouvelle s�emantique aux probl�emes de �ltrage.

Exemple 13.5.1. Consid�erons par exemple les ensembles F1 : fP (a); R(a)g et F2 :
fP (a); f:P (a) _ R(a)gg. F1 et F2 sont syntaxiquement distincts. Cependant, on remarque fa-
cilement que la clause :P (a) _ R(a) peut être r�eduite �a R(a) (�a cause de la clause P (a)) donc
que F2 est en fait �equivalent �a F1. Dans cet exemple, le probl�eme de �ltrage F2 v F1 n'a pas de
solution, alors que F1 et F2 sont en fait s�emantiquement �equivalents. �

Nous proposons donc de modi�er la d�e�nition des solutions d'un probl�eme de �ltrage a�n
de prendre en compte certaines propri�et�es s�emantiques des formules.

D�efinition 13.5.1. Soit F un probl�eme de �ltrage. Soit I une interpr�etation. Une substi-
tution � est une solution s�emantique de F par rapport �a I si :

{ F est de la forme t = s (o�u t; s sont deux termes) et I j= t = s.

{ F est de la forme � =  (o�u �;  sont deux formules) et I j= �,  .

{ F est de la forme S1 v S2 et il existe un ensemble de c-clauses S3 tel que S3 v S2 et
I j= (S1 , S2).

{ F est de la forme C �dissub D et il existe une clause C0 telle que C0 �dissub D et I j= (C ,
C0).

L'ensemble des solutions s�emantiques de F par rapport �a I est not�e SI(F). �

Notons que la condition F1� �I F2� est plus faible que la condition F1� = F2� utilis�ee dans
la d�e�nition 13.4.2. En e�et, il existe des formules s�emantiquement �equivalentes mais syntaxi-
quement distinctes.

D�efinition 13.5.2. [forme pseudo-normale] Un probl�eme de �ltrage est dit en forme pseudo-
normale si et seulement s'il est de la forme P :

Vn
i=1 xi = ti ^ F = >, avec :

{ pour tout i � n, xi n'a qu'une occurrence dans P .

{ F est une formule du premier ordre.

�

Nous allons maintenant ajouter de nouvelles r�egles, a�n de tirer parti de cette nouvelle
d�e�nition. Ces r�egles ont pour objet de transformer une formule en une formule sous forme
pseudo-normale.

Nouvelles r�egles de transformation : g�en�eration de lemmes

8y:(C = >) ! (8y:C) = >
9y:(C = >) ! (9y:C) = >
C = ? ^D = ?! C _D = ?
C = ? _D = ?! C ^D = ?
C = > _D = >! C _D = >
C = > ^D = >! C ^D = >
S = ; ! S = > (S est un ensemble de c-clause)
F = ? ! :F = >
Nous notons Us le syst�eme de r�egles ainsi obtenu.

Lemme 13.5.1. [Correction s�emantique du syst�eme Us] Soit P !Us P
0. Pour toute interpr�eta-

tion I, SI(P 0) � SI(P).



Preuve. L�a encore, la preuve est imm�ediate (il su�t de v�eri�er la propri�et�e pour chaque
r�egle). c.q.f.d.

Th�eor�eme 13.5.1. Soit (SS;X ) un ensemble contraint et ST un ensemble de c-clauses tel que
Match((SS ;X ); ST) est r�eduit par le syst�eme Us �a un probl�eme en forme pseudo-normale P^F =
>.

1. Si SS est insatisfaisable et si toute interpr�etation I validant ST valide F , alors ST est
insatisfaisable.

2. Si SS est satisfaisable et si il existe un mod�ele I de SS tel que I j= F , alors ST est satisfaisable
et I j= ST .

Preuve. 1. Soit I une interpr�etation validant ST . On a d'apr�es le lemme 13.5.1, SI(P^F =
>) � SI(Match((SS;X ); ST)). P est en forme normale donc P admet une solution �. On
a SI(F� = >) � SI(Match((SS ;X ); ST)�), d'o�u SI(F = >) � SI(Match((SS;X ); ST)�).
Puisque I j= F , � est une solution de Match((SS ;X ); ST) par rapport �a I. D'o�u ST est
insatisfaisable.

2. La preuve est similaire.
c.q.f.d.

Dans les deux cas, la satisfaisabilit�e/insatisfaisabilit�e de ST est d�eduite de fa�con imm�ediate
de celle de SS .

Montrer que F est valide dans tous les mod�eles de ST revient alors �a prouver que :F ^ ST
est insatisfaisable, ce qui peut être prouv�e en utilisant n'importe quel d�emonstrateur. La preuve
peut �egalement être obtenue par un appel r�ecursif �a la proc�edure de �ltrage.

Si la formule-source est satisfaisable, il s'agit alors, d'apr�es le th�eor�eme 13.5.1, de trouver
une extension I du mod�ele (partiel) de SS� validant F . La di��erence avec le cas insatisfaisable
est que l'interpr�etation I consid�er�ee n'est pas connue �a priori avant le d�ebut de la recherche.

Dans les deux cas, la d�erivation conduisant �a la clause vide (resp. au mod�ele) �a partir de
l'ensemble de c-clauses cibles peut être reconstruite de fa�con imm�ediate, �a partir de la d�erivation
source et des preuves/constructions de contre-exemple correspondant �a la formule F .

13.6 Exemples

13.6.1 Illustration de l'algorithme de �ltrage

Les deux premiers exemples sont extrêmement simples. Ils ont uniquement pour objet d'illus-
trer le fonctionnement de l'algorithme de �ltrage (cas insatisfaisable et satisfaisable). Le troi-
si�eme exemple propos�e est plus complexe et illustre l'int�erêt de notre approche en D�eduction
Automatique.

Cas insatisfaisable

Exemple 13.6.1. Soit SS l'ensemble

fL(a);:L(x)_ L(f(x));:L(f(a))g:

Cet ensemble est transform�e par l'algorithme de g�en�eralisation en

fP;:P _ Q;:Qg:

Consid�erons maintenant la formule cible ST suivante

fL(a);:L(x)_ L(f(x));:L(f(f(a)))g:



Nous allons prouver l'insatisfaisabilit�e de ST par analogie avec SS . Cela n'est pas possible
directement, et passe par la g�en�eration d'un lemme interm�ediaire.

L'algorithme de �ltrage donne :

SS v ST

! fP;:P _Q;:Qg v fL(a); 8x:(:L(x)_ L(f(x)));:L(f(f(a)))g

! L(a) �dissub P ^ (8x::L(x) _ L(f(x))) �dissub (:P _Q)

^(8x:(:L(x)_ L(f(x)))) �dissub :Q

! P = L(a) ^ 9x:(P = L(x) ^Q = L(f(x))) ^ 9x:(x = f(a) ^L(f(x)) = ?)

! P = L(a) ^Q = L(f(a)) ^ :L(f(f(a))) = >

Ici, l'algorithme syntaxique (d�e�ni par les r�egles U) �echoue puisque l'�equation :L(f(f(a))) =
> n'a pas de solution. Cependant, le probl�eme obtenu est en forme pseudo-normale. Il s'agit
alors de prouver que la formule :L(f(f(a))) est valide dans toute interpr�etation I validant ST .
Pour cela, nous ajoutons L(f(f(a))) �a l'ensemble ST . Nous obtenons la formule S0

T

fL(a);:L(x)_ L(f(x)); L(f(f(a)));:L(f(f(a))); L(f(a))g

qui est �evidemment insatisfaisable. La reconstruction de la preuve est alors imm�ediate. �

Cas satisfaisable

Dans le cas o�u l'ensemble-source est satisfaisable, le �ltrage partiel produit un mod�ele partiel
de l'ensemble de c-clauses. L'ensemble de lemmes est alors l'ensemble des c-clauses non-valides
dans cette interpr�etation. Il s'agit alors de compl�eter le mod�ele en �etendant le mod�ele partiel
construit par analogie.

Exemple 13.6.2. Soit l'ensemble de c-clauses source suivant.

fP _Q;:Pg

La d�erivation (triviale) est la suivante.

SS

!Res fP _Q;:P;Qg

!DSub f:P;Qg

Soit l'ensemble de c-clauses suivant (� = ff (1); a(0)g).

[[P (x) _Q(x) : >]]
[[:P (a) : >]]
[[R(x)_ :R(x) : >]]

L'algorithme de �ltrage donne :
f8x:P1(x)_ Q1(x);:P1(a); 8x:(R(x)_ :R(x))g v f(P _ Q);:Pg

! P = P1(a) ^Q = Q1(a) ^ 8x:(P1(f(x))_Q1(f(x))) = > ^ 8x:(R(x)_ :R(x)) = >g
La substitution obtenue est

� : P ! P1(a)

� : Q! Q1(a):



Le mod�ele partiel est par cons�equent f:P1(a); Q1(a)g. Il reste �a trouver une extension de
f:P1(a); Q1(a)g validant 8x:(P1(f(x))_Q1(f(x)))^8x:(R(x)_:R(x)). Appliquons la m�ethode
Ramc sur l'ensemble de c-clauses :

[[:P1(a) : >]]
[[Q1(a) : >]]
[[P1(f(x))_ Q1(f(x)) : >]]
[[R(x)_ :R(x) : >]]

Nous obtenons, par application des r�egles dissubsomption, distautologie et GPL, le
mod�ele :

[[:P1(a) : >]]
[[P1(f(x)) : >]]
[[Q1(a) : >]]

�

13.6.2 Un exemple plus complexe

Nous donnons ci-dessous un exemple plus compliqu�e montrant l'int�erêt de notre approche
en D�eduction Automatique.

Exemple 13.6.3. Consid�erons les probl�emes Syn310-1 et Syn312-1 de la base de probl�emes
Tptp (Suttner et Sutcliffe, 1996) (tir�es de (Ferm�uller et al., 1993)).

Le probl�eme-source SS est le suivant.

:p(x2; x1; x)_ p(x; x1; x2)
:p(x1; x; x2)_ p(x; x1; x2)
:p(x; x1; g(x2))_ p(x; x1; x2)
:p(f(x); x1; x2)_ p(x; x1; x2)
:p(a; b; c)
p(f(g(a)); f(g(b)); f(g(c)))

Le probl�eme-cible est ST :

p0(x; x3; x2)_ :p0(x; x1; x2)_ :p0(x1; x3; x2)
p0(x2; x1; x)_ :p0(x; x1; x2)
p0(x1; x; x2)_ :p0(x; x1; x2)
p0(x; x1; f 0(x2))_ :p0(x; x1; x2)
p0(g0(x); x1; x2)_ :p0(x; x1; x2)
p0(a0; f 0(b0); c0)
p0(f 0(b0); d; c0)
:p0(g0(f 0(a0)); g0(f 0(d)); g0(f 0(c0)))

SS est tr�es simple (Otter 3.0 (McCune, 1995) met 0:17 secondes pour trouver la preuve
en mode \automatique" 2). La preuve de ST est plus di�cile �a obtenir (Otter met 536:31 s
pour trouver la preuve). Par cons�equent, nous supposons qu'une preuve de SS est connue et nous
cherchons �a construire une preuve de ST par analogie avec celle de SS . Appliquons l'algorithme
de �ltrage a�n de r�esoudre le probl�eme \SS v ST?". Aucune solution ne peut être trouv�ee, car
ST n'est pas une instance de SS. En revanche, nous obtenons la solution partielle suivante.

fp = �x1; x2; x3::p
0(x3; x2; x1); g = �x:f 0(x); f = �x:g0(x); a = a0; b = b0; c = c0; d = d0g

2: i.e. avec le param�etre set(auto).



avec les lemmes :

fp0(a; b; c);8x1; x2; x3:p
0(x1; x2; x3)_ :p0(x1; x3; x2)g

Ces deux formules sont des clauses de SS qui ne sont pas �ltr�ees par ST .
D'apr�es le th�eor�eme 13.5.1, il reste simplement �a prouver ces lemmes. Le premier peut être

d�emontr�e tr�es facilement, par exemple en ajoutant la n�egation de p0(a; b; c) �a ST et en utilisant
n'importe quel d�emonstrateur par r�efutation (Otter met 0:37 s pour d�emontrer l'insatisfaisa-
bilit�e de l'ensemble obtenu).

A�n de transformer le second lemme en ensemble de clauses, il convient d'utiliser la skol�emi-
sation. On obtient f:p0(a1; a2; a3); p

0(a1; a3; a2)g. Ces clauses sont alors ajout�ees �a ST . L'ensemble
obtenu peut tr�es facilement être r�efut�e par un d�emonstrateur (Otter met 0:18 s).

Cet exemple sugg�ere que le raisonnement par analogie peut augmenter de fa�con signi�cative
les performances d'un d�emonstrateur. En e�et, le temps total n�ecessaire pour prouver les lemmes
est de 0:55 s et le temps requis pour prouver le th�eor�eme sans utiliser l'analogie est de 536:31s.
Cependant, le processus de �ltrage reste �a impl�ementer, a�n d'e�ectuer des comparaisons plus
signi�catives. �

13.7 Discussion et perspectives

Nous avons pr�esent�e deux calculs pour la d�ecouverte et l'exploitation de l'analogie entre
ensembles de c-clauses :

1. des r�egles permettant de g�en�eraliser un ensemble de c-clauses.

2. un algorithme permettant de d�etecter et d'exploiter les similarit�es entre ensembles de c-
clauses. Cet algorithme g�en�ere en outre des lemmes permettant de reconstruire la preuve ou
le contre-exemple de la formule cible �a partir de celui de la formule source.

Les travaux pr�esent�es constituent les premiers pas vers la r�ealisation d'un syst�eme de re-
cherche de r�efutation et de mod�eles par analogie qui se d�ecompose en plusieurs �etapes.

1. G�en�eralisation de la conjecture-source. L'algorithme de g�en�eralisation a �et�e pr�esent�e
en d�etail �a la section 13.3. Il a fait l'objet d'une impl�ementation par Gilles D�efourneaux
(voir (D�efourneaux, 1997)).

2. Stockage dans la base de connaissances. La d�e�nition de la base de connaissances
(repr�esentation des formules, algorithme de stockage, etc.) sort largement du cadre de ce
travail. Nous ne l'aborderons pas ici. Ces probl�emes sont trait�es de fa�con plus compl�ete dans
(D�efourneaux, 1997).

3. Filtrage. Lors de la pr�esentation d'une nouvelle conjecture (conjecture cible) il faut recher-
cher dans la base de connaissances une formule analogue dont la preuve/contre-exemple est
connu. Dans ce travail, nous avons d�e�ni un algorithme de �ltrage correct. Il reste �a donner
une strat�egie d'application des r�egles assurant la terminaison et si possible la compl�etude
du syst�eme (dans certains cas). Cette strat�egie doit �egalement être su�samment e�cace
pour traiter des probl�emes de taille importante. Ces questions sont l�a encore trait�ees en
d�etail dans (D�efourneaux, 1997). Nous n'avons pas cherch�e �a les aborder ici, pr�ef�erant
�etudier le cas o�u l'analogie �echoue (par abduction et g�en�eration de lemmes). L'algorithme
de �ltrage est actuellement en cours d'impl�ementation.

L'analogie apparâ�t comme un moyen puissant de guider la recherche de preuve et de contre-
exemple. Il reste cependant beaucoup de probl�emes �a r�esoudre. En premier lieu, il nous faut
�etudier la complexit�e des algorithmes que nous avons propos�es et en particulier donner une
version plus \proc�edurale" de notre algorithme de �ltrage. En second lieu, les formules de �ltrage



que nous avons consid�er�ees ici sont des relations entre deux formules. D'un point de vue pratique,
il faut d�e�nir des algorithmes (utilisant par exemple des techniques d'indexation des termes ou
des formules) permettant de comparer directement la formule cible avec l'ensemble des formules
de la base de connaissances. C'est une n�ecessit�e, car une comparaison s�equentielle entre la
formule cible et l'ensemble de toutes les formules de la base de connaissances risque de s'av�erer
impraticable.

Il est �egalement n�ecessaire d'�etendre les d�e�nitions et les r�egles de g�en�eralisation que nous
avons propos�ees aux cas de formules du premier ordre (et non d'ensembles de c-clauses). En
particulier la d�e�nition de la notion de g�en�eralit�e (et donc de la relation d'analogie) ne s'applique
qu'�a des ensembles de c-clauses. Est-il possible d'en donner une d�e�nition qui puisse s'appliquer
�a des formules quelconques?





Chapitre 14

Application �a la programmation en

Logique

14.1 Programmes logiques sans n�egation

La Programmation en Logique est une des applications les plus connues et les plus utilis�ees
de la D�eduction Automatique. Elle peut être vue comme une sp�ecialisation de la D�eduction
Automatique �a une classe particuli�ere de formules. Si les deux domaines ont �evolu�es de mani�ere
ind�ependante, ils ont cependant conserv�e des rapports �etroits, au point que Wos et McCune
n'h�esitent pas �a employer le terme de \symbiose" pour quali�er leurs rapports (Wos et Mc-

Cune, 1991).
Le principe de la Programmation en Logique est simple : il consiste �a utiliser la logique comme

langage de sp�eci�cation ex�ecutable. Bien entendu, pour que ce soit r�ealiste, il est n�ecessaire de
consid�erer des classes de formules avec des propri�et�es raisonnables et des calculs e�caces. Dans
sa version la plus r�epandue, le sous-langage choisi est celui des clauses de Horn, et le calcul
la r�egle de SLD-r�esolution. Les clauses de Horn poss�edent un double avantage : d'une part,
les formules satisfaisables de cette classe ont la propri�et�e d'avoir un mod�ele minimal unique
(ce qui permet de d�e�nir une s�emantique univoque) et d'autre part, la satisfaisabilit�e d'un
ensemble de clauses de Horn peut être d�ecid�ee de fa�con \plus simple" que dans le cas g�en�eral
(elle reste cependant ind�ecidable pour les clauses du premier ordre, mais est polynômiale pour
des ensembles de clauses de Horn propositionnelles). Un programme est alors d�e�ni comme un
ensemble de clauses de Horn, et la s�emantique associ�ee est donn�ee par le mod�ele minimal du
programme. L'ex�ecution d'un programme correspond �a la recherche des solutions d'un but b

donn�e dans le mod�ele du programme, c'est-�a-dire �a la recherche des substitutions � telles que
b� est valide dans le mod�ele minimal associ�e au programme. L'objectif de ce type de langage
est de rapprocher le plus possible un programme de sa sp�eci�cation : on cherche �a donner une
description de la fonction calcul�ee par le programme sans s'int�eresser (en principe !) �a la fa�con
dont elle est �evalu�ee.

Les principes th�eoriques de la Programmation en Logique sont bri�evement rappel�es ci-
dessous. Pour une pr�esentation plus d�etaill�ee, le lecteur pourra se reporter �a (Emden et Ko-
walski, 1976; Lloyd, 1987; Apt, 1990). Nous �etendons �egalement les r�esultats et d�e�nitions
habituels en Programmation en Logique �a des programmes avec contraintes.

D�efinition 14.1.1. Une c-clause de Horn est une c-clause dont la partie clause contient
au plus un litt�eral positif. Une clause contrainte de Horn contenant un litt�eral positif est dite
d�e�nie. Elle est de la forme : [[:L1 _ : : :_ :Ln _ L : X ]], o�u les litt�eraux L, Li (1 � i � n)
sont tous positifs. Elle peut aussi s'�ecrire sous la forme : [[L L1 ^ : : :^ Ln : X ]]. Le c-litt�eral
[[L : X ]] est appel�e la tête de la c-clause et not�eHead([[L L1 ^ : : :^ Ln : X ]]). Un programme
logique est un ensemble �ni de c-clauses de Horn. �

Remarque. Nous �ecrirons C �a la place de [[C : >]].



Q

La particularit�e des programmes logiques est de poss�eder un mod�ele particulier appel�e mi-
nimal, qui est le plus petit mod�ele du programme.

Th�eor�eme 14.1.1. Soit un programme satisfaisable P . Soit M l'interpr�etation totale d�e�nie
par les relations (pour tout litt�eral positif ferm�e L) :

M(L) = true si L est une cons�equence logique de P
M(L) = false sinon
Alors M j= P .

M est appel�e mod�ele minimal de P . En e�et, tout mod�ele M0 de P est \inclu" dans M
au sens o�u, pour tout litt�eral positif L : M j= L ) M0 j= L. Ce r�esultat permet d'associer �a
un programme logique une s�emantique unique. Nous noterons MP le mod�ele minimal de P . La
s�emantique d'un programme logique peut être �egalement d�e�nie en terme d'op�erateur de point
�xe (Emden et Kowalski, 1976). A�n de d�e�nir formellement cette s�emantique, rappelons
bri�evement les notions de nombre ordinal et de puissance ordinale d'un op�erateur de point �xe,
qui seront utiles dans la suite.

Ordinaux

D�efinition 14.1.2. Un nombre ordinal est un ensemble �, tel que tout �el�ement de � est
une partie de � et il n'existe aucune suite in�nie a0; a1; : : : d'�el�ements de � v�eri�ant la relation :
8i 2 N:ai+1 2 ai. �

Les nombres ordinaux sont ordonn�es par l'ordre d'appartenance \2" sur les ensembles (not�e
� dans ce cas).

On note 0 l'ordinal ;. Pour tout ordinal �, on d�e�nit l'ordinal successeur �+1 comme le plus
petit ordinal sup�erieur �a � (les ordinaux ;; f;g; f;; f;gg, : : :sont donc not�es 0; 1; 2 : : :). Soit E
un ensemble d'ordinaux tel que, si � 2 E alors : �+ 1 2 E et 8� � �:� 2 E. Alors E est encore
un ordinal, appel�e ordinal limite. En particulier l'ensemble des ordinaux de N est un ordinal
not�e ! et appel�e le premier ordinal trans�ni.

Puissance ordinale

D�efinition 14.1.3. Soit une application f , de P(E) dans P(E). Les puissances ordinales de
f , (not�ees f "�) sont d�e�nies par :

{ f "0= ;

{ f "�+1= f(f "�)

{ f "�=
S
�2� f "

� (si � est un ordinal limite).

�

Remarque. On a : f "w=
S1
i=0 f "

i.

Th�eor�eme 14.1.2. Soit f une application de E dans E. Si f est monotone alors f admet un
plus petit point �xe P et il existe un nombre ordinal � tel que f "�= P .

L'hypoth�ese de continuit�e assure que le nombre ordinal � pour lequel l'op�erateur atteint son
plus petit point �xe est �ni ou �egal �a !.

D�efinition 14.1.4. Un sous-ensemble P de P(E) est dit orient�e lorsque pour chaque couple
(A;B) de P 2, il existe un �el�ement C 2 P tel que A [ B � C.

Une application f de P(E) dans P(E) est dite continue si et seulement si pour toute partie
orient�ee P de P(E) on a : [

a2P

f(a) = f(
[
a2P

a)
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�

Remarque. Toute application continue de P(E) dans P(E) est monotone.

Th�eor�eme 14.1.3. Soit f : P(E)! P(E). Si f est continue alors le plus petit point �xe de f

est f "! (c'est-�a-dire la premi�ere puissance trans�nie de f).

Nous pouvons maintenant donner la d�e�nition de la s�emantique d'un programme logique en
terme d'op�erateur de point �xe. Pour cela, nous introduisons l'op�erateur TP .

D�efinition 14.1.5. Soit un programme satisfaisable P . TP est la fonction de P(BH) dans
P(BH) d�e�nie par :

TP (I) = fA�=[[A 
k̂

i=1

Li : X ]] 2 P ; � 2 S(X ); 8i � k:Lk� 2 Ig

�

D'apr�es (Emden et Kowalski, 1976), TP est monotone et continue donc TP poss�ede un
plus petit point �xe TP "

!.

Th�eor�eme 14.1.4.

TP "
w= M+

P

Il est connu que les programmes logiques permettent d'exprimer toutes les fonctions r�ecur-
sives (Mints, 1990).

La th�eorie de la preuve en Programmation en Logique utilise habituellement la m�ethode
de r�esolution et plus pr�ecis�ement une restriction de cette m�ethode : la r�esolution lin�eaire avec
fonction de s�election (SLD-r�esolution). Nous nous contenterons ici une d�e�nition purement s�e-
mantique.

14.2 Sp�ecialisation de RAMC �a la Programmation en Logique

Dans cette section, nous pr�esentons une sp�ecialisation de la m�ethode Ramc �a la Program-
mation en Logique et nous prouvons sa correction par rapport �a la s�emantique usuelle d'un
programme logique. L'application de notre approche �a la Programmation en Logique est une
id�ee tr�es naturelle. Cela permet de tirer parti des capacit�es de Ramc pour extraire plus d'infor-
mations que celles obtenues de fa�con purement d�eductive par les interpr�eteurs de programmes
logiques existants. En particulier, nous montrons comment notre m�ethode permet de g�en�erer des
faits n�egatifs non ferm�es qui ne peuvent en g�en�eral pas être d�eduits par les approches existantes,
fond�ees sur la n�egation par l'�echec.

L'application de la m�ethode Ramc aux programmes logiques ne pose aucune di�cult�e parti-
culi�ere, puisque ceux-ci sont un cas particulier des ensembles de clauses contraintes. Cependant,
il faut tenir compte de la s�emantique particuli�ere des programmes logiques, c'est-�a-dire qu'il faut
que le mod�ele minimal du programme soit pr�eserv�e. Les r�egles Gpl et Gmpl ne peuvent donc
pas être utilis�ees dans ce contexte puisqu'elles ne sont pas correctes (au sens o�u la conclusion
n'est pas une cons�equence logique du programme) mais seulement consistantes. Rien ne garantit
en e�et que le mod�ele minimal du programme sera pr�eserv�e par application de ces r�egles.

Consid�erons, par exemple, le programme :

even(succ(succ(x))) even(x):
even(0):
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La r�egle Gmpl d�eduit la formule :
8x:even(x)

qui est un mod�ele du programme mais ne correspond �evidemment pas �a la signi�cation attendue
du pr�edicat even !

Une solution pour r�esoudre ce probl�eme est de limiter l'application des r�egles Gpl et Gmpl
�a des ensembles de litt�eraux n�egatifs. Informellement, cette restriction assure qu'aucune infor-
mation suppl�ementaire ne sera ajout�ee au programme via un litt�eral positif (on ne modi�era
donc pas le mod�ele minimal qui contient exclusivement des litt�eraux positifs).

Notons Gpl�la r�egle :

S

[[:l(t) : Xpure]]

o�u :

{ l 2 
.

{ Xpure =
V

[[l(s) B :Y]]2S 8y:t 6= s _ :Y (o�u y = Var([[l(s) B : Y ]])).

De fa�con similaire, nous notons Gmpl�la r�egle :

S

E

o�u E est un ensemble de litt�eraux n�egatifs obtenu en appliquant le syst�eme de r�egles suivant
sur un ensemble quelconque de litt�eraux n�egatifs (en pratique un ensemble de c-litt�eraux de S)
(L d�enote un litt�eral positif).

(Restriction) E [ f:Lg ! E [ f:L n :L0g
Il existe une c-clause C 2 S telle que :
Head(C) = L0 et DSub(E;C) 6= >.

(Extension) E ! E [ fL0g
Si C 2 Res(E; S), DSub(E;C) 6= > et L0 2 C

L0 est n�egatif

(Simpli�cation) E [ [[C : X ]]! E
Si X � ?

Nous notons RamcPL1 le calcul contenant les r�egles renommage, c-r�esolution, c-factorisation,
c-disr�esolution, c-disfactorisation, c-dissubsomption, distautologie, GPL�, GMPL�. Nous prou-
vons ci-dessous que ce nouveau calcul pr�eserve la s�emantique d'un programme logique.

Th�eor�eme 14.2.1. Soit P un ensemble de c-clauses de Horn et P 0 tel que P !RamcPL1 P
0

alors :

1. P 0 est un ensemble de c-clauses de Horn.

2. P est satisfaisable si et seulement si P 0 est satisfaisable.

3. Si P est satisfaisable alors : MP = MP0 .

Preuve. Soit P un ensemble satisfaisable de c-clauses de Horn. Soit P 0 tel que P !RamcPL1
P 0.

1. Imm�ediat (il su�t de le v�eri�er pour chaque r�egle).
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2. Imm�ediat (les r�egles de Ramc pr�eservent la satisfaisabilit�e).

3. Il s'agit de v�eri�er que le mod�ele minimal MP0 de P 0 est le même que le mod�ele minimal
MP de P .
Toutes les r�egles de Ramc �etant correctes, sauf les r�egles Gpl et Gmpl, nous pouvons
donc sans perte de g�en�eralit�e consid�erer uniquement ces 2 r�egles. Soit une c-clause [[:L : X ]]
d�eduite de P par la r�egle Gpl�. La r�egle Gpl pr�eserve la satisfaisabilit�e de l'ensemble
de c-clauses donc P [ [[:L : X ]] est satisfaisable. Donc il existe un mod�ele M0 de P tel
que [[:L : X ]] est vraie dansM0, c'est-�a-dire tel que pour toute substitution � 2 S(X ), L�
n'appartient pas �aM(P )+. Puisque MP est le mod�ele minimal de P ,M+

P ne contient aucune
formule atomique n'appartenant pas �aM0. D'o�u L� 62 MP (L)

+.
Consid�erons maintenant la r�egle Gmpl�. Soit E un ensemble de c-litt�eraux d�eduit de M
par application de cette r�egle. Alors, par d�e�nition, E [ P est satisfaisable. Donc, il existe
un mod�ele de P ne contenant aucune formule atomique de E. D'o�u le mod�ele minimal de P
ne contient aucune formule atomique de E et E est valide dansM.

c.q.f.d.

Exemple 14.2.1. Le programme suivant est cens�e calculer la fonction factorielle d'un entier
non-n�egatif n. (fact(x; y) signi�e : \y est la factorielle de x" et prod(x; y; z) signi�e \z = x�y").

En fait, le programme est incorrect car n � 1 a �et�e remplac�e par n dans le premier litt�eral
de la deuxi�eme clause ce qui entrâ�ne la non-terminaison du programme.
fact(0; 1):
[[fact(n; f) fact(n;m); prod(m;n; f) : n > 0]]:
prod(0; k; 0):
[[prod(k1; k2; r) prod(k01; k2; r

0) : k1 > 0 ^ k01 = k1 � 1 ^ r = r0 + k2]]:

La r�egle Gmpl�g�en�ere la c-clause :

[[:fact(n;m) : n > 0]]

Cette c-clause donne l'interpr�etation de fact. Sa signi�cation est que le programme suppos�e
calculer la fonction factorielle est incapable de le faire pour tout entier n strictement positif.
Notons que ce fait n�egatif ne peut pas être d�eduit par la SLDNF-r�esolution, ni par la proc�edure
ENF-D�eduction (Lugiez, 1989) ni par n�egation constructive (Chan, 1988) (elles ne terminent
pas dans ce cas). �

14.3 Programmes logiques avec n�egation.

Dans cette section, nous �etendons notre m�ethode aux programmes logiques avec n�egation,
c'est-�a-dire �a des programmes logiques tels que le corps des c-clauses du programme peut conte-
nir des n�egations de formules atomiques. L'introduction de la n�egation dans la Programmation
en Logique est un probl�eme important qui a fait l'objet d'un nombre consid�erable de travaux
(voir (Apt et Bol, 1994) pour une synth�ese compl�ete de ce domaine). Autoriser la pr�esence
de n�egation dans le corps des c-clauses implique la d�e�nition d'une nouvelle s�emantique aux
programmes logiques ainsi �etendus dans la mesure o�u ceux-ci n'ont plus n�ecessairement de mo-
d�ele minimal unique. De nombreux auteurs ont propos�e des approches di��erentes pour r�esoudre
ce probl�eme (Apt et Bol, 1994) La plupart des travaux dans ce domaine est inspir�ee par le
concept de formule de compl�etion propos�e par Clark (Clark, 1978). Il s'agit d'une formule
du premier ordre d�e�nissant la s�emantique du programme. Informellement, elle est obtenue en
ajoutant au programme sa partie \seulement si". De nombreux travaux proposent de restreindre
la classe des programmes logiques consid�er�es et donnent une s�emantique pour les programmes
de cette classe (programmes autoris�es, strati�ables, localement strati�ables etc.). Shepherdson,
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par exemple, propose de consid�erer la classe des programmes dits hi�erarchiques et autoris�es et
lui donne une s�emantique en utilisant la formule de compl�etion (Shepherdson, 1984). Certains
auteurs donnent aux programmes logiques avec n�egation une s�emantique �a trois valeurs de v�erit�e
(vrai, faux et non d�e�ni) (Fitting, 1985; Gelder et al., 1991).

Parmi les techniques utilis�ees pour l'inf�erence de faits n�egatifs, la plus connue et la plus
utilis�ee est la n�egation par l'�echec qui permet d'inf�erer :P si P ne peut pas être prouv�e apr�es
une exploration exhaustive de l'espace de recherche. Cette r�egle correspond �a ce que l'on nomme
habituellement l'hypoth�ese du monde clos qui consiste �a supposer que le programme contient
(potentiellement) toutes les informations sur le mod�ele, c'est-�a-dire que tout ce qui ne peut pas
être prouv�e �a partir du programme est faux (voir par exemple (Shepherdson, 1985; Shepherd-
son, 1989) pour plus de d�etails). Notons que l'hypoth�ese du monde clos, ainsi que la n�egation
par l'�echec, rend le raisonnement non monotone. La proc�edure de SLD-r�esolution enrichie par
la r�egle de n�egation par l'�echec est appel�ee la SLDNF-r�esolution. La n�egation par l'�echec a ce-
pendant un double inconv�enient : d'une part, elle d�epend de la proc�edure de preuve utilis�ee et,
d'autre part, elle ne permet pas de traiter des buts non ferm�es.

L'une des m�ethodes les plus int�eressantes pour traiter le probl�eme de la n�egation en Pro-
grammation Logique est la n�egation constructive propos�ee par (Chan, 1988; Stuckey, 1995)
qui consiste, �etant donn�e en but n�egatif :b, �a rechercher les solutions de b et �a nier les solutions
obtenues. Cette approche est similaire �a la m�ethode propos�ee par Lugiez, (Lugiez, 1989) et
appel�ee ENF D�eduction (pour Extended Negation as Failure). La ENF-D�eduction utilise la for-
mule de compl�etion de Clark. Elle consiste �a remplacer, dans la formule �a �evaluer, un litt�eral
P (t) par la formule de compl�etion P �(t) correspondante. La formule obtenue est alors simpli��ee
en utilisant les r�egles de r�esolution de contraintes de (Comon et Lescanne, 1989). Evidem-
ment, l'�evaluation peut ne pas se terminer, puisque la formule de compl�etion peut contenir des
occurrences du pr�edicat P (�eventuellement de fa�con indirecte).

Une alternative �a la n�egation par l'�echec est la n�egation par inconsistance (Gabbay et
Sergot, 1986), qui introduit en Programmation en Logique une notion de la n�egation proche
de celle utilis�ee de fa�con classique en Logique. Elle oblige le programmeur �a d�e�nir explicitement
les buts consid�er�es comme faux et reste beaucoup moins utilis�ee que la n�egation par l'�echec.

Dans cette section, nous nous proposons d'adapter les r�egles de Ramc aux programmes
logiques avec n�egation et de comparer notre approche avec les m�ethodes existantes en Program-
mation Logique.

14.3.1 Programmes g�en�eraux avec contraintes

Nous donnerons en premier lieu une d�e�nition des programmes logiques avec n�egation �egale-
ment appel�es programmes g�en�eraux. Informellement une c-clause g�en�erale est une c-clause (non
n�ecessairement de Horn) dans laquelle on privil�egie un litt�eral particulier appel�e tête de la c-
clause.

D�efinition 14.3.1. Une clause contrainte g�en�erale (ou c-clause g�en�erale) est un triplet
(H;B;X ) tel que :

{ H est soit ?, soit un litt�eral (la tête de la c-r�egle).

{ B est une conjonction �nie de litt�eraux positifs ou n�egatifs (le corps de la c-r�egle).

{ X est une formule �equationnelle (contrainte).

Une c-clause g�en�erale est habituellement not�ee [[H  B : X ]]. La c-clause [[H : X ]] est appel�ee
la tête de la c-clause et not�ee Head([[H  B : X ]]) (cette c-clause contient au plus un litt�eral).

Une clause contrainte g�en�erale est dite d�e�nie si la tête de la c-clause contient exactement un
litt�eral positif. Un programme g�en�eral P est un ensemble �ni de c-clauses g�en�erales. L'ensemble
des c-clauses non d�e�nies d'un programme P est not�e NonDef(P). �
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14.3.2 Programmes g�en�eraux et RAMC

Nous d�e�nissons dans cette section de nouveaux calculs sur les programmes g�en�eraux en
adaptant les r�egles de RAMC. Nous pouvons �etendre de fa�con imm�ediate les r�egles de Ramc
agissant sur les c-clauses aux c-clauses g�en�erales. Plus pr�ecis�ement, nous introduisons les r�egles
suivantes :

a�aiblissement:
[[:P (s) c : X ]]
[[ P (s) ^ c : X ]]

c-r�esolution:

[[P (t1) a : X ]] [[c P (t2) ^ b : Y ]]
r : [[c a ^ b : X ^ Y ^ t1 = t2]]

c-factorisation:

[[a P (t1) ^ P (t2) ^ b : X ]]
r : [[a P (t1) ^ b : X ^ t1 = t2]]

c-disr�esolution 1 :

c1 : [[P (t1) a : X ]] c2 : [[c P (t2) ^ b : Y ]]
c3 : [[P (t1) a : X ^Y ^ t1 = t2]] c4 : [[P (t1) a : X ^ 8y::Y _ t1 6= t2]]

o�u : y = Var(c2)

c-disr�esolution 2 :

c1 : [[P (t1) a : X ]] c2 : [[c P (t2) ^ b : Y ]]
c3 : [[c P (t2) ^ b : Y ^X ^ t1 = t2]] c4 : [[c P (t2) ^ b : Y ^ 8y::X _ t1 6= t2]]

o�u : y = Var(c2)

c-disfactorisation:

[[a P (t1) ^ P (t2) ^ b : X ]]
[[a P (t1) ^ P (t2) ^ b : X ^ t1 6= t2]]

c-dissubsomption 1 :

c1 : [[a(s) 
Vn

i=1 li(si) : X ]] c2 : [[a(t) 
Vn

i=1 li(ti) ^ b : Y]]
c3 : [[a(t) 

Vn
i=1 li(si) ^ b : Y ^ 8x[:X _

Wn
i=1 si 6= ti _ s 6= t]]]

avec x = Var(c1)

c-dissubsomption 2 :

c1 : [[? 
Vn

i=1 li(si) : X ]] c2 : [[a 
Vn

i=1 li(ti) ^ b : Y]]
c3 : [[a 

Vn
i=1 li(ti) ^ b : Y ^ 8x[:X _

Wn
i=1 si 6= ti]]]
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avec x = Var(c1)

c-dissubsomption 3 :

c1 : [[b(t) 
Vn

i=1 li(si) : X ]] c2 : [[a 
Vn

i=1 li(ti) ^ :b(s) ^ c : Y]]
c3 : [[a 

Vn
i=1 li(si) ^ :b(s) ^ c : Y ^ 8x[:X _

Wn
i=1 si 6= ti _ s 6= t]]]

avec x = Var(c1)

c-distautologie 1 :

c1 : [[a P (t1) ^ :P (t2) ^ a : X ]]
c2 : [[a P (t1) ^:P (t2) ^ a : X ^ t1 6= t2]]

c-distautologie 2 :

c1 : [[P (t1) P (t2) ^ a : X ]]
c2 : [[P (t1) P (t2) ^ a : X ^ t1 6= t2]]

Nous noterons RamcSC (pour S�emantique de Clark), RamcSC3 et RamcMBF (pour Mod�ele
Bien Fond�e) les calculs respectivement compos�es des r�egles :

{ RamcSC : a�aiblissement, c-r�esolution, c-factorisation, c-disr�esolution 1, c-disr�esolution 2,
c-disfactorisation, c-dissubsomption 1, 2, 3, c-distautologie 1, Gpl�.

{ RamcSC3 : a�aiblissement, c-r�esolution, c-factorisation, c-disr�esolution 1, c-disr�esolution 2,
c-disfactorisation, c-dissubsomption 1, c-dissubsomption 3 unitaire, c-distautologie 1, Gpl�.

{ RamcMBF : a�aiblissement, c-r�esolution, c-factorisation, c-disr�esolution 1, c-disr�esolution
2, c-disfactorisation, c-dissubsomption 1, c-dissubsomption 3 unitaire, c-distautologie 1,2,
Gmpl�.

D�efinition 14.3.2. Une s�emantique S pour un programme P est une fonction associant �a P
un ensemble de mod�eles partielsMP(S). Soit une r�egle de calcul � sur les programmes logiques.
� est dite ad�equate par rapport �a S (ou S-ad�equate) si et seulement si pour tout P !� P 0,
MP(S) = MP0(S). De même, un calcul R sera dit S-ad�equat si et seulement si toute r�egle
� de R est S-ad�equate. Deux programmes P et P 0 sont dits S-�equivalents si et seulement si :
MS(P) =MS(P

0). �

Dans les sections suivantes, nous prouvons l'ad�equation de ces calculs respectivement par
rapport �a trois s�emantiques particuli�eres des programmes g�en�eraux : la formule de compl�etion
de Clark (avec 2 ou 3 valeurs de v�erit�e) et la s�emantique des mod�eles bien fond�es.

14.3.3 Ad�equation par rapport �a la formule de compl�etion de Clark

Interpr�etations �a deux valeurs de v�erit�e

D�efinition 14.3.3. Soit P un programme logique et p un symbole de pr�edicat. On note
p�(x) la formule :

_
[[p(t) B :X ]]2P

9y:x = t ^ X ^ B (o�u y = Var([[p(t) B : X ]]))
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On note P� la formule :
^
p2


8x:p(x), p�(x) ^NonDef(P)

�

Cette formule permet de donner une s�emantique aux programmes g�en�eraux. Plus pr�eci-
s�ement, nous consid�ererons qu'une interpr�etation totale de Herbrand I sera un mod�ele d'un
programme g�en�eral P si et seulement si I j= P�. Le principal probl�eme de cette d�e�nition r�eside
dans l'existence et l'unicit�e d'un mod�ele de P� : d'une part, ce mod�ele n'est pas n�ecessairement
unique, et d'autre part, P� n'est pas n�ecessairement satisfaisable (même si P ne contient que
des c-clauses d�e�nies).

La s�emantique de Clark sera not�ee SC dans la suite.

Remarque. Il est clair que la s�emantique de Clark d�epend uniquement de l'ensemble S(P)
et non du programme P lui même.

Interpr�etations �a trois valeurs de v�erit�e

Dans (Fitting, 1985), Fitting propose de consid�erer des interpr�etations �a trois valeurs de
v�erit�e au lieu de deux dans la s�emantique de la formule de compl�etion. Le but de ce travail
est de prendre en compte le cas o�u un litt�eral L donn�e diverge, ce qui est r�ealis�e par l'ajout
d'une troisi�eme valeur de v�erit�e. Avec cette approche, on associe �a chaque programme un mod�ele
unique, mais ce mod�ele est partiel et non plus total. La s�emantique peut être �egalement d�e�nie �a
l'aide d'un op�erateur de point �xe : l'op�erateur de cons�equence imm�ediate (Apt et Bol, 1994).

D�efinition 14.3.4. Soit P un programme logique et I une interpr�etation partielle.
L'op�erateur de cons�equence imm�ediate T 3P est d�e�ni comme suit :

T 3P(I) = (T ;F)

o�u :

{ T = fH�=[[H  B : X ]]; � 2 S(X ); I j= B�g.

{ F = fb=8[[H B : X ]] 2 P ; � 2 S(X ); I j= :B� _ b 6= H�g.

�

T 3P est monotone donc a un plus petit point �xe T 3P " �. Si T 3P " � est consistant (i.e.
ne contient pas ? et ne contient pas deux litt�eraux compl�ementaires), T 3P "

� est un mod�ele (�a
trois valeurs de v�erit�e) de P� (Apt et Bol, 1994). T 3P n'est pas, en g�en�eral, continu, donc le
point �xe pourra ne pas être �egal �a la premi�ere puissance trans�nie de T 3P .

Si T 3P "! est consistant, P est dit SC3-satisfaisable, et

MP(SC3) = fT 3P "
!g:

Ad�equation

Th�eor�eme 14.3.1. Le calcul RamcSC3 est ad�equat par rapport �a SC3.

Preuve. Il est facile de voir que les r�egles c-factorisation, c-disr�esolution, c-
disfactorisation, c-dissubsomption 1, c-distautologie 1 ne modi�ent pas T 3P . Il su�t
donc de consid�erer les r�egles Gpl�, c-r�esolution, a�aiblissement et dissubsomption 3 unitaire.

{ GPL�. Soit P un programme, [[:L : X ]] un c-litt�eral d�eduit de P par Gpl�. Soit � une
solution de X . Par d�e�nition, pour toute tête [[H : Y ]] d'une clause de P et pour tout
� 2 S(Y), on a H� 6= L�. Par cons�equent, :L� appartient �a T 3P(;).
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{ C-r�esolution. Soit P un programme et r : [[c a ^ b : X ^ Y ^ t1 = t2]] un r�esolvent de
[[P (t1) a : X ]] et [[c P (t2) ^ b : Y ]]. On note P 0 le programme P [ frg. Soit I une
interpr�etation. Il est facile de v�eri�er que T 3P(I) � T 3P0(I) et que T 3P0(I) � T 32P(I).
Donc les premi�eres puissances trans�nies de T 3P et T 3P0 sont identiques.

{ A�aiblissement. Soit P un programme et [[ P (s) ^ c : X ]] une c-clause d�eduite d'une
c-clause [[:P (s) c : X ]] de P par a�aiblissement. Alors si P est satisfaisable, P (s) ^ c
n'est pas valide dans le mod�ele de P , donc la r�egle ne modi�e pas les puissances successives
de T 3P . Si P est insatisfaisable, alors P [ f[[ P (s)^ c : X ]]g l'est �egalement.

{ Dissubsomption 3 unitaire. Soit P un programme et P 0 un programme d�eduit de P
par dissubsomption 3 unitaire entre c1 : [[b(t) : X ]] et c2 : [[a :b(s) ^ c : Y ]]. Soit
� 2 S(Y ^X ^ s = t). Il est clair que si b(t)� 2 I et si :b(t)� 62 I, alors T 3P(I) = T 3P0(I).
De plus, on a T 3P(;) = T 3P0(;) et b(t)� 2 T 3P(;). Par cons�equent, par induction sur n

soit P et P 0 sont insatisfaisables, soit T 3nP(;) = T 3
n
P0(;).

c.q.f.d.

Th�eor�eme 14.3.2. Le calcul RamcSC est ad�equat par rapport �a SC.

Preuve. Toute r�egle SC3-ad�equate est SC-ad�equate, donc il su�t de consid�erer les r�egles
dissubsomption 2,3.

{ Montrons que la r�egle de c-dissubsomption 3 est SC-ad�equate. Soit P 0 d�eduit de P par
application de cette r�egle (voir la d�e�nition de la r�egle pour les notations). Soit p un symbole
de pr�edicat et I une interpr�etation. On a : S(P 0) � S(P) donc pP0(x)� j= pP(x)�. De plus, si
I j= P� ou I j= P 0�, alors pour toute substitution � : I j= c1� donc I 6j= (

Vn
i=1 li(ti)^:b(s))�,

d'o�u I j= (pP(x)� , pP0(x)�).

{ c-dissubsomption 2 : la preuve est similaire.

c.q.f.d.

14.3.4 Ad�equation par rapport �a la s�emantique des mod�eles bien fond�es

Int�eressons nous maintenant �a une nouvelle s�emantique des programmes g�en�eraux, appel�ee
s�emantique des mod�eles bien fond�es.

La s�emantique des mod�eles bien fond�es (que nous d�esignerons pour simpli�er MBF dans
la suite de ce chapitre) est d�e�nie comme point �xe d'un certain op�erateur monotone WP . Le
mod�ele partiel associ�e au programme P n'est pas n�ecessairement r�ecursivement �enum�erable.

D�e�nissons tout d'abord la notion d'ensemble non fond�e 1.

D�efinition 14.3.5. Un ensemble de litt�eraux positifs ferm�es U est appel�e ensemble non
fond�e d'un programme g�en�eral P par rapport �a une interpr�etation partielle I si et seulement si
pour tout atome p(t) 2 U , pour toute c-r�egle C : [[p(s) B : X ]] et pour toute solution � de
X , telle que t� = s� au moins une des conditions suivantes est v�eri��ee :

1. Il existe un litt�eral de B� falsi��e par I.

2. Il existe un litt�eral positif de B� appartenant �a U .

1: nous traduisons ainsi l'anglais unfounded set.
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Le plus grand ensemble non fond�e de P par rapport �a une interpr�etation partielle I (not�ee
UP (I)) est l'union de tous les ensembles non fond�es de P par rapport �a I (il est facile de voir
que UP (I) est encore un ensemble non fond�e de P par rapport �a I).

�

D�efinition 14.3.6. L'op�erateurWP de IP dans IP est d�e�ni par

WP (I) = TP (I) [ :UP (I)

o�u TP est l'op�erateur d�e�ni �a la section 14.1. �

Th�eor�eme 14.3.3. WP est monotone.

D'apr�es 14.1.2,WP admet un plus petit point �xe WP "�, � �etant un ordinal, non n�ecessai-
rement �egal �a ! (car WP n'est pas continu).

D�efinition 14.3.7. Soit un programme P . Soit WP "� le plus petit point �xe de WP . Si
WP "

� est consistant, alors P est dit MBF-satisfaisable et le mod�ele bien fond�e (en abr�eg�e
MBF) de P est le plus petit point �xe de l'op�erateur WP . �

Th�eor�eme 14.3.4. RamcMBF est ad�equat par rapport �a la MBF.

Preuve. Toute r�egle SC3-ad�equate est MBF-ad�equate, donc il su�t de consid�erer les r�egles
Gmpl�et distautologie 2.

{ SoitM le plus petit point �xe de WP . Il su�t de montrer que pour tout ensemble E d�eduit
de P par la r�egle Gmpl�, E �M.
Pour cela, il su�t de prouver que :E est un ensemble non fond�e de P par rapport �aM (en
fait par rapport �a une interpr�etation quelconque).
En e�et, supposons qu'il existe une c-clause [[H  B : X ]] 2 P et une substitution � 2 S(X )
telles que :H� 2 E, alors par stabilit�e de E par R0

P il doit exister un litt�eral (positif) L 2 E
tel qu'il existe un litt�eral b appartenant �a B� telle que L � b. D'o�u E est un ensemble non
fond�e de P par rapport �a ;.

{ La r�egle de distautologie 2 peut être simul�ee par l'application de la r�egle de dissub-
somption 1 entre c1 et la c-clause C : P (t1)  P (t1). Il su�t donc de prouver que pour
tout programme P . P et P 0 = P [ fCg sont MBF-�equivalents. Or on a de fa�con �evidente :
TP = TP0 et UP = UP0 . D'o�u P et P ' sont MBF-�equivalents.

c.q.f.d.

Remarque. Il est clair que la r�egle dissubsomption 3 n'est pas ad�equate par rapport �a la
s�emantique MBF. De même la r�egle dissubsomption 3 n'est pas ad�equate par rapport �a la s�e-
mantique SC3.

14.3.5 Compl�etude

Nous montrons ci-dessous que la proc�edure contenant les r�egles

fGpl�, c-r�esolution, c-dissubsomption 3 unitaireg

est compl�ete par rapport �aMP(SC3).

Th�eor�eme 14.3.5. Soit un programme P . Soit b tel que :b 2 T 3P "n. Alors il existe une
RamcPL1-d�erivation contenant n applications des r�egles c-r�esolution ou Gpl� et g�en�erant une
c-clause C telle que C �dissub :b.
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Preuve. La preuve est par induction sur n.

{ n = 0. Consid�erons deux cas, suivant le signe de b.

1. Si b est n�egatif, alors il existe une c-clause unitaire C telle que b \ :C 6= ;, i.e. telle que
C �dissub :b.

2. Si b est positif, alors pour toute tête de c-clause H on doit avoir ::b \ H = ;. Donc la
r�egle Gpl�g�en�ere la c-clause :b.

{ n + 1. L�a encore, nous distinguons deux cas.

1. Si b est n�egatif, alors il existe une c-clause [[H  B1 ^ : : :^ Bn : X ]] et une substitution
� telle que b = H� et telle que tout litt�eral :Bi� (1 � i � n) appartient �a T 3 "n.
D'o�u, par hypoth�ese d'induction, il existe une d�erivation de C1; : : : ; Cn, o�u pour tout
i 2 [1::n], Ci � Bi�. En appliquant la r�egle de c-r�esolution entre [[H  B1 ^ : : :^ Bn : X ]]
et C1; : : : ; Cn, on obtient une c-clause C de la forme [[H : X ^ Y ]] telle que � soit solution
de X ^ Y et H� = b, i.e. [[H : X ^ Y ]] �dissub b.

2. Si b est positif, alors pour toute clause [[H  B1 ^ : : :^ Bn : X ]], telle qu'il existe � 2 S(X )
telle que H� = b, :Bi� 2 T 3 "n (1 � i � n). Par hypoth�ese d'induction, il existe une
d�erivation g�en�erant des c-clauses C1; : : : ; Cn telles que Ci � Bi� (1 � i � n). En appliquant
la r�egle de c-dissubsomption 3 unitaire sur [[H  B1 ^ : : :^ Bn : X ]] et C1; : : : ; Cn, on
transforme la c-clause [[H  B1 ^ : : :^ Bn : X ]] en [[H  B1 ^ : : :^ Bn : X ^ Y ]], telle que
� 62 S(Y). En appliquant la r�egle Gpl�on g�en�ere ensuite le litt�eral :b.

c.q.f.d.

14.4 Evaluation de buts complexes

Nous nous int�eressons dans cette section �a l'�evaluation de buts complexes, incluant les connec-
tifs logiques :;_ et les quanti�cateurs universels ou existentiels. Une fa�con de proc�eder pour
�evaluer une formule du premier ordre consiste �a traduire la formule du premier ordre consid�e-
r�ee en un ensemble de c-clauses g�en�erales associ�e �a un but b et �a �evaluer b (cela est toujours
possible �a cause de la pr�esence de n�egations dans le corps des r�egles, qui permettent d'exprimer
des imbrications de quanti�cateurs quelconques). Nous proposons ici une m�ethode di��erente
utilisant les formules �� et �+ d�e�nies au chapitre 5. L'un des avantages de cette m�ethode est
que l'�evaluation de la formule est ind�ependante du calcul du mod�ele. Elle ne n�ecessite pas de
transformation de la formule, ne d�epend pas de la s�emantique utilis�ee, ni de la proc�edure de
preuve et pourra donc être utilis�ee sur toutes les classes de programmes et avec tous les calculs
pr�ec�edemment introduits. L'id�ee est d'�evaluer la formule consid�er�ee dans le mod�ele partiel du
programme. Ce mod�ele partiel est g�en�er�e en utilisant n'importe quel calcul ad�equat par rapport
�a la s�emantique consid�er�ee.

Plus pr�ecis�ement, on peut distinguer deux phases.

{ Utiliser une proc�edure quelconque pour �enum�erer le mod�ele partiel du programme (ou une
partie de celui-ci s'il n'est pas r�ecursivement �enum�erable).

{ Evaluer durant la recherche du mod�ele la formule-but dans le mod�ele partiel. Les r�esultats
du chapitre 5 fournissent un algorithme incomplet pour trouver certaines des solutions d'une
formule donn�ee dans un mod�ele partiel.

Plus pr�ecis�ement, nous d�e�nissons une proc�edure Extended Interpreter param�etr�ee par
un calcul sur les programmes logiques (�gure 14.1).

Th�eor�eme 14.4.1. Si C est ad�equat par rapport �a une s�emantique S alors Sol est un ensemble
de solutions de F dans le(s) mod�ele(s) correspondant(s) �a la s�emantique S de P .



Procedure Extended Interpreter

INPUT :
Une formule F du premier ordre.
Un programme P
Un calcul C sur les programmes.

OUTPUT :
Un ensemble de substitutions �

begin

Sol ;
M ;
while (�+M(F)_ ��M(F)) 6= >
P  C(P)
M M[Unit(P)
Sol Sol [ �+M(F)
F = NormalizeM(F)

return(Sol)
end

Fig. 14.1 - : La proc�edure Extended Interpreter

Preuve. La preuve est imm�ediate. c.q.f.d.

Th�eor�eme 14.4.2. Soit I une interpr�etation partielle et F une formule. Alors pour toute sub-
stitution � telle que I est un mod�ele �a trois valeurs de v�erit�e de F , on a � 2 S(�+I (F)).

Preuve. La preuve est imm�ediate, par induction structurelle sur l'ensemble de formules.
c.q.f.d.

Exemple 14.4.1. Soit P le programme logique suivant (c-clauses de Horn) :
append([ajx]; y; [ajz]) append(x; y; z):
append(nil; y; y):

Consid�erons la formule
8y; z::append([z]; y; x)

La proc�edure Extended Interpreter utilisant le calcul RamcPL1 donne :

3 :[[append([ajx]; y; z) : 8z0:z 6= [ajz0]]] (Gmpl�)
4 [[append([a]; y; [ajy]) : >]] (r�esolution, 1, 2)

A ce stade le mod�ele partiel g�en�er�e par le programme (not�eM) est le suivant.
append(x; y; z) if (x = [] ^ y = z) _ (9a:x = [a]^ z = [ajy])

:append(x; y; z) if 9a; x0:(x = [ajx0] ^ 8z0:z 6= [ajz0])

La formule �+M(F) correspondante est :

8y; z:9x0; a:

[z] = [ajx0] ^ 8z0:x 6= [ajz0]
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La proc�edure de r�esolution de contraintes (voir (Comon et Lescanne, 1989), chapitre 2 et
annexe A) transforme cette formule en

�+M(8y; z::append([z]; y; x))� (x = [])

La proc�edure Extended Interpreter g�en�ere la solution x = []. Il s'agit maintenant de
v�eri�er que cette substitution est la seule solution possible. Pour cela, on calcule la formule :

��M(8y; z::append([z]; y; x))
� (9y; z:(9y1:[z] = []^ y = y1 ^ x = y1)
_(9a1; y1:[z] = [a1] ^ y = y1 ^ x = [a1jy1]))

i.e. (par transformation de contraintes) :

��M(8y; z::append([z]; y; x))� (9a1; y1:x = [a1jy1])

On calcule ensuite la disjonction :

��M(F) _ �+M(F) � (x = [] _ 9a1; y1:x = [a1jy1])

On obtient (par r�esolution des contraintes) :

��M(F)_ �+M(F) � >

Ceci montre que M et F v�eri�ent les conditions d'arrêt de la proc�edure
Extended Interpreter. Par cons�equent, la proc�edure s'arrête et retourne :

fx = []g:

�

Exemple 14.4.2. Le deuxi�eme exemple que nous proposons est tir�e de (Lugiez, 1989). Comme
l'indique (Lugiez, 1989), ni la SLDNF-r�esolution, ni la plupart des autres approches ne peuvent
traiter cet exemple. La ENF-d�eduction propos�ee par D. Lugiez est capable d'�enum�erer toutes
les solutions du programme. Cependant elle ne se termine pas, car il existe un nombre in�ni de
solutions. Nous montrons ci-dessous que notre m�ethode permet de d�eduire directement le fait
n�egatif : 8x 6= 0::p(x), au lieu d'�enum�erer l'ensemble : p(s(0)); p(s(s(0))); : : :

Soit � = f0; sg et le programme P d�e�ni par les c-clauses :
r(s(s(x))) r(x)
p(x) q(x; y)
p(x) r(x)
q(0; 0)

Soit le but : :p(x). Le probl�eme est de trouver les solutions de ce but dans le mod�ele du
programme (ici le mod�ele minimal, puisqu'il s'agit d'un programme logique classique), i.e. de
trouver les termes x tels que p(x) est faux dans le mod�ele de P .

Notre m�ethode donne :
1 [[r(s(s(x)))_ :r(x) : >]]
2 [[p(x)_ :q(x; y) : >]]
3 [[p(x)_ :r(x) : >]]
4 [[q(0; 0) : >]]
5 [[:q(x; y) : x 6= 0 _ y 6= 0]] (Gmpl�)
6 [[p(0)_ :q(0; 0) : >]] (dissubsomption,5,2)
7 [[p(0)_ :q(0; 0) : ?]] (disr�esolution,4,6)
8 [[p(0) : >]] (r�esolution,4,6)
9 [[:r(x) : >]] (Gmpl�)
10 [[:p(x) : x 6= 0]] (Gmpl�)



La c-clause 10 montre que p(x) est faux pour tout x di��erent de 0. La c-clause 8 montre
que p(0) est vrai. Par cons�equent, ces deux c-clauses donnent l'interpr�etation du pr�edicat p et
fournissent les solutions de la formule :p(x).

Plus pr�ecis�ement, on a :
�+M(F) = x 6= 0

et :
��M(F) = x = 0

Remarque. Notre m�ethode, au contraire de la proc�edure de ENF-d�eduction propos�ee par
(Lugiez, 1989) n'�enum�ere pas toutes les solutions mais s'arrête et retourne directement l'en-
semble des solutions de la formule :p(x).

�

14.5 Application: d�etection d'erreurs dans des programmes

La mani�ere la plus courante pour v�eri�er qu'un programme logique P satisfait une sp�eci�ca-
tion formelle (exprim�ee par une formule du premier ordre F) est de prouver la terminaison, la
correction et la compl�etude du programme (voir par exemple (Hogger, 1984)). Les notions de
correction et de compl�etude ont ici le même sens qu'en Logique ou en D�eduction Automatique :
un programme est dit correct si tous les faits d�eductibles du programme sont valides dans la
sp�eci�cation (i.e. si : P j= F) et complet si tous les faits valides dans la sp�eci�cation peuvent être
d�eduits du programme (i.e. si F j= P). Selon Hogger (Hogger, 1984), ces crit�eres de v�eri�-
cation ont �et�e pour la premi�ere fois publi�es dans (Clark et Tarnlund, 1977) (voir �egalement
(Flener, 1995)).

Une question aussi importante (et qui a tr�es peu �et�e �etudi�ee) est : comment v�eri�er qu'un
programme ne satisfait pas ses sp�eci�cations ? Si l'on veut rester dans ce cadre il s'agit de
montrer qu'il est impossible de prouver que le programme satisfait ses sp�eci�cations. Mais la
mani�ere la plus convaincante et la plus simple de d�etecter des raisonnements fallacieux est de
trouver un contre-exemple montrant que le raisonnement n'est pas correct. Cette capacit�e est
particuli�erement utile dans le cadre de la programmation puisqu'elle permet non seulement
de d�etecter qu'un programme n'est pas correct mais peut �egalement montrer pourquoi il est
incorrect et fournir des indices sur la fa�con de corriger le programme. Dans cette section, nous
montrons comment utiliser la proc�edure Extended Interpreter pour d�etecter des erreurs dans
les programmes logiques.

D�etection d'erreurs dans des programmes formellement sp�eci��es

Consid�erons un programme logique P associ�e �a une sp�eci�cation F . Autrement dit, P est
suppos�e impl�ementer F . Cette sp�eci�cation est pour l'instant exprim�ee par une formule de la
logique du premier ordre (la m�ethode n'est cependant pas limit�ee en principe �a ce type de
sp�eci�cation). L'objectif est de v�eri�er que le programme P satisfait la sp�eci�cation F , et si
cela n'est pas le cas, de donner un contre-exemple montrant que P ne valide pas la sp�eci�cation.
Pour cela, nous utilisons la proc�edure Extended Interpreter d�e�nie �a la section 14.4 sur le
programme P et la formule :F . Si on obtient une solution � de :F , alors le programme P ne
valide pas la sp�eci�cation et � constitue un contre-exemple. Si la proc�edure s'arrête et retourne
; (c'est-�a-dire si on obtient un mod�ele partiel M tel que ��M(F) = >) alors on a : M j= F donc
P v�eri�e la sp�eci�cation F .

Nous donnons ci-dessous quelques exemples montrant l'utilit�e de la m�ethode dans la d�etection
d'erreurs dans des programmes incorrects.

Exemple 14.5.1. Nous notons S le programme suivant. Le litt�eral positive(l) est suppos�e signi-
�er : \l est une liste d'entiers positifs". En fait, il n'est pas valide si l contient 0.
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positive([xjl]) positive(l); x > 0
positive([])

La sp�eci�cation du premier ordre F de positive est la suivante.

8l:(positive(l), (8x:(member(x; l)) x � 0)))

o�u member est d�e�ni comme suit :

member(x; [xjl]):
member(x; [yjl]) member(x; l); x 6= y:

Le probl�eme est de tester si le mod�ele minimal de S satisfait la formule du premier ordre F .
RamcPL1 donne :

1 [[positive([xjl])_ :positive(l) : x > 0]]
2 [[positive([]) : >]]
3 [[member(x; [xjl]) : >]]
4 [[member(x; [yjl])_ :member(x; l) : x 6= y]]
5 [[positive([x]) : x > 0]] (r�esolution,2,1)
6 [[positive([xjl])_ :positive(l) : x > 0^ l 6= []]] (disr�esolution,2,1)
7 [[:positive([x]) : x � 0]] (Gmpl�)
8 [[:member(x; []) : >]] (Gmpl�)
9 [[member(x; [yjl])_ :member(x; l) : x 6= y ^ l 6= []]] (Gmpl�)
10 [[:member(x; [y]) : y 6= x]]

Le mod�ele partiel d�e�ni par les c-clauses 5; 7; 3; 10 su�t �a prouver que le programme n'est pas
correct par rapport �a sa sp�eci�cation. En e�et, la formule ��M(F) est �egale �a

9l:

(9y:l = [y]^ y > 0) ^ 8x:l = [xjl0] ^ x � 0

_(9x0:l = [x0] ^ x0 � 0^ (8x:9z:(l = [z] ^ z 6= x) _ x � 0))

Cette formule est �evidemment valide (l = [0] satisfait la seconde condition) donc peut être
transform�ee par l'algorithme de r�esolution de contraintes en >. Cela prouve que F est fausse dans
le mod�ele du programme donc que S n'est pas correct. La solution obtenue : fl = [0];:positive[l]g
est un exemple montrant que le programme ne correspond pas �a la sp�eci�cation. �

Tri par insertion.

Le programme suivant (tir�e de (Sterling et Shapiro, 1986), page 55) est cens�e r�ealiser
un tri par insertion. En fait, les variables Ys et Zs dans le dernier litt�eral de la premi�ere r�egle
ont �et�e interchang�ees, ce qui rend le programme incorrect.

sort([X jXs]; Ys) sort(Xs; Zs); insert(X; Ys; Zs):
sort([]; []):
insert(X; []; [X]):
insert(X; [Y jYs]; [Y jZs]) X > Y; insert(X; Ys; Zs):
insert(X; [Y jYs]; [X; Y jYs) X � Y:

La sp�eci�cation de sort est :

sort(X;X 0)) (sorted(X 0) ^ (8x:member(x;X), member(x;X 0)))



avec :

sorted(X), (X = []_ 9Y:X = [Y ]_ 9Y; Y 0; L:(X = [Y; Y 0jL] ^ sorted([Y 0L])^ Y � Y 0)):

La proc�edure Extended Interpreter g�en�ere les c-clauses :
1 [[sort([XjXs]; Y s) _ :sort(Xs;Zs) _ :insert(X;Y s; Zs) : >]]
2 [[sort([]; []) : >]]
3 [[insert(X;nil; [X]) : >]]
4 [[insert(X; [Y jY s]; [Y jZs]) _ :insert(X;Y s; Zs) : X > Y ]]
5 [[insert(X; [Y jY s]; [X;Y jY s]) : X � Y ]]
6 [[sort([X]; Y s]) _ :insert(X;Y s; []) : >]]
(r�esolution,2,1)

7 [[sort([XjXs]; Y s) _ :sort(Xs;Zs) _ :insert(X;Y s; Zs) : (Xs 6= [])_ (Zs 6= [])]]
(disr�esolution,2,1)

8 [[:insert(X;Y s; []) : >]]
(Gmpl�)

9 [[:sort(Xs;Zs) : (Xs 6= [])_ (Zs 6= [])]]
(Gmpl�)

Les c-clauses 9 et 2 donnent l'interpr�etation de sort selon la d�e�nition du programme. Par
exemple la c-clause 9 montre que sort(X;Z) est faux si X ou si Z n'est pas une liste vide et
montre en particulier qu'il n'est pas possible de trier une liste non vide ! (cela contredit de fa�con
imm�ediate la sp�eci�cation de sort).

14.6 Perspectives

Dans ce chapitre, nous n'avons pas cherch�e �a e�ectuer une �etude exhaustive de l'application
de Ramc �a la Programmation en Logique, mais simplement �a mettre en �evidence l'utilit�e et
la g�en�eralit�e de notre approche de la construction de mod�ele. Notons que les propri�et�es des
calculs propos�es ne d�ependent pas de la strat�egie utilis�ee. Il est donc possible d'utiliser n'importe
quelle strat�egie pour guider l'�evaluation d'un but donn�e (par exemple des strat�egies en châ�nage
\avant" ou \arri�ere" peuvent être utilis�ees). La di��erence principale entre la m�ethode propos�ee
ici et la n�egation constructive (Stuckey, 1995) est qu'elle n'est pas restreinte �a une s�emantique
particuli�ere. Comme nous l'avons vu, elle peut être adapt�ee facilement �a plusieurs types de
s�emantiques (en choisissant une strat�egie adapt�ee). Pour des programmes standards ou bien
fond�es, la m�ethode est plus g�en�erale que la n�egation constructive (voir exemple 14.2.1).

Les r�esultats pr�esent�es dans ce chapitre ouvrent plusieurs voies de recherche et d'applica-
tion. Il semble important de poursuivre l'�etude que nous avons commenc�ee dans ce chapitre en
�etendant les r�esultats obtenus �a d'autres types de s�emantiques (par exemple la s�emantique des
mod�eles stables (Gelfond et Lifschitz, 1988)). Le probl�eme est de d�eterminer les r�egles ad�e-
quates pour une s�emantique donn�ee et de comparer la m�ethode obtenue avec les proc�edures de
preuve utilis�ees en Programmation en Logique. Des extensions �a d'autres classes de programmes
logiques peuvent �egalement être consid�er�ees (programmes disjonctifs, du premier ordre etc.).

En�n l'application de la m�ethode �a la v�eri�cation de programmes m�erite d'être approfondie
en fournissant par exemple une m�ethode pour identi�er la partie du programme responsable de
l'erreur et �eventuellement pour corriger automatiquement un programme incorrect. D'autre part,
les r�egles pourraient �egalement être utilis�ees pour la transformation et la synth�ese de programme.

L'�etude de ces probl�emes exige des e�orts �a plus long terme et sort donc du cadre de la
th�ese. L'�etude de l'application de la m�ethode �a des programmes strati��es peut être trouv�ee dans
(Dierkes, 1996).
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Chapitre 15

RAMCATINF: description g�en�erale

Ce chapitre d�ecrit bri�evement le syst�eme RamcAtinf, sans s'attarder sur les aspects tech-
niques et les d�etails de l'impl�ementation. Le but du logiciel est de fournir un prototype permet-
tant d'exp�erimenter et de valider certaines des id�ees introduites dans ce m�emoire. Il s'agit d'un
d�emonstrateur/constructeur de mod�eles interactif, qui constitue une partie du syst�eme
Atinf 1 d�evelopp�e au sein du projet Atinf depuis 1985 (Caferra et al., 1991; Caferra et

Herment, 1993; Caferra et Herment, 1995).

15.1 Fonctionnalit�es

L'objet du logiciel est de fournir �a un utilisateur un large �eventail d'outils destin�es �a l'assister
dans la recherche simultan�ee de preuves et de contre-exemples pour une formule logique. Ses
principales fonctionnalit�es sont les suivantes.

{ R�esolveur de contraintes. La proc�edure de r�esolution des contraintes �equationnelles est
la pierre angulaire de notre approche de la repr�esentation, v�eri�cation et construction de
mod�eles de Herbrand. RamcAtinf int�egre donc un r�esolveur de formules �equationnelles du
premier ordre dans l'alg�ebre des termes (voir chapitre 2). L'accent est mis sur l'e�cacit�e,
ainsi que sur la facilit�e d'utilisation et d'extension, ce qui devrait permettre d'int�egrer de
nouvelles m�ethodes de r�esolution avec un minimum d'e�orts.

{ Construction de eq-mod�eles. Le logiciel impl�emente les deux m�ethodes de construction
de mod�eles RamcI etEqmc (voir chapitres 6 et 8). Les r�egles de d�ecomposition et de coupure
sont �egalement utilis�ees. La m�ethode Ramcet-2 d�ecrite au chapitre 9 (m�ethode des tableaux
s�emantiques �etendus par les probl�emes �equationnels) a �et�e partiellement impl�ement�ee : nous
avons seulement impl�ement�e la r�egle d'extraction du mod�ele Rmod d�e�nie au chapitre 9.
Remarquons que si aucune variable libre n'est introduite dans le tableau, la r�egle Rin peut
être vue comme un cas particulier de la r�egle de coupure, dans lequel la formule Y sur
laquelle la r�egle est appliqu�ee est de la forme x = t, o�u t est un terme ferm�e. D'autre part,
puisque les formules sont des ensembles de c-clauses, la r�egle R_ est �equivalente �a la r�egle
de d�ecomposition et la r�egle de simpli�cation est simul�ee par les r�egles r�esolution unitaire,
disr�esolution unitaire et dissubsumption unitaire. Par cons�equent, la m�ethode impl�ement�ee
peut être vue comme une combinaison des m�ethodes RamcI et Ramcet-2Is , restreintes �a
des ensembles de c-clauses.

{ Construction de mod�eles �nis. Le logiciel contient �egalement le constructeur de mod�eles
�nis FMC (voir chapitre 3). Cette composante du logiciel est celle o�u le souci d'e�cacit�e a
�et�e le plus pr�esent.

1: Atinf signi�e Atelier d'Inf�erence.
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La r�ealisation du logiciel a �et�e guid�ee par les objectifs suivants : modi�abilit�e, facilit�e
d'int�egration, interactivit�e et, autant que possible, e�cacit�e.

{ Interactivit�e. Il s'agit d'un point important dans la conception du logiciel, en particulier
dans le cadre du projet Atinf (Caferra et Herment, 1993; Caferra et Herment,
1995; Caferra et al., 1991), dont le but est la conception d'outils d'inf�erence \orient�es-
utilisateur".

{ Modi�abilit�e. Le logiciel doit être capable d'�evoluer avec les am�eliorations et extensions
successives de la m�ethode (extension des contraintes accept�ees, nouvelles strat�egies, nouvelles
r�egles, etc.).

{ Facilit�e d'int�egration. Le logiciel doit pouvoir être connect�e facilement �a d'autres outils
existants (tels que DiscAtinf (Bourely et Peltier, 1996) ou GlefAtinf). L�a encore,
cet aspect est de la plus haute importance dans le cadre du projet Atinf.

Bien que l'e�cacit�e ne soit pas notre souci premier, nous avons cherch�e �a d�e�nir un syst�eme
permettant de traiter des probl�emes non-triviaux en un temps de calcul raisonnable, a�n de
faciliter les exp�erimentations.

Codage

Le logiciel est �ecrit en langage C et C++ et comprend environ 50000 lignes de code.

15.2 Utilisation

La communication entre l'utilisateur et le logiciel est r�ealis�ee grâce �a un interpr�eteur de com-
mandes. Les commandes ont pour but de d�e�nir les objets (�enonc�es), et d'ex�ecuter des m�ethodes
sur ces objets. L'ex�ecution de ces m�ethodes est contrôl�ee par un certain nombre de param�etres,
qui permettent de choisir la strat�egie �a utiliser, les crit�eres d'arrêt, etc. Les commandes peuvent
être saisies en mode texte, o�u graphiquement, �a l'aide de la souris. L'interface graphique a �et�e
r�ealis�ee �a l'aide de l'interface graphique g�en�erique d'Atinf, nomm�ee Ingrat 2 (voir (Desbrun,
1993) pour plus de pr�ecisions au sujet de l'interface Ingrat). Nous donnons ci-dessous la liste
de quelques unes des commandes disponibles ainsi que leur signi�cation.

15.2.1 Exemples de commandes

load(�le) Lit le �chier �le

quit Fin du programme

stats A�chage des statistiques
m�emoire, temps, r�egles utilis�ees: : :

options A�che les valeurs courantes des param�etres

reset R�e-initialisation

param = val A�ecte la valeur val au param�etre param

param A�che la valeur du param�etre param

list(liste) Indique le d�ebut d'une liste d'objets
(liste de clauses ou de formules)

end Indique la �n de la liste courante

pro�le D�ebut d'une d�eclaration de symboles

formed Appel de l'�editeur graphique de formules

edit Appel de l'�editeur de texte

2: INterface GRaphique d'ATINF.



15.2.2 Saisie des objets

Le logiciel est capable de traiter des formules de la logique des pr�edicats du premier ordre,
ainsi que des formules de la logique relationnelle (Or lowska, 1991) (par traduction en logique
classique).

D�ecrivons bri�evement les conventions syntaxiques utilis�ees. Les symboles logiques ^;_;: sont
respectivement not�es & |, -. Les variables quanti��ees 8x1; : : : ; xn:P; 9x1; : : : ; xn:P s'�ecrivent all
x1,: : :,xn.P et exists x1,: : :,xn.P. 6= est not�e!=.

Un objet peut être :

{ une clause contrainte

[[ P(x) | Q(x,f(y)) : x != y | all z. x != g(z) ]].

{ une formule du premier ordre, i.e. l'une des formes suivantes.

P & Q P | Q

(P) -P

all x1,...,xn.P exists x1,...,xn.P

P(t1,...,tn) P -> Q

P <-> Q

o�u t1,: : :tn d�enotent des termes, x1,: : :xn d�enotent des variables, et P, Q d�enotent des
formules.

{ Une formule relationnelle, qui est inductivement construite soit comme une formule du pre-
mier ordre, soit de la forme x E y o�u x et y sont deux termes et E une expression relationnelle
inductivement d�e�nie de la fa�con suivante : P + Q, P - Q, P;Q, P / Q, (P), R o�u P, Q

sont des expressions relationnelles et R est une constante relationnelle i.e. un symbole de pr�e-
dicat d'arit�e 2. Nous ne rappellerons pas ici la s�emantique de la logique relationnelle (voir
par exemple (Or lowska, 1991) pour une introduction �a la logique relationnelle). Notons
que la logique relationnelle a le même pouvoir d'expression que la logique des pr�edicats du
premier ordre.

15.2.3 Exemples de m�ethodes

solve(obj1[, obj2])) Ex�ecute la m�ethode Solve sur les objets obj1 et obj2
ramc(obj) Appelle la m�ethode Ramc sur l'objet obj

eqmc(obj) Appelle la m�ethode Eqmc sur l'objet obj

fmb(obj) Ex�ecute la m�ethode Fmb sur l'objet obj

Nous donnons ci-dessous une br�eve description de chaque m�ethode. Les algorithmes utilis�es
ont d�ej�a �et�e sp�eci��es aux chapitres 3, 6, 8, 9, aussi d�ecrirons-nous uniquement la strat�egie utilis�ee
et les principaux choix d'impl�ementation. La liste des principaux param�etres disponibles et leur
signi�cation est �egalement donn�ee.

Traduction et manipulation des formules

La traduction entre formules du premier ordre et ensembles de c-clauses est r�ealis�ee par
l'algorithme de mise sous forme clausale du transformateur de formules Tms (Transformateur
Multi-Sortes) r�ealis�e par T. Boy de la Tour. Il s'agit d'un transformateur de formules par
renommage impl�ementant des r�esultats de minimalit�e de la forme clausale (Boy de la Tour,
1992). Un algorithme de traduction tr�es simple de la logique relationnelle en logique du premier
ordre a �egalement �et�e impl�ement�e (Or lowska, 1991).
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R�esolution d'une formule �equationnelle

solve(obj)

Calcule une forme r�esolue avec contraintes �equivalente �a la formule �equationnelle obj.

solve(obj1,obj2)

Evalue la formule obj1 dans l'eq-interpr�etation obj2. Calcule et a�che la forme r�esolue avec
contraintes correspondant �a la formule �+obj1

(obj2).

La m�ethode utilis�ee pour la r�esolution des contraintes est celle de (Comon et Lescanne,
1989), mais les formules ne sont pas syst�ematiquement mises sous forme normale conjonctive
apr�es chaque application d'une r�egle : comme dans l'algorithme d�ecrit dans (Comon et De-
lor, 1994), la transformation en forme normale est r�ealis�ee, si cela s'av�ere n�ecessaire, pendant
le processus de r�esolution, par l'application de r�egles de distributivit�e. Les r�egles d'uni�cation
(d�ecomposition, test d'occurrence, incompatibilit�e) et d'universalit�e des param�etre sont appli-
qu�ee avec une priorit�e maximale. Puis les r�egles de fusion et de remplacement sont appliqu�ees
et en�n les r�egles de distributivit�e, d'explosion et d'explosion des disjonctions.

RAMC

ramc(obj)

Applique la m�ethode Ramc sur l'objet obj.

On distingue trois niveaux de r�egles, associ�es �a trois niveaux de priorit�e d�ecroissante (R1 >

R2 > R3).

(R1) C-dissubsomption, c-distautologie, c-factorisation, c-disfactorisation et r�esolu-

tion de contraintes. Comme nous l'avons vu pr�ec�edemment (voir chapitre 6) le syst�eme
Nramc d�e�ni par les r�egles du groupe R1 est �a terminaison �nie.

(R2) C-r�esolution, c-disr�esolution et GMPL. Ces r�egles ne sont pas �a terminaison �nie.

(R3) D�ecomposition, coupure, g�en�eration du mod�ele (Rmod). Ces r�egles ne sont pas n�eces-
saires pour la compl�etude r�efutationnelle, mais augmentent la classe de mod�eles construc-
tibles (voir chapitres 8 et 9). Notons que la r�egle de d�ecomposition est particuli�ere, car elle
introduit un facteur de branchement dans l'algorithme de recherche. Elle remplace donc un
probl�eme donn�e par deux probl�emes distincts, qui doivent être r�esolus ind�ependamment. La
r�egle de coupure n'est pour l'instant applicable qu'en mode interactif.

Notons que si aucune strat�egie n'est utilis�ee pour restreindre l'application des r�egles de R2,
les r�egles de R3 peuvent ne jamais être appliqu�ees.

La r�egle GMPL

Il est clair que l'application non-d�eterministe de la r�egle Gmpl est tr�es coûteuse en pratique.
Par cons�equent, le syst�eme limite le nombre de c-litt�eraux candidats consid�er�es simultan�ement.
Si aucun ensemble non vide ne peut être g�en�er�e, la taille de l'ensemble est incr�ement�ee. D'autre
part, la r�egle d'extension n'est appliqu�ee que si cela est n�ecessaire, c'est-�a-dire si l'application
de la r�egle R�eduction conduit �a un ensemble vide. Cela permet de limiter l'augmentation de
la taille de l'ensemble de c-litt�eraux candidats durant le processus de calcul.



Divers degr�es d'interactivit�e

L'utilisateur dispose de plusieurs possibilit�es pour contrôler le processus de recherche. En
premier lieu, il peut choisir la strat�egie utilis�ee pour guider l'exploration de l'espace de recherche
en �xant la valeur de certains param�etres, qui permettent de guider le choix des r�egles et des c-
clauses �a consid�erer en priorit�e (exploration en largeur d'abord, en profondeur d'abord, ou choix
des c-clauses de moindre poids), de �xer des limites �a la recherche (temps de calcul, nombre ou
taille des c-clauses g�en�er�ees: : :), etc. Il s'agit d'un mode semi-automatique, o�u l'utilisateur �xe
uniquement la strat�egie utilis�ee.

En second lieu, l'utilisateur a �egalement la possibilit�e de guider pas �a pas l'application de
certaines r�egles. En mode interactif, l'ordinateur calcule et a�che les r�egles possibles, et laisse
�a l'utilisateur le choix de contrôler le processus de recherche.

Le syst�eme permet d'�etablir plusieurs niveaux d'interactivit�e, ce qui o�re �a l'utilisateur la
possibilit�e de contrôler certaines r�egles-clefs de fa�con pr�ecise, tout en laissant �a l'ordinateur le
soin de contrôler totalement d'autres parties du processus. L'utilisateur peut �a tout moment
changer la strat�egie utilis�ee, sugg�erer des lemmes, ou proposer un mod�ele partiel.

Quelques param�etres

Param�etre Type Signi�cation

rules liste de termes liste des r�egles actives de Ramc

for sub bool�een dissubsomption \forward"

back sub bool�een dissubsomption \backward"

unit sub bool�een dissubsomption unitaire (\forward" uniquement)

dis taut bool�een distautologie

gmpl bool�een R�egle Gmpl

binary res bool�een r�esolution binaire

dis binary res bool�een disr�esolution binaire

factor bool�een factorisation

dis factor bool�een disfactorisation

EQMC

eqmc(obj)

Applique la proc�edure Eqmc sur l'objet obj. La proc�edure Deduce utilis�ee peut être soit
la m�ethode Ramc, soit la m�ethode NormalizeI(F) (voir chapitre 8). A la di��erence de Ramc,
Eqmc est directement applicable sur des formules quelconques (non n�ecessairement en forme
c-clausale), donc ne n�ecessite pas l'utilisation de la transformation en forme clausale. L�a encore,
plusieurs niveaux d'interactivit�e sont disponibles. En mode automatique, le syst�eme applique
les r�egles dans l'ordre suivant : nettoyage, d�eduction, d�ecomposition. Il utilise certaines des heu-
ristiques propos�ees au chapitre 8 (notamment pour le choix des litt�eraux sur lesquels appliquer
la r�egle de d�ecomposition).

FMC

L'algorithme utilis�e est pr�ecis�ement d�ecrit au chapitre 3. Nous nous contenterons ici de
donner la liste de quelques-uns des param�etres disponibles.

order entier Ordre sur les cellules
refutation precedence entier Choix des r�efutations
detect symmetry bool�een Utilise la r�egle de d�etection des sym�etries

ref bool�een Utilise la fonction �ref
cref bool�een Utilise la fonction �0

cref
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(Formula Editor)

Constraint Solver

Fig. 15.1 - : RAMCATINF: sch�ema d'organisation g�en�eral.

La taille du domaine de chaque sorte doit être sp�eci��ee par l'utilisateur (commande
set size).

La �gure 15.1 r�esume l'organisation des di��erentes parties du logiciel RamcAtinf. Les parties
gris�ees sont ext�erieures au logiciel (elles indiquent l'int�egration de Ramc dans Atinf). Les lignes
en pointill�es indiquent des connections pr�evues mais non encore r�ealis�ees. La �gure 15.2 indique
la place de RamcAtinf au sein du syst�eme Atinf.
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Fig. 15.2 - : ATINF: �etat actuel.
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Chapitre 16

Exemples et exp�erimentations

\L'homme n'a de connaissance des choses naturelles que par les moyens de la correspondance
avec ce qui tombe sous les sens"

Ren�e Descartes

Nous donnons ci-dessous des exemples de session de travail et des r�esultats obtenus avec le
logiciel Ramc.

16.1 Exemples d'utilisation du logiciel

16.1.1 R�esolveur de contraintes

Exemple

profile. % declaration de profils (optionnel)

a: -> top.

f: top -> top.

g: top, top -> top.

end.

signature = { a,f,g }. % signature

list(prob). % probleme a resoudre

(f(A) =f(B) | (all Z. ((Z = a) | (A != g(Z,Z))))).

end.

solve(prob).

% Forme resolue

prob = (exists T,U,S ((-(T = U) & (A = g(U,T)))

| (A = g(U,a)) | (A = a) | (A = f(S)) | (A = B)))

Run Time: 0.01

Quelques \benchmarks"

Nous donnons quelques exemples de formules �equationnelles simples, qui nous ont �et�e com-
muniqu�ees par Hubert Comon, (voir �gure 16.1) ainsi que les formes r�esolues et le temps de
calcul obtenu avec RamcAtinf(�gure 16.2).



Probl�eme D�e�nition
1 0 = 0 _ (x = y ^ x 6= z)
2 0 6= 0 _ (x = y ^ x 6= z)
3 8y:s(x) 6= s(y) _ x = y
4 f(x1; x2) = f(x2; x1)

_g(x1; x2) = g(x2; x1) _ x1 6= s(x3)
5 f(y; y) = f(x(z); z) _ f(x; y) = f(y; s(x)) _ z 6= s(y)
6 x = y ^ (z 6= s(x) _ x = s(z))
7 8y:x 6= f(f(y; s(y)); s(s(y)))
8 x = y ^ x = z

9 x = s(s(z)) ^ x = s(y) ^ y = s(s(x)) ^ z = s(s(y))
10 8y:(9x; z:(x = s(z) _ x 6= z) ^ x 6= s(s(z)))
11 8y:(y = s(x) ^ z = s(x)) _ (9z:z 6= s(x) ^ z 6= x)
12 8y:((x 6= s(s(y)) _ x 6= s(0)) ^ z = s(x))

_(9z:z 6= s(x) ^ z 6= x)
13 8y1; y2; y3; y4:

(y1 = x1 _ f(x1; x4; x4) = f(x1; x2; s(x3)))
^(f(y1; y2; s(y2)) 6= f(s(y2); x1; x2))

^x1 6= f(y1; y2; y3)
14 8y:s(x) = s(z) ^ (x = z _ x 6= s(y))
15 8y1; y2; y3; y4:(y2 6= f(y1; y1) _ y3 6= f(y2; y2)

_y4 6= f(y3; y3) _ x 6= f(y1; y1)
16 (9x:8y:9z:(x 6= 0 ^ x 6= f(y; z)))
17 8y:x 6= y _ x 6= s(y)

Fig. 16.1 - : Exemples de formules �equationnelles

16.1.2 Construction de mod�eles

Dans la mesure o�u la construction de mod�eles n'a pas fait l'objet de beaucoup de travaux
(voir chapitre 1.1), on ne trouve que peu d'exemples de formules satisfaisables dans la litt�erature.
Les exemples pr�esent�es dans cette section sont tir�es d'articles pr�esentant d'autres approches en
construction de mod�eles de Herbrand.

% Inference and dis-inference rules

rules = { binary_res, dis_binary_res, factor, dis_factor,

dis_taut,for_sub, back_sub, gmpl }.

% Automatic mode

clear(interact).

clear(prolog_style_variables).

list(sos).

P(x) | Q(g(x,x)).

-Q(y) | R(x,y).

-R(a,a) | -R(f(b),a).

R(f(x),y).

P(x) | -P(f(x)).

-P(a).

end_of_list.

% RAMC procedure



Probl�eme Forme r�esolue Temps de calcul (en ms)
1 > 0:65
2 y 6= z ^ x = y 0.85
3 > 0.68
4 x1 6= s(x3) _ x2 6= s(x3) 1.17
5 z 6= s(y) 0.93
6 x = y ^ x = z 0.91
7 (9u1; u2; u3; u4; u5; u6; u7; u8; u9; u10 16.69

(x = f(u1; s(f(u2; u3))))
_(x = f(u1; s(0)))
_(x = f(u1; 0))

_(x = f(u1; f(u4; u5)))
_(u6 6= s(s(u7)) ^ (x = f(f(u7 ; u8); u6)))

_(u6 6= s(s(u7)) ^ (x = f(0; u6)))
_(u6 6= s(s(u7)) ^ (x = f(s(u9); u6)))

_(u8 6= s(u7) ^ (x = f(u1; s(f(u2; u3)))))
_(u8 6= s(u7) ^ (x = f(u1; s(0))))
_(u8 6= s(u7) ^ (x = f(u1; 0)))

_(u8 6= s(u7) ^ (x = f(u1; f(u4; u5))))
_(u8 6= s(u7) ^ (x = f(f(u7; u8); u6)))

_(u8 6= s(u7) ^ (x = f(0; u6)))
_(u8 6= s(u7) ^ (x = f(s(u9); u6)))

_(x = f(0; u6))
_(x = f(s(u9); u6))
_(x = s(u10))
_(x = 0))

8 z = y ^ x = z 0.65
9 ? 0.95
10 > 1.36
11 9z:(z 6= x ^ z 6= s(x)) 1.52
12 9u:((u 6= x) ^ (u 6= s(x)) _ (z = s(x))) 1.75
13 9u:((x = 0) ^ (x4 = x2) 8:32

^(x2 = s(x3))) ^ (x1 = s(u) ^ u 6= x3)
^(x4 = x2) ^ (x2 = s(x3))

14 x = z 0:97
15 9u1; u2:(u1 6= u2 ^ x = f(u1; u2)) 2:18

_x = 0
16 9x:x 6= 0 1:14
17 > 0:71

Fig. 16.2 - : Exemples de formules �equationnelles (formes r�esolues)



ramc(sos).

process.

------------> process sos:

** KEPT: 1 [] [[ -P(a) : TRUE ]].

** KEPT: 2 [] [[ P(x) | -P(f(x)) : TRUE ]].

** KEPT: 3 [] [[ R(f(x),y) : TRUE ]].

** KEPT: 4 [] [[ -R(a,a) | -R(f(b),a) : TRUE ]].

** KEPT: 5 [] [[ -Q(x) | R(y,x) : TRUE ]].

** KEPT: 6 [] [[ P(x) | Q(g(x,x)) : TRUE ]].

** Clause #5 is deleted

** KEPT: 7 [dissubsumption,3,5] [[ -Q(x) | R(y,x) :

exists v,z. (y = g(v,z)) | (y = b) | (y = a) ]].

------------> done processing input.

--- Set Of Support ---

1 [] [[ -P(a) : TRUE ]].

2 [] [[ P(x) | -P(f(x)) : TRUE ]].

3 [] [[ R(f(x),y) : TRUE ]].

4 [] [[ -R(a,a) | -R(f(b),a) : TRUE ]].

6 [] [[ P(x) | Q(g(x,x)) : TRUE ]].

7 [dissubsumption,3,5] [[ -Q(x) | R(y,x) :

exists v,z. (y = g(v,z)) | (y = b) | (y = a) ]].

end_of_list.

given clause: #1: (wt=2)

** KEPT: 8 [gpl] [[ R(y,x) : exists v,z . (y = g(v,z))

| (y = b) | ((x != a) & ((y = g(v,z)) | (y = b) | (y = a))) ]].

** Clause #7 is deleted

** KEPT: 9 [dissubsumption,8,7] [[ -Q(a) | R(a,a) : TRUE ]].

given clause: #1: (wt=2)

** KEPT: 10 [gpl] [[ -Q(a) : TRUE ]].

** Clause #9 is deleted

given clause: #10: (wt=2)

** KEPT: 11 [gpl] [[ Q(g(x,x)) : TRUE ]].

** Clause #6 is deleted

given clause: #1: (wt=2)

** KEPT: 12 [gpl] [[ -R(a,a) : TRUE ]].

** Clause #4 is deleted

given clause: #10: (wt=2)

** KEPT: 13 [gpl] [[ -P(f(x)) : TRUE ]].

** Clause #2 is deleted

Model:

R(y,x) is true if: (exists u,v,w. (((y = a) & -(x = a))

| ((y = b) & -(x = a)) | ((y = g(u,v)) & -(x = a))

| (y = b) | (y = g(u,v)) | (y = f(w))))))

Q(x) is true if: (exists w. (x = g(w,w)))

R(y,x) is false if: ((y = a) & (x = a))



Q Q

P(x) is false if: (exists w. ((x = f(w)) | (x = a)))

Q(x) is false if: (x = a)

Run Time: 0.22

16.2 Quelques r�esultats exp�erimentaux

Nous donnons ci-dessous les r�esultats obtenus avec RamcAtinf sur quelques exemples de
formules satisfaisables publi�ees dans la litt�erature sur la construction de mod�eles de Herbrand.
A�n de faciliter les comparaisons, la proc�edure de simpli�cation Deduce (voir chapitre 8) utilis�ee
par Eqmc est la proc�edure NormalizeI(F) (voir chapitre 15).

Problem Description RAMC EQMC OTTER

Ex 4.1 (Caferra et Zabel, 1992) 0.17 0.1 -

SYN303-1 (Bourely et al., 1994) 0.32 0.08 -

SYN304-1 (Bourely et al., 1994) 0.06 0.1 0.04

SYN306-1 (Ferm�uller et al., 1993) 0.17 16.87 -

SYN307-1 (Ferm�uller et al., 1993) 0.22 0.08 -

SYN308-1 (Ferm�uller et al., 1993) 0.05 0.1 0.05

SYN309-1 (Ferm�uller et al., 1993) 0.11 0.08 0.04

SYN317-1 (Church, 1956) 0.01 0.02 0.06

SYN320-1 (Church, 1956) 0.02 0.04 0.09

SYN322-1 (Church, 1956) 0.02 0.02 0.12

SYN329-1 (Church, 1956) 0.01 0.28 0.01

SYN337-1 (Church, 1956) 0.01 0.62 0.01

SYN342-1 (Church, 1956) 0.01 0.03 0.01

SYN344-1 (Church, 1956) 0.14 0.38 0.16

PUZ001-1 Dreadbury Mansion 1.1 10.78 0.9

K1 (Klingenbeck, 1996), ex. 36 7.04 1.41 -

K2 (Klingenbeck, 1996), ex. 37 0.17 0.66 -

K1+K2 (Klingenbeck, 1996) 17.39 6.48 -

K3 (Klingenbeck, 1996), ex. 27 0.1 0.18 -

P1 Exemple 7.3.4 - 0.08 -

P2 Exemple 7.3.5 - 0.06 -

P3 Exemple 8.5.1 - 0.93 -

Les r�esultats obtenus avec le d�emonstateurOtter (McCune, 1995), qui est l'un des d�emons-
trateurs les plus puissants actuellement disponibles dans le domaine public, sont donn�es �a titre
de comparaison (la r�esolution binaire et la factorisation sont utilis�ees). Pour certains de ces pro-
bl�emes, Otter est capable de d�etecter la satisfaisabilit�e de l'ensemble de clauses. Cependant, il
ne construit pas explicitement un mod�ele de la formule (Otter est un d�emonstrateur, non un
syst�eme de construction de mod�eles).

Les probl�emes K1 et K2 appartiennent �a la classe Rrsd introduit dans (Klingenbeck,
1996), pages 119-120. Il est prouv�e que l'hyperr�esolution ne se termine pas sur le probl�eme K2
et que la r�esolution A-ordonn�ee ne se termine pas sur K1. Toute formule satisfaisable de Rrsd
admet un eq-mod�ele, donc la m�ethode Ramcet est une proc�edure de d�ecision pour la classe
Rrsd. Les probl�emes SYN317-344 sont tir�es de (Church, 1956). Notons que ces probl�emes
sont de di�cult�es tr�es in�egales : certains (par exemple les probl�emes SYN317, SYN320: : : ) sont
triviaux, d'autres sont plus complexes, et n'appartiennent souvent pas �a la classe Ceq-model,

donc sont hors de port�ee de notre impl�ementation (c'est le cas, par exemple, des probl�emes



Syn330, Syn335, etc.). Les probl�emes P1, P2 et P3 sont des probl�emes que nous avons introduits
pour clairement illustrer les limites de Ramc (exemples 7.3.4, 7.3.5, et 8.5.1 respectivement).
Notons que les probl�emes P1; P2 ne peuvent pas être r�esolus par la m�ethode Ramc puisque
ils ne poss�edent aucun eq-mod�ele g�en�erable. L'utilisation de la r�egle Rmod est n�ecessaire pour
obtenir le mod�ele. Le probl�eme P3 est une formule du premier ordre. Sa transformation en
forme clausale n'a pas de eq-mod�ele, donc la m�ethode Ramc ne peut construire un mod�ele
pour P3. Les exp�erimentations tendent �a montrer que la m�ethode Ramc s'av�ere plus e�cace en
pratique que la m�ethode Eqmc (cette derni�ere �etant n�eanmoins plus g�en�erale, du point de vue
de la construction de mod�ele). N�eanmoins, cela n'est pas toujours vrai, car l'e�cacit�e de Eqmc
d�epend essentiellement de la profondeur minimale du eq-mod�ele (voir chapitre 8) ce qui n'est
pas le cas de Ramc (voir par exemple les r�esultats obtenus sur les probl�emes K1 et K1 +K2).

16.3 Solution interactive d'un probl�eme di�cile

Dans cette section, nous �etudions la formule suivante (not�ee F dans le reste de ce chapitre),
tir�ee de (Goldfarb, 1984). Il s'agit d'une formule satisfaisable, ne poss�edant pas de mod�eles
�nis. F appartient �a la classe de G�odel avec �egalit�e. Elle a �et�e imagin�ee par Goldfarb pour
prouver l'ind�ecidabilit�e de cette classe et r�efuter ainsi une conjecture �emise par G�odel, qui
pensait pouvoir �etendre sa d�emonstration de la d�ecidabilit�e de la classe de G�odel au cas avec
�egalit�e.

F : 8x:8y:9z0:H

o�u H est la conjonction des formules suivantes.

(1) Z(x)^ Z(y)! x = y

(2) Z(z0) ^ :S(z0; x)^
V

�=1;2 P�(x; z0) ^ P�(x; y)! y = z0
(3) 9z:S(z; x)
(4) :Z(x) ^ x 6= y ! 9z:(S(x; z)^ :S(y; z))
(5) 9z:[N(x; z)^ (Q(x; y)! Q(z; y))^ (R1(x; y)! R1(z; y))^ (R2(x; y)! R2(z; y))]
(6) N(x; y)! 9z:(P2(x; z)^ P2(y; z))
(7) N(x; y)! 9w; u(P1(x; w)^ S(u; w)^ P1(y; u))
(8) S(x; y)! 9z:(Q(z; x)^ P2(z; y)^ P1(z; z0))
(9) Q(x; y)! 9z:(P1(x; z)^ (S(y; z)! P2(x; z))
(10)

V
�=1;2[P�(x; y)^ :Z(y)! 9z; w:(R�(z; x)^ P2(z; x)^ P1(z; z0)^ S(y; w))]

(11)
V
�=1;2[R�(x; y)! 9z; w:(P1(x; z)^ S(w; z)^ (P�(y; w)! P2(x; z)))]

Nous allons construire un mod�ele de la formule F . Le processus de construction de mod�ele sera
d�ecompos�e en deux parties.

1. Une partie interactive consistant en une simpli�cation de la formule initiale. Elle permet de
r�eduire de fa�con importante l'espace de recherche et �xe le domaine de l'interpr�etation.

2. Une partie purement automatique utilisant la m�ethode Eqmc pr�esent�ee au chapitre 8.

Simpli�cation de la formule

En premier lieu, le quanti�cateur 9z0 est �elimin�e en utilisant la skol�emisation. Toutes les
occurrences de z0 sont remplac�ees par le terme f(x; y) o�u f est un nouveau symbole de fonction.
On obtient ainsi la formule 8x; y:H0, o�u H0 est la conjonction des formules suivantes.



(1) Z(x)^ Z(y)! x = y
(2) Z(f(x; y))^ :S(f(x; y); x)^

V
�=1;2 P�(x; f(x; y))^ P�(x; y)! y = f(x; y)

(3) 9z:S(z; x)
(4) :Z(x) ^ x 6= y ! 9z:(S(x; z)^ :S(y; z))
(5) 9z:[N(x; z)^ (Q(x; y)! Q(z; y))^ (R1(x; y)! R1(z; y))^ (R2(x; y)! R2(z; y))]
(6) N(x; y)! 9z:(P2(x; z)^ P2(y; z))
(7) N(x; y)! 9w; u(P1(x; w)^ S(u; w)^ P1(y; u))
(8) S(x; y)! 9z:(Q(z; x) ^ P2(z; y)^ P1(z; f(x; y)))
(9) Q(x; y)! 9z:(P1(x; z)^ (S(y; z)! P2(x; z))
(10)

V
�=1;2[P�(x; y)^ :Z(y)! 9z; w:(R�(z; x)^ P2(z; x)^ P1(z; f(x; y))^ S(y; w))]

(11)
V

�=1;2[R�(x; y)! 9z; w:(P1(x; z)^ S(w; z)^ (P�(y; w)! P2(x; z)))]

En particulier on a :

(1) :Z(x) _ :Z(y)_ x = y
(2) Z(f(x; y))

On en d�eduit (par r�esolution) la clause :

f(x; y) = f(x0; y0):

f est donc constante. Il est donc possible de remplacer les termes f(x; y) par un nouveau
terme d'arit�e 0 not�e 0 1 On obtient ainsi l'ensemble de formules suivant.

(1) Z(x)^ Z(y)! x = y
(2) Z(0)^ :S(0; x)^

V
�=1;2 P�(x; 0)^ P�(x; y)! y = 0

(3) 9z:S(z; x)
(4) :Z(x) ^ x 6= y ! 9z:(S(x; z)^ :S(y; z))
(5) 9z:[N(x; z)^ (Q(x; y)! Q(z; y))^ (R1(x; y)! R1(z; y))^ (R2(x; y)! R2(z; y))]
(6) N(x; y)! 9z:(P2(x; z)^ P2(y; z))
(7) N(x; y)! 9w; u(P1(x; w)^ S(u; w)^ P1(y; u))
(8) S(x; y)! 9z:(Q(z; x)^ P2(z; y)^ P1(z; 0))
(9) Q(x; y)! 9z:(P1(x; z)^ (S(y; z)! P2(x; z))
(10)

V
�=1;2[P�(x; y)^ :Z(y)! 9z; w:(R�(z; x)^ P2(z; x)^ P1(z; 0)^ S(y; w))]

(11)
V

�=1;2[R�(x; y)! 9z; w:(P1(x; z)^ S(w; z)^ (P�(y; w)! P2(x; z)))]

Nous utilisons �egalement la skol�emisation pour �eliminer le quanti�cateur 9z: dans la clause
(3). On introduit un symbole de fonction s d'arit�e 1 et on remplace 9z:S(z; x) par S(s(x); x).
Ensuite les quanti�cateurs sont transf�er�es aux profondeurs maximales dans la formule.

On obtient �nalement :

1: Cela correspond �a la r�egle d'introduction de nouvelles fonctions utilis�ee par le d�emonstrateur Otter (Mc-

Cune, 1990).



(1) 8x; y:(Z(x)^ Z(y)! x = y))
(2) Z(0) ^ :8x:S(0; x)^

V
�=1;2 8x; y:(P�(x; 0)^ P�(x; y)! y = 0)

(3) 8x; y:S(f(x); x))
(4) 8x; y:(:Z(x)^ x 6= y ! 9z:(S(x; z)^ :S(y; z)))
(5) 8x; y:(9z:[N(x; z)^ (Q(x; y)! Q(z; y))^ (R1(x; y)! R1(z; y))^ (R2(x; y)! R2(z; y))])
(6) 8x; y:(N(x; y)! 9z:(P2(x; z)^ P2(y; z)))
(7) 8x; y:(N(x; y)! 9w; u(P1(x; w)^ S(u; w)^ P1(y; u)))
(8) 8x; y:(S(x; y)! 9z:(Q(z; x)^ P2(z; y)^ P1(z; 0)))
(9) 8x; y:(Q(x; y)! 9z:(P1(x; z)^ (S(y; z)! P2(x; z)))
(10)

V
�=1;2[8x; y:(P�(x; y)^ :Z(y)! 9z; w:(R�(z; x)^ P2(z; x)^ P1(z; 0)^ S(y; w)))]

(11)
V

�=1;2[8x; y:(R�(x; y)! 9z; w:(P1(x; z)^ S(w; z)^ (P�(y; w)! P2(x; z))))]

Cette formule est not�ee Fsimp dans la suite.

Introduction de sortes

Nous utilisons ensuite un algorithme d'inf�erence de types a�n de calculer un ensemble de
sortes S et une fonction pro�l telle que la formule Fsimp est bien typ�ee. Cette op�eration pr�eserve
la satisfaisabilit�e et a pour but de r�eduire l'espace de recherche.

L'algorithme d'inf�erence de types produit les pro�ls suivants.

S = fS1; S2g

s : S1 ! S1
0 : ! S1
S : S1; S1! Boolean

Z : S1 ! Boolean
R1 : S2; S2! Boolean

R2 : S2; S2! Boolean
Q : S2; S1! Boolean

N : S2; S2! Boolean
P1 : S2; S1! Boolean

P2 : S2; S1! Boolean

Utilisation de la m�ethode EQMC

La m�ethode Eqmc peut alors être utilis�ee sur la formule F 0
simp. Il faut pour cela sp�eci�er

le domaine de l'interpr�etation, c'est-�a-dire l'ensemble des symboles fonctionnels de la signature.
Celui-ci contient �evidemment les symboles de F 0

simp :

f0; sg:

D'autre part, nous ajoutons �egalement une fonction g de pro�l

g : S1; S1 ! S2:

S1 est donc isomorphe �a N et S2 �a N2. Ce choix est guid�e par la connaissance �a priori de ce
que devrait être le mod�ele de F 0

simp. C'est la seule partie qui n�ecessite une intervention r�eelle
de l'utilisateur (les autres pouvant être ais�ement automatis�ees). La m�ethode Eqmc est ensuite
utilis�ee pour calculer automatiquement l'interpr�etation des symboles de pr�edicats de la formule.
On obtient le mod�ele suivant.



Z(0) is true
S(s(A); A) is true
P1(g(A;B); A) is true
P2(g(A;B); B) is true
R1(g(A;B); g(s(B); C)) is true
R2(g(A;B); g(C; s(B))) is true
N(g(A;B); g(s(A); B)) is true
Q(g(A;B); s(B)) is true
Z(s(A)) is false
S(A;B) is false if: A 6= s(B)
P1(g(A;B); C) is false if: C 6= A
P2(g(A;B); C) is false if: C 6= B

R1(g(A;B); g(C;D)) is false if: C 6= s(B)
R2(g(A;B); g(C;D)) is false if: D 6= s(B)
N(g(A;B); g(C;D)) is false if: C 6= s(A) _ (B 6= D)
Q(g(A;B); C) is false if: C 6= s(B)

L'aide de l'utilisateur est essentielle ici pour pr�eciser le domaine de l'interpr�etation, alors que
l'interpr�etation des symboles de pr�edicats peut être construite de fa�con purement automatique.

Le traitement de ce type de formules logiques montre que notre syst�eme peut apporter
une aide e�ective �a un utilisateur (logicien ou math�ematicien) dans le traitement de formules
complexes qui ne peuvent être r�esolues par d'autres approches (voir chapitre 17).





Chapitre 17

Bilan et perspectives

\La bêtise consiste �a vouloir conclure"
Gustave Flaubert.

Dans ce m�emoire, nous nous sommes int�eress�es au probl�eme de la recherche automatique ou
interactive de mod�eles en D�eduction Automatique et �a l'�etude de certaines applications des
techniques introduites. La grande diversit�e des travaux pr�esent�es est orient�ee vers un seul but
bien pr�ecis : d�e�nir un syst�eme automatique ou interactif de recherche simultan�ee de

preuves et de contre-exemples. Notre contribution peut être r�esum�ee de la fa�con suivante.

1. Nous avons propos�e et �etudi�e plusieurs m�ethodes pour la construction de mod�eles, �nis ou
in�nis.

{ Une nouvelle m�ethode de construction de mod�eles �nis, nomm�ee FMC, a �et�e d�e�-
nie. Il s'agit d'une approche modulaire, fond�ee sur une �enum�eration des interpr�etations, et
utilisant des techniques e�caces pour r�eduire l'espace de recherche (notamment les sym�e-
tries).

{ Nous nous sommes �egalement int�eress�es �a des m�ethodes de construction de mod�eles
de Herbrand. Notre approche est fond�ee sur l'utilisation de contraintes qui permettent
de repr�esenter et de manipuler e�cacement les interpr�etations. Les m�ethodes Ramc et
Ramcet d�e�nies dans (Caferra et Zabel, 1992; Caferra et Zabel, 1993) ont �et�e
�etudi�ees et �etendues de fa�con importante, par la d�e�nition de nouvelles r�egles et strat�egies.
Une nouvelle m�ethode de construction de mod�eles, appel�ee Eqmc, et combinant la m�ethode
Ramc avec des techniques d'�enum�eration des interpr�etations a �egalement �et�e propos�ee. En
outre, nous avons identi��e certaines classes de formules logiques pour lesquelles les m�ethodes
ci-dessus sont des proc�edures de d�ecision.

La �gure 17.1 compare les m�ethodes propos�ees aux di��erentes m�ethodes existantes en
construction de mod�eles et r�esume leur pouvoir respectif. Les m�ethodes sont compar�ees ex-
clusivement sur la classe de mod�eles qu'elles sont capables de construire et sans tenir compte
des aspects d'e�cacit�e (�evidemment tr�es importants en pratique, mais qui restent largement
�a approfondir).

Les m�ethodes Ramc, Eqmc et Ramcet-2Is constituent trois approches di��erentes pour la
construction de eq-mod�eles. Ramc utilise des r�egles d'inf�erence et de disinf�erence et cherche
�a construire un mod�ele en g�en�erant des cons�equences et des non-cons�equences de la formule
initiale. La limite principale de cette approche est | en l'absence de la r�egle de coupure sur les
contraintes | que la classe de mod�eles constructibles (mod�eles g�en�erables) est intrins�equement
limit�ee par la syntaxe de la formule initiale (voir chapitres 10 et 8). Au contraire, Eqmc et
Ramcet-2Is sont des m�ethodes plus syst�ematiques, dont les propri�et�es ne d�ependent pas de
la forme syntaxique de la formule, mais plutôt de ses propri�et�es s�emantiques (c'est-�a-dire de
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Fig. 17.1 - : Pouvoirs compar�es des m�ethodes existantes pour la construction de mod�eles

l'appartenance �a la classe de formules Ceq-model). Les di��erences entre ces deux m�ethodes
sont les suivantes.

{ Eqmc est fond�ee sur l'utilisation de techniques d'�enum�eration des eq-interpr�etations tandis
que Ramcet-2Is utilise des techniques d'induction, consistant �a g�en�eraliser les mod�eles
partiels g�en�er�es pendant la construction du tableau.

{ Ramcet est complet pour la r�efutation ce qui n'est pas le cas de Eqmc.

{ Du point de vue de l'e�cacit�e, Eqmc est particuli�erement d�ependante de la taille de l'en-
semble de repr�esentation choisi. En e�et, si l'ensemble de repr�esentation est �x�e et contient
n litt�eraux, il est clair que le nombre des branches g�en�er�ees par d�ecomposition est alors
(dans le pire des cas) 2n. Par cons�equent, la m�ethode risque de se r�ev�eler impraticable si n
est trop grand. Au contraire, l'e�cacit�e de Ramcet-2Is ne d�epend pas de la taille de l'en-
semble de repr�esentation. Ainsi, la m�ethode Ramcet-2Is semble plus e�cace en pratique
lorsque la profondeur du eq-mod�ele est importante.

2. Nous avons �etudi�e dans un deuxi�eme temps le probl�eme de la repr�esentation des interpr�eta-
tions. Apr�es avoir montr�e les limites des techniques de repr�esentation existantes, nous avons
propos�e de nouveaux formalismes (fond�es sur les techniques de sch�ematisation de termes et
d'automates d'arbres) permettant d'�etendre la classe d'interpr�etations repr�esentables. Nous
avons notamment prouv�e la d�ecidabilit�e de la th�eorie du premier ordre dans les termes avec
exposants entiers, ce qui permet l'utilisation de ce type de termes pour la repr�esentation et la
construction des mod�eles. La �gure 17.2 repr�esente les di��erentes classes de repr�esentations
existantes, ordonn�ees suivant la classe de mod�eles qu'elles permettent de repr�esenter.

3. En�n, nous nous sommes int�eress�es �a certaines applications de la m�ethode : la recherche de
preuves ou de contre-exemples par analogie (en collaboration avec Gilles D�efourneaux)
et la Programmation Logique. Une m�ethode de recherche de preuves ou de contre-exemples
par analogie fond�ee sur des techniques de g�en�eralisation et de �ltrage d'ordre sup�erieur a �et�e
propos�ee.

Le prototype d'un syst�eme impl�ementant certaines des id�ees propos�ees a �et�e r�ealis�e. Il fait
partie int�egrante du syst�eme Atinf.
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L'approche de la construction de mod�eles utilis�e au sein du projet Atinf a comme e�et de
bord de constituer une application des travaux de recherche sur les contraintes, ce qui peut
�eventuellement guider les recherches th�eoriques dans ce domaine et fournir un cadre pour tester
la complexit�e pratique des m�ethodes de r�esolution.

Cette �etude est cependant loin d'être achev�ee. De nombreux probl�emes restent �a r�esoudre.
Ils ont �et�e �enum�er�es au fur et �a mesure de l'expos�e, dans la conclusion de chaque chapitre,
aussi nous ne mentionnerons ici que les probl�emes qui paraissent les plus int�eressants et les plus
importants.

1. Tout d'abord, il convient d'�etudier de fa�con plus compl�ete et d�etaill�ee les m�ethodes que nous
avons propos�ees, notamment de comparer leurs performances et leur complexit�e th�eorique.
Cela passe par la poursuite de l'�etude th�eorique (strat�egies, etc.) de ces approches, mais aussi
par un travail important d'impl�ementation et d'exp�erimentation exhaustive. En particulier,
l'impl�ementation d'un syst�eme plus e�cace de r�esolution des contraintes est une �etape pr�eli-
minaire qui nous parâ�t incontournable. Il parâ�t �egalement important de pouvoir d�e�nir et
int�egrer des techniques e�caces pour l'impl�ementation des r�egles d'inf�erence et de disinf�erence
de notre m�ethode (par exemple, des algorithmes similaires �a ceux d�ecrits dans (Gottlob et

Leitsch, 1985) pour la subsomption pourraient être adapt�es et utilis�es pour la r�egle de dis-
subsomption). Une impl�ementation plus e�cace et compl�ete des nouvelles m�ethodes Eqmc et
Ramcet-2Is que nous avons propos�ees et une �etude plus pouss�ee de ces approches semblent
en particulier int�eressantes et prometteuse. Un tel travail, qui exige des e�orts de plus longue
haleine, ne peut pas être envisag�e dans la p�eriode de r�edaction d'une th�ese.

2. Il parâ�t �egalement important de chercher �a combiner les m�ethodes existantes notamment les
m�ethodes de construction de mod�eles �nis (par exemple FMC) avec des m�ethodes d�eductives
(telles que Ramc, Ramcet-2Is , ou l'hyperr�esolution). Cela permettrait de tirer parti des
avantages de chaque approche. L'utilisation de clauses contraintes apparâ�t comme un cadre
privil�egi�e pour l'int�egration et l'uni�cation des m�ethodes existantes pour la construction de
mod�eles.



3. En outre, il apparâ�t n�ecessaire de trouver d'autres formalismes de repr�esentation des interpr�e-
tations. Des sch�ematisations plus g�en�erales que les I-termes peuvent être utilis�ees, telles que
les grammaires primales (Hermann, 1994). Cependant, la d�ecidabilit�e de la th�eorie du pre-
mier ordre des grammaires primales est pour l'instant un probl�eme ouvert. D'autres techniques
(fond�ees par exemple sur l'utilisation de contraintes d'ordonnancement) peuvent �egalement
être utilis�ees. Cela pourrait notamment permettre d'int�egrer dans notre approche l'utilisation
de strat�egies d'ordonnancement pour la m�ethode de r�esolution, utilis�ee de fa�con intensive pour
la d�ecision de certaines classes de formules (Tammet, 1991; Ferm�uller et al., 1993).

4. En�n une �etude plus pr�ecise et plus pouss�ee de l'utilisation des sym�etries en construction de
mod�eles �nis apparâ�t comme une n�ecessit�e pour l'am�elioration des performances de l'algo-
rithme de construction de mod�eles �nis. En particulier, est-il possible d'�enum�erer de fa�con
e�cace les orbites du groupe de sym�etrie (c'est-�a-dire les classes d'�equivalence de la relation
de sym�etrie) au lieu d'�enum�erer l'ensemble des interpr�etations?

5. La construction de mod�eles pour des formules telles que celle de (Goldfarb, 1984) est un
premier exemple montrant que les r�esultats de cette th�ese et les logiciels qui en sont l'impl�e-
mentation permettent d'envisager des syst�emes d'aide e�ective en recherche et enseignement
en Logique ou en Math�ematique, dans des tâches pour lesquelles seule une assistance tr�es
limit�ee peut être obtenue actuellement (voir par exemple (Slaney, 1993)). En particulier,
nous esp�erons pouvoir �etudier par la suite certaines applications de nos travaux dans le cadre
de l'aide �a l'enseignement de la g�eom�etrie, grâce �a une collaboration avec le projet Cabri
(plus pr�ecis�ement le projet Cabri-Euclide).

La construction de mod�eles s'a�rme de plus en plus comme un nouveau sous-domaine �a part
enti�ere au sein de la D�eduction Automatique. La di�cult�e du sujet | il a fallut attendre presque
40 ans pour qu'il soit en�n reconnu comme tel | et la diversit�e des approches possibles et surtout
des applications en font un domaine extrêmement riche qui s'annonce particuli�erement promet-
teur. Nous esp�erons pouvoir approfondir certains de ces probl�emes par la suite, notamment dans
le cadre d'une collaboration europ�eenne (�eventuellement plus large) entre les diverses �equipes
travaillant sur la construction de mod�eles.
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Laboratoire d'Informatique Fondamentale de Lille, Villeneuve d'Ascq, France.

Munyer, J. (1981). Analogy as a mean of discovery in problem-solving and learning. PhD thesis, Univ.
Calif. Santa Cruz.

Ophelders, W. et De Swart, H. (1993). Tableaux versus resolution. a comparison. Fundamenta
Informaticae, 18:109{127.

Or lowska, E. (1991). Relational proof systems for some AI logics. In International Workshop on
Fundamentals of Arti�cial Intelligence Proceedings, pages 33{47.

Paramasivam, M. et Plaisted, D. (1997). Automated deduction techniques for classi�cation in
description logic systems. Journal of Automated Reasoning. to appear.

Peltier, N. (1997a). Increasing the capabilities of model building by constraint solving with terms with
integer exponents. Journal of Symbolic Computation, 24:59{101.

Peltier, N. (1997b). A new method for automated �nite model building exploiting failures and sym-
metries. To appear in the Journal of Logic and Computation.

Peltier, N. (1997c). Simplifying formulae in tableaux. Pruning the search space and building models.
In Proceeding of Tableaux'97, pages 313{327. Springer. LNAI 1227.



Peltier, N. (1997d). Tree automata and automated model building. To appear in Fundamenta Infor-
maticae.

Peterson, G. (1988). Non-Obviousness-One More Time. Association for Automated Reasoning News-
letter, 10:4{5.

Plaisted, D. (1981). Theorem proving with abstraction. Arti�cial Intelligence, 16:47{108.

Plaisted, D. et Greenbaum, S. (1986). A structure-preserving clause form translation. Journal of
Symbolic Computation, 2:293{304.

Plotkin, G. (1970). A note on inductive generalization. Machine Intelligence, 5:153{163.

Presburger, M. (1929). �Uber die vollst�andigkeit eines gewissen systems der arithmetik ganzer zah-
len, in welchen die addition als einzige operation hervortritt. In Comptes Rendus du I congr�es de
Math�ematiciens des Pays Slaves, pages 92{101.

Robinson, J. A. (1965). A machine-oriented logic based on the resolution principle. J. Assoc. Comput.
Mach., 12:23{41.

Salzer, G. (1992). The uni�cation of in�nite sets of terms and its applications. In Logic Programming
and Automated Reasoning (LPAR'92), pages 409{429. Springer, LNAI 624.

Salzer, G. (1993). On the relationship between cycle uni�cation and the uni�cation of in�nite sets of
terms. In Snyder, W., editor, UNIF'93, Boston, (MA,USA).

Salzer, G. (1994). Primal grammar and uni�cation modulo a binary clause. In Proc. of CADE-12,
pages 72{86. Springer. LNAI 814.

Sandford, D. (1980). Using Sophisticated Models in Resolution Theorem Proving. LNCS 90. Springer-
Verlag.

Shepherdson, J. (1984). Negation as failure: a comparison of Clark's completed database and Reiter's
closed world assumption. Journal of Logic Programming, 1:51{79.

Shepherdson, J. (1985). Negation as failure. Journal of Logic Programming, 2:185{202.

Shepherdson, J. (1989). A sound and complete semantics for a version of negation as failure. Theoretical
Computer Science, 65:343{371.

Slagle, J. R. (1967). Automatic theorem proving with renamable and semantic resolution. Journal of
the ACM, 14(4):687{697.

Slaney, J. (1992). Finder (�nite domain enumerator): Notes and guides. Technical report, Australian
National University Automated Reasoning Project, Canberra.

Slaney, J. (1993). scott: a model-guided theorem prover. In Proceedings IJCAI-93, volume 1, pages
109{114. Morgan Kaufmann.

Slupecki, J., Bryll, G., et Wybraniec-Skardowska, U. (1971). Theory of rejected propositions
I. Studia Logica, 29:75{115.

Smullyan, R. M. (1968). First-Order Logic. Springer.

Sterling, L. et Shapiro, E. (1986). The Art of Prolog. The MIT Press.

Stickel, M. E. (1985). Automated deduction by theory resolution. Journal of Automated Reasoning,
1(4):333{355.

Stuckey, P. (1995). Negation and constraint logic programming. Information and Computation, 118:12{
33.

Suttner, C. et Sutcliffe, G. (1996). The TPTP problem library. Technical report, TU M�unchen /
James Cook University. V-1.2.1.



Suttner, C. B. et Sutcliffe, G. (1995). The TPTP problem library. Technical report, TU M�unchen
/ James Cook University. V-1.2.0.

Tammet, T. (1991). Using resolution for deciding solvable classes and building �nite models. In Baltic
Computer Science, pages 33{64. Springer, LNCS 502.

Tiomkin, M. (1988). Proving unprovability. In Logic In Computer Science'88, pages 22{26.

Treinen, R. (1992). A new method for undecidability proofs of �rst order theories. Journal of Symbolic
Computation, 14(5):437{457.

Vardi, M. (1982). The complexity of relational query languages. In Proc. of 14th ACM Symposium on
Theory of Computing, pages 137{146.

Venkataraman, K. (1987). Decidability of the purely existential fragment of the theory of term algebra.
Journal of the ACM, 34(2):492{510.

Weidenbach, C. (1993). Extending the resolution method with sorts. In Proceedings of IJCAI-93,
volume 1, pages 60{65, Morgan Kaufmann.

Winker, S. (1982). Generation and veri�cation of �nite models and counter-examples using an auto-
mated theorem prover answering two open questions. Journal of the ACM, 29(2):273{284.

Wos, L. (1993a). Automated reasoning. Notices of the American Mathematical Society, 40(1):15{26.

Wos, L. (1993b). The kernel strategy and its use for the study of combinatory logic. Journal of Automated
Reasoning, 10:287{343.

Wos, L. et McCune, W. (1991). Automated theorem proving and logic programming: a natural
symbiosis. Journal of Logic Programming, 11(1):1{53.

Wos, L., Winker, S., McCune, W., Overbeek, R., Lusk, E., Stevens, R., et Butler, R. (1990).
Automated reasoning contributes to mathematics and logic. In Proc. of CADE-10, pages 485{499.
Springer. LNAI 449.

Zhang, J. (1993). Search for models of equational theories. In Proceedings of ICYCS-93, pages 60{63.

Zhang, J. (1994). Problems on the generation of �nite models. In Proc. of CADE-12, pages 753{757.
Springer. LNAI 814.

Zhang, J. et Zhang, H. (1995). SEM: a system for enumerating models. In Proc. IJCAI-95, volume 1,
pages 298{303. Morgan Kaufmann.



Annexe A

Vers une r�esolution plus e�cace des

contraintes

La r�esolution des contraintes �equationnelles joue dans notre approche un rôle primordial,
analogue �a celui de l'uni�cation dans la m�ethode de r�esolution. Par cons�equent, il est important
en pratique de disposer de m�ethodes de r�esolution de contraintes aussi e�caces que possible. Des
exp�erimentations avec l'algorithme de r�esolution d�e�ni dans (Comon et Lescanne, 1989) mon-
trent les limites de cet algorithme. Elles sont dues principalement �a deux facteurs. En premier
lieu, la r�egle-clef d'explosion introduit un facteur de branchement important qui entrâ�ne une
augmentation consid�erable de la taille des formules et oblige l'algorithme �a traiter beaucoup d'in-
formation redondante, car les n probl�emes obtenus par l'application de la r�egle explosion sont
tr�es similaires. En second lieu, les transformations syst�ematiques en formes normales conjonc-
tives (n�ecessaires pour �eliminer les quanti�cateurs universels) ou disjonctives (pour �eliminer
les quanti�cateurs existentiels) sont tr�es coûteuses. Elles entrâ�nent en e�et une augmentation
exponentielle de la taille de la formule.

Ces transformations ne peuvent pas être �evit�ees dans le cas g�en�eral, même s'il existe beau-
coup de probl�emes pour lesquels ces transformations ne sont pas n�ecessaires et peuvent donc
être �evit�ees. Ainsi, dans (Comon et Delor, 1994) est propos�ee une m�ethode de r�esolution plus
e�cace �evitant l'application syst�ematique de ces transformations. Informellement, les transfor-
mations en fnc et fnd sont remplac�ees par l'application de r�egles de distributivit�e (du type
� ^ ( 1 _  2)! (�^  1) _ (� ^  2)) qui permettent de retarder ces transformations.

Dans ce chapitre, nous cherchons �a r�eduire la complexit�e de la m�ethode de r�esolution des
contraintes en am�eliorant ces deux aspects. Nous proposons un nouvel algorithme permettant
de r�esoudre les contraintes �equationnelles dans la th�eorie vide. Comme l'algorithme de (Comon
et Delor, 1994) et �a la di��erence de celui pr�esent�e dans (Comon et Lescanne, 1989) notre
m�ethode n'est pas restreinte �a des probl�emes en forme pr�enexe. Il permet de traiter directement
n'importe quel type de formule du premier ordre. L'algorithme propos�e est d�e�ni par de nouvelles
r�egles de r�esolution et par une nouvelle strat�egie pour l'application des r�egles existantes (Comon
et Lescanne, 1989; Comon et Delor, 1994). La di��erence principale avec la m�ethode de
(Comon et Delor, 1994) est que le langage utilis�e pour repr�esenter les solutions des formules
(c'est-�a-dire les \formes normales" obtenues) est plus puissant et plus naturel : nous proposons
une nouvelle d�e�nition de \formes normales" qui autorise l'occurrence de disjonctions et de
quanti�cateurs universels dans les formules. Les ensembles de solutions sont exprim�es d'une
fa�con �a la fois plus naturelle et plus concise que par les \d�e�nitions avec contraintes" utilis�ees
dans (Comon et Lescanne, 1989; Comon et Delor, 1994) (voir chapitre 2). En outre, le
nombre de transformations op�er�ees sur la formule est r�eduit. Les avantages de notre algorithme
peuvent être r�esum�es comme suit.

{ En premier lieu, il �evite l'application syst�ematique des r�egles de distributivit�e. Ce point est
important puisque ces r�egles augmentent de fa�con exponentielle la taille de la formule. Le but



de notre m�ethode est de retarder et si possible d'�eviter l'application de ces r�egles. Le principe
est de ne les appliquer que si elles sont r�eellement n�ecessaires.

{ En second lieu, l'algorithme r�eduit le facteur de branchement introduit par la r�egle
d'Explosion. Cette r�egle transforme un probl�eme donn�e en un ensemble de probl�emes
P1; : : : ;Pn, o�u n est le nombre de symboles fonctionnels de la signature. L'application de
cette r�egle entrâ�ne une augmentation rapide de la taille de la formule, tout particuli�erement
si elle contient beaucoup de quanti�cateurs imbriqu�es et si la signature contient beaucoup
de symboles. L'algorithme que nous proposons utilise une nouvelle r�egle dite d'Explosion
Binaire. Celle-ci est ind�ependante de la signature. Elle remplace un probl�eme donn�e par deux
probl�emes, ce qui r�eduit �a la fois la taille de la formule et la complexit�e de l'algorithme de
r�esolution.

{ A l'oppos�e des approches existantes, notre algorithme s'e�orce de r�eduire la port�ee des quan-
ti�cateurs avant d'appliquer les r�egles d'�elimination. Comme nous le verrons par la suite (voir
section A.3), la taille des formules obtenues est alors r�eduite dans certains cas. Notre al-
gorithme �evite donc la transformation en forme normale pr�enexe (utilis�ee par (Comon et

Lescanne, 1989)), ainsi que les r�egles de normalisation telles que la r�egle S3 utilis�ee dans
(Comon et Delor, 1994), qui conduisent �a une augmentation de la port�ee des quanti�cateurs
et par l�a même �a une augmentation de la taille des formules.

{ Le langage utilis�e pour repr�esenter les ensembles de solutions est plus expressif que les \d�e-
�nitions avec contraintes" utilis�ees dans (Comon et Lescanne, 1989; Comon et Delor,
1994), au sens o�u les formes normales ainsi obtenues sont plus simples, et souvent plus fa-
ciles �a comprendre pour l'utilisateur que les formes r�esolues avec contraintes de (Comon et
Lescanne, 1989). Contrairement �a (Comon et Lescanne, 1989; Comon et Delor, 1994),
nous autorisons la pr�esence de disjonctions et de quanti�cateurs universels dans les formes
normales. Cela permet d'augmenter le pouvoir d'expression du langage des formes normales,
c'est-�a-dire que les solutions peuvent être exprim�ees de mani�ere plus concise. Il s'av�ere que
cette forme normale est aussi plus naturelle.

{ Notre algorithme peut être utilis�e lorsque la signature est in�nie ou inconnue. Dans ce der-
nier cas, la r�esolution des contraintes n'est pas toujours possible, puisque aucun axiome de
fermeture du domaine (domain closure axiom) ne peut être utilis�e. La capacit�e de traiter des
signatures inconnues est utile dans le cadre de la construction incr�ementale de mod�eles (voir
chapitre 7). En e�et, dans ce cas, l'ensemble des symboles fonctionnels n'est pas n�ecessaire-
ment connu �a priori.

Remarque. Dans ce chapitre, toutes les formules seront suppos�ees ne contenir aucune oc-
currence du symbole 8. Les sous-formules 8x:F sont syst�ematiquement rempla�c�ees par :9x::F .
Cette transformation n'est pas n�ecessaire (et ne devrait pas être explicitement r�ealis�ee dans
une impl�ementation) : elle a uniquement pour objet de simpli�er l'�ecriture des r�egles. Pour des
raisons de lisibilit�e, nous �ecrirons quelquefois 8x:F �a la place de :9x::F , particuli�erement si F
est atomique.

A.1 Algorithme de r�esolution

Suivant une approche classique, l'algorithme de r�esolution des formules �equationnelles sera
d�ecrit par un ensemble de r�egles de r�e�ecriture associ�e �a une strat�egie. Les r�egles transforment
toute formule �equationnelle en une formule sous une forme particuli�ere appel�ee \forme normale",
dont les solutions sont obtenues de mani�ere imm�ediate.

Rappelons en premier lieu quelques r�egles de transformation classiques sur les formules �equa-
tionnelles : des r�egles de transformation bool�eennes et les r�egles de Decomposition, Clash,



Occur-check, Replacement etMerging. Introduisons ensuite une nouvelle r�egle appel�ee Ge-
neralized Replacement dont l'objet sera pr�ecis�e plus loin. Nous donnons une nouvelle notion
de forme normale et nous d�e�nissons de nouvelles r�egles d'�elimination des quanti�cateurs. Un
contrôle particulier guidant l'application des r�egles et permettant d'assurer la terminaison du
syst�eme sera propos�e par la suite. La compl�etude du syst�eme (par rapport �a la notion de forme
normale pr�ec�edemment introduite) est �egalement �etablie.

A.1.1 Premi�eres r�egles de transformation

Dans la suite de ce chapitre, les connectifs _ et ^ (resp. le pr�edicat =) sont implicitement
consid�er�es comme associatifs et commutatifs (resp. commutatif) : nous ne faisons aucune di��e-
rence par exemple entre F _ G et G _ F . D'autre part, l'ordre dans lequel apparaissent deux
quanti�cateurs existentiels n'a aucune importance pour la s�emantique de la formule : i.e. 9x:9y:F
est �equivalent �a 9y:9x:F .

Nous introduisons un ensemble de r�egles op�erant sur les formules �equationnelles. Ces r�egles
sont correctes, c'est-�a-dire que la formule obtenue est �equivalente �a la formule de d�epart. Nous
ne sp�eci�ons pas ici le contrôle sur l'application des r�egles.

R�egles bool�eennes

Les r�egles introduites dans cette section ne d�ependent que des propri�et�es bool�eennes des sym-
boles logiques :;_;^;>;?; 9 (elles sont donc correctes dans toute th�eorie). Elles ont pour objet
de simpli�er la formule et de transf�erer les occurrences de quanti�cateur le plus profond�ement
possible dans la formule.

Nous distinguerons ici deux types de r�egles.

R�egles de simpli�cation. Soit le syst�eme suivant (not�e S dans la suite).
S1 > _ � !>
S2 ? _ � ! �

S3 > ^ � ! �
S4 ? ^ � !?
S5 9x:(� _  )! 9x:� _ 9x: 
S6 9x:(� ^  )! 9x:� ^  if x 62 Var( )
S7 :(� _  ) ! :� ^ : 
S8 :(� ^  ) ! :� _ : 
S9 ::� ! �

S10 :> ! ?
S11 :? ! >
Il est clair que le syst�eme S est �a terminaison �nie.

Explosion of Disjunctions (ED). La r�egle suivante augmente la taille de la formule, mais
est n�ecessaire a�n d'assurer la compl�etude du syst�eme.

(ED) (�1 _ �2)^  ! (�1 ^  )_ (�2 ^  )

R�egles d'uni�cation

Les r�egles suivantes permettent de simpli�er les formules �equationnelles de la forme t = s. Il
s'agit ici des r�egles d'uni�cation habituelles.

(Decompose) f(t1; : : : ; tn) = f(s1; : : : ; sn) !
Vn
i=1 ti = si

(Clash) f(t1; : : : ; tn) = g(s1; : : : ; sm)!? (si f 6� g)
(Occur Check) x = t !? (si x � t)

Remarque. Des r�egles similaires pour les n�egations ne sont �evidemment pas n�ecessaires. En
e�et, elles seront simul�ees par les r�egles d'uni�cation et les r�egles de transformation bool�eennes.



Par exemple la formule f(x; y) 6= f(x0; y0), i.e. :(f(x; y) = f(x0; y0)) sera transform�ee en :(x =
x0 ^ y = y0) par la r�egle Decompose, donc en x 6= x0 _ y 6= y0.

Les r�egles d'uni�cation sont correctes et �a terminaison �nie (voir par exemple (Jouannaud
et Kirchner, 1991)).

Pour toute formule atomique s = t, nous notons N (s = t) une forme normale de s = t par
rapport aux r�egles d'uni�cation.

R�egles de remplacement et de fusion

Les r�egles Replacement et Merging sont d�e�nies comme suit.
(Replacement) x = t ^ P ! x = t ^ Pfx! tg
(Merging 1) x = t ^ P [x = s]p ! x = t ^ P [t = s]p
(Merging 2) x 6= t _ P [x = s]p ! x 6= t _ P [t = s]p
Ici encore, la correction de ces r�egles est imm�ediate.

Nous introduisons �egalement une nouvelle r�egle appel�ee Generalized Replacement. L'uti-
lit�e de cette r�egle est illustr�ee par l'exemple suivant.

Exemple A.1.1. Soit la formule

(9x:y = f(x))^ y 6= a:

Le probl�eme est que la r�egle Replacement n'est pas applicable ici, �a cause du quanti�cateur
existentiel. Cependant, la r�egleReplacement est applicable sur la forme pr�enexe de F : 9x:(y =
f(x) ^ y 6= a). �

Une solution �evidente �a ce probl�eme serait de transf�erer les quanti�cateurs existentiels �a la
position minimale dans F en appliquant la r�egle

9u:� ^  ! 9u(� ^  );

a�n de pouvoir appliquer la r�egle Replacement.

Cette technique est utilis�ee dans (Comon et Delor, 1994). Elle correspond �a une trans-
formation restreinte en forme normale pr�enexe. N�eanmoins, cette transformation a deux incon-
v�enients : elle empêche l'application de certaines r�egles de simpli�cation (voir exemple A.3.3) et
augmente la taille de la formule obtenue apr�es application de la r�egle Explosion (voir exemple
A.3.4). C'est pourquoi nous proposons ici d'utiliser une nouvelle r�egle appel�ee Generalized
Replacement, permettant de surmonter les limites de la r�egle Replacement sans transformer
syst�ematiquement la formule sous forme pr�enexe (restreinte).

(Generalized Replacement) P [x = t]p ! 9u:(x = t ^ P 0fx! tg)
Si P [?]p = ? (modulo S) et s'il n'existe aucune position q < p telle que Pjq est une n�egation.

u sont les variables de t qui sont li�ees dans P et P 0 est obtenu �a partir de P en supprimant tous
les quanti�cateurs 9u o�u u 2 u.

Exemple A.1.2.

9x:(y = f(x))^ y 6= a

! 9x:(y = f(x) ^ f(x) 6= a)

�

Lemme A.1.1. La r�egle Generalized replacement est correcte.



Preuve. Puisqu'il n'existe aucune position q < p telle que Pjq est une n�egation, P est
�equivalent �a 9u:P 0 (il su�t de transf�erer tous les quanti�cateurs universels 9u o�u u 2 u en
tête de la formule en appliquant les r�egles 9x:9y:� ! 9y:9x:�, 9x:� _ � ! 9x:(� _  ) et
9x:� ^ � ! 9x:(� ^  )), qui sont �evidemment correctes. Si 9u:x = t est fausse, alors on a
P = P [?]p, d'o�u P = ? (modulo S). Donc 9u:x = t est vraie et P 0 est �equivalent �a P 0^9u:x = t
donc �a 9u:(P 0fx! tg ^ x = t). c.q.f.d.

Exemple A.1.3. Soit F la formule suivante.

9z:(x 6= f(u; a)_ x = f(g(u); z))

F est transform�ee comme suit.

F

!Merging 9z:(x 6= f(u; a)_ f(u; a) = f(g(u); z))

!Decompose 9z:(x 6= f(u; a)_ (u = g(u)^ a = z))

!Occur Check 9z:(x 6= f(u; a)_ (? ^ a = z))

!S4 9z:(x 6= f(u; a)_ ?)

!S2 9z:x 6= f(u; a)

!S6 x 6= f(u; a)

�

A.1.2 Langage de repr�esentation des solutions

Avant de d�e�nir les r�egles permettant d'�eliminer les quanti�cateurs, nous devons pr�eciser la
forme des formules que nous voulons obtenir, en d�e�nissant formellement la notion de forme
normale. Une forme normale est une classe particuli�ere de formules utilis�ee pour repr�esenter les
solutions de la formule initiale. Un tel langage doit satisfaire les propri�et�es suivantes, d�e�nies
dans (Comon, 1991).

{ Toute forme normale syntaxiquement distincte de ? a au moins une solution.

{ Il existe un algorithme \e�cace" permettant d'�enum�erer les solutions de la formule.

{ Le langage doit avoir un pouvoir d'expression su�sant pour repr�esenter les solutions de fa-
�con concise et naturelle. C'est important, tout d'abord pour des raisons d'e�cacit�e (la taille
des formules doit être aussi r�eduite que possible pour permettre une repr�esentation ais�ee
en machine) mais �egalement pour faciliter l'interaction avec l'utilisateur. En construction de
mod�ele, les formes normales sont utilis�ees pour repr�esenter les mod�eles de Herbrand. Cette
repr�esentation doit être facilement compr�ehensible pour un utilisateur.

Dans cette section, nous introduisons une nouvelle classe de formules qui v�eri�ent ces pro-
pri�et�es. Dans la section suivante, nous pr�esenterons un algorithme permettant de transformer
toute formule �equationnelle du premier ordre en forme normale. Quelques d�e�nitions pr�elimi-
naires sont n�ecessaires. Introduisons tout d'abord la notion de probl�eme de compl�ement lin�eaire
(pcl) et prouvons certaines propri�et�es de ces formules. Les pcl seront utilis�es par la suite pour
d�e�nir les formes normales.

D�efinition A.1.1.



Un probl�eme de compl�ement lin�eaire (ou pcl) sur x est une formule �equationnelle de la forme

n̂

i=1

8uix 6= ti

o�u ti contient exactement une occurrence de chaque variable de ui, Var(ti) = ui. Pour tout pcl
F , on note E(F) l'ensemble ft1; : : : ; tng. �

Exemple A.1.4. Soit � = fa; f; gg.
Les formules

F1 : 8x:y 6= f(x)^ y 6= a

et

F2 : 8x1:y 6= f(x1) ^ 8x1; x2:y 6= g(x1; x2)^ y 6= a

sont des pcl sur y. Les solutions de F1 sont les substitutions de la forme fy ! g(s1; s2)g avec
s1; s2 2 �(�). F2 n'a pas de solution sur la signature car les termes de �(�) sont soit de la forme
f(x1) (pour un certain x1) soit de la forme g(x1; x2) (pour certains x1; x2) ou a. �

Nous allons d�e�nir un algorithme permettant de d�ecider si un pcl donn�e poss�ede des solutions.

D�efinition A.1.2. Soit E un ensemble �ni de termes lin�eaires de sorte s. On note Inst(E)
l'ensemble des instances ferm�ees des termes de E. �

D�efinition A.1.3. Un ensemble de termes lin�eaires E est dite normalis�e si il n'existe pas de
couple (s; t) 2 E2 tels que s est une instance de t. �

Remarque. Il est tr�es facile de transformer un ensemble E en un ensemble E0 normalis�e tel
que Inst(E) = Inst(E0) : il su�t d'enlever de E touts les termes de t qui sont des instances
(propres) de termes de E.

D�efinition A.1.4. Soit E un ensemble �ni de termes lin�eaires normalis�es de sorte s. L'en-
semble TE est le plus petit ensemble satisfaisant les conditions suivantes.

{ Il existe une variable x de sorte s telle que x 2 TE .

{ Si t 2 TE , x est une variable de sorte s dans t, et f : s1 � : : : � sn ! s 2 �, alors tfx !
f(x1; : : : ; xn)g 2 TE ,avec

{ les xi (1 � i � n) sont des nouvelles variables distinctes de sorte si ;

{ il existe un nombre �ni de symboles de fonction de pro�l s ! s ;

{ il existe un terme t0 2 E et une substitution � telle que t0� = t� et x� 62 X .

�

Remarque. TE est �ni, puisque la profondeur des termes dans TE ne peut pas être sup�erieure
�a celle des termes dans E.

D�efinition A.1.5. Un terme t est dit minimal dans un ensemble E, s'il n'existe aucune
instance de t dans E. �

Lemme A.1.2. Soit E un ensemble �ni de termes lin�eaires normalis�es. Si TE contient un terme t

minimal tel que t 2 TE, x est une variable de sorte s �a une position p dans t et f : s1� : : :�sn !
s 2 �, o�u il existe un terme t0 2 E et une substitution � tels que t0� = t� et x� 62 X .

Alors le pcl
V
t02E 8Var(t0):y 6= t0 poss�ede une in�nit�e de solutions.



Preuve. Soit t un tel terme et soit x l'ensemble des variables de t satisfaisant les conditions
du lemme. Pour tout x 2 x, il existe un symbole de fonction fx n'apparaissant pas dans E. Soit
� une substitution ferm�ee associant �a chaque variable x 2 x de t un terme de la forme fx(t).
Supposons que t� 2 Inst(E). Alors il existe s 2 E et une substitution � avec s� = t�. D'o�u t et
s sont uni�ables. De plus, puisque fx n'apparâ�t pas dans un terme de E, pour toute position
p telle que tjp 2 x, il existe un pr�e�xe q de p tel que sjp 2 V . D'o�u t est une instance de s. Par
d�e�nition de t, il existe un terme minimal t0 2 E tel que t et t0 soient uni�ables. Puisque t est
une instance de s, s et t0 sont uni�ables. Par construction de TE soit t0 est une instance de s,
ce qui est impossible car E est normalis�e, soit s est une instance de t0, ce qui est impossible
puisque par d�e�nition de t0, il existe une position q:p 2 Pos(t0) o�u q 2 Pos(t) et p 6= �. Donc
t� 62 Inst(E) d'o�u fy ! t�g 2 S(

V
t2E 8Var(t):y 6= t). Cela prouve que ce pcl admet une in�nit�e

de solutions, car il existe une in�nit�e de substitutions possibles. c.q.f.d.

Par cons�equent, on suppose que les conditions du lemme A.1.2 ci-dessus ne sont pas satis-
faites. On d�e�nit alors l'ensemble E comme l'ensemble des termes t 2 TE tel qu'il n'existe aucun
terme s 2 E uni�able avec t.

Th�eor�eme A.1.1. Soit E un ensemble de termes lin�eaires normalis�e de sorte s.

Inst(E) = �s(�) n Inst(E):

Preuve. { Tous les termes de Inst(E) sont de la forme t� o�u t 2 E et � est une substitution
ferm�ee. Supposons que t� 2 Inst(E). Alors il existe un terme s et une substitution � tels que
s� = t�. D'o�u il existe deux termes s 2 E et t 2 E tels que s et t sont uni�ables, ce qui est
impossible par d�e�nition de E.

{ Tous les termes de �s(�) sont de la forme t� avec t 2 TE . Soit tm un terme de T (E) tel
qu'il existe une substitution � v�eri�ant tm� = t� et tel qu'il n'existe aucune instance de tm
poss�edant cette propri�et�e. Si t� 62 Inst(E) on a tm 62 E. Par cons�equent, il existe s 2 E tel
que s et tm sont uni�ables. Pour toute position p 2 s, le terme �a la position p dans tm n'est
pas une variable (par d�e�nition de tm). Donc puisque tm est lin�eaire, il existe une substitution
� telle que tm = s�. D'o�u t� 2 Inst(E).

c.q.f.d.

Corollaire A.1.1. Soit E un ensemble �ni de termes lin�eaires normalis�es.
^

t2E;u=Var(t)
8u:x 6= t ,

_

t2E;u=Var(t)
9u:x = t

Le corollaire A.1.1 peut être utilis�e pour transformer un probl�eme de compl�ement lin�eaire en
une contrainte purement existentielle et positive. Cependant, il n'est pas n�ecessaire d'e�ectuer
explicitement cette op�eration. En e�et, il su�t de v�eri�er que le pcl poss�ede un nombre in�ni
de solutions comme nous le verrons par la suite. Pour cela, il su�t d'�enum�erer l'ensemble E et
de s'arrêter d�es que l'on obtient un terme contenant une variable de sorte in�nitaire.

Exemple A.1.5. �, F1 et F2 sont d�e�nis comme dans l'exemple A.1.4.
E(F1) est fa; f(x1)g. On a T (E(F1)) = fx; a; f(x1); g(x1; x2)g. Donc E(F1) = fg(x1; x2)g.

D'apr�es le corollaire A.1.1 on a

F1 � 9x1; x2:y = g(x1; x2):

D'autre part, on a E(F2) = ; d'o�u F2 � ?. �

La d�e�nition A.1.6 introduit les formes normales. Contrairement �a (Comon et Lescanne,
1989) nous autorisons l'occurrence de quanti�cateurs universels et de disjonctions dans les formes



normales. Cependant, tous les quanti�cateurs universels apparaissant dans la formule doivent
apparâ�tre dans des pcl.

D�efinition A.1.6. Une formule 9x:F est dite en forme normale si et seulement si elle est
syntaxiquement �egale �a >;? ou si sa forme normale disjonctive est une disjonction de formules
de la forme suivante.

n̂

i=1

xi = ti ^
k̂

i=1

mî

j=1

(yi 6= sij ^ Ci) (?):

o�u :

{ Ci (1 � i � k) est un pcl sur yi avec un nombre in�ni de solutions ;

{ xi (1 � i � n) n'apparâ�t qu'une seule fois dans la conjonction ;

{ yi 6� yj (si i 6� j, 1 � i � n).

�

Exemple A.1.6. Soit � = fa; f; gg. La formule

8y:(x1 6= f(y)) ^ x2 6= a ^ x3 = g(x4; x4)

est en forme normale. La disjonction de \formes r�esolues avec contraintes" (voir (Comon et
Lescanne, 1989) ou chapitre 2) �equivalent �a cette formule est

(x1 = a ^ x2 6= a ^ x3 = g(x4; x4)) _ (x2 = g(u; v)^ x2 6= a ^ x3 = g(x4; x4)): �

Le th�eor�eme A.1.2 prouve que cette d�e�nition est correcte, c'est-�a-dire que toute forme nor-
male distincte de ? poss�ede au moins une solution. La preuve de ce th�eor�eme fournit �egalement
un algorithme permettant d'�enum�erer les solutions d'une formule en forme normale.

Introduisons tout d'abord une d�e�nition.

D�efinition A.1.7. Soit F une formule et p une position dans F . Le niveau de p dans F (not�e
Level(p)) est le nombre de positions q < p telles que Fjq est de la forme :H. La polarit�e de p
dans F (not�ee polarity(p)) est 1 si Level(p) est impair, 0 sinon. La polarit�e d'une sous-formule
G apparaissant �a la position p dans F est la polarit�e de p dans F . De même, le niveau (resp.
polarit�e) d'une variable x dans une formule F est le niveau (resp. polarit�e) de la sous-formule
la plus grande (au sens de �) de F contenant x comme variable libre. �

Th�eor�eme A.1.2. Toute formule F en forme normale et di��erente de ? a une solution. D'autre
part si F 6� ? et si F ne contient que des formules atomiques de polarit�e 1 contenant au moins
une variable de x, alors 9x:F est valide.

Preuve. 1. Soit F une formule en forme normale. Si F est ? ou >, la preuve est imm�ediate.
Soit

Wn
i=1 Gi la forme normale disjonctive de F . Consid�erons, par exemple, la formule G1. G1

est de la forme (?). Soit � une substitution des variables de G1 n'appartenant pas �a x ni �a
x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yk. Montrons par induction sur k que G1� poss�ede au moins une solution.

{ La preuve est imm�ediate si k = 0 (il su�t de consid�erer la substitution � : fxi ! ti�g).

{ Puisque Ci a une in�nit�e de solutions, il existe un terme t syntaxiquement di��erent de
si1�; : : : ; si;m1

� et tel que la formule Ci�fx1 ! tg est valide.
Soit G la formule obtenue en rempla�cant dans G1�fx1 ! tg, Ci par > et chaque �equation
t 6= sij� par :Fr(t = sij�). Il est clair que G1fx1 ! tg est �equivalent �a G. Soit G0 la forme
normale disjonctive de G. Puisqu'il n'existe aucun terme sij tel que sij � t pour toute
formule t = sij soit N (t = sij)� est >, soit il contient une �equation de la forme x = s. Par
cons�equent, il existe un disjoint H dans G0 ne contenant aucune �equation de la forme s 6= s.
Puisque �fx ! tg est ferm�ee, s ne contient pas x. D'o�u H est de la forme (?) donc admet
au moins une solution � (par hypoth�ese d'induction). Alors �fx1 ! tg est une solution de
G1�.



2. Soit � une substitution des variables non existentielles de F . Soit G la formule obtenue en
rempla�cant chaque �equation :(s = t) de F� par :N (s = t). Puisque toute �equation dans
G contient au moins une variable existentielle, les pcls apparaissant dans F ne contiennent
aucune variable libre dans F . De plus pour toute formule atomique f de F , soit f� est
�equivalent �a >, soit (puisque f contient au moins une variable existentielle) la forme normale
de f contient une �equation de la forme x = t, o�u x est existentielle et t est un terme ferm�e.

Soit G0 la formule
V

f2G :l(f) ^
Vk

i=1 Ci. G
0 est de la forme (?), donc a au moins une solution.

De plus, elle ne contient que des variables existentielles. D'o�u 9x:G0 est valide, et F est valide.

c.q.f.d.

Remarque. Les ensembles de termes ferm�es repr�esent�es par les pcl pourraient �egalement
être repr�esent�es par des contraintes d'appartenance (voir (Comon et Delor, 1994)), au lieu
d'utiliser des quanti�cateurs universels. Par exemple, la formule 8y:x 6= g(y) ^ 8y:x 6= f(y) est
�equivalente �a la formule x 2 :(g(>s) _ f(>s)), o�u >s d�enote l'ensemble des termes clos. Voir
(Comon et Delor, 1994) pour plus de d�etails �a propos des contraintes d'appartenance.

A.1.3 Elimination des quanti�cateurs

Les deux r�egles suivantes permettent d'�eliminer certains des quanti�cateurs apparaissant
dans la formule. Avant de d�e�nir formellement ces r�egles, nous avons besoin d'une d�e�nition.

D�efinition A.1.8. Soit 9x:F une formule. Soit E l'ensemble des formules atomiques de F
qui contiennent x. La variable x est dite presque r�esolue si et seulement si

{ Toute formule de E est de polarit�e 1 dans F .

{ Toute variable de E est libre dans F .

{ La formule 9x:
V

f2E :f est en forme normale.

�

(EQ1) F ^ G !
W

t2E(F) x = t ^ Gfx! tg

Si F est un pcl, Inst(E(F)) est �ni.
(EQ2) 9x:F ! F 0

Si x est presque r�esolue ;
F 0 est obtenue �a partir de F en rempla�cant toute
formule atomique contenant x par ?.

(EQ3) 9x:x = t! >

Exemple A.1.7. (Elimination of Quanti�ers) Soit � = fa; b; fg.

9x:8u:x 6= f(x)^ y = f(x)

!EQ1
9x:(x = a ^ y = f(a)) _ (x = b ^ y = f(b))

!S5
(9x:x = a) ^ y = f(a) _ (9x:x = b) ^ y = f(b)

!EQ3
y = f(a)_ y = f(b)

�

Soit A et B deux formules ne contenant pas la variable x.



9x:(x 6= a _ A) ^ (x 6= b _ B)

!EQ2
(> _A) ^ (> _ B)

!S >

L'utilisation de la r�egle EQ2 permet ici d'�eviter de dupliquer les formules A et B lors de
l'�elimination de x et de ne pas augmenter pas la taille de la formule.

Lemme A.1.3. Les r�egles (EQ1), (EQ2) et (EQ3) sont correctes.

Preuve. 1. C'est une cons�equence triviale du corollaire A.1.1.

2. Puisque x apparâ�t seulement dans des formules atomiques de polarit�e 1 on a S(9x:F) �
S(F 0). Il su�t par cons�equent de montrer que S(F 0) � S(9x:F). Soit � une solution de F 0.
Soit E l'ensemble des sous-formules atomiques de F qui contiennent x. D'apr�es le th�eor�eme
A.1.2, 9x:

V
f2E :f est valide. Donc, il existe un terme t tel que �0 = � [ fx ! tg est une

solution de 9x:
V
f2E :f . Par d�e�nition, pour toute formule f de E f�0 est �equivalent �a ?.

Donc Ffx ! tg�0 est �equivalente �a F 0, donc �0 est une solution de F . Par d�e�nition, cela
implique que � est une solution de 9x:F . Donc S(F 0) � S(9x:F).

D'o�u S(9x:F) = S(F 0).

3. Trivial.

c.q.f.d.

Une nouvelle r�egle d'Explosion

Le but de la r�egle d'Explosion est d'�eliminer les quanti�cateurs ne pouvant être �elimin�es
par les r�egles pr�ec�edentes. C'est le cas lorsque la formule contient une �equation de la forme
x = t, o�u t contient une variable \d�ependant" de x. Nous d�e�nissons une nouvelle r�egle (appel�ee
Explosion Binaire), dont l'objet est d'�eviter le facteur de branchement important des r�egles
d'Explosion d�e�nies dans (Comon et Lescanne, 1989; Comon et Delor, 1994). Avant de
sp�eci�er formellement cette r�egle, nous allons expliquer informellement le principe de la r�egle
Explosion et de l'extension que nous proposons.

Exemple A.1.8. Soit � = fa; b; f; gg. Soit F la formule :9x:(y = f(x) ^ x 6= z). A�n de
trouver les solutions de F , il faut �eliminer 9x. Pour cela, il est n�ecessaire de distinguer plusieurs
cas, suivant la valeur de la variable y. y appartient �a �(�), donc par d�e�nition, y est de l'une
des formes suivantes : a; b; g(u; v); f(u). Nous allons donc transformer (en utilisant une r�egle
d'Explosion) la formule F en une disjonction de quatre formules obtenues par l'analyse des
valeurs possibles pour y.

F1 :9x:(y = f(x)^ x 6= z) ^ y = a

F2 :9x:(y = f(x)^ x 6= z) ^ y = b
F3 9u; v::9x:(y = f(x) ^ x 6= z) ^ y = g(u; v)
F4 9u:(:9x:(y = f(x) ^ x 6= z) ^ y = f(u))

Les trois premi�eres formules sont r�eduites respectivement �a y = a; y = b et 9u; v:y = g(u; v)
par application des r�egles Replacement et Clash.

La quatri�eme formule est r�eduite �a 9u:(:9x:f(u) = f(x) ^ x 6= z) ^ y = f(u) (par la r�egle
Replacement) donc �a 9u:(:9x:u = x^x 6= z)^y = f(u). Nous pouvons alors utiliser les r�egles
Replacement et Elimination of Quanti�ers 1 pour obtenir la formule 9u:(u 6= z^y = f(u)).



Cependant, en consid�erant avec plus d'attention la formule F , il est clair que les probl�emes
F1, F2 et F3 sont tr�es similaires. Les r�egles appliqu�ees pour r�esoudre ces formules sont identiques.
Par cons�equent, il n'est pas n�ecessaire de distinguer explicitement les cas y = a; y = b et
y = g(u; v). En e�et, les probl�emes correspondants seront trait�es exactement de la même fa�con.
A�n d'�eviter la duplication du probl�eme, nous allons fusionner ces trois cas en un seul, en
ajoutant la formule (:9u:y = f(u)) (i.e. 8u:y 6= f(u)). Cette formule peut être consid�er�ee
comme une abr�eviation pour la disjonction y = a _ y = b _ 9u; v:y = g(u; v). Par cons�equent,
nous n'�eliminons pas tous les quanti�cateurs universels de la formule. Nous n'avons pas besoin
d'�eliminer explicitement les nouveaux quanti�cateurs universels introduits dans la formule car
ceux-ci sont des pcl. �

D'une fa�con plus formelle, la r�egle Explosion Binaire est d�e�nie comme suit.
Explosion Binaire
P [y = t]p ! :9u:y = �(t)^ P [?]p _ 9u:y = �(t)^ P [�(t) = t]p
Si �(t) est un terme obtenu en rempla�cant chaque occurrence d'une variable de t par de

nouvelles variables et u = Var(�(t)).

Lemme A.1.4. La r�egle Explosion Binaire est correcte.

Preuve. Soit � une substitution de Var(P). Deux cas sont �a distinguer. Soit y� est de la
forme �(t)� pour une certaine substitution �, ou y� n'est pas de la forme �(t)�. Si y� � �(t)�,
alors P est �equivalent �a 9u:y = �(t) ^ P i.e. �a 9u:P [�(t) = t]p (par (EQ1)). Si t 6� �(t)� (pour
tout �) alors P est �equivalent �a 8u:y 6= �(t)^ P . En outre, on a y� = t, ?. c.q.f.d.

A.2 Propri�et�es de l'algorithme de r�esolution de contraintes

Nous prouvons les principales propri�et�es de notre algorithme : compl�etude (par rapport �a la
notion de forme normale introduite �a la section A.1.2) et terminaison. En premier lieu, nous
introduisons une strat�egie particuli�ere d'application des r�egles des sections A.1.1 et A.1.3. Cette
strat�egie sera utilis�ee dans la preuve de terminaison.

A.2.1 Une strat�egie d'application des r�egles

Pour cela, nous allons introduire quelques notations suppl�ementaires.
Soit H la formule �a r�esoudre. Si x est une variable de H, nous notons pos(x) la position

minimale p telle que x est libre dans Hjp. Nous introduisons un ordre partiel sur les variables,
d�e�ni comme suit. x < y (resp. x � y) si et seulement si pos(x) < pos(y) (resp. pos(x) � pos(y)).
Une formule quanti��ee 9x:G est dite r�esolue dans H s'il n'existe pas de variable y telle que y < x
ou si 9x:G apparâ�t dans un pcl de H. Une �equation x = t est dite dangereuse si elle n'apparâ�t
pas dans un pcl et si t contient une variable y telle que y > x et polarity(y) 6= polarity(x) et si
Level(x = t)� Level(x) est impair.

Une variable x est dite r�esolue dans une formule G telle que x est libre dans G si et seulement
si x apparâ�t une seule fois dans G et si G est une conjonction de formules contenant en particulier
une �equation de la forme x = t. x est r�esolue si elle est r�esolue dans Hjpos(x).

Une variable x est dite maximale dans une sous-formule G apparaissant �a la position p dans
F seulement si p = pos(x). Une variable x est dite sp�eciale dans une formule G si x est libre
dans G et soit x est �nitaire, soit x apparâ�t dans une formule de polarit�e 0 ou dans un pcl de
la forme 8u:x 6= t (o�u u 6= ;).

N �(G) est la formule obtenue en rempla�cant dans G toutes les formules atomiques s = t de
G par N (s = t). Pour tout terme t, size(t) est la longueur de la position maximale de t.

On impose les restrictions suivantes sur les r�egles de transformation (voir la d�e�nition des
r�egles pour les notations).

{ Merging : s et t ne sont pas des variables, size(t) � size(s).



{ Replacement : x est maximal dans F et x n'apparâ�t dans aucune formule de niveau stric-
tement sup�erieur �a Level(x).

{ ED : �1 ou (�2) contient au moins une variable sp�eciale apparaissant dans �.

{ EQ2 : x n'apparâ�t dans aucune formule de niveau strictement sup�erieur �a Level(x).

{ Explosion Binaire : x est du même niveau que P et x = t est dangereuse.

Nous notons Rsolve la proc�edure contenant les r�egles de R appliqu�ees suivant la strat�egie
pr�ec�edente.

A.2.2 Justi�cation informelle

Avant de prouver la terminaison et la compl�etude du syst�eme Rsolve, nous allons donner
une justi�cation informelle de ces conditions.

Les conditions d'application sur la r�egle Merging assurent que le nombre de symboles dans
les �equations diminue strictement (apr�es application de la r�egle de d�ecomposition). Les conditions
d'application sur la r�egle Replacement assurent que la variable x est r�esolue apr�es application
de la r�egle, ce qui a pour e�et de diminuer le nombre de variables non r�esolues (ce ne serait pas
le cas si x n'�etait pas maximale). D'autre part, elles assurent �egalement que les sous-formules de
niveau sup�erieur �a x restent inchang�ees. En�n, la condition sur la r�egle Explosion of Disjunc-

tions n'est pas n�ecessaire pour garantir la terminaison. Elle a simplement pour objet d'�eviter
des applications inutiles de la r�egle. Informellement, la r�egle Explosion of Disjunctions n'est
utile (pour la compl�etude du syst�eme) que si elle permet l'application d'une r�egle de r�esolution.

Exemple A.2.1. Consid�erons par exemple la formule P

(x = a _ x = b)^ (y = a _ y = b):

La r�egle Explosion of Disjunction (non restreinte) transforme la formule en sa forme normale
disjonctive

(x = a ^ y = a) _ (x = a ^ y = b)_ (x = b^ y = a) _ (x = b^ y = b):

Cependant, cette transformation est inutile ici car les deux conjoints de P ne partagent aucune
variable. �

Exemple A.2.2. Consid�erons la formule

(x 6= a _ y 6= b)^ (x 6= b _ z 6= b)

La r�egle Explosion of Disjunction non-restreinte transforme la formule en

(x 6= a ^ x 6= b)_ (x 6= a ^ z 6= b) _ (y 6= b ^ x 6= b)_ (y 6= b^ x 6= b):

Encore une fois, cette transformation est inutile puisqu'aucune r�egle n'est applicable sur la
formule obtenue. �

A.2.3 Terminaison et compl�etude

Th�eor�eme A.2.1. [terminaison] Le syst�eme Rsolve est �a terminaison �nie.

Preuve. Le principe de la preuve est classique. Nous donnons une interpr�etation I des
formules �equationnelles telle que la valeur de I d�ecrô�t strictement d�es qu'une r�egle de Rsolve
est appliqu�ee 1

Soit F une formule. On note  (F) le multi-ensemble de formules d�e�ni comme suit.

{  (F ^ G) = fx ^ y=x 2  (F); y 2  (G)g.

1: En fait, il est possible que l'application de certaines r�egles augmente la valeur de I, mais nous montrons que
les applications suivantes font d�ecrô�tre la valeur de I �a un niveau inf�erieur au niveau original.



{  (F _ G) =  (F)^  (G).

{  (s = t) = fs = tg.

{  (s 6= t) = fs = tg.

{  (9x:F) =  (F).

{  (:9x:F) = f9x:Fg.

{  (::F) =  (F)

{  (:(F1 _ F2)) =  (:F1 ^ :F2)

{  (:(F1 ^ F2)) =  (:F1 _ :F2)

Pour toute conjonction de formules y, on note atomic(y) le multi-ensemble des �equations de
y et complex(y) le multi-ensemble des formules non-atomiques de y.

On note �(G) le multi-ensemble :

�(G) = (f�0(x)=x 2  (G)g):

avec

{ �0(F) = (f�(G)=G 2 complex(F)g; nvar(F); fmax(size(t); size(s))=t = s 2 atomic(F)g) ;

{ nvar(F) est le nombre de variables x libres non r�esolues de F telles que Level(x) = Level(F).

Soit I l'interpr�etation des formules �equationnelles d�e�nie comme suit.

I(F) = (�(F);F)

F est ordonn�ee en utilisant la relation de r�eductibilit�e par les r�egles de transformation boo-
l�eennes (le syst�eme S [ fEDg). � est ordonn�ee par les extensions lexicographiques et multi-
ensembles de l'ordre habituel sur les entiers (cf. chapitre 2).

Nous allons prouver que I(F) d�ecrô�t strictement.
Soit F une formule. Soit � 2 Rsolve. Soit F

0 la formule obtenue en appliquant la r�egle �
sur F . Alors, par d�e�nition, il existe une position p telle que F 0 = F [G0]p, o�u G

0 est obtenue en
appliquant la r�egle � �a la position � sur G = Fjp.

F [G]p !� F [G0]p

Nous prouvons maintenant que I d�ecrô�t strictement, en consid�erant tous les cas possibles
pour la r�egle �. Voir section A.1 pour les notations.

{ R�egles de transformation bool�eennes. Il est tr�es facile de v�eri�er que � n'augmente pas.
De plus, F d�ecrô�t strictement (par d�e�nition).

{ Decomposition, Clash, et Occur Check. nvar n'augmente pas, et size d�ecrô�t strictement.

{ Merging rule. Ces r�egles transforment une �equation x = t en t = s. De fa�con �evidente, cela
n'augmente pas nvar. size d�ecrô�t strictement apr�es application de la r�egle Decomposition

ou Clash (puisque s et t ne sont pas des variables et size(s) < size(t)).

{ Replacement et Generalized Replacement. x devient r�esolue donc nvar d�ecrô�t stricte-
ment. A cause du contrôle, les sous-formules de niveau sup�erieur restent inchang�ees.

{ Elimination of Quanti�ers.

1. (EQ1). Le nombre de variables d�ecrô�t strictement.

2. (EQ2). Imm�ediat.

3. (EQ3). Imm�ediat.



{ Explosion Binaire. Cette r�egle remplace une �equation de la forme y = t par des �equations
entre variables (apr�es application des r�egles d'uni�cation). Par cons�equent, la taille de la sous-
formule diminue strictement. En outre, nvar n'augmente pas, puisque les variables ajout�ees �a
la sous-formule sont de niveau �egal �a Level(x), donc strictement sup�erieur au niveau de x = t

(puisque x = t est dangeureuse).

c.q.f.d.

Th�eor�eme A.2.2. [compl�etude] Soit F une formule �equationnelle irr�eductible par le syst�eme
Rsolve. Alors F est en forme normale.

Preuve. Supposons que P contient un quanti�cateur universel 9x non r�esolu. Sans perte
de g�en�eralit�e, nous supposons que 9x est le quanti�cateur non r�esolu apparaissant au niveau le
plus bas dans la formule F , c'est-�a-dire un quanti�cateur apparaissant dans une formule 9x:F ,
o�u F ne contient que des quanti�cateurs r�esolus. Par irr�eductibilit�e par rapport �a S, F est de
la forme

Vk
i=1 :Pi, o�u x apparâ�t dans Pi (8i � k). Puisque 9x est le quanti�cateur non r�esolu

apparaissant au niveau le plus bas, si Pi est de la forme 9u:R alors u est r�esolu. Si Pi est de la
forme :9u:Ri, alors Pi doit être un pcl (sinon, on aurait x < u). Par irr�eductibilit�e par rapport
�a EQ1 Inst(E(Pi)) est in�ni. Puisque x 2 Pi, Pi est un pcl sur x.

Supposons que Pi est une �equation t = s. Par irr�eductibilit�e par rapport �a la r�egle Uni�ca-
tion, t ou s doit être une variable. Supposons que t 2 V . Si t = x alors, soit la r�egleGeneralized

Replacement s'applique, soit la r�egle S et la r�egle EQ3 s'appliquent. Donc t 6= x. Par irr�educ-
tibilit�e par rapport �a la r�egle Explosion Binaire, t = s ne doit pas être dangereuse. Donc t

est une variable de même niveau que x. D'o�u soit Level(x) = 0, soit les r�egles Generalized
Replacement et S s'appliquent et �eliminent t.

Si Pi est une disjonction, alors par irr�eductibilit�e par rapport �a la r�egle Explosion of
Disjunctions, x ne doit pas être sp�eciale, d'o�u la r�egle EQ2 s'applique. Par cons�equent F est
de la forme (?). D'autre part, si Level(x) > 0, toute formule atomique de F est n�egative et
contient x. D'o�u EQ2 s'applique.

Donc P ne contient aucun quanti�cateur non r�esolu. Soit 9x:P 0 la forme pr�enexe de P . Nous
montrons par induction structurelle sur l'ensemble des formules que 9x:P 0 est en forme normale.

{ Si P 0 est de la forme
Vn

i=1Ri o�u Ri (1 � i � n) est une formule atomique ou un pcl (avec
�eventuellement n = 0), alors par irr�eductibilit�e par la r�egle Replacement, chaque variable x

telle que Ri est de la forme x = ti apparâ�t une fois et une seule dans P . D'autre part, par
irr�eductibilit�e par la r�egle EQ1 tout pcl de P a un nombre in�ni de solutions.

{ Si P 0 est de la forme P1^P2, o�u P1 (resp. P2) n'est pas une conjonction, alors par irr�eductibilit�e
par la r�egle Explosion of Disjunction, P1 et P2 ne partagent aucune variable sp�eciale. Soit
P 0

1 �
Wn1

i=1 :fi et P
0
2 �

Wn2
i=1 :gi les formes normales disjonctives respectives de P1 et P2. Par

hypoth�ese d'induction, P 0
1 et P 0

2 sont en forme normale. Soit P 00 =
W

(i;j)2[1::n1]�[1::n2]
fi ^ gi la

forme normale disjonctive de P 0. fi et gi sont en forme normale. Puisque P1 et P2 ne partagent
aucune variable sp�eciale, fi ^ gi est de la forme (?).

{ Si P 0 est de la forme P1_P2, la preuve est imm�ediate : la forme normale disjonctive de P 0 est
simplement l'union des formes normales disjonctives de P1 et P2.

c.q.f.d.



A.3 Exemples et comparaisons avec les approches existantes

Illustrons le fonctionnement de notre algorithme de r�esolution par quelques exemples 2 et
mettons en �evidence les avantages de notre approche par rapport aux m�ethodes existantes (Co-
mon et Lescanne, 1989; Comon et Delor, 1994).

Le premier exemple montre l'int�erêt d'�eviter (comme dans (Comon et Delor, 1994), ou
dans l'algorithme pr�esent�e dans ce chapitre) la transformation syst�ematique en forme normale
conjonctive.

Exemple A.3.1. Soit � = fa; gg. Soit F la formule

9x:8y:(x = a ^ x 6= g(y))_ y = z:

Notre m�ethode donne :

F

!Merging 9x:8y:(x = a ^ a 6= g(y))_ x = z

!Clash 9x:8y:(x = a ^ ?) _ x = z

!S 9x:8y:(? _ x = z)

!S 8y:x = z

!S x = z

Si on applique le syst�eme de r�egles de (Comon et Lescanne, 1989), on obtient, par trans-
formation en forme normale conjonctive, le probl�eme

9x:8y:(x = a _ x = z) ^ (x 6= g(y)_ x = z):

Dans ce cas, la r�egle Explosion est n�ecessaire pour �eliminer le quanti�cateur universel y
apparaissant dans la sous-formule x 6= g(y). Par cons�equent, nous obtenons deux probl�emes
di��erents :

9x:8y:(x = a _ x = z) ^ (x 6= g(y)_ x = z) ^ x = a

et :

9x; x1:8y:(x = a _ x = z) ^ (x 6= g(y)_ x = z)^ x = g(x1):

Ces deux probl�emes sont r�eduits, par Merging et Decomposition, en :

F1 : 9x:8y:((x = a _ x = z)^ (x = z) ^ (x = a))

et

F2 : 9x; x1:8y:((x = a _ x = z) ^ (y 6= x1 _ x = z) ^ x = g(x1)):

F2 est transform�ee en 9x; x1:8y:((x = a_x = z)^ (x = z)^x = g(x1)). Ainsi, nous obtenons
�nalement la \d�e�nition avec contraintes" suivante :

x = a ^ z = a

ou

9x1:x = g(x1) ^ z = g(x1):

2: Par souci de clart�e, nous utilisons le quanti�cateur 8 dans les exemples �a la place de :9:.



Cet ensemble de solutions est naturellement �equivalent �a celui obtenu avec notre m�ethode.
Cependant, la forme normale obtenue et le processus de transformation sont plus simples avec
la m�ethode que nous proposons. L'application de la r�egle Explosion est �evit�ee, ce qui r�eduit la
complexit�e du processus de r�esolution. En e�et, la transformation en forme normale conjonctive
(ou disjonctive) peut dans certains cas empêcher l'application des r�egles de simpli�cation (ici la
r�egle de Merging entre x = a et x 6= g(y)) (voir (Comon, 1988) pour plus de d�etails sur ce
probl�eme). �

L'exemple suivant illustre l'utilisation des r�egles Explosion Binaire et Elimination of
quanti�ers 1,2.

Exemple A.3.2. Soit � = fa; b; fg. Soit F la formule

8y:x 6= f(y; y)^ x 6= b:

Notre m�ethode donne :

F

!Explosion Binaire (9x1; x2:(x = f(x1; x2) ^ 8y:f(x1; x2) 6= f(y; y))

_(8x1; x2:x 6= f(x1; x2))) ^ x 6= b

!Decompose (9x1; x2:(x = f(x1; x2) ^ 8y:(x1 6= y _ x2 6= y))

_(8x1; x2:x 6= f(x1; x2)))^ x 6= b

!Replace (9x1; x2:(x = f(x1; x2) ^ 8y:(x1 6= y _ x1 6= x2))

_(8x1; x2:x 6= f(x1; x2)))^ x 6= b

!S (9x1; x2:(x = f(x1; x2) ^ (8y:(x1 6= y) _ x1 6= x2))

_(8x1; x2:x 6= f(x1; x2)))^ x 6= b

!EQ2
(9x1; x2:(x = f(x1; x2) ^ x1 6= x2)

_(8x1; x2:x 6= f(x1; x2)))^ x 6= b

!ED (9x1; x2:(x = f(x1; x2) ^ x1 6= x2) ^ x 6= b)

_((8x1; x2:x 6= f(x1; x2))^ x 6= b)

!Replace (9x1; x2:(x = f(x1; x2) ^ x1 6= x2 ^ f(x1; x2) 6= b))

_((8x1; x2:x 6= f(x1; x2))^ x 6= b)

!Decompose (9x1; x2:(x = f(x1; x2) ^ x1 6= x2))

_((8x1; x2:x 6= f(x1; x2))^ x 6= b)

!EQ1
9x1; x2:(x = f(x1; x2)^ x1 6= x2)_ (x = a)

Remarque. La formule (8x1; x2:x 6= f(x1; x2)) ^ x 6= b est un pcl avec un nombre �ni de
solutions, ce qui justi�e l'application de la r�egle Elimination of Quanti�er 1.

�

Exemple A.3.3. Soit F la formule

9x:(P ^ (x = a _ Q))

o�u P et Q sont deux formules �equationnelles et x n'apparâ�t pas dans P .
Notre m�ethode donne :



F

!S6 P ^ (9x:(x = a _Q))

!S5 P ^ (9x:x = a) _ (9x:Q)

!EQ2
P ^ (> _ 9x:Q)

!S1 P ^ >

!S3 P

En utilisant l'algorithme de (Comon et Delor, 1994) ou (Comon et Lescanne, 1989),
nous devons r�esoudre les sous-formules P et Q, puis appliquer des r�egles de distributivit�e a�n
de transformer F en forme normale conjonctive, avant d'�eliminer la formule x. En fait, il est
inutile ici de r�esoudre la formule Q et de transformer la formule sous forme normale conjonctive.
Notre m�ethode permet d'�eviter ces deux transformations, ce qui peut être important si Q est
de grande taille. On r�esoud les sous-formules apparaissant dans le probl�eme ind�ependemment
des autres sous-formules avant de combiner les solutions obtenues ce qui permet de r�eduire dans
certains cas la complexit�e de l'algorithme de r�esolution.

�

Exemple A.3.4. Soit F une formule.

9x:(8y:x 6= f(y; y)^ Q):

Supposons que x n'apparâ�t pas dans Q.
Nous devons appliquer la r�egle Explosion Binaire a�n d'�eliminer la variable x. Notre

m�ethode applique en premier lieu la r�egle S6 pour r�eduire la port�ee du quanti�cateur existentiel :

(9x:8y:x 6= f(y; y))^Q:

Ensuite, la r�egle Explosion Binaire est appliqu�ee.

(9x:(8y1; y2:x 6= f(x1; x2)_ 9y1; y2:x 6= f(y1; y2) ^ 8y:f(y1; y2) = f(x; x)))^ Q

Apr�es simpli�cation, cette formule est transform�ee en :

(9x:(8y1; y2:x 6= f(x1; x2)) _ 9x:9y1; y2:y1 6= y2 ^ x = f(y1; y2)) ^Q

Ici, on obtient, en appliquant la r�egle Elimination of Quanti�ers, la formule : > ^ Q i.e.
Q.

Notre algorithme ne duplique pas la formule Q lors du processus de r�esolution.
En revanche, si la r�egle S6 n'est pas appliqu�ee pour r�eduire la port�ee du quanti�cateur 9x,

la formule Q peut être inutilement dupliqu�ee.
�





Annexe B

Correction interactive de

programmes imp�eratifs: exemple

Nous avons appliqu�e (chapitre 14) notre m�ethode �a la d�etection d'erreur dans des programmes
logiques. Il n'est pas di�cile de voir qu'elle peut s'appliquer aussi, en principe, �a des programmes
imp�eratifs. Nous donnons ci-dessous un exemple d'application de la m�ethode Ramc en v�eri�-
cation de programme imp�eratif. Le programme suivant (en Pascal) est suppos�e d�etecter des
cycles de longueur 2 dans un graphe de n noeuds. En fait, pour chaque noeud N , il ne d�etecte
qu'un seul cycle contenant N , et les autres cycles possibles sont perdus.

begin

p := 1;

while p � n do

q := 1;

cyc :=False;

while (q � n and not cyc) do

if (arc[p; q] and arc[q; p]) then

cyc :=True;

cycle[p; q] :=True;

(*)

q := q + 1;

p := p + 1;

end

Pour plus de clart�e, nous introduisons les formules suivantes I(p) et I 0(p; q). cycle[p; q] est
correct si et seulement si (arc[p; q]^arc[q; p]), cycle[p; q]. I(p) signi�e que cycle[p0; q] est correct
si p0 < p, et false is p0 > p. I 0(p; q) signi�e que cycle(p; q0) est correct si q0 < q false sinon.

I(p) 8q0; p0 2 [1;n]2 (1 � p0 < p) ) (cycle(p0; q0), (arc(p0; q0) ^ arc(q0; p0)))
(p < p0 � n)) (:cycle(p0; q0))

I 0(p; q) 8q0 2 [1;n] (1 � q0 < q) ) (cycle(p0; q0), (arc(p0; q0) ^ arc(q0; p0)))
(q � q0 � n)) (:cycle(p; q0))

Apr�es g�en�eration des pr�e et post-conditions, on obtient :

begin

fI(1) ^ I0(1; 1)g

p := 1;

fI(p) ^ I0(p; 1)g

while p � n do

fI(p) ^ I0(p; 1) ^ p � ng



fI(p) ^ I0(p; 1)g

q := 1;

cyc :=False;

while (q � n and not cyc) do

fI(p) ^ I0(p; q) ^ q � n ^ :cycg

if (arc[p; q] and arc[q; p]) then

cyc :=True;

cycle[p; q] :=True;

(*)

fI(p) ^ I0(p; q + 1)g

q := q + 1;

fI(p) ^ I0(p; q)g

fI(p) ^ I0(p; q) ^ :(q � n ^ :cyc)g

fI(p+ 1) ^ I0(p+ 1; 1)g

p := p + 1;

fI(p) ^ I0(p; 1)g

fI(p) ^ I0(p; 1) ^ p > ng

end

A partir des pr�e-conditions et post-conditions du programme, on obtient les formules suivantes.

I(p)^ I 0(p; q)^ :(q � n ^ :cyc)^ :(I(p+ 1) ^ I 0(p+ 1; 1))

Apr�es transformation en forme clausale et simpli�cation :

1 [[cyc : (q � n)]]
2 [[�cycle(x; y) _ arc(x; y) : (1 � x < p) ^ (1 � y � n)]]
3 [[�cycle(x; y) _ arc(y; x) : (1 � x < p) ^ (1 � y � n)]]
4 [[�arc(x; y) _�arc(y; x) _ cycle(x; y) : (1 � x < p) ^ (1 � y � n)]]
5 [[�cycle(x; y) : (p < x � n) ^ (1 � y � n)]]
6 [[�cycle(p; x) _ arc(x; y) : (1 � x < q)]]
7 [[�cycle(p; x) _ arc(y; x) : (1 � x < q)]]
8 [[cycle(p; x) _�arc(y; x) _�arc(x; y) : (1 � x < q)]]
9 [[�cycle(p; x) : (q � x � n)]]
10 [[�cycle(i; j) _�arc(i; j) _�arc(j; i) _ cycle(p + 1; j) : (i � p+ 1)]]
11 [[cycle(i; j) _ arc(i; j) _ cycle(p + 1; j) : >]]
12 [[cycle(i; j) _ arc(j; i) _ cycle(p + 1; j) : >]]
13 [[cycle(i; j) _ cycle(p + 1; j) : (i � p+ 1)]]
14 [[� : 1 > i _ i > n]]
15 [[� : 1 > j _ j > n]]
16 [[�cyc _ cycle(p; q � 1) : >]]
17 [[cyc _�cycle(p; q � 1) : >]]

Remarque. Ici i; j; n; p; q sont des constantes enti�eres (non interpr�et�ees) et x; y sont des
variables enti�eres. Voir (Caferra et Peltier, 1997b) pour plus de d�etails sur le traitement
des constantes enti�eres lors de la r�esolution des contraintes.

La m�ethode Ramc donne :



19 (resolution,5,13) [[cycle(i; j) : (i � p+ 1)]]
20 (dis-resolution,5,13) [[cycle(i; j) _ cycle(p + 1; j) : ?]]
21 (resolution,5,19) [[� : (i � p+ 1)]]
22 (dis-resolution,5,19) [[cycle(i; j) : ?]]
23 (resolution,5,10) [[�cycle(i; j) _�arc(i; j) _�arc(j; i) : (1 � p + 1)]]
24 (dis-resolution,5,10) [[�cycle(i; j) _�arc(i; j) _�arc(j; i) _�cycle(p + 1; j) : ?]]
25 (dis-resolution,4,23) [[�cycle(i; j) _�arc(i; j) _�arc(j; i) : (i � p+ 1) ^ (i � p)]]
26 (dis-resolution,4,23) [[�cycle(i; j) _�arc(i; j) _�arc(j; i) : (i < p)]]
27 (resolution,4,10) [[�arc(i; j) _�arc(j; i) : (i < p)]]
28 (resolution,5,11) [[cycle(i; j) _ arc(i; j) : >]]
29 (dis-resolution,5,11) [[cycle(i; j) _ arc(i; j) _ cycle(p + 1; j) : ?]]
30 (resolution,2,28) [[arc(i; j) : (i < p)]]
31 (resolution,5,12) [[cycle(i; j) _ arc(j; i) : >]]
32 (dis-resolution,5,12) [[cycle(i; j) _ arc(j; i) _ cycle(p + 1; j) : ?]]
33 (resolution,3,31) [[arc(j; i) : (i < p)]]
34 (resolution,30,27) [[�arc(j; i) : (i < p)]]
35 (resolution,33,24) [[� : (i < p)]]
36 (simplify,21,35) [[� : i 6= p]]
37 (resolution,8,25) [[�arc(p; j) _�arc(j; p) : (1 � j < q)]]
38 (resolution,6,38) [[arc(p; j) : (1 � j < q)]]
39 (resolution,7,31) [[arc(j; p) : (1 � j < q)]]
40 (resolution,37,38) [[�arc(j; p) : (1 � j < q)]]
41 (resolution,39,40) [[� : (1 � j < q)]]
42 (simplify,15,41) [[� : j < q]]
43 (resolution,9,28) [[arc(p; j) : >]]
44 (dis-resolution,9,28) [[cycle(i; j) _ arc(i; j) : ?]]
45 (resolution,9,31) [[arc(j; p) : >]]
46 (dis-resolution,9,28) [[cycle(i; j) _ arc(j; i) : ?]]
47 (simplify,35,15,1) [[cyc : >]]
48 (resolution,47,16) [[cycle(p; q � 1) : >]]
49 (resolution,48,6) [[arc(p; q� 1) : >]]
50 (resolution,48,7) [[arc(q � 1; p) : >]]

On obtient le mod�ele suivant.

41 (resolution,39,40) [[� : (1 � j < q)]]
45 (resolution,9,31) [[arc(j; p) : >]]
47 (simplify,35,15,1) [[cyc : >]]
48 (resolution,47,16) [[cycle(p; q � 1) : >]]
49 (resolution,48,6) [[arc(p; q� 1) : >]]
50 (resolution,48,7) [[arc(q � 1; p) : >]]
36 (simplify,21,35) [[� : i 6= p]]

Ce mod�ele donne un indice qui indique pourquoi le programme n'est pas correct et aide ainsi
�a corriger le programme initial. Ici cyc := False doit remplacer (*). En fait, le bool�een cyc est
inutile puisque il sera toujours false, quel que soit le graphe donn�e en entr�ee.

Cet exemple illustre la possibilit�e d'appliquer notre m�ethode pour la d�etection d'erreur dans
des programmes imp�eratifs. Notons que la g�en�eration des pr�e et post-conditions, ainsi que le
choix de la formule sur laquelle appliquer la m�ethode, ont �et�e e�ectu�es manuellement.


