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Introduction

L'ceil humain nous permet de percevoir notre environnement et ainsi de pouvoir, par exemple,
reconnaitre des personnes ou des objets. Grace a nos deux yeux, nous sommes en plus capables
d’'estimer des distances ou des vitesses. En vision par ordinateur, aussicapig@h artificielle,
le développement de méthodes et de nouvelles technologies permetlidi@mou de compléter la
vision humaine dans de nombreuses applications voire méme de la remplacer.

Parmi les nombreux exemples d’applications de la vision par ordinateur, on peut citeratiarcr”
de machines mobiles et autonomes, la surveillance gatiori automatique ou assistde modles
tridimensionnels d’objets existants, I'assistance pour desaiphs chirurgicales ou bien la recherche
d'informations dans des bases de dees constiteés d’'images ou de séquences vidéo. Les raisons
de I'utilisation de la vision par ordinateur sont liees aux atouts qu’offre I'informatique : rapidit”
traitement de gros volumes d'informations, fiabilité et dispondhilita recherche dans de grands en-
sembles d’'images, pour l'identification de personnes ou pour la recherche d’'images avec un contenu
similairea une image donnée, est un bon exemple ou une grande qudiimitrmations est présente
et al le temps deaponse peuttte un facteur critique.

Nous nous irgfessons, dans cetteetie, surtoud T'utilisation de la vision par ordinateur pour la
perception tridimensionnelle de I'environnement, aussi agpeision 3D. Les donnéestraiter sont
des images de I'environnement prises par des caméras. Un systeme de vision 3D a pour but d’ex-
traire des informations de nature tridimensionnelle. Par exempleghicwé autonome conduisant
sur un terrain inconnu doit étre capable de détecter les obstacles et d’estimer leur distance afin de
pouvoir les éviter. Le contournement d'obstacles et la navigation en général peuvent s’appuyer sur
des informations provenant du systeme de vision, dmmgue la saisie d'objets par un bras aréicul”

D’autres applications sont basées sur la création destasdridimensionnels d’objets ou d’envi-
ronnements, éventuellement enrichis par une texaalisté ou par des informations surédlectance
de surfaces. De tels modeles rendent possible la navigation virtuelle dans ces environnements ; on peut
par exemple penserla visite virtuelle de mwegs ou de maisons a vendre ou, pourquoi pas, d’'un trou
de ver de terre qui a @modlisé a I'aide d’'une caméra miniature. Ces applications se distinguent
des techniques classiques deetidion 3D par la libed’du choix de point de vue : une exgEnce
excitante serait par exemple de suivre un penalty de football de la position du gardien de but ou en-
core mieux, depuis le ballon! Ce dernier exemple sershie futuriste, vu I'aspect dynamique de
I'environnemenia modliser. Mais il existe dja des logiciels qui permettent de créer des modeles 3D
« photogalistes» d'objets a partir de quelques images de ces objets. Si ceci demande encore un cer-
tain taux d'interaction de la part de I'utilisateur, kctie de la vision par ordinateur dans ce domaine
est d’'augmentea la fois le dege’d’automatisme et dealisme dans la edtion de modles.
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La détermination de mesures tridimensionnelles demande un certain calibrage du cesseair, *
la can€ra. Les caméras effectuent des projections de I'espace tridimensionnel dans un espace bidi-
mensionnel, une surface photosensible. Cette projectiongreuiodélisé de plusieurs facons et le
calibrage d’'une camra consiste en laetérmination des valeurs des parameétres d’'unaieodhoisi.
Le procédé classique pour des applications de vision 3D consiste en un calibrage hors ligne, suivi de
I'application proprement dite. Le calibrage hors ligne est typiqguement effenta urequipement
spécial. Or, parmi les applicationgdfites ci-dessus, il y en ai@et équipement n’est pas disponible.
C'est par exemple le cas pour des applications grand public pour lesquelles I'utilisation des caméras
doit étre la plus confortable possible. Beaucoup d’applications nécessitent une mise a jour fréquente
du calibrage, due a des changememtighdiés (zoom, mise au point) ou accidentelle (influences ther-
migues, vibrations) de paratres de la caméra. La miagour par un nouveau calibrage hors ligne
est pour le moins fastidieuse, et est souvent completemengiiabdd’ si I'application en cours ne doit
pase€tre interrompue.

A ce stade, on se pose naturellement quelques questions.

> D’une manéere gnérale, est-ce qu'on peut s'affranchir du besoin de calibrer les caméras pour
effectuer des mesures tridimensionnelles?

> Si oui, quels types de mesures sont possibles avec des caméras non calibrees?

Avant de donner degponses, nous considérons un autre type de captdarsituation est similaire,

mais plus simple. Que peut-on mesurer avec un thermometre dont la graduatande&eé ? On

ne peut plus gwrdonnerdes températures. L'ajout d’'une marque sechiélle permet de mesurer

des tempftatures relativea cette marque et deux marques permettent finalement de mesurer des
tempEratures absolues.

Revenons aux caenas. Habituellement, on veut mesurer des informations tridimensionnelles qui
sont conformes a notre perception du monde : on s’attend par exemple a ce que les dimensions des
objets soient mesurées en unités métriques ou que les angles formés par les murs d’une maison soient
reconnus comme étant des angles droits. Avec des caméras non calibrées, de telles informations mé-
trigues ne peuvent pastré détermiaés. Tout de mrne, il est possible d’'extraire des informations
tridimensionnelles, mais qui sont moins riches. Le type deeait®8D que I'on peut obtenm partir
d’'images non calibrées d’'un objet est présatns la figure 1.1 (b). Un tel modele n’est certainement
pas satisfaisant pour le regard, mais il permet tout denendle reconngie I'objet commeetant une
maison.

Nous pouvons alors donner uneponse positiva la premére question ci-dessus. Nous allons
répondrea’la deuxéme question dans la suite de la these, en termesmatitues ; ici, nous nous
contentons de la réponse qualitative donnée par la figure 1.1 (b). Deux nouvelles questions émergent
directement.

> A quoi servent des informations tridimensionnelles non métriqgues?

> Quelles sont les informations facilesintégrer qui permettent d'obtenir des informations mé-
triques?

La vision 3D non calibrée est la partie de la vision par ordinateur qui donne des réponses a ces
guestions. Des modéles non métriques trouvent des applications dans les domaines de la synthése
de vues, de la reconnaissance d'objets et du contrdle de mouvements de robots manipulateurs. Ces
mocEles peuvent aussi former une premiétape pour la construction de modelestrigjues : I'in-
formation non netrique est souvent facile a obtenir et ceci de manstable. Ensuite, I'introduction



(a) Un moetle métrique. (b) Un modtle dit « projectif ».
Les angles et les distances ne sont
pas pesenégs, mais la coplanaat”
et la « topologie » de I'objet le
sont.

FiGc. 1.1:Deux moeles tridimensionnels d’'une maison.

de quelques informations supplémentaires permet de trouver ualeno@trique. Ces informations
suppEmentaires peuvent étre de plusieurs types. Nous considérons surtout Ueilaast connu que
toutes les images d'uneglencex’interpréter proviennent de la méme easen'D’autres possibikis
intéressantes sont des mouvements appropriés de la caméra.

Organisation de la these. Dans cette introduction, nous avons dertaes ides générales sur le
sujet étude’ dans cette #se.

Le chapitre 3 pesente une introduction étendue et plus spécifiqgue. Les concepts importants en
vision non calibrée y sont expligs; tels que la reconstruction projective, I'auto-calibrage et la stra-
tification de la reconstruction. Ce chapitrefitiit un cadre général dans lequel nouscples nos
contributions, qui sont réparties sur les chapitres74 °

Dans le chapitre 2, nous décrivons des éléments de base qui seront utiles pour la lecture de la
thése et nous fixons les notations que nous allons utiliser.

Dans le chapitre 4, nous considérons le peat’de la reconstruction tridimensionnelle a partir
de deux images. Nous y expliquons pourquoi les méthodes classiques sont inadaptées au probleme
de la reconstruction projective. Une nouvelle méthode est proposée qui effectue une reconstruction
projective optimale au sens d’'un @i raisonnable.

Ensuite, dans le chapitre 5, nous proposons une méthode pour la reconstruction projective qui uti-
lise plusieurs images simultament, areliorant ainsi la stabilé’et la pecision de la reconstruction.

La méthode est élégante et performante, mais nous discutons aussi ses inconvénients.

Le chapitre 6 estellié a I'auto-calibrage. Ces dernieres années, beaucoup de travaux sur le sujet
ontémergeé ; nous leesumons dans wetat de I'art. Dans ce chapitre, nous proposons une méthode
pour l'auto-calibrage d’'une caena lintaire, qui se présente relativement simplement par rapport au
cas des caméras habituelles. Nous considérons aussi I'auto-calibrage de caméras avec ua objectif °
focale variable. Une ethode est proposée qui s’appuie sur un pré-calibrage d’'une caméra.
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Dans le chapitre 7, nous étudions les situationseggnirescence de I'auto-calibrage, plus concre-
tement les mouvements de caméra qui causentapsitescences pathologiques. Ce chapitre contient
uneétude théorique du probleme, quenea des conclusions importantes pour la pratique.

La thése est close par le chapitre & nous Esumons nos conclusions et indiquons quelques
perspectives pour la recherche sur les sujets traités.

Des dtails et des preuves complétant le contenu des chapitres sont donnés dans les aanexes A °
D.



Eléments de base

Dans ce chapitre, nous décrivons des élé-
ments de base qui seront nécessaires pour la
lecture de cette these. Tout d’abord, nous défi-
nissons les notations utilisées. Ensuite, les mo-
deles de caméra employés dans cette these

sont décrits, ainsi que la géométrie épipolaire,
les quadriques et d’autres éléments géométri-
ques.

Pour compléter le contenu du chapitre, nous
renvoyons au livre de Faugeras [58] et aux livres
de géométrie, par exemple [20, 171].
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2.1 Conventions et notations

Tout au long de cette thése, nous travaillonsceardonrees homognes a défaut de mention
contraire, les points, les droites, les transformations etc. soresemés par des vecteurs ou ma-
trices, parfois des tenseursfitis a un facteur multiplicatif ps. L'égali€ a un facteur multiplicatif
prés entre vecteurs ou matrices essighée par le symbole. Nous ne distinguons en général pas
les enti€s ggonBtriques et leurs représentations algébriques, par exemple nous ne faisons pas de
difference entre un point et son vecteur de coordonnées ou entre une conique eesantapon
matricielle, donee par rappora un regre qui est dferminé par le contexte.

Les vecteurs sont représentés par des caracteres gras, eprantes matrices par des caracteres
sans-sérif, comm@. Les points 3D sont notés en majuscules, le plus soueati Q,. Un point
image (2D) correspondant est déesiquer le ngme caractere, en minuscule ; éigou q,,. L'index p
énunere les points etles images ou vues. Ainsiy, est la projection dw€ point dans la€ vue. Les
matrices de projection sont nomméesu P;. La droite reliant deux point€); et Q, est désignée
par(Q: Qo).

Les coniques, quadriques et plans sont désignés par des caracteres grecs, minuscules pour les
coniques, comme, et majuscules pour les autres, comm@our un cdbne efl pour un plan. Les
coniques dans I'espace 3D (voir plus bas) sont notées en majudeule :

q représente un vecteur colonne. Un vecteur ligne estelpang’, ol T désigne la transposition,
d’'un vecteur ou d’'une matrice. PAr ", nous abr'egeor(szAT)f1 ou (A*l)T. Une sous-matrice d'une
matriceA est souvent n@g€A. Le signeA est 'opérateur du produit vectoriel éj], est la matrice
anti-symeétrique associée a un vectqute longueur 3, pour le produit vectoriel :

0 —g ¢
[ar=1| @ 0 —aq
—q2 ¢ 0

Parfois, nous @signons la matrice adjoingeA par A*, c'esta-dire que :

Les vecteurs et matrices nuls sont representég by, 05 ou 034, leurs dimensions étant connues
du contexte ou indiquées par des indices. La matrice ideesit @signée par, ouI,, pour indiquer
ses dimensions.
Par abus de langage, nous appelons les similitudes somaasformations euclidiennes
ParP™ nous @signons I'espace projectif de dimension
Quand nous parlons de projections perspectives ou affines, sans préciser les dimensions des es-
paces concernés, nous sous-entendons des projectiBh dansP?. Par desruits gaussienstout
court, nous entendons des bruits de distribution normale, centrés, indépendants et de variance égale.

2.2 Des moe&les de camra

Dans cette section, nous décrivons les modeles derzamtilisés dans cette thése. Principalement,
le modele decaméra perspectiveest emplog” (voir 2.2.1 et 2.2.2). Dans 2.2.3, nous adoptons un
mocele sEnoE qui permet de traiter agient son cas limite, leameéra affine et ses sous-classes, les
projections orthographique, orthographicud'€chelle (perspective faible) et para-perspective. Les
caméras linéairessont brievement disce€s en 2.2.4.
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2.2.1 La projection sénope

Le mocEle sEnoE modlise une projection perspective avec agntre de projection C et un
plan image II. Le centre de projection est souvent aussi appelitre optique et le plan image,
rétine. La projection d’'un poinQ de I'espace estafinie commeetant l'intersectiony du rayon de
projection (CQ) avec le plan image. Cette projection peut étreespnée par une transformation
projectiveP deP3 versP?:

q3 ~ P3x4Q4

ou les indices indiquent les dimensions des entit’a matricé®> est appeléenatrice de projection.

Nous supposons dans la suite que la matrice de projection est toujours de plein rang, c'est-a-dire
de rang 3. Le centre de projection est représenté (en coadsrimomognes) par n’importe quel
vecteurC du noyau deP. Ceci correspond bien au fait que la projection du centre de projection n'est
pas dfinie: PC = 03 (nous rappelons que les vecteurs nuls ne sont pas admis comme vecteurs de
coordonnées homeges).

Point
principal

~
Plan~
/a”foc;\s~~

|
|
|
|
|
|
| o
| Centre de projection
|

I

FIG. 2.1:Le moele sénofe.

Nous dfinissons maintenant quelques autres notations associées ale redofE : I'axe op-
tique est la droite passant par le centre de projection et perpendiculaire au plan image. Son inter-
section avec le plan image estgeint principal . Le plan focal est constite des points dé?3 qui
se projettent sur des points a l'infini du plan image. Il s’agit donc du plan passant par le centre de
projection qui est paralé au plan image.
Nous distinguons maintenant les deux principaux modeles de caméraamaea perspective
est une caméra effectuant une projecti@metE, dont le centre de projection est un point qui n’est pas
a l'infini. Une telle projection est aussi appelée projection perspective parfaitecdinera affine
[134] est une camra dont la matrice de projection est une transformation affine, c’est-a-dire de la

forme suivante :
Poxs Do
" ( of 1
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Une condition ecessaire et suffisante pour gu’une caméra soit affine est que son plan focal soit le plan
a l'infini. Ceci implique que le centre de projection est a l'infifbutedes droites perpendiculaires au
plan image passent par le centre de projection et donc les concepts d’axe optique et de point principal
n'ont plus de sens pour la caméra affine.

Dans le prochain paragraphe, nous décrirons les pramintrineques et extriregjues de la
caméra perspective de maniére classique. En 2.2.3 nous présentons eflisation Egérement dif-
ferente qui permettra d’'unifier la formulation aelyique des caméras perspective et affine.

2.2.2 Paranetres intrinseques et extringques de la caréra perspective

La matrice de projectio® ne ©vele pas directement les grandeurs physiques qui eassoit
le processus de prise d'images avec unearangelle. Nous allons donc, dans la suitecdfe une
facon de @composelP en des paragties reftant des grandeurs physiques de la caméra (et du
syseme d’acquisition). Cette caractérisation de la eenrie capte pas les effets non religbbles
par le mo&le s€noE idéal, comme par exemple les distorsions optiques (voir 2.2.5). La plupart des
chercheurs en vision par ordinateur se contentent pourtant du degré d’approximatiorea@da r’
fourni par ce modele (ce qui est different dans le domaine de la photogrtimmi la pécision
maximale des mesures est I'un des buts essentiels).

D’abord, nous introduisons quelques repéres de coordonnées par rapport auxquels nous allons
définir les transformations composdnt

> Un regere global par rapport auquel sont donnés les points tridimensionnels. Nous I'appelons
le repere monde

> Un repere 3D local attacha la caneta, lerepere canéra.
> Un repere 2D du plan image, tepére image
> Un deuxéme repte 2D du plan image, leepere pixels assoad’a la grille des pixels.

Le repere caméra est souvent choisi de la facon suivante [58, 98]: le centre de projection est pris
comme origine, I'axe optique aucide avec I'axe deg et le plan image est le pladi = f, ou f
est la distance focale de la cama. Le repfe image a son origine au point principal et ses axes sont
paralEles aux axes deX¥ etY du repére caméra. Quant au eep pixels, nous choisissons de mettre
son origine au coin supérieur gauche de la matrice des pixels ; un des deux axesrdwestparal-
lelea un axe du regre image. Le deuxieme axe est g&lément perpendiculaire au premier, mais
I'omission de cette contrainte permet de ralisEr des caméras avec des pixels non rectangulaires, en
forme de para#tiogramme. Ces repéres sont présentés dans la figure 2.2.

La projection perspectiv® peut maintenanette dscompose en une suite de transformations
entre les repres définis ci-dessus::

P~A PP T,
ou nous avons:

> T est la transformation rigide entre le s¥p monde et le repére cam. Elle est de la forme :

[ Raxz —Rt3
T4><4—< ol 1 )

ou R est une matrice de rotation (une matrice orthogon&@)dique I'orientation de la caara
par rapport au monde étsa position.
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v
u Pixels

FIG. 2.2:Les regres du moéle sénoge.

> PP est la projection perspective proprement dite. Un p@nmt (X,Y, Z,1)T dans le repre
camera se projette sur un poigt~ (z,y,1)" avec:

X Y
T = f7 Yy = fg .
En utilisant des ent#s homoghes, cette projection peetré repesente par la matrice :

f 000
PL,~10 f 0 0] . (2.1)
00 10

> A est la transformation (affine) reliant les reperes image et pixels. Sa famaeadg est:

ky —kycot® wug
A= 0 si];v Yo

0 0 1

Les parareires utili€s sont les suivants;, etk, sont les dimensions des pixels (la longueur
inverse de leurs ctés») ; ©, I'angle entre les axes (le®#&3) des pixels(ug,vo)", les coor-
donrées du point principal dans le e pixels.

PuisqueR ett définissent le positionnement de la caméra dans son environnement, ils sont souvent
appeEsparametres extrinsequesde la caméra. Les autres grandeus €., f, ©, uo etvy) décrivent
des propriétés physiques spécifiques de la caméra et de la carte d’acquisition et sont donc appelées
parametres intrinseques

Il est facile de voir que les paramétrks, k, et f ne comptent que pour deux paraimes indé-
pendants : le produit d& et P est:

kuf —kyfcot® wuy 0
A PP = 0 % Vo 0 = K3><3 03
0 0 1 0
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ou k,, etk, apparaissent toujours avec le factguNous restreignons donc I'ensemble des pataes
intrinseques aux suivantsw, = ky,f,a, = kyf,0,up,v9. Les parameiresa,, et a, mesurent la
distance focale, avec comme unité les dimensions des pixels.

Nous appelon& la matrice des pararetres intrinseques

o, —a,cot® g

K= 0 sioriv@ Yo
0 0 1

Le rapportr = w32 Sm@ est apped’rapport d’ échellede la caméra. Avec des pixels rectangulaires
(©=90°),le rapport d’échellequivaut le rapport des dimensions d’un pixel.

Etant donee une matrice de projectidhd’une canera perspective, il est aisé d’en extraire les
parangtres intringgues et extrinseéques. SBit= ( P |p). SiP est normalisée de telle man€ que sa
troisieme ligne soit de normk la décomposition QL d®" nous fournit les matrices des paraimes
intrinséques (triangulaire supérieut€)et d’orientation de la caméra (orthogonalke) P = KR. Le
vecteur de translation est ensuite cadcpiirt = —RTK~1p.

Une ddcomposition courante et utile de la matrice de projection est la suivante :

P=KR( I3 |—t)

2.2.3 Une autre formulation — Unification des moeles perspectif et affine

Le choix du repére caera fait dans la section @eédente, et la transformation perspectie
induite ne permettent pas d'eerilVer la transformation de projection d’une aana affine. La raison
est que le centre de projection estefix’I'origine et que la variation de la distance focdldait
« bouger» le plan image Or, pour obtenir une caméra affine, il fawdpdacer leplan focal et avec
lui le centre de projection, a l'infini. Nous adoptons donc un autre modalépogine du repere
caméra est le point principal, au lieu du centre de projection. Ce dernier se trouve alors a la position
C ~ (0,0,—f,1)T (cf. la figure 2.3). Ce modeleeté introduit par Szeliski et Kang [196, 197] (voir
aussi une l@ve discussion dans [58]) et est utilisé pour la reconstruction multi-image pareuesn”™
et Azarbayejani et Pentland [9].

Avec cette modlisation, un poinlQ ~ (X,Y,Z,1)T dans le repére caena se projette sur un

pointq ~ (z,y,1)T par:

X Y
11z YT 1+zp°
oupg= est I'inverse de la distance focale. Cette projection peut étresepte par la matrice :

100 0 f 00 0
PP~[0 1 0 0fJ~[0 f 0 0
008 1 00 1 f

qui est a comparer avét’ pour I'autre choix de repeéres, dont la quatrieme colonne est le vecteur nul
(voir I"equation (2.1)). Changét fait se dEplacer le centre de projection, et notamment si I'on annule
(3, on obtient une projection affine : le plan focal est le gdlfinfini et le centre de projection est le
pointa I'infini dans la direction normale au plan image.
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Caméra

q
/‘

FIG. 2.3:Le repere cangéra attacte au plan image.

2.2.3.1 Cangra affine

Nous considérons, dans la suite de ce paragraphe, uniquement le cas derlaffing, c’'est-
dire le cas a8 = 0. Nous allons driver les parametres intrieques de la caméra affine directement
des paramatres intringeques de la caméra perspective. Ceci est cemfitairea’I'approche de Quan
[164] qui les extrait de la matrice de projection affieelwite, par uneetomposition QL.

Examinons la forme de la matrice de projection compléte :

P ~ APT
ky —kycot® 0 wug

R —Rt

_ ky

- 0 sin © 0 vo (()T 1 >
0 0 0 1

RoxoRaxs  —K Rt + ()
Vo )
o' 1
ou:

ra <k0u —kukcvot ®>

sin ©

etR est une matrice de rotaticnampuge », constiti€e des deux premiéres lignesRieElle repg-
sente pourtant entierement la rotati®npuisque la troigme ligne peut eptfe reconstituée : elle est
orthogonale aux deux autres et de nofimi existe deux solutions pour la troisieme ligne dont il faut
choisir celle qui fait que leeterminant d&k est égahl.

Le point principal n'est plus défini pour la caméra affine — tous les points du plan image peuvent
étre considrés comme la projection orthographique du centre de projection. On peut donc librement
choisir un point de référence pour I'image. Par un choix adéquat, on peut annuler les deux premiers
eléments de la derniere colonne de la matrice de projection, et ainsi absorber la translation de la
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cameéra dans I'espace. Ceci correspond a choisir comme pointetené$” de I'image la projection
du point de eférence du resye monde. Avec cette matrice de projection simplifiéequation de

projection devient :
KR 0

Siq etQ sont dones en coordorges non homagnes §3 = 1 etQ4 = 1), cetteéquation esexacte

(= au lieu de~) et on peut alors utiliser une matrice de projection affine réduite, comme elle est
considérée pour l'auto-calibrage par Quan [164] ou edipour la reconstruction multi-image par
factorisation par Tomasi, Poelman, Weinshall et Kanade [202, 149, 219]:

Puisque nous travaillons maintenant en coorésnmon homoegnes, cette matrice estfiliie de ma-
nieére unique — il n'y a pas de liberté de facteur d’échelle.

Les matricesK et R jouent, pour la camra affine, le reine role queK et R pour la carefa
perspective.

> K estlamatrice des pararretres intrinséquesde la caméra affine, contenant 8qsarametres
intrins eques k., k, et ©. Ces parartres ont la raie signification que,, o, et © pour la
camera perspectivek,, et k, représentent les échelles de la projection par rapport aux deux
directions du plan image et nous retrouvons le méme rapport d'échelle que pourdeacam’
perspective r = £.3108 — 2. 30 @ est I'angle entre les axes des pixels. Le point principal
n'est plus défini.

> R rep@sente entierement la position de la caméra :istdtvecteur comptant la matrice de

rotation:R = ;) R rep®sente brientation du plan image et Igposition du centre de

T
°= (i)
Si nous décomposor en trois matrices de rotation autour des axesXies et Z, dans le

bon ordre, nous pouvons attribuer des roles individuels3gparametres extrinsgaques c'est-
a-dire les angles des trois rotations :

projection est donnée par:

cospz —sinpz 0

Rz = |sinpz cospz O
0 0 1
cospy 0 sinpy 1 0 1
Ry = 0 1 0 Rx= |0 cospx —sinpx
—sinpy 0 cospy 0 sinpx cospy

Avec R = Rz(RyRYy), les anglesx et py définissent uniquement fpositiondu centre de
projection qui, pour la caméra affinegfitiit aussi lorientationdu plan image dans le monde:

— sin py
C— sin px cos py
~ | cos px cos py
0
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Quanta I'anglepz, il déecrit la rotationdansle plan image. S’il y avait un axe optique, on dirait
gue c’est la rotation autour de cet axe.

Cette distinction des parametres exteiggés nous seraes utile pour lEtude desexjuences de
mouvements qui sont critiques pour I'auto-calibrage de la caméra affine.

En faisant varier les paragires intrinegues nous pouvons maintenant reconstituer les sous-
classes bien connues de la caméra affine — les caméras orthographique, orthogmapkicjusle
et para-perspective [4, 94, 142]. Si nous supposons que les pixels sont rectangulairesdicgest-"
O = 90°, nous obtenons la matrice des paedras intringgues suivante :

= ky O

K= (0 kv>
Quantak, etk,, nous distinguons trois cas: des pixels carkgs£ k,) donnent lieu a une projection
orthographique a I'échelle(ou perspective faible). La restriction supplémentéiye= k£, = 1 méne
a une projectiororthographique. Quant au ca%, # k,, hous pourrions parler d’une projection
orthographique aux échelles an-isotropiques

Quant aux projectionpara-perspectives il est connu gu’elles sont équivalentes aux projections

affines (Basri x Para-perspectives Affine » [10]). Par inspection des paratnés intringques de la
caméra affine, nous pouvons remarquer qu’une projection para-perspective genérateepaot-
lisee par une caméra affine avec des pixels non rectangulaires ! Dans [164], Quan montre la relation
entre les parametres intregues de la caméra affine avec une patasdtion courante de la caméra
para-perspective.

2.2.4 Lacaneralinéaire

Dans les paragraphes précédents, nous avons considéré des caméras effectuant des projections
du monde 3D sur uplanimage ou, pour des caméras physiques, sur une surface d’élements photo-
sensibles. Il existent d'autres types de caméras, dont celles avelraiteemage, ou posdant un
vecteurd’'elements photosensibles. Ces eaas sont, par exemple, utilisées dans I'imagerie satelli-
taire, ai une image bidimensionnelle est obtenue en collant erie d'images lieaires (colonnes de
pixels) ensemble, obtenues par la caméra toutlealayant» la seEne [84].

Un autre mode d’application condamne les caméras a une vie dans un plan: et leur centre de
projection et la droite image bougent dans un plan et seuls les points du plan sont vus par la caméra.
Nous dsignons cette situation par la notionadenéra linéaire. Si besoin est de distinguer les cameé-
ras habituelles des cards lirgaires, nous employons les expressicar®éeras planairesoucameras
2D. Une application de caenas liréaires est prévue par exemple dans le projet Praxitele [145]: des
voitures sont équipées avec des eaas lir€aires qui leur permettront de se positionner par rapport °
d’autres voitures afin de les suivre en conduite automatique. Le positionnement semddaidé
de lumeres fixées l'arriere de chaque voiture.

La can€ra lindaire peutefre modélisé par une projection estoE du plan projectifP? sur la
droite projectiveP!. Les notations introduites pour la caméra planaire au 2.2.1 se traduisent sans
changement au cas présent (par exemple, nous pourrions distinguer égasin®aires perspectives
et affines). La position de la card linéaire estefinie par la position du centre de projection dans
le plan et I'orientation de la droite de projection, ce qui compte pouB legrametres extringques
Il N’y a que 2 parametres intrinseques le point principal, représeatpar une coordom®u, et la
distance focale¢’, mesu€e relativemena k,,, I'inverse de la taille des pixels (dans la direction de la
droite image).
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En 6.3, nous dctrivons une méthode d'auto-calibrage pour la eaniinéaire, pour laquelle nous
exploitons son tenseur trifocal (voir 2.4.1). Le netelde la carafa linéaire est utilis’par Quan pour
la reconstruction affine de droitespartir de vues affines (cf. 2.4.1).

2.2.5 Mockles plus complexes

Pour des applications nécessitant une haute précision de mesure,die sEGOE est gnéra-
lement insuffisant, I'approximation de la projection physique étant trop faible. Ce sont surtout les
photogrammetres qui ont étediés @viations par rapport a la projection perspective que I'on peut
modéliser et gu'il faudrait prendre en compte pour une précisiesige [178]. Un modle tres ré-
pandu contient, outre les paretres intringques du moele s€nofE, des coefficients de distorsion
radiale et de dCentrage [28, 29]. Une alternatisda modlisation et au calibrage explicites des dis-
torsions consiste en la correction des distorsions par des transformations locales des images, qui ont
ett détermiréesa partir de I'image d’une mire spéciale [23]. Il existe une multitude d’autres ph”
nomenes, comme le line-jitter » [17] ou le vignetage [8], qui invalident le metE sEnoE (voir
[178] pour une collection). Nous n’allons pas détailler cette liste, puisque nous adoptonsdie mod"
de canera s€noE dans cette #se qui est suffisant pour la plupart des applications en vision par
ordinateur.

2.3 La geometrie épipolaire

La géonstrie épipolaire est surtout considérée en vue de deux objectifs : I'appariement de pri-
mitives image et I'orientation relative de deux vues. En ce qui concerne I'appariement, la contrainte
épipolaire bien connue se dérive facilemanitaide d’'un dessin comme monteén figure 2.4. Un
point 3D Q définit, avec les deux centres de projection, un plan que I'on appellerplaorépi-
polaire. Ce plan coupe les plans image en deux droites, appdleéss épipolaires Au faisceau
des plans épipolaires, dont la base est la droite reliant les centres optiques, correspond un faisceau de
droitesépipolaires dans chaque image. Le point de base d'un faisceau de droites épipolairesest appel”
épipdle. Lepipdle dans une vue est I'image du centre de projection de I'autre vue. Nous désignons
la projection du centre optique dejéicaméra dans léévue pare;;. Dans le cas de seulement deux
vues, nous utilisons les notations simplifiegs= e;s etey = ey;.

La correspondance bijective entre les plans épipolaires et les droites épipolaires dans chaque
image induit une correspondance entre les deux faiscepipolaires : lhomographie épipolaire
projette une droite épipolaire sur la droite épipolaire dans l'autre image qui se trouve dagmde m”
plan épipolaire.

Considrons les projectiong; et qs du point 3DQ. Les deux points image se trouvent sur les
deux droites épipolaires qui sont associées au plan épipolaif@. den dira de ces deux droites
gu’elles sont les droites épipolaires correspondantes, ou assaigest q2. Si Q se dEplace dans
son plan épipolaire, les positions geetq, dans les images peuvent changer, mais ils restent sur les
mémes droitegpipolaires. Il est donc facile voir que toute paire de pointg etq, qui se trouvent
sur deux droites épipolaires correspondantes, sont les projections possibles d'un point 3D. Dans le
cas contraire, c'est-a-dire si les droitggipolaires de points imagg etqs ne se correspondent pas,
ces deux points ne peuvent pas étre les projections communes d’un point 3D.

Nous venons deetrire la contraint@pipolaire pour I'appariement de points dans deux images.
Elle est en ghéral utiliste pour restreindre la recherche de points correspondants le long de paires de
droitesepipolaires correspondantes.
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FIG. 2.4:La géongtrie épipolaire.

Il existe une contrainte similaire pour les images de quadriques : les depifgsldires qui sont
tangentes aux coniques image sont des droites épipolaires correspondantes (a une permutation pres
—il'y a deux paires de telles tangentes ; voir la figure 2.5). La méme contrainte est valable pour les
images de coniques 3D. On retrouve cette contrainte bifocale d’appariement de quadriques/coniques
dans les équations de Kruppa pour l'auto-calibrage [108, 123] (voir 6.2.1.5).

2.3.1 Les matrices fondamentale et essentielle

Pour ce qui est de I'aspect orientation relative de deux vues, on distinguedestgesepipo-
laires « calibrées» et « non calibrées:, selon qu'on considéere des cama$ calibees ou nonA ce
point, il est aisé d'introduire les notions de matrice essentielle et fondamentateatriae fonda-
mentale F est une remSentation algfirique de la gbnétrie épipolaire non calil@é [63, 72]. Elle
est la matrice d’une corrélation qui transforme des points dans une image sur des droites dans l'autre
image, le tout exprim’dans les reperes pixels des images. Plesigement, il s’agit de la corrélation
transformant un point image sur la droite &pipolaire correspondante dans I'autre image. Puisqu’il n’y
a qu'un faisceau de droitexpipolaires, la coaiation n'est pas de plein rang ce qui veut dire que le
déterminant de la matrice fondamentale est nul. Le noyat e peci€ment [épipdle.

SoitF5 la matrice fondamentale passant de I'imdgel'image2. La matrice fondamentalé,;
pour le sens inverse est juste sa transpo§ée = F{,. La contrainteepipolaire pour deux points
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el/

N o

FIG. 2.5: La contrainteépipolaire pour les quadrigues: il y a deux plaépipolaires tangents la
guadrique et les droitegpipolaires en induites sont tangentes aux coniques image. Donc, les droites
épipolaires tangentes aux coniques image se correspondent.

imageq; etq, peut sécrire comme :
a5 Fraq1 =0 .

Cetteéquation exprime qug. se trouve sur la droitepipolaire correspondanteq; et qui est don-
née parls = Fi2q;. La transposition de €quation donne le résultat analogue dans l'autre sens:
qlTFIqu = q1TF21q2 = 0, c'esta-dire queg; se trouve sur la droitepipolaire correspondanseqys,

l; = Fa1qo.

Jusqu’alors nous avons travaille dans leserep pixels. Si l'information du calibrage des deux
vues est disponible, on peut remonter aux repéeres image. Stieet K, les deux matrices des
paranetres intrinsques. Transformer les points image @' et K;* implique la transformation
suivante de la matrice fondamentale :

E=KJFK; .

La matriceE est appeléenatrice essentielle elle représente laepnetrie épipolaire calibrée. Elle
contient toute I'information sur le mouvement des eaas; qui peuéfre extraite des seules images.
SoientRy, Ry, t; ett, les orientations et positions des deux eaas. La matrice essentielle est dean”
par:

E = [Ra(t; — t2)]aARaR] .



2.3. LA GEOMETRIEEPIPOLAIRE 17

Le fait queE est le produit d’'une matrice anti-sytnique et d’'une autre orthogonale, impose, outre
la nullité de son dferminant, la contrainte que ses deux valeurs singuliéres non nulles soient égales
[101]. Il est possible d’extraire, de, I' orientation relative entre les deux caermas, c’est-a-dire le
déplacement rigide entre elles, mais, comme il est connu, seulement a un facteur d'échelle global
prés: on peut juste déterminer direction de la translation entre les canas, hon son amplitude.
Afin d’eviter des confusions concernant la notion classique de I'orientation relative, nous introduisons
ici la rotation relative, qui décrit uniguement la partie rotationnelle depicement entre les deux
cangras. La rotation relativB = R,R] peutétre détermiaéad partir de la matrice essentielle. Deux
solutions sont obtenues (étant donné une solution, la deuxiéme est obtenue en rajoutant une rotation
de 180° autour de la droite de translation). En pratique on peut généralement rejeter une de ces 2
solutions.

La matrice essentielleeté introduite par Longuet-Higgins [112] et utilisée par beaucoup de cher-
cheurs pour I'estimation du mouvement entre deuxeras calibees [103, 112, 147, 212, 223, 240].
Une fois le mouvementetérming, il est ais'd’établir deux matrices de projection afin de recons-
truire la scene par triangulation. La matrice essentielle contient donc toute l'information nécessaire
pour obtenir une reconstruction euclidienne de la scene. Son analogue nos, ¢alibatrice fonda-
mentale, permet de trouver la structure projective dedaed63, 72], ainsi que deux informations
sur le calibrage des deux caméras [69, 77] (voir aussi 6.2.1.6).

2.3.2 Estimation de la matrice fondamentale

Il y a une multitude de méthodes d’estimation de la matrice fondamentale, presque toutes utili-

sant uniguement des correspondances de points image commexedda, 46, 71, 110, 114, 116,
156, 204, 236, 237]. Ceseattiodes se distinguent surtout dans la patasgtion deF et le critere
d’optimisation. Nous n’allons pasedfire ces rathodes en détail, mais renvoyons aux nombreuses
références citées ci-dessus. Ici, nous allons juste étudier deevesrit’optimisation, afin de @parer
la discussion sur I'optimakt d’'une méthode de triangulation que nous proposons en chapitre 4.

Il est ggréralement admis que le mieux qu’on puisse faire pour I'estimation de la matrice fonda-
mentale est d'utiliser une ethode itérative, en partant d'une bonne initialisation. Lescgide mini-
misation le plus souvent utikspour les méthodes itératives est la somme des carrés des distances des
points imagea’leurs droitegpipolaires [114]:

n
F= argminZ(d((hp, Flazp)? + d(azp, Fqip)?) (2.2)
p=1

éventuellement incluant une pardfion des termes bees’sur l'incertitude des coordonnées des
points image.

Hartley a remarge[71] que, sous I'hypothése d’un bruit gaussien dans les coordonnées des points
image, ce critere ne donne pas la matrice fondamentale statistiquement optimale (au sens du maxi-
mum de vraisemblance). Il faudrait pidtdéterminer et la matricE et des points image corléga;p
tels que ces points satisfassent exactement la contepigelaire donnée pafr et que la somme des
carés des distances des points corrigés a ceux reesoif minimale :

{F’ allla e 7alln7 6121’ e aal2n} = argminZZ:l(d(qlp’ q,lp)2 + d(qQP’ qIZp)Z)
2.3)
sous la contrainte o' Fq), = 0 .
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Les incon¥nients du crigfe (2.3) sont le nombreléve des inconnues et le besoin d’une méthode
d’estimation i€rative. En effet, minimiser (2.3) revieateffectuer, implicitement, une reconstruction
projective optimale, c’est-a-dire qui minimise les erreurs de reprojection (voir 3.7).

Trivedi a ddja appliqe’ le critere (2.3) pour I'estimation de la matrice essentielle [211]. Shapiro
et al. montrent dans [172] que, pour le cas de dmigétrie épipolaire de caeras affines, la minimi-
sation de (2.3) neatessite pas la prise en compte d'inconnues pour les points imageesoMigys
recérivons ce esultat en 4.6.1,whous considérons la triangulation de points 3D avec des caméras
affines. Notamment, nous montrons une expression simple qui donne les points corriges o@;';maux
en fonction des coefficients dedamatrice fondamentale affine

2.3.3 Parties synétrique et anti-symétrique de la matrice fondamentale

Les parties symitrique et anti-symirique de la matrice fondamentafe,= F+FT etF, = F—FT,
ont une interpetation ggon¥etrique intéressante, que nous décrivons dans la suite.

2.3.3.1 La partie synéetrique

Considrons un point 30D, dont les projections dans les deux images ont les mémes coordonnées
homognesg; ~ qs. Nous pouvons alorscrire la contraintepipolaire pour ces deux points comme
q{ Fq; = 0 ouq/F"q; = 0. L'addition de ces équations donne :

QIFSQI =0.

Il est tentant d'interpater la matrice syettiqueF, comme une conique. En effet, si I'on regente
les deuxepipdles et les faisceaux épipolaires dans le méme repgmst la matrice de la conique de
Steiner (voir 2.7.4) construite par les faisceampolaires (voir la figure 2.6). DonE, est le lieu de
tous les points imageg pour lesquels il existe un point 3Q tel queq ~ P1Q ~ P, Q.

2.3.3.2 La partie anti-synetrique

Soitq, le noyau de la matrice anti-sytriqueF,, c’estd-dire qugF — FT)q, = 0 ou, autrement
dit, F, = [qq]. Il en découle quéq, = F'q,. Nous pouvons interprété = Fq, comme une droite
épipolaire dans la deuxiéme image, qui passe donc par le deurjgipiée. De mémel, = F'q,
représente une droite épipolaire dans la premiere vue, passant par le meipiks. 1, est donc la
droite reliant les épipdles (adpriquement, et non pas au seesggétrique 3D).

Il est facile de montrer que le poigt, n'est rien d’autre que leqdé del, par rappor@’la conique
Fs (cf. lafigure 2.6):

Fsqo = (F + FT)Q(L =Fq, + FTQ(L =2Fq, ~ 1, .

Fs et F, sont une représentation presque unique dectargtrie épipolaire : les épgés sont
les deux intersections dg avec la coniqué-,. Pour un point image doenon dtermine sa droite
épipolaire dans I'autre image comme suit: on relie le point avec ki@igé son image et détermine
le point d’intersection de cette droite aveg. La droite reliant le point d’'intersection avec l'autre
épipdle est la droitepipolaire cherchée. La seule atdfmination est I'attribution des deux éples
aux deux images.
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Conique de Steiner

Epipble .

Noyau de F a

FIG. 2.6: Interprétation geonrétrique des parties sy@trique et anti-sym@trique de la matrice fonda-
mentaleF. La partie syratriqueF; représente la conique de Steiner des faiscezpipolaires et celle
anti-synétrique, F,, le pdle de la droite reliant leg€pipdles, par rapporta cette conique.

2.3.4 La matrice fondamentale pour des mouvements particuliers

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas du mouvement d’une caméra, incluant éventuelle-
ment un changement de focale ou une mise au point. Pour des mouvements particuliers, la matrice
fondamentale peut prendre des formes partca dépendant de moins de pagt&nes que la forme
gérérale. Ces formes particaliés deF ont déja été étudiées par Toret al. [204] et Viéville et Lin-
grand [215]. Torr propose une méthode robuste de choix delmpdur la matrice fondamentale, afin
de trouver la forme minimale de la matrice fondamentale, qui correspond éemature du mouve-
ment sous-jacent. ¥ville et Lingrand étudient comment des formes partiel de- permettent de
simplifier leséquations de Kruppa [108, 123] et ainsi de simplifier et stabiliser I'auto-calibrage bas’
sur cesguations (voir 6.2.3.3).

Nous dcrivons, dans la suite, des formes partenads de- pour certains types de mouvements.
Dans la section 4.6, ces formes partietdis sont explages afin de simplifier la triangulation de points
3D a partir de deux vues. Le tableau 2.1 sur la page 25 resume lexediffs formes (d’autres formes
particulieres peuvergtie trouees dans [215]).

2.3.4.1 Translation pure

Pour une translation pure entre deux vues (les pati@® intringques restent constants) est
anti-symétrique :

0 —e€3 €9
F = [e]/\ = €3 0 —e1 y
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ole = (er,es,e3)" est'épipdle, qui est commun aux deux images. La constructiof aheplique
gu’elle est de rang 2.

2.3.4.2 Cangras affines

Pour une camra affine [134], le plam l'infini est projeté sur la droite a I'infini du plan image.
Considgrons une paire de caméras affines. Leurs centres optiques se trauiafibi, donc les
épipdles sont des poin 'infini dans les images. En outre, les droigekinfini des plans image sont
des droite®pipolaires correspondantes. ioatrice fondamentale affinea donc la forme particuliére
suivante [172]:

00
F=10 0 (2.4)
c d

Qe

La construction d& implique gu’elle est de rang au plus 2.

2.3.4.3 Zoom et mise au point

Nous considérons le cas d'un changement de focale et éventuellement d’'une mise au point d’'une
cameéra qui ne se déplace pas. Les systemes mécaniques et optiques sont complexes et relativement
difficiles a modliser, donc nous adoptons les hypsths faites par @ville et Lingrand [215]: la
mise au point et le changement de focale peuetrda modélies par un changement de quelques
paranetres intringques (point principal et distance focale) et d’'une translation du centre optique. La
taille des pixels, I'angle entre les axes des pixels et |'orientation de |@measont suppes rester
constant.

Soient:
TO S Ul TOY S U9
K1 = 0 a1 U1 KQ = 0 Qo V2
0 0 1 0 0 1

les matrices des parametres integaes avant et ags le mouvement. Sditle vecteur de translation
du dplacement du centre optique. La matrice fondamentale se calcule d’aprés (voir la section 2.6):

F=KyT [t] KT .

Cette forme de la matrice fondamentale est relativement compliquée, mais des contraintes entre
ses coefficients permettent de dériver une forme générigue qui ne dépend que decirparam’

0 1 a
F~1-1 b c
d e ae—cd+ abd

Nous considérons des combinaisons des cas particuliers suivants :
> les pixels sont rectangulaire® = 90° ous = 0);
> la translation du centre optique s’effectue le long de I'axe optique (0, 0, tg)T) ;

> la translation du centre optique s’effectue dans le plan facal (1, t», O)T) ;
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> le point principal reste fixe.

Les differentes formes desont regroupées dans le tableau 2.1 sur la page 25. Notons que I'hypothese
de pixelscarrés(r = 1) n'apporte pas de simplifications supplémentaires par rapport au cas de pixels
rectangulaires

2.3.4.4 Rotation autour d’un axe fixe

Nous considérons le cas d'une cena‘avec des paratres intringgues fixes, qui effectue une
rotation pure, autour d’'un axe qui ne pagsspar le centre de projection. C'est le mouvement de
base pour le cas du mouvement planaire, caediré aila cangra se dplace dans un plan et effectue
des rotations autour d’axes perpendiculaires au plan de mouvement (voir 6.2.3.2 pour I'auto-calibrage
bas sur de tels mouvements).

Les points 3D dont les projections dans les deux images sont identiques, sont montrés dans la
figure 2.7 (a) : il s'agit des points sur I'axe de rotation et sur le cercle dans le plan de mouvement qui
passe par les deux centres de projection et 'axe de rotation. La conique de Steiner représentée par
la partie synetrique deF, dégérere en une paire de droites (voir la figure 2.7 (b)). Il esalile une
contrainte sup@mentaire sur la matrice fondamentale :

det Fy =det(F+FT) =0 . (2.5)

Notonsl, I'image de I'axe de rotation, €4, la « ligne d’horizon», I'image du plan de mouve-
mentII. Nous &rivons maintenant une paratrisation pour la matrice fondamentale qui engendre la
contrainte (2.5). Pour ce faire, nous suivons la constructeongtrique de la coefation représen-
tée parF (cf. figure 2.7 (c)) : soilg; un point dans la prerare image ; sa droitepipolaire dans la
deuxime image est obtenue par:

12 ~ Fql ~ €9 A (17- A\ (e1 A\ Q1)) .
En repEsentation matricielle ceci s’écrit comme:

Fai ~ [ea]n [Ir]a [e1]n a1 -

Puisque ceci est valable pour tous les poigts nous pouvons identifier la matrice fondamentale
comme:

F~e2 [Ir]a le1]a - (2.6)

F peut doncetre paramé&é par les deuepipdles et I'image de I'axe de rotation (il y a encore
d'autres possibilités). Chacune de ces trois estit’est définie qal un scalaire @s, ce qui fait que

F est définie par 6 paragires. Ceci est en accord avec le fait que la contrainte (2.5) diminue de 1 le
nombre de paraetres der.

Plusieurs cas particuliers existent, dont le plus intéressant seetogdpé dans la suite. Considé-
rons une caméra avec des pixels rectangulaires et supposons que I'axede rotation elst pazthn
image et, de plusa un des axes des pixels (voir la figure 2.8). Il s’agit d’une configuratiereéat”
typique que I'on retrouve &§uemment pour lestétes stréo». Nous considérons le cas ou I'axe de
rotation est parallele a I'axe des

La matrice fondamentale prend la forme suivante :

0 — COS P V0 COS P2
F= oS p1 0 Qy, Sin p; — ug €Os py
—V) COS P1 U COS P2 — Qi SiN Py Vo (sin po — sin p1) + up(cos p1 — cos p2))
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Axe de rotation

TT . plan de mouvement

(a) Les points 3D avec des projections fixes sont ceux sur I'axe de rotation
et sur le cercle dans le plan du mouvement qui passe par les deux centres
de projection et I'axe de rotation.

€
€
(b) La conique de Steiner qui contient les (c) La construction de la droitepipolairel
projections des points 3D de la figure (a) est correspondante au poiqt . Reliere, avec le
une conique e@@néee, consistant de deux point d’intersection dé, et la droite(e1q1)
droites:1, est 'image de I'axe de rotation donnels.

et 1, la « ligne d’horizon », c’esta-dire la
projection du plan de mouvement. Les deux
épipdles se trouvent évidemment dyr

FIG. 2.7: Géoretrie épipolaire pour une rotation autour d’un axe fixe.

ou ug, vg, oy, SONt les paraeties intrineques de la caena etp; et py les angles de vergence. Nous
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FIG. 2.8: Configuration @onétrique d’une &te séréo. Les grilles de pixels sont esqéiss pour
illustrer qu'’il n'y a pas de rotation autour des axes optiques.

pouvons identifier les parametres suivants :

a = —Cospo
b = vo

¢ = —cospp

d = oy sinp; — ugcosp;

€ = UYCOoS P2 — QySinpy ,

avec lesquels la matrice fondamentale s’écrit comme :

0 a —ab
F=|—-c O d
bc e —b(d+e)

Dans le cas d'une téte s€réo symeétrique, c'esta-dire ai les angles de vergence sont opposés
(p2 = —p1), la matrice fondamentale se simplifie davantage :

0 cos p —u( COS p
F= cos p 0 Qly, SiN p — Ug COS P
—Ug COS P —Qy, Sinp — Uy COS p 2upvg cos p
Avec les pararatres :
a = cosp
b = Vo
c = ousinp
d = wugcosp ,

la matrice fondamentale s’écrit comme:
0 a —ab
F= a 0 c—d
—ab —c—d 2bd
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Une forme similaire peut étre déee pour un axe de rotation pamé# a I'axe des.. Li et al.
proposent des méthodes pour estimer la matrice fondamentale pour ces configurations ele type t*
stéréo, prenant en compte sa forme partierdi[111].

2.4 Tenseurs d’appariement

Dans la section g&édente, nous avon®dfit la contrainteepipolaire pour des points image cor-
respondants, contrainte d’appariement qui est effective pour deux images. Cette contraietespeut ~
cocke par la matrice fondamentale (ou essentielle) et se manifeste par une talmtésaire entre les
coordonmes de deux points correspondants :

q-2rFq1 =0. 2.7)

Durant les quelques années passées, des relations algébriques pour 3 vieeddontigertes et puis
etudiées systematiguement. Shashua a &quvil existe des relationtilin éairesentre les coordon-

nées de points correspondants dans trois images [16]ltat anticip’par Spetsakis et Aloimonos

[181]. Shashua adgalement introduit le tenseur trifocal, I'analogue de la matrice fondamentale, pour
trois vues. Hartley a dérnivle tenseur d’appariement de droites dans trois imageséénes liens qui

existent avec le tenseur des points [70]. Apres ces découvertes, les relations algébriques des corres-
pondances de points (et de droites) pour un nombre arbitraire d'images étud€es plus systéma-
tiquement par Triggs [207, 208] et Faugeras et Mourrain [62]. Le principe de leurs développements
peut se resumer comme suit (pour plus é&ads et de eSultats, nous renvoyons aux réferences ci-
tées). SoiQ un point 3D qui se projette dams vues d'apres:

PIQ = Maq
P2Q = Xqo
PmQ = )\QO .

Nous pouvons regrouper ces équations enagquafion matricielle :

P1 A1q1
Tla=| e

P AmQm
Il en découle que:
P1 P1 A1d1
=] o e
Pm Pm AmQm
N y _

La matriceM est de dimensiofim x 5, mais son rang est au plus 4, puisddeest le produit d'une
matrice de 4 colonnes et d'une de 4 lignes. Ceci signifie que tous les miheusde M s’annulent.
En développant les mineurs par les coefficients de la derniere colonne, nous obtenons des équations
homogenes et ligaires en les composantes des coordonnées imggd._es coefficients de cexjua-
tions sont des déterminantx 4 d’ensembles de lignes des matrices de projedtioPour obtenir les
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| Type de mouvement | Forme générique de | #Par.|
0 —c b
Translation pure ¢c 0 —a 2
—b a 0
0 0 a
Cangras affines 0 0 b 4
c d e
Zoom + mise au point | Forme géefale 5
0 a? a’b
—a® a’c a’d
a’e d’f abf — ade + bee
Pixels rectangulaires 4
0 a ab
—a?> 0 ac
ad ae be—cd
Translation du centre optique dans le plan focal 4
0 0 a
0 0 b
c d e
Translation dans le plan focal, pixels rectangulaires 3
0 0 ab
0 0 —bd
—ac cd e
Translation le long de I'axe optique et point principal fixe 3
0 a —ab
—a c ad — be

ab —ad— bc b’
Translation le long de I'axe optique, point principal fixe, 2
pixels rectangulaires

0 1 a
-1 0 b
—a —b 0
Rotation autour d’un axe¢ Forme gérftale 6
fixe [e’]/\ [17«] A [e]/\
Téte s€réo 4
0 a —ab
—c 0 d
bc e —b(d+e)
Téte s€réo symétrique 3
0 a —ab
a 0 c—d

—ab —c—d 2bd

TAB. 2.1:Des formes particudires de la matrice fondamentale pour quelques types de mouvements
particuliers.
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contraintes d’'appariement, il faut éliminer les facteurs d’échgll©n obtient des équations respecti-
vement bilinéaires, trilinéaires ou quadrilinéaires si leedhinants sont composés de deux, trois ou
guatre matrices de projection. Un ordre supéergedm’estévidemment pas possible. Par conséquent,
les relations algébriques entre vues sont divieés en des relations entre deux, trois ou quatre vues
uniguement.

Les équations multi-lieaires pour un ensemble de deux, trois ou quatre vues peetrente-
groupées en des équations tensorielles entre des points image correspondants. Les coefficients des
tenseurs d’appariementF, G (trifocal), H (quadrifocal) et aussi de=pipdles sont des déterminants
4 x 4 déja mentiones, de 4 lignes prises dans les matrices de projection. Il existe des relatiens alg”
briques entre les coefficients des tenseurs, I'exemple le plus simple en est éacwtliterminant de
la matrice fondamentale.

Dans cette thse, nous n'utilisons pas les tenseurs d’'appariement pour plus de deua Vags, °
ception du cas de la card lindaire qui est décrit dans le paragraphe suivant. Nous ne détaillons donc
pas plus les considérations des autres tenseurs et renvoyons le leetmasidt[62, 207, 208].

2.4.1 Tenseur trifocal de la cangra linéaire

En 6.3, nous écrivons une méthode d’auto-calibrage pour laeantinéaire qui est basée sur son
tenseur trifocal, que nous considérons brievement dans la suite. Notons tout d’abord qu'il n’existe que
des relations triliraires entre des vues de aas linéaires. Il n'y a pas de contrainte d’appariement
bifocale : chague point image définit un rayon de projection dans le plan ; donc pour n'importe quelle
paire de points image, il existe un point 2D qui se projette sur eux — le point d’intersection des rayons
de projection.

Le seul tenseur d'appariement est le tenseur trifGcale dimensior2 x 2 x 2. G est &finia un
facteur multiplicatif pes, mais en dehors de ceci, il n’existe pas de contrainte exmgpifaire sur ses
coefficients, contrairemeastl|’existence de relations quadratiques pour les tenseurs de vues planaires.

Le tenseur trifocal de caenas linéaires @t utilisé par Quan pour la reconstruction affine de
droites [165, 166]: la éfermination des directions des droites y est formulée par la restriction des
projections affines aux points du plafinfini. Ceci peut étre exprimen termes de casras linéaires,
leur monde 2Detant le plaraT'infini.

2.5 Homographies assoékes aux projections d’un plan

Considrons un planl et une projection perspective ou affine avec un centre de projection hors de
I1. La restriction de la projection aux points Heest une transformation bijectié; . Une deuxeime
projection induit de maniére analogue une bijectitn

Nous pouvons maintenaatablir une correspondance entre les deux projections des poifts de
Soitq; la premére projection d’un poinQ € II. Q est donc donaparQ ~ H;lql. La reprojection
de Q dans la deuxme image pat, donne le poing, correspondardi q; . Il existe donc une corres-
pondance blijective entre les projections des poinfd,dgui peut s&crire a l'aide de la transformation
Hy = HaH b

a2 ~ HoHT gy = Heqp -

H,. est une homographie et nous I'appelof®iographie asso@&e aux projections du planil, ou
plus simplement homographie dell.
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N

H,
q,
_/
q, H

FIG. 2.9:L’homographie assoée aux projections d’un plan. L’homographig relie les projeés de
points du planI dans les deux images.

L’homographie du plan a l'infini est appel®@mographie infinie et désignée patl,. Au cha-
pitre 3, nous décrivons le rdle que jouent le plan a l'infini et son homographie pour la reconstruction
et le calibrage affines.

2.6 Quelques relations entre homographies, matrices fondamentales et
matrices de projection

Nous Esumons brievement, dans cette section, quelques formules portant sur le calcul de la
matrice fondamentale et les homographies de plans. Nous considéerons deux caméras, avec des ma-
trices des parametres intratgiesK; et K, et des matrices d’'orientation et des vecteurs de position
Ri, Ry, t1 ettq. Leurs matrices de projection sont ddhc= K;R;( I | —t;). Les centres de projec-
tion sont donnés pa{ = (t],1) etCJ = (tJ,1).

Les épipdles. L'epipdle dans une image est le pragedu centre de projection de l'autre vue. Les

deuxépipdles sont donc doras par :

e; ~ KiRi(tz —t) (2.8)
e ~ KoRy(t; —t3) . (2.9)

L’homographie infinie.  Les projections d’un poird l'infini (QT, 0)T sont les pointgy; ~ K;R; Q.
Il en découle que I'homographie infinie entre la vue 1 et la vue 2 se calcule par:

Hoo ~ KoRoRTKT! . (2.10)

Notons que dans le cas d'une caméra effectuant une translation pure, en gardant ses paramétres in-
trinseques constant, ’'homographie infinie est alors l'identit”
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Les homographies @rérales. L’homographie d'un plan quelconqué™ = (n', —d) est donee
par:

o'
nrc,
Au cas @i le reere monde caiciderait avec le regre de la prengire cameéra, 'homographie devien-
drait:

Hy ~ Hoo + €2 RIK! .

n'

d

Il est facile de prouver que les deapipdles se correspondent par toute homographie d’'un plan,
c’esta-dire queey ~ H,e; pour tout plarl.

Hy ~ Hoo +e2— K1 .

Les homographies pour des rotations pures. Consid&grons le cas particulier d'une caméra effec-

tuant une rotation pure autour de son centre de projection. Dans ce cas, tous les plans ont la méme
homographie (sauf les plans contenant le centre optique, pour lesquels 'hnomographie n’est pas dé-
finie), et par conséquent toutes les homographies de plans sont égales a I'homographie infinie (voir
I"equation (2.10)).

La matrice fondamentale et les homographies. La matrice fondamentale peut étre détereaipar
un épipdle et une homographie de plan quelconque par:

F ~ [ezJaHr . (2.11)

L'interprétation gforrétrique de cette formule est simple : 'homograpHigprojette un point; sur
le point q» dans la deuxiéme image qui est la projection derme point 3D ddl. Puisqueq; et
qo sont des points image correspondanjs,doit se trouver sur la droite épipolaire de dans la
deuxéme image. Par coeglent, la droitéesqa) ~ [e2]aHrq: est cette droitepipolaire.

L"equation suivantetablit une relation directe entre les homographies et la matrice fondamentale,
qui peut servia'verifier la col€rence d’'une homographie estimmavec la gbnétrie épipolaire :

FTH, +HIF=0 . (2.12)

La matrice fondamentale et les matrices de projection. Nous donnons maintenant une formule
pour calculer la matrice fondamentale a partir des matrices de projection des deux vues, données par
P =( Py |p;) etP2 = ( Py |Py). Le premier centre de projection est le point:

__1_
C, = —P, Py
1

Sa projection dans la deuxieme image est le deuxiepisle :
J— _71_ _
ey ~ PP, Py — Dy -

L’homographie infinie est donnée pHe, ~ P»P; . Donc, d’aprés (2.11), nous obtenons pour la
matrice fondamentale (cette formule n’est valable que si le centre de projecti®n mest pasa’
linfini) :

s51_ _, 551
F ~ [P2P; Py — PaJaP2P; . (2.13)
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Le chemin inverse, c’'est-a-dire remonter de la matrice fondamentale aux matrices de projection,
n'est évidemment pas entierement défini. On peut pourtant donner I'ensemble des solutions. Les
matrices de projection compatibles avec une matrice fondamengalet :

Pr. = ( I |0)
P2 = (HW |e2)

et les matrice®, T, P, T, pour toute transformatioii 4.4 hon singuliereH,. est une homographie
d’un plan quelconque.

2.7 Coniques, quadriques, Gnes, ...

2.7.1 Coniques et quadriques

Unequadrique dansP™ est un ensemble de points satisfaisant une équation quadratique en leurs
coordonnées homeges. Dans cetted¢le, nous ne considérons que des quadriques avec des coeffi-
cients Eels. Toute quadrique peetré repesenge par une matricen + 1) x (n + 1) symétrique.

Unequadrigue imaginaire est une quadrique qui ne contient aucun point réel efjuiaglrique
propre est une quadrique dont la matrice est non singuliérecheguessont les quadriques du plan
projectif P? ; dans la suite nous n’allons pas distinguer la conique de sa matrice. Une conique dans
I'espace 3D — uneonique 3D- est @finie par sorplan support et I'equation de la conique dans ce
plan.

Toutes les coniques propres et imaginaires sont des coniques a centre [20] (le centre d’une conique
est le wle de la droite a I'infini). Les caraetistiques suivantes se référent aux coniques imaginaires
et propres. Leur forme normale euclidienne est la matrice diagonale des valeurs prefingsad”
une permutation des valeurs propres pres. Si les trois valeurs propres sont distinctes, la conique est
uneellipse imaginaire et possde deux axes de swtmie. Les axes sont orthogonaux et passent par le
centre de la conique. Si les valeurs propres ne sont pas distinctes, la coniqueagstaiimaginaire
et toutes les droites passant par le centre sont des axes da&isym’

2.7.2 nes

Un cdne (propre) est une quadrique B& de rangn. Nous nous restreignons, dans la suite, au
cas deP?. Sauf mention contraire, nous comprenonsqgdsre une quadrique de rang 3 da@$, dont
le vertex (le point singulier) ne se trouvgassur le plana l'infini. Un céne est dfini de mangre
unique par son vertex et une section plane quelconque ne contenant pas le vertex, les sections planes
d’un cdneétant des coniques. Dans le chapitre 7, nous utilisonsdessciia la notion dedne de
projection d'une conique 3D, c’estdire le ©he tracé par les rayons de projection des points sur la
conique (voir la figure 2.10).

La forme normale euclidienne d’'unoré est une matrice diagonale de ses valeurs propres,
diag A1, A2, A3, 0), avec des\; non nuls. Si tous leg; sont distincts, le @fie estelliptique et pos-
sede troisaxesmutuellement orthogonaux. Des rotations1d8° autour des axes laissent leng
globalement invariant. Si exactement deux desontégaux, le cbne eglirculaire et invarianta
des rotations de degré arbitraire autour de &om principal. Un adne avec des valeurs propres non
nulles identiques est wbne isotropique Des rotations arbitraires autour du vertex laissentamec”
isotropique globalement invariant. Lintersection d’'upne”isotropique avec le plamlinfini est la
conique absolue (voir plus bas).
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FIG. 2.10:Cbne de projection d’'une conique 3D.

2.7.3 Quadrique et conique absolues

La quadrique absoluede P™ est définie par les équations :

n
> X7 =Xp1=0.

=1

La conique absolue,, est la quadrique absolue @ et celle du plan projectiP? consiste en deux
points imaginaires conjugués, connus sous le noipodlgs cycliques

La quadrique absolue d@" est une quadrique imaginaire sur I'hyperpkahinfini et sa position
définit la structure euclidienne de I'espace considéré ; par exemple, connaitre la conique absolue nous
donne la structure euclidienne de I'espace tridimensionnel.

Le calibrage intrineque d’'une camra esequivalenta’la dstermination de lI'image,, deQ,, (ou
de son duals?,) [59, 123]. La relationv’, ~ KKT permet de dferminer la matrice des paramétres
intrinseéquesK de mangére unique par unesgomposition de Cholesky.

2.7.4 Laconique de Steiner

La notion deconigue de Steinerse gférea un principe de construction d’une conigue : considé-
rons deux faisceaux de droites, chacun pataenprojectivement. Les intersections des droites avec
les mémes coordonnées projectives dans leur faisceau forment une conigue (voir la figure 2.11). Cette
conigue contient les points de base des deux faisceaux.



(a) Deux faisceaux de droites. (b) Les points d’intersection des droites correspon-
dantes forment une conique.

FIG. 2.11:La conique de Steiner.






Stratification du calibrage et de la

reconstruction

Dans ce chapitre, nous esquissons un scé-
nario général de calibrage et de reconstruction,
celui de I'ajustement de faisceaux. Le but est
d'orienter les caméras (de les calibrer) et de
déterminer des points 3D tels que les rayons
de projection des points image correspondants
se coupent simultanément aux points 3D. Siles
seules données sont des points image, les ré-
sultats de I'ajustement de faisceaux sont un ca-
librage et une reconstruction projectifs. Afin
d’obtenir des résultats plus riches en informa-
tion, il faut introduire des connaissances sur la
scene a reconstruire ou sur le calibrage des ca-

méras. Nous décrivons plusieurs scénarios, se-
lon le type des connaissances disponibles. En
particulier, nous décrivons les cas de recons-
truction et de calibrage projectifs, affines et eu-
clidiens.

Le but de ce chapitre est de placer les cha-
pitres suivants, qui traitent des problemes de
reconstruction projective et d'auto-calibrage,
dans un cadre plus général. La distinction des
niveaux projectif, affine et euclidien pour la re-
construction et le calibrage suit les idées de
stratification présentées par Faugeras [59],
Luong et Viéeville [120] et Koenderink et Van
Doorn [105].
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3.1 Introduction

Considrons les camras comme des instruments de mesure. Notre but est de les utiliser pour la
perception tridimensionnelle et en particulier pour la détermination deuaturetridimensionnelle
d’un objet ou d'une scene, ce que nous appelons eemsnstruction (tridimensionnellele cet objet
ou de cette scene. Les applications en sont hombreuses ; hous renvoyons au chapitre d’'introduction
pour des exemples. Outre la structure d’un objet on peut aus®reg#er amouvemende celui-ci
ou d’'une caraefa. CettedChe est en effet comgtientairea’la ddtermination de la structure de I'objet
et quand nous parlons de reconstruction, nous sous-entendosmlgérent qu'elle consiste en la
détermination de la structuet du mouvement.

Le s@&nario pour la reconstruction est le suivant : une ou plusieurs images d’'une scéne sont prises
par autant de caméras. L'ensemble des caméras eseaysélme de candras Les caméras ne
sont pas atessairement toutes differentes, i.e. une caméra peut prendre plusieurs images, tout en se
déplacant entre les prises d'image, mais cela ne fait pas deatiffé pour la suite.

Comme tout instrument de mesure, les eass peuvergtre calibees. La notion classique de cali-
brage se rédtea la ddtermination des propriétés physiques qui sont intrinseques aux caméras. Au sens
de notre scénario de reconstruction, nous parlons de calibrage avec l'idée de catipsénme com-
pletde caméras, que nous considérons comme un seul instrument de mesure. Le calibrage du systeme
de caneras consista établir a la fois les propri&s intring€ques des caméras ainsi que les relations
géometriques qui décrivent les positions de prise de vue. Nous allons voir que plusieurs niveaux de
calibrage existent, qui donnent lieu a des reconstructions deretifs niveaux d’'information. Il est
souhaitable d’obtenir une reconstruction euclidienne, c’est-a-dire qui contient des informations mé-
trigues sur la sene : des distances entre des points, des angles entre des segments de droite ou entre
des plans... Nous appelons alors le niveau de calibrage nécessaire un calibrage eucliditigoe.m”

Si seulement une partie des pastres du calibrage peetre déterminée, la structure 3D recons-
truite sera éventuellement moins riche que métrique. Parmi les calibrages partiels, nous distinguons
les calibrages affine et projectif, qui permettent d’obtenir respectivement une reconstruction affine
ou projective de la scene. Ces reconstructions contiennent des informations moins riches que les re-
constructions métriques, mais peuveatinmoins s'avérer utiles. Une reconstruction affine préserve
le paralElisme et permet de mesurer les rapports de distances entre des points sur des segments de
droite paralleles. Une reconstruction projective préserve la collieédeipoints et on peut y mesurer
les birapports de points collinéaires.

3.2 Reconstruction

Comment faire pour eterminer la structure 3D d’'un objet? Coreidhs d'abord le casuonous
disposons d’'une seule image de I'objet. Il est connu gu’en général une seule image ne révele pas
la profondeur de la scene. Pourtant, des connaissances a priori sur I'objet permettent de combler ce
manque. Par exemple, une personne peut estimer la distance entre elle et une porte, méme avec un
seul ceil ouvert, tout en s'appuyant sur la connaissance qu’une porte mesure en généirals2 m"
de haut. Lutilisation de telles connaissancexessite que I'objet portant cette information puisse
étre identifé au pgalable. Nous touchons ici a un autre vaste domaine de recherche en vision par
ordinateur, celui de leeconnaissance d’'objetfl est hors de la poe# de cette #se d’'approfondir ce
sujet. Sauf mention contraire, hous supposerons dans la suite de ne disposer d’aucune connaissance
a priori sur I'objeta reconstruire. La seule hypothese que nous ferons sera sur la nature rigide des
objets considérés.
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Une seule image n'est donc pas suffisante pour reconstruire la structure 3D dadaScnous
rajoutons une deuxiéme image, prise d’'un point de vue difféerent, la situation change. La reconstruc-
tion se fait souvent individuellement pour dasmitivesde la sehe qui peuvengtie extraites dans
les images. Consatons par exemple un point d'intérét (un coin par exemple) d’'un objet 3D et ses
deux projetés. Chacun des deux points image permet de limiter les positions possibles du point 3D °
reconstruire commetant les points sur le rayon de projection associé. La position du point 3D peut
donc en ghéraletre détermiaé comme étant I'intersection des deux rayons de projection (voir la
figure 3.1).

FiG. 3.1:Reconstruction d’'un point par intersection de rayons de projection.

Ce procédé requiert leetErmination préalable des primitives dans les images qui sont lesgsrojet”
de lamémeprimitive de I'espace 3D. Ceci est le prebte de lamise en correspondanaau de
I’ appariementle primitives image. Nous supposons dans la suite que la mise en correspondance a ét’
établie et nous nous concentrons sur la reconstruction proprement dite.

3.3 Calibrage

Une autre condition pour pouvatablir la reconstruction par intersection de rayons de projection
est qu'il faut conndfe la ggoetrie du systime de camras. D’'une part cela veut dire qu’il faut &tre
capable de représenter les rayons de projection dans un repére 3D commun. Ceci requiert la connais-
sance de brientation relativedes carsfas entre elles. D’autre part il faut comn@,” pour chacune des
caneras, la relation gonétrique entre la position des primitives dans le plan image et celle du centre
de projection. Cette information seulement permet de calculer les rayons de projection des primitives.
Cette relation gongtrique est intrinsque aux caeras en question et on I'appellevéentation in-
trinséque Elle peutétre repesentéea Taide desparametres intringquesdes camafas (voir 2.2.2).
L'orientation relative des caenas est, de maniere analogue, appel&entation extringéque Nous
utilisons souvent I'expressiaralibrage intringquea la place d'orientation intrirgjue ou méme tout
court calibrage s'il est clair gu’il s'agit du calibrage des parametres ingmses. Au caswnhous
considérons une seule caméra en mouvement, on parlera aussiudemenau lieu d’orientation
extringque.

Le calibrage de tout un systeme de eaas consiste en la détermination des orientations in-
trinseéqueset extringques de toutes les caméras. Une représentation convenable du calibrage d’'un
systeme de caméras est 'ensemble des matrices de projection, données pararapp@ere du
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monde qui resta d&finir. La matrice de projection d’une caméra contient ses orientations adtins”

et extringgue (par rapport au repe du monde). S'il est nécessaire, on peut extraire ces informations
de la matrice de projection (voir 2.2.2), mais sinon nousgucafs d’'utiliser directement la matrice
elle-méme pour représenter le calibrage.

3.4 Reconstruction et calibrage par ajustement de faisceaux

Dans les deux paragraphes précédents, nous awanmg l&s problémes de la reconstruction et
du calibrage séparément. Dans la suite, nous allons les réunir dans une formulation prategén”
Rappelons que les doees premiéres sont des primitives dans les images et que I'on dispose de
'appariement de ces primitives dans ces images. Les points permettant des expressions analytiques
convenables, nous nous restreindrons dans la suite a ceux-ci comme primitives, bien que toutes les
définitions soient valables pour n'importe quel type de primitive. Supposons que nous disposions des
proje€s den points dansn imagesg;, étant lai€image dup€point’.

Un probleme combi@de reconstruction et de calibrage consiste aaiteérminern points 3D
Q, etm matrices de projectioR; qui collent bien aux dore€s, c’est-a-dire les points image :

Vi=1,..mVp=1,.,n:P;Q,~q . (3.2)

L'idee ggonetrique [Eea cetteequation est qu’on tente simultanément d’orienter les caméras et de
déterminer des points 3D tels que les rayons de projection des points image correspondants se coupent
aux points 3D correspondants. On parle donc ausgiistement de faisceauxXde rayons de projec-

tion) oubundle adjustmenten anglais.

Nous avons jusqu’ici considéré les points image comme seules données. Comme nous allons le
voir plus bas, cette information est suffisante pour obtenir le calibrage et la structure 3D, mais seule-
menta un niveau projectif. Pour obtenir une structure 3D et un calibrage plus riches en informations
(par exemple au niveau affine ou euclidien), nous devons introduire des donnéesranpifes.
Celles-ci peuvent &tre de plusieurs types:

> connaissances sur la structure 3D de knsc’
> connaissances sur I'orientation intrinseque des caméras;;
> connaissances sur I'orientation extrinseque descas’

Par exemple, si la structureuclidiennede la senhe est connue et les orientations inteiqgés et
extringques sont déterminer, nous retrouvons le probleme classique du calibrage (euclidien) de
cameras.

Lors d’'un ajustement de faisceaux, les informations sur la structure 3D denra st 1'orienta-
tion des caméras sont introduites sous la forme de contraintes que la solution doit respeatepour ~
valable. Nous étendons alors lafuhition de I'ajustement de faisceaux faite ci-dessus : I'ajustement
de faisceaux consistedéterminer des points 3D, et des matrices de projectidh) tels que IEqua-
tion (3.1) et toutes les contraintes sur la structure 3D dedaeset I'orientation des casras soient
satisfaites.

Une contrainte que nous imposons partowgmma’si ce n'est pas dit explicitement, est que énsc”
est supposé étre rigide durant la prise des images. Lagance ou absence d'autres contraintes de

1. Nous supposons ici que tous les points sont visibles dans toutes les vues. Cette contrainte réesspasa) mais
elle permet une formulation plus simple.
2. Nous supposons que les contraintes ne sont pas contradictoires.
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typesenunerés plus haut donne lieude diférents seharios de reconstruction et de calibrage. Nous
allons décrire quelques-uns de ces scénarios en section 3.6.

3.5 Stratification du calibrage et de la reconstruction

Dans l'introduction de ce chapitre nous parlons de plusieurs niveaux de calibrage, qui donnent
lieu a de difrents niveaux de reconstruction. Une facon de voir les choses est deccentad’e-
pere par rapport auquel les matrices de projection sonteksrs’il s’agit d’'un repere euclidien, la
reconstruction sera euclidienne. Souvent la position absolue du repére n’est pas importante, pourvu
gu'il reste un repfe euclidien — la structure euclidienne d’'un objet est indeépendante du repere dans
laguelle elle est repsente. Si le repre d’'une reconstruction peatré choisi arbitrairement, nous
disons que la reconstruction est a une transformation euclidienne (inconnue) pres.

Si le repeére est affine (respectivement projectif), la reconstruction sera du niveau analogue, c'est-
a-dire affine (respectivement projective). Ceci veut dire qu'’il y a une transformation affine (respective-
ment projective) entre la vraie structure et la reconstruction. Bien que cette transformation ne préserve
en général pas les propriétégtmques de la sne, les propriétés affines (respectivement projectives)
sont pesenges et peuvent donetre extraites de la reconstruction. Comme dans le cas euclidien,
le repere affine (respectivement projectif) peut normalere&et choisi de maere arbitraire, et la
reconstruction seraefiniea une transformation affine (respectivement projective$pr’

Si les matrices de projection sont données par ragpart regre euclidien (respectivement af-
fine ou projectif), nous disons que nous disposons d’'un calibrage euclidien (respectivement affine ou
projectif) du systme de caméras. Maintenant se pose une question tres importante : quelles sont les
informations recessaires pour obtenir un calibrage d’'un type ééhn’

D’abord, nous nous ietessons au casi@aucuneinformation supmmentaire n’est disponible.

3.5.1 Calibrage et reconstruction projectifs

Faugeras et iredendamment Hartlest al. ont montré que mme sans aucune connaissance sur
la structure de la smne ou sur l'orientation des camas (extringque et intrinsque), le calibrage
projectif® d’un systéme de caenas est possible [57, 72]! Or, la structure 3D de kenscpeuketre
reconstruitea’une transformation projective inconnuegrlLa reconstruction projectivevéle des ca-
racgristiques de la scene, qui sont invariantes aux transformations projectives, comme la cellinéarit”
et les birapports.

Il est donc possible de trouver des matrices de projedtjcet des points 3@, tels que :

Qip ~ PiQyp

pour tout:i etp. Sil'on ne dispose pas de connaissances sup@fitaires sur leB; et lesQ,, on ne

peut pas obtenir de reconstruction et de calibrage plus riches que projectifs : pour toute transforma-
tion projective non singudire T,.4, les matrices de projectiofP; T~!) et les points 30(TQ,) sont
également des solutions possibles pour le calibrage et la reconstruction, puisque :

(PiT_l)(TQp) =PiQp ~dip -

Considgrons maintenant le cas de deux images. Uneesgmtation minimale du calibrage projec-
tif d’un syseme de deux caméras est donnée paesa#gfrie épipolaire : sa connaissance permet de

3. Souvent aussi appetalibrage faible
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calculer toutes les matrices de projection représentant un calibrage projectif du systeme. Une possibi-
lite pour ce faire est la suivante. Soit kxaggtrie épipolaire représee€ par la matrice fondamentale,
F. Nous d@finissons des matrices de projection par:

Pp = ( 1 |0)
sz(HW‘ez),

ou H, est une homographie quelconque qui daie"cohérente avee (cf. I'equation (2.12) dans
la section 2.6). Les matrices de projection de tous les calibrages projectifs possibles peuvent étre
obtenues en multipliari®; etP» par des transformations projectives non singyals.

3.5.2 Calibrage et reconstruction affines

Nous supposons qu’un calibrage projectif est dgroiésta-dire que nous avons des matrices
de projection dans un repere projectif du monde. Pour obtenir un calibrage affine, il faut effectuer
un changement de repe appropg; qui transforme le repere projectif en repere affine. La difécult”
est de trouver un repere qui soit affine. Pour ce faire, il faut identifier le plan a l'infini qui, dans le
repere projectif, n'est pas en position canonique (qui est représentée par les coordonnées de plan
(0,0,0, 1)T). Appliquer une transformation projective quelconque qui projette le plan a l'infini sur
cette position canonique revient ensuite a effectuer le changementaile d&sie’

La connaissance du planl'infini permet de @terminer les caragetistiques affines de laaoe et
réciproquement, la connaissance de suffisamment de edstiguies affines permet detéirminer le
plana l'infini. Parmi les caraeffistiques affines se trouvent les rapports de distances de points sur des
segments de droite paralleles et le parallelisme de droites et de plans. Considérons par exemple trois
paires de droites paralEs. Chaque paire se coupe en un paifiinfini. Les trois points a I'infini,
s'ils ne sont pas collinéairesefinissent le plan a l'infini [167]. D’autres types de connaissances qui
permettent de trouver le plan a I'infini serorgalits en section 3.6.

Comme pour le cas projectif, nous discutons plus efaitile cas de deux vuektant done’la
géongtrieépipolaire, une représentation convenable du calibrage affine d'un systeme de deux caméras
est donee par I'homographie infiniel,, : sa connaissance permet de calculer toutes les matrices de
projection représentant un calibrage affine du systeme. Définissons des matrices de projection par:

Pp = ( 1 |0)
sz(Hoo‘ez)

Les matrices de projection de tous les calibrages affines possibles peuvent étre obtenues en multipliant
P, etPy par des transformations affines non singrds.

3.5.3 Calibrage et reconstruction euclidiens

Nous supposons qu'un calibrage affine est @gra¥ésta-dire que nous avons des matrices de
projection dans un repere affine du monde. Pour obtenir un calibrage euclidien, il faut effectuer un
changement de repére apprepriui transforme le rege affine en repére euclidien. Pour trouver
un repere euclidien, il faut identifier la conique absolue qui, dans le repere affine, n'est pas en posi-
tion canonique (cf. la section 2.7.3). Appliquer une transformation affine quelconque qui projette la
conique absolue sur sa position canonique revient ensuite a effectuer le changemesitedeasip.

Il y a une petite impecision dans les propos précédents : la conique absolue ne spécifie pas com-
pletement la gonetrie euclidienne, mais seulementn changement ethelle uniforme g@s. Plus
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préci€ment, la conique absolue permet de mesurer les angles, mais les distances nespreuraint
culées quaun facteur d’échelle prés. Si besoin est de calculer des distances absolues, il suffit de fixer
cetteéchelle, ce qui est possible si une seule distance absolue est connue (par exemple, la distance
entre deux points reconstruits ou entre deux caméras). Dans la suite, quand nous parlons de recons-
tructions euclidiennes, nous sous-entendons gue celles-ci sont en fait definiesransformation de
similitude pes.

Comme caractéristiques euclidiennes, nous avons déja mentionné les angles et les distances.
D’autres types de connaissances qui permettent de trouver la conique absoluecsitsited” sec-
tion 3.6.

Comme pour les cas projectif et affine, nous discutons le cas de deuxftaasdone’la ggo-
métrie épipolaire et 'homographiél.,, des repgsentations convenables du calibrage euclidien sont
donrées par les deux images.; et ws2 de la conique absolu@., ou par les deux matrices des
parangtres intringequesk; etK,. Ces repesentations sont équivalentes ; elles sontesliéntre elles
par les relations?,; ~ KiKT etw?_, ~ KoKJ (cf. 2.7.3). Les images de la conique absolue peuvent
doncétre calcutesa partir des matrices des parameétres intipnges eteciproguement (par décom-
position de Cholesky des matrices définies positivgs). Nous décrivons maintenant comment cal-
culer toutes les matrices de projection représentant un calibrage euclidien du systeme. Définissons
des matrices de projection par:

Pr = ( K [0)
P, = ( HxKi |e2)

Les matrices de projection de tous les calibrages euclidiens possibles pegaiiténues en multi-
pliant P, et P, par des transformations euclidiennes.

Pour la construction de la matrié® nous avons proft’du fait que I'hnomographie infinie est
donrge paH,, ~ K,RK; ! ol R est la rotation relative entre les deux caméras. Ainsi, la sous-matrice
HoK; deP, est égalaKyR, comme on s'y attend.

3.6 Seé&narios de reconstruction et de calibrage

Nous avons vu que sans aucune connaissance surasseEconstruire et sur le calibrage des ca-
méras, le calibrage projectif des camas et la reconstruction projective de l&rse sont possibles.
Pour obtenir une reconstruction et un calibrage plus riches en information, il faut introduire des
connaissances (cf. la discussion dans les sections précédentes). Les types et le nombre de ces connais-
sances dferminent le niveau de reconstruction et de calibrage qu'il est possible d'atteindre. Dans la
suite, nous décrirons plusieurs scénarios typiques en vision par ordinateur tridimensionnelle ou sté-
réoscopique. Nous les distinguons selon le nivesnngtrique desesultats attendus (projectif, affine
ou euclidien) et selon les connaissances disponibles a priori. Pour les scénarios considérés plus en
détail dans cette #Be nous indiquons les liens vers les paragraphes correspondants.

3.6.1 Reconstruction et calibrage projectifs

C’est le sehario @'aucune connaissance sur larsed reconstruire et sur le calibrage des caméras
n'est disponible ou utilisée. Deux chapitres de cetes¢hsont principalementdiés a ce domaine.
Dans le chapitre 4, nous considérons le peai”de la reconstruction a partir de deux imagésnt’
donre le calibrage projectif des caméras. Nous proposons des méthodes dont I'utilisation n’est pas



40 CHAPITRE 3. STRATIFICATION DU CALIBRAGE ET DE LA RECONSTRUCTION

bornée a la reconstruction projective mais qui sont particulierement bien adapteesas de re-
construction. Dans le chapitre 5, nous considérons le pnoblde la reconstruction et du calibrage
projectifsa partir de plusieurs vues.

3.6.2 Reconstruction et calibrage affines

Nous dcrivons plusieurs types de connaissances qui permettent de s'élever au niveau affine.

3.6.2.1 Utilisation de connaissances sur le calibrage

Cameéras affines. Le seul fait que les images aient été obtenues par des projections affinea suffit °
déterminer le plan a l'infini (a partir de deux images). Ce résultat est faaamontrer : nous sup-
posons gu’une reconstruction projective et un calibrage projectif oatt@jobtenus. Pour identifier

le plana I'infini dans le repre projectif, il suffit de trouver trois points a l'infini. Les centres de pro-
jection de carafas affines étant des points a I'infini, nous disposons donc déja de deux points. Un ou
plusieurs autres points a l'infini peuvesiré construits de la maaré suivante : nous savons que les
droitesa l'infini des plans image sont des droites épipolaires correspondantes et que leur plan épipo-
laire est le plan a l'infini. Toute paire de poirad'infini dans les deux plans image est la projection
d’un point 3D du plaraTinfini. Il suffit alors de prendre une telle paire et de reconstruire le point 3D
pour obtenir le troisieme poira I'infini qui permet d’identifier le plan a I'infini (cf. la figure 3.2).

Droites &
linfini

FiG. 3.2: Reconstruction affina partir de vues affines. Une reconstruction projective fournit deux
pointsa l'infini via les deux centres de projection. Il suffit alors de prendre une quelconque paire de
pointsa I'infini dans les deux images et de reconstruire le point 3D pour obtenir le é&misi point

qui permet de @terminer le plara I'infini.

Translations pures. Deux images prises par une caméra effectuant une translation pure sans chan-
ger ses paragtres intringques permettent de trouver la structure affine de la scéne et le calibrage
affine [131]. Une fapn de voir ceci est de constater que I’homographie infinie pour ce type de mou-
vement est l'ident@” (cf. I'equation (2.10)). Or, aps la détermination de laeghetrie épipolaire
(répipole suffirait), nous pouvons construire des matrices de projection représentant le calibrage af-
fine (voir 3.5.2). La reconstruction avec ce calibrage sera donc affine.

Parametres intrinseques constants. Dans ce cas, les homographies infinies entre des paires de
vues ont une forme particuliere — elles sont conjuguées a des matrices orthogonales (cf. I'équation
(2.10)). Ceci implique que les valeurs propres de chaque homographie infinie ont le m&me module.
Cette contrainte est appeléectantrainte du modul§l20, 150, 153] et peutfe utilis€e pour identifier

le plan a I'infini & partir de 3 vues. Nous considns cette contrainte plus en détail en 6.2.1.4 et 7.10.3.
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Syseme séréo. Plusieurs travaux consgent des systemes de deux caméras qui se déplacent en-
semble et sans changer leurs pagtes intringeques. Quan a &tfe premiera parler de calibrage

affine [161] : puisque I'orientation relative entre les caméras ne change pas lors de déplacements du
systeme, il suffit de calculer une fois pour toutes 'homographie infinie des dewraanknsuite,

méme apres uneplacement arbitraire du sgste, on pourra établir une reconstruction affine de la
s@Ene. Dans [190, 191], nous décrivons des méthodes de calibrage affine qui sont basées sur un dé-
placement translationnel du systeme des caméras. Beardsley et Zisserman, dans [15], se basent sur un
mouvement planaire des caméras (translation dans un plan et rotation autour d’axes perpendiculaires
a ce plan). Zissermaat al. ont finalement montré que le calibrage affine est possible méme avec un
mouvement ghéral du systeme s [242]. Cette derere approche est décrite un peu plus etaidl”

en section 6.2.9.

3.6.2.2 Utilisation de connaissances sur la&gee

La connaissance de suffisamment de propriétés affines de la scéne permietroéngt le plan
a l'infini. Au 3.5.2, nous avons d&gvoqL€ le cas de trois paires de droites paiak’ dans la scene.
D’autres possibilités sont I'utilisation de rapports de distance entre des pointeawtimet la connais-
sance du paradlisme de cercles [191].

3.6.3 Reconstruction et calibrage euclidiens
3.6.3.1 Utilisation de connaissances sur le calibrage

Estimation du mouvement bage sur le calibrage intringque. C’est le s€hario classique d’esti-
mation du mouvement. Au 2.3.1, nous décrivons le cas de deux images.

Calibrage intrinseque bag sur la connaissance du mouvement. La configuration typique est une
caméra montée sur un bras de robot, dont on peut mesurer le mouvement ou, si besoin est, effectuer
des mouvements cootEs [95, 97]. Le calibrage de la caméra se base sur I'hypothése que sa position
relative au bras de robot reste fixe. En section 6.2.5, nous décrivons quelques méthodes de calibrage
intrinséque d’'une caera dont le mouvement est, du moins partiellement, connu.

Calibrage bas sur des mouvements particuliers. Il existe des rethodes de calibrage qui ne né-
cessitent pas la connaissance compléete du mouvement (angles de rotation ou distances de translation),
mais seulement la connaissancetylbe de mouvement. Par exemple, le calibrage inging d’'une

camera est possible si elle effectue des rotations pures autour du centre de projection [82]. Au chapitre
6, hous @crivons ce scénario et quelques autres plusegsild”

Auto-calibrage. Le s@nario classique d’auto-calibrage concerne une caméra en mouvement, mais
sans changement des pagres intringgues. L'invariance des paratres intringques (et ainsi de
'image de la conique absolue) et la rigilitle la sehe sont suffisantes pouetérminer le cali-
brage (intringgue et extrinseque) et la structure euclidiens : la conique absoluetpedéfermiaé
commesétant la seule conique dans la scéne dont les projetées sont identiques dans toutes les images.
Differentes méthodes d’'auto-calibrage qui existent dans la littérature esaited au chapitre 6. Ce
chapitre contient aussi une description de méthodes d’'auto-calibrage pour des syst&@oes stér’

Au lieu d’auto-calibrage, nous parlons aussirdeonstruction euclidienne non calée puisque
souvent la reconstruction est le but et le calibrage joue justelarintermédiaire.
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3.6.3.2 Utilisation de connaissances sur la&ce

Nous trouvons ici le scénario classique de calibrage de caméras qui estubales images de
« mires de calibrage. Il s’agit typiquement d'objets avec de<ibles » facilement @tectables dans
les images. Les coordonnées tridimensionnelles de ces cibles sont connues (parrappeiere
attacle’ a la mire) avec une haute précision. Des méthodes de calibrage qui utilisent des mires sont
décrites par exemple dans [65, 222].

En photogrammeétrie et surtout pour la reconstructiqgrartir d'images aériennes, l'utilisation de
points de contrdle est courante [178]: les coordonnées de quelques points eled@act meses,
par rapporta’un regre donné (manuellement ou a l'aide d’autres capteurs que desagimCette
information sert a initialiser le calibrage des @as (souvent le calibrage intrinseque esh diginre).
Ensuite, les autres points de lage peuvengtre reconstruits.

D’autres connaissances euclidiennes sur ems@ermettent de transformer une reconstruction
projective en une euclidienne ou de calibrer des patees intrineques. Boufamat al.[22] prennent
en compte des distances entre des points 3D et des angles droits pour transformer une reconstruction
projective en une euclidienne. Des images de spheres peztventilis€es pour dterminer le rapport
d’echeller [146]. Une méthode appliquée surtout par les photogratraa permet de calculer des
distorsions optiquea partir d’'images de segments de droi@lumb lines») [29]. Dans [191], nous
décrivons comment calibrer une cama’a partir de deux images de trois paires de cercles paralleles.

3.7 Prise en compte du bruit

Lors de la éfinition du probleme de la reconstruction et du calibrage par ajustement de faisceaux
en section 3.4, nous avonegligé les effets du bruit sur les positions des primitives image. En outre,
les connaissances qui sont disponibles sur la structure de la scene ou sur le calibrage soahsujet
certaine incertitude (par exemple, les coordonnées des pointseratapties d’'une mire de calibrage
sont seulement connues avec urecgsion finie). La pesence de bruit et de connaissances incertaines
fait qu’il y a en ggnéral pas de solution exacte pour I'ajustement de faisceaux : et I'équation (3.1) et
les contraintes ne pourroetré satisfaites exactement; il restera toujours une erreuesigur On
tente alors de minimiser cette erreur afin d’obtenir une reconstruction et un calibrage optimaux.

La question d’'optimal#”dpend du choix d'un cire d’optimisation. Nous etrivons dans la
suite le criere qui est généralement adepl’s’'agit ducrit ere des erreurs de reprojectiondont le
but est de minimiser la somme des eardes distances entre les points image mesurés (les données)
et des points obtenus par reprojection de la reconstruction :

{/P\la teey I/D\ma Qla teey Qn} = argmin Z d(qipa PiQp)2 ) (32)
i,p

ou d(x, ) désigne la distance euclidienne.
Ce criere n’est pas choisi au hasard : si les coordonnées des points image sont affectées par un
bruit gaussien (voir 2.1), ce ceite donne la solution au maximum de vraisemblance [178].

3.8 Reésune et liens vers les chapitres suivants

Nous avons bavement dcrit les principes de la stratification de la reconstruction et du cali-
brage dans un formalisme d’ajustement de faisceaux. Les niveaux projectif, affine et euclidien ont
et passs en revue et nous avons décrit pour chaque niveau quel type d'informatioscestaire
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pour l'atteindre. L'appariement de primitives image suffit pour la reconstruction et pour le calibrage
projectifs. Les deux chapitres suivants sont principalemeniéd au éveloppement de athodes
numériques pour cette tache.

Ensuite, nous nous intéressons aux problémes de la reconstruction euclidienne non calibrée et de
I'auto-calibrage. Nous considérons surtout le casiacune information sur la structure de larse”
ou sur le mouvement des caméras n’est disponible. Les seules connaissances sont des contraintes sur
les parametres intriegjues telles que leur invariance pour une caméra en mouvement ou le fait que
les pixels sont rectangulaires. Ces cas et quelques autresesnites dans le chapitre 6.

Finalement, au chapitre 7, nous décrivons des mouvements de caméra qui causegdréessd”
cences pour la reconstruction euclidienne non calibrée et I'auto-calibrage.






Triangulation

— reconstruction a partir de 2 vues

Dans ce chapitre, nous considérons le pro-
bleme de la reconstruction de points a partir
de deux vues. D’abord, nous passons en revue
des méthodes classiques de reconstruction a
partir de vues calibrées, donc des méthodes de
reconstruction euclidienne. Ensuite, nous nous
concentrons sur le cas de la reconstruction pro-
jective, a partir de vues non calibrées et de la
reconstruction affine, étant donné un calibrage
affine. Nous montrons que les méthodes
« calibrées » sont inappropriées dans ces cas.
La partie principale du chapitre est la descrip-
tion d’'une méthode de reconstruction, appli-
cable aux cas projectif, affine et euclidien, et

qui fournit le résultat optimal, d’apres le critere
de minimisation des erreurs de reprojection.

Pour cette méthode, nous décrivons des
simplifications qui sont possibles pour certains
types de mouvement, impliguant des formes
particulieres de la matrice fondamentale. Nous
présentons également d’autres méthodes et dis-
cutons leur applicabilité aux différents cas de
reconstruction. Les résultats d’expériences éva-
luant toutes ces méthodes sont donnés en fin
de chapitre.

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus
en grande partie en collaboration avec Richard
Hartley. Une partie des résultats a été publiée
dans [73, 74, 75].
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4.1 Le probleme de la triangulation

Nous supposons qu’'un poi@ de R? est visible dans deux vues, dont les matrices de projec-
tion P; et P, sont connues. Soier; et qs les projections d€) dans les deux vues. Il est facile de
déterminer les rayons de projection correspondant aux deux points imagetléme de la trian-
gulation consiste en laetermination de I'intersection des deux rayons de projecAqremiére vue,
ce probleme sembletre trivial puisque l'intersection de deux droites ne esprite aucune difficulté.
Pourtant, en présence de bruit dans les coordonnées des points image, les rayons de projection ne se
coupent ghéralement pas, et il devient alors nécessaire de trouver une meilleure solution, sous I'hy-
pothese d’'un certain modele de bruit. Laethode classique consiste a chaisir le point minimisant la
somme des distances aux rayons de projection non incidents — il s’agit du point milieu de la perpen-
diculaire commune aux rayons. Cette solution s’appuie sur des notions euclidienne (perpendicularité)
et affine (point de milieu) et n’a donc pas de sens si nous cermid la reconstruction projective
ou méme affine (pour la perpendicularité) e monde 3D n’est connu cui'une transformation pro-
jective ou affine pes. Nous proposons dans la suite I'utilisation d’un autre critere de minimisation,
gui est basé sur des distanaEmns les imagesCeci a I'avantage qu’on combat le brudt &l il se
manifeste — dans la position des points image — et que krerist valide pour tous les niveaux de
reconstruction — euclidien, affine et projectif.

Organisation de ce chapitre. Nous introduisons d’abord la notion d'invariance de méthodes de
triangulation par rapport a des transformations de I'espace 3D d’'un groupe donné. Ensuite, dans la
section 4.3 nous rappelons brievement les méthodes classiques de reconstruction a partir de deux vues.
Dans la section 4.4, nous proposons ureceitde minimisation dans les images. Unetimode origi-

nale de triangulation qui résout ce critere de mamioptimale estalieloppée en 4.5. Ensuite, nous
étudions des simplifications de la complexiélggbriqgue de notre méthode dues a des mouvements
particuliers entre les deux vues. En 4.7, nous décrivons d’autres méthodes, quelgues-unes originales,
gui ontété compaees avec la ethode optimale et nous présentons @ssiitats d’expfiences en 4.8.

Le chapitre est clos par un ensemble de conclusions.

4.2 Invariance des nethodes de triangulation

Les anmes passées, un intérét comsable aeté porté au sujet des reconstructions projective ou
affine [57, 72, 104, 130, 157, 172, 173|) I s@ne est reconstruiteune transformation inconnue du
groupe dona’pes. Généralement, dans une telle situation, au lieu de dontes« vraies» matrices
de projectiorP; etP,, on dispose de matric& T~ etP, T~! o0l T est une transformation inconnue
du groupe de transformations considéré.

Une caradtfistique @sirable d’'une méthode de reconstruction est son invariance aux transforma-
tions du groupe considérSoitr une nethode de triangulation, qui reconstruit un point @@ partir
de ses projectiong; et q, et des matrices de projection correspondarReset P,. Nousé€crivons
ceci comme:

Q = 7(q1,q2,P1,P2) .
La méthode de triangulation est ditevariante a une transformation T si:
(a1, a2, P1,P2) = T 7(q1, qo, P1 T, P T7H)

Ceci veut dire qu'un changement de eep (transformation des matrices de projection) résulte en le
point 3D, transforra’de margre analogue. Si nous nous trouvons dans le contexte de reconstruction
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projective ou affine, c'est-dire si les matrices de projection sont connaemeé transformation pro-
jective ou affine pgs, il est donc clairement recommandfutiliser une nethode de triangulation qui
est invariante aux transformations projectives respectivement affines.

4.3 La méthode du point milieu et d’autres approches classiques

Les travaux classiques de reconstruction a partir de 2 vues d'une scene s'inscrivent dans un
contexte de stéréo-vision ou les caméras sont suppes@eesalibees. Le probleme principal consi-
déré dans ces travaux est généralement la détermination du mouvement entre les deux caméras (sou-
vent sous la forme d’'unego-motion estimationu orientation relativg [1, 3, 25, 30, 55, 64, 103,
112, 147, 158, 182, 194, 195, 212, 221, 223, 224, 230, 240]. La partie de reconstruction proprement
dite, la triangulation, ne mjt géréralement que peu d’attention : laethode du BINT MILIEU est
couramment utilisée, c'est-a-dire qu’on choisit le point milieu de la perpendiculaire commune aux
deux rayons de projection [13, 35, 205, 220, 223, 229].

L
(a) Le point milieu de la perpendiculaire (b) Une autre possibiktpropose par Tos-
commune aux rayons de projection. cani et Faugeras (voir le texte).

FiG. 4.1:Deux néthodes classiques pour la triangulation.

Toscani et Faugeras proposent deux solutions alternatives [206]. La premiere correspora en fait
notre formulation de la triangulation (voir 4.4), c’estdire le point reconstruit est celui qui minimise
I'erreur de reprojection. Ceci a été appliqué aussi par nombre d'autres chercheurs, pas dans le sens de
la triangulation des points 3D, mais pititdans une formulation du styleajustement de faisceaux
(bundle adjustment), avec le but d’estimer et les patees du mouvement et les points 3D. Cette
estimation est effeca€ par des méthodes itératives, tandis que nous donnons dans la suite une so-
lution directe pour le sous-probleme de la triangulation. La deuxieme solution alternative proposée
dans [206] a I'air moins intuitive que le choix du point milieu, mais desuttats plus stables oneét”
rapportés. Le point reconstruit est choisi comme étant l'intersection du rayon de projeci®hun
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des points image avec le plahcontenant I'autre rayon de projection et qui est perpendiculaire au
plan épipolaire dé. (voir la figure 4.1 (b)).

Dans leurs travaux, Wenet al. adoptent en gé&ral le point milieu comme point reconstruit
[220, 223]. Dans [221], page 873, une petite discussion estedosur’ la solution directe du critere
de reprojection, ce qui est dans la&mé ligrée que notre approche. Pourtant, il est supposé que le
meilleur point se trouve sur la perpendiculaire commune des rayons de projection des points image
mesues. Ceci n'est en général pas correct. Sous cette hypothese, le point minimisant I'erreur de
reprojection peugfre détermia’en Esolvant un polyndme quartique.

Dans le cas d’'une reconstruction projective ou affine, les matrices de projection sont données
par rapporta’un regre projectif ou affine. Ici, les concepts euclidiens, comme les angles et donc la
perpendicularité, n'ont pas de sens. Quant a la reconstruction projective, méme les notions affines
comme le rapport de distances entre points cedlirés et donc le concept de milieu, perdent leur va-
leur. Or, toutes les méthodes citées ci-dessus sont basées sur les notions de perpendiay ot
la méthode du BINT MILIEU, de milieu. Ces rathodes ne sont donc ni projectivement ni affinement
invariantes et, comme nos expériences le montrent, sont en effet un mauvais choix pour effectuer des
reconstructions projectives et méme affines.

Des n€thodes de reconstruction projective a partir de deux vues nonezsibrieté proposées
par exemple par Faugeras [57], Hartltyal. [72], Shashua [173, 174] et Ponekal. [157]. Ces tra-
vaux concernent principalement la détermination des matrices de projection dangnenpregectif
du monde. La triangulation est partout effectuée en résolvant des systemes d’équations linéaires, donc
en minimisant une erreur algébrique, ce qui est certainement sous-optimal. Aucune de ces méthodes
n'est projectivement invariante.

Dans [13, 14], Beardslest al. considrons plusieurs cetres pour la triangulation. lls proposent
d’utiliser un calibrage approximatif des cams pour rendre la situatierguasi-euclidienne. Ainsi,
I'application de la nrethode du BINT MILIEU est possible, mais elle est tout de méme sous-optimale.
Beardsleyet al. argumentent, comme nous, qu’il faudrait minimiser I'erreur de reprojection. lls pro-
posent donc une solution approximative : un point image est laissé fixe, tandis que son correspondant
est corrigé en le projetant perpendiculairement sur la daptpolaire du premier point. Ainsi, on
obtient deux points qui se correspondent exactement et qui permettent d’intersecter les rayons de
projection sans erreur. Cette approche est évidemment sous-optimale, mais elle va dans la bonne
direction.

4.4 Un meilleur critere de minimisation

Le bruit intervient dans les mesures, c’est-a-dire les positions des primitives dans les imiages, d”
aux erreurs de nuemisation et d’extraction de primitives dans les images. Or, pour le combattre, il
faudrait s'appuyer sur un ceite d’'optimisation qui estefini dans les images. Dans cette section,
nous dafinissons un tel critere.

Il est courant de supposer un bruit gaussien paloijhement des primitives de leur position
exacte. Dans la suite, nous adoptons ce etmdle bruit. La meilleure reconstruction au sens du
maximum de vraisemblance est alors celle qui minimise I'erreur de reprojection — la somme des
carés des distances entre les points reprojetés et les points image mesurés [178] (cf. la section 3.7) :

Q = argmin(d(qy, P1Q)* + d(qs, P2Q)?) , (4.1)

ou Q est le point reconstruit el(x, ) la distance euclidienne.
Soit F la matrice fondamentale asseeiaux matrices de projectidty et Py (voir 2.6 pour un
moyen de calculef). Les pointsg; etqs peuventetre les projections d’un point 3D uniquement s'ils
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satisfont la contrainte épipolaire, c'est-a-dirgi$Fq; = 0. Nous pouvons maintenant transformer le
probleme de I'estimation du point 3D en celui de I'estimation de ses projections : nous cherchons
les pointsq’ etq) tels que:

{@), a5} = argmin (d(q1,q})* + d(q2,a5)?)
4.2)
sous la contrainte q'g Fq}, = 0 .

On peut voir la détermination dg, et q), comme une correction des points image, avec le but
de les transformer en des projections possibles d’un point 3D. Sous I'hypothése d’'un bruit gaussien,
le critére (4.2) donne les points corrigés qui sont le plus vraisemblablemenviags» correspon-
dances des points image. En effet, I'optimisation de ce critére inclut une reconstruction 3D implicite
de Q, optimale au sens du critere des erreurs de reprojection (voir 3.7). Mais, au lieu de paramétrer
la reconstruction par les 3 coordonnées du point 3D, nous le faisons via une seule variable (voir la
suite), qui définit ses projections.

Apres avoir étermir€ @} etq), le point SDQ peutétre calculé par n’importe quelleetiiode de
triangulation puisque les rayons de projection de ces deux points se cpupagment Numérique-
ment, bien 8f, ceci n'est pas valide, en raison des erreurs d’arrondi. Mais, en pratique, nous n’avons
pas pu constater de défaillances causées par ceci.

4.5 Une nethode optimale pour la triangulation

Dans cette section, nous décrivons une méthode de triangulation qui trouve le minimum global
de la fonction de co(it (4.2) : la solution requiert la détermination des racines d’'uropodydé degr”
6. C’est pourquoi nous appelons cette méthode la méthode.FSi le modtle de bruit gaussien est
correct, cette mthode est alors optimale.

4.5.1 Reformulation du probleme

Pour des points image mesurgs et q», nous cherchons une paire de points corrigét q,
qui minimise la somme des cag’des distances et respecte la contragmi@olaire (critere (4.2)).
Deux points image satisfaisant la contraief@polaire doivent se trouver sur des droites épipolaires
correspondantes. En particulier, le point optirjake trouve sur une droitepipolairel; etq), est sur
la droiteépipolaire correspondan?@.

Considrons maintenant une paire de droites épipolaires correspondareges,. De tous les
points suf; etly, c’est naturellement la paire des projections orthogonaleg @é¢qs sur respective-
mentl; etl,, qui minimise la somme des cag des distances. S, , q,) la paire de ces projections
orthogonalesEcrivonsd(qi,d;) = d(qi,1;), 00 d(qs, 1) représente la distance perpendiculaire du
pointq; de la droitel;. Une expression similaire existe pal(iqz, q, ).

Au vu de la section @éédente, nous pouvons reformuler le peof’ de minimisation comme
suit. Nous cherchons la paire de droites épipolaires correspondantes selon:

(1,15} = argmin (d(qi,11)? + d(as,15)?) . (4.3)

Supposons gu’on aitaérminé cette paire de droitepipolaires. Alors, les points recherchés sont
simplement les projections orthogonalesgdest q- surl; respectivement.
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Notre straggie pour minimiser (4.3) est la suivante.

1. Paramtrer le faisceau des droites épipolaires dans la gm@rmimage en fonction d'un seul
paranetret. Une droite épipolaire dans la premiére image e écrite commeé ().

2. Paramtrer le faisceau des droitepipolaires dans la deuxieme image en fonction du méme
paranetret (en utilisant la matrice fondamentaf¢, ce qu’on peut donecrire comme; ().

3. Exprimer la fonction de add(q1,1;(¢))% + d(qs,12(¢))? explicitement ert.
4. Trouver la valeur dé qui minimise cette fonction globalement.

Ainsi, le probEme est rédui la ddtermination du minimum d’une fonction en une seule variable
t. Dans la section suivante, nous montrons que, avec une egigation appropeé du faisceau
épipolaire, la fonction de co(it est une fonction rationnellé.dfn utilisant des techniques de calcul
élémentaires, le probleme de minimisation peut étre r&ndela’ détermination des racines réelles
d’un polyndme de degr'6.

4.5.2 Algorithme
45.2.1 [kveloppements

Si les deux points image mesurés coincident aveepgsiles, le point 3D se trouve sur la droite
reliant les deux centres de projection. Dans ce cas, il est impossible de déterminer sa position seule-
menta partir des deux vues disponibles. Le cas ou un seul des points image coincide epigdlan
n'est pas réalisable. Par conséquent, nous supposons pour la suite gu’aucun des deux points image ne
coincide avec uepipdle. Les développements suivants sont illustrés par la figure 4.2.

Plan |mage 1 Con’espondance Plan |mage 2
a de droites ax
épipolaires_
0 1{t)
- (5) L a4
CEQ)
€ a, » q, €,

§ _____ 7

FIG. 4.2:Principe de notre rathode de triangulation.

Nous pouvons simplifier le probleme en appliqguant des transformations rigides aux images qui
envoient les points imagq; (respectivementy;) sur l'origine, (0,0,1)T en coordonaés homo-
genes. En outre, lezpipdles peuvenefre envogs sur les axes desde chaque image, sur des points
(1,0, f1)T (respectivementl, 0, f,)T). Une valeurf; = 0 signifie que IEpipdle se trouvea Tinfini.

Les cBtails de la dtermination de ces transformations rigides sont donnés plus bas dans la section
4.5.2.2. Dans la suite, nous supposons que, en coaedsriromognes :

qir ~ q2 ~ (0703 1)T
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et que leepipdles se trouvent sur les axes des
elN(laoafl)T GQN(I,O,fz)T :

L'application de ces transformations rigides n'a pas d’effet sur la valeur de la fonctionutle co”
(4.2), puisque celle-ci est basée sur des distances, qui sont cees@as’ les transformations rigides.
Pourtant, la matrice fondamentale deit€ adaptée pour tenir compte des transformations dans les
images. La nouvelle matrice fondamentBldoit satisfaire legquations :

1 1
Flo]=F"[o]=0.
fi fo

F a donc une forme particuliere (un moyen de calcElarpartir de la matrice fondamentale originale
est dEcrit dans la section 4.5.2.2) :

fifod —fac —fod
F=| —fb o b (4.4)
—fld (& d

Considrons une droite épipolaire dans la premiére image qui coupe I'axeaiegoint(0,¢,1)T.
Notons cette droité (¢). Le vecteur représentaht(¢) est done’par le produit vectoriel suivant :

0 1 th
L)~ [t]lalo]=]1
1 f1 —t

Le care de la distance dig(¢) au pointq; (I'origine) s’évalue donc comme :

t2
T 1+ (thH)?

La droiteépipolaire correspondante dans la deax¢ image est doee par :

d(ar, 1i(t))?

0 —fo(ct + d)
L(t)~F[t] = at+b
1 ct+d

Le care de la distance cage del,(t) au pointq, est égale’

(ct + d)*
(at +b)2 + f2(ct+d)?

d(az, 1x(t))? =

La somme totale des cas des distances g4 la fonction de aat"(4.3)) est donc donnée par:

_ t? N (ct + d)?
1+ ()2 (at+b)2 + fHct+d)?

Sl(t) (45)

Le but est de trouver la valeur dequi minimise cette fonction. Nous trouvons le minimum
en appliquant des techniques de calcul élémentaires. D’abord, calculoagv@ediremere de la
fonction sy (t) :
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Vo 2t _ 2(ad — be)(at + b)(ct + d)
() = (14 (tf1)2)?  ((at +b)% + f2(ct +d)?)? ~ (4.6)

Pour déterminer les minima dey (¢), nous nous irgfessons aux racines dg(t). Collecter les
deux termes de/ (¢) sur leur &nominateur commun et annuler le numérateanea la condition :

at + ) + f2(ct + d)?)? — (ad — be)(1 + (tf1))?(at + b)(ct + d) 4.7)
acfi(bc — ad)) +
Y0P = a’d?) + P fy (P + 20%) +at) +

ri(t) = t((

5

(
t4(bdf, (be — ad) + 2acfi(bc — ad) + 43 dfy + dacfi(ad + be) + 4a®b) +

(

(

(

(

= t

o~

t3(2fE (0% — a’d?) + 62d> fy + 2f3(a’d? + b2 c? + 4abed) + 6a2D%) +
t2(2bdf2 (be — ad) + 4ed® £ + 4bdf2(ad + be) + 4ab® + ac(be — ad)) +
th(d 3 4+ 202 d f3 4+ b + b2 — a?d?) +
t2(bd(bc — ad))

= 0.

Les minima et maxima de (¢) se trouvent aux racines de ce polyndme. Le pohga‘est de degr”
6 et peut donc avoir jusqa’6 racines réelles, qui correspondar® minima et 3 maxima de (¢). Le
minimum global peugfre trou¥ tout simplement en évaluast(t) aux racineseélles de;(¢). On
devrait aussi tester la valeur asymptotiquesg@) pourt — oo, pour voir si la distance minimale
apparait quand = oo. Ceci correspond a une droiepipolaire verticale dans la preen€ image.
Normalement, cette situation n’a pas déret : le point corrig’q) serait la projection orthogonale de
I'origine sur la droite verticale passant par, qui n'est rien d'autre que I'ep@é e; méme (voir la
figure 4.2). Pourtant, il pourragtfe possible que la valesy(co) soit plus petite que celles aux racines
de rq, puisque celles-ci sontetermirées par une méthode nengue, qui donnera des racines peu
précisesa proximig de l'infini. Ce cas indiquerait alors une certaine instabili€ la reconstruction
du point considéré.

La valeur asymptotique dg est donee par :

45.2.2 [ktails

Déetermination des transformations rigides des images. Nous calculons la transformation rigide
pour une seule image. Celle de I'autre image estihirée de mardre analogue.

Nous effectuons d’abord une translatidrgui raméne le poing a l'origine. Soitq = (u, v, w)!.
Alors:

glegle



4.5. UNE METHODE OPTIMALE POUR LA TRIANGULATION 53

Nous placons Bpipdle (apes I'avoir dpla@& parT) sur I'axe desu par une rotatiorR autour de
I'origine. Soite = (u,ve,w,)" I'épipdle. Alors, il faut que :

cos® —sin® 0 L0 -z Ue 1
RTe= | sin® cos® 0 01 —4 ve | ~ 0]
0 o 1/ \o o 1/ \w f

pour f € R. Le fait que la deuxieme coordoaa doive s’annuler nous donne wegguation qui permet
de dgterminer I'angle de rotatio® :

sin O (uew — weu) + cos O(vew —wev) =0 .

La transformation rigide comete est alors donnée pér= RT.

Transformation de la matrice fondamentale. La matrice fondamentale daétre adamé pourstre
valide pour les images transformées. Soképt= R, T; et Xy = Ry Ty les transformations rigides
des deux images &, la matrice fondamentale avant I'application des transformations. La matrice
fondamentald- pour les images transformées est calculée ainsi:

F o= Xo TFoX; ™
RyTo TFoTIR] .

La matriceF aura la forme particulire donnée dans I'équation (4.4).

Détermination des pointsq) etq,. Aprés avoir trouvé le minimum global dg(t), nous pouvons
aiggment calculer les pointg, etq) par:

t*f1
q = t
1+ f7
f2(0t+d)2
q, = —(at + b)(ct + d)

f2(ct +d)? + (at + b)?

4.5.2.3 Algorithme complet

Préalablemena 'application de I'algorithme de triangulation proprement dit, nous devons calcu-
ler la matrice fondamentalg). Dans la formulation du proeime de triangulation, nous avons supos’
que les matrices de projection des deux vues sont données en entrée. De ces matrices, on peut cal-
culer la matrice fondamentale. En pratique, le paicest souvent inversla matrice fondamentale
est calculée a partir de correspondances de points image et des matrices de projection sont ensuite
dérivées de celle-ci (voir [121] pour des formules).
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Pour chaque correspondance de points image nous effectuons les opérations suivantes.

Algorithme : Triangulation

1. Déterminer les transformations rigid¥s et X,, corriger la matrice fondamentalefet
I'exprimer sous la forme ded'quation (4.4).

2. Construire les polyorhess; (t) etry ().

3. Déterminer les racines dg (¢) par une méthode nuenique quelconque (voir p@r
exemple [159]).

4. Evaluers, (t) aux racineseélles et & I'abscisse = oo et choisir let qui donne |
valeur minimale.

5. Déterminer les pointg) etq).
6. Défaire les transformations rigidés et X, en appliquant leurs inversesy) etq),.

7. Trianguler les points obtenus par une méthode quelconque (des exemples sonjdonnés
dans la section 4.7).

45.3 Surles minima locaux

Le fait quer;(¢) dans I'équation (4.7) est un polgnie de degré 6 a pour conséquence gue
peut avoir jusgu’a 3 minima. Ceci est en effet possible comme nous le moatfaide d’'un exemple.
Soientf; = f, = 1eta =2,b=3,c = 3,d = 4. La matrice fondamentale est donc donnée par:

4 -3 —4
F=|-3 2 3],
—4 3 4

et pour la fonction de ad’s; (¢) on obtient :

ot (3t + 4)?
L+t (2t +3)2+ (3t +4)2

s1(t)
Le graphe de (¢) est montré dans la figure 4.3 (a). Les 3 minima sont clairement visibles.

Comme dewdime exemple, consaons les valeurg; = fo =leta =2,b=—-1,c=1,d =0
ce qui hous donne::

et:

Sl(t)

TP i

Les deux termes de la fonction de colt s’annukeht= 0 ce qui veut dire que les points corres-
pondantsq; et q, satisfont exactement la contrairgpipolaire. Ceci peugtfe vérifé en observant
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(a) Exemple d’'une fonction de  (b) Une fonction de cat” pour (c) Un autre exemple pour une
codt avec 3 minima. une correspondance de points correspondance parfaite, avec
parfaite (le minimum global est  un minimum local spag du
a l'abscissd)), mais qui man- minimum global par un pic &
moins possede un autre mini- pronon€& (obtenu avec les va-
mum local. leursfi = 1,f, = 0.5,a =

4b=c=1,d=0).

FIG. 4.3: Exemples de fonctions deldavec des minima locaux. Pour montrer la to&ldes fonc-
tions de cdit, nous substituonspar tan(«) et affichons les graphes en fonctionaddans l'intervalle
—71/2 < a<7/2

queq, Fq: = 0. Le graphe de; (¢) est illust€ dans la figure 4.3 (b). On peut constater queité du

minimum globala’t = 0, il y a aussi un minimum loca? = 1 (« = w/4). Donc, méme dans le cas

de correspondances parfaites, des minima locaux peuvent exister. Ces exemples demontrent qu'un

algorithme qui tente minimiser les fonctions de colt (4.2) ou (4.3) par une recherehatiité, est

susceptible de trouver un minimum local, méme dans le cas d’une correspondance parfaite !
Rothwellet al. ont « reimpement » notre n€thode pour effectuer des expériences de reconstruc-

tion projective [169]. Leur implémentation a deugfdlts : une rechercheeititive est utilise pour

trouver le minimum global et cette recherche est initialisée aveeslditdt de la rethode du BINT

MILIEU qui est 'une des pires solutions pour la reconstruction projective. Ceci est une explication

possible du fait que les résultats qui sont présentés dans [169] semblent étre plus mauvais que les

nétres, quant a la comparaison avec d'autres méthodes.

4.5.4 Minimisation de la somme des distances absolues

Au lieu de minimiser la somme des casrdes distances entre les points mesurés et les points
reprojetés, il est possible d’adapter notrethode de mapre a minimiser la somme des distances
absolues. Nous appelons ceci la méthodeyPABS.

La quanti€ a minimiser est:

d(q1, 1 (t)) + d(qz,12(2)) (4.8)
ou, explicitement en fonction de

|t] |t + d

20 = VoA e e CET

Sa drivée premere est de la forme :
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1 (ad — bc)(at 4+ b)
1+ (tf)2)32  “*((at+b)2 + f2(ct + d)2)372

ol w; etwy sont égawa™=1 oul, selon les signes deet (¢t + d). Le minimum global de»(t) se
trouve & une racine d€ (¢). Nous essayons donc detdfminer les racines d§(¢) et déterminons le
minimum global en évaluant, a toutes les racines et en retenant celle qui donne la valeur minimale.
La conditions}, () = 0 peut s&crire comme::

1 (ad — be)(at + b)

T+ ()22~ ((at+0)2 + f2(ct + A2

Nous €levons les deuxatés de cette équations au carré, afialidiiner lesw;, ws €t les racines
carées. La soustraction des termes obtenus donne :

sy(t) = wig

wl(

1 _ (ad— be)?(at + b)?
(14 (tf1)%)3  ((at +b) + f2(ct +d)?)3
Le nunmérateur commun de, est un polyoime de degr’8 ent. Comme pour la méthoded®y, nous
évaluonsss(t) aux racines de ce polyndme afin de trouver son minimum global.

Tz(t) = (49)

455 Etpour3vues?

L'extension de la méthode pour 3 vues ou plus serait désirable et nous avong egitervoie,
d’abord pour le cas général et ensuite pour le cas de trois vues alignées.

Cas ¢gnéral. La minimisation directe du cete de reprojection ne semh#&é praticable qu'avec
deux vues. Pour 3 vues, le probléme ne peut plos paramétré par une seule variable, mais il en
faut trois. Une paramétrisation analogue a celle choisie pour le cas de deux vues serpirtle r’
les parametres de ladan suivante. Deux paratres @finissent la position du poir§} dans la
premiere image. Le deuxieme point deiré sur la droiteepipolaire du premier et peut domtré
positionné par un parametre. La position du point dans la troisieme image est entieretagntrdé

par les relations trifocales. Au lieu de paretnet les points image, nous pourrions donc directement
et simplement utiliser les coordoe@s 3D du point reconstruit. Les troigriiées partielles de la
fonction de colt, qui est la somme des résidus des reprojections, sont desnpedydé degr8.
Meme s'il était algbriquement possible d’engendrer un polynéme en une seule variable, celui-ci
serait certainement de degbeaucoup tropléwe pourétre Esolu avec une précision raisonnable.

Nous avons temrtte gduire la complexité des formules en appliquant des transformations rigides
appropriées aux images. Par exemple, dearnelits d’une matrice de projection peuvent facilement
étre annulés en appliguant une translation appeepdans I'image : soR une matrice de projection
etP sa premiére sous-matriGex 3. L'application d’une translation de vectetidans l'image donne
lieu a la matrice de projection transfoe@P’ avec :

» L 0 &\  [Pu+tPn Pop+tPyn Pi3+tiPs3
0 0 1 P3 Psy Pss

. . .. - =/ , 1z
Il est facile de voir comment choisif ety pour annuler deuelements dé> . Ce proe€d® permet
de simplifier la forme de la fonctioa minimiser, mais pas assez pour pouvoir résoudre le probleme
comme au cas de deux vues.
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Trois vues aligrees. Pour des vues alignées (centres de projections egighés plangpipolaires
des paires de vues coincident. Ceci rend possible d’exprimer le probleme par un sewtiggaram’
comme dans le cas de deux vues. On peut appliquer le méme schéma que dans le paragraphe 4.5.2.1.
Par rapporti’la fonction de cot'(4.5), un troistme terme s’ajoute, pour la distance du point image °
la droite épipolaire dans la troesiie image. On obtient finalement un palymé de degr 10, dont il
faut déterminer les racines.

Il serait facile d’obtenir des résultats pour des mouvements particuliers entre les vues, comme
nous le faisons pour le cas de deux vues dans le paragraphe suivant, mais noustunsiarr”

Caméra linéaire. Nous avonsegalement étudié le prabie de triangulation pour trois vues de
caneras lirdaires, qui se présente mieux, voir 'annexe A.2.

4.6 Triangulation pour des mouvements particuliers

Récemment, Btude de mouvements particuliers a s@sqiielque intérét dans le domaine de la
vision non calibrée. Pour citer quelques exemples, des méthodes de calibrage pour des rotations pures
[82] et des mouvements planaires [6, 226] ou de reconstruction affpaetir de translations pures
[131] ont été proposées (voir 6.2.3 pour une discussion approfondie). Dans le contexte de la trian-
gulation, nous nous intéressomsles mouvements particuliers entre deux vues d’'uemenCaméra.

Torr et al. [204] et Viéville & Lingrand [215] ont étudi‘des formes particiies que prend la matrice
fondamentale lors de mouvements particuliers (voir la section 2.3.4).

Nous considions ces formes particaliés deF en vue de nos ethodes de triangulationd®y
et PoLY-ABs. Pour quelgues mouvements particuliers, nous montrons comment la recherche du mi-
nimum global de la fonction de colt (4.2) (respectivement (4.8)) se simplifie, par une réduction du
dege du polymmer (t) (respectivements(t)) a résoudre (cf. les équations (4.7) et (4.9)).

Dans les deux paragraphes suivants, nous développons le cas des caméras affines et celui d’'une
cameéra (perspective) effectuant une rotation autour d’'un axe fixe. Deux autres cas, translation pure
et changement de focale ou de mise au point, sont traites dans I'annexe A. Dans cette annexe, nous
considéronggalement la triangulatioa partir de trois vues d’'une card linéaire. Sa'la place de la
matrice fondamentale nous corsidhs une homographie associée aux projections d’'un plan dans les
deux vues, nous obtenons un pesé similairea’la triangulation. Dans I'annexe B, nous proposons
un schéma de correction de points image de erard ce qu’ils se correspondent exactement par
I’'hnomographie donnée.

Le tableau 4.1 résume tous ces cas.

4.6.1 Caneras affines

Apres I'application des mémes transformations rigides que dans la section 4.5.2, tdsepimt
les points a l'infini des axes deset la matrice fondamentale se simplifie encore davantage :

0 0 0
F=10 0 ¥
0 d ¢
Poly. La fonction de colt est:
(d’t—i— 6/)2 d/2 d'e 6/2

42 _ 2
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| Type de mouvement/caeré | Poly | Poly-Abs|

Général 6 8
Translation pure

— épipbles finis 2 2

— épipoles infinis 1 1
Cangras affines 1 1
Zoom + mise au point

— forme grérale 6 8

— pixels rectangulaires 2 2

— translation dans plan focal et pixels rectangulaires 1 1
Rotation autour d'un axe fixe

— forme grérale 6 8

— téte s€réo 6 8

— téte s€réo symétrique 2 2
3 vues de camras linéaires (voir section A.2) 15 6
3 vues de caméras habituelles

— forme grérale grand grand

—vues alignées 10 grand
Homographie d’'un plan (voir annexe B) 8 grand
Homographie affine d’'un plan 1 2

TAB. 4.1: La complexié des rathodesPoLy et PoLy-ABsS pour differents sénarios. Les chiffres
correspondent aux degs maximaux des pol§mesa résoudre.

et pourry(t) nous obtenons :
r(t) = (b +d*)t +de .
Le minimum global des; (¢) peut doncetre calculé directement. Il est atteint en:
de
RN 2
La dérivée seconde est positive, donc il s'agit vraiment d’'un minimum.

Poly-Abs. La fonction de co(it est:
|d't + €|
L4

Il s'agit de la somme des valeurs absolues de deux fonctions linéaires. Le minimum global se trouve
~ . ! . ) .
alorsa une des deux racingspu — 7, ou il occupe tout I'intervalle entre ces deux racines.

sa(t) = |t +

Solution directe. Au lieu d'appliquer des transformations rigidegaldblement la formulation
de la fonction de co(it, nous pouvons omettre cette étape ici et résoudre lenpegbur la matrice
fondamentale originale, donnée par:

F=

o o O
QU O O
o o e
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Lesépipdles sont les pointa linfini e; = (d, —c, 0)T etes = (b, —a, O)T. Les droites épipolaires
dans chaque image sont paralléles, avec les directions normales(c, d, O)T etny = (a,b, O)T.

Les points corrigs q) et q), étant les projections orthogonales des points image mesurés sur des
droitesepipolaires correspondantes, nous pouvons formuler legrrmabEn utilisant un paramétte

C
qdi=q+tn;=q; +t|d
0

Le point corrigg dans la deurime image est la projection orthogonalegdesur la droite épipolaire
deq):

ay = (Fq}) A (g2 Amg) .

Nous omettons les détails et donnons directement la solution uniquguileninimise la somme des
carrés des distances entre points cesigf points mesurés :

_ _0g + bqa, + cq1, +dq1, +e
a® +b? +c? + d? '

Le minimum global de la somme des carrés des distances s'évalue d'apres:

/s\ — (aq21 + bQQ2 + Cq11 + dq12 + 6)2
' a2+ 0212t

Les points corrigs optimaux sont :

qh(a2+b2+d2)—c(q12d+q21a+q22b+e)
a ~ |qu@®+b*+c) —dge+gatgbte) |
>+ 4+ +d?
g2, (0% + 2 + d?) — a(qu, ¢ + qu,d + qo,b + €)
a ~ | g(a®++d) = b(gc+ qd+ g0+ e)
a?+ b+ + d?

On constate que les points coefgsont directement donnés en fonction des coefficients de la matrice
fondamentale et des points image mesuous pouvons en tirer profit pour I'estimation optimale
de la matrice fondamentale d’apres le critére (2.3): la minimisationesegsite pas des inconnues
suppEmentaires pour les points image coeggmais peut se faire directement en fonction des coef-
ficients deF. Le critere de minimisation devient donc :

~

F(a,b,c,d,e) = argmin

n

a2 + b2 + ¢ + d2 ZI(G'Qh + bQZz +cqi, + d‘hz + 6)2 : (410)
=

L'optimalité de ce critere aaja é# ddmonte par Shapireet al. [172], mais par d’autres moyens. ||
existe un lien intéressant entre I'estimation optimale de la matrice fondamentale affineethdaien”
de reconstruction affine par factorisation de Tomasi et Kanade [202]. Les deux méthodes fournissent
la reconstruction affine optimale, c’est-a-dire qui minimise I'erreur de reprojection (voir 3.7), mais
par des moyens tres diffénts : la premiére effectue une reconstruction optimale implicite via I'esti-
mation i€rative de la matrice fondamentale affine, tandis que la deuxieme méthode est basée sur une
décomposition en valeurs singeiles d'une grande matrice contenant toutes les coordonnées image.
La factorisation offre tout de méme 'avantaget& applicable pour plusieurs vues simultanément.
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4.6.2 Rotation autour d’'un axe fixe

Le seul cas parmi ceux décrits au 2.3.4.4 pour lequel nous avons &hasser le degrdes
polyn6mesa résoudre, est celui de laéte s€reo symeétrique. La matrice fondamentale a la forme:

0 a —ab
F= a 0 c—d
—ab —c—d 2bd
Les épipdles sonte; = (L=<, b, 1) ete, = (4x<,, 1)" et leur point milieu esty = (g,b,l)T.
Appliquer la méme translation dans les deux images, quiaaeq a l'origine, dEplace lespipdles
sur les axes des respectifs, sur des points opposés par rapgpddrigine. La matrice fondamentale

transfornge est de la forme:

0 a 0
F~la 0 c¢f
0 —c 0

et lesepipdles sont les points—<, 0, nt et(£,0, 1)T. Contrairemenéa la méthode générale, nous ne
placons pas les points image a l'origine, ce qui @wit pris en compte lors de la construction de la
fonction de colt. Soienf) etq) les points image transfoes par les translationsdfites.

Poly. La fonction de colt est:

(cqly — aqlyt — ct)? + (cghy + gyt — ct)?
a’t? + ¢

et le polyromer (¢) est une fonction quadratique én

Sl(t) =

ri(t) = t*a’c(alqiiqis — dhidh) + c(dia + ¢h)) +
2 2 2 2
tc*(2¢® + a® (" + dby — iy — dby”) + 2ac(qhy — ¢3)) —
(algh1als — dh1ahe) + c(dis + ¢5y)) -

Nous obtenons donc directement les deux solutions candidates possibles. Il est tout de méme néces-
saire dBvaluer la fonction de ag"pourt = oo, pour traiter la situation wq) se trouverait sur la

202‘1‘“2(‘1’112"“15122)‘1‘2“0(‘1’11 —51)
P .

méme droite verticale que;. Nous obtenons la valeuyf (oco) =

Poly-Abs. La fonction de colt est:

_ leqiy — agiyt — b + |egyy + agyt — ct|
Vat? + ¢?
Le polyrdmer, est quadratique, tout comme:
ra(t) = ac®(c(qhs + g51) + alqls — gha)t)(2¢° + a* (s + gho)t + ac(qiy — gby))

et hous pouvons tirer les mémes conclusions pour ce cas.

SQ(t)

4.7 Autres methodes de triangulation

Dans cette section, nous présentons quelques autres méthodes de triangulation gaoonpét”
rées avec les méthode®Er et POLY-ABS (voir les résultats expérimentaux dans la section 4.8).
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4.7.1 Meéthodes lireaires

En dehors de la sthode du BINT MILIEU, les nEthodes linéaires psentées dans la suite sont
les plus populaires. Considérons la projection d’'un point@Bur un poinig dans I'image:

q~PQ .

Nousécrivons en coordor@&s homognesq = w(u,v,1)T, ol (u,v) sont les coordonnées observées
etw est un facteur d’échelle inconnu. En notaijt la i€ ligne de la matriceP, cette€quation peut
s’écrire comme:

T T T
wu=p;Q , wv=p,Q , w=p;Q .
En éliminantw nous obtenons :

T T
up3 Q=p; Q
piQ=p;Q . (-1

Avec deux vues, nous obtenons au total 4 équations linéaires par rapport aux coordonnées de
Q, qui peuventetre mises ensemble en un gyBE d'équations de la formeQ = 0, ou A est une
matrice4 x 4. Ceséquations définisser® seulement a un facteur d'‘échelle prés et nous cherchons
une solution non-nulle pou®. Bien entendu, en présence de bruit dans les données, les équations
ne seront pas satisfaites exactement, et nous cherchonsmaifleure » solution. Nous décrivons
maintenant deux méthodes pour ce faire.

La premgre consista trouverQ qui minimise||AQ]||, sous la contraintdQ|| = 1. La solution
est le vecteur propre unitaire qui correspanth plus petite valeur propre de la matrig€A. Il peut
étre détermia’en utilisant une efomposition en valeurs singulieéres (SVD) ou lethode de Jacobi
pour trouver les valeurs propres de matrices symétriques [159]. Nous appelons ce paoa&tiode
LIN-PROPRE

Une deuxéme approche consistefixer une coordonnée d@, par exemple en écrivant :

SIS

Ainsi, nous réduisons I'ensemble des équations homogkfes= 0 a un systme de 4 équations
non-homoghes en 3 inconnues. La solution aux moindresesap€utetre trouee par la méthode
des pseudo-inverses ou par urgeaimposition en valeurs singeles. Nous appelons cette approche
la méthode LN-MC.

Les deux nethodes sont similaires, mais elles ont par contre des preprésSez distinctes en
présence de bruit dans les données. La méthadeM.C suppose que le poir® n’est pasa’l'in-
fini puisque sa quatrieme coordonnée est fiade Ceci peuteire dsavantageux dans le cas d’'une
reconstruction projectivewnodes points reconstruits peuvent se trouver sur le lanfini.

Outre ceci, aucune des deux méthodes n’est appropigsetonstruction projective puisqu’elles
ne sont pas projectivement invariantes. Afin de se rendre compte de ceci, supposons que les matrices
de projectionP; et P, sont remplaeés paP; T~! et P, T~1. La matrice du sysihe d’équation$\
devient alorsAT L. Un pointQ tel queAQ = ¢ pour le probléme original correspond & un paii@
satisfaisanfAT~1)(TQ) = e pour le probtme transforra. Donc, il y a une correspondance bijective
entre les pointg) et les pointsT Q qui ménea’la méme erreur. Pourtant, ni la conditigi®|| = 1 ni
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Q4+ = 1 ne sont invariantes par application d’'une transformation projedtiviéar consguent, si un
point Q résout le protdime original, le point transforeil Q ne sera géralement pas la solution du
probleme transforma’

La situation est difrente pour les transformations affines. Bien que la condif@fi = 1 ne soit
pas pesenée par les transformations affines, la deuxieme patasation,Q = (X,Y, Z,1)" l'est,
puisque pour une transformation affifie T(X,Y, Z,1)" = (X’,Y’, Z',1)". Ceci veut dire qu'il y
a une correspondance bijective entre les vect€urs (X,Y, Z,1)T (avecA(X,Y, Z,1)T = ¢) etles
vecteursTQ = (X', Y', Z',1)T (avec(AT 1) (X', Y',Z',1)T = ¢). Lerreur est la refne pour des
points correspondants. Donc, les points qui minimisent I'erflelirse correspondent, ce qui signifie
gue la méthode IN-MC est invariante aux transformations affines tandis que PROPRENe I'est
pas. Ces conclusions sont confirmées par les résultats des expériences.

4.7.2 Methodes lireaires iteratives

Un inconénient des méthodesN-MC et LIN-PROPREest que la valeur minimisgeAQ|| n'a
pas de significationepnétrique. Surtout, elle ne correspond pas aweities erreurs de reprojection
(4.1). En outre, une pondération individuelle des équations homogenes (lighA¢<sl@ngera la so-
lution. L'idee de base pour les méthodes présentées ci-dessous est de changer les poids des équations
de maneére itérative afin de faire correspondre la valeur ming@ial'erreur de reprojection.

Considrons la premiéere des équations (4.11). En général, le @oirduvé ne satisfera pas cette
équation —mais engendre une errees upi Q—p/ Q. La quanti€a minimiser est la difference entre
les coordonnées du point mesuré et de celui repraep; Q/pl Q). Concrétement, nous voulons
minimiser :

¢ =¢/piQ=u—p{Q/pPiQ .
Ceci signifie que si Bquation avaiete pondrée par le facteur/w, ou :

w=piQ ,

I'erreur résultante aura@t® preciggment ce que nous voulons minimiser. Le méme pbjds esta
attribuera la deuxéme équation de (4.11). Le poids correct pour les équations assatédsuxeme
image,1/w’, est dstermir€ de marere analogue.

Bien entendu, nous ne pouvons pas medlesequations au préalable parce que les poids dé-
pendent des coordoaas du poine reconstruiredd gque nous ne connaissons qu’aprés avoir résolu
leséquations ! C'est pourquoi nous pemtins de mapie i€rative pour adapter les poids. Nous com-
mercons en mettantyy = w(, = 1, et utilisons une des méthodesnkPROPREOU LIN-MC pour
trouver une solution initial€)y. Ensuite, nous pouvons mettre a jour les poids.

Ce processus est répgtlusieurs fois, multipliana lai€ itération lesequations (4.11) palr/w;
(respectivement /w}) ot w; (respectivementy’) est détermire a I'aide de la solutiorQ;_; de l'ite-
ration pecédente. Apres quelques itérations, ce processus va converger (on I'espere), auquel cas nous
auronsQ; = Q;_; et alorsw; = ngi. L'erreur (pour la prem@reéquation de (4.11) par exemple)
approchera l'erreur de reprojection;:~ u — p! Q;/pJ Q;.

Cette approche peut se baser et siN-PROPRE et sur LN-MC. Nous appelons les méthodes
résultantes 1-PROPRE et IT-MC. L'avantage de ces méthodes par rapgod’autres mthodes de
moindres carrés non linéaires comme Levenberg-Marquardt (LM) [159] est qu'ellesesofadiies
a impkémenter. En effet, leur impientation ne requiert gu'une adaptation triviale des méthodes
lingaires. Il n'y a pas besoin d’'une méthode d'initialisati@pa’é€e comme c’est souverdgaessaire
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pour LM. En outre, la décision du moment auquel on peutarrfes i€rations (convergence) est
simple : on termine le processus quand le changement des poids devient petit. Le moment d'arr”
n'est pas crucial puisque le point reconsti@itn’est pas tres sensible a des petits changements des
poids.

L'inconvénient de ces méthodes est une divergence occasionnelle. Dans des situations instables,
surtout quand les points sont proches égigdles, ce pehonene se manifeste suffisamment souvent
pour étre un probleme (dans environ 5 % des cas lors de nos simulations). Si ces méthodes sont
utilisées dans de telles circonstances, une méthode de secours est indispensable. Pour nos expériences,
nous avons utilisla méthode optimale, ELY, lorsqu’il N’y avait pas convergence apres Kdtions.
Ainsi, I'evaluation statistique des résultats n'est pas b&jsar quelques trés mauvais résultatsadus °
une divergence occasionnelle.

Les methodes iratives letitent des rathodes ligaires correspondantes leurs progséd’inva-
riance ou de non-invariance a des transformations. NotamnmeMd et IT-PROPRE Ne sont pas
projectivement invariantes. Pourtant, les expériences ci-dessous montrent que ces méthodes sont rela-
tivement insensibles aux transformations projectives. ethode T-MC est, tout comme IN-MC,
invariante aux transformations affines. Les exg@ices montrent que les méthodes itératives sont
considrablement meilleures que les méthodes linéaires non-itératives sous-jacentes.

4.8 Reésultats exgrimentaux

4.8.1 Experiences sur des donees syntletiques

Un grand nombre d’expériences ong @terges pouevaluer les differentes méthodes de triangu-
lation décrites ci-dessus. Nous nous sommes coreestn’ deux configurations.

Configuration 1. La premeére configuration simule une situation qui peut appaggdar exemple,
qguand un robot longe un couloir en regardant droit devant. Ceci est esalaiss’la figure 4.4 (a).
Dans ce cas, les dewpipdles sont trés proches des centres des images. Cette situation est connue
pour étre intring€quement instable pour la reconstruction : la profondeur de points qui se trouvent
exactemensur la droite reliant les centres optiques ne pette détermiaé, et la reconstruction des
pointsprochesde cette droite devientds sensible grhe a un petit bruit dans les coordonnées image.
Des exgriences ont eteffectiges simulant des objetsdes distances vags des caeras.

Les grandeurs suivantes sont utilisées :

> la distance entre les deux caras est de 1 umt’

> les points 3D sont placéseafoirement (distribution uniforme) dans une exghd’'un rayon de
0,05 uniés;;

> la distance entre le centre de la sphtles points et le centre optique de la emrffontale est
de 0,15 ou 0,55 urds. Le centre de la spte est sur la droite des centres optiques des caméras;;

> les deux caméras ont les mémes patas intringques :

700 0 0
K={ 0 700 0
0 0 1
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Configuration 2. La deuxéme configuration corresporalpeu pesa une €te s€réo, observant
un objet équidistant des deux caras (voir la figure 4.4 (b)). La plupart desth6des donnent de
relativement bons résultats pour cette configuration.

Les grandeurs suivantes sont utilisées :

> la distance entre les deux caras est de 1 umt]
> le rayon de la sphere des points 3D est de leunit”

> la distance entre le centre de la sphere et la droite reliant les centres optiques varie entre 1 et 9
unités;

> les caméras ont les mémes paeares intrineques comme dans la configuration 1;

> les axes optiques des caméras forment un angle‘dav@@ la droite reliant les centres optiques.

Caméra 2

Epipdles

| Caméra 1 Caméra 2

@ (b)

FIG. 4.4:Les configurations pour les simulations.

Pour chaque ensemble d’expériences, 50 points sont choisis aleéatoirement dans le champ de vue
commun. Les projections des points dans les images sont perturbées par un bruit gaussiecedont I
type varie entre 1 et 10 pixels (la résolution de I'image est@ex 700). Pour chaque niveau de
bruit, les points sont perturbés et ensuite reconstauit®0 reprises. Pour chaque point reconstruit
nous mesurons I'erreur 3D et le résidu de la reprojection. Dans les graphes des pages suivantes sont
représerdés les valeurs atlianes de ces erreurs. Les moyennes sont aussi calculées, mais les graphes
ne sont pas repsengs — ils ont la mMme forme et donnent lieu auxemes conclusions, bien qu’ils
soient moins lisses que les graphes montrés, doccasionnelles erreurs grossieres.

Pourévaluer l'invariance a des transformations, une transformation affine ou projeeti®ap-
pliguée aux matrices de projection. Ces transformations ont &té choisies pour que I'une des matrices
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de projection ait la form¢ I |0). C'est la forme normalisée couramment uéksjour la reconstruc-
tion projective. Elle représente une distorsion significative puisque la vraie matrice de projection est
( M |0), ou M est la matrice diagonale diég)0, 700, 1).

La situation la plus instable est la configuration ,lesépipdles sont au centre des images et
les points image proches depipdles. Nous présentons desstltats pour cette situation puisqu’elle
constitue un défi sérieux pour les algorithmes. Nous donnons des résultats pour les daulesas 0"
points 3D se trouvent a une distance de 0,15 unjtésts prochesou de 0,55 unitésppints éloi-
grég de la cameta frontale. Lesasultats sont présarst’en forme de graphes commentés. Les erreurs
mesuees sont étiquetées commeeurs 2D(résidu de la reprojection) cerreurs 3D Chaque point
dans un graphe représente la moyenne de 100 erreurs médianes pour 50 points. Les axes horizontaux
des graphes montrent le niveau de bruit et les axes verticalesegent I'erreur mesurée, en pixels
pour les erreurs 2D ou en unités 3D pour les erreurs 3D.

Dans la suite, nous présentons des résultats pour des reconstructions euclidiennes, projectives et
affines, en forme de graphes commentés. Pour les reconstructions affines et projectives, les matrices
de projection ont & transfornees comme ekrit ci-dessus. Ensuite, la triangulatioeta éffectige et
finalement les points reconstruits ong &ttransforras dans le repere original pour les comparer aux
points originaux. Pour les reconstructions euclidiennes, aucune transformation n’a été appliquée.
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FiG. 4.5:Erreur 3D pour la reconstruction euclidienne (points proches). l&thndePoLy est Bge-
rement plus mauvaise que les autres. Elle est concue pour minimiser I'erreur 2D, donc elle n’opti-
mise pas obligatoirement I'erreur 3D. La reconstruction euclidienne est le seulicisméthode du
POINT MILIEU a donré des ésultats meilleurs quBoLy et POLY-ABS.
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FiG. 4.6: Erreur 3D pour la reconstruction euclidienne (pointoigrés). La configuration est la
méme que pour le graphe 4.5, si ce n'est que les points songfdigres des cairas. Sont visibles
du bas vers le hautLIN-MC, IT-MC et POINT MILIEU qui sont presque indistinctd;IN-PROPRE
et IT-PROPRESoONt aussi identiques ; puROLY-ABS et POLY.
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FIG. 4.7: Erreur médiane 2D pour la reconstruction euclidienne (points proches). La configuration
est la néme que pour le graphe 4.5. Bien entenBaLy-ABs est la meilleure rathode puisqu’elle

est s@cialement congue pour minimiser I'erreur 2BoLy, IT-MC et IT-PROPRE soNnt Egerement
plus mauvaises (les graphes se superposent). Edsotied. IN-PROPRE LIN-MC et POINT MILIEU
donnent de s mauvais&sultats (notons que I'axe vertical compte 75 pixels d’erreur). Ce graphe, en
comparaison avec le graphe 4.5, montre que les erreurs 2D et 3D ne sont pas directégsential-

gré de grandes erreurs 2D pour quelquesthodes, toutes lesathodes ont une bonne performance
dans le 3D.
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FIG. 4.8: Comparaison de I'erreur 2D pour les reconstructions euclidiennes et projectiveséka m
thode utili€e estiT-PROPRE Le graphe montre que cetteéthode est presque projectivement in-
variante (c’esta-dire que les deux courbes songdrproches I'une de l'autre).T-PROPRE est une
excellente rathode,a I'exception de prolimes de convergence dans des situatiods imstables
(dans environ 1 % des essais pour un niveau de bruit de 2 pixels). Les easkhig’y avait pas
convergence ne sont pas inclus dans le graphe. Si les points ne sont pas procheigides, il n'y

a plus de prokme de divergence. Laatihodel T-MC (hon montée) a un comportemeréderement
plus mauvais, mais tout deéme similaire tandis quBoLY est exactement projectivement invariante
(les deux courbes se superposent).
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FIG. 4.9:Erreur 2D pour la reconstruction projective (points proches). C'est Enme configuration
ou toutes les mthodes ont dorende bons &sultats pour la reconstruction euclidienne. Le graphe
montre les ésultats des Bthodes (du bas vers le halpLy-ABS, PoLy, IT-PROPREet IT-MC.
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FiG. 4.10:Erreur 2D pour la reconstruction projective (points proches), suite. Ici les mauvaiges m
thodes pour la @me configuration comme pour le graphe 4.9 sont néastrLes courbes repsentent
(du bas vers le hautiPoLy-ABs (comme eference),LIN-PROPRE LIN-MC et POINT MILIEU. Le
graphe @montre la sensibilit des rathodes au prokime de non-invariance des transformations.
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FIG. 4.11:Erreur 3D pour la reconstruction projective (points proches). Graphe pouré&aeconfi-
guration que pour les graphes 4.9 et 4. BbLY-ABS est un peu meilleure queoLyY. Suivent les
méthodesL IN-PROPRE IT-MC, IT-PROPRE et LIN-MC. La courbe pourPOINT MILIEU sort du

graphe @ja pour un niveau de bruit de 1 pixel.
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FiG. 4.12:Invariancea des transformations affines. Les courbes namgrepéesentent T-PROPRE
(reconstruction euclidienne),--MC (les courbes pour les reconstructions euclidienne et affine se
superposent) étr-PROPRE(reconstruction affine). Nous pouvons constater que, comngdal@édit
théoriquement, la &thodelT-MC est invariante aux transformations affines, contrairemémtr-
PROPRE qui I'est presque.

4.8.2 Experiences sur des donees gelles

Nous avons testles nethodes avec des images de éagsénce du dtead (voir la figure 4.13
pour une image de laguence). Elle est constite’'de 11 images et de 28 correspondances de points
image. Les images sont prises des points de vue affichés dans la figure 4.14, avec des axes optiques
paralleles. La véri'de terrain pour les coordoses tridimensionnelles des points est disponible ce
qui nous permet de quantifier la qualité de la reconstruction.

FiG. 4.13:Une image de laé&guence du dteau.

1. Nous remercions le Calibrated Imaging Laboratory de I'Universig Carnegie Mellon qui a fourni cette sequence
avec le soutien de ARPA, NSF et NASA. Legsience est disponibéehitp://www.cs.cmu.edu/ cil/cil-ster.html.
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FIG. 4.14:Les points de vue de l&guence du diteau (la figure ne montre pas les distances corrects
entre les points de vue et I'objet).
Nous avons effectl'expérience suivante pour chaque paire de vues de la séquence.
Calcul de la matrice fondamentaledthode des 8 points [71]).
Calcul de deux matrices de projectiapartir de la matrice fondamentale.
Reconstruction projective des 28 points avec differentes méthodes de triangulation.

Alignement de chaque reconstruction projective avec le modéle euclidien.

a > w0 NP

Calcul de 'erreur des reconstructions projectives comme étant la moyenne des distances abso-
lues entre points aliggs et points du modeéle.

Les Bsultats des mthodes suivantes sont affichés dans la figure 4.0bY PIT-PROPRE IT-MC
et POINT MILIEU.

Les méthodes BLY et IT-PROPRE Ont un comportement quasiment identique. Pour quelques
paires de vues, les deux méthodes échouent. De gauche a droite (par rapport aux graphes dans la
figure 4.15), il s'agit des paires:

(3,6) (3,7) (6,7) (8,9) (8,10) (9,10) .

Sil'on compare avec la figure 4.14, on constate qu'’il s’agit exactement des paires de vues qui consti-
tuent une translation pure de la caméra. Nous avons déja mentionné que ce cas est toujours difficile
pour la reconstruction. Pour les autres mouvements, les résultats sont comparables avec ceux d’'une
reconstruction projective en tenant compteaalgesles 11 images (cf. leesultats de notre athode
de factorisation en section 5.8.2.2).

La méthode T-MC donne desegsultats égérement moins bons queEr et IT-PROPRE Pour ce
gui est de la méthoded®NT MILIEU, la reconstruction pour la plupart des paires de vues est bonne,
mais le taux dechec est clairement supérieur a celui des autres méthodes présentées.
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FIG. 4.15:Résultats de reconstructions projectives avecdguence du diteau.

4.8.3 Discussion desasultats

Avant d'analyser lesasultats pgcédents, nous rappelons, dans le tableau 4.2, les abréviations des
méthodes utilisés ainsi que trés brievement leur procédé.

Toutes les méthodes se comportent bien pour la reconstruction euclidienne, en termes d'erreurs
3D. Quant aux erreurs 2D, seules les méthodesyP PoLy-ABS, IT-MC et IT-PROPRE donnent
des Esultats acceptables. Les deux dernieres ont I'inconvénient de diverger occasionnellement. La
méthode PLY-ABS semblectre Egerement meilleure quedty, au sens des erreurs 3D, mais toutes
les deux sont des méthodes excellentes. Leur inconvénient majeur est qu’elles ne sont pas directe-
ment gréralisables a plus de 2 vues (voir la discussion dans la section 4.5.5), contrairement aux
autres approches. Elles sont également plus lentes, mais toujours assez rapides pour pouvoir recons-
truire des milliers de points par seconde ce qui devrait étre suffisant pour la plupart des applications
envisageables.
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PoLy Minimise la somme des cas des distances entre points image mesurés
et points reprojetés
PoLy-ABS Minimise la somme des distances absolues entre points image mesurés

et points reprojetés
PoOINT MILIEU | Choisit le point milieu de la perpendiculaire commune des rayons de
projection associés aux points image

LIN-MC Détermine le point 3DQ en résolvant un systeme de 4 équationg li-
néaires et homogénes en 4 inconnues, utilisant la contrig@te= 1
IT-MC Variante iterative de la gthode pecédente ; adapte les poids @egia-

tions linéaires
LIN-PROPRE | Détermine le point 3DQ en résolvant un systeme de 4 équations li-
néaires en 3 inconnues, ayantdihe coordonnée dg

IT-PROPRE Variante iterative de la gthode pecédente ; adapte les poids @egia-
tions linéaires

TAB. 4.2: Récapitulatif des rathodes de triangulation utiées.

En résung':
PoLy C’est la néthode recommandée si seulement 2 images soradsaéf si le temps de calcul
n'est pas critique. Ses performances sontesigpires a celles des autregtimbdes, exceptée

PoLy-ABs. En fait, elle est optimale sous I'hypatke d’'un bruit gaussien. La méthode est
projectivement invariante.

PoLy-ABs Cette ngthode garantit de trouver le minimum global de la somme des erreurs absolues
de reprojection. Ceci est peatré un meilleur moele pour le bruit dans les images; elle est
moins sensibl@ de larges erreurs. Elle donne des reconstructioresdatent meilleures que
PoLy, mais sinon les deux aethodes se comportent de menei trés similaire. BLY-ABS est
eégalement projectivement invariante.

PoINT MILIEU C'est la n€thode classique pour la reconstruction euclidienne. Malgré bonne
performance dans ce cas, elle n'est pas meilleure que les autres méthedesdjnét pour
la reconstruction projective, les résultats sont inutilisables. ethade n’est invariante ni aux
transformations projectives ni aux transformations affines.

LIN-PROPRE Son avantage majeur est la vitesse et la simplicité. Elle n’est invariante ni aux transfor-
mations projectives ni aux transformations affines.

LIN-MC Cette n€thode est invariante aux transformations affine, mais ne devragtpasitili€e
pour une reconstruction projective.

IT-PROPRE Cette nethode donne deds bons @sultats, considérablement meilleurs que &hode
non-itérative correspondanteN-PROPRE Elle n'est pas aussi bonne que® ou PoLyY-
ABS, mais son grand avantage est qu’elle est facilement généralisable au cas de plusieurs
images. L'inconehient de la méthode est une divergence occasionnelle ce qui a pour consé-
quence le besoin d’'une méthode de secours.

IT-MC Elle est similairea’LIN-PROPREdU point de vue performance et propegtElle est invariante
aux transformations affines, mais ne devrait pas &tre agaliqolr la reconstruction projective
puisque les points a I'infini ne peuvent petse’ traies.
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4.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons examiné le ola de la reconstructianpartir de deux vues, étant
donrées les matrices de projection. Nous avons montré que les méthodes classiques sont inadaptées
au cas de la reconstruction projective ou affineadUtilisation de principes qui ne sont valables que
dans I'espace euclidien. Un critere de minimisation pour la reconstruci® répos’qui combat
le bruit 1a ad il se manifeste — dans la position des primitives dans les images. Nous aveahsp
une ethode (B LY) qui minimise ce critére globalement, ainsi donnant une reconstruction optimale.

Pour ce qui est de I'optimaétde notre rathode, il faut préciser gu’elle donne le résultat qui est
optimal pour les matrices de projection dees. Une optimisation non linéaire esigure, portant
sur les matrices de projection et les points 3D simultanément, va en général enetiareand
reconstruction (cf. aussi le paragraphe sur I'estimation de la matrice fondamentale en 2.3.2).

La nouvelle méthode aé@tes€e en concurrence avec d’autres méthodes. Elle donnedekats
les plus stables, mais les méthodes linéaiesiives sont également tres performantes. L'atout de
PoLy est son optimalé’statistique. Nous avons ausstdt des simplifications de notreatihiode pour
des mouvements particuliers entre les deux vues. Contrairement aux méthodes linéaires, elle n'est pas
géréralisablea’plus de deux images.

Des opgrations similairea la correction des points image dans notre méthode sont éventuellement
possibles pour d'autres primitives. Dans [39], Cross et Zisserman effectuent une correction de la
position de coniques dans les images conetapé pealablea’la reconstruction de quadriques. Leur
méthode n’est pas optimale mais les coniques sont données avec une haute précision ce qui fait qu'une
correction sous-optimale peut étre suffisante. Btuelé plus profonde de ce cas seraitiassanta
mener.






Reconstruction projective multi-image

Dans ce chapitre, nous présentons une mé-
thode de reconstruction (et calibrage) projec-
tive a partir de plusieurs images. La méthode
est basée sur la factorisation d’une matrice con-
tenant les coordonnées de tous les points image
vus dans toutes les images. Notre méthode est
une extension des méthodes de Tomasi, Poel-
man et Kanade [202, 149] des projections af-
fines aux projections perspectives. Contraire-
ment au cas affine, la factorisation n’est pos-
sible que si les coordonnées homogenes des
points image sont correctement échelonnées.

L'une des contributions de notre travail est une
méthode pour la détermination des facteurs
d’échelle nécessaires, a partir des seules ma-
trices fondamentales. Nous décrivons égale-
ment des détails numériques qui contribuent de
maniere significative a la bonne performance
de notre méthode de reconstruction. Les ré-
sultats d’expériences évaluant la méthode sont
donnés en fin de chapitre.

Le travail décrit dans ce chapitre a été ef-
fectué en collaboration avec Bill Triggs et a été
publié dans [192, 193].
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5.1 Introduction

Le probEme de la reconstruction projective a principalenes@&tudié pour le cas de deux vues
(voir chapitre 4 pour une revue de quelgues méthodes) ou de trois vues [81, 162, 175]. Il existe
guelgues rathodes pour degguences d'images que nous passons en revue dans la suite. Grossiere-
ment, on peut distinguer quatre types de méthodes. La plus simple, pegparsHartley [79], consiste
a reconstruire la structure projectigepartir de deux vues et de déterminer les matrices de projection
des autres vues en utilisant les points reconstruits qui sont visibles dans ces vues. Ensuite, les points
non encore reconstruits peuvette triangud’s.

Mohr et al. et Szeliski & Kang décrivent des méthodes d’ajustemenaiif non linéaire (ajuste-
ment de faisceaux) qui prennent en compte toutes les observations [129, 130, 196, 198]. Ce type de
méthode ecessite ghéralement une bonne initialisation des pates, icia la fois de la structure et
du mouvement projectifs. Il semble que pour de courtes séquences d'images, une initialisation ad hoc
peutétre suffisante pour faire converger I'estimaticerdtive. Le comportement de ce proegabur
des gquences plus longues n'est pas clair. Un ajustement itératif peut toefoeii@ppliqge” comme
etape finale de tout algorithme de reconstruction afin d’optimiser le résultat.

Laveau propose de fusionner des paires de reconstructions obtepaéir de triplets de vues,
en estimant ’lhomographie entre les nuages de points [109] (voir la section 5.7).

Finalement, il existe des approches récursives de filtrage qui sont initialisees par une reconstruc-
tion a partir de deux ou trois vues [14, 126, 217, 218].

Plus Ecemment, Heyden a proposh formalisme qui permet de reconstruire simwdtarht plu-
sieurs points partir de plusieurs vues [85, 87]. La clé de ce formalisme est I'affectation de coordon-
nées canoniques a trois points, dans I'espace (reconstruction) et dans toutes les images. Les matrices
fondamentales et les tenseurs trifocaux prennent alors une feduge & reduced fundamental ma-
trix/tensor»). Les matrices de projection correspondantes dépendent de seulement &ty ail
est possible de les estimer simukamént avec la structure 3D par desthddes linéaires. Un autre
avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas que tous les points soient visibles dans toutes
les vues. Par contre, lesiltat est fortement biggdar le choix des points de référence. En outre,
I'affectation de coordonnées canoniques a ces points se fait par des transformations affines ce qui
peut rendre la mthode deeSolution mal conditionnée.

En résumé, plusieurs des approches mentionnées ont I'inconvénient de fixer le repere de recons-
truction en priviégiant quelques points ou des vues, auxquels sont associées des coordonnées ca-
noniques. La qualité de la reconstruction dépend de la qudlitiegre choisi, par exemple de la
précision de la localisation des projections de 5 points de référence nécessaires pour fixenele rep”
projectif 3D. Géréralement, on peut dire gu'il n'existe pas dethdde qui prenne en compte toutes
les données (les coordages image) simultament et de maniére unifiée.

De telles nethodes existent pour la reconstruction multi-image supposant uelendel projection
affine ; il s’agit & des nethodes de factorisation bien connues de Tomasi, Poelman et Kanade [202,
149]*. Le scleéma est simple : les coordonnées de tous les points image sont stockées dans une seule
matrice qui, ce qui est la eltde la nethode, est idéalement de rang 3. Cette contrainte permet de
factoriser cette matrice en deux matrices, I'une contenant les coefficients des matrices de projection,
l'autre contenant les coordonnées des points 3D reconstruits de maniére affine. Ce psbaittit
plus en @tail en section 5.3.

Dans la suite du chapitre, nous proposons une méthode de reconstruction projective qui applique

1. Une méthode similaire pour la reconstruction affine de droitt8 eévelopge par Quan et Kanade [165, 166] ; voir
aussi les rathodes de factorisation ir@rientielle de Morita et Kanade [132, 133] et latidde de Costeira et Kanade [38]
pour des objets avec des mouvementsedéfits.
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le scréma de factorisation aux projections perspectives. La méthode est plus compliquée que dans le
cas affine, parce que des facteurs d'échelle pour les coordonnées image ekpévdbtérmias avant

la factorisation. Nous etrivons maintenant levement le formalisme qui permettra desoudre ce
probleme.

Dans le cadre d’'une étude systématique des relations algébriques entre plusieurs vues, Triggs a
introduit un nouveau formalisme de reconstruction projective [207, 208]. Les coordonnées des projec-
tions d’'un point 3D sont regroupées en un seul vecteur de longuedans le cas de: projections
perspectives sur des plans), agpetcteur image compositg« joint image vector») et apparte-
nanta I'espace image composité« joint image space). Pour un ensemble de vues données, les
vecteurs image composite foesdes projections de tous les points 3D forment un sous-espace de
I'espace image composite de dimension 4, appéiiage composite(« joint image»). Cet espace
est caradafisé par les contraintes d’'appariement multi-linéaires entre les vues.

Malheureusement, les facteurgdielle des coordoees homognes des points image sont per-
dus lors de la projection (les points d@émét dans I'image sont donnés en coordmsihon homo-
génes). Un choix arbitraire pour ces facteurs a pour conséquence que les vecteurs image composites
ne se trouvent plus dans I'image composite. Dans ce contexte, la reconstruction projective consiste
a trouver les bonnes échelles pour les coordesmiomognes des points image afin de placer les
vecteurs image composite dans I'image composite. Ceci constitue une reconstruction implicite, mais
il est possible d’expliciter la structure en forme de coordmmitridimensionnelles habituelles.

La méthode de reconstruction projective proposée dans ce chapitre estdoag’e formalisme. |l
ne sera pasatessaire de le meser pour bien comprendre le fonctionnement de la méethode. L'étape
essentielle de la ethode est la détermination de facteurs d’échelle pour les coordonnées image,
appeés profondeurs projectivesa partir de matrices fondamentales. Nous montrons que, avec des
profondeurs projectives correctes, la matrice contenant toutes les coordonnées image est derang 4. La
reconstruction explicite est effectuée par une factorisation de cette matrice en structure et mouvement
projectifs. Donc, notre ethode peuefre considiée comme I'extension des méthodes de Tomasi,
Poelman et Kanade [202, 149] des projections affines aux projections perspectives.

Organisation de ce chapitre. Nous dfinissons d’abord le probléme de la reconstruction projective.

En 5.3, nous dcrivons la méthode de factorisation pour la reconstruction affine avec des caméras
affines, et nous montrons comment I'étendre au cas de vues perspectives. En 5.4, nous expliquons
comment eéterminer les profondeurs projectives — les facteurs d’échelle qui sont nécessaires pour
pouvoir faire la factorisation. La section 5.5 décrit lathdde compfe de reconstruction projective.
Ensuite, nous discutons de differentes méthodes pour traiter des données @étesyafast-a-dire des

points qui ne sont pas vus ou appariés dans toutes les images daquensé. Le chapitre se termine

avec deseaSultats d'expériences utilisant notretimdde de reconstruction, suivis de conclusions.

5.2 Le probleme de la reconstruction projective

La reconstruction projective consiste, comme son nom l'indique, en la détermination de la struc-
ture projective de la &me obsemé, c'est-a-dire de la structure de lasea une transformation
projective (inconnue) @s. Elle est possible avec des @as absolument pas calibrées et sans au-
cune information a priori sur la eae ou le mouvement des caméras [57, 72]. Généralement, quand
on parle de reconstruction projective, on suppose implicitement qu’aucune de ces informations n’est
disponible. Les seules données sont des correspondances de primitives image. Comme la plupart des
approches existantes, laethode que nous proposons estasnpour utiliser des points.
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Les seules données pour la reconstruction projective sont donc des points image appdries
probleme de la reconstruction projectiveest la @&termination de matrices de projectiti;);” ; et
de points 3D(Qy);,—; qui satisfont I'equation :

Vi,p : PiQp~dqip - (5.1)

A l'exception de situationsetgnérées (surfaces critiques, plusieurs solutions pour des données mini-
males, caméra stationnaire), il existe une seule famille de solutions satisfaspation (5.1). Elles
sont relées entre elles par des transformations projectivePs);” |, (Qp),— } est une reconstruc-
tion projective, alors, pour toute transformation projective non singuli€e I'ensemble
{(PiT 1"}, (TQy)p_, } en est aussi une.

En psence de bruit affectant la position des points image, une solution exacte n'est normalement
pas possible et il fautedinir un cri€re selon lequel on peut déterminer une reconstruction optimale.
Le critere gréralement admis est la minimisation de la somme des carrés des distances entre les
points reprojetés et ceux mesar’ll s’agit du criere de maximum de vraisemblance sous hypothése
d’un bruit gaussien (voir 3.7). Lutilisation de ce eiie engendre une formulation nondaife de
la fonction de caf a minimiser et I'estimation se fait avec des algorithmes atigues adéquates.
Il s'agit d’'une nethode standard, introduite par Maéiral. [129, 130], qui est la gxialisation de
I'ajustement de faisceaux au cas non calibré. Le probleme habituel des méthodes d'optimisation non
lineaire est le besoin d’'une bonne initialisation des parametres. La recherche se concentre donc sur le
développement de méthodes rexassitant pas une telle initialisation, qui sont sous-optimales mais
qui fournissent un bon point deedart pour uneventuelle phase d’optimisation.

Nous proposons dans la suite une méthode de reconstruction projective qui prend en compte
simultarément toutes les données et qui ne s’appuie pas sur une préférence de quelques vues ou
points pour fixer le regre projectif de reconstruction.

5.3 Reconstruction par factorisation

5.3.1 Caneras affines

La reconstruction 3D par factorisatiorete introduite par Tomasi et Kanade, dans le cas d’'une sé-
guence d’images orthographiques [202] (voir aussi I'approche contemporaine de Debrunner et Ahuja
[43]). Le principe de leur méthode est$rSimple ; consigfons I'eéquation de projection réduite d'une

caméra affine (cf. 2.2.3.1):
Qip | P; 0 Qp
1)\ o 1)\1)”

ol q;, et Q,, sont les coordorees non homagnes des points image et 3D respectiverfigettP; est
une matrice de projection de dimensi®rx 3. On peut regrouper les projections d@oints dansn
vues dans une seule granetpuation matricielle :

qi1 d12 - din P
q21 922 -+ dop Pa

W= | | o . =1 . (Q Q - Qu),,, -
dmi 49dm2 - dmn 2mxn Pm 2m x3

2. Afin d’obtenir I'équation de projectioreduite, les points dans chaque image et les points 3D dawentransforras
tels que leurs centres de gravigé trouvena T'origine des repres correspondants.
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La matriceW est appeade lamatrice des mesuregarce qu’elle contient toutes les données — les
coordonmees des points imag®/ est le produit de la matrice de projection composite et de la matrice

de structure composite, toutes deux de rang au plus 3 (ayant seulement 3 colonnes ou 3 lignes). Par
congquentW est aussi de rang au plus 3. C’est I'observation clé pour la méthode de reconstruction
propoge. Considifons une dcomposition en valeurs singellies dew :

W= UZanEanVZXn )
ou ¥ est la matrice diagonale des valeurs sirgnelé dont au plus 3 sont non nulles. Sil'on recompose
W par multiplication des matrices dwt"droit de [équation précédente, il y a donc seulement 3
colonnes deJ et 3 lignes devT qui interviennent dans les calculs (voir aussi la figure 5.1). Soient
U’ etV'T les matrices composées de ces colonnes ou ligneslatmatrice diagonale des 3 valeurs
singulieres non nulles. On observe aloeghli€ suivante :

' ' 1T
W= U2m><323><3v 3xn -

Soit ¥ = Y% une dcomposition quelconque d€. Alors, avec les matriced” = U'Y" et
Vv"T — 2"\'T nous avons :
-
W= IZImXBVI,BXn .
Cette€quation signifie que)” etV”" constituent une reconstruction admissible de énscU” joue
le rble de matrice de projection composite\,fé’tT celui de matrice de structure composite. Cette
interp@tation est admissible puisque la reprojection des points 3D reproduit les points image (qui

sont contenus dard/). La reconstruction n’est gu’affine puisque, pour toute transformafion
non singuliereU” T—1 et TV"T interpitent aussi bien les données.

w = U x vT = Y v

.
FIG. 5.1:Principe de la factorisation. La matricé/ est de rang 3 ce qui se manifeste par I'existence
de seulement trois valeurs singaries non nulless(, so ets3). Les parties omlizes des matricdg, 3
etVT sont donc inutiles ».

Jusqu’ici nous n'avons pas parlé de bruit dans les coordonnées image. En présence de bruit, la
matrice des mesures ne sera plus de rang 3, reas@ement de rang plein. Pour combattre le bruit,
on détermine alors une matric& de rang 3 qui approche bien la matrice des mesieEnsuite on
peut factorisefV comme @crit ci-dessus.

En pratique, la diermination d&V et sa factorisation se font en une seule étape : on effectue une
décomposition en valeurs singeiles deWW et on annule toutes les valeurs singtdis sauf les trois
plus grandes. On retient seulement les colonnes et lignés ete/ T associées tes trois valeurs
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singuliéres. Si I'on multiplie les matrices” etV obtenues, on obtient la matrivé de rang 3, qui
approche au mieuW/, au sens de la norme spectrale [68] emn& de la norme de Frobenius [168]:

W= argmin |W—W|[p .
W' rang W’)=3

Ce constat signifie que la reconstructigi®;), (Q,) } obtenue en factorisai/, estoptimalg au sens
du critére des erreurs de reprojection (voir la section 3.7), puigdie W||r = Zi,p d(qip, PiQp)?.

5.3.2 Caneras perspectives

Nous considérons maintenant le cas des caméras perspeatiVésyuation de projection prend
la forme:

)\inip = PiQp .

Contrairement au cas affine, nous ne pouvonsetiasirier les facteurs d’échellg;,. En pratique,
les points extraits d’une image sont donnés en coorgemmon homagnes, c’est-a-dire implicite-
ment multipliées avec un scalaire tel que la txise coordonnée est égald ; donc, le« vrai »
facteur d’échelle n’est pas mesurable. Nous allons appeler les facteurs d’échelle inggnless
profondeurs projectives®. Ce nom aeté choisi parce que ces facteurs contiennent toute I'informa-
tion nécessaire pour la reconstruction projective. Lestedhination est en effetquivalentea une
reconstruction projective dans le formalisme de I'image composite [207, 208].

Les profondeurs projectives sont liees auwraies» profondeurs comme suit. §),, et q;, sont
représentés en coordonnées étendiiesifime derrére coordonnée) et 8j; est normalise tel que
le sous-vecteufP;,, , P;,,, Pi,, ) st unitaire, alors la profondeur projectivg est la vraie profondeur
deQ,, c'esta-dire sa distance du plan focal de la cameéra.

L'ensemble degquations de projection peuvegité regroupés en une seutjliation matricielle
de dimensior8m x n:

A1t A12412 - Apdin P
A21Q21  A2aq22 -t Agpdop Pa

W= : : : : = . Q1 Q - Qu),,,
Aml‘lml )\mQQmZ )\anmn 3mxn Pm 3m x4

(5.2)

En analogie au cas affine, nous appel@dh$a matrice des mesuresbien qu’elle contienne les fac-

teurs d'échelle\;, qui ne sont pas meses. |l est clair qu&V est de rang au plus 4. Ceci n’est pourtant

vrai que si les profondeurs projectives correctes sont utilisees. Malheureusemptstast perdues

lors de la projection et regrouper les coordonnées image étenduemne & coordonmee) Esulte

en une matric&V qui est généralement de rang plein et ne permet pas sa factorisation en mouvement
et structure.

Si nousetions capables de déterminer les profondeurs projectives correctes, nous pourrions cons-
truire une matrice des mesures avec des coomEmithage correctement échelonnées, qui sera de
rang 4. Ensuite, la structure 3D de la scene et le calibrage projectif des caméras paavditer-
minés par le méme schéma de factorisation que pour la caméra affine. Dans le cas présent, on obtient

3. Cette @signation n’a pas le emfie sens que lesprofondeurs projectives de Shashua, qui sont des birapports le
long de rayons de projection [174].
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une factorisation = U” 4V”4Txn qui est définiea’une transformation projectivex 4 pres: pour

3mx
toute transformatiof non singulére, la factorisationV = (U”T~1)(TV"”") est aussi valable. Donc,
la reconstruction obtenue par factorisation est une reconstruction projective.

Contrairement au cas de la factorisation affine, la reconstruction projective ne minimise pas les
erreurs de reprojection et n’est donc pas optimale au sens de ce critere. La raison en est que la matrice
W contient les coordonnédsomogenesdes points image, donc ce qui est minimisst la somme
des diférences au carré des coordeasa’homognes, entre points mesurés et reprojetés. Ceci ne
correspond paa la distance gongtrique. Les expériences montrent quand méme un comportement
tres stable et deesultats pecis, si des coordoees normalisées sont utéiss (voir 5.5.1).

Dans le paragraphe suivant, nous décrivons une méthode d’estimation des profondeurs projectives
a partir de matrices fondamentales et d'@&s; qui, eux, sont estimés a partir des données image.

5.4 Deétermination des profondeurs projectives

Nous dcrivons comment les profondeurs projectives introduites dans le paragrapbkdemtec”
peuventetre détermiaésa partir des tenseurs d'appariemenedplement des matrices fondamen-
tales et des épgés. Notons d’abord qu’il n’y a pas un choix unique pourses profondeurs pro-
jectives : individuellement, les profondeurs projectives sont arbitraires, puisqu'@feEndént des
facteurs d’échelle deB; et Q,, qui eux sont arbitraires puisqu’il s’agit d’ert’homognes. Pour-
tant, une fois ces + n facteurs d&chelle choisis, lesin profondeurs projectives sont fixées. Donc,
prises dans leur ensemble, les profondeurs projectives ne sont pas arbitraires, maietteicerts-"
rentes et contiennent doneailement de 'information.

Réciproquement, il y a» + n — 1 deg€s de liber”dans la dtermination des profondeurs projec-
tives. Consi@rons I'equation (5.2) : multiplier toutes les profondeurs associées aux images d’un point
Q, par le méme scalaire a pour effet de multiplier les coordonnéeQ gpar ce scalaire. De masre
analogue, multiplier le triplet de lignes ¢ assoa®’a une vue par un scalaire revient a multiplier la
matrice de projectioR; par le méme scalaire. Donc, les profondeurs projectives pelstemtetermi-
nées modulo deséchelonnements vue-par-vue (triplets de ligne¥\Wet point-par-point (colonnes
deW). Cette liberté est utiles® pour araliorer la stabili€ nurrérique de la factorisation (voir 5.5.2).

Nous dcrivons maintenant des relations entre des matrices fondamentalezpip#ies; des
points image et des profondeurs projectives, qui permettent de calculer cesrelerhEquation de
projection)\;,q;, = P;Q, implique que la matricé x 5

( P; ‘ AipQip )
Pj | AjpQip

est de rang au plus 4 (voir aussi la discussion dans 2.4) :

P; ‘ AipQip > ( P; ‘ PiQp > < P; >
= = Iy, | Q
( Pi | AipQip P | PiQp Pj ( %)
Donc, tous ses mineufsx 5 s'annulent. En développant les mineurs par leurs élements dederni’
colonne, nous obtenons deguiations homagyies et lieaires par rapport aux composantes\gey;,
et \;,q,,. Les coefficients de ces équations sont des détermidants d’ensembles de lignes des
matrices de projection. Ces déterminants, avec un certain choix de facteaheltE relatifs, seer

velent nétre rien d'autre que les coefficients de la matrice fondamentale et dedespiEs deux
vues considéerées [62, 208]. Coetament, s{abc) et (a’b'c’) sont des permutations paires d&3)
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et sip{ désigne laz® ligne deP;, nous avons:

p’ p;
p; o | P
[Fij]aa’ = pb-, [eij] = ]2 . (5.3)
J, p?;
Pj Pj

L'application de ces relations aux 3 mineurs de 2 lignes de I'image3 lignes de I'imagg résulte
en la relation :

(Fijaip) Ajp = (€55 A Qip) Aip - (5.4)
Cette relation n’exprime, tout d’'abord, rien d’autre que la contragpipdlaire. Pourtant, si les pro-
fondeurs projectives correctes sont utilisées, I'equation (5.4) est non seulement valable a un facteur
multiplicatif prés, mais elle devient aussi urgalig exacte C'est ce nouveau résultat qui permet
de déterminer les profondeurs projectivagartir des matrices fondamentales et desdgip Des
résultats analogues pour des tenseurs d’'appariement d’'ordre supérieur sont donnés dans [207].

Notre stra¢gie pour la détermination des profondeurs projectives est relativement singgeat’”
tion (5.4) relie les profondeurs projectives des projetés d'un point 3D vus dans deux images. Ayant
estimeé un nombre suffisant de matrices fondamentalesegipfles, nous pouvonstablir un systme
d’equations linéaires homogenes qui permettent de trouver I'ensemble complet des profondeurs pro-
jectives d’un point 3D, a un facteur global pres. Il faut un minimumrde 1 matrices fondamentales
qui relient lesm images en un graphe connedioir des exemples dans la figure 5.2). Si d’autres
matrices fondamentales sont disponibles, les équations deviennent redondantes ce qui, a priori, ap-
porte une plus grande robustesada limite, toutes lesn(m — 1) /2 matrices fondamentales et toutes
les m(m — 1) équations pourraiergtfe utili’es pour trouver les: profondeurs inconnues, mais
ceci serait cafeux en temps de calcul et de touteda,non Falisable avec degglences d'images
realistes.

Actuellement, nous considérons deugdags d'utiliser un nombre minimal éuations (5.4). Les
images sont trai®s de mamire séquentielle ou parallele, c'estlire que nous utilisons les paires
d’images(1,2),(2,3),... ,(m — 1,m), ou bien(s,1), (4,2),... , (i,i — 1), (4,4 + 1),... ,(i,m),
ou l'image i peut par exempletfe choisie comme I'image au milieu de kegsience (voir la figure
5.2). Ces approches ne sont probablement pas les plus robustes possibles, mais elles permettent de
déterminer les profondeurs projectives de neamitriviale, en @solvantm — 1 équations de maeie
réecursive.

On commence par l'affectation d’'une valeur arbitragreine des profondeurs projectives, par
exemple)\;, = 1 (rappelons que les profondeurs projectives associées aux projetés d’un point 3D
sont dfinies a un facteur global pres). Ensuite, les autres profondeurs projectives associées au point
Q, peuventetre détermiaés une-par-une en résolvant 'equation (5.4) aux moindres carrés :

-
)\ip _ (eZ] qlp) ( 112(131;) i - (55)
leij A dipl
Si I'on veut utiliser plus que le nombre minimaledjbations (5.4) nécessaires pour déterminer
les profondeurs projectives, il faut prendre en compte les relations quadratiques qui existent entre les
matrices fondamentalesredondantes [207]. Considrons un petit exempleudés trois€quations
associées trois images sont utiggs (nous omettons I'indigg :
(Fi2q2) A2 = (er2Aqi) M1
(Fasaz) A3 = (e Aq2) Ao
(Faiai) A1 = (es1 Adas)As -
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(a) Sclema gquentiel. (b) Scléma paralléle.

FIG. 5.2: Deux possibiliés pour 'enchtnement de€quations de &ermination des profondeurs
projectives.

A priori, les matrices fondamentales et les @pgs sont définis seulement a des facteuesille
individuels pres. Pourtant, des facteursdaliélle arbitraires prohibent eemgral une solution cohé-
rente pour les\;. Avant d'utiliser des équations redondantes, il est donc indispensable de choisir des
facteurs d’echelle cadrénts pour les matrices fondamentales et lesosgspLeur détermination peut
étre basé sur les relations quadratiques entre les tenseurs d'appariement (pour péiaildevdir
[207]).

Meéme si seules des équations non redondantes sont utilisées, les facteurs d’échigllecties
e;; ont un impact sur l'ordre de grandeur des profondeurs projectives, ce qui devient évident en
regardant I'équation (5.5). Avec des échelles mal équilibrées pour les matrices fondamentales et les
épipdles, les profondeurs projectives peuvent prendre des valeuesrextrént grandes ou petites lors
de I'enchainementecursif dessquations. Théoriquement, ceci ne constitue pas un probléme mais
la phase de factorisation numérique pour la reconstruction explicite peut devenir mal conditionnée.
Pour éviter cette situation, nous éequilibrons les profondeurs projectives avant la factorisation, par
des multiplications scalaires vue-par-vue respectivement point-par-point, ainsi profitant des degres
de liberg dans la dfermination des profondeurs projectivesciits au ébut de cette section. Ce
processus d’équilibrage est décrit en 5.5.2.

5.5 Une nethode de reconstruction projective multi-image bage sur la
factorisation

Nous avons evelop un algorithme pratique pour la reconstruction projective multi-image, bas”
sur les observations faites dans les sections préecedént#té des dewetapes principales, laed”
termination des profondeurs projectives et la factorisation de la matrice des mesures, eésrpsoc”
numeriques sont incorporéesl’algorithme, qui augmentent considérablement la stab#itla pe-
cision des résultats. Nous décrivons d’abord ces derniéres, avant de donner le schéma complet de
I'algorithme.

5.5.1 Normalisation des coordonaes image

Afin d’obtenir un bon conditionnement numérique, nous travaillons avec des coordonnées norma-
lisees, comme Hartley I'a proposé pour I'estimation de la matrice fondamentale [71]. Cette normali-
sation consiste a appliquer une similitufiea toute image telle que les points image transfoem”
soient centrés autour de I'origine et que leur distance moyariigigine soitégalea /2. Conce-
tement, les transformations sont réadéis par la composition d’une translation et d’'un changement
d’echelle. Cette normalisation a, comme effetegnilibrage des ordres de grandeur des coordonnées
image — au lieu d’avoir des coordcees homognes de I'ordréO(100), 0(100),1)T (la notationO
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indique un ordre de grandeur), un point typique normalisé aura des coordai@gsO(1),1)T.
Ainsi, leséléments de la matrice des mesures seront, en moyenne, d'ordres de grandeur similaires, ce
qui anmgéliore le conditionnement numérique de cette damet stabilise sa factorisation.

Toutes lesetapes de I'algorithme sont effeegg en coordom®s normalisés. Comme nous cal-
culons les mouvement et structure projectifs correspondants aux pomts image transfamjr;;gs
nous devons dé-normalisers les matrices de prolectloﬁ estinges : P’ =T, 1P Les P’ et Qp
représentent alors les mouvement et structure projectifs correspondants aux points image originaux
Qip-

Nos ex@riences montrent que cette simple normalisation améliore deerearllement drastique
les résultats de la reconstruction projective, qu’elle devient une partie indispensable de I'algorithme.

5.5.2 Equilibrage de la matrice des mesures

Considérons la factorisation de la matrice des mesageshelonnéesV :

Aidir - A2diz - Apdin E1

X221 A22Q22 - A2,Q2, Pa ~ o~ .
- ™ o= @ @ a)

)\ml am1 AqumZ e )\mnqmn /P\m

La multiplication de la colonng de W avec un scalaire non nuj, correspond a (ou implique) la
multiplication der avec le neéme facteur. De maniere analogue, multiplier les lignes assazilees °
vues (les lignes(3i — 2, 3i — 1, 3i)) avec un scalaire non nyl; corresponda multiplier la matrice de
projectionﬁi avecy;. Donc, des oerations d'équilibrage point-par-point et vue-par-vue appliquées
aW, n'affectent pas la reconstruction projective obtenue.

Cette considfation n’est valable qu’en absence de bruit. En présence de bruit dans les coordon-
nées imageW ne sera qu'approximativemehtle rang 4. Les ogrations écrites ci-dessusjont
effectivement affectdes sultats de la factorisation et nous pouvons donc essayer de profiter des de-
grés de libe®’qui nous sont doras via les facteurs dthelle arbitraires de et Qp, afin d’an€liorer
le conditionnement nuarique de la factorisation d& ou de Epartir les effets du bruit. En appliquant
le scréma itératif suivant, que nous appeld@ugiilibrage nous essayons d’amener les élémenté/de
a un ordre de grandeur commun.

Algorithme : Equilibrage de la matrice des mesures

1. Multiplier chaque colonng deW par unw, tel que>"2"™ (1,W,;,)? = 1.

2. Multiplier chaque triplet de ligneg3i — 2,3; — 1,37) par un y; tel que
Zp 121 3i— 2(Minp)2 =1

3. Sile changement des éléements/dest important, régter lesetapes 1 et 2.

En pratique, une ou deux itérations sont suffisantes.

Nous avons dcrit I'equilibrage de la matric&/ entiere. En effet, puisque les coordonnées image
q;p sont &ja normaliges, il serait suffisant dijuilibrer seulement la matriee x »n des profondeurs
projectives,(\p).

4. Nous parlons du rang nerigue ici.
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5.5.3 Algorithme complet

Algorithme : Reconstruction projective par factorisation

1. Normalisation des coordoneés des points image, par application de similitutle

2. Estimation des matrices fondamentalest despipdles (nous utilisons I'algorith
de 8 points [71]).

3. Détermination des profondeurs projectives);, a l'aide de léquation (5.5).

4. Construction de la matrice des mesures$V contenant les coordonnées imagefyé-
échelonnées.

ol

. Equilibrage de W par des multiplications scalaires colonne-par-colonne et pa tri-
plets de lignes.

6. Factorisation:

(a) Décomposition en valeurs singerigs deV: W = UZVT,

(b) Annulation des valeurs singuliéres a I'exception des 4 plus grandes. Sbla
matrice diagonale de ces 4 valeussetV'" les sous-matrices des 4 premes
colonnes deJ etV'.

(c) Extraction des matrices composites de projection et de structure :
P=UYetQ=23"V'T, ol X" est une déecomposition quelconquexie

7. Dé-normalisation: adaptation des matrices de projection poefiage la normalis
tion effectuée en I'etape 1 (multiplication de gauche pat).

5.6 Traitement de donrées incompétes

L'un des probémes majeurs des méthodes de factorisation apparait quand les données sont in-
compktes, d; dans notre cas, a des points non visibles ou non détectables dans quelques wes ou d”
a I'echec de I'appariement. Dans ce cas, les entrées caesede |la matrice des mesures ne sont pas
définies et la dcomposition en valeurs singetles ne peut pastre appliqee directement. Ce pro-
bleme ne semble pas avoir de solution simple et les méthodes paspdans la litfature ont toutes
des inconehients prononcés. Nougdivons, dans la suite, troisatiiodes differentes apportant des
solutionsa ce probéme.

Dans la section suivante, nous proposons une approche de reconstruction a partir de longues
séquences d'images qui peut traiter des données incomplétes. Nous appliquons une autre approche
que celles présentées dans la suite.

Hallucination. Tomasi et Kanade, dans [202], proposent une méthode qu’on pourrait aphpalker

cination ». Le principe est simple: la factorisation est initialement effeetpour une sous-matrice

sans doneés manquantes. Ceci résulte en la reconstruction de quelques pointe&triaimktion

des matrices de projection de quelques vues. L'information récupérée est ensuite propagée vue-par-
vue respectivement point-par-point, tout en remplissant liesus » de la matrice des mesures, par
reprojection virtuelle de points reconstruits dans les vues ou il n’y a pas d’observation de ces points.
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Le choix de la sous-matrice factorisée initialement mtre Crucial pour le succes de la méthode.
Idéalement, la sous-matrice sans deggmanguante la plus grande (par rapport au nombre de vues
et au nombre de points) devrastre choisie, mais ceci reggénte un probleme NP-complet [102].

La méthode propage potentiellement les erreurs de la factorisation initiale et il n’est pas clair qu'un
ajustement non linéaire final puisse converger vers une solution globalement optimale.

Analyse en composantes principales de doges incompétes. Cette ng€thode, initialement propo-

sée indépendamment d'applications en vision par Wiberg [225], a &été apelpar Shunet al. pour

la modElisation d’'objets composés de facettes plampartir d'images de profondeur (range images)
[176, 177]. La formulation originale du probleme de factorisation est bilinéaire (eqjuéition (5.2)),

donc linéaire par rapport a chacun des deux ensembles d'inconnues, mouvement et sktasttire.
donre le mouvement ou la structure, 'ensemble complémentaire d’inconnuestpedéfermiapar

une estimation aux moindres ocegrlinéaire. L'absence de données ne pose évidemment pas de pro-
bleme ici. La méthode comgiié consiste a estimer la structure puis le mouvement alternativement,
jusqu’a convergence (plusieurs @ties de convergence sont imaginables). Shuah. montrent dans
[176, 177] comment inclure des incertitudes sur les mesures.

Cette n€thode ecessite l'initialisation de I'un des ensembles d’inconnues, celui du mouvement
ou celui de la structure. Ce praphe n'est pas bien disatlans [176, 177] et il n’est pas facile de
savoir comment les auteurs ont proeédfs de leurs exgriences. Si I'on suppose que I'on dispose
d’une initialisation d’'un ensemble d’inconnues, pourquoi alors ne pas simplement utilissraapir
estimé lirdairement l'autre partie des inconnues, une méthode neailenqui estimera simultan”
ment les inconnues, au lieu de procéder par d=stibns li€aires? Shunet al. donnent comme
argument contre une méthode norehiire le nombre élevd’'inconnues. Cet argument n’est pas tou-
jours justifié, puisque souvent le nombre d’inconnues est dominé par un des deux ensembles et donc
la somme des inconnues n’est pas beaucoup plus grande que le nombre des inconnues de I'ensemble
dominant. Un autre argument est la structure moins complexe de la formulatairdipar rappord
un algorithme non linéaire, ce qui facilite son irapiéntation.

Des approches similaires sont les méthodesaiives pour I'estimation de la position ou la re-
construction euclidienne calibrée proposées par Dementhon et Davis [45] et étendues par Horaud,
Christyet al.[36, 94].

L'approche de Jacobs. Récemment, Jacobs a présentie neéthode d’estimation d'un mede li-

néaire avec des données incompléetes [102]. Nous décrivons brievement le principe de cette approche.
Le probleme est deedérminer une matricé/ de rangr qui approche au mieux une matri¢é don-

née, dont de®lements peuverdgtfe brui€s ou neme manquants. Les colonnes@epeuventefre
considérées comme les coordonnées de points dans un espace de dimerisioprobEme pos’

peut doncetre vu comme la recherche d’'un sous-espade dimensiorr de cet espace de colonnes,

gui approche au mieux les colonnes dees de la matricéV. En I'absence de bruit, toutuplet de
colonnes d&V sans élément manquant constitue généralement une b&as&dearmi les colonnes

il y en a avec des éléments manquants, ce n'est plus le cas. Remplir les éléments manquants avec
toutes les valeurs possiblesstilte en un espace engendré des colonnes complétées, de dimension su-
périeurear, mais contenant. L'intersection d’'un nombre suffisant de tels espaces engendrés par des
r-uplets de colonnes d& est alors le sous-espagechercte de dimension. Pour combattre I'effet

du bruit dans les données, on doit prendre en compte plus que le nombre minimaplggs pour
déterminerL. Pour dterminer l'intersection d’espacesdite ci-dessus, Jacobs propose de calculer

le compEment de I'espace engendré par les compléments des espaces de départ. Le complément d'un
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espace qui est représenté par des vecteurs de basetigecalCut” par une dcomposition en valeurs
singuliéres de la matrice contenant ces vecteurs.

Cette nethode est assezeglante et la seule parmi les trois décrites ayant simertemt deux
caractristiques désirées : prise en compte simal¢adé toutes ou au moins de beaucoup de données
et aucun besoin d'initialisation. Pourtant, le grand inconvénient est sa coreptesit@termination
du compEment @crite ci-dessus se fait par une décomposition en valeurs singulieres d’une matrice
qui, en général, est beaucoup plus grande que la matrice de #épadientrn x nr les dimensions
de W et supposons qug% de ses €léments sont non occupés et que ces éléements sont dispersés
sur la matrice de maeié uniforme. Pour chaqueuplet de colonnes, on va rajouter en moyenne
m—r—m(l —(1—-p)") = m(l —p)" —r colonnesa’la matricea’ ddcomposer. La prise en
compte de chaque colonne dans exactememtuyplet signifie qu’il faut @composer une matrice de
mn(1 —p)" — rn colonnes ! Par exemple, considérons une matrice de mesures pour 100 vues et 500
points, dont 30 % des &léments sont non oesu@u lieu de factoriser une matrice des dimensions
300x 500, on aa faire avec une des dimensidit) x O(8500). Seulement si le taux de non occupation
dépasse les 60 %, la matrice sera plus petite que l'originale. Ce compte n’est certainementgas tout °
fait réaliste, mais il refite I'ordre de grandeur du probleme. De toute facon, en pratiqueiess »
dans la matric&V seront assez regroupés (des points non visibles dans des vues voisines). Dans ce
cas, notre calcul n'est qu'une sous-estimation de la taille du gmadl 1l faut donc clairement avoir
de bonnes heuristiques pour le choix des colonnes.

Une autre complication, en rapport avec notre méthode de reconstruction, réside daesi d”
nation des profondeurs projectives. L'absence de points image dans une ou quelquescgeasiten”
de pouvoir« sauter» par dessus ces vues et pour ce faire, de calculer des matrices fondamentales
entre des vuesventuellemengloignées. Ce probleme ne se pose pas avec la factorisation affine.

5.7 Reconstructiona partir de longues £quences d’'images

Nous dcrivons brievement une ingtientation eécente d’'une méthode de reconstruction projec-
tive a partir d’'une longueegjuence d’images. Elle est essentiellemeneéasir notre mthode de
factorisation. La rathode est congcue pour faire face a un probleme majeur avec de longues séquences
d'images, c'est-a-dire le protine de doneés incompgies, o' les points ne sont pas visibles dans
toutes les vues. Il s’agit de combiner des méthodes existantes de maniere appropriée.

Bien souvent, les images sont prises lors d’'un mouvement continu d’'une caméra ce qui veut dire
gque des images coesltives dans la séquence sont prises de points de vue proches. Nous pouvons
alors supposer que les images dedguEnce sont ordorers. Ainsi, il existe des sousegiences
suffisamment courtes pour pouvoir appliquer la factorisation, qui contiennent un ensemble de points
communs. Ceci nous permet d’appliquer avec saawtre rethode de factorisation pour des sous-
séquences d'images, en n'utilisant que les points communs aux imagesegrait”

Le scleéma global de la reconstruction de Egsence d'images eptie est le suivant. La recons-
truction est d’'abord effeca€ pour des sous-séquences en utilisant la méthode de factorisation. Ceci
donne de bonsesultats localement. Ensuite, nous fusionnons des reconstructions projectives deux-
par-deux, de magie hérarchique. Destapes d’'optimisation non linéaire intermédiaires permettent
de stabiliser la fusion des reconstructions. En cours de la fusion, nous intégrons les points qui n'ont
paseté reconstruits par factorisation puisqu’ils n'ont pas été visibles dans toutes les vues d’'une sous-
séquence. Le résultat final sera une reconstruction projective de toute la séquence.

Une approche similaire aefli é# décrite par Laveau [109]. Il 'Thomographie entre deux recons-
tructions ayant des points en commun, afin de les fusionner, et des procédures d’optimisation pour
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augmenter la @cision de la reconstruction globale. La diffhce principale est que nous initialisons
la reconstruction a partir de plusieurs images tandis que Laveau en utilisa kadisis. Aussi, nous
appliquons la fusion de maarie Ecursive a travers plusieurs niveaux ce qui nous permet de traiter
des gguences d’'images tres longues (cf. les expérienadisnimaires rappogés dans le paragraphe
5.8.2).

Notre approche combine les méthodes suivantes.

> Reconstruction projective par factorisation. Ceci sert a initialiser la reconstruction pour des
sous-gquences.

> Calcul de 'homographid x 4 entre deux reconstructions projectives. Cette homographie per-
met de fusionner les deux reconstructions. Ensuite, nous transformons les points de la deuxieme
reconstructions dans le reqe de la prengire. Les points qui sont contenus dans les deux re-
constructions sont laissés a la position dempar la prengre reconstruction.

Nous avons impleémeattrois nméthodes pour le calcul de 'homographie, dont deux sont li-
néaires. La premiere ethiode ligaire minimise la difffence des coordonnées des points 3D
correspondants. Ceci n’est pas une distammargirique et lesesultats avec cetteattiode sont
assez mauvais.

La deuxéme méthode ligaire minimise I'erreur de reprojection apres transformation du denexi’
des points 3D dans le repe de la prengife reconstruction. La reprojection est effegtiseule-
ment en utilisant les matrices de projection assegd la premere reconstruction. Ainsi, la
méthode n'est pas symétrique». Nous effectuons la méthode dans les deux directions et
retenons I'homographie qui donne I'erreur de reprojection globale minimale.

La troiseéme méthode minimise I'erreur de reprojection globale, ot 'homographie est appli-
guée dans les deux sens. Ceci requiert la patesation de l'inverse de 'homographie. Nous
avons implémemtune approximation au premier ordre de l'inverse. Cetithode effectue une
minimisation non ligaire, que nous initialisons avec kstiltat de la deugime méthode. Nous
avons constaté en pratigue quedsultat de la deugime méthode constitue un minimum local
pour la troiseme méthode et leesultat n'est pas amélioré par la minimisation globale.

> Optimisation non ligaire sur les matrices de projection et les points 3D. Nous avons implé-
menE€ un algorithme de type ajustement de faisceauxe lsas une méthode nwerique si-
milaire a Levenberg-Marquardt [160]. Incorpodans 'algorithme est un esanisme de rejet
d’erreurs grossires. Sila fonction de colt (erreur de reprojection) n'atteint pas un certain seuil
apes plusieurs itérations, nous calculons le résidu pour chaque point image et enlevons tous les
points image dont le résidu est grand. Le choix du sezplethd de la @cision de I'extraction
des points dans les images, qui est en général connue approximativement.

> Triangulation de points. Ceci saatreconstruire les points qui n‘ont pa &Econstruits par
factorisation ou qui ont etéliminés de I'optimisation non lggire puisque les résidus de tous
les points 2D correspondants ont été trop grands.

Nous combinons ces outils de base pour former deméta-outils» :
Initialisation Nous effectuons les étapes suivantes.

1. Factorisation.
2. Optimisation non linéaire.
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3. Triangulation.
4. Deuxéme optimisation non linéaire.

Fusion Nous effectuons les étapes suivantes.

1. Calcul de 'homographie et transformation des reconstructions dans un repere commun.
2. Optimisation non linéaire.

3. Triangulation.

4. Deuxéme optimisation non linéaire.

Ces deux proedures peuverdtfe combies de beaucoup dedans diférentes. Un méanisme
de Ecision automatique prendra en compte plusieurs facteurs : le nombre de points communs entre
des vues comrgutives, les nombres minimal et maximal de vues qui donnent de bons résultats pour
la factorisation, le nombre minimakpéssaire pour un calcul stable de 'homographie...

Nous n’avons pas encore mis au point un tel schéma automatique, maistieesatihoc que nous
avons appliga’pour nos exgfiences, n'a pa@saucun proldme. Nous avons initiaksla structure pour
des blocs de 20 images. Souvent, il est conseillé de choisir des blocs contenant des images communes.
Pourtant, dans les séquences que nous avons traitées, les points sont visibles dans toutes les vues.
Ainsi, nous prenons des blocs sans superposition (les blocs des images 1 — 20, 21 — 40, 41 — 60, etc.).
Les reconstructions sont ensuite fusionnées selon enshlarbre binaire, jusga’ce qu’on arrive
a la reconstruction qui prend en compte toute la séquence d'images.

Ce sclema pour la reconstruction projective a partir de longues séquences d’'images est provisoire
et certainement pas optimal, mais il constitue une prenmatape” de développement de méthodes
plus sophistiquées. Dessultats d'expfiences préliminaires sont rapportés dans la section suivante.
Dans les sguences traitées tous les points sont visibles dans toutes les vues. Ainsqueaxses ne
constituent pas un test tres sérieux de la méthode. Pourtant, avec 181 images, 'une des séquences est
suffisamment longue pour que la reconstruction ne soit pas une affaire triviale.

5.8 EXxpériences

5.8.1 Experiences sur des donaes syntletiques

Nous avons conduit un certain nombre d'expériences sur des données synthétiques afin de quan-
tifier la performance de I'algorithme. Trois configurations ewttesees (cf. la figure 5.3) :

> une caneta effectuant des mouvements lateraux par ragplbobjet a reconstruire ;
> une canefa se dirigeant droit vers I'objet ;
> une cangfa tournant autour de I'objet tout en le fixant.

La configuration 2 est connue poetré mal conditioneé pour la reconstruction : l&tErmination
de la profondeur des points proches de la droite de mouvement est trés sensible au bruit dans la
position des points image. Dans ce cas, notre méthode fournit aussi de masuéets.

Pour la configuration 3, le mouvement de la caméra achéve un quart de cercle autour de I'objet.
Pour chaque exgrience, la longueur des trajectoires pour les deux autres configurations est toujours
égale a la longueur de I'arc de mouvement de la configuration 3wLpeints de vue pour chaque
s2quence sonepartis de maniere uniforme le long de la trajectoire.
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FIG. 5.3:Les configurations pour les simulations.

La matrice des parametres intrugies pour toutes les caméras est donnée pandizg 1000, 1).
L'objet est constitué de 50 points, distrdmidle margre uniforme dans une sphere de rayon 100 uni-
tes. Afin de ceer des effets perspectifs importants, la distance entre la caméra et le centre de la sphere
objet est égala 200 uni€s (pour la configuration 2, c’est la distance de la @ama plus procha °
I'objet — la vuem dans la figure 5.3 (b)).
Pour chaque configuration, I'expérience suivante est effectuée 50 fois.

1. Création afatoire de 50 points dans la gph objet.

2. Projection des points objet dans tesmages.

3. Perturbation des coordonnées image par un bruit gaussien de varianceg, 1.0, 1.5 ou 2.0.
4. Reconstruction projective avec notretmode.

5. Calcul de I'erreur de reprojection (erreur 203 >, >0 d(P:Qy, qip)?.

6. Calcul de I'erreur tridimensionnelle de la reconstruction :

> alignement de la reconstruction projective avec le modéle euclidien de I'objegten d”
minant la transformation projective qui transforme la reconstruction tel qu’elle approche
au mieux le modle euclidien ;

> calcul de I'erreur 3D comme la moyenne de la somme des distances absolues des points
reconstruits aligas aux points du modele.

Dans les paragraphes suivants, les résultats de ces expériences sont analysés parplasparts
variables : sensibilau bruit ; impact du nombre de vues ; influence de la normalisation des coordon-
nées image et ded{uilibrage de la matrice des mesures ; stabdit’la factorisation. Chaque point
dans les graphes montrés représente la valeur moyenne des résultats de 50 expériences. Nous avons
aussi calcid’les valeurs mdianes des résultats. Les graphes de celles-ci sont similaires aux graphes
des valeurs moyennes et ne sont donc pas montrés.

Les erreurs 2D sont données en pixels. Les erreurs 3D sont des erreurs reldaviedlle de
I'objet (le diametre de la s@né objet) ; elles sont affichées en pourcents.
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5.8.1.1 Sensibili¢ au bruit

La figure 5.4 montre le comportement de l'algorithme par rapport au niveau de bruit dans les
coordonees des points image. Pour cette engrice, la reconstruction est effestua partir de 10
vues.

L'erreur 3D pour la configuration 2 dépasse les 6 % pour un bruit de 2 pixels, malgré une erreur
2D relativement petite. Ceci montre que les erreurs 2D et 3D ne sont pas toujours bédesoiltés
résultats pour les configurations 1 et 3 sont presque identiques. L'algorithme se congsobiertr”
pour ces configurations : les graphes sont quasi-linéaires et les erreurs de reprojection sont seulement
legerement swgrieures au bruit.

5 \ 0.25 ; ‘
configuration 1 —— configuration 1 ——
configuration 2. -+ i configuration 2 -~

4t configuration 3 e 02t configuration 3 -~
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>
23 £015
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(a) Erreur 2D (b) Erreur 3D

FIG. 5.4: Sensibilie au bruit. Les courbes de I'erreur 2D pour les configurations 1 et 3 sont super-
poses. L'erreur 3D pour la configuration 2égpasse Echelle du graphe&a pour un bruit de 0.5
pixels.

5.8.1.2 Impact du nombre de vues

Pour cette expérience, le bruit dans les coordonnées des points image est de 1 pixel.

Les graphes montrent le comportement expecté : le plus de vues sont utiliseée pour la reconstruc-
tion, le plus pecisément la structure est reconstruite. L'erreur 2D augmente, ce cegalstrient
attendu, mais elle a un comportement clairement asymptotique. Il est important de noter que I'utili-
sation de 20 vues réduit I'erreur 3D de plus de la moitié par rapport au cas de 2 vues.

5.8.1.3 Influence de la normalisation et de Equilibrage

Les graphes priédents montrent les résultats de la méthode telle quelleexsitel’'en 5.5.3.
Afin d"evaluer I'importance de I'utilisation de coordonnées image noreedisious effectuons l'al-
gorithme aussi avec des coordonnées non normalisées. De méme, nous examinons I'apport de I'équi-
librage de la matrice des mesugeka pEcision deseasultats.

Si des coordoneés non normalees sont utilisées, I'erreur estsrgrande mme avec un bruit de
0.5 pixels. Pour ce qui est de I'eéquilibrage, on peut conclure qu'élar€ I'erreur 3D d’environ 20
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FiG. 5.5:Impact du nombre de vues. Les courbes de I'erreur 2D pour les configurations 1 et 3 sont
guasiment superpéss. L'erreur 3D pour la configuration 2 est toujours &tipurea 5 % ; la courbe

d’erreur n'est donc pas visible dans le graphe.

%. Puisque Equilibrage n’est pas trés atEux en temps de calcul, il devrait toujours faire partie de

I'algorithme.
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FiG. 5.6:Influence de la normalisation et deefjuilibrage. Les &sultats pesenés sont ceux pour la
configuration 1. La courbe de I'erreur 2D sans normalisatiensulemengéquilibrage ») dépasse

z

n'est pas visible !

I'échelle du graphe éme pour un bruit de 0.5 pixels et I'erreur 3D est tellement grande que la courbe
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5.8.1.4 Stabilie de la factorisation

L'applicabilité de notre méthode de factorisation s’appuie sur le fait que la matrice des mesures
W est de rang 4, si les profondeurs projectives correctes sont utilisees. Pour tester la robustesse de
cette propet en pesence de bruit, nous évaluons la proxémie W au rang 4. Une matrice est
approximativement de rang 4 si le rappeiy o; des & et 3 valeurs singulieres et grand par rapport
au rapporto /o4 des 1€ et £ valeurs singuliéres. Dans les figures 5.7 et 5.8, ces rapports sont
affichés, pour les configurations 1 et 2 et pour les cas de 2 et 20 vues. Notons que les axes verticaux
ont uneechelle logarithmique.

Nous pouvons constater que pour la configuration 1, la matrice est toujours trés proche du rang
4: le rapporto /o4 est inférieur & 2 tandis que le rappett/o; est supérieua 100. Pour ce qui est
de la configuration 2, les graphes reflétent la mauvaise performance pour la reconstruction 3D: en
présence de bruit, le rappart /o4 est jusqu’a 10 fois supériearoy/os.
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FIG. 5.7:Rapports de valeurs singalies pour la configuration 1.

5.8.2 Experiences sur des donees Eelles

Nous avons testhotre nethode avec des séquences d’'images réelles. Nous montroesukats
pour quatre séquences.

5.8.2.1 La maison MOVI

La figure 5.9 montre la premie et la derniere image d’'une séquence de 6 images de la maison
MOVI. Nous disposons de I'appariement de 38 points sur toute la séquence ; les points image sont
extraits avec une pcision de I'ordre du pixel.

Afin d’evaluer la qualité de la reconstruction projective, nous I'avons alignée avec urlenod”
euclidien qui a été obtenu par reconstruction avec des vues calibrées. La reconstruction alignée est
visualige dans la figure 5.10. Quelques segments de droite sont affichés pour faciliter la visualisation.
A I'ceil, les angles droits sont bien consesvét les fenétres sont coplanaires. L'artefact suoté ¢*
gauche du toit estudau fait que le toit surplombe le mur ce qui fait que le coin entre le mur et le toit
est occulkt’ dans la dereire image.
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FIG. 5.8:Rapports de valeurs singalies pour la configuration 2.

FIG. 5.9:Deux images de laégjuence avec la maison MOVI.

5.8.2.2 La ®quence du clteau

La figure 5.11 montre une image de kgsience du citear?. La stiquence est constia’ de 11
images et de 28 correspondances de points imageeliité de terrain pour les coordoges tridimen-

sionnelles des points est disponible ce qui nous permet de quantifier la qualité de la reconstruction

projective. Apes l'alignement de la reconstruction projective avec le elmeuclidien, nous avons

obtenu une erreur d 7 mm (moyenne de la somme des distances absolues). L'objet remplit un cube

de dimension envirof20 mm x 210 mm x 280 mm. Si I'on compare I'erreur avec le diametre maxi-

mal de I'objet ¢13 mm), nous obtenons une erreur relative de moins de 1 %. L'erreur de reprojection
est d’environ0, 02 pixels.
Nous avons effectué une minimisation non linéaire du style ajustement de faisceaux, avec les ré-

sultats de notre méthode comme initialisation. Les erreurs de reprojectioegnenhient araliorées

5. Nous remercions le Calibrated Imaging Laboratory de I'Universi# Carnegie Mellon qui a fourni cette séquence
avec le soutien de ARPA, NSF et NASA. Lacgience est disponibéehttp://www.cs.cmu.edu/ cil/cil-ster.html.
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(a) Vue oblique (b) Vue de coe’ (c) Vue de face

FiG. 5.10:Trois vues de la reconstruction.

FiG. 5.11:Une image de laé&guence du dteau.

tandis que la qualité de la reconstruction ne change pas deraaighificative.

5.8.2.3 La quence de I'tbtel

La $2quence est constituée de 181 images et de 197 correspondances de points image. Nous avons
appligué la méthode décrite dans la section 5.7. Nous ne disposons pasitkedeé terrain pour cette
séquence ; pour donner uneeiel de la qualité de la reconstruction, nous présentons quelques vues
d’'un mocEle 3D textue crEes par reprojection a partir de nouveaux points de vue. La figure 5.12
montre une image originale de lagience, sur laquelle sont supeg®EEs points image utiks pour
la reconstruction ainsi que les triangles qui ont sarl& C€ation du modle textue.

Quelques vues du modele reconstruit sont nemsrdans les figures 5.13, 5.14 et 5.15. Pour
avoir des vues peu pes réalistes, nous avons transformé la reconstruction projective dermani’
appropriée.
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FiG. 5.12:Une image de laéguence de l'dtel.

5.8.2.4 La €quence de la cuisine

La $£quence est constituée de 40 images et de 102 correspondances de points image. Nous avons
appliqé la méthode écrite dans la section 5.7. Une image originale detushce est more dans
la figure 5.16 et quelques vues du modele reconstruit sont affichées dans les figueeS.20AL7

5.9 Conclusion et perspectives

Nous avons evelop une nethode de factorisation pour la reconstruction projeciyartir de
plusieurs images non calibrées. La méthode est tegmate — elle détermine la structure de lersec”
et le calibrage projectif des cawads par factorisation d’'une matrice qui contient tous les points de
toutes les imagés

La factorisation n’'est possible que si des facteurs d’échelle corrects (profondeurs projectives)
pour les coordorges homognes des points image sont utks'Nous avons propesin moyen de
déterminer ces profondeurs projectives, qui n'utilise que des matrices fondamentalesgpdles,
estimes a partir des données dans les images.

La méthode donne de bonsgultats avec des images réelles. L'évaluation quantitative par simu-
lation numérique confirme la robustesse de la factorisation et la bonne performance par rapport au
bruit. Les résultats montrent qu'il est essentiel de travailler avec des coordonnées masnalis”

L'inconvénient majeur de la méthode est qu’elle ne peut pas traiter le cas de points non visibles
dans guelgues images. Nous avorssprité une approche encorelpninaire de reconstruction pro-

6. Des nethodes similaires omtté développéesatemment au sein du groupe de Lund [16, 86, 180].
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Fic. 5.13:Premere vue du mo&le de I'rbtel reconstruit.

jective pour de longues séquences et qui peut prendre en compte des donnéestrsoiGptie
approche utilise la factorisation pour initialiser la reconstruction projective pour des blocs de la se-
quence d’'images et fusionne ensuite kesultats, tout en raffinant la reconstruction par minimisation
non lingaire.

Un autre inconehient est le temps de calcul pour lacdmposition en valeurs singetes, qui
peutétre assez élevsi beaucoup d'images et beaucoup de points dosteattraiteés simultarhent.
Des nethodes de factorisation approximative, qui ne déterminent que les valeurs et vecteurs singuliers
dominants, peuvent y remédier [209].

Quelques autres aspects méritemtidd"examias plus profondment. Dans I'im@mentation ac-
tuelle, les profondeurs projectives soetefminées en utilisant le nombre minimaégtiations (5.4).
Il serait inBressant @fudier dans quelle mesure I'utilisationedUations redondantes peutelin-
rer les Bsultats. La prise en compte d'incertitudes sur les matrices fondamentales pour le choix des
équations est aussi envisageable.

L'une des choses les plus importantes a faire est la conception etdéogdpement de aethodes
de reconstruction pour des séquences d’images tres longues. De teflexias permettront la mo-
délisation d'objetsa’grande échelle. En outre, elles constitueront un bon point de départ pour la
détermination de la structure euclidienne de larsx”



FiG. 5.14:Deuxeme vue du mate de I'tbtel reconstruit.

Fic. 5.15: Troisieme vue du made de I'tbtel reconstruit.



Fic. 5.17:Premkre vue du ma&le de la cuisine reconstruite.



Fic. 5.18:Deuxeme vue du made de la cuisine reconstruite.

Fic. 5.19:Troisieme vue du made de la cuisine reconstruite.



FIG. 5.20:Quatrieme vue du made de la cuisine reconstruite.






Auto-calibrage et reconstruction
euclidienne non calibiee

Une grande partie de ce chapitre contient
un état de I'art des méthodes d’auto-calibrage.
Nous décrivons principalement des méthodes
pour le scénario classique d’'une caméra en
mouvement et avec des parametres intrinseques
constants. D’autres approches, basées sur des
mouvements particuliers ou sur un modele de
projection affine, sont également présentées.

Nos contributions sont les suivantes. Nous
proposons une méthode d’auto-calibrage pour
les caméras linéaires, qui est basée sur le ten-

seur trifocal. Ensuite, nous examinons les inter-
dépendances qui existent entre les parametres
intrinséques pour un objectif a focale variable.
Nous proposons une méthode d’auto-calibrage
gui est basée sur le pré-calibrage de ces in-
terdépendances. Ce travail a été publié dans
[185, 186, 189].

Une autre contribution au sujet de I'auto-
calibrage est une étude théorique des séquen-
ces de mouvements critiques. Celle-ci est pré-
sentée dans le chapitre 7.
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6.1 Introduction

Aux chapitres pecédents, nous avons vu que sans aucune information en dehors de corres-
pondances de primitives image une reconstruction projective est possible. Pour certaines applica-
tions, I'information projective peut étre suffisanteedfimoins, souvent il sera pegéble d'obtenir
la « vraie » structure de la ®me ou le« vrai » mouvement des caends, c'est-a-dire l'information
métrique.

Cette information peugtie obtenue des lors qu’on dispose des patees intringgues des camé-
ras. L'approche classique consiste a effectuer un calibrage hors ligne. Ceci est non seulement fasti-
dieux mais aussi peu réaliste pour des applications ou les changements detygral® la cameéra
sont frequents ouwlequipement de calibrage n’'est pas disponible. La nouvelle tendance consiste
a calibrer les caméras en ligne — nous parlons alors d’auto-calibrage -etabld’le calibrage par
d’autres moyens, par exemple en effectuant des mouvements appropriés avec la caméra.

Dans ce chapitre, nous passons en revue des méthodes d’auto-calibrage. Le cas le plastétudi”
le calibrage euclidien d’'une caméra en mouvement, dont on sait que se®parimtringgues sont
invariants. De telles ethodes et d’autres, s’appuyant sur des informations sur le mouvement de la
caméra, sontetrites dans I'état de I'art de la section suivante. Esur® de toutes les athodes
décrites est donné dans le tableau 6.1.

En section 6.3, nous proposons une méthode pour I'auto-calibrage d’ueesctmdaire, qui est
bage sur le tenseur trifocal.

Ensuite, en 6.4, nous considérons I'auto-calibrage pour un@reaavec un objecti& focale
variable. On peut observer que des changements de focale font varier le®{pasaimtiinegues,
mais pas de maeie indépendante. Il est possible de-pelibrer ces inteefiendances des paratres
intrinséques, qui ensuite permettent de simplifier la formulation du probleme de I'auto-calibrage.
Nous proposons uneettiode d’auto-calibrage qui s’appuie sur le pré-calibrage de la caméra.

Le chapitre est clos par des conclusions.

6.2 Etat de I'art des méthodes d’auto-calibrage

6.2.1 Mouvements @néraux et parametres intrinseques constants

C’est le sehario classique pour l'auto-calibrage et depuis le travail initial de Maybank et Fauge-
ras [123], plusieurs approches ont été proposées. Le cas de I'auto-calibrage d'a@ma aset des
paranetres intrineques constants nousengsse particidrement — au chapitre 7 nous étudions les
séquences de mouvements de caméra qui sont critiques pour cette tache. Dans la suite, nous passons
en revue les difirentes approches et évoquons les liens qui existent entre elles.

La notion d’auto-calibrage se référe d’abord uniqueneela ctermination du calibrage intrin-
séque de la caméra, mais nous y comprenons plut@tieriahination de la structure euclidienne de la
sene (et du mouvemenrteuclidien» de la caméra) ce qui inclut I'auto-calibrage. Afin de pouvoir dé-
crire les diférentes approches dans un méme formalisme, nous supposons donc que l'auto-calibrage
a pour but de rectifier la structure projective de man&retrouver la structure euclidienne. Une re-
construction projective est donnée par des matrices de projétti@t des points SDQ;)D qui collent
bien aux donaés, c’est-a-dire les points imagsg, :

PiPQ;fNQip :

La transition vers une reconstruction euclidienne se fait par une transformation projeétaves-
terminer:PZ ~ PPTE et QP ~ (TE)™'QL. Le critére pour trouver la bonne transformatiaan (°
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Type de mouvement et informations requises

Approches |

Mouvements généraux, paratres intringgues variables

5 Heyden etAstrom [89]
Pollefeys et Van Gool [151]

Mouvements généraux, paratres intringgues constant

s Maybank, Faugeras, Luong
[63, 114, 117, 118, 123]

Zeller et Faugeras [233, 234]
Heyden etAstrom [88]
Triggs [210]
Pollefeys et Van Gool [150, 152
153]
Hartley [79, 80]

Modeles de calibrage simps

Hartley [77]

Brookset al.[26, 27, 139, 143, 144
Ponceet al.[155]

Hippisley-Cox et Porrill [91]
Azarbayejani et Pentland [9]

Mouvements mesurés
— Connaissance des angles de rotation

— Connaissance de la translation

Vieville [214]

Stein [183]

McLauchlan et Murray [127]
Dron [48]

Mouvements particuliers
— Rotations pures

— Mouvements planaires

— Mouvements particuliers entre vues consécutives

Hartley [82]

Basu [11, 12]

Du et Brady [49]
Daniilidis et Ernst [41]
Armstronget al. [6]

Wiles et Brady [226]
Vieville et Lingrand [216]

Mouvements initiaux particuliers
— Une translation
— Une translation et un zoom

Armstronget al. [5]
Pollefeyset al.[154]

Pré-calibrage

Sturm [186, 189]

Mise a jour d’'un calibrage initial

Crowleyet al.[40]
Encisoet al.[51, 52, 53]

Syseme stéréo

Brookset al.[26, 27, 139, 143, 144
Zhang, Luong, Faugeras

[115, 238, 239]
Zissermaret al. [242]
Devernay et Faugeras [47]
Horaud et Csurka [96]

Can®gra affine

Quan [164]

Can®gra linéaire

Voir section 6.3

TAB. 6.1: Des néthodes d'auto-calibrage et de calibragepartir de mouvements particuliers
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une transformation euclidienneg®) est que les matrices de projection transé@msndoivent avoir les
mémes matrices des paratres intringeques K. C'esta-dire qu’elles doivent pouvoir atrire de la
mankre suivante :

PE~KR( I |—t;), (6.1)

pour des matrices de rotati®, des vecteurs; et une matrice des parametres inteigsesk. Toutes
les méthodes rencontrées sont éas implicitement sur ce ceite.
Nous simplifions la formulation en suivant Hartley [79, 80] et Heyde&sﬂdm [88] en contrai-
gnant les repéres des reconstructions projective et euclidienne qui a priori sont arbitraires : pour la
reconstruction projective, le re® peut toujourstte choisie de maniegeramener I'une des matrices
de projection (nous en choisissant la premier& forme suivante :

PP=( 1 |0).

Nous attachons le repére de la reconstruction euclidienne égalartaeptemére caméra, en suppo-
sant quek; = I ett; = 0. Donc:

PF=( K |0).

Ainsi, la transformationT £ est contrainte d’avoir la forme:

T,E,N((G,P;C) g) . 6.2)

PuisqueT % et les uni€s 3D sont dfinies & un facteur pres et puisglidoit &tre non nul pour que la
transformation soit non singuliére, nous pouvons impdser 1. Notonsa = (a, b, c)'. La matrice
K est la matrice des parametres intdgeesa trouver et le vecteua repesente le plan a I'infini.
Concetement,(a, 1)T sont les coordonnées du plan dans le monde euclidien qui, dans la recons-
truction projective, a les coordonnéés 0,0,1)T. Le vecteur(vT,1)" = (—aTK1,1)" contient
les coordonnées dwai plan a l'infini, dans la reconstruction projective. Une approche steatifi’
explicitant une structure affine integdiaire, eichera donc d’estimer plutét quea.

Les matrices de projectio®!” pouri > 1 sont transforreés d’apres :

=P
PPTE~ ( Plk+pfaT |pf )

P

ou PP = ( P, |pl).La contrainte (6.1) est satisfaite s'il existe des matrices de rotRtiodes

vecteurst; et des scalaires non nuls tels que :
PIK + pFfa’ = KR, et pf = —\KRit;
(remarquons que, étant dani€ choix du repre projectif, cette contrainte est directement satisfaite

pour la premére vue). S'il existe de telld?; etK, il en est de e pour les; : t; = —)\%RIK_IpZP.
Donc, la contrainte pour trouver la structure euclidienne est I'existen&g €K avec:

P; K+ pla’ ~KR; . (6.3)

Les differentes méthodes d'auto-calibrage ne font, en effet, rien d’autre que d’exploiter cette
contrainte d’'une facon ou d’'une autre. Toutes les méthetissnent la matrice de rotatioR; de
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I"equation (6.3). Nous explicitons deux proeédiélimination. Le premier permet Pollefeys et Van
Gool de formuler la« contrainte du module (voir plus bas). Le deuxieme proa@dlimine R; en
multipliant les deux ofés de I'équation par leurs transposées respectives ce qui donne:

KKT Ka
Py < aTKT aTa> (PH)T ~ KKT . (6.4)

Dans les paragraphes suivants, nous décrivons plusieurs méthodes d’auto-calibrage. Nous montrons
les liens qui existent entre les méthodes, via I'équation (6.4).

6.2.1.1 Lapproche de Heyden elstrom

Heyden etdstrom [88] estimenK eta en minimisant le critere :

m

KKT Ka
Sner (e ) PO KK
=2

ou || - || désigne la norme de Frobenius. Pour tenir compte du fait que I'équation (6.4) n’est valable
gu'a un facteur pres, des facteurechelle A; sont introduits pour chaque vue comme inconnues
suppEmentaires. L'initialisation du processus d’optimisation esebasir un calibrage approximatif

Ko a partir duquel des valeurs initiales pauet les); sont calcutes linéairement.

Pollefeys et Van Gool suivent I'approche de Heydevimdm, enévitant les inconnues; sup-
plémentaires, au prix djuations de degrsu@rieur [152]. Comme parametres du plan a l'infini, le
vecteurv = K~ Ta est utilisé (notation diéffente de [152]) et il est montré comment exprimer\gs
en fonction des éléments geet des matrices de projectidf .

6.2.1.2 Lapproche de Hartley

Hartley aéte le premiera’ proposer une approche d’auto-calibragstratifiée », passant d’'une
reconstruction projective a une euclidienne, via une reconstruction affine [79, 80]. Comme Pollefeys
et Van Gool, il estime le plan & l'infini vie = K~ Ta. Sa n€thode est un peu moins directe que
celle de Heyden ehstrom : a chaquetape du processus d’estimation, une décomposition QR de la

matrice gauche dedtuation (6.3) est effectuée (analytiqueme(lﬁf +pFPvT)K = KIR,, oliK etv
sont les estimations courantes. Avec les bonnes vakeats, lesK; devraienttre€galesaK. Donc,
le critere de minimisation est msur la difference entre ces deux matrices. Plus exactement, les
matricesX; = K~ 1K/ sont calcutes et normaligs par des facteues pour que la somme des carrés
des€léments diagonaux d¢; soit égalea 3. Le criere de minimisation est finalement le suivant:
S [JeiX; — T2,

Hartley a aussi décrit commemetant done’(une estimation du) le plaxl’infini, on peut retrouver
le calibrage enasolvant des équations éaires, suivi par la decomposition de Cholesky d’'une ma-
trice définie positive (nous décrivons cette méthode dans I'annexe C). Ceci est diéifis’sa ethode
d’auto-calibrage pour l'initialisation des inconnuiéset v, évitant ainsi le besoin d’un calibrage ap-
proximatif : l'initialisation est basé sur la recherche de vecteurgui représentent des plaaginfini
potentiels. L'espace de recherche est bguar les« contraintes de cheiradit [78] qui imposent que
le plana I'infini ne coupe pas la scéne observée. Seuls/damt admis qui permettent de déterminer
une matrice des parametres intagses (c-a-d qui donnent lieuuhe matriceX définie positive ; cf.
I'annexe C).

En pratique, Hartley utilise plusieuns choisis arbitrairement pour augmenter les chances de
convergence vers la bonne solution. La détermination d'un tel veet&st désignée par le terme
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de reconstructior quasi-affine» ce qui reflete que représente un plaa I'infini potentiel A partir
d’une reconstruction quasi-affine, la reconstruction affine n'est pas obtenue de managersabk
simultarément avec la détermination des paesras intrineques et donc de la reconstruction eucli-
dienne.

6.2.1.3 Lapproche de Triggs

Triggs propose une approche similaire a celle de Heydeﬁcstabm [210]. L'équation de base
utilisee correspond a (6.4). La diffence essentielleside dans la paraatrisation differente de la

matrice synetrique4 x 4:
Ao KKT  Ka
“\ a'kKT aTa) ’

gui appard”dans léquation (6.4). Triggs a momtrgue cette matrice représente e dual de la
conique absolue, cette derniére vue comme conique dans I'espace 3D (cf. la figure 6.1).

FIG. 6.1:Le ddne duala une conique 3D est constitule I'ensemble des plans tangeats conique.
Le plan singulier du éne est le plan support de la conique.

Dans [210], ce cbne dual est appelquadrique absoluece qui entre en conflit avec lafihition
donrée dans la section 2.7.3. Nous préférerions de le nommmi@ne dual absolu. Triggs pararetre
A non pas paK eta mais le repesente par les 10d@tients d'une matrice syatrique générique.
Ainsi, le degré de la formulation en les inconnues est baissé. La paiaation erK eta implique
gue A est de rang 3, tandis que Triggs impose cette condition par une estimation sous contrainte
(det A = 0).

La deuxéme matrice inconnue dans I'equation (6K, estégalement représerd par une
matrice synetrique générique, de dimensidrx 3, ce qui anehe le nombre d’'inconnues & 16 (10+6).
Les facteurs dichelle)\; sonté€liminés par multiplication croisée. Une autre eifhce par rapport
aux approches précédentes est que les repéres de reconstruction ne sorspAmfk la matrice
TL naura pas la forme (6.2). La contrainte que la premiére sous-matric8 de PP’ T doit étre
égaleaKR; reste tout de méme valable, ce qui peetsife comme::

L"elimination deR; par multiplication des deuxatés de I'équation avec leurs transposées respectives
menea:

PETE (o) (T 10) (TET (P17 ~ KT
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ou:

7 )

I O
PETE (gr o) (TET (P17 ~ KT
Ao

La matriceA ., repesente le afie dual absolu dans le monde euclidien\ et TE A, (TE)T est sa
représentation dans le e de la reconstruction projective.

Triggs a a@velop® deux nethodes d’'auto-calibrage, une quasi-linéaire et une naailie. En
7.10, nous dérivons une dég@&néscence artificielle de laatiiode linéaire qui est deela régligence
de la contrainte de rang 3 de

6.2.1.4 Lapproche de Pollefeys et Van Gool : utilisation de la contrainte du module

Les approches prédentes estiment simultanément la position du pléinfini et le calibrage de
la cam€ra, en passant directement d’une reconstruction projective a une euclidienne. Nous décrivons
dans ce paragraphe et le suivant dewofe, dEliminer I'un des deux ensembles d’inconnues, le
calibrageK ou bien le plaraTinfini a.

Multiplier I"'equation (6.3) de droite p& ! donne:

=P
Pi +p{)VT ~ Hooli .

Le but est I'estimation du plan a l'infini, repsent” parv. Une contrainte suy est que la matrice

Ff) + pFPvT doit étre conjuguéa Un multiple d’une matrice de rotation. Il eeabule que ses valeurs
propres doivent avoir le mé&me module, ce qui constitumlarainte du modul§l20]. Elle peutetre
exprimée par unefuation quartique en les élementswdeDans [153],v est estine’a partir de ces
équations.

Nous avons jusquexiconsi@ré uniguement les homographies infinies entre la premiére vue et les
autres. La contrainte du module est bien sOr aussi valable entre deuk yyéd. Dans [150], il est
monte que ceci donnegalement des équations quartiques et que leglanfini peut &tre estiraa
partir d'un minimum de 3 vues. Une fois le plan a I'infini estinké calibrage pewdtfe détermia’par
la méthode de Hartley [79, 80] (voir I'annexe C). Cette approche de Pollefeys et Van Gool est la seule
qui est compdtement stratifiee, c’est-dire passant par une reconstruction inedmaire affine &
I'exception de nethodes comme par exemple [60] qui s'appuie sur des informations affines extraites
de scenes urbaines).

En 7.10 nous montrons que la contrainte du module n’est pas unesr@atidn compléte du plan
a l'infini. Son utilisation entraine, en effet, des ambiguités artificielles pour la reconstruction affine.

6.2.1.5 Lapproche de Faugeras, Maybank, Luong et Zeller : legquations de Kruppa

Dans plusieurs articles [63, 114, 123, 232, 233, 234], ces auteurs ont d’abord montré que I'auto-
calibrage est possible et ont ensuite prapdes nethodes pratiques. Leur formalisme repose sur les
équations de Kruppa dont nous montrons dans la suite le lien avec I'equation (6.3)efivadiati
alternative degquations de Kruppa est décrite en 6.4.3.
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Les équations de Kruppa. PuisqueP{ = ( I |0),la matriceﬁf, pouri > 1, rep€sente I'ho-
mographie d’'un plan arbitraire, par rapport aux vaest i, et p est I'épipdle e;; [232]. Donc,
nous avons la relation suivante avec la matrice fondamenfale~ [pf]Aﬁf) (voir 2.6). Multiplier
I"equation (6.4) de gauche et de droite jygf], meénea:

_pT
5P KKT  Ka\ (P [p!
( [p7]P; [pf]Apf))( ATKT aTa> (p}TEf]ON[pf]AKKT[pf]A
7 7

KKT Ka FT.
( Fu 0) ( aTKT aTa> (01TZ> ~ [PF 1 KKT [pf]A

FiKKTF], ~ [pP]AKKT[p!], . (6.5)

L"equation matricielle (6.5) est une forme @egiations de Kruppa. Par rapport aux approches précé-
dentes, non seulement le plafiinfini a &t éliming, mais aussi la reconstruction projective explicite :

les matrices de projectiod!” ont disparues et seules les matrices fondamentales epile8lés (les

p!’) sont pEsents! D'un ofé, ceci simplifie I'auto-calibrage parce qu'il n’y a pas besoin d'établir

une reconstruction projective initiale et on peut estimer I'auto-calibrage plus directement. D’un autre
coté, I'estimation des matrices fondamentales est un processus local entre deux vues, tandis que la
reconstruction projective prendra en compte toutes les vues esmyiera mieux la structure 3D et

les caneras.

La méthode de Zeller et Faugeras. Plusieurs méthodes d’auto-calibrage basées sur les équations
de Kruppa ontketé proposées. La méthode la plus pratique sewrtidecelle propaes par Zeller et
Faugeras [232, 233, 234]. Les paeines intringgues sont estimés en minimisant un critére non
linéaire bas’sur leseguations de Kruppa qui sont pavéés par une estimation de l'incertitude des
matrices fondamentales.

Trois méthodes d'initialisation sont congitBes, dont la mieux ad@&gau cas multi-image repose
sur une estimation robuste dg eta, : sous I'hypothése de pixels rectangulaires et du point principal
au centre de l'imagey,, eta,, peuvengtre calcutsa partir d’'une seule matrice fondamentale. Ceci est
fait pour toutes les matrices fondamentales disponibles et les valeurs obtenues sont ensuite évaluées
par une statistique robuste. Pour ce faire, les paires des valelrs,de,) sont affichées comme
points dans un graphe. A priori, il devrait y avoir un point d’accumulation prononcé parmi ces points,
a proximi@ des vraies valeurs. Zeller a conetlifs de ses exguiences, qu’'au contraire, les points
sont dispersés le long d’'une droite. Il lui a done &tipossible d’obtenir des valeurs initiales fiables
poura,, eta,,.

Tout de n€me, la droite permet deetErminer le rapport d'échelle, qui est en effet égdh”
pente. Donc, il est propesd’estimer de maere robuste la droite passant par les poiatg, «, ) et
d’en extraire la pente pour initialiser le rapport d’échelle. Il n’est pas dit explicitement, mais nous le
supposons, que pour l'initialisation des valeurs individuelles get ., a I'un des deux est attrilea”
une valeur standard et le deuxieme cadoaih utilisant le rapport d’échelle esem”

Dans [232, 233, 234], aucune explication n’est donnée pourdagtene que les solutions pour
a, et a, sont distribees le long d’'une droite, avec le rapport d’échelle comme pente. En 7.10,
nous montrons de magrie gonetrique qu’il s'agit d’'une dgerérescence artificielle du prashe
de l'auto-calibrage. Celle-ci est introduite par ézguations de Kruppa pour la configuratioresiale
des careras utili€e par Zeller, notamment des camas distribeés sur une sghe et dirigées vers
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le centre de la she (I'axe optigue passe par le centre de laesph Lesequations de Kruppa, par
paires de vues, sont trés instables a proximité d'une telle configuration, ce qui se manifeste par la
dispersion dega,,, ).

Il semble pourtant, que I'ensemble deguations, lors de I'estimation globale non linéaire, soit
plus robuste et permette de trouver des valeyrst o, relativement proches des vraies valeurs, méme
a proximité de la configuration dégénérée. Nous pouvons supposer que seul le fait que les caméras ne
sont pas parfaitement convergentes, permetdssif I'auto-calibrage avec legiations de Kruppa.
La méthode d'initialisation de Zeller pourradtre adaptée afin de traiter des configurations de caméras
non convergentesA ce moment+, il devientéventuellement possible d’extraire non seulement le
rapport d’échelle, mais aussi des valeurs individuelles pguet a, .

Une méthode d’optimisation globale par Luong et Faugeras. Luong et Faugeras décrivent dans
[118] une nethode d’optimisation globale pour I'auto-calibrage, du style ajustement de faisceaux
avec auto-calibrage (voir 6.2.10), c’est-a-dire une estimation sinegdtdas paragtres intringques

et extringques, mais sans impliquer les points 3D. Leeceitde minimisation est la somme des
careés des distances des points image et des dreigmlaires correspondantes. Il s'agit du critere
standard pour I'estimation de la matrice fondamentale (voir 2.3.2), mais avec la difference qu'ici,
les matrices fondamentales sont pagf®Es par les paragtres intringgues et extrinseques, via la
matrice essentielle :

Fij = KTT[ti]ARij K™ .

Le processus de minimisation est initialigar le Esultat de I'auto-calibrage basur lesquations de
Kruppa (pourK) et suivi de la @composition de matrices essentielles (piguet R;;).

D’autres approches bages sur lesequations de Kruppa. En dehors du groupe de Faugeras, les
équations de Kruppa or@te utilisees pour I'auto-calibrage par Niini [140, 141] et Soatto et Per-
ona [179] qui les ont incorporées dans unesol’d’'estimation récursive. Hartley montre dans [83]
commentetablir les coefficients desjuations de Kruppa nwriguement, par uneedomposition en
valeurs singukres de la matrice fondamentale.

6.2.1.6 Mockles de calibrage simplifes

Le mocEle sEno® ggnéral comprend cing paratnés intrinegues, dont quelques-uns peuvent en
pratique souvent étre supposés connus a priori. Typiquement, I'angle entre les axes des pixels est en
géréral tes proche d@0° ; la matrice des parametres intaugies prend alors la forme :

En outre, le point principal se trouve normalement proche du centre de I'image, du moins pour des
cameras avec un objectif fixe. Une troisieme simplification est due a des pixe¢scarr’

Les moctles simplifés sont d’'une part inteéressants parce que les équations d’auto-calibrage de-
viennent moins complexes, d’autre part parce qu’ils permettent souvent d’initialiser I'auto-calibrage
suffisamment bien pour le faire converger vers la bonne solution.

Hartley montre dans [77] que, a partir de la matrice fondamentale, deux paramétresdueEss”
des deux vues peuveatré détermias. Il suppose que les pixels sont rectangulaires, que le rapport
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d’echelle est connu et que les points principaux se trouvent aux centres des images. Ainsi, il ne reste
plus gu'un seul paragtre intringque pour chacune des deux emas, la distance focale, mesurée en
pixels. Hartley @five une formule pour calculer les deux distances focales (voir [26, 27, 139, 143,
144] pour d’autres approches similaires, développées par Bedaht.

Une n¥thode similaire consiste a estimer la distance foetle rapport d'échelle, cette fois-ci
en supposant que les deux vues sont prises par la méme caméra, sans changement de focale. Les
deux pararafresa estimer sont donc deux mesures de la distance focale, par rapport aux dimensions
horizontale et verticale des pixels. Porateal. proposent une solution pour ce pretvie [155], mais
gui est plus compligeé gue rcessaire. Hippisley-Cox et Porrikdfivent une solution sous la forme
d’'une équation quartique [91]. Cette solution est apg@par Zeller pour initialiser I'auto-calibrage
(voir plus haut et [234]).

Azarbayejani et Pentland ont dévelepg algorithme de reconstruction euclidienaeursif qui
peut prendre en compte le fait que la distance focale change entre les vues [9]. Les auteurs rapportent
pourtant des difficu§ dans I'estimation de la focale et les esiphces sont finalement conduites
avec une caera calibee qui ne change pas de focale pendant le mouvement.

6.2.2 Mouvements @néraux et parametres intrinseques variables

Récemment, Heyden dtstrom ont considérée l'auto-calibrage d’'une cenaavec des pixels rec-
tangulaires dont le rapport eéhelle est connu [89]. Il reste trois parametres intrinseques, la dis-
tance focale et les coordonnées du point principal, qui peuvent varier entre chaque prise d’image.
Les auteurs donnent une preuve que l'auto-calibrage dans ces conditions est possible : la structure
euclidienne ainsi que les trois paratres intrineques de chaque vue peuvetite” détermias, si
le mouvement de la caend est suffisammentegéral. Heyden edstrom écrivent les équations de
I'ajustement de faisceaux avec auto-calibrage pour ce cas particulier, mais aucune méthode d'initia-
lisation n'est proposé. La conclusion principale de [89] est donc que I'ajustement de faisqeaix
converger vers la bonne solution, s'il est suffisamment bien iniialis”

Le résultat de Heyden dtstrém aété étendu par Pollefeyst al. [151] qui prouvent que la seule
contrainte de pixels rectangulaires suffit pour faire de I'auto-calibrage éori¢f). Ceci veut dire
gu’on peut auto-calibrer une caméra en mouvement qui peut changer arbitrairement son calibrage
intrinseque entre les vues ou, ce qui est encore plesastant, de calibrer un sgste de caméras
ou, a la limite, on ne dispose que d'une seule image par caméra! Le minimum de acgssaire
pour le faire est 8. Pollefeyat al. ne proposent pas d’algorithme pratique pour ce casmgénhais
ils considerent pour la pratique que le rapport d'échelle est connu et que le point principal est proche
du centre de I'image.

6.2.3 Methodes bages sur des mouvements particuliers
6.2.3.1 Rotations pures

Basu [11, 12] et Du et Brady [49] proposent des schémas aldibrage actifs qui sont bass
sur degpetitesrotations d’élévation ou de vergence de la eam c’esta-dire des rotations haut-bas
ou gauche-droite. Les paratnes intrineques calculés sont, et «, ainsi que, quant a I'approche de
Basu, le point principal. Du et Brady estimeagdlement la distorsion radiale (un coefficient).

Daniilidis et Ernst [41] appliqguent une approche similaire a celle de Basu et Du/Brady. Outre
des rotations autour d’axes connus (tilt ou pan), un point de fuite, donné par un ensemble de droites
paralléles, est utilsspour trouver le calibrage intrinseque. La difference par rapptaingéthode de
Basu est que les calculs ne sont pas basés sur I'hgpetthe petites rotations.
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Hartley a proposé le premier une méthode de calibrage basée sur des rotations pueslesgén’
autour du centre de projection [82]. Lade la nethode est le fait que les images sont reliees par des
homographiedd;; et que ces homographies sont égales aux homographies infinies (cf. 2.6). Donc,
pour trouverK, la méthode de I'annexe C peatré appligee.

6.2.3.2 Mouvements planaires

Comme mouvements planaires nous considérons les translations dans ifingblks rotations
autour d’axes perpendiculaireslIT. Armstronget al. ont dévelop@ une nethode d’auto-calibrage
pour ce type de mouvement [6]. Les mouvements planaires sgahéfés pour I'auto-calibrage de
tous les paramtres intringeques et la reconstruction euclidienne, mais la solution peut tout de méme
étre détermiaé a un parasgtre pres (cf. le chapitre 7). La structure affine est détarenaritierement
ainsi que la structure euclidienne dans le plan de mouvehieNbus dcrivons brievement le prin-
cipe de la méthode de Armstromy al. Les projections des entiteegirgtriques suivantes restent
fixes lors de mouvements planaires :

> les projections du poird l'infini commun aux axes de rotation ;
> les projections des points cycliqueside

Les projections de ces emt#t peuvenefre détermiaésa partir de matrices fondamentales et de ten-
seurs trifocaux. Le point a I'infini des axes de rotation et les deux points cycliquégdgendrent le
plan a l'infini ce qui donne la structure affine. Les points cycliques dona@demment la structure
euclidienne dan8l (et dans les plans paralléladl). La détermination des points cycliques petite”
formulée en termes d’'une card linéaire (voir 6.3).

Wiles et Brady ont propa@splusieurs moeles de caméra pour le mouvement planairgrbund
plane motion camera modei3 [226]. IIs proposent une méthode de reconstruction qui est basée sur
ces modeles et qui méne biawr silu méme type de structure que la méthode de Armstrong.

6.2.3.3 Mouvements particuliers entre des vues coesutives

Vieville et Lingrand ont étueiTutilisation de mouvements particuliers entre des vuesamns’
tives pour I'auto-calibrage [216]. Coretement, les formes particulieres de la matrice fondamentale
pour quelques mouvements (voir 2.3.4) permettent de simplifier les équations de Kruppa et ainsi
l'auto-calibrage. Ces congdations sont spécialement utiles pour I'auto-calibrage de caméras mon-
tées sur un robot manipulateur, qui effectue souvent des mouvermgsliers» tels que des rota-
tions autour d'un axe fixe. Viéville et Lingrand proposent unesah’de dcision automatique sur la
forme de la matrice fondamentale pour des images consécutives. Il s’agit datheda de alection
de moatle, qui est bag sur un compromis entre la taille du netel{nombre de paraasires libres) et
sa quali€ (résidu) ; voir [204] pour une ethode similaire.

6.2.4 Methodes bages sur des mouvements initiaux particuliers

L'approche de Armstrongt al. [5] est basée sur un mouvement initial purement translationnel,
qui rend possible la reconstruction affine de la sceéne [131]. Une fois la structure affine acquise, la
détermination du calibrage devient relativement simple [79] (voir aussi I'annexe C).

Pollefeys et Van Gool [154] étendent I'approche de Armstreira. pour pouvoir traiter des chan-
gements de focale. Pour ce faire, deux mouvements initiaux sont desaawEc un changement de
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focale, le point principal estedérmiré commeetant le point d'intersection commun dedrajec-

toires » des points image. Puis, comme Armstrong, une translation pura sartiggrer la structure

affine. Ensuite, desaplacements arbitraires, avec changement de fevaletliel, permettent de trou-

ver la structure euclidienne et le calibrage des vues. Cette deat&@re peuefre considiée comme
I'extension de Equation (C.1), prenant en considération des distances focales differentes avant et
apies le mouvement.

6.2.5 Methodes bages sur des mesures degglacements de la caera

Dron considére le probleme du calibrage d’une caméra montée sur un support dont la composante
translationnelle du mouvement est connwes pEcisément [48]. Elle efive des équations kaaires,
en supposant que soit la rotation relative entre deux vues est petite, ou bien que le deplacement entre
deux vues est beaucoup plus grand que la distance entre la caméra et son support. Dron n’estime
en effet pas la matrice des parametres intipues de la caena, mais le produikKRg, ou R, est la
rotation relative entre la cagnd et son support.

Vieville décrit comment on peut calibrer une caméra effectuant des rotations autour d’un axe fixe,
si les angles de rotation sont connus [214]. Stein [183] et McLauchlan et Murray [127] ont d&velopp”
des nethodes pour le méme scénario. La méthode de Stein inclut I'estimation des distorsions radiales
(deux coefficients et deux coordonnées pour le point deeiyendu centre de distorsion).

6.2.6 Methodes bages sur un pe-calibrage

Dans la section 6.4, nous décrivons comment I'auto-calibrage d’'une caméra avec une focale va-
riable peut étre simpli@’en exploitant les résultats d’'un pré-calibrage de la caméra [186, 189].

6.2.7 Methodes baées sur un calibrage initial

Crowley et al. proposent de mettra jour la matrice de projection lors de mises au point, de
changements de diaphragme (aperture) ou de rotations de la caméra [40]. Le calibrage n'est pas
directement mis a jour puisque la correction porte sur la matrice de projection perspectike, eatis
en extraire les parameétres intrigles et extriregjues. La mise a jour se fait par des transformations
affines ou projectives, calculéagartir d’'un suivi de points d'itrét.

Encisoet al. font une chose similaire, mais leur but est d’adapter directement les gtream”
intrinséques de la caméra, lors de mises au point ou de changements de focale [51, 52, 53]. lls ont
monte qu’une transformation affire 3 parareires est suffisante pour modéliser le changement du
calibrage. Ce maglé n’est valable que si la card ne se eplace pas lors de la mise au point ou du
changement de focale.

6.2.8 Auto-calibrage d’'une canéra affine

Quan a propas’une nethode élégante pour I'auto-calibrage d’'une caméra affine [164] qui re-
pose sur la notion, introduite dans lemé article, des parametres integsies affines. Il s’agit d’'une
méthode strati#e dont la comparaison avec les méthodes ultérieures pour Er&g®r'spectiveer’
vele des fortes similitudes. Les approches de Heyd&steﬂim [88] et Triggs [210] suivent le méme
schéma que celle de Quan. Toutes ces approches partent d'une reconstruction non calibrée, obtenue en
supposant des cards arbitraires — pour la cama affine, il s'agit d’'une reconstruction affine et pour
les perspectives, elle est projective. Ensuite, la reconstruction non calibrée esterectifiiiclidienne
en cherchant une transformation projective respectivement affigei transforme les matrices de
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projection en des matrices ayant l&mé matrice des parametres intdgaes (plus deetails sont
donrés en 6.2.1). Ceci peutegfire comme ;

P,TTTP] ~ KKT .

Les matrices ont les dimensions suivantes pour le cas affine (projectif) : les matrices de pr&jection
sont2 x 3 (3 x 4), la transformation 3007 est3 x 3 (4 x 4), et la matrice des parametres integsies
K2 x2(3x3). Apriori, les mémes méthodes peuvesité utilig€es pour trouver etK dans les deux
cas. Pourtant, dans le cas affine, il existe une simplification. Rappelons l'interprétatioBtgque
de la matrice symirique TT' dans le cas perspectif (la matridedans le paragraphe 6.2.1.3) : elle
représente le ofie duala’'la conique absolue, dans la reconstruction projective [210].due dual
a une conique 3D est une quadrique de plans de rang 3. La contrainte du ran@ B'sdoit &tre
considéee dans I'estimation (Heyden garantit cette contrainte explicitement par la paramétrisation du
probleme, tandis que Triggs impose la contrainte exiguiement).

Dans le cas affiné[ TT n’est rien d’autre que la conique duale & la conique absolue, dans le plan
al'infini! C’est donc une conique de droites, masndégénéee, contrairement awaoé dual dans le
cas perspectif. Donc, il n'y a pas de contrainte sapphtaire sull a respecter. La projection de la
conique duale a la conique absolue est une conique dégénérée de deux points imaginaires conjugués
qui se trouvent sur la droite a I'infini du plan image. Ces points sont les images des points cycliques
du plan image (voir figure 6.2).

2/

FIG. 6.2:Projection de la conique absolue pour une é&maffine. Le centre de projection est le point
directeur du plan image. Donc l'intersection du plan image avec le pléimfini est la droite polaire

du centre de projection, par rappoé la conique absolue. La conique absolue duale se projette via
les deux tangentes du centre de projectiola conique absolue. Ces tangentes touchent la conique
absolue dans les points cycliqgues du plan image.

6.2.9 Auto-calibrage d’'un syséme séréo

Brookset al. ont dBvelop® des nethodes d’auto-calibrage pour deteS sttéo, en adoptant un
mocEle de calibragewseule la distance focale est inconnue (voir 6.2.1.6).

L'approche de Zhang, Luong et Faugeras [115, 238, 286pdipose I'auto-calibrage du systeme
sttréo en deux étapes. D’abord, les deux caméras sont auto-calibrées séparément avec une approche
bage sur les équations de Kruppa (voir 6.2.1.5). Ensuite, I'orientation relative des deux caméras est
calcuke, ce qui est similaira [a dgtermination du mouvement d’une cara’calibee.

Zissermaret al. ont dévelop une nethode d’auto-calibrage qui exploite la rigigitiu systme
stéréo [242]. C’est le premier travail qui considéere véritablemenauto-calibrage stréa Des ap-
proches tes similaires onefé proposées par Devernay et Faugeras [47] et Horaud et Csurka [96]. Ces
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méthodes sont basées sur des reconstructions projectives de la scéne, obtenues des deux vues prises de
chaque position du systéme. La clé est que les transformations entre deux reconstructions projectives
de la méme scene sont alors conjuguées au déplacement rigide du systeme. stésime particu-

liere des transformations projectives permet de déterminer dans un premier tempsald’ipfan °

dans les reconstructions projectives. Ayant ainsi trouvé la structure affine, lesgp@mimirinegques
peuventetre détermias comme décrit dans I'annexe C.

6.2.10 Ajustement de faisceaux avec auto-calibrage

Nous avons dja dcrit I'ajustement de faisceaux en 3.4. Une spécialisation de cette approche est
I'ajustement de faisceaux avec auto-calibr§t@, 29, 37, 50, 54, 66, 67, 106, 125, 170, 178, 241].
Cette dfsignation met en évidence que I'ajustement de faisceaux se fait non seulement en estimant
les orientations extriregjues et les points 3D mais aussi les orientations intrinseques desasam’

Un tel processus d’estimation globale nécessitgegalement une bonne initialisation des paties

a estimer. Un ajustement de faisceaux avec auto-calibrageepreugffecte” pour optimiser les re-
construction et calibrage initiaux fournis par une méthode quelconque. En raison du besoin d’'une
bonne initialisation, nous ne considérons pas I'ajustement de faisceaux avec auto-calibrage comme
une methode autonome d’'auto-calibrage.

6.3 Auto-calibrage d’'une cangéra linéaire

Ce probleme a etévoql€ par Olivier Faugeras et Long Quan et nous donnons ici une solution
relativement simple.

Nous développons unequation qui peuette considiée comme I'analogue des équations de
Kruppa de vues habituelles. Rappelons que le calibrage d’'uneraaest acquis si I'image de la
guadrique absolue de I'espace analogue estrdiirée. Pour une caena habituelle, il s’agit de la
projection de la conique absolue, qui est aussi une conique dans I'image. Pour ce qui est des caméras
lineaires, la quadrique absolue (du plan) est une conique de deux points, les points cycliques, tout
comme sa projection. Lesguations de Kruppa pouetEérminer I'image de la conique absolue sont
bages sur la gbnetrie épipolaire et ne sont en effet rien d’autre que des contraintes d’appariement
bifocales de coniques, spialiges aux cas de coniques identiques dans les vues (cf. 6.4.3). Quant
aux canetras linéaires, il n'existe pas de contrainte d’appariement entre deux vues, mais un tenseur
trifocal trés simple (voir 2.4.1).

L equivalent des équations de Kruppa serait une contrainte d’'appariement de coniques (de deux
points) entre trois vues, bas'sur le tenseur trifocal. Le transfert de coniques de deux viessrias
vers une troigime est relativement direct, mais il existe deux solutions : les conigues sont compo-
sees de deux points chacune ce qui donnedieleux possibilés pour I'appariement des points des
conigues entre deux vueA.ce point, nous devons noter une propriété des points cycliques qui va
simplifier le probleme : non seulement 'image destaiqueformée des deux points cycliques reste
fixe pour une camra en mouvement, mais aussi la projection des points cycliques individuels. Donc,

il nest pas nécessaire de coregigl un transfert de coniques. Tout ce qu'il faut faire est de chercher
les images des points cycliques parmi les points fixes dans les trois vues. Ceci se fait simplement en
exprimant la relation trilieaire pour trois points image avec les mémes coordonnées et de résoudre
cetteéquation pour ces coordonnées image :

G (1) (1) (1) =0 (6.6)
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Nous avons normalkisia deuxeme coordonnéa I, ce qui n'engendre aucun probléme puisque les
images des points cycliques doivent étre des points finis (il y a un seul @dinfini sur la droite
image, et celui-ci est un poingel). L'équation (6.6) est cubique en

Gii1u® + (Gria + Gior + Gor1)u? + (Graa + Garg + Gag1)u + Gago =0 .

Dans le cas g@nal, cetteequation a exactement trois racines. Parmi ces racines il y a les coordonnées
des images des points cycliques, qui sont des points imaginaires conjugués. Les images des points
cycliques peuvent doretfe déterminées, puisque la treisie racine eseglle. Cette troigime racine
correspond a un poineel dont I'image reste fixe dans les trois vues (voir la figure 6.3). Ce point

n'a pas de signification pour le prashe de I'auto-calibrage. Le emie point est déja apparu dans
I'approche de Armstrongt al. pour I'auto-calibrage partir de mouvements planaires [6] (cf. 6.2.3.2).

La détermination de la structure euclidienne du plan de mouvement (et des plans paralleles) est une
sous-étape de I'approche de Armstrong et g Considfée comme l'auto-calibrage de la caméra
lineaire obtenue par restriction des projections du monde 3D sur les points du plan de mouvement.

Le troisieme point avec
des projections identiques

FIG. 6.3: Le troisikme point avec des projections identiques, en dehors des deux points cycliques.
Pour toute paire de vues, les points 2D avec des projections identiques se trouvent sur une conique de
Steiner. La construction de cette conigue pour deux vues est @sgjpaisquelques points d’'intersec-

tion de rayons de projection de points image avec |émes coordorges. Les projections des points
cycliques sont identigues dans toutes les vues. Les points cycliques sont alors sur toutes les coniques
de Steiner consitées ; par condquent, ces coniques sont des cercles. Les trois cercles, essoni

trois paires de vues, ont trois points en commun : les deux points cycliques et uenti®igoint qui

est eel.

6.3.1 Degerérescence de &quation d’auto-calibrage

Nous évoquons hevement les situationsuol’equation (6.6) dég@mé. Puisqu’il y a toujours
deux solutions complexes conjuguées (les images des points cycliques), il ne peut y avoir que deux
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possibiligs pour la deégénérescence : le éatdgI'équation se réduit a 2 — dans ce cas I'auto-calibrage

est toujours possible — ou bien I'équation devient une tautologie. Dans le dernier cas, tous les couples
de points imaginaires conjugs peuventfre confondues avec les images des points cycliques. Il 'y

a donc au moins une famille de solutions pour I'auto-calibrage. L'équation devient une tautologie, si
tous les termes disparaissent et c’'est exactement le cas si les conditions suivantes sont satisfaites :

G111 0
Gri2+Gio1+Gan = 0
G2+ Go12+Gaor = 0

G = 0

Il est certainement possible detdfminer les mouvements de caméra qui correspondenteguas
tions. Dans la section 7.8, nous poursuivons une autre approche pour détermséEukasces de
mouvements critiquepour un nombregjuelconquede vues.

L'auto-calibrage d’'une cagra lindaire avec plusieurs vues pourrgite effecte’de marere ana-
logue aux differentes approches pour les eean ‘habituelles, décrites au 6.2.1.

6.3.2 Calibrage pour une rotation pure

Comme les camras habituelles, les caméraseliires peuventtfe calibeesa I'aide d'images
prises en rotation pure (cf. 6.2.3.1). Tandis que le calibrage de caméras habituelles requiert au moins
deux rotations (avec des axes diffhtes), la caméra kaire peuefre calibee aprés une seule rotation
(cf. la dérivation desesjuences critiques en 7.8).

Leséquations pour le calibrage sont analogues au cas de vues habituelles (voir 'annexe C). Nous
ne Bpétons pas ces développements ici, mais donnons une solution explicite pour le calibrage. Soit
Hs o 'homographie entre les deux vues prises en rotation. Nous imposons que son déeterminant soit
égal a 1, ce qui fait que nous pouvorackire sous la forme :

H= (CcL g(libc)>

L"equation de calibrage (cf. (C.1)) est:
HKKTHT = KKT .

La solution de cette équation pour la matrice syigqueKKT donne :

_b a?—bc—1
KK ={ e, o
2ac 1

Nous pouvons en extraire directement la matrice des petramintringques :

2ac 2ac

K — <\/(a2+2a+bc+1)(a22a+bc+1) a2—b0—1>
B 0 1
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6.4 Auto-calibrage pour un objectif a focale variable ba& sur un pré-
calibrage

6.4.1 Introduction

Dans cette section, nous considérons le probleme de l'auto-calibrage d’'une caméra en mouve-
ment,équipée d’'un objectif a focale variable (zoom). En pratique, les patrasiintrinegues ne sont
pas in&pendants pour un tel systeme. Nous proposons d’effectuer une étaéeaddibragequi ser-
vira a modliser I'interdpendance des paratres intrinegues. Nous montrons que l'auto-calibrage
se réduit alors a I'estimation d’un seul partne. Nous dveloppons une sthode qui exploite ceci
et qui ne cessite pas d'initialisation de la distance focale.

La méthode est basée sur les équations de Kruppa (voir 6.2.1.5). Les méthodes basées sur ces
équations sont connues pour étre assez sensibles au bruit dans les images [114]. Afin de modérer
cet effet, plusieurs chercheurs proposent de fixer certains p&nesnCela est justdidans le cas
du rapport d&chelle et de I'angle entre les axes des pixels, desesmiitii sont trés stables sur de
longues ptriodes d'utilisation d’'une caera. Par contre, la position du point principapagnd de la
position du zoom et de la mise au point de la esan(voir la figure 6.4 [227]). Ce plenorene est
dd a de mauvais alignements dans le systéme caméra — zoom et il peut étre assez fort pour que les
coordonees du point principal changent jusguL00 pixels lors de la variation de la distance focale
(cf. la figure 6.8 (a)) !

D’une part, ceci demontre que le choix du point principal fixe peut perturbezdedtats de I'auto-
calibrage, d’autre part, la caldtion des paragires intringques sembletfe simple et stable. Or, si
I'interdépendance entre les parametres ptat modélise de marre analytique, cette connaissance
pourra étre incluse dans le processus d'auto-calibrage afin de reduire le nombre d'incoestiresr
et ainsi aneliorer et robustifier les résultats.

Y coordinate [pixels]

! ! ! [

266 267 268 269

X coordinate [pixels]

FIG. 6.4:Position du point principal en fonction du zoom et de la mise au point [227].

Dans cette section, nous examinons I'apport de l'interdependance despasaau processus
de l'auto-calibrage. Nous le faisons en étudiant la forme des équations de Kruppa par adpport °

1. Nous remercions Reg Willson pour la permission de reproduire la figure 6.4.
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modélisation de cette intemphendance. En 6.4.3 nousriyons les équations de Kruppa. Ensuite, en
6.4.4, nous dcrivons notre moglisation de l'interépendance entre les paratmes intringques et

nous Eécrivons les équations de Kruppa, en un seul parametre. Une méthode pratique pour I'auto-
calibrage basé sur cette malisation est proposée en 6.4.5 et desuifats d'expériences avec cette
méthode sont donnés en 6.4.6.

6.4.2 Stabilitt et interdependance des paramtres intrinseques

Quelques-uns des paraires intringgues sont tres stables sur de longuasodes d'utilisation
d’'une canera. Particulierement, le rapport d’échefie= 2+ et 'angle © entre les axes des pixels
ne changent pas ereggral. En pratiqueP est souvent tres proche @8°. Ainsi, ce pararafre est
généralement supposé connu et n'est pas estimé lors d’un calibrage.

Quant au point principal, il n’est souvent pas stable,qilgt position varie si la distance focale
ou la mise au point de la caméra sont changées. Willson et Shafer ainsi que Burner org gheerv’
pour beaucoup d’objectifs a focale variable le point principal effectue un mouvement de translation
lors d’un changement progressif de la focale [33, 227]. Nous avons retteuxeme Esultat lors de
nos exg@riences (cf. la figure 6.8 (a)). Ce@idnmene est da de mauvais alignements dans le systeme
optigue ou mécanique de la cama’et de I'objectif. Encis@t al. ont constaté un comportement
different [51, 52, 53]. La raison en est probablement une mécanigualit€ des objectifs: les
changements de focale sont effectués par un vissage de lentilles tandis que notre objectif effectue un
mouvement translationnel d’un bloc de lentilles.

Nous supposons dans la suite que pour des applications a courte distance, les changements de
mise au point sont généralement de petite amplitude. Nous supposons alors que l'influence sur la
position du point principal vient uniquement des changements de focale (en 6.4.7, nous proposons un
moyen de prendre en compte aussi les effets de mise au point).

Malgré la Bvélation de l'influence du zoom sur les pasms intringquesay,, oy, ug et vy,
l'interdépendance de ces paretmes n'a pas encomé utiliste dans le contexte de l'auto-calibrage.

Afin de profiter de ces integgpendances nous tentons d’obtenir un modeéle analytique qui exprime les
paranetres intrineques en fonction de I'un parmi eux. Ici, nous choisissensomme gférence ©

est considié constant et connu) : les distances focales satisfont toujours la refgfiep) = 72+,

tandis queuy(ay) etvy(ay,) sont plus difficilement moelisables.

Nous appelongré-calibrage la détermination hors ligne du rapportetheller, des relations
fonctionnellesuy (v, ) etvy () ainsi que de 'angl®. Si une carafa est pe-calibee, 'auto-calibrage
revient alors a I'estimation de I'unique parametrg En 6.4.4, nous eCrivons le processus de pré-
calibrage et en 6.4.5 nous proposons une méthode d’auto-calibrage qui utilisecaliprage.

6.4.3 Leséquations de Kruppa

Pour effectuer I'auto-calibrage, nous utilisons ézpiations de Kruppa que nous avomrgadi-
crites en 6.2.1.5. Dans cette section, nous dérivonedaations de Kruppa de mané plus gong-
trique. Ces équations représentent en fait une contrainte d’appariement de coniques entre deux vues
(cf. la section 2.3). La méme contrainte est valable si les coniques dans les images sont les projections
d’une conique 3D ou d’une quadrique.

Soientw; etws les deux conigues image. Comme nous I'avong dégrit en 2.3, la gon€trie
épipolaire impose une contrainte d’appariement pour ces coniques : les droites épipolaires qui sont
tangentes aux coniques sont des droites épipolaires correspondantes (a une permutation prées —ily a
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deux paires de telles tangentes ; voir la figure 2.5). Ceci peatig2’comme :
(erna)'wilfetAq) =0 — (Fq) wi(Fq)=0. (8.7)

Ici, e; A q est une droite épipolaire dans la premiere imadegdh droite€pipolaire correspondante
dans la deuxieme image. Une drditest tangenta une conique si elle est sur la conique duatég,
c'est-a-dire si' (¢*)1 = 0, d’'ou I'equation (6.7).

Les projections de la conique absolue sont identiques si les paesnintringgues de la caena
ne changent pas entre les vuesws§j désigne la projection de la conique absolue, nous avons donc :

(erhQ)wi(erAg) =0 - (Fq)Twi(Fq) =0 . (6.8)

Sil'epipdle e; n'est pas a l'infini, nous pouvons paretrer le faisceaepipolaire par un paragtret,
via les pointsa’l'infini dans I'image :(1, ¢, O)T. L"equation (6.8) devient :

e A(LE0)) wiler ALL)) =0 —  (F(L&0)) Wi (F1,60T) =0 .

Les deux termes de cetguivalence sont des polyndmes quadratiques. évous les écrivons
comme:

ot ett+ce=0 — GP+ttc,=0,

ou les coefficients; et ¢, dépendent dé&, e; etw} . Cette€quivalence signifie que les coefficients
des deux polyoimes sont égaux un facteur multiplicatif pres. Ceci s'exprime comme :

cac) = c1cy  each =cpchy  cicy = coc) . (6.9)

Ces troisequations sont leéquations de Kruppa (seules deux d’'entre elles sont aeltgiguement
indépendantes).

Sila geonEtrieépipolaire, i.eF ete;, est connue, les équations (6.9) sont des contraintesisur
Puisquew’ nous donne les paratrés intrineques de la caerna (cf. 2.7.3), legquations de Kruppa
peuventetre utilies pour I'auto-calibrage. L'approche habituelle consisteinimiser un critére du
style [114]:

#paires de vuesc c c c c c
2 1 2 0 1 0
(=P + G =P+ =) (6.10)

Y]
p=1 sz ¢

/ /
Cpl

!/ /
Cp2 “p0 pl “p0

eventuellement incluant une pardtion par I'incertitude sur les matrices fondamentales [233].

6.4.4 Pre-calibrage

Dans cette section, nous examinons comment les interdependances destrearamrinegues
peuventetre modeélises et exprimons les eéquations de Kruppa prenant en compte cetisatali.

6.4.4.1 Mocklisation de I'interdépendance entre les paramtres intrinseques

Nous supposons que le rapport des distances focales est dantn, = 7«4, OU 7 €st connu
et constant. En outre, 'angl® est suppas’constant et égal 90° et ne &pend donc pas d'autres
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parametres. Quant aux coordonnées du point principal, nous essayons de les exprimer paa rapport
a,,. Dans la suite, nous nous restreignarges modles polyndmiaux :

uo(a) = kpal' 4+ ...+ kioy + ko
’U()(Oév) = lna,’j—i—...—i-llav—{—lo . (6.11)

Afin de déterminer les coefficients etl; de ces modeles, nous effectuons uergesde calibrages avec

une nmethode classique utilisant une mire. Des calibrages doeteateffecteS pour un jeu complet

de positions du zoom. Ceci donne un tableau de valeurs des gtagarrEnsuite, onedérmine les;

etl; de facona approcher au mieux les valeurs obtenues lors de la série de calibrages. Pour construire
un mocele suffisamment riche, mais tout de méme de @egifimalm (resp.n, cf. leséquations
(6.11)), une rethode deeagression robuste peetré appligee [128].

6.4.4.2 Influence sur legquations de Kruppa

Leséquations de Kruppa ont la forme suivantg, @ été remplae’parra, ; les coefficients des
termes ne sont pas indiqués dans cette équation) :

0 = aﬁ—i—
a2 (ud + v2 + ugvo + ug +vo + 1)+
u% —i—ugvo —i—u%vg —i—uovg’ +v§ug —{—u%vo +u0v§ —i—vS’ —i—u% + uovo —{—v% +ug+vo+1.

Siug etyy sont modlises comme dans les équations (6.11), alors les équations de Kruppa deviennent
des polyndmes en un seul paetnec,, et de deggmax{4, 4+*max{m,n}}. Dans la suite, nous discutons
les cas particuliersm = n = 0) et(m = n = 1), puis le cas gé&sral.

m = n = 0: point principal fixe. Ce cas a dja ét¢ consi@é par Hartley [77]. Il est irdfessant

de noter que les équations de Kruppa ont alors la fashe o2 + 1 = 0. La détermination dey,
revient alorsa'trouver la solution de polyndmes quadratiques, ce qui permet d'obtenir une solution
analytique du probléme.

m,n < 1:point principal effectuant un mouvement de translation. Leséquations de Kruppa
sont des polyames de degr4 enc,. Il existe alors aussi une solution analytique pour trouver des
candidats pouty,. Ce cas est souvent rencontré pour les objeatffscale variable courants [227].

m > 1oun > 1. Leséquations de Kruppa sont de deguggrieur & 5 et il n’y a pas de solution
analytique. Cependant, puisqu’il s’agit de polyndmes en une variabletéandnation des racines
peutétre faite avec des techniques numériques deenastable.

6.4.5 Une nethode d’auto-calibrage bage sur un pré-calibrage

Nous montrons comment le processus de I'auto-calibrage gisitsimplifé si les expressions
analytiques de l'intergipendance des paratres intringques onefté détermirées par pg-calibrage.
Trois équations de Kruppa (dont 2 algébriguement indépendantes) sont associées a chaque paire de
vues. Soitk,; la :€ équation de Kruppa de g€ paire de vues. Leg,; sont des polyomes en une
seule variabley, (voir 6.4.4.2). Le paraetre «,, recherché est donc la racine commune a toutes les
équationsky;.
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Dans un premier temps, les racines des polyndmes sont calculées séparémentoR dsijéere
réel et positif, seules les racines ayant ces proprietés sont retenues,; Soifr,;; | j =1,... ,np}
I'ensemble des racineselles et positives dedtuationk,;. Nous recherchons la meilleure approxi-
mation de la racine qui est commune a toutes les équations (i.e. qui se trouve dans tous les en-
semblesS,;). Dans ce contexte, nous définissons: ldistance» d’un nombrer et d’'un ensemble
S={ry,...,rp} cOmMme:

d(r,§) = min |r—rj| .
7j=1,..,n

Le probleme de l'auto-calibrage peut al@se reformut” de la marere suivante. On cherchg,
avec:

a, = argmin Y d(ev, Spi) - (6.12)
Dt

6.4.5.1 Methode d’auto-calibrage

Nous proposons un sehia simple et efficace pour la résolution de ce probleme. Considérons la
figure 6.5 (a) qui montre le graphe de la fonctiéfm, S) pour un certain ensemble= {ry,... ,r,}.

La fonction est affine par morceaux et change de pente seulement aux abgtméb%gjﬁ. Afinde
trouver le minimum global d§_ ; d(r, Sy;), il est donc suffisant d'évaluer cette fonction aux seules
abscisses indiquées. L'abscisse qui donne le minimum global est la solutioa pdsirun nombre
d’equations pair est utilisé, cette abscisse n'est pas unique (voir la figure 6.5 (b), ou le minimum
global se trouve entre les abscis26%t 23). Dans ce cas, on choisit le milieu de I'intervalle comme
solution poura,.

d(r,S) 2d(rS)

60 - 60 -
50
40 -

30 -

o I I
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o I I
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R I I

10f I I I I
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I ,
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(a) Le graphe de la distanc&r, S) avec (b) Le graphe pour la somme des distances
S = {20, 40, 80}. d(r,S) +d(r,T) avecS = {20,40,80} et
T = {5,23,69}.

FiG. 6.5: lllustration de la determination dex, a l'aide de I'équation (6.12). Les lignes verticales
dans les graphes indiguentides fonctions doiveritre évallees pour trouver le minimum global.

Un exemple de graphes des 3 équations de Kruppa pour 2 vues est ohamdria figure 6.6.
Si beaucoup de vues sont utilisées pour I'auto-calibrage, des méthodes robustes [128] devraient
étre appligees pour I'estimation de la racine commune.
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FIG. 6.6:Exemple de graphes de€guations de Kruppa de 2 vues (en fonctioragg

La méthode propa= peuktre Esumée par le schéma suivant.

Algorithme : Auto-calibrage basé sur un pré-calibrage

o

. PB-calibrage de la caena: dtermination des relations fonctionnelles des pjra-
metres intrineques par rappod .

1. Estimation de matrices fondamentales a partir de correspondances de primitiis dans
les images.

2. Formulation des equations de Kruppa: calcul des coefficients desmnesndey,,.

3. Calcul des racines pour chaque équation de Kruppa; considération des s@utions
réelles et positives.

4. Détermination de la meilleure» racine commune a toutes les équations de Krfppa
utilisées. Ceci est la solution pout,.

5. Calcul des autres paratnés intringeques par les relations fonctionnelles a
établiesa’I'etape 0.

6.4.6 Resultats exg@rimentaux

Nous avons effectides expfiences avec un objectif EIA Servolens, m®stir une caera de
la marque Pulnix TM-6EX. D’abord, nous avons effeciuri pg-calibrage : des calibrages utilisant
une mire (voir la figure 6.7) ont étéffectes pour plusieurs distances focales, avec édhade de
Faugeras et Toscani [65]. Les résultats de ces calibrages sont montrés dans les graphes de la figure
6.8, al ug, vy eta, sont affichés en fonction de,.

Ensuite, la relation fonctionnelle des parametres intigues &€ détermirée. Nous avons trogv”
les relations lieaires suivantes :

oy = 1.466c, up =0.060c, +184.44 vy = —0.007a, 4+ 273.19 . (6.13)



6.4. AUTO-CALIBRAGE POUR FOCALE VARIABLE BA% SUR UN PFE-CALIBRAGE 125

FIG. 6.7:La mire de calibrage.
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(a) Coordoneés (uo,vo) du point principal (en
pixels) en fonction dex, .

(b) Les valeurs dex,, en fonction dev,,.

FIG. 6.8:Les ésultats des calibrages pour difentes distances focales. Pour chaque distance focale,
des images de la mire ogte prises de plusieurs positions. Les droites dans les graphesseptent
les moeles des intergpendances entre les paratres intringques.

L'auto-calibrage a ensuitee€ffectie bag sur des images de la mire prises deatdfits points de
vue, mais sans utiliser les coordonnées 3D des cibles. Nous comparons notre méthode avec un algo-
rithme effectuant une minimisation non linéaire duendt{6.10) par une athode du type Levenberg-
Marqguardt [160]. Contrairement a notre méthode, la minimisation non linéaire requiert une initiali-
sation des paraetres intrinseques. Nous utilisons 9 jeux d'initialisation efifites, qui sont tous
cohérents avec le made (6.13) et qui couvrent tout I'intervalle des distances focales considéerées.

La minimisation non linéaire est effeee en 4 modes différents, selon les pagtes intrineques
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gui sont tenus fixes par rappari€ur valeur initiale :
> le rapport d’échelle- ainsi queu etwg ;
> le rapport d’échelle;
> ug ety ;
> aucun des paragtres.

En résung, une expfience consiste a appliquer une fois notre algorithme (sans initialisation) et
d'appliquer les 4 versions de la méthode non linéaire, chacune avec les 9 initialisatiensndf$.
Nous avons effecei27 exgriences de ce type : pour chacune parmi 9 distances focales, 4 images de
la mire onteté prises et I'auto-calibrageedé’ effect en utilisant 2, 3 ou toutes les vues. Lesuitats
sontévalués en s’appuyant sur lesstiltats de calibrages avec l&timbde de Faugeras et Toscani,
prenant en compte les coordonnées 3D des cibles de la mire.

Dans la figure 6.9 nous résumons lesultats de I'estimation de,. Chaque barre repsente le
nombre d’exgtiences pour lesquelles 'erreur relative de I'estimationgse trouve dans l'intervalle
indiqué sur I'axe horizontal. Les barres en haut des graphes montreesildsts de notre athode et
celles en bas les résultats de latimode non linéaire. Nous avons trouvé que la méthode neaitan”
atteint les meilleures performancesrsi,y et vy sont tenus fixes par rappaatléur valeur initiale.
Seuls les@sultats pour ce mode sont montrés.

2 vues 3 vues 4 vues

Méthode
pré—calibrée

Erreur relative 5% 10% 15% 20% 25% 3C% 35% 40% 45% >50% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% >50% SA) 1C°/a 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% >50%

]

Méthode
non linéaire

FIG. 6.9:Résultats de 'auto-calibrage.

On peut considérer que notre méthode n'a jane&isoi€ pour plus de 2 vues, tandis que la
méthode non linéaire connait un taux d’échec d’environ 5 %. Tout @@ensi l'initialisation de la
méthode non liraire est proche des vraies valeurs, éssiltats sont généralement bons.

6.4.7 Discussion

Nous avons dmonte comment la prise en compte de l'intepdndance entre les parametres in-
trinseques permet de réduire le nombre de pataps a estimer lors de I'auto-calibrage. Unetinode
non iterative et sans besoin d'initialisatiorete proposée et s'est avérée fiable lors d’expériences pré-
liminaires. Le gros incorenient de la méthode proposée estdaassit’d'un pe-calibrage qui est
souvent difficilea réaliser. Il n'est pas clair si le sehia proposé sera efficace pour des systemes de
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prise d'images ou l'intereipendance des paratreés intringgues suit un modeéle plus complexe que
celui trouvé avec notr&quipement.

Nous avons eglige les effets de la mise au point sur les pagtes intringgques. Ceux-ci pour-
raientétre pris en compte en effectuant lealibrage pour difféerentes mises au point. Pour 'auto-
calibrage, les diffrents modeles d'inteegpendance peuvent ensuitiee €valles. Le meilleur est re-
tenu, la décision pouvant se faire par exemple selon I'erreur de reprojection d'une reconstruction
bage sur les paraetres intrineques trouves.

Pour Esumer, nous avons examisi la prise en compte des intemEndances des paretres
intrinseques peuetre utile pour l'auto-calibrage. Laponse a priori est positive, mais une évaluation
plus profonde de cette éd' reste a faire.

6.5 Conclusion

Il existe une grande va# de nethodes que I'on peut classer sous le sigle de I'auto-calibrage. La
plupart des méthodes sont congues pour des caméras avec destpEgamringques invariants. Les
éguations sous-jacentes sembletng telativement bieettdiées et le succes des differentes méthodes
dépend certainement largement de la geali¢’I'implémentation nuerique.

Un autre facteur qui a un impact sur la performance des algorithmes est le choix des points de vue.
Beaucoup deegjuences d’'images sont typiqguement prises avec une trajectoire trés réguliére de la ca-
méra. Nous avons expiment la méthode de Triggs (voir 6.2.1.3) avec quelques séquences d’'images
disponibles sur Internet. Toutes les séquences testeesezgnédées pour l'auto-calibrage gal,
c’est-a-dire pour la efermination de tous les 5 paratres intringgques. Dans le chapitre 7 nous don-
nons une explication, en décrivant des mouvements de caméra critiqgues pour I'auto-calibrage. D'un
cOté, des mouvementeguliers sur I'ensemble d'unegience d'images peuvent prohiber I'auto-
calibrage, d'un autreaté des mouvements locaux bien choisis y sont souvent bénéfiques. La pos-
sibilité de choix de mouvements particuliers et la siga dévitement de mouvements critiqgues
dépendent finalement de I'application envisagée (voir la discussion en 7.12).

Ce qui est peuttre le plus inttessant pour des applications réelles est I'auto-calibrage de cameé-
rasa focale variable. L'auto-calibrage est possible méme dans le cas extréme ou le seetngaram’
intrinséque invariant est le fait que les pixels sont rectangulaires. En pratique, on pourra toujours faire
des hypotheses sur l'invariance de quelques peta@®s, comme le rapporte@thelle ou souvent le
point principal. Nous avons exar@rplus en dtail un moele plus flexible, a’la position du point
principal est modélsé par rappora la distance focale. Un tel modéle simplifie 'auto-calibrage et
peut le rendre plus fiable, mais ceci pour le prix d’'ua-palibrage.

En conclusion, I'application de l'auto-calibrage demande certaines précautions concernant la
prise d'images et de bonnes méthodes numériques.






Sequences critiques de mouvements de
camera pour la reconstruction
euclidienne non calibiee et

'auto-calibrage

Dans ce chapitre, nous étudions les séquen-

ces de mouvements de caméra qui menent a
des ambiguités inhérentes pour I'auto-calibrage
et la reconstruction euclidienne non calibrée.
Deux modeles de caméra sont traités — la ca-
méra planaire habituelle et la caméra linéaire.

Notre contribution majeure est une description
compléte des séquences de mouvement critiques.
Nous identifions les cas qui ont de I'importance
en pratique et dérivons le degré d’ambiguité
causeé par les séquences critiques.

Une partie de ces résultats a été publiée
dans [187, 188].
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7.1 Introduction

Avant de dcrire plus pecisément notre travail, nous le ptans dans un contexte général en
passant en revue diffénts types d’ambigu@itqui ontété étudiés en vision tridimensionnelle. Nous
distinguons grossiérement deux types d'études — des études portant sur destasinigini€ques
ou inhérentes a un probleme, qui ne permettent une solution unique avec aucun algorithme ; et des
études sur l'instabilé’en pesence de bruit. Les deuxgaidnenes sont généralemegttditement €s
puisque la présence de bruit pour uesafioa proximig d’'une situation intrirsquement dgnérée
est souvent source d'instabilité dans les calculsemiopes. Un troigime probleme est celui des am-
biguités qui sont introduites artificiellement par un algorithme @tifisdis qui ne sont pas iatentes.

Nous mentionnons d’abord plusieurs types d’amh@giinhérentes. Le probleme le plus connu
est peutetre celui desurfaces critiqguesgjui ontété étudiées principalement pour le cas de deux vues
et des correspondances de points [24, 92, 99, 100, 107, 113, 119, 122, 137]. Il existe certains types de
guadriques tels que, si tous les points 3D observés et les deux centres de projection se trouvent sur la
guadrique, la reconstruction des points (et le positionnement des caméra) est ambigué. Le probleme
analogue pour des correspondances de droites dans trois vues aegdtssiief32, 135, 136]. Ces tra-
vaux dcrivent aussi des ambigés artificielles introduites par un algorithme spécifique (I'algorithme
de Liu-Huang). Rcemment, unesultat dual aux surfaces critiques concernant la reconstruction de 6
points vus dans plusieurs images a été obtenu par Maybank [124] : si les 6 points et tous les centres de
projection se trouvent sur un certain type de quadrique, la reconstruction est ambtgitivement,
une configuration proche d’'une surface critique provoque des instahilitheriques en présence de
bruit, par exemple pour le calcul de la matrice fondamentale [119eoémglement pour la recons-
truction a partir de deux vues [92]. Au lieu de parler de surfaces critiques, on peut alors utiliser la
notion devolume critiquequi décrit I'espace de configurations proches a une surface critique [92]. Un
résultat similaire aux surfaces critiques concerne le calibrage d’'une carpéréird’'une vue d'une
seEne connue. Si tous les points de référence et le centre de projection se trouvent sur une courbe
cubique dans 'espace, il existent des solutions ambigués [31].

Un autre type d’ambigté inhérente est I'existence de plusieurs solutions pour des données mini-
males ; ceci est bien connu pour des taches diverses d’orientation. Le cas le plus populaire est celui de
I'orientation relative entre deux vues calies a partir de cing points [44, 61, 90, 99, 108, 138, 148],
ou au maximum 10 solutions peuvent exister. Le résultat analogue pour I'orientation relative non ca-
librée (estimation de la matrice fondamentale) est qu'il y a au maximum 3 solutions avec 7 points
[108, 123, 155]. Pour la configuration duale (au sens de la dualité de Carlsson [34]) de 6 points vues
dans 3 images, Quan a prouvé que la reconstruction projective est possible, aussi a 3 solutions pres
[163] (voir aussi [155]). L'ambigué de la pose d'une cara calibée a partir de 3 points deefé-
rence (4 solutions) et partir de 4 points desférence coplanaires (2 solutions) est aussi bien connue
[93, 184, 235]. Des résumés des problemes d’orientation sont donnés par Wrobel [228] et Strunz
[184].

Tandis que l'existence de surfaces critiquepehid et de la configuration de leegse et des po-
sitions des caméras, nous connaissons une autre famille d’'amgsigi sont dues uniquemeat °
des mouvements de ceama sgciaux et donc indépendantes de la scene obeeil/s’agit exacte-
ment du sujet de ce chapitre, notamment la reconstruction euclidienne noeeadlil@st bien connu
gu'a partir d'une sguence d’'images obtenues lors d’'un mouvement purement translationnel (méme
avec changement de direction), uniquement la structure affinegbeutrouee [131, 213]. Avec
des mouvements planaires (translations dans un plan et rotations autour d’axes perpendiculaires au
plan), la structure métrique de laes® peukfre détermiaéa une€echelle, perpendiculaire au plan
du mouvement, @s [6, 226]. Uneetude sur I'existence de solutions multiples pour I'auto-calibrage
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a partir de trois vues att merge par Zeller et Faugeras [232, 234]. |l s’agit en effet d'une étude
sur la dggnérescence des équations de Kruppa. Notre travail [187, 188] porte sur unerisatah’
globale des mouvements qui créent des amtigudans la reconstruction euclidienne, affine ou dans
I'auto-calibrage, pour un nombre arbitraire de vues e¢paidamment de I'algorithme utiis”

Passons brievement des ambigsinhérentes au prabhe d’instabili€s dues au bruit dans les
positions des points image, qui sont treés prononcées pour des configurations spécifiques. Un probleme
tres étudd est celui de l'instabilité de I'estimation du mouvemenpartir de deux vues calibrées
[2, 19, 42, 55, 56, 231]. Les instabilités sont généralement examinées par @mppaieurs facteurs,
comme le type de mouvement, le champ de vue, le niveau de bruit dans les images, etc. Szeliski a
recemment considér’instabilité de I'estimation du mouvement pour des séquences d’'images ortho-
graphiques et perspectives [199, 200, 20dJlaonstate que le facteur primordial esttEndue du
mouvement rotationnel de la séquenceeastiD’autres travaux concernent par exemple l'instabilit”
de l'estimation de la matrice fondamentale [119] et de la segmentation d’objets bougeguennd”
damment [2].

Dans ce chapitre, nous étudions les amhégidans la reconstruction euclidienagartir de
sequences d’images non calibrées. Plus concretement, nous nous intéressons auxéanchigs”
aux mouvements de la cama et qui sont donc psentes indépendamment de la scéne observée.
Nous c&rivons une caraetisation desexjuences de mouvements critiques qui est indépendante du
nombre de vues et de l'algorithme utdisNous montrons également quels types de mouvements
permettent d’obtenir au moins une reconstruction affine.

Organisation de ce chapitre. Les dgrivations sont basées sur le concept de la quadrique absolue et
son lien avec la reconstruction euclidienne et le calibrage intrinseque. Dans les sectois87rus
passons en revue les principes du calibrage intrinseque et de la reconstruction euclidienne calibrée.
Lareconstruction euclidienne non calibrée et ses sousgrad, I'auto-calibrage et la reconstruction

affine non calibrée, sont traités dans les sections 7.4 et 7.6. Dans la section 7.7, nous introduisons des
notations importantes pour ce chapitre et nous présentons uneedaetitih desexjuences critiques

qui esta la base de leurattivation.

Les €quences critiques pour la cama’linéaire sont dfivées dans la section 7.8 et celles pour la
camera habituelle avec des parametres inagiuees constants dans la section 7.9. Dans la section 7.10,
nous @crivons quelques ambidés artificielles qui sont duesl'algorithme utili€. Des aspects pra-
tiques sur la réduction du degde I'ambiguité dans la reconstruction et I'identification automatique
de €quences critiques sont discutés dans la section 7.11. Le chapitre est clos par des conclusions.

7.2 Calibrage intrinseque

Nous rappelons que le calibrage intrinseque d’'une caméragpreutspesent” par I'image de la
quadrique absolue de I'espace correspondant (cf. la section 2.7.3). Nous illustrons la projection de la
quadrique absolue pour les trois modeles deeranonsidres.

Le cas habituel d’'uneaméra planaireest illust€é dans la figure 7.1. La quadrique absolugPde
est la conigue absolue,,. Sa projectionu,, est une conigue qui est, tout comme la conique absolue,
imaginaire. Puisque le centre de projection est en dehors du plan supphy @e plan a I'infini), la
coniguew, est en plus propre.

Le centre de projection d’'ureanéra affine(planaire) se trouve dans le plafinfini. Limage de
la conique absolue est donc une conique dégené?lus pEci€ment,w,, est une conique de deux
points imaginaires conjugués qui se trouvent sur la deolt@fini du plan image. Ces points sont les
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FiG. 7.1:Projection de la conique absolue pour une @mplanaire.

projections des points cycliques du plan image (voir figure 7.2, cf. aussi la section 6.2.8). Le centre
de projection est un point réel; les deux points image conjugués ne peuvent donc pas collaber en un

seul point Eel.
Droite a I'infini '|'|'
plan image 0O %
\

FiG. 7.2:Projection de la conique absolue pour une é&maffine.

La quadrique absolue pour &anera linéaire est constiteé des deux points cycliques du plan
de mouvement. Nous ne considérons que le cas d'unerealinéaire perspective, c'est-a-dire que le
centre de projection se trouve hors la droite a l'infini du plan. La projectiofl deest une conique
weo CONStitlEe de deux points imaginaires conjugués.

7.3 Reconstruction euclidienne calibee

La reconstruction euclidienne est équivaleatka tgtermination de la quadrique absolue (cf. la
section 2.7.3). Ici, nous congbns le cas de casmds calibees, i.e. on connait leur calibrage in-
trinseque. Par comsgjuent, les projections de la quadrique absolue dans les images considérées sont
connues. Nous décrivons dans la suite comment on peut déterminer la quadrique absolue en partant
d’une reconstruction non caliee’(projective ou affine).

Considrons le cas de deux caméras planaires. Supposons qu’on a établi une reconstruction pro-
jective. Pour chaque casra on peut construire leoné de projection de la conique absolue puisque
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FiG. 7.3:Projection des points cycliques pour une é&mlinéaire.

son image est connue. Ces dewnes sont dfinis dans le regre de la reconstruction projective.
L'intersection des @fies consiste en général de deux coniques 3D (voir la figure 7.4), dont une est
la conique absolue. La conique absolue est aletsrdiirée a deux solutions es. Une troigme
camera permet deasoudre cette ambigé. Supposons que la vraie conigque absolue adentifée.

Pour obtenir la reconstruction euclidienne il suffit d’effectuer un changement de repére pour que la
conigue absolue retrouve sa position canonique.

/)

Les deux solutions

FIG. 7.4:Détermination de la conique absolue avec 2 éaas planaires calibees.

Avec deux ou plusieurs caméras affines, la reconstruction affine est possible samsetnpa”
librage intrinseque (cf. la section 3.5.2). Poetatiminer la conique absolue, il suffit d’opérer dans le
plana I'infini desormais connu. Chaque caméra affine calibrée donne deux contraintes sur la position
de la conique absolue: les rayons de projection des deux points,d®nt tangents §2.. Il faut
alors un minimum de trois caenas affines afin de pouvoir établir une reconstruction euclidienne (voir
la figure 7.5).

Pour ce qui est des cards linéaires, la reconstruction projective demande un minimum de 3 vues.



134 CHAPITRE 7. £QUENCES DE MOUVEMENTS CRITIQUES

2=/

FiG. 7.5:Détermination de la conique absolue avec 3 éaas affines calilies.

Ayant établi la reconstruction projective, les points cycliques peuetnat déterminés en n'utilisant

gue deux vues. lls sont trouvés par intersection des rayons de projection de leurs images. Puisqu'il
s’agit de deux paires de rayons de projection, il y a 4 points d'intersection et a priori il existent
deux possibilités pour I'attribution des points cycliques. Si les deux vues sont obtenues par la méme
cameéra (i.e. par des camas avec le méme calibrage inteqsie), on peut résoudre cette amitigu”

(cf. la section D.1.1). Sinon, la tro@iie vue qui estaetessaire pour la reconstruction projective,
permet également d’obtenir une solution unique (bigragine transformation euclidienneeg).

FiG. 7.6:Détermination des points cycliques avec 3 éaas lintaires calibées.

7.4 Reconstruction euclidienne non calibee

Comme pour le cas caligy’il s'agit de déterminer la quadrique absolue, mais cette fois-ci sans
connafre le calibrage intrirsque des caméras ! Nous excluons aussi des connaissances sur la structure
3D de la scene et sur le mouvement des@a®. Les seules informations a priori concernent la nature
de la quadrique absolue et de ses projections :

Cameéras perspectivesLa quadrique absolue est une conique 3D imaginaire et propre, tout comme
ses projections.

Cameéras affine La quadrique absolue est une conique 3D imaginaire et propre. Son plan support
(le plana I'infini) contient les centres de projection. Ses projections sont coessitde deux
points imaginaires conju@s sur la droite a I'infini dans les images.

Cameéra linéaire La quadrique absolue consiste de deux points imaginaires conjugués, tout comme
ses projections.

La reconstruction euclidienne n’est possible que si des informations supplémentaires sont disponibles.
Les seules informations que nous admettons sont la connaissance partielle detnearartiinegues
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(e.g. le rapport d’échelle ou le fait que les pixels sont rectangulaires) ou le fait que les vues sont prises
par la réme caméra. Il ne s'agit que de contraintes indirectes sur la position de la quadrique absolue
— elles sont effectivement des contraintes sumpsejgctions

Nous appelons I'ensemble de ces informations sur la nature de la quadrique absolue et sur ses
projections lesontraintes pour la reconstruction euclidienne. Nous pouvons esquisser un procéd’
pour la reconstruction euclidienne comme suit. Supposons qu’une reconstruction projective (ou af-
fine dans le cas de caméras affines) a été obtenue. La reconstruction euclidienne revierd énsuite °
détermination de la quadrique qui satisfait toutesclastraintes S'il y a une solution unique, il s’'agit
obligatoirement de la quadrique absolue. La reconstruction euclidiennetesinitée en effectuant
un changement de repe qui ramene la quadrique absolue a sa position canonique.

S'il existent plusieurs quadriques satisfaisant les contraintes, il N’y a pas de solution unique pour
la reconstruction euclidienne parce qu'il y a ambiguitins la dfermination de la quadrique absolue.
Nous appelons toutes ces quadriques @igadriques absolues potentiellesSi nous considérons
explicitement une telle quadrique qui elfferentede la vraie quadrique absolue, nous parlons d’'une
fausse quadrique absolue

7.5 Auto-calibrage

Meéme si la reconstruction euclidienne n’a pas de solution unique, il est éventuellement possible
de dsterminer le calibrage intriegjue d’'une caera. Le meilleur exemple pour cette situation est une
cameéra planaire effectuant des rotations pures autour du centre de projection (cf. la section 6.2.3.1).

Rappelons que la détermination des pagties intringgues est équivalengela dstermination de
la projectionde la quadrique absolue. S'il existe une seule quadrique absolue potentielle, sa projection
donne directement le calibrage intrinseque. Sinon, il faut distinguer deux cas::

> les projections de toutes les quadriques absolues potentielles coincident. Dans ce cas, le cali-
brage intrinegque peukfre détermia’bien que la reconstruction euclidienne ne soit pas pos-
sible;

> il existent de fausses quadriques absolues dont des projections sergrddE de la projection
de la vraie quadrique absolue. Dans ce cas, ni la quadrique absolue ni sa projection peuvent
étre identifées de mamire unique et l'auto-calibrage n’est pas possible.

Des exemples pour ces cas sont donnés plus bas.

7.6 Reconstruction affine non calibee

La reconstruction affine est équivaleaté&a dstermination de I'hyperplaa l'infini du monde. Une
caractrisation compie de cet hyperplan est qu'il est le plan support de la quadrique absolue. S’il
existe une seule quadrique absolue potentielle, son plan support doiemtreiyperplan a l'infini.
Sinon, il faut distinguer deux cas:

> toutes les quadriques absolues potentielles satdplanaires». Dans ce cas, 'hyperplaa °
l'infini peut étre identifé commeetant leur plan support commun, ce qui implique que la re-
construction affine est possible ;

> il existent de fausses quadriques absolues non coplanaires avec la vraie quadrigue absolue. Dans
ce cas, il est possible que I'hyperplan a l'infini ne peut gtis identifé de margre unique et
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que la reconstruction affine n'est pas réalisable. Nous appelons tous les hyperplans support de
quadriques absolues potentielles Hgperplans a I'infini potentiels. Nous distinguons aussi
lesfaux hyperplansa I'infini du vrai hyperplara Tinfini.

Nous donnons des exemples pour ces cas plus bas.

7.7 Sequences de mouvements critiques

Nous dfinissons uneéquence d'imagesS commeetant un ensemble (qui peetré infini) de
matrices de projectioR; :

S={Pili=1,...,m} .
Considrons la décomposition des projections en pata@s intrinegues et extrirejues :
P;, ~ Ksz( I | —tz') .

Nous appelons I'ensemble des orientations extrinséques, c’est-a-dire 'engéRbtg)|i = 1,...,m},
la sequence de mouvementsous-jacent@ 5. L'ensemble des matrices des pagdras intrinegues
K; est appet’le calibrage intrinsequede la séquence d'images.

Une €quence d'images pour laquelle de fausses quadriques absolues existent estsappelée
guence d’'images critiquepour la reconstruction euclidienne. Un repére dans lequel une quadrique
absolue potentielle estla position canonique de la quadrique absolue est appetre euclidien
potentiel. Une reconstruction dans un repére euclidien potentiel estasostruction euclidienne
potentielle.

Dans la suite, nous nous intéressons principalement aux séquences des mouvements sous-jacentes
a des squences d'images critiques. Si une séquence d’'images est critigue, nous appelons aussi la
seguence de mouvements sous-jacemiiique . Pour une quadrique absolue potenti€denous di-
sons aussi que la séquence d'images et la séquence de mouvemestitigars par rapport a
Q. Puisque nous considérons le probleme de la reconstruction euclidienne, le repére du monde est
définie a une transformation euclidienne pres. Tout ce qui importe sont alors les mouvesiatifits
entre les vues. Nous pouvons alors, sans perte dergéd, choisir le repere euclidien dans lequel la
séquence de mouvements est définie, de eraratbitraire.

Dans les sections suivantes, nous dérivons les séquences de mouvements critiqueepusdiff’
mocEles de caméra. Des définitions plus précises des séquences critiques et des quadriques absolues
potentielles sont données pour chaque cas traité.

Les moctles de camra considiés sont les suivants.

> Camgra planaire perspective avec des parameétres iagues constants. Ceci est lesafio le
plus étudié pour la reconstruction euclidienne non calibrée. Le probleme est générateorent
gué en termes de l'auto-calibrage de la egin’Ces deux taches sgresquegquivalentes ; la
reconstruction euclidienne inclut le (auto-)calibrage maisdgorogue n’est pas toujours vrai.
Par exemple, une caméra effectuant des rotations puregipeuwalibrée, mais la reconstruc-
tion n'est pas possible. Parfois, s'il n'y a pas de possibili€’ confusion, nous allons utiliser
I'expression auto-calibrage a la place de reconstruction euclidienne noreealdinn de sim-
plifier les expressions. Les séquences de mouvements critiques pour ce scénaravigomt d”
dans la section 7.9.

> Canera linéaire perspective avec des parametres ipfjurss constants. C’est le cas le plus
simple et nous commencons avec lui afin d'introduire notre facon de procéder.
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7.8 Squences critiques de la cagra linéaire

Nous considérons le probleme de la reconstruction euclidierp@tir d'une squence d'images
prises par une caena linéaire avec des parametres ingees constants. En 6.3, nous proposons une
méthode pour le sous-probleme de I'auto-calibrage. Ici, nous dérivons les séquences de mouvements
critiques pour le probleme général de la reconstruction euclidienne.

Rappelons d’abord quelques notions importantes. La quadrique absolue du monde deréa cam’
linéaire (le plan projectifP?) est la paire des points cycliques, qui, dans un repere euclidien, ont les
coordonmes :

1 1
I~ | +1 Jr~ | =1 )
0 0

ou I estdone’parl = /—1. Soit{), la conique formée de ces deux points. La reconstruction eucli-
dienne reviena 'déterminerI etJ ou, puisqu’il s’agit de points imaginaire®njugles a déterminer
seulement un des deux points.

Les contraintes pour trouver les points cycliques sont les suivantes.

> Les points cycliques sont des points imaginaires, tout comme leurs projections (nous ne consi-
dérons que des projections avec des coefficierats).

> Les parareires intrinegues sont constants, donc les projections de chaque point cyclique sont
identiques dans toutes les vues (voir la preuve en D.1.1).

Nous soulignons que non seulement les projections denmues),, des pointd etJ sont identiques
dans toutes les vues, mais aussi les projections des frudingluels

Si notre €quence de mouvements consistaitalesles mouvements rigides possibles (il y en a
00?), les points cycliques seraient les seuls points satisfaisant ces contraintes. Sinon, il y a la possi-
bilite de I'existence d’une ou de plusieurs autres paires de poirf® deec les refnes propriétés.
Dans ce cas, les points cycliques ne peuventghasidentifés sans ambigti et le probleme de la
reconstruction euclidienne estgénéré.

Dans la suite, nous définissons quelques notations qui aident aeceectette situation.

DEFINITION 7.1 SoitS une £quence d'images.

Un point imaginaireQ’ deP? est unpoint cyclique potentiel si ses projections dans toutes les
vues deS sont des points imaginaires identiques. Son corgu@u est alors aussi un point cyclique
potentiel. Un repre dans lequel un point cyclique potentiel et son corgugnt les coordonees
(1,£1, O)T, est unrepere euclidien potentiel Une reconstruction dans un reg euclidien potentiel
est unereconstruction euclidienne potentielle

La fquenceS estcritique s'il existe defaux points cycliques c’esta-dire des points cycliques
potentielsdifferentsdes vrais points cycliques. §' est un faux point cyclique, on dira que la-s
quence d’'images estitique par rapport a Q.

Il est important de noter que la question si un point est un point cyclique potentiedpradi que
de la séquence de mouvements sous-jacetaeEquence d’'images et non du calibrage inense.
Soit Q! un point cyclique potentiel, i.e.:

P,.Q  ~P;Q" , 1<i,j<m .
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PuisqueP; etP; ont les mémes paragtres intringequesK, nous pouvongcrire :
KRi( I [-t)Q' ~KR;( I |-t)Q" .
Il en découle que:
Ri( I |-t)Q ~Ri( I |-t)Q".

Dong, il suffit de ne considérer que les mouvements de la caméra pour déterminer les points cycliques
potentiels. Nous transférons les définitions 7.1 des séquences d’images directemeqtianges de
mouvements sous-jacentes.

Dans la suite nous dérivons les séquences de mouvements critiques. Nous le faisons d'erge mani’
constructive : étant donné un point imaginaire quelcor@det une position de caméra initiale, nous
déterminons toutes les autres positions de caméra qui forment ensemble une séquence critique. Il
s’agit donc de trouver les positions de caméra pour lesquelles la projecti@i dst la n&me que
dans la vue initiale. Nous dérivons les séquences critiques de deux manieres, ureppiisigyie,
utilisant le birapport de droites et de points, une demé algbrique.

Notons d’abord qu’une rotation de80° autour du centre de projection de la e linéaire
n'affecte pas la projection : effectuer une telle rotation revéepe-multiplier la matrice de rotation
actuelle par la matrice didg1, —1), donc un multiple de I'ident#, ce qui ne change pas la matrice
de projection au sens des coordeas homognes.

7.8.1 [erivation geométrique des £quences critiques

7.8.1.1 Positions du centre de projection

Soit Q' un faux point cyclique eQ’ son conjugué. Soieng! et q/ leurs projections dans la
1€vue eti; etj; les projections des vrais points cycliques. Par définition, nous avons :

q ~d}, q/ ~q] , Gi~i, i~ 1<ij<m .
Il en découle que le birapport de ces 4 points est le méme pour toutes les images::
{injisal,a/} = {ijjjaf af} -
Par consquent, le birapport des rayons de projection associés est également constant :
{(Ci,1),(C;, 3); (Ci,Q"), (Ci, Q7)} = {(C;,1),(C;,3);(C;,Q"),(C;, Q7))

ou C,; est le centre de projection defavue :

o)

Si nous excluons le cas q’ et Q’ sont des points a l'infini, nous pouvons conclure que tous
les centres de projection doivent se trouver sur une cohigueCette conique contient également
Q’,Q’ et les points cycliques et J. Donc, ¥ est un cercle (voir la figure 7.7 (a)). Ce cercle peut
dégénérer de mamie a avoir un rayon nul, ce qui veut dire qu’il y a un seul centre de projection
possible (cf. la figure 7.7 (b)).

1. Quatre points et un birapport définissent une conique de la maniere suivante : les points, doitefe@idnant les
quatre premiers points ont le birapport donné, forment une conique. Les quatre premiers points seégal@emnt sur
cette conique.
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Points cycliques

Points cycliques

| J

v

(a) Cas greral. (b) Cercle¥ de rayon nul.

FiG. 7.7: Les centres de projection dans uriggence qui est critique par rappaitun pointQ’
nona linfini (et par rapport au point conjug&Q”) se trouvent sur un cerché. Ce cercle contient
egalemenf)’ et Q” (dans le dessin c’est mogtautrement, puisqu’il s’agit de points imaginaires).

Il nous faut aussi regarder le cas que nous avons exclu ci-dessus, i.e. desQoett€)”’ a
linfini. Puisque les quatre point®’, Q”, I etJ sont maintenant collggires, les rayons de projection
ont le méme birapport, indpendamment de la position du centre de projection. Il n'y a donc aucune
contrainte sur la position des centres de projection.

Nous venons deativer des conditions nécessaires pour des séquences de mouvements critiques
par rapporta' Q! et Q’, qui concernent uniqguement la position des centres de projection. Dans la
suite, nous considérons les rotations de la cameéra.

7.8.1.2 Rotations de la car@ra

Considrons d’abord le casioQ’ esta l'infini. Il est facile de voir que les projections d’un point
a I'infini sont identiques dans toutes les vues exactement si la caméra n’effectue que des translations
pures, suivies éventuellement d’une rotatiori 8@ . Ce cas estillustrdans la figure 7.8. Dans ce cas,
les projections deéousles points a l'infini sont identiques dans les vues. L'existence d’'un faux point
cycliquea l'infini implique alors que tous les points imaginai$infini sont des points cycliques
potentiels.

Nous drivons maintenant des contraintes sur les rotations relatives entre les Qfes’sst pas
a l'infini. Considgrons d’'abord le cas spécial te cercle¥ est de rayon nul, i.e. I'unique centre de
projection de lasquence est le point d’intersection des droife€Q’) et (J, Q”) (cf. la figure 7.7
(b)). Les projections d€’ et Q’ coincident alors avet respectivemenj. Puisquei et j ne sont
pas affectés par des rotations de la caméra, c'est aussi le cas pour les projec@dnst @¢’. Nous
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FIG. 7.8:S2quence de mouvements critique par rapport aux points imaginait@sini : la caméra
effectue des translations pures, suivde®ntuellement d’'une rotation d80°.

concluons que la séquence est critique méme si la caméra effectue des rotations quelconques. Ceci
n'est pas étonnant : aucune reconstruction, ni projective ni euclidienne, n’est possible avec des images
prises du méme point de vue, et des rotations arbitraires n'y changent rien.

Considrons maintenant le cas généralle rayon del est non nul. Soi€Q un point quelconque
et C un centre de projection, tous deux durD’apres le tlEoeme de Chasles, le birapport des droites
(C,Q), (C,QN), (C,I) et(C, J) est le méme pour tous les centres de projediofPar consguent,
le birapport des projections d@, Q’,I etJ est le méme dans toutes les vues. Puisque les projections
de Q/,I et J sont identiques dans toutes les vues, il en est de méme pour les projectiQ de
Comme nous avons pris po@ un point quelconque su¥, nous avons alorsativé une condition
nécessaire sur les rotations relatives : dgence est critique si et seulement si les projections de
tous les points d& sont identiques dans toutes les vues. Nous pouvons constatEugles points
imaginaires sul sont des points cycliques potentiels. Dans la figure 7.9 nous montrons un exemple
d’'une telle gquence critique.

7.8.2 [erivation algébrique des €quences critiques

Nous redérivons les séquences de mouvements critiques dermaigébrique, afin d'illustrer
notre mangre de proeder pour les autres modeles de caméra. Les résultats qui sont rapportés dans la
suite sont bien sir identiques aux résultats du paragraphe précédent.

Soit Q! un faux point cyclique. Considérons une position de eaniitiale repesentée paR, et
t1. Nous dfterminons les séquences de mouvements critiques par ragRémn déterminant toutes
les autres positions de caméra pour lesqueliésa la méme projection que dans la vue initiale, i.e.
nous cherchons tous I&s ett, avec:

Ro( I |-t2)Q" ~ Ri(I|-t)Q".

SoitR = RJ R, la rotation relative entre les vuést2. La condition de la projection identique ¥
dans les deux vues s’exprime alors par:

(I]-t)Q" ~ R(I|-t)Q". (7.1)

Au lieu de dsterminer directement les rotatioRs, nous considifons alors les rotations relativBs
entre les vues. Nous séparons les dérivations en deux parties, sel@ gadrouve a I'infini ou non.

2. 3 points et un birapport fixent la position d’un quatné point.
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!

Le point qui est fixé
au centre des images

FIG. 7.9:Nous savonsé&ja que les centres de projection dans uggugence qui est critique par rap-

port & un point nora l'infini se trouvent sur un cercl&. En plus, les rotations des vues doivéire
cohérentes : tous les points du ceraleont la néme projection dans toutes les vues. Dans cette figure,
nous illustrons ceci pour le cas du point qui se projette sur le centre de I'image. Sur la gauche, nous
affichons des vues regardant vers l@rieur du cercle et sur la droite des vues regardant vers I'ex-
térieur ; ceci pour illustrer que des rotations d80° n’affectent pas la transformation de projection
d'une canéra lingaire.

7.8.2.1 Points cycliques potentiela I'infini

Soit Q' donrg par:

L equation (7.1) €crit alors comme :

Q ~ RQ . (7.2)

On constate que les positionsdes centres de projection n’ont aucune importance, comme c’est le

cas pour les projections de tous les pomt&nfini. L' 'equation (7.2) signifie qu@l est un vecteur
propre deR. Toute matrice de rotatiod x 2 a les deux point§1, 1) comme vecteurs propres.

Le cas queﬁl est I'un de ces deux points signifie qQF est un vrai point cyclique. Nous ne nous
intéressons ga’ desfaux points cycliques : les seules rotations avec d’autres vecteurs propres que
ceux mentionnés sont les rotations d’angteou 180°. Par consquent, pour gu’il existe un faux
point cyclique il faut que les rotations relatives entre des paires de vues soient des rotatidos de
180°. Les mouvements de caméra dans la séquence critique sont donc exactement des translations
pures, suivies éventuellement de rotationd &l .

De telles rotations sont représees$” par la matrice idendit@ un facteur+1 pres) ce qui veut
dire quetousles points a l'infini sont projetés sur des points identiqgues dans toutes les vues. Par
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congquent, s'il existe un seul faux point cycligueusles points imaginaires sur la droite a I'infini
sont des points cycliques potentiels.

7.8.2.2 Points cycliques potentiels finis

Dans la section 7.7, nous avons déja mentionné gue le repére euclidien du moretespehuisi
de mangre arbitraire. Donc, sans perte d=gyalitt, nous pouvons supposer qé est done’par :

pour un scalairegél et non nuk. Une des contraintes sur les points cycliques potentiels est que leurs
projections sont des points imaginaires. Nous devons alors exclure le cas d’'un centre de projection
sur la droite engendrée p@’ et son point conjuget’Dans notre cas, il s'agit de la drote= 0, et

NOUS PouvoNns supposer que :

tin #0 , i=1,..,m . (7.3)

L"equation (7.1) gcrit comme:

al —t9 al —t11
~ R . 7.4

Si nous repeSentons la rotation relatiRepar :
R — cosf —sinf
~ \sinfB cosB )’
I"equation (7.4) devient:

<aI - t21> <aI cos 3 — t11 cos B + tia sinﬂ)

—199 alsin3 —t118in 8 — t1a cos B

La multiplication croige des coefficients de ces vecteurs donne:

cos B(t1itas — tiotar) + sin B(a® — tiatas — tiitar)+
(J,I(COS ﬂ(tlz — tzg) + Sin,@(tu + tgl)) = 0.

Nous obtenons donc dewequations, duesa l'annulation des parties réelle et imaginaire de cette
équation :

cos B(t1tas — tiatar) +sinB(a® — tiatas — tiita1) = 0 (7.5)
coS ﬂ(tlz — tzg) + Sin,@(tu + tgl) = 0. (76)

Positions du centre de projection. Calculer la tangente dé avec les deux équations et les mettre
aégalig méne a unequation en termes des seules positions des centres de projgotian :

t1at3) + tiathy — (3 + t3)tee +a*> =0 .
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C’est une équation quadratique en les coefficients,deepgsentée par une matrice symétrigue

12 0 0 to
(b1 822, 1) | 0 b2 —3(@® + 1], +1y) | [ t2 ] =0 . (7.7)
0 —3(a®+1tf +1y) a’ty 1
M

La matrice¥ représente un cercle, cemti®

0
— a’? +t%1 +t%‘>
C\IJ - 2t12
1

Nous pouvons conclure que les caméras dans une séquence critique par aappatbivent se
déplacer sur un cercle, qui esttefmir€ parQ’ et la positiont; de la vue initiale.

Nous examinons maintenant s'il existent des cas spéeciailexaerclel dégéneére. Le déterminant
de VU est calcut’comme::

1
det ¥ = —Ztlz((a - t12)2 + t%l)((a + t12)2 + t%l) .

Comme nous avons exclu le cas = 0 (cf. I'equation (7.3)), il faut donc que les deux conditions
suivantes soient remplies pour qiiedégérere :

ty = 0 (7.8)
Sous ces conditiond; devient:
+a O 0
V=0 Z4a —-a?] ,
0 —a? +a3

ce qui représente une conique de deux droites imaginaires, dont le point d’intersection est le seul
point réeP. Autrement dit ' est un cercle de rayon nul. Le point reel#est donepar(0, +a,1)T,

ce qui n'est rien d’autre que la position de amminitiale (cf. lesequations (7.8) et (7.9)). Nous en
concluons que, si la vue initiale est prise de cette position, les autres vues doivent égaleenent *
prises de cette position pour que la séquence soit critique par rapRdrt

Rotations de la cangra. Apres avoir trai¢’ les positions des centres de projection, il nous raste °
examiner les possibi#s pour les rotations.

Considrons d’abord le cas spécial tes centres de projectioniogident tous au poir{D, +a, 1
Evidemment, dans ce cas aucune reconstruction n'est possible puisqu'il n'y a pas d'information de
profondeur. On peut vérifier que les équations (7.5) et (7.6) deviennent des tautologies, comme sou-
haité. Donc, méme si la caméra effectue des rotations quelconques autour du centre de projection, la
sequence d’'images est critique (on verra plus bas que I'auto-calibrage est, en revanche, possible).

Regardons maintenant le cas ou la easrse dplace sur un cercle de rayon non nul. Les équations
(7.5) et (7.6) ne dgénérent pas ce qui veut dire qu’il y a une seule solution pour la tangente de I'angle

)

3. Les deux droites de la conique sont les droites isotropiques de leur point d’'interd@6, c’esta-dire les droites
qui le relient aux deux points cycliques.
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[ de la rotation relative entre deux vues. Il y a donc deux rotations relatives possibles, qui different
par une rotation dé80°. La dérivation d’'une formule qui calculg en fonction det,t, et Q' est
facile.

Dans I'annexe D.1.2, nous prouvons un fait qui permeteleicE les orientations relatives dans
une €quence critique de maere plus illustrative. Notamment, non seulement les projectior@’de
sont identigues dans toutes les vues, mais aussi les projectitmsstis points sur le cerché, soient
ils imaginaires ou réels!

7.8.3 Auto-calibrage et reconstruction affine

Avec une squence critique on ne peut alors pas obtenir une reconstruction euclidienne. Il est tout
de méme irdfessant d’étudier la question si au moins une reconstruction affine ou I'auto-calibrage
sont possibles. Dans ce paragraphe, nous donnons des réponses a cette question.

ConsicErons d'abord le cas d’un seul centre de projection et de rotations quelcofyigam-
ment, aucune reconstruction n’est possible. Tout dmmT'auto-calibrage esegéralement faisable :
si la cangra effectue au moins une rotation de @edifferent de)° et 180°, tous les points cycliques
potentiels se trouvent sur les deux droites isotropiques du centre de projecti@n sur les droites
reliant C avecl et J. Donc, les projections de tous les points cycliques potentiels coincident et il y
a une solution unique pouf., (la conique des projections des points cycliques) et les petras’
intrinséques.

Considrons le cas d'un faux point cycligee’infini. Nous avons dja mentionné que I'existence
d’'un seul tel point impliqgue que tous les points imaginaires de la droite a l'infini sont des points
cycliques potentiels. En outre, on peut vérifier qu'il n’y a aucun point cyclique potentiel hors la droite
a l'infini. Donc, la droite a I'infini peut étre identdé comme étant la droite supportant tous les points
cycliques potentiels ; la reconstruction affine est alors possible. L'auto-calibrage, par contre, n'est
pas possible : les projections des points cycliques potentiels couvrent toute la partie imaginaire de la
droite image. Il n’est donc pas possible de contraindre la positiangde

Le dernier cas consi@rer concerne un cercik de rayon non nul. Nous avongjd pu constater
gue tous les points imaginaires slarsont des points cycliques potentiels. Comme pour le cas pré-
cédent, les projections des points cycliques potentiels couvrent toute la partie imaginaire de la droite
image, ce qui fait que l'auto-calibrage n’est pas possible. En ce qui concerne la reconstruction affine,
nous constatons qu'il existe une infmide droites a I'infini potentielles, notamment toutes les droites
reliant des points imaginaires siiret leurs conjugués. Ces droites sont exactement les droites qui ne
coupent¥ en aucun point réel. Il est claire que la reconstruction affine n'est pas possible.

7.8.4 Resunme

Le tableau 7.1 résume les3ultats de cette section.

7.9 Squences critigues de la cagra planaire avec des pararatres in-
trins eques constants

Nous considérons le probléme de la reconstruction euclidiarp@etir d’'une squence d'images
prises par une caena planaire avec des parametres ingings constants (voir la section 6.2.1 pour
une revue de méthodes d'auto-calibrage).
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Points cycliqueg Centres de projection| Rotations Auto- Reconstt,.
potentiels calibragg affine
A l'infini Quelconques Les rotations relatives Non Oui
sont de0® ou 180°
Nona l'infini Sur un cercle contet Tous les points du Non Non
nant le point cycliqug cercle sont figs dans
potentiel les vues
Une seule position Quelconques Oui Non
(cercle de rayon nul)

TAB. 7.1:Les £quences critiques de la céna linéaire. Pour chaque type déguence critique nous
indiquons si I'auto-calibrage ou la reconstruction affine sont possibles.

La quadrique absolue du monde de la eanplanaire ('espace project#?) est la conique
absoluef).. La reconstruction euclidienne reviemtEterminer2,,. Les contraintes pour trouver la
conique absolue sont les suivantes.

> La conique absolue est une conique imaginaire et propre, tout comme ses projections.

> Les pararmeires intringegues sont constants, donc les projections de la conique absolue sont
identiques dans toutes les vues.

Contrairement au cas de la caméradiiné, les projections de la conique absolue ne sont pas fixes
point par point; les coniques image sont seulement globalement identiques.

Si notre g€quence de mouvements consistaittales les mouvements rigides possibles (il y en
a o), la conique absolue serait la seule conique 3D ayant ces propriétés. Sinon, une ou plusieurs
autres coniques avec les mémes propriétés peuvent exister. Dans ce cas, la conique absolue ne peut
pasetre identifée sans ambigt# et le probleme de la reconstruction euclidienne est degénéré.

Dans la suite, nous définissons quelques notations qui aident seceectette situation.

DEFINITION 7.2 SoitS une £quence d'images.

Une conique 3D imaginaire et propfe est uneconique absolue potentiellesi ses projections
dans toutes les vues desont des coniques imaginaires et propres identiques. Ugreegans lequel
une conique absolue potentielle a des coordmmcanoniques (cf. la section 2.7.3) estrgpere
euclidien potentiel Une reconstruction dans un reg euclidien potentiel est umeconstruction
euclidienne potentielle

La f£quenceS estcritique s'’il existe defausses coniques absolugs’esta-dire des coniques
absolues potentielledifféerentesde la vraie conique absolue. Siest une fausse conique absolue, on
dira que la £quence d'images estitique par rapport a .

Il est important de noter que la question si une conique est une conique absolue potentielle, ne
dépend que de la séquence de mouvements sous-jactngequence d’'images et non du calibrage
intrinséque (voir la preuve dans la section D.2.1). Donc, il suffit de ne considérer que les mouvements
de la caméra pour déterminer les coniques absolues potentielles. Notamment, nous pouvons supposer
que les matrices de projection prennent la forme (cf. 'annexe D.2.1):

PZ'NRi( I |—ti) .

Nous transférons les définitions 7.2 des séquences d'images directemeertjaarcgs de mouve-
ments sous-jacentes.
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Dans la suite nous dérivons les séquences de mouvements critiques. Nous le faisons d'erge mani’
constructive : étant donné une conique 3D imaginaire et propre quelcdhaieune position de
cameéra initiale, nous déterminons toutes les autres positions de caméra qui forment ensemble une
séquence critique. Il s’agit donc de trouver les positions de caméra pour lesquelles la proje€tion de
est la méme que dans la vue initiale.

7.9.1 [erivation des £quences critiqgues

Soit Q2 une fausse conique absolue et une position deccarimitiale repesentée paR; et t;.
Nous déterminons les séquences de mouvements critiques par raggpah déterminant toutes les
autres positions de caméra pour lesquelles la méme projection que dans la vue initiale. Puisque
la projection de&? doit étre une conique propre, nous devons exclure que les caméras se trouvent sur
le plan support dé€).

Nous €parons les dérivations en deux parties, selonftjge trouve sur le plan a I'infini ou non.

7.9.1.1 Coniques absolues potentielles sl

Nous considérons le cas 6 se trouve sur le plaa linfini. Soit C sa repesentation matricielle
dansII... La projection d&? dans la;€ vue est alors donnée par:

w; ~ R;CR;T .

Il est important de noter que la projection @ene dBpend que de la rotation de la caméra, non de la
position du centre de projection. Ceci est attendu puisque les translations n’affectent pas des entites
sur le plana l'infini.

Dans la suite, nous dérivons des conditions sur les rotations de la caméra qui fontemestacs”
entiere est critique. Congddns les vues et 2. Les projections d€ sont identiques si:

RiCR] ~ RyCR] .

Puisque les eferminants de matrices de rotation valentetteequation n’est pas valable seulement
a un facteur prs, mais elle est exacte :

RiCR] = RyCR] .
Nous pouvons exprimer cetégjuation en termes de la rotation relatRentre les vues:
RC=CR, (7.10)

ol R = RTRy.
Soit Q un vecteur propre d€ assoc a la valeur propre\, c’esta-dire queCQ = \Q. De
I"equation (7.10), il découle que:

CRQ = RCQ
= ARQ,

c’esta-dire queRQ est également un vecteur propre @eassoct a la valeur propre\. Ceci est
valide pour tous les vecteurs propres(dé.a rotation relativeR doit alors conserver tous les espaces
propres de& pour que les projections desoient identiques dans les deux vues. Nous avons coasidér”
seulement la rotation relative entre deux vues. L'extenagiplusieurs vues est directe : les projections
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de(2 sontidentiques dans toutes les vues si et seulement si toutes les rotations relatives entre des paires
de vues conservent les espaces propres. de

Selon le type dé2, plusieurs rotations relatives sont possibles. Nous censid’ les di#rentes
possibiligs par rappora la composition du spectre des valeurs propreS.de

CAs 7.1 (UNE VALEUR PROPRE TRIPLE ) La seule conique sui,, avec une valeur propre triple
est la conique absolue, qui n'a pas démét ici.

CAs 7.2 (UNE VALEUR PROPRE DOUBLE ET UNE SIMPLE ) L'espace propre assceia la valeur
propre double est un plaH et celui de la simple valeur propre une drokeperpendiculairé a1I.
Une rotation qui conserve globalemdritet L peutétre :

> l'identité ;
> une rotation autour dd. de degé arbitraire ;
> une rotation del80° autour d'une droite déI incidente aved..
Un exemple deé&xjuence critiqgue pour le dewne cas est morrdans la figure 7.10.

CAs 7.3 (TROIS VALEURS PROPRES DIFFERENTES) Les espaces propres sont trois droites mu-
tuellement perpendiculaires. Les rotations relatives sont donc l'idemtit des rotations deé80°
autour d'une de ces droites. Ces rotations relatives font partie de celles du cas 7.2.

T T
7

& D

FiG. 7.10: S&quence de mouvements critique par rapgomne conique sur le plaa l'infini: la
canera effectue des translations quelconques et des rotations autouémheraxe (dans le repe
local de la cangra).

Nous esumons les dérivations :

LEMME 7.1 Les £quences de mouvements critiques par rapparhe conique imaginaire propre
sur le plana I'infini sont exactement lesequences wtoutes les rotations relatives entre des paires
de vues sont:

> l'identité ;

4. Des vecteurs propres de matrices symeétriques assodi&svaleurs propres differentes sont orthogonaux.
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> une rotation de degr arbitraire autour d’'un axd. ;

> Ou une rotation dd80° autour d’'un axe perpendiculaira L.

Preuve : Nous avons ga monté une direction du lemme : §l est une fausse conique absolue
potentielle sufll,,, les rotations relatives doiveiétre telles que &crites dans le lemme.
Il reste & prouver I'existence de fausses coniques absolues si les rotations relatives sont telles

qu’elles sont écrites dans le lemme. S@' = (QT, 0) le pointa I'infini de L. Toutes les rotations
relatives laissen€) invariant. Donc, les projections dg sont identiques dans toutes les vues::

RQ ~R;Q . (7.11)

Définissons la coniqu& commeétant la conique sur le plaa l'infini qui est repésengée par la
matriceQ QT. La projection de¥ dans lai€ vue est donge par :

=T
wi=RQQR;" .
De I'équation (7.11) il écoule gue les projections desont identiques dans toutes les vues :

— =T
wi = RQQR;"
—~ =T
= RIQQR;T
= wj .
La conique¥ n’est tout de rdBme pas une conique absolue potentielle puisqu’elleézgtrdrée (par
construction, elle est de rang 1).
Il est facile de prouver que les projections de toutes les coniques dans la faréérdirengen-
drée par¥ et la conigue absolue sont identiques dans toutes les vuesl’Soie conique dans cette
famille linéaire. Sa repesentation matricielle dang, est alors donée par :

V' =pIl+v¥

pour des scalaireséelsy et v (rappelons que la ref@sentation matricielle d2,, est I'identi€). Sa
projection dans la€ vue est alors :

Ri\I/,RZ'T = pul+ vw;
pl 4+ vw;

T
= R;UR;T .

La famille linéaire consiérée contient des coniques imaginaires et propre&udifites de la conique
absolue et il existent donc de fausses coniques absolues. O
La preuve du lemme implique deux choses :

> I'existence d’'une fausse conique absoluel$w implique quetoutesles coniques imaginaires
et propres dans la famille i&ire engendrée par cette conique et la vraie conique absolue sont
des coniques absolues potentielles ;

> une caractéristigue commune awgsaénces critiques du lemme 7.1 est I'existence d’'un point
réel dont les projections sont identiques dans toutes les vues de la séquence (B .point
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7.9.1.2 Coniques absolues potentielles hors e,

La considération des coniques horslilg est plus complexe que de celles 8Ly, puisque leur
projection @pend non seulement de la rotation de la eanmhais aussi de la position du centre de
projection. Avec le lemme 7.1, nous avons donné une condigoessairet suffisante pour qu'une
séquence soit critique par rapp@tune conique Sufl.,. Les Bsultats pour les coniques absolues
potentielles hors dé&l.,, qui seront établis dans la suite de cette section, ne vont pas aussi loin —
nous allons uniguement dériver des conditions nécessaires pour qu’une séquence de mouvements soit
critique.

Nous reformulons maintenant le prebte posé pour pouvoir lesoudre plus facilement. Soit
Q une fausse conique absolue horslig et w sa projection dans une vue initiale. Nous voulons
déterminer toutes les positions de la caméra pour lesquelies projetteegalement suw. La dé-
termination de nouvelles positions esjuivalentea’la dtermination de eplacements rigides de la
position initiale. Considfons ce qui se passe lorsqu'on déplace laeranpar une transformation
rigide. Les projections d€& avant et aps le mouvement sonkediiges étre identiques (la conique
w). Donc, les cdnes de projection €eavant et a@s le mouvement doivertre égauxa la méme
transformation rigide @s qui a éplacé la caméra.

Considérons le sriario sous un autre angle. Saite cdne de projection d€ pour la vue initiale.
Soit T une transformation rigide qui transformeen un céne\’ qui contient égalemerst. Déplacer
la can€ra parT résulte en une position pour laqueflea la méme image que dans la vue initiale.

Le probleme de laetermination desegjuences critiques par rapport a une conique hois.d@eut
doncétre pog ainsi:

PROBLEME 7.1 SoitQ une conique imaginaire propre hors dE,,. Supposons qu’une position de
canera initiale est donéae, telle que le centre de projection n’est pas sur le plan suppdit. @oient
w la projection de2 dans la vue initiale ef\ le ddne de projection assaei

Déterminons toutes les transformations rigides qui transformesiir des énesA’ contenant).

Rappelons qu’un cbne est défini par son veltéxt une section plane qui ne contient pas
Les anesA’ cherchés doivent contenir la conique 8D Donc, les candidats pout’ peuventetre
parangtrés par les coordonnées du vertex. On peut donc sous-diviser lem®Bl’L en deux parties :

PROBLEME 7.2 Déterminons tous les vertexa5tels que les @nes engendss parV et ) soient
égauxa A a une transformation rigide |&s.

PROBLEME 7.3 Aprés avoir esolu le protdme 7.2, dterminons toutes les transformations rigides
entreA et les ®nes @finis pars et les vertexe¥ .

Qu’est-ce que les solutions de ces problemes nous disent sur les positions de la caméra cher-
chées? Les vertexes qui sont les solutions du probleme 7.2, représentent toutes les positions possibles
du centre de projection dans la séquence critique par rapgertLes transformations rigides qui
résolvent le probleme 7.3 donnent ensuite les rotations relatives entre les vues.

Dans le prochain paragraphe, nous considérons le probleme 7.3. Nous ne le résolvons pas com-
pletement, mais nous dérivons le nombre et le type de rotations que la caméra peut effelcapre’
position du centre de projection. Ensuite, nous déterminons les positions possibles du centre de pro-
jection, en résolvant le probleme 7.2, et nous faisons la synthése des résultats sur les positions et les
rotations.
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Rotations de la cangéra. Dans ce paragraphe, nous ne considérons pas directement les rotations
relatives entre les vues, mais nous raisonnons sur le nombre de rotations que peut effectuemala cam’
a une position précise. Si nous considérons le cdne de projectiéh deus cherchons alors les
rotations autour de son vertex qui laissent le cone globalement invariant. Le nombre et les types de
ces rotations ependent du type du cone.

Un cdne isotropique est invariant a toute rotation. Ceci est facile a voir: un cone isotropique
contient la conique absolue. Les rotations autour de son vertex laissent donc le vertex et une section
plane invariants et par conséquent aussi le cone lui-méme. Nous comptons le nombre de rotations
possibles paso>.

Un cdne circulaire est invariant aux rotations autour de son axe principal et aux rotatio®&°de
dont I'axe est perpendiculaire a I'axe principal. Toute combinaison de ces rotatioretneeexprinee
par la combinaison d’'une rotation autour de I'axe principal et d'une rotati®i da 180° autour d’un
axeL. Nous comptons le nombre de rotations possibles alorg paso.

Un odne elliptique est invariant aux rotations t° autour de ses axes. Si I'on tient compte de
l'identite, il existent donc 4 rotations differentes qui laissentdeecinvariant.

Positions du centre de projection. Dans la section 7.7, nous avons déja mentionné que &eep”
euclidien du monde peut étre choisi de namaiarbitraire. Donc, sans perte denéralité, nous pou-
voNs supposer que se trouve sur le plail = (Z = 0) et que sa resentation matriciell€ dans
ce plan est en forme normale euclidienne. Puisguest imaginaire et propre; est une matrice
diagonale :

(@]

Il
O O R
o - o

aveca, b > 0. Soit le centre de projection de la vue initiale donnéetpate odne de projection de
Q est alors re@Sent’ par la matrice\ suivante (cf. I'annexe D.2.2):

a 0 —aft 0
0 b —plz 0
A ~ 2 t53
1 gl _phz ol Ab,4l 1
t13 t13 t%:,) t13
0 0 _ 1

Soitt, le centre de projection d'une deuxieme vue. beeengendrpart, et{) est done’par :

a 0 —a% 0
23
0 b —plz2 0
Ay ~ Y.
2 _glar  _plaa Wy FbHl 1
t23 t23 t§31 to3
0 0 —

Nous voulons dferminer leg, tels queA, soit égala A, a une transformation rigide @s. Ceci est
le cas exactement si leurs prar@s sous-matricelsx 3 ont les mémes valeurs propres, a un facteur
prés (voir la preuve dans I'annexe D.2.3).

Dans la suite, nous explicitons cette condition. Soidatet My les deux sous-matriceks x 3
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(apes multiplication avee?, respectivement,) :

at%3 0 —at11t13

My = 0 bt?, —btiat13
—at11t13 —btlztlg at%l + bt%z + 1

at%3 0 —at21t23

My = 0 bt3, —btootas

—at21t23 —bt22t23 at%l + bt%z + 1

Supposons que les valeurs propres\vtiesont donees parsq, so et s3. Les valeurs propres dds
doivent doncetre des valeurgsy, pss €t ps3. Les polyndbmes caramtistiques devl; et M, doivent
alors étre de la forme:

pll = Ag — Az(sl + 59 + 83) + )\(8182 + $9283 + 8381) — 818283
Py = XN —pA%(sy 4 53+ 53) + pPA(s150 + 5253 + 5351) — piss9ss

Inspectons les polyndmes camistiques dévl; et M, :

pr = N3=X2(a?(t3, +t15)H02 (tFy+1T5)+ 1)+ At (0?02 (83, +13, +135)+a? +b2) —a® bty

P2 = AP=N(aP(13; +35) +b7 (5, +35) + 1)+ M55 (ab? (83, +5, +155)+a” +b7)—ab7t3,

La comparaison des coefficients ge p , p» etp, méne auxequations suivantes :

p(a® (1) +t13) + D (t1y + t15) + 1) = a®(t5) + ths) + (15, + t53) + 1
P15 (a®V7 (8], + £y + t13) + a® +02) = t35(a”D3 (85, + thy + t33) + @ + %)  (7.12)
Ptha?b? = thia’b? .

Afin d’obtenir des contraintes sup en fonction dety, il faut éliminer p. Une facon de ce faire

est de déterminep & l'aide de la premiere des trogxjtations et de substituer la solution dans les
deux autres équations. Nous obtenons deux équations, une deddegiine de degr6 dans les
coordonees det,. Les coordonnées n'apparaissent qu'avec des exposants pairs. Si I'onecensid’

les cares des coordonnées, on obtient donc une équation quadratique et une équation cubique. Les
points (t%l,tgz,t§3)T se trouvent donc sur une courbe de @e@rle lieu des centres de projection
finalement, est une courbe de degré 12. Dans [188], nous avons eppagsultat plus faible, en

disant que le lieu des centres de projection consiste au maximum de deux cercles. Les conclusions
principales de [188] ne sont pourtant pas affectées.

Dans la suite, nous considérons des cas particuliers selon le typetdieA ;. Puisque? est une
conigue imaginaire et propre, elle deiré un cercle ou une ellipse. LergA; peutétre elliptique,
circulaire ou isotropique. Nous considérons toutes les combinaisons de ces possibilii@de $tan
support de.

CAsS 7.4 (A, : CONE ISOTROPIQUE, Q: ELLIPSE) Toutes les sections planes d’'ufne isotro-
pique sont des cercles. Donc, ce cas n'est gadisable.

CAS 7.5 (A; : CONE ISOTROPIQUE, 2: CERCLE) La projection perpendiculaire du vertex sur
IT est le centre d€). Le seul autre centre de projection possible est le pbirgvec :

t11
to = | ti2
—t13
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La position des centres de projection par rappaf® est illustiee dans la figure 7.11 (a). Puisque
est un &ne isotropique, la cadra peut effectuer des rotation arbitrair@stoutes les deux positions
possibles, sans affecter la projection de

CAsS 7.6 (A; : CONE CIRCULAIRE , : ELLIPSE) Le vertext; se trouve dans un plaf; qui est
perpendiculairea IT et qui contient un axe de. Il N’y a au total que 4 centres de projection possibles.
lls forment un rectangle dans le plan;, qui est syratrique par rapporaI1 (cf. la figure 7.11 (b))A
chaque position, la caéra peut effectuer des rotations comnéeiit dans le paragraphe piedent
(rotations arbitraires autour de I'axe principal d&; ou de180° autour d’axes perpendiculaires).

CAs 7.7 (A1 : CONE CIRCULAIRE , ©: CERCLE) Comme dans le cas 7.5, la projection perpendi-
culaire du vertext; surIl est le centre d€). Le seul autre centre de projection possible est &ma
que dans le cas 7.8 chaque position, la caéna peut effectuer des rotations comné&eiik dans le
paragraphe pecdent (rotations arbitraires autour de I'axe principal de ou de180° autour d’axes
perpendiculaires).

CAs 7.8 (A1 : CONE ELLIPTIQUE , : ELLIPSE) Ceci donne le caségéral, c’esta-dire que les

centres de projection se trouvent sur une courbe de&@&gr Cette courbe est sgirique par rapport

all et par rapport aux deux plans perpendiculair@gl et contenant un axe de. Un exemple est
montté dans la figure 7.11 (CA chaque position, la caéna peut effectuer 4 rotations difentes.

CAs 7.9 (A; : CONE ELLIPTIQUE , : CERCLE) La cangra peut se éplacer sur les deux cercles
esquisés dans la figure 7.11 (d) (cf. 'annexe D.2.4). Cette figure esésigne par rapporta I1. A
chague position, la caéra peut effectuer 4 rotations difientes.

7.9.2 Resune

Le tableau 7.2 résume les résultats des sections précédentes. On peut voir qu’il n’y a aucune
séquence critique par rapport a une conique horH dequi contient simultanémertbeaucoup- de
positions de caera et« beaucoup- de rotations.

| Coniques absolues potentielles Lieu des centres de projection | # Rotations |

A l'infini Quelconque 2 X 00

Nona l'infini Courbe de degri2 4
Deux cercles 4
Coins d'un rectangle 2 X 00
Deux points 00>

TAB. 7.2:Les £quences critiques de la cé&na planaire. Les chiffres dans la colonré Rotations»
indiguent le nombre de rotations qui sont possildehaque position du centre de projection.

7.9.3 Squences critiques qui sont courantes en pratique

Quelques-unes des séquences de mouvements critiques sont couramment appliquées en pratique
lors de la prise d'images pour la modélisation d’objets, par exemple.egesstes sonedrites dans
le tableau 7.3 et dans les paragraphes suivants.

Les mouvements planaires et le cas@pl des mouvements orbitaux sont couramment esilis”
pour la modélisation d’objets et dans des applications de navigation. Le premier type dans le tableau
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/ /’b N —
M- -7 \“———————-(—)- ---
1T 1T
(@) Cas75et7.7. (b) Cas 7.6.
AT
4 z
- 0
T
(c) Cas 7.8. (d) Cas 7.9.

FIG. 7.11:Le lieu des centres de projection dans uggueence critique.

7.2 est en quelque sorte une gaalisation du mouvement planaire — puisque enggal il n'y a que
de coniques absolues potentielles sur le pléimfini, il N’y a pas de contrainte sur les translations des
caméras. Les deux types de mouvements causent donc le mérael@egoigui€ dans la reconstruc-
tion euclidienne. Pourtant, I'auto-calibrage avec ces mouvements ne peut pas foreteenfaitt avec
les mémes algorithmes. Laathode de Armstrongt al. [6] n'est pas adaptée pour le mouvement
plus gémrtal puisqu’elle est bag sur la coplanarité des centres de projection.

Les translations pures sont également courantes en robotique mobile, du moins pour de courts
intervalles de trajectoires. Les rotations pures constituent un bon moyen pour le calibragegué&ins®
d'une caméra, grace a I'appariement de primitives image plus facile et des equations simples [82].
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| Description | #t | #R|#Q]
Rotations autour d’axes paralleles et translatipns>o? 00 | o0
quelconques, figure 7.12 (b)
Mouvement planaire, figure 7.12 (c) 00? oo | o0
Translations pures 003 1 | oc®
Mouvement orbital, figure 7.12 (a) 2x00| 1 | oo?
Rotations pures 1 00? | oo?

TAB. 7.3: Types de@quences critiques qui sont courants en pratique. Les chiffres dans la celénne
t » indiquent le nombre de positions possibles du centre de projection et ceux de la cotoRnele
nombre de rotations qui sont possibe€haque position. La derdie colonne contient les nombres
de coniques absolues potentielles.

7.9.3.1 Rotations pures

Soit S une €quence d'images prises en effectuant des rotations pures. Aucune reconstruction
3D n’est possible ef est donc critique pour la reconstruction euclidienne. Il existent toujours des
coniques hors du plan a l'infini par rapport auxqueliesst critique : consiefons le cone isotropique
du centre de projection. Ce cdne est invariant aux rotations autour du centre de projection. Donc,
toutes les sections planes sont projetées sur la méme conique dans toutes les images.

L'auto-calibrage de la caméra est possible exactement s'il n'y a aucune fausse conique absolue
sur le plana’l'infini. D’apres le lemme 7.1, nous devons alors imposer les contraintes suivantes sur
les rotations de la caena : il faut y avoir au moins deux axes de rotation différents. S’il y a seulement
deux axes diffrents et s'ils sont perpendiculaires, il faut y avoir au moins une rotation d’'un angle
different de180°. Sous ces conditions, I'auto-calibrage est possible (voir la section 6.2.3.1 pour des
méthodes pratiques).

7.9.3.2 Translations pures

Nous considfons une ejuence de mouvements composée uniquement de translai@ms, ~
tuellement dans des directions difEntes. Laejuence est critique par rapport a toutes les conigues
imaginaires et propres sur le plafiinfini. Elle est donc critique pour la reconstruction euclidienne et
l'auto-calibrage. Il est connu que la reconstruction affine est possible, méme avec un seul mouvement
[131].

Pour un seul mouvement, il existent pourtant des coniques absolues potentielles higes de
soit Q le point au milieu de deux centres de projection. Dans I'annexe D.2.5, nhous montrons que
toutes les coniques propres et imaginaires dont le centre coincid€ageat des coniques absolues
potentielles.

Il'y a donc plusieurs plana linfini potentiels, le vrai plara T'infini et tous les plans qui passent
par Q. La raison pourquoi la reconstruction affine est quand méme possible de maniere unique est
guetoutesles coniques imaginaires et propres Hug sont des coniques absolues potentielles, ce qui
n’est pas le cas pour les autres plans (voir D.2.5).
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(a) Mouvement orbital. (b) Rotations autour d'axes pamlis et translations
guelconques.

(c) Mouvement planaire.

FiG. 7.12:1llustration de quelques types démuiences critiques. Les cams sont repesenées par
les axes du rere local, les #ches indiquant les axes optiques.

7.9.3.3 Mouvements planaires

Les €quences de mouvements planaires (cf. la section 6.2.3.2) sont critiques par sagesrt
coniques sur le plan a l'infini puisque toutes les rotation relatives s’effectuent autour du méme axe
En ggnéral, il y a une famille de coniques absolues potentielles.

A priori, I'utilisation de contraintes sur les parametres ineises permet de réduire le degr”
de I'ambiguité de la reconstruction euclidienne. Armstreb@l. proposent par exemple d'utiliser
I'information que les pixels sont rectangulaires [6]. Eangral, cette contraintesduit le nombre de
solutions a deux. Nous montrons dans la suite que la contrainte n’est pas effective si les caméras sont
positionnées telles que les plans images sont perpendiculaires au plan du mouvement et qu'un axe de

5. Nous rappelons que par rotation relative nous entendons la partie rotationnelle du mouvemerrdeesammée
par une rotation autour du centre de projection.
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pixels est parallela te plan.
Supposons que le plan du mouvement est le plan 0. Les rotations des caméras peuvent alors
étre repesentées par:

1 0 0 cosy; —sinvy; 0 cosy; —siny; 0
R, =10 0 1 siny; cosvy; 0] = 0 0 1
0 -1 0 0 0 1 —siny; —cosvy; 0

Considérons la famille des coniques sur le plan a l'infini paraeegber, comme :

1 0 0
Q=10 1 0
0 0 u

La projection de ces conigues dangfavue est doneé par :

100

wi=ROR =10 pn 0

0 0 1

Les projections de chaque conigfiesont donc identiques dans toutes les vues. En outre, les coef-
ficientsw;,, etw;,, sont nuls, ce qui signifie que les axes de la conigusont paralleles aux axes

du repere image. Si les pixels sont rectangulaires, la transformation de la conique dans le repere des
pixels (par la matrice des parametres inteigpses) n'affecte pas cette propriété.

Le fait que les pixels sont rectangulaires s’exprime exactement par la contrainte que les axes
de I'image de la conique absolue sont paralleles aux axes du repére des pixels. Nous avans montr’
gue, pour la configuration considérée, il existe toute une famille de conigues absolues potentielles qui
satisfont cette contrainte. Donc, il n'y a aucune réduction duedégi’ambigui¢’ de la reconstruction
euclidienne.

7.9.3.4 Mouvements orbitaux

Ceci est un cas spécial des mouvements planaires. Il y a donc les mémes coniques absolues
potentielles. En plus, il existent des coniques absolues potentielles hokg dsoit II le plan du
mouvement eL I'axe de rotation. Tous les cercles imaginaires, qui sont centré&setrdont le plan
support est paralle aII, sont des coniques absolues potentielles. Ces cercles sont esquissés dans la
figure 7.13.

Dans chaque plan parel€ a Il et aussi dans le plaa l'infini il existe donc une famille d’'une
dimension de coniques absolues potentiélidsn’y a donc a priori aucun moyen de distinguer le
plan a I'infini des autres plans ce qui signifie que la reconstruction affine ne peut étre obtemue qu’
un paranetre pes. Comme pour les mouvements planaires, la structure euclidienne di ptades
plans paralleleaIl peutétre détermiaé : les conigues absolues potentielles sont des cercles sur des
plans paralleles. Donc, elles s'intersectent toutes exactement dans les deux points cycliques de ces
plans. Les points cycliques peuvent date détermias de marafe unique ce qui donne la structure
euclidienne dans les plans considérés.

6. Ceci n'est pas tout a fait exact : seules les conigmeginaires et propregans une famille sont concezes.
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Axe de rotation

FiG. 7.13:Conigues absolues potentielles pour un mouvement orbital.

7.10 Ambiguités artificielles

Nous abordons ici le probie d’ambigu@s artificielles, qui ne sont pas inhérentes a I'auto-
calibrage, mais qui sont causées par kEthode utili€e. Pour appliquer une méthode avec succes, il
est souhaitable d’'&tre conscient de ses insuffisances. En effet, toutes les méthodes d'auto-calibrage
réevigges au 6.2.1 sont concernées : toutes les méthodes congues pour des mouvements généraux ne
savent pas traiter le cas de rotations pures de la caméra et toutes les méthades pony des
mouvements spécifiques ne permettent pas l'auto-calibrage si le mouvement ne suit paslée mod”
suppos. Ce probtme pourrait étreasolu en appliquant un procédé de choix de modele qui consiste
a essayer plusieurseatiiodes, congcues pour differents types de mouvements; lelenotfrant le
meilleur compromis entre sa taille (paratres du mouvement spécifique, par exemple) et la gualit”
du résultat (Esidu) est retenu comme la bonne solution (voir [203] pour une revue de criteres pour le
choix de modele). Ceci n’est pourtant pas le sujet de ce paragraphe.

Il s'agit plutbt de montrer quelques exemples d’ambigsi artificielles, pour illustrer le pradiie
et fournir une explication d’occasionnels mauvasuitats des sthodes concernées. Le but n’est pas
de donner un catalogue complet de ces dégénérescences.

7.10.1 Lestquations de Kruppa

Nous montrons dans la suite que les équations de Kruppa sgah&tees si les carmas se
trouvent sur une sphere et si tous les axes optiques passent par le centre de 1&5pthéus, parlons
dans la suite deaméras convergentegpour dicrire cette situation. C’est une configuration assez
courante pour la maadisation d’objets de petite ou moyenne taille.

Considrons une spgdre ® quelconque qui est aussi centréeénPour toutes les caméras dans
notre configuration, le cdne de projection de laesgh(le cbne circulaire avec le centre de projection
comme vertex et qui englobe la sphere) coupe le plan image en un cercle, qui est centré au point
principal. Puisque toutes les caméras ont ke distance d&, ce cercle est le ahe dans tous
les plans image. Les caméras ont lem® calibrage intriresjue et, par conséquent, la regghtation
du cercle image dans le repere des pixels est identique pour toutes les vues. Si les pixels ne sont
pas carrés, la transformation du cercle en coordesrpixels est une ellipse. Cette ellipséant
la projection commune de la méme quadrique, laesplp, dans toutes les vues, satisfait alors les
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équations de Kruppa, qui sont des contraintes d’appariement de quadriques !

Il'y a une famille liraire de spéres cenés danv, qu’on obtient en faisant varier le rayon.
Dong, il y a aussi une famille d’ellipses dans 'image satisfaisan¢demfions de Kruppa. Seules les
ellipses imaginaires peuvent donner une matrice des arasihtrinegues : celle-ci est obtenue par
une &composition de Cholesky de la matrice de I'ellipse, ce qui n'est possible que si cette derniere
est définie positive (ce qui caractérise exactement les coniques imaginaires). |l reste guand méme un
nombre infini de calibrages intrinséques potentiels.

Il'y a une autre chose iatéssante a remarquer. Notamment, toutes les ellipses en question ont le
méme centre, les ames directions principales et surtout, lem® rapport des longueurs des axes. Ce
rapport est égal au rapport d’échelle de la caméra. Donc, bien qu'il ne soit pas possible de déterminer
un calibrage intrinséque unigue, le rapport d’échelle pénat troue. Il reste tout de méme un grand
inconvénient : e si le point principal, I'angle entre les axes pixels et le rappedhdile sont
connus, il reste impossible de détermingret «,, individuellement, c’est-dire d'estimer la distance
focale.

Nous avons dormune explication au gmorene observé par Zeller [232] (voir aussi 6.2.1.5),
gue les solutions poux, et «, sont distribees le long d'une droite : pour une configuration de ca-
méras exactement convergentes, tous les points sur la droite sont des solutions valables (chaque point
(o, ) cOrresponda’une des ellipses image mentiees’ ci-dessus). Si les caméras gmesque
convergentes, comme c’est le cas pour les expériences de Zeller, il N’y a plus qu’'un nombre fini de
solutions, mais qui se trouvent a proximie la droite.

La raison pourquoi les équations de Krupeaghierent pour cette configuration, malgré I'absence
d’ambigutés intérentes, eéSide en leur significationegimétrique : il s'agit de contraintes d’apparie-
ment dequadrigues L'auto-calibrage consiste trouver la conique absolue, qui pette vue comme
une quadriquelane C’est cette plana®gtqui n'est pas exprimable par les équations de Kruppa.

7.10.2 La nethode lingaire de Triggs

Cette nethode (cf. le paragraphe 6.2.1.3) montre lesnmas faiblesses que legjuations de
Kruppa, c’'est-a-dire gu’elle ne converge pas vers la bonne solution, si les caméras sont convergentes.
La raison en est la emfie: la planaré’de la conique absolue ou, dans le formalisme de Triggs, la
contrainte de rang 3 du cdne dual absolu, n'est pas considérée.

7.10.3 La contrainte du module

Nous montrons dans la suite que la contrainte du module (cf. la section 6.2.1.4) est uregisaract”
tion insuffisante du plaa l'infini et qu’elle entrafie des ambigtés artificielles pour la reconstruction
affine. Nous rappelons que la contrainte du module expriegali€ du module des valeurs propres de
I’'homographie infinie. Cette propriété peut facilemetre"dmontrée comme dans la section 6.2.1.4.
Dans I'annexe D.3, nousedvons ce résultat d’'une mame alternative, qui nous permettra de mieux
percevoir la situation.

Notamment, les valeurs propres d’une homographie d’'un flasnt le néme module si elle
laisse une conique imaginaire et propre globalement invariante. Ceci veut dire gu’il y a une conique
imaginaire et propre suf dont les projections dans les deux vues considérées sont identiques. Il s’agit
la d'une contraintéocale pour des paires de vues ; une cagastition compléete du plan a l'infini doit
prendre en compte que la conique avec des projections identiquestrédia h&€me pour toutes les
paires de vues.
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Considrons I'exemple du mouvement planaire (cf. la figure 7.14). Tous les plans qui sont pa-
ralleles au plan du mouvement satisfont les contraintes du module pour toutes les paires de vues:
les projections des cercles centrés dans I'axe de la rotation liant deux positions de caméra sont iden-
tiques dans les deux vues. Sila séquence de mouvements contient des axes differents, les cercles avec
des projections identiques dans des paires de vues sont alors differentes. Quantaakirglai il
supporte la conique absolue, dont les projections sont identiquesalaesies vues. La reconstruc-
tion affine basée sur la contrainte du module n’aura donc pas de solution unique pour le mouvement
planaire, bien qu'il n'y ait pas d’ambig@i$’inhérentes [6].

En conclusion, on peut constater qu'il ne semble pas &étre possible de complétement isoler la
reconstruction affine de la reconstruction euclidienne, sauf bien siir si des connaissances affine sup-
plémentaires sont disponibles.

FiG. 7.14:1llustration de la ceggrérescence de la contrainte du module pour le mouvement planaire.

7.11 Aspects pratiques

Dans la section 7.9.3 nous avons discd€s types deegjuences critiques qui sont courants dans
des applications. lls ne sont pas nhombreux, mais la plupart des séquences d’'images disponibles sont
effectivement critiques ou proches d’une sequence critique. Avectpsertes d'images utiies
pour la reconstruction projective dans le chapitre 5, par exemple, I'auto-calibrage n'a pas été pos-
sible’.

Dans la suite, nous discutons quelques aspects pratiques concernant la réductioa de beagr
biguité dans la reconstruction et I'identification automatiqueatpishces de mouvements critiques.

7.11'y a bien sit d'autres facteurs qui influencent lesstiltats de I'auto-calibrage, comme l&tmdde utilige (nous
avons utili€e la nethode de Triggs [210]) et la quaitle la reconstruction projective.
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7.11.1 Reduction du deg de I'ambiguité dans la reconstruction

Il est possible deaduire le dege’de I'ambigui¢” dans la reconstruction si des connaissances sup-
plémentaires sur la structure de la scéne, le calibrage ietpiressou les mouvements de la caméra sont
donrées. En ce qui concerne les pagdres intringeques, on peut pratiguement toujours supposer que
les pixels sont rectangulaires. En outre, pour beaucoup d’applications, au moins le rapgioetid’”
de la caméra est connu. Ces contraintes sont fagigeser dans un algorithme du style ajustement de
faisceaux. Pour d'autres méthodes il n'est pas toujeuirdent comment utiliser ces contraintessd”
le départ. Armstrongt al. par exemple montrent que le fait que les pixels sont rectangulaires réduit
I'ambiguité de la reconstruction euclidienaeartir de mouvements planaires emgfal de maeire
a n'avoir plus que deux solutions possibles [6]. Pourtant, la contrainte n’est caesl@xpresavoir
effectlg la reconstruction euclidienne qui souffre d'une amhé&dun dege.

Une autre fagn de rejeter de fausses solutions est de vérifier si la reconstruction est physiquement
possible, i.e. si tous les points 3D se trouvent devant les caméras, dans lesquelles ils sont vus.

Le meilleur moyen de combattre I'effet desggiences critiques est tout simplement deelgtef
si possible, en effectuant des mouvements de caméra qui &mns » d’etre critiques. Une stragjie
exemplaire est applig€ par des photogrammetres professionnels : pour mesurer un objet de petite ou
de moyenne taille, des images sont prises tout en contournant I'objet (mouvement orbital), en alter-
nant des rotations latérales (autour de I'axe optique)0deSans ces rotations &tles, la squence
de mouvements serait critique. Aussi, depie lemme 7.1, des rotations latéraled & n'y chan-
geraient rien. On peut donc supposer que des rotatiod9°dmnt que la séquence est la plus loin
possible dé&tre critique. Cet argument intuitif explique I'observation empirique des photogrammetres
gu'avec des rotations d#° les correlations dans I'estimation des parametres irgnes sont les
plus petites.

7.11.2 Identification automatique de équences critiqgues

Un systeme général de reconstruction euclidienne non calibrée devrait étre capable de gérer des
sequences critiques. Au moins laggence de solutions ambigués devetiie ®tecEe. Mieux serait
encore l'identification du type de séquence de mouvements sous-jacente ce qui permgtitjaite’”
ter correctement I'ambiguét’e.g. comme une reconstruction affine. En outre, si la séquence critique
est identifiée, un algorithme qui estegiidlement cocy pour ce type deesjuences critiques peetré
appliquée afin d’obtenir éventuellement une reconstruction plus stable et ptisepr”

Une nethode qui identifie des mouvements singuliers entre des vues consécutives est proposée
par Viéville et Lingrand [216]. La méthode est basée sur un mécanisme de sélection de modeéle pour la
matrice fondamentale (cf. aussi [204]). Des formes particulieres de la matrice fondamentale donnent
lieu & desequations moins complexes pour l'auto-calibrage. L'inconvénient de la méthode est que
seulement des mouvements entre des vues consécutives sont considérées ; il est donc possible que
desséquencesle mouvements critiques ne sont pas détectées. La méthode est tout de méme tres bien
adap€e pour des applications en robotique ou beaucoup de mouvements de caméraguligrss.

Il serait envisageable deedélopper une approche similaire de choix de modéle pour des sé-
guences de mouvements : des algorithmes de reconstructicascpaur diférents types de mouve-
ments peuveratie effectués. Ensuite, la reconstruction qui offre le meilleur compromis entre I'erreur
résiduelle (I'erreur de reprojection) et la complexiti moa@le (nombre de parametres pour le mou-
vement et le calibrage intrisgue) sera retenue (voir [203] pour une revue de criteres de choix de
mockEle). Cette approche peetré raffir€e en slectionnant les algorithmeseffectuer d’'une maaie
appropriée, en s'appuyant sur deimdices» pour la présence de certains types de mouvement. Pour
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des mouvements planaires, par exemple, tougpgsiles sont collinéaires, et pour les translations
pures les matrices fondamentales sont antiedyigies.

7.12 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avoneridé les g£quences de mouvements de caméra qui sont critiques
pour la reconstruction euclidienne non calibrée. Deux cas ert@iSi@rés, la camra linéaire et la
caméra planaire, toutes les deux avec des petras intringques constants. Desstiltats prélimi-
naires pour la caméra affine et la cana planaire avec des parametres inginges variables ontet”
obtenus ; dans I'avenir proche, nous examinerons ces cas plus en profondeur.

Avec notre formalisme, nous avons pu clairement confirmer I'importanceedegstes critiques
pour la pratique ; en effet, la plupart desgsiences d’'images existantes sont critiques. Comme regle
générale, on peut dire que plus les mouvements sont réguliers, plus la reconstruction euclidienne est
affectée par le probme d’ambigu#s. Il faut tenir compte des séquences de mouvements critiques
pour toute application de reconstruction euclidienne non calibrée ; il est préférable de tout simplement
eviter ces mouvements.

Nous avons écrit des séquences qui sont exactement critiques. |l sersiinti€ressant de mener
uneétude similaire a celle sur lesGefahrliche Riume» [92] (volumes critiques), afin évaluer le
degg d'instabili® nun€rique de la reconstruction que causent des séquences de mouvements qui sont
proches d&tre critiques.






Conclusions

Dans cette thse, nous @sentons nos contributions a la recherche dans le domaine de la vision
par ordinateur non calibrée, en particulier sur deux problemes clé de ce domaine, la reconstruction
projective et I'auto-calibrage.

Pour la reconstruction projective, nous avons dévedoppé nethode optimale pour le cas de
deux images. La méthode est basur un critere d’optimaéitgui est valable pour tous les niveaux
de reconstruction — projectif, affine et euclidien. Son applicebiiiest donc pas bornée sur la re-
construction projective. Une tendance en vision 3D esetardiination du type du mouvement qui
est sous-jacerd une gquence d’images. Dans ce contexte, nous avonseétiedi cas particuliers du
mouvement entre deux vues, qui permettent de simplifier I'expression mathématique de notre mé-
thode.

Nous avonse@alement dévelogplne nethode élégante et performante pour la reconstruction
projectivea partir de plusieurs vues. La méthode esebaslr la factorisation d’'une seule matrice
contenant tous les points dans toutes les images. lemslie reconstruction par factorisationt&
initialement introduit pour des modeles de @maffines et notre ethode constitue I'extension au
cas des cameéras perspectivea.alline impEmentation numrigue soigneuse, la méthode fournit des
résultats stables et précis.

Nous avons esquissé une approche pour la reconstruction a partir de longues séquences d'images.
La méthode est potentiellement capable de remédier augrabtie doneés incomptes, c’'est-a-dire
de points qui ne sont pas visibles dans toutes les images. Des expériezizemaires émontrent
que cette méthode permet d’'établir une reconstruction a partir d'une longue séquence d'images, mais
il restea faire des expériences avec des données inateyp!”

D’une manére gnérale, nous sommes convaincus que la création de modeles 3D aapheliie
ne s’effectuera normalement pas de maniere complétement automatique. Une approctedisgies r’
est la misea'disposition de puissants outils de reconstruction ou fusion de maaléelesitilisateur,
qui décidera de leur utilisation. Sur une petite échelle, notre approche de reconstruction projective
pour de longuesezjuences d’'images correspamdette ide.

La deuxeme partie de cette ¢se concerne l'auto-calibrage et la reconstruction euclidienne non
calibrée. Le cas le plus intéressant et le plus utile est I'auto-calibrage de caméras avec unabjectif
focale variable. Nous avons examiné les influences du changement de focale aux autres parametres in-
trinséques de la caméra. Ainsi, nous avons eomdntrer que la prise en compte des intgetidances
qui existent entre les paratres intringques peuttre profitable pour I'auto-calibrage.

Notre contribution majeure au prashe de 'auto-calibrage est une étude des mouvements de
cameéra qui causent la dégénérescence. Dearattiéorigue nous avonsetivé tous les types de
mouvements critiques. Il s'agit d’'un pravhe important pour la pratique — la plupart des séquences
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d’'images existantes sonégénérées pour I'auto-calibrage. Notre étude permet de donner des conseils
pour la prise d'images afin d’éviter les situations dégénérées.

Un axe de recherche que nous envisageons de poursuivre est I'application de méthodes de sé-
lection de modele. Ces mécanismes peutrd Qtili€s pour la dtermination de cas particuliers
concernant tous lesd@fients qui interviennent dans la reconstruction : le mouvement de kErgam’
la structure de la &me et les paraatres intringgues de la caera. Il serait par exemple souhaitable
d’effectuer I'auto-calibrage d’'une caméra en adoptant un modele affine ou perspectif du calibrage,
selon la situation. Des ethodes de choix de modéle peuvent également segterminer le type
de dBggnérescence pour l'auto-calibrage ce qui permet d'ingéepité Esultat commetant ambigue,
mais aussi d’extraire le sous-ensemble d'informations qui ont pu étre déessrinfrectement.
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Triangulation

A.1 Triangulation pour des mouvements particuliers

A.1.1 Translation pure

Comme Armstrong I'a obseev[7], le polyromer(t) (défini par I'équation 4.7 sur la page 52)
est réduit a un polyorhe de degr2, une de ses deux racines étant le minimum global de la fonction
de colts (¢). Nous redéveloppons ce résultat, mais en distinguant les eppdlés finis et infinis.

A.1.1.1 Epipbles finis

Comme dans la méthode de base décrite dans la section 4.5.2, nous effectuons des transformations
rigides dans les images pour simplifier le probleme. La difféerence est qu'ici, nous effectuons la méme
transformation dans les deux images : une translation qui prejetid’origine, suivie d’'une rotation
autour de l'origine qui ramene lepipdles (qui sont les mémes) sur les axes delse pointqy est
transforn® par ces transformations sur un paiftqui n'est géefralement pas l'origine. La matrice
fondamentale transforee” a la forme simple suivante :

0 f 0
Fe|l—f 0 1
0 -1 0

et lesepipdles ont les coordonnéés, 0, f)T.

Nous pararafrons les droites épipolaires commecdt dans la section 4.5.2 par les points sur
l'axe desw, (0,¢,1)T. Dans la suite nous regardons les fonctions det pour les deux mthodes
PoLy et PoLY-ABS.
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Poly. La fonction de colit est:

4+ t(fd —1) +qh)?
1+ f2t2 '

Le nun€rateur de la efivée premere des;(t), dont nous cherchons les racines, est un potya”
quadratique :

ri(t) = 251 = Fa)2 + (2 = 2fd, + £2(d)” — Nt + dh(fg, — 1)

Donc, au lieu de déterminer les racines d’'un polyre”de degré 6, il suffit deesoudre une équation
quadratique.

S1 (t) =

Poly-Abs. La fonction de colt est:
1) + g
Vit
Pourry(t), nous obtenons le polyndme quadratique :
ra(t) = =170 +207q5(Fai — DE+ f(2 — far)

et
fQQ

Sg(t)

- - - !
qui nous donne les deux solutions smp}%qs et
2

A.1.1.2 Epipodlesa I'nfini

Ce cas correspond a une translatioerdalg, c'est-a-dire parallé au plan image. Dans ce cds,
s’annule et la matrice fondamentale epies transformations rigides est rédaite forme suivante :

0 0 0
F~{0 0 1
0 -1 0

Poly. La fonction de co(t et le numérateur de s#ivBe premiére sont alors :
si(t) =1+ (gy —1)* () =2t — g

ce qui nous fournit directement le minimum global dé¢) : ¢} /2 (la dérivee seconde est constante
et positive ce qui garantie qu'’il s’agit bien d’un minimum).

Poly-Abs. La fonction de colt est:
s2(t) = [t] + [t — g5 -

Les deux termes de la fonction deut@ont des valeurs absolues de fonctionedirés ert. Chacun

des deux termes a donc une seule racine et le minimum global de la fonction de caieesird

ainsi : soientn; etms les racines des deux fonctionsdaifes. Le minimum global de(¢) est celle

des racinesn; et my qui appartien@a’la fonction liréaire de plus grande pente. Si les deux pentes
sontégales, toutes les valeurs enttig etmo sont des minima globaux. Pour le cas présent, les deux
racines sont = 0 ett = ¢. Les pentes absolues des deux fonctions linéaires sont toutes deux égales
a1, donc toutes les valeurs entiet ¢, sont des minima globaux de la fonction de codit.
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A.1.2 Zoom

Nous allons traiter quelgues-uns desetliffts casvoqles dans la section 2.3.4.3. Sila translation
du centre optique s’effectue dans le plan focal, la matrice fondamentale a la méme forme que celle
d'un couple de caeras affines. Les simplifications pour I'algorithme de triangulation sont donc les
mémes que pour les caras affines (voir la section 4.6.1). Sinon, si I'on coesiddes pixels non
rectangulaires, les formes particuliéres de la matrice fondamentale ne donnent aasmkeduction
du deg¥ des fonctions de cb’s; (¢) etsy(t).

Un cas tres simple est celuude centre optique se déplace le long de I'axe optique, le point
principal reste fixe et 'angle entre les axes des pixels e80tela matrice fondamentale a laemie
forme que celle dua une translation pure d’'une caméra avec des petrasintringgues constants.
L'algorithme de triangulation se simplifie de la maniére décrite dans la section A.1.1.

Deux autres cas sont trag'dans la suite.

A.1.2.1 Pixels rectangulaires

Apres l'application des transformations rigides quiesmant les points image correspondaats °
I'origine et les épiples sur les axes des F a la forme :

b ¢ —be
—c b ce
bd cd —bde
Poly. La fonction de co(it est:
t2e? d?(ct — be)?

Sl(t)

St T e+ (b + o)
et le polyromer (¢) devient :
ri(t) = e(t® + €*)2(b* + ) (bed?t? + (Pd’e + 2e® + b%e® — b2 d%e)t — bed®e?) .
C’est un polywine de degr’6, mais sa factorisation montre que 4 des racines sont compléxes (
¢ # 0, sinonF serait la matricéds,3; ete # 0, sinon I'épipdle seraitl'origine ce qui peukfre

exclu puisqu’il doitétre different du point image;).
Le probléme seaduit alorsa’la ©solution d’'une équation quadratique :

bed*t* + (Pd%e + c*e® 4 bPe® — b d%e)t — bed®e® =0 .

Poly-Abs. La fonction de co(it est:
et 4] d(ct — be)
VeZ+12 /(B2 + 2)(12 + €2)

Le polyrdmer,(t) est de degr’8, mais comme (¢) il peut étre factorig, ainsi permettant de voir
gue seules deux racines réelles peuvent exister :

s2(t) = |

ro(t) = —e2(t? 4+ €2)3(b? + )2 (b*d*t? + 2bcd®et + 2d%e — b2e* — c2et) .
Le probleme seeaduit alorsa’la ©solution d’'une équation quadratique :

b2d?*t? + 2bed?et + 2d%e — bPet — 2t =0 .
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A.1.2.2 Pixels rectangulaires et translation du centre optique dans le plan focal

Comme pour le cas d’'une translation pure, épipdles sont les mémes dans les deux images.
Ceci nous permet d'effectuer lesemies transformations rigides dans les deux images (voir la section
A.1.1). La matrice fondamentale transfarena la forme simple :

0 0 0
F~10 0 a
0 b ¢
et lesepipdles sont les points a l'infini des axes des(1,0,0)7.

Poly. La fonction de colit est:

agy + bt + ¢

s1(t) = t* + 5

a

et le polyromer (¢) est une fonction linaire er:

ri(t) = (a® + b*)t + blagh +¢) .

Ceci nous fournit directement le minimum global dét) : —bj‘gz—jb; (la dérivée seconde est constante

et positive ce qui garantit qu’il s’agit bien d’un minimum).

Poly-Abs. La fonction de co(it est:

bt + agh + ¢
$p(t) = [t] + =2

| .

Les deux termes de la fonction de colt sont des valeurs absolues de fonctairedirer. La racine

de I'un des deux termes est le minimum global de la somme (voir la section A.1.1.2 pour plus de
détails comment choisir la bonne solution).

A.2 Triangulation pour la cameéra linéaire

Dans cette section, nous considérons la reconstruatfartir de caméras kaires et essayons de
trouver un gsultat similairea’celui expring par la neéthode B LY pour le cas de deux vues planaires.
Pour deux vues ligaires, rien n'es faire : les rayons de projection de deux points dans les deux vues
se coupent toujours, donc la triangulation devient triviale. Cela est aussi une explication simple pour
le fait qu’il n’existe pas de contrainte d’appariement pour deux vuesiines.

Nous allons donc considér le cas de trois vues. La formulation du pevbé est analogua °
celle pour deux vues planaires : soiet = (u1,1)7,qs = (u,1)T etqs = (u3,1)T des points
correspondants mesurés dans les trois vues. Nous cherchons de§/pajhtst g5, tels que:

{@), @5, a3} = argmin(d(qy, q})* + d(q2, d5)*) + d(qs, q3)?)
(A1)
sous la contrainte -7, Gijrgi, 5,45, =0 ,

ou G est le tenseur trifocal adéquat (voir 2.4.1).
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Sous I'hypothese d’un bruit gaussien dans la position des points image, ces points sont le plus
vraisemblablement lesvraies» correspondances des points image. Aprés awgrdiire q}, q), et
q5, le point BDQ peutétre calculé par n'importe quelleatiiode de triangulation puisque les rayons
de projection considés s'intersectent pré@sient.

Contrairement au cas de deux vues planaires, les points elsemehpeuvent pagre paraméegs

par un seul parameétre ; il en faut deux. Nous choisissons deux etesmn et v, tels que :

~ _ (N o~ [V2

q; 1 qs 1
Ces deux points fixent la position du troisieme par la relation trifocale. Concrétement, lenr@isi’
point est dona’par :

g = —Gi12v102 — Gi22v1 — Go12vs — Gago
L=
Gi11v1v2 + Gia1v1 + Go11v2 + Gagg

Comme fonction de ag " nous obtenons :

Gr12v1v2 + Gi22v1 + Ga12v2 + G292
3
Gi11v1v2 4+ Gi21v1 + Go11v2 + Gogg

s1(v1,v9) = (ug — v1)2 + (ug — 112)2 + (u

Afin de trouver le minimum global de;, nous calculons sedvées partielles par rappat; etwv
et annulons leurs nuenateurs. Ceci Briea deuxequations de la forme::

ri(vi,va) = G viv3 + 3Gl Gia1v1v3 + 3G111 Gly vive + Giyyvf —
G111 (Gir1ur — 3Ga11)vivs — 3G111(Gi11Gi21u1 — Gi11Gasr — 2Gia1 Gar1 )vivs —
3G121(G111Gi21u1 — G121Ga11 — 2G111Go21)vivs — Gio1 (Gra1ur — 3Gagt v} —
3G111G211(Gii1u1 — Gorr)vivs +
(3G211(G111G221 + 2G121Ga11) — 3Gi11u1(Gi11Gaot + 2Gi21Gor1))vivs +
(3G221(G111G221 + 2G121Ga11) — 3Gia1u1 (G121 Gar1 + 2Gi11Gaor ) )vive —
3G121G221(Gi21u1 — Goor)vf + . ..
= 0
ro(vi,v9) = G3v503 + 3G2,,Gor1v5v? + 3Gy11 G2y vyv1 + Gy vg —
Gi11(Giiiug — 3Gia1)v5 v} — 3Gi11(Gi11Garnug — Gi11Gaar — 2Gi21 Gann )viv] —
3G211(G111Go11u2 — Gi21Go11 — 2Gy11Goor)vivy — G311 (Gor1us — 3Gagr )vh —
3G111G121(Gi11u2 — Gia1)v3v? +
(3G121(G121Ga11 + 2G111Ga21) — 3Gi11u2(Gi11Gao1 + 2Gi21Goar1))v3vi +
(3G221(G111G221 + 2G121Ga11) — 3Gar1ua(Gi21Gar1 + 2Gi11Gar ) )vivy —
3G211G221(Gor1us — Goar)vs + . ..
= 0.

Former le Esultant de ces deux polyndmes aboutit en général a unqrolyde degr49. Il est pour-

tant possible de simplifier la complegitiu probéme en appliquant certaines transformation rigides
dans les images, qui serorgri/ées dans la suite. L'application de transformations rigides ne change
en rien le prok®me de minimisation, qui est @asur des distances dans les images. Nous disposons



188 ANNEXE A. TRIANGULATION

en tout de trois degrés de liberté pour ces transformations rigides : les seules transformations rigides
dansP! sont les translations. Soiefit, T, et T3 des translations dans les images, avec:

(1
=0 1)

Le tenseur trifocal ajs les translations e6&f avec :

i = G

G112 — Giiits

G121 — Gi11fe

G122 — Grizte — (Gia1 — Giiit2)ts

G211 — Gty

Go12 — Griztt — (Gorr — Guuiti)t3

921 Gaa1 — Gia1ty — (Gor1 — Giriti)te

oo = Gaoa — Groat1 — (Gai2 — Griata)ts — (Gao1 — Giaits — (Gair — Giiith)t)ts .

!
112

!
121

!
122

!
211

!
212

Il est facile de montrer que jusqu’a trois coefficients du tenseur peuvent étreasimliltaement en
appliquant des translations approprieées. Notons que le coeffigientqui apparait dans les termes
d’ordre supérieur des polgmiesr; etry, n'est pas influerepar les translation# I'aide de MAPLE,

nous avons tertde gduire le dege'du Esultant de; etrs en annulant simultanément trois coeffi-
cients du tenseus. Le résultat est un résultant de degré 25, pour lequel nous connaissons directement
une factorisation en un polgnie de degr’l5 et un polyndme quadratiquedeve a la puissance 5. Ce
résultat peut ausstfe obtenu en paratrant le probleme directement par les coordonnées du point
reconstruit.

L'opération la plus complexe pour la triangulation a partir de trois vuesiias est donc la
résolution d'un polynfne de degr'15. Il est douteux que ce résultat soit applicable, le elddr”
etant peukfre trop €élee pour une eSolution fiable. Contrairement au cas de deux vues planaires,
la minimisation de la somme des distances absolues peut étre éarmpal’des équations de degr’
inférieur par rappora la minimisation de la somme des distancesessmr Ceci est morrdans le
paragraphe suivant.

A.2.1 Minimisation de la distance absolue

Comme pour le cas de deux vues planaires, nous adaptons redtreda de mapie a minimiser
la somme des distances absolues au lieu de la somme des distanees. darfonction de colt est
donc:

Gi12v1v2 + Gi22v1 + Go12v2 + Gogo
Gi11v1v2 + Gi21v1 + Go11v2 + Gogg

s2(v1,v2) = |ug — vi| + [ug — vo| + |uz +

Les dBrivées partielles sont :

0ss . (G212G111 — G112G211)’U% + (... )v2 + G222Gi21 — G122Go2s
—(’Ul,’Uz) = w1+w2 D)

O0vy (Ginvivg + Gig1v1 + Gar1vg + Gao1)

0ss o (Gi22G111 — G112G121)’U% + (... )v1 + G2a22Go11 — G12Ga21
- (v1,v12) = wy+wy 5
(Ginvivg + Gig1v1 + Gar1vg + Gao1)

8’02
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ou w1, we, w3 etwy sont égawa™—1 ou 1, en fonction des signes des termes de la fonctioiNous
éliminons lesyv; en annulant leseativées, enaparant les deux termes respectifs et erelegant au
caré. Ceci nene auxeguations suivantes :

1 (’Ul, ’Uz) = (G%H’U%’U% + 2G111G121’U%’U2 + G%ﬂ’l}% + 2G111G211’U1’U% +... )

(G2, 0202 + 2Gy111Gio1v3v9 + Gov? + 2G111Gor1v1v5 +...)

ro(v1,v2) = (G 0203 +2G111Gia102vs + (Gi11Gize — Gi12Gio1 + Glgy)vi 4 ...)
(G1110103 + 2G111Gia10702 + (G112Gia1 — Gi11Gizo + Gigg)vf +...)

Afin de trouver les racines communesrdetry, nous calculons les résultants des 4 combinaisons
des termes dans et ry. Chaque esultant est un polyrie de deg@’8 en une variable dont nous
obtenons directement une factorisation en un paiyade degré 2 et un de degs. Le minimum
global est étermiré enévaluant la fonction de ema toutes les racines réelles de ces polyndmes.
L'opéeration la plus complexe pour trouver le minimum globakgle , v2) est donc la recherche des
racines d’'un polynfme de degr’6 ce qui est plutdt favorable et ce qui rend l'application de cette
méthode possible.






Recherche des meilleurs points
correspondants par homographie

B.1 Introduction

Nous traitons un prokle similaire a celui de la triangulation (voir la section 4.1) : carsials
les projections d’un plafl dans deux images. SoidAti’homographie entre les deux images associée
alletq; = (uy,v1,1)T etqy = (us,v2,1)7 les deux projections d’un poir@ deIl. En p€sence
de bruit,q; et g2 ne vont pas se correspondre exactementHhar'esta-dire queHq; # q». Le
probléeme est maintenant, de trouver deux pogjt®t g, qui soient en correspondance et qui soient
le plus proche possible des points originayxetqs :

{@, a5} = argmin(d(a1, q})* + d(a2, 93)*)
(B.1)
sous la contrainte Hq} ~ q .

Sous I'hypothese d’un bruit gaussien, ces points sont le plus vraisemblablementdéss» corres-
pondances (non br@gs).

Ce probleme a étévogl€ par Richard Hartley et Andrew Zisserman [76] et nous proposons ici
une solution.
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B.2 Une solution du probeme

Les deux points cherchés ont 4 pasdres, mais @ce a la correspondance parnous pouvons
les pararetrer par seulement 2 coordonnéestv: q; = (u,v,1)" etq), = Hg}, = H(u,v,1)T. Le
critere de minimisation est:

s1(u,v) = d(qi,d})? + d(qa, )
= (u1 —u)? + (v1 —v)? (B.2)
Hiyyu+ Hipv + H Hsiu + Hoov + H.
s — 11 12 1312 21 22 23)2 . B3

+ (v2 —
H31u + H3ov + Hgs H3yu + H3pv + H3s
Nous cherchons maintenant le minimum absol4déJne condition mcessaire pour le minimum est
gue les éftivées partielles de; s’'annulent :

0
Foluw) = Hju't

[3H32’U — U1H31 =+ 3H33]H§1u3 =+
[3H§2’U2 + (6H32H33 — 3U1H31H32)1) — 3U1H31H33 + 3H§3]H31’U,2 +
[HgQU3 + (—3U1H31H§2 + 3H§2H33)1}2 +... ]u —
U1H§’2U3 + ...

= 0

So(w) = Hpo's

[3H31u — vy Ho + 3Hz33| Hiyv® +
[3H321U2 + (6H31H33 — 3111H31H32)u — 3’111H32H33 + 3H§3]H32’02 +
[H3u® + (—3vy H2 Hag + 3Ha Haz)u® + ... ]Jv —
’Ung’l’ug + ...

= 0.

Le résultant de ces polyndmes est un polyre” de degr’30 et avec des coefficients tres com-
plexes. Nous cherchons maintenarméduire son degré. La latitude que nous avons dans la formula-
tion du probEme est que nous pouvons appliquer des transformations rigides dans les deux images
— ceci ne change pas le et de minimisation qui est basur des distances. Considérons les co-
efficients des termes d’ordre étedes @rivées partielles. Les dexg'des polyndmes se réduiraient

considérablement si I'on pouvait annulg; et Hss. L'application des transformations rigideés et
T, aux images donne lieu a une nouvelle homographie entre les images :

H = ToHT, .
Avec T, etT, de laforme:
cosay; —sinay ty, cosay —sinag to,
Ti=|sinoy cosay 1y, Ty = |sinae cosay tIg,
0 0 1 0 0 1

H’ devient:

H =
cos 1 H3y — sinay Hyy  sinaq H3y + cos oy Hso
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I'Evidemmentﬂg1 ou H}, peuventetre annulés en choisissant une valeur appropriée pour I'angle
«a; de la rotation dans la preeré image. Pourtant, en généfél, et H;, ne peuvent pas s'annuler
simultarément. Si c&tait possibleH’ serait une transformation affine, et ceci est possible si et seule-
ment si I'hnomographie originalél est aussi une transformation affine. Ce cas particulier est trait”
dans le paragraphe B.4.

Si nous nous eCidons d'annulefl}, en mettaniy; = arctan g—g; la dérivée partielle pat se
simplifie considrablement, et le résultant des deexides partielles par rappaatla variableu est
un polyrome de la forme suivante :

r1(v) = (Hby + Hyov)? (H'59v® + H'oo(. )07 + H'oy (L. )08 +...) .

Afin de trouver tous les candidats pour le minimum global de la fonction de g, v) il suffit
donc de poursuivre la procédure suivante : on détermine les racines dompehy(v) et on substitue
dans les deuxeativées partielles tour apres tourpar les racines de, pour ensuite déterminer les
racines enu. Pour chaque valeur de on retient les: qui sont racine commune des dewerigées.
Ensuite, le minimum global est détermienévaluants; (u, v) aux valeurs retenues et en choisissant
celles donnant leasultat minimal. L'opération la plus complexe est la détermination des racines d’'un
polynéme de deg 8.

Nous voyons que la complexité du probleme @ @&tluite gracea une simple rotation dans la
premiere image. Des réductions sugpEntaires sorgventuellement possibles en profitant des de-
grés de liberté dont on dispose avec les pataes des transformations rigides restanis,t1, to.
Pourtant, ceci eCessiterait des transformationgsifiques pour chaque paire de points traitée et les
calculs pour déterminer ces transformations deviendraient rapiderasmioimplexes.

B.3 Minimisation de la somme des distances absolues

Comme pour le proleime de la triangulation, nous examinons aussi la forme dugnablorsque
nous tentons minimiser la somme des distances absolues entre les points originaux et les points
corrigés, au lieu de la somme des carrés des distances :

{d1, a5} = argmin(d(ai, q1) + d(a2, q3))
(B.4)
sous la contrainte Hq, ~ qf, .

En appliquant la méme paramétrisation que dans le paragraphe précédent, nous obtenons la fonc-
tion de cait:

so(u,v) = /(ug —u)? + (v) —v)?
Hyyu+ Hypv+ Hyg
+ (U2 —
H3iu + H3pv + H3s

_ Hyu+ Hayv + Hys
Hsziu + H3ov + Hsg

+ (’U2

Le méme développement que pour la méthodeYRABS dans la section 4.5.4 peetré appliqe”
ici. Malgré la simplificationH3; = 0, nous nous retrouvons avec desidées partielles de deg6
(respectivement 8) ce qui semld&e trop compliga’pour que la poursuite du développement soit
raisonnable.
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B.4 Homographies affines

B.4.1 Minimisation de la somme des ca&s des distances

Si I’homographieH est une transformation affine, c’est-a-dird&j; = H3s = 0, les inconnues
u ety disparaissent des denominateurs dans la fonction die(Bo3) et ses dfivées partielles sont
linéaires enu etv :

%(Uav) = (H{, + H3 + H33)u + (Hi1Hia + Ha Hao)v +
Hy\Hy3+ Hy Hyz — H33(H3zuq + Hijug + Hajvz)

0s

8—;(% v) = (H} + H3y+ HE)v + (Hy1 Hiy + HoyHog)u +

Hy9Hy3 + HyyHyz — H3s3(H3zvy + Higug + Haova) .

Nous obtenons donc une solution directe pgi(u,v) = %L (u,v) = 0:

>

1 . . . . . .
= B(U1H§3 —+ ’l,L1Hf2H§3 +’U,1H222H§3 — ’01H11H12H§)3 — ’01H21H22H§)3

+U2H11H§3 + u2H11H§2H33 —us HioHo1 HooH33 + ?)2H21H§3 + UzH‘122H21H33 — voH11 Hi2 Hoo H33
+HyyHi3HoyHay + Hiy HioHos Hos — Hiy HisHyy — HiHisHis — Hoy HagH3y — Hio Hoi Has)

. 1 DY : :

vo= B(UlH:;ls + v H{ H3s 4+ vi H3  H3y — wi Hiy HioH3y — ui Hoy Hao Hg
+122H22H§3 + 1)2H121H22H33 —v2H11H12H>1 Hsz + u2H12H§’3 + u2H12H§1H33 —usH11Ho1Ho2H3s
+Hy1HisHy1 Hog + Hyi HigHo1 Hoo — HisHisHy — Hi2Hi3His — HaoHosHis — H121H22H23) ,

ou le d@nominateurD est done’par :

D = Hjy — 2H1\HioHo1 Hos + Hyy Hiy + Hiy His + HiyHys + HisH3) + H3 Hag + HiyHig

B.4.2 Simplification

Nous pouvons simplifier davantage la solution du probleme en appliguant des transformations
rigides sgcifiques aux images. Soit 'homograpthida compose d’'une matricé\ et d’'un vecteur

b:
A b
= (o V)

Soit A = UDVT une décomposition en valeurs singulieres de la sous-maticEapplication des
transformations rigides :

\VARNN ) ut™ —U"™
n=(g Y m=(ao 97

aux images transforme I’homographie en la matrice diagdrale

H = ToHT !

Dy 0 0
= 0o Dy, 0],
0 0 1

ou D, et D, sont les valeurs singulieres de
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D0 a ces transformations, la fonction deut@t ses dfivées prennent une forme encore plus
simple, et la solution pouk et % (dans les images transfoe®s) est donnée par :

uy + Dl’LLg b= v + Dz’Uz

U =
2 2
Dy Ds

B.4.3 Minimisation de la somme des distances absolues

Nous traitons le proleiine apes avoir appliqué les transformations rigides du paragraphe précé-
dent. La détermination du minimum global revient finalement a la recherche des racines d'un poly-
néme de degr’16, mais qui posseéde une factorisation avantageuse. Notamment, il est de la forme::

ro(u) = (ug — Dlu)4(u1 - u)4

(W4 cut )W u )W u ) (W e )

Le plus haut degrdes polynfnesa résoudre est donc de 2.






Calibrage intrins equea partir de
I’'homographie infinie

SoitH,, 'homographie entre deux vues avec lemmé calibrage intrirefjueK. Sans perte de gé-
néralité, nous pouvons supposer glig H., = 1. H., se calcule a partir d& et de la rotation relative
des vuesR, d'apesH,, = KRK™1. Il en découle queR = K 'H_K et, gricea I'orthogonali€ de
R:

RRT = K 'H KKTHI KT =1 |
ce gque nous pouvons transformer en:
Hoo KKTHI = KKT . (C.1)

Cette€quation est linéaire en letéments de la matrice syatriqueX = KKT, qui repgsente le
dual de I'image de la conique absolue (cf. 2.7.3). Pour déternXiniéfaut au moins deux homogra-
phies infinies. Ayant trouww X, K est calcut” par une dcomposition de Cholesky dé& Le fait que
K33 = 1 nous donne une solution unique pdQrLa décomposition de Cholesky n’est possible que
si X est dfinie positive.

Iy a une interpetation gfonmgtrique directeT'equation (C.1). La matric€KT repésente le dual
de I'image de la conique absolue, qui, nous le rappelons, se trouve sur le fildini. L'image de
la conique absolue est fixe pour des vues pdasf le neme calibrage intrirejue. Donc, le transfert
de la coniqueKK™ d’'une vuea une autre, via 'homographie infinieggulte erKKT.






Preuves pour la cerivation des fquences
critiques

D.1 Cameéralineéaire

D.1.1 Projection des points cycliques

PropPoOsSITION D.1 La projection d’'un point cyclique par une cé&ma linéaire reste fixe lors de
mouvements rigides de la cam.

Preuve : Il suffit de montrer que tout mouvement rigide da®slaisse chacun des deux points
cycliques fixe. Constdons le point cycliquél,I,0)T. Il est transforné par un mouvement rigide
constitie d’'une translatiort et d’'une rotation d’anglex d’aprées

cosa —sina i 1 cosa — Isina
sina  cosa to I = sina + I cos«
0 0 1 0 0

~ sin a+1 cos
cosa—Isina

0
1
= I
0

Le résultat analogue pettre obtenu pour le deuxine point cycliquél, —1,0)7. O
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D.1.2 Squences critiques par rapporta un point non a l'infini

ProPoOsITION D.2 Consicrons une cagra linéaire avec des para@tres intringques constants se
déplagant sur un cerclel. S'il existe un seul poin®, sur ¥, différent des points cycliques, dont les
projections dans toutes les vues sont identiques, ceci est aussi le cas pour tous les autres points sur
/8

Preuve :Les projections des points cycliques sont fixes dans toutes les vues d’lara tagaire
avec des paragtres intringques constants. Dongc, il existe trois points $uavec cette propéte —
Qo,Ietd.

Consicerons un quatéme poinQ; quelconque suw. Les centres de projection de la cara se
trouventégalement sur le cercle. Donc, les birapports des droites reliant les centres de projection avec
les pointsQy, I,J et Q; sont tous identiques @wreme de Chasles [171]). Les droites en question
sont les rayons de projection de ces 4 points. Donc, le birapport des droitegadstau birapport des
points image correspondants. Trois parmi les quatre points ayant des projections fixes et le birapport
des quatre points imagetant constant, les projections du quatrne point sont aussi identiques dans
toutes les vues. |

CoOROLLAIRE D.1 La condition suivante esé&tessaire et suffisante pour qu'urégigence de mou-
vements soit critique par rappoé un point nora l'infini : la caméra se @place sur un cercle et les
projections d’'un point sur le cercle qui est @ifént des points cycliques sont identiques dans toutes
les vues.

Preuve :Le fait qu'une telle 8quence de mouvements est critique, se prouve faciléntiaitte de
la proposition D.2: les projections de chaque point sur le cercle sont identiques, donc tous les points
imaginaires sont des points cycliques potentiels. Chaque cercle contient des points imaginaires hors
de la droitea I'infini. Il existent alors de faux points cycliques et kgsience est critique.

Le réciproque &té proue au cours de la section 7.8. O

D.2 Caméra planaire

D.2.1 Insignifiance des paramtres intrinseques

Dans la section 7.9 nous prétendons que la question si une séquence de mouvements donnée est
critique est indépendante des paedras intringegues effectifs de la caméra. Ceci peut étre pgouv”
facilement : soitw; la projection d’'une conique 3B dans la vue. Si {2 est une conique absolue
potentielle, nous avons::

wi~wj, 1<4,5<m .
Un changement de paratnés intringques correspona la pe-multiplication des matrices de pro-
jection par une matricés,3 non singuliere. Les coniques dans les images sont transformées de la
mankre suivante :
Lu':; ~ MiTwiMil .
Evidemment, les coniques transformées sont également identiques :

p~vws, 1<i,j<m .
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Donc, les paramites intringgues de la caméra n'ont pas d'importance pour la question si une conique
est une conigue absolue potentielle. En outre, on peut choisir la transforivhtiermanérea obtenir

un calibrage intrinséque représemiar la matrice idengt’Dans ce cas, les matrices de projection ont
la forme:

PZ'NRi( I |—ti) .

D.2.2 La matrice d’'un conea partir du vertex et d’'une conique

PrRopPoOsITION D.3 Soit ® une conique sur le plan suppolf = (Z = 0), représenge par la
matrice :

a b d
b ¢ e
d e f

Un cdneK avec vertextV = (X, Y, Z,1)T non surll, et qui contientd, peutétre repesenk par
la matrice :

aX+bY +d
a b — L= d
b c _bX+cY+e e
_ . . Z
K= _aX+4bY+d  bX+cY+e aX2+cVI42bXY42dX+2eY+f  dX+eV+f
7 7 ixFevs 7
e
d e - f

Preuve : Nous devons prouver qg V est un point singulier d& et que(ii) K contient® (un
cone est éfini par son vertex et une conique dont le plan support ne contient pas le vertex).

(i) La multiplicationKV résulte en le vecteur nul, don¢ est un point singulier d&.

(i) Lintersection deK avec le planZ = 0 contient exactement les poir@s= (X', Y’,0,1)T avec
QTKQ = 0. Cette derrére équation devient alors :

aX”? 4 Y +2X'Y +2dX +2Y + f=0

ce qui n'est rien d’autre que &quation de la coniqué dans le planZ = 0. Alors, K contient
.

D.2.3 Transformation rigide de ddnes

PrRopPOSITION D.4 Deux ®nesA; et A, sontégauxa une transformation rigide j&s, si et seule-
ment si leurs prengires sous-matrice3 x 3 ont les némes valeurs propreg,un facteur pes.

Preuve : Soient les énes donaes par :

Ay~ M; by
bI (4]
Ay ~ Mz  bo

b; ()
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Nous pouvons &placer les énes par des translations sans changer le peoft. Nous choisissons
d’effectuer des translations telles que tous les déunres ont comme vertex I'origine. Les translations
n'affectent pas les premies sous-matricelsl; et M et la condition que le point0,0,0,1) " est un
point singulier fait que les@nes transforras sont repesengés par :

M; O
Ay =

of o

My O
Ay = 2

of o0

Ces dnes sontgauxa une transformation rigide s, si et seulement s'’il existe une matrice ortho-
gonaleR telle que:

RT o0 A R 0 A
0T 1 o' 1
Il en découle que:
RTM{R ~ M, .

Ceci veut dire quév; et My sont conjugées,a un facteur pes, et qu’elles ont les &mnes valeurs
propres,a un facteur pés. Reciproquement, Egalitt @ un facteur pés) des valeurs propres de deux
matrices syratriques implique I'existence d’une matrice orthogonRltelle que [équation ci-dessus
soit satisfaite. |

D.2.4 Surlecas?7.9

Soient(2 un cercle etA; un ane elliptique comme dans la section 7.9.1.2. Dans la suite, nous
déterminons tous les vertexes tels que les afies engenes part, et () soientégauxa A; a une
transformation rigide @s.

Nous drivons d’abord une contrainte sur la distancetglelu plan supporil de Q2. Soit A, le
cbne engendr’par un vertexs, et Q). Supposons gu'il existe une transformation rigilentre A,
et A,. Ceci veut dire que si I'on applique I'inverse deau plan supporil, sans transformek;, on
obtient un plaril, qui coupeA; en un cercle de la méme dimension queCeci n'est possible que si
15 a la méme distance du vertex dg quell. L'application deT sur A, résulte em\, dont le vertex
to est alorsa’la méme distance dH que le vertex de\;.

Avec les notations de la section 7.9.1.2, ceci veut diretgyle= +t,3. Leséquations (7.12) se
simplifient alors :

p(a® (81 +113) + D2 (t, + t15) +1) = a?(3; + t13) + b°(13o + t13) + 1
Pt (b (H + 5 + 1) + 0 +67) = Hiy(a’B (15 + ty + #1y) + a” + 1)
3
p- = 1.
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Puisquep = 1, les deux premiéeres équations deviennent :

2,2 2 2,2 2 2,2 2 2,2 2
a” (7 +ty3) +0°(t1s +113) = a”(ty +ti3) + 0" (139 +113)
2 2 2 2

1+t = ty +1t5 .

Puisque& est un cercle, nous avoas= b, et les deuequations sont identiques :
t5) + 1o = 5 + 155 -

Ceci est I'équation d’'un cercle en les coordonn&est Y. Il en découle quet, se trouve sur deux
cercles dont les plans support sont parallelejetdistanta I1. Les cercles ont la méme dimension,
mais elle est diffrente de celle d@ (2 est un cercle imaginaire) et la projection orthogonale de leurs
centres sufl coincide avec le centre de(cf. la figure 7.11).

D.2.5 Une translation pure

PropPosITION D.5 SoitQ2 une conique 3D propre et imaginaire hors Hg,. Considrons une ca-
méra se @&placant par une translation pure: soient et t, les positions du centre de projection,
avant et apes la translation, toutes deux hors du plan supporfxe

Les projections dé€) dans les deux vues soggales si et seulement si le point milieutdeet to
caincide avec le centre de.

Preuve : Sans perte deé&yéralité, nous pouvons suppose dlese trouve sur le plaiy = 0 et
gu’elle est repesenke, dans ce plan, par la matrice :

QN

o O 8

0 0
b 0
01

SoitR la partie rotationnelle de l'orientation de la caema. Les matrices de projection avant et apr
la translation sont alors (nous ignorons les paratnmes intringques, conforément au paragraphe
D.2.1):

P, ~ R( I |—t1)
Po, ~ R( I |—tg).

Leur restriction sur les points du pla#i = 0 est:

1 0 —t11
P, ~ R[0O 1 —tp
0 0 —t3
1 0 —t21
P, ~ R[0O 1 —t9
0 0 —ta3

Les projections d€) dans les deux vues sont dé@as par :

w o~ (PHTTQPE)T
wr ~ (PYTTQPYT .
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L’ égalitt dew; etws revienta la contrainte suivante :

a 0 a(tngﬁ — tzl) a 0 0
0 b b(t1272 — t22) , | ~10 b0
. . . 5 t:

a(tnﬁ—g — t21) b(t12if_§ — tgz) a(tuif—g - t21)2 + b(tlzil—g - t22)2 + 23 0 0 1

2
t13

Puisquea etb sont non nuls (sinorf) ne serait pas propre), on obtient des conditiosessaires et
suffisantes pour ggalitt dew; etws :

to3
tii— —ta1 = 0
t13
to3
tig— —t29 = 0
t13
2
tﬁ = 1
t2 ’
13

Comme nous pouvons exclure gue# 0 ettys # 0 (t1 ett, se trouvent en dehors du pléh= 0),
ces conditions se traduisent finalement par :

to = —t; .
Ceci ne signifie rien d’autre que le point milieu tiget t, est, en coordoréges homognes, le point

(0,0,0, l)T. La preuve s’achve en remarquant que ce point est le centréde O

CoOROLLAIRE D.2 Considcrons deux vues d’'une céna se @placant par une translation pure. Les
conigues absolues potentielles pour ce mouvement sont exactement :

> toutes les coniques propres et imaginaires du @dinfini ;

> et toutes les coniques propres et imaginaires dont le centre se trouve au milieu des deux centres
de projection.

Il en découle qu'il existe un seul plan dont toutes les coniques propres et imaginaires sont des co-
niques absolues potentielles : le plan’infini. Sur tous les plans passant par le point milieu des
centres de projection, il existent une famille de coniques de trois dimensions, dont les coniques propres
et imaginaires sont des coniques absolues potentielles.

D.3 Homographies avec des coniques fixes et contrainte du module pour
la reconstruction affine

ProPoOsITION D.6 Une homographiél assoogea un plan, qui laisse une conique propre globale-
ment invariante, a des valeurs proprés;, A; Aq, i—i}, pour un); réel. Si deux des valeurs propres
sont des nombres complexes, les valeurs propres sontfalers.; e’®, \;e~'®}, pour un® réel.

Preuve : Soit® une conique qui est globalement invariaatd, c’esta-dire que® ~ H-T®H-1,
Ceci estequivalenta :

O~ HTPH . (D.1)
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Sans perte deégéralité, nous pouvons supposer gl H = 1 ce qui nous permet d’enlever le
facteur multiplicatif inconnu de &€quation (D.1):

& =H"®H .

Soientr; les valeurs propres dH et v; des vecteurs propres correspondants, c&slire queHv; =
;vi. Alors:

dv;, = HTCI)Hvi
1
— —®v; = H'ov;,

T3
c'esta-dire quedv; est un vecteur propre de’ assock a la valeur propre%. PuisqueH et HT
doivent avoir les ldmes valeurs propres, nous avoreghlite suivante entre les spectrestdetHT :
1 1 1
T1, T2, T3] = {——y —— —
{ 1,72, 3} {7_177_257_3
(il s’agit d’'une égalitt d’ensembles non ordoés). Il est facile de voir que I'une des valeurs propres
doit étre égalea 1, disons7;. Quant aux deux autres, elles doivegtte le eciproque l'une de
lautre: 75 = Ti) Si nous omettons la condition qdet H = 1, les valeurs propres dd deviennent
{1, A, %} ol \; = v/det H est un nombre@el et), = 7.
SiTo (et donc aussiz) ne sont pas des nombresets, ils sont complexes conjuguet d'apes
72 = - = L on peut lescrire commer, = ¢’® etr3 = ¢~'©, pour uno reéel. 0

73
PropPoOsSITION D.7 Une homographi¢l assocgea un plan, qui laisse une conigue proprareagi-
naireglobalement invariante, a des valeurs propres danme module, c’'esit-dire des valeurs propres
{X, 2e® Xe™1©1, pour des) et © réels.

Preuve : Soit® une conique imaginaire propre gui est globalement invariantdvomographie
H, c’esta-dire queHT ®H = ®. Sans perte deéyéralité, nous pouvons supposer gise H = 1. De
la proposition D.6 il ¢ecoule queH a des valeurs propre§l, 7, %}.

Sit =1, alors1 est une triple valeur propre dd et la proposition est correct. Maintenant, nous
allons prouver par contradiction que i 1 alors T ne peut pagtre réel. Supposons queest eel et
quer # 1. Dans ce cas, toutes les valeurs propredidsont difErentes et il existe uneedomposition
deH de la formeH = VXV, avecy = diag(1, T, %) la matrice diagonale des valeurs propres de
H etV une matrice de vecteurs propres correspondant. N&veldppons cette relation :

HTeH = @
v TesvTevsv-!t = &
»wiev = Vvieve! .

SoitA = (a)ij =VToV:

YA = Ayx!
az
a1 @12 a3 a2 Tags
o
Taz1 Tazy Tax | = |axn 2 Tag
az ez am az
2 - 3 az1 “  Tass

Puisquer # 1, cetteéquation implique que::

a12 =a13 = a1 = a2 =a3z1 =a33 =0 .
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Alors,A = VT®V est de la forme:

a1 0 0
VIev=1[ 0 0 a3
0 a23 0

oll a1, etass sont reels /T ®V est syrétrique). Donc, la matric&/ T &V représente une parabole ce
qui signifie gu'ils existe un poinéelx avec:

x"VTovx =0 .

Vx est aussi un pointéel et se trouve sur la coniqu. Le fait que® contient un point gel est en
contradiction avec I'hypothse queb est une conique imaginaire. Par c@tgient, la supposition que
T # 1 est fel, est fausse.

De la proposition D.6 il @coule finalement que les valeurs propres gont\e/©, \e=1®1, pour
des)\ et© réels. O

REMARQUE D.1 Les ieciproques des propositions D.6 et D.7 sont facilggouver. Puisque nous
ne les utilisons pas, nous en omettons les preuves.

CoOROLLAIRE D.3 (CONTRAINTE DU MODULE ) L’homographie infinie pour deux vues avec les
mémes paramtres intringques a des valeurs propres démme module.

Preuve : Gracea I'égalitt des pararatres intringques, les projections de la conique absolue
dans les deux vues sont identiques. Par éqagent, 'homographie infinie laisse une conique imagi-
naire et propre invariante et on peut appliquer la proposition D.7 pour c@teplla preuve. O
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Vision 3D non calibrée : contributions a la reconstruction projective etétude des
mouvements critiques pour l'auto-calibrage

Cette these concerne la reconstruction tridimensionnelle d’objets & partir d’'images prises par des
cameéras. Le schéma classique s'appuie sur un calibrage hors ligne des caméras. Ce calibrage n’est
pas toujours possible et des applications dynamiques requierent erlgidduemment une mise °
jour du calibrage au vol. Il est donc clairement souhaitable de pouvoir s’affranchir du besoin d’'un
calibrage hors ligne.

Dans cette tese, nous nous concentrons d’'une part sur des méthodes de reconstruction non cali-
brée et d’autre part sur le concept de calibrage en ligne ou auto-calibrage. Nous tachons d'obtenir des
mesures tridimensionnellesame avec des images prises par des caméras noreealilirés informa-
tions obtenues ne sont pas de nature métrigue, mais elles sont néanmoins exploitables pour des taches
de reconnaissance d’'objets ou d’asservissement de robots. Nous avons depklsiguirs rathodes
pratiques pour la reconstruction tridimensionnelle non cadibr”

L'auto-calibrage ou calibrage en ligne consiste a calibrer une caméra uniqueepeetit d'images
d’'objets inconnus. Les images prises au cours d’'une application peuverdttontilisées simultan”
ment pour I'application elle-m&me et pour le calibrage de lasgramNotre contribution majeure dans
ce domaine est une étude des conditionsatgnBrescence qui s’averent appieafréquemment en
pratique. Plus mc¢ig€ment, nous identifions tous les types de mouvements de caméra qui prohibent
l'auto-calibrage.

Mots clés :vision par ordinateur, calibrage, reconstruction tridimensionnelle, reconstruction projec-
tive, auto-calibrage,egjuence de mouvements critique.

Uncalibrated 3D Vision: Contributions to Projective Reconstruction and Study of the
Critical Motions for Self-Calibration

This thesis is about threedimensional reconstruction of objects from images taken by cameras. The
classical scheme is based on an off-line calibration of the cameras. Very often, this is not available
and, in general, dynamic applications need a frequent update of the calibration. Thus it is clearly
desirable to get rid off the requirement of performing an off-line calibration.

In this thesis, we concentrate on the one hand on methods for uncalibrated reconstruction and
on the other hand on the concept of on-line or self-calibration. We try to get threedimensional mea-
surements even from images taken with uncalibrated cameras. The obtained information is not of a
metric nature, but still useful for tasks such as object recognition or the visually guided control of
robot motions. We have developed several methods for uncalibrated threedimensional reconstruction.

Self-calibration consists of calibrating a camera only from images of unknown objects. Images
taken in course of an application can thus be used simultaneously for the application itself and for
camera calibration. Our major contribution in this domain is a study of degeneracy conditions that
turn out to be a very common problem in practice. In concrete terms, we identify all types of camera
motion that prevent self-calibration.

Keywords: computer vision, calibration, threedimensional reconstruction, projective reconstruction,
self-calibration, critical motion sequence.

Discipline : Informatique
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