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2 Éléments de base 5
2.1 Conventions et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2 Des mod`eles de cam´era . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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2.7.2 Cônes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.7.3 Quadrique et conique absolues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.7.4 La conique de Steiner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3 Stratification du calibrage et de la reconstruction 33
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.2 Reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.3 Calibrage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.4 Reconstruction et calibrage par ajustement de faisceaux. . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.5 Stratification du calibrage et de la reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 37

3.5.1 Calibrage et reconstruction projectifs . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.5.2 Calibrage et reconstruction affines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.5.3 Calibrage et reconstruction euclidiens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.6 Scénarios de reconstruction et de calibrage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.6.1 Reconstruction et calibrage projectifs . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . 39



ii TABLE DES MATIÈRES
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7.8.4 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

7.9 Séquences critiques de la cam´era planaire avec des paramètres intrins`eques constants 144
7.9.1 Dérivation des s´equences critiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
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7.10.3 La contrainte du module. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
7.11 Aspects pratiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
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2.8 Configuration g´eométrique d’une tˆete stéréo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.9 L’homographie associ´ee aux projections d’un plan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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1.1.
IntroductionIntroduction

L’œil humain nous permet de percevoir notre environnement et ainsi de pouvoir, par exemple,
reconnaı̂tre des personnes ou des objets. Grâce à nos deux yeux, nous sommes en plus capables
d’estimer des distances ou des vitesses. En vision par ordinateur, aussi appel´ee vision artificielle,
le développement de méthodes et de nouvelles technologies permet d’am´eliorer ou de compléter la
vision humaine dans de nombreuses applications voire même de la remplacer.

Parmi les nombreux exemples d’applications de la vision par ordinateur, on peut citer : la cr´eation
de machines mobiles et autonomes, la surveillance, la cr´eation automatique ou assist´ee de mod`eles
tridimensionnels d’objets existants, l’assistance pour des op´erations chirurgicales ou bien la recherche
d’informations dans des bases de donn´ees constitu´ees d’images ou de séquences vidéo. Les raisons
de l’utilisation de la vision par ordinateur sont liées aux atouts qu’offre l’informatique : rapidit´e du
traitement de gros volumes d’informations, fiabilité et disponibilit´e. La recherche dans de grands en-
sembles d’images, pour l’identification de personnes ou pour la recherche d’images avec un contenu
similaireà une image donnée, est un bon exemple où une grande quantit´e d’informations est présente
et où le temps de r´eponse peut ˆetre un facteur critique.

Nous nous int´eressons, dans cette th`ese, surtout `a l’utilisation de la vision par ordinateur pour la
perception tridimensionnelle de l’environnement, aussi appel´ee vision 3D. Les données `a traiter sont
des images de l’environnement prises par des caméras. Un système de vision 3D a pour but d’ex-
traire des informations de nature tridimensionnelle. Par exemple, un v´ehicule autonome conduisant
sur un terrain inconnu doit être capable de détecter les obstacles et d’estimer leur distance afin de
pouvoir les éviter. Le contournement d’obstacles et la navigation en général peuvent s’appuyer sur
des informations provenant du système de vision, de mˆeme que la saisie d’objets par un bras articul´e.

D’autres applications sont basées sur la création de mod`eles tridimensionnels d’objets ou d’envi-
ronnements, éventuellement enrichis par une texture r´ealiste ou par des informations sur la r´eflectance
de surfaces. De tels modèles rendent possible la navigation virtuelle dans ces environnements ; on peut
par exemple penser `a la visite virtuelle de mus´ees ou de maisons à vendre ou, pourquoi pas, d’un trou
de ver de terre qui a ét´e modélisé à l’aide d’une caméra miniature. Ces applications se distinguent
des techniques classiques de tél´evision 3D par la libert´e du choix de point de vue : une exp´erience
excitante serait par exemple de suivre un penalty de football de la position du gardien de but ou en-
core mieux, depuis le ballon ! Ce dernier exemple semble ˆetre futuriste, vu l’aspect dynamique de
l’environnement `a modéliser. Mais il existe d´ejà des logiciels qui permettent de créer des modèles 3D
(( photoréalistes)) d’objets à partir de quelques images de ces objets. Si ceci demande encore un cer-
tain taux d’interaction de la part de l’utilisateur, la tˆache de la vision par ordinateur dans ce domaine
est d’augmenter `a la fois le degr´e d’automatisme et de r´ealisme dans la cr´eation de mod`eles.
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La détermination de mesures tridimensionnelles demande un certain calibrage du capteur, `a savoir
la caméra. Les caméras effectuent des projections de l’espace tridimensionnel dans un espace bidi-
mensionnel, une surface photosensible. Cette projection peut ˆetre modélis´ee de plusieurs façons et le
calibrage d’une cam´era consiste en la d´etermination des valeurs des paramètres d’un mod`ele choisi.
Le procédé classique pour des applications de vision 3D consiste en un calibrage hors ligne, suivi de
l’application proprement dite. Le calibrage hors ligne est typiquement effectu´e avec un ´equipement
spécial. Or, parmi les applications d´ecrites ci-dessus, il y en a o`u cet équipement n’est pas disponible.
C’est par exemple le cas pour des applications grand public pour lesquelles l’utilisation des caméras
doit être la plus confortable possible. Beaucoup d’applications nécessitent une mise à jour fréquente
du calibrage, due à des changements d´elibérés (zoom, mise au point) ou accidentelle (influences ther-
miques, vibrations) de param`etres de la caméra. La mise `a jour par un nouveau calibrage hors ligne
est pour le moins fastidieuse, et est souvent complètement intol´erable si l’application en cours ne doit
pasêtre interrompue.

À ce stade, on se pose naturellement quelques questions.

. D’une manière générale, est-ce qu’on peut s’affranchir du besoin de calibrer les caméras pour
effectuer des mesures tridimensionnelles?

. Si oui, quels types de mesures sont possibles avec des caméras non calibrées?

Avant de donner des r´eponses, nous considérons un autre type de capteur o`u la situation est similaire,
mais plus simple. Que peut-on mesurer avec un thermomètre dont la graduation a ét´e enlevée? On
ne peut plus qu’ordonnerdes températures. L’ajout d’une marque sur l’´echelle permet de mesurer
des temp´eratures relatives `a cette marque et deux marques permettent finalement de mesurer des
températures absolues.

Revenons aux cam´eras. Habituellement, on veut mesurer des informations tridimensionnelles qui
sont conformes à notre perception du monde : on s’attend par exemple à ce que les dimensions des
objets soient mesurées en unités métriques ou que les angles formés par les murs d’une maison soient
reconnus comme étant des angles droits. Avec des caméras non calibrées, de telles informations mé-
triques ne peuvent pas ˆetre détermin´ees. Tout de mˆeme, il est possible d’extraire des informations
tridimensionnelles, mais qui sont moins riches. Le type de mod`ele 3D que l’on peut obtenir `a partir
d’images non calibrées d’un objet est présent´e dans la figure 1.1 (b). Un tel modèle n’est certainement
pas satisfaisant pour le regard, mais il permet tout de mˆeme de reconnaˆıtre l’objet comme ´etant une
maison.

Nous pouvons alors donner une r´eponse positive `a la première question ci-dessus. Nous allons
répondre `a la deuxième question dans la suite de la thèse, en termes math´ematiques ; ici, nous nous
contentons de la réponse qualitative donnée par la figure 1.1 (b). Deux nouvelles questions émergent
directement.

. À quoi servent des informations tridimensionnelles non métriques?

. Quelles sont les informations faciles `a intégrer qui permettent d’obtenir des informations mé-
triques?

La vision 3D non calibrée est la partie de la vision par ordinateur qui donne des réponses à ces
questions. Des modèles non métriques trouvent des applications dans les domaines de la synthèse
de vues, de la reconnaissance d’objets et du contrôle de mouvements de robots manipulateurs. Ces
modèles peuvent aussi former une premi`ereétape pour la construction de modèles m´etriques : l’in-
formation non m´etrique est souvent facile à obtenir et ceci de mani`ere stable. Ensuite, l’introduction
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(a) Un modèle métrique. (b) Un modèle dit (( projectif )).
Les angles et les distances ne sont
pas préservés, mais la coplanarit´e
et la (( topologie )) de l’objet le
sont.

FIG. 1.1:Deux mod̀eles tridimensionnels d’une maison.

de quelques informations supplémentaires permet de trouver un mod`ele métrique. Ces informations
supplémentaires peuvent être de plusieurs types. Nous considérons surtout le cas o`u il est connu que
toutes les images d’une s´equence `a interpréter proviennent de la même cam´era. D’autres possibilit´es
intéressantes sont des mouvements appropriés de la caméra.

Organisation de la thèse. Dans cette introduction, nous avons donn´e des idées générales sur le
sujet étudié dans cette th`ese.

Le chapitre 3 pr´esente une introduction étendue et plus spécifique. Les concepts importants en
vision non calibrée y sont expliqu´es, tels que la reconstruction projective, l’auto-calibrage et la stra-
tification de la reconstruction. Ce chapitre d´efinit un cadre général dans lequel nous pla¸cons nos
contributions, qui sont réparties sur les chapitres 4 `a 7.

Dans le chapitre 2, nous décrivons des éléments de base qui seront utiles pour la lecture de la
thèse et nous fixons les notations que nous allons utiliser.

Dans le chapitre 4, nous considérons le probl`eme de la reconstruction tridimensionnelle à partir
de deux images. Nous y expliquons pourquoi les méthodes classiques sont inadaptées au problème
de la reconstruction projective. Une nouvelle méthode est proposée qui effectue une reconstruction
projective optimale au sens d’un crit`ere raisonnable.

Ensuite, dans le chapitre 5, nous proposons une méthode pour la reconstruction projective qui uti-
lise plusieurs images simultan´ement, am´eliorant ainsi la stabilit´e et la précision de la reconstruction.
La méthode est élégante et performante, mais nous discutons aussi ses inconvénients.

Le chapitre 6 est d´edié à l’auto-calibrage. Ces dernières années, beaucoup de travaux sur le sujet
ont émergé ; nous les r´esumons dans un ´etat de l’art. Dans ce chapitre, nous proposons une méthode
pour l’auto-calibrage d’une cam´era linéaire, qui se présente relativement simplement par rapport au
cas des caméras habituelles. Nous considérons aussi l’auto-calibrage de caméras avec un objectif `a
focale variable. Une m´ethode est proposée qui s’appuie sur un pré-calibrage d’une caméra.
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Dans le chapitre 7, nous étudions les situations de d´egénérescence de l’auto-calibrage, plus concrè-
tement les mouvements de caméra qui causent des d´egénérescences pathologiques. Ce chapitre contient
uneétude théorique du problème, qui m`eneà des conclusions importantes pour la pratique.

La thèse est close par le chapitre 8, o`u nous résumons nos conclusions et indiquons quelques
perspectives pour la recherche sur les sujets traités.

Des détails et des preuves complétant le contenu des chapitres sont donnés dans les annexes A `a
D.



2.2.
Éléments de baseÉléments de base

Dans ce chapitre, nous décrivons des élé-
ments de base qui seront nécessaires pour la
lecture de cette thèse. Tout d’abord, nous défi-
nissons les notations utilisées. Ensuite, les mo-
dèles de caméra employés dans cette thèse

sont décrits, ainsi que la géométrie épipolaire,
les quadriques et d’autres éléments géométri-
ques.

Pour compléter le contenu du chapitre, nous
renvoyons au livre de Faugeras [58] et aux livres
de géométrie, par exemple [20, 171].



6 CHAPITRE 2. ÉLÉMENTS DE BASE

2.1 Conventions et notations

Tout au long de cette thèse, nous travaillons encoordonńees homog̀enes: à défaut de mention
contraire, les points, les droites, les transformations etc. sont repr´esentés par des vecteurs ou ma-
trices, parfois des tenseurs, d´efinis à un facteur multiplicatif pr`es. L’égalité à un facteur multiplicatif
près entre vecteurs ou matrices est d´esignée par le symbole�. Nous ne distinguons en général pas
les entités géométriques et leurs représentations algébriques, par exemple nous ne faisons pas de
différence entre un point et son vecteur de coordonnées ou entre une conique et sa repr´esentation
matricielle, donn´ee par rapport `a un repère qui est d´eterminé par le contexte.

Les vecteurs sont représentés par des caractères gras, commeq, et les matrices par des caractères
sans-sérif, commeA. Les points 3D sont notés en majuscules, le plus souventQ ouQp. Un point
image (2D) correspondant est désign´e par le même caractère, en minuscule ; iciq ou qp. L’index p
énumère les points eti les images ou vues. Ainsi,qip est la projection dupe point dans laie vue. Les
matrices de projection sont nomméesP ou Pi. La droite reliant deux pointsQ1 etQ2 est désignée
parhQ1Q2i.

Les coniques, quadriques et plans sont désignés par des caractères grecs, minuscules pour les
coniques, comme�, et majuscules pour les autres, comme� pour un cône et� pour un plan. Les
coniques dans l’espace 3D (voir plus bas) sont notées en majuscule :�.

q représente un vecteur colonne. Un vecteur ligne est donn´e parqT, où T désigne la transposition,
d’un vecteur ou d’une matrice. ParA�T, nous abrégeons(AT)

�1
ou (A�1)T. Une sous-matrice d’une

matriceA est souvent not´eeA. Le signe^ est l’opérateur du produit vectoriel et[q]^ est la matrice
anti-symétrique associée à un vecteurq de longueur 3, pour le produit vectoriel :

[q]^ =

0@ 0 �q3 q2
q3 0 �q1
�q2 q1 0

1A :

Parfois, nous d´esignons la matrice adjointe `aA parA�, c’est-à-dire que :

A� = (A)�T :

Les vecteurs et matrices nuls sont représentés par0;02; 03 ou 03�4, leurs dimensions étant connues
du contexte ou indiquées par des indices. La matrice identit´e est désignée parI, ouIm pour indiquer
ses dimensions.

Par abus de langage, nous appelons les similitudes souventtransformations euclidiennes.
ParPn nous désignons l’espace projectif de dimensionn.
Quand nous parlons de projections perspectives ou affines, sans préciser les dimensions des es-

paces concernés, nous sous-entendons des projection deP3 dansP2. Par desbruits gaussienstout
court, nous entendons des bruits de distribution normale, centrés, indépendants et de variance égale.

2.2 Des mod̀eles de caḿera

Dans cette section, nous décrivons les modèles de cam´era utilisés dans cette thèse. Principalement,
le modèle decaméra perspectiveest employ´e (voir 2.2.1 et 2.2.2). Dans 2.2.3, nous adoptons un
modèle sténopé qui permet de traiter ais´ement son cas limite, lacaméra affineet ses sous-classes, les
projections orthographique, orthographique `a l’échelle (perspective faible) et para-perspective. Les
caméras linéairessont brièvement discut´ees en 2.2.4.
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2.2.1 La projection st́enoṕe

Le modèle sténopé modélise une projection perspective avec uncentre de projectionC et un
plan image�. Le centre de projection est souvent aussi appel´e centre optique et le plan image,
r étine. La projection d’un pointQ de l’espace est d´efinie comme ´etant l’intersectionq du rayon de
projection hCQi avec le plan image. Cette projection peut être repr´esentée par une transformation
projectiveP deP3 versP2 :

q3 � P3�4Q4 ;

où les indices indiquent les dimensions des entit´es. La matriceP est appeléematrice de projection.
Nous supposons dans la suite que la matrice de projection est toujours de plein rang, c’est-à-dire
de rang 3. Le centre de projection est représenté (en coordonn´ees homog`enes) par n’importe quel
vecteurC du noyau deP. Ceci correspond bien au fait que la projection du centre de projection n’est
pas définie :PC = 03 (nous rappelons que les vecteurs nuls ne sont pas admis comme vecteurs de
coordonnées homog`enes).

Q

q

Axe optique

Plan image

Plan focal

Centre de projection

Point
principal

FIG. 2.1:Le mod̀ele st́enoṕe.

Nous définissons maintenant quelques autres notations associées au mod`ele sténopé : l’axe op-
tique est la droite passant par le centre de projection et perpendiculaire au plan image. Son inter-
section avec le plan image est lepoint principal . Le plan focal est constitu´e des points deP3 qui
se projettent sur des points à l’infini du plan image. Il s’agit donc du plan passant par le centre de
projection qui est parall`ele au plan image.

Nous distinguons maintenant les deux principaux modèles de caméra : unecaméra perspective
est une caméra effectuant une projection st´enopé, dont le centre de projection est un point qui n’est pas
à l’infini. Une telle projection est aussi appelée projection perspective parfaite. Unecaméra affine
[134] est une cam´era dont la matrice de projection est une transformation affine, c’est-à-dire de la
forme suivante :

P �
�
P2�3 p2
0T3 1

�
:
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Une condition n´ecessaire et suffisante pour qu’une caméra soit affine est que son plan focal soit le plan
à l’infini. Ceci implique que le centre de projection est à l’infini.Toutesles droites perpendiculaires au
plan image passent par le centre de projection et donc les concepts d’axe optique et de point principal
n’ont plus de sens pour la caméra affine.

Dans le prochain paragraphe, nous décrirons les param`etres intrins`eques et extrins`eques de la
caméra perspective de manière classique. En 2.2.3 nous présentons une mod´elisation légèrement dif-
férente qui permettra d’unifier la formulation alg´ebrique des caméras perspective et affine.

2.2.2 Param̀etres intrinsèques et extrins̀eques de la caḿera perspective

La matrice de projectionP ne révèle pas directement les grandeurs physiques qui caract´erisent
le processus de prise d’images avec une cam´era réelle. Nous allons donc, dans la suite, d´ecrire une
façon de décomposerP en des param`etres reflétant des grandeurs physiques de la caméra (et du
système d’acquisition). Cette caractérisation de la cam´era ne capte pas les effets non mod´elisables
par le modèle sténopé idéal, comme par exemple les distorsions optiques (voir 2.2.5). La plupart des
chercheurs en vision par ordinateur se contentent pourtant du degré d’approximation de la r´ealité
fourni par ce modèle (ce qui est différent dans le domaine de la photogramm´etrie où la précision
maximale des mesures est l’un des buts essentiels).

D’abord, nous introduisons quelques repères de coordonnées par rapport auxquels nous allons
définir les transformations composantP.

. Un repère global par rapport auquel sont donnés les points tridimensionnels. Nous l’appelons
le repère monde.

. Un repère 3D local attach´e à la caméra, lerepère caḿera.

. Un repère 2D du plan image, lerepère image.

. Un deuxième rep`ere 2D du plan image, lerepère pixels, associé à la grille des pixels.

Le repère caméra est souvent choisi de la façon suivante [58, 98] : le centre de projection est pris
comme origine, l’axe optique co¨ıncide avec l’axe desZ et le plan image est le planZ = f , où f
est la distance focale de la cam´era. Le rep`ere image a son origine au point principal et ses axes sont
parallèles aux axes desX etY du repère caméra. Quant au rep`ere pixels, nous choisissons de mettre
son origine au coin supérieur gauche de la matrice des pixels ; un des deux axes du rep`ere est paral-
lèle à un axe du rep`ere image. Le deuxième axe est gén´eralement perpendiculaire au premier, mais
l’omission de cette contrainte permet de mod´eliser des caméras avec des pixels non rectangulaires, en
forme de parall´elogramme. Ces repères sont présentés dans la figure 2.2.

La projection perspectiveP peut maintenant ˆetre décompos´ee en une suite de transformations
entre les rep`eres définis ci-dessus :

P � A PP T ;

où nous avons :

. T est la transformation rigide entre le rep`ere monde et le repère cam´era. Elle est de la forme :

T4�4 =

�
R3�3 �Rt3
0T3 1

�
;

oùR est une matrice de rotation (une matrice orthogonale).R indique l’orientation de la cam´era
par rapport au monde ett sa position.
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FIG. 2.2:Les rep̀eres du mod̀ele st́enoṕe.

. PP est la projection perspective proprement dite. Un pointQ � (X;Y;Z; 1)T dans le rep`ere
caméra se projette sur un pointq � (x; y; 1)T avec :

x = f
X

Z
y = f

Y

Z
:

En utilisant des entit´es homog`enes, cette projection peut ˆetre représentée par la matrice :

PP3�4 �
0@f 0 0 0
0 f 0 0
0 0 1 0

1A : (2.1)

. A est la transformation (affine) reliant les repères image et pixels. Sa forme g´enérale est :

A =

0@ku �ku cot � u0
0 kv

sin� v0
0 0 1

1A :

Les param`etres utilisés sont les suivants :ku et kv sont les dimensions des pixels (la longueur
inverse de leurs(( côtés))) ; �, l’angle entre les axes (les cˆotés) des pixels ;(u0; v0)T, les coor-
données du point principal dans le rep`ere pixels.

PuisqueR ett définissent le positionnement de la caméra dans son environnement, ils sont souvent
appelésparamètres extrins̀equesde la caméra. Les autres grandeurs (ku; kv ; f;�; u0 etv0) décrivent
des propriétés physiques spécifiques de la caméra et de la carte d’acquisition et sont donc appelées
paramètres intrinsèques.

Il est facile de voir que les paramètresku; kv et f ne comptent que pour deux param`etres indé-
pendants : le produit deA etPP est :

A PP =

0@kuf �kuf cot � u0 0

0 kvf
sin� v0 0

0 0 1 0

1A =

0@ K3�3 03

1A
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où ku etkv apparaissent toujours avec le facteurf . Nous restreignons donc l’ensemble des param`etres
intrinsèques aux suivants :�u = kuf; �v = kvf;�; u0; v0. Les param`etres�u et �v mesurent la
distance focale, avec comme unité les dimensions des pixels.

Nous appelonsK la matrice des param̀etres intrinsèques:

K =

0@�u ��u cot� u0
0 �v

sin� v0
0 0 1

1A :

Le rapport� = �u sin�
�v

est appel´e rapport d’ échellede la caméra. Avec des pixels rectangulaires
(� = 90�), le rapport d’échelle ´equivaut le rapport des dimensions d’un pixel.

Étant donn´ee une matrice de projectionP d’une caméra perspective, il est aisé d’en extraire les
paramètres intrins`eques et extrinsèques. SoitP = ( P jp). SiP est normalisée de telle mani`ere que sa

troisième ligne soit de norme1, la décomposition QL deP
T

nous fournit les matrices des param`etres
intrinsèques (triangulaire supérieure)K et d’orientation de la caméra (orthogonale)R : P = KR. Le
vecteur de translation est ensuite calcul´e part = �RTK�1p.

Une décomposition courante et utile de la matrice de projection est la suivante :

P = KR
�

I3 �t � :

2.2.3 Une autre formulation – Unification des mod̀eles perspectif et affine

Le choix du repère cam´era fait dans la section pr´ecédente, et la transformation perspectivePP

induite ne permettent pas d’en d´eriver la transformation de projection d’une cam´era affine. La raison
est que le centre de projection est fix´e à l’origine et que la variation de la distance focalef fait
(( bouger)) le plan image. Or, pour obtenir une caméra affine, il faut d´eplacer leplan focal, et avec
lui le centre de projection, à l’infini. Nous adoptons donc un autre modèle, o`u l’origine du repère
caméra est le point principal, au lieu du centre de projection. Ce dernier se trouve alors à la position
C � (0; 0;�f; 1)T (cf. la figure 2.3). Ce modèle a ´eté introduit par Szeliski et Kang [196, 197] (voir
aussi une br`eve discussion dans [58]) et est utilisé pour la reconstruction multi-image par eux-mˆemes
et Azarbayejani et Pentland [9].

Avec cette mod´elisation, un pointQ � (X;Y;Z; 1)T dans le repère cam´era se projette sur un
pointq � (x; y; 1)T par :

x =
X

1 + Z�
y =

Y

1 + Z�
;

où � = 1
f est l’inverse de la distance focale. Cette projection peut être repr´esentée par la matrice :

PP �
0@1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 � 1

1A �
0@f 0 0 0
0 f 0 0
0 0 1 f

1A
qui est à comparer avecPP pour l’autre choix de repères, dont la quatrième colonne est le vecteur nul
(voir l’ équation (2.1)). Changer� fait se déplacer le centre de projection, et notamment si l’on annule
�, on obtient une projection affine : le plan focal est le plan `a l’infini et le centre de projection est le
point à l’infini dans la direction normale au plan image.
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Caméra

Q

q

 0
 0
−f
 1

( )
FIG. 2.3:Le rep̀ere caḿera attach́e au plan image.

2.2.3.1 Caḿera affine

Nous considérons, dans la suite de ce paragraphe, uniquement le cas de la cam´era affine, c’est-`a-
dire le cas o`u � = 0. Nous allons d´eriver les paramètres intrins`eques de la caméra affine directement
des param`etres intrins`eques de la caméra perspective. Ceci est compl´ementaire `a l’approche de Quan
[164] qui les extrait de la matrice de projection affine r´eduite, par une d´ecomposition QL.

Examinons la forme de la matrice de projection complète :

P � A PP T

=

0@ku �ku cot� 0 u0
0 kv

sin� 0 v0
0 0 0 1

1A �
R �Rt
0T 1

�

=

0@ K2�2R2�3 �K Rt+
�
u0
v0

�
0T 1

1A ;

où :

K =

�
ku �ku cot�
0 kv

sin�

�
etR est une matrice de rotation(( amputée )), constituée des deux premières lignes deR. Elle repré-
sente pourtant entièrement la rotationR, puisque la troisi`eme ligne peut en ˆetre reconstituée : elle est
orthogonale aux deux autres et de norme1. Il existe deux solutions pour la troisième ligne dont il faut
choisir celle qui fait que le d´eterminant deR est égal `a1.

Le point principal n’est plus défini pour la caméra affine – tous les points du plan image peuvent
être consid´erés comme la projection orthographique du centre de projection. On peut donc librement
choisir un point de référence pour l’image. Par un choix adéquat, on peut annuler les deux premiers
éléments de la dernière colonne de la matrice de projection, et ainsi absorber la translation de la
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caméra dans l’espace. Ceci correspond à choisir comme point de réf´erence de l’image la projection
du point de référence du rep`ere monde. Avec cette matrice de projection simplifiée, l’´equation de
projection devient :

q �
�
K R 0

0T 1

�
Q :

Si q etQ sont donn´es en coordonn´ees non homog`enes (q3 = 1 etQ4 = 1), cetteéquation estexacte
(= au lieu de�) et on peut alors utiliser une matrice de projection affine réduite, comme elle est
considérée pour l’auto-calibrage par Quan [164] ou utilis´ee pour la reconstruction multi-image par
factorisation par Tomasi, Poelman, Weinshall et Kanade [202, 149, 219] :

PA2�3 = K R :

Puisque nous travaillons maintenant en coordonn´es non homog`enes, cette matrice est d´efinie de ma-
nière unique – il n’y a pas de liberté de facteur d’échelle.

Les matricesK et R jouent, pour la cam´era affine, le mˆeme rôle queK et R pour la cam´era
perspective.

. K est lamatrice des param̀etres intrinsèquesde la caméra affine, contenant ses3 paramètres
intrins èques: ku; kv et�. Ces param`etres ont la mˆeme signification que�u; �v et� pour la
caméra perspective :ku et kv représentent les échelles de la projection par rapport aux deux
directions du plan image et nous retrouvons le même rapport d’échelle que pour la cam´era
perspective :� = ku sin�

kv
= �u sin�

�v
. � est l’angle entre les axes des pixels. Le point principal

n’est plus défini.

. R représente entièrement la position de la caméra : soitr le vecteur compl´etant la matrice de

rotation :R =

�
R

rT

�
. R représente l’orientation du plan image et laposition du centre de

projection est donnée par :

C =

�
r

0

�
:

Si nous décomposonsR en trois matrices de rotation autour des axes desX;Y et Z, dans le
bon ordre, nous pouvons attribuer des rôles individuels aux3 paramètres extrins̀eques, c’est-
à-dire les angles des trois rotations :

RZ =

0@cos �Z � sin�Z 0
sin�Z cos �Z 0

0 0 1

1A
RY =

0@ cos �Y 0 sin�Y
0 1 0

� sin�Y 0 cos �Y

1A RX =

0@1 0 1
0 cos �X � sin�X
0 sin�X cos �X

1A :

Avec R = RZ(RY RX), les angles�X et �Y définissent uniquement lapositiondu centre de
projection qui, pour la caméra affine, d´efinit aussi l’orientationdu plan image dans le monde :

C =

0BB@
� sin�Y

sin�X cos �Y
cos �X cos �Y

0

1CCA :
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Quantà l’angle�Z , il décrit la rotationdansle plan image. S’il y avait un axe optique, on dirait
que c’est la rotation autour de cet axe.

Cette distinction des paramètres extrins`eques nous sera tr`es utile pour l’étude des s´equences de
mouvements qui sont critiques pour l’auto-calibrage de la caméra affine.

En faisant varier les param`etres intrins`eques nous pouvons maintenant reconstituer les sous-
classes bien connues de la caméra affine – les caméras orthographique, orthographique `a l’échelle
et para-perspective [4, 94, 142]. Si nous supposons que les pixels sont rectangulaires, c’est-`a-dire
� = 90�, nous obtenons la matrice des param`etres intrins`eques suivante :

K =

�
ku 0
0 kv

�
:

Quantàku etkv, nous distinguons trois cas : des pixels carrés (ku = kv) donnent lieu à une projection
orthographique à l’ échelle(ou perspective faible). La restriction supplémentaireku = kv = 1 mène
à une projectionorthographique. Quant au casku 6= kv, nous pourrions parler d’une projection
orthographique aux échelles an-isotropiques.

Quant aux projectionspara-perspectives, il est connu qu’elles sont équivalentes aux projections
affines (Basri :(( Para-perspective� Affine )) [10]). Par inspection des param`etres intrins`eques de la
caméra affine, nous pouvons remarquer qu’une projection para-perspective générale peut ˆetre modé-
lisée par une caméra affine avec des pixels non rectangulaires ! Dans [164], Quan montre la relation
entre les paramètres intrins`eques de la caméra affine avec une param´etrisation courante de la caméra
para-perspective.

2.2.4 La caḿera linéaire

Dans les paragraphes précédents, nous avons considéré des caméras effectuant des projections
du monde 3D sur unplan image ou, pour des caméras physiques, sur une surface d’éléments photo-
sensibles. Il existent d’autres types de caméras, dont celles avec unedroite image, ou poss´edant un
vecteurd’éléments photosensibles. Ces cam´eras sont, par exemple, utilisées dans l’imagerie satelli-
taire, où une image bidimensionnelle est obtenue en collant une s´erie d’images lin´eaires (colonnes de
pixels) ensemble, obtenues par la caméra tout en(( balayant)) la scène [84].

Un autre mode d’application condamne les caméras à une vie dans un plan : et leur centre de
projection et la droite image bougent dans un plan et seuls les points du plan sont vus par la caméra.
Nous désignons cette situation par la notion decaméra linéaire. Si besoin est de distinguer les camé-
ras habituelles des cam´eras linéaires, nous employons les expressionscaméras planairesoucaméras
2D. Une application de cam´eras linéaires est prévue par exemple dans le projet Praxitèle [145] : des
voitures sont équipées avec des cam´eras linéaires qui leur permettront de se positionner par rapport `a
d’autres voitures afin de les suivre en conduite automatique. Le positionnement sera facilit´e à l’aide
de lumières fixées `a l’arrière de chaque voiture.

La caméra linéaire peut ˆetre modélis´ee par une projection st´enopé du plan projectifP2 sur la
droite projectiveP1. Les notations introduites pour la caméra planaire au 2.2.1 se traduisent sans
changement au cas présent (par exemple, nous pourrions distinguer les cam´eras linéaires perspectives
et affines). La position de la cam´era linéaire est d´efinie par la position du centre de projection dans
le plan et l’orientation de la droite de projection, ce qui compte pour les3 paramètres extrins̀eques.
Il n’y a que2 paramètres intrinsèques: le point principal, représent´e par une coordonn´eeu0, et la
distance focalef , mesurée relativement `a ku, l’inverse de la taille des pixels (dans la direction de la
droite image).
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En 6.3, nous d´ecrivons une méthode d’auto-calibrage pour la cam´era linéaire, pour laquelle nous
exploitons son tenseur trifocal (voir 2.4.1). Le mod`ele de la cam´era linéaire est utilis´e par Quan pour
la reconstruction affine de droites `a partir de vues affines (cf. 2.4.1).

2.2.5 Mod̀eles plus complexes

Pour des applications nécessitant une haute précision de mesure, le mod`ele sténopé est généra-
lement insuffisant, l’approximation de la projection physique étant trop faible. Ce sont surtout les
photogrammètres qui ont étudi´e les déviations par rapport à la projection perspective que l’on peut
modéliser et qu’il faudrait prendre en compte pour une précision d´esirée [178]. Un mod`ele très ré-
pandu contient, outre les param`etres intrins`eques du mod`ele sténopé, des coefficients de distorsion
radiale et de d´ecentrage [28, 29]. Une alternative `a la modélisation et au calibrage explicites des dis-
torsions consiste en la correction des distorsions par des transformations locales des images, qui ont
été déterminéesà partir de l’image d’une mire spéciale [23]. Il existe une multitude d’autres ph´e-
nomènes, comme le(( line-jitter )) [17] ou le vignetage [8], qui invalident le mod`ele sténopé (voir
[178] pour une collection). Nous n’allons pas détailler cette liste, puisque nous adoptons le mod`ele
de caméra sténopé dans cette th`ese qui est suffisant pour la plupart des applications en vision par
ordinateur.

2.3 La ǵeométrie épipolaire

La géométrie épipolaire est surtout considérée en vue de deux objectifs : l’appariement de pri-
mitives image et l’orientation relative de deux vues. En ce qui concerne l’appariement, la contrainte
épipolaire bien connue se dérive facilement `a l’aide d’un dessin comme montr´e en figure 2.4. Un
point 3DQ définit, avec les deux centres de projection, un plan que l’on appellera sonplan épi-
polaire. Ce plan coupe les plans image en deux droites, appeléesdroites épipolaires. Au faisceau
des plans épipolaires, dont la base est la droite reliant les centres optiques, correspond un faisceau de
droitesépipolaires dans chaque image. Le point de base d’un faisceau de droites épipolaires est appel´e
épipôle. L’ épipôle dans une vue est l’image du centre de projection de l’autre vue. Nous désignons
la projection du centre optique de lajecaméra dans laievue pareij . Dans le cas de seulement deux
vues, nous utilisons les notations simplifiéese1 = e12 ete2 = e21.

La correspondance bijective entre les plans épipolaires et les droites épipolaires dans chaque
image induit une correspondance entre les deux faisceaux ´epipolaires : l’homographie épipolaire
projette une droite épipolaire sur la droite épipolaire dans l’autre image qui se trouve dans le mˆeme
plan épipolaire.

Considérons les projectionsq1 et q2 du point 3DQ. Les deux points image se trouvent sur les
deux droites épipolaires qui sont associées au plan épipolaire deQ. On dira de ces deux droites
qu’elles sont les droites épipolaires correspondantes, ou associées, `aq1 etq2. SiQ se déplace dans
son plan épipolaire, les positions deq1 etq2 dans les images peuvent changer, mais ils restent sur les
mêmes droites ´epipolaires. Il est donc facile `a voir que toute paire de pointsq1 etq2 qui se trouvent
sur deux droites épipolaires correspondantes, sont les projections possibles d’un point 3D. Dans le
cas contraire, c’est-à-dire si les droites ´epipolaires de points imageq1 etq2 ne se correspondent pas,
ces deux points ne peuvent pas être les projections communes d’un point 3D.

Nous venons de d´ecrire la contrainte ´epipolaire pour l’appariement de points dans deux images.
Elle est en g´enéral utilisée pour restreindre la recherche de points correspondants le long de paires de
droitesépipolaires correspondantes.
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FIG. 2.4:La géoḿetrie épipolaire.

Il existe une contrainte similaire pour les images de quadriques : les droites ´epipolaires qui sont
tangentes aux coniques image sont des droites épipolaires correspondantes (à une permutation près
– il y a deux paires de telles tangentes ; voir la figure 2.5). La même contrainte est valable pour les
images de coniques 3D. On retrouve cette contrainte bifocale d’appariement de quadriques/coniques
dans les équations de Kruppa pour l’auto-calibrage [108, 123] (voir 6.2.1.5).

2.3.1 Les matrices fondamentale et essentielle

Pour ce qui est de l’aspect orientation relative de deux vues, on distingue les g´eométriesépipo-
laires (( calibrées)) et (( non calibrées)), selon qu’on considère des cam´eras calibr´ees ou non.̀A ce
point, il est aisé d’introduire les notions de matrice essentielle et fondamentale. Lamatrice fonda-
mentale F est une repr´esentation alg´ebrique de la g´eométrie épipolaire non calibr´ee [63, 72]. Elle
est la matrice d’une corrélation qui transforme des points dans une image sur des droites dans l’autre
image, le tout exprim´e dans les repères pixels des images. Plus pr´ecisément, il s’agit de la corrélation
transformant un point image sur la droite épipolaire correspondante dans l’autre image. Puisqu’il n’y
a qu’un faisceau de droites ´epipolaires, la corr´elation n’est pas de plein rang ce qui veut dire que le
déterminant de la matrice fondamentale est nul. Le noyau deF est précisément l’épipôle.

SoitF12 la matrice fondamentale passant de l’image1 à l’image2. La matrice fondamentaleF21
pour le sens inverse est juste sa transposée :F21 = FT12. La contrainte ´epipolaire pour deux points
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e
1

e
2

FIG. 2.5: La contrainteépipolaire pour les quadriques : il y a deux plansépipolaires tangents̀a la
quadrique et les droiteśepipolaires en induites sont tangentes aux coniques image. Donc, les droites
épipolaires tangentes aux coniques image se correspondent.

imageq1 etq2 peut s’écrire comme :

qT2 F12q1 = 0 :

Cetteéquation exprime queq2 se trouve sur la droite ´epipolaire correspondante `aq1 et qui est don-
née parl2 = F12q1. La transposition de l’´equation donne le résultat analogue dans l’autre sens :
qT1 F

T

12q2 = qT1 F21q2 = 0, c’est-à-dire queq1 se trouve sur la droite ´epipolaire correspondante `aq2,
l1 = F21q2.

Jusqu’alors nous avons travaillé dans les rep`eres pixels. Si l’information du calibrage des deux
vues est disponible, on peut remonter aux repères image. SoientK1 et K2 les deux matrices des
paramètres intrins`eques. Transformer les points image viaK�11 et K�12 implique la transformation
suivante de la matrice fondamentale :

E = KT2 F K1 :

La matriceE est appeléematrice essentielle; elle représente la g´eométrie épipolaire calibrée. Elle
contient toute l’information sur le mouvement des cam´eras, qui peut ˆetre extraite des seules images.
SoientR1,R2, t1 ett2 les orientations et positions des deux cam´eras. La matrice essentielle est donn´ee
par :

E = [R2(t1 � t2)]^R2R
T

1 :
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Le fait queE est le produit d’une matrice anti-sym´etrique et d’une autre orthogonale, impose, outre
la nullité de son d´eterminant, la contrainte que ses deux valeurs singulières non nulles soient égales
[101]. Il est possible d’extraire, deE, l’orientation relative entre les deux cam´eras, c’est-à-dire le
déplacement rigide entre elles, mais, comme il est connu, seulement à un facteur d’échelle global
près : on peut juste déterminer ladirection de la translation entre les cam´eras, non son amplitude.
Afin d’ éviter des confusions concernant la notion classique de l’orientation relative, nous introduisons
ici la rotation relative , qui décrit uniquement la partie rotationnelle du d´eplacement entre les deux
caméras. La rotation relativeR = R2R

T
1 peutêtre détermin´eeà partir de la matrice essentielle. Deux

solutions sont obtenues (étant donné une solution, la deuxième est obtenue en rajoutant une rotation
de 180� autour de la droite de translation). En pratique on peut généralement rejeter une de ces 2
solutions.

La matrice essentielle a ´eté introduite par Longuet-Higgins [112] et utilisée par beaucoup de cher-
cheurs pour l’estimation du mouvement entre deux cam´eras calibr´ees [103, 112, 147, 212, 223, 240].
Une fois le mouvement d´eterminé, il est ais´e d’établir deux matrices de projection afin de recons-
truire la scène par triangulation. La matrice essentielle contient donc toute l’information nécessaire
pour obtenir une reconstruction euclidienne de la scène. Son analogue non calibr´e, la matrice fonda-
mentale, permet de trouver la structure projective de la sc`ene [63, 72], ainsi que deux informations
sur le calibrage des deux caméras [69, 77] (voir aussi 6.2.1.6).

2.3.2 Estimation de la matrice fondamentale

Il y a une multitude de méthodes d’estimation de la matrice fondamentale, presque toutes utili-
sant uniquement des correspondances de points image comme donn´ees [21, 46, 71, 110, 114, 116,
156, 204, 236, 237]. Ces m´ethodes se distinguent surtout dans la param´etrisation deF et le critère
d’optimisation. Nous n’allons pas d´ecrire ces m´ethodes en détail, mais renvoyons aux nombreuses
références citées ci-dessus. Ici, nous allons juste étudier deux crit`eres d’optimisation, afin de pr´eparer
la discussion sur l’optimalit´e d’une méthode de triangulation que nous proposons en chapitre 4.

Il est généralement admis que le mieux qu’on puisse faire pour l’estimation de la matrice fonda-
mentale est d’utiliser une m´ethode itérative, en partant d’une bonne initialisation. Le crit`ere de mini-
misation le plus souvent utilis´e pour les méthodes itératives est la somme des carrés des distances des
points image `a leurs droites ´epipolaires [114] :

bF = argmin
nX

p=1

(d(q1p;F
Tq2p)

2 + d(q2p;Fq1p)
2) ; (2.2)

éventuellement incluant une pond´eration des termes bas´ee sur l’incertitude des coordonnées des
points image.

Hartley a remarqu´e [71] que, sous l’hypothèse d’un bruit gaussien dans les coordonnées des points
image, ce critère ne donne pas la matrice fondamentale statistiquement optimale (au sens du maxi-
mum de vraisemblance). Il faudrait plutˆot déterminer et la matricebF et des points image corrig´esbq0

ip

tels que ces points satisfassent exactement la contrainte ´epipolaire donnée parbF et que la somme des
carrés des distances des points corrigés à ceux mesur´es soit minimale :

fbF; bq0

11; : : : ; bq0

1n; bq0

21; : : : ; bq0

2ng = argmin
Pn

p=1(d(q1p;q
0

1p)
2 + d(q2p;q

0

2p)
2)

sous la contrainte q0

2
T
Fq0

1 = 0 :

(2.3)
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Les inconvénients du crit`ere (2.3) sont le nombre ´elevé des inconnues et le besoin d’une méthode
d’estimation itérative. En effet, minimiser (2.3) revient `a effectuer, implicitement, une reconstruction
projective optimale, c’est-à-dire qui minimise les erreurs de reprojection (voir 3.7).

Trivedi a déjà appliqué le critère (2.3) pour l’estimation de la matrice essentielle [211]. Shapiro
et al.montrent dans [172] que, pour le cas de la g´eométrie épipolaire de cam´eras affines, la minimi-
sation de (2.3) ne n´ecessite pas la prise en compte d’inconnues pour les points image corrig´es. Nous
redérivons ce r´esultat en 4.6.1, o`u nous considérons la triangulation de points 3D avec des caméras
affines. Notamment, nous montrons une expression simple qui donne les points corrigés optimauxbq0

ip

en fonction des coefficients de la(( matrice fondamentale affine)).

2.3.3 Parties syḿetrique et anti-symétrique de la matrice fondamentale

Les parties sym´etrique et anti-sym´etrique de la matrice fondamentale,Fs = F+FT etFa = F�FT,
ont une interpr´etation géométrique intéressante, que nous décrivons dans la suite.

2.3.3.1 La partie syḿetrique

Considérons un point 3DQ, dont les projections dans les deux images ont les mêmes coordonnées
homogènes,q1 � q2. Nous pouvons alors ´ecrire la contrainte ´epipolaire pour ces deux points comme
qT1 Fq1 = 0 ouqT1 F

Tq1 = 0. L’addition de ces équations donne :

qT1 Fsq1 = 0 :

Il est tentant d’interpr´eter la matrice sym´etriqueFs comme une conique. En effet, si l’on repr´esente
les deuxépipôles et les faisceaux épipolaires dans le même repère,Fs est la matrice de la conique de
Steiner (voir 2.7.4) construite par les faisceaux ´epipolaires (voir la figure 2.6). Donc,Fs est le lieu de
tous les points imageq pour lesquels il existe un point 3DQ tel queq � P1Q � P2Q.

2.3.3.2 La partie anti-syḿetrique

Soitqa le noyau de la matrice anti-sym´etriqueFa, c’est-à-dire que(F�FT)qa = 0 ou, autrement
dit, Fa = [qa]^. Il en découle queFqa = FTqa. Nous pouvons interpréterla = Fqa comme une droite
épipolaire dans la deuxième image, qui passe donc par le deuxième ´epipôle. De même,la = FTqa

représente une droite épipolaire dans la première vue, passant par le premier ´epipôle. la est donc la
droite reliant les épipôles (alg´ebriquement, et non pas au sens g´eométrique 3D).

Il est facile de montrer que le pointqa n’est rien d’autre que le pˆole dela par rapport `a la conique
Fs (cf. la figure 2.6) :

Fsqa = (F+ FT)qa = Fqa + FTqa = 2Fqa � la :

Fs et Fa sont une représentation presque unique de la g´eométrie épipolaire : les épipˆoles sont
les deux intersections dela avec la coniqueFs. Pour un point image donn´e, on détermine sa droite
épipolaire dans l’autre image comme suit : on relie le point avec l’épipˆole de son image et détermine
le point d’intersection de cette droite avecFs. La droite reliant le point d’intersection avec l’autre
épipôle est la droite ´epipolaire cherchée. La seule ind´etermination est l’attribution des deux épipˆoles
aux deux images.
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FIG. 2.6: Interprétation ǵeoḿetrique des parties syḿetrique et anti-syḿetrique de la matrice fonda-
mentaleF. La partie syḿetriqueFs représente la conique de Steiner des faisceauxépipolaires et celle
anti-syḿetrique,Fa, le pôle de la droite reliant leśepip̂oles, par rapport̀a cette conique.

2.3.4 La matrice fondamentale pour des mouvements particuliers

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas du mouvement d’une caméra, incluant éventuelle-
ment un changement de focale ou une mise au point. Pour des mouvements particuliers, la matrice
fondamentale peut prendre des formes particuli`eres dépendant de moins de param`etres que la forme
générale. Ces formes particuli`eres deF ont déjà été étudiées par Torret al. [204] et Viéville et Lin-
grand [215]. Torr propose une méthode robuste de choix de mod`ele pour la matrice fondamentale, afin
de trouver la forme minimale de la matrice fondamentale, qui correspond bien `a la nature du mouve-
ment sous-jacent. Vi´eville et Lingrand étudient comment des formes particuli`eres deF permettent de
simplifier leséquations de Kruppa [108, 123] et ainsi de simplifier et stabiliser l’auto-calibrage bas´e
sur ces ´equations (voir 6.2.3.3).

Nous décrivons, dans la suite, des formes particuli`eres deF pour certains types de mouvements.
Dans la section 4.6, ces formes particuli`eres sont exploit´ees afin de simplifier la triangulation de points
3D à partir de deux vues. Le tableau 2.1 sur la page 25 résume les diff´erentes formes (d’autres formes
particulières peuvent ˆetre trouvées dans [215]).

2.3.4.1 Translation pure

Pour une translation pure entre deux vues (les param`etres intrins`eques restent constants),F est
anti-symétrique :

F = [e]^ =

0@ 0 �e3 e2
e3 0 �e1
�e2 e1 0

1A ;
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où e = (e1; e2; e3)
T est l’épipôle, qui est commun aux deux images. La construction deF implique

qu’elle est de rang 2.

2.3.4.2 Caḿeras affines

Pour une cam´era affine [134], le plan `a l’infini est projeté sur la droite à l’infini du plan image.
Considérons une paire de caméras affines. Leurs centres optiques se trouvent `a l’infini, donc les
épipôles sont des points `a l’infini dans les images. En outre, les droites `a l’infini des plans image sont
des droites ´epipolaires correspondantes. Lamatrice fondamentale affinea donc la forme particulière
suivante [172] :

F =

0@0 0 a
0 0 b
c d e

1A : (2.4)

La construction deF implique qu’elle est de rang au plus 2.

2.3.4.3 Zoom et mise au point

Nous considérons le cas d’un changement de focale et éventuellement d’une mise au point d’une
caméra qui ne se déplace pas. Les systèmes mécaniques et optiques sont complexes et relativement
difficiles à modéliser, donc nous adoptons les hypoth`eses faites par Vi´eville et Lingrand [215] : la
mise au point et le changement de focale peuvent ˆetre modélis´es par un changement de quelques
paramètres intrins`eques (point principal et distance focale) et d’une translation du centre optique. La
taille des pixels, l’angle entre les axes des pixels et l’orientation de la cam´era sont suppos´es rester
constant.

Soient :

K1 =

0@��1 s u1
0 �1 v1
0 0 1

1A K2 =

0@��2 s u2
0 �2 v2
0 0 1

1A
les matrices des paramètres intrins`eques avant et apr`es le mouvement. Soitt le vecteur de translation
du déplacement du centre optique. La matrice fondamentale se calcule d’après (voir la section 2.6) :

F = K
�T

2 [t]^ K
�1

1 :

Cette forme de la matrice fondamentale est relativement compliquée, mais des contraintes entre
ses coefficients permettent de dériver une forme générique qui ne dépend que de 5 param`etres :

F �
0@ 0 1 a
�1 b c
d e ae� cd+ abd

1A :

Nous considérons des combinaisons des cas particuliers suivants :

. les pixels sont rectangulaires (� = 90� ous = 0) ;

. la translation du centre optique s’effectue le long de l’axe optique (t = (0; 0; t3)
T) ;

. la translation du centre optique s’effectue dans le plan focal (t = (t1; t2; 0)
T) ;
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. le point principal reste fixe.

Les différentes formes deF sont regroupées dans le tableau 2.1 sur la page 25. Notons que l’hypothèse
de pixelscarrés(� = 1) n’apporte pas de simplifications supplémentaires par rapport au cas de pixels
rectangulaires.

2.3.4.4 Rotation autour d’un axe fixe

Nous considérons le cas d’une cam´era avec des param`etres intrins`eques fixes, qui effectue une
rotation pure, autour d’un axe qui ne passepaspar le centre de projection. C’est le mouvement de
base pour le cas du mouvement planaire, c’est-`a-dire où la caméra se d´eplace dans un plan et effectue
des rotations autour d’axes perpendiculaires au plan de mouvement (voir 6.2.3.2 pour l’auto-calibrage
basé sur de tels mouvements).

Les points 3D dont les projections dans les deux images sont identiques, sont montrés dans la
figure 2.7 (a) : il s’agit des points sur l’axe de rotation et sur le cercle dans le plan de mouvement qui
passe par les deux centres de projection et l’axe de rotation. La conique de Steiner représentée par
la partie sym´etrique deF, dégénère en une paire de droites (voir la figure 2.7 (b)). Il en d´ecoule une
contrainte suppl´ementaire sur la matrice fondamentale :

det Fs = det(F+ FT) = 0 : (2.5)

Notonslr l’image de l’axe de rotation, etlh la (( ligne d’horizon )), l’image du plan de mouve-
ment�. Nous dérivons maintenant une param´etrisation pour la matrice fondamentale qui engendre la
contrainte (2.5). Pour ce faire, nous suivons la construction g´eométrique de la corr´elation représen-
tée parF (cf. figure 2.7 (c)) : soitq1 un point dans la premi`ere image ; sa droite ´epipolaire dans la
deuxième image est obtenue par :

l2 � Fq1 � e2 ^ (lr ^ (e1 ^ q1)) :

En représentation matricielle ceci s’écrit comme :

Fq1 � [e2]^ [lr]^ [e1]^ q1 :

Puisque ceci est valable pour tous les pointsq1, nous pouvons identifier la matrice fondamentale
comme :

F � [e2]^ [lr]^ [e1]^ : (2.6)

F peut donc ˆetre paramétr´ee par les deux ´epipôles et l’image de l’axe de rotation (il y a encore
d’autres possibilités). Chacune de ces trois entit´es n’est définie qu’`a un scalaire pr`es, ce qui fait que
F est définie par 6 param`etres. Ceci est en accord avec le fait que la contrainte (2.5) diminue de 1 le
nombre de param`etres deF.

Plusieurs cas particuliers existent, dont le plus intéressant sera d´eveloppé dans la suite. Considé-
rons une caméra avec des pixels rectangulaires et supposons que l’axede rotation est parall`ele au plan
image et, de plus, `a un des axes des pixels (voir la figure 2.8). Il s’agit d’une configuration st´eréo
typique que l’on retrouve fr´equemment pour les(( têtes st´eréo)). Nous considérons le cas où l’axe de
rotation est parallèle à l’axe desv.

La matrice fondamentale prend la forme suivante :

F =

0@ 0 � cos �2 v0 cos �2
cos �1 0 �u sin�1 � u0 cos �1

�v0 cos �1 u0 cos �2 � �u sin�2 v0(�u(sin �2 � sin�1) + u0(cos �1 � cos �2))

1A :
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Axe de rotation

, plan de mouvement

(a) Les points 3D avec des projections fixes sont ceux sur l’axe de rotation
et sur le cercle dans le plan du mouvement qui passe par les deux centres
de projection et l’axe de rotation.

l r

h
l

e1

2e

(b) La conique de Steiner qui contient les
projections des points 3D de la figure (a) est
une conique d´egénérée, consistant de deux
droites : lr est l’image de l’axe de rotation
et lh la (( ligne d’horizon )), c’est-à-dire la
projection du plan de mouvement. Les deux
épipôles se trouvent évidemment surlh.

l r

h
l

e1

2e

q
1

2l

(c) La construction de la droite ´epipolairel2
correspondante au pointq1. Reliere2 avec le
point d’intersection delr et la droitehe1q1i
donnel2.

FIG. 2.7:Géoḿetrie épipolaire pour une rotation autour d’un axe fixe.

où u0; v0; �u sont les param`etres intrins`eques de la cam´era et�1 et �2 les angles de vergence. Nous
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1 2

FIG. 2.8: Configuration ǵeoḿetrique d’une t̂ete st́eréo. Les grilles de pixels sont esquissées pour
illustrer qu’il n’y a pas de rotation autour des axes optiques.

pouvons identifier les paramètres suivants :

a = � cos �2

b = v0

c = � cos �1

d = �u sin�1 � u0 cos �1

e = u0 cos �2 � �u sin�2 ;

avec lesquels la matrice fondamentale s’écrit comme :

F =

0@ 0 a �ab
�c 0 d
bc e �b(d+ e)

1A :

Dans le cas d’une(( tête stéréo symétrique)), c’est-à-dire où les angles de vergence sont opposés
(�2 = ��1), la matrice fondamentale se simplifie davantage :

F =

0@ 0 cos � �v0 cos �
cos � 0 �u sin�� u0 cos �

�v0 cos � ��u sin�� u0 cos � 2u0v0 cos �

1A :

Avec les param`etres :

a = cos �

b = v0

c = �u sin�

d = u0 cos � ;

la matrice fondamentale s’écrit comme :

F =

0@ 0 a �ab
a 0 c� d
�ab �c� d 2bd

1A :
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Une forme similaire peut être dériv´ee pour un axe de rotation parall`ele à l’axe desu. Li et al.
proposent des méthodes pour estimer la matrice fondamentale pour ces configurations de type tˆete
stéréo, prenant en compte sa forme particuli`ere [111].

2.4 Tenseurs d’appariement

Dans la section pr´ecédente, nous avons d´ecrit la contrainte ´epipolaire pour des points image cor-
respondants, contrainte d’appariement qui est effective pour deux images. Cette contrainte peut ˆetre
codée par la matrice fondamentale (ou essentielle) et se manifeste par une relationbilinéaireentre les
coordonnées de deux points correspondants :

qT2 Fq1 = 0 : (2.7)

Durant les quelques années passées, des relations algébriques pour 3 vues ont ét´e découvertes et puis
étudiées systématiquement. Shashua a trouv´e qu’il existe des relationstrilin éairesentre les coordon-
nées de points correspondants dans trois images [175], r´esultat anticip´e par Spetsakis et Aloimonos
[181]. Shashua a ´egalement introduit le tenseur trifocal, l’analogue de la matrice fondamentale, pour
trois vues. Hartley a dériv´e le tenseur d’appariement de droites dans trois images et r´evélé les liens qui
existent avec le tenseur des points [70]. Après ces découvertes, les relations algébriques des corres-
pondances de points (et de droites) pour un nombre arbitraire d’images ont ét´e étudiées plus systéma-
tiquement par Triggs [207, 208] et Faugeras et Mourrain [62]. Le principe de leurs développements
peut se résumer comme suit (pour plus de d´etails et de r´esultats, nous renvoyons aux références ci-
tées). SoitQ un point 3D qui se projette dansm vues d’après :

P1Q = �1q1

P2Q = �2q2

� � � � � � � � �
PmQ = �mqm :

Nous pouvons regrouper ces équations en une ´equation matricielle :0BB@
P1

P2

� � �
Pm

1CCAQ =

0BB@
�1q1
�2q2
� � �

�mqm

1CCA :

Il en découle que : 0BB@
P1

P2

� � �
Pm

1CCA�
I4 jQ� =

0BB@
P1 �1q1
P2 �2q2
� � � � � �
Pm �mqm

1CCA
| {z }

M

:

La matriceM est de dimension3m � 5, mais son rang est au plus 4, puisqueM est le produit d’une
matrice de 4 colonnes et d’une de 4 lignes. Ceci signifie que tous les mineurs5� 5 deM s’annulent.
En développant les mineurs par les coefficients de la dernière colonne, nous obtenons des équations
homogènes et lin´eaires en les composantes des coordonnées image�iqi. Les coefficients de ces ´equa-
tions sont des déterminants4�4 d’ensembles de lignes des matrices de projectionPi. Pour obtenir les



2.4. TENSEURS D’APPARIEMENT 25

Type de mouvement Forme générique deF # Par.

Translation pure

0@ 0 �c b
c 0 �a
�b a 0

1A 2

Caméras affines

0@0 0 a
0 0 b
c d e

1A 4

Zoom + mise au point Forme gén´erale0@ 0 a3 a2b
�a3 a2c a2d
a2e a2f abf � ade+ bce

1A
5

Pixels rectangulaires0@ 0 a2 ab
�a2 0 ac
ad ae be� cd

1A
4

Translation du centre optique dans le plan focal0@0 0 a
0 0 b
c d e

1A
4

Translation dans le plan focal, pixels rectangulaires0@ 0 0 ab
0 0 �bd
�ac cd e

1A
3

Translation le long de l’axe optique et point principal fixe0@ 0 a �ab
�a c ad� bc
ab �ad� bc b2c

1A
3

Translation le long de l’axe optique, point principal fixe,
pixels rectangulaires0@ 0 1 a

�1 0 b
�a �b 0

1A
2

Rotation autour d’un axe
fixe

Forme gén´erale
[e0]^[lr]^[e]^

6

Tête stéréo0@ 0 a �ab
�c 0 d
bc e �b(d+ e)

1A
4

Tête stéréo symétrique0@ 0 a �ab
a 0 c� d
�ab �c� d 2bd

1A
3

TAB . 2.1:Des formes particulìeres de la matrice fondamentale pour quelques types de mouvements
particuliers.
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contraintes d’appariement, il faut éliminer les facteurs d’échelle�i. On obtient des équations respecti-
vement bilinéaires, trilinéaires ou quadrilinéaires si les d´eterminants sont composés de deux, trois ou
quatre matrices de projection. Un ordre supérieur `a 4 n’estévidemment pas possible. Par conséquent,
les relations algébriques entrem vues sont divis´ees en des relations entre deux, trois ou quatre vues
uniquement.

Les équations multi-lin´eaires pour un ensemble de deux, trois ou quatre vues peuvent ˆetre re-
groupées en des équations tensorielles entre des points image correspondants. Les coefficients des
tenseurs d’appariementF;G (trifocal), H (quadrifocal) et aussi des ´epipôles sont des déterminants
4� 4 déjà mentionn´es, de 4 lignes prises dans les matrices de projection. Il existe des relations alg´e-
briques entre les coefficients des tenseurs, l’exemple le plus simple en est la nullit´e du déterminant de
la matrice fondamentale.

Dans cette th`ese, nous n’utilisons pas les tenseurs d’appariement pour plus de deux vues, `a l’ex-
ception du cas de la cam´era linéaire qui est décrit dans le paragraphe suivant. Nous ne détaillons donc
pas plus les considérations des autres tenseurs et renvoyons le lecteur int´eress´e à [62, 207, 208].

2.4.1 Tenseur trifocal de la caḿera linéaire

En 6.3, nous d´ecrivons une méthode d’auto-calibrage pour la cam´era linéaire qui est basée sur son
tenseur trifocal, que nous considérons brièvement dans la suite. Notons tout d’abord qu’il n’existe que
des relations trilin´eaires entre des vues de cam´eras linéaires. Il n’y a pas de contrainte d’appariement
bifocale : chaque point image définit un rayon de projection dans le plan ; donc pour n’importe quelle
paire de points image, il existe un point 2D qui se projette sur eux – le point d’intersection des rayons
de projection.

Le seul tenseur d’appariement est le tenseur trifocalG, de dimension2� 2� 2. G est défini à un
facteur multiplicatif près, mais en dehors de ceci, il n’existe pas de contrainte suppl´ementaire sur ses
coefficients, contrairement `a l’existence de relations quadratiques pour les tenseurs de vues planaires.

Le tenseur trifocal de cam´eras linéaires a ´eté utilisé par Quan pour la reconstruction affine de
droites [165, 166] : la d´etermination des directions des droites y est formulée par la restriction des
projections affines aux points du plan `a l’infini. Ceci peut être exprim´e en termes de cam´eras linéaires,
leur monde 2D ´etant le plan `a l’infini.

2.5 Homographies associées aux projections d’un plan

Considérons un plan� et une projection perspective ou affine avec un centre de projection hors de
�. La restriction de la projection aux points de� est une transformation bijectiveH1. Une deuxième
projection induit de manière analogue une bijectionH2.

Nous pouvons maintenant ´etablir une correspondance entre les deux projections des points de�.
Soitq1 la première projection d’un pointQ 2 �.Q est donc donn´e parQ � H�11 q1. La reprojection
deQ dans la deuxi`eme image parH2 donne le pointq2 correspondant `aq1. Il existe donc une corres-
pondance bijective entre les projections des points de�, qui peut s’écrire à l’aide de la transformation
H� = H2H

�1

1 :

q2 � H2H
�1

1 q1 = H�q1 :

H� est une homographie et nous l’appelons l’homographie assocíee aux projections du plan�, ou
plus simplement l’homographie de�.
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FIG. 2.9:L’homographie associée aux projections d’un plan. L’homographieH� relie les projet́es de
points du plan� dans les deux images.

L’homographie du plan à l’infini est appeléehomographie infinie et désignée parH1. Au cha-
pitre 3, nous décrivons le rôle que jouent le plan à l’infini et son homographie pour la reconstruction
et le calibrage affines.

2.6 Quelques relations entre homographies, matrices fondamentales et
matrices de projection

Nous résumons brièvement, dans cette section, quelques formules portant sur le calcul de la
matrice fondamentale et les homographies de plans. Nous considérons deux caméras, avec des ma-
trices des paramètres intrins`equesK1 etK2 et des matrices d’orientation et des vecteurs de position
R1;R2; t1 et t2. Leurs matrices de projection sont doncPi = KiRi( I j � ti). Les centres de projec-
tion sont donnés parCT

1 = (tT1 ; 1) etCT
2 = (tT2 ; 1).

Les épipôles. L’ épipôle dans une image est le projet´e du centre de projection de l’autre vue. Les
deuxépipôles sont donc donn´es par :

e1 � K1R1(t2 � t1) (2.8)

e2 � K2R2(t1 � t2) : (2.9)

L’homographie infinie. Les projections d’un point `a l’infini (QT; 0)
T

sont les pointsqi � KiRiQ.
Il en découle que l’homographie infinie entre la vue 1 et la vue 2 se calcule par :

H1 � K2R2R
T

1K
�1

1 : (2.10)

Notons que dans le cas d’une caméra effectuant une translation pure, en gardant ses paramètres in-
trinsèques constant, l’homographie infinie est alors l’identit´e.
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Les homographies ǵenérales. L’homographie d’un plan quelconque�T = (nT;�d) est donn´ee
par :

H� � H1 + e2
nT

�TC1
RT1K

�1

1 :

Au cas où le repère monde co¨ınciderait avec le rep`ere de la premi`ere caméra, l’homographie devien-
drait :

H� � H1 + e2
nT

d
K�11 :

Il est facile de prouver que les deux ´epipôles se correspondent par toute homographie d’un plan,
c’est-à-dire quee2 � H�e1 pour tout plan�.

Les homographies pour des rotations pures. Considérons le cas particulier d’une caméra effec-
tuant une rotation pure autour de son centre de projection. Dans ce cas, tous les plans ont la même
homographie (sauf les plans contenant le centre optique, pour lesquels l’homographie n’est pas dé-
finie), et par conséquent toutes les homographies de plans sont égales à l’homographie infinie (voir
l’ équation (2.10)).

La matrice fondamentale et les homographies. La matrice fondamentale peut être détermin´ee par
un épipôle et une homographie de plan quelconque par :

F � [e2]^H� : (2.11)

L’interprétation géométrique de cette formule est simple : l’homographieH� projette un pointq1 sur
le point q2 dans la deuxième image qui est la projection du mˆeme point 3D de�. Puisqueq1 et
q2 sont des points image correspondants,q2 doit se trouver sur la droite épipolaire deq1 dans la
deuxième image. Par cons´equent, la droitehe2q2i � [e2]^H�q1 est cette droite ´epipolaire.

L’ équation suivante ´etablit une relation directe entre les homographies et la matrice fondamentale,
qui peut servir `a vérifier la cohérence d’une homographie estim´ee avec la g´eométrie épipolaire :

FTH� + HT�F = 0 : (2.12)

La matrice fondamentale et les matrices de projection. Nous donnons maintenant une formule
pour calculer la matrice fondamentale à partir des matrices de projection des deux vues, données par
P1 = ( P1 jp1) etP2 = ( P2 jp2). Le premier centre de projection est le point :

C1 =

 
�P�11 p1

1

!
:

Sa projection dans la deuxième image est le deuxième ´epipôle :

e2 � P2P
�1

1 p1 � p2 :

L’homographie infinie est donnée parH1 � P2P
�1

1 . Donc, d’après (2.11), nous obtenons pour la
matrice fondamentale (cette formule n’est valable que si le centre de projection deP1 n’est pas `a
l’infini) :

F � [P2P
�1

1 p1 � p2]^P2P
�1

1 : (2.13)
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Le chemin inverse, c’est-à-dire remonter de la matrice fondamentale aux matrices de projection,
n’est évidemment pas entièrement défini. On peut pourtant donner l’ensemble des solutions. Les
matrices de projection compatibles avec une matrice fondamentaleF sont :

P1 = ( I j0)
P2 = ( H� je2)

et les matricesP1T;P2T, pour toute transformationT4�4 non singulière.H� est une homographie
d’un plan quelconque.

2.7 Coniques, quadriques, ĉones, ...

2.7.1 Coniques et quadriques

Unequadrique dansPn est un ensemble de points satisfaisant une équation quadratique en leurs
coordonnées homog`enes. Dans cette th`ese, nous ne considérons que des quadriques avec des coeffi-
cients réels. Toute quadrique peut ˆetre représentée par une matrice(n+ 1)� (n+ 1) symétrique.

Unequadrique imaginaire est une quadrique qui ne contient aucun point réel et unequadrique
propre est une quadrique dont la matrice est non singulière. Lesconiquessont les quadriques du plan
projectif P2 ; dans la suite nous n’allons pas distinguer la conique de sa matrice. Une conique dans
l’espace 3D – uneconique 3D– est définie par sonplan support et l’équation de la conique dans ce
plan.

Toutes les coniques propres et imaginaires sont des coniques à centre [20] (le centre d’une conique
est le pôle de la droite à l’infini). Les caract´eristiques suivantes se réfèrent aux coniques imaginaires
et propres. Leur forme normale euclidienne est la matrice diagonale des valeurs propres, d´efinie à
une permutation des valeurs propres près. Si les trois valeurs propres sont distinctes, la conique est
uneellipse imaginaireet poss`ede deux axes de sym´etrie. Les axes sont orthogonaux et passent par le
centre de la conique. Si les valeurs propres ne sont pas distinctes, la conique est uncercle imaginaire
et toutes les droites passant par le centre sont des axes de sym´etrie.

2.7.2 Ĉones

Un cône (propre) est une quadrique dePn de rangn. Nous nous restreignons, dans la suite, au
cas deP3. Sauf mention contraire, nous comprenons parcôneune quadrique de rang 3 dansP3, dont
le vertex (le point singulier) ne se trouvepassur le planà l’infini. Un cône est d´efini de manière
unique par son vertex et une section plane quelconque ne contenant pas le vertex, les sections planes
d’un côneétant des coniques. Dans le chapitre 7, nous utilisons les cˆones via la notion decône de
projection d’une conique 3D, c’est-`a-dire le cône tracé par les rayons de projection des points sur la
conique (voir la figure 2.10).

La forme normale euclidienne d’un cˆone est une matrice diagonale de ses valeurs propres,
diag(�1; �2; �3; 0), avec des�i non nuls. Si tous les�i sont distincts, le cˆone estelliptique et pos-
sède troisaxesmutuellement orthogonaux. Des rotations de180� autour des axes laissent le cˆone
globalement invariant. Si exactement deux des�i sont égaux, le cône estcirculaire et invariantà
des rotations de degré arbitraire autour de sonaxe principal. Un cône avec des valeurs propres non
nulles identiques est uncône isotropique. Des rotations arbitraires autour du vertex laissent un cˆone
isotropique globalement invariant. L’intersection d’un cˆone isotropique avec le plan `a l’infini est la
conique absolue (voir plus bas).
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FIG. 2.10:Cône de projection d’une conique 3D.

2.7.3 Quadrique et conique absolues

La quadrique absoluedePn est définie par les équations :

nX
i=1

X2
i = Xn+1 = 0 :

La conique absolue
1 est la quadrique absolue deP3 et celle du plan projectifP2 consiste en deux
points imaginaires conjugués, connus sous le nom depoints cycliques.

La quadrique absolue dePn est une quadrique imaginaire sur l’hyperplan `a l’infini et sa position
définit la structure euclidienne de l’espace considéré ; par exemple, connaı̂tre la conique absolue nous
donne la structure euclidienne de l’espace tridimensionnel.

Le calibrage intrins`eque d’une cam´era est ´equivalentà la détermination de l’image!1 de
1 (ou
de son dual!�

1
) [59, 123]. La relation!�

1
� KKT permet de d´eterminer la matrice des paramètres

intrinsèquesK de manière unique par une d´ecomposition de Cholesky.

2.7.4 La conique de Steiner

La notion deconique de Steinerse réfèreà un principe de construction d’une conique : considé-
rons deux faisceaux de droites, chacun param´etré projectivement. Les intersections des droites avec
les mêmes coordonnées projectives dans leur faisceau forment une conique (voir la figure 2.11). Cette
conique contient les points de base des deux faisceaux.



(a) Deux faisceaux de droites. (b) Les points d’intersection des droites correspon-
dantes forment une conique.

FIG. 2.11:La conique de Steiner.
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Dans ce chapitre, nous esquissons un scé-
nario général de calibrage et de reconstruction,
celui de l’ajustement de faisceaux. Le but est
d’orienter les caméras (de les calibrer) et de
déterminer des points 3D tels que les rayons
de projection des points image correspondants
se coupent simultanément aux points 3D. Si les
seules données sont des points image, les ré-
sultats de l’ajustement de faisceaux sont un ca-
librage et une reconstruction projectifs. Afin
d’obtenir des résultats plus riches en informa-
tion, il faut introduire des connaissances sur la
scène à reconstruire ou sur le calibrage des ca-

méras. Nous décrivons plusieurs scénarios, se-
lon le type des connaissances disponibles. En
particulier, nous décrivons les cas de recons-
truction et de calibrage projectifs, affines et eu-
clidiens.

Le but de ce chapitre est de placer les cha-
pitres suivants, qui traitent des problèmes de
reconstruction projective et d’auto-calibrage,
dans un cadre plus général. La distinction des
niveaux projectif, affine et euclidien pour la re-
construction et le calibrage suit les idées de
stratification présentées par Faugeras [59],
Luong et Viéville [120] et Koenderink et Van
Doorn [105].
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3.1 Introduction

Considérons les cam´eras comme des instruments de mesure. Notre but est de les utiliser pour la
perception tridimensionnelle et en particulier pour la détermination de lastructuretridimensionnelle
d’un objet ou d’une scène, ce que nous appelons aussireconstruction (tridimensionnelle)de cet objet
ou de cette scène. Les applications en sont nombreuses ; nous renvoyons au chapitre d’introduction
pour des exemples. Outre la structure d’un objet on peut aussi s’int´eresser aumouvementde celui-ci
ou d’une cam´era. Cette tˆache est en effet compl´ementaire `a la détermination de la structure de l’objet
et quand nous parlons de reconstruction, nous sous-entendons gén´eralement qu’elle consiste en la
détermination de la structureet du mouvement.

Le scénario pour la reconstruction est le suivant : une ou plusieurs images d’une scène sont prises
par autant de caméras. L’ensemble des caméras est appel´e syst̀eme de caḿeras. Les caméras ne
sont pas n´ecessairement toutes différentes, i.e. une caméra peut prendre plusieurs images, tout en se
déplaçant entre les prises d’image, mais cela ne fait pas de diff´erence pour la suite.

Comme tout instrument de mesure, les cam´eras peuvent ˆetre calibrées. La notion classique de cali-
brage se réf`ereà la détermination des propriétés physiques qui sont intrinsèques aux caméras. Au sens
de notre scénario de reconstruction, nous parlons de calibrage avec l’idée de calibrer lesyst̀eme com-
pletde caméras, que nous considérons comme un seul instrument de mesure. Le calibrage du système
de caméras consiste `a établir à la fois les propriét´es intrinsèques des caméras ainsi que les relations
géométriques qui décrivent les positions de prise de vue. Nous allons voir que plusieurs niveaux de
calibrage existent, qui donnent lieu à des reconstructions de diff´erents niveaux d’information. Il est
souhaitable d’obtenir une reconstruction euclidienne, c’est-à-dire qui contient des informations mé-
triques sur la sc`ene : des distances entre des points, des angles entre des segments de droite ou entre
des plans... Nous appelons alors le niveau de calibrage nécessaire un calibrage euclidien ou m´etrique.

Si seulement une partie des param`etres du calibrage peut ˆetre déterminée, la structure 3D recons-
truite sera éventuellement moins riche que métrique. Parmi les calibrages partiels, nous distinguons
les calibrages affine et projectif, qui permettent d’obtenir respectivement une reconstruction affine
ou projective de la scène. Ces reconstructions contiennent des informations moins riches que les re-
constructions métriques, mais peuvent n´eanmoins s’avérer utiles. Une reconstruction affine préserve
le parallélisme et permet de mesurer les rapports de distances entre des points sur des segments de
droite parallèles. Une reconstruction projective préserve la collinéarit´e de points et on peut y mesurer
les birapports de points collinéaires.

3.2 Reconstruction

Comment faire pour d´eterminer la structure 3D d’un objet? Consid´erons d’abord le cas o`u nous
disposons d’une seule image de l’objet. Il est connu qu’en général une seule image ne révèle pas
la profondeur de la scène. Pourtant, des connaissances a priori sur l’objet permettent de combler ce
manque. Par exemple, une personne peut estimer la distance entre elle et une porte, même avec un
seul œil ouvert, tout en s’appuyant sur la connaissance qu’une porte mesure en général 2 m`etres
de haut. L’utilisation de telles connaissances n´ecessite que l’objet portant cette information puisse
être identifié au préalable. Nous touchons ici à un autre vaste domaine de recherche en vision par
ordinateur, celui de lareconnaissance d’objets. Il est hors de la port´ee de cette th`ese d’approfondir ce
sujet. Sauf mention contraire, nous supposerons dans la suite de ne disposer d’aucune connaissance
a priori sur l’objetà reconstruire. La seule hypothèse que nous ferons sera sur la nature rigide des
objets considérés.
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Une seule image n’est donc pas suffisante pour reconstruire la structure 3D de la sc`ene. Si nous
rajoutons une deuxième image, prise d’un point de vue différent, la situation change. La reconstruc-
tion se fait souvent individuellement pour desprimitivesde la scène qui peuvent ˆetre extraites dans
les images. Consid´erons par exemple un point d’intérêt (un coin par exemple) d’un objet 3D et ses
deux projetés. Chacun des deux points image permet de limiter les positions possibles du point 3D `a
reconstruire comme ´etant les points sur le rayon de projection associé. La position du point 3D peut
donc en g´enéralêtre détermin´ee comme étant l’intersection des deux rayons de projection (voir la
figure 3.1).

FIG. 3.1:Reconstruction d’un point par intersection de rayons de projection.

Ce procédé requiert la d´etermination préalable des primitives dans les images qui sont les projet´es
de la mêmeprimitive de l’espace 3D. Ceci est le probl`eme de lamise en correspondanceou de
l’ appariementde primitives image. Nous supposons dans la suite que la mise en correspondance a ét´e
établie et nous nous concentrons sur la reconstruction proprement dite.

3.3 Calibrage

Une autre condition pour pouvoir ´etablir la reconstruction par intersection de rayons de projection
est qu’il faut connaˆıtre la géométrie du syst`eme de cam´eras. D’une part cela veut dire qu’il faut être
capable de représenter les rayons de projection dans un repère 3D commun. Ceci requiert la connais-
sance de l’orientation relativedes cam´eras entre elles. D’autre part il faut connaˆıtre, pour chacune des
caméras, la relation g´eométrique entre la position des primitives dans le plan image et celle du centre
de projection. Cette information seulement permet de calculer les rayons de projection des primitives.
Cette relation g´eométrique est intrins`eque aux cam´eras en question et on l’appelleraorientation in-
trinsèque. Elle peutêtre représentée `a l’aide desparam̀etres intrins̀equesdes cam´eras (voir 2.2.2).
L’orientation relative des cam´eras est, de manière analogue, appeléeorientation extrins̀eque. Nous
utilisons souvent l’expressioncalibrage intrins̀equeà la place d’orientation intrins`eque ou même tout
court calibrage, s’il est clair qu’il s’agit du calibrage des paramètres intrins`eques. Au cas o`u nous
considérons une seule caméra en mouvement, on parlera aussi demouvementau lieu d’orientation
extrinsèque.

Le calibrage de tout un système de cam´eras consiste en la détermination des orientations in-
trinsèqueset extrinsèques de toutes les caméras. Une représentation convenable du calibrage d’un
système de caméras est l’ensemble des matrices de projection, données par rapport `a un repère du
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monde qui reste `a définir. La matrice de projection d’une caméra contient ses orientations intrins`eque
et extrinsèque (par rapport au rep`ere du monde). S’il est nécessaire, on peut extraire ces informations
de la matrice de projection (voir 2.2.2), mais sinon nous préf´erons d’utiliser directement la matrice
elle-même pour représenter le calibrage.

3.4 Reconstruction et calibrage par ajustement de faisceaux

Dans les deux paragraphes précédents, nous avons d´ecrit les problèmes de la reconstruction et
du calibrage séparément. Dans la suite, nous allons les réunir dans une formulation plus gén´erale.
Rappelons que les donn´ees premières sont des primitives dans les images et que l’on dispose de
l’appariement de ces primitives dans ces images. Les points permettant des expressions analytiques
convenables, nous nous restreindrons dans la suite à ceux-ci comme primitives, bien que toutes les
définitions soient valables pour n’importe quel type de primitive. Supposons que nous disposions des
projetés den points dansm images,qip étant laieimage dupepoint1.

Un problème combin´e de reconstruction et de calibrage consiste alors `a déterminern points 3D
Qp etm matrices de projectionPi qui collent bien aux donn´ees, c’est-à-dire les points image :

8i = 1; :::;m 8p = 1; :::; n : PiQp � qip : (3.1)

L’id ée géométrique liéeà cetteéquation est qu’on tente simultanément d’orienter les caméras et de
déterminer des points 3D tels que les rayons de projection des points image correspondants se coupent
aux points 3D correspondants. On parle donc aussi d’ajustement de faisceaux(de rayons de projec-
tion) oubundle adjustmenten anglais.

Nous avons jusqu’ici considéré les points image comme seules données. Comme nous allons le
voir plus bas, cette information est suffisante pour obtenir le calibrage et la structure 3D, mais seule-
mentà un niveau projectif. Pour obtenir une structure 3D et un calibrage plus riches en informations
(par exemple au niveau affine ou euclidien), nous devons introduire des données suppl´ementaires.
Celles-ci peuvent être de plusieurs types :

. connaissances sur la structure 3D de la sc`ene ;

. connaissances sur l’orientation intrinsèque des caméras ;

. connaissances sur l’orientation extrinsèque des cam´eras.

Par exemple, si la structureeuclidiennede la scène est connue et les orientations intrins`eques et
extrinsèques sont `a déterminer, nous retrouvons le problème classique du calibrage (euclidien) de
caméras.

Lors d’un ajustement de faisceaux, les informations sur la structure 3D de la sc`ene et l’orienta-
tion des caméras sont introduites sous la forme de contraintes que la solution doit respecter pour ˆetre
valable. Nous étendons alors la d´efinition de l’ajustement de faisceaux faite ci-dessus : l’ajustement
de faisceaux consiste `a déterminer des points 3DQp et des matrices de projectionPi tels que l’équa-
tion (3.1) et toutes les contraintes sur la structure 3D de la sc`ene et l’orientation des cam´eras soient
satisfaites2.

Une contrainte que nous imposons partout, mˆeme si ce n’est pas dit explicitement, est que la sc`ene
est suppos´ee être rigide durant la prise des images. La pr´esence ou absence d’autres contraintes de

1. Nous supposons ici que tous les points sont visibles dans toutes les vues. Cette contrainte n’est pas n´ecessaire, mais
elle permet une formulation plus simple.

2. Nous supposons que les contraintes ne sont pas contradictoires.
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typesénumérés plus haut donne lieu `a de différents sc´enarios de reconstruction et de calibrage. Nous
allons décrire quelques-uns de ces scénarios en section 3.6.

3.5 Stratification du calibrage et de la reconstruction

Dans l’introduction de ce chapitre nous parlons de plusieurs niveaux de calibrage, qui donnent
lieu à de différents niveaux de reconstruction. Une façon de voir les choses est de consid´erer le re-
père par rapport auquel les matrices de projection sont donn´ees. S’il s’agit d’un repère euclidien, la
reconstruction sera euclidienne. Souvent la position absolue du repère n’est pas importante, pourvu
qu’il reste un rep`ere euclidien – la structure euclidienne d’un objet est indépendante du repère dans
laquelle elle est repr´esentée. Si le rep`ere d’une reconstruction peut ˆetre choisi arbitrairement, nous
disons que la reconstruction est à une transformation euclidienne (inconnue) près.

Si le repère est affine (respectivement projectif), la reconstruction sera du niveau analogue, c’est-
à-dire affine (respectivement projective). Ceci veut dire qu’il y a une transformation affine (respective-
ment projective) entre la vraie structure et la reconstruction. Bien que cette transformation ne préserve
en général pas les propriétés m´etriques de la sc`ene, les propriétés affines (respectivement projectives)
sont préservées et peuvent donc ˆetre extraites de la reconstruction. Comme dans le cas euclidien,
le repère affine (respectivement projectif) peut normalement ˆetre choisi de mani`ere arbitraire, et la
reconstruction sera d´efinieà une transformation affine (respectivement projective) pr`es.

Si les matrices de projection sont données par rapport `a un repère euclidien (respectivement af-
fine ou projectif), nous disons que nous disposons d’un calibrage euclidien (respectivement affine ou
projectif) du syst`eme de caméras. Maintenant se pose une question très importante : quelles sont les
informations nécessaires pour obtenir un calibrage d’un type donn´e?

D’abord, nous nous int´eressons au cas o`u aucuneinformation suppl´ementaire n’est disponible.

3.5.1 Calibrage et reconstruction projectifs

Faugeras et ind´ependamment Hartleyet al. ont montré que mˆeme sans aucune connaissance sur
la structure de la sc`ene ou sur l’orientation des cam´eras (extrins`eque et intrins`eque), le calibrage
projectif3 d’un système de cam´eras est possible [57, 72] ! Or, la structure 3D de la sc`ene peut ˆetre
reconstruite `a une transformation projective inconnue pr`es. La reconstruction projective r´evèle des ca-
ractéristiques de la scène, qui sont invariantes aux transformations projectives, comme la collinéarit´e
et les birapports.

Il est donc possible de trouver des matrices de projectionPi et des points 3DQp tels que :

qip � PiQp

pour touti et p. Si l’on ne dispose pas de connaissances suppl´ementaires sur lesPi et lesQp, on ne
peut pas obtenir de reconstruction et de calibrage plus riches que projectifs : pour toute transforma-
tion projective non singuli`ereT4�4, les matrices de projection(PiT

�1) et les points 3D(TQp) sont
également des solutions possibles pour le calibrage et la reconstruction, puisque :

(PiT
�1)(TQp) = PiQp � qip :

Considérons maintenant le cas de deux images. Une repr´esentation minimale du calibrage projec-
tif d’un système de deux caméras est donnée par sa g´eométrie épipolaire : sa connaissance permet de

3. Souvent aussi appel´e calibrage faible.
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calculer toutes les matrices de projection représentant un calibrage projectif du système. Une possibi-
lit é pour ce faire est la suivante. Soit la g´eométrieépipolaire représent´ee par la matrice fondamentale,
F. Nous définissons des matrices de projection par :

P1 =
�

I 0
�

P2 =
�

H� e2
�

;

où H� est une homographie quelconque qui doit ˆetre cohérente avecF (cf. l’ équation (2.12) dans
la section 2.6). Les matrices de projection de tous les calibrages projectifs possibles peuvent être
obtenues en multipliantP1 etP2 par des transformations projectives non singuli`eres.

3.5.2 Calibrage et reconstruction affines

Nous supposons qu’un calibrage projectif est donn´e, c’est-à-dire que nous avons des matrices
de projection dans un repère projectif du monde. Pour obtenir un calibrage affine, il faut effectuer
un changement de rep`ere appropri´e, qui transforme le repère projectif en repère affine. La difficult´e
est de trouver un repère qui soit affine. Pour ce faire, il faut identifier le plan à l’infini qui, dans le
repère projectif, n’est pas en position canonique (qui est représentée par les coordonnées de plan
(0; 0; 0; 1)T). Appliquer une transformation projective quelconque qui projette le plan à l’infini sur
cette position canonique revient ensuite à effectuer le changement de rep`ere désir´e.

La connaissance du plan `a l’infini permet de d´eterminer les caract´eristiques affines de la sc`ene et
réciproquement, la connaissance de suffisamment de caract´eristiques affines permet de d´eterminer le
planà l’infini. Parmi les caract´eristiques affines se trouvent les rapports de distances de points sur des
segments de droite parallèles et le parallélisme de droites et de plans. Considérons par exemple trois
paires de droites parall`eles. Chaque paire se coupe en un point `a l’infini. Les trois points à l’infini,
s’ils ne sont pas collinéaires, d´efinissent le plan à l’infini [167]. D’autres types de connaissances qui
permettent de trouver le plan à l’infini seront d´ecrits en section 3.6.

Comme pour le cas projectif, nous discutons plus en d´etail le cas de deux vues.Étant donn´e la
géométrieépipolaire, une représentation convenable du calibrage affine d’un système de deux caméras
est donn´ee par l’homographie infinieH1 : sa connaissance permet de calculer toutes les matrices de
projection représentant un calibrage affine du système. Définissons des matrices de projection par :

P1 =
�

I 0
�

P2 =
�

H1 e2
�

:

Les matrices de projection de tous les calibrages affines possibles peuvent être obtenues en multipliant
P1 etP2 par des transformations affines non singuli`eres.

3.5.3 Calibrage et reconstruction euclidiens

Nous supposons qu’un calibrage affine est donn´e, c’est-à-dire que nous avons des matrices de
projection dans un repère affine du monde. Pour obtenir un calibrage euclidien, il faut effectuer un
changement de repère appropri´e, qui transforme le rep`ere affine en repère euclidien. Pour trouver
un repère euclidien, il faut identifier la conique absolue qui, dans le repère affine, n’est pas en posi-
tion canonique (cf. la section 2.7.3). Appliquer une transformation affine quelconque qui projette la
conique absolue sur sa position canonique revient ensuite à effectuer le changement de rep`ere désir´e.

Il y a une petite impr´ecision dans les propos précédents : la conique absolue ne spécifie pas com-
plètement la g´eométrie euclidienne, mais seulement `a un changement d’´echelle uniforme pr`es. Plus
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précisément, la conique absolue permet de mesurer les angles, mais les distances ne peuvent ˆetre cal-
culées qu’à un facteur d’échelle près. Si besoin est de calculer des distances absolues, il suffit de fixer
cetteéchelle, ce qui est possible si une seule distance absolue est connue (par exemple, la distance
entre deux points reconstruits ou entre deux caméras). Dans la suite, quand nous parlons de recons-
tructions euclidiennes, nous sous-entendons que celles-ci sont en fait définies `a une transformation de
similitude près.

Comme caractéristiques euclidiennes, nous avons déjà mentionné les angles et les distances.
D’autres types de connaissances qui permettent de trouver la conique absolue sont d´ecrits en sec-
tion 3.6.

Comme pour les cas projectif et affine, nous discutons le cas de deux vues.Étant donn´e la géo-
métrie épipolaire et l’homographieH1, des repr´esentations convenables du calibrage euclidien sont
données par les deux images!11 et !12 de la conique absolue
1 ou par les deux matrices des
paramètres intrins`equesK1 etK2. Ces repr´esentations sont équivalentes ; elles sont reli´ees entre elles
par les relations!�

11 � K1K
T
1 et!�

12 � K2K
T
2 (cf. 2.7.3). Les images de la conique absolue peuvent

doncêtre calculéesà partir des matrices des paramètres intrins`eques et r´eciproquement (par décom-
position de Cholesky des matrices définies positives!1i). Nous décrivons maintenant comment cal-
culer toutes les matrices de projection représentant un calibrage euclidien du système. Définissons
des matrices de projection par :

P1 =
�

K1 0
�

P2 =
�

H1K1 e2
�

:

Les matrices de projection de tous les calibrages euclidiens possibles peuvent ˆetre obtenues en multi-
pliantP1 etP2 par des transformations euclidiennes.

Pour la construction de la matriceP2 nous avons profit´e du fait que l’homographie infinie est
donnée parH1 � K2RK

�1

1 oùR est la rotation relative entre les deux caméras. Ainsi, la sous-matrice
H1K1 deP2 est égale `aK2R, comme on s’y attend.

3.6 Sćenarios de reconstruction et de calibrage

Nous avons vu que sans aucune connaissance sur la sc`eneà reconstruire et sur le calibrage des ca-
méras, le calibrage projectif des cam´eras et la reconstruction projective de la sc`ene sont possibles.
Pour obtenir une reconstruction et un calibrage plus riches en information, il faut introduire des
connaissances (cf. la discussion dans les sections précédentes). Les types et le nombre de ces connais-
sances d´eterminent le niveau de reconstruction et de calibrage qu’il est possible d’atteindre. Dans la
suite, nous décrirons plusieurs scénarios typiques en vision par ordinateur tridimensionnelle ou sté-
réoscopique. Nous les distinguons selon le niveau g´eométrique des r´esultats attendus (projectif, affine
ou euclidien) et selon les connaissances disponibles a priori. Pour les scénarios considérés plus en
détail dans cette th`ese nous indiquons les liens vers les paragraphes correspondants.

3.6.1 Reconstruction et calibrage projectifs

C’est le scénario où aucune connaissance sur la sc`eneà reconstruire et sur le calibrage des caméras
n’est disponible ou utilisée. Deux chapitres de cette th`ese sont principalement d´ediés à ce domaine.
Dans le chapitre 4, nous considérons le probl`eme de la reconstruction à partir de deux images, ´etant
donné le calibrage projectif des caméras. Nous proposons des méthodes dont l’utilisation n’est pas
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bornée à la reconstruction projective mais qui sont particulièrement bien adaptées `a ce cas de re-
construction. Dans le chapitre 5, nous considérons le probl`eme de la reconstruction et du calibrage
projectifsà partir de plusieurs vues.

3.6.2 Reconstruction et calibrage affines

Nous décrivons plusieurs types de connaissances qui permettent de s’élever au niveau affine.

3.6.2.1 Utilisation de connaissances sur le calibrage

Caméras affines. Le seul fait que les images aient été obtenues par des projections affines suffit `a
déterminer le plan à l’infini (à partir de deux images). Ce résultat est facile `a démontrer : nous sup-
posons qu’une reconstruction projective et un calibrage projectif ont déj`a été obtenus. Pour identifier
le planà l’infini dans le rep`ere projectif, il suffit de trouver trois points à l’infini. Les centres de pro-
jection de cam´eras affines étant des points à l’infini, nous disposons donc déjà de deux points. Un ou
plusieurs autres points à l’infini peuvent ˆetre construits de la mani`ere suivante : nous savons que les
droitesà l’infini des plans image sont des droites épipolaires correspondantes et que leur plan épipo-
laire est le plan à l’infini. Toute paire de points `a l’infini dans les deux plans image est la projection
d’un point 3D du plan `a l’infini. Il suffit alors de prendre une telle paire et de reconstruire le point 3D
pour obtenir le troisième point `a l’infini qui permet d’identifier le plan à l’infini (cf. la figure 3.2).

8

Droites à
l’infini

FIG. 3.2: Reconstruction affinèa partir de vues affines. Une reconstruction projective fournit deux
pointsà l’infini via les deux centres de projection. Il suffit alors de prendre une quelconque paire de
pointsà l’infini dans les deux images et de reconstruire le point 3D pour obtenir le troisième point
qui permet de d́eterminer le plaǹa l’infini.

Translations pures. Deux images prises par une caméra effectuant une translation pure sans chan-
ger ses param`etres intrins`eques permettent de trouver la structure affine de la scène et le calibrage
affine [131]. Une fa¸con de voir ceci est de constater que l’homographie infinie pour ce type de mou-
vement est l’identit´e (cf. l’équation (2.10)). Or, apr`es la détermination de la g´eométrie épipolaire
(l’épipôle suffirait), nous pouvons construire des matrices de projection représentant le calibrage af-
fine (voir 3.5.2). La reconstruction avec ce calibrage sera donc affine.

Paramètres intrinsèques constants. Dans ce cas, les homographies infinies entre des paires de
vues ont une forme particulière – elles sont conjuguées à des matrices orthogonales (cf. l’équation
(2.10)). Ceci implique que les valeurs propres de chaque homographie infinie ont le même module.
Cette contrainte est appelée lacontrainte du module[120, 150, 153] et peut ˆetre utilisée pour identifier
le plan à l’infini à partir de 3 vues. Nous consid´erons cette contrainte plus en détail en 6.2.1.4 et 7.10.3.
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Syst̀eme st́eréo. Plusieurs travaux consid`erent des systèmes de deux caméras qui se déplacent en-
semble et sans changer leurs param`etres intrins`eques. Quan a ét´e le premier `a parler de calibrage
affine [161] : puisque l’orientation relative entre les caméras ne change pas lors de déplacements du
système, il suffit de calculer une fois pour toutes l’homographie infinie des deux cam´eras. Ensuite,
même après un d´eplacement arbitraire du syst`eme, on pourra établir une reconstruction affine de la
scène. Dans [190, 191], nous décrivons des méthodes de calibrage affine qui sont basées sur un dé-
placement translationnel du système des caméras. Beardsley et Zisserman, dans [15], se basent sur un
mouvement planaire des caméras (translation dans un plan et rotation autour d’axes perpendiculaires
à ce plan). Zissermanet al.ont finalement montré que le calibrage affine est possible même avec un
mouvement g´enéral du système stér´eo [242]. Cette derni`ere approche est décrite un peu plus en d´etail
en section 6.2.9.

3.6.2.2 Utilisation de connaissances sur la scène

La connaissance de suffisamment de propriétés affines de la scène permet de d´eterminer le plan
à l’infini. Au 3.5.2, nous avons déj`a évoqué le cas de trois paires de droites parall`eles dans la scène.
D’autres possibilités sont l’utilisation de rapports de distance entre des points collin´eaires et la connais-
sance du parall´elisme de cercles [191].

3.6.3 Reconstruction et calibrage euclidiens

3.6.3.1 Utilisation de connaissances sur le calibrage

Estimation du mouvement baśee sur le calibrage intrins̀eque. C’est le scénario classique d’esti-
mation du mouvement. Au 2.3.1, nous décrivons le cas de deux images.

Calibrage intrinsèque baśe sur la connaissance du mouvement.La configuration typique est une
caméra montée sur un bras de robot, dont on peut mesurer le mouvement ou, si besoin est, effectuer
des mouvements contrˆolés [95, 97]. Le calibrage de la caméra se base sur l’hypothèse que sa position
relative au bras de robot reste fixe. En section 6.2.5, nous décrivons quelques méthodes de calibrage
intrinsèque d’une cam´era dont le mouvement est, du moins partiellement, connu.

Calibrage baśe sur des mouvements particuliers. Il existe des m´ethodes de calibrage qui ne né-
cessitent pas la connaissance complète du mouvement (angles de rotation ou distances de translation),
mais seulement la connaissance dutypede mouvement. Par exemple, le calibrage intrins`eque d’une
caméra est possible si elle effectue des rotations pures autour du centre de projection [82]. Au chapitre
6, nous d´ecrivons ce scénario et quelques autres plus en d´etail.

Auto-calibrage. Le scénario classique d’auto-calibrage concerne une caméra en mouvement, mais
sans changement des param`etres intrins`eques. L’invariance des param`etres intrins`eques (et ainsi de
l’image de la conique absolue) et la rigidit´e de la sc`ene sont suffisantes pour d´eterminer le cali-
brage (intrins`eque et extrinsèque) et la structure euclidiens : la conique absolue peut ˆetre détermin´ee
commeétant la seule conique dans la scène dont les projetées sont identiques dans toutes les images.
Diff érentes méthodes d’auto-calibrage qui existent dans la littérature sont d´ecrites au chapitre 6. Ce
chapitre contient aussi une description de méthodes d’auto-calibrage pour des systèmes stér´eo.

Au lieu d’auto-calibrage, nous parlons aussi dereconstruction euclidienne non calibrée, puisque
souvent la reconstruction est le but et le calibrage joue juste un rˆole intermédiaire.
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3.6.3.2 Utilisation de connaissances sur la scène

Nous trouvons ici le scénario classique de calibrage de caméras qui est bas´e sur des images de
(( mires de calibrage)). Il s’agit typiquement d’objets avec des(( cibles )) facilement détectables dans
les images. Les coordonnées tridimensionnelles de ces cibles sont connues (par rapport `a un repère
attaché à la mire) avec une haute précision. Des méthodes de calibrage qui utilisent des mires sont
décrites par exemple dans [65, 222].

En photogrammétrie et surtout pour la reconstruction `a partir d’images aériennes, l’utilisation de
points de contrôle est courante [178] : les coordonnées de quelques points de la sc`ene sont mesur´es,
par rapport `a un repère donné (manuellement ou à l’aide d’autres capteurs que des cam´eras). Cette
information sert à initialiser le calibrage des cam´eras (souvent le calibrage intrinsèque est déj`a donné).
Ensuite, les autres points de la sc`ene peuvent ˆetre reconstruits.

D’autres connaissances euclidiennes sur la sc`ene permettent de transformer une reconstruction
projective en une euclidienne ou de calibrer des param`etres intrins`eques. Boufamaet al.[22] prennent
en compte des distances entre des points 3D et des angles droits pour transformer une reconstruction
projective en une euclidienne. Des images de sphères peuvent ˆetre utilisées pour d´eterminer le rapport
d’échelle� [146]. Une méthode appliquée surtout par les photogramm`etres permet de calculer des
distorsions optiques `a partir d’images de segments de droite ((( plumb lines))) [29]. Dans [191], nous
décrivons comment calibrer une cam´era à partir de deux images de trois paires de cercles parallèles.

3.7 Prise en compte du bruit

Lors de la définition du problème de la reconstruction et du calibrage par ajustement de faisceaux
en section 3.4, nous avons n´egligé les effets du bruit sur les positions des primitives image. En outre,
les connaissances qui sont disponibles sur la structure de la scène ou sur le calibrage sont sujet `a une
certaine incertitude (par exemple, les coordonnées des points caract´eristiques d’une mire de calibrage
sont seulement connues avec une pr´ecision finie). La pr´esence de bruit et de connaissances incertaines
fait qu’il y a en général pas de solution exacte pour l’ajustement de faisceaux : et l’équation (3.1) et
les contraintes ne pourront ˆetre satisfaites exactement ; il restera toujours une erreur de r´esidu. On
tente alors de minimiser cette erreur afin d’obtenir une reconstruction et un calibrage optimaux.

La question d’optimalit´e dépend du choix d’un crit`ere d’optimisation. Nous d´ecrivons dans la
suite le critère qui est généralement adopt´e. Il s’agit ducrit ère des erreurs de reprojectiondont le
but est de minimiser la somme des carr´es des distances entre les points image mesurés (les données)
et des points obtenus par reprojection de la reconstruction :

fbP1; :::; bPm; bQ1; :::; bQng = argmin
X
i;p

d(qip;PiQp)
2 ; (3.2)

où d(�; �) désigne la distance euclidienne.
Ce critère n’est pas choisi au hasard : si les coordonnées des points image sont affectées par un

bruit gaussien (voir 2.1), ce crit`ere donne la solution au maximum de vraisemblance [178].

3.8 Résuḿe et liens vers les chapitres suivants

Nous avons bri`evement d´ecrit les principes de la stratification de la reconstruction et du cali-
brage dans un formalisme d’ajustement de faisceaux. Les niveaux projectif, affine et euclidien ont
été pass´es en revue et nous avons décrit pour chaque niveau quel type d’information est n´ecessaire
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pour l’atteindre. L’appariement de primitives image suffit pour la reconstruction et pour le calibrage
projectifs. Les deux chapitres suivants sont principalement d´ediés au d´eveloppement de m´ethodes
numériques pour cette tâche.

Ensuite, nous nous intéressons aux problèmes de la reconstruction euclidienne non calibrée et de
l’auto-calibrage. Nous considérons surtout le cas o`u aucune information sur la structure de la sc`ene
ou sur le mouvement des caméras n’est disponible. Les seules connaissances sont des contraintes sur
les paramètres intrins`eques telles que leur invariance pour une caméra en mouvement ou le fait que
les pixels sont rectangulaires. Ces cas et quelques autres sont d´ecrits dans le chapitre 6.

Finalement, au chapitre 7, nous décrivons des mouvements de caméra qui causent des d´egénéres-
cences pour la reconstruction euclidienne non calibrée et l’auto-calibrage.





4.4.
Triangulation

– reconstruction à partir de 2 vues
Triangulation

– reconstruction à partir de 2 vues

Dans ce chapitre, nous considérons le pro-
blème de la reconstruction de points à partir
de deux vues. D’abord, nous passons en revue
des méthodes classiques de reconstruction à
partir de vues calibrées, donc des méthodes de
reconstruction euclidienne. Ensuite, nous nous
concentrons sur le cas de la reconstruction pro-
jective, à partir de vues non calibrées et de la
reconstruction affine, étant donné un calibrage
affine. Nous montrons que les méthodes
(( calibrées )) sont inappropriées dans ces cas.
La partie principale du chapitre est la descrip-
tion d’une méthode de reconstruction, appli-
cable aux cas projectif, affine et euclidien, et

qui fournit le résultat optimal, d’après le critère
de minimisation des erreurs de reprojection.

Pour cette méthode, nous décrivons des
simplifications qui sont possibles pour certains
types de mouvement, impliquant des formes
particulières de la matrice fondamentale. Nous
présentons également d’autres méthodes et dis-
cutons leur applicabilité aux différents cas de
reconstruction. Les résultats d’expériences éva-
luant toutes ces méthodes sont donnés en fin
de chapitre.

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus
en grande partie en collaboration avec Richard
Hartley. Une partie des résultats a été publiée
dans [73, 74, 75].
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4.1 Le problème de la triangulation

Nous supposons qu’un pointQ deR3 est visible dans deux vues, dont les matrices de projec-
tion P1 etP2 sont connues. Soientq1 etq2 les projections deQ dans les deux vues. Il est facile de
déterminer les rayons de projection correspondant aux deux points image. Leprobl ème de la trian-
gulation consiste en la d´etermination de l’intersection des deux rayons de projection.À première vue,
ce problème semble ˆetre trivial puisque l’intersection de deux droites ne repr´esente aucune difficulté.
Pourtant, en présence de bruit dans les coordonnées des points image, les rayons de projection ne se
coupent g´enéralement pas, et il devient alors nécessaire de trouver une meilleure solution, sous l’hy-
pothèse d’un certain modèle de bruit. La m´ethode classique consiste à choisir le point minimisant la
somme des distances aux rayons de projection non incidents – il s’agit du point milieu de la perpen-
diculaire commune aux rayons. Cette solution s’appuie sur des notions euclidienne (perpendicularité)
et affine (point de milieu) et n’a donc pas de sens si nous consid´erons la reconstruction projective
ou même affine (pour la perpendicularité) o`u le monde 3D n’est connu qu’`a une transformation pro-
jective ou affine pr`es. Nous proposons dans la suite l’utilisation d’un autre critère de minimisation,
qui est basé sur des distancesdans les images. Ceci a l’avantage qu’on combat le bruit l`a où il se
manifeste – dans la position des points image – et que le crit`ere est valide pour tous les niveaux de
reconstruction – euclidien, affine et projectif.

Organisation de ce chapitre. Nous introduisons d’abord la notion d’invariance de méthodes de
triangulation par rapport à des transformations de l’espace 3D d’un groupe donné. Ensuite, dans la
section 4.3 nous rappelons brièvement les méthodes classiques de reconstruction à partir de deux vues.
Dans la section 4.4, nous proposons un crit`ere de minimisation dans les images. Une m´ethode origi-
nale de triangulation qui résout ce critère de mani`ere optimale est d´eveloppée en 4.5. Ensuite, nous
étudions des simplifications de la complexit´e algébrique de notre méthode dues à des mouvements
particuliers entre les deux vues. En 4.7, nous décrivons d’autres méthodes, quelques-unes originales,
qui ontété compar´ees avec la m´ethode optimale et nous présentons des r´esultats d’exp´eriences en 4.8.
Le chapitre est clos par un ensemble de conclusions.

4.2 Invariance des ḿethodes de triangulation

Les années passées, un intérêt consid´erable a ´eté porté au sujet des reconstructions projective ou
affine [57, 72, 104, 130, 157, 172, 173], o`u la scène est reconstruite `a une transformation inconnue du
groupe donn´e près. Généralement, dans une telle situation, au lieu de connaˆıtre les(( vraies)) matrices
de projectionP1 etP2, on dispose de matricesP1T�1 etP2T�1 oùT est une transformation inconnue
du groupe de transformations considéré.

Une caract´eristique désirable d’une méthode de reconstruction est son invariance aux transforma-
tions du groupe considér´e. Soit� une méthode de triangulation, qui reconstruit un point 3DQ à partir
de ses projectionsq1 et q2 et des matrices de projection correspondantes,P1 et P2. Nousécrivons
ceci comme :

Q = �(q1;q2;P1;P2) :

La méthode de triangulation est diteinvariante à une transformation T si :

�(q1;q2;P1;P2) = T�1�(q1;q2;P1T
�1;P2T

�1) :

Ceci veut dire qu’un changement de rep`ere (transformation des matrices de projection) résulte en le
point 3D, transform´e de mani`ere analogue. Si nous nous trouvons dans le contexte de reconstruction
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projective ou affine, c’est-`a-dire si les matrices de projection sont connues `a une transformation pro-
jective ou affine pr`es, il est donc clairement recommand´e d’utiliser une m´ethode de triangulation qui
est invariante aux transformations projectives respectivement affines.

4.3 La méthode du point milieu et d’autres approches classiques

Les travaux classiques de reconstruction à partir de 2 vues d’une scène s’inscrivent dans un
contexte de stéréo-vision où les caméras sont supposées ˆetre calibrées. Le problème principal consi-
déré dans ces travaux est généralement la détermination du mouvement entre les deux caméras (sou-
vent sous la forme d’uneego-motion estimationou orientation relative) [1, 3, 25, 30, 55, 64, 103,
112, 147, 158, 182, 194, 195, 212, 221, 223, 224, 230, 240]. La partie de reconstruction proprement
dite, la triangulation, ne re¸coit généralement que peu d’attention : la m´ethode du POINT MILIEU est
couramment utilisée, c’est-à-dire qu’on choisit le point milieu de la perpendiculaire commune aux
deux rayons de projection [13, 35, 205, 220, 223, 229].

(a) Le point milieu de la perpendiculaire
commune aux rayons de projection.

L

(b) Une autre possibilit´e propos´ee par Tos-
cani et Faugeras (voir le texte).

FIG. 4.1:Deux ḿethodes classiques pour la triangulation.

Toscani et Faugeras proposent deux solutions alternatives [206]. La première correspond en fait `a
notre formulation de la triangulation (voir 4.4), c’est-`a-dire le point reconstruit est celui qui minimise
l’erreur de reprojection. Ceci a été appliqué aussi par nombre d’autres chercheurs, pas dans le sens de
la triangulation des points 3D, mais plutˆot dans une formulation du style(( ajustement de faisceaux))
(bundle adjustment), avec le but d’estimer et les param`etres du mouvement et les points 3D. Cette
estimation est effectu´ee par des méthodes itératives, tandis que nous donnons dans la suite une so-
lution directe pour le sous-problème de la triangulation. La deuxième solution alternative proposée
dans [206] a l’air moins intuitive que le choix du point milieu, mais des r´esultats plus stables ont ét´e
rapportés. Le point reconstruit est choisi comme étant l’intersection du rayon de projectionL de l’un
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des points image avec le plan� contenant l’autre rayon de projection et qui est perpendiculaire au
plan épipolaire deL (voir la figure 4.1 (b)).

Dans leurs travaux, Wenget al. adoptent en gén´eral le point milieu comme point reconstruit
[220, 223]. Dans [221], page 873, une petite discussion est donn´ee sur la solution directe du critère
de reprojection, ce qui est dans la mˆeme lignée que notre approche. Pourtant, il est supposé que le
meilleur point se trouve sur la perpendiculaire commune des rayons de projection des points image
mesurés. Ceci n’est en général pas correct. Sous cette hypothèse, le point minimisant l’erreur de
reprojection peut ˆetre détermin´e en résolvant un polynôme quartique.

Dans le cas d’une reconstruction projective ou affine, les matrices de projection sont données
par rapport `a un repère projectif ou affine. Ici, les concepts euclidiens, comme les angles et donc la
perpendicularité, n’ont pas de sens. Quant à la reconstruction projective, même les notions affines
comme le rapport de distances entre points collin´eaires et donc le concept de milieu, perdent leur va-
leur. Or, toutes les méthodes citées ci-dessus sont basées sur les notions de perpendicularit´e, ou, pour
la méthode du POINT MILIEU , de milieu. Ces m´ethodes ne sont donc ni projectivement ni affinement
invariantes et, comme nos expériences le montrent, sont en effet un mauvais choix pour effectuer des
reconstructions projectives et même affines.

Des méthodes de reconstruction projective à partir de deux vues non calibr´ees ont ´eté proposées
par exemple par Faugeras [57], Hartleyet al. [72], Shashua [173, 174] et Ponceet al. [157]. Ces tra-
vaux concernent principalement la détermination des matrices de projection dans un rep`ere projectif
du monde. La triangulation est partout effectuée en résolvant des systèmes d’équations linéaires, donc
en minimisant une erreur algébrique, ce qui est certainement sous-optimal. Aucune de ces méthodes
n’est projectivement invariante.

Dans [13, 14], Beardsleyet al.considérons plusieurs crit`eres pour la triangulation. Ils proposent
d’utiliser un calibrage approximatif des cam´eras pour rendre la situation(( quasi-euclidienne)). Ainsi,
l’application de la m´ethode du POINT MILIEU est possible, mais elle est tout de même sous-optimale.
Beardsleyet al.argumentent, comme nous, qu’il faudrait minimiser l’erreur de reprojection. Ils pro-
posent donc une solution approximative : un point image est laissé fixe, tandis que son correspondant
est corrigé en le projetant perpendiculairement sur la droite ´epipolaire du premier point. Ainsi, on
obtient deux points qui se correspondent exactement et qui permettent d’intersecter les rayons de
projection sans erreur. Cette approche est évidemment sous-optimale, mais elle va dans la bonne
direction.

4.4 Un meilleur crit ère de minimisation

Le bruit intervient dans les mesures, c’est-à-dire les positions des primitives dans les images, dˆu
aux erreurs de num´erisation et d’extraction de primitives dans les images. Or, pour le combattre, il
faudrait s’appuyer sur un crit`ere d’optimisation qui est d´efini dans les images. Dans cette section,
nous définissons un tel critère.

Il est courant de supposer un bruit gaussien pour l’´eloignement des primitives de leur position
exacte. Dans la suite, nous adoptons ce mod`ele de bruit. La meilleure reconstruction au sens du
maximum de vraisemblance est alors celle qui minimise l’erreur de reprojection – la somme des
carrés des distances entre les points reprojetés et les points image mesurés [178] (cf. la section 3.7) :bQ = argmin(d(q1;P1Q)

2 + d(q2;P2Q)
2) ; (4.1)

oùQ est le point reconstruit etd(�; �) la distance euclidienne.
Soit F la matrice fondamentale associ´ee aux matrices de projectionP1 et P2 (voir 2.6 pour un

moyen de calculerF). Les pointsq1 etq2 peuventêtre les projections d’un point 3D uniquement s’ils
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satisfont la contrainte épipolaire, c’est-à-dire siqT2 Fq1 = 0. Nous pouvons maintenant transformer le
problème de l’estimation du point 3DbQ en celui de l’estimation de ses projections : nous cherchons
les pointsbq0

1 et bq0

2 tels que :

fbq0

1; bq0

2g = argmin (d(q1;q
0

1)
2 + d(q2;q

0

2)
2)

sous la contrainte q0T

2 Fq
0

1 = 0 :

(4.2)

On peut voir la détermination debq0

1 et bq0

2 comme une correction des points image, avec le but
de les transformer en des projections possibles d’un point 3D. Sous l’hypothèse d’un bruit gaussien,
le critère (4.2) donne les points corrigés qui sont le plus vraisemblablement les(( vraies)) correspon-
dances des points image. En effet, l’optimisation de ce critère inclut une reconstruction 3D implicite
deQ, optimale au sens du critère des erreurs de reprojection (voir 3.7). Mais, au lieu de paramétrer
la reconstruction par les 3 coordonnées du point 3D, nous le faisons via une seule variable (voir la
suite), qui définit ses projections.

Après avoir déterminé bq0

1 et bq0

2, le point 3DbQ peutêtre calculé par n’importe quelle m´ethode de
triangulation puisque les rayons de projection de ces deux points se coupentpréciśement. Numérique-
ment, bien sˆur, ceci n’est pas valide, en raison des erreurs d’arrondi. Mais, en pratique, nous n’avons
pas pu constater de défaillances causées par ceci.

4.5 Une ḿethode optimale pour la triangulation

Dans cette section, nous décrivons une méthode de triangulation qui trouve le minimum global
de la fonction de coût (4.2) : la solution requiert la détermination des racines d’un polynˆome de degr´e
6. C’est pourquoi nous appelons cette méthode la méthode POLY. Si le modèle de bruit gaussien est
correct, cette m´ethode est alors optimale.

4.5.1 Reformulation du problème

Pour des points image mesurésq1 et q2, nous cherchons une paire de points corrigésbq0

1 et bq0

2

qui minimise la somme des carr´es des distances et respecte la contrainte ´epipolaire (critère (4.2)).
Deux points image satisfaisant la contrainte ´epipolaire doivent se trouver sur des droites épipolaires
correspondantes. En particulier, le point optimalbq0

1 se trouve sur une droite ´epipolairebl1 etbq0

2 est sur
la droiteépipolaire correspondantebl2.

Considérons maintenant une paire de droites épipolaires correspondantesl1 et l2. De tous les
points surl1 et l2, c’est naturellement la paire des projections orthogonales deq1 etq2 sur respective-
mentl1 et l2, qui minimise la somme des carr´es des distances. Soit(q1;q2) la paire de ces projections
orthogonales.́Ecrivonsd(q1;q1) = d(q1; l1), où d(q1; l1) représente la distance perpendiculaire du
pointq1 de la droitel1. Une expression similaire existe pourd(q2;q2).

Au vu de la section pr´ecédente, nous pouvons reformuler le probl`eme de minimisation comme
suit. Nous cherchons la paire de droites épipolaires correspondantes selon :

fbl1;bl2g = argmin (d(q1; l1)
2 + d(q2; l2)

2) : (4.3)

Supposons qu’on ait d´eterminé cette paire de droites ´epipolaires. Alors, les points recherchés sont
simplement les projections orthogonales deq1 etq2 surbl1 respectivementbl2.
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Notre stratégie pour minimiser (4.3) est la suivante.

1. Param´etrer le faisceau des droites épipolaires dans la premi`ere image en fonction d’un seul
paramètret. Une droite épipolaire dans la première image peut ˆetre écrite commel1(t).

2. Param´etrer le faisceau des droites ´epipolaires dans la deuxième image en fonction du même
paramètret (en utilisant la matrice fondamentaleF), ce qu’on peut donc ´ecrire commel2(t).

3. Exprimer la fonction de coˆut d(q1; l1(t))
2 + d(q2; l2(t))

2 explicitement ent.

4. Trouver la valeur det qui minimise cette fonction globalement.

Ainsi, le problème est réduit `a la détermination du minimum d’une fonction en une seule variable
t. Dans la section suivante, nous montrons que, avec une param´etrisation appropri´ee du faisceau
épipolaire, la fonction de coût est une fonction rationnelle ent. En utilisant des techniques de calcul
élémentaires, le problème de minimisation peut être ramen´e à la détermination des racines réelles
d’un polynôme de degr´e 6.

4.5.2 Algorithme

4.5.2.1 D́eveloppements

Si les deux points image mesurés coı̈ncident avec les ´epipôles, le point 3D se trouve sur la droite
reliant les deux centres de projection. Dans ce cas, il est impossible de déterminer sa position seule-
mentà partir des deux vues disponibles. Le cas où un seul des points image coı̈ncide avec un ´epipôle,
n’est pas réalisable. Par conséquent, nous supposons pour la suite qu’aucun des deux points image ne
coı̈ncide avec un ´epipôle. Les développements suivants sont illustrés par la figure 4.2.

q 1
e1 2q 2e

0
t
1( )

1q (t)
q (t)2

Correspondance
de droites
épipolaires

l (t)1

l (t)2

_
_

Plan image 1 Plan image 2

FIG. 4.2:Principe de notre ḿethode de triangulation.

Nous pouvons simplifier le problème en appliquant des transformations rigides aux images qui
envoient les points imageq1 (respectivementq2) sur l’origine, (0; 0; 1)T en coordonn´ees homo-
gènes. En outre, les ´epipôles peuvent ˆetre envoy´es sur les axes desu de chaque image, sur des points
(1; 0; f1)

T (respectivement(1; 0; f2)T). Une valeurfi = 0 signifie que l’épipôle se trouve `a l’infini.
Les détails de la d´etermination de ces transformations rigides sont donnés plus bas dans la section
4.5.2.2. Dans la suite, nous supposons que, en coordonn´ees homog`enes :

q1 � q2 � (0; 0; 1)T
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et que les ´epipôles se trouvent sur les axes desu :

e1 � (1; 0; f1)
T e2 � (1; 0; f2)

T :

L’application de ces transformations rigides n’a pas d’effet sur la valeur de la fonction de coˆut
(4.2), puisque celle-ci est basée sur des distances, qui sont conserv´ees par les transformations rigides.
Pourtant, la matrice fondamentale doit ˆetre adaptée pour tenir compte des transformations dans les
images. La nouvelle matrice fondamentaleF doit satisfaire les ´equations :

F

0@ 1
0
f1

1A = FT

0@ 1
0
f2

1A = 0 :

F a donc une forme particulière (un moyen de calculerF à partir de la matrice fondamentale originale
est décrit dans la section 4.5.2.2) :

F =

0@ f1f2d �f2c �f2d
�f1b a b
�f1d c d

1A : (4.4)

Considérons une droite épipolaire dans la première image qui coupe l’axe desv au point(0; t; 1)T.
Notons cette droitel1(t). Le vecteur représentantl1(t) est donn´e par le produit vectoriel suivant :

l1(t) �
0@0t
1

1A ^
0@ 1
0
f1

1A =

0@tf1
1
�t

1A :

Le carré de la distance del1(t) au pointq1 (l’origine) s’évalue donc comme :

d(q1; l1(t))
2 =

t2

1 + (tf1)2
:

La droiteépipolaire correspondante dans la deuxi`eme image est donn´ee par :

l2(t) � F

0@0t
1

1A =

0@�f2(ct+ d)
at+ b
ct+ d

1A :

Le carré de la distance carr´ee del2(t) au pointq2 est égale `a :

d(q2; l2(t))
2 =

(ct+ d)2

(at+ b)2 + f2
2 (ct+ d)2

:

La somme totale des carr´es des distances (c-`a-d la fonction de coˆut (4.3)) est donc donnée par :

s1(t) =
t2

1 + (tf1)2
+

(ct+ d)2

(at+ b)2 + f2
2 (ct+ d)2

: (4.5)

Le but est de trouver la valeur det qui minimise cette fonction. Nous trouvons le minimum
en appliquant des techniques de calcul élémentaires. D’abord, calculons la d´erivée première de la
fonctions1(t) :
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s0

1(t) =
2t

(1 + (tf1)2)2
� 2(ad� bc)(at + b)(ct + d)

((at+ b)2 + f2
2 (ct+ d)2)2

: (4.6)

Pour déterminer les minima des1(t), nous nous int´eressons aux racines des0

1(t). Collecter les
deux termes des0

1(t) sur leur dénominateur commun et annuler le numérateur m`eneà la condition :

r1(t) = t((at+ b)2 + f2
2 (ct+ d)2)2 � (ad� bc)(1 + (tf1)

2)2(at+ b)(ct+ d) (4.7)

= t6(acf4
1 (bc� ad)) +

t5(f4
1 (b

2c2 � a2d2) + c2f4
2 (c

2 + 2a2) + a4) +

t4(bdf4
1 (bc� ad) + 2acf2

1 (bc� ad) + 4c3df4
2 + 4acf2

2 (ad+ bc) + 4a3b) +

t3(2f2
1 (b

2c2 � a2d2) + 6c2d2f4
2 + 2f2

2 (a
2d2 + b2c2 + 4abcd) + 6a2b2) +

t2(2bdf2
1 (bc� ad) + 4cd3f4

2 + 4bdf2
2 (ad+ bc) + 4ab3 + ac(bc� ad)) +

t1(d4f4
2 + 2b2d2f2

2 + b4 + b2c2 � a2d2) +

t0(bd(bc� ad))

= 0 :

Les minima et maxima des1(t) se trouvent aux racines de ce polynôme. Le polynˆome est de degr´e
6 et peut donc avoir jusqu’`a 6 racines réelles, qui correspondent `a 3 minima et 3 maxima des1(t). Le
minimum global peut ˆetre trouvé tout simplement en évaluants1(t) aux racines r´eelles der1(t). On
devrait aussi tester la valeur asymptotique des1(t) pour t ! 1, pour voir si la distance minimale
apparaı̂t quandt = 1. Ceci correspond à une droite ´epipolaire verticale dans la premi`ere image.
Normalement, cette situation n’a pas d’int´erêt : le point corrig´e bq0

1 serait la projection orthogonale de
l’origine sur la droite verticale passant pare1, qui n’est rien d’autre que l’épipˆole e1 même (voir la
figure 4.2). Pourtant, il pourrait ˆetre possible que la valeurs1(1) soit plus petite que celles aux racines
de r1, puisque celles-ci sont d´eterminées par une méthode num´erique, qui donnera des racines peu
précises `a proximité de l’infini. Ce cas indiquerait alors une certaine instabilit´e de la reconstruction
du point considéré.

La valeur asymptotique des1 est donn´ee par :

s1(1) =
1

f2
1

+
c2

a2 + f2
2 c

2
:

4.5.2.2 D́etails

Détermination des transformations rigides des images. Nous calculons la transformation rigide
pour une seule image. Celle de l’autre image est d´eterminée de mani`ere analogue.

Nous effectuons d’abord une translationT qui ramène le pointq à l’origine. Soitq = (u; v; w)T.
Alors :

T =

0@1 0 � u
w

0 1 � v
w

0 0 1

1A :
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Nous plaçons l’´epipôle (après l’avoir déplacé parT) sur l’axe desu par une rotationR autour de
l’origine. Soite = (ue; ve; we)

T l’épipôle. Alors, il faut que :

RTe =

0@cos� � sin� 0
sin� cos� 0
0 0 1

1A0@1 0 � u
w

0 1 � v
w

0 0 1

1A0@ue
ve
we

1A �
0@1
0
f

1A ;

pourf 2 R. Le fait que la deuxième coordonn´ee doive s’annuler nous donne une ´equation qui permet
de déterminer l’angle de rotation� :

sin�(uew � weu) + cos�(vew � wev) = 0 :

La transformation rigide compl`ete est alors donnée parX = RT.

Transformation de la matrice fondamentale. La matrice fondamentale doit ˆetre adapt´ee pourêtre
valide pour les images transformées. SoientX1 = R1T1 et X2 = R2T2 les transformations rigides
des deux images etF0 la matrice fondamentale avant l’application des transformations. La matrice
fondamentaleF pour les images transformées est calculée ainsi :

F = X2
�TF0X1

�1

= R2T2
�TF0T1

�1RT1 :

La matriceF aura la forme particuli`ere donnée dans l’équation (4.4).

Détermination des pointsbq01 et bq02. Après avoir trouvé le minimum global des1(t), nous pouvons
aisément calculer les pointsbq01 et bq02 par :

bq01 =

0@ t2f1
t

1 + t2f2
1

1A
bq02 =

0@ f2(ct+ d)2

�(at+ b)(ct+ d)
f2
2 (ct+ d)2 + (at+ b)2

1A :

4.5.2.3 Algorithme complet

Préalablement `a l’application de l’algorithme de triangulation proprement dit, nous devons calcu-
ler la matrice fondamentaleF0. Dans la formulation du probl`eme de triangulation, nous avons suppos´e
que les matrices de projection des deux vues sont données en entrée. De ces matrices, on peut cal-
culer la matrice fondamentale. En pratique, le proc´edé est souvent invers´e : la matrice fondamentale
est calculée à partir de correspondances de points image et des matrices de projection sont ensuite
dérivées de celle-ci (voir [121] pour des formules).
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Pour chaque correspondance de points image nous effectuons les opérations suivantes.

Algorithme : Triangulation

1. Déterminer les transformations rigidesX1 etX2, corriger la matrice fondamentale et
l’exprimer sous la forme de l’´equation (4.4).

2. Construire les polynˆomess1(t) et r1(t).

3. Déterminer les racines der1(t) par une méthode num´erique quelconque (voir par
exemple [159]).

4. Évaluers1(t) aux racines r´eelles et à l’abscisset = 1 et choisir let qui donne la
valeur minimale.

5. Déterminer les pointsbq0

1 etbq0

2.

6. Défaire les transformations rigidesX1 etX2 en appliquant leurs inverses `abq0

1 et bq0

2.

7. Trianguler les points obtenus par une méthode quelconque (des exemples sont donnés
dans la section 4.7).

4.5.3 Sur les minima locaux

Le fait quer1(t) dans l’équation (4.7) est un polynˆome de degré 6 a pour conséquence ques1(t)
peut avoir jusqu’à 3 minima. Ceci est en effet possible comme nous le montrons `a l’aide d’un exemple.
Soientf1 = f2 = 1 eta = 2; b = 3; c = 3; d = 4. La matrice fondamentale est donc donnée par :

F =

0@ 4 �3 �4
�3 2 3
�4 3 4

1A ;

et pour la fonction de coˆut s1(t) on obtient :

s1(t) =
t2

1 + t2
+

(3t+ 4)2

(2t+ 3)2 + (3t+ 4)2
:

Le graphe des1(t) est montré dans la figure 4.3 (a). Les 3 minima sont clairement visibles.
Comme deuxi`eme exemple, consid´erons les valeursf1 = f2 = 1 eta = 2; b = �1; c = 1; d = 0

ce qui nous donne :

F =

0@0 �1 0
1 2 �1
0 1 0

1A ;

et :

s1(t) =
t2

t2 + 1
+

t2

t2 + (2t� 1)2
:

Les deux termes de la fonction de coût s’annulent `a t = 0 ce qui veut dire que les points corres-
pondantsq1 et q2 satisfont exactement la contrainte ´epipolaire. Ceci peut ˆetre vérifié en observant
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(a) Exemple d’une fonction de
coût avec 3 minima.
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(b) Une fonction de coˆut pour
une correspondance de points
parfaite (le minimum global est
à l’abscisse0), mais qui néan-
moins possède un autre mini-
mum local.
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(c) Un autre exemple pour une
correspondance parfaite, avec
un minimum local s´eparé du
minimum global par un pic tr`es
prononcé (obtenu avec les va-
leurs f1 = 1; f2 = 0:5; a =
4; b = c = 1; d = 0).

FIG. 4.3:Exemples de fonctions de coût avec des minima locaux. Pour montrer la totalité des fonc-
tions de côut, nous substituonst par tan(�) et affichons les graphes en fonction de� dans l’intervalle
��=2 � � � �=2.

queqT2 Fq1 = 0. Le graphe des1(t) est illustré dans la figure 4.3 (b). On peut constater que, `a côté du
minimum globalà t = 0, il y a aussi un minimum local `a t = 1 (� = �=4). Donc, même dans le cas
de correspondances parfaites, des minima locaux peuvent exister. Ces exemples démontrent qu’un
algorithme qui tente `a minimiser les fonctions de coût (4.2) ou (4.3) par une recherche it´erative, est
susceptible de trouver un minimum local, même dans le cas d’une correspondance parfaite !

Rothwellet al.ont (( réimplémenté )) notre méthode pour effectuer des expériences de reconstruc-
tion projective [169]. Leur implémentation a deux d´efauts : une recherche it´erative est utilis´ee pour
trouver le minimum global et cette recherche est initialisée avec le r´esultat de la m´ethode du POINT

MILIEU qui est l’une des pires solutions pour la reconstruction projective. Ceci est une explication
possible du fait que les résultats qui sont présentés dans [169] semblent être plus mauvais que les
nôtres, quant à la comparaison avec d’autres méthodes.

4.5.4 Minimisation de la somme des distances absolues

Au lieu de minimiser la somme des carr´es des distances entre les points mesurés et les points
reprojetés, il est possible d’adapter notre m´ethode de mani`ere à minimiser la somme des distances
absolues. Nous appelons ceci la méthode POLY-ABS.

La quantité à minimiser est :

d(q1; l1(t)) + d(q2; l2(t)) (4.8)

ou, explicitement en fonction det :

s2(t) =
jtjp

1 + (tf1)2
+

jct+ djp
(at+ b)2 + f2

2 (ct+ d)2
:

Sa dérivée première est de la forme :
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s0

2(t) = !1
1

(1 + (tf1)2)3=2
� !2

(ad� bc)(at+ b)

((at+ b)2 + f2
2 (ct+ d)2)3=2

;

où!1 et!2 sont égaux `a�1 ou1, selon les signes det et(ct+d). Le minimum global des2(t) se
trouve à une racine des0

2(t). Nous essayons donc de d´eterminer les racines des0

2(t) et déterminons le
minimum global en évaluants2 à toutes les racines et en retenant celle qui donne la valeur minimale.
La conditions0

2(t) = 0 peut s’écrire comme :

!1
1

(1 + (tf1)2)3=2
= !2

(ad� bc)(at+ b)

((at+ b)2 + f2
2 (ct+ d)2)3=2

:

Nous élevons les deux cˆotés de cette équations au carré, afin d’´eliminer les!1, !2 et les racines
carrées. La soustraction des termes obtenus donne :

r2(t) =
1

(1 + (tf1)2)3
� (ad� bc)2(at+ b)2

((at+ b)2 + f2
2 (ct+ d)2)3

: (4.9)

Le numérateur commun der2 est un polynˆome de degr´e 8 ent. Comme pour la méthode POLY, nous
évaluonss2(t) aux racines de ce polynôme afin de trouver son minimum global.

4.5.5 Et pour 3 vues?

L’extension de la méthode pour 3 vues ou plus serait désirable et nous avons explor´e cette voie,
d’abord pour le cas général et ensuite pour le cas de trois vues alignées.

Cas ǵenéral. La minimisation directe du crit`ere de reprojection ne semble ˆetre praticable qu’avec
deux vues. Pour 3 vues, le problème ne peut plus ˆetre paramétré par une seule variable, mais il en
faut trois. Une paramétrisation analogue à celle choisie pour le cas de deux vues serait de r´epartir
les paramètres de la fa¸con suivante. Deux param`etres définissent la position du pointbq0

1 dans la
première image. Le deuxième point doit ˆetre sur la droite ´epipolaire du premier et peut donc ˆetre
positionné par un paramètre. La position du point dans la troisième image est entièrement d´eterminée
par les relations trifocales. Au lieu de param´etrer les points image, nous pourrions donc directement
et simplement utiliser les coordonn´ees 3D du point reconstruit. Les trois d´erivées partielles de la
fonction de coût, qui est la somme des résidus des reprojections, sont des polynˆomes de degr´e 8.
Même s’il était alg´ebriquement possible d’engendrer un polynôme en une seule variable, celui-ci
serait certainement de degr´e beaucoup trop ´elevé pourêtre résolu avec une précision raisonnable.

Nous avons tent´e de réduire la complexité des formules en appliquant des transformations rigides
appropriées aux images. Par exemple, deux él´ements d’une matrice de projection peuvent facilement
être annulés en appliquant une translation appropri´ee dans l’image : soitP une matrice de projection
etP sa première sous-matrice3� 3. L’application d’une translation de vecteurt dans l’image donne
lieu à la matrice de projection transform´eeP0 avec :

P
0

=

0@1 0 t1
0 1 t2
0 0 1

1AP =

0@P11 + t1P31 P12 + t1P32 P13 + t1P33

P21 + t2P31 P22 + t2P32 P23 + t2P33

P31 P32 P33

1A :

Il est facile de voir comment choisirt1 et t2 pour annuler deux ´eléments deP
0

. Ce procédé permet
de simplifier la forme de la fonction `a minimiser, mais pas assez pour pouvoir résoudre le problème
comme au cas de deux vues.
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Trois vues aligńees. Pour des vues alignées (centres de projections align´es), les plans ´epipolaires
des paires de vues coı̈ncident. Ceci rend possible d’exprimer le problème par un seul param`etre,
comme dans le cas de deux vues. On peut appliquer le même schéma que dans le paragraphe 4.5.2.1.
Par rapport `a la fonction de coˆut (4.5), un troisième terme s’ajoute, pour la distance du point image `a
la droite épipolaire dans la troisi`eme image. On obtient finalement un polynˆome de degr´e 10, dont il
faut déterminer les racines.

Il serait facile d’obtenir des résultats pour des mouvements particuliers entre les vues, comme
nous le faisons pour le cas de deux vues dans le paragraphe suivant, mais nous nous arrˆetons ici.

Caméra linéaire. Nous avons ´egalement étudié le probl`eme de triangulation pour trois vues de
caméras linéaires, qui se présente mieux, voir l’annexe A.2.

4.6 Triangulation pour des mouvements particuliers

Récemment, l’étude de mouvements particuliers a suscit´e quelque intérêt dans le domaine de la
vision non calibrée. Pour citer quelques exemples, des méthodes de calibrage pour des rotations pures
[82] et des mouvements planaires [6, 226] ou de reconstruction affine `a partir de translations pures
[131] ont été proposées (voir 6.2.3 pour une discussion approfondie). Dans le contexte de la trian-
gulation, nous nous intéressons `a des mouvements particuliers entre deux vues d’une mˆeme caméra.
Torr et al. [204] et Viéville & Lingrand [215] ont étudi´e des formes particuli`eres que prend la matrice
fondamentale lors de mouvements particuliers (voir la section 2.3.4).

Nous consid´erons ces formes particuli`eres deF en vue de nos m´ethodes de triangulation POLY

et POLY-ABS. Pour quelques mouvements particuliers, nous montrons comment la recherche du mi-
nimum global de la fonction de coût (4.2) (respectivement (4.8)) se simplifie, par une réduction du
degré du polynômer1(t) (respectivementr2(t)) à résoudre (cf. les équations (4.7) et (4.9)).

Dans les deux paragraphes suivants, nous développons le cas des caméras affines et celui d’une
caméra (perspective) effectuant une rotation autour d’un axe fixe. Deux autres cas, translation pure
et changement de focale ou de mise au point, sont traités dans l’annexe A. Dans cette annexe, nous
considérons ´egalement la triangulation `a partir de trois vues d’une cam´era linéaire. Si `a la place de la
matrice fondamentale nous consid´erons une homographie associée aux projections d’un plan dans les
deux vues, nous obtenons un probl`eme similaire `a la triangulation. Dans l’annexe B, nous proposons
un schéma de correction de points image de mani`ere à ce qu’ils se correspondent exactement par
l’homographie donnée.

Le tableau 4.1 résume tous ces cas.

4.6.1 Caḿeras affines

Après l’application des mêmes transformations rigides que dans la section 4.5.2, les épipˆoles sont
les points à l’infini des axes desu et la matrice fondamentale se simplifie encore davantage :

F =

0@0 0 0
0 0 b0

0 d0 e0

1A :

Poly. La fonction de coût est :

s1(t) = t2 +
(d0t+ e0)2

b02
= (1 +

d02

b02
)t2 + 2

d0e0

b02
t+

e02

b02
;
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Type de mouvement/cam´era Poly Poly-Abs

Général 6 8
Translation pure

– épipôles finis 2 2
– épipôles infinis 1 1

Caméras affines 1 1
Zoom + mise au point

– forme générale 6 8
– pixels rectangulaires 2 2
– translation dans plan focal et pixels rectangulaires 1 1

Rotation autour d’un axe fixe
– forme générale 6 8
– tête stéréo 6 8
– tête stéréo symétrique 2 2

3 vues de cam´eras linéaires (voir section A.2) 15 6
3 vues de caméras habituelles

– forme générale grand grand
– vues alignées 10 grand

Homographie d’un plan (voir annexe B) 8 grand
Homographie affine d’un plan 1 2

TAB . 4.1: La complexit́e des ḿethodesPOLY et POLY-ABS pour diff́erents sćenarios. Les chiffres
correspondent aux degrés maximaux des polynômesà résoudre.

et pourr1(t) nous obtenons :

r1(t) = (b02 + d02)t+ d0e0 :

Le minimum global des1(t) peut donc ˆetre calculé directement. Il est atteint en :

t = � d0e0

b02 + d02
:

La dérivée seconde est positive, donc il s’agit vraiment d’un minimum.

Poly-Abs. La fonction de coût est :

s2(t) = jtj+ jd0t+ e0j
jb0j :

Il s’agit de la somme des valeurs absolues de deux fonctions linéaires. Le minimum global se trouve
alorsà une des deux racines,0 ou� e0

d0 , ou il occupe tout l’intervalle entre ces deux racines.

Solution directe. Au lieu d’appliquer des transformations rigides pr´ealablement `a la formulation
de la fonction de coût, nous pouvons omettre cette étape ici et résoudre le probl`eme pour la matrice
fondamentale originale, donnée par :

F =

0@0 0 a
0 0 b
c d e

1A :
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Les épipôles sont les points `a l’infini e1 = (d;�c; 0)T et e2 = (b;�a; 0)T. Les droites épipolaires
dans chaque image sont parallèles, avec les directions normalesn1 = (c; d; 0)T et n2 = (a; b; 0)T.
Les points corrig´es bq0

1 et bq0

2 étant les projections orthogonales des points image mesurés sur des
droitesépipolaires correspondantes, nous pouvons formuler le probl`eme en utilisant un paramètret :

q0

1 = q1 + tn1 = q1 + t

0@c
d
0

1A :

Le point corrigé dans la deuxi`eme image est la projection orthogonale deq2 sur la droite épipolaire
deq0

1 :

q0

2 = (Fq0

1) ^ (q2 ^ n2) :

Nous omettons les détails et donnons directement la solution unique det qui minimise la somme des
carrés des distances entre points corrig´es et points mesurés :

t = �aq21 + bq22 + cq11 + dq12 + e

a2 + b2 + c2 + d2
:

Le minimum global de la somme des carrés des distances s’évalue d’après :

bs1 = (aq21 + bq22 + cq11 + dq12 + e)2

a2 + b2 + c2 + d2
:

Les points corrig´es optimaux sont :

bq0

1 �
0@q11(a

2 + b2 + d2)� c(q12d+ q21a+ q22b+ e)
q12(a

2 + b2 + c2)� d(q11c+ q21a+ q22b+ e)
a2 + b2 + c2 + d2

1A ;

bq0

2 �
0@q21(b

2 + c2 + d2)� a(q11c+ q12d+ q22b+ e)
q22(a

2 + c2 + d2)� b(q11c+ q12d+ q21a+ e)
a2 + b2 + c2 + d2

1A :

On constate que les points corrig´es sont directement donnés en fonction des coefficients de la matrice
fondamentale et des points image mesur´es. Nous pouvons en tirer profit pour l’estimation optimale
de la matrice fondamentale d’après le critère (2.3) : la minimisation ne n´ecessite pas des inconnues
supplémentaires pour les points image corrig´es, mais peut se faire directement en fonction des coef-
ficients deF. Le critère de minimisation devient donc :

bF(a; b; c; d; e) = argmin
1

a2 + b2 + c2 + d2

nX
p=1

(aq21 + bq22 + cq11 + dq12 + e)2 : (4.10)

L’optimalité de ce critère a d´ejà été démontré par Shapiroet al. [172], mais par d’autres moyens. Il
existe un lien intéressant entre l’estimation optimale de la matrice fondamentale affine et la m´ethode
de reconstruction affine par factorisation de Tomasi et Kanade [202]. Les deux méthodes fournissent
la reconstruction affine optimale, c’est-à-dire qui minimise l’erreur de reprojection (voir 3.7), mais
par des moyens très diff´erents : la première effectue une reconstruction optimale implicite via l’esti-
mation itérative de la matrice fondamentale affine, tandis que la deuxième méthode est basée sur une
décomposition en valeurs singuli`eres d’une grande matrice contenant toutes les coordonnées image.
La factorisation offre tout de même l’avantage d’ˆetre applicable pour plusieurs vues simultanément.
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4.6.2 Rotation autour d’un axe fixe

Le seul cas parmi ceux décrits au 2.3.4.4 pour lequel nous avons réussi `a baisser le degr´e des
polynômesà résoudre, est celui de la(( tête stéréo symétrique)). La matrice fondamentale a la forme :

F =

0@ 0 a �ab
a 0 c� d
�ab �c� d 2bd

1A :

Les épipôles sonte1 = (d�c
a ; b; 1)

T
et e2 = (d+c

a ; b; 1)
T

et leur point milieu estq = ( da ; b; 1)
T

.
Appliquer la même translation dans les deux images, qui ram`eneq à l’origine, déplace les ´epipôles
sur les axes desu respectifs, sur des points opposés par rapport `a l’origine. La matrice fondamentale
transformée est de la forme :

F �
0@0 a 0

a 0 c
0 �c 0

1A ;

et lesépipôles sont les points(� c
a ; 0; 1)

T et ( ca ; 0; 1)
T. Contrairement `a la méthode générale, nous ne

plaçons pas les points image à l’origine, ce qui doit ˆetre pris en compte lors de la construction de la
fonction de coût. Soientq01 etq02 les points image transform´es par les translations d´ecrites.

Poly. La fonction de coût est :

s1(t) =
(cq012 � aq011t� ct)2 + (cq022 + aq021t� ct)2

a2t2 + c2

et le polynômer1(t) est une fonction quadratique ent :

r1(t) = t2a2c(a(q011q
0

12 � q021q
0

22) + c(q012 + q022)) +

tc2(2c2 + a2(q011
2
+ q021

2 � q012
2 � q022

2
) + 2ac(q011 � q021))�

c3(a(q011q
0

12 � q021q
0

22) + c(q012 + q022)) :

Nous obtenons donc directement les deux solutions candidates possibles. Il est tout de même néces-
saire d’évaluer la fonction de coˆut pour t = 1, pour traiter la situation o`u bq01 se trouverait sur la

même droite verticale quee1. Nous obtenons la valeurs1(1) =
2c2+a2(q0

11
2+q0

21
2)+2ac(q0

11�q0

21)
a2 .

Poly-Abs. La fonction de coût est :

s2(t) =
jcq012 � aq011t� ctj+ jcq022 + aq021t� ctjp

a2t2 + c2
:

Le polynômer2 est quadratique, tout commer1 :

r2(t) = ac2(c(q011 + q021) + a(q012 � q022)t)(2c
2 + a2(q012 + q022)t+ ac(q011 � q021)) ;

et nous pouvons tirer les mêmes conclusions pour ce cas.

4.7 Autres méthodes de triangulation

Dans cette section, nous présentons quelques autres méthodes de triangulation qui ont ét´e compa-
rées avec les méthodes POLY et POLY-ABS (voir les résultats expérimentaux dans la section 4.8).
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4.7.1 Méthodes lińeaires

En dehors de la m´ethode du POINT MILIEU , les méthodes linéaires pr´esentées dans la suite sont
les plus populaires. Considérons la projection d’un point 3DQ sur un pointq dans l’image :

q � PQ :

Nousécrivons en coordonn´ees homog`enesq = w(u; v; 1)T, où (u; v) sont les coordonnées observées
etw est un facteur d’échelle inconnu. En notantpTi la ie ligne de la matriceP, cetteéquation peut
s’écrire comme :

wu = pT1Q ; wv = pT2Q ; w = pT3Q :

Enéliminantw nous obtenons :

upT3Q = pT1Q

vpT3Q = pT2Q :
(4.11)

Avec deux vues, nous obtenons au total 4 équations linéaires par rapport aux coordonnées de
Q, qui peuvent ˆetre mises ensemble en un syst`eme d’équations de la formeAQ = 0, où A est une
matrice4 � 4. Ceséquations définissentQ seulement à un facteur d‘échelle près et nous cherchons
une solution non-nulle pourQ. Bien entendu, en présence de bruit dans les données, les équations
ne seront pas satisfaites exactement, et nous cherchons une(( meilleure )) solution. Nous décrivons
maintenant deux méthodes pour ce faire.

La première consiste `a trouverQ qui minimisejjAQjj, sous la contraintejjQjj = 1. La solution
est le vecteur propre unitaire qui correspond `a la plus petite valeur propre de la matriceATA. Il peut
être détermin´e en utilisant une d´ecomposition en valeurs singulières (SVD) ou la m´ethode de Jacobi
pour trouver les valeurs propres de matrices symétriques [159]. Nous appelons ce procéd´e la méthode
L IN-PROPRE.

Une deuxième approche consiste `a fixer une coordonnée deQ, par exemple en écrivant :

Q =

0BB@
X
Y
Z
1

1CCA :

Ainsi, nous réduisons l’ensemble des équations homogènesAQ = 0 à un syst`eme de 4 équations
non-homog`enes en 3 inconnues. La solution aux moindres carr´es peut ˆetre trouvée par la méthode
des pseudo-inverses ou par une d´ecomposition en valeurs singuli`eres. Nous appelons cette approche
la méthode LIN-MC.

Les deux m´ethodes sont similaires, mais elles ont par contre des propriét´es assez distinctes en
présence de bruit dans les données. La méthode LIN-MC suppose que le pointQ n’est pas `a l’in-
fini puisque sa quatrième coordonnée est fixée `a 1. Ceci peut ˆetre désavantageux dans le cas d’une
reconstruction projective o`u des points reconstruits peuvent se trouver sur le plan `a l’infini.

Outre ceci, aucune des deux méthodes n’est appropriée `a la reconstruction projective puisqu’elles
ne sont pas projectivement invariantes. Afin de se rendre compte de ceci, supposons que les matrices
de projectionP1 et P2 sont remplac´ees parP1T�1 et P2T�1. La matrice du syst`eme d’équationsA
devient alorsAT�1. Un pointQ tel queAQ = � pour le problème original correspond à un pointTQ

satisfaisant(AT�1)(TQ) = � pour le problème transform´e. Donc, il y a une correspondance bijective
entre les pointsQ et les pointsTQ qui mèneà la même erreur. Pourtant, ni la conditionjjQjj = 1 ni
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Q4 = 1 ne sont invariantes par application d’une transformation projectiveT. Par cons´equent, si un
pointQ résout le probl`eme original, le point transform´eTQ ne sera gén´eralement pas la solution du
problème transform´e.

La situation est diff´erente pour les transformations affines. Bien que la conditionjjQjj = 1 ne soit
pas préservée par les transformations affines, la deuxième param´etrisation,Q = (X;Y;Z; 1)T l’est,
puisque pour une transformation affineT : T(X;Y;Z; 1)T = (X 0; Y 0; Z 0; 1)T. Ceci veut dire qu’il y
a une correspondance bijective entre les vecteursQ = (X;Y;Z; 1)T (avecA(X;Y;Z; 1)T = �) et les
vecteursTQ = (X 0; Y 0; Z 0; 1)T (avec(AT�1)(X 0; Y 0; Z 0; 1)T = �). L’erreur est la mˆeme pour des
points correspondants. Donc, les points qui minimisent l’erreurjj�jj se correspondent, ce qui signifie
que la méthode LIN-MC est invariante aux transformations affines tandis que LIN-PROPREne l’est
pas. Ces conclusions sont confirmées par les résultats des expériences.

4.7.2 Méthodes lińeaires it́eratives

Un inconvénient des méthodes LIN-MC et LIN-PROPREest que la valeur minimiséejjAQjj n’a
pas de signification g´eométrique. Surtout, elle ne correspond pas au crit`ere des erreurs de reprojection
(4.1). En outre, une pondération individuelle des équations homogènes (lignes deA) changera la so-
lution. L’idée de base pour les méthodes présentées ci-dessous est de changer les poids des équations
de manière itérative afin de faire correspondre la valeur minimis´ee à l’erreur de reprojection.

Considérons la première des équations (4.11). En général, le pointQ trouvé ne satisfera pas cette
équation – mais engendre une erreur� = upT3Q�pT1Q. La quantité à minimiser est la différence entre
les coordonnéesu du point mesuré et de celui reprojet´e (pT1Q=pT3Q). Concrètement, nous voulons
minimiser :

�0 = �=pT3Q = u� pT1Q=pT3Q :

Ceci signifie que si l’´equation avait ´eté pondérée par le facteur1=w, où :

w = pT3Q ;

l’erreur résultante aurait ´eté précisément ce que nous voulons minimiser. Le même poids1=w està
attribuerà la deuxième équation de (4.11). Le poids correct pour les équations associées `a la deuxième
image,1=w0, est déterminé de mani`ere analogue.

Bien entendu, nous ne pouvons pas pond´erer leséquations au préalable parce que les poids dé-
pendent des coordonn´ees du point `a reconstruireQ que nous ne connaissons qu’après avoir résolu
leséquations ! C’est pourquoi nous proc´edons de mani`ere itérative pour adapter les poids. Nous com-
mençons en mettantw0 = w0

0 = 1, et utilisons une des méthodes LIN-PROPREou LIN-MC pour
trouver une solution initialeQ0. Ensuite, nous pouvons mettre à jour les poids.

Ce processus est répét´e plusieurs fois, multipliant `a la ie itération leséquations (4.11) par1=wi

(respectivement1=w0

i) où wi (respectivementw0

i) est déterminé à l’aide de la solutionQi�1 de l’ité-
ration précédente. Après quelques itérations, ce processus va converger (on l’espère), auquel cas nous
auronsQi = Qi�1 et alorswi = pT3Qi. L’erreur (pour la premi`ereéquation de (4.11) par exemple)
approchera l’erreur de reprojection :�i � u� pT1Qi=p

T

3Qi.
Cette approche peut se baser et sur LIN-PROPREet sur LIN-MC. Nous appelons les méthodes

résultantes IT-PROPRE et IT-MC. L’avantage de ces méthodes par rapport `a d’autres m´ethodes de
moindres carrés non linéaires comme Levenberg-Marquardt (LM) [159] est qu’elles sont tr`es faciles
à implémenter. En effet, leur impl´ementation ne requiert qu’une adaptation triviale des méthodes
linéaires. Il n’y a pas besoin d’une méthode d’initialisation s´eparée comme c’est souvent n´ecessaire
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pour LM. En outre, la décision du moment auquel on peut arrˆeter les itérations (convergence) est
simple : on termine le processus quand le changement des poids devient petit. Le moment d’arrˆet
n’est pas crucial puisque le point reconstruitQ n’est pas très sensible à des petits changements des
poids.

L’inconvénient de ces méthodes est une divergence occasionnelle. Dans des situations instables,
surtout quand les points sont proches des ´epipôles, ce ph´enomène se manifeste suffisamment souvent
pour être un problème (dans environ 5 % des cas lors de nos simulations). Si ces méthodes sont
utilisées dans de telles circonstances, une méthode de secours est indispensable. Pour nos expériences,
nous avons utilis´e la méthode optimale, POLY, lorsqu’il n’y avait pas convergence après 10 it´erations.
Ainsi, l’évaluation statistique des résultats n’est pas biais´ee par quelques très mauvais résultats dus `a
une divergence occasionnelle.

Les méthodes it´eratives h´eritent des m´ethodes lin´eaires correspondantes leurs propriét´es d’inva-
riance ou de non-invariance à des transformations. Notamment, IT-MC et IT-PROPRE ne sont pas
projectivement invariantes. Pourtant, les expériences ci-dessous montrent que ces méthodes sont rela-
tivement insensibles aux transformations projectives. La m´ethode IT-MC est, tout comme LIN-MC,
invariante aux transformations affines. Les exp´eriences montrent que les méthodes itératives sont
considérablement meilleures que les méthodes linéaires non-itératives sous-jacentes.

4.8 Résultats exṕerimentaux

4.8.1 Exṕeriences sur des donńees synth́etiques

Un grand nombre d’expériences ont ét´e menées pour ´evaluer les différentes méthodes de triangu-
lation décrites ci-dessus. Nous nous sommes concentr´es sur deux configurations.

Configuration 1. La première configuration simule une situation qui peut apparaˆıtre par exemple,
quand un robot longe un couloir en regardant droit devant. Ceci est esquiss´e dans la figure 4.4 (a).
Dans ce cas, les deux ´epipôles sont très proches des centres des images. Cette situation est connue
pour être intrinsèquement instable pour la reconstruction : la profondeur de points qui se trouvent
exactementsur la droite reliant les centres optiques ne peut ˆetre détermin´ee, et la reconstruction des
pointsprochesde cette droite devient tr`es sensible mˆeme à un petit bruit dans les coordonnées image.
Des expériences ont ét´e effectuées simulant des objets `a des distances vari´ees des cam´eras.

Les grandeurs suivantes sont utilisées :

. la distance entre les deux cam´eras est de 1 unit´e ;

. les points 3D sont placés al´eatoirement (distribution uniforme) dans une sph`ere d’un rayon de
0,05 unités ;

. la distance entre le centre de la sph`ere des points et le centre optique de la cam´era frontale est
de 0,15 ou 0,55 unit´es. Le centre de la sph`ere est sur la droite des centres optiques des caméras ;

. les deux caméras ont les mêmes param`etres intrins`eques :

K =

0@700 0 0
0 700 0
0 0 1

1A :
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Configuration 2. La deuxième configuration correspond `a peu près à une tête stéréo, observant
un objet équidistant des deux cam´eras (voir la figure 4.4 (b)). La plupart des m´ethodes donnent de
relativement bons résultats pour cette configuration.

Les grandeurs suivantes sont utilisées :

. la distance entre les deux cam´eras est de 1 unit´e ;

. le rayon de la sphère des points 3D est de 1 unit´e ;

. la distance entre le centre de la sphère et la droite reliant les centres optiques varie entre 1 et 9
unités ;

. les caméras ont les mêmes param`etres intrins`eques comme dans la configuration 1 ;

. les axes optiques des caméras forment un angle de 80� avec la droite reliant les centres optiques.
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FIG. 4.4:Les configurations pour les simulations.

Pour chaque ensemble d’expériences, 50 points sont choisis aléatoirement dans le champ de vue
commun. Les projections des points dans les images sont perturbées par un bruit gaussien dont l’´ecart-
type varie entre 1 et 10 pixels (la résolution de l’image est de700 � 700). Pour chaque niveau de
bruit, les points sont perturbés et ensuite reconstruits `a 100 reprises. Pour chaque point reconstruit
nous mesurons l’erreur 3D et le résidu de la reprojection. Dans les graphes des pages suivantes sont
représent´ees les valeurs m´edianes de ces erreurs. Les moyennes sont aussi calculées, mais les graphes
ne sont pas repr´esentés – ils ont la mˆeme forme et donnent lieu aux mˆemes conclusions, bien qu’ils
soient moins lisses que les graphes montrés, dˆu à d’occasionnelles erreurs grossières.

Pourévaluer l’invariance à des transformations, une transformation affine ou projective a ´eté ap-
pliquée aux matrices de projection. Ces transformations ont été choisies pour que l’une des matrices
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de projection ait la forme( I j0). C’est la forme normalisée couramment utilis´ee pour la reconstruc-
tion projective. Elle représente une distorsion significative puisque la vraie matrice de projection est
( M j0), oùM est la matrice diagonale diag(700; 700; 1).

La situation la plus instable est la configuration 1, o`u lesépipôles sont au centre des images et
les points image proches des ´epipôles. Nous présentons des r´esultats pour cette situation puisqu’elle
constitue un défi sérieux pour les algorithmes. Nous donnons des résultats pour les deux cas o`u les
points 3D se trouvent à une distance de 0,15 unités (points proches) ou de 0,55 unités (points éloi-
gnés) de la cam´era frontale. Les r´esultats sont présent´es en forme de graphes commentés. Les erreurs
mesurées sont étiquetées commeerreurs 2D(résidu de la reprojection) ouerreurs 3D. Chaque point
dans un graphe représente la moyenne de 100 erreurs médianes pour 50 points. Les axes horizontaux
des graphes montrent le niveau de bruit et les axes verticaux repr´esentent l’erreur mesurée, en pixels
pour les erreurs 2D ou en unités 3D pour les erreurs 3D.

Dans la suite, nous présentons des résultats pour des reconstructions euclidiennes, projectives et
affines, en forme de graphes commentés. Pour les reconstructions affines et projectives, les matrices
de projection ont ét´e transform´ees comme d´ecrit ci-dessus. Ensuite, la triangulation a ´eté effectuée et
finalement les points reconstruits ont ét´e retransform´es dans le repère original pour les comparer aux
points originaux. Pour les reconstructions euclidiennes, aucune transformation n’a été appliquée.
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FIG. 4.5:Erreur 3D pour la reconstruction euclidienne (points proches). La méthodePOLY est ĺeg̀e-
rement plus mauvaise que les autres. Elle est conçue pour minimiser l’erreur 2D, donc elle n’opti-
mise pas obligatoirement l’erreur 3D. La reconstruction euclidienne est le seul cas où la méthode du
POINT MILIEU a donńe des ŕesultats meilleurs quePOLY et POLY-ABS.
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0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 2 4 6 8 10

E
rr

eu
r 

3D

Bruit

Poly
Poly-Abs

Milieu
Lin-Propre

It-Propre
Lin-MC

It-MC

FIG. 4.6: Erreur 3D pour la reconstruction euclidienne (pointséloigńes). La configuration est la
même que pour le graphe 4.5, si ce n’est que les points sont pluséloigńes des caḿeras. Sont visibles
du bas vers le haut :L IN-MC, IT-MC et POINT MILIEU qui sont presque indistincts ;L IN-PROPRE

et IT-PROPREsont aussi identiques ; puisPOLY-ABS et POLY.
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FIG. 4.7:Erreur médiane 2D pour la reconstruction euclidienne (points proches). La configuration
est la m̂eme que pour le graphe 4.5. Bien entendu,POLY-ABS est la meilleure ḿethode puisqu’elle
est sṕecialement conçue pour minimiser l’erreur 2D.POLY, IT-MC et IT-PROPREsont ĺeg̀erement
plus mauvaises (les graphes se superposent). Les méthodesL IN-PROPRE, L IN-MC etPOINT MILIEU

donnent de tr̀es mauvais ŕesultats (notons que l’axe vertical compte 75 pixels d’erreur). Ce graphe, en
comparaison avec le graphe 4.5, montre que les erreurs 2D et 3D ne sont pas directement liées : mal-
gré de grandes erreurs 2D pour quelques méthodes, toutes les méthodes ont une bonne performance
dans le 3D.
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FIG. 4.8: Comparaison de l’erreur 2D pour les reconstructions euclidiennes et projectives. La mé-
thode utiliśee estIT-PROPRE. Le graphe montre que cette méthode est presque projectivement in-
variante (c’est-̀a-dire que les deux courbes sont très proches l’une de l’autre).IT-PROPRE est une
excellente ḿethode,à l’exception de probl̀emes de convergence dans des situations très instables
(dans environ 1 % des essais pour un niveau de bruit de 2 pixels). Les essais où il n’y avait pas
convergence ne sont pas inclus dans le graphe. Si les points ne sont pas proches desépip̂oles, il n’y
a plus de probl̀eme de divergence. La méthodeIT-MC (non montŕee) a un comportement lég̀erement
plus mauvais, mais tout de même similaire tandis quePOLY est exactement projectivement invariante
(les deux courbes se superposent).
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FIG. 4.9:Erreur 2D pour la reconstruction projective (points proches). C’est la même configuration
où toutes les ḿethodes ont donńe de bons ŕesultats pour la reconstruction euclidienne. Le graphe
montre les ŕesultats des ḿethodes (du bas vers le haut)POLY-ABS, POLY, IT-PROPREet IT-MC.
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FIG. 4.10:Erreur 2D pour la reconstruction projective (points proches), suite. Ici les mauvaises mé-
thodes pour la m̂eme configuration comme pour le graphe 4.9 sont montrées. Les courbes représentent
(du bas vers le haut)POLY-ABS (comme ŕef́erence),L IN-PROPRE, L IN-MC et POINT MILIEU . Le
graphe d́emontre la sensibilit́e des ḿethodes au problème de non-invariancèa des transformations.
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FIG. 4.11:Erreur 3D pour la reconstruction projective (points proches). Graphe pour la même confi-
guration que pour les graphes 4.9 et 4.10.POLY-ABS est un peu meilleure quePOLY. Suivent les
méthodesL IN-PROPRE, IT-MC, IT-PROPRE et L IN-MC. La courbe pourPOINT MILIEU sort du
graphe d́ejà pour un niveau de bruit de 1 pixel.
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FIG. 4.12:Invarianceà des transformations affines. Les courbes montrées repŕesententIT-PROPRE

(reconstruction euclidienne),IT-MC (les courbes pour les reconstructions euclidienne et affine se
superposent) etIT-PROPRE(reconstruction affine). Nous pouvons constater que, comme il aét́e pŕedit
théoriquement, la ḿethodeIT-MC est invariante aux transformations affines, contrairementà IT-
PROPRE, qui l’est presque.

4.8.2 Exṕeriences sur des donńees ŕeelles

Nous avons test´e les méthodes avec des images de la s´equence du chˆateau1 (voir la figure 4.13
pour une image de la s´equence). Elle est constitu´ee de 11 images et de 28 correspondances de points
image. Les images sont prises des points de vue affichés dans la figure 4.14, avec des axes optiques
parallèles. La vérit´e de terrain pour les coordonn´ees tridimensionnelles des points est disponible ce
qui nous permet de quantifier la qualité de la reconstruction.

FIG. 4.13:Une image de la śequence du cĥateau.

1. Nous remercions le(( Calibrated Imaging Laboratory)) de l’Université Carnegie Mellon qui a fourni cette séquence
avec le soutien de ARPA, NSF et NASA. La s´equence est disponible `ahttp://www.cs.cmu.edu/ cil/cil-ster.html.



70 CHAPITRE 4. TRIANGULATION – RECONSTRUCTIOǸA PARTIR DE 2 VUES
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FIG. 4.14:Les points de vue de la séquence du cĥateau (la figure ne montre pas les distances corrects
entre les points de vue et l’objet).

Nous avons effectu´e l’expérience suivante pour chaque paire de vues de la séquence.

1. Calcul de la matrice fondamentale (m´ethode des 8 points [71]).

2. Calcul de deux matrices de projection `a partir de la matrice fondamentale.

3. Reconstruction projective des 28 points avec différentes méthodes de triangulation.

4. Alignement de chaque reconstruction projective avec le modèle euclidien.

5. Calcul de l’erreur des reconstructions projectives comme étant la moyenne des distances abso-
lues entre points align´es et points du modèle.

Les résultats des m´ethodes suivantes sont affichés dans la figure 4.15 : POLY, IT-PROPRE, IT-MC
et POINT MILIEU .

Les méthodes POLY et IT-PROPRE ont un comportement quasiment identique. Pour quelques
paires de vues, les deux méthodes échouent. De gauche à droite (par rapport aux graphes dans la
figure 4.15), il s’agit des paires :

(3; 6) (3; 7) (6; 7) (8; 9) (8; 10) (9; 10) :

Si l’on compare avec la figure 4.14, on constate qu’il s’agit exactement des paires de vues qui consti-
tuent une translation pure de la caméra. Nous avons déjà mentionné que ce cas est toujours difficile
pour la reconstruction. Pour les autres mouvements, les résultats sont comparables avec ceux d’une
reconstruction projective en tenant compte detoutesles 11 images (cf. les r´esultats de notre m´ethode
de factorisation en section 5.8.2.2).

La méthode IT-MC donne des r´esultats légèrement moins bons que POLY et IT-PROPRE. Pour ce
qui est de la méthode POINT MILIEU , la reconstruction pour la plupart des paires de vues est bonne,
mais le taux d’échec est clairement supérieur à celui des autres méthodes présentées.
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(a) Méthode POLY.
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(b) Méthode IT-PROPRE.
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(c) Méthode IT-MC.
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(d) Méthode POINT MILIEU .

FIG. 4.15:Résultats de reconstructions projectives avec la séquence du cĥateau.

4.8.3 Discussion des ŕesultats

Avant d’analyser les r´esultats pr´ecédents, nous rappelons, dans le tableau 4.2, les abréviations des
méthodes utilis´ees ainsi que très brièvement leur procédé.

Toutes les méthodes se comportent bien pour la reconstruction euclidienne, en termes d’erreurs
3D. Quant aux erreurs 2D, seules les méthodes POLY, POLY-ABS, IT-MC et IT-PROPRE donnent
des résultats acceptables. Les deux dernières ont l’inconvénient de diverger occasionnellement. La
méthode POLY-ABS sembleêtre légèrement meilleure que POLY, au sens des erreurs 3D, mais toutes
les deux sont des méthodes excellentes. Leur inconvénient majeur est qu’elles ne sont pas directe-
ment généralisables à plus de 2 vues (voir la discussion dans la section 4.5.5), contrairement aux
autres approches. Elles sont également plus lentes, mais toujours assez rapides pour pouvoir recons-
truire des milliers de points par seconde ce qui devrait être suffisant pour la plupart des applications
envisageables.
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POLY Minimise la somme des carr´es des distances entre points image mesurés
et points reprojetés

POLY-ABS Minimise la somme des distances absolues entre points image mesurés
et points reprojetés

POINT MILIEU Choisit le point milieu de la perpendiculaire commune des rayons de
projection associés aux points image

L IN-MC Détermine le point 3DQ en résolvant un système de 4 équations li-
néaires et homogènes en 4 inconnues, utilisant la contraintejjQjj = 1

IT-MC Variante itérative de la m´ethode pr´ecédente ; adapte les poids des ´equa-
tions linéaires

L IN-PROPRE Détermine le point 3DQ en résolvant un système de 4 équations li-
néaires en 3 inconnues, ayant fix´e une coordonnée deQ

IT-PROPRE Variante itérative de la m´ethode pr´ecédente ; adapte les poids des ´equa-
tions linéaires

TAB . 4.2:Récapitulatif des ḿethodes de triangulation utilisées.

En résumé :

POLY C’est la méthode recommandée si seulement 2 images sont trait´ees et si le temps de calcul
n’est pas critique. Ses performances sont sup´erieures à celles des autres m´ethodes, exceptée
POLY-ABS. En fait, elle est optimale sous l’hypoth`ese d’un bruit gaussien. La méthode est
projectivement invariante.

POLY-ABS Cette méthode garantit de trouver le minimum global de la somme des erreurs absolues
de reprojection. Ceci est peut-ˆetre un meilleur mod`ele pour le bruit dans les images ; elle est
moins sensible `a de larges erreurs. Elle donne des reconstructions lég`erement meilleures que
POLY, mais sinon les deux m´ethodes se comportent de mani`ere très similaire. POLY-ABS est
également projectivement invariante.

POINT MILIEU C’est la méthode classique pour la reconstruction euclidienne. Malgr´e une bonne
performance dans ce cas, elle n’est pas meilleure que les autres méthodes lin´eaires, et pour
la reconstruction projective, les résultats sont inutilisables. La m´ethode n’est invariante ni aux
transformations projectives ni aux transformations affines.

L IN-PROPRE Son avantage majeur est la vitesse et la simplicité. Elle n’est invariante ni aux transfor-
mations projectives ni aux transformations affines.

L IN-MC Cette méthode est invariante aux transformations affine, mais ne devrait pas ˆetre utilisée
pour une reconstruction projective.

IT-PROPRE Cette méthode donne de tr`es bons r´esultats, considérablement meilleurs que la m´ethode
non-itérative correspondante, LIN-PROPRE. Elle n’est pas aussi bonne que POLY ou POLY-
ABS, mais son grand avantage est qu’elle est facilement généralisable au cas de plusieurs
images. L’inconv´enient de la méthode est une divergence occasionnelle ce qui a pour consé-
quence le besoin d’une méthode de secours.

IT-MC Elle est similaire `a LIN-PROPREdu point de vue performance et propriét´es. Elle est invariante
aux transformations affines, mais ne devrait pas être appliqu´ee pour la reconstruction projective
puisque les points à l’infini ne peuvent pas ˆetre traités.
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4.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons examiné le probl`eme de la reconstruction `a partir de deux vues, étant
données les matrices de projection. Nous avons montré que les méthodes classiques sont inadaptées
au cas de la reconstruction projective ou affine, dˆu à l’utilisation de principes qui ne sont valables que
dans l’espace euclidien. Un critère de minimisation pour la reconstruction a ´eté propos´e qui combat
le bruit là où il se manifeste – dans la position des primitives dans les images. Nous avons d´eveloppé
une méthode (POLY) qui minimise ce critère globalement, ainsi donnant une reconstruction optimale.

Pour ce qui est de l’optimalit´e de notre m´ethode, il faut préciser qu’elle donne le résultat qui est
optimal pour les matrices de projection donn´ees. Une optimisation non linéaire ult´erieure, portant
sur les matrices de projection et les points 3D simultanément, va en général encore am´eliorer la
reconstruction (cf. aussi le paragraphe sur l’estimation de la matrice fondamentale en 2.3.2).

La nouvelle méthode a ét´e testée en concurrence avec d’autres méthodes. Elle donne les r´esultats
les plus stables, mais les méthodes linéaires it´eratives sont également très performantes. L’atout de
POLY est son optimalit´e statistique. Nous avons aussi d´ecrit des simplifications de notre m´ethode pour
des mouvements particuliers entre les deux vues. Contrairement aux méthodes linéaires, elle n’est pas
généralisable `a plus de deux images.

Des opérations similaires `a la correction des points image dans notre méthode sont éventuellement
possibles pour d’autres primitives. Dans [39], Cross et Zisserman effectuent une correction de la
position de coniques dans les images comme ´etape pr´ealableà la reconstruction de quadriques. Leur
méthode n’est pas optimale mais les coniques sont données avec une haute précision ce qui fait qu’une
correction sous-optimale peut être suffisante. Une ´etude plus profonde de ce cas serait int´eressante `a
mener.





5.5.
Reconstruction projective multi-imageReconstruction projective multi-image

Dans ce chapitre, nous présentons une mé-
thode de reconstruction (et calibrage) projec-
tive à partir de plusieurs images. La méthode
est basée sur la factorisation d’une matrice con-
tenant les coordonnées de tous les points image
vus dans toutes les images. Notre méthode est
une extension des méthodes de Tomasi, Poel-
man et Kanade [202, 149] des projections af-
fines aux projections perspectives. Contraire-
ment au cas affine, la factorisation n’est pos-
sible que si les coordonnées homogènes des
points image sont correctement échelonnées.

L’une des contributions de notre travail est une
méthode pour la détermination des facteurs
d’échelle nécessaires, à partir des seules ma-
trices fondamentales. Nous décrivons égale-
ment des détails numériques qui contribuent de
manière significative à la bonne performance
de notre méthode de reconstruction. Les ré-
sultats d’expériences évaluant la méthode sont
donnés en fin de chapitre.

Le travail décrit dans ce chapitre a été ef-
fectué en collaboration avec Bill Triggs et a été
publié dans [192, 193].
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5.1 Introduction

Le problème de la reconstruction projective a principalement ´eté étudié pour le cas de deux vues
(voir chapitre 4 pour une revue de quelques méthodes) ou de trois vues [81, 162, 175]. Il existe
quelques m´ethodes pour des s´equences d’images que nous passons en revue dans la suite. Grossière-
ment, on peut distinguer quatre types de méthodes. La plus simple, propos´ee par Hartley [79], consiste
à reconstruire la structure projective `a partir de deux vues et de déterminer les matrices de projection
des autres vues en utilisant les points reconstruits qui sont visibles dans ces vues. Ensuite, les points
non encore reconstruits peuvent ˆetre triangulés.

Mohr et al.et Szeliski & Kang décrivent des méthodes d’ajustement it´eratif non linéaire (ajuste-
ment de faisceaux) qui prennent en compte toutes les observations [129, 130, 196, 198]. Ce type de
méthode n´ecessite g´enéralement une bonne initialisation des param`etres, icià la fois de la structure et
du mouvement projectifs. Il semble que pour de courtes séquences d’images, une initialisation ad hoc
peutêtre suffisante pour faire converger l’estimation it´erative. Le comportement de ce procéd´e pour
des séquences plus longues n’est pas clair. Un ajustement itératif peut toujours ˆetre appliqu´e comme
étape finale de tout algorithme de reconstruction afin d’optimiser le résultat.

Laveau propose de fusionner des paires de reconstructions obtenues `a partir de triplets de vues,
en estimant l’homographie entre les nuages de points [109] (voir la section 5.7).

Finalement, il existe des approches récursives de filtrage qui sont initialisées par une reconstruc-
tion à partir de deux ou trois vues [14, 126, 217, 218].

Plus récemment, Heyden a propos´e un formalisme qui permet de reconstruire simultan´ement plu-
sieurs points `a partir de plusieurs vues [85, 87]. La clé de ce formalisme est l’affectation de coordon-
nées canoniques à trois points, dans l’espace (reconstruction) et dans toutes les images. Les matrices
fondamentales et les tenseurs trifocaux prennent alors une forme r´eduite ((( reduced fundamental ma-
trix/tensor))). Les matrices de projection correspondantes dépendent de seulement 5 param`etres et il
est possible de les estimer simultan´ement avec la structure 3D par des m´ethodes linéaires. Un autre
avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas que tous les points soient visibles dans toutes
les vues. Par contre, le r´esultat est fortement biais´e par le choix des points de référence. En outre,
l’affectation de coordonnées canoniques à ces points se fait par des transformations affines ce qui
peut rendre la m´ethode de r´esolution mal conditionnée.

En résumé, plusieurs des approches mentionnées ont l’inconvénient de fixer le repère de recons-
truction en privilégiant quelques points ou des vues, auxquels sont associées des coordonnées ca-
noniques. La qualité de la reconstruction dépend de la qualit´e du repère choisi, par exemple de la
précision de la localisation des projections de 5 points de référence nécessaires pour fixer le rep`ere
projectif 3D. Généralement, on peut dire qu’il n’existe pas de m´ethode qui prenne en compte toutes
les données (les coordonn´ees image) simultan´ement et de manière unifiée.

De telles méthodes existent pour la reconstruction multi-image supposant un mod`ele de projection
affine ; il s’agit là des m´ethodes de factorisation bien connues de Tomasi, Poelman et Kanade [202,
149]1. Le schéma est simple : les coordonnées de tous les points image sont stockées dans une seule
matrice qui, ce qui est la cl´e de la méthode, est idéalement de rang 3. Cette contrainte permet de
factoriser cette matrice en deux matrices, l’une contenant les coefficients des matrices de projection,
l’autre contenant les coordonnées des points 3D reconstruits de manière affine. Ce procéd´e est décrit
plus en détail en section 5.3.

Dans la suite du chapitre, nous proposons une méthode de reconstruction projective qui applique

1. Une méthode similaire pour la reconstruction affine de droites a ´eté développée par Quan et Kanade [165, 166] ; voir
aussi les m´ethodes de factorisation incr´ementielle de Morita et Kanade [132, 133] et la m´ethode de Costeira et Kanade [38]
pour des objets avec des mouvements diff´erents.
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le schéma de factorisation aux projections perspectives. La méthode est plus compliquée que dans le
cas affine, parce que des facteurs d’échelle pour les coordonnées image doivent ˆetre détermin´es avant
la factorisation. Nous d´ecrivons maintenant bri`evement le formalisme qui permettra de r´esoudre ce
problème.

Dans le cadre d’une étude systématique des relations algébriques entre plusieurs vues, Triggs a
introduit un nouveau formalisme de reconstruction projective [207, 208]. Les coordonnées des projec-
tions d’un point 3D sont regroupées en un seul vecteur de longueur3m (dans le cas dem projections
perspectives sur des plans), appel´e vecteur image composite((( joint image vector))) et apparte-
nant à l’espace image composite((( joint image space))). Pour un ensemble de vues données, les
vecteurs image composite form´es des projections de tous les points 3D forment un sous-espace de
l’espace image composite de dimension 4, appel´e l’image composite((( joint image))). Cet espace
est caract´erisé par les contraintes d’appariement multi-linéaires entre les vues.

Malheureusement, les facteurs d’´echelle des coordonn´ees homog`enes des points image sont per-
dus lors de la projection (les points d’int´erêt dans l’image sont donnés en coordonn´ees non homo-
gènes). Un choix arbitraire pour ces facteurs a pour conséquence que les vecteurs image composites
ne se trouvent plus dans l’image composite. Dans ce contexte, la reconstruction projective consiste
à trouver les bonnes échelles pour les coordonn´ees homog`enes des points image afin de placer les
vecteurs image composite dans l’image composite. Ceci constitue une reconstruction implicite, mais
il est possible d’expliciter la structure en forme de coordonn´ees tridimensionnelles habituelles.

La méthode de reconstruction projective proposée dans ce chapitre est bas´ee sur ce formalisme. Il
ne sera pas n´ecessaire de le maˆıtriser pour bien comprendre le fonctionnement de la méthode. L’étape
essentielle de la m´ethode est la détermination de facteurs d’échelle pour les coordonnées image,
appelés profondeurs projectives, à partir de matrices fondamentales. Nous montrons que, avec des
profondeurs projectives correctes, la matrice contenant toutes les coordonnées image est de rang 4. La
reconstruction explicite est effectuée par une factorisation de cette matrice en structure et mouvement
projectifs. Donc, notre m´ethode peut ˆetre consid´erée comme l’extension des méthodes de Tomasi,
Poelman et Kanade [202, 149] des projections affines aux projections perspectives.

Organisation de ce chapitre. Nous définissons d’abord le problème de la reconstruction projective.
En 5.3, nous d´ecrivons la méthode de factorisation pour la reconstruction affine avec des caméras
affines, et nous montrons comment l’étendre au cas de vues perspectives. En 5.4, nous expliquons
comment d´eterminer les profondeurs projectives – les facteurs d’échelle qui sont nécessaires pour
pouvoir faire la factorisation. La section 5.5 décrit la m´ethode compl`ete de reconstruction projective.
Ensuite, nous discutons de différentes méthodes pour traiter des données incompl`etes, c’est-à-dire des
points qui ne sont pas vus ou appariés dans toutes les images d’une s´equence. Le chapitre se termine
avec des r´esultats d’expériences utilisant notre m´ethode de reconstruction, suivis de conclusions.

5.2 Le problème de la reconstruction projective

La reconstruction projective consiste, comme son nom l’indique, en la détermination de la struc-
ture projective de la sc`ene observ´ee, c’est-à-dire de la structure de la sc`eneà une transformation
projective (inconnue) pr`es. Elle est possible avec des cam´eras absolument pas calibrées et sans au-
cune information a priori sur la sc`ene ou le mouvement des caméras [57, 72]. Généralement, quand
on parle de reconstruction projective, on suppose implicitement qu’aucune de ces informations n’est
disponible. Les seules données sont des correspondances de primitives image. Comme la plupart des
approches existantes, la m´ethode que nous proposons est con¸cue pour utiliser des points.
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Les seules données pour la reconstruction projective sont donc des points image appariésqip. Le
probl ème de la reconstruction projectiveest la détermination de matrices de projection(Pi)mi=1 et
de points 3D(Qp)

n
p=1 qui satisfont l’équation :

8i; p : PiQp � qip : (5.1)

À l’exception de situations d´egénérées (surfaces critiques, plusieurs solutions pour des données mini-
males, caméra stationnaire), il existe une seule famille de solutions satisfaisant l’´equation (5.1). Elles
sont reliées entre elles par des transformations projectives : sif(Pi)mi=1; (Qp)

n
p=1g est une reconstruc-

tion projective, alors, pour toute transformation projective non singulièreT, l’ensemble
f(PiT�1)mi=1; (TQp)

n
p=1g en est aussi une.

En présence de bruit affectant la position des points image, une solution exacte n’est normalement
pas possible et il faut d´efinir un critère selon lequel on peut déterminer une reconstruction optimale.
Le critère généralement admis est la minimisation de la somme des carrés des distances entre les
points reprojetés et ceux mesur´es. Il s’agit du critère de maximum de vraisemblance sous hypothèse
d’un bruit gaussien (voir 3.7). L’utilisation de ce crit`ere engendre une formulation non lin´eaire de
la fonction de coˆut à minimiser et l’estimation se fait avec des algorithmes num´eriques adéquates.
Il s’agit d’une méthode standard, introduite par Mohret al. [129, 130], qui est la sp´ecialisation de
l’ajustement de faisceaux au cas non calibré. Le problème habituel des méthodes d’optimisation non
linéaire est le besoin d’une bonne initialisation des paramètres. La recherche se concentre donc sur le
développement de méthodes ne n´ecessitant pas une telle initialisation, qui sont sous-optimales mais
qui fournissent un bon point de d´epart pour une ´eventuelle phase d’optimisation.

Nous proposons dans la suite une méthode de reconstruction projective qui prend en compte
simultanément toutes les données et qui ne s’appuie pas sur une préférence de quelques vues ou
points pour fixer le rep`ere projectif de reconstruction.

5.3 Reconstruction par factorisation

5.3.1 Caḿeras affines

La reconstruction 3D par factorisation a ´eté introduite par Tomasi et Kanade, dans le cas d’une sé-
quence d’images orthographiques [202] (voir aussi l’approche contemporaine de Debrunner et Ahuja
[43]). Le principe de leur méthode est tr`es simple ; consid´erons l’équation de projection réduite d’une
caméra affine (cf. 2.2.3.1) : �

qip
1

�
=

�
Pi 0

0T 1

��
Qp

1

�
;

où qip etQp sont les coordonn´ees non homog`enes des points image et 3D respectivement2, etPi est
une matrice de projection de dimension2� 3. On peut regrouper les projections den points dansm
vues dans une seule grande ´equation matricielle :

W �

0BBB@
q11 q12 � � � q1n
q21 q22 � � � q2n

...
...

. . .
...

qm1 qm2 � � � qmn

1CCCA
2m�n

=

0BBB@
P1

P2
...
Pm

1CCCA
2m�3

�
Q1 Q2 � � � Qn

�
3�n

:

2. Afin d’obtenir l’équation de projection r´eduite, les points dans chaque image et les points 3D doivent ˆetre transform´es
tels que leurs centres de gravit´e se trouvent `a l’origine des rep`eres correspondants.
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La matriceW est appel´ee lamatrice des mesuresparce qu’elle contient toutes les données – les
coordonnées des points image.W est le produit de la matrice de projection composite et de la matrice
de structure composite, toutes deux de rang au plus 3 (ayant seulement 3 colonnes ou 3 lignes). Par
conséquent,W est aussi de rang au plus 3. C’est l’observation clé pour la méthode de reconstruction
proposée. Consid´erons une d´ecomposition en valeurs singuli`eres deW :

W = U2m�n�n�nV
T

n�n ;

où� est la matrice diagonale des valeurs singuli`eres dont au plus 3 sont non nulles. Si l’on recompose
W par multiplication des matrices du cˆoté droit de l’équation précédente, il y a donc seulement 3
colonnes deU et 3 lignes deVT qui interviennent dans les calculs (voir aussi la figure 5.1). Soient
U0 etV0T les matrices composées de ces colonnes ou lignes et�0 la matrice diagonale des 3 valeurs
singulières non nulles. On observe alors l’´egalité suivante :

W = U02m�3�
0

3�3V
0T

3�n :

Soit �0 = �00�000 une décomposition quelconque de�0. Alors, avec les matricesU00 = U0�00 et
V00

T = �000V0T, nous avons :

W = U002m�3V
00T

3�n :

Cetteéquation signifie queU00 etV00T constituent une reconstruction admissible de la sc`ene :U00 joue
le rôle de matrice de projection composite etV00

T celui de matrice de structure composite. Cette
interprétation est admissible puisque la reprojection des points 3D reproduit les points image (qui
sont contenus dansW). La reconstruction n’est qu’affine puisque, pour toute transformationT3�3

non singulière,U00T�1 etTV00T interprètent aussi bien les données.

W U U’ TV’’

0

s1
2s

3s

=

=

=

=

SVD

V T

FIG. 5.1:Principe de la factorisation. La matriceW est de rang 3 ce qui se manifeste par l’existence
de seulement trois valeurs singulières non nulles (s1; s2 ets3). Les parties ombŕees des matricesU;�
etVT sont donc(( inutiles )).

Jusqu’ici nous n’avons pas parlé de bruit dans les coordonnées image. En présence de bruit, la
matrice des mesures ne sera plus de rang 3, mais g´enéralement de rang plein. Pour combattre le bruit,
on détermine alors une matricebW de rang 3 qui approche bien la matrice des mesuresW. Ensuite on
peut factoriserbW comme décrit ci-dessus.

En pratique, la d´etermination debW et sa factorisation se font en une seule étape : on effectue une
décomposition en valeurs singuli`eres deW et on annule toutes les valeurs singuli`eres sauf les trois
plus grandes. On retient seulement les colonnes et lignes deU et VT associées `a ces trois valeurs
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singulières. Si l’on multiplie les matricesU00 etV00T obtenues, on obtient la matricebW de rang 3, qui
approche au mieuxW, au sens de la norme spectrale [68] et mˆeme de la norme de Frobenius [168] :

bW = argmin
W0;rang(W0)=3

jjW �W0jjF :

Ce constat signifie que la reconstructionf(Pi); (Qp)g obtenue en factorisantW, estoptimale, au sens
du critère des erreurs de reprojection (voir la section 3.7), puisquejjW� bWjjF =

P
i;p d(qip;PiQp)

2.

5.3.2 Caḿeras perspectives

Nous considérons maintenant le cas des caméras perspectives, o`u l’ équation de projection prend
la forme :

�ipqip = PiQp :

Contrairement au cas affine, nous ne pouvons pas ´eliminer les facteurs d’échelle�ip. En pratique,
les points extraits d’une image sont donnés en coordonn´ees non homog`enes, c’est-à-dire implicite-
ment multipliées avec un scalaire tel que la troisi`eme coordonnée est égale `a 1 ; donc, le(( vrai ))

facteur d’échelle n’est pas mesurable. Nous allons appeler les facteurs d’échelle inconnus�ip les
profondeurs projectives3. Ce nom a ´eté choisi parce que ces facteurs contiennent toute l’informa-
tion nécessaire pour la reconstruction projective. Leur d´etermination est en effet ´equivalente `a une
reconstruction projective dans le formalisme de l’image composite [207, 208].

Les profondeurs projectives sont liées aux(( vraies)) profondeurs comme suit. SiQp etqip sont
représentés en coordonnées étendues (1 comme derni`ere coordonnée) et siPi est normalis´ee tel que
le sous-vecteur(Pi31 ;Pi32 ;Pi33) est unitaire, alors la profondeur projective�ip est la vraie profondeur
deQp, c’est-à-dire sa distance du plan focal de la caméra.

L’ensemble des ´equations de projection peuvent ˆetre regroup´ees en une seule ´equation matricielle
de dimension3m� n :

W �

0BBB@
�11q11 �12q12 � � � �1nq1n
�21q21 �22q22 � � � �2nq2n

...
...

. ..
...

�m1qm1 �m2qm2 � � � �mnqmn

1CCCA
3m�n

=

0BBB@
P1

P2
...
Pm

1CCCA
3m�4

�
Q1 Q2 � � � Qn

�
4�n

:

(5.2)

En analogie au cas affine, nous appelonsW la matrice des mesures, bien qu’elle contienne les fac-
teurs d’échelle�ip qui ne sont pas mesur´es. Il est clair queW est de rang au plus 4. Ceci n’est pourtant
vrai que si les profondeurs projectives correctes sont utilisées. Malheureusement, les�ip sont perdues
lors de la projection et regrouper les coordonnées image étendues (1 comme 3e coordonnée) résulte
en une matriceW qui est généralement de rang plein et ne permet pas sa factorisation en mouvement
et structure.

Si nousétions capables de déterminer les profondeurs projectives correctes, nous pourrions cons-
truire une matrice des mesures avec des coordonn´ees image correctement échelonnées, qui sera de
rang 4. Ensuite, la structure 3D de la scène et le calibrage projectif des caméras peuvent ˆetre déter-
minés par le même schéma de factorisation que pour la caméra affine. Dans le cas présent, on obtient

3. Cette désignation n’a pas le mˆeme sens que les(( profondeurs projectives)) de Shashua, qui sont des birapports le
long de rayons de projection [174].
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une factorisationbW = U003m�4V
00T

4�n qui est définie `a une transformation projective4� 4 près : pour

toute transformationT non singulière, la factorisationbW = (U00T�1)(TV00T) est aussi valable. Donc,
la reconstruction obtenue par factorisation est une reconstruction projective.

Contrairement au cas de la factorisation affine, la reconstruction projective ne minimise pas les
erreurs de reprojection et n’est donc pas optimale au sens de ce critère. La raison en est que la matrice
W contient les coordonnéeshomog̀enesdes points image, donc ce qui est minimis´e est la somme
des différences au carré des coordonn´ees homog`enes, entre points mesurés et reprojetés. Ceci ne
correspond pas `a la distance g´eométrique. Les expériences montrent quand même un comportement
très stable et des r´esultats pr´ecis, si des coordonn´ees normalisées sont utilis´ees (voir 5.5.1).

Dans le paragraphe suivant, nous décrivons une méthode d’estimation des profondeurs projectives
à partir de matrices fondamentales et d’épipˆoles, qui, eux, sont estimés à partir des données image.

5.4 Détermination des profondeurs projectives

Nous décrivons comment les profondeurs projectives introduites dans le paragraphe préc´edent
peuventêtre détermin´eesà partir des tenseurs d’appariement, sp´ecialement des matrices fondamen-
tales et des épipˆoles. Notons d’abord qu’il n’y a pas un choix unique pour lesmn profondeurs pro-
jectives : individuellement, les profondeurs projectives sont arbitraires, puisqu’elles d´ependent des
facteurs d’échelle desPi etQp, qui eux sont arbitraires puisqu’il s’agit d’entit´es homog`enes. Pour-
tant, une fois cesm+ n facteurs d’échelle choisis, lesmn profondeurs projectives sont fixées. Donc,
prises dans leur ensemble, les profondeurs projectives ne sont pas arbitraires, mais doivent ˆetre cohé-
rentes et contiennent donc r´eellement de l’information.

Réciproquement, il y am+n� 1 degrés de libert´e dans la d´etermination des profondeurs projec-
tives. Consid´erons l’équation (5.2) : multiplier toutes les profondeurs associées aux images d’un point
Qp par le même scalaire a pour effet de multiplier les coordonnées deQp par ce scalaire. De mani`ere
analogue, multiplier le triplet de lignes deW associé à une vuei par un scalaire revient à multiplier la
matrice de projectionPi par le même scalaire. Donc, les profondeurs projectives peuvent ˆetre détermi-
nées modulo des r´eéchelonnements vue-par-vue (triplets de lignes deW) et point-par-point (colonnes
deW). Cette liberté est utilis´ee pour am´eliorer la stabilité numérique de la factorisation (voir 5.5.2).

Nous décrivons maintenant des relations entre des matrices fondamentales, des ´epipôles, des
points image et des profondeurs projectives, qui permettent de calculer ces derni`eres. L’équation de
projection�ipqip = PiQp implique que la matrice6� 5 :�

Pi �ipqip
Pj �jpqjp

�
est de rang au plus 4 (voir aussi la discussion dans 2.4) :�

Pi �ipqip
Pj �jpqjp

�
=

�
Pi PiQp

Pj PjQp

�
=

�
Pi

Pj

��
I4 Qp

�
:

Donc, tous ses mineurs5 � 5 s’annulent. En développant les mineurs par leurs éléments de derni`ere
colonne, nous obtenons des ´equations homog`enes et lin´eaires par rapport aux composantes de�ipqip
et �jpqjp. Les coefficients de ces équations sont des déterminants4 � 4 d’ensembles de lignes des
matrices de projection. Ces déterminants, avec un certain choix de facteurs d’´echelle relatifs, se r´e-
vèlent n’être rien d’autre que les coefficients de la matrice fondamentale et des épipˆoles des deux
vues considérées [62, 208]. Concr`etement, si(abc) et (a0b0c0) sont des permutations paires de(123)
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et sipa
i désigne laae ligne dePi, nous avons :

[Fij]aa0 =

��������
pb
i

pc
i

pb0
j

pc0

j

�������� [eij]
a =

��������
pa
i

p1j
p2j
p3j

�������� : (5.3)

L’application de ces relations aux 3 mineurs de 2 lignes de l’imagei et 3 lignes de l’imagej résulte
en la relation :

(Fijqjp)�jp = (eij ^ qip) �ip : (5.4)

Cette relation n’exprime, tout d’abord, rien d’autre que la contrainte ´epipolaire. Pourtant, si les pro-
fondeurs projectives correctes sont utilisées, l’équation (5.4) est non seulement valable à un facteur
multiplicatif près, mais elle devient aussi une ´egalité exacte. C’est ce nouveau résultat qui permet
de déterminer les profondeurs projectives `a partir des matrices fondamentales et des épipˆoles. Des
résultats analogues pour des tenseurs d’appariement d’ordre supérieur sont donnés dans [207].

Notre stratégie pour la détermination des profondeurs projectives est relativement simple. L’´equa-
tion (5.4) relie les profondeurs projectives des projetés d’un point 3D vus dans deux images. Ayant
estimé un nombre suffisant de matrices fondamentales et d’´epipôles, nous pouvons ´etablir un syst`eme
d’équations linéaires homogènes qui permettent de trouver l’ensemble complet des profondeurs pro-
jectives d’un point 3D, à un facteur global près. Il faut un minimum dem�1 matrices fondamentales
qui relient lesm images en un graphe connect´e (voir des exemples dans la figure 5.2). Si d’autres
matrices fondamentales sont disponibles, les équations deviennent redondantes ce qui, a priori, ap-
porte une plus grande robustesse.À la limite, toutes lesm(m�1)=2 matrices fondamentales et toutes
les m(m � 1) équations pourraient ˆetre utilisées pour trouver lesm profondeurs inconnues, mais
ceci serait coˆuteux en temps de calcul et de toute fa¸con non réalisable avec des s´equences d’images
réalistes.

Actuellement, nous considérons deux fa¸cons d’utiliser un nombre minimal d’´equations (5.4). Les
images sont trait´ees de mani`ere séquentielle ou parallèle, c’est-`a-dire que nous utilisons les paires
d’images(1; 2); (2; 3); : : : ; (m � 1;m), ou bien(i; 1); (i; 2); : : : ; (i; i � 1); (i; i + 1); : : : ; (i;m),
où l’image i peut par exemple ˆetre choisie comme l’image au milieu de la s´equence (voir la figure
5.2). Ces approches ne sont probablement pas les plus robustes possibles, mais elles permettent de
déterminer les profondeurs projectives de mani`ere triviale, en r´esolvantm � 1 équations de mani`ere
récursive.

On commence par l’affectation d’une valeur arbitraire `a une des profondeurs projectives, par
exemple�1p = 1 (rappelons que les profondeurs projectives associées aux projetés d’un point 3D
sont définies à un facteur global près). Ensuite, les autres profondeurs projectives associées au point
Qp peuventêtre détermin´ees une-par-une en résolvant l’équation (5.4) aux moindres carrés :

�ip =
(eij ^ qip)

T (Fijqjp)

keij ^ qipk2 �jp : (5.5)

Si l’on veut utiliser plus que le nombre minimal d’´equations (5.4) nécessaires pour déterminer
les profondeurs projectives, il faut prendre en compte les relations quadratiques qui existent entre les
matrices fondamentales(( redondantes)) [207]. Considérons un petit exemple o`u les troiséquations
associées `a trois images sont utilis´ees (nous omettons l’indicep) :

(F12q2) �2 = (e12 ^ q1)�1
(F23q3) �3 = (e23 ^ q2)�2
(F31q1) �1 = (e31 ^ q3)�3 :
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1 2 3 4 5

(a) Schéma séquentiel.

i

i−1i−2 i+1 i+2

(b) Schéma parallèle.

FIG. 5.2: Deux possibilit́es pour l’enchâınement deśequations de d́etermination des profondeurs
projectives.

A priori, les matrices fondamentales et les épipˆoles sont définis seulement à des facteurs d’´echelle
individuels près. Pourtant, des facteurs d’´echelle arbitraires prohibent en g´enéral une solution cohé-
rente pour les�i. Avant d’utiliser des équations redondantes, il est donc indispensable de choisir des
facteurs d’échelle coh´erents pour les matrices fondamentales et les épipˆoles. Leur détermination peut
être bas´ee sur les relations quadratiques entre les tenseurs d’appariement (pour plus de d´etails voir
[207]).

Même si seules des équations non redondantes sont utilisées, les facteurs d’échelle desFij et
eij ont un impact sur l’ordre de grandeur des profondeurs projectives, ce qui devient évident en
regardant l’équation (5.5). Avec des échelles mal équilibrées pour les matrices fondamentales et les
épipôles, les profondeurs projectives peuvent prendre des valeurs extrˆemement grandes ou petites lors
de l’enchaı̂nement r´ecursif des ´equations. Théoriquement, ceci ne constitue pas un problème mais
la phase de factorisation numérique pour la reconstruction explicite peut devenir mal conditionnée.
Pour éviter cette situation, nous équilibrons les profondeurs projectives avant la factorisation, par
des multiplications scalaires vue-par-vue respectivement point-par-point, ainsi profitant des degrés
de liberté dans la d´etermination des profondeurs projectives, d´ecrits au d´ebut de cette section. Ce
processus d’équilibrage est décrit en 5.5.2.

5.5 Une ḿethode de reconstruction projective multi-image baśee sur la
factorisation

Nous avons d´eveloppé un algorithme pratique pour la reconstruction projective multi-image, bas´e
sur les observations faites dans les sections précédentes.À côté des deux ´etapes principales, la d´e-
termination des profondeurs projectives et la factorisation de la matrice des mesures, des proc´edures
numériques sont incorporées `a l’algorithme, qui augmentent considérablement la stabilit´e et la pré-
cision des résultats. Nous décrivons d’abord ces dernières, avant de donner le schéma complet de
l’algorithme.

5.5.1 Normalisation des coordonńees image

Afin d’obtenir un bon conditionnement numérique, nous travaillons avec des coordonnées norma-
lisées, comme Hartley l’a proposé pour l’estimation de la matrice fondamentale [71]. Cette normali-
sation consiste à appliquer une similitudeTi à toute imagei telle que les points image transform´es
soient centrés autour de l’origine et que leur distance moyenne `a l’origine soitégaleà

p
2. Concrè-

tement, les transformations sont réalis´ees par la composition d’une translation et d’un changement
d’échelle. Cette normalisation a, comme effet, un ´equilibrage des ordres de grandeur des coordonnées
image – au lieu d’avoir des coordonn´ees homog`enes de l’ordre(O(100);O(100); 1)T (la notationO
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indique un ordre de grandeur), un point typique normalisé aura des coordonnées(O(1);O(1); 1)T .
Ainsi, leséléments de la matrice des mesures seront, en moyenne, d’ordres de grandeur similaires, ce
qui améliore le conditionnement numérique de cette derni`ere et stabilise sa factorisation.

Toutes les ´etapes de l’algorithme sont effectu´ees en coordonn´ees normalis´ees. Comme nous cal-
culons les mouvement et structure projectifs correspondants aux points image transformés,Tiqip,
nous devons(( dé-normaliser)) les matrices de projectionbPi estimées :bP0i = T

�1

i
bPi. Les bP0i et bQp

représentent alors les mouvement et structure projectifs correspondants aux points image originaux
qip.

Nos expériences montrent que cette simple normalisation améliore de mani`ere tellement drastique
les résultats de la reconstruction projective, qu’elle devient une partie indispensable de l’algorithme.

5.5.2 Équilibrage de la matrice des mesures

Considérons la factorisation de la matrice des mesures r´eéchelonnéesW :

W =

0BBB@
�11q11 �12q12 � � � �1nq1n
�21q21 �22q22 � � � �2nq2n

...
...

. . .
...

�m1qm1 �m2qm2 � � � �mnqmn

1CCCA =

0BBB@
bP1bP2
...bPm

1CCCA�bQ1
bQ2 � � � bQn

�
:

La multiplication de la colonnep deW avec un scalaire non nul�p correspond à (ou implique) la
multiplication debQp avec le même facteur. De manière analogue, multiplier les lignes associées `a la
vuei (les lignes(3i� 2; 3i� 1; 3i)) avec un scalaire non nul�i correspond `a multiplier la matrice de
projectionbPi avec�i. Donc, des op´erations d’équilibrage point-par-point et vue-par-vue appliquées
àW, n’affectent pas la reconstruction projective obtenue.

Cette consid´eration n’est valable qu’en absence de bruit. En présence de bruit dans les coordon-
nées image,W ne sera qu’approximativement4 de rang 4. Les op´erations d´ecrites ci-dessus,vont
effectivement affecterles résultats de la factorisation et nous pouvons donc essayer de profiter des de-
grés de libert´e qui nous sont donn´es via les facteurs d’´echelle arbitraires desbPi et bQp, afin d’améliorer
le conditionnement num´erique de la factorisation deW ou de répartir les effets du bruit. En appliquant
le schéma itératif suivant, que nous appelonséquilibrage, nous essayons d’amener les éléments deW

à un ordre de grandeur commun.

Algorithme : Équilibrage de la matrice des mesures

1. Multiplier chaque colonnep deW par un�p tel que
P3m

i=1(�pWip)
2 = 1.

2. Multiplier chaque triplet de lignes(3i � 2; 3i � 1; 3i) par un �i tel quePn
p=1

P3i
l=3i�2(�iWlp)

2 = 1.

3. Si le changement des éléments deW est important, rép´eter lesétapes 1 et 2.

En pratique, une ou deux itérations sont suffisantes.
Nous avons d´ecrit l’équilibrage de la matriceW entière. En effet, puisque les coordonnées image

qip sont déjà normalisées, il serait suffisant d’´equilibrer seulement la matricem� n des profondeurs
projectives,(�ip).

4. Nous parlons du rang num´erique ici.
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5.5.3 Algorithme complet

Algorithme : Reconstruction projective par factorisation

1. Normalisation des coordonn´ees des points image, par application de similitudesTi.

2. Estimation des matrices fondamentaleset desépipôles (nous utilisons l’algorithme
de 8 points [71]).

3. Détermination des profondeurs projectives�ip à l’aide de l’équation (5.5).

4. Construction de la matrice des mesuresW contenant les coordonnées image ré-
échelonnées.

5. Équilibrage deW par des multiplications scalaires colonne-par-colonne et par tri-
plets de lignes.

6. Factorisation :

(a) Décomposition en valeurs singuli`eres deW :W = U�VT.

(b) Annulation des valeurs singulières à l’exception des 4 plus grandes. Soient�0 la
matrice diagonale de ces 4 valeurs,U0 etV0T les sous-matrices des 4 premi`eres
colonnes deU etVT.

(c) Extraction des matrices composites de projection et de structure :
P = U0�00 etQ = �000V0

T, où�00�000 est une décomposition quelconque de�0.

7. Dé-normalisation: adaptation des matrices de projection pour d´efaire la normalisa-
tion effectuée en l’étape 1 (multiplication de gauche parT�1i ).

5.6 Traitement de donńees incompl̀etes

L’un des problèmes majeurs des méthodes de factorisation apparaı̂t quand les données sont in-
complètes, dˆu, dans notre cas, à des points non visibles ou non détectables dans quelques vues ou dˆu
à l’échec de l’appariement. Dans ce cas, les entrées concern´ees de la matrice des mesures ne sont pas
définies et la d´ecomposition en valeurs singuli`eres ne peut pas ˆetre appliqu´ee directement. Ce pro-
blème ne semble pas avoir de solution simple et les méthodes propos´ees dans la litt´erature ont toutes
des inconv´enients prononcés. Nous d´ecrivons, dans la suite, trois m´ethodes différentes apportant des
solutionsà ce problème.

Dans la section suivante, nous proposons une approche de reconstruction à partir de longues
séquences d’images qui peut traiter des données incomplètes. Nous appliquons une autre approche
que celles présentées dans la suite.

Hallucination. Tomasi et Kanade, dans [202], proposent une méthode qu’on pourrait appeler(( hallu-
cination )). Le principe est simple : la factorisation est initialement effectu´ee pour une sous-matrice
sans donn´ees manquantes. Ceci résulte en la reconstruction de quelques points et la d´etermination
des matrices de projection de quelques vues. L’information récupérée est ensuite propagée vue-par-
vue respectivement point-par-point, tout en remplissant les(( trous )) de la matrice des mesures, par
reprojection virtuelle de points reconstruits dans les vues où il n’y a pas d’observation de ces points.
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Le choix de la sous-matrice factorisée initialement peut ˆetre crucial pour le succès de la méthode.
Idéalement, la sous-matrice sans donn´ees manquante la plus grande (par rapport au nombre de vues
et au nombre de points) devrait ˆetre choisie, mais ceci repr´esente un problème NP-complet [102].
La méthode propage potentiellement les erreurs de la factorisation initiale et il n’est pas clair qu’un
ajustement non linéaire final puisse converger vers une solution globalement optimale.

Analyse en composantes principales de données incompl̀etes. Cette méthode, initialement propo-
sée indépendamment d’applications en vision par Wiberg [225], a été appliqu´ee par Shumet al.pour
la modélisation d’objets composés de facettes planes `a partir d’images de profondeur (range images)
[176, 177]. La formulation originale du problème de factorisation est bilinéaire (voir l’´equation (5.2)),
donc linéaire par rapport à chacun des deux ensembles d’inconnues, mouvement et structure.Étant
donné le mouvement ou la structure, l’ensemble complémentaire d’inconnues peut ˆetre détermin´e par
une estimation aux moindres carr´es linéaire. L’absence de données ne pose évidemment pas de pro-
blème ici. La méthode compl`ete consiste à estimer la structure puis le mouvement alternativement,
jusqu’à convergence (plusieurs crit`eres de convergence sont imaginables). Shumet al.montrent dans
[176, 177] comment inclure des incertitudes sur les mesures.

Cette méthode n´ecessite l’initialisation de l’un des ensembles d’inconnues, celui du mouvement
ou celui de la structure. Ce probl`eme n’est pas bien discut´e dans [176, 177] et il n’est pas facile de
savoir comment les auteurs ont procéd´e lors de leurs exp´eriences. Si l’on suppose que l’on dispose
d’une initialisation d’un ensemble d’inconnues, pourquoi alors ne pas simplement utiliser, apr`es avoir
estimé linéairement l’autre partie des inconnues, une méthode non lin´eaire qui estimera simultan´e-
ment les inconnues, au lieu de procéder par des it´erations linéaires? Shumet al. donnent comme
argument contre une méthode non lin´eaire le nombre élev´e d’inconnues. Cet argument n’est pas tou-
jours justifié, puisque souvent le nombre d’inconnues est dominé par un des deux ensembles et donc
la somme des inconnues n’est pas beaucoup plus grande que le nombre des inconnues de l’ensemble
dominant. Un autre argument est la structure moins complexe de la formulation lin´eaire par rapport `a
un algorithme non linéaire, ce qui facilite son impl´ementation.

Des approches similaires sont les méthodes it´eratives pour l’estimation de la position ou la re-
construction euclidienne calibrée proposées par Dementhon et Davis [45] et étendues par Horaud,
Christyet al. [36, 94].

L’approche de Jacobs. Récemment, Jacobs a présent´e une méthode d’estimation d’un mod`ele li-
néaire avec des données incomplètes [102]. Nous décrivons brièvement le principe de cette approche.
Le problème est de d´eterminer une matricebW de rangr qui approche au mieux une matriceW don-
née, dont des ´eléments peuvent ˆetre bruités ou même manquants. Les colonnes debW peuventêtre
considérées comme les coordonnées de points dans un espace de dimensionm. Le problème pos´e
peut donc ˆetre vu comme la recherche d’un sous-espaceL de dimensionr de cet espace de colonnes,
qui approche au mieux les colonnes donn´ees de la matriceW. En l’absence de bruit, toutr-uplet de
colonnes deW sans élément manquant constitue généralement une base deL. Si parmi lesr colonnes
il y en a avec des éléments manquants, ce n’est plus le cas. Remplir les éléments manquants avec
toutes les valeurs possibles r´esulte en un espace engendré des colonnes complétées, de dimension su-
périeureàr, mais contenantL. L’intersection d’un nombre suffisant de tels espaces engendrés par des
r-uplets de colonnes deW est alors le sous-espaceL cherché de dimensionr. Pour combattre l’effet
du bruit dans les données, on doit prendre en compte plus que le nombre minimal der-uplets pour
déterminerL. Pour déterminer l’intersection d’espaces d´ecrite ci-dessus, Jacobs propose de calculer
le complément de l’espace engendré par les compléments des espaces de départ. Le complément d’un
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espace qui est représenté par des vecteurs de base peut ˆetre calculé par une d´ecomposition en valeurs
singulières de la matrice contenant ces vecteurs.

Cette méthode est assez él´egante et la seule parmi les trois décrites ayant simultan´ement deux
caractéristiques désirées : prise en compte simultan´ee de toutes ou au moins de beaucoup de données
et aucun besoin d’initialisation. Pourtant, le grand inconvénient est sa complexit´e – la détermination
du complément décrite ci-dessus se fait par une décomposition en valeurs singulières d’une matrice
qui, en général, est beaucoup plus grande que la matrice de départW. Soientm� nr les dimensions
deW et supposons quep% de ses éléments sont non occupés et que ces éléments sont dispersés
sur la matrice de mani`ere uniforme. Pour chaquer-uplet de colonnes, on va rajouter en moyenne
m � r � m(1 � (1 � p)r) = m(1 � p)r � r colonnes `a la matrice `a décomposer. La prise en
compte de chaque colonne dans exactement unr-uplet signifie qu’il faut décomposer une matrice de
mn(1� p)r � rn colonnes ! Par exemple, considérons une matrice de mesures pour 100 vues et 500
points, dont 30 % des éléments sont non occup´es. Au lieu de factoriser une matrice des dimensions
300�500, on aà faire avec une des dimensions300�O(8500). Seulement si le taux de non occupation
dépasse les 60 %, la matrice sera plus petite que l’originale. Ce compte n’est certainement pas tout `a
fait réaliste, mais il refl`ete l’ordre de grandeur du problème. De toute façon, en pratique, les(( trous))

dans la matriceW seront assez regroupés (des points non visibles dans des vues voisines). Dans ce
cas, notre calcul n’est qu’une sous-estimation de la taille du probl`eme. Il faut donc clairement avoir
de bonnes heuristiques pour le choix des colonnes.

Une autre complication, en rapport avec notre méthode de reconstruction, réside dans la d´etermi-
nation des profondeurs projectives. L’absence de points image dans une ou quelques vues n´ecessite
de pouvoir(( sauter)) par dessus ces vues et pour ce faire, de calculer des matrices fondamentales
entre des vues ´eventuellement ´eloignées. Ce problème ne se pose pas avec la factorisation affine.

5.7 Reconstructionà partir de longues śequences d’images

Nous décrivons brièvement une impl´ementation r´ecente d’une méthode de reconstruction projec-
tive à partir d’une longue s´equence d’images. Elle est essentiellement bas´ee sur notre m´ethode de
factorisation. La m´ethode est conçue pour faire face à un problème majeur avec de longues séquences
d’images, c’est-à-dire le probl`eme de donn´ees incompl`etes, o`u les points ne sont pas visibles dans
toutes les vues. Il s’agit de combiner des méthodes existantes de manière appropriée.

Bien souvent, les images sont prises lors d’un mouvement continu d’une caméra ce qui veut dire
que des images cons´ecutives dans la séquence sont prises de points de vue proches. Nous pouvons
alors supposer que les images de la s´equence sont ordonn´ees. Ainsi, il existe des sous-s´equences
suffisamment courtes pour pouvoir appliquer la factorisation, qui contiennent un ensemble de points
communs. Ceci nous permet d’appliquer avec succ`es notre m´ethode de factorisation pour des sous-
séquences d’images, en n’utilisant que les points communs aux images trait´ees.

Le schéma global de la reconstruction de la s´equence d’images enti`ere est le suivant. La recons-
truction est d’abord effectu´ee pour des sous-séquences en utilisant la méthode de factorisation. Ceci
donne de bons r´esultats localement. Ensuite, nous fusionnons des reconstructions projectives deux-
par-deux, de mani`ere hiérarchique. Des ´etapes d’optimisation non linéaire intermédiaires permettent
de stabiliser la fusion des reconstructions. En cours de la fusion, nous intégrons les points qui n’ont
pasété reconstruits par factorisation puisqu’ils n’ont pas été visibles dans toutes les vues d’une sous-
séquence. Le résultat final sera une reconstruction projective de toute la séquence.

Une approche similaire a d´ejà été décrite par Laveau [109]. Il l’homographie entre deux recons-
tructions ayant des points en commun, afin de les fusionner, et des procédures d’optimisation pour



88 CHAPITRE 5. RECONSTRUCTION PROJECTIVE MULTI-IMAGE

augmenter la pr´ecision de la reconstruction globale. La diff´erence principale est que nous initialisons
la reconstruction à partir de plusieurs images tandis que Laveau en utilise trois `a la fois. Aussi, nous
appliquons la fusion de mani`ere récursive à travers plusieurs niveaux ce qui nous permet de traiter
des séquences d’images très longues (cf. les expériences pr´eliminaires rapport´ees dans le paragraphe
5.8.2).

Notre approche combine les méthodes suivantes.

. Reconstruction projective par factorisation. Ceci sert à initialiser la reconstruction pour des
sous-s´equences.

. Calcul de l’homographie4� 4 entre deux reconstructions projectives. Cette homographie per-
met de fusionner les deux reconstructions. Ensuite, nous transformons les points de la deuxième
reconstructions dans le rep`ere de la premi`ere. Les points qui sont contenus dans les deux re-
constructions sont laissés à la position donn´ee par la premi`ere reconstruction.

Nous avons implément´e trois méthodes pour le calcul de l’homographie, dont deux sont li-
néaires. La première m´ethode linéaire minimise la diff´erence des coordonnées des points 3D
correspondants. Ceci n’est pas une distance g´eométrique et les r´esultats avec cette m´ethode sont
assez mauvais.

La deuxième méthode lin´eaire minimise l’erreur de reprojection après transformation du deuxi`eme
des points 3D dans le rep`ere de la premi`ere reconstruction. La reprojection est effectu´ee seule-
ment en utilisant les matrices de projection associ´eesà la première reconstruction. Ainsi, la
méthode n’est pas(( symétrique)). Nous effectuons la méthode dans les deux directions et
retenons l’homographie qui donne l’erreur de reprojection globale minimale.

La troisième méthode minimise l’erreur de reprojection globale, où l’homographie est appli-
quée dans les deux sens. Ceci requiert la param´etrisation de l’inverse de l’homographie. Nous
avons implément´e une approximation au premier ordre de l’inverse. Cette m´ethode effectue une
minimisation non linéaire, que nous initialisons avec le r´esultat de la deuxi`eme méthode. Nous
avons constaté en pratique que le r´esultat de la deuxi`eme méthode constitue un minimum local
pour la troisième méthode et le r´esultat n’est pas amélioré par la minimisation globale.

. Optimisation non lin´eaire sur les matrices de projection et les points 3D. Nous avons implé-
menté un algorithme de type ajustement de faisceaux, bas´e sur une méthode num´erique si-
milaire à Levenberg-Marquardt [160]. Incorpor´e dans l’algorithme est un m´ecanisme de rejet
d’erreurs grossi`eres. Si la fonction de coût (erreur de reprojection) n’atteint pas un certain seuil
après plusieurs itérations, nous calculons le résidu pour chaque point image et enlevons tous les
points image dont le résidu est grand. Le choix du seuil d´epend de la pr´ecision de l’extraction
des points dans les images, qui est en général connue approximativement.

. Triangulation de points. Ceci sert `a reconstruire les points qui n’ont pas ét´e reconstruits par
factorisation ou qui ont ét´e éliminés de l’optimisation non lin´eaire puisque les résidus de tous
les points 2D correspondants ont été trop grands.

Nous combinons ces outils de base pour former deux(( méta-outils)) :

Initialisation Nous effectuons les étapes suivantes.

1. Factorisation.

2. Optimisation non linéaire.
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3. Triangulation.

4. Deuxième optimisation non linéaire.

Fusion Nous effectuons les étapes suivantes.

1. Calcul de l’homographie et transformation des reconstructions dans un repère commun.

2. Optimisation non linéaire.

3. Triangulation.

4. Deuxième optimisation non linéaire.

Ces deux proc´edures peuvent ˆetre combin´es de beaucoup de fa¸cons différentes. Un m´ecanisme
de décision automatique prendra en compte plusieurs facteurs : le nombre de points communs entre
des vues cons´ecutives, les nombres minimal et maximal de vues qui donnent de bons résultats pour
la factorisation, le nombre minimal n´ecessaire pour un calcul stable de l’homographie...

Nous n’avons pas encore mis au point un tel schéma automatique, mais le sch´ema ad hoc que nous
avons appliqu´e pour nos exp´eriences, n’a pos´e aucun probl`eme. Nous avons initialis´e la structure pour
des blocs de 20 images. Souvent, il est conseillé de choisir des blocs contenant des images communes.
Pourtant, dans les séquences que nous avons traitées, les points sont visibles dans toutes les vues.
Ainsi, nous prenons des blocs sans superposition (les blocs des images 1 – 20, 21 – 40, 41 – 60, etc.).
Les reconstructions sont ensuite fusionnées selon un sch´ema d’arbre binaire, jusqu’`a ce qu’on arrive
à la reconstruction qui prend en compte toute la séquence d’images.

Ce schéma pour la reconstruction projective à partir de longues séquences d’images est provisoire
et certainement pas optimal, mais il constitue une première ´etape de développement de méthodes
plus sophistiquées. Des r´esultats d’exp´eriences préliminaires sont rapportés dans la section suivante.
Dans les s´equences traitées tous les points sont visibles dans toutes les vues. Ainsi, ces s´equences ne
constituent pas un test très sérieux de la méthode. Pourtant, avec 181 images, l’une des séquences est
suffisamment longue pour que la reconstruction ne soit pas une affaire triviale.

5.8 Exṕeriences

5.8.1 Exṕeriences sur des donńees synth́etiques

Nous avons conduit un certain nombre d’expériences sur des données synthétiques afin de quan-
tifier la performance de l’algorithme. Trois configurations ont ´eté testées (cf. la figure 5.3) :

. une cam´era effectuant des mouvements latéraux par rapport `a l’objet à reconstruire ;

. une cam´era se dirigeant droit vers l’objet ;

. une cam´era tournant autour de l’objet tout en le fixant.

La configuration 2 est connue pour ˆetre mal conditionn´ee pour la reconstruction : la d´etermination
de la profondeur des points proches de la droite de mouvement est très sensible au bruit dans la
position des points image. Dans ce cas, notre méthode fournit aussi de mauvais r´esultats.

Pour la configuration 3, le mouvement de la caméra achève un quart de cercle autour de l’objet.
Pour chaque exp´erience, la longueur des trajectoires pour les deux autres configurations est toujours
égale à la longueur de l’arc de mouvement de la configuration 3. Lesm points de vue pour chaque
séquence sont r´epartis de manière uniforme le long de la trajectoire.
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(c) Configuration 3 :
mouvement orbital

FIG. 5.3:Les configurations pour les simulations.

La matrice des paramètres intrins`eques pour toutes les caméras est donnée par diag(1000; 1000; 1).
L’objet est constitué de 50 points, distribu´es de mani`ere uniforme dans une sphère de rayon 100 uni-
tés. Afin de cr´eer des effets perspectifs importants, la distance entre la caméra et le centre de la sphère
objet est égale `a 200 unités (pour la configuration 2, c’est la distance de la cam´era la plus proche `a
l’objet – la vuem dans la figure 5.3 (b)).

Pour chaque configuration, l’expérience suivante est effectuée 50 fois.

1. Création aléatoire de 50 points dans la sph`ere objet.

2. Projection des points objet dans lesm images.

3. Perturbation des coordonnées image par un bruit gaussien de variance0:0; 0:5; 1:0; 1:5 ou2:0.

4. Reconstruction projective avec notre m´ethode.

5. Calcul de l’erreur de reprojection (erreur 2D) :1mn

Pm
i=1

Pn
p=1 d(

bPi bQp;qip)
2.

6. Calcul de l’erreur tridimensionnelle de la reconstruction :

. alignement de la reconstruction projective avec le modèle euclidien de l’objet, en d´eter-
minant la transformation projective qui transforme la reconstruction tel qu’elle approche
au mieux le mod`ele euclidien ;

. calcul de l’erreur 3D comme la moyenne de la somme des distances absolues des points
reconstruits align´es aux points du modèle.

Dans les paragraphes suivants, les résultats de ces expériences sont analysés par rapport `a plusieurs
variables : sensibilit´e au bruit ; impact du nombre de vues ; influence de la normalisation des coordon-
nées image et de l’´equilibrage de la matrice des mesures ; stabilit´e de la factorisation. Chaque point
dans les graphes montrés représente la valeur moyenne des résultats de 50 expériences. Nous avons
aussi calcul´e les valeurs m´edianes des résultats. Les graphes de celles-ci sont similaires aux graphes
des valeurs moyennes et ne sont donc pas montrés.

Les erreurs 2D sont données en pixels. Les erreurs 3D sont des erreurs relatives `a la taille de
l’objet (le diamètre de la sph`ere objet) ; elles sont affichées en pourcents.
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5.8.1.1 Sensibilit́e au bruit

La figure 5.4 montre le comportement de l’algorithme par rapport au niveau de bruit dans les
coordonnées des points image. Pour cette exp´erience, la reconstruction est effectu´ee à partir de 10
vues.

L’erreur 3D pour la configuration 2 dépasse les 6 % pour un bruit de 2 pixels, malgré une erreur
2D relativement petite. Ceci montre que les erreurs 2D et 3D ne sont pas toujours bien corr´elées. Les
résultats pour les configurations 1 et 3 sont presque identiques. L’algorithme se comporte tr`es bien
pour ces configurations : les graphes sont quasi-linéaires et les erreurs de reprojection sont seulement
légèrement sup´erieures au bruit.
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FIG. 5.4:Sensibilit́e au bruit. Les courbes de l’erreur 2D pour les configurations 1 et 3 sont super-
pośees. L’erreur 3D pour la configuration 2 dépasse l’́echelle du graphe d́ejà pour un bruit de 0.5
pixels.

5.8.1.2 Impact du nombre de vues

Pour cette expérience, le bruit dans les coordonnées des points image est de 1 pixel.
Les graphes montrent le comportement expecté : le plus de vues sont utilisée pour la reconstruc-

tion, le plus précisément la structure est reconstruite. L’erreur 2D augmente, ce qui est ´egalement
attendu, mais elle a un comportement clairement asymptotique. Il est important de noter que l’utili-
sation de 20 vues réduit l’erreur 3D de plus de la moitié par rapport au cas de 2 vues.

5.8.1.3 Influence de la normalisation et de l’́equilibrage

Les graphes préc´edents montrent les résultats de la méthode telle qu’elle est d´ecrite en 5.5.3.
Afin d’ évaluer l’importance de l’utilisation de coordonnées image normalis´ees nous effectuons l’al-
gorithme aussi avec des coordonnées non normalisées. De même, nous examinons l’apport de l’équi-
librage de la matrice des mesures `a la précision des r´esultats.

Si des coordonn´ees non normalis´ees sont utilisées, l’erreur est tr`es grande mˆeme avec un bruit de
0.5 pixels. Pour ce qui est de l’équilibrage, on peut conclure qu’il am´eliore l’erreur 3D d’environ 20
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FIG. 5.5: Impact du nombre de vues. Les courbes de l’erreur 2D pour les configurations 1 et 3 sont
quasiment superposées. L’erreur 3D pour la configuration 2 est toujours supérieureà 5 % ; la courbe
d’erreur n’est donc pas visible dans le graphe.

%. Puisque l’équilibrage n’est pas très coˆuteux en temps de calcul, il devrait toujours faire partie de
l’algorithme.
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FIG. 5.6: Influence de la normalisation et de l’équilibrage. Les ŕesultats pŕesent́es sont ceux pour la
configuration 1. La courbe de l’erreur 2D sans normalisation ((( seulement́equilibrage ))) dépasse
l’ échelle du graphe m̂eme pour un bruit de 0.5 pixels et l’erreur 3D est tellement grande que la courbe
n’est pas visible !
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5.8.1.4 Stabilit́e de la factorisation

L’applicabilité de notre méthode de factorisation s’appuie sur le fait que la matrice des mesures
W est de rang 4, si les profondeurs projectives correctes sont utilisées. Pour tester la robustesse de
cette propriété en présence de bruit, nous évaluons la proximit´e deW au rang 4. Une matrice est
approximativement de rang 4 si le rapport�4=�5 des 4e et 5e valeurs singulières et grand par rapport
au rapport�1=�4 des 1re et 4e valeurs singulières. Dans les figures 5.7 et 5.8, ces rapports sont
affichés, pour les configurations 1 et 2 et pour les cas de 2 et 20 vues. Notons que les axes verticaux
ont uneéchelle logarithmique.

Nous pouvons constater que pour la configuration 1, la matrice est toujours très proche du rang
4 : le rapport�1=�4 est inférieur à 2 tandis que le rapport�4=�5 est supérieur `a 100. Pour ce qui est
de la configuration 2, les graphes reflètent la mauvaise performance pour la reconstruction 3D : en
présence de bruit, le rapport�1=�4 est jusqu’à 10 fois supérieur `a�4=�5.
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FIG. 5.7:Rapports de valeurs singulières pour la configuration 1.

5.8.2 Exṕeriences sur des donńees ŕeelles

Nous avons test´e notre méthode avec des séquences d’images réelles. Nous montrons les r´esultats
pour quatre séquences.

5.8.2.1 La maison MOVI

La figure 5.9 montre la premi`ere et la dernière image d’une séquence de 6 images de la maison
MOVI. Nous disposons de l’appariement de 38 points sur toute la séquence ; les points image sont
extraits avec une pr´ecision de l’ordre du pixel.

Afin d’ évaluer la qualité de la reconstruction projective, nous l’avons alignée avec un mod`ele
euclidien qui a été obtenu par reconstruction avec des vues calibrées. La reconstruction alignée est
visualisée dans la figure 5.10. Quelques segments de droite sont affichés pour faciliter la visualisation.
À l’œil, les angles droits sont bien conserv´es et les fenêtres sont coplanaires. L’artefact sur le cˆoté
gauche du toit est dˆu au fait que le toit surplombe le mur ce qui fait que le coin entre le mur et le toit
est occulté dans la derni`ere image.
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FIG. 5.8:Rapports de valeurs singulières pour la configuration 2.

FIG. 5.9:Deux images de la séquence avec la maison MOVI.

5.8.2.2 La śequence du cĥateau

La figure 5.11 montre une image de la s´equence du chˆateau5. La séquence est constitu´ee de 11
images et de 28 correspondances de points image. La v´erité de terrain pour les coordonn´ees tridimen-
sionnelles des points est disponible ce qui nous permet de quantifier la qualité de la reconstruction
projective. Après l’alignement de la reconstruction projective avec le mod`ele euclidien, nous avons
obtenu une erreur de3; 7 mm (moyenne de la somme des distances absolues). L’objet remplit un cube
de dimension environ220 mm� 210 mm� 280 mm. Si l’on compare l’erreur avec le diamètre maxi-
mal de l’objet (413 mm), nous obtenons une erreur relative de moins de 1 %. L’erreur de reprojection
est d’environ0; 02 pixels.

Nous avons effectué une minimisation non linéaire du style ajustement de faisceaux, avec les ré-
sultats de notre méthode comme initialisation. Les erreurs de reprojection sont l´egèrement am´eliorées

5. Nous remercions le(( Calibrated Imaging Laboratory)) de l’Université Carnegie Mellon qui a fourni cette séquence
avec le soutien de ARPA, NSF et NASA. La s´equence est disponible `ahttp://www.cs.cmu.edu/ cil/cil-ster.html.
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(a) Vue oblique (b) Vue de côt´e (c) Vue de face

FIG. 5.10:Trois vues de la reconstruction.

FIG. 5.11:Une image de la śequence du cĥateau.

tandis que la qualité de la reconstruction ne change pas de mani`ere significative.

5.8.2.3 La śequence de l’ĥotel

La séquence est constituée de 181 images et de 197 correspondances de points image. Nous avons
appliqué la méthode décrite dans la section 5.7. Nous ne disposons pas de v´erité de terrain pour cette
séquence ; pour donner une id´ee de la qualité de la reconstruction, nous présentons quelques vues
d’un modèle 3D texturé crées par reprojection à partir de nouveaux points de vue. La figure 5.12
montre une image originale de la s´equence, sur laquelle sont superpos´es les points image utilis´es pour
la reconstruction ainsi que les triangles qui ont servi `a la création du mod`ele texturé.

Quelques vues du modèle reconstruit sont montr´ees dans les figures 5.13, 5.14 et 5.15. Pour
avoir des vues `a peu près réalistes, nous avons transformé la reconstruction projective de mani`ere
appropriée.
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FIG. 5.12:Une image de la śequence de l’ĥotel.

5.8.2.4 La śequence de la cuisine

La séquence est constituée de 40 images et de 102 correspondances de points image. Nous avons
appliqué la méthode d´ecrite dans la section 5.7. Une image originale de la s´equence est montr´ee dans
la figure 5.16 et quelques vues du modèle reconstruit sont affichées dans les figures 5.17 `a 5.20.

5.9 Conclusion et perspectives

Nous avons d´eveloppé une méthode de factorisation pour la reconstruction projective `a partir de
plusieurs images non calibrées. La méthode est très él´egante – elle détermine la structure de la sc`ene
et le calibrage projectif des cam´eras par factorisation d’une matrice qui contient tous les points de
toutes les images6.

La factorisation n’est possible que si des facteurs d’échelle corrects (profondeurs projectives)
pour les coordonn´ees homog`enes des points image sont utilis´es. Nous avons propos´e un moyen de
déterminer ces profondeurs projectives, qui n’utilise que des matrices fondamentales et des ´epipôles,
estimés à partir des données dans les images.

La méthode donne de bons r´esultats avec des images réelles. L’évaluation quantitative par simu-
lation numérique confirme la robustesse de la factorisation et la bonne performance par rapport au
bruit. Les résultats montrent qu’il est essentiel de travailler avec des coordonnées normalis´ees.

L’inconvénient majeur de la méthode est qu’elle ne peut pas traiter le cas de points non visibles
dans quelques images. Nous avons pr´esenté une approche encore pr´eliminaire de reconstruction pro-

6. Des méthodes similaires ont ´eté développées r´ecemment au sein du groupe de Lund [16, 86, 180].
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FIG. 5.13:Premìere vue du mod̀ele de l’ĥotel reconstruit.

jective pour de longues séquences et qui peut prendre en compte des données incompl`etes. Cette
approche utilise la factorisation pour initialiser la reconstruction projective pour des blocs de la sé-
quence d’images et fusionne ensuite les r´esultats, tout en raffinant la reconstruction par minimisation
non linéaire.

Un autre inconv´enient est le temps de calcul pour la d´ecomposition en valeurs singuli`eres, qui
peutêtre assez élev´e si beaucoup d’images et beaucoup de points doivent ˆetre traités simultan´ement.
Des méthodes de factorisation approximative, qui ne déterminent que les valeurs et vecteurs singuliers
dominants, peuvent y remédier [209].

Quelques autres aspects méritent d’ˆetre examin´es plus profond´ement. Dans l’impl´ementation ac-
tuelle, les profondeurs projectives sont d´eterminées en utilisant le nombre minimal d’´equations (5.4).
Il serait intéressant d’´etudier dans quelle mesure l’utilisation d’´equations redondantes peut am´elio-
rer les résultats. La prise en compte d’incertitudes sur les matrices fondamentales pour le choix des
équations est aussi envisageable.

L’une des choses les plus importantes à faire est la conception et le d´eveloppement de m´ethodes
de reconstruction pour des séquences d’images très longues. De telles m´ethodes permettront la mo-
délisation d’objets `a grande échelle. En outre, elles constitueront un bon point de départ pour la
détermination de la structure euclidienne de la sc`ene.



FIG. 5.14:Deuxìeme vue du modèle de l’ĥotel reconstruit.

FIG. 5.15:Troisième vue du modèle de l’ĥotel reconstruit.



FIG. 5.16:Une image de la śequence de la cuisine.

FIG. 5.17:Premìere vue du mod̀ele de la cuisine reconstruite.



FIG. 5.18:Deuxìeme vue du modèle de la cuisine reconstruite.

FIG. 5.19:Troisième vue du modèle de la cuisine reconstruite.



FIG. 5.20:Quatrième vue du modèle de la cuisine reconstruite.
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Auto-calibrage et reconstruction

euclidienne non calibŕee

Une grande partie de ce chapitre contient
un état de l’art des méthodes d’auto-calibrage.
Nous décrivons principalement des méthodes
pour le scénario classique d’une caméra en
mouvement et avec des paramètres intrinsèques
constants. D’autres approches, basées sur des
mouvements particuliers ou sur un modèle de
projection affine, sont également présentées.

Nos contributions sont les suivantes. Nous
proposons une méthode d’auto-calibrage pour
les caméras linéaires, qui est basée sur le ten-

seur trifocal. Ensuite, nous examinons les inter-
dépendances qui existent entre les paramètres
intrinsèques pour un objectif à focale variable.
Nous proposons une méthode d’auto-calibrage
qui est basée sur le pré-calibrage de ces in-
terdépendances. Ce travail a été publié dans
[185, 186, 189].

Une autre contribution au sujet de l’auto-
calibrage est une étude théorique des séquen-
ces de mouvements critiques. Celle-ci est pré-
sentée dans le chapitre 7.
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6.1 Introduction

Aux chapitres pr´ecédents, nous avons vu que sans aucune information en dehors de corres-
pondances de primitives image une reconstruction projective est possible. Pour certaines applica-
tions, l’information projective peut être suffisante. N´eanmoins, souvent il sera préf´erable d’obtenir
la (( vraie )) structure de la sc`ene ou le(( vrai )) mouvement des cam´eras, c’est-à-dire l’information
métrique.

Cette information peut ˆetre obtenue dès lors qu’on dispose des param`etres intrins`eques des camé-
ras. L’approche classique consiste à effectuer un calibrage hors ligne. Ceci est non seulement fasti-
dieux mais aussi peu réaliste pour des applications où les changements de param`etres de la caméra
sont fréquents ou o`u l’ équipement de calibrage n’est pas disponible. La nouvelle tendance consiste
à calibrer les caméras en ligne – nous parlons alors d’auto-calibrage – ou d’´etablir le calibrage par
d’autres moyens, par exemple en effectuant des mouvements appropriés avec la caméra.

Dans ce chapitre, nous passons en revue des méthodes d’auto-calibrage. Le cas le plus étudi´e est
le calibrage euclidien d’une caméra en mouvement, dont on sait que ses param`etres intrins`eques sont
invariants. De telles m´ethodes et d’autres, s’appuyant sur des informations sur le mouvement de la
caméra, sont d´ecrites dans l’état de l’art de la section suivante. Un r´esumé de toutes les m´ethodes
décrites est donné dans le tableau 6.1.

En section 6.3, nous proposons une méthode pour l’auto-calibrage d’une cam´era linéaire, qui est
basée sur le tenseur trifocal.

Ensuite, en 6.4, nous considérons l’auto-calibrage pour une cam´era avec un objectif `a focale
variable. On peut observer que des changements de focale font varier les param`etres intrins`eques,
mais pas de mani`ere indépendante. Il est possible de pr´e-calibrer ces interd´ependances des param`etres
intrinsèques, qui ensuite permettent de simplifier la formulation du problème de l’auto-calibrage.
Nous proposons une m´ethode d’auto-calibrage qui s’appuie sur le pré-calibrage de la caméra.

Le chapitre est clos par des conclusions.

6.2 État de l’art des méthodes d’auto-calibrage

6.2.1 Mouvements ǵenéraux et paramètres intrinsèques constants

C’est le scénario classique pour l’auto-calibrage et depuis le travail initial de Maybank et Fauge-
ras [123], plusieurs approches ont été proposées. Le cas de l’auto-calibrage d’une cam´era avec des
paramètres intrins`eques constants nous int´eresse particuli`erement – au chapitre 7 nous étudions les
séquences de mouvements de caméra qui sont critiques pour cette tâche. Dans la suite, nous passons
en revue les diff´erentes approches et évoquons les liens qui existent entre elles.

La notion d’auto-calibrage se réfère d’abord uniquement `a la détermination du calibrage intrin-
sèque de la caméra, mais nous y comprenons plutôt la d´etermination de la structure euclidienne de la
scène (et du mouvement(( euclidien)) de la caméra) ce qui inclut l’auto-calibrage. Afin de pouvoir dé-
crire les différentes approches dans un même formalisme, nous supposons donc que l’auto-calibrage
a pour but de rectifier la structure projective de manière `a retrouver la structure euclidienne. Une re-
construction projective est donnée par des matrices de projectionPPi et des points 3DQP

p qui collent
bien aux donn´ees, c’est-à-dire les points imageqip :

PPi Q
P
p � qip :

La transition vers une reconstruction euclidienne se fait par une transformation projectiveTEP à dé-

terminer :PEi � PPi T
E
P etQE

p � (TEP )
�1
QP

p . Le critère pour trouver la bonne transformation (`a
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Type de mouvement et informations requises Approches

Mouvements généraux, param`etres intrins`eques variables Heyden etÅström [89]
Pollefeys et Van Gool [151]

Mouvements généraux, param`etres intrins`eques constantsMaybank, Faugeras, Luong
[63, 114, 117, 118, 123]

Zeller et Faugeras [233, 234]
Heyden etÅström [88]
Triggs [210]
Pollefeys et Van Gool [150, 152,
153]
Hartley [79, 80]

Modèles de calibrage simplifi´es Hartley [77]
Brookset al. [26, 27, 139, 143, 144]
Ponceet al. [155]
Hippisley-Cox et Porrill [91]
Azarbayejani et Pentland [9]

Mouvements mesurés
– Connaissance des angles de rotation Vi éville [214]

Stein [183]
McLauchlan et Murray [127]

– Connaissance de la translation Dron [48]
Mouvements particuliers

– Rotations pures Hartley [82]
Basu [11, 12]
Du et Brady [49]
Daniilidis et Ernst [41]

– Mouvements planaires Armstronget al. [6]
Wiles et Brady [226]

– Mouvements particuliers entre vues consécutives Vi éville et Lingrand [216]
Mouvements initiaux particuliers

– Une translation Armstronget al. [5]
– Une translation et un zoom Pollefeyset al. [154]

Pré-calibrage Sturm [186, 189]
Mise à jour d’un calibrage initial Crowleyet al. [40]

Encisoet al. [51, 52, 53]
Système stéréo Brookset al. [26, 27, 139, 143, 144]

Zhang, Luong, Faugeras
[115, 238, 239]

Zissermanet al. [242]
Devernay et Faugeras [47]
Horaud et Csurka [96]

Caméra affine Quan [164]
Caméra linéaire voir section 6.3

TAB . 6.1:Des ḿethodes d’auto-calibrage et de calibrageà partir de mouvements particuliers
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une transformation euclidienne pr`es) est que les matrices de projection transform´ees doivent avoir les
mêmes matrices des param`etres intrins`eques,K. C’est-à-dire qu’elles doivent pouvoir s’´ecrire de la
manière suivante :

PEi � KRi( I j � ti) ; (6.1)

pour des matrices de rotationRi, des vecteursti et une matrice des paramètres intrins`equesK. Toutes
les méthodes rencontrées sont bas´ees implicitement sur ce crit`ere.

Nous simplifions la formulation en suivant Hartley [79, 80] et Heyden etÅström [88] en contrai-
gnant les repères des reconstructions projective et euclidienne qui a priori sont arbitraires : pour la
reconstruction projective, le rep`ere peut toujours ˆetre choisie de manière `a ramener l’une des matrices
de projection (nous en choisissant la première) `a la forme suivante :

PP1 = ( I j0) :

Nous attachons le repère de la reconstruction euclidienne également `a la première caméra, en suppo-
sant queR1 = I et ti = 0. Donc :

PE1 = ( K j0) :

Ainsi, la transformationTEP est contrainte d’avoir la forme :

TEP �
�

K 0

(a; b; c) d

�
: (6.2)

PuisqueTEP et les unités 3D sont d´efinies à un facteur près et puisqued doit être non nul pour que la
transformation soit non singulière, nous pouvons imposerd = 1. Notonsa = (a; b; c)T. La matrice
K est la matrice des paramètres intrins`eques `a trouver et le vecteura représente le plan à l’infini.
Concrètement,(aT; 1)T sont les coordonnées du plan dans le monde euclidien qui, dans la recons-

truction projective, a les coordonnées(0; 0; 0; 1)T. Le vecteur(vT; 1)
T
= (�aTK�1; 1)T contient

les coordonnées duvrai plan à l’infini, dans la reconstruction projective. Une approche stratifi´ee,
explicitant une structure affine interm´ediaire, tâchera donc d’estimerv plutôt quea.

Les matrices de projectionPPi pouri > 1 sont transform´ees d’après :

PPi T
E
P �

�
P
P
i K+ pPi a

T pPi

�
;

où PPi = ( P
P
i jpPi ). La contrainte (6.1) est satisfaite s’il existe des matrices de rotationRi, des

vecteursti et des scalaires non nuls�i tels que :

P
P
i K+ pPi a

T = �iKRi et pPi = ��iKRiti

(remarquons que, étant donn´e le choix du rep`ere projectif, cette contrainte est directement satisfaite
pour la première vue). S’il existe de tellesRi etK, il en est de mˆeme pour lesti : ti = � 1

�i
RTi K

�1pPi .
Donc, la contrainte pour trouver la structure euclidienne est l’existence deRi etK avec :

P
P
i K+ pPi a

T � KRi : (6.3)

Les différentes méthodes d’auto-calibrage ne font, en effet, rien d’autre que d’exploiter cette
contrainte d’une façon ou d’une autre. Toutes les méthodes ´eliminent la matrice de rotationRi de



6.2. ÉTAT DE L’ART DES MÉTHODES D’AUTO-CALIBRAGE 107

l’ équation (6.3). Nous explicitons deux procéd´es d’élimination. Le premier permet `a Pollefeys et Van
Gool de formuler la(( contrainte du module)) (voir plus bas). Le deuxième procéd´e élimineRi en
multipliant les deux cˆotés de l’équation par leurs transposées respectives ce qui donne :

PPi

�
KKT Ka

aTKT aTa

�
(PPi )

T � KKT : (6.4)

Dans les paragraphes suivants, nous décrivons plusieurs méthodes d’auto-calibrage. Nous montrons
les liens qui existent entre les méthodes, via l’équation (6.4).

6.2.1.1 L’approche de Heyden et̊Astr öm

Heyden etÅström [88] estimentK eta en minimisant le critère :

mX
i=2

jj�iPPi
�

KKT Ka

aTKT aTa

�
(PPi )

T � KKTjjF ;

où jj � jjF désigne la norme de Frobenius. Pour tenir compte du fait que l’équation (6.4) n’est valable
qu’à un facteur près, des facteurs d’´echelle�i sont introduits pour chaque vue comme inconnues
supplémentaires. L’initialisation du processus d’optimisation est bas´ee sur un calibrage approximatif
K0 à partir duquel des valeurs initiales poura et les�i sont calculées linéairement.

Pollefeys et Van Gool suivent l’approche de Heyden etÅström, enévitant les inconnues�i sup-
plémentaires, au prix d’´equations de degr´e supérieur [152]. Comme paramètres du plan à l’infini, le
vecteurv = K�Ta est utilisé (notation diff´erente de [152]) et il est montré comment exprimer les�i
en fonction des éléments dev et des matrices de projectionPPi .

6.2.1.2 L’approche de Hartley

Hartley aété le premier `a proposer une approche d’auto-calibrage(( stratifiée )), passant d’une
reconstruction projective à une euclidienne, via une reconstruction affine [79, 80]. Comme Pollefeys
et Van Gool, il estime le plan à l’infini viav = K�Ta. Sa méthode est un peu moins directe que
celle de Heyden et̊Aström : à chaque ´etape du processus d’estimation, une décomposition QR de la

matrice gauche de l’´equation (6.3) est effectuée (analytiquement) :(P
P
i +pPi v

T)K = K0

iR
0

i, oùK etv
sont les estimations courantes. Avec les bonnes valeursK etv, lesK0

i devraientêtreégales `aK. Donc,
le critère de minimisation est bas´e sur la différence entre ces deux matrices. Plus exactement, les
matricesXi = K�1K0

i sont calculées et normalis´ees par des facteurs�i pour que la somme des carrés
deséléments diagonaux deXi soit égaleà 3. Le critère de minimisation est finalement le suivant :Pm

i=2 jj�iXi � Ijj2.
Hartley a aussi décrit comment, ´etant donn´e (une estimation du) le plan `a l’infini, on peut retrouver

le calibrage en r´esolvant des équations lin´eaires, suivi par la décomposition de Cholesky d’une ma-
trice définie positive (nous décrivons cette méthode dans l’annexe C). Ceci est utilis´e dans sa m´ethode
d’auto-calibrage pour l’initialisation des inconnuesK etv, évitant ainsi le besoin d’un calibrage ap-
proximatif : l’initialisation est bas´ee sur la recherche de vecteursv qui représentent des plans `a l’infini
potentiels. L’espace de recherche est born´e par les(( contraintes de cheiralit´e )) [78] qui imposent que
le planà l’infini ne coupe pas la scène observée. Seuls desv sont admis qui permettent de déterminer
une matrice des paramètres intrins`eques (c-à-d qui donnent lieu `a une matriceX définie positive ; cf.
l’annexe C).

En pratique, Hartley utilise plusieursv choisis arbitrairement pour augmenter les chances de
convergence vers la bonne solution. La détermination d’un tel vecteurv est désignée par le terme
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de reconstruction(( quasi-affine)) ce qui reflète quev représente un plan `a l’infini potentiel. À partir
d’une reconstruction quasi-affine, la reconstruction affine n’est pas obtenue de manière isol´ee, mais
simultanément avec la détermination des param`etres intrins`eques et donc de la reconstruction eucli-
dienne.

6.2.1.3 L’approche de Triggs

Triggs propose une approche similaire à celle de Heyden etÅström [210]. L’équation de base
utilisée correspond à (6.4). La diff´erence essentielle r´eside dans la param´etrisation différente de la
matrice sym´etrique4� 4 :

� =

�
KKT Ka

aTKT aTa

�
;

qui apparaˆıt dans l’équation (6.4). Triggs a montr´e que cette matrice représente le cˆone dual de la
conique absolue, cette dernière vue comme conique dans l’espace 3D (cf. la figure 6.1).

FIG. 6.1:Le ĉone dualà une conique 3D est constitué de l’ensemble des plans tangentsà la conique.
Le plan singulier du ĉone est le plan support de la conique.

Dans [210], ce cône dual est appel´e (( quadrique absolue)) ce qui entre en conflit avec la d´efinition
donnée dans la section 2.7.3. Nous préférerions de le nommer(( cône dual absolu)). Triggs param`etre
� non pas parK et a mais le repr´esente par les 10 él´ements d’une matrice sym´etrique générique.
Ainsi, le degré de la formulation en les inconnues est baissé. La param´etrisation enK et a implique
que� est de rang 3, tandis que Triggs impose cette condition par une estimation sous contrainte
(det � = 0).

La deuxième matrice inconnue dans l’équation (6.4),KKT, est également représent´ee par une
matrice sym´etrique générique, de dimension3� 3, ce qui amène le nombre d’inconnues à 16 (10+6).
Les facteurs d’´echelle�i sont éliminés par multiplication croisée. Une autre diff´erence par rapport
aux approches précédentes est que les repères de reconstruction ne sont pas fix´es. Ainsi, la matrice
TEP n’aura pas la forme (6.2). La contrainte que la première sous-matrice3 � 3 dePPi T

E
P doit être

égaleàKRi reste tout de même valable, ce qui peut s’´ecrire comme :

PPi T
E
P

�
I3

0T

�
� KRi :

L’ élimination deRi par multiplication des deux cˆotés de l’équation avec leurs transposées respectives
mèneà :

PPi T
E
P

�
I

0T

�
( I j0) (TEP )T (PPi )

T � KKT
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ou :

PPi T
E
P

�
I 0

0T 0

�
| {z }

�1

(TEP )
T (PPi )

T � KKT :

La matrice�1 représente le cˆone dual absolu dans le monde euclidien, et� = TEP �1 (TEP )
T est sa

représentation dans le rep`ere de la reconstruction projective.
Triggs a développé deux méthodes d’auto-calibrage, une quasi-linéaire et une non lin´eaire. En

7.10, nous d´ecrivons une dégén´erescence artificielle de la m´ethode linéaire qui est due `a la négligence
de la contrainte de rang 3 de�.

6.2.1.4 L’approche de Pollefeys et Van Gool : utilisation de la contrainte du module

Les approches préc´edentes estiment simultanément la position du plan `a l’infini et le calibrage de
la caméra, en passant directement d’une reconstruction projective à une euclidienne. Nous décrivons
dans ce paragraphe et le suivant deux fa¸cons d’éliminer l’un des deux ensembles d’inconnues, le
calibrageK ou bien le plan `a l’infini a.

Multiplier l’ équation (6.3) de droite parK�1 donne :

P
P
i + pPi a

TK�1 � KRiK
�1 :

En introduisantv = K�Ta et en remarquant que le cˆoté droit est l’homographie infinie, nous avons :

P
P
i + pPi v

T � H11i :

Le but est l’estimation du plan à l’infini, repr´esenté parv. Une contrainte surv est que la matrice

P
P
i +pPi v

T doit être conjuguée `a un multiple d’une matrice de rotation. Il en d´ecoule que ses valeurs
propres doivent avoir le même module, ce qui constitue lacontrainte du module[120]. Elle peutêtre
exprimée par une ´equation quartique en les éléments dev. Dans [153],v est estim´e à partir de ces
équations.

Nous avons jusque-l`a considéré uniquement les homographies infinies entre la première vue et les
autres. La contrainte du module est bien sûr aussi valable entre deux vuesi; j 6= 1. Dans [150], il est
montré que ceci donne ´egalement des équations quartiques et que le plan `a l’infini peut être estim´e à
partir d’un minimum de 3 vues. Une fois le plan à l’infini estim´e, le calibrage peut ˆetre détermin´e par
la méthode de Hartley [79, 80] (voir l’annexe C). Cette approche de Pollefeys et Van Gool est la seule
qui est compl`etement stratifiée, c’est-`a-dire passant par une reconstruction interm´ediaire affine (`a
l’exception de m´ethodes comme par exemple [60] qui s’appuie sur des informations affines extraites
de scènes urbaines).

En 7.10 nous montrons que la contrainte du module n’est pas une caract´erisation complète du plan
à l’infini. Son utilisation entraı̂ne, en effet, des ambiguı̈tés artificielles pour la reconstruction affine.

6.2.1.5 L’approche de Faugeras, Maybank, Luong et Zeller : leśequations de Kruppa

Dans plusieurs articles [63, 114, 123, 232, 233, 234], ces auteurs ont d’abord montré que l’auto-
calibrage est possible et ont ensuite propos´e des m´ethodes pratiques. Leur formalisme repose sur les
équations de Kruppa dont nous montrons dans la suite le lien avec l’équation (6.3). Une d´erivation
alternative des ´equations de Kruppa est décrite en 6.4.3.
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Les équations de Kruppa. PuisquePP1 = ( I j0), la matriceP
P
i , pouri > 1, représente l’ho-

mographie d’un plan arbitraire, par rapport aux vues1 et i, et pPi est l’épipôle ei1 [232]. Donc,

nous avons la relation suivante avec la matrice fondamentale :F1i � [pPi ]^P
P
i (voir 2.6). Multiplier

l’ équation (6.4) de gauche et de droite par[pPi ]^ mèneà :

( [pPi ]^P
P
i [pPi ]^p

P
i )

�
KKT Ka

aTKT aTa

� 
P
P
i

T

[pPi ]^

pPi
T
[pPi ]^

!
� [pPi ]^KK

T[pPi ]^

( F1i 0)

�
KKT Ka

aTKT aTa

��
FT1i
0T

�
� [pPi ]^KK

T[pPi ]^

F1iKK
TFT1i � [pPi ]^KK

T[pPi ]^ : (6.5)

L’ équation matricielle (6.5) est une forme des ´equations de Kruppa. Par rapport aux approches précé-
dentes, non seulement le plan `a l’infini a été éliminé, mais aussi la reconstruction projective explicite :
les matrices de projectionPPi ont disparues et seules les matrices fondamentales et les ´epipôles (les
pPi ) sont présents ! D’un cˆoté, ceci simplifie l’auto-calibrage parce qu’il n’y a pas besoin d’établir
une reconstruction projective initiale et on peut estimer l’auto-calibrage plus directement. D’un autre
côté, l’estimation des matrices fondamentales est un processus local entre deux vues, tandis que la
reconstruction projective prendra en compte toutes les vues et repr´esentera mieux la structure 3D et
les caméras.

La méthode de Zeller et Faugeras. Plusieurs méthodes d’auto-calibrage basées sur les équations
de Kruppa ont ´eté proposées. La méthode la plus pratique semble ˆetre celle propos´ee par Zeller et
Faugeras [232, 233, 234]. Les param`etres intrins`eques sont estimés en minimisant un critère non
linéaire bas´e sur les ´equations de Kruppa qui sont pond´erées par une estimation de l’incertitude des
matrices fondamentales.

Trois méthodes d’initialisation sont consid´erées, dont la mieux adapt´ee au cas multi-image repose
sur une estimation robuste de�u et�v : sous l’hypothèse de pixels rectangulaires et du point principal
au centre de l’image,�u et�v peuventêtre calculésà partir d’une seule matrice fondamentale. Ceci est
fait pour toutes les matrices fondamentales disponibles et les valeurs obtenues sont ensuite évaluées
par une statistique robuste. Pour ce faire, les paires des valeurs de(�u; �v) sont affichées comme
points dans un graphe. A priori, il devrait y avoir un point d’accumulation prononcé parmi ces points,
à proximité des vraies valeurs. Zeller a constat´e lors de ses exp´eriences, qu’au contraire, les points
sont dispersés le long d’une droite. Il lui a donc ét´e impossible d’obtenir des valeurs initiales fiables
pour�u et�v.

Tout de même, la droite permet de d´eterminer le rapport d’échelle, qui est en effet égal `a la
pente. Donc, il est propos´e d’estimer de mani`ere robuste la droite passant par les points(�u; �v) et
d’en extraire la pente pour initialiser le rapport d’échelle. Il n’est pas dit explicitement, mais nous le
supposons, que pour l’initialisation des valeurs individuelles de�u et�v, à l’un des deux est attribu´ee
une valeur standard et le deuxième calcul´e en utilisant le rapport d’échelle estim´e.

Dans [232, 233, 234], aucune explication n’est donnée pour le ph´enomène que les solutions pour
�u et �v sont distribuées le long d’une droite, avec le rapport d’échelle comme pente. En 7.10,
nous montrons de mani`ere géométrique qu’il s’agit d’une d´egénérescence artificielle du probl`eme
de l’auto-calibrage. Celle-ci est introduite par les ´equations de Kruppa pour la configuration sp´eciale
des cam´eras utilisée par Zeller, notamment des cam´eras distribu´ees sur une sph`ere et dirigées vers
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le centre de la sph`ere (l’axe optique passe par le centre de la sph`ere). Les ´equations de Kruppa, par
paires de vues, sont très instables à proximité d’une telle configuration, ce qui se manifeste par la
dispersion des(�u; �v).

Il semble pourtant, que l’ensemble des ´equations, lors de l’estimation globale non linéaire, soit
plus robuste et permette de trouver des valeurs�u et�v relativement proches des vraies valeurs, même
à proximité de la configuration dégénérée. Nous pouvons supposer que seul le fait que les caméras ne
sont pas parfaitement convergentes, permet de r´eussir l’auto-calibrage avec les ´equations de Kruppa.
La méthode d’initialisation de Zeller pourrait ˆetre adaptée afin de traiter des configurations de caméras
non convergentes.̀A ce moment-là, il devientéventuellement possible d’extraire non seulement le
rapport d’échelle, mais aussi des valeurs individuelles pour�u et�v .

Une méthode d’optimisation globale par Luong et Faugeras. Luong et Faugeras décrivent dans
[118] une méthode d’optimisation globale pour l’auto-calibrage, du style ajustement de faisceaux
avec auto-calibrage (voir 6.2.10), c’est-à-dire une estimation simultan´ee des param`etres intrins`eques
et extrinsèques, mais sans impliquer les points 3D. Le crit`ere de minimisation est la somme des
carrés des distances des points image et des droites ´epipolaires correspondantes. Il s’agit du critère
standard pour l’estimation de la matrice fondamentale (voir 2.3.2), mais avec la différence qu’ici,
les matrices fondamentales sont param´etrées par les param`etres intrins`eques et extrinsèques, via la
matrice essentielle :

Fij = K�T[tij ]^RijK
�1 :

Le processus de minimisation est initialis´e par le résultat de l’auto-calibrage bas´e sur les ´equations de
Kruppa (pourK) et suivi de la d´ecomposition de matrices essentielles (pourtij etRij).

D’autres approches baśees sur leśequations de Kruppa. En dehors du groupe de Faugeras, les
équations de Kruppa ont ´eté utilisées pour l’auto-calibrage par Niini [140, 141] et Soatto et Per-
ona [179] qui les ont incorporées dans un sch´ema d’estimation récursive. Hartley montre dans [83]
commentétablir les coefficients des ´equations de Kruppa num´eriquement, par une d´ecomposition en
valeurs singuli`eres de la matrice fondamentale.

6.2.1.6 Mod̀eles de calibrage simplifíes

Le modèle sténopé général comprend cinq param`etres intrins`eques, dont quelques-uns peuvent en
pratique souvent être supposés connus a priori. Typiquement, l’angle entre les axes des pixels est en
général très proche de90� ; la matrice des paramètres intrins`eques prend alors la forme :

K =

0@�u 0 u0
0 �v v0
0 0 1

1A :

En outre, le point principal se trouve normalement proche du centre de l’image, du moins pour des
caméras avec un objectif fixe. Une troisième simplification est due à des pixels carr´es.

Les modèles simplifiés sont d’une part intéressants parce que les équations d’auto-calibrage de-
viennent moins complexes, d’autre part parce qu’ils permettent souvent d’initialiser l’auto-calibrage
suffisamment bien pour le faire converger vers la bonne solution.

Hartley montre dans [77] que, à partir de la matrice fondamentale, deux paramètres intrins`eques
des deux vues peuvent ˆetre détermin´es. Il suppose que les pixels sont rectangulaires, que le rapport
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d’échelle est connu et que les points principaux se trouvent aux centres des images. Ainsi, il ne reste
plus qu’un seul param`etre intrinsèque pour chacune des deux cam´eras, la distance focale, mesurée en
pixels. Hartley dérive une formule pour calculer les deux distances focales (voir [26, 27, 139, 143,
144] pour d’autres approches similaires, développées par Brookset al.).

Une méthode similaire consiste à estimer la distance focaleet le rapport d’échelle, cette fois-ci
en supposant que les deux vues sont prises par la même caméra, sans changement de focale. Les
deux param`etresà estimer sont donc deux mesures de la distance focale, par rapport aux dimensions
horizontale et verticale des pixels. Ponceet al.proposent une solution pour ce probl`eme [155], mais
qui est plus compliqu´ee que n´ecessaire. Hippisley-Cox et Porrill d´ecrivent une solution sous la forme
d’une équation quartique [91]. Cette solution est appliqu´ee par Zeller pour initialiser l’auto-calibrage
(voir plus haut et [234]).

Azarbayejani et Pentland ont développ´e un algorithme de reconstruction euclidienne r´ecursif qui
peut prendre en compte le fait que la distance focale change entre les vues [9]. Les auteurs rapportent
pourtant des difficult´es dans l’estimation de la focale et les exp´eriences sont finalement conduites
avec une cam´era calibrée qui ne change pas de focale pendant le mouvement.

6.2.2 Mouvements ǵenéraux et paramètres intrinsèques variables

Récemment, Heyden et̊Aström ont considéré l’auto-calibrage d’une cam´era avec des pixels rec-
tangulaires dont le rapport d’´echelle est connu [89]. Il reste trois paramètres intrinsèques, la dis-
tance focale et les coordonnées du point principal, qui peuvent varier entre chaque prise d’image.
Les auteurs donnent une preuve que l’auto-calibrage dans ces conditions est possible : la structure
euclidienne ainsi que les trois param`etres intrins`eques de chaque vue peuvent ˆetre détermin´es, si
le mouvement de la cam´era est suffisamment g´enéral. Heyden et̊Aström écrivent les équations de
l’ajustement de faisceaux avec auto-calibrage pour ce cas particulier, mais aucune méthode d’initia-
lisation n’est propos´ee. La conclusion principale de [89] est donc que l’ajustement de faisceauxpeut
converger vers la bonne solution, s’il est suffisamment bien initialis´e.

Le résultat de Heyden et̊Aström aété étendu par Pollefeyset al. [151] qui prouvent que la seule
contrainte de pixels rectangulaires suffit pour faire de l’auto-calibrage (en th´eorie). Ceci veut dire
qu’on peut auto-calibrer une caméra en mouvement qui peut changer arbitrairement son calibrage
intrinsèque entre les vues ou, ce qui est encore plus int´eressant, de calibrer un syst`eme de caméras
où, à la limite, on ne dispose que d’une seule image par caméra ! Le minimum de vues n´ecessaire
pour le faire est 8. Pollefeyset al. ne proposent pas d’algorithme pratique pour ce cas gén´eral, mais
ils considèrent pour la pratique que le rapport d’échelle est connu et que le point principal est proche
du centre de l’image.

6.2.3 Méthodes baśees sur des mouvements particuliers

6.2.3.1 Rotations pures

Basu [11, 12] et Du et Brady [49] proposent des schémas de(( calibrage actif)) qui sont bas´es
sur despetitesrotations d’élévation ou de vergence de la cam´era, c’est-`a-dire des rotations haut-bas
ou gauche-droite. Les param`etres intrins`eques calculés sont�u et�v ainsi que, quant à l’approche de
Basu, le point principal. Du et Brady estiment ´egalement la distorsion radiale (un coefficient).

Daniilidis et Ernst [41] appliquent une approche similaire à celle de Basu et Du/Brady. Outre
des rotations autour d’axes connus (tilt ou pan), un point de fuite, donné par un ensemble de droites
parallèles, est utilis´e pour trouver le calibrage intrinsèque. La différence par rapport `a la méthode de
Basu est que les calculs ne sont pas basés sur l’hypoth`ese de petites rotations.
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Hartley a proposé le premier une méthode de calibrage basée sur des rotations pures et gén´erales
autour du centre de projection [82]. La cl´e de la méthode est le fait que les images sont reliées par des
homographiesHij et que ces homographies sont égales aux homographies infinies (cf. 2.6). Donc,
pour trouverK, la méthode de l’annexe C peut ˆetre appliqu´ee.

6.2.3.2 Mouvements planaires

Comme mouvements planaires nous considérons les translations dans un plan� et les rotations
autour d’axes perpendiculaires `a �. Armstronget al. ont développé une méthode d’auto-calibrage
pour ce type de mouvement [6]. Les mouvements planaires sont d´egénérés pour l’auto-calibrage de
tous les param`etres intrins`eques et la reconstruction euclidienne, mais la solution peut tout de même
être détermin´ee à un param`etre près (cf. le chapitre 7). La structure affine est détermin´ee entièrement
ainsi que la structure euclidienne dans le plan de mouvement�. Nous décrivons brièvement le prin-
cipe de la méthode de Armstronget al. Les projections des entités g´eométriques suivantes restent
fixes lors de mouvements planaires :

. les projections du point `a l’infini commun aux axes de rotation ;

. les projections des points cycliques de�.

Les projections de ces entit´es peuvent ˆetre détermin´eesà partir de matrices fondamentales et de ten-
seurs trifocaux. Le point à l’infini des axes de rotation et les deux points cycliques de� engendrent le
plan à l’infini ce qui donne la structure affine. Les points cycliques donnent ´evidemment la structure
euclidienne dans� (et dans les plans parallèles `a�). La détermination des points cycliques peut ˆetre
formulée en termes d’une cam´era linéaire (voir 6.3).

Wiles et Brady ont propos´e plusieurs mod`eles de caméra pour le mouvement planaire ((( ground
plane motion camera models))) [226]. Ils proposent une méthode de reconstruction qui est basée sur
ces modèles et qui mène bien sˆur au même type de structure que la méthode de Armstrong.

6.2.3.3 Mouvements particuliers entre des vues consécutives

Viéville et Lingrand ont étudi´e l’utilisation de mouvements particuliers entre des vues cons´ecu-
tives pour l’auto-calibrage [216]. Concr`etement, les formes particulières de la matrice fondamentale
pour quelques mouvements (voir 2.3.4) permettent de simplifier les équations de Kruppa et ainsi
l’auto-calibrage. Ces consid´erations sont spécialement utiles pour l’auto-calibrage de caméras mon-
tées sur un robot manipulateur, qui effectue souvent des mouvements(( réguliers)) tels que des rota-
tions autour d’un axe fixe. Viéville et Lingrand proposent un sch´ema de d´ecision automatique sur la
forme de la matrice fondamentale pour des images consécutives. Il s’agit d’une m´ethode de s´election
de modèle, qui est bas´ee sur un compromis entre la taille du mod`ele (nombre de param`etres libres) et
sa qualité (résidu) ; voir [204] pour une m´ethode similaire.

6.2.4 Méthodes baśees sur des mouvements initiaux particuliers

L’approche de Armstronget al. [5] est basée sur un mouvement initial purement translationnel,
qui rend possible la reconstruction affine de la scène [131]. Une fois la structure affine acquise, la
détermination du calibrage devient relativement simple [79] (voir aussi l’annexe C).

Pollefeys et Van Gool [154] étendent l’approche de Armstronget al.pour pouvoir traiter des chan-
gements de focale. Pour ce faire, deux mouvements initiaux sont demand´es : avec un changement de
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focale, le point principal est d´eterminé comme ´etant le point d’intersection commun des(( trajec-
toires )) des points image. Puis, comme Armstrong, une translation pure sert `a récupérer la structure
affine. Ensuite, des d´eplacements arbitraires, avec changement de focale ´eventuel, permettent de trou-
ver la structure euclidienne et le calibrage des vues. Cette dernière ´etape peut ˆetre consid´erée comme
l’extension de l’équation (C.1), prenant en considération des distances focales différentes avant et
après le mouvement.

6.2.5 Méthodes baśees sur des mesures des déplacements de la caḿera

Dron considère le problème du calibrage d’une caméra montée sur un support dont la composante
translationnelle du mouvement est connue tr`es précisément [48]. Elle d´erive des équations lin´eaires,
en supposant que soit la rotation relative entre deux vues est petite, ou bien que le déplacement entre
deux vues est beaucoup plus grand que la distance entre la caméra et son support. Dron n’estime
en effet pas la matrice des paramètres intrins`eques de la cam´era, mais le produitKR0, où R0 est la
rotation relative entre la cam´era et son support.

Vi éville décrit comment on peut calibrer une caméra effectuant des rotations autour d’un axe fixe,
si les angles de rotation sont connus [214]. Stein [183] et McLauchlan et Murray [127] ont développ´e
des méthodes pour le même scénario. La méthode de Stein inclut l’estimation des distorsions radiales
(deux coefficients et deux coordonnées pour le point de sym´etrie ou centre de distorsion).

6.2.6 Méthodes baśees sur un pŕe-calibrage

Dans la section 6.4, nous décrivons comment l’auto-calibrage d’une caméra avec une focale va-
riable peut être simplifi´e en exploitant les résultats d’un pré-calibrage de la caméra [186, 189].

6.2.7 Méthodes baśees sur un calibrage initial

Crowley et al. proposent de mettre `a jour la matrice de projection lors de mises au point, de
changements de diaphragme (aperture) ou de rotations de la caméra [40]. Le calibrage n’est pas
directement mis à jour puisque la correction porte sur la matrice de projection perspective enti`ere, sans
en extraire les paramètres intrins`eques et extrins`eques. La mise à jour se fait par des transformations
affines ou projectives, calculées `a partir d’un suivi de points d’int´erêt.

Encisoet al. font une chose similaire, mais leur but est d’adapter directement les param`etres
intrinsèques de la caméra, lors de mises au point ou de changements de focale [51, 52, 53]. Ils ont
montré qu’une transformation affine `a 3 param`etres est suffisante pour modéliser le changement du
calibrage. Ce mod`ele n’est valable que si la cam´era ne se d´eplace pas lors de la mise au point ou du
changement de focale.

6.2.8 Auto-calibrage d’une caḿera affine

Quan a propos´e une méthode élégante pour l’auto-calibrage d’une caméra affine [164] qui re-
pose sur la notion, introduite dans le mˆeme article, des paramètres intrins`eques affines. Il s’agit d’une
méthode stratifi´ee dont la comparaison avec les méthodes ultérieures pour la cam´era perspective r´e-
vèle des fortes similitudes. Les approches de Heyden etÅström [88] et Triggs [210] suivent le même
schéma que celle de Quan. Toutes ces approches partent d’une reconstruction non calibrée, obtenue en
supposant des cam´eras arbitraires – pour la cam´era affine, il s’agit d’une reconstruction affine et pour
les perspectives, elle est projective. Ensuite, la reconstruction non calibrée est rectifi´ee en euclidienne
en cherchant une transformation projective respectivement affineT qui transforme les matrices de
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projection en des matrices ayant la mˆeme matrice des paramètres intrins`eques (plus de d´etails sont
donnés en 6.2.1). Ceci peut s’´ecrire comme :

PiTT
TPTi � KKT :

Les matrices ont les dimensions suivantes pour le cas affine (projectif) : les matrices de projectionPi

sont2� 3 (3� 4), la transformation 3DT est3� 3 (4� 4), et la matrice des paramètres intrins`eques
K 2�2 (3�3). A priori, les mêmes méthodes peuvent ˆetre utilisées pour trouverT etK dans les deux
cas. Pourtant, dans le cas affine, il existe une simplification. Rappelons l’interprétation g´eométrique
de la matrice sym´etriqueTTT dans le cas perspectif (la matrice� dans le paragraphe 6.2.1.3) : elle
représente le cˆone dualà la conique absolue, dans la reconstruction projective [210]. Un cˆone dual
à une conique 3D est une quadrique de plans de rang 3. La contrainte du rang 3 surTTT doit être
considérée dans l’estimation (Heyden garantit cette contrainte explicitement par la paramétrisation du
problème, tandis que Triggs impose la contrainte num´eriquement).

Dans le cas affine,TTT n’est rien d’autre que la conique duale à la conique absolue, dans le plan
à l’infini ! C’est donc une conique de droites, maisnondégénér´ee, contrairement au cˆone dual dans le
cas perspectif. Donc, il n’y a pas de contrainte suppl´ementaire surT à respecter. La projection de la
conique duale à la conique absolue est une conique dégénérée de deux points imaginaires conjugués
qui se trouvent sur la droite à l’infini du plan image. Ces points sont les images des points cycliques
du plan image (voir figure 6.2).

8

FIG. 6.2:Projection de la conique absolue pour une caméra affine. Le centre de projection est le point
directeur du plan image. Donc l’intersection du plan image avec le planà l’infini est la droite polaire
du centre de projection, par rapportà la conique absolue. La conique absolue duale se projette via
les deux tangentes du centre de projectionà la conique absolue. Ces tangentes touchent la conique
absolue dans les points cycliques du plan image.

6.2.9 Auto-calibrage d’un syst̀eme st́eréo

Brookset al. ont développé des m´ethodes d’auto-calibrage pour des tˆetes st´eréo, en adoptant un
modèle de calibrage o`u seule la distance focale est inconnue (voir 6.2.1.6).

L’approche de Zhang, Luong et Faugeras [115, 238, 239] d´ecompose l’auto-calibrage du système
stéréo en deux étapes. D’abord, les deux caméras sont auto-calibrées séparément avec une approche
basée sur les équations de Kruppa (voir 6.2.1.5). Ensuite, l’orientation relative des deux caméras est
calculée, ce qui est similaire `a la détermination du mouvement d’une cam´era calibrée.

Zissermanet al. ont développé une méthode d’auto-calibrage qui exploite la rigidit´e du syst`eme
stéréo [242]. C’est le premier travail qui considère véritablement unauto-calibrage st́eréo. Des ap-
proches tr`es similaires ont ´eté proposées par Devernay et Faugeras [47] et Horaud et Csurka [96]. Ces
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méthodes sont basées sur des reconstructions projectives de la scène, obtenues des deux vues prises de
chaque position du système. La clé est que les transformations entre deux reconstructions projectives
de la même scène sont alors conjuguées au déplacement rigide du système stér´eo. La forme particu-
li ère des transformations projectives permet de déterminer dans un premier temps le plan `a l’infini
dans les reconstructions projectives. Ayant ainsi trouvé la structure affine, les param`etres intrins`eques
peuventêtre détermin´es comme décrit dans l’annexe C.

6.2.10 Ajustement de faisceaux avec auto-calibrage

Nous avons d´ejà décrit l’ajustement de faisceaux en 3.4. Une spécialisation de cette approche est
l’ ajustement de faisceaux avec auto-calibrage[18, 29, 37, 50, 54, 66, 67, 106, 125, 170, 178, 241].
Cette désignation met en évidence que l’ajustement de faisceaux se fait non seulement en estimant
les orientations extrins`eques et les points 3D mais aussi les orientations intrinsèques des cam´eras.
Un tel processus d’estimation globale nécessite g´enéralement une bonne initialisation des param`etres
à estimer. Un ajustement de faisceaux avec auto-calibrage peut ˆetre effectu´e pour optimiser les re-
construction et calibrage initiaux fournis par une méthode quelconque. En raison du besoin d’une
bonne initialisation, nous ne considérons pas l’ajustement de faisceaux avec auto-calibrage comme
une méthode autonome d’auto-calibrage.

6.3 Auto-calibrage d’une caḿera linéaire

Ce problème a ét´e évoqué par Olivier Faugeras et Long Quan et nous donnons ici une solution
relativement simple.

Nous développons une ´equation qui peut ˆetre consid´erée comme l’analogue des équations de
Kruppa de vues habituelles. Rappelons que le calibrage d’une cam´era est acquis si l’image de la
quadrique absolue de l’espace analogue est d´eterminée. Pour une cam´era habituelle, il s’agit de la
projection de la conique absolue, qui est aussi une conique dans l’image. Pour ce qui est des caméras
linéaires, la quadrique absolue (du plan) est une conique de deux points, les points cycliques, tout
comme sa projection. Les ´equations de Kruppa pour d´eterminer l’image de la conique absolue sont
basées sur la g´eométrie épipolaire et ne sont en effet rien d’autre que des contraintes d’appariement
bifocales de coniques, sp´ecialisées aux cas de coniques identiques dans les vues (cf. 6.4.3). Quant
aux caméras linéaires, il n’existe pas de contrainte d’appariement entre deux vues, mais un tenseur
trifocal très simple (voir 2.4.1).

L’ équivalent des équations de Kruppa serait une contrainte d’appariement de coniques (de deux
points) entre trois vues, bas´ee sur le tenseur trifocal. Le transfert de coniques de deux vues lin´eaires
vers une troisi`eme est relativement direct, mais il existe deux solutions : les coniques sont compo-
sées de deux points chacune ce qui donne lieu `a deux possibilit´es pour l’appariement des points des
coniques entre deux vues.À ce point, nous devons noter une propriété des points cycliques qui va
simplifier le problème : non seulement l’image de laconiqueformée des deux points cycliques reste
fixe pour une cam´era en mouvement, mais aussi la projection des points cycliques individuels. Donc,
il n’est pas nécessaire de consid´erer un transfert de coniques. Tout ce qu’il faut faire est de chercher
les images des points cycliques parmi les points fixes dans les trois vues. Ceci se fait simplement en
exprimant la relation trilin´eaire pour trois points image avec les mêmes coordonnées et de résoudre
cetteéquation pour ces coordonnées image :

G2�2�2

�
u
1

��
u
1

��
u
1

�
= 0 : (6.6)
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Nous avons normalis´e la deuxième coordonnée `a 1, ce qui n’engendre aucun problème puisque les
images des points cycliques doivent être des points finis (il y a un seul point `a l’infini sur la droite
image, et celui-ci est un point r´eel). L’équation (6.6) est cubique enu :

G111u
3 + (G112 +G121 +G211)u

2 + (G122 +G212 +G221)u+G222 = 0 :

Dans le cas gén´eral, cette ´equation a exactement trois racines. Parmi ces racines il y a les coordonnées
des images des points cycliques, qui sont des points imaginaires conjugués. Les images des points
cycliques peuvent donc ˆetre déterminées, puisque la troisi`eme racine est r´eelle. Cette troisi`eme racine
correspond à un point r´eel dont l’image reste fixe dans les trois vues (voir la figure 6.3). Ce point
n’a pas de signification pour le probl`eme de l’auto-calibrage. Le mˆeme point est déjà apparu dans
l’approche de Armstronget al.pour l’auto-calibrage `a partir de mouvements planaires [6] (cf. 6.2.3.2).
La détermination de la structure euclidienne du plan de mouvement (et des plans parallèles) est une
sous-étape de l’approche de Armstrong et peut ˆetre consid´erée comme l’auto-calibrage de la caméra
linéaire obtenue par restriction des projections du monde 3D sur les points du plan de mouvement.

Vue 1

Vue 2

Vue 3

Le troisième point avec
des projections identiques

FIG. 6.3: Le troisìeme point avec des projections identiques, en dehors des deux points cycliques.
Pour toute paire de vues, les points 2D avec des projections identiques se trouvent sur une conique de
Steiner. La construction de cette conique pour deux vues est esquissée par quelques points d’intersec-
tion de rayons de projection de points image avec les mêmes coordonńees. Les projections des points
cycliques sont identiques dans toutes les vues. Les points cycliques sont alors sur toutes les coniques
de Steiner consid́erées ; par conśequent, ces coniques sont des cercles. Les trois cercles, associés aux
trois paires de vues, ont trois points en commun : les deux points cycliques et un troisième point qui
est ŕeel.

6.3.1 D́eǵenérescence de l’́equation d’auto-calibrage

Nous évoquons bri`evement les situations o`u l’ équation (6.6) dégén`ere. Puisqu’il y a toujours
deux solutions complexes conjuguées (les images des points cycliques), il ne peut y avoir que deux
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possibilités pour la dégénérescence : le degr´e de l’équation se réduit à 2 – dans ce cas l’auto-calibrage
est toujours possible – ou bien l’équation devient une tautologie. Dans le dernier cas, tous les couples
de points imaginaires conjugu´es peuvent ˆetre confondues avec les images des points cycliques. Il y
a donc au moins une famille de solutions pour l’auto-calibrage. L’équation devient une tautologie, si
tous les termes disparaissent et c’est exactement le cas si les conditions suivantes sont satisfaites :

G111 = 0

G112 +G121 +G211 = 0

G122 +G212 +G221 = 0

G222 = 0 :

Il est certainement possible de d´eterminer les mouvements de caméra qui correspondent à ces ´equa-
tions. Dans la section 7.8, nous poursuivons une autre approche pour déterminer lesséquences de
mouvements critiques, pour un nombrequelconquede vues.

L’auto-calibrage d’une cam´era linéaire avec plusieurs vues pourrait ˆetre effectu´e de mani`ere ana-
logue aux différentes approches pour les cam´eras habituelles, décrites au 6.2.1.

6.3.2 Calibrage pour une rotation pure

Comme les cam´eras habituelles, les caméras lin´eaires peuvent ˆetre calibréesà l’aide d’images
prises en rotation pure (cf. 6.2.3.1). Tandis que le calibrage de caméras habituelles requiert au moins
deux rotations (avec des axes diff´erentes), la caméra lin´eaire peut ˆetre calibrée après une seule rotation
(cf. la dérivation des s´equences critiques en 7.8).

Leséquations pour le calibrage sont analogues au cas de vues habituelles (voir l’annexe C). Nous
ne répétons pas ces développements ici, mais donnons une solution explicite pour le calibrage. Soit
H2�2 l’homographie entre les deux vues prises en rotation. Nous imposons que son déterminant soit
égal à 1, ce qui fait que nous pouvons l’´ecrire sous la forme :

H =

�
a b
c 1

a(1 + bc)

�
:

L’ équation de calibrage (cf. (C.1)) est :

HKKTHT = KKT :

La solution de cette équation pour la matrice sym´etriqueKKT donne :

KKT =

 
� b

c
a2�bc�1

2ac
a2�bc�1

2ac 1

!
:

Nous pouvons en extraire directement la matrice des param`etres intrins`eques :

K =

 p
�(a2+2a+bc+1)(a2�2a+bc+1)

2ac
a2�bc�1

2ac
0 1

!
:



6.4. AUTO-CALIBRAGE POUR UN OBJECTIF̀A FOCALE VARIABLE BASÉ SUR UN
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6.4 Auto-calibrage pour un objectif à focale variable baśe sur un pré-
calibrage

6.4.1 Introduction

Dans cette section, nous considérons le problème de l’auto-calibrage d’une caméra en mouve-
ment,équipée d’un objectif à focale variable (zoom). En pratique, les param`etres intrins`eques ne sont
pas indépendants pour un tel système. Nous proposons d’effectuer une étape depré-calibragequi ser-
vira à modéliser l’interdépendance des param`etres intrins`eques. Nous montrons que l’auto-calibrage
se réduit alors à l’estimation d’un seul param`etre. Nous d´eveloppons une m´ethode qui exploite ceci
et qui ne nécessite pas d’initialisation de la distance focale.

La méthode est basée sur les équations de Kruppa (voir 6.2.1.5). Les méthodes basées sur ces
équations sont connues pour être assez sensibles au bruit dans les images [114]. Afin de modérer
cet effet, plusieurs chercheurs proposent de fixer certains param`etres. Cela est justifi´e dans le cas
du rapport d’échelle et de l’angle entre les axes des pixels, des entit´es qui sont très stables sur de
longues p´eriodes d’utilisation d’une cam´era. Par contre, la position du point principal d´epend de la
position du zoom et de la mise au point de la cam´era (voir la figure 6.41 [227]). Ce phénomène est
dû à de mauvais alignements dans le système caméra – zoom et il peut être assez fort pour que les
coordonnées du point principal changent jusqu’`a 100 pixels lors de la variation de la distance focale
(cf. la figure 6.8 (a)) !

D’une part, ceci démontre que le choix du point principal fixe peut perturber les r´esultats de l’auto-
calibrage, d’autre part, la corr´elation des param`etres intrins`eques semble ˆetre simple et stable. Or, si
l’interdépendance entre les paramètres peut ˆetre modélis´ee de mani`ere analytique, cette connaissance
pourra être incluse dans le processus d’auto-calibrage afin de réduire le nombre d’inconnues `a estimer
et ainsi am´eliorer et robustifier les résultats.
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FIG. 6.4:Position du point principal en fonction du zoom et de la mise au point [227].

Dans cette section, nous examinons l’apport de l’interdépendance des param`etres au processus
de l’auto-calibrage. Nous le faisons en étudiant la forme des équations de Kruppa par rapport `a la

1. Nous remercions Reg Willson pour la permission de reproduire la figure 6.4.
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modélisation de cette interd´ependance. En 6.4.3 nous d´erivons les équations de Kruppa. Ensuite, en
6.4.4, nous d´ecrivons notre mod´elisation de l’interd´ependance entre les param`etres intrins`eques et
nous réécrivons les équations de Kruppa, en un seul paramètre. Une méthode pratique pour l’auto-
calibrage bas´ee sur cette mod´elisation est proposée en 6.4.5 et des r´esultats d’expériences avec cette
méthode sont donnés en 6.4.6.

6.4.2 Stabilit́e et interdépendance des param̀etres intrinsèques

Quelques-uns des param`etres intrins`eques sont très stables sur de longues p´eriodes d’utilisation
d’une caméra. Particulièrement, le rapport d’échelle� = �u

�v
et l’angle� entre les axes des pixels

ne changent pas en g´enéral. En pratique,� est souvent très proche de90�. Ainsi, ce param`etre est
généralement supposé connu et n’est pas estimé lors d’un calibrage.

Quant au point principal, il n’est souvent pas stable, plutˆot sa position varie si la distance focale
ou la mise au point de la caméra sont changées. Willson et Shafer ainsi que Burner ont observ´e que
pour beaucoup d’objectifs à focale variable le point principal effectue un mouvement de translation
lors d’un changement progressif de la focale [33, 227]. Nous avons retrouv´e le même résultat lors de
nos expériences (cf. la figure 6.8 (a)). Ce ph´enomène est dˆu à de mauvais alignements dans le système
optique ou mécanique de la cam´era et de l’objectif. Encisoet al. ont constaté un comportement
différent [51, 52, 53]. La raison en est probablement une mécanique diff´erente des objectifs : les
changements de focale sont effectués par un vissage de lentilles tandis que notre objectif effectue un
mouvement translationnel d’un bloc de lentilles.

Nous supposons dans la suite que pour des applications à courte distance, les changements de
mise au point sont généralement de petite amplitude. Nous supposons alors que l’influence sur la
position du point principal vient uniquement des changements de focale (en 6.4.7, nous proposons un
moyen de prendre en compte aussi les effets de mise au point).

Malgré la révélation de l’influence du zoom sur les param`etres intrins`eques�u, �v, u0 et v0,
l’interdépendance de ces param`etres n’a pas encore ´eté utilisée dans le contexte de l’auto-calibrage.
Afin de profiter de ces interd´ependances nous tentons d’obtenir un modèle analytique qui exprime les
paramètres intrins`eques en fonction de l’un parmi eux. Ici, nous choisissons�v comme référence (�
est consid´eré constant et connu) : les distances focales satisfont toujours la relation�u(�v) = � �v

sin� ,
tandis queu0(�v) etv0(�v) sont plus difficilement mod´elisables.

Nous appelonspré-calibrage la détermination hors ligne du rapport d’´echelle� , des relations
fonctionnellesu0(�v) etv0(�v) ainsi que de l’angle�. Si une cam´era est pr´e-calibrée, l’auto-calibrage
revient alors à l’estimation de l’unique paramètre�v. En 6.4.4, nous d´ecrivons le processus de pré-
calibrage et en 6.4.5 nous proposons une méthode d’auto-calibrage qui utilise un pr´e-calibrage.

6.4.3 Leséquations de Kruppa

Pour effectuer l’auto-calibrage, nous utilisons les ´equations de Kruppa que nous avons d´ejà dé-
crites en 6.2.1.5. Dans cette section, nous dérivons les ´equations de Kruppa de mani`ere plus g´eomé-
trique. Ces équations représentent en fait une contrainte d’appariement de coniques entre deux vues
(cf. la section 2.3). La même contrainte est valable si les coniques dans les images sont les projections
d’une conique 3D ou d’une quadrique.

Soient!1 et !2 les deux coniques image. Comme nous l’avons déj`a décrit en 2.3, la g´eométrie
épipolaire impose une contrainte d’appariement pour ces coniques : les droites épipolaires qui sont
tangentes aux coniques sont des droites épipolaires correspondantes (à une permutation près – il y a



6.4. AUTO-CALIBRAGE POUR FOCALE VARIABLE BAŚE SUR UN PŔE-CALIBRAGE 121

deux paires de telles tangentes ; voir la figure 2.5). Ceci peut s’´ecrire comme :

(e1 ^ q)T!�1(e1 ^ q) = 0 , (Fq)T!�2(Fq) = 0 : (6.7)

Ici, e1 ^ q est une droite épipolaire dans la première image etFq la droiteépipolaire correspondante
dans la deuxième image. Une droitel est tangente `a une conique� si elle est sur la conique duale��,
c’est-à-dire silT(��)l = 0, d’où l’ équation (6.7).

Les projections de la conique absolue sont identiques si les param`etres intrins`eques de la cam´era
ne changent pas entre les vues. Si!1 désigne la projection de la conique absolue, nous avons donc :

(e1 ^ q)T!�
1
(e1 ^ q) = 0 , (Fq)T!�

1
(Fq) = 0 : (6.8)

Si l’ épipôlee1 n’est pas à l’infini, nous pouvons param´etrer le faisceau ´epipolaire par un param`etret,
via les points `a l’infini dans l’image :(1; t; 0)T. L’ équation (6.8) devient :

(e1 ^ (1; t; 0)T)T!�1(e1 ^ (1; t; 0)T) = 0 , (F(1; t; 0)T)
T

!�
1
(F(1; t; 0)T) = 0 :

Les deux termes de cette ´equivalence sont des polynômes quadratiques ent. Nous les écrivons
comme :

c2t
2 + c1t+ c0 = 0 , c02t

2 + c01t+ c00 = 0 ;

où les coefficientsci et c0i dépendent deF, e1 et !�
1

. Cetteéquivalence signifie que les coefficients
des deux polynˆomes sont égaux `a un facteur multiplicatif près. Ceci s’exprime comme :

c2c
0

1 = c1c
0

2 c2c
0

0 = c0c
0

2 c1c
0

0 = c0c
0

1 : (6.9)

Ces troiséquations sont leśequations de Kruppa (seules deux d’entre elles sont alg´ebriquement
indépendantes).

Si la géométrieépipolaire, i.e.F ete1, est connue, les équations (6.9) sont des contraintes sur!�
1

.
Puisque!�

1
nous donne les param`etres intrins`eques de la cam´era (cf. 2.7.3), les ´equations de Kruppa

peuventêtre utilisées pour l’auto-calibrage. L’approche habituelle consiste `a minimiser un critère du
style [114] :

#paires de vuesX
p=1

(
cp2
c0p2
� cp1

c0p1
)2 + (

cp2
c0p2
� cp0

c0p0
)2 + (

cp1
c0p1
� cp0

c0p0
)2 ; (6.10)

éventuellement incluant une pond´eration par l’incertitude sur les matrices fondamentales [233].

6.4.4 Pŕe-calibrage

Dans cette section, nous examinons comment les interdépendances des param`etres intrins`eques
peuventêtre modélis´ees et exprimons les équations de Kruppa prenant en compte cette mod´elisation.

6.4.4.1 Mod́elisation de l’interdépendance entre les param̀etres intrinsèques

Nous supposons que le rapport des distances focales est donn´e par�u = ��v, où � est connu
et constant. En outre, l’angle� est suppos´e constant et égal `a 90� et ne dépend donc pas d’autres
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paramètres. Quant aux coordonnées du point principal, nous essayons de les exprimer par rapport `a
�v. Dans la suite, nous nous restreignons `a des mod`eles polynômiaux :

u0(�v) = km�
m
v + : : : + k1�v + k0

v0(�v) = ln�
n
v + : : :+ l1�v + l0 : (6.11)

Afin de déterminer les coefficientski et li de ces modèles, nous effectuons une s´erie de calibrages avec
une méthode classique utilisant une mire. Des calibrages doivent ˆetre effectu´es pour un jeu complet
de positions du zoom. Ceci donne un tableau de valeurs des param`etres. Ensuite, on d´etermine leski
et li de façonà approcher au mieux les valeurs obtenues lors de la série de calibrages. Pour construire
un modèle suffisamment riche, mais tout de même de degr´e minimalm (resp.n, cf. les équations
(6.11)), une m´ethode de r´egression robuste peut ˆetre appliqu´ee [128].

6.4.4.2 Influence sur leśequations de Kruppa

Les équations de Kruppa ont la forme suivante (�u a été remplac´e par��v ; les coefficients des
termes ne sont pas indiqués dans cette équation) :

0 = �4
v+

�2
v(u

2
0 + v20 + u0v0 + u0 + v0 + 1)+

u40 + u30v0 + u20v
2
0 + u0v

3
0 + v40u

3
0 + u20v0 + u0v

2
0 + v30 + u20 + u0v0 + v20 + u0 + v0 + 1 :

Siu0 etv0 sont modélisés comme dans les équations (6.11), alors les équations de Kruppa deviennent
des polynômes en un seul param`etre�v et de degr´emaxf4; 4�maxfm;ngg. Dans la suite, nous discutons
les cas particuliers(m = n = 0) et (m = n = 1), puis le cas gén´eral.

m = n = 0 : point principal fixe. Ce cas a d´ejà été considéré par Hartley [77]. Il est int´eressant
de noter que les équations de Kruppa ont alors la forme�4

v + �2
v + 1 = 0. La détermination de�v

revient alors `a trouver la solution de polynômes quadratiques, ce qui permet d’obtenir une solution
analytique du problème.

m;n � 1 : point principal effectuant un mouvement de translation. Leséquations de Kruppa
sont des polynˆomes de degr´e 4 en�v. Il existe alors aussi une solution analytique pour trouver des
candidats pour�v. Ce cas est souvent rencontré pour les objectifs `a focale variable courants [227].

m > 1 ou n > 1. Leséquations de Kruppa sont de degr´e supérieur à 5 et il n’y a pas de solution
analytique. Cependant, puisqu’il s’agit de polynômes en une variable, la d´etermination des racines
peutêtre faite avec des techniques numériques de mani`ere stable.

6.4.5 Une ḿethode d’auto-calibrage baśee sur un pŕe-calibrage

Nous montrons comment le processus de l’auto-calibrage peut ˆetre simplifié si les expressions
analytiques de l’interd´ependance des param`etres intrins`eques ont ´eté déterminées par pr´e-calibrage.
Trois équations de Kruppa (dont 2 algébriquement indépendantes) sont associées à chaque paire de
vues. Soitkpi la ie équation de Kruppa de lape paire de vues. Leskpi sont des polynˆomes en une
seule variable�v (voir 6.4.4.2). Le param`etre�v recherché est donc la racine commune à toutes les
équationskpi.
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Dans un premier temps, les racines des polynômes sont calculées séparément. Puisque�v doit être
réel et positif, seules les racines ayant ces propriétés sont retenues. SoitSpi = frpij j j = 1; : : : ; npig
l’ensemble des racines r´eelles et positives de l’´equationkpi. Nous recherchons la meilleure approxi-
mation de la racine qui est commune à toutes les équations (i.e. qui se trouve dans tous les en-
semblesSpi). Dans ce contexte, nous définissons la(( distance)) d’un nombrer et d’un ensemble
S = fr1; : : : ; rng comme :

d(r; S) = min
j=1;::: ;n

jr � rj j :

Le problème de l’auto-calibrage peut alors ˆetre reformulé de la mani`ere suivante. On chercheb�v

avec :

b�v = argmin
X
p;i

d(�v ; Spi) : (6.12)

6.4.5.1 Ḿethode d’auto-calibrage

Nous proposons un sch´ema simple et efficace pour la résolution de ce problème. Considérons la
figure 6.5 (a) qui montre le graphe de la fonctiond(r; S) pour un certain ensembleS = fr1; : : : ; rng.
La fonction est affine par morceaux et change de pente seulement aux abscissesrj et

rj+r(j+1)

2 . Afin de
trouver le minimum global de

P
p;i d(r; Spi), il est donc suffisant d’évaluer cette fonction aux seules

abscisses indiquées. L’abscisse qui donne le minimum global est la solution pour�v. Si un nombre
d’équations pair est utilisé, cette abscisse n’est pas unique (voir la figure 6.5 (b), où le minimum
global se trouve entre les abscisses20 et23). Dans ce cas, on choisit le milieu de l’intervalle comme
solution pour�v.
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(a) Le graphe de la distanced(r; S) avec
S = f20; 40; 80g.
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(b) Le graphe pour la somme des distances
d(r; S) + d(r; T ) avecS = f20; 40; 80g et
T = f5; 23; 69g.

FIG. 6.5: Illustration de la d́etermination de�v à l’aide de l’équation (6.12). Les lignes verticales
dans les graphes indiquent où les fonctions doivent̂etreévalúees pour trouver le minimum global.

Un exemple de graphes des 3 équations de Kruppa pour 2 vues est montr´e dans la figure 6.6.
Si beaucoup de vues sont utilisées pour l’auto-calibrage, des méthodes robustes [128] devraient

être appliqu´ees pour l’estimation de la racine commune.
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FIG. 6.6:Exemple de graphes des 3équations de Kruppa de 2 vues (en fonction de�v).

La méthode propos´ee peut ˆetre résumée par le schéma suivant.

Algorithme : Auto-calibrage basé sur un pré-calibrage

0. Pré-calibrage de la cam´era : détermination des relations fonctionnelles des para-
mètres intrins`eques par rapport `a�v.

1. Estimation de matrices fondamentales à partir de correspondances de primitives dans
les images.

2. Formulation des équations de Kruppa : calcul des coefficients des monˆomes de�v.

3. Calcul des racines pour chaque équation de Kruppa ; considération des solutions
réelles et positives.

4. Détermination de la(( meilleure)) racine commune à toutes les équations de Kruppa
utilisées. Ceci est la solution pour�v.

5. Calcul des autres param`etres intrins`eques par les relations fonctionnelles avec�v

établiesà l’étape 0.

6.4.6 Ŕesultats exṕerimentaux

Nous avons effectu´e des exp´eriences avec un objectif EIA Servolens, mont´e sur une cam´era de
la marque Pulnix TM-6EX. D’abord, nous avons effectu´e un pré-calibrage : des calibrages utilisant
une mire (voir la figure 6.7) ont ét´e effectués pour plusieurs distances focales, avec la m´ethode de
Faugeras et Toscani [65]. Les résultats de ces calibrages sont montrés dans les graphes de la figure
6.8, où u0; v0 et�u sont affichés en fonction de�v.

Ensuite, la relation fonctionnelle des paramètres intrins`eques a ´eté déterminée. Nous avons trouv´e
les relations lin´eaires suivantes :

�u = 1:466�v u0 = 0:060�v + 184:44 v0 = �0:007�v + 273:19 : (6.13)
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FIG. 6.7:La mire de calibrage.
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FIG. 6.8:Les ŕesultats des calibrages pour différentes distances focales. Pour chaque distance focale,
des images de la mire ontét́e prises de plusieurs positions. Les droites dans les graphes représentent
les mod̀eles des interd́ependances entre les paramètres intrins̀eques.

L’auto-calibrage a ensuite ét´e effectué basé sur des images de la mire prises de diff´erents points de
vue, mais sans utiliser les coordonnées 3D des cibles. Nous comparons notre méthode avec un algo-
rithme effectuant une minimisation non linéaire du crit`ere (6.10) par une m´ethode du type Levenberg-
Marquardt [160]. Contrairement à notre méthode, la minimisation non linéaire requiert une initiali-
sation des param`etres intrinsèques. Nous utilisons 9 jeux d’initialisation diff´erentes, qui sont tous
cohérents avec le mod`ele (6.13) et qui couvrent tout l’intervalle des distances focales considérées.

La minimisation non linéaire est effectu´ee en 4 modes différents, selon les param`etres intrins`eques
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qui sont tenus fixes par rapport `a leur valeur initiale :

. le rapport d’échelle� ainsi queu0 et v0 ;

. le rapport d’échelle� ;

. u0 et v0 ;

. aucun des param`etres.

En résumé, une exp´erience consiste à appliquer une fois notre algorithme (sans initialisation) et
d’appliquer les 4 versions de la méthode non linéaire, chacune avec les 9 initialisations diff´erentes.
Nous avons effectu´e 27 expériences de ce type : pour chacune parmi 9 distances focales, 4 images de
la mire ontété prises et l’auto-calibrage a ´eté effectué en utilisant 2, 3 ou toutes les vues. Les r´esultats
sont évalués en s’appuyant sur les r´esultats de calibrages avec la m´ethode de Faugeras et Toscani,
prenant en compte les coordonnées 3D des cibles de la mire.

Dans la figure 6.9 nous résumons les r´esultats de l’estimation de�u. Chaque barre repr´esente le
nombre d’exp´eriences pour lesquelles l’erreur relative de l’estimation de�u se trouve dans l’intervalle
indiqué sur l’axe horizontal. Les barres en haut des graphes montrent les r´esultats de notre m´ethode et
celles en bas les résultats de la m´ethode non linéaire. Nous avons trouvé que la méthode non lin´eaire
atteint les meilleures performances si�; u0 et v0 sont tenus fixes par rapport `a leur valeur initiale.
Seuls les r´esultats pour ce mode sont montrés.

5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% >50%45% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% >50%45% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% >50%45%

Méthode
pré−calibrée

Erreur relative

Méthode
non linéaire

2 vues 3 vues 4 vues

FIG. 6.9:Résultats de l’auto-calibrage.

On peut considérer que notre méthode n’a jamais ´echoué pour plus de 2 vues, tandis que la
méthode non linéaire connaı̂t un taux d’échec d’environ 5 %. Tout de mˆeme, si l’initialisation de la
méthode non lin´eaire est proche des vraies valeurs, les r´esultats sont généralement bons.

6.4.7 Discussion

Nous avons d´emontré comment la prise en compte de l’interd´ependance entre les paramètres in-
trinsèques permet de réduire le nombre de param`etres à estimer lors de l’auto-calibrage. Une m´ethode
non itérative et sans besoin d’initialisation a ´eté proposée et s’est avérée fiable lors d’expériences pré-
liminaires. Le gros inconv´enient de la méthode proposée est la n´ecessit´e d’un pré-calibrage qui est
souvent difficileà réaliser. Il n’est pas clair si le sch´ema proposé sera efficace pour des systèmes de
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prise d’images où l’interd´ependance des param`etres intrins`eques suit un modèle plus complexe que
celui trouvé avec notre ´equipement.

Nous avons n´egligé les effets de la mise au point sur les param`etres intrins`eques. Ceux-ci pour-
raientêtre pris en compte en effectuant le pr´e-calibrage pour différentes mises au point. Pour l’auto-
calibrage, les diff´erents modèles d’interd´ependance peuvent ensuite ˆetreévalués. Le meilleur est re-
tenu, la décision pouvant se faire par exemple selon l’erreur de reprojection d’une reconstruction
basée sur les param`etres intrins`eques trouvés.

Pour résumer, nous avons examin´e si la prise en compte des interd´ependances des param`etres
intrinsèques peut ˆetre utile pour l’auto-calibrage. La r´eponse a priori est positive, mais une évaluation
plus profonde de cette id´ee reste à faire.

6.5 Conclusion

Il existe une grande vari´eté de méthodes que l’on peut classer sous le sigle de l’auto-calibrage. La
plupart des méthodes sont conçues pour des caméras avec des param`etres intrins`eques invariants. Les
équations sous-jacentes semblent ˆetre relativement bien ´etudiées et le succès des différentes méthodes
dépend certainement largement de la qualit´e de l’implémentation num´erique.

Un autre facteur qui a un impact sur la performance des algorithmes est le choix des points de vue.
Beaucoup de s´equences d’images sont typiquement prises avec une trajectoire très régulière de la ca-
méra. Nous avons exp´erimenté la méthode de Triggs (voir 6.2.1.3) avec quelques séquences d’images
disponibles sur Internet. Toutes les séquences testées sont d´egénérées pour l’auto-calibrage gén´eral,
c’est-à-dire pour la d´etermination de tous les 5 param`etres intrins`eques. Dans le chapitre 7 nous don-
nons une explication, en décrivant des mouvements de caméra critiques pour l’auto-calibrage. D’un
côté, des mouvements r´eguliers sur l’ensemble d’une s´equence d’images peuvent prohiber l’auto-
calibrage, d’un autre cˆoté des mouvements locaux bien choisis y sont souvent bénéfiques. La pos-
sibilité de choix de mouvements particuliers et la strat´egie d’évitement de mouvements critiques
dépendent finalement de l’application envisagée (voir la discussion en 7.12).

Ce qui est peut-ˆetre le plus int´eressant pour des applications réelles est l’auto-calibrage de camé-
rasà focale variable. L’auto-calibrage est possible même dans le cas extrême où le seul param`etre
intrinsèque invariant est le fait que les pixels sont rectangulaires. En pratique, on pourra toujours faire
des hypothèses sur l’invariance de quelques param`etres, comme le rapport d’´echelle ou souvent le
point principal. Nous avons examin´e plus en d´etail un modèle plus flexible, o`u la position du point
principal est modélis´ee par rapport `a la distance focale. Un tel modèle simplifie l’auto-calibrage et
peut le rendre plus fiable, mais ceci pour le prix d’un pr´e-calibrage.

En conclusion, l’application de l’auto-calibrage demande certaines précautions concernant la
prise d’images et de bonnes méthodes numériques.
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Séquences critiques de mouvements de
caméra pour la reconstruction

euclidienne non calibŕee et
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Dans ce chapitre, nous étudions les séquen-
ces de mouvements de caméra qui mènent à
des ambiguı̈tés inhérentes pour l’auto-calibrage
et la reconstruction euclidienne non calibrée.
Deux modèles de caméra sont traités – la ca-
méra planaire habituelle et la caméra linéaire.

Notre contribution majeure est une description
complète des séquences de mouvement critiques.
Nous identifions les cas qui ont de l’importance
en pratique et dérivons le degré d’ambiguı̈té
causé par les séquences critiques.

Une partie de ces résultats a été publiée
dans [187, 188].
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7.1 Introduction

Avant de décrire plus pr´ecisément notre travail, nous le pla¸cons dans un contexte général en
passant en revue diff´erents types d’ambiguı̈t´e qui ontété étudiés en vision tridimensionnelle. Nous
distinguons grossièrement deux types d’études – des études portant sur des ambigu¨ıtés intrinsèques
ou inhérentes à un problème, qui ne permettent une solution unique avec aucun algorithme ; et des
études sur l’instabilit´e en présence de bruit. Les deux ph´enomènes sont généralement ´etroitement liés
puisque la présence de bruit pour un sc´enarioà proximité d’une situation intrins`equement d´egénérée
est souvent source d’instabilité dans les calculs num´eriques. Un troisi`eme problème est celui des am-
biguı̈tés qui sont introduites artificiellement par un algorithme utilis´e mais qui ne sont pas inh´erentes.

Nous mentionnons d’abord plusieurs types d’ambigu¨ıtés inhérentes. Le problème le plus connu
est peut-ˆetre celui dessurfaces critiquesqui ontété étudiées principalement pour le cas de deux vues
et des correspondances de points [24, 92, 99, 100, 107, 113, 119, 122, 137]. Il existe certains types de
quadriques tels que, si tous les points 3D observés et les deux centres de projection se trouvent sur la
quadrique, la reconstruction des points (et le positionnement des caméra) est ambiguë. Le problème
analogue pour des correspondances de droites dans trois vues a aussi ét´eétudié [32, 135, 136]. Ces tra-
vaux décrivent aussi des ambigu¨ıtés artificielles introduites par un algorithme spécifique (l’algorithme
de Liu-Huang). R´ecemment, un r´esultat dual aux surfaces critiques concernant la reconstruction de 6
points vus dans plusieurs images a été obtenu par Maybank [124] : si les 6 points et tous les centres de
projection se trouvent sur un certain type de quadrique, la reconstruction est ambigu¨e. Intuitivement,
une configuration proche d’une surface critique provoque des instabilit´es numériques en présence de
bruit, par exemple pour le calcul de la matrice fondamentale [119] ou g´enéralement pour la recons-
truction à partir de deux vues [92]. Au lieu de parler de surfaces critiques, on peut alors utiliser la
notion devolume critiquequi décrit l’espace de configurations proches à une surface critique [92]. Un
résultat similaire aux surfaces critiques concerne le calibrage d’une caméra `a partir d’une vue d’une
scène connue. Si tous les points de référence et le centre de projection se trouvent sur une courbe
cubique dans l’espace, il existent des solutions ambiguës [31].

Un autre type d’ambigu¨ıté inhérente est l’existence de plusieurs solutions pour des données mini-
males ; ceci est bien connu pour des tâches diverses d’orientation. Le cas le plus populaire est celui de
l’orientation relative entre deux vues calibr´ees à partir de cinq points [44, 61, 90, 99, 108, 138, 148],
où au maximum 10 solutions peuvent exister. Le résultat analogue pour l’orientation relative non ca-
librée (estimation de la matrice fondamentale) est qu’il y a au maximum 3 solutions avec 7 points
[108, 123, 155]. Pour la configuration duale (au sens de la dualité de Carlsson [34]) de 6 points vues
dans 3 images, Quan a prouvé que la reconstruction projective est possible, aussi à 3 solutions près
[163] (voir aussi [155]). L’ambigu¨ıté de la pose d’une cam´era calibrée à partir de 3 points de r´efé-
rence (4 solutions) et `a partir de 4 points de r´eférence coplanaires (2 solutions) est aussi bien connue
[93, 184, 235]. Des résumés des problèmes d’orientation sont donnés par Wrobel [228] et Strunz
[184].

Tandis que l’existence de surfaces critiques d´epend et de la configuration de la sc`ene et des po-
sitions des caméras, nous connaissons une autre famille d’ambigu¨ıtés qui sont dues uniquement `a
des mouvements de cam´era spéciaux et donc indépendantes de la scène observ´ee. Il s’agit exacte-
ment du sujet de ce chapitre, notamment la reconstruction euclidienne non calibr´ee. Il est bien connu
qu’à partir d’une s´equence d’images obtenues lors d’un mouvement purement translationnel (même
avec changement de direction), uniquement la structure affine peut ˆetre trouvée [131, 213]. Avec
des mouvements planaires (translations dans un plan et rotations autour d’axes perpendiculaires au
plan), la structure métrique de la sc`ene peut ˆetre détermin´ee à uneéchelle, perpendiculaire au plan
du mouvement, pr`es [6, 226]. Une ´etude sur l’existence de solutions multiples pour l’auto-calibrage
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à partir de trois vues a ´eté menée par Zeller et Faugeras [232, 234]. Il s’agit en effet d’une étude
sur la dégénérescence des équations de Kruppa. Notre travail [187, 188] porte sur une caract´erisation
globale des mouvements qui créent des ambigu¨ıtés dans la reconstruction euclidienne, affine ou dans
l’auto-calibrage, pour un nombre arbitraire de vues et ind´ependamment de l’algorithme utilis´e.

Passons brièvement des ambigu¨ıtés inhérentes au probl`eme d’instabilités dues au bruit dans les
positions des points image, qui sont très prononcées pour des configurations spécifiques. Un problème
très étudié est celui de l’instabilité de l’estimation du mouvement `a partir de deux vues calibrées
[2, 19, 42, 55, 56, 231]. Les instabilités sont généralement examinées par rapport `a plusieurs facteurs,
comme le type de mouvement, le champ de vue, le niveau de bruit dans les images, etc. Szeliski a
récemment considér´e l’instabilité de l’estimation du mouvement pour des séquences d’images ortho-
graphiques et perspectives [199, 200, 201] o`u il constate que le facteur primordial est l’´etendue du
mouvement rotationnel de la séquence enti`ere. D’autres travaux concernent par exemple l’instabilit´e
de l’estimation de la matrice fondamentale [119] et de la segmentation d’objets bougeant ind´epen-
damment [2].

Dans ce chapitre, nous étudions les ambigu¨ıtés dans la reconstruction euclidienne `a partir de
séquences d’images non calibrées. Plus concrètement, nous nous intéressons aux ambigu¨ıtés dues
aux mouvements de la cam´era et qui sont donc pr´esentes indépendamment de la scène observée.
Nous dérivons une caract´erisation des s´equences de mouvements critiques qui est indépendante du
nombre de vues et de l’algorithme utilis´e. Nous montrons également quels types de mouvements
permettent d’obtenir au moins une reconstruction affine.

Organisation de ce chapitre. Les dérivations sont basées sur le concept de la quadrique absolue et
son lien avec la reconstruction euclidienne et le calibrage intrinsèque. Dans les sections 7.2 `a 7.3, nous
passons en revue les principes du calibrage intrinsèque et de la reconstruction euclidienne calibrée.
La reconstruction euclidienne non calibrée et ses sous-probl`emes, l’auto-calibrage et la reconstruction
affine non calibrée, sont traités dans les sections 7.4 et 7.6. Dans la section 7.7, nous introduisons des
notations importantes pour ce chapitre et nous présentons une caract´erisation des s´equences critiques
qui està la base de leur d´erivation.

Les séquences critiques pour la cam´era linéaire sont d´erivées dans la section 7.8 et celles pour la
caméra habituelle avec des paramètres intrins`eques constants dans la section 7.9. Dans la section 7.10,
nous décrivons quelques ambigu¨ıtés artificielles qui sont dues `a l’algorithme utilisé. Des aspects pra-
tiques sur la réduction du degr´e de l’ambiguı̈té dans la reconstruction et l’identification automatique
de séquences critiques sont discutés dans la section 7.11. Le chapitre est clos par des conclusions.

7.2 Calibrage intrinsèque

Nous rappelons que le calibrage intrinsèque d’une caméra peut ˆetre représenté par l’image de la
quadrique absolue de l’espace correspondant (cf. la section 2.7.3). Nous illustrons la projection de la
quadrique absolue pour les trois modèles de cam´era consid´erés.

Le cas habituel d’unecaḿera planaireest illustré dans la figure 7.1. La quadrique absolue deP3

est la conique absolue
1. Sa projection!1 est une conique qui est, tout comme la conique absolue,
imaginaire. Puisque le centre de projection est en dehors du plan support de
1 (le plan à l’infini), la
conique!1 est en plus propre.

Le centre de projection d’unecaḿera affine(planaire) se trouve dans le plan `a l’infini. L’image de
la conique absolue est donc une conique dégénér´ee. Plus pr´ecisément,!1 est une conique de deux
points imaginaires conjugués qui se trouvent sur la droite `a l’infini du plan image. Ces points sont les
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FIG. 7.1:Projection de la conique absolue pour une caméra planaire.

projections des points cycliques du plan image (voir figure 7.2, cf. aussi la section 6.2.8). Le centre
de projection est un point réel ; les deux points image conjugués ne peuvent donc pas collaber en un
seul point réel.

8

8
Droite à l’infini
du plan image

FIG. 7.2:Projection de la conique absolue pour une caméra affine.

La quadrique absolue pour lacaḿera linéaire est constitu´ee des deux points cycliques du plan
de mouvement. Nous ne considérons que le cas d’une cam´era linéaire perspective, c’est-à-dire que le
centre de projection se trouve hors la droite à l’infini du plan. La projection de
1 est une conique
!1 constituée de deux points imaginaires conjugués.

7.3 Reconstruction euclidienne calibŕee

La reconstruction euclidienne est équivalente `a la détermination de la quadrique absolue (cf. la
section 2.7.3). Ici, nous consid´erons le cas de cam´eras calibr´ees, i.e. on connaı̂t leur calibrage in-
trinsèque. Par cons´equent, les projections de la quadrique absolue dans les images considérées sont
connues. Nous décrivons dans la suite comment on peut déterminer la quadrique absolue en partant
d’une reconstruction non calibr´ee (projective ou affine).

Considérons le cas de deux caméras planaires. Supposons qu’on a établi une reconstruction pro-
jective. Pour chaque cam´era on peut construire le cˆone de projection de la conique absolue puisque
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8L

FIG. 7.3:Projection des points cycliques pour une caméra linéaire.

son image est connue. Ces deux cˆones sont d´efinis dans le rep`ere de la reconstruction projective.
L’intersection des cˆones consiste en général de deux coniques 3D (voir la figure 7.4), dont une est
la conique absolue. La conique absolue est alors d´eterminée à deux solutions pr`es. Une troisi`eme
caméra permet de r´esoudre cette ambigu¨ıté. Supposons que la vraie conique absolue a ét´e identifiée.
Pour obtenir la reconstruction euclidienne il suffit d’effectuer un changement de repère pour que la
conique absolue retrouve sa position canonique.

8

8

8

pour
Les deux solutions

FIG. 7.4:Détermination de la conique absolue avec 2 caméras planaires calibŕees.

Avec deux ou plusieurs caméras affines, la reconstruction affine est possible sans connaˆıtre le ca-
librage intrinsèque (cf. la section 3.5.2). Pour d´eterminer la conique absolue, il suffit d’opérer dans le
planà l’infini désormais connu. Chaque caméra affine calibrée donne deux contraintes sur la position
de la conique absolue : les rayons de projection des deux points de!1 sont tangents `a
1. Il faut
alors un minimum de trois cam´eras affines afin de pouvoir établir une reconstruction euclidienne (voir
la figure 7.5).

Pour ce qui est des cam´eras linéaires, la reconstruction projective demande un minimum de 3 vues.
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FIG. 7.5:Détermination de la conique absolue avec 3 caméras affines calibŕees.

Ayant établi la reconstruction projective, les points cycliques peuvent ˆetre déterminés en n’utilisant
que deux vues. Ils sont trouvés par intersection des rayons de projection de leurs images. Puisqu’il
s’agit de deux paires de rayons de projection, il y a 4 points d’intersection et a priori il existent
deux possibilités pour l’attribution des points cycliques. Si les deux vues sont obtenues par la même
caméra (i.e. par des cam´eras avec le même calibrage intrins`eque), on peut résoudre cette ambigu¨ıté
(cf. la section D.1.1). Sinon, la troisi`eme vue qui est n´ecessaire pour la reconstruction projective,
permet également d’obtenir une solution unique (bien sˆur à une transformation euclidienne pr`es).

FIG. 7.6:Détermination des points cycliques avec 3 caméras lińeaires calibŕees.

7.4 Reconstruction euclidienne non calibŕee

Comme pour le cas calibr´e, il s’agit de déterminer la quadrique absolue, mais cette fois-ci sans
connaˆıtre le calibrage intrins`eque des caméras ! Nous excluons aussi des connaissances sur la structure
3D de la scène et sur le mouvement des cam´eras. Les seules informations a priori concernent la nature
de la quadrique absolue et de ses projections :

Caméras perspectivesLa quadrique absolue est une conique 3D imaginaire et propre, tout comme
ses projections.

Caméras affine La quadrique absolue est une conique 3D imaginaire et propre. Son plan support
(le planà l’infini) contient les centres de projection. Ses projections sont constitu´ees de deux
points imaginaires conjugu´es sur la droite à l’infini dans les images.

Caméra linéaire La quadrique absolue consiste de deux points imaginaires conjugués, tout comme
ses projections.

La reconstruction euclidienne n’est possible que si des informations supplémentaires sont disponibles.
Les seules informations que nous admettons sont la connaissance partielle de param`etres intrins`eques
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(e.g. le rapport d’échelle ou le fait que les pixels sont rectangulaires) ou le fait que les vues sont prises
par la même caméra. Il ne s’agit que de contraintes indirectes sur la position de la quadrique absolue
– elles sont effectivement des contraintes sur sesprojections.

Nous appelons l’ensemble de ces informations sur la nature de la quadrique absolue et sur ses
projections lescontraintes pour la reconstruction euclidienne. Nous pouvons esquisser un procéd´e
pour la reconstruction euclidienne comme suit. Supposons qu’une reconstruction projective (ou af-
fine dans le cas de caméras affines) a été obtenue. La reconstruction euclidienne revient ensuite `a la
détermination de la quadrique qui satisfait toutes lescontraintes. S’il y a une solution unique, il s’agit
obligatoirement de la quadrique absolue. La reconstruction euclidienne est d´eterminée en effectuant
un changement de rep`ere qui ramène la quadrique absolue à sa position canonique.

S’il existent plusieurs quadriques satisfaisant les contraintes, il n’y a pas de solution unique pour
la reconstruction euclidienne parce qu’il y a ambiguı̈t´e dans la d´etermination de la quadrique absolue.
Nous appelons toutes ces quadriques desquadriques absolues potentielles. Si nous considérons
explicitement une telle quadrique qui estdifférentede la vraie quadrique absolue, nous parlons d’une
fausse quadrique absolue.

7.5 Auto-calibrage

Même si la reconstruction euclidienne n’a pas de solution unique, il est éventuellement possible
de déterminer le calibrage intrins`eque d’une cam´era. Le meilleur exemple pour cette situation est une
caméra planaire effectuant des rotations pures autour du centre de projection (cf. la section 6.2.3.1).

Rappelons que la détermination des param`etres intrins`eques est équivalente `a la détermination de
la projectionde la quadrique absolue. S’il existe une seule quadrique absolue potentielle, sa projection
donne directement le calibrage intrinsèque. Sinon, il faut distinguer deux cas :

. les projections de toutes les quadriques absolues potentielles coı̈ncident. Dans ce cas, le cali-
brage intrins`eque peut ˆetre détermin´e bien que la reconstruction euclidienne ne soit pas pos-
sible ;

. il existent de fausses quadriques absolues dont des projections sont diff´erentes de la projection
de la vraie quadrique absolue. Dans ce cas, ni la quadrique absolue ni sa projection peuvent
être identifiées de mani`ere unique et l’auto-calibrage n’est pas possible.

Des exemples pour ces cas sont donnés plus bas.

7.6 Reconstruction affine non calibŕee

La reconstruction affine est équivalente `a la détermination de l’hyperplan `a l’infini du monde. Une
caractérisation compl`ete de cet hyperplan est qu’il est le plan support de la quadrique absolue. S’il
existe une seule quadrique absolue potentielle, son plan support doit alors ˆetre l’hyperplan à l’infini.
Sinon, il faut distinguer deux cas :

. toutes les quadriques absolues potentielles sont(( coplanaires)). Dans ce cas, l’hyperplan `a
l’infini peut être identifié comme ´etant leur plan support commun, ce qui implique que la re-
construction affine est possible ;

. il existent de fausses quadriques absolues non coplanaires avec la vraie quadrique absolue. Dans
ce cas, il est possible que l’hyperplan à l’infini ne peut pas ˆetre identifié de mani`ere unique et
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que la reconstruction affine n’est pas réalisable. Nous appelons tous les hyperplans support de
quadriques absolues potentielles deshyperplans à l’infini potentiels . Nous distinguons aussi
les faux hyperplans à l’infini du vrai hyperplan `a l’infini.

Nous donnons des exemples pour ces cas plus bas.

7.7 Śequences de mouvements critiques

Nous définissons uneséquence d’imagesS commeétant un ensemble (qui peut ˆetre infini) de
matrices de projectionPi :

S = fPiji = 1; :::;mg :

Considérons la décomposition des projections en param`etres intrins`eques et extrins`eques :

Pi � KiRi( I j � ti) :

Nous appelons l’ensemble des orientations extrinsèques, c’est-à-dire l’ensemblef(Ri; ti)ji = 1; :::;mg,
la séquence de mouvementssous-jacente `aS. L’ensemble des matrices des param`etres intrins`eques
Ki est appel´e lecalibrage intrinsèquede la séquence d’images.

Une séquence d’images pour laquelle de fausses quadriques absolues existent est appeléesé-
quence d’images critiquepour la reconstruction euclidienne. Un repère dans lequel une quadrique
absolue potentielle est `a la position canonique de la quadrique absolue est appel´e repère euclidien
potentiel. Une reconstruction dans un repère euclidien potentiel est unereconstruction euclidienne
potentielle.

Dans la suite, nous nous intéressons principalement aux séquences des mouvements sous-jacentes
à des s´equences d’images critiques. Si une séquence d’images est critique, nous appelons aussi la
séquence de mouvements sous-jacentecritique . Pour une quadrique absolue potentielle
, nous di-
sons aussi que la séquence d’images et la séquence de mouvements sontcritiques par rapport à

. Puisque nous considérons le problème de la reconstruction euclidienne, le repère du monde est
définie à une transformation euclidienne près. Tout ce qui importe sont alors les mouvementsrelatifs
entre les vues. Nous pouvons alors, sans perte de gén´eralité, choisir le repère euclidien dans lequel la
séquence de mouvements est définie, de mani`ere arbitraire.

Dans les sections suivantes, nous dérivons les séquences de mouvements critiques pour diff´erents
modèles de caméra. Des définitions plus précises des séquences critiques et des quadriques absolues
potentielles sont données pour chaque cas traité.

Les modèles de cam´era consid´erés sont les suivants.

. Caméra planaire perspective avec des paramètres intrins`eques constants. Ceci est le sc´enario le
plus étudié pour la reconstruction euclidienne non calibrée. Le problème est généralement ´evo-
qué en termes de l’auto-calibrage de la cam´era. Ces deux tâches sontpresquéequivalentes ; la
reconstruction euclidienne inclut le (auto-)calibrage mais le r´eciproque n’est pas toujours vrai.
Par exemple, une caméra effectuant des rotations pures peut ˆetre calibrée, mais la reconstruc-
tion n’est pas possible. Parfois, s’il n’y a pas de possibilit´e de confusion, nous allons utiliser
l’expression auto-calibrage à la place de reconstruction euclidienne non calibr´ee, afin de sim-
plifier les expressions. Les séquences de mouvements critiques pour ce scénario sont d´erivés
dans la section 7.9.

. Caméra linéaire perspective avec des paramètres intrins`eques constants. C’est le cas le plus
simple et nous commençons avec lui afin d’introduire notre façon de procéder.
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7.8 Śequences critiques de la caḿera linéaire

Nous considérons le problème de la reconstruction euclidienne `a partir d’une s´equence d’images
prises par une cam´era linéaire avec des paramètres intrins`eques constants. En 6.3, nous proposons une
méthode pour le sous-problème de l’auto-calibrage. Ici, nous dérivons les séquences de mouvements
critiques pour le problème général de la reconstruction euclidienne.

Rappelons d’abord quelques notions importantes. La quadrique absolue du monde de la cam´era
linéaire (le plan projectifP2) est la paire des points cycliques, qui, dans un repère euclidien, ont les
coordonnées :

I �
0@ 1
+I
0

1A J �
0@ 1
�I
0

1A ;

où I est donn´e parI =
p�1. Soit
1 la conique formée de ces deux points. La reconstruction eucli-

dienne revient `a déterminerI etJ ou, puisqu’il s’agit de points imaginairesconjugúes, à déterminer
seulement un des deux points.

Les contraintes pour trouver les points cycliques sont les suivantes.

. Les points cycliques sont des points imaginaires, tout comme leurs projections (nous ne consi-
dérons que des projections avec des coefficients r´eels).

. Les param`etres intrins`eques sont constants, donc les projections de chaque point cyclique sont
identiques dans toutes les vues (voir la preuve en D.1.1).

Nous soulignons que non seulement les projections de laconique
1 des pointsI etJ sont identiques
dans toutes les vues, mais aussi les projections des pointsindividuels.

Si notre séquence de mouvements consistait detous les mouvements rigides possibles (il y en a
13), les points cycliques seraient les seuls points satisfaisant ces contraintes. Sinon, il y a la possi-
bilit é de l’existence d’une ou de plusieurs autres paires de points deP2 avec les mˆemes propriétés.
Dans ce cas, les points cycliques ne peuvent pas ˆetre identifiés sans ambigu¨ıté et le problème de la
reconstruction euclidienne est d´egénéré.

Dans la suite, nous définissons quelques notations qui aident à caract´eriser cette situation.

DÉFINITION 7.1 SoitS une śequence d’images.
Un point imaginaireQI deP2 est unpoint cyclique potentiel si ses projections dans toutes les

vues deS sont des points imaginaires identiques. Son conjuguéQJ est alors aussi un point cyclique
potentiel. Un rep̀ere dans lequel un point cyclique potentiel et son conjugué ont les coordonńees
(1;�I; 0)T, est unrepère euclidien potentiel. Une reconstruction dans un repère euclidien potentiel
est unereconstruction euclidienne potentielle.

La śequenceS estcritique s’il existe defaux points cycliques, c’est-̀a-dire des points cycliques
potentielsdiff érentsdes vrais points cycliques. SiQI est un faux point cyclique, on dira que la sé-
quence d’images estcritique par rapport àQI .

Il est important de noter que la question si un point est un point cyclique potentiel, ne d´epend que
de la séquence de mouvements sous-jacente `a la séquence d’images et non du calibrage intrins`eque.
SoitQI un point cyclique potentiel, i.e. :

PiQ
I � PjQ

I ; 1 � i; j � m :
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PuisquePi etPj ont les mêmes param`etres intrins`equesK, nous pouvons ´ecrire :

KRi( I j � ti)Q
I � KRj( I j � tj)Q

I :

Il en découle que :

Ri( I j � ti)Q
I � Rj( I j � tj)Q

I :

Donc, il suffit de ne considérer que les mouvements de la caméra pour déterminer les points cycliques
potentiels. Nous transférons les définitions 7.1 des séquences d’images directement aux s´equences de
mouvements sous-jacentes.

Dans la suite nous dérivons les séquences de mouvements critiques. Nous le faisons d’une mani`ere
constructive : étant donné un point imaginaire quelconqueQI et une position de caméra initiale, nous
déterminons toutes les autres positions de caméra qui forment ensemble une séquence critique. Il
s’agit donc de trouver les positions de caméra pour lesquelles la projection deQI est la même que
dans la vue initiale. Nous dérivons les séquences critiques de deux manières, une plus g´eométrique,
utilisant le birapport de droites et de points, une deuxi`eme algébrique.

Notons d’abord qu’une rotation de180� autour du centre de projection de la cam´era linéaire
n’affecte pas la projection : effectuer une telle rotation revient `a pré-multiplier la matrice de rotation
actuelle par la matrice diag(�1;�1), donc un multiple de l’identit´e, ce qui ne change pas la matrice
de projection au sens des coordonn´ees homog`enes.

7.8.1 D́erivation géométrique des śequences critiques

7.8.1.1 Positions du centre de projection

Soit QI un faux point cyclique etQJ son conjugué. SoientqI
i et qJ

i leurs projections dans la
ievue etii et ji les projections des vrais points cycliques. Par définition, nous avons :

qI
i � qI

j ; qJ
i � qJ

j ; ii � ij ; ji � jj ; 1 � i; j � m :

Il en découle que le birapport de ces 4 points est le même pour toutes les images :

fii; ji;qI
i ;q

J
i g = fij ; jj;qI

j ;q
J
j g :

Par cons´equent, le birapport des rayons de projection associés est également constant :

fhCi; Ii; hCi;Ji; hCi;Q
Ii; hCi;Q

Jig = fhCj ; Ii; hCj ;Ji; hCj ;Q
Ii; hCj ;Q

Jig ;

oùCi est le centre de projection de laie vue :

Ci =

�
ti
1

�
:

Si nous excluons le cas queQI et QJ sont des points à l’infini, nous pouvons conclure que tous
les centres de projection doivent se trouver sur une conique1 	. Cette conique contient également
QI ;QJ et les points cycliquesI et J. Donc,	 est un cercle (voir la figure 7.7 (a)). Ce cercle peut
dégénérer de mani`ere à avoir un rayon nul, ce qui veut dire qu’il y a un seul centre de projection
possible (cf. la figure 7.7 (b)).

1. Quatre points et un birapport définissent une conique de la manière suivante : les points, dont les droites joignant les
quatre premiers points ont le birapport donné, forment une conique. Les quatre premiers points se trouventégalement sur
cette conique.
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Points cycliques

Points cycliques potentiels

Q J
IQ

I J

(a) Cas g´enéral.

Points cycliques

Points cycliques potentiels

Q JIQ

I J

(b) Cercle	 de rayon nul.

FIG. 7.7: Les centres de projection dans une séquence qui est critique par rapportà un pointQI

nonà l’infini (et par rapport au point conjugúe QJ ) se trouvent sur un cercle	. Ce cercle contient
égalementQI etQJ (dans le dessin c’est montré autrement, puisqu’il s’agit de points imaginaires).

Il nous faut aussi regarder le cas que nous avons exclu ci-dessus, i.e. des pointsQI et QJ à
l’infini. Puisque les quatre pointsQI ;QJ ; I etJ sont maintenant collin´eaires, les rayons de projection
ont le même birapport, ind´ependamment de la position du centre de projection. Il n’y a donc aucune
contrainte sur la position des centres de projection.

Nous venons de d´eriver des conditions nécessaires pour des séquences de mouvements critiques
par rapport `a QI et QJ , qui concernent uniquement la position des centres de projection. Dans la
suite, nous considérons les rotations de la caméra.

7.8.1.2 Rotations de la caḿera

Considérons d’abord le cas o`u QI està l’infini. Il est facile de voir que les projections d’un point
à l’infini sont identiques dans toutes les vues exactement si la caméra n’effectue que des translations
pures, suivies éventuellement d’une rotation de180�. Ce cas est illustr´e dans la figure 7.8. Dans ce cas,
les projections detousles points à l’infini sont identiques dans les vues. L’existence d’un faux point
cycliqueà l’infini implique alors que tous les points imaginaires `a l’infini sont des points cycliques
potentiels.

Nous dérivons maintenant des contraintes sur les rotations relatives entre les vues siQI n’est pas
à l’infini. Considérons d’abord le cas spécial o`u le cercle	 est de rayon nul, i.e. l’unique centre de
projection de la s´equence est le point d’intersection des droiteshI;QIi et hJ;QJi (cf. la figure 7.7
(b)). Les projections deQI et QJ coı̈ncident alors aveci respectivementj. Puisquei et j ne sont
pas affectés par des rotations de la caméra, c’est aussi le cas pour les projections deQI etQJ . Nous
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FIG. 7.8:Śequence de mouvements critique par rapport aux points imaginairesà l’infini : la caméra
effectue des translations pures, suivieséventuellement d’une rotation de180�.

concluons que la séquence est critique même si la caméra effectue des rotations quelconques. Ceci
n’est pas étonnant : aucune reconstruction, ni projective ni euclidienne, n’est possible avec des images
prises du même point de vue, et des rotations arbitraires n’y changent rien.

Considérons maintenant le cas général o`u le rayon de	 est non nul. SoitQ un point quelconque
etC un centre de projection, tous deux sur	. D’après le théorème de Chasles, le birapport des droites
hC;Qi, hC;QIi, hC; Ii et hC;Ji est le même pour tous les centres de projectionC. Par cons´equent,
le birapport des projections deQ;QI ; I etJ est le même dans toutes les vues. Puisque les projections
deQI ; I et J sont identiques dans toutes les vues, il en est de même pour les projections deQ2.
Comme nous avons pris pourQ un point quelconque sur	, nous avons alors d´erivé une condition
nécessaire sur les rotations relatives : la s´equence est critique si et seulement si les projections de
tous les points de	 sont identiques dans toutes les vues. Nous pouvons constater quetousles points
imaginaires sur	 sont des points cycliques potentiels. Dans la figure 7.9 nous montrons un exemple
d’une telle séquence critique.

7.8.2 D́erivation algébrique des śequences critiques

Nous redérivons les séquences de mouvements critiques de mani`ere algébrique, afin d’illustrer
notre manière de proc´eder pour les autres modèles de caméra. Les résultats qui sont rapportés dans la
suite sont bien sûr identiques aux résultats du paragraphe précédent.

SoitQI un faux point cyclique. Considérons une position de cam´era initiale repr´esentée parR1 et
t1. Nous déterminons les séquences de mouvements critiques par rapport `aQI en déterminant toutes
les autres positions de caméra pour lesquellesQI a la même projection que dans la vue initiale, i.e.
nous cherchons tous lesR2 et t2 avec :

R2( I j � t2)Q
I � R1( I j � t1)Q

I :

SoitR = RT2 R1 la rotation relative entre les vues1 et2. La condition de la projection identique deQI

dans les deux vues s’exprime alors par :

( I j � t2)Q
I � R( I j � t1)Q

I : (7.1)

Au lieu de déterminer directement les rotationsR2, nous consid´erons alors les rotations relativesR
entre les vues. Nous séparons les dérivations en deux parties, selon queQI se trouve à l’infini ou non.

2. 3 points et un birapport fixent la position d’un quatri`eme point.
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Le point qui est fixé
au centre des images

FIG. 7.9:Nous savons d́ejà que les centres de projection dans une séquence qui est critique par rap-
port à un point noǹa l’infini se trouvent sur un cercle	. En plus, les rotations des vues doiventêtre
coh́erentes : tous les points du cercle	 ont la m̂eme projection dans toutes les vues. Dans cette figure,
nous illustrons ceci pour le cas du point qui se projette sur le centre de l’image. Sur la gauche, nous
affichons des vues regardant vers l’intérieur du cercle et sur la droite des vues regardant vers l’ex-
térieur ; ceci pour illustrer que des rotations de180� n’affectent pas la transformation de projection
d’une caḿera linéaire.

7.8.2.1 Points cycliques potentiels̀a l’infini

SoitQI donné par :

QI �
 
Q

I

0

!
:

L’ équation (7.1) s’´ecrit alors comme :

Q
I � RQ

I
: (7.2)

On constate que les positionsti des centres de projection n’ont aucune importance, comme c’est le
cas pour les projections de tous les points `a l’infini. L’ équation (7.2) signifie queQ

I
est un vecteur

propre deR. Toute matrice de rotation2 � 2 a les deux points(1;�I)T comme vecteurs propres.

Le cas queQ
I

est l’un de ces deux points signifie queQI est un vrai point cyclique. Nous ne nous
intéressons qu’`a desfaux points cycliques : les seules rotations avec d’autres vecteurs propres que
ceux mentionnés sont les rotations d’angle0� ou 180�. Par cons´equent, pour qu’il existe un faux
point cyclique il faut que les rotations relatives entre des paires de vues soient des rotations de0� ou
180�. Les mouvements de caméra dans la séquence critique sont donc exactement des translations
pures, suivies éventuellement de rotations de180�.

De telles rotations sont représent´ees par la matrice identit´e (à un facteur�1 près) ce qui veut
dire quetous les points à l’infini sont projetés sur des points identiques dans toutes les vues. Par
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conséquent, s’il existe un seul faux point cyclique,tous les points imaginaires sur la droite à l’infini
sont des points cycliques potentiels.

7.8.2.2 Points cycliques potentiels finis

Dans la section 7.7, nous avons déjà mentionné que le repère euclidien du monde peut ˆetre choisi
de manière arbitraire. Donc, sans perte de g´enéralité, nous pouvons supposer queQI est donn´e par :

QI �
0@aI

0
1

1A ;

pour un scalaire r´eel et non nula. Une des contraintes sur les points cycliques potentiels est que leurs
projections sont des points imaginaires. Nous devons alors exclure le cas d’un centre de projection
sur la droite engendrée parQI et son point conjugu´e. Dans notre cas, il s’agit de la droiteY = 0, et
nous pouvons supposer que :

ti2 6= 0 ; i = 1; :::;m : (7.3)

L’ équation (7.1) s’´ecrit comme :�
aI � t21
�t22

�
� R

�
aI � t11
�t12

�
: (7.4)

Si nous repr´esentons la rotation relativeR par :

R =

�
cos � � sin�
sin� cos �

�
;

l’ équation (7.4) devient :�
aI � t21
�t22

�
�
�
aI cos � � t11 cos � + t12 sin�
aI sin� � t11 sin� � t12 cos �

�
:

La multiplication croisée des coefficients de ces vecteurs donne :

cos �(t11t22 � t12t21) + sin�(a2 � t12t22 � t11t21)+

aI(cos �(t12 � t22) + sin�(t11 + t21)) = 0 :

Nous obtenons donc deux ´equations, dues `a l’annulation des parties réelle et imaginaire de cette
équation :

cos �(t11t22 � t12t21) + sin�(a2 � t12t22 � t11t21) = 0 (7.5)

cos �(t12 � t22) + sin�(t11 + t21) = 0 : (7.6)

Positions du centre de projection. Calculer la tangente de� avec les deux équations et les mettre
à égalité mène à une ´equation en termes des seules positions des centres de projectiont1 et t2 :

t12t
2
21 + t12t

2
22 � (t212 + t211)t22 + a2 = 0 :
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C’est une équation quadratique en les coefficients det2, représentée par une matrice symétrique	 :

(t21; t22; 1)

0@t12 0 0
0 t12 �1

2(a
2 + t211 + t212)

0 �1
2(a

2 + t211 + t212) a2t12

1A
| {z }

	

0@t21
t22
1

1A = 0 : (7.7)

La matrice	 représente un cercle, centr´e à :

C	 =

0B@ 0
a2+t211+t212

2t12
1

1CA :

Nous pouvons conclure que les caméras dans une séquence critique par rapport `a QI doivent se
déplacer sur un cercle, qui est d´eterminé parQI et la positiont1 de la vue initiale.

Nous examinons maintenant s’il existent des cas spéciaux o`u le cercle	 dégénère. Le déterminant
de	 est calculé comme :

det	 = �1

4
t12((a� t12)

2 + t211)((a + t12)
2 + t211) :

Comme nous avons exclu le cast12 = 0 (cf. l’ équation (7.3)), il faut donc que les deux conditions
suivantes soient remplies pour que	 dégénère :

t11 = 0 (7.8)

t12 = �a : (7.9)

Sous ces conditions,	 devient :

	 =

0@�a 0 0
0 �a �a2

0 �a2 �a3

1A ;

ce qui représente une conique de deux droites imaginaires, dont le point d’intersection est le seul
point réel3. Autrement dit,	 est un cercle de rayon nul. Le point réel de	 est donn´e par(0;�a; 1)T,
ce qui n’est rien d’autre que la position de cam´era initiale (cf. les ´equations (7.8) et (7.9)). Nous en
concluons que, si la vue initiale est prise de cette position, les autres vues doivent également ˆetre
prises de cette position pour que la séquence soit critique par rapport `aQI .

Rotations de la caḿera. Après avoir traité les positions des centres de projection, il nous reste `a
examiner les possibilit´es pour les rotations.

Considérons d’abord le cas spécial o`u les centres de projection co¨ıncident tous au point(0;�a; 1)T.
Évidemment, dans ce cas aucune reconstruction n’est possible puisqu’il n’y a pas d’information de
profondeur. On peut vérifier que les équations (7.5) et (7.6) deviennent des tautologies, comme sou-
haité. Donc, même si la caméra effectue des rotations quelconques autour du centre de projection, la
séquence d’images est critique (on verra plus bas que l’auto-calibrage est, en revanche, possible).

Regardons maintenant le cas où la cam´era se d´eplace sur un cercle de rayon non nul. Les équations
(7.5) et (7.6) ne d´egénèrent pas ce qui veut dire qu’il y a une seule solution pour la tangente de l’angle

3. Les deux droites de la conique sont les droites isotropiques de leur point d’intersection [20], c’est-à-dire les droites
qui le relient aux deux points cycliques.
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� de la rotation relative entre deux vues. Il y a donc deux rotations relatives possibles, qui diffèrent
par une rotation de180�. La dérivation d’une formule qui calcule� en fonction det1; t2 etQI est
facile.

Dans l’annexe D.1.2, nous prouvons un fait qui permet de d´ecrire les orientations relatives dans
une séquence critique de mani`ere plus illustrative. Notamment, non seulement les projections deQI

sont identiques dans toutes les vues, mais aussi les projections detousles points sur le cercle	, soient
ils imaginaires ou réels !

7.8.3 Auto-calibrage et reconstruction affine

Avec une s´equence critique on ne peut alors pas obtenir une reconstruction euclidienne. Il est tout
de même int´eressant d’étudier la question si au moins une reconstruction affine ou l’auto-calibrage
sont possibles. Dans ce paragraphe, nous donnons des réponses à cette question.

Considérons d’abord le cas d’un seul centre de projection et de rotations quelconques.Évidem-
ment, aucune reconstruction n’est possible. Tout de mˆeme, l’auto-calibrage est g´enéralement faisable :
si la caméra effectue au moins une rotation de degr´e différent de0� et180�, tous les points cycliques
potentiels se trouvent sur les deux droites isotropiques du centre de projectionC, i.e. sur les droites
reliantC avecI et J. Donc, les projections de tous les points cycliques potentiels coı̈ncident et il y
a une solution unique pour!1 (la conique des projections des points cycliques) et les param`etres
intrinsèques.

Considérons le cas d’un faux point cyclique `a l’infini. Nous avons d´ejà mentionné que l’existence
d’un seul tel point implique que tous les points imaginaires de la droite à l’infini sont des points
cycliques potentiels. En outre, on peut vérifier qu’il n’y a aucun point cyclique potentiel hors la droite
à l’infini. Donc, la droite à l’infini peut être identifi´ee comme étant la droite supportant tous les points
cycliques potentiels ; la reconstruction affine est alors possible. L’auto-calibrage, par contre, n’est
pas possible : les projections des points cycliques potentiels couvrent toute la partie imaginaire de la
droite image. Il n’est donc pas possible de contraindre la position de!1.

Le dernier cas `a considérer concerne un cercle	 de rayon non nul. Nous avons d´ejà pu constater
que tous les points imaginaires sur	 sont des points cycliques potentiels. Comme pour le cas pré-
cédent, les projections des points cycliques potentiels couvrent toute la partie imaginaire de la droite
image, ce qui fait que l’auto-calibrage n’est pas possible. En ce qui concerne la reconstruction affine,
nous constatons qu’il existe une infinit´e de droites à l’infini potentielles, notamment toutes les droites
reliant des points imaginaires sur	 et leurs conjugués. Ces droites sont exactement les droites qui ne
coupent	 en aucun point réel. Il est claire que la reconstruction affine n’est pas possible.

7.8.4 Ŕesuḿe

Le tableau 7.1 résume les r´esultats de cette section.

7.9 Śequences critiques de la caḿera planaire avec des param̀etres in-
trins èques constants

Nous considérons le problème de la reconstruction euclidienne `a partir d’une s´equence d’images
prises par une cam´era planaire avec des paramètres intrins`eques constants (voir la section 6.2.1 pour
une revue de méthodes d’auto-calibrage).
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Points cycliques
potentiels

Centres de projection Rotations Auto-
calibrage

Reconstr.
affine

À l’infini Quelconques Les rotations relatives
sont de0� ou180�

Non Oui

Non à l’infini Sur un cercle conte-
nant le point cyclique
potentiel

Tous les points du
cercle sont fix´es dans
les vues

Non Non

Une seule position
(cercle de rayon nul)

Quelconques Oui Non

TAB . 7.1:Les śequences critiques de la caméra linéaire. Pour chaque type de séquence critique nous
indiquons si l’auto-calibrage ou la reconstruction affine sont possibles.

La quadrique absolue du monde de la cam´era planaire (l’espace projectifP3) est la conique
absolue
1. La reconstruction euclidienne revient `a déterminer
1. Les contraintes pour trouver la
conique absolue sont les suivantes.

. La conique absolue est une conique imaginaire et propre, tout comme ses projections.

. Les param`etres intrins`eques sont constants, donc les projections de la conique absolue sont
identiques dans toutes les vues.

Contrairement au cas de la caméra lin´eaire, les projections de la conique absolue ne sont pas fixes
point par point ; les coniques image sont seulement globalement identiques.

Si notre séquence de mouvements consistait detous les mouvements rigides possibles (il y en
a16), la conique absolue serait la seule conique 3D ayant ces propriétés. Sinon, une ou plusieurs
autres coniques avec les mêmes propriétés peuvent exister. Dans ce cas, la conique absolue ne peut
pasêtre identifiée sans ambigu¨ıté et le problème de la reconstruction euclidienne est dégénéré.

Dans la suite, nous définissons quelques notations qui aident à caract´eriser cette situation.

DÉFINITION 7.2 SoitS une śequence d’images.
Une conique 3D imaginaire et propre
 est uneconique absolue potentiellesi ses projections

dans toutes les vues deS sont des coniques imaginaires et propres identiques. Un repère dans lequel
une conique absolue potentielle a des coordonnées canoniques (cf. la section 2.7.3) est unrepère
euclidien potentiel. Une reconstruction dans un repère euclidien potentiel est unereconstruction
euclidienne potentielle.

La śequenceS estcritique s’il existe defausses coniques absolues, c’est-̀a-dire des coniques
absolues potentiellesdifférentesde la vraie conique absolue. Si
 est une fausse conique absolue, on
dira que la śequence d’images estcritique par rapport à
.

Il est important de noter que la question si une conique est une conique absolue potentielle, ne
dépend que de la séquence de mouvements sous-jacente `a la séquence d’images et non du calibrage
intrinsèque (voir la preuve dans la section D.2.1). Donc, il suffit de ne considérer que les mouvements
de la caméra pour déterminer les coniques absolues potentielles. Notamment, nous pouvons supposer
que les matrices de projection prennent la forme (cf. l’annexe D.2.1) :

Pi � Ri( I j � ti) :

Nous transférons les définitions 7.2 des séquences d’images directement aux s´equences de mouve-
ments sous-jacentes.
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Dans la suite nous dérivons les séquences de mouvements critiques. Nous le faisons d’une mani`ere
constructive : étant donné une conique 3D imaginaire et propre quelconque
 et une position de
caméra initiale, nous déterminons toutes les autres positions de caméra qui forment ensemble une
séquence critique. Il s’agit donc de trouver les positions de caméra pour lesquelles la projection de

est la même que dans la vue initiale.

7.9.1 D́erivation des śequences critiques

Soit 
 une fausse conique absolue et une position de cam´era initiale repr´esentée parR1 et t1.
Nous déterminons les séquences de mouvements critiques par rapport `a
 en déterminant toutes les
autres positions de caméra pour lesquelles
 a la même projection que dans la vue initiale. Puisque
la projection de
 doit être une conique propre, nous devons exclure que les caméras se trouvent sur
le plan support de
.

Nous séparons les dérivations en deux parties, selon que
 se trouve sur le plan à l’infini ou non.

7.9.1.1 Coniques absolues potentielles sur�1

Nous considérons le cas o`u 
 se trouve sur le plan `a l’infini. Soit C sa représentation matricielle
dans�1. La projection de
 dans laie vue est alors donnée par :

!i � RiCRi
T :

Il est important de noter que la projection de
 ne dépend que de la rotation de la caméra, non de la
position du centre de projection. Ceci est attendu puisque les translations n’affectent pas des entités
sur le planà l’infini.

Dans la suite, nous dérivons des conditions sur les rotations de la caméra qui font que la s´equence
entière est critique. Consid´erons les vues1 et2. Les projections de
 sont identiques si :

R1CR
T

1 � R2CR
T

2 :

Puisque les d´eterminants de matrices de rotation valent1, cetteéquation n’est pas valable seulement
à un facteur pr`es, mais elle est exacte :

R1CR
T

1 = R2CR
T

2 :

Nous pouvons exprimer cette ´equation en termes de la rotation relativeR entre les vues :

RC = CR ; (7.10)

où R = RT1R2.
Soit Q un vecteur propre deC associé à la valeur propre�, c’est-à-dire queCQ = �Q. De

l’ équation (7.10), il découle que :

CRQ = RCQ

= �RQ ;

c’est-à-dire queRQ est également un vecteur propre deC associé à la valeur propre�. Ceci est
valide pour tous les vecteurs propres deC. La rotation relativeR doit alors conserver tous les espaces
propres deC pour que les projections de
 soient identiques dans les deux vues. Nous avons considér´e
seulement la rotation relative entre deux vues. L’extension `a plusieurs vues est directe : les projections
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de
 sont identiques dans toutes les vues si et seulement si toutes les rotations relatives entre des paires
de vues conservent les espaces propres deC.

Selon le type de
, plusieurs rotations relatives sont possibles. Nous consid´erons les différentes
possibilités par rapport `a la composition du spectre des valeurs propres deC.

CAS 7.1 (UNE VALEUR PROPRE TRIPLE ) La seule conique sur�1 avec une valeur propre triple
est la conique absolue, qui n’a pas d’intérêt ici.

CAS 7.2 (UNE VALEUR PROPRE DOUBLE ET UNE SIMPLE ) L’espace propre associé à la valeur
propre double est un plan� et celui de la simple valeur propre une droiteL perpendiculaire4 à �.
Une rotation qui conserve globalement� etL peutêtre :

. l’identité ;

. une rotation autour deL de degŕe arbitraire ;

. une rotation de180� autour d’une droite de� incidente avecL.

Un exemple de séquence critique pour le deuxième cas est montré dans la figure 7.10.

CAS 7.3 (TROIS VALEURS PROPRES DIFFÉRENTES) Les espaces propres sont trois droites mu-
tuellement perpendiculaires. Les rotations relatives sont donc l’identité ou des rotations de180�

autour d’une de ces droites. Ces rotations relatives font partie de celles du cas 7.2.

FIG. 7.10: Śequence de mouvements critique par rapportà une conique sur le plaǹa l’infini : la
caḿera effectue des translations quelconques et des rotations autour du même axe (dans le repère
local de la caḿera).

Nous résumons les dérivations :

L EMME 7.1 Les śequences de mouvements critiques par rapportà une conique imaginaire propre
sur le planà l’infini sont exactement les séquences òu toutes les rotations relatives entre des paires
de vues sont :

. l’identité ;

4. Des vecteurs propres de matrices symétriques associés `a des valeurs propres différentes sont orthogonaux.



148 CHAPITRE 7. ŚEQUENCES DE MOUVEMENTS CRITIQUES

. une rotation de degré arbitraire autour d’un axeL ;

. ou une rotation de180� autour d’un axe perpendiculairèaL.

Preuve : Nous avons d́ejà montŕe une direction du lemme : si
 est une fausse conique absolue
potentielle sur�1, les rotations relatives doiventêtre telles que d́ecrites dans le lemme.

Il reste à prouver l’existence de fausses coniques absolues si les rotations relatives sont telles

qu’elles sont d́ecrites dans le lemme. SoitQT = (Q
T
; 0) le point à l’infini de L. Toutes les rotations

relatives laissentQ invariant. Donc, les projections deQ sont identiques dans toutes les vues :

RiQ
T � RjQ

T
: (7.11)

Définissons la conique	 commeétant la conique sur le plaǹa l’infini qui est repŕesent́ee par la

matriceQ Q
T

. La projection de	 dans laie vue est donńee par :

!i = RiQ Q
T
Ri
T :

De l’équation (7.11) il d́ecoule que les projections de	 sont identiques dans toutes les vues :

!i = RiQ Q
T
Ri
T

= RjQ Q
T
Rj
T

= !j :

La conique	 n’est tout de m̂eme pas une conique absolue potentielle puisqu’elle est déǵeńerée (par
construction, elle est de rang 1).

Il est facile de prouver que les projections de toutes les coniques dans la famille linéaire engen-
drée par	 et la conique absolue sont identiques dans toutes les vues. Soit	0 une conique dans cette
famille linéaire. Sa repŕesentation matricielle dans�1 est alors donńee par :

	0 = �I+ �	 ;

pour des scalaires réels� et � (rappelons que la représentation matricielle de
1 est l’identit́e). Sa
projection dans laie vue est alors :

Ri	
0Ri

T = �I+ �!i

= �I+ �!j

= Rj	
0Rj

T :

La famille linéaire consid́erée contient des coniques imaginaires et propres différentes de la conique
absolue et il existent donc de fausses coniques absolues. ut

La preuve du lemme implique deux choses :

. l’existence d’une fausse conique absolue sur�1 implique quetoutesles coniques imaginaires
et propres dans la famille lin´eaire engendrée par cette conique et la vraie conique absolue sont
des coniques absolues potentielles ;

. une caractéristique commune aux s´equences critiques du lemme 7.1 est l’existence d’un point
réel dont les projections sont identiques dans toutes les vues de la séquence (le pointQ).
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7.9.1.2 Coniques absolues potentielles hors de�1

La considération des coniques hors de�1 est plus complexe que de celles sur�1, puisque leur
projection dépend non seulement de la rotation de la cam´era mais aussi de la position du centre de
projection. Avec le lemme 7.1, nous avons donné une condition n´ecessaireet suffisante pour qu’une
séquence soit critique par rapport `a une conique sur�1. Les résultats pour les coniques absolues
potentielles hors de�1, qui seront établis dans la suite de cette section, ne vont pas aussi loin –
nous allons uniquement dériver des conditions nécessaires pour qu’une séquence de mouvements soit
critique.

Nous reformulons maintenant le probl`eme posé pour pouvoir le r´esoudre plus facilement. Soit

 une fausse conique absolue hors de�1 et ! sa projection dans une vue initiale. Nous voulons
déterminer toutes les positions de la caméra pour lesquelles
 se projette ´egalement sur!. La dé-
termination de nouvelles positions est ´equivalente `a la détermination de d´eplacements rigides de la
position initiale. Consid´erons ce qui se passe lorsqu’on déplace la cam´era par une transformation
rigide. Les projections de
 avant et apr`es le mouvement sont d´esirées être identiques (la conique
!). Donc, les cônes de projection de
 avant et apr`es le mouvement doivent ˆetre égauxà la même
transformation rigide pr`es qui a d´eplacé la caméra.

Considérons le sc´enario sous un autre angle. Soit� le cône de projection de
 pour la vue initiale.
SoitT une transformation rigide qui transforme� en un cône�0 qui contient également
. Déplacer
la caméra parT résulte en une position pour laquelle
 a la même image que dans la vue initiale.
Le problème de la d´etermination des s´equences critiques par rapport à une conique hors de�1 peut
doncêtre pos´e ainsi :

PROBL ÈME 7.1 Soit
 une conique imaginaire propre hors de�1. Supposons qu’une position de
caḿera initiale est donńee, telle que le centre de projection n’est pas sur le plan support de
. Soient
! la projection de
 dans la vue initiale et� le cône de projection associé.

Déterminons toutes les transformations rigides qui transforment� sur des ĉones�0 contenant
.

Rappelons qu’un cône est défini par son vertexV et une section plane qui ne contient pasV.
Les cônes�0 cherchés doivent contenir la conique 3D
. Donc, les candidats pour�0 peuventêtre
paramétrés par les coordonnées du vertex. On peut donc sous-diviser le probl`eme 7.1 en deux parties :

PROBL ÈME 7.2 Déterminons tous les vertexesV tels que les ĉones engendrés parV et
 soient
égauxà� à une transformation rigide près.

PROBL ÈME 7.3 Après avoir ŕesolu le probl̀eme 7.2, d́eterminons toutes les transformations rigides
entre� et les ĉones d́efinis par
 et les vertexesV.

Qu’est-ce que les solutions de ces problèmes nous disent sur les positions de la caméra cher-
chées? Les vertexes qui sont les solutions du problème 7.2, représentent toutes les positions possibles
du centre de projection dans la séquence critique par rapport `a 
. Les transformations rigides qui
résolvent le problème 7.3 donnent ensuite les rotations relatives entre les vues.

Dans le prochain paragraphe, nous considérons le problème 7.3. Nous ne le résolvons pas com-
plètement, mais nous dérivons le nombre et le type de rotations que la caméra peut effectuer `a chaque
position du centre de projection. Ensuite, nous déterminons les positions possibles du centre de pro-
jection, en résolvant le problème 7.2, et nous faisons la synthèse des résultats sur les positions et les
rotations.
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Rotations de la caḿera. Dans ce paragraphe, nous ne considérons pas directement les rotations
relatives entre les vues, mais nous raisonnons sur le nombre de rotations que peut effectuer la cam´era
à une position précise. Si nous considérons le cône de projection de
, nous cherchons alors les
rotations autour de son vertex qui laissent le cône globalement invariant. Le nombre et les types de
ces rotations d´ependent du type du cône.

Un cône isotropique est invariant à toute rotation. Ceci est facile à voir : un cône isotropique
contient la conique absolue. Les rotations autour de son vertex laissent donc le vertex et une section
plane invariants et par conséquent aussi le cône lui-même. Nous comptons le nombre de rotations
possibles par13.

Un cône circulaire est invariant aux rotations autour de son axe principal et aux rotations de180�

dont l’axe est perpendiculaire à l’axe principal. Toute combinaison de ces rotations peut ˆetre exprimée
par la combinaison d’une rotation autour de l’axe principal et d’une rotation de0� ou180� autour d’un
axeL. Nous comptons le nombre de rotations possibles alors par2�1.

Un cône elliptique est invariant aux rotations de180� autour de ses axes. Si l’on tient compte de
l’identité, il existent donc 4 rotations différentes qui laissent le cˆone invariant.

Positions du centre de projection. Dans la section 7.7, nous avons déjà mentionné que le rep`ere
euclidien du monde peut être choisi de mani`ere arbitraire. Donc, sans perte de g´enéralité, nous pou-
vons supposer que
 se trouve sur le plan� � (Z = 0) et que sa repr´esentation matricielleC dans
ce plan est en forme normale euclidienne. Puisque
 est imaginaire et propre,C est une matrice
diagonale :

C =

0@a 0 0
0 b 0
0 0 1

1A ;

aveca; b > 0. Soit le centre de projection de la vue initiale donnée part1. Le cône de projection de

 est alors repr´esenté par la matrice� suivante (cf. l’annexe D.2.2) :

�1 �

0BBB@
a 0 �a t11

t13
0

0 b �b t12t13
0

�a t11
t13

�b t12t13

at211+bt212+1

t213
� 1

t13

0 0 � 1
t13

1

1CCCA :

Soit t2 le centre de projection d’une deuxième vue. Le cˆone engendr´e part2 et
 est donn´e par :

�2 �

0BBB@
a 0 �a t21

t23
0

0 b �b t22t23
0

�a t21
t23

�b t22t23

at221+bt222+1

t223
� 1

t23

0 0 � 1
t23

1

1CCCA :

Nous voulons d´eterminer lest2 tels que�2 soit égalà�1 à une transformation rigide pr`es. Ceci est
le cas exactement si leurs premi`eres sous-matrices3� 3 ont les mêmes valeurs propres, à un facteur
près (voir la preuve dans l’annexe D.2.3).

Dans la suite, nous explicitons cette condition. SoientM1 etM2 les deux sous-matrices3 � 3
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(après multiplication avect213 respectivementt223) :

M1 =

0@ at213 0 �at11t13
0 bt213 �bt12t13

�at11t13 �bt12t13 at211 + bt212 + 1

1A
M2 =

0@ at223 0 �at21t23
0 bt223 �bt22t23

�at21t23 �bt22t23 at221 + bt222 + 1

1A :

Supposons que les valeurs propres deM1 sont donn´ees pars1; s2 et s3. Les valeurs propres deM2

doivent donc ˆetre des valeurs�s1; �s2 et �s3. Les polynômes caract´eristiques deM1 etM2 doivent
alors être de la forme :

p01 = �3 � �2(s1 + s2 + s3) + �(s1s2 + s2s3 + s3s1)� s1s2s3

p02 = �3 � ��2(s1 + s2 + s3) + �2�(s1s2 + s2s3 + s3s1)� �3s1s2s3 :

Inspectons les polynômes caract´eristiques deM1 etM2 :

p1 = �3��2(a2(t211+t213)+b2(t212+t213)+1)+�t213(a
2b2(t211+t212+t213)+a2+b2)�a2b2t413

p2 = �3��2(a2(t221+t223)+b2(t222+t223)+1)+�t223(a
2b2(t221+t222+t223)+a2+b2)�a2b2t423 :

La comparaison des coefficients dep1; p
0

1; p2 etp02 mène aux ´equations suivantes :

�(a2(t211 + t213) + b2(t212 + t213) + 1) = a2(t221 + t223) + b2(t222 + t223) + 1

�2t213(a
2b2(t211 + t212 + t213) + a2 + b2) = t223(a

2b2(t221 + t222 + t223) + a2 + b2) (7.12)

�3t413a
2b2 = t423a

2b2 :

Afin d’obtenir des contraintes surt2 en fonction det1, il faut éliminer �. Une façon de ce faire
est de déterminer� à l’aide de la première des trois ´equations et de substituer la solution dans les
deux autres équations. Nous obtenons deux équations, une de degr´e 4 et une de degr´e 6 dans les
coordonnées det2. Les coordonnées n’apparaissent qu’avec des exposants pairs. Si l’on consid`ere
les carrés des coordonnées, on obtient donc une équation quadratique et une équation cubique. Les
points(t221; t

2
22; t

2
23)

T se trouvent donc sur une courbe de degr´e 6. Le lieu des centres de projection
finalement, est une courbe de degré 12. Dans [188], nous avons rapport´e un résultat plus faible, en
disant que le lieu des centres de projection consiste au maximum de deux cercles. Les conclusions
principales de [188] ne sont pourtant pas affectées.

Dans la suite, nous considérons des cas particuliers selon le type de
 et de�1. Puisque
 est une
conique imaginaire et propre, elle doit ˆetre un cercle ou une ellipse. Le cˆone�1 peutêtre elliptique,
circulaire ou isotropique. Nous considérons toutes les combinaisons de ces possibilités. Soit� le plan
support de
.

CAS 7.4 (�1 : C ÔNE ISOTROPIQUE , 
 : ELLIPSE ) Toutes les sections planes d’un cône isotro-
pique sont des cercles. Donc, ce cas n’est pas réalisable.

CAS 7.5 (�1 : C ÔNE ISOTROPIQUE , 
 : CERCLE ) La projection perpendiculaire du vertext1 sur
� est le centre de
. Le seul autre centre de projection possible est le pointt2 avec :

t2 =

0@ t11
t12
�t13

1A :
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La position des centres de projection par rapportà
 est illustŕee dans la figure 7.11 (a). Puisque�1

est un ĉone isotropique, la caḿera peut effectuer des rotation arbitrairesà toutes les deux positions
possibles, sans affecter la projection de
.

CAS 7.6 (�1 : C ÔNE CIRCULAIRE , 
 : ELLIPSE ) Le vertext1 se trouve dans un plan�1 qui est
perpendiculairèa� et qui contient un axe de
. Il n’y a au total que 4 centres de projection possibles.
Ils forment un rectangle dans le plan�1, qui est syḿetrique par rapport̀a� (cf. la figure 7.11 (b)).̀A
chaque position, la caḿera peut effectuer des rotations comme décrit dans le paragraphe préćedent
(rotations arbitraires autour de l’axe principal de�1 ou de180� autour d’axes perpendiculaires).

CAS 7.7 (�1 : C ÔNE CIRCULAIRE , 
 : CERCLE ) Comme dans le cas 7.5, la projection perpendi-
culaire du vertext1 sur� est le centre de
. Le seul autre centre de projection possible est le même
que dans le cas 7.5.̀A chaque position, la caḿera peut effectuer des rotations comme décrit dans le
paragraphe pŕećedent (rotations arbitraires autour de l’axe principal de�1 ou de180� autour d’axes
perpendiculaires).

CAS 7.8 (�1 : C ÔNE ELLIPTIQUE , 
 : ELLIPSE ) Ceci donne le cas ǵeńeral, c’est-̀a-dire que les
centres de projection se trouvent sur une courbe de degré 12. Cette courbe est symétrique par rapport
à � et par rapport aux deux plans perpendiculairesà � et contenant un axe de
. Un exemple est
montŕe dans la figure 7.11 (c).̀A chaque position, la caḿera peut effectuer 4 rotations différentes.

CAS 7.9 (�1 : C ÔNE ELLIPTIQUE , 
 : CERCLE ) La caḿera peut se d́eplacer sur les deux cercles
esquisśes dans la figure 7.11 (d) (cf. l’annexe D.2.4). Cette figure est symétrique par rapportà �. À
chaque position, la caḿera peut effectuer 4 rotations différentes.

7.9.2 Ŕesuḿe

Le tableau 7.2 résume les résultats des sections précédentes. On peut voir qu’il n’y a aucune
séquence critique par rapport à une conique hors de�1 qui contient simultanément(( beaucoup)) de
positions de cam´era et(( beaucoup)) de rotations.

Coniques absolues potentielles Lieu des centres de projection # Rotations

À l’infini Quelconque 2�1
Non à l’infini Courbe de degr´e 12 4

Deux cercles 4
Coins d’un rectangle 2�1
Deux points 13

TAB . 7.2:Les śequences critiques de la caméra planaire. Les chiffres dans la colonne(( # Rotations))
indiquent le nombre de rotations qui sont possiblesà chaque position du centre de projection.

7.9.3 Śequences critiques qui sont courantes en pratique

Quelques-unes des séquences de mouvements critiques sont couramment appliquées en pratique
lors de la prise d’images pour la modélisation d’objets, par exemple. Ces s´equences sont d´ecrites dans
le tableau 7.3 et dans les paragraphes suivants.

Les mouvements planaires et le cas sp´ecial des mouvements orbitaux sont couramment utilis´es
pour la modélisation d’objets et dans des applications de navigation. Le premier type dans le tableau
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(a) Cas 7.5 et 7.7. (b) Cas 7.6.

(c) Cas 7.8. (d) Cas 7.9.

FIG. 7.11:Le lieu des centres de projection dans une séquence critique.

7.2 est en quelque sorte une gén´eralisation du mouvement planaire – puisque en g´enéral il n’y a que
de coniques absolues potentielles sur le plan `a l’infini, il n’y a pas de contrainte sur les translations des
caméras. Les deux types de mouvements causent donc le même degr´e d’ambiguı̈té dans la reconstruc-
tion euclidienne. Pourtant, l’auto-calibrage avec ces mouvements ne peut pas forcément ˆetre fait avec
les mêmes algorithmes. La m´ethode de Armstronget al. [6] n’est pas adaptée pour le mouvement
plus général puisqu’elle est bas´ee sur la coplanarité des centres de projection.

Les translations pures sont également courantes en robotique mobile, du moins pour de courts
intervalles de trajectoires. Les rotations pures constituent un bon moyen pour le calibrage intrins`eque
d’une caméra, grâce à l’appariement de primitives image plus facile et des équations simples [82].
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Description # t #R #


Rotations autour d’axes parallèles et translations
quelconques, figure 7.12 (b)

13 1 1

Mouvement planaire, figure 7.12 (c) 12 1 1
Translations pures 13 1 15

Mouvement orbital, figure 7.12 (a) 2�1 1 12

Rotations pures 1 13 13

TAB . 7.3:Types de śequences critiques qui sont courants en pratique. Les chiffres dans la colonne(( #
t )) indiquent le nombre de positions possibles du centre de projection et ceux de la colonne(( #R )) le
nombre de rotations qui sont possiblesà chaque position. La dernière colonne contient les nombres
de coniques absolues potentielles.

7.9.3.1 Rotations pures

Soit S une séquence d’images prises en effectuant des rotations pures. Aucune reconstruction
3D n’est possible etS est donc critique pour la reconstruction euclidienne. Il existent toujours des
coniques hors du plan à l’infini par rapport auxquellesS est critique : consid´erons le cône isotropique
du centre de projection. Ce cône est invariant aux rotations autour du centre de projection. Donc,
toutes les sections planes sont projetées sur la même conique dans toutes les images.

L’auto-calibrage de la caméra est possible exactement s’il n’y a aucune fausse conique absolue
sur le planà l’infini. D’après le lemme 7.1, nous devons alors imposer les contraintes suivantes sur
les rotations de la cam´era : il faut y avoir au moins deux axes de rotation différents. S’il y a seulement
deux axes diff´erents et s’ils sont perpendiculaires, il faut y avoir au moins une rotation d’un angle
différent de180�. Sous ces conditions, l’auto-calibrage est possible (voir la section 6.2.3.1 pour des
méthodes pratiques).

7.9.3.2 Translations pures

Nous consid´erons une s´equence de mouvements composée uniquement de translations, ´even-
tuellement dans des directions diff´erentes. La s´equence est critique par rapport à toutes les coniques
imaginaires et propres sur le plan `a l’infini. Elle est donc critique pour la reconstruction euclidienne et
l’auto-calibrage. Il est connu que la reconstruction affine est possible, même avec un seul mouvement
[131].

Pour un seul mouvement, il existent pourtant des coniques absolues potentielles hors de�1 :
soit Q le point au milieu de deux centres de projection. Dans l’annexe D.2.5, nous montrons que
toutes les coniques propres et imaginaires dont le centre coı̈ncide avecQ, sont des coniques absolues
potentielles.

Il y a donc plusieurs plans `a l’infini potentiels, le vrai plan `a l’infini et tous les plans qui passent
parQ. La raison pourquoi la reconstruction affine est quand même possible de manière unique est
quetoutesles coniques imaginaires et propres sur�1 sont des coniques absolues potentielles, ce qui
n’est pas le cas pour les autres plans (voir D.2.5).
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(a) Mouvement orbital. (b) Rotations autour d’axes parall`eles et translations
quelconques.

(c) Mouvement planaire.

FIG. 7.12:Illustration de quelques types de séquences critiques. Les caméras sont repŕesent́ees par
les axes du rep̀ere local, les fl̀eches indiquant les axes optiques.

7.9.3.3 Mouvements planaires

Les séquences de mouvements planaires (cf. la section 6.2.3.2) sont critiques par rapport `a des
coniques sur le plan à l’infini puisque toutes les rotation relatives s’effectuent autour du même axe5.
En général, il y a une famille de coniques absolues potentielles.

A priori, l’utilisation de contraintes sur les paramètres intrins`eques permet de réduire le degr´e
de l’ambiguı̈té de la reconstruction euclidienne. Armstronget al. proposent par exemple d’utiliser
l’information que les pixels sont rectangulaires [6]. En g´enéral, cette contrainte r´eduit le nombre de
solutions à deux. Nous montrons dans la suite que la contrainte n’est pas effective si les caméras sont
positionnées telles que les plans images sont perpendiculaires au plan du mouvement et qu’un axe de

5. Nous rappelons que par rotation relative nous entendons la partie rotationnelle du mouvement de cam´era, exprimée
par une rotation autour du centre de projection.
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pixels est parallèle `a ce plan.
Supposons que le plan du mouvement est le planZ = 0. Les rotations des caméras peuvent alors

être représentées par :

Ri =

0@1 0 0
0 0 1
0 �1 0

1A0@cos i � sini 0
sini cos i 0
0 0 1

1A =

0@ cos i � sini 0
0 0 1

� sini � cos i 0

1A :

Considérons la famille des coniques sur le plan à l’infini paramétr´ee par� comme :


 =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 �

1A :

La projection de ces coniques dans laie vue est donn´ee par :

!i = Ri
R
T

i =

0@1 0 0
0 � 0
0 0 1

1A :

Les projections de chaque conique
 sont donc identiques dans toutes les vues. En outre, les coef-
ficients!i12 et !i21 sont nuls, ce qui signifie que les axes de la conique!i sont parallèles aux axes
du repère image. Si les pixels sont rectangulaires, la transformation de la conique dans le repère des
pixels (par la matrice des paramètres intrins`eques) n’affecte pas cette propriété.

Le fait que les pixels sont rectangulaires s’exprime exactement par la contrainte que les axes
de l’image de la conique absolue sont parallèles aux axes du repère des pixels. Nous avons montr´e
que, pour la configuration considérée, il existe toute une famille de coniques absolues potentielles qui
satisfont cette contrainte. Donc, il n’y a aucune réduction du degr´e de l’ambiguı̈té de la reconstruction
euclidienne.

7.9.3.4 Mouvements orbitaux

Ceci est un cas spécial des mouvements planaires. Il y a donc les mêmes coniques absolues
potentielles. En plus, il existent des coniques absolues potentielles hors de�1 : soit � le plan du
mouvement etL l’axe de rotation. Tous les cercles imaginaires, qui sont centrés enL et dont le plan
support est parall`ele à�, sont des coniques absolues potentielles. Ces cercles sont esquissés dans la
figure 7.13.

Dans chaque plan parall`ele à � et aussi dans le plan `a l’infini il existe donc une famille d’une
dimension de coniques absolues potentielles6. Il n’y a donc a priori aucun moyen de distinguer le
plan à l’infini des autres plans ce qui signifie que la reconstruction affine ne peut être obtenue qu’`a
un param`etre près. Comme pour les mouvements planaires, la structure euclidienne du plan� et des
plans parallèles `a� peutêtre détermin´ee : les coniques absolues potentielles sont des cercles sur des
plans parallèles. Donc, elles s’intersectent toutes exactement dans les deux points cycliques de ces
plans. Les points cycliques peuvent donc ˆetre détermin´es de mani`ere unique ce qui donne la structure
euclidienne dans les plans considérés.

6. Ceci n’est pas tout à fait exact : seules les coniquesimaginaires et propresdans une famille sont concern´ees.
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Axe de rotation

FIG. 7.13:Coniques absolues potentielles pour un mouvement orbital.

7.10 Ambigüıtés artificielles

Nous abordons ici le probl`eme d’ambiguı̈t´es artificielles, qui ne sont pas inhérentes à l’auto-
calibrage, mais qui sont causées par la m´ethode utilisée. Pour appliquer une méthode avec succès, il
est souhaitable d’être conscient de ses insuffisances. En effet, toutes les méthodes d’auto-calibrage
révisées au 6.2.1 sont concernées : toutes les méthodes conçues pour des mouvements généraux ne
savent pas traiter le cas de rotations pures de la caméra et toutes les méthodes con¸cues pour des
mouvements spécifiques ne permettent pas l’auto-calibrage si le mouvement ne suit pas le mod`ele
suppos´e. Ce probl`eme pourrait être r´esolu en appliquant un procédé de choix de modèle qui consiste
à essayer plusieurs m´ethodes, conçues pour différents types de mouvements ; le mod`ele offrant le
meilleur compromis entre sa taille (param`etres du mouvement spécifique, par exemple) et la qualit´e
du résultat (résidu) est retenu comme la bonne solution (voir [203] pour une revue de critères pour le
choix de modèle). Ceci n’est pourtant pas le sujet de ce paragraphe.

Il s’agit plutôt de montrer quelques exemples d’ambigu¨ıtés artificielles, pour illustrer le probl`eme
et fournir une explication d’occasionnels mauvais r´esultats des m´ethodes concernées. Le but n’est pas
de donner un catalogue complet de ces dégénérescences.

7.10.1 Leśequations de Kruppa

Nous montrons dans la suite que les équations de Kruppa sont d´egénérées si les cam´eras se
trouvent sur une sphère et si tous les axes optiques passent par le centre de la sphère,V. Nous parlons
dans la suite decaméras convergentespour décrire cette situation. C’est une configuration assez
courante pour la mod´elisation d’objets de petite ou moyenne taille.

Considérons une sph`ere� quelconque qui est aussi centrée enV. Pour toutes les caméras dans
notre configuration, le cône de projection de la sph`ere (le cône circulaire avec le centre de projection
comme vertex et qui englobe la sphère) coupe le plan image en un cercle, qui est centré au point
principal. Puisque toutes les caméras ont la mˆeme distance deV, ce cercle est le mˆeme dans tous
les plans image. Les caméras ont le mˆeme calibrage intrins`eque et, par conséquent, la repr´esentation
du cercle image dans le repère des pixels est identique pour toutes les vues. Si les pixels ne sont
pas carrés, la transformation du cercle en coordonn´ees pixels est une ellipse. Cette ellipse, ´etant
la projection commune de la même quadrique, la sph`ere�, dans toutes les vues, satisfait alors les
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équations de Kruppa, qui sont des contraintes d’appariement de quadriques !
Il y a une famille linéaire de sph`eres centr´ees dansV, qu’on obtient en faisant varier le rayon.

Donc, il y a aussi une famille d’ellipses dans l’image satisfaisant les ´equations de Kruppa. Seules les
ellipses imaginaires peuvent donner une matrice des param`etres intrins`eques : celle-ci est obtenue par
une décomposition de Cholesky de la matrice de l’ellipse, ce qui n’est possible que si cette dernière
est définie positive (ce qui caractérise exactement les coniques imaginaires). Il reste quand même un
nombre infini de calibrages intrinsèques potentiels.

Il y a une autre chose int´eressante à remarquer. Notamment, toutes les ellipses en question ont le
même centre, les mˆemes directions principales et surtout, le mˆeme rapport des longueurs des axes. Ce
rapport est égal au rapport d’échelle de la caméra. Donc, bien qu’il ne soit pas possible de déterminer
un calibrage intrinsèque unique, le rapport d’échelle peut ˆetre trouvé. Il reste tout de même un grand
inconvénient : mˆeme si le point principal, l’angle entre les axes pixels et le rapport d’´echelle sont
connus, il reste impossible de déterminer�u et�v individuellement, c’est-`a-dire d’estimer la distance
focale.

Nous avons donn´e une explication au ph´enomène observé par Zeller [232] (voir aussi 6.2.1.5),
que les solutions pour�u et�v sont distribuées le long d’une droite : pour une configuration de ca-
méras exactement convergentes, tous les points sur la droite sont des solutions valables (chaque point
(�u; �v) correspond `a une des ellipses image mentionn´ees ci-dessus). Si les caméras sontpresque
convergentes, comme c’est le cas pour les expériences de Zeller, il n’y a plus qu’un nombre fini de
solutions, mais qui se trouvent à proximit´e de la droite.

La raison pourquoi les équations de Kruppa d´egénèrent pour cette configuration, malgré l’absence
d’ambiguı̈tés inhérentes, r´eside en leur signification g´eométrique : il s’agit de contraintes d’apparie-
ment dequadriques. L’auto-calibrage consiste `a trouver la conique absolue, qui peut ˆetre vue comme
une quadriqueplane. C’est cette planarit´e qui n’est pas exprimable par les équations de Kruppa.

7.10.2 La ḿethode linéaire de Triggs

Cette méthode (cf. le paragraphe 6.2.1.3) montre les mˆemes faiblesses que les ´equations de
Kruppa, c’est-à-dire qu’elle ne converge pas vers la bonne solution, si les caméras sont convergentes.
La raison en est la mˆeme : la planarit´e de la conique absolue ou, dans le formalisme de Triggs, la
contrainte de rang 3 du cône dual absolu, n’est pas considérée.

7.10.3 La contrainte du module

Nous montrons dans la suite que la contrainte du module (cf. la section 6.2.1.4) est une caract´erisa-
tion insuffisante du plan `a l’infini et qu’elle entraˆıne des ambigu¨ıtés artificielles pour la reconstruction
affine. Nous rappelons que la contrainte du module exprime l’´egalité du module des valeurs propres de
l’homographie infinie. Cette propriété peut facilement ˆetre démontrée comme dans la section 6.2.1.4.
Dans l’annexe D.3, nous d´erivons ce résultat d’une mani`ere alternative, qui nous permettra de mieux
percevoir la situation.

Notamment, les valeurs propres d’une homographie d’un plan� ont le même module si elle
laisse une conique imaginaire et propre globalement invariante. Ceci veut dire qu’il y a une conique
imaginaire et propre sur� dont les projections dans les deux vues considérées sont identiques. Il s’agit
là d’une contraintelocalepour des paires de vues ; une caract´erisation complète du plan à l’infini doit
prendre en compte que la conique avec des projections identiques doit ˆetre la même pour toutes les
paires de vues.
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Considérons l’exemple du mouvement planaire (cf. la figure 7.14). Tous les plans qui sont pa-
rallèles au plan du mouvement satisfont les contraintes du module pour toutes les paires de vues :
les projections des cercles centrés dans l’axe de la rotation liant deux positions de caméra sont iden-
tiques dans les deux vues. Si la séquence de mouvements contient des axes différents, les cercles avec
des projections identiques dans des paires de vues sont alors différentes. Quant au plan `a l’infini, il
supporte la conique absolue, dont les projections sont identiques danstoutesles vues. La reconstruc-
tion affine basée sur la contrainte du module n’aura donc pas de solution unique pour le mouvement
planaire, bien qu’il n’y ait pas d’ambiguı̈t´es inhérentes [6].

En conclusion, on peut constater qu’il ne semble pas être possible de complètement isoler la
reconstruction affine de la reconstruction euclidienne, sauf bien sûr si des connaissances affine sup-
plémentaires sont disponibles.

FIG. 7.14:Illustration de la d́eǵeńerescence de la contrainte du module pour le mouvement planaire.

7.11 Aspects pratiques

Dans la section 7.9.3 nous avons discut´e des types de s´equences critiques qui sont courants dans
des applications. Ils ne sont pas nombreux, mais la plupart des séquences d’images disponibles sont
effectivement critiques ou proches d’une séquence critique. Avec les s´equences d’images utilis´ees
pour la reconstruction projective dans le chapitre 5, par exemple, l’auto-calibrage n’a pas été pos-
sible7.

Dans la suite, nous discutons quelques aspects pratiques concernant la réduction du degr´e de l’am-
biguı̈té dans la reconstruction et l’identification automatique de s´equences de mouvements critiques.

7. Il y a bien sûr d’autres facteurs qui influencent les r´esultats de l’auto-calibrage, comme la m´ethode utilisée (nous
avons utilisée la méthode de Triggs [210]) et la qualit´e de la reconstruction projective.
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7.11.1 Ŕeduction du degŕe de l’ambigüıté dans la reconstruction

Il est possible de r´eduire le degr´e de l’ambiguı̈té dans la reconstruction si des connaissances sup-
plémentaires sur la structure de la scène, le calibrage intrins`eque ou les mouvements de la caméra sont
données. En ce qui concerne les param`etres intrins`eques, on peut pratiquement toujours supposer que
les pixels sont rectangulaires. En outre, pour beaucoup d’applications, au moins le rapport d’´echelle
de la caméra est connu. Ces contraintes sont faciles `a gérer dans un algorithme du style ajustement de
faisceaux. Pour d’autres méthodes il n’est pas toujours ´evident comment utiliser ces contraintes d`es
le départ. Armstronget al. par exemple montrent que le fait que les pixels sont rectangulaires réduit
l’ambiguı̈té de la reconstruction euclidienne `a partir de mouvements planaires en g´enéral de mani`ere
à n’avoir plus que deux solutions possibles [6]. Pourtant, la contrainte n’est considér´ee qu’aprèsavoir
effectué la reconstruction euclidienne qui souffre d’une ambigu¨ıté d’un degré.

Une autre fa¸con de rejeter de fausses solutions est de vérifier si la reconstruction est physiquement
possible, i.e. si tous les points 3D se trouvent devant les caméras, dans lesquelles ils sont vus.

Le meilleur moyen de combattre l’effet des s´equences critiques est tout simplement de les ´eviter
si possible, en effectuant des mouvements de caméra qui sont(( loins )) d’être critiques. Une strat´egie
exemplaire est appliqu´ee par des photogrammètres professionnels : pour mesurer un objet de petite ou
de moyenne taille, des images sont prises tout en contournant l’objet (mouvement orbital), en alter-
nant des rotations latérales (autour de l’axe optique) de90�. Sans ces rotations lat´erales, la s´equence
de mouvements serait critique. Aussi, d’apr`es le lemme 7.1, des rotations latérales de180� n’y chan-
geraient rien. On peut donc supposer que des rotations de90� font que la séquence est la plus loin
possible d’être critique. Cet argument intuitif explique l’observation empirique des photogrammètres
qu’avec des rotations de90� les correlations dans l’estimation des paramètres intrins`eques sont les
plus petites.

7.11.2 Identification automatique de śequences critiques

Un système général de reconstruction euclidienne non calibrée devrait être capable de gérer des
séquences critiques. Au moins la pr´esence de solutions ambiguës devrait ˆetre détectée. Mieux serait
encore l’identification du type de séquence de mouvements sous-jacente ce qui permettrait d’´etiquet-
ter correctement l’ambiguı̈t´e, e.g. comme une reconstruction affine. En outre, si la séquence critique
est identifiée, un algorithme qui est sp´ecialement con¸cu pour ce type de s´equences critiques peut ˆetre
appliquée afin d’obtenir éventuellement une reconstruction plus stable et plus pr´ecise.

Une méthode qui identifie des mouvements singuliers entre des vues consécutives est proposée
par Viéville et Lingrand [216]. La méthode est basée sur un mécanisme de sélection de modèle pour la
matrice fondamentale (cf. aussi [204]). Des formes particulières de la matrice fondamentale donnent
lieu à deséquations moins complexes pour l’auto-calibrage. L’inconvénient de la méthode est que
seulement des mouvements entre des vues consécutives sont considérées ; il est donc possible que
desséquencesde mouvements critiques ne sont pas détectées. La méthode est tout de même très bien
adaptée pour des applications en robotique où beaucoup de mouvements de caméra sont(( réguliers)).

Il serait envisageable de d´evelopper une approche similaire de choix de modèle pour des sé-
quences de mouvements : des algorithmes de reconstruction con¸cus pour différents types de mouve-
ments peuvent ˆetre effectués. Ensuite, la reconstruction qui offre le meilleur compromis entre l’erreur
résiduelle (l’erreur de reprojection) et la complexit´e du modèle (nombre de paramètres pour le mou-
vement et le calibrage intrins`eque) sera retenue (voir [203] pour une revue de critères de choix de
modèle). Cette approche peut ˆetre raffinée en s´electionnant les algorithmes `a effectuer d’une mani`ere
appropriée, en s’appuyant sur des(( indices)) pour la présence de certains types de mouvement. Pour
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des mouvements planaires, par exemple, tous les ´epipôles sont collinéaires, et pour les translations
pures les matrices fondamentales sont anti-sym´etriques.

7.12 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d´erivé les séquences de mouvements de caméra qui sont critiques
pour la reconstruction euclidienne non calibrée. Deux cas ont ét´e considérés, la cam´era linéaire et la
caméra planaire, toutes les deux avec des param`etres intrins`eques constants. Des r´esultats prélimi-
naires pour la caméra affine et la cam´era planaire avec des paramètres intrins`eques variables ont ét´e
obtenus ; dans l’avenir proche, nous examinerons ces cas plus en profondeur.

Avec notre formalisme, nous avons pu clairement confirmer l’importance des s´equences critiques
pour la pratique ; en effet, la plupart des s´equences d’images existantes sont critiques. Comme règle
générale, on peut dire que plus les mouvements sont réguliers, plus la reconstruction euclidienne est
affectée par le probl`eme d’ambiguı̈t´es. Il faut tenir compte des séquences de mouvements critiques
pour toute application de reconstruction euclidienne non calibrée ; il est préférable de tout simplement
éviter ces mouvements.

Nous avons d´ecrit des séquences qui sont exactement critiques. Il serait tr`es intéressant de mener
uneétude similaire à celle sur les(( Gefährliche Räume)) [92] (volumes critiques), afin d’´evaluer le
degré d’instabilité numérique de la reconstruction que causent des séquences de mouvements qui sont
proches d’être critiques.





8.8.
ConclusionsConclusions

Dans cette th`ese, nous pr´esentons nos contributions à la recherche dans le domaine de la vision
par ordinateur non calibrée, en particulier sur deux problèmes clé de ce domaine, la reconstruction
projective et l’auto-calibrage.

Pour la reconstruction projective, nous avons développ´e une méthode optimale pour le cas de
deux images. La méthode est bas´ee sur un critère d’optimalit´e qui est valable pour tous les niveaux
de reconstruction – projectif, affine et euclidien. Son applicabilit´e n’est donc pas bornée sur la re-
construction projective. Une tendance en vision 3D est la d´etermination du type du mouvement qui
est sous-jacent `a une s´equence d’images. Dans ce contexte, nous avons étudi´e des cas particuliers du
mouvement entre deux vues, qui permettent de simplifier l’expression mathématique de notre mé-
thode.

Nous avons ´egalement développ´e une méthode élégante et performante pour la reconstruction
projectiveà partir de plusieurs vues. La méthode est bas´ee sur la factorisation d’une seule matrice
contenant tous les points dans toutes les images. Le sch´ema de reconstruction par factorisation a ´eté
initialement introduit pour des modèles de cam´era affines et notre m´ethode constitue l’extension au
cas des caméras perspectives. Dˆu à une implémentation num´erique soigneuse, la méthode fournit des
résultats stables et précis.

Nous avons esquissé une approche pour la reconstruction à partir de longues séquences d’images.
La méthode est potentiellement capable de remédier au probl`eme de donn´ees incompl`etes, c’est-à-dire
de points qui ne sont pas visibles dans toutes les images. Des expériences pr´eliminaires démontrent
que cette méthode permet d’établir une reconstruction à partir d’une longue séquence d’images, mais
il resteà faire des expériences avec des données incompl`etes.

D’une manière générale, nous sommes convaincus que la création de modèles 3D à grande ´echelle
ne s’effectuera normalement pas de manière complètement automatique. Une approche plus r´ealiste
est la mise `a disposition de puissants outils de reconstruction ou fusion de modèles `a un utilisateur,
qui décidera de leur utilisation. Sur une petite échelle, notre approche de reconstruction projective
pour de longues s´equences d’images correspond `a cette idée.

La deuxième partie de cette th`ese concerne l’auto-calibrage et la reconstruction euclidienne non
calibrée. Le cas le plus intéressant et le plus utile est l’auto-calibrage de caméras avec un objectif `a
focale variable. Nous avons examiné les influences du changement de focale aux autres paramètres in-
trinsèques de la caméra. Ainsi, nous avons pu d´emontrer que la prise en compte des interd´ependances
qui existent entre les param`etres intrins`eques peut ˆetre profitable pour l’auto-calibrage.

Notre contribution majeure au probl`eme de l’auto-calibrage est une étude des mouvements de
caméra qui causent la dégénérescence. De mani`ere théorique nous avons d´erivé tous les types de
mouvements critiques. Il s’agit d’un probl`eme important pour la pratique – la plupart des séquences
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d’images existantes sont d´egénérées pour l’auto-calibrage. Notre étude permet de donner des conseils
pour la prise d’images afin d’éviter les situations dégénérées.

Un axe de recherche que nous envisageons de poursuivre est l’application de méthodes de sé-
lection de modèle. Ces mécanismes peuvent ˆetre utilisés pour la d´etermination de cas particuliers
concernant tous les él´ements qui interviennent dans la reconstruction : le mouvement de la cam´era,
la structure de la sc`ene et les param`etres intrins`eques de la cam´era. Il serait par exemple souhaitable
d’effectuer l’auto-calibrage d’une caméra en adoptant un modèle affine ou perspectif du calibrage,
selon la situation. Des m´ethodes de choix de modèle peuvent également servir `a déterminer le type
de dégénérescence pour l’auto-calibrage ce qui permet d’interpr´eter le résultat comme ´etant ambiguë,
mais aussi d’extraire le sous-ensemble d’informations qui ont pu être détermin´ees correctement.
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pellier, France, June 1995.



BIBLIOGRAPHIE 169

[54] W. Faig. Calibration of close-range photogrammetric systems: Mathematical formulation.Pho-
togrammetric Engineering and Remote Sensing, 41(12):1479–1486, December 1975.

[55] J.Q. Fang and T.S. Huang. Solving three-dimensional small-rotation motion equations: Uni-
queness, algorithms, and numerical results.Computer Vision, Graphics and Image Processing,
26(2):183–206, May 1984.

[56] J.Q. Fang and T.S. Huang. Some experiments on estimating the 3-D motion parameters of a
rigid body from two consecutive image frames.IEEE Transactions on Pattern Analysis and
Machine Intelligence, 6(5):545–554, September 1984.

[57] O. Faugeras. What can be seen in three dimensions with an uncalibrated stereo rig? In G. San-
dini, editor,Proceedings of the 2nd European Conference on Computer Vision, Santa Marghe-
rita Ligure, Italy, pages 563–578. Springer-Verlag, May 1992.

[58] O. Faugeras.Three-Dimensional Computer Vision - A Geometric Viewpoint. Artificial intelli-
gence. The MIT Press, Cambridge, MA, USA, Cambridge, MA, 1993.

[59] O. Faugeras. Stratification of three-dimensional vision: Projective, affine and metric represen-
tations.Journal of the Optical Society of America, 12:465–484, 1995.

[60] O. Faugeras, S. Laveau, L. Robert, G. Csurka, and C. Zeller. 3D reconstruction of urban
scenes from sequences of images. In A. Gruen, O. Kuebler, and P. Agouris, editors,Automatic
Extraction of Man-Made Objects from Aerial and Space Images, pages 145–168. Birkhäuser
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factorisation. InJourńees ORASIS 1996, Clermont-Ferrand, France, pages 175–180, May
1996.

[194] T. Svoboda and T. Pajdla. Efficient motion analysis. RR K335-1995-95, Czech Technical
University, Faculty of Electrical Engineering, Department of Control, Computer Vision Labo-
ratory, October 1995.



BIBLIOGRAPHIE 179

[195] T. Svoboda and P. Sturm. A badly calibrated camera in ego-motion estimation, propagation of
uncertainty. In G. Sommer, K. Daniilidis, and J. Pauli, editors,Proceedings of the 7th Interna-
tional Conference on Computer Analysis of Images and Patterns, Kiel, Germany, volume 1296
of Lecture Notes in Computer Science, pages 183–190. Springer-Verlag, September 1997.

[196] R. Szeliski and S.B. Kang. Recovering 3D shape and motion from image streams using non-
linear least squares. Technical Report CRL 93/3, Digital Equipment Corporation, Cambridge
Research Lab, March 1993.

[197] R. Szeliski and S.B. Kang. Recovering 3D shape and motion from image streams using non-
linear least squares.Journal of Visual Communication and Image Representation, 1(5):10–28,
March 1994.

[198] R. Szeliski and S.B. Kang. Direct methods for visual scene reconstruction. InWorkshop on
Representation of Visual Scenes, Cambridge, Massachusetts, USA, pages 26–33, June 1995.

[199] R. Szeliski and S.B. Kang. Shape ambiguities in structure from motion. In B. Buxton and R. Ci-
polla, editors,Proceedings of the 4th European Conference on Computer Vision, Cambridge,
England, volume 1064 ofLecture Notes in Computer Science, pages 709–721. Springer-Ver-
lag, April 1996.

[200] R. Szeliski and S.B. Kang. Shape ambiguities in structure from motion. Technical Report CRL
96/1, Digital Equipment Corporation, Cambridge Research Lab, February 1996.

[201] R. Szeliski and S.B. Kang. Shape ambiguities in structure from motion.IEEE Transactions on
Pattern Analysis and Machine Intelligence, 19(5):506–512, May 1997.

[202] C. Tomasi and T. Kanade. Shape and motion from image streams under orthography: A facto-
rization method.International Journal of Computer Vision, 9(2):137–154, November 1992.

[203] P.H.S. Torr. An assessment of information criteria for motion model selection. InProceedings
of the Conference on Computer Vision and Pattern Recognition, Puerto Rico, USA, pages 47–
52, June 1997.

[204] P.H.S. Torr, A. Zisserman, and S.J. Maybank. Robust detection of degenerate configurations
for the fundamental matrix. In E. Grimson, editor,Proceedings of the 5th International Confe-
rence on Computer Vision, Cambridge, Massachusetts, USA, pages 1037–1042.IEEE, IEEE

Computer Society Press, June 1995.

[205] G. Toscani and O.D. Faugeras. Structure and motion from two noisy perspective views. In
Proceedings ofIEEE International Conference on Robotics and Automation, Raleigh, North
Carolina, USA, pages 221–227.IEEE Computer Society Press, March 1987.

[206] G. Toscani and O.D. Faugeras. Structure from motion using the reconstruction & reprojection
technique. InProc. of theIEEE Computer Society Workshop on Computer Vision, pages 345–
348. IEEE Computer Society Press, November 1987.

[207] B. Triggs. The geometry of projective reconstruction i: Matching constraints and the joint
image.International Journal of Computer Vision, 1995. submitted.



180 BIBLIOGRAPHIE

[208] B. Triggs. Matching constraints and the joint image. In E. Grimson, editor,Proceedings of
the 5th International Conference on Computer Vision, Cambridge, Massachusetts, USA, pages
338–343.IEEE, IEEE Computer Society Press, June 1995.

[209] B. Triggs. Factorization methods for projective structure and motion. InProceedings of the
Conference on Computer Vision and Pattern Recognition, San Francisco, California, USA,
pages 845–851, 1996.

[210] B. Triggs. Autocalibration and the absolute quadric. InProceedings of the Conference on
Computer Vision and Pattern Recognition, Puerto Rico, USA, pages 609–614.IEEE Computer
Society Press, June 1997.

[211] H.P. Trivedi. Estimation of stereo and motion parameters using a variational principle.Image
and Vision Computing, 5(2):181–183, May 1987.

[212] R.Y. Tsai and T.S. Huang. Uniqueness and estimation of three-dimensional motion parameters
of rigid objects with curved surfaces.IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine
Intelligence, 6(1):13–27, January 1984.

[213] L. van Gool, T. Moons, M. Proesmans, and M. van Diest. Affine reconstruction from pers-
pective image pairs obtained by a translating camera. InProceedings of the 12th International
Conference on Pattern Recognition, Jerusalem, Israel, volume I, pages 290–294. Proceedings
of IAPR Workshop on Computer Vision,IEEE Computer Society Press, October 1994.
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A.A.
TriangulationTriangulation

A.1 Triangulation pour des mouvements particuliers

A.1.1 Translation pure

Comme Armstrong l’a observ´e [7], le polynômer1(t) (défini par l’équation 4.7 sur la page 52)
est réduit à un polynˆome de degr´e 2, une de ses deux racines étant le minimum global de la fonction
de coûts1(t). Nous redéveloppons ce résultat, mais en distinguant les cas d’´epipôles finis et infinis.

A.1.1.1 Épipôles finis

Comme dans la méthode de base décrite dans la section 4.5.2, nous effectuons des transformations
rigides dans les images pour simplifier le problème. La différence est qu’ici, nous effectuons la même
transformation dans les deux images : une translation qui projetteq1 à l’origine, suivie d’une rotation
autour de l’origine qui ramène les ´epipôles (qui sont les mêmes) sur les axes desu. Le pointq2 est
transformé par ces transformations sur un pointq0 qui n’est gén´eralement pas l’origine. La matrice
fondamentale transform´ee a la forme simple suivante :

F �
0@ 0 f 0
�f 0 1
0 �1 0

1A
et lesépipôles ont les coordonnées(1; 0; f)T.

Nous param´etrons les droites épipolaires comme d´ecrit dans la section 4.5.2 par les points sur
l’axe desv, (0; t; 1)T. Dans la suite nous regardons les fonctions de coˆut pour les deux m´ethodes
POLY et POLY-ABS.
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Poly. La fonction de coût est :

s1(t) =
t2 + (t(fq01 � 1) + q02)

2

1 + f2t2
:

Le numérateur de la d´erivée première des1(t), dont nous cherchons les racines, est un polynˆome
quadratique :

r1(t) = f2q02(1� fq01)t
2 + (2� 2fq01 + f2(q01

2 � q02
2
))t+ q02(fq

0

1 � 1) :

Donc, au lieu de déterminer les racines d’un polynˆome de degré 6, il suffit de r´esoudre une équation
quadratique.

Poly-Abs. La fonction de coût est :

s2(t) =
jtj+ jt(fq01 � 1) + q02jp

1 + f2t2

Pourr2(t), nous obtenons le polynôme quadratique :

r2(t) = �f4q02
2
t2 + 2f2q02(fq

0

1 � 1)t+ fq01(2� fq01)

qui nous donne les deux solutions simplesq0

1

fq0

2
et fq0

1�2
f2q0

2
.

A.1.1.2 Épipôlesà l’infini

Ce cas correspond à une translation lat´erale, c’est-à-dire parall`ele au plan image. Dans ce cas,f
s’annule et la matrice fondamentale apr`es les transformations rigides est réduite `a la forme suivante :

F �
0@0 0 0
0 0 1
0 �1 0

1A :

Poly. La fonction de coût et le numérateur de sa d´erivée première sont alors :

s1(t) = t2 + (q02 � t)2 r1(t) = 2t� q02

ce qui nous fournit directement le minimum global des1(t) : q02=2 (la dérivée seconde est constante
et positive ce qui garantie qu’il s’agit bien d’un minimum).

Poly-Abs. La fonction de coût est :

s2(t) = jtj+ jt� q02j :

Les deux termes de la fonction de coˆut sont des valeurs absolues de fonctions lin´eaires ent. Chacun
des deux termes a donc une seule racine et le minimum global de la fonction de coût est d´eterminé
ainsi : soientm1 etm2 les racines des deux fonctions lin´eaires. Le minimum global des2(t) est celle
des racinesm1 et m2 qui appartient `a la fonction linéaire de plus grande pente. Si les deux pentes
sontégales, toutes les valeurs entrem1 etm2 sont des minima globaux. Pour le cas présent, les deux
racines sontt = 0 et t = q02. Les pentes absolues des deux fonctions linéaires sont toutes deux égales
à1, donc toutes les valeurs entre0 et q02 sont des minima globaux de la fonction de coût.
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A.1.2 Zoom

Nous allons traiter quelques-uns des diff´erents cas ´evoqués dans la section 2.3.4.3. Si la translation
du centre optique s’effectue dans le plan focal, la matrice fondamentale a la même forme que celle
d’un couple de cam´eras affines. Les simplifications pour l’algorithme de triangulation sont donc les
mêmes que pour les cam´eras affines (voir la section 4.6.1). Sinon, si l’on consid`ere des pixels non
rectangulaires, les formes particulières de la matrice fondamentale ne donnent pas lieu `a une réduction
du degré des fonctions de coˆut s1(t) ets2(t).

Un cas très simple est celui o`u le centre optique se déplace le long de l’axe optique, le point
principal reste fixe et l’angle entre les axes des pixels est de90� : la matrice fondamentale a la mˆeme
forme que celle due `a une translation pure d’une caméra avec des param`etres intrins`eques constants.
L’algorithme de triangulation se simplifie de la manière décrite dans la section A.1.1.

Deux autres cas sont trait´es dans la suite.

A.1.2.1 Pixels rectangulaires

Après l’application des transformations rigides qui am`enent les points image correspondants `a
l’origine et les épipˆoles sur les axes desu, F a la forme :0@ b c �be

�c b ce
bd cd �bde

1A :

Poly. La fonction de coût est :

s1(t) =
t2e2

t2 + e2
+

d2(ct� be)2

(ct� be)2 + (bt+ ce)2

et le polynômer1(t) devient :

r1(t) = e(t2 + e2)2(b2 + c2)(bcd2t2 + (c2d2e+ c2e3 + b2e3 � b2d2e)t� bcd2e2) :

C’est un polynˆome de degr´e 6, mais sa factorisation montre que 4 des racines sont complexes (b2 +
c2 6= 0, sinonF serait la matrice03�3; et e 6= 0, sinon l’épipôle serait `a l’origine ce qui peut ˆetre
exclu puisqu’il doitêtre différent du point imageq1).

Le problème se r´eduit alorsà la résolution d’une équation quadratique :

bcd2t2 + (c2d2e+ c2e3 + b2e3 � b2d2e)t� bcd2e2 = 0 :

Poly-Abs. La fonction de coût est :

s2(t) = j etp
e2 + t2

j+ j d(ct� be)p
(b2 + c2)(t2 + e2)

j :

Le polynômer2(t) est de degr´e 8, mais commer1(t) il peut être factoris´e, ainsi permettant de voir
que seules deux racines réelles peuvent exister :

r2(t) = �e2(t2 + e2)3(b2 + c2)2(b2d2t2 + 2bcd2et+ c2d2e� b2e4 � c2e4) :

Le problème se r´eduit alorsà la résolution d’une équation quadratique :

b2d2t2 + 2bcd2et+ c2d2e� b2e4 � c2e4 = 0 :
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A.1.2.2 Pixels rectangulaires et translation du centre optique dans le plan focal

Comme pour le cas d’une translation pure, les ´epipôles sont les mêmes dans les deux images.
Ceci nous permet d’effectuer les mˆemes transformations rigides dans les deux images (voir la section
A.1.1). La matrice fondamentale transform´ee a la forme simple :

F �
0@0 0 0
0 0 a
0 b c

1A
et lesépipôles sont les points à l’infini des axes desu : (1; 0; 0)T.

Poly. La fonction de coût est :

s1(t) = t2 +
aq0

2 + bt+ c

a2

et le polynômer1(t) est une fonction lin´eaire ent :

r1(t) = (a2 + b2)t+ b(aq0

2 + c) :

Ceci nous fournit directement le minimum global des1(t) : �b
aq0

2+c
a2+b2 (la dérivée seconde est constante

et positive ce qui garantit qu’il s’agit bien d’un minimum).

Poly-Abs. La fonction de coût est :

s2(t) = jtj+ jbt+ aq0

2 + c

a
j :

Les deux termes de la fonction de coût sont des valeurs absolues de fonctions lin´eaires ent. La racine
de l’un des deux termes est le minimum global de la somme (voir la section A.1.1.2 pour plus de
détails comment choisir la bonne solution).

A.2 Triangulation pour la caméra linéaire

Dans cette section, nous considérons la reconstruction `a partir de caméras lin´eaires et essayons de
trouver un résultat similaire `a celui exprimé par la méthode POLY pour le cas de deux vues planaires.
Pour deux vues lin´eaires, rien n’est `a faire : les rayons de projection de deux points dans les deux vues
se coupent toujours, donc la triangulation devient triviale. Cela est aussi une explication simple pour
le fait qu’il n’existe pas de contrainte d’appariement pour deux vues lin´eaires.

Nous allons donc consid´erer le cas de trois vues. La formulation du probl`eme est analogue `a
celle pour deux vues planaires : soientq1 = (u1; 1)

T;q2 = (u2; 1)
T et q3 = (u3; 1)

T des points
correspondants mesurés dans les trois vues. Nous cherchons des pointsbq0

1; bq0

2 et bq0

3, tels que :

fbq0

1; bq0

2; bq0

3g = argmin(d(q1;q0

1)
2 + d(q2;q

0

2)
2) + d(q3;q

0

3)
2)

sous la contrainte
P2

i;j;k=1Gijkq
0

1i
q0

2j
q0

3k
= 0 ;

(A.1)

oùG est le tenseur trifocal adéquat (voir 2.4.1).
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Sous l’hypothèse d’un bruit gaussien dans la position des points image, ces points sont le plus
vraisemblablement les(( vraies)) correspondances des points image. Après avoir d´eterminé bq0

1; bq0

2 etbq0

3, le point 3DbQ peutêtre calculé par n’importe quelle m´ethode de triangulation puisque les rayons
de projection considér´es s’intersectent précis´ement.

Contrairement au cas de deux vues planaires, les points cherch´es ne peuvent pas ˆetre paramétr´es
par un seul paramètre ; il en faut deux. Nous choisissons deux param`etresv1 etv2 tels que :

bq0

1 =

�
v1
1

� bq0

2 =

�
v2
1

�
:

Ces deux points fixent la position du troisième par la relation trifocale. Concrètement, le troisi`eme
point est donn´e par :

bq0

3 =

��G112v1v2 � G122v1 � G212v2 � G222

G111v1v2 + G121v1 + G211v2 + G221

�
:

Comme fonction de coˆut nous obtenons :

s1(v1; v2) = (u1 � v1)
2 + (u2 � v2)

2 + (u3 +
G112v1v2 + G122v1 + G212v2 + G222

G111v1v2 + G121v1 + G211v2 + G221
)2 :

Afin de trouver le minimum global des1, nous calculons ses d´erivées partielles par rapport `av1 etv2
et annulons leurs num´erateurs. Ceci m`eneà deuxéquations de la forme :

r1(v1; v2) = G3
111v

4
1v

3
2 + 3G2

111G121v
4
1v

2
2 + 3G111G

2
121v

4
1v2 + G3

121v
4
1 �

G2
111(G111u1 � 3G211)v

3
1v

3
2 � 3G111(G111G121u1 � G111G221 � 2G121G211)v

3
1v

2
2 �

3G121(G111G121u1 � G121G211 � 2G111G221)v
3
1v2 � G2

121(G121u1 � 3G221)v
3
1 �

3G111G211(G111u1 � G211)v
2
1v

3
2 +

(3G211(G111G221 + 2G121G211)� 3G111u1(G111G221 + 2G121G211))v
2
1v

2
2 +

(3G221(G111G221 + 2G121G211)� 3G121u1(G121G211 + 2G111G221))v
2
1v2 �

3G121G221(G121u1 � G221)v
2
1 + : : :

= 0

r2(v1; v2) = G3
111v

4
2v

3
1 + 3G2

111G211v
4
2v

2
1 + 3G111G

2
211v

4
2v1 + G3

211v
4
2 �

G2
111(G111u2 � 3G121)v

3
2v

3
1 � 3G111(G111G211u2 � G111G221 � 2G121G211)v

3
2v

2
1 �

3G211(G111G211u2 � G121G211 � 2G111G221)v
3
2v1 � G2

211(G211u2 � 3G221)v
3
2 �

3G111G121(G111u2 � G121)v
2
2v

3
1 +

(3G121(G121G211 + 2G111G221)� 3G111u2(G111G221 + 2G121G211))v
2
2v

2
1 +

(3G221(G111G221 + 2G121G211)� 3G211u2(G121G211 + 2G111G221))v
2
2v1 �

3G211G221(G211u2 � G221)v
2
2 + : : :

= 0 :

Former le résultant de ces deux polynômes aboutit en général à un polynˆome de degr´e 49. Il est pour-
tant possible de simplifier la complexit´e du problème en appliquant certaines transformation rigides
dans les images, qui seront d´erivées dans la suite. L’application de transformations rigides ne change
en rien le probl`eme de minimisation, qui est bas´e sur des distances dans les images. Nous disposons
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en tout de trois degrés de liberté pour ces transformations rigides : les seules transformations rigides
dansP1 sont les translations. SoientT1;T2 etT3 des translations dans les images, avec :

Ti =

�
1 ti
0 1

�
:

Le tenseur trifocal apr`es les translations estG0 avec :

G0

111 = G111

G0

112 = G112 � G111t3

G0

121 = G121 � G111t2

G0

122 = G122 � G112t2 � (G121 � G111t2)t3

G0

211 = G211 � G111t1

G0

212 = G212 � G112t1 � (G211 � G111t1)t3

G0

221 = G221 � G121t1 � (G211 � G111t1)t2

G0

222 = G222 � G122t1 � (G212 � G112t2)t2 � (G221 � G121t1 � (G211 � G111t1)t2)t3 :

Il est facile de montrer que jusqu’à trois coefficients du tenseur peuvent être annul´es simultan´ement en
appliquant des translations appropriées. Notons que le coefficientG111, qui apparaı̂t dans les termes
d’ordre supérieur des polynˆomesr1 etr2, n’est pas influenc´e par les translations.̀A l’aide de MAPLE,
nous avons tent´e de réduire le degr´e du résultant der1 et r2 en annulant simultanément trois coeffi-
cients du tenseurG. Le résultat est un résultant de degré 25, pour lequel nous connaissons directement
une factorisation en un polynˆome de degr´e 15 et un polynôme quadratique, ´elevé à la puissance 5. Ce
résultat peut aussi ˆetre obtenu en param´etrant le problème directement par les coordonnées du point
reconstruit.

L’opération la plus complexe pour la triangulation à partir de trois vues lin´eaires est donc la
résolution d’un polynˆome de degr´e 15. Il est douteux que ce résultat soit applicable, le degr´e 15
étant peut-ˆetre trop élev´e pour une r´esolution fiable. Contrairement au cas de deux vues planaires,
la minimisation de la somme des distances absolues peut être formul´ee par des équations de degr´e
inférieur par rapport `a la minimisation de la somme des distances carr´ees. Ceci est montr´e dans le
paragraphe suivant.

A.2.1 Minimisation de la distance absolue

Comme pour le cas de deux vues planaires, nous adaptons notre m´ethode de mani`ere à minimiser
la somme des distances absolues au lieu de la somme des distances carr´ees. La fonction de coût est
donc :

s2(v1; v2) = ju1 � v1j+ ju2 � v2j+ ju3 + G112v1v2 + G122v1 + G212v2 + G222

G111v1v2 + G121v1 + G211v2 + G221
j :

Les dérivées partielles sont :

@s2
@v1

(v1; v2) = !1 + !2
(G212G111 � G112G211)v

2
2 + (: : : )v2 + G222G121 � G122G221

(G111v1v2 + G121v1 + G211v2 + G221)2

@s2
@v2

(v1; v2) = !3 + !4
(G122G111 � G112G121)v

2
1 + (: : : )v1 + G222G211 � G212G221

(G111v1v2 + G121v1 + G211v2 + G221)2
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où !1; !2; !3 et!4 sont égaux `a�1 ou 1, en fonction des signes des termes de la fonctions2. Nous
éliminons les!i en annulant les d´erivées, en s´eparant les deux termes respectifs et en les ´elevant au
carré. Ceci mène aux ´equations suivantes :

r1(v1; v2) = (G2
111v

2
1v

2
2 + 2G111G121v

2
1v2 + G2

121v
2
1 + 2G111G211v1v

2
2 + : : : )

(G2
111v

2
1v

2
2 + 2G111G121v

2
1v2 + G2

121v
2
1 + 2G111G211v1v

2
2 + : : : )

r2(v1; v2) = (G2
111v

2
1v

2
2 + 2G111G121v

2
1v2 + (G111G122 � G112G121 + G2

121)v
2
1 + : : : )

(G2
111v

2
1v

2
2 + 2G111G121v

2
1v2 + (G112G121 � G111G122 + G2

121)v
2
1 + : : : )

Afin de trouver les racines communes der1 etr2, nous calculons les résultants des 4 combinaisons
des termes dansr1 et r2. Chaque r´esultant est un polynˆome de degr´e 8 en une variable dont nous
obtenons directement une factorisation en un polynˆome de degré 2 et un de degr´e 6. Le minimum
global est d´eterminé enévaluant la fonction de coˆut à toutes les racines réelles de ces polynômes.
L’opération la plus complexe pour trouver le minimum global des2(v1; v2) est donc la recherche des
racines d’un polynˆome de degr´e 6 ce qui est plutôt favorable et ce qui rend l’application de cette
méthode possible.





B.B.
Recherche des meilleurs points

correspondants par homographie
Recherche des meilleurs points

correspondants par homographie

B.1 Introduction

Nous traitons un probl`eme similaire à celui de la triangulation (voir la section 4.1) : consid´erons
les projections d’un plan� dans deux images. SoientH l’homographie entre les deux images associée
à� etq1 = (u1; v1; 1)

T et q2 = (u2; v2; 1)
T les deux projections d’un pointQ de�. En présence

de bruit,q1 et q2 ne vont pas se correspondre exactement parH, c’est-à-dire queHq1 6� q2. Le
problème est maintenant, de trouver deux pointsbq0

1 et bq0

2 qui soient en correspondance et qui soient
le plus proche possible des points originauxq1 etq2 :

fbq0

1; bq0

2g = argmin(d(q1;q0

1)
2 + d(q2;q

0

2)
2)

sous la contrainte Hq0

1 � q0

2 :
(B.1)

Sous l’hypothèse d’un bruit gaussien, ces points sont le plus vraisemblablement les(( vraies)) corres-
pondances (non bruit´ees).

Ce problème a ét´e évoqué par Richard Hartley et Andrew Zisserman [76] et nous proposons ici
une solution.
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B.2 Une solution du probl̀eme

Les deux points cherchés ont 4 param`etres, mais grˆace à la correspondance parH, nous pouvons
les param´etrer par seulement 2 coordonnéesu et v : bq01 = (u; v; 1)T et bq02 = Hbq01 = H(u; v; 1)T. Le
critère de minimisation est :

s1(u; v) = d(q1; bq01)2 + d(q2; bq02)2
= (u1 � u)2 + (v1 � v)2 (B.2)

+(u2 � H11u+H12v +H13

H31u+H32v +H33
)2 + (v2 � H21u+H22v +H23

H31u+H32v +H33
)2 : (B.3)

Nous cherchons maintenant le minimum absolu des1. Une condition n´ecessaire pour le minimum est
que les d´erivées partielles des1 s’annulent :

@s1
@u

(u; v) = H3
31u

4 +

[3H32v � u1H31 + 3H33]H
2
31u

3 +

[3H2
32v

2 + (6H32H33 � 3u1H31H32)v � 3u1H31H33 + 3H2
33]H31u

2 +

[H3
32v

3 + (�3u1H31H
2
32 + 3H2

32H33)v
2 + : : : ]u�

u1H
3
32v

3 + : : :

= 0
@s1
@v

(u; v) = H3
32v

4 +

[3H31u� v1H32 + 3H33]H
2
32v

3 +

[3H2
31u

2 + (6H31H33 � 3v1H31H32)u� 3v1H32H33 + 3H2
33]H32v

2 +

[H3
31u

3 + (�3v1H
2
31H32 + 3H2

31H33)u
2 + : : : ]v �

v1H
3
31u

3 + : : :

= 0 :

Le résultant de ces polynômes est un polynˆome de degr´e 30 et avec des coefficients très com-
plexes. Nous cherchons maintenant `a réduire son degré. La latitude que nous avons dans la formula-
tion du problème est que nous pouvons appliquer des transformations rigides dans les deux images
– ceci ne change pas le crit`ere de minimisation qui est bas´e sur des distances. Considérons les co-
efficients des termes d’ordre élev´e des d´erivées partielles. Les degr´es des polynômes se réduiraient
considérablement si l’on pouvait annulerH31 etH32. L’application des transformations rigidesT1 et
T2 aux images donne lieu à une nouvelle homographie entre les images :

H0 = T2HT1
�1 :

AvecT1 etT2 de la forme :

T1 =

0@cos�1 � sin�1 t11
sin�1 cos�1 t12

0 0 1

1A T2 =

0@cos�2 � sin�2 t21
sin�2 cos�2 t22

0 0 1

1A
H0 devient :

H0 =

0@ � � � � � � � � �
� � � � � � � � �

cos�1H31 � sin�1H32 sin�1H31 + cos�1H32 � � �

1A :
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Évidemment,H 0

31 ouH 0

32 peuventêtre annulés en choisissant une valeur appropriée pour l’angle
�1 de la rotation dans la premi`ere image. Pourtant, en généralH 0

31 etH 0

32 ne peuvent pas s’annuler
simultanément. Si c’était possible,H0 serait une transformation affine, et ceci est possible si et seule-
ment si l’homographie originaleH est aussi une transformation affine. Ce cas particulier est trait´e
dans le paragraphe B.4.

Si nous nous d´ecidons d’annulerH 0

31 en mettant�1 = arctan H31
H32

, la dérivée partielle paru se
simplifie considérablement, et le résultant des deux d´erivées partielles par rapport `a la variableu est
un polynôme de la forme suivante :

r1(v) = (H 0

33 +H 0

32v)
2 (H 07

32v
8 +H 06

32(: : : )v
7 +H 05

32(: : : )v
6 + : : : ) :

Afin de trouver tous les candidats pour le minimum global de la fonction de coˆut s1(u; v) il suffit
donc de poursuivre la procédure suivante : on détermine les racines du polynˆomer1(v) et on substitue
dans les deux d´erivées partielles tour après tourv par les racines der1 pour ensuite déterminer les
racines enu. Pour chaque valeur dev, on retient lesu qui sont racine commune des deux d´erivées.
Ensuite, le minimum global est détermin´e enévaluants1(u; v) aux valeurs retenues et en choisissant
celles donnant le r´esultat minimal. L’opération la plus complexe est la détermination des racines d’un
polynôme de degr´e 8.

Nous voyons que la complexité du problème a ét´e réduite grâce `a une simple rotation dans la
première image. Des réductions suppl´ementaires sont ´eventuellement possibles en profitant des de-
grés de liberté dont on dispose avec les param`etres des transformations rigides restants :�2; t1; t2.
Pourtant, ceci n´ecessiterait des transformations sp´ecifiques pour chaque paire de points traitée et les
calculs pour déterminer ces transformations deviendraient rapidement tr`es complexes.

B.3 Minimisation de la somme des distances absolues

Comme pour le probl`eme de la triangulation, nous examinons aussi la forme du probl`eme lorsque
nous tentons `a minimiser la somme des distances absolues entre les points originaux et les points
corrigés, au lieu de la somme des carrés des distances :

fbq0

1; bq0

2g = argmin(d(q1;q0

1) + d(q2;q
0

2))

sous la contrainte Hq0

1 � q0

2 :
(B.4)

En appliquant la même paramétrisation que dans le paragraphe précédent, nous obtenons la fonc-
tion de coût :

s2(u; v) =
p
(u1 � u)2 + (v1 � v)2

+

r
(u2 � H11u+H12v +H13

H31u+H32v +H33
)2 + (v2 � H21u+H22v +H23

H31u+H32v +H33
)2 :

Le même développement que pour la méthode POLY-ABS dans la section 4.5.4 peut ˆetre appliqu´e
ici. Malgré la simplificationH31 = 0, nous nous retrouvons avec des d´erivées partielles de degr´e 6
(respectivement 8) ce qui semble ˆetre trop compliqu´e pour que la poursuite du développement soit
raisonnable.
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B.4 Homographies affines

B.4.1 Minimisation de la somme des carŕes des distances

Si l’homographieH est une transformation affine, c’est-à-dire siH31 = H32 = 0, les inconnues
u et v disparaissent des dénominateurs dans la fonction de coˆut (B.3) et ses d´erivées partielles sont
linéaires enu etv :

@s1
@u

(u; v) = (H2
11 +H2

21 +H2
33)u+ (H11H12 +H21H22)v +

H11H13 +H21H23 �H33(H33u1 +H11u2 +H21v2)

@s1
@v

(u; v) = (H2
12 +H2

22 +H2
33)v + (H11H12 +H21H22)u+

H12H13 +H22H23 �H33(H33v1 +H12u2 +H22v2) :

Nous obtenons donc une solution directe pour@s1
@u (u; v) =

@s1
@v (u; v) = 0 :

û =
1

D
(u1H

4
33 + u1H

2
12H

2
33 + u1H

2
22H

2
33 � v1H11H12H

2
33 � v1H21H22H

2
33

+u2H11H
3
33 + u2H11H

2
22H33 � u2H12H21H22H33 + v2H21H

3
33 + v2H

2
12H21H33 � v2H11H12H22H33

+H12H13H21H22 +H11H12H22H23 �H11H13H
2
22 �H11H13H

2
33 �H21H23H

2
33 �H

2
12H21H23)

v̂ =
1

D
(v1H

4
33 + v1H

2
11H

2
33 + v1H

2
21H

2
33 � u1H11H12H

2
33 � u1H21H22H

2
33

+v2H22H
3
33 + v2H

2
11H22H33 � v2H11H12H21H33 + u2H12H

3
33 + u2H12H

2
21H33 � u2H11H21H22H33

+H11H12H21H23 +H11H13H21H22 �H12H13H
2
21 �H12H13H

2
33 �H22H23H

2
33 �H

2
11H22H23) ;

où le dénominateurD est donn´e par :

D = H
4
33 � 2H11H12H21H22 +H

2
11H

2
22 +H

2
11H

2
33 +H

2
12H

2
33 +H

2
12H

2
21 +H

2
21H

2
33 +H

2
22H

2
33 :

B.4.2 Simplification

Nous pouvons simplifier davantage la solution du problème en appliquant des transformations
rigides spécifiques aux images. Soit l’homographieH la compos´ee d’une matriceA et d’un vecteur
b :

H =

�
A b

0T 1

�
:

Soit A = UDVT une décomposition en valeurs singulières de la sous-matriceA. L’application des
transformations rigides :

T1 =

�
VT 0

0T 1

�
T2 =

�
UT �UTb
0T 1

�
aux images transforme l’homographie en la matrice diagonaleH0 :

H0 = T2HT1
�1

=

0@D1 0 0
0 D2 0
0 0 1

1A ;

oùD1 etD2 sont les valeurs singulières deA.
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Dû à ces transformations, la fonction de coˆut et ses d´erivées prennent une forme encore plus
simple, et la solution pour̂u et v̂ (dans les images transform´ees) est donnée par :

û =
u1 +D1u2

D2
1

v̂ =
v1 +D2v2

D2
2

:

B.4.3 Minimisation de la somme des distances absolues

Nous traitons le probl`eme apr`es avoir appliqué les transformations rigides du paragraphe précé-
dent. La détermination du minimum global revient finalement à la recherche des racines d’un poly-
nôme de degr´e 16, mais qui possède une factorisation avantageuse. Notamment, il est de la forme :

r2(u) = (u2 �D1u)
4(u1 � u)4

(u2 + : : : u+ : : : )(u2 + : : : u+ : : : )(u2 + : : : u+ : : : )(u2 + : : : u+ : : : ) :

Le plus haut degr´e des polynˆomesà résoudre est donc de 2.





C.C.
Calibrage intrinsèqueà partir de

l’homographie infinie
Calibrage intrinsèqueà partir de

l’homographie infinie

SoitH1 l’homographie entre deux vues avec le mˆeme calibrage intrins`equeK. Sans perte de gé-
néralité, nous pouvons supposer quedetH1 = 1.H1 se calcule à partir deK et de la rotation relative
des vues,R, d’aprèsH1 = KRK�1. Il en découle queR = K�1H1K et, grâceà l’orthogonalité de
R :

RRT = K�1H1KK
THT
1
K�T = I ;

ce que nous pouvons transformer en :

H1KK
THT
1

= KKT : (C.1)

Cetteéquation est linéaire en les ´eléments de la matrice sym´etriqueX = KKT, qui représente le
dual de l’image de la conique absolue (cf. 2.7.3). Pour déterminerX, il faut au moins deux homogra-
phies infinies. Ayant trouv´e X, K est calculé par une d´ecomposition de Cholesky deX. Le fait que
K33 = 1 nous donne une solution unique pourK. La décomposition de Cholesky n’est possible que
siX est définie positive.

Il y a une interprétation géométrique directe `a l’équation (C.1). La matriceKKT représente le dual
de l’image de la conique absolue, qui, nous le rappelons, se trouve sur le plan `a l’infini. L’image de
la conique absolue est fixe pour des vues poss´edant le mˆeme calibrage intrins`eque. Donc, le transfert
de la coniqueKKT d’une vueà une autre, via l’homographie infinie, r´esulte enKKT.





D.D.
Preuves pour la d́erivation des śequences

critiques
Preuves pour la d́erivation des śequences

critiques

D.1 Caméra linéaire

D.1.1 Projection des points cycliques

PROPOSITION D.1 La projection d’un point cyclique par une caméra linéaire reste fixe lors de
mouvements rigides de la caméra.

Preuve : Il suffit de montrer que tout mouvement rigide dansP2 laisse chacun des deux points
cycliques fixe. Considérons le point cyclique(1; I; 0)T. Il est transforḿe par un mouvement rigide
constitúe d’une translationt et d’une rotation d’angle� d’après0@cos� � sin� t1

sin� cos� t2
0 0 1

1A0@1
I
0

1A =

0@cos�� I sin�
sin�+ I cos�

0

1A
�
0@ 1

sin�+I cos�
cos��I sin�

0

1A
=

0@1
I
0

1A :

Le résultat analogue peutêtre obtenu pour le deuxième point cyclique(1;�I; 0)T. ut
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D.1.2 Śequences critiques par rapportà un point non à l’infini

PROPOSITION D.2 Consid́erons une caḿera linéaire avec des param̀etres intrins̀eques constants se
déplaçant sur un cercle	. S’il existe un seul pointQ0 sur	, différent des points cycliques, dont les
projections dans toutes les vues sont identiques, ceci est aussi le cas pour tous les autres points sur
	.

Preuve :Les projections des points cycliques sont fixes dans toutes les vues d’une caméra linéaire
avec des param̀etres intrins̀eques constants. Donc, il existe trois points sur	 avec cette propríet́e –
Q0; I etJ.

Consid́erons un quatrìeme pointQ1 quelconque sur	. Les centres de projection de la caméra se
trouventégalement sur le cercle. Donc, les birapports des droites reliant les centres de projection avec
les pointsQ0; I;J etQ1 sont tous identiques (théor̀eme de Chasles [171]). Les droites en question
sont les rayons de projection de ces 4 points. Donc, le birapport des droites estégale au birapport des
points image correspondants. Trois parmi les quatre points ayant des projections fixes et le birapport
des quatre points imagéetant constant, les projections du quatrième point sont aussi identiques dans
toutes les vues. ut
COROLLAIRE D.1 La condition suivante est nécessaire et suffisante pour qu’une séquence de mou-
vements soit critique par rapportà un point noǹa l’infini : la caméra se d́eplace sur un cercle et les
projections d’un point sur le cercle qui est différent des points cycliques sont identiques dans toutes
les vues.

Preuve :Le fait qu’une telle śequence de mouvements est critique, se prouve facilementà l’aide de
la proposition D.2 : les projections de chaque point sur le cercle sont identiques, donc tous les points
imaginaires sont des points cycliques potentiels. Chaque cercle contient des points imaginaires hors
de la droiteà l’infini. Il existent alors de faux points cycliques et la séquence est critique.

Le réciproque áet́e prouv́e au cours de la section 7.8. ut

D.2 Caméra planaire

D.2.1 Insignifiance des param̀etres intrinsèques

Dans la section 7.9 nous prétendons que la question si une séquence de mouvements donnée est
critique est indépendante des param`etres intrins`eques effectifs de la caméra. Ceci peut être prouv´e
facilement : soit!i la projection d’une conique 3D
 dans la vuei. Si 
 est une conique absolue
potentielle, nous avons :

!i � !j ; 1 � i; j � m :

Un changement de param`etres intrins`eques correspond `a la pré-multiplication des matrices de pro-
jection par une matriceM3�3 non singulière. Les coniques dans les images sont transformées de la
manière suivante :

!0i � M�T!iM
�1 :

Évidemment, les coniques transformées sont également identiques :

!0i � !0j ; 1 � i; j � m :
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Donc, les param`etres intrins`eques de la caméra n’ont pas d’importance pour la question si une conique
est une conique absolue potentielle. En outre, on peut choisir la transformationM de manièreà obtenir
un calibrage intrinsèque représent´e par la matrice identit´e. Dans ce cas, les matrices de projection ont
la forme :

Pi � Ri( I j � ti) :

D.2.2 La matrice d’un côneà partir du vertex et d’une conique

PROPOSITION D.3 Soit � une conique sur le plan support� � (Z = 0), représent́ee par la
matrice : 0@a b d

b c e
d e f

1A :

Un côneK avec vertexV = (X;Y;Z; 1)T non sur�, et qui contient�, peutêtre repŕesent́e par
la matrice :

K =

0BBB@
a b �aX+bY+d

Z d

b c � bX+cY+e
Z e

�aX+bY+d
Z � bX+cY+e

Z
aX2+cY 2+2bXY+2dX+2eY +f

Z2 �dX+eY+f
Z

d e �dX+eY+f
Z f

1CCCA :

Preuve : Nous devons prouver que(i) V est un point singulier deK et que(ii) K contient� (un
cône est d́efini par son vertex et une conique dont le plan support ne contient pas le vertex).

(i) La multiplicationKV résulte en le vecteur nul, doncV est un point singulier deK.

(ii) L’intersection deK avec le planZ = 0 contient exactement les pointsQ = (X 0; Y 0; 0; 1)T avec
QTKQ = 0. Cette dernìereéquation devient alors :

aX 02 + cY 02 + 2bX 0Y 0 + 2dX 0 + 2eY 0 + f = 0

ce qui n’est rien d’autre que l’équation de la conique� dans le planZ = 0. Alors,K contient
�.

ut

D.2.3 Transformation rigide de ĉones

PROPOSITION D.4 Deux ĉones�1 et�2 sontégauxà une transformation rigide près, si et seule-
ment si leurs premières sous-matrices3� 3 ont les m̂emes valeurs propres,à un facteur pr̀es.

Preuve :Soient les ĉones donńees par :

�1 �

0BB@ M1 b1

bT1 c1

1CCA

�2 �

0BB@ M2 b2

bT2 c2

1CCA :
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Nous pouvons d́eplacer les ĉones par des translations sans changer le problème. Nous choisissons
d’effectuer des translations telles que tous les deux cônes ont comme vertex l’origine. Les translations
n’affectent pas les premières sous-matricesM1 etM2 et la condition que le point(0; 0; 0; 1)T est un
point singulier fait que les ĉones transforḿes sont repŕesent́es par :

�0

1 =

0BB@ M1 0

0T 0

1CCA

�0

2 =

0BB@ M2 0

0T 0

1CCA :

Ces ĉones sont́egauxà une transformation rigide près, si et seulement s’il existe une matrice ortho-
gonaleR telle que : 0BB@ RT 0

0T 1

1CCA�0

1

0BB@ R 0

0T 1

1CCA � �0

2 :

Il en découle que :

RTM1R � M2 :

Ceci veut dire queM1 etM2 sont conjugúees,à un facteur pr̀es, et qu’elles ont les m̂emes valeurs
propres,à un facteur pr̀es. Ŕeciproquement, l’́egalit́e (à un facteur pr̀es) des valeurs propres de deux
matrices syḿetriques implique l’existence d’une matrice orthogonaleR telle que l’́equation ci-dessus
soit satisfaite. ut

D.2.4 Sur le cas 7.9

Soient
 un cercle et�1 un cône elliptique comme dans la section 7.9.1.2. Dans la suite, nous
déterminons tous les vertexest2 tels que les cˆones engendr´es part2 et
 soientégauxà �1 à une
transformation rigide pr`es.

Nous dérivons d’abord une contrainte sur la distance det2 du plan support� de
. Soit�2 le
cône engendr´e par un vertext2 et 
. Supposons qu’il existe une transformation rigideT entre�1

et�2. Ceci veut dire que si l’on applique l’inverse deT au plan support�, sans transformer�1, on
obtient un plan�2 qui coupe�1 en un cercle de la même dimension que
. Ceci n’est possible que si
�2 a la même distance du vertex de�1 que�. L’application deT sur�1 résulte en�2 dont le vertex
t2 est alors `a la même distance de� que le vertex de�1.

Avec les notations de la section 7.9.1.2, ceci veut dire quet23 = �t13. Leséquations (7.12) se
simplifient alors :

�(a2(t211 + t213) + b2(t212 + t213) + 1) = a2(t221 + t213) + b2(t222 + t213) + 1

�2t213(a
2b2(t211 + t212 + t213) + a2 + b2) = t213(a

2b2(t221 + t222 + t213) + a2 + b2)

�3 = 1 :
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Puisque� = 1, les deux premières équations deviennent :

a2(t211 + t213) + b2(t212 + t213) = a2(t221 + t213) + b2(t222 + t213)

t211 + t212 = t221 + t222 :

Puisque
 est un cercle, nous avonsa = b, et les deux ´equations sont identiques :

t211 + t212 = t221 + t222 :

Ceci est l’équation d’un cercle en les coordonnéesX et Y . Il en découle quet2 se trouve sur deux
cercles dont les plans support sont parallèles et ´equidistants `a�. Les cercles ont la même dimension,
mais elle est diff´erente de celle de
 (
 est un cercle imaginaire) et la projection orthogonale de leurs
centres sur� coı̈ncide avec le centre de
 (cf. la figure 7.11).

D.2.5 Une translation pure

PROPOSITION D.5 Soit
 une conique 3D propre et imaginaire hors de�1. Consid́erons une ca-
méra se d́eplaçant par une translation pure : soientt1 et t2 les positions du centre de projection,
avant et apr̀es la translation, toutes deux hors du plan support de
.

Les projections de
 dans les deux vues sontégales si et seulement si le point milieu det1 et t2
cöıncide avec le centre de
.

Preuve : Sans perte de ǵeńeralité, nous pouvons suppose que
 se trouve sur le planZ = 0 et
qu’elle est repŕesent́ee, dans ce plan, par la matrice :


 �
0@a 0 0
0 b 0
0 0 1

1A :

SoitR la partie rotationnelle de l’orientation de la caḿera. Les matrices de projection avant et après
la translation sont alors (nous ignorons les paramètres intrins̀eques, conforḿement au paragraphe
D.2.1) :

P1 � R( I j � t1)

P2 � R( I j � t2) :

Leur restriction sur les points du planZ = 0 est :

P
0

1 � R

0@1 0 �t11
0 1 �t12
0 0 �t13

1A
P02 � R

0@1 0 �t21
0 1 �t22
0 0 �t23

1A :

Les projections de
 dans les deux vues sont données par :

!1 � (P01)
�T


 (P01)
�1

!2 � (P02)
�T


 (P02)
�1

:
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L’ égalit́e de!1 et!2 revientà la contrainte suivante :0B@ a 0 a(t11
t23
t13

� t21)

0 b b(t12
t23
t13

� t22)

a(t11
t23
t13

� t21) b(t12
t23
t13

� t22) a(t11
t23
t13

� t21)
2 + b(t12

t23
t13

� t22)
2 +

t223
t213

1CA �
0@a 0 0
0 b 0
0 0 1

1A :

Puisquea et b sont non nuls (sinon,
 ne serait pas propre), on obtient des conditions nécessaires et
suffisantes pour l’́egalit́e de!1 et!2 :

t11
t23
t13

� t21 = 0

t12
t23
t13

� t22 = 0

t223
t213

= 1 :

Comme nous pouvons exclure quet13 6= 0 et t23 6= 0 (t1 et t2 se trouvent en dehors du planZ = 0),
ces conditions se traduisent finalement par :

t2 = �t1 :

Ceci ne signifie rien d’autre que le point milieu det1 et t2 est, en coordonńees homog̀enes, le point
(0; 0; 0; 1)T. La preuve s’ach̀eve en remarquant que ce point est le centre de
. ut
COROLLAIRE D.2 Consid́erons deux vues d’une caméra se d́eplaçant par une translation pure. Les
coniques absolues potentielles pour ce mouvement sont exactement :

. toutes les coniques propres et imaginaires du planà l’infini ;

. et toutes les coniques propres et imaginaires dont le centre se trouve au milieu des deux centres
de projection.

Il en découle qu’il existe un seul plan dont toutes les coniques propres et imaginaires sont des co-
niques absolues potentielles : le planà l’infini. Sur tous les plans passant par le point milieu des
centres de projection, il existent une famille de coniques de trois dimensions, dont les coniques propres
et imaginaires sont des coniques absolues potentielles.

D.3 Homographies avec des coniques fixes et contrainte du module pour
la reconstruction affine

PROPOSITION D.6 Une homographieH assocíeeà un plan, qui laisse une conique propre globale-
ment invariante, a des valeurs propresf�1; �1�2; �1�2 g, pour un�1 réel. Si deux des valeurs propres

sont des nombres complexes, les valeurs propres sont alorsf�1; �1eI�; �1e�I�g, pour un� réel.

Preuve :Soit� une conique qui est globalement invarianteàH, c’est-̀a-dire que� � H�T�H�1.
Ceci est́equivalentà :

� � HT�H : (D.1)
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Sans perte de ǵeńeralité, nous pouvons supposer quedetH = 1 ce qui nous permet d’enlever le
facteur multiplicatif inconnu de l’́equation (D.1) :

� = HT�H :

Soient�i les valeurs propres deH etvi des vecteurs propres correspondants, c’est-à-dire queHvi =
�ivi. Alors :

�vi = HT�Hvi

, 1

�i
�vi = HT�vi ;

c’est-̀a-dire que�vi est un vecteur propre deHT assocíe à la valeur propre 1
�i

. PuisqueH et HT

doivent avoir les m̂emes valeurs propres, nous avons l’égalit́e suivante entre les spectres deH etHT :

f�1; �2; �3g = f 1
�1

;
1

�2
;
1

�3
g

(il s’agit d’une égalit́e d’ensembles non ordonnés). Il est facile de voir que l’une des valeurs propres
doit être égale à 1, disons�1. Quant aux deux autres, elles doiventêtre le ŕeciproque l’une de
l’autre : �3 = 1

�2
. Si nous omettons la condition quedetH = 1, les valeurs propres deH deviennent

f�1; �1�2; �1
�2
g, où �1 =

3
p
detH est un nombre ŕeel et�2 = �2.

Si �2 (et donc aussi�3) ne sont pas des nombres réels, ils sont complexes conjugués et d’apr̀es
�2 =

1
�3
= 1

��2
on peut leśecrire comme�2 = eI� et �3 = e�I�, pour un� réel. ut

PROPOSITION D.7 Une homographieH assocíeeà un plan, qui laisse une conique propre etimagi-
naireglobalement invariante, a des valeurs propres du même module, c’est-à-dire des valeurs propres
f�; �eI�; �e�I�g, pour des� et� réels.

Preuve : Soit� une conique imaginaire propre qui est globalement invarianteà l’homographie
H, c’est-̀a-dire queHT�H = �. Sans perte de géńeralité, nous pouvons supposer quedetH = 1. De
la proposition D.6 il d́ecoule queH a des valeurs propresf1; �; 1� g.

Si � = 1, alors1 est une triple valeur propre deH et la proposition est correct. Maintenant, nous
allons prouver par contradiction que si� 6= 1 alors� ne peut paŝetre ŕeel. Supposons que� est ŕeel et
que� 6= 1. Dans ce cas, toutes les valeurs propres deH sont diff́erentes et il existe une décomposition
deH de la formeH = V�V�1, avec� = diag(1; �; 1� ) la matrice diagonale des valeurs propres de
H etV une matrice de vecteurs propres correspondant. Nous développons cette relation :

H
T�H = �

V�T�VT�V�V�1 = �

�VT�V = VT�V��1 :

SoitA = (a)ij = VT�V :

�A = A��10@ a11 a12 a13
�a21 �a22 �a23
a31
�

a32
�

a33
�

1A =

0@a11
a12
� �a13

a21
a22
� �a23

a31
a32
� �a33

1A :

Puisque� 6= 1, cetteéquation implique que :

a12 = a13 = a21 = a22 = a31 = a33 = 0 :
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Alors,A = VT�V est de la forme :

VT�V =

0@a11 0 0
0 0 a23
0 a23 0

1A
où a11 eta23 sont ŕeels (VT�V est syḿetrique). Donc, la matriceVT�V représente une parabole ce
qui signifie qu’ils existe un point réelx avec :

xTVT�Vx = 0 :

Vx est aussi un point réel et se trouve sur la conique�. Le fait que� contient un point ŕeel est en
contradiction avec l’hypoth̀ese que� est une conique imaginaire. Par conséquent, la supposition que
� 6= 1 est ŕeel, est fausse.

De la proposition D.6 il d́ecoule finalement que les valeurs propres sontf�; �eI�; �e�I�g, pour
des� et� réels. ut
REMARQUE D.1 Les ŕeciproques des propositions D.6 et D.7 sont facilesà prouver. Puisque nous
ne les utilisons pas, nous en omettons les preuves.

COROLLAIRE D.3 (CONTRAINTE DU MODULE ) L’homographie infinie pour deux vues avec les
mêmes param̀etres intrins̀eques a des valeurs propres du même module.

Preuve : Grâce à l’ égalit́e des param̀etres intrins̀eques, les projections de la conique absolue
dans les deux vues sont identiques. Par conséquent, l’homographie infinie laisse une conique imagi-
naire et propre invariante et on peut appliquer la proposition D.7 pour compléter la preuve. ut
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dégénérescence, 130
euclidien, 34, 38–39, 41–42
faible, 37
hors ligne, 104
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Cône, 29

circulaire, 29, 150
de projection, 29, 132, 149
dual, 108

absolu, 108
elliptique, 29, 150
forme normale euclidienne, 29
isotropique, 29, 150
matrice, 201
transformation rigide, 201

Conique, 29
3D, 29
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Équations de Kruppa, 15, 19, 109–111, 113,

115, 120–122
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Planà l’infini, 27, 38, 40, 106, 116, 131, 135
potentiel, 136

Planépipolaire, 14
Plan focal, 7
Plan image, 7
Plan support, 29
Plumb line, 42
Point cyclique, 30, 113, 115, 116, 132, 137,

199
potentiel, 137

Point de sym´etrie, 114
Point milieu, 47–48
Point principal, 7, 9, 119
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Vision 3D non calibrée : contributions à la reconstruction projective etétude des
mouvements critiques pour l’auto-calibrage

Cette thèse concerne la reconstruction tridimensionnelle d’objets à partir d’images prises par des
caméras. Le schéma classique s’appuie sur un calibrage hors ligne des caméras. Ce calibrage n’est
pas toujours possible et des applications dynamiques requièrent en gén´eral fréquemment une mise `a
jour du calibrage au vol. Il est donc clairement souhaitable de pouvoir s’affranchir du besoin d’un
calibrage hors ligne.

Dans cette th`ese, nous nous concentrons d’une part sur des méthodes de reconstruction non cali-
brée et d’autre part sur le concept de calibrage en ligne ou auto-calibrage. Nous tâchons d’obtenir des
mesures tridimensionnelles mˆeme avec des images prises par des caméras non calibr´ees. Les informa-
tions obtenues ne sont pas de nature métrique, mais elles sont néanmoins exploitables pour des tâches
de reconnaissance d’objets ou d’asservissement de robots. Nous avons développ´e plusieurs m´ethodes
pratiques pour la reconstruction tridimensionnelle non calibr´ee.

L’auto-calibrage ou calibrage en ligne consiste à calibrer une caméra uniquement `a partir d’images
d’objets inconnus. Les images prises au cours d’une application peuvent donc ˆetre utilisées simultan´e-
ment pour l’application elle-même et pour le calibrage de la cam´era. Notre contribution majeure dans
ce domaine est une étude des conditions de d´egénérescence qui s’avèrent apparaˆıtre fréquemment en
pratique. Plus pr´ecisément, nous identifions tous les types de mouvements de caméra qui prohibent
l’auto-calibrage.

Mots clés :vision par ordinateur, calibrage, reconstruction tridimensionnelle, reconstruction projec-
tive, auto-calibrage, s´equence de mouvements critique.

Uncalibrated 3D Vision: Contributions to Projective Reconstruction and Study of the
Critical Motions for Self-Calibration

This thesis is about threedimensional reconstruction of objects from images taken by cameras. The
classical scheme is based on an off-line calibration of the cameras. Very often, this is not available
and, in general, dynamic applications need a frequent update of the calibration. Thus it is clearly
desirable to get rid off the requirement of performing an off-line calibration.

In this thesis, we concentrate on the one hand on methods for uncalibrated reconstruction and
on the other hand on the concept of on-line or self-calibration. We try to get threedimensional mea-
surements even from images taken with uncalibrated cameras. The obtained information is not of a
metric nature, but still useful for tasks such as object recognition or the visually guided control of
robot motions. We have developed several methods for uncalibrated threedimensional reconstruction.

Self-calibration consists of calibrating a camera only from images of unknown objects. Images
taken in course of an application can thus be used simultaneously for the application itself and for
camera calibration. Our major contribution in this domain is a study of degeneracy conditions that
turn out to be a very common problem in practice. In concrete terms, we identify all types of camera
motion that prevent self-calibration.

Keywords: computer vision, calibration, threedimensional reconstruction, projective reconstruction,
self-calibration, critical motion sequence.
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