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de problèmes, expérimentaux ou théoriques. Je ne les remercierai jamais assez pour
tout ce qu’ils m’ont appris, dans les domaines les plus variés allant du montage tran-
simpédance, jusqu’aux recoins les plus obscurs de l’optique quantique. Ils m’ont com-
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1.2.2 La détection homodyne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
1.2.3 La source laser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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2.2.2 Réalisation expérimentale de la force de pression de radiation . . 67
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2.4.3 Refroidissement pulsé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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4.5.3 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
4.5.4 Des modes cylindriques aux modes Gaussiens . . . . . . . . . . 174



TABLE DES MATIÈRES v
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Introduction

La lumière est utilisée pour mesurer avec précision des longueurs, en déterminant
par télémétrie optique le temps de parcours d’une impulsion lumineuse. Cette technique
permet par exemple de mesurer la distance Terre-Lune ou la position d’un satellite, avec
une précision de l’ordre du millimètre, essentiellement limitée par les perturbations at-
mosphériques [1, 2]. La lumière se révèle un outil encore plus puissant lorsqu’il s’agit
d’effectuer une mesure de distance relative. En faisant interférer les faisceaux lumi-
neux dans les deux bras d’un interféromètre de Michelson ou les multiples réflexions
d’un faisceau dans une cavité Fabry-Perot, il est possible d’atteindre des sensibilités
correspondant à une très petite fraction de la longueur d’onde optique.

L’amélioration constante des sources laser et les progrès techniques réalisés dans les
domaines de la détection de la lumière, de l’électronique et des traitements optiques
des matériaux, ont permis à ces mesures interférométriques d’atteindre des sensibilités
inégalées. Ces techniques sont utilisées dans des domaines variés de la physique pour
réaliser des mesures ultra-sensibles, comme dans les microscopes à force atomique [3] ou
en tant que capteurs optiques sur des détecteurs résonnants d’ondes gravitationnelles
[4, 5].

Les mesures optiques ont atteint une sensibilité telle qu’elles vont permettre de
détecter les variations de la métrique engendrées par le passage des ondes gravita-
tionnelles prédites par la théorie de la relativité générale [6, 7]. Ces ondes sont pro-
voquées par des événements astrophysiques tels que la coalescence de systèmes binaires
constitués d’étoiles ou de trous noirs, ou encore l’explosion d’une supernova. Du fait
de leur caractère quadrupolaire, elles engendrent des variations apparentes de longueur
de signes opposés dans deux directions orthogonales de l’espace. Un interféromètre de
Michelson ayant des bras perpendiculaires et de longueur kilométrique est susceptible
de détecter des ondes provoquées par de tels événements astrophysiques à des distances
de quelques dizaines de mégaparsec [8, 9, 10]. Cela devrait permettre de réaliser une
observation gravitationnelle de plus de deux mille galaxies autour de la notre.

La première génération d’interféromètres gravitationnels fonctionnent à température
ambiante et leur sensibilité est essentiellement limitée par le bruit thermique des mi-
roirs [6], qu’il soit dû à l’agitation thermique du dispositif d’isolation sismique à basse
fréquence ou à l’excitation thermique des modes internes de vibration des substrats.
L’estimation du bruit thermique des miroirs dans les détecteurs gravitationnels et les
possibilités de le réduire sont donc devenues des enjeux importants.

Les études menées actuellement sur la seconde génération d’interféromètres gravita-
tionnels montrent que ceux-ci auront leur sensibilité essentiellement limitée par le bruit
quantique du faisceau utilisé comme sonde [11, 12]. Le bruit de photon du faisceau laser
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2 INTRODUCTION

se traduit par un bruit sur le faisceau mesuré à la sortie de l’interféromètre. Ce bruit
limite déjà les antennes gravitationnelles actuelles à haute fréquence, mais il pourrait
en principe être réduit en augmentant l’intensité du faisceau laser. Il apparâıt alors
un second bruit quantique lié aux fluctuations quantiques de la pression de radiation
exercée par la lumière sur les miroirs de l’interféromètre. Ces fluctuations induisent des
déplacements des miroirs qui viennent perturber la mesure de variation de longueur
apparente due à l’onde gravitationnelle. Ce bruit a une nature quantique fondamentale
car il correspond à une action en retour de la mesure sur le système [13] : il est une
conséquence des principes mêmes de la mesure en mécanique quantique. L’existence
de deux bruits quantiques de nature complémentaire, l’un diminuant avec la puissance
lumineuse et l’autre augmentant, conduit à l’existence d’une limite quantique standard
de la sensibilité dans les mesures interférométriques [13, 14]. Cette limite a été large-
ment étudiée sur le plan théorique et de nombreux travaux ont montré qu’il est possible
de la dépasser en utilisant des états comprimés du champ lumineux [15, 16]. La limite
quantique standard n’a cependant jamais été mise en évidence expérimentalement.

Développer un dispositif expérimental capable de mesurer de très petits déplacements
d’un miroir permettrait de mener une étude exhaustive de ces différents bruits et effets
quantiques. On peut pour cela utiliser une cavité optique de très grande finesse à une
seule entrée-sortie [4, 17, 18, 19, 20]. Le faisceau réfléchi par la cavité est très sensible
à de très petites variations de longueur et un tel dispositif est capable de détecter
les déplacements d’un miroir avec une sensibilité aussi élevée que dans les grands in-
terféromètres gravitationnels [20]. De plus, on retrouve les mêmes problématiques dans
les deux systèmes : les effets du bruit thermique des miroirs et des limites imposées par
les bruits quantiques se traduisent de façon identique dans une cavité optique et dans
un interféromètre. Le dispositif que nous avons développé, basé sur une cavité de grande
finesse avec un miroir mobile, apparâıt donc comme un système modèle pour l’étude des
limites de sensibilité dans les mesures interférométriques. Il apparâıt également comme
un outil performant pour caractériser le couplage optomécanique entre la lumière et le
mouvement du miroir, responsable de nombreux effets quantiques comme la compres-
sion des fluctuations quantiques du champ [21, 22, 23] ou l’intrication de deux faisceaux
lumineux [24]. Le travail présenté dans ce mémoire aborde certains aspects de ce cou-
plage et de ses conséquences sur les limites thermiques et quantiques dans les mesures
optiques de grande précision.

Le premier chapitre est consacré à une présentation générale du couplage optomécanique
et au dispositif de mesure de petits déplacements, basé sur une cavité de grande fi-
nesse. Nous présentons les différents bruits qui limitent la sensibilité d’une telle mesure
et décrivons le montage expérimental que nous avons utilisé dans ce mémoire. Il est
constitué de trois éléments principaux : la cavité à miroir mobile qui est le cœur du
montage, ses caractéristiques optiques étant d’une importance cruciale pour la sensibi-
lité de l’expérience ; la source laser, réalisée autour d’un laser titane-saphir présente une
très grande stabilité en fréquence et en intensité et elle est adaptée spatialement à la
cavité à miroir mobile ; enfin, le système de détection est basé sur un dispositif d’homo-
dynage travaillant au niveau quantique et donnant accès à la phase du faisceau réfléchi
par la cavité. Nous déterminons également la sensibilité de l’expérience et décrivons la
calibration des déplacements observés.
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Dans le deuxième chapitre, nous présentons une étude du bruit thermique du miroir
autour d’une résonance d’un mode acoustique interne. Cette étude apporte de nom-
breuses informations sur les caractéristiques optomécaniques du miroir que nous avons
complétées par l’observation de la réponse mécanique du mode acoustique à une force
de pression de radiation exercée par un faisceau intense. Nous avons également étudié
un régime refroidi obtenu à l’aide d’une boucle de contre-réaction agissant sur le miroir
par la force de pression de radiation. L’observation du bruit thermique résiduel et de la
réponse mécanique du miroir nous a permis de montrer que cet asservissement réduit
la température effective du miroir par un processus de friction froide, c’est-à-dire par
l’ajout d’une force visqueuse sans bruit supplémentaire [25, 26, 27, 28]. Nous avons aussi
déterminé le comportement temporel transitoire du miroir en régime libre et refroidi.
Les constantes de temps mises en jeu dans ces deux régimes sont différentes et reliées
au taux d’amortissement mesurés à partir des spectres de bruit thermique.

Nous complétons dans le troisième chapitre cette étude du bruit thermique par l’ob-
servation du mouvement du miroir dans l’espace des phases. Grâce à un dispositif de
démodulation du mouvement, nous avons suivi l’évolution temporelle des quadratures
et obtenu une évolution caractéristique d’un mouvement Brownien, aussi bien en régime
libre que refroidi. Nous avons également étudié des régimes d’amplification et d’oscil-
lation paramétriques du miroir. Nous avons mis en évidence un effet de compression
du bruit thermique dans l’espace des phases, similaire à celui observé sur les fluctua-
tions quantiques du champ électromagnétique dans les amplificateurs et oscillateurs
paramétriques optiques [29, 30, 31].

Dans le quatrième chapitre nous étudions les possibilités d’améliorer la géométrie
des miroirs dans le but d’observer les effets quantiques de la pression de radiation. Nous
présentons une expérience de mesure des fréquences de résonance et du profil spatial
des modes acoustiques d’un miroir. Deux géométries sont étudiées : la géométrie cylin-
drique utilisée dans les interféromètres gravitationnels et une géométrie plan-convexe
utilisée dans notre expérience. Cette étude a permis de définir une géométrie favorable à
l’observation du couplage optomécanique, puisqu’elle permet d’atteindre de très grands
facteurs de qualité mécanique et de faibles masses effectives.

Le dernier chapitre est consacré à une étude théorique des effets quantiques de la
pression de radiation. Après une présentation générale sur la limite quantique standard
dans les mesures de petits déplacements, nous montrons que l’utilisation d’une cavité
désaccordée permet de battre cette limite dans certaines conditions. Nous nous somme
également intéressés à un nouveau type de détecteur d’ondes gravitationnelles, basé
sur des résonateurs sphériques imbriqués [32]. Nous avons cherché à déterminer les
limites de sensibilité liées aux bruits thermiques et quantiques, de façon à préciser
les caractéristiques essentielles du détecteur et des capteurs optiques de déplacement.
Ces détecteurs pourraient fournir des informations complémentaires aux détecteurs
interférométriques, en ayant une sensibilité comparable mais en travaillant à plus haute
fréquence.



4 INTRODUCTION



Chapitre 1

Le couplage optomécanique

Le couplage optomécanique désigne l’action réciproque entre un faisceau lumineux
et le miroir sur lequel il se réfléchit. Un déplacement du miroir entrâıne un déphasage
de la lumière, et le faisceau lumineux agit par pression de radiation sur la surface du
miroir [20, 33]. Le premier effet permet de sonder la position du miroir en détectant le
déphasage induit sur le faisceau lumineux. Ceci nous a permis de réaliser une mesure
ultrasensible des déplacements d’un miroir. Le second effet correspond à l’action en
retour de la mesure : la pression de radiation exercée par le faisceau lumineux vient
perturber le déplacement que l’on cherche à mesurer. Ces deux effets conduisent à
l’existence d’une limite quantique pour la sensibilité [13, 14] mais sont aussi responsables
d’un certain nombre d’effets quantiques [21, 22, 23].

Nous commençons ce chapitre par une étude théorique du couplage optomécanique.
Nous nous intéressons essentiellement au premier aspect du ce couplage, c’est-à-dire
à l’effet du mouvement d’un miroir sur le faisceau lumineux. L’action en retour et
ses conséquences au niveau quantique sont abordées plus en détail dans le cinquième
chapitre. Nous décrivons dans une deuxième partie le dispositif expérimental qui a
été utilisé pour l’observation de petits déplacements et la mesure des caractéristiques
optomécaniques de nos miroirs. Enfin dans une troisième partie nous présentons la
calibration des déplacements observés.

1.1 Description générale

Nous débutons cette partie par une description théorique simplifiée du couplage
optomécanique et nous décrivons comment utiliser une cavité Fabry-Perot pour le
rendre accessible à l’observation expérimentale. La section suivante présente une des-
cription détaillée du mouvement du miroir. Nous nous intéressons ensuite à l’effet des
déplacements du miroir sur le faisceau sortant de la cavité (section 1.1.3) et aux prin-
cipes d’une mesure ultrasensible de petits déplacements (section 1.1.4).

1.1.1 Couplage entre un miroir et un faisceau lumineux

Nous nous intéressons au système présenté sur la figure 1.1, constitué d’un faisceau
lumineux se réfléchissant sous incidence normale sur un miroir mobile. Le déplacement

5
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du miroir peut être dû à un mouvement global ou à une déformation de sa surface. Dans

Mirroir mobile

x

lumineux
Faisceau

Fig. 1.1 – Modélisation du couplage optomécanique : les déplacements du miroir et les déformations
de sa surface modifient la phase du faisceau réfléchi ; en retour la lumière agit par pression de radiation
sur la position du miroir.

cette section, afin de dégager les principes généraux du couplage optomécanique, nous
supposons que le mouvement peut être décrit de façon monodimensionnelle, c’est-à-dire
sous la forme d’une position ponctuelle x(t) dépendant du temps. De la même façon
nous traitons le champ sous la forme d’un seul mode qui se réfléchit à la position où se
trouve le miroir. Nous verrons cependant dans les sections suivantes qu’il est possible
de décrire un dispositif plus réaliste de façon monodimensionnelle, lorsqu’on s’intéresse
au couplage entre les déformations d’un miroir et le champ dans une cavité de grande
finesse.

Mouvement du miroir

Dans le cadre d’une description monodimensionnelle, la théorie de la réponse linéaire
[34] permet de décrire le mouvement du miroir lorsque l’on se restreint à de petits
déplacements. La susceptibilité mécanique χ relie la position du miroir aux forces
extérieures agissant sur lui. La transformée de Fourier x[Ω] de la position du miroir
s’écrit :

x[Ω] = χ[Ω]F [Ω], (1.1)

où F est la résultante totale des forces. On suppose généralement que le miroir peut être
modélisé par un oscillateur harmonique. Cette approximation se révèle particulièrement
bonne lorsque l’on s’intéresse au déplacement global du miroir dû à une suspension
de type pendulaire, ou si l’on est sensible aux déformations de la surface du miroir
produites par un mode de vibration acoustique du substrat. Dans ce cas la susceptibilité
du miroir se met sous la forme :

χ[Ω] =
1

M [Ω2
M − Ω2 − iΩΩM/Q]

, (1.2)
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où M est la masse de l’oscillateur, ΩM sa fréquence de résonance, et Q son facteur
de qualité mécanique. Dans ce mémoire on va s’intéresser essentiellement à un miroir
mécaniquement isolé mais couplé à un thermostat qui fixe sa température, et soumis à
la pression de radiation du faisceau lumineux incident.

La partie imaginaire de la susceptibilité est directement reliée aux processus de
dissipation dus au couplage entre le miroir et un bain thermique. D’après le théorème
fluctuations-dissipation [34], ce couplage s’accompagne d’une force de Langevin FT

fluctuante décrivant l’interaction du miroir avec un bain d’oscillateurs harmoniques
thermalisés. La valeur moyenne de cette force est nulle et son spectre est relié à la
susceptibilité mécanique par :

SFT
[Ω] = −2kBT

Ω
Im

(

1

χ[Ω]

)

, (1.3)

où kB est la constante de Boltzmann, T la température du miroir et le spectre SFT
[Ω]

est défini comme la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation de la force
de Langevin :

SFT
[Ω] =

∫ ∞

−∞

dτ〈FT (t)FT (t+ τ)〉e−iΩτ , (1.4)

où 〈...〉 représente la moyenne statistique sur le bain thermique.
En présence du faisceau lumineux, le miroir est soumis à une seconde force, due à

la pression de radiation Frad exercée par le faisceau. Cette force est liée à l’impulsion
transférée par les photons lorsqu’ils se réfléchissent sur la surface du miroir. Elle est
égale à :

Frad(t) = 2~kI(t), (1.5)

où 2~k est le transfert d’impulsion d’un photon lors de la réflexion (k est le vecteur
d’onde de la lumière) et I(t) est l’intensité du faisceau incident sur le miroir, exprimée en
nombre de photons par seconde. La position du miroir est ainsi entièrement déterminée
dans l’espace de Fourier par l’équation :

x[Ω] = χ[Ω](FT [Ω] + Frad[Ω]). (1.6)

Les variations aléatoires de la force de Langevin vont se traduire par un mouvement
Brownien du miroir caractéristique de l’équilibre thermodynamique à la température
T . La force de pression de radiation Frad possède également une partie fluctuante due
au bruit quantique d’intensité du faisceau lumineux. Par exemple pour un faisceau
laser, ces fluctuations sont liées à la distribution Poissonnienne des temps d’arrivée des
photons sur le miroir. Elle induisent un bruit de position du miroir qui va se superposer
au mouvement thermique.

La position du miroir va en contrepartie agir sur la phase ϕ du faisceau réfléchi. Un
déplacement δx du miroir selon l’axe du faisceau va entrâıner une variation de 2δx du
chemin optique suivi par la lumière (aller et retour). En écrivant la propagation des
champs électromagnétiques incident et réfléchi, on trouve que la phase ϕ varie d’une
quantité δϕ :

δϕ = 4π
δx

λ
, (1.7)
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où λ est la longueur d’onde du faisceau lumineux. La phase est ainsi sensible à des
déplacements du miroir et elle tourne de 2π pour un déplacement de λ/2.

Utilisation d’une cavité de grande finesse

Nous présentons dans ce paragraphe l’étude du système formé par un faisceau laser
se réfléchissant sur une cavité Fabry-Perot dont le miroir arrière est mobile (figure 1.2).
Le miroir mobile est totalement réfléchissant et le miroir d’entrée, appelé aussi coupleur,
est supposé immobile avec une transmission non nulle. Il permet ainsi à la lumière d’un
faisceau laser de pénétrer dans la cavité et d’en ressortir après un certain nombre d’aller-
retours. Pour une cavité sans perte, l’intensité réfléchie par le coupleur d’entrée est égale

lumineux
Faisceau

Coupleur

Mirroir mobile

x

Fig. 1.2 – Cavité Fabry-Perot à une seule entrée-sortie. Le miroir arrière est mobile et totalement
réfléchissant. Tous les photons ressortent par le coupleur d’entrée.

à l’intensité incidente, indépendamment du désaccord de fréquence entre la cavité et
le laser : tous les photons pénétrant dans la cavité finissent en effet par ressortir par
le coupleur. Par contre l’intensité intracavité varie en fonction de la fréquence du laser
ainsi que de la longueur L de la cavité. Lorsque L est un multiple entier de la demi-
longueur d’onde λ/2, la superposition des ondes créées par les multiples réflexions sur les
miroirs interfèrent de manière constructive et l’intensité intracavité I présente un pic de
résonance. Lorsque l’on s’approche d’une condition de résonance cette intensité décrit
un pic d’Airy de forme Lorentzienne dont la hauteur est proportionnelle à l’intensité
incidente I in selon la formule [35] :

I =
2

π
FI in, (1.8)

où F est la finesse de la cavité, qui dépend uniquement des caractéristiques des mi-
roirs (transmission et pertes par absorption ou diffusion). L’effet d’amplification entre
les intensités incidente et intracavité permet d’interpréter la finesse comme le nombre
moyen d’aller-retour d’un photon dans la cavité avant de ressortir. La finesse corres-
pond également au rapport entre la distance λ/2 entre deux résonances et la largeur à
mi-hauteur λ/2F du pic d’Airy (voir la figure 1.3).
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Fig. 1.3 – Courbe du haut : pic d’Airy décrit par l’intensité intracavité lorsque la longueur de la
cavité est balayée au voisinage d’une résonance. Courbe du bas : déphasage du faisceau réfléchi par la
cavité.

La phase du champ réfléchi est sensible à un changement de longueur de la cavité.
Lorsque le miroir se déplace d’une quantité λ/2F de part et d’autre de la résonance,
la phase du faisceau réfléchi subit une variation égale à 2π. On constate sur la figure
1.3 que la pente de la courbe représentant la phase du champ réfléchi en fonction de
la longueur de la cavité est maximale à résonance et vaut 8F/λ. Le déphasage δϕout

produit au voisinage d’une résonance par un petit déplacement δx du miroir mobile
s’écrit alors :

δϕout = 8F δx

λ
. (1.9)

Ce déphasage est de l’ordre du déphasage sur un aller-retour [équation (1.7)] multiplié
par la finesse F , c’est-à-dire par le nombre d’aller-retour de la lumière dans la cavité.

La multiplication des aller-retours de la lumière entre les deux miroirs amplifie ainsi
le couplage entre le faisceau lumineux et le miroir mobile. L’utilisation d’une cavité
optique augmente donc le couplage optomécanique et le rend accessible à l’observation
expérimentale : aussi bien les effets de pression de radiation, proportionnels à l’intensité
intracavité, que le déphasage produit par le déplacement du miroir sont amplifiés d’un
facteur de l’ordre de grandeur de F . On voit en particulier sur la dernière équation
que la phase du faisceau réfléchi est très sensible à des déplacements du miroir mobile
et peut varier notablement pour des déplacements du miroir d’une très petite fraction
de longueur d’onde. Ce dispositif se révèle donc un outil extrêmement puissant pour
mesurer des petits déplacements avec une très grande sensibilité. Cette dernière dépend
du bruit propre du faisceau lumineux utilisé comme sonde, qui peut être réduit aux
fluctuations quantiques de la lumière.
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N
ϕ

(a) (b)

Fig. 1.4 – Courbe de gauche : distribution de quasiprobabilité d’un état cohérent. Courbe de droite :
représentation schématique du champ et de ses fluctuations.

Description quantique des champs

D’après la théorie de l’électrodynamique quantique, le champ électromagnétique
se décompose en une somme de modes équivalents à des oscillateurs harmoniques
indépendants [36]. On supposera dans la suite que le champ peut être décrit par un seul
mode de fréquence optique ω0, avec une direction de propagation et un état de polari-
sation donnés. Il est alors caractérisé par des opérateurs de création et d’annihilation
a et a†. Ces opérateurs obéissent aux lois de commutation :

[a, a†] = 1. (1.10)

On peut aussi définir deux opérateurs a1 et a2, appelés quadratures du champ, qui sont
reliés aux parties réelle et imaginaire du champ :

a1 = a+ a†, (1.11)

a2 = i(a† − a). (1.12)

De même que les opérateurs a et a† qui les composent, les quadratures du champ ne
commutent pas. Les dispersions ∆a1 et ∆a2 de ces deux opérateurs quantiques vérifient
une inégalité de Heisenberg :

∆a1∆a2 ≥ 1. (1.13)

Cette inégalité implique l’existence de fluctuations quantiques pour ces variables. La
méthode semi-classique que nous présentons dans le paragraphe suivant se révèle très
bien adaptée pour décrire ces fluctuations et permet de leur associer une représentation
géométrique dans l’espace des phases.

Représentation de Wigner

La méthode semi-classique [37, 38, 39] consiste à associer des variables aléatoires
classiques α et α∗, complexes conjuguées l’une de l’autre, aux opérateurs a et a† du
champ. La distribution de quasiprobabilité de Wigner [40] décrit alors la loi de probabi-
lité des variables α et α∗. Elle est définie de sorte que toute valeur moyenne quantique
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de produit d’opérateurs a et a† rangés dans l’ordre symétrique est égale à la valeur
moyenne de la même combinaison des variables α et α∗ pondérée par la distribution de
Wigner. Le champ semi-classique α peut s’écrire comme la somme de sa valeur moyenne
α correspondant à la valeur classique du champ et de ses fluctuations δα régies par une
loi de probabilité semi-classique et caractérisant les fluctuations quantiques :

α = α+ δα. (1.14)

Pour les états cohérents du champ qui modélisent relativement bien l’état du champ
produit par un laser, la distribution de Wigner est positive. Elle peut être considérée
comme une véritable distribution de probabilité, et les variables α et α∗ représentent
les valeurs possibles du champ. La figure 1.4 montre la fonction de Wigner pour un
état cohérent. Le plan horizontal représente l’espace des phases, dont les axes sont
définis par les quadratures α1 et α2 qui sont les analogues semi-classiques des opérateurs
a1 et a2 (parties réelle et imaginaire de α). La distribution de Wigner est dans ce
cas une Gaussienne, centrée en la valeur moyenne α du champ qui correspond à sa
valeur classique, et dont la variance est égale à 1 dans toutes les directions. On a donc
∆α1 = ∆α2 = 1 et un état cohérent correspond à un état minimal pour l’inégalité de
Heisenberg [équation (1.13)].

La courbe de droite de la figure 1.4 montre la courbe de niveau d’équiprobabilité
à 1/e de la distribution de Wigner dans le plan {α1, α2}. Les fluctuations quantiques
sont alors décrites par un disque de diamètre 1 centré autour de la valeur moyenne du
champ α. On peut interpréter chaque point du disque comme une réalisation possible
du champ.

Il est aussi possible de définir une quadrature quelconque du champ par,

αθ = e−iθα + eiθα∗. (1.15)

Cette définition revient à changer le système d’axe de l’espace des phases en effectuant
une rotation des axes d’un angle θ. La dispersion de la quadrature αθ est alors obtenue
en projetant la distribution sur l’axe d’angle θ. Dans le cas d’un état cohérent les
dispersions dans toutes les directions sont égales à 1 :

∆αθ = 1. (1.16)

Pour une réalisation du champ représentée par un point dans l’espace des phases,
la distance à l’origine représente l’amplitude du champ et l’angle avec l’axe horizontal
α1 sa phase :

α =
√
Neiϕ, (1.17)

où N = |α|2 est le nombre de photons dans le mode et ϕ la phase du champ. Les
fluctuations quantiques d’intensité et de phase du champ peuvent alors être estimées

en linéarisant cette expression autour de la valeur moyenne du champ α =
√
Nei ϕ. On

obtient les expressions suivantes pour les fluctuations δN et δϕ :

δN = |α|δαϕ, (1.18)

δϕ =
1

2|α|δαϕ+π/2. (1.19)
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La quadrature dite d’amplitude δαϕ parallèle au champ moyen est reliée au bruit d’in-
tensité, et la quadrature de phase δαϕ+π/2, dans la direction orthogonale, caractérise

le bruit de phase. La variance de l’intensité ∆N 2 est égale au nombre moyen N de
photon, ce qui est caractéristique de la distribution Poissonnienne de photon dans un
état cohérent. Les fluctuations relatives d’intensité ∆N/N décroissent donc quand l’in-

tensité augmente avec une dépendance en 1/
√
N . La variance des fluctuations de phase

est quant-à-elle inversement proportionnelle au nombre de photons :

∆ϕ2 =
1

4N
. (1.20)

On peut interpréter ce résultat en remarquant que la dispersion de phase ∆ϕ correspond
à l’angle sont lequel la distribution du champ est vue depuis l’origine (voir figure 1.4).
La distribution ayant une dispersion unité dans toute les directions et indépendamment
de l’amplitude du champ, ∆ϕ décrôıt donc quand l’intensité augmente et que la distri-
bution s’éloigne de l’origine.

Les quantités N et ϕ sont deux variables quantiques qui ne commutent pas et leur
dispersion vérifie une inégalité de Heisenberg :

∆N∆ϕ ≥ 1

2
. (1.21)

Un état cohérent du champ est donc un état minimal pour cette inégalité. Les fluc-
tuations d’intensité et de phase correspondent en fait au minimum accessible avec des
états classiques de la lumière et définissent le bruit quantique standard.

Limite dans la mesure de petits déplacements

Comme nous l’avons déjà évoqué plus haut, la phase du faisceau réfléchi par la cavité
Fabry-Perot de grande finesse est très sensible à résonance au déplacement du miroir
mobile et peut être utilisée pour mesurer sa position. Pour déterminer la sensibilité
d’une telle mesure il faut prendre en compte les fluctuations quantiques de phase du
faisceau lumineux que nous avons décrit dans le paragraphe précédent. Si l’on injecte
un faisceau laser cohérent dans la cavité et si l’on néglige les effets de la pression de
radiation sur le miroir mobile, le faisceau réfléchi par la cavité retranscrit les fluctuations
de phase intrinsèques du faisceau incident. Ce bruit de phase δϕin d’origine quantique se
superpose aux variations de phase dues aux déplacements du miroir mobile et l’équation
(1.9) devient :

δϕout = 8F δx

λ
+ δϕin. (1.22)

La description précédente du champ électromagnétique correspond à un modèle où
le champ est quantifié dans une bôıte cubique de dimensions finies. Le passage à un
faisceau lumineux se propageant est réalisé en faisant tendre la longueur de la bôıte vers
l’infini et en remplaçant le nombre N de photon par un flux de photon [39]. L’approche
semi-classique présentée ci-dessus se généralise et décrit les fluctuations du champ à
toutes les fréquences. En particulier les fluctuations de phase δϕin[Ω] d’un faisceau
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cohérent à la fréquence Ω ont une amplitude inversement proportionnelle à la racine

carrée du flux moyen de photons I
in

. Le spectre de ces fluctuations s’écrit :

Sin
ϕ [Ω] =

1

4I
in . (1.23)

Le plus petit déplacement mesurable δxmin est défini à partir de l’équation (1.22) en
égalisant le signal au bruit :

δxmin =
λ

16F
1

√

I
in
. (1.24)

Cette équation montre que la sensibilité de la mesure est d’autant plus grande que la
finesse de la cavité et l’intensité incidente sont grandes. Nous verrons cependant dans
un modèle plus complet du système que l’augmentation de ces paramètres entrâıne un
excès de bruit de position dû à l’action en retour de la lumière, ce qui conduit à une
limite quantique standard pour la mesure de déplacement.

Dans notre expérience, nous utilisons une source laser titane-saphir travaillant aux
alentours de λ = 810 nm, longueur d’onde pour laquelle il existe des miroirs de très
grande réflectivité et de très faibles pertes. La qualité des traitements optiques actuels
permet d’envisager une cavité de finesse égale à 300 000 supportant une puissance in-
cidente de quelques milliwatts. La puissance lumineuse P est reliée au nombre I de
photons par seconde,

P =
hc

λ
I, (1.25)

où hc/λ est l’énergie d’un photon. Une puissance incidente de 3 mW correspond à un

flux moyen I
in

égal à 2 × 1016 photon/s, et on obtient d’après l’équation (1.24) une

sensibilité de 10−21 m/
√
Hz. L’unité en m/

√
Hz correspond à une amplitude spectrale

et caractérise le fait que le signal doit être comparé à un bruit blanc, c’est-à-dire à
une fonction aléatoire dont le spectre est plat en fréquence. La mesure s’effectue au
travers d’un filtrage en fréquence ou en intégrant le signal pendant un certain temps.
En diminuant la bande passante du filtre d’un facteur 2 ou en effectuant la moyennage
du signal pendant un temps deux fois plus long, le plus petit déplacement mesurable
est divisé par un facteur

√
2. La valeur particulière de la sensibilité calculée ci-dessus

signifie qu’en intégrant le signal sur une seconde ou en l’observant au travers d’un filtre
de 1 Hz de bande passante, on serait capable d’observer des déplacements de l’ordre
de 10−21 m.

1.1.2 Mouvement d’un résonateur mécanique

L’observation du bruit thermique des miroirs avec une sensibilité limitée uniquement
par le bruit de photon de la lumière impose des conditions sévères sur les caractéristiques
du système. Les fluctuations de position du miroir dues au bruit thermique doivent être
grandes devant les autres bruits dans le dispositif. Parmi les principales limitations de
la sensibilité [6], on trouve le bruit sismique et les vibrations sonores qui agissent à
basse fréquence et provoquent essentiellement un mouvement global du miroir, en ex-
citant les modes de vibration mécanique du système de fixation des miroirs. Les bruits
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de fréquence et d’intensité du laser dus aux vibrations des éléments optiques qui le
constituent sont eux aussi importants pour des fréquences pouvant aller jusqu’à plu-
sieurs centaines de kilohertz. Malgré les différents asservissements électroniques servant
à stabiliser la longueur de la cavité laser, le spectre de bruit de fréquence du faisceau
de mesure présente un excès de bruit jusqu’à des fréquences de l’ordre du mégahertz.

Travailler à des fréquences élevées permet de s’affranchir de ces sources de bruit. Au
dessus du mégahertz le faisceau laser est au bruit quantique standard et le support des
miroirs ne présente plus de mode de vibration d’amplitude observable. Pour réaliser nos
miroirs mobiles, nous nous sommes ainsi intéressés aux modes de vibration interne du
substrat qui produisent une déformation de la surface du miroir à des fréquences pou-
vant être relativement grandes. La vitesse du son dans la silice fondue atteint une valeur
de 6000 m/s. En utilisant des substrats de faible épaisseur (quelques millimètres), on
peut obtenir des modes de vibration interne du miroir ayant une fréquence de résonance
supérieure au mégahertz.

Nous présentons dans cette partie la description modale du mouvement du miroir.
Nous verrons en particulier comment décrire ce mouvement pour des fréquences voisines
d’une fréquence de résonance en déterminant les paramètres qui caractérisent le mode
résonnant, en montrant comment il peut être excité et en modélisant également la
réponse des autres modes. On considère ensuite le couplage optomécanique entre les
modes de vibration du miroir et le faisceau de mesure.

Equation élastique et modes propres de vibration d’un résonateur

Les déformations de la surface du miroir sont provoquées par la propagation d’ondes
acoustiques dans le matériau constituant le substrat. Nous utilisons pour réaliser nos
miroirs de la silice fondue (Herasil), qui est un matériau homogène et isotrope. Dans
ce cas la propagation d’une déformation u(r, t) à l’intérieur du substrat est décrite par
l’équation d’élasticité [41] :

ρ
∂2

∂t2
u(r, t) = µ∆u(r, t) + (λ+ µ)∇(∇ · u(r, t)), (1.26)

où ρ est la masse volumique du matériau, et λ et µ ses constantes de Lamé.
La géométrie particulière du résonateur intervient dans les conditions aux limites

que doit satisfaire la déformation u(r, t) sur la surface du résonateur. Ces conditions
dépendent du système de fixation du miroir et peuvent être relativement complexes à
modéliser. Le couplage avec l’environnement extérieur s’accompagne généralement de
phénomènes de dissipation dégradant les facteurs de qualité du résonateur. Les systèmes
de maintien des miroirs que nous utilisons tendent à isoler aux maximum le miroir, afin
de se rapprocher du cas d’un résonateur libre dont les conditions aux limites s’écrivent
en un point r de la surface :

∑

j

σij(r, t)nj = 0, (1.27)

où n désigne le vecteur normal à la surface et où [σ] représente le tenseur des contraintes
défini à partir du tenseur des déformations [u] par :

σij = 2µuij + λ∇ · u δij, (1.28)
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uij =
1

2

(

∂uj

∂xi
+
∂ui

∂xj

)

. (1.29)

On cherche des solutions stationnaires de l’équation de propagation (1.26) sous la
forme u(r, t) = u(r)eiΩt, où Ω est la fréquence d’évolution de l’onde acoustique. La
déformation acoustique peut se décomposer en une partie longitudinale produisant un
déplacement dans la direction de propagation de l’onde (onde de compression), et une
partie transverse induisant des déplacements dans le plan perpendiculaire au vecteur
d’onde (onde de cisaillement) :

u(r) = ul(r) + ut(r), (1.30)

avec

∇× ul(r) = 0 , ∇ · ut(r) = 0. (1.31)

Ces propriétés, utilisées dans l’équation de propagation (1.26), donnent l’équation
d’évolution des ondes longitudinale et transverse,

∆ul(r) +
Ω2

c2l
ul(r) = 0, (1.32)

∆ut(r) +
Ω2

c2t
ul(r) = 0, (1.33)

où cl et ct désignent respectivement les vitesses de propagation des ondes longitudinale
et transverse,

cl =
√

(λ+ 2µ)/ρ, (1.34)

ct =
√

µ/ρ. (1.35)

Les équations (1.32) et (1.33) couplées aux conditions aux limites (1.27) possèdent une
série de solutions un(r) formant une base orthogonale (pour le produit scalaire défini
comme l’intégrale sur le volume du résonateur) et dont les fréquences propres Ωn se
répartissent selon des valeurs discrètes. La déformation du résonateur se décompose
alors sur tous les modes propres de vibration selon :

u(r, t) =
∑

n

an(t)un(r), (1.36)

où les amplitudes an(t) des différents modes acoustiques un(r) dépendent des forces
appliquées sur le résonateur.

Mouvement du résonateur

La décomposition modale permet de déterminer le comportement du résonateur en
s’intéressant à l’évolution temporelle de chaque mode pris individuellement. Nous allons
caractériser un mode particulier en calculant l’énergie E qui lui est associée. Nous allons
tout d’abord considérer le cas d’un résonateur libre soumis à aucune force extérieure.
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Les énergies cinétique et potentielle se calculent en intégrant les densités d’énergie
sur le volume du résonateur. L’énergie cinétique s’écrit :

Ec =
1

2

∫

d3r ρ

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(r, t)

∣

∣

∣

∣

2

. (1.37)

Grâce à la décomposition modale (1.36) et en utilisant l’orthogonalité des modes acous-
tiques un(r), on trouve :

Ec =
∑

n

1

2
Mn

[

dan

dt
(t)

]2

, (1.38)

où Mn est la masse effective du mode un(r) définie par :

Mn = ρ

∫

d3r |un(r)|2. (1.39)

Ce paramètre apparâıt sous la forme du produit de la masse volumique par le volume
du mode acoustique. Mn correspond à la masse du résonateur effectivement mise en
mouvement lors de l’excitation du mode un(r).

L’énergie potentielle élastique est reliée au tenseur des contraintes [σ] et au tenseur
des déformations [u] par :

Ep =
1

2

∑

ij

∫

d3rσijuij. (1.40)

Une intégration par partie de l’équation ci-dessus donne :

Ep =
1

2

∑

ij

∫

d3r

[

∂(σijuj)

∂xi
− ∂σij

∂xi
uj

]

. (1.41)

Le premier terme donne l’intégrale sur la surface du résonateur de σijuj qui est nulle
dans le cas d’un résonateur libre [équation (1.27)]. En utilisant la définition de σij,
l’énergie potentielle se met sous la forme :

Ep = −1

2

∫

d3 r {(λ+ 2µ)(∇(∇ · u) · u) − µ[∇× (∇× u)] · u} . (1.42)

En considérant une onde de compression (vérifiant l’équation (1.31)), l’expression
précédente peut être simplifiée en :

Ep = −1

2
ρc2l

∫

d3r ul(r, t) · ∆ul(r, t). (1.43)

Pour une onde de cisaillement on trouve une expression totalement analogue mais en
remplaçant la vitesse des ondes longitudinales cl par la vitesse ct des ondes transver-
sales. Dans les deux cas, la décomposition en modes propres (1.36) et les équations
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de propagation (1.32) et (1.33), permettent d’écrire l’énergie potentielle comme une
somme sur tous les modes :

Ep = −1

2

∑

n,m

ρΩ2
n

2
an(t)am(t)

∫

d3r un(r) · um(r). (1.44)

L’orthogonalité des modes propres conduit à l’expression :

Ep =
∑

n

1

2
MnΩ2

n[an(t)]2. (1.45)

La somme de l’énergie potentielle et cinétique fournit l’expression de l’énergie totale
de vibration du résonateur E :

E =
∑

n

1

2
Mn

{

[

dan

dt
(t)

]2

+ Ω2
n[an(t)]2

}

. (1.46)

Cette expression fait apparâıtre l’énergie d’une somme d’oscillateurs harmoniques de
masses Mn et de fréquences Ωn. Le mouvement du résonateur libre et non amorti se
décompose sur les modes acoustiques internes dont les amplitudes se comportent comme
des oscillateurs harmoniques indépendants.

Effet d’une force appliquée

Nous allons maintenant décrire l’effet d’une force appliquée au résonateur sur l’évolution
temporelle des amplitudes des modes acoustiques. Nous avions considéré jusqu’à présent
un résonateur de géométrie quelconque. Nous supposerons désormais l’existence d’une
face plane sur laquelle est déposé le miroir. L’axe (Oz) est défini comme l’axe normal à
cette face et le miroir se situe en z = 0. On se limitera dans la suite au cas d’une force
appliquée au niveau de la surface du miroir. Pour prendre en compte cette force, il faut
rajouter dans l’expression de l’énergie totale du résonateur un terme supplémentaire
qui est l’opposé du travail de la force sur la surface,

W = −〈F(r, t),u(r, t)〉, (1.47)

où F(r, t) est la force par unité de surface appliquée au point r et où les crochets
désignent le produit scalaire de deux fonctions définies sur la surface du miroir :

〈f, g〉 =

∫

S

d2rf(r)g(r). (1.48)

où l’intégration s’effectue sur toute la surface plane du résonateur. La décomposition
du mouvement en modes propres donne alors un travail W égal à :

W = −
∑

n

〈F(r, t),un(r)〉an(t), (1.49)

En ajoutant ce terme à l’énergie totale du résonateur [équation (1.46)], on obtient :

E + W =
∑

n

{

1

2
Mn

[

dan

dt
(t)

]2

+
1

2
MnΩ2

n[an(t)]2 − 〈F(r, t),un(r)〉an(t)

}

. (1.50)
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L’énergie peut se mettre une fois encore sous la forme de l’énergie d’un ensemble d’os-
cillateurs harmoniques indépendants. Chaque oscillateur est désormais soumis à une
force 〈F(r, t),un(r)〉. Ce terme représente le recouvrement spatial entre la force et le
profil du mode acoustique au niveau de la surface du résonateur. Les amplitudes an

sont indépendantes et leur nombre est égal au nombre de degrés de liberté dans le
mouvement du résonateur. En appliquant les équations de Hamilton sur l’amplitude
an(t) d’un mode particulier on trouve une équation d’évolution similaire à celle d’un
oscillateur harmonique :

d2an

dt2
(t) + Ω2

nan(t) =
1

Mn

〈F(r, t),un(r)〉. (1.51)

Cette équation transposée dans l’espace de Fourier, donne finalement l’expression de
l’amplitude spectrale de chaque mode en fonction du recouvrement de la force appliquée
au résonateur avec le mode n :

an[Ω] = χn[Ω]〈F(r,Ω),un(r)〉, (1.52)

où l’on a introduit la susceptibilité χn = 1/Mn(Ω2
n −Ω2) du mode acoustique, similaire

à celle d’un oscillateur harmonique non amorti, de masse Mn et de fréquence propre
Ωn.

Effet de la dissipation dans le résonateur

Jusqu’à présent nous avons considéré un résonateur idéal sans phénomènes de dissi-
pation. La décomposition en modes propres équivalents à des oscillateurs harmoniques
va permettre de modéliser les pertes du résonateur en ajoutant un terme d’amortisse-
ment dans les équations d’évolution des amplitudes de chaque mode. Tout phénomène
de dissipation s’accompagne également de fluctuations du système dues au couplage
avec le bain thermique que constitue l’environnement extérieur.

Dans le cas d’un oscillateur harmonique la dissipation est représentée par un angle
de perte φn[Ω] dépendant de la fréquence et du mode acoustique induisant une partie
imaginaire dans la susceptibilité χn [34] :

χn[Ω] =
1

Mn(Ω2
n − Ω2 − iΩ2

nφn[Ω])
. (1.53)

Cette expression suppose que le processus de dissipation agit indépendamment sur
chaque mode. Elle n’est en fait valable que dans le cadre de pertes homogènes dans
le résonateur. La présence de pertes inhomogènes introduites par exemple par le trai-
tement optique du miroir nécessite de prendre en compte des termes croisés faisant
intervenir un couplage entre les modes de vibration [42]. Nous supposerons cependant
que ces effets sont petits et considérerons comme valide l’expression (1.53).

Le paramètre φn[Ω] dépend des mécanismes de dissipation dans le résonateur qui
sont actuellement encore mal connus et il n’existe pas d’expression générale pour l’angle
de perte valable à toute fréquence. Nous utiliserons donc des hypothèses simplificatrices
pour exprimer sa dépendance en fréquence. Un modèle basé sur la mesure des pertes
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acoustiques essentiellement valable dans la zone de fréquence correspondant aux ultra-
sons prédit un angle de perte constant avec la fréquence :

φn[Ω] =
1

Qn

, (1.54)

où Qn est le facteur de qualité du mode acoustique.
Un autre modèle couramment employé est celui d’un amortissement de type vis-

queux où l’oscillateur est soumis à une force proportionnelle et opposée à sa vitesse.
L’angle de perte se met alors sous la forme :

φn[Ω] =
Ω

QnΩn
. (1.55)

Cette description sera utilisée dans ce mémoire. Notons cependant que les deux modèles
sont équivalents pour des fréquences voisines de la fréquence de résonance.

Les fluctuations associées au processus de dissipation sont décrites par une force de
Langevin FTn

, agissant sur chaque mode acoustique. On obtient un ensemble de forces
indépendantes les unes des autres et dont le spectre est relié à la partie imaginaire de la
susceptibilité mécanique par le théorème fluctuations-dissipation [équation (1.3)] [34] :

ST,n[Ω] = −2kBT

Ω
Im

(

1

χn[Ω]

)

, (1.56)

où kB est la constante de Boltzmann et T la température du bain thermique.
Les amplitudes des modes acoustiques décrivant le mouvement du résonateur couplé

avec un bain thermique à la température T et soumis à une force extérieure F, s’ex-
priment dans l’espace de Fourier sous la forme :

an[Ω] = χn[Ω] (〈F(r,Ω),un(r)〉 + FT,n[Ω]) . (1.57)

On obtient finalement l’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique amorti,
soumis à une force aléatoire due au bruit thermique et à une force extérieure représentant
le recouvrement de la force F avec le profil du mode acoustique.

1.1.3 Description du champ dans la cavité

Dans cette section nous étudions de manière plus complète le champ dans la cavité.
Nous décrivons le champ de manière tridimensionnelle. Toutefois la cavité sélectionne
des modes particuliers du champ. Lorsque le faisceau laser incident est spatialement
adapté au mode TEM00 de la cavité, nous allons montrer que l’évolution du champ
peut être obtenue à l’aide d’une description monodimensionnelle équivalente [33].

Nous avons vu dans la section précédente que les déplacements du miroir mobile
sont en fait dus aux déformations de sa surface. Nous commençons cette section par
la description de l’effet d’une telle déformation sur le champ et montrons qu’elle est
équivalente à un déplacement monodimensionnel du miroir. Ceci permet ensuite de
décrire l’évolution ainsi que les états stationnaires du champ intracavité.
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lumineux
Faisceau

Coupleur Mirroir mobile

E ′

, α′

E , αE in, αin

Eout, αout

u(r, z = 0, t)

Fig. 1.5 – Description des champs incident, sortant, et intracavité.

Effet d’une déformation du miroir sur le champ

Les déplacements du miroir que nous étudions sont dus à des déformations de la
surface du résonateur sur lequel il est déposé. Nous allons déterminer dans ce paragraphe
l’effet d’une telle déformation sur le champ intracavité. On s’intéresse à une cavité
plan-concave, dont le miroir plan est déposé sur le résonateur. Une telle cavité présente
une série de résonances optiques repérées par trois indices p, q et l, et de profil vpql

Gaussien en intensité. Le faisceau incident est supposé TEM00 résonnant avec le mode
fondamental de la cavité. Le profil spatial v0 du champ au niveau du miroir plan est
donné par :

v0(r) =

√

2

πw2
0

e−r2/w2
0 , (1.58)

où w0 est le col du faisceau (waist) situé dans le plan du miroir. Le champ dans ce plan
est donc de la forme :

E(r, t) = v0(r)α(t)e−iω0t, (1.59)

où ω0 est la fréquence optique et α(t) l’amplitude du champ dépendant lentement du
temps.

Le champ se réfléchissant sur le miroir mobile, dont le déplacement est u(r, z = 0, t),
subit un déphasage dépendant du point r de réflexion et devient :

E ′(r, t) = v0(r)α(t)e−iω0te2ik.u(r,z=0,t). (1.60)

Le champ après réflexion n’est plus purement TEM00 et possède des composantes non
nulles sur les modes propres optiques vpql de la cavité :

E ′(r, t) =
∑

p,q,l

〈v0(r)e
2ik.u(r,z=0,t), vpql(r)〉 vpql(r)α(t)e−iω0t, (1.61)

où les crochets désignent l’intégrale de recouvrement au niveau de la surface du mi-
roir. On s’intéresse à des déformations acoustiques du résonateur, et les fréquences
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d’évolution de u(r, z = 0, t) ne dépassent pas la dizaine de mégahertz. L’intervalle
entre les fréquences optiques des cavités non dégénérées que nous utilisons (voir sec-
tion 1.2.1) est quant-à-lui supérieur au gigahertz. Dans ces conditions seul le mode
TEM00 est résonnant avec la cavité et la contribution des autres modes est négligeable.
L’équation (1.61) se réduit à un seul terme et s’écrit :

E ′(r, t) = 〈v0(r)e
2ik.u(r,z=0,t), v0(r)〉 E(r, t). (1.62)

En considérant les déplacements très petits par rapport à la longueur d’onde du faisceau
incident, on peut faire un développement au premier ordre de cette expression qui
devient :

E ′(r, t) =
(

1 + 2ik.〈u, v2
0〉
)

E(r, t) (1.63)

Lors d’une réflexion sur le miroir mobile, le champ subit uniquement un déphasage
proportionnel à la moyenne du déplacement du miroir pondérée par l’intensité locale
v2
0 du champ. En comparant cette expression au déphasage subi pour un déplacement

monodimensionnel (équation (1.7)), il apparâıt qu’une déformation de la surface du
miroir est ainsi équivalente à un déplacement effectif x monodimensionnel qui fait
intervenir le recouvrement entre la déformation et le faisceau de mesure et dont la
valeur est :

x(t) = 〈u(t), v2
0〉, (1.64)

où u est le déplacement du miroir projeté sur la direction du faisceau lumineux.

Susceptibilité effective d’un mode acoustique

Ce résultat permet de réinterpréter le mouvement du miroir vu par la lumière
en faisant apparâıtre une susceptibilité effective pour chaque mode acoustique. La
décomposition modale donnée par les équations (1.36) et (1.57) peut être introduite
dans l’expression du déplacement vu par le faisceau lumineux [équation (1.64)] :

x[Ω] =
∑

n

〈un, v
2
0〉χn[Ω] (〈F(r,Ω),un(r)〉 + FT,n[Ω]) (1.65)

où un désigne le déplacement du n-ème mode projeté sur la direction du faisceau lu-
mineux. Dans le cas particulier où la force F est la force de pression de radiation Frad

exercée par le faisceau intracavité, le profil de la force dans le plan du miroir est donné
par,

Frad(r, t) = 2~k|E(r, t)|2 = 2~kv2
0(r)I(t), (1.66)

où I est le flux de photons défini par,

I(t) =

∫

S

dr2|E(r, t)|2 = |α(t)|2, (1.67)
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où l’intégrale porte sur une surface perpendiculaire à la direction de propagation du
faisceau (par exemple la surface du miroir). Le déplacement se met alors sous la forme :

x[Ω] =
∑

n

〈un, v
2
0〉2 χn[Ω]

(

2~kI[Ω] +
1

〈un, v2
0〉
FT,n[Ω]

)

. (1.68)

Dans ces conditions il est possible de définir une susceptibilité effective qui inclut le
recouvrement spatial entre la déformation due au n-ème mode avec le faisceau lumineux.
L’équation précédente se transforme en :

x[Ω] =
∑

n

χeff
n [Ω]

(

2~kI[Ω] + F eff
T,n[Ω]

)

, (1.69)

où χeff
n est la susceptibilité d’un oscillateur harmonique,

χeff
n =

1

M eff
n (Ω2

n − Ω2 − iΩΩn/Qn)
, (1.70)

semblable à χn mais où l’on a introduit une masse effective M eff
n ,

M eff
n =

Mn

〈un, v2
0〉2

, (1.71)

et où la force F eff
T,n est définie à partir de la force de Langevin agissant sur le mode n

en prenant en compte le recouvrement avec la lumière :

F eff
T,n =

FT,n

〈un, v
2
0〉
. (1.72)

Il ressort de la définition de l’équation (1.71) que la masse effective peut devenir infinie
lorsque le recouvrement entre la lumière et le mode est nul. Ceci traduit le fait que dans
ce cas particulier la lumière n’est pas sensible aux déplacements du miroir provoqués par
ce mode. On peut également s’assurer grâce aux relations (1.56) et (1.70–1.72) que la
force de Langevin effective F eff

T,n agissant sur le mode n vérifie le théorème fluctuations-

dissipation associé à la susceptibilité χeff
n :

Seff
T,n[Ω] = −2kBT

Ω
Im

(

1

χeff
n [Ω]

)

. (1.73)

On peut alors définir une susceptibilité effective totale χeff décrivant le comporte-
ment du miroir dû à l’ensemble des modes acoustiques sous l’effet de la pression de
radiation du faisceau intracavité et du couplage avec le bain thermique :

x[Ω] = χeff [Ω]
(

2~kI[Ω] + F eff
T [Ω]

)

, (1.74)

avec

χeff [Ω] =
∑

n

χeff
n [Ω], (1.75)

F eff
T [Ω] =

∑

n

χeff
n [Ω]

χeff [Ω]
F eff

T,n. (1.76)



1.1. DESCRIPTION GÉNÉRALE 23

La force de Langevin effective F eff
T ainsi définie vérifie bien, d’après les équations (1.73),

(1.75) et (1.76), le théorème fluctuations-dissipation associé à la susceptibilité totale
χeff . On retrouve finalement dans l’expression (1.74) que le mouvement du miroir x
vu par le faisceau lumineux peut être décrit de manière monodimensionnelle, de façon
équivalente aux équations (1.5) et (1.6). En particulier la force de pression de radiation
ne fait intervenir que l’intensité totale I[Ω] dans le mode TEM00 résonnant de la cavité.
La susceptibilité effective χeff décrivant le couplage optomécanique n’est bien sûr plus
celle d’un simple oscillateur harmonique, mais elle contient la réponse de tous les modes
acoustiques du miroir et leur recouvrement spatial avec la lumière.

Evolution du champ dans la cavité

On suppose que le miroir mobile est totalement réfléchissant, et que le coupleur
d’entrée a une très grande réflectivité r = 1 − γ, avec γ � 1. On suppose également
que les pertes sont négligeables. La transmission en amplitude du miroir d’entrée est
notée t. La cavité est caractérisée par sa longueur L0 lorsque le miroir est immobile.

La conservation de l’énergie appliquée aux champs de part et d’autre du miroir
d’entrée fournit des relations linéaires et unitaires entre les amplitudes des champs
incidents et réfléchis par la cavité (les amplitudes lentement variables sont définies par
des relations similaires à l’équation (1.59)) :

α(t) = tαin(t) + rα′(t), (1.77)

αout(t) = tα′(t) − rαin(t). (1.78)

L’unitarité de ces relations impose que la transmission t du coupleur soit égale à
√

2γ.
Le champ intracavité α à un instant donné t est ainsi la somme de la partie du champ
incident αin transmis par la cavité et du champ intracavité α′ ayant déjà effectué un
aller-retour entre les miroirs (voir figure 1.5). Le champ sortant est égal au champ
intracavité transmis par le coupleur, superposé au champ incident directement réfléchi
par le coupleur. La propagation du champ dans la cavité permet alors de relier les
champs α et α′ par l’équation :

α′(t) = α(t− τ)eiΨ(t), (1.79)

où τ est le temps mis par la lumière pour effectuer un aller-retour dans la cavité et
Ψ(t) représente le déphasage que subit le champ intracavité lors d’un aller-retour défini
par :

Ψ(t) ≡ 2kL(t) [2π], (1.80)

où k = 2π/λ est le vecteur d’onde du champ. La longueur L(t) de la cavité vue par
la lumière se décompose en la somme d’un terme L0 dû à la propagation du champ
entre les miroirs lorsque le miroir mobile est dans sa position de repos, et d’un terme
dû à la réflexion sur la surface du miroir qui d’après les équations (1.63) et (1.64) est
équivalent à un trajet optique supplémentaire x(t) :

L(t) = L0 + x(t). (1.81)
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Le temps de propagation τ est une quantité qui dépend du déplacement x du miroir
mobile. Cependant dans le cas de petits déplacements du miroir, les variations du temps
τ peuvent être négligées et l’on peut écrire :

τ = 2L0/c. (1.82)

Pour une cavité proche de résonance (ψ(t) � 1) et de grande finesse (γ � 1),
l’enveloppe du champ varie peu sur un aller-retour. On retrouve alors les expressions
usuelles d’évolution du champ dans une cavité Fabry-Perot à une seule entrée-sortie
[35], avec un terme supplémentaire de déphasage Ψ(t) dû au déplacement effectif x(t)
du miroir mobile :

τ
d

dt
α(t) = [−γ + iΨ(t)]α(t) +

√

2γαin(t), (1.83)

αout(t) =
√

2γα(t) − αin(t), (1.84)

Ψ(t) = Ψ0 + 2kx(t), (1.85)

où Ψ0 ≡ ω0τ [2π] est le déphasage induit par la cavité lorsque le miroir mobile est
dans sa position de repos. Ces équations montrent que le champ peut également être
traité de manière monodimensionnelle, en utilisant les amplitudes lentement variables
du champ dans le mode TEM00. Elles ne dépendent en particulier que du déplacement
effectif x(t) du miroir.

Etats stationnaires du champ

On décrit dans ce paragraphe les états stationnaires du champ et du miroir. Le dépla-
cement moyen x représente la somme des contributions statiques de tous les modes de
vibration du miroir. x est obtenu à partir de l’équation (1.74) à fréquence nulle et
moyennée sur toute les réalisations possibles de la force de Langevin :

x = 2~kχ[0]I, (1.86)

où I = |α|2 est l’intensité moyenne du champ intracavité. Le déphasage moyen ψ du
champ dans la cavité est alors donné par l’équation (1.85) :

Ψ = Ψ0 + ΨNL, (1.87)

où l’on a introduit le déphasage non linéaire ΨNL dû au déplacement du miroir sous
l’effet de la pression de radiation moyenne du champ intracavité :

ΨNL = 4~k2χ[0]I. (1.88)

Ce déphasage induit un terme cubique en l’amplitude α du champ intracavité dans
l’équation (1.83). Il produit un effet sur le champ équivalent à un effet Kerr capable de
produire un état comprimé du champ [43, 22].

La valeur moyenne des champs intracavité et réfléchi dans l’état stationnaire s’ob-
tient à partir des équations (1.83) et (1.84) en prenant dα

dt
= 0 :

α =

√
2γ

γ − iΨ
αin, (1.89)

αout =
γ + iΨ

γ − iΨ
αin. (1.90)



1.1. DESCRIPTION GÉNÉRALE 25
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Fig. 1.6 – Déformation du pic d’Airy de l’intensité intracavité pour un déphasage non linéaire ΨNL

négligeable devant γ (courbe en pointillé) et de l’ordre de γ (courbe en trait plein).

On retrouve les expressions usuelles des champs pour une cavité Fabry-Perot à une
seule entrée-sortie. En particulier, comme nous avons négligé les pertes au niveau des
miroirs, l’intensité réfléchie par la cavité, donnée par le module carré de αout, est égale
à l’intensité incidente. Une telle cavité n’induit donc qu’un déphasage sur le champ,
dépendant d’un terme Ψ0, représentant le désaccord entre la cavité et la lumière, et d’un
terme non linéaire ΨNL faisant intervenir l’intensité intracavité. Dans le cas où les effets
non linéaires sont petits par rapport aux pertes 2γ de la cavité (γ ± iΨ ' γ ± iΨ0),
l’intensité intracavité I décrit un pic de résonance de forme Lorentzienne lorsque le
déphasage Ψ est balayé autour du point Ψ = 0. Lorsque les effets non linéaires ne
sont pas négligeables, on observe une déformation du pic d’Airy caractéristique d’un
milieu Kerr. La figure 1.6 montre l’allure du pic d’Airy pour un déphasage non linéaire
négligeable devant γ (courbe en pointillé) et lorsqu’il est de l’ordre de γ (courbe en
trait plein). Nous décrirons en détail dans la section 5.1.1 du chapitre 5 les phénomènes
de bistabilité qui apparaissent dans le cas où ΨNL est supérieur ou de l’ordre de γ [44].

Dans le cas où les effets de pression de radiation sur le miroir mobile sont négligeables
(ΨNL � γ), la largeur du pic vaut 2γ, et, à résonance, l’intensité intracavité est am-
plifiée d’un facteur 2/γ par rapport à l’intensité moyenne incidente. Il ressort de ces
calculs la valeur de la finesse que nous avons introduite dans la première section : elle
est définie comme le rapport entre la distance entre deux résonances consécutives de la
cavité, correspondant à un déphasage Ψ = 2π, et de la largeur 2γ de la résonance. La
finesse F vaut ainsi :

F =
π

γ
. (1.91)

1.1.4 Mesure de petits déplacements

Nous avons vu qu’une cavité de grande finesse peut être utilisée pour mesurer de
très petits déplacements d’un miroir, en détectant la phase du faisceau réfléchi par
la cavité. Le schéma de la figure 1.7, qui est le cœur du montage expérimental que
nous avons utilisé, présente le principe d’une telle mesure. Un faisceau laser est injecté
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Fig. 1.7 – Principe de la mesure de petits déplacements d’un miroir mobile.

dans la cavité et une détection homodyne permet de mesurer la phase du faisceau
réfléchi. En pratique on prélève une grande partie du faisceau incident pour former un
faisceau de référence nommé oscillateur local. En mélangeant le faisceau réfléchi par la
cavité à l’oscillateur local, on peut en extraire sa phase et en déduire le déplacement
du miroir. Le circulateur permettant de séparer le faisceau incident et de mélanger
l’oscillateur local et le faisceau réfléchi par la cavité est en pratique réalisé à l’aide de
cubes séparateurs de polarisation et de lames demi et quart d’onde. Dans cette section,
nous estimons la sensibilité de la mesure de position du miroir par un tel système.

Evolution des quadratures dans la cavité

Ce paragraphe présente le traitement quantique de l’évolution du champ dans la
cavité. Nous allons en particulier nous intéresser aux fluctuations quantiques du champ
sortant de la cavité en fonction de celles du champ entrant et en fonction de la dyna-
mique du système. En considérant un champ intense envoyé dans la cavité, comme c’est
le cas pour un faisceau laser, l’intensité exprimée en nombre de photons par seconde
est très grande devant 1. Les fluctuations semi-classiques δα correspondant au bruit
quantique sont alors petites devant le champ moyen α et on peut linéariser l’équation
d’évolution de la distribution de Wigner. Dans ces conditions, l’équation obtenue pour
les fluctuations quantiques est la même que celle décrivant l’évolution classique du
système [37, 38, 39].

La sensibilité de la mesure est maximale lorsque la lumière est résonnante avec la
cavité. Dans ce cas le déphasage Ψ est nul et les équations (1.89) et (1.90) se simplifient
en :

αout = αin =

√

γ

2
α. (1.92)

Ainsi à résonance tous les champs moyens ont la même phase et on peut décider de les
prendre réels pour simplifier les expressions.

Nous décrirons les fluctuations des champs dans l’espace de Fourier en regardant
les conséquences d’un déplacement δx[Ω] sur les quadratures du champ sortant de la
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cavité. En linéarisant les équations (1.83) et (1.84) décrivant l’évolution classique du
champ dans la cavité, on obtient les expressions :

(γ − iΩτ)δα[Ω] =
√

2γδαin[Ω] + 2ikαδx[Ω], (1.93)

δαout[Ω] =
√

2γδα[Ω] − δαin[Ω]. (1.94)

Pour estimer la sensibilité de la mesure, on va s’intéresser aux quadratures p et q d’in-
tensité et de phase du champ α. Avec la convention de prendre les champs moyens réels,
ces quadratures s’identifient aux quadratures réelle et imaginaire α1 et α2 [équations
(1.11), (1.12), (1.18) et (1.19)] :

p[Ω] = α[Ω] + α∗[Ω], (1.95)

q[Ω] = i (α∗[Ω] − α[Ω]) , (1.96)

où la transformée de Fourrier α∗[Ω] de α∗(t) est égale à (α[−Ω])∗. On peut alors calculer
toutes les fluctuations d’intensité et de phase des faisceaux intracavité et réfléchi à partir
des équations (1.93) et (1.94) :

δp[Ω] =

√
2γ

γ − iΩτ
δpin[Ω], (1.97)

δq[Ω] =

√
2γ

γ − iΩτ
δqin[Ω] +

4

γ − iΩτ
αkδx[Ω], (1.98)

δpout[Ω] =
γ + iΩτ

γ − iΩτ
δpin[Ω], (1.99)

δqout[Ω] =
γ + iΩτ

γ − iΩτ
δqin[Ω] +

4
√

2γ

γ − iΩτ
αkδx[Ω]. (1.100)

A résonance, les fluctuations d’amplitude du champ dans la cavité et du champ sortant
sont totalement découplées des fluctuations de phase et de position du miroir mobile.
Cela peut s’interpréter par le fait que le point de fonctionnement de la cavité est au
sommet du pic d’Airy où la pente en fonction du déphasage est nulle. L’intensité ne varie
donc pas au premier ordre dans le développement linéaire des fluctuations. La phase
du faisceau réfléchi δqout dépend, quant-à-elle, linéairement de δx et l’on retrouve dans
le cas statique (Ω = 0) l’expression simplifiée de l’équation (1.22), en utilisant le fait
que 2|α|δϕ = δq [équation (1.19)].

D’après les équations (1.97–1.100) toutes les quantités relatives aux fluctuations
intracavité sont divisées par un terme en γ − iΩτ qui correspond à un filtrage de la
cavité. On définit alors la bande passante Ωcav de la cavité par :

Ωcav = γ/τ. (1.101)

Les fluctuations de phase et d’intensité du faisceau incident dont la fréquence est grande
devant Ωcav sont essentiellement réfléchies par la cavité et ne se retrouvent pas dans le
champ intracavité. De même les fluctuations de position du miroir pour des fréquences
très supérieures à Ωcav n’agissent pas sur la phase du faisceau réfléchi. En d’autres
termes, la cavité effectue un moyennage de la position du miroir sur le temps moyen
2π/Ωcav que la lumière passe dans la cavité.
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Sensibilité de la mesure

Pour n’importe quelle quadrature αθ du champ, définie par l’équation (1.15), le
spectre Sθ de la quadrature est donné par :

〈δαθ[Ω], δαθ[Ω
′]〉 = 2πδ(Ω + Ω′)Sθ[Ω], (1.102)

où 〈...〉 représente la moyenne prise sur la distribution de Wigner. On trouve ainsi que
les spectres de bruit d’amplitude des faisceaux incident et réfléchi sont égaux :

Sout
p [Ω] = Sin

p [Ω]. (1.103)

Les fluctuations de phase sont quant-à-elle corrélées aux fluctuations de position du
miroir. A ces fluctuations, qui vont constituer le signal de notre mesure, viennent se su-
perposer les fluctuations de phase du faisceau incident qui vont limiter la sensibilité de
la mesure. D’après le modèle développé dans la section 1.1.3, le déplacement δx corres-
pond au recouvrement entre le profil d’intensité du faisceau lumineux et la déformation
de la surface du miroir. Il ne dépend que des forces appliquées sur le miroir, et il est
indépendant du bruit de phase entrant dans la cavité. L’équation (1.100) permet alors
de calculer le spectre de bruit de phase du champ réfléchi :

Sout
q [Ω] = Sin

q [Ω] + 256
F2I

in

1 + (Ω/Ωcav)2

Sx[Ω]

λ2
. (1.104)

Le premier terme de cette équation est un terme de bruit qui retranscrit directement
le spectre de bruit de phase du faisceau incident, le second terme représente le signal
lié au spectre de déplacement du miroir que l’on désire mesurer.

On peut estimer le plus petit déplacement mesurable en considérant un rapport
signal à bruit égal à 1, obtenu lorsque les deux termes sont égaux. Pour un faisceau
cohérent injecté dans la cavité, le bruit de phase incident est un bruit blanc, qui a donc
un spectre indépendant de la fréquence, de valeur unité (S in

q [Ω] = 1). On obtient un
déplacement minimal observable δxshot en fonction de la fréquence d’analyse égal à :

δxshot[Ω] =
λ

16F
1

√

I
in

√

1 +

(

Ω

Ωcav

)2

. (1.105)

On obtient une sensibilité similaire à l’équation (1.24) qui n’était valable que dans le
cas statique. La dépendance en fréquence montre que la sensibilité se dégrade à haute
fréquence (Ω > Ωcav), ce qui correspond à un effet de filtrage par la cavité.

La sensibilité obtenue ici correspond à un système parfait, uniquement limité par
le bruit quantique de la lumière. Cela signifie que les bruits techniques dans la mesure
doivent être rendus négligeables. Un certain nombre d’imperfections expérimentales
peut également réduire la sensibilité. Nous allons maintenant examiner l’effet de telles
imperfections, en particulier les pertes optiques dans la cavité, et l’inadaptation spatiale
du faisceau incident sur la cavité.
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Pertes dans la cavité

Nous allons reprendre le calcul de la sensibilité en tenant compte des pertes dans
la cavité. Une partie des pertes sont produites par l’absorption et par la diffusion au
niveau des traitements des miroirs. Une autre partie de la lumière intracavité peut aussi
être perdue à cause d’une transmission non nulle du miroir arrière. Si l’on n’est sensible
qu’au champ réfléchi par la cavité, l’ensemble de ces pertes peut être modélisé par une
transmission non nulle du miroir arrière. Dans ce cas il faut prendre en compte le champ
du vide qui pénètre dans la cavité par ce miroir [38], et les équations d’entrée-sortie du
champ (1.83) et (1.84) s’écrivent :

τ
d

dt
α(t) = [−γ + iΨ(t)]α(t) +

√
Tαin(t) +

√
Pαvide(t), (1.106)

αout(t) =
√
Tα(t) − αin(t), (1.107)

où T est la transmission en intensité du coupleur d’entrée, et P les pertes dans la cavité.
Le facteur γ qui définit la finesse et qui est relié aux pertes globales du champ dans la
cavité doit donc prendre en compte le terme de perte P . La conservation de l’énergie
impose la relation R + T + P = 1 avec R = 1 − 2γ. On trouve donc que 2γ = P + T
et que la finesse vaut F = 2π/(P + T ). Les pertes introduisent par ailleurs un nouveau
terme de bruit αvide dû au couplage avec les fluctuations du vide.

Les valeurs des champs moyens réfléchi et intracavité sont modifiées par rapport au
cas sans perte donné par les équations (1.89) et (1.90). Les champs moyens s’écrivent
désormais :

α =

√
T

γ − iΨ
αin , αout =

γ − P + iΨ

γ − iΨ
αin. (1.108)

Le champ intracavité est réduit à résonance d’un facteur
√

T/2γ =
√

T/(T + P ) par
rapport au cas sans perte, et l’intensité réfléchie est maintenant inférieure à l’intensité
incidente. L’expression du champ réfléchi montre que lorsque l’on balaye le déphasage
au voisinage d’une résonance, l’intensité réfléchie décrit un pic d’Airy en absorption.
Ceci s’explique par le fait qu’à résonance l’intensité intracavité est non nulle et une
partie de la puissance lumineuse est perdue. La profondeur de ce pic est donnée par le
coefficient de réflexion à résonance R0 :

R0 =
I

out

Ψ=0

I
out

Ψ=±∞

=

[

T − P

T + P

]2

. (1.109)

Dans le cas particulier où T = P , le champ moyen réfléchi s’annule. On retrouve alors le
résultat classique qu’une cavité symétrique sans perte, correspondant bien dans notre
cas à T = P , transmet toute l’intensité à résonance.

L’effet des pertes sur les fluctuations de phase à résonance (Ψ = 0) se déduit des
équations (1.106) et (1.107) :

δqout =
γ − P + iΩτ

γ − iΩτ
δqin +

√
TP

γ − iΩτ
δqvide +

4
√

2γ − P

γ − iΩτ
αkδx. (1.110)
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Les fluctuations du faisceau incident δqin et du vide δqvide sont indépendantes. Elles ont
de plus toutes les deux le même spectre plat en fréquence et de valeur 1. La somme de
leur deux contributions donne un spectre de bruit Sout

q égal à 1. La mesure de position
du miroir mobile reste donc entachée d’un bruit égal au bruit de photon standard. En
revanche l’effet du dernier terme dû au déplacement du miroir dans l’expression de δqout

est réduit par rapport au cas sans perte, à cause du terme
√

2γ − P et aussi du fait
de l’atténuation du champ intracavité α. Le déplacement minimum observable δxshot

devient dans ces conditions :

δxshot[Ω] =
λ

16F
1

√

I
in

√

1 +

(

Ω

Ωcav

)2
√

T + P

T
. (1.111)

La sensibilité est réduite d’un facteur
√

T/(T + P ). Notons que les pertes agissent égale-
ment sur la sensibilité à travers la finesse F . A finesse égale, il est cependant important
d’avoir des pertes petites devant la transmission du coupleur d’entrée. Actuellement il
est possible de réaliser des miroirs dont le traitement multidiélectrique engendre des
pertes par diffusion et par absorption inférieures au ppm. Le choix de la transmission du
coupleur d’entrée résulte alors d’un compromis entre l’obtention d’une grande finesse
et la réduction des effets des pertes. Pour une transmission de 20 ppm, la finesse s’élève
à 300 000, en gardant une diminution de la sensibilité due aux pertes de l’ordre du
pourcent.

Adaptation spatiale du faisceau incident

Toutes les cavités que nous utilisons sont constituées d’un miroir mobile plan et d’un
coupleur d’entrée concave assurant la stabilité optique du système. Dans l’approxima-
tion paraxiale, une telle cavité présente des modes propres de résonance dont les profils
d’intensité sont Gaussiens. Les résonances se répartissent en modes propres longitudi-
naux auxquels sont associés une série de modes transverses. Une adaptation spatiale
parfaite correspond à un faisceau incident dont le profil Gaussien est exactement celui
du mode fondamental TEM00 de la cavité. Dans le cas contraire, la contribution des
modes transverses dans la décomposition du faisceau sur les modes propres {vn(r)} de
la cavité n’est pas nulle. Ces modes ayant des fréquences de résonance différentes, ils
sont simplement réfléchis par la cavité. Une partie de la lumière incidente ne pénètre pas
dans la cavité et n’est pas couplée au mouvement du miroir mobile. Plus précisément,
on écrit la décomposition du champ incident E in sur le mode fondamental de profil
spatial v0(r) et sur les autres modes [équation (1.59)] :

E in(r, t) = α0(t)v0(r)e
−iω0t + E ′(r, t), (1.112)

où α0 est l’amplitude du mode fondamental et où E ′ correspond à la contribution de
l’ensemble des autres modes de la base {vn6=0(r)}, orthogonaux à v0(r). Le champ E ′

possède donc un profil orthogonal à v0 et l’intensité moyenne I
in

du champ incident se
met sous la forme :

I
in

(t) = |α0(t)|2 +

∫

d3r |E ′
(r, t)|2. (1.113)
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On introduit alors le paramètre d’adaptation spatiale ηcav défini comme le rapport entre
l’intensité incidente réellement couplée à la cavité (|α0|2) et l’intensité totale incidente :

ηcav = |α0|2/I
in
. (1.114)

Si ηcav vaut 1, on se retrouve dans le cas d’une adaptation spatiale parfaite et la sensibi-
lité est celle calculée précédemment. Dans le cas contraire, le champ E ′ est directement

réfléchi et seule l’intensité ηcavI
in

est couplée au mouvement du miroir mobile. Le plus
petit déplacement observable devient :

δxshot[Ω] =
λ

16F
1

√

ηcavI
in

√

1 +

(

Ω

Ωcav

)2
√

T + P

T
. (1.115)

La sensibilité est réduite d’un facteur
√
ηcav.

Notons que l’adaptation spatiale affecte également l’intensité réfléchie par la cavité.
Loin de résonance elle reste égale à l’intensité incidente car la lumière ne pénètre pas
dans la cavité. Néanmoins à résonance seule la partie couplée à la cavité subit les pertes
de celle-ci et l’intensité réfléchie devient :

I
out

Ψ=0 = |α0|2
[

T − P

T + P

]2

+ |E ′|2. (1.116)

Le coefficient de réflexion à résonance s’écrit alors :

R0 = ηcav

[

(

T − P

T + P

)2

− 1

]

+ 1. (1.117)

Bande passante de la cavité

Le dernier paramètre qui apparâıt dans la plupart des équations relatives au cou-
plage entre le champ et la cavité, est la bande passante de la cavité Ωcav. Pour observer
avec une sensibilité uniquement limitée par le bruit de photon, il est préférable d’être
à des fréquences suffisamment grandes pour que les bruits techniques du laser soient
négligeables. Pour éviter un effet de filtrage par la cavité il faut donc que la bande
passante soit au moins du même ordre. Celle-ci est d’autant plus faible que la finesse
est importante et que la cavité est longue. Elle est donnée par :

Ωcav = γ/τ =
πc

2FL0
. (1.118)

Pour une finesse donnée, il est donc nécessaire d’avoir une cavité de longueur L0 la
plus courte possible. Pour une finesse de 300 000 et une bande passante supérieure au
mégahertz, la longueur doit être inférieure au quart de millimètre ! Nous verrons dans
le chapitre suivant des solutions mécaniques permettant de réaliser de telles cavités.
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1.2 Montage expérimental

Nous présentons dans cette section le montage expérimental que nous avons utilisé
pour réaliser la mesure de petits déplacements. Il est constitué de trois éléments princi-
paux qui sont : la source laser, la cavité à miroir mobile, et le dispositif de détection ho-
modyne. Nous commencerons par la description de la cavité dont les caractéristiques op-
tiques et mécaniques imposent un cahier des charges sur la source laser. Nous décrirons
cette dernière dans une deuxième section puis nous présenterons la détection homodyne.

1.2.1 La cavité à miroir mobile

La cavité constitue le cœur de l’expérience et ses caractéristiques expérimentales
sont cruciales pour la sensibilité des mesures de déplacements du miroir mobile. Nous
avons vu que la finesse de la cavité doit être suffisamment grande pour que la phase
du faisceau réfléchi soit la plus sensible possible aux mouvements du miroir mobile. Un
miroir d’entrée avec une faible transmission est ainsi nécessaire. Cependant d’autres
paramètres affectent la sensibilité de la mesure. Les pertes dans la cavité représentent
un facteur particulièrement limitant si elles ne sont pas petites devant la transmission
du coupleur d’entrée. Nous avons aussi vu que l’adaptation spatiale du faisceau incident
avec la cavité et la bande passante de la cavité jouent des rôles importants.

Nous avons utilisé pour ce mémoire deux cavités courtes de grande finesse avec des
miroirs mobiles de géométrie différente. La première possède un miroir mobile plan-
convexe et la seconde un miroir cylindrique. Nous présentons dans cette section ces deux
cavités ainsi que les caractéristiques optiques qui permettent d’estimer la sensibilité de
la cavité aux petits déplacements : l’intervalle spectral libre relié à la longueur de la
cavité, la finesse optique déterminant la bande passante, et le coefficient de réflexion à
résonance qui donne accès à la transmission du coupleur d’entrée.

Réalisation de la cavité à miroir plan-convexe

Le miroir mobile que nous avons utilisé dans une première série d’expériences est un
miroir déposé sur la face plane d’un résonateur mécanique plan-convexe. Le résonateur
fait 12 mm de diamètre et 1,5 mm d’épaisseur au centre. Le rayon de courbure de la
face convexe est de 180 mm.

Le matériau est de la silice fondue qui est utilisée comme substrat depuis un cer-
tain nombre d’années de sorte que les techniques de polissage et de dépôt du traitement
réfléchissant permettent d’obtenir actuellement des miroirs à très faibles pertes optiques
[45]. La silice fondue a également de très bonnes caractéristiques mécaniques avec des
facteurs de qualité intrinsèques de l’ordre de 107. Le traitement multidiélectrique a été
réalisé par le Service des Matériaux Avancés dirigé par Jean-Marie Mackowski à l’Ins-
titut de Physique Nucléaire de Lyon. Une caractérisation de l’état de surface du miroir,
réalisée à l’ESPCI par l’équipe de Claude Boccara, a cependant révélé que la rugosité
après le polissage du miroir est nettement moins bonne que les spécifications du fabri-
cant. Les pertes sont donc plus importantes que prévues. Néanmoins la transmission du
miroir, qui dépend principalement de la qualité des couches multidiélectriques déposées
reste de l’ordre du ppm.
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Fig. 1.8 – Montage de la cavité à miroir mobile plan-convexe. Les miroirs sont plaqués sur une pièce
de montage en cuivre, grâce à des lames en chrysocales.

Le coupleur d’entrée de la cavité est un miroir de géométrie cylindrique dont la face
réfléchissante a une courbure concave RN de 1 m de rayon. C’est un miroir commercial
Newport SuperMirror High-Finesse. Les spécifications du fabricant indiquent une trans-
mission de 50 ppm et des pertes inférieures à 50 ppm. Ces deux miroirs sont montés en
vis-à-vis dans un support rigide en cuivre présenté sur la figure 1.8. La longueur de la
cavité ainsi formée est d’environ 1 mm.

Procédure d’alignement

Une cavité optique plan-concave possède des modes de résonance optiques longitudi-
naux auxquels sont associés une série de modes transverses. Le profil d’intensité de ces
modes peut être calculé exactement dans une approximation paraxiale et présente une
structure Gaussienne [35]. Pour une cavité de longueur 1 mm avec un miroir d’entrée de
rayon de courbure égal à 1 m, on trouve un col du faisceau de w0 = 90 µm. L’intervalle
spectral libre, qui caractérise l’écart en fréquence entre deux résonances longitudinales
de la cavité est donné par :

νISL =
c

2L
, (1.119)

et vaut 150 GHz. L’intervalle entre modes transverses TEMpl dépend quant-à-lui non
seulement de la longueur mais également du rayon de courbure du miroir concave. Dans
l’hypothèse d’un rayon de courbure grand devant la longueur de la cavité cet intervalle
peut s’écrire :

νtr =
νISL

π

√

L

RN
. (1.120)

Cet intervalle est de l’ordre de 1,5 GHz, et les modes transverses présentent une
dégénérescence en fréquence liée à la symétrie cylindrique de la cavité.
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Le faisceau issu du laser est filtré spatialement pour que sa structure spatiale cor-
responde parfaitement au mode Gaussien TEM00. Le faisceau est ensuite adapté à la
cavité grâce à un système de deux lentilles. Leur focale, la distance entre les deux len-
tilles ainsi que la position du système sont calculées pour obtenir un col égal à w0, situé
exactement au niveau du miroir plan de la cavité. On utilise enfin un système de deux
miroirs montés dans des supports réglables et placés en “bäıonnette” afin d’ajuster la
position du faisceau ainsi que son angle d’incidence sur la cavité.

Pour optimiser l’adaptation spatiale du faisceau incident, il est nécessaire de balayer
le désaccord en fréquence entre le laser et la cavité. On utilise les éléments sélectifs in-
ternes de la cavité en anneau du laser pour modifier sa fréquence. Avec notre source laser
Titane-Saphir, il est possible de pratiquer un balayage continu en fréquence et également
d’exécuter des sauts de fréquence de 19 GHz correspondant à l’intervalle spectral libre
de l’étalon épais (voir section 1.2.3). On peut également moduler la fréquence du laser
pour visualiser le pic d’Airy de la résonance à l’aide d’une photodiode, placée derrière
la cavité, qui détecte le faisceau transmis.

Lorsque les réglages sont optimisés, pratiquement toute la puissance incidente est
injectée dans le mode fondamental de la cavité. On peut estimer l’accord ηcav entre le
faisceau et la cavité, défini comme le rapport de l’intensité couplée au mode fondamental
sur l’intensité incidente totale [équation (1.114)], en mesurant à l’oscilloscope la hauteur
des pic d’Airy associés aux différents modes transverses. On trouve un accord ηcav entre
la cavité et le faisceau laser de 98%.

Intervalle spectral libre

Lorsque le faisceau laser est aligné et bien adapté spatialement à la cavité, celle-ci
présente un peigne de résonances longitudinales isolées, les modes transverses n’étant
quasiment pas couplés au faisceau incident. L’intervalle spectral libre se mesure en
repérant au lambdamètre la longueur d’onde de deux résonances consécutives. En pra-
tique, partant d’une situation où le laser est à résonance et dont on a noté la longueur
d’onde, on effectue un balayage de la fréquence du laser jusqu’à trouver une nouvelle
résonance de la cavité. On s’assure, en revenant à la situation de départ, que la dérive
de longueur d’onde entre les deux mesures, qui pourrait être induite par des dérives
thermiques de la cavité, est inférieure au pourcent de l’écart entre les deux résonances.

L’écart en longueur d’onde ∆λ mesuré est de 3,1 Å, pour une longueur d’onde
moyenne de 810 nm. L’intervalle spectral libre est de :

νISL = c
∆λ

λ2
= 141 GHz. (1.121)

De ce résultat, on peut déduire la longueur L de la cavité [équation (1.119)] :

L =
c

2νISL
= 1.06 mm. (1.122)

Cette valeur est en très bon accord avec la géométrie du support des miroirs utilisés.
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Fig. 1.9 – Pic d’Airy en transmission (courbe a) et en réflexion (courbe b) de la cavité à miroir mobile
plan-convexe.

Mesure de la bande passante

Lorsque l’on balaye la fréquence du laser au voisinage d’une résonance optique de
la cavité, l’intensité intracavité décrit une Lorentzienne, dont la largeur à mi-hauteur
vaut deux fois la bande passante νBP de la cavité. Pour mesurer cette bande passante,
on module la fréquence du laser à 100 Hz, en agissant sur la cale piézoélectrique d’un
miroir de la cavité laser. La courbe a de la figure 1.9 présente le pic d’Airy observé
sur la photodiode arrière mesurant l’intensité transmise par la cavité à miroir mobile,
directement proportionnelle à l’intensité intracavité. L’ajustement de la courbe par une
Lorentzienne donne une bande passante νBP de la cavité égale à 1,9 MHz.

Ce résultat permet de calculer la finesse F et les pertes totales 2γ de la cavité grâce
à la relation :

F =
π

γ
=

νISL

2νBP
. (1.123)

On trouve une finesse de 37 000. Les pertes totales c’est-à-dire la somme 2γ = T + P
de la transmission T du coupleur d’entrée et des pertes P de la cavité, incluant la
transmission résiduelle du miroir arrière, sont alors égales à 169 ppm.

Coefficient de réflexion à résonance

Lorsque l’on balaye le désaccord en fréquence entre le laser et la cavité autour d’une
résonance, l’intensité réfléchie présente un pic d’Airy en absorption dû aux pertes dans
la cavité comme cela a été expliqué dans la section 1.1.4. Le coefficient de réflexion à
résonance, donné par l’équation (1.117), permet alors, connaissant les pertes totales 2γ
et le paramètre d’adaptation spatiale ηcav, d’accéder à la transmission T . Le coefficient
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Fig. 1.10 – Montage de la cavité à miroirs cylindriques.

de réflexion à résonance R0 est mesuré en comparant les intensités du champ réfléchi
à résonance et hors résonance. On utilise les photodiodes de la détection homodyne
décrite dans la section suivante, en masquant l’oscillateur local, et en sommant les
tensions délivrées par les deux photodiodes pour observer le pic d’Airy en absorption
du faisceau réfléchi (courbe b de la figure 1.9). Le coefficient R0, déduit de cette courbe,
vaut 10 %. En utilisant les valeurs mesurées de l’adaptation spatiale ηcav = 98 % et
des pertes totales 2γ = 169 ppm, on trouve grâce à l’équation (1.117) une transmission
T = 60 ppm, les pertes étant égales à 109 ppm. Les pertes ont une valeur relativement
élevée due certainement au mauvais poli de la surface du miroir mobile.

Réalisation de la cavité à miroirs cylindriques

La seconde cavité que nous avons utilisée est constituée de deux miroirs cylindriques :
un miroir plan-plan et un second plan-concave. On a choisi deux miroirs commerciaux
Newport, de diamètre 25,4 mm et d’épaisseur 6,35 mm. Le miroir arrière de la cavité est
un Super mirror High-Finesse plan. La transmission de ce miroir étant moins bonne
que pour le miroir mobile plan-convexe, le coupleur d’entrée a été remplacé par un
Super mirror High-Transmission plan-concave de rayon de courbure de 1 m, dont les
spécifications indiquent une transmission de 200 ppm et des pertes inférieures à 50 ppm.

Pour minimiser l’effet de la fixation des miroirs sur les modes acoustiques et obtenir
des miroirs se rapprochant au maximum de la situation idéale d’un résonateur libre, un
système de fixation par la tranche a été utilisé. Le système de maintien est présenté sur
la figure 1.10 : chaque miroir est monté séparément dans une bague en laiton munie de
trois plots de 1 mm2 usinés sur le diamètre interne de la bague et placés à 120◦ les uns
des autres. Une brisure de l’ordre du millimètre est pratiquée sur un rayon de la bague
et permet grâce à une vis le serrage du miroir. Les deux bagues sont ensuite plaquées
l’une contre l’autre pour obtenir un parallélisme suffisant entre les miroirs tout en les
maintenant à quelques dixièmes de millimètre l’un de l’autre.

L’opération de montage du miroir dans la bague doit être réalisée avec le plus grand
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soin car c’est essentiellement elle qui détermine le parallélisme final entre les miroirs.
Une pièce de montage cylindrique possédant un épaulement d’un dixième de millimètre
permet de monter le miroir en le décalant légèrement par rapport à la base de la
bague qui sera mise en contact avec la seconde bague. Une vérification du parallélisme
du miroir plan-plan dans la première bague est réalisée en envoyant un faisceau laser
aligné avec l’axe théorique de la cavité et en contrôlant le décalage du faisceau réfléchi.
Le miroir plan-concave est ensuite monté dans sa bague pour compléter la cavité.
L’orientation du faisceau étant conservée, l’ensemble de la cavité est translaté jusqu’à
obtenir l’auto-collimation du faisceau. On peut ainsi estimer le décentrage de la cavité,
qui est de l’ordre du millimètre.

Mesure des caractéristiques de la cavité

Nous avons appliqué les mêmes procédures expérimentales que pour la cavité à
miroir plan-convexe décrites précédemment afin de mesurer les caractéristiques de la
cavité. Le principe de montage du miroir utilisé pour cette cavité conduit à une re-
lative imprécision sur la distance entre les miroirs. L’observation de deux résonances
fondamentales consécutives à des longueurs d’onde du laser (repérées au lambdamètre)
de 810,382 et 811,631 nm donne un intervalle spectral libre νISL de 569 GHz. On en
déduit d’après l’équation (1.122) reliant l’intervalle spectral libre à la longueur de la
cavité, un espacement entre les miroirs de 0.263 mm.

La largeur du pic d’Airy observé sur l’intensité résiduelle transmise par le miroir
arrière lorsque la fréquence du laser est modulée autour de la résonance donne une
bande passante νBP de la cavité de 11 MHz. La finesse se déduit de ce résultat et de
la valeur de l’intervalle spectral libre grâce à l’équation (1.123). On obtient une finesse
de 25 900, comparable à celle de la cavité à miroir plan-convexe. On déduit également
les pertes totales de la cavité qui s’élèvent à 243 ppm.

La transmission du coupleur d’entrée est déduite de la mesure du coefficient R0

de réflexion à résonance. La profondeur du pic d’Airy sur l’intensité réfléchie par la
cavité donne R0 = 31, 5%, ce qui correspond à un transmission du coupleur d’entrée
de 180 ppm en bon accord avec les spécifications du fabricant (200 ppm). On notera
également la très bonne qualité des miroirs puisque les pertes des deux miroirs, garanties
inférieures à 50 ppm, sont plus petites que prévues (de l’ordre de 20 à 30 ppm).

La réduction de la longueur de la cavité tout en conservant un rayon de courbure de
1 m impose un col du mode optique fondamental nettement plus petit (45 µm au lieu
de 90 µm pour la cavité à miroir plan-convexe). On n’a cependant pas voulu modifier
le montage d’injection du faisceau dans la cavité. L’adaptation spatiale n’est alors que
de 90 %, moins bonne que pour la cavité à miroir plan-convexe (98 %).

Récapitulation des résultats

Les caractéristiques détaillées des deux cavités sont récapitulées dans le tableau 1.1.
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Cavité à miroir Cavité à miroir
plan-convexe cylindrique

Adaptation spatiale (%) 98 ' 90
Intervalle Spectrale Libre (GHz) 141 569
Longueur (mm) 1,06 0,26
Bande passante (MHz) 1,9 11
Finesse 37 000 25 900
Pertes totales (ppm) 169 243
Coefficient de réflexion (%) 10 31,5
Transmission du coupleur (ppm) 60 180

Tab. 1.1 – Caractéristiques optiques des deux cavités.

1.2.2 La détection homodyne

Nous présentons dans cette section le système de détection de la phase du faisceau
réfléchi. Le montage est basé sur une technique d’homodynage, où une grande partie du
faisceau incident est prélevé pour former un oscillateur local [46]. Il est ensuite mélangé
avec le faisceau réfléchi par la cavité et sert de référence de phase. En changeant la
phase de l’oscillateur local, il est possible de mesurer les fluctuations de n’importe quelle
quadrature du champ réfléchi. Le faisceau issu du mélange est détecté par un dispositif
de détection équilibré, constitué de deux photodiodes à haut rendement quantique.

Les paragraphes suivants expliquent comment il est possible d’obtenir les informa-
tions sur le bruit de phase et d’intensité du faisceau réfléchi. On présente également le
montage optique permettant de réaliser l’oscillateur local, de séparer et de mélanger
les faisceaux. Nous décrivons enfin le montage électronique de détection et l’asservisse-
ment de la longueur du bras de l’oscillateur local qui permet de contrôler la quadrature
mesurée.

Principe de la détection

Le schéma expérimental de la détection homodyne est représenté sur la figure 1.11.
Le faisceau incident polarisé linéairement traverse une lame demi-onde (λ/2) et un cube
séparateur de polarisation (CP1). Une rotation de l’axe principal de la lame permet
d’obtenir deux faisceaux dont les intensités relatives sont ajustables. L’oscillateur local
a en pratique une intensité de dix à cent fois supérieure à celle du faisceau envoyé dans
la cavité. En jouant sur un atténuateur variable situé à la sortie de la source laser et sur
la lame λ/2, on fixe l’intensité de l’oscillateur local à 10 mW et l’intensité du faisceau
couplé à la cavité à 100 µW dans le cas de la cavité à miroir plan-convexe et 1 mW
dans le cas de la cavité à miroir Newport.

Deux lames quart-d’onde (λ/4) tournées de 45◦ sont placées sur les trajets des
deux faisceaux créés précédemment et sont ainsi traversées deux fois. Par exemple pour
l’oscillateur local, la polarisation verticale est transformée en polarisation circulaire.
Après la réflexion sur le miroir et le deuxième passage dans la lame, la polarisation
redevient linéaire mais horizontale. Le faisceau est donc totalement transmis par le
cube. La faisceau envoyé sur la cavité subit le même retournement de polarisation et
est totalement réfléchi par le cube au second passage. Les faisceaux sont ainsi recombinés
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Fig. 1.11 – Montage de détection homodyne du faisceau réfléchi par la cavité à miroir mobile.

avec des polarisations orthogonales.
Les deux faisceaux sont envoyés sur un second dispositif constitué d’une lame λ/2

tournée de 22,5◦ et d’un cube séparateur de polarisation CP2. L’orientation de la lame
a pour effet de tourner les polarisations des deux faisceaux de 45◦. Le cube se comporte
alors pour chaque faisceau incident comme une lame semi-réfléchissante en séparant
chaque faisceau en deux parties d’intensités égales, mais les faisceaux dans les deux
voies de sortie ont même polarisation et peuvent interférer. Les deux photodiodes Ph1
et Ph2 mesurent les intensités des champs transmis et réfléchi par le cube CP2.

Chaque photodiode est suivie d’un système de préamplification fournissant une ten-
sion proportionnelle aux intensités détectées. Enfin un dispositif sommateur-soustracteur
permet de réaliser la somme ou la différence de ces deux signaux. En notant αOLeiϕ le
champ de l’oscillateur local et αout le champ réfléchi par la cavité, où les amplitudes
moyennes αOL et αcav sont choisies réelles et où ϕ désigne le déphasage relatif entre les
deux champs, les champs α1(t) et α2(t) sur les deux photodiodes s’écrivent :

α1(t) =
1√
2

[

αout + αOLeiϕ
]

, (1.124)

α2(t) =
1√
2

[

αout − αOLeiϕ
]

. (1.125)

En sommant ou en soustrayant les photocourants produits par les photodiodes Ph1 et
Ph2, on obtient les intensités I+ et I− données par :

I+ = Iout(t) + IOL(t), (1.126)

I− = 2Re
(

αout(t)αOL∗
(t)e−iϕ

)

. (1.127)
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I+ correspond à l’intensité totale de l’oscillateur local et du faisceau réfléchi par la
cavité, alors que I− fait apparâıtre l’interférence entre les deux faisceaux. La composante
continue des signaux ainsi créés vaut :

I+ = I
out

(t) + I
OL

(t), (1.128)

I− = 2

√

I
out
I

OL
cosϕ. (1.129)

La différence des photocourants est reliée directement au déphasage relatif ϕ entre les
deux faisceaux. Elle est en particulier nulle lorsque les champs sont en quadrature de
phase, et maximale lorsqu’ils sont en phase. Cette partie continue du signal peut servir
à contrôler la longueur du bras de l’oscillateur local qui détermine le déphasage ϕ et
permettre ainsi de choisir la quadrature détectée.

Les fluctuations de la différence I− des intensités est obtenue en linéarisant l’équation
(1.127) autour des valeurs moyennes des champs :

δI−(t) = αOL[δαout(t)e−iϕ + δαcav∗(t)eiϕ]

+αout[δαOL(t)eiϕ + δαOL∗
(t)e−iϕ]. (1.130)

Les fluctuations de I− sont donc la somme des fluctuations de la quadrature αout
ϕ du

champ réfléchi par la cavité et de la quadrature αOL
−ϕ de l’oscillateur local, pondérées

respectivement par les champs moyens αOL et αout [équation (1.15)]. Etant donné que
l’oscillateur local a une intensité très grande devant celle du faisceau réfléchi, le second
terme de la somme peut être négligé par rapport au premier. La différence des photo-
courants retranscrit ainsi les fluctuations du champ réfléchi, et son spectre S−[Ω] est
directement relié au spectre Sout

ϕ [Ω] de bruit de la quadrature d’angle ϕ du champ αout

[équation (1.102)] :

S−[Ω] = I
OL
Sout

ϕ [Ω]. (1.131)

Le contrôle de la phase relative ϕ des deux faisceaux permet d’accéder au spectre de
bruit de n’importe quelle quadrature du champ αout, amplifié par l’intensité moyenne
de l’oscillateur local. En particulier, on obtient le spectre de bruit de phase du faisceau
réfléchi en prenant ϕ = π/2, c’est-à-dire en asservissant le bras de l’oscillateur local à
I− = 0.

Les calculs précédents supposent un dispositif de détection idéal, mais il est nécessaire
de prendre en compte un certain nombre d’imperfections pour avoir une description plus
réaliste du montage. Le rendement quantique des photodiodes et plus généralement les
pertes dues aux différents éléments optiques utilisés pour mélanger et faire interférer
les champs ont pour effet d’atténuer le champ réfléchi et de le coupler aux fluctuations
du vide. La mesure du spectre Sout

ϕ est contaminée par le bruit de photon standard du
vide :

S−[Ω] = I
OL (

ηphS
out
ϕ [Ω] + 1 − ηph

)

, (1.132)

où ηph est le rendement en intensité du système de détection et où 1 − ηph représente
les pertes. Le bruit de phase du faisceau sortant de la cavité retranscrit la position du
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miroir mobile entaché du bruit de photon standard du faisceau incident sur la cavité
[équation (1.104)]. Pour un rendement ηph strictement inférieur à l’unité, le bruit de la
mesure reste égal au bruit de photon standard mais la contribution liée au déplacement
du miroir est réduite en amplitude d’un facteur

√
ηph.

Une seconde caractéristique expérimentale critique pour l’efficacité de la détection
est l’équilibrage entre les deux voies des photodiodes. Ce point dépend aussi bien des
composants optiques de mélange et de détection que de la partie électronique, ampli-
ficateurs et soustracteur. Tout déséquilibre s’accompagne d’une contamination de la
mesure par le bruit d’intensité I+. A la différence des pertes qui ne provoquent qu’une
diminution de la sensibilité, un déséquilibre peut engendrer un excès de bruit sur le
signal détecté. L’équilibrage de notre dispositif est meilleur que 1%, ce qui rend l’effet
négligeable dans la plage de fréquence qui nous intéresse.

Une dernière imperfection peut venir d’une mauvaise adaptation spatiale entre le
faisceau réfléchi par la cavité et l’oscillateur local. En effet seule la partie intervenant
dans le recouvrement des deux faisceaux interfère. Le reste du faisceau réfléchi ne
contribue pas au signal mais uniquement au bruit de photon. On définit alors comme
pour le rendement quantique un paramètre ηOL caractérisant la modification de I− due
au recouvrement spatial :

I− = 2

√

ηOLI
out
I

OL
cosϕ. (1.133)

L’effet d’une adaptation spatiale imparfaite est équivalent à celui des pertes : le signal
de position est réduit d’un facteur

√
ηOL par rapport au bruit de photon standard, ce

qui détériore la sensibilité du même facteur.
Nous présentons maintenant plus en détail les éléments qui constituent le système

de détection homodyne.

Les photodiodes de la détection équilibrée

Les photodiodes doivent présenter le meilleur rendement quantique possible, et avoir
une réponse en fréquence suffisamment large pour pouvoir observer sans atténuation le
bruit de phase du faisceau réfléchi par la cavité à des fréquences d’analyse élevées (de
l’ordre du mégahertz). Enfin comme nous l’avons évoqué dans le paragraphe précédent,
l’équilibrage des deux voies de détection est particulièrement importante et les pho-
todiodes doivent être appariées, c’est-à-dire qu’elles doivent présenter une efficacité
quantique aussi semblable que possible.

Le choix des photodiodes s’est porté sur des FND100 de EG&G, nécessitant une
tension de polarisation de 70 V , et présentant une efficacité optimale pour des longueurs
d’onde comprises entre 800 et 850 nm. La surface photosensible a un diamètre de 1 mm
et possède un taux de conversion photon-électron supérieur à 90 %. Les photodiodes
ont été choisies parmi un lot d’une dizaine dont les réponses ont été mesurées par
rapport à une photodiode de référence. Les deux photodiodes retenues ont des réponses
identiques à 0,3 % près. Une lentille, placée avant le cube CP2, permet de focaliser les
faisceaux sur les photodiodes avec un col de 0,5 mm. La quasi totalité des faisceaux
est ainsi envoyée sur les photodiodes sans que l’intensité ne soit trop importante et que
des phénomènes de saturation n’apparaissent.
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Fig. 1.12 – Schéma électronique des pré-amplificateurs des photodiodes.

Chaque photodiode est montée sur un système de deux translations, verticale et
horizontale, de manière à pouvoir les aligner aisément sur les faisceaux en sortie du
cube. Enfin un bôıtier en laiton entoure les photodiodes et fournit un blindage efficace
contre les signaux parasites hautes fréquences rayonnés par les systèmes électroniques
environnants.

L’électronique de détection

Les courants délivrés par les photodiodes, proportionnels aux intensités injectées
sur leur surface photosensible, sont amplifiés pour être transformés en des tensions
mesurables. La figure 1.12 présente le schéma de principe d’un tel amplificateur qui
est en fait constitué de deux voies. La voie basse fréquence (DC) (voie du bas sur le
schéma) filtre les signaux allant du continu à quelques centaines de kilohertz. Elle est
basée sur un amplificateur classique OP27 avec un gain de 10. Le taux de conversion
de cette voie est de 1 V/mA. La voie haute fréquence (HF), en haut sur le schéma,
a une réponse pouvant aller jusqu’à des fréquences de l’ordre de 50 MHz grâce à
l’amplificateur rapide CLC 425. Le taux de conversion de cette voie est de 1,3 V/mA en
tenant compte de l’impédance de 50 Ω de charge en sortie. L’extraction de la composante
haute fréquence du photocourant est basée sur un montage transimpédance. A haute
fréquence la capacité d’entrée se comporte comme un court-circuit et la cathode de la
photodiode est reliée, par l’entrée du CLC 425, à une masse virtuelle. Ainsi, la tension
aux bornes de la photodiode pour des signaux hautes fréquences, est constante, ce qui
élimine les effets de la capacité parasite de la photodiode.

Le sommateur-soustracteur, qui mélange les signaux issus des photodiodes des deux
voies, utilise lui-aussi un amplificateur opérationnel CLC 425, monté en amplificateur
différentiel de tension. Un interrupteur permet de lui faire ajouter ou soustraire ses deux
entrées. Dans les deux cas, les gains des deux voies sont parfaitement égaux en valeur
absolue. Le fonctionnement en soustracteur est évidemment le plus utilisé, puisque le
principe de détection homodyne repose sur la différence des deux photocourants. La
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somme des photocourants permet néanmoins d’accéder aisément au bruit d’intensité
totale du faisceau laser.

Les intensités des faisceaux envoyés dans chacune des deux voies de la détection sont
réglées en tournant la lame λ/2 placée avant le cube séparateur CP2, de façon à annuler
la différence entre les tensions continues sortant des deux bôıtiers. L’équilibrage, limité
par la précision de rotation de la lame, est de l’ordre de 0,2 %. Le choix des composants
électroniques des deux amplis photodiode permet d’ajuster le gain global de chacune
des deux voies et l’on obtient au final un équilibrage de la détection homodyne meilleur
que 0,5 %.

Réalisation de l’oscillateur local

Le miroir de renvoi qui constitue l’oscillateur local est collé sur une petite cale piézo-
électrique, pilotée grâce à un amplificateur haute tension (0–400 V ) rapide, permettant
de déplacer le miroir sur une distance de l’ordre du micron. Ce système est monté dans
un support microcontrôle à butées micrométriques qui permet d’ajuster la direction
de l’oscillateur local. Afin de compenser des dérives plus importantes de la phase, l’en-
semble est monté sur une platine de translation micrométrique. Celle-ci est commandée
par un vérin piézoélectrique Newport ES1330PT-01 capable d’effectuer des excursions
d’environ 30 µm et piloté par un amplificateur haute tension 0–1000 V bridé à 150 V
pour ne pas endommager le vérin.

Ces degrés de liberté du miroir de renvoi ainsi que leur contrôle électronique per-
mettent un réglage précis du recouvrement spatial et un asservissement électronique de
la phase relative entre les deux faisceaux. Comme on l’a vu, un mauvais recouvrement
des deux faisceaux au niveau des photodiodes se traduit par une perte de contraste des
franges et par une dégradation du rapport signal à bruit. La phase relative entre l’oscil-
lateur local et le faisceau réfléchi doit également être soigneusement contrôlée puisque
c’est elle qui détermine la quadrature mesurée sur le champ réfléchi.

On optimise l’adaptation spatiale en appliquant sur le vérin une rampe de tension
qui permet de visualiser avec un oscilloscope les franges d’interférence sur la partie DC
du signal I−. On règle alors les vis micrométriques et la butée manuelle du vérin afin de
maximiser le contraste des franges d’interférence. Le recouvrement peut être calculé à
partir de l’amplitude crête-à-crête des interférences visualisées sur l’oscilloscope, grâce
à l’équation (1.133). Les intensités moyennes IOL et Icav sont mesurées en masquant
respectivement le faisceau réfléchi et l’oscillateur local et en contrôlant au voltmètre la
tension délivrée par les deux blocs photodiodes. Pour un faisceau incident sur la cavité
de 100 µW et un oscillateur local de 10 mW , on obtient une tension crête-à-crête de
1,8 V et des tensions associées à IOL et Icav de respectivement 5,68 V et 38 mV . La
valeur du recouvrement spatial correspondant est de ηOL = 94 %.

Asservissement de la phase de l’oscillateur local

La phase relative entre l’oscillateur local et le faisceau sortant de la cavité fluctue
essentiellement à cause des variations d’indice de l’air et des vibrations mécaniques des
supports des éléments optiques. On peut atténuer une partie des vibrations sonores et
limiter la circulation d’air en ajoutant une enceinte en plexiglas qui englobe toute la
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Fig. 1.13 – Principe de l’asservissement de la longueur du bras de l’oscillateur local, à partir des
signaux V1 et V2 fournis par les deux blocs photodiodes.

partie interférométrique du montage, c’est-à-dire les cubes CP1 et CP2, l’oscillateur
local et la cavité à miroir mobile. Une dérive lente due à la dilatation thermique de
ces mêmes supports sont compensées par un asservissement qui agit sur la longueur du
bras de l’oscillateur local.

Les sorties DC des deux blocs photodiodes sont ajoutées et soustraites de façon à
obtenir les signaux I+ et I− [équations (1.128) et (1.129)]. Le signal d’erreur d’asservis-
sement de l’oscillateur local correspond alors à I−. On compare en fait ce signal à une
fraction κ de I+ ce qui permet de compenser d’éventuelles fluctuations d’intensité du
faisceau incident. Plus précisément, l’asservissement annule le signal d’erreur I−−κI+,
où κ peut varier de -1 à 1. On obtient alors une phase relative ϕ vérifiant l’égalité :

cosϕ = κ
I

out
(t) + I

OL
(t)

2
√

I
out
I

OL
. (1.134)

Cette quantité dépend uniquement du rapport des intensités et l’on s’affranchit des
fluctuations de l’intensité incidente.

La figure 1.13 présente le principe de l’asservissement. Le signal I− est obtenu à
partir des tensions V1 et V2 délivrées par les préamplificateurs des photodiodes, en uti-
lisant un amplificateur opérationnel monté en soustracteur. Deux autres amplificateurs
montés en additionneur et en inverseur fournissent le signaux I+ et −I+. Un pont di-
viseur variable monté entre ces deux signaux permet alors d’obtenir n’importe quelle
fraction κ de I+. Ce signal de référence est additionné à la tension I− à l’aide du dernier
amplificateur.

L’asservissement est composé de deux voies, lente et rapide, agissant en parallèle
sur le vérin et la cale piézoélectrique. Le vérin ne peut corriger les fluctuations qu’à
très basse fréquence (de l’ordre du hertz), cependant sa grande excursion de 30 µm lui
permet de compenser des dérives importantes. Le système composé du miroir de petite
taille (7,75 mm de diamètre et 4 mm d’épaisseur) et de la cale piézoélectrique de 1 mm
d’épaisseur peut agir jusqu’à des fréquences de l’ordre du kilohertz avec une excursion
allant jusqu’à 0,2 µm c’est-à-dire λ/4.
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Le signal est d’abord amplifié grâce à un intégrateur de pente globale -6 dB/octave
et par un second intégrateur pour des fréquences inférieures à 700 Hz. Le signal obtenu
pilote l’amplificateur haute tension 0–400 V de la cale piézoélectrique, ainsi que celui
de 0–150 V du vérin, par l’intermédiaire d’un filtre passe-bas de fréquence de coupure
0,5 Hz. L’entrée de modulation lente sur l’amplificateur haute tension du vérin per-
met de balayer lentement la longueur de l’oscillateur local pour visualiser les franges
d’interférence et régler le recouvrement spatial.

Les fluctuations résiduelles sur le déphasage ϕ ont une amplitude de 0,2◦ en valeur
efficace (rms) et une analyse spectrale révèle que ces fluctuations sont concentrées à
des fréquences intermédiaires de quelques dizaines à quelques centaines de hertz.

1.2.3 La source laser

Le choix d’une cavité à miroir mobile courte (≤ 1 mm) et ne comportant aucun
élément piézoélectrique pouvant faire varier sa longueur impose d’avoir une source laser
facilement accordable en fréquence et balayable sur une plage d’au moins 300 GHz.
Le balayage n’a cependant pas besoin d’être effectué en continu. Lorsque le laser n’est
pas parfaitement aligné sur la cavité, celle-ci présente un large peigne de résonances
correspondant aux modes transverses. Il suffit alors de pouvoir balayer continûment sur
une plage correspondant à quelques intervalles entre modes transverses (typiquement
10 GHz). Un balayage sur des plages plus importantes peut s’exécuter par saut de
fréquence.

Une fois le laser accordé en fréquence et adapté spatialement au mode fondamental
de la cavité, un balayage rapide de la fréquence peut être pratiqué sur le laser pour
visualiser et mesurer la largeur du pic d’Airy. La modulation de fréquence doit avoir
une amplitude de quelques dizaines de MHz, comparable à la bande passante de nos
cavités. Cette modulation s’effectue à 100 Hz, ce qui facilite la visualisation du pic sur
un oscilloscope.

En fonctionnement normal, le laser doit rester constamment à résonance avec la
cavité. Un asservissement en fréquence du laser permet de compenser de petits chan-
gements de longueur de la cavité dues à des dérives thermiques ou à des vibrations
acoustiques et mécaniques. Lorsque le laser est asservi, ses fluctuations de fréquence
doivent être petites devant la bande passante de la cavité de manière à ne pas réduire
la sensibilité de la mesure. L’intensité doit elle aussi être contrôlée à basse fréquence de
manière à définir précisément le point de fonctionnement de la cavité et à permettre
une calibration de la mesure de petits déplacements. Enfin, pour observer le mouvement
Brownien du miroir avec la sensibilité optimale, il est nécessaire que les fluctuations de
phase et d’intensité du faisceau laser sur la plage d’analyse soient réduites aux fluctua-
tions quantiques.

Les caractéristiques essentielles de la source laser sont ainsi une accordabilité sur
une très large plage de fréquence, une très bonne stabilité en fréquence et en intensité,
et un bruit technique négligeable aux fréquences d’analyse auxquelles nous travaillons.
Toutes ces contraintes nous ont amené à choisir un laser titane-saphir. Sa conception
en fait un système particulièrement facile à balayer en fréquence. Sa longueur d’onde
d’oscillation se situe aux alentours de 810 nm pour laquelle des miroirs à faibles pertes
sont disponibles pour réaliser une cavité à miroir mobile de grande finesse.
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Fig. 1.14 – Schéma de principe du laser titane-saphir.

La cavité en anneau

Le faisceau laser utilisé dans notre montage expérimental est produit par un la-
ser titane-saphir en anneau, construit selon un modèle développé au laboratoire par
François Biraben [47]. Son schéma de principe est présenté sur la figure 1.14. Le cristal
de titane-saphir est pompé par un laser à argon continu délivrant une puissance de 10
W .

Un rotateur de Faraday sélectionne le sens de rotation de la lumière dans la cavité :
il produit une rotation de la polarisation indépendante du sens de rotation qui n’est
compensée par celle produite par les miroirs non coplanaires M4 M5 M6 que pour un
sens de propagation dans la cavité laser. Ceci assure un fonctionnement unidirectionnel
de la cavité laser.

Le bilame est constitué de deux lames symétriques que l’on incline grâce à un moteur.
Le faisceau n’est pas dévié mais la longueur du trajet optique est modifiée en inclinant
les lames. On peut balayer ainsi continûment la fréquence du laser sur une plage de
plusieurs dizaines de gigahertz. L’électro-optique interne modifie également la longueur
optique mais avec des temps de réponse bien plus faibles. Il est monté en modulateur
de phase avec son axe orienté selon la polarisation du faisceau et permet d’agir à haute
fréquence comme cela est décrit dans le paragraphe suivant.

Le laser peut osciller à des longueurs d’onde comprises entre 790 et 850 nm avec un
intervalle entre modes de l’ordre de 200 MHz. Le fonctionnement monomode du laser
est obtenu grâce à trois éléments sélectifs, le filtre de Lyot, l’étalon mince, et l’étalon
épais, de bande passante décroissante. Le filtre de Lyot est constitué de quatre lames
biréfringentes parallèles à incidence de Brewster. L’étalon mince est une simple lame
de silice non traitée qui constitue une cavité Fabry-Perot d’intervalle spectral libre de
150 GHz. On peut régler l’inclinaison de la lame pour modifier son épaisseur optique
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et déplacer ses fréquences de résonance. Enfin l’étalon épais est une cavité Fabry-Perot
constituée de deux prismes dont les faces en regard ont un coefficient de réflexion de 30
%. La cavité possède un intervalle spectral libre de 19 GHz. L’un des prismes est monté
sur une cale piézoélectrique ce qui permet de déplacer le peigne de modes. Sa longueur
est asservie grâce à une détection synchrone de façon a assurer un fonctionnement
monomode du laser.

On obtient au final un laser monomode délivrant une puissance de l’ordre de 1,4
W . Les éléments internes permettent de choisir précisément la fréquence du laser. Le
balayage peut s’exécuter par saut de mode de l’étalon mince en jouant sur l’orientation
du Lyot, ou par saut de mode de l’étalon épais en jouant sur l’inclinaison de l’étalon
mince. On obtient des sauts de 150 GHz et 19 GHz respectivement. Enfin, la fréquence
peut être balayée continûment sur quelques dizaines de gigahertz en utilisant le bilame.
Pour contrôler en permanence la fréquence du laser, on prélève un faisceau de 30 mW
à sa sortie, faisceau qui est envoyé dans un lambdamètre par l’intermédiaire d’une fibre
optique.

Les sections suivantes présentent les différents asservissements de la source laser qui
permettent d’obtenir un faisceau stable en fréquence et en intensité, adapté spatiale-
ment et à résonance avec le mode fondamental de la cavité à miroir mobile.

Stabilisation en fréquence

Le laser est soumis à des fluctuations de fréquence produites par les vibrations
mécaniques des divers éléments optiques de la cavité en anneau. Les dérives de la
température de la pièce sont également responsables de variations plus lentes de la
fréquence du laser. Pour corriger ces fluctuations, on asservit la longueur de la cavité
en anneau sur une fréquence de résonance d’une cavité de référence. Le schéma de
principe de cet asservissement est présenté sur la figure 1.15. On prélève un faisceau
de 20 mW directement à la sortie du laser, que l’on envoie dans une cavité Fabry-
Perot externe (FPE), suspendue à l’intérieur d’une enceinte à vide qui la protège des
vibrations mécaniques et sonores. Le miroir d’entrée est plan avec une réflectivité de
98 %. Le miroir arrière est sphérique et totalement réfléchissant. Les deux miroirs sont
montés sur un barreau d’invar de 29 cm de long. Le miroir d’entrée est de plus monté
sur une cale piézoélectrique, de manière à pouvoir ajuster la longueur de la cavité. On
obtient une cavité de bande passante égale à 2 MHz.

Pour pouvoir agir à des fréquences élevées, la détection du pic de résonance de
la cavité est réalisée par la méthode Pound-Drever, basée sur la détection de bandes
latérales [48]. Le faisceau laser envoyé dans la cavité passe tout d’abord dans un électro-
optique résonnant qui module sa phase à une fréquence de fm = 20 MHz. Deux
bandes latérales sont ainsi créées, décalées de ±fm. Une lame λ/4 et un cube séparateur
de polarisation permettent de récupérer le faisceau réfléchi par la cavité. Lorsque la
fréquence du laser est voisine de résonance, les bandes latérales sont en dehors de la
bande passante de la cavité et sont simplement réfléchies par la cavité. La porteuse
qui entre dans la cavité subit un déphasage qui dépend du désaccord en fréquence.
Il apparâıt alors une modulation d’intensité sur le faisceau réfléchi dont l’amplitude
dépend du désaccord. En démodulant à la fréquence fm, on obtient un signal d’erreur
pour l’asservissement en fréquence du laser.
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Fig. 1.15 – Schéma de l’asservissement en fréquence du laser sur la cavité FPE.

L’asservissement contrôle la puissance du laser par l’intermédiaire de quatre boucles
de contre-réaction, agissant à des fréquences différentes sur le bilame, le miroir M4, et
l’électro-optique interne. La voie la plus lente pilote le moteur du bilame, avec une
constante de temps de l’ordre de quelques secondes. Elle empêche les autres voies
en parallèle d’arriver en saturation et évite ainsi tout décrochage à long terme de
l’asservissement. La voie lente pilote la cale piézoélectrique du miroir M4 pour des
fréquences inférieures à quelques centaines de Hertz. Elle permet de corriger les dérives
de fortes amplitudes (plusieurs dizaines de mégahertz) de la fréquence du laser. La voie
intermédiaire agit jusqu’à une centaine de kilohertz sur l’amplificateur rapide haute ten-
sion ±200 V commandant une des deux voies de l’électro-optique interne. La seconde
voie de l’électro-optique est attaquée par la boucle rapide qui a une réponse jusqu’à
quelques mégahertz avec une amplitude maximale de ±15 V . Ceci permet de corriger
des fluctuations rapides ayant une amplitude de l’ordre du kilohertz. On obtient au
final des fluctuations résiduelles de fréquence du laser inférieures à 4 kHz rms.

Filtrage spatial et stabilisation en intensité

Comme on l’a vu dans la section 1.1.4, l’adaptation spatiale est importante pour la
sensibilité de la mesure de petits déplacements. Le faisceau laser traverse une cavité de
filtrage spatial (FPF) afin d’obtenir un profil d’intensité Gaussien et cylindrique.

La cavité FPF est une cavité Fabry-Pérot non dégénérée, plan-concave de 12 cm de
long. Les deux miroirs ont une réflectivité de 95 %. Le miroir d’entrée, plan, est monté
sur une cale piézoélectrique qui permet de contrôler la longueur de la cavité. Le mode
fondamental de la cavité est maintenu à résonance avec le faisceau laser grâce à une
détection synchrone. La longueur est modulée à 4,5 kHz et la modulation résultante
de l’intensité réfléchie est mesurée par la photodiode BPW 34 (photodiode Ph1 du
montage de la figure 1.16). A résonance, seule la composante TEM00 du faisceau est
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Fig. 1.16 – Filtrage spatial du faisceau laser et asservissement en intensité.

transmise, les autres composantes sont simplement réfléchies, comme cela est confirmé
par une mesure du profil du faisceau transmis avec un analyseur de mode.

La bande passante de la cavité a été mesurée précisément en appliquant une modu-
lation d’intensité au faisceau entrant dans la cavité grâce au modulateur électro-optique
d’asservissement en intensité. On mesure l’effet de filtrage de la puissance de modula-
tion en sortie de la cavité. La bande passante mesurée est de 5,6 MHz, plus petite que
la valeur de 10 MHz attendue.

Le faisceau sortant du laser présente d’importantes fluctuations d’intensité pouvant
perturber le gain du système de détection de la phase. Dans notre montage, l’intensité
est contrôlée par un modulateur électro-optique suivi d’un cube séparateur de polari-
sation. Les lignes neutres du modulateur sont tournées de 45◦ par rapport à la polari-
sation du faisceau incident. L’effet du modulateur est de tourner la polarisation, ce qui
se traduit après le cube par une variation de l’intensité. Le point de fonctionnement de
l’asservissement est fixé à mi-transmission. On utilise comme signal d’erreur la mesure
de l’intensité fournie par une photodiode placée après la cavité de filtrage spatial (pho-
todiode Ph2 du montage de la figure 1.16). On corrige ainsi également les fluctuations
d’intensité engendrées par une éventuelle variation du désaccord de la cavité FPF.

Les fluctuations d’intensité initialement de quelques pourcents passent en dessous de
0,2 % lorsque l’on branche la boucle d’asservissement. Une analyse spectrale du signal
d’erreur montre que le laser présente un excès de bruit d’environ 30 dB par rapport au
bruit de photon standard pour des fréquences inférieures à 500 kHz et est au bruit de
photon standard au delà du mégahertz.

Asservissement de la fréquence du laser sur la cavité à miroir mobile

La source laser présente les caractéristiques requises pour la mesure de petits déplacements
(stabilité en fréquence et en intensité, accordabilité en fréquence, adaptation spatiale
avec le mode fondamental de la cavité à miroir mobile). Nous avons vu dans la première
section que la sensibilité aux déplacements du miroir mobile de la phase du faisceau
réfléchi par la cavité est maximale à résonance. Il est donc nécessaire de maintenir la
fréquence du laser à résonance avec le mode fondamental de la cavité.
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Modulation 4 kHz
Ampli 1kV

1 Hz

BPW34

Cavité à
miroir mobile

laser
Asservissement

FPE

Laser

Fig. 1.17 – Asservissement de la fréquence du laser sur la résonance de la cavité à miroir mobile.

L’asservissement est réalisé par détection synchrone (voir figure 1.17). La fréquence
du laser est modulée à une fréquence de 4 kHz. On agit en fait sur la cale piézoélectrique
du miroir d’entrée de la cavité FPE. Le laser étant asservi à résonance sur la cavité FPE,
sa fréquence suit la résonance de la cavité et présente une modulation. La fréquence de
modulation est suffisamment basse pour ne pas perturber l’asservissement de la cavité
FPF et pour que la stabilisation en intensité puisse corriger une éventuelle modulation
d’intensité en sortie de celle-ci.

L’intensité résiduelle transmise par la cavité à miroir mobile, qui peut être de l’ordre
de quelques microwatt seulement selon la cavité utilisé, est détectée par une photodiode
BPW 34 suivie d’un montage amplificateur qui convertit le courant fourni par la pho-
todiode en une tension raisonnable. Ce signal d’erreur est envoyé dans une détection
synchrone commerciale EG&G 5209. Le signal d’erreur est ensuite intégré avec une
constante de temps de l’ordre de la seconde et agit finalement sur la cale piézoélectrique
de la cavité FPE. La constante de temps est choisie de manière à avoir un asservissement
suffisamment basse fréquence pour ne pas perturber les autres boucles d’asservissement
de la source laser.

1.3 Calibration de la mesure de déplacements

Nous présentons dans cette section la méthode qui nous a permis de calibrer le
signal fourni par la détection homodyne en terme de déplacement du miroir. Nous
avons également mesuré le bruit de phase du faisceau de mesure. Ceci nous a permis de
déterminer la limite de sensibilité de l’expérience et de la comparer à la valeur attendue
[équation (1.105)].

La calibration de la mesure de déplacement utilise une technique de modulation de
la fréquence du laser [20]. Nous avons vu qu’un déplacement δx du miroir provoque
un déphasage δϕ du faisceau réfléchi par la cavité proportionnel au rapport δx/λ. Une
variation de la fréquence ν du laser modifie la longueur d’onde de la lumière qui dans
notre expérience constitue la référence de longueur. Une modulation δνm de la fréquence
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du laser est donc équivalente à un déplacement δx donné par la relation :

δx

L
=
δνm

ν
, (1.135)

où L est la longueur de la cavité. En observant le signal de la détection homodyne
lorsqu’on applique une modulation de la fréquence du laser d’amplitude connue, on
est capable, en utilisant la relation précédente, de convertir le signal en déplacement
équivalent du miroir.

La calibration de la mesure se fait en deux étapes. Il est d’abord nécessaire de
produire une modulation de fréquence d’amplitude parfaitement connue et dont la
fréquence peut être balayée aisément. Il faut ensuite observer l’effet de cette modulation
de fréquence sur la cavité à miroir mobile. On en déduit la conversion volt ↔ mètre du
signal de position du miroir fourni par la détection homodyne.

1.3.1 Calibration de la modulation de fréquence

Pour moduler la fréquence du laser, on agit sur l’électro-optique interne de la cavité
en anneau du laser. Le signal sinusöıdal délivré par un générateur haute fréquence
IFR 2030 est envoyé sur la voie rapide de l’asservissement en fréquence du laser qui
pilote directement une voie de l’électro-optique. Le générateur possède une fonction de
balayage qui produit une rampe de fréquence sur le signal. On peut ainsi réaliser en une
opération la calibration sur un large spectre de fréquence. Nous nous sommes limités
à des fréquences allant de 10 kHz jusqu’à 2 MHz. L’amplitude de modulation est
choisie suffisamment faible de manière à rester dans le régime linéaire où la modulation
de fréquence δνm est proportionnelle à la tension Vm du générateur. L’étalonnage de la
modulation de fréquence du laser pour une tension fixée du générateur HF est réalisée
en observant l’effet de la modulation sur une cavité de référence. Nous avons choisi la
cavité FPF dont la bande passante Ωcav a été mesurée précisément.

Une modulation de fréquence se traduit par une modulation de l’intensité transmise
par la cavité FPF, sauf à résonance où la pente du pic d’Airy en fonction de la fréquence
est nulle. Il est donc nécessaire de fixer le point de fonctionnement de la cavité là où
la pente est maximale. En reprenant l’expression du déphasage Ψ = 2kL subi par la
lumière sur un aller-retour dans une cavité de longueur L [équation (1.80)], on voit
qu’une modulation δνm entrâıne une modulation δΨm du déphasage :

Ψ(t) = Ψ + δΨm(t), (1.136)

δΨm(t) = 4π
L

c
δνm(t). (1.137)

Dans ces conditions le champ intracavité est lui aussi modulé d’une quantité δαm que
l’on peut calculer en linéarisant l’équation d’évolution du champ [équation (1.83)] :

τ
d

dt
δαm(t) =

(

−γ + iΨ
)

δαm(t) + iαδΨm(t). (1.138)

En écrivant cette équation dans l’espace de Fourier, on trouve finalement la modulation
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Fig. 1.18 – Schéma de la calibration de la modulation de fréquence du laser en asservissant la cavité
FPF à mi-transmission.

relative d’intensité δIm/I en sortie de la cavité, à la fréquence de modulation Ωm,

δIm[Ωm]

I
=
δνm[Ωm]

Ωcav/2π

2Ψ/γ
√

(

1 + (Ψ/γ)2 − (Ωm/Ωcav)2
)2

+ (2Ωm/Ωcav)2

. (1.139)

La modulation de fréquence a un effet maximum lorsque l’on se place au voisinage de la
mi-transmission, c’est-à-dire pour un désaccord Ψ = γ. A basse fréquence (Ωm � Ωcav)
la modulation relative d’intensité s’écrit simplement :

δIm

I
=

δνm

Ωcav/2π
. (1.140)

A plus haute fréquence, l’effet de la modulation de fréquence est filtré par la cavité.
En pratique on utilise la photodiode placée après la cavité FPF qui fournit en

fonctionnement normal le signal d’erreur pour la boucle d’asservissement d’intensité.
Le dispositif de stabilisation en intensité est donc simplement déconnecté. Nous nous
sommes cependant assurés que les fluctuations relatives d’intensité pendant le temps de
la mesure restent inférieures au pourcent. On compare le signal d’intensité fourni par
cette photodiode à une tension de référence ajustée à la moitié de la tension maximale
du pic d’Airy. Le signal d’erreur pilote la cale piézoélectrique sur laquelle est monté le
miroir d’entrée de la cavité FPF. On asservit ainsi le désaccord Ψ à la valeur γ comme
le montre la figure 1.18. L’amplificateur haute tension agit comme un filtre passe-bas à
basse fréquence et limite l’efficacité de l’asservissement à une plage de fréquence de 0 à
quelques kilohertz. Il ne vient donc pas perturber la mesure de la modulation d’intensité
à haute fréquence (> 10 kHz).

Le générateur haute fréquence délivre une tension sinusöıdale Vmod dont la fréquence
est balayée entre 10 kHz et 2 MHz par pas de 2 kHz. La mesure de modulation
d’intensité est réalisée directement sur le signal délivré par la photodiode dont la gain
est plat en fréquence dans la domaine de fréquence qui nous intéresse. Le signal est
visualisé sur un analyseur de spectre HP 8560 E configuré en mode MAXHOLD avec
un temps de balayage plus faible que la durée d’un pas de fréquence, fixée à 50 ms.
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Fig. 1.19 – Calibration de la modulation de fréquence du laser, observée en sortie de la cavité FPF
fonctionnant à mi-transmission. Courbes de gauche : modulations obtenues avec et sans asservissement
à mi-transmission du FPF. Courbes de droite : modulations obtenues avec et sans asservissement de
la fréquence du laser.

On mesure la modulation d’intensité δIm du faisceau transmis par la cavité FPF
ainsi que l’intensité moyenne I. Sur le graphe de gauche de la figure 1.19, la courbe
noire présente l’amplitude de modulation de fréquence déduite de la mesure de modu-
lation d’intensité δIm à la sortie de la cavité, grâce à la relation (1.139). L’amplitude de
modulation sur le générateur HF est de 0 dBm, soit une tension de sortie du générateur
Vm = 0, 223 V . Plus précisément l’échelle verticale représente le rapport δνm/Vm entre
la modulation de fréquence et la tension appliquée (en kHz/V ). Nous avons vérifié que
pour une modulation plus faible (Vm = −10 dBm), ce rapport a exactement la même
allure. Ceci montre qu’il n’y a aucun effet de saturation de l’électronique ou de l’électro-
optique, et que nous travaillons bien en régime linéaire. La courbe grisée représente le
rapport δνm/Vm obtenu dans les mêmes conditions mais en débranchant l’asservisse-
ment de la cavité FPF, la cavité étant maintenue manuellement à mi-transmission. Les
deux courbes se superposent parfaitement sauf à très basse fréquence. On démontre
ainsi que l’asservissement à mi-transmission ne perturbe pas la calibration pour des
fréquences supérieures à quelques dizaines de kilohertz.

La calibration des déplacements observés avec la cavité à miroir mobile impose
d’asservir la fréquence du laser sur la cavité FPE (section 1.2.3). Cet asservissement
modifie la modulation de fréquence imposée sur l’électro-optique interne du laser. Nous
avons donc également calibré la modulation de fréquence lorsque le laser est asservi en
fréquence sur la cavité FPE (courbe noire sur le graphe de droite de la figure 1.19).
On voit clairement que cet asservissement agit sur la modulation de fréquence dans
toute la plage de fréquence que nous analysons. Il produit en particulier une amplifi-
cation de la modulation pour des fréquences comprises entre 500 et 1300 kHz, et une
atténuation à basse et à haute fréquence. Nous utiliserons cette courbe comme référence
de modulation de fréquence dans le paragraphe suivant.
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Fig. 1.20 – Courbe de calibration de la cavité à miroirs cylindriques. A gauche : niveau de modulation
VAS à la sortie de la détection homodyne. A droite : déplacement équivalent δx du miroir mobile ramené
à la tension mesurée VAS .

1.3.2 Calibration de la cavité à miroirs cylindriques

Nous avons réalisé la calibration des déplacements observés sur la cavité à miroirs
cylindriques selon la technique décrite au début de cette section. L’asservissement à
résonance de la cavité FPF et la stabilisation en intensité du faisceau de mesure sont
rétablis. La fréquence du laser est asservie sur la cavité FPE, maintenue à résonance avec
la cavité à miroir mobile. Le générateur HF délivre comme précédemment une rampe de
fréquence avec une amplitude Vm = 0 dB. Le signal en sortie de la détection homodyne
est mesuré sur l’analyseur de spectre, toujours configuré en mode MAXHOLD. La
courbe de gauche de la figure 1.20 présente l’amplitude de modulation VAS observée
sur l’analyseur de spectre, rapportée à l’amplitude de modulation Vm du générateur
HF.

Cette réponse de la cavité à une modulation de fréquence permet de déduire la
réponse à un déplacement du miroir mobile. La relation (1.135) s’écrit :

δx/VAS =
L

ν
× δνm/Vm

VAS/Vm
. (1.141)

Pour une longueur L de la cavité de 0,26 mm et une longueur d’onde du laser λ =
810 nm, le rapport L/ν est égal à 7, 02×10−19 m/Hz. Les autres termes dans l’équation
(1.141) correspondent aux courbes des figures 1.19 et 1.20. On obtient ainsi la calibra-
tion δx/VAS de la mesure, qui relie une tension VAS mesurée à la sortie de la détection
homodyne au déplacement δx du miroir mobile. Comme le montre la courbe de droite de
la figure 1.20, on trouve une calibration pratiquement plate en fréquence, mis à part un
accident vers 500 kHz (sans doute lié à une résonance de l’asservissement en fréquence
du laser), et une remontée à basse fréquence (< 100 kHz) due à l’effondrement de la
réponse des photodiodes de la détection homodyne.

Notons que la calibration se déduit des expressions théoriques présentées dans la
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section 1.1.4, la tension VAS étant directement proportionnelle à la quadrature de
phase δqout. En négligeant le bruit de phase δqin du faisceau incident devant le signal,
l’équation (1.100) donne une réponse en fonction de la fréquence Ω de la forme :

δx[Ω]/VAS [Ω] = g

√

1 + (Ω/Ωcav)
2, (1.142)

où la constante g dimensionnée en m/V dépend de l’intensité et de la longueur d’onde
du faisceau de mesure, des pertes totales dans la cavité et du gain de la détection
homodyne. Pour des fréquences inférieures à 2 MHz et une bande passante Ωcav =
11 MHz, l’effet de filtrage par la cavité est négligeable et l’on attend un profil plat en
fréquence. L’ajustement de la courbe de la figure 1.20 par la réponse théorique fournit
le facteur de conversion g :

δx/VAS[Ω � Ωcav] = 5, 8 × 10−13 m/V. (1.143)

Cette valeur permet d’exprimer les spectres de bruit observés en terme de déplacement
équivalent, en m/

√
Hz. Plus précisément, l’analyseur de spectre fournit la puissance

de bruit sur une certaine plage de fréquence, correspondant à la résolution spectrale
d’analyse (RBW : resolution bandwidth). Cette puissance est convertie en amplitude

spectrale VAS[Ω] exprimée en V/
√
Hz en utilisant la formule :

PdB[Ω] = 10 log(20V 2
AS[Ω] × RBW), (1.144)

où PdB est la puissance de bruit en dBm donnée par l’analyseur de spectre. On ob-
tient finalement l’amplitude spectrale δx[Ω] de déplacement du miroir (en m/

√
Hz) en

multipliant par le facteur de conversion g [équation (1.143)].

1.3.3 Sensibilité de la cavité à miroirs cylindriques

Nous avons évalué le bruit de phase δqin du faisceau de mesure envoyé sur la cavité,
en plaçant la cavité à miroir mobile hors résonance. Dans ces conditions, le faisceau
incident est simplement réfléchi et l’on mesure son bruit de phase grâce au signal de la
détection homodyne visualisé sur l’analyseur de spectre. La puissance incidente sur la
cavité est de 1 mW et celle de l’oscillateur local est de 9 mW .

Pour obtenir le spectre de bruit présenté sur la figure 1.21, nous avons effectué
l’acquisition par tranches de fréquence de 100 kHz de large. La plage d’analyse de
l’analyseur de spectre est fixée dans un premier temps entre 0 et 100 kHz. La résolution
spectrale de l’analyseur de spectre (RBW) est de 300 Hz et les courbes sont moyennées
50 fois avant d’être transférées à un ordinateur. Ce dernier relance automatiquement
l’acquisition sur la plage de fréquence suivante.

L’échelle verticale de la courbe est graduée en m/
√
Hz grâce à la procédure de

calibration expliquée dans la section précédente. La limite théorique dans le cas d’une
détection homodyne idéale est donnée par l’équation (1.115). Si on prend en compte
l’adaptation spatiale du faisceau avec la cavité ηcav = 90 %, le recouvrement spatial
avec l’oscillateur local ηOL = 94 %, et le rendement ηph = 91 % des photodiodes, on
obtient une sensibilité δxshot due au bruit de photon de :

δxshot[Ω] =
λ

16F
1

√

I
in

1
√
ηcavηOLηph

√

T + P

T

√

1 +

(

Ω

Ωcav

)2

. (1.145)
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Fig. 1.21 – Spectre de bruit de phase du faisceau réfléchi mesuré avec la cavité à miroirs cylindriques
hors résonance, exprimé en déplacement équivalent du miroir mobile (en m/

√
Hz). La courbe théorique

représente la limite de sensibilité attendue à partir du bruit quantique de phase.

Avec des pertes P = 63 ppm et une transmission T = 180 ppm du coupleur d’entrée,
on trouve une sensibilité théorique à basse fréquence :

δxshot[Ω � Ωcav] = 4, 6 10−20m/
√
Hz. (1.146)

La courbe de sensibilité donnée par l’équation (1.145) est tracée sur la figure 1.21. Au
dessus de 500 kHz le bruit expérimental de la phase est plat en fréquence et cöıncide
avec la courbe de bruit de photon théorique. Dans cette zone, la mesure est donc limitée
par le bruit quantique de la lumière, alors qu’à plus basse fréquence on observe un excès
de bruit du faisceau laser.

Pour finir nous avons mesuré le niveau de bruit dû aux fluctuations de position du
miroir mobile pour le comparer à la sensibilité de la cavité. On utilise le même dispositif
mais en maintenant cette fois le laser à résonance avec la cavité. La phase du faisceau
réfléchi est la superposition du bruit de phase incident et du bruit dû aux fluctuations
de position du miroir mobile. L’acquisition se déroule de la même façon que pour la
mesure du bruit de phase du faisceau incident, en fragmentant l’acquisition sur des
plages de 100 kHz de large. Le graphe de gauche de la figure 1.22 montre le bruit
obtenu (courbe noire). La courbe grisée reproduit la courbe expérimentale de bruit de
phase incident de la figure 1.21. Le graphe de droite détaille la partie entre 0 et 500
kHz. Les courbes sont obtenues de la même manière que les courbes de gauche mais
elles sont moyennées 100 fois sur l’analyseur de spectre. Ces courbes montrent que la
mesure du bruit de position est bien limitée par le bruit de phase du faisceau incident,
à une valeur meilleure que 10−19 m/

√
Hz sur la plage de fréquence considérée.

Le spectre de bruit thermique observé ici sera étudié plus en détail dans les deux
chapitres suivants. Il apparâıt sous la forme d’une série de pics associés aux résonances
acoustiques du miroir, superposés à un fond thermique. Au dessus de 750 kHz, la
puissance de bruit de position du miroir est environ 10 dB au dessus de la puissance du
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Fig. 1.22 – Spectres de bruit thermique entre 0 et 2 MHz (courbes de gauche) et entre 0 et 500 kHz
(courbes de droite). Le spectre de bruit de phase du faisceau de mesure est reporté en grisé.

bruit de photon. Cet écart diminue à basse fréquence, et en dessous de 400 kHz le bruit
de fond de position n’est plus observable. Cependant cette cavité a été montée pour
étudier les modes acoustiques à résonance. Les pics de résonance ont une dynamique
de 20 dB au dessus de la limite de sensibilité, ce qui est largement suffisant pour notre
étude.
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Chapitre 2

Mesure et contrôle du bruit

thermique d’un miroir

Le dispositif présenté dans le chapitre précédent permet de mesurer de petits dépla-
cements avec une sensibilité suffisante pour observer le mouvement Brownien du miroir
mobile. Le spectre de bruit thermique interne du miroir présente une série de pics cor-
respondant aux résonances des différents modes de vibration internes. Nous présentons
dans ce chapitre l’étude du bruit thermique autour d’une fréquence de résonance du
miroir. Nous verrons comment la forme du pic de bruit thermique donne accès aux
caractéristiques mécaniques du mode acoustique. Un dispositif permettant de réduire
le bruit thermique en utilisant un contrôle actif du mouvement Brownien du miroir est
ensuite décrit et mis en place expérimentalement. Une étude complète de cette tech-
nique montre qu’elle correspond à un processus de friction froide qui permet de refroidir
le miroir.

2.1 Bruit thermique autour d’une résonance

Le mouvement que nous étudions est celui produit par la déformation de la surface
du miroir au niveau de la tache de réflexion du faisceau de mesure. Les miroirs que
nous étudions possèdent une infinité de modes internes de vibration et sont de ce
fait des systèmes multimodes. Cependant lorsque l’on s’intéresse au mouvement du
miroir sur une plage étroite de fréquence autour d’une fréquence de résonance d’un
mode particulier, le comportement du miroir est essentiellement gouverné par le mode
résonnant. L’étude expérimentale du bruit thermique et de la réponse du miroir à une
force extérieure peut alors être comparée au modèle théorique simple et bien connu
d’un oscillateur harmonique [20, 49].

2.1.1 Equivalence avec l’oscillateur harmonique

L’étude réalisée dans la section 1.1.3 a montré que le mouvement du miroir dû à la
déformation de sa surface est équivalent à celui d’une série d’oscillateurs harmoniques
correspondant chacun à un mode de vibration interne. La déformation du miroir à
des fréquences voisines d’une fréquence de résonance Ωn est cependant principalement

59
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régie par le mode résonnant. On voit en effet sur l’équation (1.75) que dans la sus-
ceptibilité effective, qui s’écrit comme la somme des susceptibilités de chaque mode
acoustique, tous les termes de la série sont négligeables devant le terme correspondant
au mode résonnant. Le miroir se comporte pour des fréquences voisines de Ωn comme
un oscillateur harmonique dont la susceptibilité est celle du mode n.

Plus précisément si l’on suppose que l’intensité intracavité est suffisamment faible
pour pouvoir négliger les effets de la pression de radiation du faisceau de mesure, on
peut écrire le déplacement δx du miroir vu par la lumière pour des fréquences voisines
de Ωn sous la forme :

δx[Ω ' Ωn] =
∑

m

χeff
m [Ω ' Ωn]F eff

T,m[Ω],

'
F eff

T,n[Ω]

M eff
n (Ω2

n − Ω2 − iΓnΩ)
+
∑

m6=n

F eff
T,m[Ω]

M eff
m (Ω2

m − Ω2
n)
, (2.1)

où l’on a simplifié les expressions des susceptibilités effectives χeff
m dans la limite haute

et basse fréquences (pour m 6= n). Les forces de Langevin effectives sont non corrélées
entre elles et leur spectre Seff

T,m, relié à l’amortissement Γm = Ωm/Qm et à la température
T par le théorème fluctuations-dissipation [équation (1.73)], vaut :

Seff
T,m[Ω] = 2M eff

m ΓmkBT. (2.2)

Le spectre Sx de déplacement du miroir vaut ainsi :

Sx[Ω ' Ωn] =
2ΓnkBT

M eff
n

[

(Ω2
n − Ω2)2 + Γ2

nΩ2
] +

∑

m6=n

2ΓmkBT

M eff
m (Ω2

m − Ω2
n)2 . (2.3)

Le dernier terme décrit la réponse des modes de fréquence de résonance différente de
Ωn. Cette contribution est indépendante de la fréquence Ω et correspond à un bruit
blanc d’amplitude proportionnelle à la température T . Le premier terme correspond à
la réponse du mode résonnant et possède une forme Lorentzienne centrée à la fréquence
Ωn et de largeur Γn. Le bruit thermique est donc la superposition d’un pic de résonance
thermique similaire à celui d’un oscillateur harmonique à l’équilibre thermodynamique
et d’un fond plat en fréquence dû aux autres modes.

2.1.2 Procédure de mesure du bruit thermique

Dans cette première expérience nous avons utilisé le miroir mobile plan-convexe
monté dans la cavité décrite dans la section 1.2.1. Le faisceau injecté dans la cavité est
de 100 µW et l’oscillateur local a une intensité de 10mW . Le recouvrement spatial entre
l’oscillateur local et le faisceau réfléchi par la cavité est de 95 %. Enfin le paramètre
ηcav caractérisant l’adaptation spatiale entre le faisceau et la cavité vaut 98 %.

La géométrie plan-convexe pour le miroir mobile présente, dans le cadre d’une ap-
proximation paraxiale, une série de modes acoustiques Gaussiens localisés au voisinage
de l’axe du résonateur [33]. Ces modes sont en fait équivalents aux modes Gaussiens
optiques présents dans une cavité plan-concave Fabry-Perot. Leur fréquence et leur
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répartition spatiale sont parfaitement calculables et une étude détaillée de ces modes
de vibration est faite dans la section 4.4. Le mode fondamental Gaussien a la symétrie
de révolution autour de l’axe du miroir et sa fonction radiale est une Gaussienne. Dans
le cas où le rayon de courbure de la face convexe est très grande devant l’épaisseur du
miroir, la fréquence du mode fondamental est directement égale à l’inverse du temps
qu’il faut à une onde acoustique pour faire un aller-retour dans le miroir selon son axe.
Pour une épaisseur de 1,5 mm et une vitesse du son dans la silice fondue de 5 970 m/s,
on obtient une fréquence de résonance de l’ordre de 2 MHz.

La mesure du bruit thermique à résonance a été faite à température et à pression
ambiantes. Le bruit thermique du miroir est observé en maintenant le faisceau de mesure
résonnant avec la cavité grâce à l’asservissement de la fréquence du laser présenté
dans la section 1.2.3. Le bruit de phase du faisceau réfléchi mesuré par la détection
homodyne est visualisé sur un analyseur de spectre HP 8560E ayant une résolution
spectrale pouvant descendre jusqu’à 1 Hz. Le bruit de phase a tout d’abord été observé
autour de la fréquence attendue du mode fondamental Gaussien. Son spectre entre
1800 et 2000 kHz a été analysé avec une résolution spectrale de 300 Hz, en découpant
l’acquisition en plage de 50 kHz de large. Le spectre révèle un très grand pic de bruit
à la fréquence de 1858 kHz, et plusieurs autres pics de plus faible intensité et dont
les fréquences de résonance sont plus élevées de quelques kilohertz. Cette structure
spectrale est caractéristique de celle des modes de vibration dans un miroir plan-convexe
et permet d’associer le pic de plus basse fréquence au mode fondamental Gaussien du
miroir.

La fréquence du mode fondamental étant ainsi repérée, on peut analyser le pic de
bruit thermique sur une plage de fréquence plus étroite et avec une bien meilleure
résolution. Le bruit de phase est ainsi mesuré sur l’analyseur de spectre sur une plage
de fréquence de 500 Hz de large et avec une résolution spectrale (RBW) de 10 Hz.
Afin de réduire le bruit sur les courbes expérimentales, il est nécessaire de moyenner
le spectre sur plusieurs acquisitions (environ 500 acquisitions). Pour une résolution de
10 Hz le temps d’acquisition d’une courbe sur l’analyseur de spectre est de l’ordre
de la seconde. Le temps total de la mesure est alors d’une dizaine de minutes et il
est nécessaire de s’affranchir des dérives thermiques. La première conséquence de ces
dérives est un changement de la longueur de la cavité dû à la dilatation du support
des miroirs. L’asservissement en fréquence du laser permet de compenser efficacement
ces dérives très lentes et sur une période de dix minutes la fréquence du laser suit la
fréquence de résonance de la cavité sans risque de décrochage. La seconde conséquence
est la dilatation des miroirs eux-mêmes, qui provoque un déplacement des fréquences
de résonance mécanique des modes acoustiques. On peut observer des variations de la
fréquence de résonance mécanique de plusieurs hertz sur des temps de l’ordre de l’heure.
Ceci est susceptible de provoquer un élargissement des spectres non négligeable si l’on
considère que la largeur du pic n’est que de quelques dizaines de hertz.

Notre procédure d’acquisition du spectre de bruit thermique autour de la résonance
permet de compenser les dérives du pic de bruit thermique. La fréquence centrale de
l’analyseur de spectre est calée sur le pic de bruit thermique. L’analyseur acquiert
100 courbes dont il fait la moyenne qui est ensuite transférée à l’ordinateur. Celui-
ci détermine la fréquence centrale du pic. L’algorithme de recherche de la fréquence
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Fig. 2.1 – Dérive de la fréquence centrale du pic de bruit thermique au cours d’une acquisition du
bruit thermique.

centrale partage le spectre en deux autour d’une fréquence (initialement la fréquence la
plus basse). Si l’aire de la partie du spectre en dessous de cette fréquence est inférieure à
l’aire de la partie au dessus, la fréquence qui sert à découper le spectre est incrémentée
et l’on recommence la comparaison. L’algorithme s’arrête lorsque la partie supérieure
à une aire plus faible que la partie inférieure. Comme l’analyseur acquiert 600 points
sur une plage de 500 Hz, le pas en fréquence est de 0,83 Hz. La fréquence centrale
calculée par l’algorithme correspond à la fréquence centrale du pic à mieux que 1 Hz.
Cet algorithme est bien meilleur qu’une simple recherche du maximum de la courbe car
une telle procédure est très sensible au bruit présent au sommet de la courbe qui peut
créer un maximum décalé de plusieurs hertz par rapport à la fréquence centrale.

La fréquence de l’analyseur de spectre est recentrée sur le pic de bruit thermique.
L’opération est réalisée cinq fois afin d’obtenir 500 moyennes. On peut également par
cette méthode évaluer la dérive de la fréquence centrale du pic de bruit thermique au
cours du temps. La figure 2.1 montre un exemple de dérive obtenue expérimentalement :
entre le début et la fin de l’acquisition, le pic se décale de plus d’une dizaine de hertz ;
cependant entre deux recentrages consécutifs le pic ne dérive que de quelques hertz.

2.1.3 Résultats expérimentaux

La courbe expérimentale de bruit de phase obtenue autour de la fréquence de
résonance du mode fondamental Gaussien du miroir plan-convexe avec une résolution
spectrale de 10 Hz est présentée sur la figure 2.2. L’échelle en m2/Hz est obtenue grâce
à la calibration par la modulation de fréquence (voir la partie 1.3). L’ajustement de la
courbe par une Lorentzienne donne une largeur Γ = 2π×57 Hz, ce qui correspond à un
facteur de qualité mécanique Q d’environ 33 000. La Lorentzienne est superposée à un
fond qui correspond au bruit thermique des autres modes acoustiques [équation (2.3)].
L’aire de la Lorentzienne sans le fond est directement égale à la variance ∆x2 du mou-
vement Brownien vu par la lumière pour le mode fondamental Gaussien. L’intégration
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Fig. 2.2 – Spectre de bruit de phase du faisceau réfléchi par la cavité, autour de la fréquence de
résonance du mode fondamental Gaussien du miroir plan-convexe, sur une plage de 500 Hz avec
un résolution de 10 Hz. Le spectre est moyenné sur 500 acquisitions. La courbe en pointillés est
l’ajustement du spectre par une Lorentzienne.

du terme dû à ce mode dans le spectre (premier terme dans l’expression (2.3)) conduit
à la relation :

1

2
M eff

n Ω2
n∆x2 =

1

2
kBT. (2.4)

On retrouve une équation similaire à celle prédite par le théorème d’équipartition de
l’énergie pour un oscillateur harmonique de masse M eff

n et de pulsation Ωn.
Cette expression permet de déterminer la masse effective du mode, connaissant la

variance du mouvement. A partir de l’ajustement Lorentzien, on trouve une variance
∆x2 égale à 1, 3 × 10−31m2 et on obtient une masse effective de 230 mg. Nous verrons
dans la partie 4.2 que cette valeur est plus grande que la valeur théorique (30 mg).

2.2 Refroidissement du miroir par pression de radiation

Nous avons vu dans la partie précédente qu’il est possible d’observer le mouvement
Brownien du miroir avec une dynamique de plusieurs dizaines de dB : la mesure est en
fait uniquement limitée par le bruit quantique de la lumière à un niveau environ 10 000
fois plus petit en puissance que le pic de bruit thermique. Ceci permet de réaliser un
contrôle actif du mouvement Brownien du miroir en appliquant une force contrôlée sur
le miroir à l’aide d’une boucle de contre-réaction [27, 49, 50]. Cette partie détaille le
processus de friction froide qui permet de réduire le bruit thermique du miroir autour
de la fréquence de résonance mécanique. Nous verrons en particulier qu’en présence de
la contre-réaction le mouvement du miroir dû au mode résonnant correspond toujours
à un équilibre thermodynamique mais à une température plus basse que la température
ambiante. Nous décrivons également la réalisation pratique de ce processus de friction
froide, en utilisant la force de pression de radiation d’un faisceau intense qui se réfléchit
par l’arrière sur le miroir.
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2.2.1 Principe de la friction froide

Nous considérerons ici que le miroir est équivalent à un unique oscillateur harmo-
nique de fréquence de résonance ΩM , de masse M et de taux d’amortissement Γ. Sa
susceptibilité χ s’écrit dans le cadre de cette approximation :

χ[Ω] =
1

M (Ω2
M − Ω2 − iΓΩ)

. (2.5)

On suppose également qu’il s’exerce maintenant sur le miroir, en plus de la force de
Langevin FT , une seconde force Frad produite par la pression de radiation d’un faisceau
laser intense en se réfléchissant sur le miroir. La réponse δx du miroir s’écrit alors :

δx[Ω] = χ[Ω](FT [Ω] + Frad[Ω]). (2.6)

On suppose que la mesure du bruit de position du miroir est idéale, c’est-à-dire que
le bruit électronique de la détection et le bruit quantique du faisceau de mesure sont
négligeables devant le bruit thermique du miroir. Dans ce cas, la phase δϕ du faisceau
réfléchi par la cavité est directement proportionnelle au déplacement δx du miroir. On
peut alors effectuer un contrôle du déplacement du miroir en agissant sur lui à l’aide
de la force de pression de radiation Frad, dont l’amplitude est pilotée par la mesure du
déplacement δx grâce à une boucle de contre-réaction.

La première possibilité de contrôle du mouvement consiste à appliquer une force
proportionnelle au déplacement du miroir. Dans ce cas on peut écrire la force de pression
de radiation sous la forme :

Frad[Ω] = −gMΩ2
Mδx[Ω], (2.7)

où g est un facteur sans dimension qui caractérise le gain de la boucle de contre-réaction.
La réponse du miroir à une telle force s’écrit d’après l’équation (2.6) :

δx[Ω] = χ[Ω](FT [Ω] − gMΩ2
Mδx[Ω]). (2.8)

On déduit de cette expression le déplacement δx du miroir en présence de la contre-
réaction :

δx[Ω] =
1

1/χ[Ω] + gMΩ2
M

FT [Ω] = χfb[Ω]FT [Ω], (2.9)

où l’on a introduit une nouvelle susceptibilité χfb pour le miroir en présence de la boucle
de contre-réaction. En utilisant l’expression de la susceptibilité donnée par l’équation
(2.5) on trouve l’expression de χfb :

χfb[Ω] =
1

M (Ω2
M(1 + g) − Ω2 − iΓΩ)

. (2.10)

Le comportement du miroir est donc celui d’un oscillateur harmonique de masse M
et d’amortissement Γ mais dont la fréquence de résonance est déplacée d’une quantité
proportionnelle au gain g de la boucle de contre-réaction. L’effet de la contre-réaction
est donc équivalent à une modification de la susceptibilité du miroir. Comme on pouvait
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Fig. 2.3 – Effet d’un contrôle proportionnel au déplacement. Le pic de bruit thermique est déplacé
mais son aire ne change pas.

s’y attendre, ajouter une force proportionnelle au déplacement modifie la constante de
raideur de l’oscillateur harmonique et donc sa fréquence de résonance.

Déterminons maintenant l’effet sur le bruit thermique du miroir. La force de Lan-
gevin FT est due uniquement aux processus de dissipation au sein du miroir. Elle n’est
pas modifiée par la force de pression de radiation permettant la contre-réaction. Le
spectre de la force de Langevin se déduit donc toujours de la partie imaginaire de la
susceptibilité mécanique du miroir sans contre-réaction :

SFT
[Ω] = −2kBT

Ω
Im

(

1

χ[Ω]

)

= 2MΓkBT. (2.11)

On en déduit que le spectre Sfb
x du bruit de déplacement devient en présence de contre-

réaction :

Sfb
x [Ω] =

2ΓkBT/M

(Ω2
M(1 + g)2 − Ω2)

2
+ Γ2Ω2

. (2.12)

Il a une forme Lorentzienne similaire au spectre de bruit thermique sans contre-réaction
mais il est désormais centré autour de la fréquence (1 + g)ΩM . La largeur et la hauteur
du pic de bruit thermique et donc son aire restent inchangés. Le bruit thermique est
certes réduit autour de la fréquence de résonance ΩM mais le bruit de position du miroir
n’est pas réduit, il est simplement déplacé comme le montre la figure 2.3. On remarque
également que le miroir continue de satisfaire le théorème fluctuations-dissipation à la
température T puisque seul intervient le taux d’amortissement dans l’équation (2.11) et
que celui-ci n’est pas modifié. Le miroir est donc toujours à l’équilibre thermodynamique
à la température T et il n’y a pas de refroidissement.

Une seconde possibilité de contrôle consiste à appliquer une force proportionnelle à
la vitesse du miroir [27, 49, 51]. Si un contrôle proportionnel au déplacement change la
raideur de l’oscillateur harmonique, une force proportionnelle à la vitesse modifie son
taux d’amortissement. En effet la force s’écrit maintenant

Frad[Ω] = −iΩΓgMδx[Ω]. (2.13)

Le déplacement du miroir se déduit alors des équations (2.5) et (2.6) par un calcul simi-
laire à celui aboutissant à l’expression (2.10). On obtient maintenant un déplacement :

δx[Ω] = χfbFT [Ω], (2.14)
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Fig. 2.4 – Effet de la friction froide sur le spectre de déplacement. Le spectre reste centré autour de
ΩM mais l’aire de la courbe est diminuée d’un facteur (1 + g).

où la susceptibilité χfb en présence de la contre-réaction est donnée par,

χfb[Ω] =
1

M (Ω2
M − Ω2 − i(1 + g)ΓΩ)

. (2.15)

La nouvelle susceptibilité χfb est celle d’un oscillateur harmonique de masse M , de
fréquence de résonance ΩM mais de taux d’amortissement modifié d’un facteur (1 + g)
par rapport au cas sans contre-réaction.

Comme nous l’avons déjà remarqué, la force de Langevin FT n’est pas modifiée
par la boucle de contre-réaction et son spectre est donné par l’équation (2.11). L’as-
servissement modifie donc l’amortissement du système sans rajouter de bruit. On
peut en particulier augmenter la friction du miroir pour des gains positifs sans fluc-
tuations supplémentaires. Ce processus correspond à un processus de friction froide
[25, 26, 28, 52].

On peut écrire le spectre Sfb
x du bruit de position du miroir à partir des équations

(2.14) et (2.15) :

Sfb
x [Ω] =

2ΓkBT/M

(Ω2
M − Ω2)

2
+ Γ2(1 + g)2Ω2

. (2.16)

Le spectre de bruit reste centré autour de la fréquence de résonance ΩM mais sa largeur
est modifiée par la contre-réaction comme le montre la figure 2.4. On définit alors une
nouvelle largeur du spectre Γfb :

Γfb = (1 + g)Γ. (2.17)

La hauteur du spectre est elle aussi modifiée. On définit le rapport de réduction en
amplitude du spectre de bruit à partir du rapport des amplitudes des spectres de bruit
sans et avec asservissement :

√

Sx[Ω]

Sfb
x [Ω]

= R[Ω] =

∣

∣

∣

∣

Ω2
M − Ω2 − iΓfbΩ

Ω2
M − Ω2 − iΓΩ

∣

∣

∣

∣

. (2.18)
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La réduction maximale est obtenue à résonance où elle vaut :

R[ΩM ] = (1 + g). (2.19)

Lorsque l’on s’éloigne de résonance le facteur de réduction tend vers 1 ce qui indique
que l’efficacité de la contre-réaction diminue hors résonance. Les équations (2.17) et
(2.18) montrent que pour des gains positifs la largeur du spectre est augmentée d’un
facteur (1 + g) tandis que sa hauteur est réduite d’un facteur (1 + g)2. On en déduit
une diminution de l’aire du spectre de bruit d’un facteur (1 + g). La diminution de
l’aire de la Lorentzienne est la signature d’une réduction de la variance ∆x2 du bruit
de position du miroir dû au mode résonnant. Ceci est équivalent, d’après le théorème
d’équipartition de l’énergie [équation (2.4)], à une diminution de la température du
mode. Il y a donc dans ce cas, et par opposition à un asservissement proportionnel au
déplacement, une réduction réelle du bruit thermique du miroir.

Plus précisément, d’après les expressions de la susceptibilité en présence de la friction
froide [équation (2.15)] et du spectre de la force de Langevin [équation (2.11)], le miroir
obéit au théorème fluctuations-dissipation associé à la susceptibilité χfb :

SFT
= −2kBTfb

Ω
Im

(

1

χfb[Ω]

)

, (2.20)

où la nouvelle température Tfb est définie par :

Tfb =
Γ

Γfb

T =
T

1 + g
. (2.21)

Pour des gains positifs, on obtient une réduction de la température effective du mode.
Il est important de noter que cet effet de friction froide n’est absolument pas

équivalent à une augmentation mécanique de l’amortissement du mode. On peut prendre
l’exemple d’un pendule dont l’amortissement vient des collisions avec le gaz qui l’en-
toure. On pourrait en effet penser réduire le mouvement thermique d’un oscillateur
harmonique en augmentant la friction exercée par le gaz, par exemple en élevant la pres-
sion. Mais, si la dissipation est bien augmentée dans ce cas, on augmente également
le nombre de collisions des molécules du gaz sur le pendule et donc les fluctuations
du système. Au final le théorème fluctuations-dissipation implique que la variance du
mouvement est inchangée : elle ne dépend pas de l’amortissement. Il est même souvent
préférable d’avoir des amortissements les plus faibles possibles de manière à concentrer
le bruit thermique autour de la fréquence de résonance, si celle-ci se trouve en dehors
de la plage de fonctionnement de l’appareil.

2.2.2 Réalisation expérimentale de la force de pression de radiation

La réalisation pratique du processus de friction froide est présentée sur la figure
2.5. La force de contre-réaction est induite par la pression de radiation d’un faisceau
lumineux intense envoyé par l’arrière et se réfléchissant au centre de la face traitée
optiquement du miroir mobile. Le faisceau de refroidissement est prélevé juste à la
sortie du laser, après l’isolateur optique, grâce à un cube séparateur de polarisation
précédé d’une lame demi-onde.
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Fig. 2.5 – Dispositif expérimental de contrôle du mouvement du miroir par pression de radiation.
Une partie du faisceau laser, modulée en intensité par un modulateur acousto-optique (M. A. O.), est
envoyée par l’arrière sur le miroir mobile.

Etant donné que le faisceau de mesure envoyé dans la cavité à miroir mobile ne
nécessite qu’une très faible puissance, l’essentiel de la puissance du laser est utilisé
pour produire la force de pression de radiation. L’intensité du faisceau est modulée
grâce à un modulateur acousto-optique AA MP 10. L’acousto-optique est piloté par
un générateur radio fréquence MOD 200 qui délivre une porteuse à 200 MHz dont
l’amplitude est commandée de manière analogique par une tension comprise entre 0 et
5 V , 0 V correspondant à une intensité lumineuse diffractée nulle et 5 V à une intensité
maximale.

Le modulateur acousto-optique repose sur un support de prisme permettant d’ajus-
ter son orientation. Le tout est monté sur un système de deux translations, une verticale
et une horizontale permettant l’alignement du cube sur le faisceau laser. Enfin une len-
tille de 200 mm de focale permet de focaliser le faisceau dans l’acousto-optique de façon
à optimiser son efficacité. L’ordre 1 de diffraction est utilisé pour produire la force de
pression de radiation. Lorsque l’alignement avec le faisceau est optimum, on obtient
un faisceau diffracté dans le premier ordre dont l’intensité Pmax en continu est de 500
mW et pouvant être modulée à 2 MHz. Pour de fortes amplitudes de modulation, la
distorsion du signal limite la profondeur de modulation à environ 95 %. Cela correspond
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à une force maximale crête-à-crête Fmax
rad :

Fmax
rad = 2~kImax = 0, 95 × 2Pmax

c
= 3, 2 × 10−9 N. (2.22)

L’électronique de commande du pilote du modulateur acousto-optique permet de mélanger
une tension continue à une modulation haute fréquence. Une diode zener de 4,7 V et
une diode au germanium montée en inverse protègent le pilote contre d’éventuelles
surtensions du signal. La tension continue est réglée de manière à ce que la tension
appliquée au pilote ait une valeur moyenne de 2,5 V . Les voies DC et HF sont isolées
l’une de l’autre par deux filtres RC.

Les deux lentilles L1 et L2 de distance focale 50 mm placées après le modulateur
acousto-optique servent à focaliser le faisceau au niveau du miroir mobile avec un col
optique de 100 µm environ. Un miroir de renvoi monté sur un support micrométrique
permet de centrer la tache de réflexion sur le miroir mobile avec un angle d’incidence
de 10◦. Cet angle assure que le faisceau arrière ne rentre pas dans la cavité. En effet le
coefficient de couplage entre le faisceau arrière et la cavité vaut e−θ/θ0 où θ0 est l’angle
de divergence du mode TEM00 de la cavité, égal à θ0 = λ/πw0 = 0, 2◦. Le couplage
est également atténué par le fait que l’on utilise le premier ordre de diffraction, décalé
en fréquence de 200 MHz, c’est-à-dire plus de 10 fois la bande passante de la cavité.
Enfin la détection homodyne est protégée d’une éventuelle lumière parasite provenant
du faisceau arrière par des écrans noirs.

Nous avons vérifié expérimentalement que les parasites n’ont pas d’influence sur le
système de détection homodyne. Pour cela, on applique la modulation générée par un
synthétiseur haute fréquence à l’entrée de la voie HF du circuit de commande du pilote
de l’acousto-optique, la cavité étant maintenue hors résonance. De cette manière, la
phase du faisceau réfléchi par la cavité n’est pas sensible aux déplacements du miroir
et donc à la modulation d’intensité du faisceau arrière. En observant avec l’analyseur
de spectre le bruit de phase autour de la fréquence de modulation, on trouve un niveau
de bruit correspondant au bruit de photon standard, que la modulation soit appliquée
ou non. Nous verrons également dans la partie 2.3 que lorsque la cavité est résonnante,
la détection homodyne délivre un signal modulé à la fréquence du synthétiseur qui est
proportionnel à la réponse mécanique du miroir. Une telle réponse ne peut être attribuée
à un effet parasite (rayonnement des circuits électroniques ou lumière diffusée).

2.2.3 Réalisation de la boucle de contre-réaction

La partie électronique de la boucle de contre-réaction est schématisée sur la figure
2.6. Son but est de fournir un signal proportionnel à la vitesse du miroir pour piloter
l’acousto-optique, à partir du signal délivré par la détection homodyne. Comme nous
ne voulons contrôler le mouvement du miroir que sur une plage de fréquence limitée à
quelques kilohertz autour de la fréquence de résonance du mode fondamental Gaussien,
la dérivation du signal revient simplement à une multiplication par iΩM . La boucle
de contre-réaction n’a ainsi pas besoin d’être équivalente à un vrai dérivateur mais
simplement à un déphaseur par π/2.

Le signal issu de la détection homodyne est tout d’abord divisé en deux par un
splitter Minicircuit. Une partie sert à la mesure du bruit de phase par l’analyseur de
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Fig. 2.6 – Schéma du dispositif électronique de la boucle de contre-réaction.

spectre. L’autre partie sert de signal d’erreur pour la boucle de contre-réaction. Le
signal est filtré par un filtre passe-bande de très grand facteur de qualité, conçu pour
être centré autour d’une fréquence de l’ordre de 2 MHz. On limite ainsi l’efficacité de
la boucle de contre-réaction à une plage restreinte en fréquence. Il faut en effet éviter
d’agir sur les autres modes du miroir, en particulier les modes transverses Gaussiens qui
ne se trouvent que quelques kilohertz au dessus de la fréquence du fondamental, afin de
ne pas saturer la boucle de contre-réaction. La bande passante du filtre doit être ainsi
de l’ordre de quelques kilohertz. Le facteur de qualité et la fréquence centrale du filtre
peuvent être ajustés indépendamment l’un de l’autre sur une faible plage. Nous avons
centré la réponse du filtre sur la fréquence de résonance ΩM = 2π×1859 kHz du mode
fondamental. La bande passante est réglée à 9 kHz, ce qui correspond à un facteur
de qualité de l’ordre de 200. La sortie du filtre est amplifiée par un circuit commercial
Minicircuit ZHL 32A ayant un gain de 25 dB.

Le signal ainsi filtré et amplifié est appliqué à l’entrée d’un déphaseur variable. Ce
circuit permet de produire une force exactement en quadrature avec le déplacement
δx du miroir. Le circuit est conçu de manière à pouvoir obtenir un déphasage quel-
conque entre 0 et 2π, indépendant de la fréquence sur la plage qui nous intéresse [51].
Ce réglage de la phase permet de compenser les déphasages induits par les différents
éléments électroniques de la boucle (détection homodyne, filtre passe-bande, amplifica-
teur, modulateur acousto-optique). Enfin le signal passe dans un atténuateur variable
basé sur un circuit Minicircuit PAS 3. On peut ainsi régler le gain de la boucle de
contre-réaction.

Pour ajuster la phase de la boucle de contre-réaction, on observe le bruit thermique
sur l’analyseur de spectre pour une valeur élevée du gain de la boucle. Une phase mal
réglée est équivalente à un gain g dans les équations (2.13) et (2.15) avec une partie
imaginaire. On retrouve alors une situation similaire à un asservissement proportionnel
où la fréquence centrale du pic de bruit thermique est déplacée. On ajuste alors la phase
de la boucle de manière à annuler ce décalage en boucle fermée.

2.2.4 Résultats expérimentaux

Les spectres de bruit thermique en présence de la boucle de contre-réaction sont
obtenus de la même manière que la courbe de bruit thermique de la figure 2.2. Ils
sont observés sur l’analyseur de spectre sur une plage de fréquence de 1 kHz avec une
résolution spectrale de 10 Hz. Le spectre est moyenné 500 fois avec un recentrage de
la fréquence toute les 100 moyennes. Cependant pour des gains élevés (supérieurs à 10)
les spectres présentent une largeur de l’ordre ou supérieure à la plage de fréquence de
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Fig. 2.7 – Courbes de gauche : bruit thermique autour de la résonance du mode fondamental Gaus-
sien ; la courbe a est obtenue lorsque le miroir est libre (g = 0), les courbes b à e sont obtenues pour
des gains croissants de la boucle de contre-réaction. Courbes de droite : ajustement Lorentzien de la
courbe c.

1 kHz de l’analyseur de spectre. La recherche du centre du spectre devient alors très
imprécise. Pour ces acquisitions on supprime simplement le système de compensation de
la dérive du pic. Le spectre ayant une largeur supérieure à plusieurs centaines de hertz
et les dérives du pic ne dépassant pas quelques dizaines de hertz, on peut considérer
que leur effet sur la largeur du spectre est négligeable.

Les courbes de gauches de la figure 2.7 présentent les spectres de bruit thermique
pour différents gains de la boucle de contre-réaction. la courbe a est le spectre pour
un gain nul (figure 2.2). Les courbes b à e sont obtenues pour des gains croissants de
la boucle de contre-réaction. Comme l’indique l’étude théorique de la section 2.2.1, on
observe une nette diminution de l’aire du spectre de bruit thermique. La courbe de
droite montre un ajustement de la courbe c par une Lorentzienne. L’excellent accord
entre la forme du spectre expérimental et le spectre théorique donné par l’équation
(2.16) montre que le miroir en présence de l’asservissement possède un bruit de position
identique à celui d’un oscillateur harmonique à l’équilibre thermodynamique.

Le gain g de la boucle de contre-réaction dépend des gains de tous les circuits
électroniques présents dans la boucle d’asservissement. Il est de ce fait difficilement
mesurable directement. Nous le déterminons en fait en mesurant l’augmentation de la
largeur du spectre ainsi que la diminution de sa hauteur. Pour le spectre c, l’ajustement
par la Lorentzienne donne une largeur Γfb = 2π × 118Hz, soit une augmentation
de l’amortissement d’un facteur 1 + g = 2, 1. Ceci correspond à un gain g de 1,1.
La réduction Sfb

T [ΩM ]/ST [ΩM ] de hauteur du spectre par rapport à la situation sans
asservissement vaut (1+g)2 = 4, 35, ce qui correspond à un gain g de 1,08, en excellent
accord avec la valeur précédente. Une étude détaillée de la largeur et de la hauteur
du pic en fonction du gain de la boucle de contre-réaction est présentée dans la partie
suivante.
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2.3 Mesure de la susceptibilité mécanique du miroir

Dans la partie 2.1, nous avons observé le bruit de position du miroir mobile au-
tour d’une fréquence de résonance et montré que le spectre de déplacement présente
la forme Lorentzienne attendue pour le bruit thermique d’un oscillateur harmonique.
Ceci ne prouve toutefois pas que l’on observe le bruit thermique et non une excita-
tion parasite de la résonance mécanique. Il faut s’assurer que le spectre observé satis-
fait le théorème fluctuations-dissipation [équations (1.69) à (1.73)]. Ceci nécessite de
déterminer la réponse du miroir à une force extérieure, c’est-à-dire sa susceptibilité
mécanique.

Nous avons également pu réaliser un asservissement de la position du miroir, grâce
à la force de pression de radiation. L’observation des spectres de bruit de phase montre
clairement que le processus mis en jeu entrâıne une réduction du bruit thermique.
Pour démontrer qu’il s’agit d’un processus de friction froide, il faut s’assurer que l’as-
servissement ne fait qu’augmenter l’amortissement du miroir, sans ajouter de bruit
supplémentaire [équations (2.15) et (2.16)]. Ceci nécessite de déterminer la réponse
mécanique du miroir à une force extérieure, en présence de l’asservissement.

Nous avons utilisé un second faisceau arrière d’excitation pour tester la réponse
du miroir à une force de pression de radiation [49]. On mesure ainsi directement la
susceptibilité du mode. Cette caractérisation, indépendante de la mesure du bruit ther-
mique, va tout d’abord permettre de confirmer l’origine thermique des pics de résonance
présents sur le spectre de bruit de position du miroir. On va pouvoir également tes-
ter que la réponse en présence de la boucle de contre-réaction est bien donnée par les
équations (2.14) et (2.15). Cette mesure, combinée avec l’observation du bruit ther-
mique en présence de la friction froide, devrait nous permettre de vérifier que la force
de Langevin n’est pas modifiée par le processus de refroidissement et que son spectre
est donné par l’équation (2.11). Cette démonstration est nécessaire si l’on veut montrer
que le miroir vérifie toujours le théorème fluctuations-dissipation, c’est-à-dire qu’il est à
l’équilibre thermodynamique à une température effective plus basse que la température
ambiante. Finalement la mesure de la susceptibilité va permettre de déterminer les
sources de bruit éventuellement ajoutées par la boucle d’asservissement.

2.3.1 Principe de la mesure de la susceptibilité

La susceptibilité mécanique du miroir en l’absence ou en présence du processus de
refroidissement est déduite de la mesure de la réponse du miroir à une force extérieure
modulée à une fréquence variable. En l’absence de contre-réaction (g = 0) le miroir est
soumis uniquement à cette force externe Fext[Ω] et à la force de Langevin. Sa réponse
est donnée par

δx[Ω] = χ[Ω](FT [Ω] + Fext[Ω]). (2.23)

Dans le cas où la force Fext est monochromatique à la fréquence Ω0 et d’intensité
très grande devant celle de la force de Langevin FT , la réponse du miroir va elle aussi
être principalement monochromatique de fréquence Ω0 et d’amplitude proportionnelle à
χ[Ω0]. En balayant la fréquence Ω0, on peut reconstituer point par point la susceptibilité
du miroir en mesurant la puissance de modulation à la fréquence Ω0 de la phase du
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faisceau réfléchi par la cavité.
La condition Fext grande devant FT doit être précisée car ces deux quantités n’ont

pas les mêmes unités. Si Fext est bien une force dimensionnée en Newton, FT est une
amplitude spectrale de bruit dimensionnée en N/

√
Hz. La réponse à la force de Lan-

gevin est toujours observée sur un certaine largeur spectrale ∆f ou intégrée pendant
un certain temps. Dans notre cas, la bande passante d’analyse est fixée par l’analyseur
de spectre (RBW) et vaut 10 Hz. Pour le mode acoustique que l’on étudie (masse ef-
fective M = 230 mg, taux d’amortissement Γ = 2π× 57 Hz), l’équation (2.11) permet
de calculer la puissance de bruit PT de la force de Langevin vue à travers un filtre de
∆f = 10 Hz :

PT ' 2MΓkBT∆f ' 7 × 10−21N2. (2.24)

La racine carrée de cette valeur est 40 fois plus faible que la force de pression de
radiation exercée par un faisceau de 500 mW [équation (2.22)]. Cet écart peut être
encore augmenté en choisissant une bande passante d’analyse plus étroite.

Dans le cas du miroir soumis à la force de friction froide Frad et à la force extérieure
Fext, la réponse du miroir devient :

δx[Ω] = χ[Ω](FT [Ω] + Frad[Ω] + Fext[Ω]). (2.25)

L’expression de la force de contre-réaction Frad donnée par l’équation (2.13) permet de
calculer la réponse du miroir qui se met sous la forme :

δx[Ω] = χfb[Ω](FT [Ω] + Fext[Ω]), (2.26)

où la susceptibilité effective χfb est donnée par l’équation (2.15). On voit que le miroir
répond, en présence du refroidissement, de la même manière à une force extérieure et à
la force de Langevin. Ainsi, comme dans le cas non asservi, en mesurant cette réponse
lorsque la force extérieure est balayée en fréquence on peut reconstituer la susceptibilité
mécanique du miroir refroidi. On doit alors observer un élargissement et une réduction
en hauteur de la réponse mécanique lorsque l’on augmente le gain g de la boucle de
contre-réaction.

2.3.2 Montage expérimental

Etant donné que l’on doit comparer l’effet du refroidissement sur le bruit thermique
et sur l’action de la force extérieure Fext, il est important que l’application de cette
force extérieure ne perturbe pas le fonctionnement de l’asservissement. C’est pourquoi
le faisceau d’excitation est réalisé de manière complètement indépendante du faisceau
de refroidissement. En particulier, il n’utilise pas le même modulateur acousto-optique
que le faisceau de refroidissement pour éviter une saturation du modulateur. Les modi-
fications apportées au montage de refroidissement pour réaliser la force extérieure sont
présentées sur la figure 2.8.

Une partie du faisceau arrière servant au refroidissement est prélevée grâce à un
cube séparateur de polarisation (CP2) précédé d’une lame λ/2. On peut ainsi contrôler
en modifiant l’orientation de la lame la fraction du faisceau que l’on envoie dans les
deux voies. Le faisceau d’excitation passe dans un modulateur acousto-optique qui est
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Fig. 2.8 – Dispositif expérimental de mesure de la susceptibilité mécanique du miroir en présence
de la force de friction froide. Un faisceau d’excitation modulé en intensité est ajouté au faisceau de
refroidissement.

commandé par un générateur HF dont la fréquence est pilotée par ordinateur. Par
ailleurs, l’intensité du faisceau d’excitation est réglée à 50 mW et celui de refroidisse-
ment à 500 mW de manière à ce que la réponse du miroir soit nettement supérieure
au bruit thermique (pour un faisceau de 50 mW modulé en intensité, la puissance de
modulation est environ 12 dB au dessus du bruit thermique), mais suffisamment faible
pour ne pas perturber le refroidissement : l’efficacité du faisceau d’excitation est 20 dB
en dessous de celle du refroidissement.

Les deux faisceaux polarisés orthogonalement (horizontalement pour le faisceau de
refroidissement et verticalement pour le faisceau d’excitation) sont recombinés grâce à
un cube séparateur de polarisation (CP3). On évite ainsi des phénomènes d’interférence
entre les deux faisceaux. Ils sont ensuite focalisés au centre de la face arrière du miroir
grâce au jeu de lentilles L1 et L2. Enfin une photodiode (Ph1) a été installée sur le trajet
des faisceaux après leur réflexion sur le miroir arrière afin de contrôler leur puissance
respective.

2.3.3 Procédure d’acquisition en présence du refroidissement

Nous avons établi une procédure d’acquisition permettant de réduire les effets de
dérive thermique ainsi que les fluctuations de l’intensité du laser qui agissent directe-
ment sur le gain de la boucle de contre-réaction. La comparaison de la réponse du miroir
à la force de Langevin et à la force excitatrice avec et sans asservissement nécessite l’ac-
quisition d’un grand nombre de données. Il faut tout d’abord mesurer les spectres de
bruit thermique pour différents réglages de l’atténuateur variable PAS3 de l’asservisse-
ment et les comparer au spectre obtenu sans asservissement (g = 0). Les ajustements
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Lorentziens de ces spectres permettent alors de déterminer pour chaque valeur du gain g
la variation ΓT = Γfb/Γ de la largeur relative des spectres thermiques et de l’amplitude
de réduction RT des spectres à résonance [équation (2.18)]. Pour atteindre une précision
suffisante, chaque spectre est obtenu en moyennant un grand nombre d’acquisitions sur
l’analyseur de spectre (typiquement 500). On mesure de même les spectres de réponse
mécanique à la force extérieure Fext pour différents gains et sans asservissement. Ceux-
ci fournissent la susceptibilité mécanique χfb (2.15), caractérisée pas sa fréquence de
résonance (qui reste égale à ΩM), son amortissement et sa raideur. On peut également
caractériser la susceptibilité mécanique par la variation ΓM = Γfb/Γ de l’amortissement
mécanique et la réduction à résonance RM de l’amplitude de la réponse. Pour un pro-
cessus de friction froide, ces paramètres sont donnés par les équations (2.17) et (2.18),
et doivent être égaux aux paramètres ΓT et RT déduits des spectres thermiques.

Le temps d’acquisition est relativement long, de l’ordre d’une heure pour chaque
valeur du gain. Il est donc nécessaire de contrôler les dérives, principalement dues
à des variations lentes de l’intensité du laser et de la température de la pièce. Les
variations d’intensité se traduisent par une modification de la force extérieure tandis
que les dérives en température produisent une variation de la fréquence de résonance
mécanique ΩM . Comme nous allons le voir, le contrôle de ces dérives est assuré par la
procédure d’acquisition qui est semi-automatisée grâce à un programme sur ordinateur
qui pilote les appareils et récupère les données.

Un cycle de mesure est réalisé de la manière suivante : pour chaque valeur du
gain de la boucle de contre-réaction, on mesure le spectre de bruit thermique sans
refroidissement et sans force extérieure (g = 0, Fext = 0). Ceci permet de fixer une
hauteur et une largeur de référence pour le bruit thermique. On mesure ensuite la
réponse mécanique à la force Fext toujours sans asservissement (g = 0, mais Fext 6= 0).
Pour cela l’ordinateur commande la fréquence de l’analyseur de spectre et du générateur
HF en prenant 50 valeurs sur une plage de 1 kHz de large autour de la fréquence de
résonance. Pour chaque valeur de la fréquence de modulation, l’analyseur de spectre
mesure la puissance de modulation en mode zerospan, et l’ordinateur reconstitue le
spectre à partir des 50 points. On obtient ainsi une réponse mécanique de référence,
qui permet de compenser les dérives d’intensité du laser.

La boucle d’asservissement est ensuite activée. On mesure un spectre de bruit ther-
mique sur l’analyseur de spectre et une courbe de réponse mécanique par la même
méthode d’acquisition que pour la réponse mécanique de référence. Mais afin d’éviter
les dérives de la fréquence de résonance du miroir dues aux variations de température de
la pièce, le temps mis pour réaliser ces deux mesures ne dépasse pas une dizaine de mi-
nutes. On répète donc ces deux mesures en alternance et on utilise le même algorithme
que pour l’observation du spectre de bruit thermique (section 2.1) où le programme de
l’ordinateur détermine la fréquence centrale des spectres obtenus pour les recentrer. On
moyenne les courbes obtenues jusqu’à atteindre une précision suffisante. L’ensemble du
cycle de mesure est ensuite répété pour une nouvelle valeur du gain g de la boucle de
contre-réaction.
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Fig. 2.9 – Les courbes de gauche montrent les spectres de bruit thermique pour différentes valeurs
du gain g de la boucle de contre-réaction. La réponse du miroir au faisceau d’excitation, obtenue pour
les mêmes valeurs du gain, est représentée sur les courbes de droite.

2.3.4 Résultats

Les courbes de bruit thermique et de réponse mécanique du miroir à la force
extérieure obtenues avec différentes valeurs du gain g de la boucle de contre-réaction
sont tracées sur la figure 2.9. On remarque la très grande similitude entre les deux séries
de courbes. Pour quantifier ce résultat nous avons comparé chacune de ces courbes à
une Lorentzienne, afin d’en déduire leur largeur et leur hauteur.

La figure 2.10 présente les facteurs de réduction en amplitude à résonance (RT ,
RM) et les largeurs relatives (ΓT , ΓM) pour le bruit thermique et pour la réponse
mécanique en fonction du gain. Notons que le gain étant défini par l’équation (2.13),
il est mesuré en observant simultanément le spectre de bruit Sfb

x et celui de la force
de pression de radiation Frad du faisceau de refroidissement. Pour mesurer ce dernier
spectre, on détecte en fait l’intensité du faisceau de refroidissement sur la photodiode
placée après le miroir mobile (Ph1 sur la figure 2.8). Le rapport de cette quantité et
de Sfb

x , qui représente le spectre du signal d’erreur δx à l’entrée de la boucle de contre-
réaction [équation (2.13)], donne accès au gain g à une constante multiplicative près.
D’autre part, les largeurs du bruit thermique pour des gains supérieurs à 10 ne sont
pas présentées car le spectre thermique devient plus large que la plage de 1 kHz de
l’analyseur de spectre. La comparaison avec une Lorentzienne devient alors imprécise.

Pour des gains inférieurs à 30, on constate que tous les points expérimentaux sont
alignés sur une droite de pente 1. Cela montre que les largeurs et les facteurs de
réduction varient bien linéairement en 1 + g comme le prédisent les formules (2.17)
et (2.19). Ce résultat prouve que le refroidissement correspond bien à un processus
de friction froide : la susceptibilité χfb, caractérisée par les paramètres ΓM et RM est
bien donnée par l’équation (2.15). Par ailleurs, le bruit thermique caractérisé par les
paramètres ΓT et RT , vérifie bien le théorème fluctuations-dissipation pour la suscepti-
bilité χfb : la force de Langevin FT n’est pas modifiée par le processus de refroidissement
[équation (2.14)]. Ceci démontre également que le miroir est toujours à l’équilibre ther-
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Fig. 2.10 – Evolution des largeurs relatives ΓT , ΓM et des réductions relatives en amplitude RT ,
RM du spectre de bruit thermique et de la réponse mécanique du miroir en fonction du gain g du
refroidissement. La droite en trait plein correspond à la valeur 1+ g attendue pour ces paramètres. La
courbe en trait plein représente la valeur attendue pour RT en tenant compte du bruit électronique
rajouté.

modynamique, à une température effective donnée par l’équation (2.21) [49].
Pour des gains plus élevés, le facteur de réduction du bruit thermique RT s’écarte de

la droite définie par les autres paramètres RM , ΓM et ΓT : bien que l’amortissement et
la réponse à une force extérieure évoluent comme attendu pour un processus de friction
froide, le bruit thermique résiduel est plus important que prévu. Ceci est dû au bruit
électronique présent dans la boucle de contre-réaction, bruit que nous avons jusqu’alors
négligé. Il est possible d’introduire ce bruit dans le calcul du bruit résiduel et ainsi d’en
évaluer quantitativement les effets.

On peut en effet rajouter dans la force de friction froide un terme δxb[Ω] caractérisant
le bruit des différents circuits électroniques de la boucle de contre-réaction. La force de
friction froide devient dans ces conditions [équation (2.13)] :

Frad = −iΩΓgM(δx[Ω] + δxb[Ω]), (2.27)

et l’équation du mouvement s’écrit :

δx[Ω] = χfb[Ω](FT [Ω] − iΩΓgMδxb[Ω] + Fext[Ω]). (2.28)

On constate que la réponse à la force extérieure n’est pas modifiée puisqu’elle est tou-
jours décrite par la susceptibilité χfb. Par contre, le bruit observé en l’absence de force
extérieure dépend du bruit électronique. Le spectre de bruit Sfb

x apparâıt comme la
somme du spectre dû au bruit thermique réduit par l’asservissement et d’un terme pro-
portionnel au spectre de bruit électronique Sb injecté par la boucle de contre-réaction :

Sfb
x [Ω] =

ST
x [Ω]

R[Ω]2
+ |ΩΓgMχfb[Ω]|2Sb[Ω], (2.29)



78 CHAPITRE 2. MESURE ET CONTRÔLE DU BRUIT THERMIQUE D’UN MIROIR

où ST
x est le spectre thermique en l’absence de contre-réaction et R[Ω] la réduction de

bruit par friction froide [équation (2.18)]. Sur la plage de fréquence à laquelle nous nous
intéressons, on peut supposer que le spectre Sb[Ω] est plat en fréquence. On trouve alors
que le spectre de bruit a toujours une forme Lorentzienne, puisqu’il est proportionnel à
|χfb|2. Ainsi sa largeur n’est pas modifiée, mais sa hauteur dépend du bruit électronique
rajouté. D’après l’expression de χfb [équation (2.15)] le spectre à résonance est égal à :

Sfb
x [ΩM ] =

ST
x [ΩM ]

(1 + g)2
+

(

g

1 + g

)2

Sb[ΩM ]. (2.30)

On constate que la contamination par le bruit électronique est d’autant plus importante
que le gain g est grand. Le facteur de réduction RT n’est donc plus une fonction linéaire
du gain, et il sature pour des grandes valeurs de g :

RT =
1 + g

√

1 + g2Sb[ΩM ]/ST
x [ΩM ]

. (2.31)

Nous avons mesuré expérimentalement le rapport Sb/Sx en comparant les niveaux
des bruits thermique et électronique à la sortie de la boucle d’asservissement, avant
le pilote du modulateur acousto-optique contrôlant le faisceau de refroidissement. Ce
rapport vaut 2, 2×10−4. La courbe en trait plein sur la figure 2.10 montre l’évolution de
RT pour cette valeur du rapport Sb/Sx. Cette courbe, obtenue sans paramètre ajustable,
est en très bon accord avec les résultats expérimentaux.

2.4 Mesure des constantes de temps

Nous présentons dans cette section une analyse temporelle du mouvement Brownien
du miroir, complémentaire de l’analyse spectrale présentée dans les parties précédentes
[49]. Nous avons d’abord mesuré les temps de réponse du miroir à une force extérieure
impulsionnelle, qui sont directement reliés au taux d’amortissement du miroir. Nous
avons observé la modification de ce temps de réponse en présence du refroidissement et
nous l’avons comparée à celle du taux d’amortissement. Nous avons également étudié
les régimes transitoires du mouvement du miroir lorsque l’on branche ou que l’on coupe
brusquement la boucle de contre-réaction produisant la friction froide. L’observation
de l’évolution du bruit thermique nous a permis de caractériser l’établissement des
régimes thermodynamiques correspondant au régime refroidi ou au retour à l’équilibre
thermodynamique.

2.4.1 Réponse transitoire à une force extérieure

On présente dans ce paragraphe une analyse théorique de la réponse du miroir à une
force Fext(t) monochromatique, résonnante avec un mode acoustique, lorsque celle-ci
est appliquée ou supprimée brusquement. Comme on désire étudier le comportement
non stationnaire du miroir, on utilisera dans les calculs qui suivent la transformée de
Laplace qui se prête particulièrement bien à l’étude des régimes linéaires transitoires.
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La transformée de Laplace f [p] d’une fonction temporelle f(t) est définie par

f [p] =

∫ ∞

0

e−ptf(t)dt. (2.32)

La transformée de Laplace de la dérivée ḟ se déduit de celle de f et de la valeur de f
à l’instant t = 0 grâce à une intégration par partie :

ḟ [p] = pf [p] + f(0). (2.33)

Réponse du miroir à une force

On considère le cas d’un miroir soumis à une force extérieure Fext que l’on applique
ou que l’on coupe brusquement. Le miroir est assimilé à un oscillateur harmonique
de fréquence de résonance ΩM , de masse M et d’amortissement Γ. On présente tout
d’abord un calcul général où aucune hypothèse n’est faite ni sur la force ni sur les
conditions initiales. L’équation d’évolution de la position x(t) du miroir s’écrit :

M
(

ẍ+ Γẋ + Ω2
Mx
)

= Fext. (2.34)

On veut résoudre cette équation pour des temps positifs en tenant compte des conditions
initiales à t = 0 qui correspondent à celles d’un miroir libre ou d’un miroir en régime
stationnaire forcé. Pour cela on prend la transformée de Laplace de l’équation (2.34)
qui s’écrit :

M( p2 + Γp+ Ω2
M ) x[p] = Fext[p] +M(Γ + p) x(0) +Mẋ(0), (2.35)

où x[p] et Fext[p] sont respectivement les transformées de Laplace du déplacement x(t)
et de la force Fext(t). x(0) et ẋ(0) correspondent à la position et à la vitesse initiales, à
l’instant t = 0. On déduit x[p] de l’équation (2.35) :

x[p] = χ[p] {Fext[p] +M(Γ + p) x(0) +M ẋ(0)} , (2.36)

où χ[p] est la susceptibilité mécanique du miroir donnée par,

χ[p] =
1

M (p2 + Γp+ Ω2
M)

. (2.37)

En décomposant χ[p] en éléments simples, et en appliquant la transformation de Laplace
inverse, on montre que χ(t) est égal à :

χ(t) =
sin(ΩM t)

MΩM
exp

[

−Γ

2
t

]

. (2.38)

La susceptibilité possède donc une partie oscillant à la fréquence propre de l’oscillateur
harmonique ΩM , ainsi qu’un terme décroissant exponentiellement avec une constante
de temps 2/Γ. Compte tenu des propriétés de la transformée de Laplace, et du fait que
χ(t) s’annule en t = 0, on obtient à partir des équations (2.33) et (2.36),

x(t) =

∫ t

0

χ(t− τ)Fext(τ)dτ +M {Γx(0) + ẋ(0)}χ(t) +Mx(0)χ̇(t). (2.39)

La position x(t) est la somme de la réponse à la force extérieure et de deux termes
oscillants et décroissants exponentiellement dépendants des conditions initiales.
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Application brusque d’une force extérieure

On suppose que l’on applique brusquement une force de pression de radiation, mono-
chromatique et résonnante avec le mode acoustique du miroir. Comme nous l’avons vu
lorsque nous avons mesuré la susceptibilité mécanique du miroir (section 2.3), cette force
est très grande devant la force de Langevin thermique. Le bruit thermique sera donc
négligé devant la réponse à la force extérieure, ainsi que les termes qui correspondent à
l’équilibre thermodynamique à la température ambiante T dans les conditions initiales.
Le miroir est donc au repos pour des temps négatifs et l’on applique brusquement à
l’instant t = 0 la force extérieure Fext(t). La position x(t) se déduit alors de l’équation
(2.39), en prenant x(0) et ẋ(0) nuls,

x(t) =

∫ t

0

χ(t− τ)Fext(τ) dτ. (2.40)

La force extérieure étant de la forme F0 cos(ΩM t+ φ), on obtient :

x(t) =
F0

MΩMΓ
sin(ΩM t+ φ)

(

1 − e−
Γt
2

)

. (2.41)

Cette expression montre que x(t) tend vers la solution forcée stationnaire avec une
constante de temps Γ/2.

Suppression brusque d’une force extérieure

Nous étudions maintenant le cas inverse où l’on part d’un régime forcé et où l’on sup-
prime brutalement la force à l’instant t = 0. On doit alors tenir compte des conditions
initiales qui correspondent au régime forcé et qui s’écrivent :

x(0) =
F0

MΩMΓ
sin(φ), (2.42)

ẋ(0) =
F0

MΓ
cos(φ). (2.43)

En utilisant l’équation (2.39) on montre que x(t) est égal à :

x(t) = M {ẋ(0) + Γx(0)}χ(t) +Mx(0)χ̇(t), (2.44)

soit

x(t) =
F0

MΩMΓ
sin(ΩM t+ φ)e−

Γt
2 , (2.45)

où l’on a négligé le terme Γx(0) devant ẋ(0) dans l’expression (2.44), le rapport entre
ces deux grandeurs étant de l’ordre de Γ/ΩM � 1. La position x(t) relaxe vers zéro
avec un taux égal à Γ/2, en oscillant à la fréquence ΩM .
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Evaluation de la puissance de modulation mesurée par un analyseur de spectre

Dans notre expérience, nous observons la puissance de modulation grâce à un ana-
lyseur de spectre. A un instant t donné, l’appareil mesure en fait la puissance spectrale
pendant un temps Tm fini, autour d’une fréquence Ω, et sur une plage de fréquences ∆f
correspondant à la résolution spectrale d’analyse. La quantité Px mesurée par l’appareil
peut s’écrire :

Px(Ω, t) =

∫ Ω+π∆f

Ω−π∆f

1

Tm

∣

∣

∣

∣

∫ t+Tm

t

e−iωτx(τ)dτ

∣

∣

∣

∣

2
dω

2π
. (2.46)

D’après les équations (2.41) et (2.45) le signal que l’on cherche à mesurer est quasiment
monochromatique de fréquence ΩM , avec une enveloppe x̃(t) qui varie lentement sur
des temps de l’ordre de 1/Γ :

x(t) = x̃(t) sin(ΩM t + φ). (2.47)

Le temps Tm, qui fixe la résolution temporelle de l’analyseur de spectre, doit être très
petit devant le temps 1/Γ. Dans ce cas, la puissance Px mesurée à la fréquence ΩM

s’écrit :

Px(ΩM , t) = |x̃(t)|2
∫ ΩM+π∆f

ΩM−π∆f

1

Tm

∣

∣

∣

∣

∫ t+Tm

t

e−iωτ sin(ΩMτ + φ)dτ

∣

∣

∣

∣

2
dω

2π
. (2.48)

Le spectre d’une fonction monochromatique est une fonction de Dirac. Cependant,
l’intégrale temporelle dans l’expression de Px s’effectue sur un temps fini et le spectre
mesuré est élargi. En prenant un temps Tm grand devant la période d’oscillation 2π/ΩM ,
l’intégration temporelle dans l’équation (2.48) donne pour des valeurs de ω proches de
ΩM :

1

2π

1

Tm

∣

∣

∣

∣

∫ t+Tm

t

e−iωτ sin(ΩMτ + φ)dτ

∣

∣

∣

∣

2

=
Tm

8π
sinc2

[

(ΩM − ω)
Tm

2

]

. (2.49)

Cette intégrale correspond à une mesure du spectre d’un signal monochromatique sur
un temps fini Tm. L’estimation du spectre est élargi en fréquence par rapport à la limite
Tm infinie et induit un étalement de la puissance sur une plage de fréquence de l’ordre
de 1/Tm. Pour obtenir une mesure de la puissance totale, il est donc nécessaire de
choisir une résolution spectrale d’analyse ∆f supérieure ou de l’ordre de 1/Tm (∆f &
1/Tm). L’analyseur de spectre indique d’ailleurs que la mesure n’est pas calibrée si cette
condition n’est pas satisfaite. La quantité mesurée est alors :

Px(ΩM , t) =
1

4
|x̃(t)|2. (2.50)

Dans le cas d’un oscillateur faiblement amorti, il est possible de fixer la bande pas-
sante d’analyse et le temps de mesure de manière à avoir Γ � 2π/Tm . 2π∆f � ΩM .
On obtient la puissance de modulation Px(ΩM , t) lorsque l’on applique brusquement la
force extérieure à partir de l’équation (2.41) :

Px(ΩM , t) =
1

4

(

F0

MΩMΓ

)2
(

1 − e−
Γt
2

)2

. (2.51)
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De même l’équation (2.45) permet de calculer la puissance de modulation lorsque l’on
coupe brusquement la force :

Px(ΩM , t) =
1

4

(

F0

MΩMΓ

)2

e−Γt. (2.52)

Les équations (2.51) et (2.52) montrent que les phénomènes transitoires exprimés
en terme de puissance de modulation à la fréquence de résonance ΩM évoluent avec un
temps caractéristique égal à 1/Γ.

En régime refroidi par la boucle de contre-réaction, on calcule de façon similaire
l’effet de l’application ou de la suppression brusque d’une force extérieure : l’évolution
de la position du miroir est obtenue en remplaçant dans l’équation d’évolution (2.34) le
taux d’amortissement Γ par sa valeur Γfb dans le cas refroidi. On obtient une puissance
de modulation qui se déduit des formules (2.51) et (2.52) en remplaçant Γ par Γfb.

2.4.2 Mesure des taux de relaxation

Dans la section précédente nous avons calculé les constantes de temps d’établis-
sement du régime stationnaire lorsqu’une force est appliquée ou supprimée sur le miroir.
Ces constantes de temps de relaxation sont directement reliées au taux d’amortissement
du miroir et fournissent ainsi un moyen de mesurer ce taux. Cette méthode temporelle se
révèle mieux adaptée qu’une analyse spectrale lorsque le facteur de qualité est très élevé
et que l’amortissement du miroir est inférieur à la résolution spectrale de l’analyseur
de spectre.

Cette section présente la description générale du dispositif expérimental, ainsi que
sa réalisation pratique.

Principe de la mesure

Le montage expérimental est dérivé de celui utilisé pour la mesure de la suscep-
tibilité, mais la voie commandant la force arrière supplémentaire possède désormais
un interrupteur commandé électroniquement (figure 2.11). L’analyseur de spectre est
configuré afin de mesurer l’évolution temporelle de la puissance de bruit sur une plage
de fréquence ∆f = 1 kHz autour de la fréquence de résonance ΩM (mode zerospan de
l’analyseur de spectre). Ceci correspond à un temps minimal de mesure Tm de l’ordre
de 1 ms. Ce choix de la plage de fréquence permet d’observer l’évolution temporelle
du pic sans qu’elle ne soit noyée dans le bruit de fond thermique des autres modes
acoustiques du miroir mobile.

Une bôıte électronique de temporisation permet de synchroniser le déclenchement de
l’analyseur de spectre et de l’interrupteur électronique. On peut ainsi répéter l’expérience
un grand nombre de fois et moyenner les courbes obtenues sur l’analyseur de spectre : les
résultats présentés dans cette section correspondent à un nombre de moyennes compris
entre 2 000 et 10 000.
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Générateur BF

Temporisation

Trig

DétectionAnalyseur de spectre

Modulateur
AO

Interrupteur

Faisceau 
d’excitation

homodyne

Fig. 2.11 – Schéma général de la partie électronique permettant de réaliser des mesures d’évolution
transitoire.

La bôıte de temporisation

Cette bôıte gère la chronologie temporelle d’une acquisition en déclenchant l’analy-
seur de spectre puis en ouvrant ou en fermant l’interrupteur. La figure 2.12 montre le
montage électronique que nous avons réalisé. Il est commandé par un générateur basse
fréquence délivrant des signaux carrés qui vont imposer la durée des cycles, un cycle
commençant sur le front montant du signal BF.

Le miroir ayant un taux d’amortissement de 57 Hz, nous avons fixé la durée du
cycle à 160 ms. Cette valeur laisse 80 ms au miroir pour passer du régime libre au
régime forcé et inversement, ce qui correspond à environ 20 fois le temps de transition
théorique. Les régimes stationnaires ont ainsi largement le temps de s’établir.

La première sortie (TRIG) correspond en fait directement au signal du générateur
BF et elle permet de déclencher l’analyseur de spectre sur un flanc montant. La
deuxième sortie délivre un créneau dont le retard et la durée sont réglables. Ce créneau
ouvre ou ferme l’interrupteur après un certain délai. Ceci permet de réaliser un pré-
trig sur l’analyseur de spectre, en le déclenchant avant que l’état de l’interrupteur ne
change. En pratique, le temps de balayage de l’analyseur est égal à 30 ms et la durée du
pré-trig est de l’ordre de 4 ms. Enfin la durée du créneau sur la sortie de l’interrupteur
est réglée à 80 ms.

Comme les temps qui nous intéressent sont de l’ordre de quelques millisecondes, il
est tout à fait raisonnable d’utiliser des circuits monostables classiques 74 221 pour
réaliser le montage. Le monostable 1 se déclenche sur le flanc montant du signal BF et
on utilise sa sortie inverseuse Q pour créer un autre flanc montant décalé dans le temps
de R1×C1. Ce flanc montant déclenche le monostable 2 et réalise un créneau de durée
R2×C2 retardé par rapport au premier. Ces deux temps sont ajustables grâce à l’ajout
de résistances variables en série avec R1 et R2. Un interrupteur permet de choisir la
polarité du signal de sortie. On peut ainsi choisir d’observer sur l’analyseur de spectre
les transitions marche/arrêt ou arrêt/marche de l’interrupteur.
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Fig. 2.12 – Schéma électronique de la bôıte de temporisation.
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Fig. 2.13 – Schéma de l’interrupteur électronique

L’interrupteur électronique

L’interrupteur doit couper et rétablir un signal aux alentours de 2MHz, avec des
temps de commutation inférieurs à la milliseconde. Pour sa réalisation, on a eu recours
à un circuit intégré ultrarapide Minicircuit KS WHA qui est utilisable aux fréquences
qui nous intéressent. Le principal inconvénient de ce circuit est qu’il doit être alimenté
entre 0 et −5V et commandé en négatif alors que les signaux provenant de la bôıte de
temporisation sont des signaux TTL classiques, positifs. Un amplificateur opérationnel
AD 845 monté en inverseur permet de résoudre ce problème en inversant le signal
d’entrée (voir figure 2.13). La diode mise en parallèle avec R3 empêche la tension de
sortie de l’amplificateur de devenir positive, ce qui protège le reste du montage.

Afin d’éviter des phénomènes de rebond sur le signal de sortie, il est nécessaire
d’attaquer le KS WHA avec des créneaux dont les flancs sont les plus raides possibles.
Le montage comprend donc une mise en forme du signal de contrôle de ce circuit, réalisée
par le comparateur ultrarapide MAX 913. Ses sorties Q et Q passent respectivement à
l’état haut (0V) et à l’état bas (-5V), lorsque la tension sur l’entrée + est supérieure
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Fig. 2.14 – Signal à la sortie de l’interrupteur (courbe du haut) lorsque l’on applique une sinusöıde
à l’entrée et un signal rectangulaire sur l’entrée de commande (courbe du bas).

Fig. 2.15 – Courbe de gauche : constantes de temps de l’analyseur de spectre. Courbes de droite :
courbes obtenues lorsque l’on applique (courbe montante) ou que l’on coupe (courbe descendante) la
force extérieure.

à celle sur l’entrée −. Cette dernière sert de référence et est ajustée à −2, 5V . Ce
circuit transforme donc en créneau le signal d’entrée quelle que soit sa forme. Les deux
sorties du comparateur passent ensuite dans trois circuits suiveurs placés en parallèle.
Ils servent d’amplificateurs de courant, et achèvent la mise en forme du signal. La figure
2.14 montre les performances de l’interrupteur. La courbe du bas représente le signal
TTL appliqué sur l’entrée de commande. Celle du haut montre le signal en sortie de
l’interrupteur lorsque l’on applique une tension sinusöıdale de 2MHz à l’entrée. On
constate qu’il n’y a aucun rebond ni retard significatifs dans le signal de sortie.

Résultats expérimentaux

Les résultats expérimentaux présentés dans cette section ont été obtenus sur le
mode fondamental Gaussien du miroir plan-convexe. Nous avons tout d’abord testé
notre dispositif en envoyant sur l’interrupteur une modulation à 2MHz fournie par un
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Fig. 2.16 – Régime transitoire pour une force extérieure, en présence du refroidissement.

générateur HF et en appliquant directement la sortie de l’interrupteur sur l’analyseur
de spectre (courbe de gauche de la figure 2.15). Les constantes de temps de croissance et
de décroissance sont de l’ordre de 0, 2ms, en accord avec la largeur du filtre passe-bande
de l’analyseur.

Nous avons ensuite déterminé les constantes de temps mécaniques en étudiant le
régime transitoire lors de l’application et de la coupure de la force extérieure. L’inter-
rupteur est inséré entre le générateur HF et le pilote du modulateur acousto-optique qui
contrôle le faisceau d’excitation. On observe sur l’analyseur de spectre la puissance de
modulation du signal délivré par la détection homodyne, qui est reliée au mouvement
du miroir. La figure 2.15 présente les résultats obtenus. Les ajustements exponentiels
déduits des formules (2.51) et (2.52) donnent des constantes de temps égales à 2, 8 ms,
en excellent accord avec l’amortissement mécanique du miroir (Γ/2π = 57Hz donne
une constante de temps 1/Γ de 2,8 ms).

Nous avons aussi étudié le régime transitoire pour une force extérieure, en présence
du refroidissement. Pour cela nous avons utilisé le montage expérimental de la mesure
de la susceptibilité d’un miroir refroidi (figure 2.8), en conservant les mêmes paramètres
expérimentaux (faisceau de refroidissement de 500 mW et faisceau d’excitation de 50
mW ). L’interrupteur reste positionné entre le générateur HF et le modulateur acousto-
optique du faisceau d’excitation. Le gain de la boucle de contre-réaction est déterminé
comme dans la section 2.3 en mesurant l’intensité de la force de contre-réaction grâce
à la photodiode placée après le miroir mobile (Ph1 sur la figure 2.8).

La figure 2.16 montre le résultat obtenu pour un gain g = 5, 2. On constate la
diminution prévue des constantes de temps due à l’accroissement de l’amortissement
(Γfb = (1+g)Γ) par le mécanisme de friction froide. Si l’on tient compte de la convolu-
tion par les temps de montée de l’analyseur de spectre, les constantes de temps obtenues,
de l’ordre de 0,5 ms, sont bien réduites par rapport à la situation sans refroidissement
par un facteur 1 + g ' 6.

Ces observations confirment donc les résultats obtenus par l’analyse spectrale : le
processus de friction froide correspond bien à une augmentation de l’amortissement du
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miroir ; on notera aussi le très bon accord entre les mesures et les expressions théoriques
du régime transitoire, les courbes expérimentales et leurs ajustements étant à peine
discernables.

2.4.3 Refroidissement pulsé

Nous avons également étudié le mécanisme de refroidissement d’un point de vue
temporel et non plus spectral comme dans la partie précédente. Nous nous sommes
en particulier intéressés aux constantes de temps qui régissent l’apparition du régime
refroidi lorsque l’on branche la force de friction froide, ainsi qu’au temps de retour à
l’équilibre thermodynamique lorsque l’asservissement est coupé alors que le miroir est
dans un état refroidi.

Mesure d’une puissance de bruit par un analyseur de spectre

Nous avons observé l’évolution temporelle de la puissance de bruit sur une plage
de fréquence ∆f autour de la fréquence de résonance ΩM . Pour avoir une résolution
temporelle satisfaisante, le temps de mesure Tm de l’analyseur de spectre et la résolution
spectrale ∆f doivent satisfaire la même condition que précédemment, c’est-à-dire Γ �
2π/Tm . 2π∆f � ΩM . La mesure est ensuite moyennée sur un grand nombre de
cycles, ce qui revient à moyenner la puissance de bruit P (ΩM , t) (2.46) sur toutes les
réalisations possibles de la force de Langevin,

P x(ΩM , t) =

∫ ΩM+π∆f

ΩM−π∆f

dω

2π

1

Tm

∫ t+Tm

t

dτ

∫ t+Tm

t

dτ ′ e−iω(τ−τ ′)x(τ)x(τ ′). (2.53)

Les intégrales temporelles se résument aux composantes spectrales convoluées par des
sinus cardinaux et la puissance se met sous la forme :

P x(ΩM , t) = Tm

∫ ΩM+π∆f

ΩM−π∆f

dω

2π

∫ +∞

−∞

dΩ

2π

∫ +∞

−∞

dΩ′

2π

e−i(Ω+Ω′)(t+ Tm
2 )sinc

(

(ω − Ω)
Tm

2

)

sinc

(

(ω + Ω′)
Tm

2

)

x[Ω]x[Ω′].(2.54)

Si les composantes spectrales x[Ω] ne sont non nulles que pour des fréquences Ω proches
de ±ΩM sur une largeur petite devant 1/Tm, Ω et Ω′ peuvent être approchés par ΩM

dans les fonctions sinus cardinal. Après intégration par rapport à Ω et Ω′, la puissance
P x s’écrit :

P x(ΩM , t) = Tm

∫ ΩM+π∆f

ΩM−π∆f

dω

2π
sinc2

(

(ω − ΩM)
Tm

2

)

x

(

t+
Tm

2

)2

. (2.55)

La bande passante ∆f de l’analyseur de spectre étant plus grande que 1/Tm et la
variance du mouvement variant peu sur des temps de l’ordre de Tm, on trouve finalement
que la quantité mesurée par l’analyseur de spectre est égale à la variance du mouvement
à l’instant t :

P x(ΩM , t) = ∆x2(t). (2.56)



88 CHAPITRE 2. MESURE ET CONTRÔLE DU BRUIT THERMIQUE D’UN MIROIR

Le choix d’une résolution spectrale ∆f grande devant l’étendue spectrale des compo-
santes du mouvement, tout en ayant un temps de mesure Tm petit devant le temps
caractéristique d’évolution 1/Γ, permet donc de mesurer la variance instantanée du
mouvement.

Notons que cette relation n’est plus vérifiée si les composantes spectrales sont non
nulles en dehors de la plage de fréquences ∆f . Dans le cas particulier d’un régime
stationnaire, on peut évaluer la puissance P x mesurée par l’analyseur de spectre en
utilisant le fait que

x[Ω]x[Ω′] = 2πδ(Ω + Ω′)Sx[Ω], (2.57)

où Sx désigne le spectre de x. L’équation (2.54) devient :

P x(ΩM , t) = Tm

∫ ΩM+π∆f

ΩM−π∆f

dω

2π

∫ +∞

−∞

dΩ

2π
sinc2

(

(ω − Ω)
Tm

2

)

Sx[Ω]. (2.58)

On obtient le spectre de bruit de x convolué par un sinus cardinal carré. Dans le cas d’un
spectre de largeur grande devant 2π/Tm l’élargissement dû au produit de convolution
est négligeable et on obtient :

P x(ΩM , t) =

∫ ΩM+π∆f

ΩM−π∆f

dΩ

2π
Sx[Ω]. (2.59)

P x(ΩM , t) est simplement égal à la puissance spectrale à l’intérieur du filtre de l’analy-
seur de spectre. Cette équation est en particulier valable pour un bruit blanc Sb, auquel
cas on obtient :

P x(ΩM , t) = Sb ∆f. (2.60)

Etude théorique du refroidissement pulsé

Dans ce paragraphe, nous évaluons par un calcul théorique les temps de relaxation
lorsque l’on branche ou que l’on coupe brusquement la force de friction froide. Nous
considérons d’abord le cas où le refroidissement est appliqué à l’instant t = 0 alors que
le miroir se trouve à l’équilibre thermodynamique à la température T . Pour des temps
positifs, l’équation d’évolution de x(t) s’écrit :

M [ ẍ + Γẋ+ Ω2
Mx ] = FT − gMΓ ẋ, (2.61)

où FT est la force de Langevin due au coulage avec le bain thermique et où le terme
−gMΓ ẋ correspond à la force de friction froide (g désigne le gain de la boucle de
contre réaction ; voir équation (2.13)). Comme dans la section précédente, on utilise
la transformation de Laplace pour résoudre l’équation d’évolution et l’on retrouve une
expression de x(t) similaire à l’équation (2.39),

x(t) =

∫ t

0

χfb(t− τ)FT (τ)dτ +M {Γx(0) + ẋ(0)}χfb(t) +Mx(0)χ̇fb(t). (2.62)

où χfb(t) est la susceptibilité mécanique du miroir refroidi qui correspond à celle d’un
oscillateur harmonique de masse M , de fréquence de résonance ΩM mais dont le taux
d’amortissement vaut Γfb = (1 + g)Γ :
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χfb(t) =
sin(ΩM t)

MΩM

exp

[

−Γ

2
(1 + g)t

]

. (2.63)

Comme le montre l’équation (2.62), x(t) est de nouveau la somme de la réponse xF (t) à
la force de Langevin et d’un terme x0(t) dépendant uniquement des conditions initiales :

x(t) = xF (t) + x0(t), (2.64)

avec

xF (t) =

∫ t

0

χfb(t− τ)FT (τ)dτ, (2.65)

x0(t) = M {Γx(0) + ẋ(0)}χfb(t) +Mx(0)χ̇fb(t). (2.66)

A la différence du calcul précédent, la force FT et les valeurs x(0) et ẋ(0) sont des
variables aléatoires. On va donc s’intéresser aux propriétés statistiques de la position
x(t) du miroir. La force de Langevin correspond à un bruit blanc de valeur moyenne
nulle (FT (t) = 0) dont le spectre est donné par le théorème fluctuations-dissipation. La
fonction d’auto-corrélation de FT (t) est égale à :

FT (t)FT (t′) = 2MΓkBTδ(t− t′). (2.67)

Les processus de dissipation correspondent à des phénomènes sans mémoire, ainsi
FT (τ > 0) et les conditions initiales sont indépendantes et les variances de xF (t) et
de x0(t) s’ajoutent. En utilisant l’expression de xF (t), on montre alors que ce terme a
une valeur moyenne nulle et une variance ∆x2

F (t) égale à :

∆x2
F (t) = 2MΓkBT

∫ t

0

[χfb(τ)]
2dτ. (2.68)

On suppose que le facteur de qualité mécanique est très grand devant 1 (ΩM � Γ),
condition qui est réalisée dans notre expérience. Dans ce cas la susceptibilité oscille
un grand nombre de fois avant que son amplitude ne décroisse significativement. On
peut alors approcher le terme | sin(ΩM t)|2 dans l’expression de [χfb(τ)]

2, par sa valeur
moyenne 1/2. La variance ∆x2

F (t) est alors égale à :

∆x2
F (t) =

∆x2
T

1 + g

(

1 − e−Γ(1+g)t
)

, (2.69)

où ∆x2
T = kBT/MΩ2

M est la variance de la position du miroir lorsque celui-ci est en
équilibre thermodynamique à la température T [équation (2.4)].

Calculons maintenant la variance du terme x0(t). Comme à l’instant t = 0 le système
est à l’équilibre thermodynamique à la température T , on a :

∆x2(0) = ∆x2
T , (2.70)

∆ẋ2(0) = Ω2
M∆x2

T , (2.71)

x(0)ẋ(0) = 0. (2.72)
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En utilisant ces résultats et l’expression (2.66), on trouve que la variance de x0(t) est
égale à :

∆x2
0(t) = M2

(

χ̇fb(t)
2 + Ω2

Mχfb(t)
2
)

∆x2
T (t), (2.73)

où, comme dans la section 2.4.1, on a négligé le terme Γx(0) devant ẋ(0) dans l’ex-
pression (2.66) donnant x0(t). En utilisant l’expression de χfb(t) donnée par l’équation
(2.63) on obtient finalement :

∆x2
0(t) = ∆x2

T e
−Γ(1+g)t. (2.74)

Ce terme décrôıt exponentiellement, ce qui indique que le miroir perd la mémoire des
conditions initiales en un temps caractéristique de 1/Γ(1 + g).

La variance de x(t) est obtenue en ajoutant ∆x2
F (t) [équation (2.69)] et ∆x2

0(t)
[équation (2.74)] :

∆x2(t) =
∆x2

T

1 + g

(

1 + ge−Γ(1+g)t
)

. (2.75)

Cette équation montre que la variance évolue avec un taux de relaxation égal au taux
d’amortissement Γfb = Γ(1+ g) du miroir en présence du processus de refroidissement.
La variance varie entre ∆x2

T à l’instant t = 0 et ∆x2
T /(1 + g), valeur atteinte lorsque

t est grand devant 1/Γfb. Cette situation peut être interprétée comme un retour à
l’équilibre thermodynamique à la température T/(1+ g), le système partant à l’instant
t = 0 d’une situation hors d’équilibre dont la variance correspond à celle d’un équilibre
thermodynamique à la température T .

Dans le cas opposé où l’on part du système refroidi et où l’on supprime brusquement
le refroidissement à l’instant t = 0, le miroir est libre pour des temps positifs, et
les conditions initiales correspondent à une situation d’équilibre thermodynamique à
la température T/(1 + g). Les équations (2.65) et (2.66) sont encore valables si l’on
remplace χfb par la susceptibilité χ d’un miroir libre donnée par l’équation (2.38). Les
équations (2.70) et (2.71) sont également modifiées et deviennent :

∆x2(0) = ∆x2
T /(1 + g), (2.76)

∆ẋ2(0) = Ω2
M∆x2

T /(1 + g). (2.77)

Le calcul des variances des deux termes x0(t) et xF (t) donne alors

∆x2
0(t) =

∆x2
T

1 + g
e−Γt, (2.78)

∆x2
F (t) = ∆x2

T

(

1 − e−Γt
)

. (2.79)

On obtient, en sommant ces deux équations, la variance du mouvement en fonction du
temps :

∆x2(t) = ∆x2
T

(

1 − g

1 + g
e−Γt

)

. (2.80)

La variance évolue avec le taux d’amortissement Γ du miroir sans asservissement. Elle
part de la valeur ∆x2

T /(1+g) à t = 0 correspondant à une situation refroidie et effectue
un retour à l’équilibre thermodynamique à la température T . La variance tend alors
vers la valeur ∆x2

T pour des temps grands devant 1/Γ.
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Fig. 2.17 – Régimes transitoires lorsque l’on coupe (courbe montante) ou que l’on applique (courbe
descendante) le refroidissement pour un gain égal à 5, 2.

Les formules (2.75) et (2.80) montrent qu’il existe une dissymétrie entre le temps
de refroidissement valant 1/Γfb et celui de retour à l’équilibre à la température T , qui
vaut 1/Γ. Le régime refroidi s’établit donc plus rapidement que le système ne relaxe
vers l’équilibre thermodynamique, et d’autant plus rapidement que le gain de la friction
froide est grand.

Résultats expérimentaux

Le montage expérimental est identique au montage utilisé pour le refroidissement du
miroir, mais l’interrupteur rapide est inséré désormais dans la boucle de contre-réaction.
Pour obtenir les transitions les plus franches possibles, l’interrupteur est placé à la sortie
de la boucle après le filtre passe-bande, le déphaseur et l’amplificateur (voir figure
2.6). On s’affranchit ainsi des constantes de temps que tous ces éléments pourraient
engendrer. Comme dans la mesure de la section 2.4.2, l’analyseur de spectre est en
mode zerospan avec une bande passante de 1 kHz et il est synchronisé, grâce à la bôıte
de temporisation, avec l’ouverture ou la fermeture de l’interrupteur.

La figure 2.17 montre les régimes transitoires observés lorsque l’on coupe ou que
l’on applique le refroidissement pour un gain égal à 5, 2. On mesure ici le bruit ther-
mique (le faisceau d’excitation est coupé). Les ajustements sont obtenus à l’aide des
formules (2.75) et (2.80). On constate que lorsque le refroidissement est appliqué, le
bruit thermique descend rapidement, avec une constante de temps de 0,5 ms, en bon
accord avec la valeur de l’amortissement Γfb. Par contre, lorsque le refroidissement est
arrêté, le miroir revient à l’équilibre thermodynamique avec une constante de temps
plus longue (2,6 ms), associée à l’amortissement mécanique du miroir Γ.

On notera ici encore le très bon accord entre les mesures expérimentales et les ex-
pressions théoriques. Par ailleurs le faible bruit sur les courbes expérimentales est lié à
la possibilité de notre montage de réaliser une moyenne sur un très grand nombre de
cycles. Les courbes obtenues correspondent en effet à une moyenne statistique sur plu-
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Fig. 2.18 – Bruit thermique pour un gain fort du refroidissement, en échelle semi-logarithmique. La
courbe a est le bruit thermique dans le cas du miroir libre. Les courbes b à d sont obtenues pour un
gain du refroidissement croissant.

sieurs milliers de réalisations. Si on s’intéresse à un cycle individuel, le bruit thermique
induit une marche au hasard, avec une condition initiale x(0), ẋ(0) présentant de très
large fluctuations, et une évolution vers un état d’équilibre thermodynamique ayant lui-
même une dispersion importante. C’est seulement en moyennant sur un grand nombre
de réalisations que l’on peut reconstruire une évolution statistique exponentielle, simi-
laire à celles présentées sur les figures 2.15 et 2.16. Cette marche au hasard est décrite
plus en détail dans le chapitre suivant, où l’on a observé l’évolution temporelle du miroir
dans l’espace des phases.

2.4.4 Refroidissement pulsé en gain fort

Nous finissons ce chapitre par l’étude du refroidissement pulsé pour un gain fort de la
boucle de contre-réaction. Nous avions jusqu’à présent négligé le fond thermique induit
par les autres modes acoustiques du miroir. Dans le cas d’un gain fort du refroidisse-
ment, son rôle devient important. La figure 2.18 montre le spectre de bruit thermique
obtenu grâce au montage de refroidissement (voir partie 2.2) et tracé en échelle semi-
logarithmique : la courbe a est le bruit thermique du miroir libre (g = 0), les courbes b
à d sont obtenues pour un gain du refroidissement croissant, la courbe d correspondant
à un gain g = 25 [49]. Pour les courbes c et d, le bruit thermique présente un creux qui
correspondrait à une température effective négative pour le mode fondamental. Il n’est
donc plus possible de définir une température effective pour le miroir.

On peut expliquer cet effet en introduisant dans les calculs de bruit thermique le fond
thermique produit par les autres modes, sous la forme d’une composante xb s’ajoutant
au signal de position xM du mode fondamental,

x(t) = xM(t) + xb(t). (2.81)

L’efficacité du processus de refroidissement décrôıt lorsque l’on s’éloigne de la résonance ;
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on peut donc négliger son action sur le fond thermique. Le déplacement du miroir re-
froidi est toujours donné par l’équation (2.81) où xM vérifie :

M
(

ẍM + ΓẋM + Ω2
MxM

)

= FT − gMΓ (ẋM + ẋb) , (2.82)

où le dernier terme représente la force de refroidissement, proportionnelle à la vitesse
totale ẋ. Le mouvement du mode fondamental est décrit par la même équation que dans
la section précédente [équation (2.61)], à condition de remplacer FT par FT − gMΓẋb.
Ce dernier terme crée des corrélations entre le mouvement du mode fondamental et le
fond xb. En régime refroidi stationnaire, xM est donné par :

xM [Ω] = χfb[Ω] (FT [Ω] + iMΓΩg xb[Ω]) . (2.83)

Le mouvement total du miroir s’écrit :

x[Ω] = χfb[Ω]FT [Ω] +
χfb[Ω]

χ[Ω]
xb[Ω]. (2.84)

Au voisinage de la résonance, le spectre Sb de bruit de position xb est indépendant
de la fréquence. Le spectre de déplacement peut alors se mettre sous la forme d’une
Lorentzienne à laquelle s’ajoute un fond thermique inchangé :

Sfb
x [Ω] = (1 − g(g + 2)εb)S

fb(0)
x [Ω] + Sb, (2.85)

où S
fb(0)
x est le spectre que l’on obtiendrait en l’absence du fond [équation (2.16)]

et où εb est le rapport Sb/Sx[ΩM ] entre le bruit dû au fond et le bruit thermique à
résonance. La température effective du mode fondamental, définie à partir de l’aire de
la Lorentzienne, devient négative dès que g(g+2)εb devient supérieur à 1. Ceci est lié au
fait que le mouvement du mode fondamental vient compenser en partie le mouvement
des autres modes. Les différents modes acoustiques ne sont donc plus indépendants et
le mouvement du miroir ne correspond plus à un équilibre thermodynamique.

Dans notre expérience, nous avons mesuré un coefficient εb égal à 1/150. Ainsi pour
des gains faibles (< 5) la correction au spectre est négligeable. En revanche pour des
gains forts, il est possible d’annuler la contribution de la Lorentzienne, ce qui correspond
à la courbe c de la figure 2.18, et même de la rendre négative (courbe d).

On peut estimer l’effet d’un fort gain de refroidissement sur les régimes transitoires
correspondant à l’application ou à la suppression du refroidissement. Les équations
d’évolution étant similaires avec ou sans fond [équation (2.61) et (2.82)], les régimes
transitoires sont toujours décrits par des évolutions exponentielles avec une constante
de temps 1/Γ ou 1/Γfb selon le régime étudié. Lorsque l’on applique brusquement le
refroidissement, le système part de l’équilibre thermodynamique caractérisé par une

puissance de bruit P
T

x = P x(ΩM , t = 0) donnée, d’après les équations (2.56) et (2.60),
par

P
T

x = ∆x2
T + Sb ∆f. (2.86)

La puissance décrôıt exponentiellement avec une constante de temps 1/Γfb, jusqu’à la

valeur P
fb

x = P x(ΩM , t → +∞) correspondant au régime refroidi, et donnée, d’après
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Fig. 2.19 – Evolution temporelle de la puissance de bruit lorsque l’on branche ou que l’on coupe le
refroidissement pour un gain fort (g = 28) de la boucle de contre-réaction. Pour la courbe de retour à
l’équilibre à température ambiante, les courbes en pointillé et en tiret présentent des ajustements par
des fonctions exponentielles à une et deux constantes de temps.

les équations (2.84) et (2.60) par :

P
fb

x =
∆x2

T

1 + g
+

(

∆f − g(g + 2)

4(1 + g)
Γ

)

Sb. (2.87)

La situation est différente lorsque l’on coupe l’asservissement car l’état initial est ca-
ractérisé par des corrélations entre le mouvement xM du mode fondamental et le
fond xb. Ce fond correspondant pratiquement à un bruit blanc, les corrélations sont
immédiatement détruites pour des temps t > 0. A l’instant t = 0, le mouvement du

miroir est xM (0) + xb(0) [équation (2.81)] et la puissance mesurée est P
fb

x [équation
(2.87)]. Un instant plus tard, le mouvement devient :

x(t→ 0+) = xM (0) + xb(t), (2.88)

où xb(t) est décorrélé de xM (0). D’après les équations (2.83) et (2.60) la puissance de
bruit devient :

P x(ΩM , t→ 0+) =
∆x2

T

1 + g
+

(

∆f +
g2

4(1 + g)
Γ

)

Sb. (2.89)

Après cette brusque remontée, la puissance de bruit évolue avec une constante de temps

1/Γ jusqu’à la valeur P
T

x correspondant à l’équilibre thermodynamique.
Ainsi, lorsque l’on débranche le refroidissement, on assiste à une remontée brusque

de la puissance de bruit mesurée due à la disparition des corrélations entre le mode
fondamental et le bruit dû au fond. Le bruit de position étant mesuré par l’analyseur
de spectre à travers un filtre, la remontée du bruit observée s’effectue en fait avec la
constante de temps associée à la résolution spectrale de l’appareil.

La courbe de la figure 2.19 présente l’évolution du bruit thermique lorsque l’on
branche ou que l’on débranche la boucle de contre-réaction pour un gain g = 28.
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Le régime transitoire vers l’équilibre refroidi s’effectue avec une constante de temps
de 0,55 ms, à la limite de résolution temporelle de l’analyseur de spectre. Le retour
à l’équilibre thermodynamique à la température ambiante s’ajuste très mal avec une
fonction exponentielle à une seule constante de temps. La courbe en pointillé sur la
figure 2.19 montre un ajustement par une telle fonction, qui donne une constante de
temps de 1,82 ms relativement éloignée de la valeur attendue (1/Γ = 2, 8 ms). La
courbe en tiret est un ajustement par une fonction à deux constantes de temps. Les
valeurs de 0,28 ms et 2,75 ms obtenues sont en très bon accord avec les constantes de
temps de l’analyseur de spectre, et de la valeur théorique 1/Γ.
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Chapitre 3

Mouvement Brownien d’un miroir

dans l’espace des phases

Nous étudions dans ce chapitre l’évolution temporelle du miroir non pas en régime
transitoire comme dans le chapitre précédent, mais en régime stationnaire [53]. Le
bruit thermique d’un mode acoustique est équivalent à une marche au hasard pour un
oscillateur harmonique. Nous allons chercher à visualiser ce mouvement dans l’espace
des phases, c’est-à-dire dans le plan des quadratures du mouvement.

Après la description du montage expérimental (partie 3.1), nous présentons les
résultats obtenus pour le miroir libre (partie 3.2) et le miroir refroidi (partie 3.3),
mettant en évidence un effet de confinement du mouvement dans l’espace des phases
en régime refroidi. Les deux dernières parties sont consacrées à un effet d’amplification
paramétrique par pression de radiation, qui nous a permis d’obtenir une compression
du bruit thermique similaire à la compression des fluctuations quantiques de la lumière
en optique quantique [29, 30, 31].

L’observation des quadratures de la position x(t) du miroir correspond en fait à
l’étude du mouvement dans un référentiel tournant à une fréquence Ωref . On définit de
manière générale les quadratures X1 et X2 comme les composantes de la position sur
les fonctions sinus et cosinus oscillant à la pulsation Ωref ,

x(t) = X1(t) cos(Ωref t) +X2(t) sin(Ωref t). (3.1)

Dans le cas d’un oscillateur harmonique, prendre la fréquence du référentiel tournant
Ωref égale à la fréquence de résonance mécanique ΩM permet de s’affranchir dans
le mouvement x(t) de la partie purement oscillante et de n’étudier que l’évolution
lente des quadratures. En effet, comme on l’a démontré dans la partie (2.4), le temps
caractéristique d’évolution de l’amplitude d’oscillation d’un mode du miroir est l’inverse
de son taux de relaxation Γ qui, pour un oscillateur harmonique faiblement amorti,
est très petit devant ΩM (Γ � ΩM). Les quadratures sont donc lentement variables
par rapport à la période d’oscillation du miroir. Cette propriété permet de négliger
les termes évoluant à des fréquences élevées, voisines de 2ΩM , dans l’expression des
composantes de Fourier des quadratures X1 et X2. Dans ce cas l’expression obtenue
cöıncide avec la définition usuelle des quadratures, telle qu’elle existe par exemple en
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optique pour un mode du champ électromagnétique [38, 39] :

X1[ω] = x[ΩM + ω] + x[−ΩM + ω], (3.2)

X2[ω] = −i (x[ΩM + ω] − x[−ΩM + ω]) . (3.3)

La fréquence ω correspond à la différence entre la fréquence d’analyse du mouvement
du miroir et la fréquence de résonance mécanique de celui-ci. On ne s’intéresse dans la
suite qu’à des fréquences ω faibles devant ΩM . Les spectres de X1 et X2 au voisinage
de la fréquence nulle sont ainsi reliés au spectre de x autour de la fréquence ΩM .

Les quadratures de la position x(t) sont obtenues expérimentalement par une méthode
de démodulation. Pour obtenir par exemple la quadrature X1, on multiplie la fonction
x(t) par la fonction cos(ΩM t). En utilisant l’équation (3.1) on trouve que le résultat
est la somme de X1(t)/2 et d’autres termes oscillants à des fréquences de l’ordre de
2ΩM . Un filtre passe-bas permet d’éliminer ces termes à haute fréquence et d’accéder
ainsi à X1. L’extraction de X2 se fait de manière similaire, mais en multipliant x(t) par
sin(ΩM t).

En pratique, on utilise un mélangeur pour effectuer la multiplication du signal x(t)
et de la sinusöıde de référence. Le filtrage est réalisé par des filtres électroniques passe-
bas. Nous avons conçu ce système électronique de démodulation permettant d’extraire
les quadratures du signal x(t), dont le principe est décrit dans la partie suivante.

3.1 Electronique de détection des quadratures

Pour extraire les quadratures à une fréquence Ωref , il faut démoduler le signal par
deux signaux de fréquence Ωref déphasés de 90◦, simulant les fonctions sinus et cosinus.
La conception des deux voies de démodulation est assez critique si l’on ne veut pas avoir
de dissymétrie entre les deux quadratures et pour que celles-ci soient bien orthogonales
dans l’espace des phases. Il faut en particulier que les deux signaux utilisés pour la
démodulation soient de même amplitude et soient en parfaite quadrature de phase.
L’utilisation de déphaseurs et d’amplificateurs sur des signaux sinusöıdaux peut se
révéler délicate en pratique car les déphasages et les amplitudes de ces signaux vont
dépendre fortement de la fréquence. On risque aussi d’être tributaire de la qualité
des composants électroniques dont les caractéristiques peuvent varier en fonction de la
température ambiante.

Il est plus simple d’utiliser des signaux carrés, générés par des portes logiques clas-
siques. L’avantage de cette méthode est que ces signaux ont des amplitudes calibrées,
indépendantes de la fréquence. Il est aussi relativement aisé de les synchroniser sur une
horloge de référence et d’obtenir des signaux en quadrature de phase à toute fréquence.

Le schéma de principe du montage est présenté sur la figure 3.1. Le signal, dont
on veut extraire les quadratures, provient de la détection homodyne et correspond au
bruit de phase en sortie de la cavité à miroir mobile. On utilise comme référence de
fréquence un signal sinusöıdal oscillant à la fréquence 4 × Ωref (signal 4REF IN sur le
schéma), fourni par un générateur haute fréquence commercial. Le signal sinusöıdal de
référence est tout d’abord mis en forme pour avoir un signal carré compatible TTL. Ce
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Fig. 3.1 – Principe du montage électronique de détection des quadratures.

signal va piloter une série de bascules mises en cascade qui vont créer les deux signaux de
démodulation en quadrature de phase. Ceux-ci sont alors mélangés grâce à deux mixeurs
avec le signal provenant de la détection homodyne. Une adaptation d’impédance est
nécessaire pour diviser le signal avant d’attaquer les mixeurs. La sortie de chaque mixeur
délivre une quadrature et des harmoniques à 2ΩM des signaux d’entrée. Chaque mixeur
est suivi d’un filtre passe-bas d’ordre deux, de bande passante 500 Hz, afin d’accéder
aux quadratures.

3.1.1 Mise en forme de la référence et création des quadratures

Pour s’affranchir de l’amplitude et de la forme du signal 4REF IN utilisé comme
référence de fréquence, on utilise un comparateur ultrarapide AD 9696 pour mettre en
forme le signal (voir figure 3.2). Le filtre RC placé en entrée permet de supprimer une
éventuelle composante continue de la référence, et fixe l’impédance d’entrée à 50 Ω. Le
comparateur bascule de 0 à 5 V lorsque la tension sur son entrée + est supérieure à
celle sur son entrée −. Il va ainsi détecter les arches positives de la référence et créer un
signal carré synchrone. Un soin particulier est apporté à l’alimentation de ce circuit qui
est découplée des alimentations des autres circuits intégrés du montage, afin qu’aucun
parasite ne fasse basculer le comparateur, lorsque le signal de référence est proche de
zéro.

La première bascule est utilisée comme diviseur de fréquence par deux en reliant la
sortie inverseuse Q à l’entrée de donnée D. A chaque front montant de l’entrée CLK
(horloge), le circuit reproduit sur sa sortie Q la donnée présente sur D. Sa sortie change
donc d’état sur chaque front montant du signal 4REF. La principale fonction de ce
circuit est d’obtenir un signal carré parfaitement symétrique, c’est à dire ayant des
états bas et des états hauts de durées égales. Les deux autres bascules sont elles aussi
montées en diviseur par deux, mais sont pilotées par des signaux complémentaires l’un
de l’autre ce qui a pour effet de décaler leur déclenchement et de fournir deux signaux en
quadrature de phase. Nous avons retenu comme bascule le circuit 74 VHCT 74 qui est
le circuit le plus rapide de la famille des 74 74. Ses temps de basculement de l’état bas
à l’état haut et de l’état haut à l’état bas sont de l’ordre de 5 ns avec une dissymétrie
inférieure à la nanoseconde. Cela correspond pour un signal à 2 MHz à une erreur sur
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Fig. 3.2 – Montage électronique de mise en forme du signal de référence et création du sinus et du
cosinus.

le déphasage inférieure au degré.
Une sortie REF OUT retranscrit le signal Q1 et fournit ainsi un signal à la fréquence

Ωref en phase avec la détection des quadratures. Ce signal est utilisé dans le chapitre
4.

3.1.2 Les mélangeurs et les filtres

On utilise comme multiplicateur de signaux les mélangeurs SBL 3 Minicircuit, pou-
vant travailler sur une plage de fréquence de 25 kHz à 200 MHz avec des signaux
d’amplitude allant jusqu’à 0,1 V . Les impédances des entrées et de la sortie sont de 50
Ω. Pour rester dans un régime linéaire, la référence doit être de l’ordre de 10 dB au
dessus du signal. Cette référence provient des signaux de sortie Q1 et Q2 des bascules,
d’amplitude 5 V . On utilise alors un simple diviseur de tension pour ramener l’ampli-
tude dans le domaine de fonctionnement des mélangeurs et adapter aussi l’impédance
à 50 Ω (voir figure 3.3).

La sortie de chaque mélangeur est filtrée par un filtre passe-bas du second ordre
construit autour d’un amplificateur rapide AD 845. Le gain G du filtre à fréquence
nulle vaut R3+R4

R4
et sa fonction de transfert H[ω] est donnée par :

H[ω] =
G

1 + i {(R1 +R2)C1 + (1 −G)R1C2}ω −R1R2C1C2ω2
. (3.4)

En pratique les résistances R1 et R2 sont égales, ainsi que les condensateurs C1 et C2.
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Fig. 3.3 – Mélangeur et filtre basse fréquence d’ordre 2 utilisé pour filtrer le résultat de la
démodulation du signal par le signal carré.

La figure 3.4 montre le module de la fonction de transfert pour différents gains G.
Pour les valeurs particulières G = 3 ±

√
2 du gain, on élimine les termes en ω2 dans

l’expression du module carré de H[ω] :

|H[ω]|2 =
G2

1 +
(

ω
ω0

)4 . (3.5)

où ω0 est la fréquence de coupure égale à 1/R1C1 fixée ici par la valeur des composants
à environ 500 Hz. En pratique on utilise un gain légèrement supérieur au gain optimal
G = 3 −

√
2 (le filtre est instable pour la solution G = 3 +

√
2), afin d’augmenter

sensiblement la plage de fréquence où la réponse du filtre est constante. Pour la valeur
G = 1, 65 on obtient une fonction de transfert très plate, avec une variation relative
d’amplitude inférieure à 0.5 % jusqu’à des fréquences de 0, 46×ω0 mais qui conserve une
pente raide au delà de la fréquence de coupure. La forme des spectres des quadratures,
mesurés à travers ces filtres, ne sera ainsi quasiment pas modifiée pour des fréquences
inférieures à 220 Hz. Un potentiomètre a été rajouté en parallèle avec la résistance R3

sur la voie de la quadrature X2, de manière à équilibrer les gains des deux voies.
On doit adapter le signal de sortie de la détection homodyne aux impédances

d’entrée des deux mélangeurs qui sont égales à 50 Ω. On utilise l’adaptateur d’impédance
rapide présenté sur la figure 3.5. Deux ponts diviseurs à la sortie de l’amplificateur per-
mettent d’attaquer les deux mixeurs avec la bonne impédance et en limitant l’effet des
parasites d’une voie sur l’autre. le gain de l’amplificateur est fixé à 10 pour compenser
la perte au niveau des ponts diviseurs.

3.1.3 Tests des quadratures

Nous avons tout d’abord mesuré les fonctions de transfert des deux filtres passe-
bas en injectant à l’entrée de la bôıte un signal sinusöıdal de -10 dBm et dont la
fréquence est décalée par rapport à la fréquence de référence. On acquiert sur l’oscillo-
scope numérique l’amplitude des deux signaux de quadrature lorsque l’on fait varier le
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Fig. 3.5 – Adaptateur d’impédance.

décalage en fréquence entre 10 et 1000 Hz. Les amplitudes en sortie des deux voies X1

et X2 en fonction du décalage en fréquence sont représentées sur la figure 3.6. On trouve
la forme attendue pour un gain G = 1, 65 (voir figure 3.4). Un ajustement des courbes
par la fonction de transfert théorique [équation (3.4)] donne une bande passante de 460
Hz. La dissymétrie entre les deux voies est inférieure au pourcent.

On s’est aussi assuré du fonctionnement linéaire de la bôıte de démodulation ainsi
que de l’orthogonalité des quadratures. On envoie en entrée un signal de fréquence
Ωref synchrone avec la référence de fréquence 4Ωref , mais d’amplitude variable. Ce
signal produit des quadratures d’amplitude constantes et proportionnelle à l’amplitude
d’entrée. La courbe de gauche de la figure 3.7 donne la tension de sortie de X1 en
fonction de l’amplitude du signal d’entrée. Elle montre une bonne linéarité pour des
signaux d’entrée inférieurs à 200 mV .

Pour tester l’orthogonalité des signaux X1 et X2, on applique à l’entrée un signal de
fréquence Ωref d’amplitude constante mais de phase variable par rapport à la référence.
Lorsque le déphasage augmente, les deux quadratures vont décrire deux sinusöıdes en
quadrature de phase. Les courbes de droite de la figure 3.7 présentent les signaux X1



3.1. ELECTRONIQUE DE DÉTECTION DES QUADRATURES 103

Fig. 3.6 – Réponse de la bôıte de démodulation lorsque l’on augmente le décalage en fréquence entre
un signal sinusöıdal et la référence.

Fig. 3.7 – Courbe de gauche : réponse de la voie X1 en fonction de l’amplitude de la modulation
appliquée à l’entrée de la bôıte. Courbes de droite : test de la phase relative des deux voies X1 et X2.

et X2 en fonction du déphasage entre le signal d’entrée et la référence. L’ajustement de
ces courbes par deux sinusöıdes donne un angle entre les quadratures égal à 90◦ avec
une incertitude inférieure au degré.

3.1.4 Calibration de la mesure

Pour observer les quadratures du mouvement du miroir on utilise le montage expérimental
permettant de mesurer le bruit thermique, mais la voie d’acquisition est modifiée. La
bôıte de démodulation est ajoutée après le filtre passe-bande, et l’acquisition ne se fait
plus sur l’analyseur de spectre mais grâce à un oscilloscope numérique TDS 320 (voir
figure 3.8). Les résultats expérimentaux présentés dans les parties suivantes ont été
obtenus avec le miroir plan-convexe de diamètre 12 mm et en particulier sur le mode
Gaussien fondamental de fréquence 1858 kHz.
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Fig. 3.8 – Schéma de l’expérience d’observation du mouvement Brownien du miroir dans l’espace des
phases.

Nous avons tout d’abord effectué une calibration des signaux des quadratures en
utilisant, comme dans la partie 1.3, une modulation de la fréquence du laser. Le réglage
du gain de l’asservissement en fréquence du laser ayant légèrement changé, nous avons
fait une nouvelle calibration de la modulation de fréquence à partir de la cavité de fil-
trage (voir partie 1.3) mais uniquement à 2 MHz. On trouve qu’une modulation de 1 V
d’amplitude injecté sur l’électro-optique du laser Titane-Saphir induit une modulation
de la fréquence du laser de 30 kHz. On utilise ce résultat pour produire une modula-
tion de fréquence d’amplitude 200 Hz à une fréquence voisine de 1858 kHz. Celle-ci
engendre un signal sur les quadratures de 27 mV . D’après l’équation (1.135), cette mo-
dulation de fréquence est équivalente à un déplacement du miroir δx de 5, 7× 10−16 m.
On obtient ainsi la conversion en mètre de nos signaux de quadrature observés en volt :
1 mV correspond à un déplacement du miroir de 2 × 10−17m [20].

Nous avons ensuite cherché à déterminer la sensibilité des signaux observés sur les
quadratures. Une telle calibration de la sensibilité avait été réalisée pour l’étude des
spectres de bruit de position du miroir. Elle avait montré que la mesure de déplacement
du miroir autour d’une fréquence de 2 MHz est limitée par le bruit quantique de
phase du faisceau de mesure qui correspond à un bruit blanc dont le niveau vaut
δxshot = 2, 8×10−19m/

√
Hz. Pour une analyse spectrale, la sensibilité correspond à une

amplitude spectrale de bruit de position, définie en m/
√
Hz. Par contre la sensibilité

pour une analyse temporelle des quadratures s’exprime comme une dispersion de bruit,
mesurée en m. Elle correspond à la densité spectrale de bruit intégrée sur la largeur des
filtres utilisés dans l’analyse temporelle. Le filtre passe-bande à la sortie de la détection
homodyne a une bande passante de 9 kHz, environ 20 fois plus grande que les filtres
passe-bas de la bôıte de démodulation. Ce sont donc ces derniers qui fixent la bande
passante d’analyse. La puissance de bruit à la sortie des filtres est donc l’intégrale du
bruit blanc de phase pondérée par la fonction de transfert H[ω] des filtres. Le plus
petit déplacement mesurable à des fréquences petites devant la bande passante des
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filtres vaut :

∆x2
shot = δx2

shot

∫

|H[ω]|2dω/|H[0]|2, (3.6)

où |H[0]| est le gain à fréquence nulle des filtres. L’intégrale du module carré de H[ω]
normalisée à sa valeur en ω = 0 est directement proportionnelle à la bande passante
des filtres. Le facteur de proportionnalité est relié à la forme de la fonction de transfert
et une intégration numérique de la fonction de transfert théorique (équation 3.4 avec
G = 1, 65) donne une aire de 1,164 ×ω0. Ainsi le plus petit déplacement mesurable
∆xmin est relié à la bande passante ω0 du filtre par :

∆x2
shot = 1, 164 × ω0 × δx2

shot. (3.7)

Etant donné la valeur mesurée de la bande passante ω0 = 2π× 460 Hz, on trouve alors
un plus petit déplacement mesurable égal à :

∆xshot = 1, 63 × 10−17m. (3.8)

Nous avons vérifié expérimentalement cette valeur en mesurant la variance des
différents bruits à la sortie de la bôıte. Nous avons tout d’abord mesuré le bruit
électronique de la voie d’acquisition en masquant le faisceau de mesure. Le signal ob-
servé a une valeur efficace de ∆xel = 0, 44 mV qui correspond au bruit électronique
des photodiodes de la détection homodyne, du filtre passe-bande et de la bôıte de
démodulation. En envoyant le faisceau de mesure sur la cavité mais en gardant la
fréquence de celle-ci loin de résonance, on mesure le niveau de bruit dû au bruit de
phase du faisceau. La valeur efficace de ce bruit est 0,86 mV . Cette valeur est obtenue
en retranchant à la variance mesurée la variance du bruit électronique. Etant donné le
taux de conversion 1 mV ↔ 2 × 10−17 m, le plus petit déplacement mesurable vaut

∆xshot = 1, 7 × 10−17m. (3.9)

Cette valeur est en excellent accord avec la valeur théorique donnée par l’équation (3.8).
Notons que d’après l’équation (3.7) la sensibilité peut être en principe augmentée en uti-
lisant des filtres de largeur plus faible. Pour des bandes passantes trop faibles, le temps
de réponse devient de l’ordre ou supérieur au temps caractéristique des phénomènes
que l’on cherche à étudier, ce qui fausse la mesure de l’évolution temporelle des qua-
dratures. Il faut donc garder une bande passante de tous les filtres électroniques de la
voie d’acquisition très supérieure au taux d’amortissement du miroir. Le choix d’une
fréquence de coupure de 500 Hz semble donc un bon compromis entre la sensibilité de
la détection des quadratures et la possibilité de suivre ses évolutions temporelles (dont
les fréquences caractéristiques sont de l’ordre de 50 Hz).

3.1.5 Asservissement de la température

Pour avoir une bonne statistique sur la distribution du mouvement Brownien du
miroir dans l’espace des phases, le temps d’acquisition doit typiquement être plusieurs
millions de fois plus grand que le temps d’évolution du mouvement du miroir (1/2πΓ) '
4 ms. Il est donc nécessaire que la fréquence de démodulation Ωref cöıncide avec la
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Fig. 3.9 – Enceinte en cuivre permettant la régulation en température de la cavité à miroir mobile.

fréquence de résonance du mode acoustique du miroir sur des temps de l’ordre de la
dizaine de minutes. Les dérives de la fréquence centrale du pic de bruit thermique étant
essentiellement dues aux dérives de la température de la pièce, nous avons réalisé un
asservissement en température de la cavité.

La cavité est placée dans une bôıte parallélépipédique en cuivre (voir figure 3.9)
possédant un socle massif. Deux ouvertures sont pratiquées dans la bôıte : un trou
circulaire dans la face avant laisse passer le faisceau de mesure ; un trou oblong dans
la face arrière pour permettre au faisceau d’excitation d’entrer avec un angle d’une
dizaine de degrés et de ressortir après réflexion sur le miroir mobile. Ces ouvertures sont
réduites au minimum pour éviter les circulations d’air sans avoir recours à l’utilisation
de hublots. Un élément Peltier est placé entre le socle et le support en cuivre dans
lequel est montée la cavité. La bôıte entière pèse environ 2 kg et agit comme une masse
thermique. La mesure de la température, nécessaire à un contrôle actif, est effectuée par
une thermistance placée au centre de la pièce de support de la cavité, à 2 mm au dessus
de l’élément Peltier. On réduit ainsi la constante de temps de l’asservissement due à
la propagation de la chaleur entre l’élément Peltier et le détecteur de température. La
stabilisation en température est assurée par une régulation commerciale TEC 2000.

Lorsque le gain de la régulation est optimisé on observe des dérives de la fréquence
centrale du pic de bruit thermique inférieures à quelques hertz sur des périodes de
l’ordre de la demi-heure. D’autre part la stabilisation en température atténue fortement
les variations de la longueur d’onde optique de résonance de la cavité. L’asservissement
de la fréquence du laser sur une résonance de la cavité dérive alors très peu et l’on peut
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travailler plusieurs heures sans que l’asservissement ne décroche.

3.2 Quadratures du mouvement pour un miroir libre

Nous présentons dans cette partie l’étude des quadratures dans le cas du miroir
plan-convexe de 12 mm de diamètre, déjà utilisé dans les chapitres précédents. La
fréquence de résonance du mode fondamental Gaussien de ce miroir ainsi que son taux
d’amortissement ont été déduits du spectre de bruit thermique.

3.2.1 Comportement des quadratures à l’équilibre thermique

Nous allons caractériser les quadratures de position lorsque le miroir est à l’équilibre
thermodynamique. La fréquence de démodulation des quadratures est égale à la fréquence
de résonance du mode fondamental du miroir.

Comme on ne s’intéresse qu’à des fréquences voisines de la fréquence de résonance
ΩM d’un mode de vibration, le comportement du miroir est équivalent à celui d’un
oscillateur harmonique de masse M et d’amortissement Γ. Sous l’action d’une force
extérieure F , le déplacement x est donc donné par

x[Ω] =
1

M (Ω2
M − Ω2 − iΓΩ)

F [Ω]. (3.10)

On peut ainsi déduire l’expression de x[ΩM +ω] et x[−ΩM +ω]. En considérant toujours
que l’oscillateur est faiblement amorti (Γ � ΩM) et que l’on s’intéresse à des fréquences
d’analyse ω de l’ordre de Γ (ω � ΩM), on obtient

x[ΩM + ω] = − 1

MΩM (2ω + iΓ)
F [ΩM + ω], (3.11)

x[−ΩM + ω] =
1

MΩM (2ω + iΓ)
F [−ΩM + ω]. (3.12)

En insérant ces expressions dans les équations (3.2) et (3.3), on trouve après simplifi-
cation l’expression de la réponse de chacune des quadratures à une force extérieure :

X1[ω] = − 1

2MΩM

(

1

−iω + Γ/2

)

F2[ω], (3.13)

X2[ω] =
1

2MΩM

(

1

−iω + Γ/2

)

F1[ω], (3.14)

où F1[ω] et F2[ω] sont les deux quadratures de la force F , définies dans l’espace de
Fourier par des expressions similaires à (3.2) et (3.3) :

F1[ω] = F [ΩM + ω] + F [−ΩM + ω], (3.15)

F2[ω] = −i (F [ΩM + ω] − F [−ΩM + ω]) . (3.16)

Pour un miroir libre en équilibre thermique à la température ambiante T , le couplage
avec le bain thermique est décrit par la force de Langevin FT . Cette force correspond
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à un bruit blanc et sa fonction de corrélation à deux fréquences est proportionnelle à
une fonction de Dirac [voir équations (1.3) et (1.4)] :

〈FT [Ω], FT [Ω′]〉 = 2MΓkBT 2πδ(Ω + Ω′). (3.17)

On en déduit, d’après les expressions des quadratures de la force [équation (3.15) et
(3.16)], la fonction de corrélation entre les quadratures FT1

et FT2
de la force de Lan-

gevin :

〈FT1
[ω], FT2

[ω′]〉 = −2iMΓkBT {2πδ(2ΩM + ω + ω′) − 2πδ(−2ΩM + ω + ω′)} .(3.18)

Les fréquences ω et ω′ étant très petites devant la fréquence de résonance ΩM , les
deux fonctions de Dirac sont toujours nulles. Les quadratures FT1

et FT2
sont par

conséquent deux variables aléatoires indépendantes. On déduit de la même façon les
fonctions d’autocorrélation, après avoir simplifié les termes en δ(2ΩM + ω + ω′) et
δ(−2ΩM + ω + ω′) :

〈FT1
[ω], FT1

[ω′]〉 = 〈FT2
[ω], FT2

[ω′]〉 = 4MΓkBT 2πδ(ω + ω′). (3.19)

Les spectres des quadratures de la force sont donc indépendants de la fréquence et
égaux au double de la force de Langevin,

ST1
[ω] = ST2

[ω] = 4MΓkBT = 2ST [ω]. (3.20)

Par conséquent, les deux quadratures de la position ont des spectres identiques, de
forme Lorentzienne que l’on déduit des équations (3.13), (3.14) et (3.20) :

SX1
[ω] = SX2

[ω] =
ΓkBT

MΩ2
M (ω2 + Γ2/4)

. (3.21)

L’aire de ces spectres est directement reliée à la variance de la position. L’intégrale en
fréquence de ces spectres donne des variances ∆X2

1 et ∆X2
2 des quadratures identiques

et égales à :

∆X2
1 = ∆X2

2 =
kBT

MΩ2
M

. (3.22)

On retrouve ici le théorème d’équipartition de l’énergie, appliqué aux quadratures du
mouvement [équation (2.4)]. Avec les valeurs des paramètres expérimentaux (ΩM =
1858 kHz, M = 230 mg, T = 300 K), les dispersions attendues ∆X1 et ∆X2 pour le
mouvement Brownien dans l’espace des phases sont :

∆X1 = ∆X2 = 36, 3 × 10−17m. (3.23)

Nous terminons cette étude théorique par les fonctions de corrélation temporelle du
mouvement dans l’espace des phases. Celles-ci sont définies par :

Cij(τ) = 〈Xi(t)Xj(t + τ)〉t, (3.24)

où i et j désignent les indices des quadratures (i, j = 1, 2), et où les crochets 〈...〉
représentent la valeur moyenne temporelle. Nous avons déjà indiqué que les quadratures
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Fig. 3.10 – Acquisition des quadratures de position X1 et X2 pour un miroir libre soumis au bruit
thermique.

de la force de Langevin sont non corrélées. D’après les équations (3.13) et (3.14), il en
est de même pour les quadratures de la position, et les fonctions C12 et C21 sont nulles.
Les fonctions d’autocorrélation C11 et C22 se calculent en prenant la transformée de
Fourier inverse des spectres de SX1

et SX2
:

Cii(τ) = ∆X2
i exp(−Γτ/2). (3.25)

On trouve une décroissance exponentielle à partir d’une valeur initiale correspondant à
la variance ∆X2

i de la quadrature, avec une constante de temps de 2/Γ qui représente
le temps caractéristique de perte de la mémoire des conditions initiales.

Notons finalement que pour les calculs que nous venons d’effectuer nous avons rai-
sonné de manière classique. Les quadratures X1 et X2 sont en fait deux variables
quantiques conjuguées et elles ne peuvent pas être mesurées simultanément avec une
précision infinie. Ceci n’est pas en contradiction avec notre approche classique car le
signal de position du miroir que nous détectons dans l’expérience est entaché du bruit
quantique de phase du faisceau lumineux. Nous n’avons donc pas accès simultanément
aux deux quadratures du mouvement à un niveau quantique. Ceci ne constitue pas
une limite dans la pratique car le bruit thermique que nous cherchons à observer est
plusieurs ordres de grandeur au dessus de ces limites quantiques.

3.2.2 Résultats expérimentaux

La figure 3.10 montre une acquisition d’une durée de 50 ms des quadratures X1 et
X2 de la position du miroir libre soumis uniquement à l’agitation thermique. L’échelle
verticale a été graduée en mètre grâce à la calibration des signaux en sortie de la bôıte.
A un instant t, les quadratures X1 et X2 caractérisent entièrement l’état d’oscilla-
tion du miroir. L’amplitude de l’oscillation est égale à

√

X2
1 +X2

2 et sa phase ϕ par
rapport au signal de référence est donnée par tanϕ = X2/X1. Il est alors naturel de
représenter le mouvement dans l’espace des phases, ce qui correspond à faire le tracé
paramétrique de (X1(t), X2(t)). La courbe de gauche de la figure 3.11 montre le mouve-
ment du miroir dans l’espace des phases déduit des deux courbes de la figure 3.10. Dans
cette représentation l’amplitude de l’oscillation du miroir est donnée par la distance à
l’origine, et la phase se déduit de l’angle avec l’axe horizontal.
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Fig. 3.11 – Courbe de gauche : mouvement Brownien dans l’espace des phases correspondant aux
traces temporelles de la figure 3.10. Courbe de droite : mouvement Brownien d’un oscillateur de torsion
obtenue par Tittonen et al.

Sur des échelles de temps de l’ordre de quelques 1/Γ, le mouvement dans l’espace des
phases ressemble à un mouvement Brownien libre dans un espace à deux dimensions. Ce
résultat est à comparer à celui obtenu par Tittonen et al [19], concernant le mouvement
dans l’espace des phases d’un oscillateur de torsion seulement soumis à l’agitation ther-
mique. Dans cette expérience, la fréquence propre de l’oscillateur est de 26 kHz, et son
facteur de qualité de 4,3 million correspondant à un temps caractéristique d’évolution
de 52 secondes. La courbe de droite de la figure 3.11 est reproduite de la référence
[19] et montre le mouvement Brownien de cet oscillateur, obtenu sur un temps de 80
secondes. Les temps d’acquisition des courbes de gauche et de droite, rapportés aux
temps caractéristiques d’évolution des deux oscillateurs dans l’espace des phases, sont
finalement semblables. Cela explique la similitude entre les deux courbes, tant au point
de vue de la densité de point que de l’absence de symétrie. Pour des temps d’acquisition
aussi courts l’ergodicité ne transparâıt pas.

La courbe de gauche de la figure 3.12 présente l’acquisition des quadratures sur
un temps de mesure de 500 ms. Les échelles horizontale et verticale correspondent à
la pleine échelle de l’oscilloscope réglée sur ±100 mV . Elles ont été graduées en mètre
grâce à la calibration. Nous avons vu que le temps caractéristique sur lequel l’oscillateur
perd la mémoire des conditions initiales est de l’ordre de 1/Γ. Deux points acquis en des
temps séparés de quelques 1/Γ ne sont pas corrélés et peuvent se retrouver n’importe
où dans la distribution dans l’espace des phases. Pour un taux d’amortissement Γ de
2π×44 Hz, le mouvement Brownien parcourt une vingtaine de fois la distribution dans
l’espace des phases sur un temps d’acquisition de 500 ms. La densité de point est alors
suffisante pour voir se dessiner une distribution centrée en l’origine et symétrique dans
les deux directions X1 et X2. Le mouvement ne ressemble plus à une marche au hasard
dans l’espace des phases : il est concentré autour de l’origine par la force de rappel de
l’oscillateur harmonique [53].

La courbe de droite de la figure 3.12 présente l’histogramme du mouvement Brow-
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Fig. 3.12 – Courbe de gauche : trajectoire du mouvement Brownien du miroir dans l’espace des
phases. Courbe de droite : histogramme du mouvement.

nien acquis pendant une dizaine de minutes. L’échelle de l’oscilloscope est divisée en
256 intervalles, subdivisant ainsi l’espace des phases en un histogramme de 256×256
cellules. Le bruit dû aux fluctuations de phase du faisceau de mesure et dont la valeur
rms est donné par l’équation (3.9) correspond pour cette division à une cellule. La
distribution observée est donc le produit de convolution de la distribution due au bruit
thermique et d’une Gaussienne de largeur égale à la dimension d’une cellule. Etant
donnée la largeur de la distribution obtenue, l’élargissement produit par le bruit de
phase n’est pas significatif. Les traces temporelles des deux quadratures sont acquises
sur un temps de 3 secondes par l’oscilloscope numérique puis transférées à l’ordinateur
qui actualise l’histogramme et déclenche un nouveau cycle de mesure. Ce traitement des
données en continu permet l’acquisition d’un très grand nombre de point, typiquement
plusieurs millions. Pendant la dizaine de minutes que dure la mesure, le mouvement
Brownien parcourt environ 25 000 fois l’espace des phases, ce qui explique la très bonne
précision obtenue sur la distribution.

La dispersion du mouvement Brownien est donnée par la largeur de la distribution
et vaut :

∆X1 = ∆X2 = 36.6 × 10−17m, (3.26)

en excellent accord avec la valeur théorique donnée par l’équation (3.23). A partir de la
distribution des quadratures X1 et X2, nous avons calculé la statistique du mouvement
sur une quadrature Xθ faisant un angle θ quelconque avec l’axe X1, définie par :

Xθ = cos θX1 + sin θX2. (3.27)

Pour un mouvement Brownien, la quadrature Xθ est la somme de deux variables
aléatoires Gaussiennes indépendantes et de même variance. Xθ est donc Gaussienne
et de variance indépendante de l’angle θ. Les distributions obtenues pour un angle θ
variant entre 0 et 180 degrés sont tracées sur la figure 3.13. Chaque distribution a bien
un profil Gaussien et les largeurs des courbes sont égales entre elles à mieux que 1%.
Ces résultats montrent que la distribution du mouvement Brownien dans l’espace des
phases a un profil Gaussien parfaitement symétrique dans toutes les directions.
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Fig. 3.13 – Distribution de la quadrature Xθ du mouvement thermique du miroir en fonction de
l’angle θ. La variance ∆X2

θ de la quadrature Xθ, normalisée à la variance thermique moyenne, est
tracée sur le coté droit en fonction de θ.

Fig. 3.14 – Courbes de gauche : spectres des deux quadratures du mouvement du miroir. Courbes
de droite : fonctions de corrélation temporelle des quadratures.

Nous avons reconstitué le spectre des quadratures X1 et X2 en effectuant une trans-
formée de Fourier des traces temporelles. Chaque trace temporelle acquise sur l’oscil-
loscope est transférée à l’ordinateur qui effectue une FFT. Une trace est composée de
15 000 points, et dure 3 secondes. On a donc une résolution spectrale meilleure que le
hertz et la bande d’analyse va de 0 à 5 kHz. Un filtre de Hanning est appliqué lors du
calcul et les spectres obtenus sont moyennés environ 200 fois, ce qui correspond à une
dizaine de minutes d’acquisition. La figure 3.14 présente les spectres des deux quadra-
tures entre 0 et 500Hz. Un ajustement par des Lorentziennes centrées en zéro donne des
largeurs pour les spectres de X1 et X2 de 2π×44 Hz et 2π×43, 8 Hz en très bon accord
avec l’équation (3.21) et avec la valeur expérimentale du taux d’amortissement du mode
(Γ = 2π×44 Hz). L’échelle verticale est convertie en m2/Hz grâce à la calibration. Les
hauteurs des deux spectres sont égales au pourcent près et valent 1, 85× 10−33m2/Hz.
Cette valeur peut être comparée à la valeur théorique donnée par l’équation (3.21) pour
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ω = 0. En utilisant les valeurs de la masse M (230 mg) et du taux d’amortissement
mesurées expérimentalement on trouve une hauteur de 1, 9× 10−33m2/Hz en excellent
accord avec nos mesures.

La fonction de corrélation C12 et les deux fonctions d’autocorrélation C11 et C22 sont
également calculées par l’ordinateur à partir des traces temporelles, lors de l’acquisition
de la distribution du mouvement. Pour chaque trace temporelle acquise (15 000 points
acquis en 3 s), les produits Xi(t)×Xj(t+ τ) pour (i, j = 1), (i, j = 2) ou (i = 1, j = 2)
sont calculés pour τ variant de 0 à 50 ms et sont stockés dans un tableau de points.
Ce tableau peut ainsi être moyenné à chaque nouvelle acquisition. Les fonctions C11 et
C22 sont présentées sur la figure 3.14 en échelle semi-logarithmique. L’ajustement par
une droite des deux courbes C11 et C22 donne un taux d’amortissement moyen Γ de
2π× 49 Hz en bon accord avec les valeurs déjà mesurées. La valeur à τ = 0 correspond
aux variances données par l’équation (3.26). La fonction C12 est pratiquement nulle, sa
valeur à tout temps étant inférieure à 2% de la valeur des fonctions d’auto-corrélation
C11 et C22.

On a également reporté sur la figure la fonction d’auto-corrélation du bruit de
photon (courbe shot), obtenue lorsque la cavité et le laser sont désaccordés. La fonction
présente une décroissance exponentielle très rapide, uniquement limitée par le temps
de réponse des filtres passe-bas placés en sortie de la châıne électronique de détection
des quadratures. Le niveau de cette courbe, lié à la limite de sensibilité de la mesure
[équation (3.9)], est environ trois ordres de grandeur en dessous de celui des fonctions
d’autocorrélation.

3.3 Quadratures du mouvement refroidi

Dans cette partie nous présentons les résultats sur le comportement des quadratures
du mouvement dans le cas d’un miroir refroidi par friction froide. Dans les chapitres
précédents nous avions caractérisé l’état refroidi de manière spectrale en vérifiant en
particulier que l’on pouvait réduire fortement la densité spectrale de bruit de position
du miroir autour de la fréquence de résonance. Nous en avions déduit une réduction
de la variance du mouvement du miroir. L’observation des quadratures du mouvement
permet de vérifier expérimentalement que les fluctuations du mouvement dans l’espace
des phases sont bien réduites et que la friction froide correspond bien au gel de la
position du miroir.

3.3.1 Comportement des quadratures d’un miroir refroidi

Nous avons démontré dans la partie 2.2 que l’application sur le miroir d’une force de
friction froide a pour effet d’augmenter le taux d’amortissement du miroir d’un facteur
1 + g, où le paramètre g sans dimension caractérise le gain de la friction froide. La
susceptibilité du miroir est alors décrite par l’équation (2.15). Nous avons observé que
la température du mode acoustique se trouve réduite du même facteur 1 + g.

On se propose de vérifier ce résultat en étudiant le comportement des quadratures
de la position d’un miroir refroidi. En partant de l’expression de la force de pression de
radiation que l’on applique sur le miroir [équation (2.13)] et en utilisant la définition
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Fig. 3.15 – Montage expérimental permettant l’observation dans l’espace des phases du mouvement
d’un miroir refroidi par friction froide.

des quadratures de la force [équations (3.15) et (3.16)], on déduit les expressions des
quadratures de la force de friction froide en négligeant ω devant ΩM :

Frad1
[ω] = −gMΓΩMX2[ω], (3.28)

Frad2
[ω] = gMΓΩMX1[ω]. (3.29)

L’inversion des quadratures dans ces équations est la signature du fait que Frad est
proportionnelle à la dérivée de la position x ; dans l’espace des phases, l’opération de
dérivation se caractérise par une rotation de π

2
.

On peut maintenant utiliser les équations (3.13) et (3.14) pour obtenir les quadra-
tures du mouvement en prenant pour la force F la somme de la force de Langevin et
de la force de pression de radiation. Les quadratures du mouvement se mettent alors
sous la forme :

X1[ω] = − 1

2MΩM

(

1

−iω + Γ(1 + g)/2

)

FT2
[ω], (3.30)

X2[ω] =
1

2MΩM

(

1

−iω + Γ(1 + g)/2

)

FT1
[ω], (3.31)

Ces équations sont similaires à celles obtenues sans la friction froide [équations (3.13)
et (3.14)], mais avec un taux d’amortissement Γ multiplié par le facteur 1 + g.

Comme précédemment, on peut calculer les spectres, les variances et les corrélations
temporelles des quadratures. On obtient :

Sfb
X1

[ω] = Sfb
X2

[ω] =
ΓfbkBTfb

MΩ2
M (ω2 + Γ2

fb/4)
. (3.32)
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Fig. 3.16 – Trajectoire et distribution dans l’espace des phase du mouvement thermique du miroir en
présence de friction froide. La dispersion du mouvement est diminuée par rapport au cas d’un miroir
libre.

∆X2
1 = ∆X2

2 =
kBTfb

MΩ2
M

. (3.33)

Cfb
12 = 0 , Cfb

ii (τ) = ∆X2
i exp(−Γfbτ/2). (3.34)

Ces expressions sont similaires à celles correspondant au miroir libre, en remplaçant
l’amortissement mécanique Γ par l’amortissement total Γfb = (1+g)Γ et la température
ambiante par la température effective du miroir Tfb = T/(1 + g).

3.3.2 Résultats expérimentaux

Le montage expérimental présenté sur la figure 3.15 est dérivé du montage permet-
tant l’observation de la friction froide décrit dans la partie 2.2 (figures 2.5 et 2.6). La
bôıte de détection des quadratures a été insérée dans la voie d’acquisition, après le
filtre passe-bande et l’amplificateur. L’analyseur de spectre contrôle toujours le bruit
de phase mesuré par la détection homodyne. Il est en particulier utilisé pour déterminer
l’élargissement du spectre de bruit thermique en présence de la friction froide par rap-
port à la situation non refroidie, pour en déduire le taux d’amortissement effectif Γfb

du miroir et le gain de la boucle de contre-réaction.
La courbe de gauche de la figure 3.16 présente la trace temporelle des quadra-

tures acquises pendant 500 ms, pour un gain g de la boucle de contre-réaction égal
à 3. Les échelles sont identiques à celles de la trace temporelle des quadratures sans
contre-réaction (figure 3.12). On observe clairement que le mouvement Brownien du
miroir garde une symétrie de révolution autour de l’origine. Ceci montre bien qu’au-
cune quadrature n’est privilégiée dans le processus de friction froide. Le mouvement est
cependant nettement plus confiné autour de l’origine que dans le cas non refroidi. La
courbe de droite de la figure 3.16 est l’histogramme du mouvement Brownien acquis
sur une dizaine de minutes. La distribution présente, comme dans le cas d’un miroir
non refroidi, un profil Gaussien symétrique de révolution, mais dont la largeur est ce-
pendant réduite. Les dispersions du mouvement sont de ∆X1 = 18.3 × 10−17 m et
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Fig. 3.17 – Courbes de gauche : spectres des deux quadratures du mouvement refroidi. Courbes de
droite : fonctions de corrélation des deux quadratures en présence de la contre-réaction (courbes a).
Les courbes b correspondent au bruit thermique du miroir libre.

∆X2 = 18.4 × 10−17 m, ce qui correspond d’après les caractéristiques du miroir à un
facteur de refroidissement T/Tfb = 1 + g de 4, 0, en accord avec le gain mesuré.

La figure 3.17 présente les spectres des deux quadratures. Ces spectres sont obte-
nus par FFT des traces temporelles, avec un filtre de Hanning. Chaque spectre est
moyenné environ 200 fois au cours de l’acquisition. En comparant à la figure 3.14, on
voit nettement que la friction froide a pour effet d’élargir les spectres des quadratures
et de réduire leur hauteur. Un ajustement par une Lorentzienne centrée en l’origine
des fréquences permet de déduire le taux d’amortissement effectif Γfb du miroir. Cet
ajustement donne une valeur pour Γfb/2π de 166 Hz, en très bon accord avec le gain
g = 3 de la contre-réaction et avec le taux d’amortissement Γ = 2π× 44 Hz du miroir.

La fonction de corrélation Cfb
12 des quadratures du mouvement en présence de la

friction froide, est calculée comme précédemment lors de l’acquisition des traces tem-
porelles des quadratures X1 et X2. Elle reste inférieure à un pourcent de la valeur de
Cfb

11 et Cfb
22 ; la friction froide n’introduit donc aucune corrélation entre les quadratures.

Les fonctions d’auto-corrélation Cfb
11 et Cfb

22 des quadratures sont présentées sur la fi-
gure 3.17 en échelle semi-logarithmique. La décroissance est bien exponentielle et la
différence entre les deux fonctions est inférieure à 1%. L’ajustement des courbes par
une exponentielle décroissante, en utilisant l’équation (3.34), donne un taux d’amor-
tissement Γfb/2π de 159 Hz. On notera la réduction des fonctions de corrélation à
τ = 0 par rapport au régime libre, en accord avec le confinement de la distribution
dans l’espace des phases.

Tous ces résultats confirment le fait que le processus de contre-réaction mis en jeu
correspond à une friction froide. Le mouvement dans l’espace des phases est celui d’un
oscillateur harmonique à une température effective plus basse. Par rapport au régime
libre, la marche au hasard est confinée autour de l’origine, avec une constante de temps
plus courte.
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3.4 Amplification paramétrique du bruit thermique

Nous avons étudié dans les parties précédentes les régimes libre et refroidi du miroir
dans l’espace des phases. Nous les avons en particulier caractérisés par la distribution
du mouvement du miroir dans cet espace. Pour un mouvement libre ou refroidi, aucune
quadrature n’est privilégiée, ni par les phénomènes de dissipation, ni par le refroidis-
sement. Cette propriété se traduit pour les distributions du mouvement observées par
une parfaite symétrie de révolution autour de l’origine.

Cette partie décrit une technique permettant d’obtenir des états thermiques dont
la distribution dans l’espace des phases ne présente plus cette symétrie entre toutes
les quadratures du mouvement. L’optique quantique fournit des exemples d’états du
champ électromagnétique comprimés, obtenus à partir de phénomènes non linéaires
induisant une amplification paramétrique [54, 55, 56]. Ces états présentent des fluctua-
tions quantiques réduites selon une des quadratures du champ et amplifiées selon la
seconde.

Par analogie avec ces systèmes agissant sur le bruit quantique nous avons développé
une expérience d’amplification paramétrique du bruit thermique de position d’un miroir
mobile [53]. On utilise pour cela la boucle de contrôle de position du miroir par pression
de radiation afin de moduler un des paramètres de notre oscillateur mécanique à deux
fois sa fréquence de résonance. Le paramètre habituellement modulé pour réaliser l’am-
plification paramétrique est la raideur de l’oscillateur [57, 58]. Dans notre expérience
nous avons la possibilité d’agir soit sur la raideur, soit sur le taux d’amortissement du
miroir, simplement en changeant la phase de la boucle de contre-réaction. Le comporte-
ment de l’oscillateur est cependant similaire quel que soit le paramètre que l’on décide
de moduler, comme nous allons le montrer dans la première section.

3.4.1 Etude théorique

Amplification paramétrique par contre-réaction

Le processus d’amplification paramétrique consiste à moduler un paramètre mécanique
à deux fois la fréquence de résonance de l’oscillateur. Cette action peut être directe dans
le cas d’un pendule où l’on fait varier la longueur, par exemple pour la balançoire où
l’utilisateur fait monter et descendre son centre de gravité deux fois par période d’os-
cillation.

Dans le cas de petits résonateurs très bien isolés et avec des fréquences de résonance
élevées, il est difficilement envisageable d’agir directement sur la raideur ou sur le taux
d’amortissement de manière purement mécanique. On peut néanmoins obtenir une
modulation effective d’un des paramètres de l’oscillateur en mesurant son mouvement
et en contre-réagissant à l’aide d’une force modulée. La position x de l’oscillateur soumis
à une force de contre-réaction F et à la force de Langevin FT est décrite par l’équation :

Mẍ +MΓẋ +MΩ2
Mx = F (t) + FT (t), (3.35)

où M est la masse de l’oscillateur, ΩM sa fréquence de résonance et Γ son taux d’amor-
tissement.
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Dans le cas d’une action sur la raideur, on applique une force F (t) proportionnelle
à la position x et modulée à la fréquence double :

F (t) = 2gMΓΩM sin(2ΩM t)x(t), (3.36)

où g est un paramètre sans dimension qui caractérise le gain de l’amplification pa-
ramétrique. L’équation (3.35) devient :

Mẍ +MΓẋ +MΩ2
M

(

1 − 2g
Γ

ΩM
sin(2ΩM t)

)

x = FT (t). (3.37)

Le comportement du système est celui d’un oscillateur harmonique dont le coefficient
de raideur K est modulé et vaut,

K(t) = MΩ2
M

(

1 − 2g
Γ

ΩM

sin(2ΩM t)

)

. (3.38)

Dans les expériences que nous avons présentées jusqu’à maintenant nous agissions sur
le miroir en appliquant, par pression de radiation, une force proportionnelle à la vitesse
ẋ. On peut envisager d’ajouter une modulation à fréquence double, ce qui reviendrait
à appliquer une force du type :

F ′(t) = 2gMΓ cos(2ΩM t)ẋ(t). (3.39)

L’équation (3.35) d’évolution de l’oscillateur devient

Mẍ +MΓ (1 − 2g cos(2ΩM t)) ẋ+MΩ2
Mx = FT (t). (3.40)

Le comportement de l’oscillateur est dans ces conditions celui d’un oscillateur dont le
taux d’amortissement Γ est modulé à la fréquence 2ΩM :

Γ(t) = Γ (1 − 2g cos(2ΩM t)) . (3.41)

Nous allons voir que cette modulation du taux d’amortissement produit un effet
équivalent sur le comportement du résonateur à celui d’une modulation de la raideur.
Nous étudierons en particulier l’effet de l’amplification paramétrique sur le mouvement
dans l’espace des phases.

Notons que le choix de la modulation de la force avec des fonctions sinus et cosinus
dans les équations (3.36) et (3.39) n’enlève rien à la généralité du problème puisqu’il
revient simplement à un changement de l’origine des temps pour le mouvement du
miroir. La détection des quadratures a cependant une phase bien déterminée et le choix
particulier fait pour l’expression des forces permet d’avoir un effet paramétrique en
phase avec la détection des quadratures. Ceci simplifie grandement les calculs qui vont
suivre.

Effet sur les quadratures

Nous avons vu qu’au voisinage d’une résonance mécanique, la réponse du miroir
à une force extérieure est principalement régie par la réponse du mode résonnant.
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On reprend le modèle d’oscillateur harmonique pour décrire le mouvement du miroir
dans l’espace des phases, en particulier les équations (3.13) et (3.14) qui donnent la
réponse des quadratures à une force extérieure. Dans notre expérience, en plus de la
force thermique de Langevin, le miroir est soumis à la force de pression de radiation du
faisceau arrière. On suppose que celle-ci est de la forme donnée par les équations (3.36)
ou (3.39). Les forces F et F ′ s’écrivent dans l’espace de Fourier :

F [Ω] = −igMΓΩM (x[Ω − 2ΩM ] − x[Ω + 2ΩM ]) , (3.42)

F ′[Ω] = gMΓ (i(Ω − 2ΩM)x[Ω − 2ΩM ] + i(Ω + 2ΩM)x[Ω + 2ΩM ]) . (3.43)

On déduit de ces expressions et des équations (3.15) et (3.16) les deux quadratures
de chacune des forces F et F ′. La fréquence d’analyse ω étant très petite devant la
fréquence de résonance ΩM , on ne garde dans les expressions obtenues que les termes
résonnants du type x[ΩM + ω] et x[−ΩM + ω]. Les expressions après simplification
peuvent s’écrire en fonction des quadratures X1 et X2 de la position :

F1[ω] = F ′
1[ω] = gMΓΩMX2[ω], (3.44)

F2[ω] = F ′
2[ω] = gMΓΩMX1[ω]. (3.45)

Les choix particuliers des fonctions sinus et cosinus dans l’expression des deux forces F
et F ′ ainsi que les constantes de normalisation de leur amplitude font que dans l’espace
des phases ces deux forces ont exactement les mêmes quadratures. Leurs effets sur les
quadratures du mouvement sont donc équivalents. De manière plus générale, un autre
choix de phase de la modulation à 2ΩM dans les expressions de F ou F ′ reviendrait à
une simple rotation dans l’espace des phases.

On détermine les réponses des quadratures X1 et X2 à partir des équations (3.13)
et (3.14), avec comme force extérieure la force de Langevin FT et la force de pression
de radiation Frad dont les quadratures sont de la forme (3.44) et (3.45),

X1[ω] = − 1

2MΩM

(

1

−iω + Γ1/2

)

FT2
[ω], (3.46)

X2[ω] =
1

2MΩM

(

1

−iω + Γ2/2

)

FT1
[ω], (3.47)

où FT1
et FT2

sont les quadratures de la force de Langevin introduites dans la section
3.2.1 et où Γ1 et Γ2 sont les taux d’amortissement effectif vus par les quadratures X1

et X2 et définis par

Γ1 = Γ(1 + g), (3.48)

Γ2 = Γ(1 − g). (3.49)

Ces deux expressions montrent que l’amplification paramétrique a un effet sur les taux
d’amortissement effectif qui dépend de la quadrature. Ceux-ci ne sont plus égaux comme
dans le cas du refroidissement par friction froide (voir section 3.3). L’amplification
paramétrique provoque une dissymétrie dans le comportement des quadratures de la
position de l’oscillateur. Par analogie avec le processus de friction froide, la quadrature
X1 est refroidie tandis que la quadrature X2 est chauffée.
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Les quadratures de la force de Langevin n’étant pas corrélées (voir section 3.2),
les équations (3.46) et (3.47) montrent qu’il n’y a pas de corrélation entre les deux
quadratures X1 et X2. Les deux mouvements sont donc indépendants et leur spectre
Spm

X1
et Spm

X2
en présence de l’amplification paramétrique s’écrivent :

Spm
X1

[ω] =
ΓkBT

MΩ2
M (ω2 + Γ2

1/4)
, (3.50)

Spm
X2

[ω] =
ΓkBT

MΩ2
M (ω2 + Γ2

2/4)
. (3.51)

Les spectres correspondent donc toujours à des Lorentziennes mais de largeur et de hau-
teur différentes selon la quadrature. Le mouvement de chaque quadrature est équivalent
à celui d’un oscillateur harmonique à l’équilibre thermodynamique, mais à des températures
T1 et T2 différentes :

T1 =
Γ

Γ1

T =
T

1 + g
, T2 =

Γ

Γ2

T =
T

1 − g
, (3.52)

où T est la température initiale de l’oscillateur. Pour des gains g positifs, la quadrature
X1 a un spectre de largeur augmentée et d’aire totale diminuée, ce qui correspond
à un mouvement refroidi (T1 < T ). La quadrature X2 correspond quant-à-elle à un
mouvement chauffé (T2 > T ).

Les variances des quadratures se déduisent de l’aire des spectres respectifs et s’écrivent,

∆X2
1 =

kBT1

MΩ2
M

, (3.53)

∆X2
2 =

kBT2

MΩ2
M

. (3.54)

On retrouve les variances prédites par le théorème d’équipartition de l’énergie pour des
oscillateurs harmoniques aux températures T1 et T2. Les variances de X1 et X2 sont ainsi
respectivement diminuée et augmentée par rapport à la situation sans contre-réaction
[équation (3.33)], ce qui correspond à une compression du bruit thermique dans l’espace
des phases.

On voit également apparâıtre dans les équations (3.48) et (3.49) une limitation du
gain g de l’amplification paramétrique. Lorsque celui-ci devient égal à l’unité, une des
quadratures (X2 dans notre calcul) a un taux d’amortissement effectif qui s’annule. Le
comportement de cette quadrature correspond à celui d’un oscillateur harmonique sans
perte. Le système se met alors naturellement à osciller en phase avec cette quadrature.
Ceci constitue donc un seuil d’oscillation pour le système. Nous étudierons plus en détail
le régime d’oscillation paramétrique (g ≥ 1) dans la partie 3.5, et nous supposerons pour
l’instant que le gain g reste strictement inférieur à 1.

3.4.2 Réalisation de l’amplification paramétrique

Le montage expérimental de refroidissement par friction froide permet un contrôle
de la position du miroir grâce à la pression de radiation du faisceau arrière. Mesurant
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en continu la position du miroir, il est possible de réagir sur le miroir en appliquant une
force proportionnelle à la vitesse du miroir. Le principe de l’amplification paramétrique
repose sur la modulation à deux fois la fréquence de résonance mécanique du gain de
la boucle de contre-réaction. On crée ainsi une force visqueuse modulée en intensité du
type de l’équation (3.39). Afin d’observer la compression du bruit thermique dans l’es-
pace des phases, il est nécessaire de détecter les quadratures du mouvement de manière
synchrone avec la modulation de la force. On a rajouté dans la bôıte de détection
des quadratures décrite dans la section 3.1 un système de modulation de la boucle de
contre-réaction que nous décrivons dans ce paragraphe.

Principe général

Le schéma de principe du système de modulation est présenté sur la figure 3.18.
Désormais le signal de contre-réaction passe par la bôıte pour y être modulé à deux fois
la fréquence de résonance. Pour que la détection des quadratures soit synchrone avec
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Fig. 3.18 – Principe du montage électronique permettant l’amplification paramétrique et l’extraction
des quadratures.

la modulation de la boucle de contre-réaction, on utilise le même signal de référence
à une fréquence de 2 × Ωref pour moduler le gain de la boucle de contre-réaction et
extraire les quadratures. Le signal de référence est prélevé après le premier diviseur
de fréquence (signal 2REF sur la figure 3.2). Il passe d’abord dans un retardateur
variable qui permet d’ajuster le déphasage entre la modulation du gain et l’extraction
des quadratures. Cela revient en fait à faire tourner les axes des quadratures détectées
dans l’espace des phases.

Après le retardateur, le signal de modulation est remis en forme par un générateur
de sinusöıde puis multiplié au signal de position provenant de la détection homodyne
grâce à un mélangeur identique à ceux utilisés pour l’extraction des quadratures. Une
troisième voie sur l’adaptateur d’impédance a été ajoutée à cet effet (figure 3.5). Le
signal obtenu est enfin filtré afin d’éliminer les harmoniques produites lors de la multi-
plication.
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Le générateur de sinusöıde

L’amplification paramétrique repose sur la modulation du gain de la boucle de
contre-réaction à la fréquence 2ΩM . Le choix de la forme du signal de modulation est
à priori arbitraire et seule la composante de fréquence 2ΩM contribue à l’amplification
paramétrique. Il est juste nécessaire que le signal ne possède pas de composante continue
car celle-ci produit de la friction froide qui se superpose à l’amplification paramétrique.
Nous avons cependant opté pour un signal sinusöıdal pur pour éviter aux maximum la
production d’harmoniques dans le système. Ils seraient en effet susceptibles de produire
un signal parasite autour de la fréquence d’analyse ΩM , par multiplication dans les
mixeurs avec le signal de modulation ou avec un signal de position provenant d’un
autre mode acoustique dont la fréquence est proche d’un multiple de la fréquence ΩM .

C=1 nF

Vers le
mélangeur

−

+

+5V

1K

MAX 38

10K

200

AD 845

P1

1 nF

FADJ

10KS+R

SYNC
R=100K

}Fréq

OUT

Du retardateur

Fig. 3.19 – Générateur de sinusöıde avec sa boucle à verrouillage de phase.

Le MAX 38 est un générateur de signaux de fréquence ajustable entre quelques hertz
et 20 MHz. Il est utilisé ici pour fabriquer une sinusöıde très pure à 2Ωref en phase avec
le signal carré à 2Ωref sortant du retardateur. La fréquence d’oscillation du circuit libre
est définie par la valeur de R et C (voir figure 3.19). Le MAX 38 possède également une
entrée FADJ permettant de faire varier sur une plage restreinte la fréquence en fonction
de la tension appliquée. Il travaille ainsi comme un VCO et il est possible de l’asservir
en phase sur un signal extérieur en utilisant le principe de la boucle à verrouillage de
phase. On utilise pour cela la sortie SYNC du MAX 38 qui délivre un signal carré
parfaitement synchronisé avec le signal sinusöıdal OUT délivré par le circuit. Ce signal
carré est additionné avec le signal de référence grâce à une porte XOR. Le signal S+R
qui résulte de cette addition est rectangulaire avec un cycle dépendant de la phase
des deux signaux à l’entrée de la porte. Le cycle est de 50% s’ils sont en quadrature,
tend vers zéro s’ils sont en phase et vaut 100% s’ils sont en opposition de phase. En
moyennant ce signal, on peut s’en servir comme signal d’erreur pour asservir la phase
de la sinusöıde sur le signal de référence à 2Ωref . Dans ce but le signal est envoyé aux
bornes d’un amplificateur opérationnel qui effectue la comparaison avec un point de
consigne, défini par le potentiomètre P1. Le montage en intégrateur de l’amplificateur
opérationnel permet d’avoir un gain très grand à basse fréquence, avec une fréquence
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de coupure fixée à 15kHz. Le résultat agit en contre-réaction sur la broche FADJ.
Pour asservir le générateur, on ajuste la résistance R de manière à approcher la

fréquence d’oscillation naturelle du générateur de la fréquence de référence. L’accro-
chage se fait alors quasiment automatiquement. Il est aussi possible de faire osciller le
générateur à des fréquences multiples ou sous-multiples de la fréquence du signal de
référence. En particulier, à la fréquence Ωref , le signal peut servir à commander di-
rectement l’acousto-optique du faisceau arrière et créer une force monochromatique en
phase avec la détection des quadratures. Ceci a servi en particulier à tester le dispositif
d’extraction des quadratures (voir section 3.1).

Le retardateur

Pour synchroniser le générateur de sinusöıde avec une phase arbitraire par rapport
au signal de référence, une solution consiste à changer la référence de tension de l’as-
servissement de phase du MAX 38. Ceci a pour effet de modifier le cycle du signal S+R
(voir schéma de la figure 3.19) et donc le déphasage entre la sinusöıde et la référence.
Cependant le déphasage maximal que l’on peut obtenir est inférieur à π

2
à la fréquence

2Ωref , ce qui correspond à une rotation dans l’espace des phases d’un angle inférieur à π
4
.

Compte tenu des déphasages imposés par les autres systèmes électroniques (détection
homodyne, filtre passe-bande et pilote de l’acousto-optique), on peut se retrouver dans
une situation où il est impossible d’aligner la compression du bruit thermique avec une
des quadratures.

+5V+5V

Q
__

+5V+5V

Q

C1=100 pF

5K

R2=50KR1=50K

5K

C2=100 pF
1

CycleRetard
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Vers le 
générateur

74 221 74221

2

Fig. 3.20 – Retardateur de signaux carrés.

Pour augmenter les possibilités de déphasage entre la modulation du gain de la
boucle de contre-réaction et l’extraction des quadratures, on a recours à une ligne à
retard dont le schéma électronique est présenté sur la figure 3.20. Elle est composée de
deux monostables qui créent un signal carré identique à la référence mais pouvant être
retardé d’une phase allant de 0 à π. On utilise les deux monostables non redéclenchables
du circuit 74 221. Le monostable 1 se déclenche sur le flanc montant du signal de
référence à 2Ωref et on utilise sa sortie inverseuse Q pour créer un autre flanc montant
décalé dans le temps de R1×C1. Cette constante de temps ne peut excéder cependant
la période de la référence sous peine de manquer le flanc montant suivant. Ceci limite
le retard à une période au maximum. Le flanc montant déclenche le monostable 2 qui
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Fig. 3.21 – Filtre haute fréquence d’ordre 2.

réalise un créneau de durée R2×C2. Cette constante de temps est ajustée de manière
à avoir un signal carré en sortie.

En alliant le déphasage crée par le retardateur, et la possibilité de déphaser le MAX
38 en jouant sur le point de consigne de l’asservissement en phase, on peut obtenir
une rotation dans l’espace des phases de plus de π

2
. Ceci permet d’aligner les effets de

l’amplification paramétrique avec une des deux quadratures.

Suppression des harmoniques

Le signal de contre-réaction est multiplié avec le signal provenant du générateur
de sinusöıde grâce à un mixeur SBL3. Le signal produit possède des composantes aux
fréquences ΩM et 3 × ΩM et éventuellement des harmoniques de ces fréquences. Mais
comme on l’a vu dans la section théorique 3.4.1, seules les composantes de la force ayant
des fréquences proches de ΩM contribuent à l’amplification paramétrique. Les harmo-
niques doivent être éliminées afin de ne pas saturer le modulateur acousto-optique.

Dans ce but, le signal de contre-réaction modulé est filtré par un filtre passe-bas
du second ordre de fréquence de coupure ajustée à 2Ωref , dont le schéma est reporté
sur la figure 3.21. On utilise un montage similaire au passe-bas filtrant les signaux de
quadratures de la position, mais l’amplificateur opérationnel OP 27 est remplacé par un
AD 845 dont la bande passante atteint 16 MHz en gain unité. La fonction de transfert
est donnée par l’équation (3.4). Le gain est choisi pour avoir une réponse du filtre plate
en dessous de la fréquence de coupure du filtre. Les valeurs des composants sont fixées
pour pouvoir travailler sur le mode fondamental Gaussien du miroir plan-convexe. La
fréquence de résonance mécanique ΩM de ce mode étant de l’ordre de 2 MHz, on prend
une fréquence de coupure du filtre de 4, 6 MHz ce qui laisse passer les composantes à
ΩM et coupe les multiples impairs d’ordres supérieurs.

Nous avons testé la linéarité de l’amplification paramétrique. Pour cela on utilise
deux synthétiseurs haute fréquence. Le premier, un synthétiseur IFR 2030, est branché
sur l’entrée 4REF IN de la bôıte et délivre un signal de fréquence 8 MHz. Le second, un
synthétiseur IFR 2023, est injecté sur l’entrée SIGNAL de la bôıte avec une puissance
variable et une fréquence de 2,001 MHz. Le petit décalage sur la fréquence du second
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Fig. 3.22 – Test de la linéarité du gain de l’amplification paramétrique : amplitude de la sortie
ASSERV en fonction de l’amplitude de l’entrée SIGNAL.

synthétiseur permet de s’assurer que ce que l’on observe résulte bien de la multiplication
du signal et de la référence 2REF et non d’un effet parasite. On visualise le signal
ASSERV sur un analyseur de spectre HP 8560E. On constate deux pics à des fréquences
de respectivement 1999 kHz, et 2001 kHz, le second pic étant 38 dB en dessous du
premier. Le premier pic correspond au produit attendu entre le signal d’entrée et la
référence, tandis que le second est un résidu du signal d’entrée.

La figure 3.22 montre l’amplitude du pic à 1999 kHz lorsque l’on fait varier l’am-
plitude du signal d’entrée. La courbe présente une bonne linéarité pour des signaux
inférieurs à 200mV et l’on observe une saturation du gain pour des amplitudes supérieures.

3.4.3 Résultats expérimentaux

Procédure expérimentale

Les résultats présentés dans cette partie sont obtenus sur le mode fondamental
Gaussien du miroir plan-convexe. Les conditions de mesure sont identiques à celles de
l’expérience de mesure des quadratures de la position de la partie précédente.

La boucle de contre-réaction du montage de friction froide intègre désormais le
système de modulation du gain. La figure 3.23 présente le schéma de principe de l’ampli-
fication paramétrique. La fréquence de résonance mécanique du mode est tout d’abord
déterminée précisément en mesurant le spectre de bruit thermique sur l’analyseur de
spectre, la boucle de contre-réaction étant à ce moment débranchée. Un ajustement
du spectre par une Lorentzienne donne la fréquence de résonance avec une précision
meilleure que le hertz. Le signal de référence à la fréquence 4ΩM est fournie par un
synthétiseur commercial.

Le filtre passe-bande à la sortie de la détection homodyne est utilisé pour éliminer
la contribution des autres modes acoustiques du miroir afin de ne pas saturer les
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Fig. 3.23 – Schéma de l’expérience d’amplification paramétrique.

différents amplificateurs et filtres de la boucle de contre-réaction. L’atténuateur va-
riable électronique PAS3, utilisé dans le montage de friction froide, est inséré après le
système de modulation. Il permet de régler le gain total de la boucle. Le signal modulé
et amplifié est alors envoyé vers le pilote de l’acousto-optique. Les traces des deux qua-
dratures du signal sont acquises sur l’oscilloscope numérique et traitées par l’ordinateur
selon la procédure déjà décrite à la section 3.2.2.

Avant de lancer l’acquisition, on règle le déphasage de la modulation du gain pour
aligner les effets d’amplification paramétrique avec l’extraction des quadratures. Comme
nous l’avons déjà noté, cet alignement correspond à une simple rotation des axes d’ob-
servation dans l’espace des phases. Cela permet d’extraire directement les deux qua-
dratures indépendantes X1 et X2, dont les mouvements sont respectivement refroidi
et chauffé. L’alignement est réalisé en poussant le gain de la boucle de contre-réaction
au dessus du seuil d’oscillation paramétrique comme nous le verrons dans la partie
3.5. Le système se met alors en oscillation et son mouvement dans l’espace des phases
présente une position moyenne non nulle. On règle le déphasage jusqu’à obtenir une
valeur moyenne nulle pour la trace de la quadrature X1. Le gain du PAS3 est ensuite
baissé pour que l’oscillation paramétrique disparaisse (g < 1) et pour revenir à des
conditions d’amplification paramétrique.

Observation de l’amplification paramétrique

La figures 3.24 montre les traces temporelles des quadratures X1 et X2 acquises sur
un temps de 300 ms en présence de l’amplification paramétrique. On voit nettement
que la trace de la quadrature X2 présente une excursion plus importante que celle de la
quadrature X1. La courbe de gauche de la figure 3.25 présente le mouvement résultant
dans l’espace des phases, pour un temps d’acquisition de 500 ms. Les paramètres de la
mesure étant les mêmes que dans l’expérience de l’extraction des quadratures (10 mW
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Fig. 3.24 – Traces temporelles des quadratures X1 et X2 en présence de l’amplification paramétrique
acquises sur un temps de 300 ms.

pour l’oscillateur local, 100 µW injecté dans la cavité, même filtre à l’entrée de la bôıte
de démodulation), on peut utiliser la calibration des déplacements du miroir réalisée
dans la section 3.1.4 pour graduer les échelles des figures 3.24 et 3.25 en mètre.

Le mouvement du miroir soumis à l’amplification paramétrique présente une forte
dissymétrie dans l’espace des phases, à la différence des mouvements thermiques libre
(figure 3.12) et refroidi par friction froide (figure 3.16). La figure 3.25 présente également
l’histogramme du mouvement pour une acquisition d’une dizaine de minutes. La distri-
bution du mouvement dans l’espace des phases présente toujours une forme Gaussienne
mais de largeur différente dans les deux directions de l’espace X1 et X2. Les dispersions
des quadratures dans le cas présent sont :

∆X1 = 27 × 10−17m , ∆X2 = 78 × 10−17m. (3.55)

Ces valeurs sont à comparer à la dispersion de 36.6 × 10−17m du mouvement libre du
miroir [équation 3.26]. La quadrature X2 a une dispersion augmentée et correspond
donc à un état chauffé, la quadrature X1 correspond quant-à-elle à un état refroidi.
Les équations (3.52), (3.53) et (3.54) permettent d’estimer le gain de l’amplification
paramétrique. Elles donnent respectivement un gain g de 0,84 et 0,78.

D’après l’équation (3.27) une quadrature quelconque Xθ possède une distribution
Gaussienne mais dont la variance ∆X2

θ dépend de l’angle θ. Grâce aux équations (3.53)
et (3.54) et au fait que les quadratures X1 et X2 sont décorrélées, on trouve :

∆X2
θ =

(

cos2(θ)

1 + g
+

sin2(θ)

1 − g

)

kBT

MΩ2
M

=
1 − g cos(2θ)

1 − g2

kBT

MΩ2
M

. (3.56)

La figure 3.26 présente la distribution de la quadrature Xθ pour un angle θ allant
de 0 à π. Les courbes obtenues présentent toutes un profil Gaussien. La courbe ∆X 2

θ

tracée sur le coté de la figure présente bien la dépendance en cos(2θ) attendue avec
son minimum en θ = 0 correspondant à la quadrature X1 refroidie et un maximum en
θ = π/2 correspondant à la quadrature X2 chauffée.

Les courbes de gauche de la figure 3.27 présentent les spectres des deux quadratures
calculés par FFT lors de l’acquisition des traces temporelles de X1 et X2 et tracés
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Fig. 3.25 – Trajectoire et distribution dans l’espace des phases du mouvement du miroir en présence
de l’amplification paramétrique. La variance du mouvement dans la direction X1 est diminuée, celle
dans la direction X2 est augmentée.

Fig. 3.26 – Distribution de la quadrature Xθ du mouvement en présence de l’amplification pa-
ramétrique en fonction de l’angle θ. La variance ∆X2

θ de la quadrature Xθ, normalisée à la variance
thermique, est tracée sur le coté droit en fonction de θ.

en échelle semi-logarithmique. Pour comparaison le spectre de bruit thermique de la
figure 3.14 a été reporté sur le graphe. Les deux spectres ont des formes Lorentziennes
mais de largeur et de hauteur différentes. La largeur est augmentée par rapport à la
situation thermique libre pour la quadrature X1 et diminuée pour la quadrature X2.
Un ajustement des spectres par des Lorentziennes centrées en zéro donne les largeurs
respectives des deux spectres reliées au taux d’amortissement effectif. On trouve des
taux d’amortissement Γ1 et Γ2 égaux respectivement à 2π×86 Hz et 2π×5, 6 Hz. Ces
valeurs correspondent, d’après les équations (3.48) et (3.49), à un gain de l’amplifica-
tion paramétrique de respectivement 0,95 et 0,87, en assez bon accord avec les valeurs
déduites de la modification des variances.

Les hauteurs des spectres sont différentes pour les quadratures refroidie et chauffée.
Les ajustement Lorentziens permettent de déterminer les aires A1 et A2 des spectres,
égales aux variances des deux quadratures. On trouve des valeurs en accord avec les
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Fig. 3.27 – Figure de gauche : spectres des quadratures du mouvement du miroir en présence de l’am-
plification paramétrique. Figure de droite : fonctions d’auto-corrélation des quadratures. Les courbes
a correspondent à la quadrature X1, les courbes b à X2, et les courbes c au cas thermique libre.

valeurs précédentes [équation (3.55)] :

∆X1 =
√

A1 = 27 × 10−17m , ∆X2 =
√

A2 = 99 × 10−17m. (3.57)

Finalement les fonctions d’autocorrélation des deux quadratures sont présentées sur
la courbe de droite de la figure 3.27. Les fonctions d’auto-corrélation dans le cas ther-
mique sont également représentées. L’expression théorique des corrélations temporelles
se déduit des spectres [équations (3.50) et (3.51)] par transformée de Fourier inverse :

Cpm
11 (τ) = ∆X2

1 exp(−Γ1τ/2), (3.58)

Cpm
22 (τ) = ∆X2

2 exp(−Γ2τ/2). (3.59)

(3.60)

Un ajustement des courbes expérimentales par ces expressions donne des variances et
des taux d’amortissement similaires à ceux obtenus directement à partir de la distribu-
tion dans l’espace des phases et à partir des spectres. Nous avons également vérifié que
les mouvements des quadratures sont indépendants, c’est-à-dire Cpm

12 (τ) ≡ 0.

Étude de l’amplification en fonction du gain

Les six estimations du gain calculées à partir des variances, des aires et des largeurs
des spectres donnent un gain moyen de 0,85 pour la réalisation particulière présentée
ci-dessus. Nous avons mené une étude systématique du comportement du miroir en
fonction du gain de l’amplification paramétrique. Les acquisitions des spectres et des
variances des quadratures ont été répétées pour des gains différents du circuit PAS3 de
la boucle de contre-réaction.

Pour chaque acquisition on détermine un gain moyen déduit comme précédemment
en moyennant les six valeurs calculées à partir des variances, des aires et des largeurs



130 CHAPITRE 3. MOUVEMENT BROWNIEN DANS L’ESPACE DES PHASES

0,0 0,5 1,0
0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

G
2

/ G=1-g

G
1

/ G=1+g

Gain g

1

10

Dx

A

A

2

1

1

2

Dx
2

2

A
ir
e

 e
t 

v
a

ri
a

n
c
e

 r
e

la
ti
v
e

s

L
a
rg

e
u
r 

re
la

ti
v
e

Gain g

0,0 0,5 1,0

Fig. 3.28 – Figure de gauche : largeur relative des spectres des deux quadratures en fonction du gain ;
les courbes continues sont les valeurs théoriques 1 + g et 1− g. Figure de droite : variances ∆X 2

i de la
distribution du mouvement et aires Ai des spectres pour les deux quadratures ; les courbes continues
sont les fonctions théoriques 1/(1 + g) et 1/(1− g).

des spectres. La figure 3.28 présente les largeurs des spectres, leur aire et les variances
des deux quadratures en fonction du gain. Chacune des courbes est normalisée à la
valeur du paramètre à l’équilibre thermique sans contre-réaction. Nous avons restreint
nos mesures à des gains inférieurs à 0,9, car au delà le système devient instable et se met
de temps en temps en oscillation. Il est alors impossible de moyenner les acquisitions
pendant plus d’une ou deux minutes, et les courbes deviennent inexploitables.

Ces mesures sont en très bon accord avec les valeurs théoriques données par les
équations (3.48), (3.49), (3.53) et (3.54) qui sont représentées sur les graphes, en ligne
continue, sans aucun paramètre ajustable. Les taux d’amortissement effectif ont bien
une dépendance linéaire avec le gain, avec des pentes opposées l’une de l’autre. La
variance de la quadratures X2 augmente et diverge lorsque le gain tend vers 1, alors
que celle de la quadrature X1 tend vers 0,5.

3.5 Oscillation paramétrique

Nous terminons cette étude du mouvement dans l’espace des phases par l’observation
du comportement du miroir au dessus du seuil c’est-à-dire pour des gains g de la boucle
de contre-réaction supérieurs à l’unité. Dans la situation où l’amplification paramétrique
atteint et dépasse le seuil, le système part en oscillation. La distribution du mouvement
n’est alors plus centrée à l’origine de l’espace des phases mais en un point de l’axe de
la quadrature chauffée. On peut comprendre ce comportement à partir de l’équation
d’évolution du mouvement en présence de la force de contre-réaction paramétrique
[équation (3.40)]. En négligeant la force de Langevin FT , l’évolution temporelle des
fonctions lentement variables X1(t) et X2(t) décrivant les deux quadratures s’écrit :

X1(t) = X1(0) e−(1+g)Γt, (3.61)

X2(t) = X2(0) e(g−1)Γt. (3.62)

La quadrature X1 tend vers zéro quelles que soient les conditions initiales et la valeur
du gain. La quadrature X2 quant-à-elle diverge exponentiellement dès que le gain g
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dépasse 1. L’amplitude des oscillations devrait donc crôıtre exponentiellement avec une
constante de temps 1/Γ(g − 1).

Il existe cependant des phénomènes de saturation dans la boucle de contre-réaction
qui vont limiter l’amplitude de la quadrature X2 à une valeur finie. On peut penser au
montage servant à moduler le gain à deux fois la fréquence de résonance mécanique,
dont la courbe de réponse en fonction de l’amplitude du signal entrant (figure 3.22)
montre que le gain diminue pour de fortes amplitudes. Le gain est également limité par
l’amplitude maximale de la force de pression de radiation qu’il est possible d’exercer
sur le miroir en modulant le faisceau arrière.

Comme dans le cas d’un laser au dessus du seuil ou d’un oscillateur paramétrique
optique [59, 60], on peut modéliser ces effets de saturation en tenant compte des termes
non linéaires dans l’expression du gain, c’est-à-dire en ajoutant au gain g un terme
proportionnel à l’amplitude du mouvement du miroir. Malheureusement, la dépendance
du gain avec l’amplitude est difficile à déterminer expérimentalement. Nous verrons
toutefois dans la suite, que l’on peut relier l’amplitude maximale de l’oscillation du
miroir à la puissance du faisceau arrière.

Notons également que l’analogie avec l’amplificateur et l’oscillateur paramétrique
optique s’étend aux fluctuations. Comme pour la compression des fluctuations quan-
tiques du champ, on s’attend à ce que la compression des fluctuations thermiques soit
maximale au voisinage du seuil d’oscillation, là où les effets des non linéarités sont les
plus importants.

3.5.1 Observation de l’oscillation

Nous avons observé le mouvement du miroir en présence de l’amplification pa-
ramétrique avec un gain de la boucle supérieur à 1. Pour faire la mesure, on part
d’une situation d’amplification paramétrique où la quadrature X1 est refroidie et la
quadrature X2 est chauffée, puis on augmente le gain de la boucle de contre-réaction
en jouant sur le réglage de l’atténuateur PAS3. La valeur du gain est difficilement me-
surable mais on sait que l’on se trouve dans une situation d’oscillation paramétrique
lorsque la trace de la quadrature X2 ne repasse plus par 0 pendant un temps relative-
ment long. La figure 3.29 montre le comportement temporel des quadratures pour un
réglage du PAS3 juste au dessus du seuil. On voit sur le graphe que la quadrature X2

possède de fortes fluctuations comme dans le cas de l’amplification paramétrique mais
elle varie autour d’une valeur moyenne non nulle. Cela prouve que le miroir oscille à
la fréquence ΩM avec une phase bien définie et une amplitude de valeur moyenne non
nulle.

On voit également qu’au bout d’un certain temps la trace temporelle de la quadra-
ture X2 change de signe et se retrouve dans une situation symétrique où ses fluctuations
sont similaires mais sa valeur moyenne est opposée. La trace présentée est un échantillon
de l’acquisition et de tels changements de signe interviennent de manière aléatoire avec
une fréquence de l’ordre de un saut toutes les 30 secondes pour ce réglage du gain.

Ce phénomène de changement de la phase d’oscillation s’explique par le fait que le
système possède deux états d’oscillation stable. L’équation du mouvement en présence
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Fig. 3.29 – Traces temporelles des quadratures du mouvement pour une valeur du gain au dessus du
seuil d’oscillation paramétrique. La quadrature X2 n’a plus une valeur moyenne nulle.

de la modulation du taux d’amortissement s’écrit :

ẍ(t) + Γ(1 − 2g cos (2ΩM t)) ẋ(t) + Ω2
Mx(t) =

1

M
FT (t). (3.63)

La force de Langevin étant un bruit blanc, l’équation est invariante par un changement
de l’origine du temps d’une quantité T = π/ΩM . La détection des quadratures se
faisant à la fréquence ΩM , le temps T correspond à un déphasage de π. Le mouvement
du miroir dépend de la réalisation de la force de Langevin mais il doit être similaire
à lui-même par une rotation d’angle π de l’espace des phases. Ainsi la probabilité que
le miroir oscille autour d’une position (X1, X2) est la même qu’autour de la position
(−X1,−X2).

Sous l’effet des fluctuations de position dues à la force de Langevin, le mouvement du
miroir peut se retrouver au voisinage de l’origine qui est un point de fonctionnement
instable dans le régime d’oscillation paramétrique. Le miroir peut alors repartir en
oscillation en gardant la même phase ou avec une phase différente, comme le montre la
figure 3.29.

3.5.2 Distribution du mouvement dans l’espace des phases

Comme dans les parties précédentes, nous avons mesuré la distribution du mouve-
ment dans l’espace des phases en réalisant l’histogramme des traces temporelles des
quadratures. Les courbes obtenues pour des gains croissants sont tracées sur la figure
3.30. La distribution n’est clairement plus centrée en l’origine et l’on constate la présence
de deux pics alignés sur l’axe de la quadrature X2. Le miroir, comme on l’a expliqué
précédemment, reste un certain temps autour de la position 〈X2〉 puis saute autour de
la position −〈X2〉.

Pour la première courbe où le gain de la boucle reste faible, le mouvement repasse
souvent à proximité de l’origine et on observe de nombreux changements de la phase



3.5. OSCILLATION PARAMÉTRIQUE 133

Fig. 3.30 – Distributions du mouvement dans l’espace des phases lorsque le système est en oscillation
paramétrique. Les courbes sont obtenues avec des valeurs croissantes du gain de la boucle de contre-
réaction.

d’oscillation (plus d’une vingtaine) au cours des dix minutes d’acquisition. On obtient
une bonne statistique sur l’occupation des deux sites et les deux pics sont parfaitement
symétriques.

La seconde courbe est obtenue pour un gain plus élevé et l’on voit que l’amplitude
moyenne d’oscillation est plus importante que pour la première acquisition. Le système
passe alors moins souvent au voisinage de l’origine et reste un temps beaucoup plus
important autour de la même valeur moyenne d’oscillation (jusqu’à plusieurs minutes).
Même si statistiquement le miroir passe la moitié du temps d’un coté et de l’autre de
l’espace des phases, sur un temps d’acquisition de 10 minutes on n’obtient pas deux
pics de hauteur semblable. Dans le cas particulier de la figure 3.30, le miroir n’a fait
qu’un seul saut et est ensuite resté à proximité de la solution négative. Il y a donc eu
une accumulation de points autour du pic négatif, ce qui explique la grande dissymétrie
entre les deux pics.

Comme on peut le voir sur les deux premières courbes, l’oscillation paramétrique
s’accompagne d’un effet de compression du bruit thermique. On s’attend à avoir au
voisinage du seuil d’oscillation une réduction de la quadrature X1 proche de 50%.
La variance expérimentale ∆X2

1 de la seconde courbe est de 0,55 fois la variance du
mouvement thermique sans contre-réaction.

La dernière courbe est obtenue pour un très fort gain. La distribution ne présente
plus qu’un seul pic. La probabilité d’assister à un saut entre les deux phases possibles
d’oscillation est quasiment nulle pendant le temps de l’acquisition et le mouvement
reste au voisinage d’une seule des deux solutions. L’amplitude d’oscillation observée
sur cette courbe est en fait l’amplitude maximale que l’on peut obtenir avec notre
montage expérimental. La limitation provient ici de l’intensité de la force de pression
de radiation du faisceau arrière. La boucle de contre-réaction sature le modulateur
acousto-optique qui produit un faisceau lumineux modulé quasiment en tout ou rien à
la fréquence ΩM . On peut calculer dans ce cas l’amplitude théorique de l’oscillation si
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l’on considère qu’elle est la réponse à une force de pression de radiation Frad modulée
en intensité à la fréquence ΩM avec une forme carrée. La composante de fréquence ΩM

d’une telle force vaut :

Frad(t) = 2
P

c

4

π
cos(ΩM t), (3.64)

où P est la puissance du faisceau arrière. Le facteur 4/π est un facteur correctif dû au
fait que la modulation est carrée et non sinusöıdale. La réponse de la quadrature X2 à
cette force résonnante est donnée par l’équation (3.14) :

〈X2〉 =
1

MΓΩM
× 2

P

c

4

π
. (3.65)

Avec une puissance de 500 mW , on trouve une amplitude d’oscillation de 6× 10−15 m,
en très bon accord avec le déplacement moyen observé dans l’espace des phases.

On peut noter que pour cette dernière courbe l’effet de compression du bruit ther-
mique disparâıt et on retrouve des variances similaires à celles du mouvement ther-
mique. Comme dans le cas de l’oscillateur paramétrique, la compression est maximale
au voisinage du seuil d’oscillation [38]. Loin du seuil, les effets non-linéaires deviennent
négligeables et les fluctuations du système ne sont plus comprimées.



Chapitre 4

Etude des modes internes de

vibration d’un miroir

Nous avons présenté dans les chapitres 2 et 3 une étude détaillée du bruit thermique
dû à l’excitation d’un mode acoustique interne du miroir. Ce bruit constitue une li-
mitation dans les expériences optiques de grande précision et les caractéristiques des
miroirs doivent être choisies de façon à avoir un bruit aussi faible que possible dans la
plage de fréquences d’analyse de l’appareil.

De nombreux travaux théoriques ont été menés sur l’effet du bruit thermique interne
dans les détecteurs interférométriques d’ondes gravitationnelles. Pour ces dispositifs, la
plage d’analyse est plus basse que les fréquences de résonance acoustique, et c’est le
fond thermique à basse fréquence qu’il est nécessaire de minimiser [8, 9, 10]. Deux
approches ont été utilisées pour calculer ce fond thermique. La première, présentée
dans le chapitre 1, est basée sur une décomposition modale du mouvement et sur une
sommation des contributions basse fréquence de chaque mode [61, 62]. La seconde est
basée sur une application directe du théorème fluctuations-dissipation à fréquence nulle
[63, 64, 65]. Ces deux approches montrent qu’il est nécessaire de minimiser l’angle de
perte, c’est-à-dire avoir des facteurs de qualité mécanique aussi grands que possible.
On arrive à la même conclusion pour l’étude des effets quantiques de la pression de
radiation [33], qu’il s’agisse des effets non linéaires induits à basse fréquence (com-
pression des fluctuations quantiques du champ par couplage optomécanique [22]), ou
d’effets observables autour d’une fréquence de résonance mécanique (mesure quantique
non destructive [24], limites quantiques dans les mesure de petits déplacements [16]).
Dans tous les cas, il est nécessaire d’avoir de grands facteurs de qualité mécanique,
supérieurs à 106. Il est également préférable d’avoir une masse effective très petite, de
façon à maximiser la réponse mécanique du miroir à la pression de radiation.

Nous décrivons dans ce chapitre les études que nous avons menées pour optimi-
ser ces paramètres mécaniques [66]. Nous avons tout d’abord placé la cavité à mi-
roir mobile dans une enceinte à vide, de façon à réduire les pertes mécaniques par
rayonnement acoustique. Ceci nous a permis d’étudier la dépendance des facteurs de
qualité mécanique avec la pression de l’air (partie 4.1). Nous avons ensuite cherché
à caractériser les propriétés mécaniques des modes acoustiques, en particulier en ob-
servant leur profil spatial (partie 4.2 et suivantes). Ceci nous a permis d’une part de

135
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valider les modèles théoriques basés sur la décomposition modale qui sont utilisés pour
l’étude du bruit thermique dans les antennes gravitationnelles, d’autre part d’améliorer
les caractéristiques optomécaniques de nos miroirs.

4.1 Couplage d’un mode acoustique avec l’air

La présence d’air autour du miroir se traduit par des pertes par rayonnement pour
le mouvement mécanique et par un amortissement supplémentaire ; lorsque l’amortis-
sement propre du mode acoustique est petit, cela entrâıne une dégradation du facteur
de qualité mécanique global. Nous avons donc placé la cavité à miroir mobile dans une
enceinte permettant d’étudier la variation du facteur de qualité avec la pression.

4.1.1 Rayonnement acoustique du miroir

Si l’onde acoustique rayonnée par un objet a une longueur d’onde petite devant la
longueur caractéristique des déformations de sa surface, on peut considérer que chaque
élément de surface de l’objet rayonne dans l’air une onde plane [67]. Dans le cas du
résonateur plan-convexe d’épaisseur 1.55 mm utilisé dans les chapitres précédents, les
modes Gaussiens ont des fréquences ΩM/2π de l’ordre de 2 MHz pour la série fon-
damentale et bien au dessus pour les séries harmoniques. Cela correspond dans l’air à
des longueurs d’onde λ = 2πc/ΩM inférieures à 0,15 mm (c = 320 m/s représentant la
vitesse du son dans l’air). Les modes Gaussiens ayant la particularité d’être confinés au
centre du miroir, on peut considérer que la face latérale ne bouge pas. On néglige alors
les effets de bord et la longueur d’onde λ est à comparer à la largeur des modes internes
sur la surface du miroir. Nous verrons dans la partie 4.4 que les tailles caractéristiques
sur lesquelles varie le profil des modes Gaussiens de ce miroir sont de l’ordre du mil-
limètre. On a donc un facteur 10 entre la taille caractéristique des déformations du
miroir et la longueur d’onde de l’onde acoustique rayonnée.

Le flux d’énergie moyen d’une onde plane vaut cρairv2, où ρair représente la masse vo-
lumique de l’air, et v2 la vitesse quadratique moyenne de l’onde dans l’air. On s’intéresse
au flux d’énergie au niveau de la surface où la vitesse dans l’air est égale à celle du
résonateur. La vitesse instantanée v(r, t) de la surface du miroir au point r se déduit
de la décomposition modale (1.36) :

v(r, t) =
∑

n

ȧn(t)un(r). (4.1)

La puissance totale rayonnée P par la surface du miroir vaut :

P = cρair

∫

S

v2 = cρair

∫

S

(

∑

n

ȧn(t)un

)2

= cρair

∑

n

|ȧn(t)|2
∫

S

|un|2, (4.2)

où S représente l’intégrale sur toute la surface du miroir, c’est-à-dire les deux faces
du substrat. La dernière somme est obtenue en décomposant sur les différents modes
propres indicés par n ; les termes croisés ȧn(t)ȧm(t) entre modes non dégénérés oscillent
à des fréquences Ωn±Ωm non nulles et sont donc moyennés à zéro. Les modes Gaussiens
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dégénérés présentent la particularité d’avoir une intégrale de recouvrement nulle sur la
surface S du miroir (voir la section 4.4, équation (4.27) : deux modes dégénérés ont
des indices l différents et l’intégration du terme unum sur la variable θ est nulle). La
puissance rayonnée se met alors sous la forme d’une somme de termes correspondant à
la puissance dissipée par chaque mode acoustique indépendamment les uns des autres.

On s’intéresse désormais à l’onde rayonnée par un seul mode un. La contribution
Pn du mode un à la puissance totale rayonnée vaut :

Pn = cρair|ȧn(t)|2
∫

S

|un|2. (4.3)

La dissipation d’énergie par l’onde acoustique rayonnée correspond à un taux d’amor-
tissement Γair

n pour le mode n défini par l’équation :

Pn = MnΓair
n |ȧn(t)|2, (4.4)

où Mn est la masse effective du mode n [équation (1.39)]. L’expression de Pn permet
de calculer Γair

n en fonction de la distribution spatiale un :

Γair
n = c

ρair

ρsilice

∫

S
|un|2

∫

V
|un|2

, (4.5)

où l’on a utilisé la définition de la masse en fonction de l’intégrale en volume du mou-
vement du mode [équation (1.39)].

On peut calculer cette expression à condition de connâıtre la dépendance de la
structure spatiale du mode selon l’axe de propagation z correspondant à l’épaisseur
du miroir. Si on suppose une dépendance sinusöıdale de la forme cos(nπz/h) où h est
l’épaisseur du miroir, relation qui est vérifiée par exemple pour les modes Gaussiens,
l’intégrale selon z se simplifie et l’intégrale en volume se réduit au produit de h/2 par
l’intégrale sur une surface du miroir. L’expression de Γair

n devient :

Γair
n =

4c

h

ρair

ρsilice
. (4.6)

L’amortissement dû à l’air devrait donc être le même pour tous les modes Gaussiens
du miroir.

Avec les masses volumiques ρair = 1, 3 kg/m3 et ρsilice = 2200 kg/m3 et une
épaisseur h ' 1.5 mm, on trouve un taux d’amortissement dû au rayonnement acous-
tique de l’ordre de 2π × 79 Hz à la pression ambiante. Cette valeur est surprenante
puisque le taux d’amortissement observé pour le mode fondamental n’est que de 2π ×
44 Hz. On retrouve cependant le bon ordre de grandeur, ce qui nous permet d’espérer
une amélioration significative des facteurs de qualité sous vide.

4.1.2 Etude expérimentale de la dépendance avec la pression

La vitesse du son c étant indépendante de la pression de l’air [67], la dépendance
de Γair

n en fonction de la pression P n’apparâıt qu’à travers la masse volumique ρair de
l’air selon la formule

ρair =
Mair

RT
P, (4.7)
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où Mair est la masse molaire de l’air et R la constante de Nerst. Comme le taux
d’amortissement total Γ est la somme de Γair

n et d’un terme correspondant aux processus
internes de dissipation qui sont à priori indépendants de la pression, on attend une
dépendance affine de la largeur des pics de résonance du miroir avec la pression.

Afin d’étudier les variations du taux d’amortissement avec la pression, nous avons
construit une enceinte étanche. Le principe de la mesure consiste à placer le miroir
mobile dans cette enceinte où la pression peut varier de la pression atmosphérique jus-
qu’à un vide primaire. Pour chaque valeur de la pression, une acquisition du spectre de
bruit thermique permet de mesurer le taux d’amortissement pour un mode acoustique
donné. Nous présentons dans cette section la réalisation de l’enceinte et du système de
pompage, ainsi que la calibration de la pression dans l’enceinte.

L’enceinte étanche

La figure 4.1 présente le plan de l’enceinte étanche que nous avons utilisée. Réalisée
en dural, elle est constituée d’un cylindre central creux et de deux brides munies de
hublots de 10 mm d’épaisseur. Les hublots sont traités antireflet à 810 nm. Des joints
en indium assurent l’étanchéité de la bôıte au niveau des brides et des hublots ainsi que
du tube de vidage. Le porte-cavité et l’asservissement en température sont identiques
au montage décrit dans la section 3.1.5. La plateforme sur laquelle est fixé le porte-
cavité est réalisée en cuivre et sert de masse thermique pour l’élément Peltier. Toutes
les connections électriques nécessaires à l’asservissement sont assurées par un passage
étanche placé sur le bord de l’enceinte.

On peut faire varier la pression à l’intérieur de l’enceinte grâce à une pompe à
palette et à une microfuite. La pression est constamment contrôlée par une jauge ma-
nométrique. On joue alors sur les deux robinets pour obtenir la pression désirée. L’en-
ceinte est ensuite isolée et la pompe coupée pour limiter les vibrations.

Mesure de la pression

On peut s’assurer de la précision de la mesure de pression en regardant le déplacement
de la fréquence de résonance optique de la cavité. Les changements de pression font en
effet varier l’indice de l’air nair selon la loi de Gladstone [68] :

nair = 1 + (n0 − 1)P
1 + 10−5P (61, 3 − T )

0, 96095(1 + 0, 003661T )
, (4.8)

avec

n0 − 1 = 10−8

(

8342.13 +
2406030

130 − λ−2
+

15997

38, 5 − λ−2

)

, (4.9)

où la pression P est exprimée en bar, la température T en Celsius et la longueur d’onde
λ dans le vide en µm. Dans une gamme de pression entre 0 et 1 bar, on peut négliger
le terme 10−5P (61, 3 − T ) et supposer que l’indice de l’air est une fonction affine de
P . Pour une longueur d’onde de 0, 810 µm et une température de 25◦C on attend une
dépendance de la forme :

nair = 1 + αP , α = 2, 623 × 10−4 bar−1. (4.10)
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Fig. 4.1 – Schéma de l’enceinte étanche.
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Fig. 4.2 – Longueur d’onde de résonance de la cavité en fonction de la pression indiquée par la jauge
manométrique.

A résonance, la longueur optique de la cavité, qui est le produit de la longueur réelle
L par l’indice de l’air, est un multiple de la longueur d’onde du laser. Si l’on suit
continûment la résonance de la cavité lorsque la pression varie on devrait observer une
dépendance affine de la longueur d’onde de résonance λlas en fonction de P :

λlas(P ) = λlas(0)(1 + αP ). (4.11)

La figure 4.2 montre les variations de la longueur d’onde de résonance de la cavité
mesurée par le lambdamètre en fonction de la pression indiquée par la jauge. Le graphe
présente une parfaite linéarité et un ajustement linéaire donne α = 2, 60× 10−4 bar−1,
très proche de la valeur théorique, ce qui montre la bonne précision de la jauge ma-
nométrique.

Résultats

Pour les différentes valeurs de la pression, un spectre thermique moyenné 300 fois
avec une résolution de 3 Hz est acquis sur l’analyseur de spectre. La figure 4.3 présente
la variation de la largeur du mode fondamental Gaussien, déduite d’un ajustement
Lorentzien du spectre de bruit thermique, en fonction de la pression.

Les résultats présentent une très bonne linéarité. La différence entre les valeurs à
1 et 0 atmosphère donne la contribution de Γair

n , qui vaut ici 2π × 30Hz et qui est
de l’ordre de grandeur de la valeur théorique de 2π × 79 Hz. Les mêmes mesures ont
été effectuées sur les modes fondamentaux Gaussiens des harmoniques supérieures. La
table 4.1 présente dans les deuxième et troisième colonnes les taux d’amortissement
à la pression atmosphérique et à pression nulle respectivement. Dans la quatrième
colonne est reporté le taux d’amortissement dû à l’air que l’on en déduit. Le pic de
bruit thermique à la pression ambiante de la deuxième harmonique n’a pas été observé.
L’accord entre les résultats expérimentaux et la valeur théorique de Γair

n s’améliore pour
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Fig. 4.3 – Largeur de la résonance du mode fondamental Gaussien, obtenu grâce à un ajustement
Lorentzien du spectre de bruit thermique, en fonction de la pression.

les harmoniques d’ordre 3 et 4. Ceci est sans doute lié au très bon confinement de ces
deux modes, à la différence du mode fondamental (voir partie 4.4).

Fréquence Γ/2π 1 atm Γ/2π 0 atm Γair/2π
(kHz) (Hz) (Hz) (Hz)

1858 44 14 30
3535 ? 14
5820 84 12.5 72.5
7727 67 17.5 49.5

Tab. 4.1 – Taux d’amortissement du mode Gaussien fondamental et de ses harmoniques, à pression
ambiante (deuxième colonne) et sous vide (troisième colonne). La quatrième colonne présente la valeur
de l’amortissement Γair déduit des deuxième et troisième colonnes.

Notons également que le taux d’amortissement mécanique Γn obtenu sous vide pour
ces modes est à peu près constant. Cela signifie que le facteur de qualité mécanique
Qn = Ωn/Γn crôıt avec la fréquence et que l’angle de perte φn = 1/Qn, n’est pas
constant. Les facteurs de qualité obtenus sont toutefois bien inférieurs au facteur de
qualité intrinsèque de la silice (de l’ordre de 107). Ceci est certainement dû aux pertes
acoustiques liées au système de fixation du miroir. Comme nous le verrons dans les par-
ties suivantes, le confinement spatial des modes de fréquence élevée permet de réduire
ces pertes et d’atteindre des valeurs élevées pour le facteur de qualité.

La figure 4.4 présente les facteurs de qualité mesurés à pression atmosphérique et
sous vide, pour un miroir plan-convexe de dimension supérieure (diamètre 34 mm,
épaisseur 2,5 mm), dont les modes acoustiques sont étudiés en détail dans la section
4.4.3 et la partie 4.5. On constate une grande disparité dans la dépendance du facteur
de qualité avec la pression, indiquant que la structure du mode acoustique selon l’axe z
n’est pas toujours une simple sinusöıde. On remarque également des variations impor-
tantes dans les valeurs atteintes sous vide. Cela traduit les différences entre les profils
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Fig. 4.4 – Facteur de qualité des modes acoustiques d’un miroir plan-convexe de diamètre 34 mm et
d’épaisseur 2,5 mm, à pression ambiante et sous vide.

spatiaux des modes acoustiques, qui conduisent à des pertes acoustiques différentes
au niveau de la fixation du miroir. On note toutefois que le facteur de qualité peut
atteindre des valeurs élevées, supérieures à 106.

4.2 Observation expérimentale du profil spatial des modes

acoustiques

Les facteurs de qualité mécanique des modes acoustiques que nous avons mesurés
sont bien inférieurs au facteur de qualité intrinsèque du matériau et peuvent varier
considérablement d’un mode à l’autre. L’amélioration de ces facteurs de qualité est
d’une grande importance car ils déterminent le niveau de bruit thermique de position
du miroir, ainsi que la réponse mécanique du miroir aux fluctuations quantiques de
la pression de radiation. Une meilleure compréhension des liens entre la dépendance
spatiale du mode acoustique et son facteur de qualité peut conduire à une géométrie
du miroir plus adaptée.

Pour pouvoir observer expérimentalement les effets quantiques de la pression de
radiation il est nécessaire d’avoir une réponse mécanique du miroir suffisante pour
produire un effet mesurable. La réponse du miroir est maximale à résonance et dépend
du facteur de qualité mais également de la masse effective, qui doit être la plus faible
possible. Il est donc important de connâıtre la distribution spatiale des modes dans le
substrat ainsi que l’adaptation spatiale entre le faisceau et la déformation du miroir.

Nous avons réalisé une expérience de mesure du profil spatial des modes acous-
tiques internes d’un miroir [66]. Deux géométries de miroirs ont été étudiées, cylin-
drique et plan-convexe, pour chacune desquelles une modélisation théorique des modes
acoustiques existe. Nous avons ainsi pu valider le modèle théorique développé pour un
résonateur cylindrique et utilisé pour les antennes gravitationnelles. L’étude des modes
de vibration dans un miroir plan-convexe nous a permis de mettre en évidence des
modes possédant un facteur de qualité mécanique très élevé et ayant une très faible
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masse effective.

4.2.1 Principe de la mesure

Jusqu’à présent nous avons utilisé un faisceau d’excitation arrière fixe, se réfléchissant
au centre du miroir mobile. Lorsqu’un mode de vibration particulier est excité en modu-
lant l’intensité du faisceau de manière résonnante, l’amplitude de la réponse du miroir
dépend linéairement du recouvrement entre le mode et le faisceau d’excitation [équation
(1.65)]. Dans cette configuration, l’amplitude de modulation observée sur la phase du
faisceau réfléchi par la cavité dépend donc essentiellement de la distribution spatiale
du mode au voisinage du centre du miroir.

Afin d’observer la structure spatiale d’un mode acoustique particulier du miroir,
l’idée consiste à déplacer la tache de réflexion du faisceau d’excitation sur la surface
du miroir. En modulant toujours l’intensité du faisceau à la fréquence de résonance
du mode et en mesurant la réponse mécanique du miroir, on obtiendra une mesure de
la fonction spatiale du mode en un point quelconque de la surface du miroir. Il sera
ainsi possible de reconstituer point par point le profil spatial des modes acoustiques du
miroir.

On suppose que le faisceau arrière d’excitation conserve toujours son profil Gaussien
en intensité avec une largeur du col de l’ordre du dixième de millimètre, mais qu’il
peut maintenant se réfléchir sur le miroir autour d’une position r0 quelconque. Le
recouvrement entre la force de pression de radiation Frad et le profil spatial un d’un
mode, intervenant dans l’équation d’évolution des amplitudes des modes (équation.
1.52), se met alors sous la forme,

〈un(r),Frad(r,Ω)〉 = Frad[Ω] 〈un(r), w
2(r− r0)〉, (4.12)

où un est la déformation dans la direction perpendiculaire à la surface, w est le profil
spatial du faisceau arrière, similaire au profil v0 du faisceau dans la cavité [équation
(1.58)] mais centré au point r0, et où Frad est l’amplitude de la force de pression de
radiation.

L’équation (4.12) montre que la réponse du miroir donne accès à la fonction spatiale
du mode moyennée sur la taille du faisceau arrière, ce qui fixe la résolution de la
méthode de mesure. Le faisceau d’excitation étant focalisé au niveau de la surface du
miroir avec un col de 100 µm, il est impossible de résoudre des structures inférieures au
dixième de millimètre. Cependant, les dimensions des miroirs que l’on étudie (diamètre
de l’ordre de quelques centimètres, épaisseur supérieure au millimètre) conduisent à des
longueurs d’onde spatiale des modes acoustiques grandes devant la taille du faisceau.
On peut alors considérer le profil lumineux comme une fonction très piquée autour de
sa position moyenne, et le recouvrement entre la déformation du miroir et le faisceau
lumineux se simplifie,

〈un(r), w
2(r − r0)〉 = un(r0). (4.13)

Le déplacement x du miroir vu par la lumière dans la cavité de mesure se déduit de
l’équation (1.65) :

x[Ω] =
∑

n

〈un, v
2
0〉χn[Ω] (Frad[Ω]un(r0) + FT,n[Ω]) , (4.14)
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où v2
0 est le profil d’intensité du faisceau de mesure. On suppose maintenant que le fais-

ceau arrière est monochromatique à la fréquence de résonance Ωn d’un mode particulier.
L’amplitude de la force de pression de radiation est donnée par :

Frad = η × 2P

c
, (4.15)

où P est la puissance du faisceau arrière, c la vitesse de la lumière, et η la profondeur
de modulation du faisceau. La réponse du miroir est principalement celle du mode
résonnant et pour un faisceau d’excitation suffisamment intense (nous avons vu que
c’est le cas dans notre montage expérimental) on peut négliger la contribution de la
force de Langevin FT,n. Dans ces conditions le déplacement du miroir à la fréquence Ωn

devient d’après l’équation (4.14),

x[Ωn] = i
〈un, v

2
0〉

MnΓnΩn

Frad un(r0), (4.16)

Dans notre dispositif expérimental, le faisceau de mesure est centré sur le miroir et son
col est très petit (90 µm) devant les longueurs d’onde spatiale attendues pour les modes
acoustiques. On peut approcher l’intégrale de recouvrement 〈un, v

2
0〉 par la valeur de la

fonction spatiale en r = 0. L’équation précédente devient :

x[Ωn] = i
1

M eff
n ΓnΩn

Frad
un(r0)

un(0)
, (4.17)

où M eff
n est la masse effective du mode vue par la lumière, définie par l’équation (1.71).

La mesure de la réponse du miroir est directement proportionnelle à la valeur de la
fonction spatiale un(r0) du mode acoustique à la position r0. En déplaçant le point
d’impact du faisceau arrière sur la surface du miroir et en récupérant l’information
fournie par la cavité de mesure, on peut alors reconstruire la distribution spatiale du
mode acoustique.

4.2.2 Dispositif expérimental

Cette section détaille le dispositif expérimental utilisé pour mesurer le profil des
modes acoustiques, dont le schéma de principe est reproduit sur la figure 4.5. Nous
décrivons le système de balayage de la force de pression de radiation sur la surface du
miroir ainsi que le dispositif électronique et informatique d’acquisition de la réponse du
miroir.

Dispositif de balayage du faisceau d’excitation

La solution retenue pour déplacer le point de réflexion du faisceau arrière sur la
surface du miroir est l’utilisation d’une lentille mobile dans le plan perpendiculaire à
son axe optique, déviant ainsi le faisceau selon les lois de l’optique géométrique. La
lentille L2 de la figure 4.5 a donc été montée sur deux translations micrométriques, une
verticale et une horizontale dans le plan de la lentille. Lorsque la lentille L2 de focale
f2 est décentrée d’une distance dx par rapport à son axe optique, le faisceau lumineux
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Fig. 4.5 – Dispositif de mesure de la distribution spatiale des modes acoustiques. Le faisceau arrière
d’excitation passe à travers une lentille mobile. Le décentrage de la lentille, commandé par ordinateur,
permet de dévier le faisceau vers n’importe quel point de la surface du miroir. La détection des
quadratures de la réponse du miroir est synchrone avec la modulation du faisceau arrière.

qui ressort du système optique créé par L1 et L2 frappe le miroir à la position x qui,
dans l’approximation de petits déplacements de la lentille est donnée par,

x =
D

f2
dx, (4.18)

où D désigne la distance qui sépare le miroir de la lentille L2. Comme les distances
entre les deux lentilles L1 et L2 et entre le miroir et L2 restent inchangées en première
approximation, les matrices de transfert donnant la taille et la position du col du
faisceau ne sont pas modifiées. Cette technique présente ainsi l’avantage de ne pas
changer la taille du col du faisceau et de conserver celui-ci en permanence au niveau de
la surface du miroir.

Les translations micrométriques utilisées sont en fait des translations motorisées
que l’on commande par ordinateur. Chaque translation est composée d’un moteur pas
à pas bipolaire de 200 pas par tour, actionnant la vis micrométrique d’une platine de
translation de 20 mm de course. Deux interrupteurs intégrés dans la translation et
situés en bout de course indiquent que la platine est arrivée en butée. Le pas dxmin

des translations est de 1,25 µm. Pour une focale f2 = 50 mm et une distance entre la
lentille et le miroir de 280 mm, on obtient un déplacement minimal au niveau du miroir
de 7,0 µm.

Pilotage du dispositif de balayage

Afin de simplifier l’interface avec l’ordinateur et de permettre également un contrôle
manuel simple, nous avons utilisé la carte électronique de pilotage reproduite sur la
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Fig. 4.6 – Schéma de principe de l’interface entre l’ordinateur et les moteurs pas-à-pas des translations
micrométriques. Une commande manuelle est prévue (interrupteur K1).

figure 4.6. Le schéma repose sur l’utilisation du circuit intégré MC 34 79 conçu pour la
commande d’un moteur pas à pas bipolaire, ce qui limite considérablement la complexité
du montage. Le MC 34 79 séquence les signaux L1 à L4 envoyés au moteur en fonction
de la valeur de la broche CW/CCW qui détermine le sens de rotation et en effectuant
un pas à chaque front montant sur la broche CLK. Les sorties L1 à L4 sont capables
de délivrer 350 mA, ce qui est suffisant pour faire fonctionner les moteurs que nous
utilisons et il n’est pas nécessaire d’utiliser des amplificateurs supplémentaires.

Le pilote peut se commander numériquement grâce aux deux bits d’entrée SENS CPU
et PAS CPU, le premier imposant le sens de rotation et le second faisant tourner le mo-
teur d’un pas. Dans le cas d’une commande numérique, les bits SENS CPU et PAS CPU
sont directement retranscrits sur les entrées CW/CCW et CLK du 34 79.

Une commande manuelle grâce à l’interrupteur K1 a aussi été prévue pour pouvoir
positionner la translation avant de lancer l’acquisition. C’est un interrupteur trois po-
sitions avec une position neutre correspondant à un pilotage par l’ordinateur, et une
position pour chaque sens de rotation. La commutation entre la commande manuelle
et numérique est assurée par les circuits quadruple NAND CI1 et CI2 qui donnent
la priorité à la commande manuelle. Lorsque le pilote est commandé manuellement,
on utilise une horloge interne pour cadencer le moteur. Les impulsions d’horloge sont
créées par un temporisateur NE 555 monté en multivibrateur astable. La période des
oscillations est donnée par 1/R1C1 si l’interrupteur K2 est ouvert et vaut 1/R2C1 s’il
est fermé. On peut ainsi choisir entre une cadence de 500 pas par seconde, proche de
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la cadence maximale supportée par le moteur avant qu’il ne décroche, et une fréquence
dix fois plus faible.

Les interrupteurs de fin de course des translations sont utilisés par le circuit CI3
pour bloquer les impulsions d’horloge si l’un d’eux passe à l’état bas. Ainsi, lorsque la
translation est en butée dans un sens, la carte interdit l’utilisation du sens correspondant
et empêche de forcer sur le moteur. L’utilisation du sens de rotation inverse reste
autorisée pour permettre de recentrer la translation.

Le courant que le 34 79 délivre au moteur est fixé par le courant sortant par la broche
BIAS. Le transistor T fonctionne en mode saturé/bloqué et permet ainsi d’activer
ou désactiver le pilote. Lorsque le transistor T est passant, le pilote fonctionne et le
potentiomètre R5 permet de régler la puissance pilotant le moteur. Lorsque le transistor
T est bloqué aucun courant ne circule dans R5 ce qui a pour effet de mettre à 0 les sorties
L1 à L4. Le monostable redéclenchable 45 38 active ainsi le pilote lorsque des impulsions
sont présentes sur la broche CLK, et le désactive au bout de quelques minutes si aucune
commande n’est actionnée. Ceci empêche au pilote ou au moteur de surchauffer et d’être
détérioré.

La voie d’acquisition

Pour reconstruire le profil spatial d’un mode acoustique, on balaye la surface du
miroir avec le faisceau d’excitation modulé à la fréquence de résonance du mode. On
acquiert simultanément les traces temporelles des quadratures X1 et X2 qui permettent
de reconstituer l’amplitude et la phase de la réponse du miroir en fonction du point
d’application de la force.

Afin de s’adapter à l’amplitude de la réponse mécanique des différents modes acous-
tiques, le signal issu de la détection homodyne doit être correctement amplifié avant
d’être envoyé dans le circuit d’extraction des quadratures. On utilise à cet effet un
amplificateur large bande ZHL 32A suivi d’un préamplificateur ayant un gain réglable
égal à 1, 10 ou 100. Par ailleurs, le bruit de phase du faisceau réfléchi par la cavité est
dominé par le bruit thermique de quelques modes qui sature la série d’amplificateurs
de la voie d’acquisition. Afin d’éliminer la contribution des modes autres que celui que
l’on veut étudier, le filtre passe bande [69] reproduit sur la figure 4.7 a été ajouté di-
rectement à la sortie de la détection homodyne (voir figure 4.5). Sa fréquence centrale
Ω0, sa bande passante ∆Ω0 et son gain G sont ajustables grâce aux potentiomètres RF ,
RG, et RB, et valent,

Ω0 = 1/RFC, (4.19)

∆Ω0 = 1/RBC, (4.20)

G = RB/RG. (4.21)

Pour les valeurs des résistances et des condensateurs utilisés, il est possible d’obte-
nir n’importe quelle fréquence entre 100 kHz et 10 MHz, avec un facteur de qualité
Ω0/∆Ω0 de l’ordre de 50. En pratique on règle les caractéristiques du filtre en injectant
à son entrée un bruit blanc produit par un générateur de fonction, et en visualisant
le signal de sortie sur un analyseur de spectre. On ajuste les quatre potentiomètres
jusqu’à obtenir la fonction de transfert désirée.
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Fig. 4.7 – Schéma électronique du filtre passe-bande totalement réglable. RG et RB fixent ensemble
le gain et le facteur de surtension. Les deux potentiomètres RF permettent d’ajuster la fréquence
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Pour accéder à l’amplitude de la réponse mécanique du miroir, on extrait les qua-
dratures de la position du miroir grâce à la bôıte de démodulation. En fait, le signal
utilisé pour créer la modulation d’intensité est directement pris sur la sortie REF OUT
de la bôıte (voir schéma 3.2). Cette sortie reproduit la référence servant à démoduler le
signal de position pour extraire la quadrature X1. La force de pression de radiation est
ainsi synchrone avec la détection des quadratures et elle induit un déplacement constant
dans l’espace des phases {X1, X2}. On utilise le déphaseur variable pour compenser les
déphasages induits par les différents amplificateurs, le modulateur acousto-optique et
la détection homodyne, de manière à aligner la réponse du miroir sur la quadrature X1.

Programme d’acquisition et de traitement des données

Une fois fixés la fréquence de référence pour l’extraction des quadratures et le
déphasage du signal d’excitation par rapport à cette référence, le balayage de la surface
du miroir par le faisceau arrière est exécuté par l’ordinateur. Le faisceau est déplacé le
long de 50 lignes horizontales régulièrement espacées verticalement. Il ne faut cepen-
dant pas que le faisceau touche les pièces en cuivre qui maintiennent le miroir. Cela
produirait un décrochage de l’asservissement du laser sur la cavité car la diffusion du
faisceau sur le cuivre saturerait la photodiode placée à l’arrière de la cavité et utilisée
pour l’asservissement. Les points de départ et d’arrivée des lignes de balayage horizon-
tales sont donc calculés pour que la tache du faisceau sur le miroir reste à distance
des bords. On garde typiquement une marge de 1 mm. Chaque ligne horizontale est
elle-même décomposée en pas de longueur égale à 1/50 ème du diamètre effectivement
examiné. On obtient ainsi un maillage carré de la surface du miroir.

L’acquisition est entièrement automatisée, selon la séquence des opérations représentée
sur la figure 4.8. Chaque ligne horizontale est balayée continûment et les traces tem-
porelles des quadratures X1 et X2 sont acquises simultanément sur un oscilloscope
numérique TDS420. Ces deux traces sont ensuite transférées à un ordinateur qui les
découpe temporellement en 50 segments. L’ordinateur effectue la moyenne des deux
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Fig. 4.8 – Déroulement de l’acquisition de la réponse mécanique du miroir mobile. Etape 1 : Une
ligne horizontale est balayée et les quadratures de la réponse du miroir sont acquises sur l’oscilloscope.
Etape 2 : les deux traces sont transférées à l’ordinateur qui les échantillonne. Etape 3 : l’ordinateur
positionne le faisceau d’excitation au début d’une nouvelle ligne.

traces sur chaque segment, fournissant ainsi 50 couples de point correspondant aux deux
quadratures. Le résultat est stocké dans deux tableaux à deux dimensions, à la position
(i, j) où i est l’indice de la ligne et j l’indice du segment. L’ordinateur positionne ensuite
le faisceau au début de la ligne horizontale suivante et relance l’acquisition. Le résultat
d’une acquisition est donc constitué de deux tableaux de 50× 50 points correspondant
aux réponses des quadratures X1 et X2 en fonction du point d’application de la force.

La vitesse de balayage des lignes horizontales est commandée par la période des
impulsions envoyées par l’ordinateur aux moteurs pas-à-pas. Le temps de mémoire de
la réponse du miroir à une force extérieure étant de l’ordre de l’inverse du taux de
relaxation Γ du mode comme nous l’avons vu dans la section 2.4.1, cette vitesse v fixe
une limite à la résolution spatiale de la détection : la réponse mécanique du miroir
lorsque le faisceau passe sur un point particulier est contaminée par la réponse du
miroir aux points visités par le faisceau dans un intervalle de temps inférieur à 1/Γ,
donc espacés d’une distance inférieure à v/Γ. Une vitesse de balayage de 5 mm/s semble
un bon compromis entre une bonne résolution et un temps d’acquisition raisonnable.
Si l’on prend par exemple le taux de relaxation de 2π × 44 Hz du miroir plan-convexe
utilisé jusqu’à présent, on obtient une résolution spatiale de l’ordre de 0,02 mm. Celle-ci
est très inférieure à la résolution imposée par le maillage de 50×50 points qui, pour un
diamètre du miroir de 12 mm, correspond à des mailles de l’ordre de 0.2 mm de coté.

Lorsque le faisceau passe sur une poussière déposée sur la face arrière du miroir,
ou sur un défaut au niveau du traitement ou à l’intérieur du substrat, de la lumière
modulée est diffusée et provoque un signal parasite important à la sorte de la détection
homodyne. Cela a pour conséquence de créer des pics sur le signal de réponse. Ces
parasites n’étant pas d’origine mécanique, ils n’ont généralement pas la même phase
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Fig. 4.9 – Traitement des données provenant de l’acquisition des profils des modes. La troisième
courbe est une combinaison linéaire des deux premières permettant de supprimer les parasites. La
quatrième présente le résultat du lissage de la courbe.

que la quadrature X1 et possèdent une composante non nulle sur la quadrature X2. On
peut les éliminer en réalisant la bonne combinaison linéaire des courbes X1 et X2. Cette
opération est réalisée grâce à un programme écrit en C sous Linux et qui permet de
visualiser en trois dimensions la courbe X1 + λX2 où le paramètre λ est ajustable. Les
deux courbes de gauche de la figure 4.9 présentent un exemple d’acquisition des traces
X1 et X2 visualisées grâce à ce programme. On voit en particulier que la quadrature
X2 n’est pas sensible à la réponse mécanique du miroir à la force excitatrice, mais
retranscrit les parasites. La troisième courbe est le résultat obtenu lorsque l’on combine
les deux premières courbes avec une pondération λ choisie pour éliminer ces parasites.
Le programme permet ensuite de lisser le résultat en faisant un produit de convolution
par une Gaussienne de largeur 2 mailles. Le point d’indice (i0, j0) de la nouvelle courbe
est ainsi une moyenne de tous les autres points (i, j) de la courbe avec un poids P (i, j)
donné par :

P (i, j) ∝ e−[(i−i0)2+(j−j0)2]/4. (4.22)

Le résultat du lissage est affiché en coordonnée cylindrique comme le montre la qua-
trième courbe de la figure 4.9.

4.3 Modes acoustiques d’un miroir cylindrique

Nous avons réalisé l’étude des modes acoustiques d’un miroir de géométrie cylin-
drique. Cette géométrie particulière est celle utilisée pour les miroirs des interféromètres
gravitationnels, et a été largement étudiée sur le plan théorique [61, 62, 64]. Cette par-
tie présente les résultats expérimentaux obtenus avec des miroirs cylindriques de petite
taille. Les profils spatiaux et la répartition en fréquence des modes acoustiques sont
comparés aux résultats théoriques obtenus dans le cadre du projet Virgo.

4.3.1 Modes propres

L’équation de propagation des ondes (1.26) ne possède pas de solution analytique
dans le cas d’un résonateur cylindrique. L’utilisation d’un programme de calcul par
éléments finis est en général nécessaire pour déterminer les caractéristiques des modes
acoustiques d’un solide élastique de forme quelconque. Cependant une méthode spécifique
a été développée pour un résonateur cylindrique. A.E.M. Love a proposé un ensemble
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de solutions analytiques faisant intervenir des fonctions de Bessel mais présentant l’in-
convénient de ne pouvoir annuler toute les contraintes sur les surfaces du cylindre [70].
J.R. Hutchinson a proposé dans les années 80 une méthode utilisant des combinai-
sons linéaires d’ondes de Love [71]. Cette approche permet d’écrire pour un résonateur
cylindrique libre les solutions de l’équation des modes propres sous forme de série.
Cette méthode a été reprise par François Bondu et Jean-Yves Vinet dans le cadre
du projet Virgo pour estimer le bruit thermique à basse fréquence dans les miroirs
de l’interféromètre, en sommant la contribution de chaque mode [61, 72]. Le pro-
gramme Cypres écrit par François Bondu utilise ces développements et se révèle par-
ticulièrement bien adapté pour l’étude du couplage entre la lumière et les déformations
d’un miroir cylindrique.

Les modes propres de ce type de résonateur sont paramétrés par trois indices : l’ordre
circonférentiel n, la parité ξ et le numéro d’ordre m. L’ordre circonférentiel est lié à
la symétrie angulaire du mode. En particulier, un indice n = 0 indique une symétrie
de révolution du profil du mode. Les modes ne possédant pas cette symétrie ont un
déplacement nul au centre. Dans le cas d’un faisceau de mesure parfaitement centré
sur le miroir, leur masse effective est infinie [équation (1.71)] et ils n’induisent pas de
déplacement visible par le faisceau lumineux. Le paramètre ξ, qui prend les valeurs 0 ou
1, indique si les faces planes du résonateur vibrent en opposition de phase (mode pair,
ξ = 0) ou en phase (mode impair, ξ = 1). Enfin le paramètre m est lié à la structure
radiale du mode.

Le programme Cypres prend comme paramètres les dimensions du miroir (rayon et
épaisseur) ainsi que les caractéristiques du matériau qui le compose (masse volumique,
vitesse du son...). Le programme calcule la fréquence de résonance, l’énergie mécanique,
et la géométrie des modes acoustiques. Les résultats sur les fréquences de résonance
fournis par le programme ont été validés par François Bondu par comparaison aux
résultats d’Hutchinson ainsi qu’aux valeurs calculées par éléments finis [73].

La figure 4.10 présente quelques modes calculés pour un miroir cylindrique en silice
de diamètre 25,4 mm et d’épaisseur 6,35 mm. Les modes qui n’ont pas la symétrie
de révolution (n 6= 0) présentent une dégénérescence d’ordre deux. Ces modes ont
une dépendance angulaire de la forme cos(n(θ − θ0)) et sin(n(θ − θ0)), où θ0 désigne
l’orientation du mode. Les deux modes dégénérés ont des structures spatiales identiques
se déduisant l’une de l’autre par une rotation d’angle π/2n.

Les paramètres du faisceau lumineux se réfléchissant sur le miroir peuvent aussi être
pris en compte (taille du col, désalignement éventuel) et permettent au programme de
calculer la masse effective des modes sondés par la lumière en calculant l’intégrale de
recouvrement entre le profil d’intensité du faisceau et la géométrie du mode [équation
(1.71)]. Ces données sont utilisées pour calculer le bruit thermique à basse fréquence
des miroirs de l’interféromètre Virgo [61]. Nous les utiliserons pour déterminer les
caractéristiques des modes à résonance (pic de bruit thermique et réponse à une force
résonnante).

4.3.2 Etude expérimentale

Pour tester le bruit thermique d’un miroir cylindrique et valider les résultats théoriques
obtenus grâce à la méthode d’Hutchinson, nous avons utilisé la cavité constituée de deux
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Fig. 4.10 – Exemple de modes acoustiques d’un miroir cylindrique de diamètre 25,4 mm et d’épaisseur
6,35 mm calculés par le programme Cypres.

miroirs cylindriques décrite dans la section 1.2.1. Nous présentons dans cette section les
résultats expérimentaux obtenus avec cette cavité. La première partie de cette étude
présente une caractérisation des modes grâce aux pics de résonance qu’ils induisent sur
le spectre de bruit thermique. En particulier, on repère sur un spectre large de bruit
thermique les fréquences de résonance des différents modes acoustiques des deux miroirs
constituant la cavité, qui peuvent être comparées à la loi de répartition calculée par le
programme Cypres. Chaque mode ainsi repéré peut être ensuite analysé individuelle-
ment. La seconde partie présente l’étude des structures spatiales des modes acoustiques
grâce au montage décrit dans la partie 4.2. La réponse du mode à l’excitation par la
force de pression de radiation donne accès expérimentalement au profil du mode et
permet de valider le modèle théorique développé par Hutchinson.

Spectre de bruit thermique

La répartition en fréquence des modes acoustiques est déterminée par le spectre de
bruit thermique du miroir. Chaque mode de vibration couplé à la lumière intracavité va
induire, sur le signal de phase du faisceau réfléchi par la cavité, un pic de bruit thermique
autour de sa fréquence de résonance. On peut repérer ces modes en analysant le bruit
de phase avec une résolution spectrale inférieure ou de l’ordre de la largeur du pic de
résonance. On utilise pour cela le montage de mesure du bruit thermique décrit dans la
section 2.1.2. Le nombre de points de l’analyseur de spectre HP 8560 E est limité à 600
et si l’on veut mesurer un spectre sur une plage de fréquence de plusieurs centaines de
kilohertz avec une résolution de seulement quelques centaines de hertz, on est obligé de
fractionner l’acquisition du spectre en plage de 100 kHz. L’analyseur de spectre est de
ce fait commandé par ordinateur à travers une liaison GPIB. L’acquisition au niveau de
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Fig. 4.11 – Spectre de bruit thermique de la cavité à miroirs cylindriques sur la plage 10–500 kHz.
Les pics de bruit thermique sont centrés autour des fréquences de résonance des modes acoustiques
des miroirs. La figure du bas présente les fréquences théoriques calculées par Cypres pour des ordres
cironférentiels n = 0, 1, et 2.

l’analyseur de spectre se fait sur une plage de 100 kHz avec 100 moyennes. Le spectre
est ensuite transféré à l’ordinateur et l’acquisition est relancée automatiquement sur la
plage de fréquence suivante.

La figure 4.11 présente le spectre de bruit thermique obtenu sur la plage de fréquence
10–500 kHz avec une résolution spectrale de 300 Hz. Cette valeur est suffisante pour
distinguer les différents pics de bruit thermique et permet de mesurer les fréquences
de résonance des modes couplés à la lumière. La partie basse de la figure 4.11 indique
les fréquences de résonance calculées avec le programme Cypres pour un miroir de
mêmes dimensions et pour des modes d’ordre circonférentiel n égal à 0, 1, et 2. On
observe une très grande similitude entre les fréquences théoriques et celles des pics de
bruit thermique du spectre. On constate également la présence de pics de résonance
correspondant à des modes n’ayant pas la symétrie cylindrique. Le couplage de ces
modes avec la lumière vient certainement d’un défaut de parallélisme dû à la procédure
de montage des miroirs, qui conduit à un décentrage du faisceau de mesure. La lumière
sonde alors des zones de la surface du miroir où ces modes ont un déplacement non nul.
Ce défaut se révèle être un avantage pour cette étude, puisqu’il nous permet d’étudier
des modes n’ayant pas la symétrie cylindrique.

La densité de mode pour des fréquences supérieures à 300 kHz augmente très rapi-
dement, en particulier si l’on inclut les modes à symétrie non cylindrique. Les pics ont
des fréquences très proches et au delà de 300 kHz il devient impossible d’établir une
correspondance entre les fréquences théoriques et expérimentales. Nous verrons dans la
suite que l’on peut cependant continuer à identifier ces modes grâce à leur profil spatial
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Fig. 4.12 – Spectre de bruit thermique autour d’une résonance du miroir mesuré avec une résolution
spectrale de 3 Hz. Chaque pic correspond à une résonance d’un des deux miroirs. La courbe en pointillé
est un ajustement Lorentzien du premier pic.

et prolonger ainsi la comparaison des fréquences de résonance jusqu’à des fréquences
élevées.

Etude des modes individuels

Les fréquences de résonance des modes acoustiques étant repérées sur le spectre
de bruit thermique, nous avons mené une étude plus approfondie de chaque mode en
observant le spectre de bruit thermique sur une plage de fréquence plus étroite autour
de leur fréquence de résonance et avec une résolution bien meilleure. Par exemple, la
figure 4.12 présente le spectre de bruit thermique sur une largeur de 500 Hz autour
de la fréquence 332 kHz correspondant au mode n ξ m = 0 1 3, avec une résolution
spectrale de 3 Hz et 500 moyennes. Le spectre présente en fait une structure de doubles
pics que l’on retrouve également sur toutes les autres résonances. La phase du faisceau
réfléchi par la cavité est sensible aux variations de longueur de la cavité provoquées
indifféremment par les déplacements du coupleur d’entrée ou du miroir arrière. Ces
miroirs étant presque identiques, ils possèdent des modes de vibrations similaires avec
des fréquences de résonance très voisines. La bande passante d’analyse de 3 Hz de la
figure 4.12 est suffisamment petite pour distinguer clairement les deux pics alors qu’ils
sont confondus sur le spectre de la figure 4.11. La bande passante de la figure 4.11
étant plus large que la largeur de la résonance, les pics ont par ailleurs des hauteurs
plus faibles sur cette figure que leur hauteur réelle (2× 10−34 m2/Hz sur la figure 4.12
et moins de 10−34 m2/Hz sur la figure 4.11).

Il est possible de s’assurer qu’un seul des deux pics provient du miroir arrière. Pour
cela, on utilise le protocole expérimental décrit dans la partie 2.3 : on observe la réponse
du miroir lorsque l’excitation par la force de pression de radiation du faisceau arrière est
balayée en fréquence au voisinage de la résonance. On obtient une réponse Lorentzienne
centrée en fréquence sur un seul des pics thermiques et de même largeur.
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Mode Cypres Exp Meff
n Meff

n (therm) Meff
n (mod) Q

nξm (kHz) (kHz) (g) (g) (g)

0 0 1 143 146 217 100 1000 3 150
0 0 2 377 379 2,9
0 0 3 405 332
0 0 4 460 457 0,565 1,7 2,6 4 300
0 0 5 468 465 5,31 42 92 8 500
0 0 6 483 483 0,82 5 3,9 1 300
0 1 1 73 75 2,7 15 25 600
0 1 2 210 213 1,1 11 9 3 600
0 1 3 330 332 34 13 30 9 500
0 1 4 406 408 0,97 13 13 27 700
0 1 5 491 494 35 260 38 3 500

Tab. 4.2 – Caractéristiques des modes acoustiques du miroir cylindrique. Les fréquences théoriques
calculées par Cypres sont répertoriées dans la deuxième colonne. La troisième colonne présente les
fréquences de résonance mesurées expérimentalement sur le spectre de bruit thermique. La quatrième
colonne présente les masses effectives calculées par Cypres. Les mesures de la masse par deux tech-
niques sont répertoriées dans les cinquième et sixième colonnes. La dernière colonne donne les facteurs
de qualité mécanique mesurés.

L’écart entre les fréquences de résonance des modes du doublet est de l’ordre de
150 Hz ce qui correspond à un écart relatif de 0,5 %. L’écart relatif sur l’ensemble
des autres modes entre 0 et 500 kHz est inférieur à 2 %, de l’ordre de grandeur de la
tolérance sur les dimensions garanties par le fabricant. L’écart relatif entre les fréquences
des modes d’un même doublet n’est pas constant et le pic de plus basse fréquence n’ap-
partient pas toujours au même miroir. Les deux miroirs n’ont donc pas des dimensions
qui se déduisent les unes des autres par une simple homothétie. Nous avons vérifié
à l’aide du programme Cypres qu’une variation du rapport d’aspect (rapport entre
l’épaisseur et le rayon du miroir) peut induire des déplacements vers le haut ou vers le
bas des fréquences de résonance, similaires à ceux que l’on observe expérimentalement.

Au voisinage d’une résonance, la longueur de la cavité dépend principalement du
mouvement des miroirs dû au mode résonnant. La forme du pic de bruit thermique est
donnée par l’équation (2.3). La largeur de la Lorentzienne est égale au taux d’amortis-
sement et son aire vaut kBT/M

eff
n Ω2

n. Un ajustement par une Lorentzienne de chaque
pic de résonance donne la valeur expérimentale du facteur de qualité Qn = Ωn/Γn ainsi
que la masse effective M eff

n du mode. Le résultat de l’ajustement pour le mode 0 1 3 est
représenté par la courbe en pointillés sur la figure 4.12. Malgré la proximité des deux
pics, la convergence de l’ajustement est excellente.

On trouve pour ce mode particulier un facteur de qualité de 9 500. Les modes d’ordre
circonférentiel nul (n = 0) observés sur le spectre de bruit thermique présentent des
facteurs de qualité allant de 1 400 à 28 000. Ces valeurs sont très petites devant le
facteur de qualité intrinsèque de la silice fondue (' 107). Les faibles valeurs observées
viennent sans doute d’un couplage avec l’environnement. D’autre part, étant donnée la
grande dispersion des valeurs, ce couplage semble dépendre fortement de la structure
spatiale du mode et de la façon dont est tenu le miroir. On remarque également que
sur les modes d’un même doublet les facteurs de qualité peuvent varier.

Le tableau 4.2 récapitule les résultats obtenus grâce aux ajustements Lorentziens
des différents pics de bruit thermique. Les deuxième et troisième colonnes présentent
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les fréquences calculées avec le programme Cypres pour un miroir cylindrique en silice
de diamètre 25,4 mm et d’épaisseur 6,35 mm, et les fréquences mesurées avec nos
miroirs. La quatrième colonne présente les masses effectives également calculées avec
Cypres, et la cinquième colonne donne les masses déduites de l’aire des pics de bruit
thermique et de la calibration des déplacements. L’identification des modes de fréquence
de résonance supérieure à 300 kHz a été réalisée en observant leur profil spatial (voir
section suivante). On remarque l’absence de certains modes théoriquement couplés à la
lumière mais dont le pic de bruit thermique n’apparâıt pas sur le spectre, par exemple
le mode 0 0 3. Pour ce dernier, ceci est sans doute dû à sa masse effective théorique
relativement importante (332 g) comparée aux masses des autres modes qui sont de
l’ordre de quelques grammes. Il ressort du tableau que les masses effectives mesurées
expérimentalement sur le spectre de bruit thermique sont environ cinq fois supérieures
aux valeurs calculées par Cypres. Cet écart ne peut s’expliquer uniquement par le
décentrage de la cavité qui n’est que de l’ordre du millimètre alors que la structure
spatiale des modes d’indice n = 0 évolue peu au centre sur quelques millimètres. Nous
avons d’ailleurs vérifié que les valeurs théoriques de la masse effective calculées pour
un faisceau de mesure décentré d’un millimètre ne s’écarte pas de plus de 10 % de sa
valeur pour un faisceau parfaitement centré.

Nous avons mesuré la masse effective grâce à un autre protocole expérimental en
utilisant le faisceau arrière d’excitation centré sur le miroir et modulé avec une pro-
fondeur η = 95 % à la fréquence de résonance du mode étudié. L’amplitude x de la
réponse du miroir est donnée par l’équation (4.17), qui pour un faisceau d’excitation
centré devient :

x[Ωn] = i
1

M eff
n ΓnΩn

η
2P

c
, (4.23)

où P est la puissance du faisceau arrière [équation (4.15)]. On mesure donc à l’analy-
seur de spectre la puissance de modulation de la phase du faisceau réfléchi pour une
puissance du faisceau arrière fixée à 500 mW et modulée sinusöıdalement à 95%. Le
résultat converti en déplacement et combiné à la largeur Γn du mode mesuré sur le
spectre de bruit thermique permet de déduire la masse effective. Les masses effectives
ainsi mesurées sont reportées dans la sixième colonne du tableau 4.2. Cette seconde
estimation est en assez bon accord avec la première mesure de la masse effective. La
différence entre les résultats expérimentaux et les calculs théoriques semble donc pro-
venir du dispositif de fixation de nos miroirs qui induit des contraintes sur les surfaces
latérales, alors que le modèle théorique suppose les miroirs totalement libres.

On a également étudié des modes qui ne respectent pas la symétrie cylindrique mais
qui sont quand même couplés à la lumière du fait du décentrage de la cavité. Nous avons
observé pratiquement toute la série des modes impairs d’ordre circonférentiel n = 1. Les
modes observés présentent une masse effective comparable à celles des modes à symétrie
cylindrique. Les modes avec des ordres n plus élevés s’annulent également au centre
mais avec un profil théorique plat. Du fait du faible décentrage du faisceau de mesure,
ces modes doivent avoir une masse effective beaucoup plus élevée, ce qui explique qu’ils
sont rarement observés expérimentalement. Les facteurs de qualité mécanique varient
sur une très large plage, allant de quelques milliers à plusieurs dizaines de milliers. Ils
restent du même ordre que ceux des modes d’ordre circonférentiel n = 0.
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Mode Cypres Exp Meff
n Q

nξm (kHz) (kHz) (g)

1 0 5 435 432 0,23 5 000
1 1 1 135 138 35 1 900
1 1 2 268 270 2 13 500
1 1 3 317 316 11 11 700
1 1 4 334
1 1 5 400 402 8 50 000
1 1 6 436 437 22 66 200
1 1 7 475 478
2 1 3 314 315 12 6 300
2 1 6 459 460 6 7 500

Tab. 4.3 – Caractéristiques des modes acoustiques d’ordre circonférentiel n non nul observés sur le
miroir cylindrique. Deuxième colonne : fréquences calculées par Cypres. Troisième colonne : fréquences
expérimentales. Quatrième colonne : masses effectives expérimentales. Cinquième colonne : facteurs de
qualité mesurés.

Etude spatiale des modes acoustiques

L’étude précédente montre une grande dispersion des facteurs de qualité mesurés
sur les différents modes acoustiques du miroir, alors que les modèles théoriques utilisés
couramment supposent un angle de perte indépendant du mode. De plus les valeurs
mesurées sont bien plus petites que le facteur de qualité intrinsèque de la silice qui est
de l’ordre de 107. Les masses effectives présentent également un écart par rapport aux
résultats théoriques. Nous avons mené une étude expérimentale des profils spatiaux des
modes de vibration pour les comparer aux calculs fait par Hutchinson.

On utilise le montage décrit dans la section 4.2 pour mesurer le profil spatial des
modes observés sur le spectre thermique de la figure 4.11. Seul un diamètre d’environ 23
mm sur la surface du résonateur est traité optiquement. Le diamètre du miroir balayé
par le faisceau excitateur est fixé à 21 mm, ce qui laisse une marge supplémentaire de 1
mm. Le centrage du faisceau arrière est effectué en comptant le nombre de pas effectué
par les moteurs des translations motorisées supportant la lentille mobile pour que le
faisceau passe d’un bord à l’autre du miroir, horizontalement et verticalement. On sait
que la tache lumineuse touche le bord du traitement optique en contrôlant la chute
d’intensité du faisceau arrière réfléchi. Cela permet également, connaissant le diamètre
du traitement optique, de calibrer le pas des moteurs en un déplacement en mm du
faisceau excitateur. On trouve qu’un pas du moteur produit un déplacement au niveau
du miroir de 7,1 µm en très bon accord avec la valeur calculée dans la section 4.2.2.

Nous avons mesuré le profil spatial de chaque mode présentant un pic de résonance
sur le spectre de bruit thermique. Les courbes de la colonne de gauche de la figure 4.13
montrent les profils de quatre modes d’indice nξm = 0 0 6, 0 1 3, 1 1 2 et 2 1 3,
présentés en coordonnées polaires. Les profils théoriques calculés par Cypres sont
reportés dans la colonne du milieu. En dessous de 300 kHz, les pics de résonance sont
suffisamment isolés pour faire correspondre sans ambigüıté une fréquence de résonance
mesurée et une fréquence calculée. Nous avons vérifié que les modes expérimentaux ont
le profil attendu. Au dessus de 300 kHz, la densité de mode devient importante et c’est
la mesure du profil spatial qui permet de distinguer les modes les uns des autres et
d’associer à un pic de bruit thermique les indices nξm du mode correspondant dans les
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Fig. 4.13 – Profils de quatre modes d’un miroir cylindrique de diamètre 25,4 mm et d’épaisseur
6,35 mm. La colonne de gauche présente les profils obtenus expérimentalement. La colonne du milieu
montre les profils théoriques calculés par Cypres. La comparaison des fonctions radiales théorique et
expérimentale est présentée dans la colonne de droite.

tableaux 4.2 et 4.3.

Nous avons calculé à partir des distributions spatiales la dépendance radiale des
modes acoustiques. Pour les modes à symétrie cylindrique, elles sont obtenues en
moyennant tous les points expérimentaux de la distribution situés à une distance
égale du centre. Pour les modes d’ordre circonférentiel n non nul, il faut éliminer la
dépendance angulaire pour reconstruire la fonction radiale. Cette dépendance est de
la forme cos(n(θ − θ0)) où l’angle θ0 définit l’orientation du mode. On divise donc les
points de la distribution expérimentale par cos(n(θ − θ0)) et on moyenne les points
situés à une distance égale du centre. On optimise ensuite le paramètre ajustable θ0

par comparaison à la fonction radiale théorique donnée par Cypres.

Les fonctions radiales calculées sont présentées dans la colonne de droite de la figure
4.13. Les traits verticaux représentent la dispersion calculée lors du moyennage de
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la fonction radiale. Sur chaque courbe, la ligne en trait continu est la fonction radiale
théorique calculée par Cypres, obtenue sans autre paramètre ajustable que l’amplitude
globale, et l’angle θ0 pour les modes d’ordre circonférentiel n non nul. On observe un
très bon accord entre les fonctions radiales théorique et expérimentale.

Bien que nous ayons pu étudier des modes ne respectant pas la symétrie de révolution,
nous n’avons jamais observé la dégénérescence de ces modes. Seul un pic de résonance
est visible sur le spectre de bruit thermique et l’étude du profil spatial montre une orien-
tation particulière du mode alors que la symétrie du résonateur autorise en principe
toutes les orientations possibles. Il est possible que notre façon de tenir le miroir brise
la symétrie du système et favorise une orientation particulière. Une autre explication
vient de ce que le faisceau de mesure est décentré par rapport au résonateur. Cela le
rend en fait sensible uniquement au mode orienté dans la direction du faisceau.

Plus précisément, si les modes sont parfaitement dégénérés, on peut définir une base
du sous-espace propre par les fonctions spatiales orthogonales :

u1(r, θ) = f(r) cos(n(θ − θm)), (4.24)

u2(r, θ) = f(r) sin(n(θ − θm)), (4.25)

où f est la fonction radiale commune aux deux modes propres et θm est l’angle du point
d’impact du faisceau de mesure. Le déplacement du miroir vu par la cavité en réponse
à la pression de radiation du faisceau arrière s’écrit d’après l’équation (4.16)

x[Ωn] = i
Frad

MΓΩM

(

〈u1, v
2
0〉u1(r0) + 〈u2, v

2
0〉u2(r0)

)

, (4.26)

où ΩM , M et Γ sont respectivement la fréquence de résonance, la masse et le taux
d’amortissement, identiques pour les deux modes. Si le faisceau de mesure a un col très
petit devant la structure spatiale des modes, le recouvrement spatial 〈u2, v

2
0〉 se réduit à

la valeur de u2 au point d’impact du faisceau de mesure, qui est nulle par construction
[équation (4.25)]. Le faisceau est donc insensible au mode u2 et on n’observe que le
mode u1, qui est le mode orienté dans la direction du faisceau de mesure.

4.3.3 Conclusion

L’étude détaillée des modes acoustiques d’un miroir cylindrique, en particulier la
mesure des fréquences de résonance et des structures spatiales a fourni des résultats
en parfait accord avec les calculs utilisant le modèle d’Hutchinson. Ceci permet de
valider ce modèle qui est utilisé dans le domaine des interféromètres gravitationnels
pour déterminer le bruit des miroirs. L’écart entre les masses effectives mesurées et
celles calculées par Cypres reste cependant inexpliqué car les profils expérimentaux
s’ajustent très bien aux profils théoriques, et le décentrage du faisceau de mesure est
faible. Le couplage avec le support en est sans doute la cause et doit être également
responsable des mauvais facteurs de qualité mécanique de notre miroir. Bien que ces
effets soient difficiles à modéliser, l’amélioration des facteurs de qualité passe par la
conception de nouveaux systèmes de fixation des miroirs assurant une meilleure isolation
et réduisant les contraintes mécaniques imposées aux miroirs.
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4.4 Modes acoustiques d’un miroir plan-convexe

La seconde géométrie de miroir que nous avons étudiée est la géométrie plan-convexe
où le résonateur possède une face plane sur laquelle est déposé le miroir et une face
arrière sphérique convexe. Cette géométrie, qu’elle soit à symétrie cylindrique ou de
type rectangulaire avec des rayons de courbure pour la face convexe différents dans les
deux directions, est utilisé pour fabriquer des résonateurs piézoélectriques de très grand
facteur de qualité et a été largement étudiée par tomographie à rayon X [74, 75]. Pour
ce type de résonateur, il existe des expressions analytiques pour les fréquences et les
profils des modes propres de vibration. On trouve en effet des solutions de l’équation
des ondes similaires aux modes Gaussiens électromagnétiques présents dans une cavité
optique. Elles ont la particularité de ne pas dépendre du diamètre du miroir et d’être
confinées au centre, ce qui les isole efficacement du dispositif de fixation du miroir.

4.4.1 Modes acoustiques Gaussiens

h0

O z

R

D

Face traitée

Fig. 4.14 – Schéma d’un miroir plan-convexe.

Comme nous l’avons vu avec l’exemple de la géométrie cylindrique, l’équation de pro-
pagation des ondes associée aux conditions aux limites même dans le cas d’un résonateur
libre n’a en général pas de solutions analytiques. La géométrie plan-convexe représentée
sur la figure 4.14 présente cependant dans le cadre de l’approximation paraxiale un en-
semble de solutions dont les expressions sont entièrement calculables et sont en fait
similaires au modes Gaussiens optiques. Cette approximation paraxiale n’est valide
que si la composante longitudinale kz du vecteur d’onde du mode selon l’axe (Oz) est
très grande devant la composante transverse k⊥. Il existe deux familles de solutions.
La première catégorie est formée des modes de cisaillement qui sont caractérisés par
des déformations du résonateur dans le plan transverse. La seconde regroupe les modes
de compression qui induisent des déplacements longitudinaux. Seuls ces derniers pro-
voquent une déformation de la surface selon l’axe (Oz) susceptible d’être couplée au
faisceau lumineux. Nous ne considérerons donc dans la suite que les modes de com-
pression. Chacun de ces modes est repéré par trois indices n, p et l et présente un
profil Gaussien [33, 75, 76] semblable au profil d’intensité du champ dans une cavité
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Fabry-Perot [77] :

unpl(r, θ, z) = e−(r/wn)2
(√

2
r

wn

)l

Ll
p

(

2
r2

w2
n

)

cos

(

n
πz

h(r)

)

cos(lθ), (4.27)

où Ll
p est un polynôme de Laguerre et h(r) désigne l’épaisseur du résonateur à une

distance r de l’axe. Dans le cas où r est petit devant le rayon de courbure R de la face
convexe, la fonction h(r) peut être approximée par :

h(r) = h0 −
r2

2R
, (4.28)

où h0 est l’épaisseur au centre. Enfin la grandeur wn dans l’équation (4.27) désigne le
col acoustique défini par :

w2
n =

2h0

nπ

√

Rh0 =
w2

1

n
. (4.29)

Le col wn décrôıt lorsque le vecteur d’onde longitudinal kz = nπ/h0 augmente.
On voit sur l’équation (4.27) que n désigne le nombre de ventres du mode selon l’axe

(Oz), p représente le nombre de zéros de la fonction radiale et l’indice l est relié à la
symétrie angulaire du mode. Les modes se répartissent en série d’harmoniques indicée
par n et composée d’un mode longitudinal n 0 0 fondamental accompagné de modes
d’indices transverses p et l non nuls. Les fréquences sont données par la relation :

Ω2
npl = Ω2

M

[

n2 + (2p+ l + 1)
2n

π

√

h0

R

]

, (4.30)

où ΩM est l’intervalle spectral libre du résonateur et vaut ΩM = πcl/h0 (cl est la vitesse
de propagation des ondes longitudinales donnée par l’équation (1.34)).

L’expression explicite de la fonction radiale unpl des modes acoustiques permet de
calculer de manière exacte leur masses Mnpl [équation (1.39)] :

Mnpl =
π

4
ρh0w

2
n, (4.31)

où ρ est la masse volumique du matériau. La masse est ainsi directement reliée au
volume du mode, c’est-à-dire le volume πw2

nh0 où le déplacement est important. Pour un
faisceau lumineux parfaitement centré sur le miroir, seuls les modes d’indice l = 0 sont
couplés avec le faisceau lumineux. La masse effective d’un mode à symétrie de révolution
(l = 0) se déduit de l’équation (4.31) et du calcul de l’intégrale de recouvrement entre
le profil Gaussien du mode et le profil d’intensité v0 du faisceau [équation (1.71)]. Si
l’on note w0 le col du faisceau lumineux, on trouve un recouvrement :

〈unp0(r, θ, z = 0), v2
0(r)〉 =

2w2
n

2w2
n + w2

0

(

2w2
n − w2

0

2w2
n + w2

0

)p

. (4.32)

Dans le cas où le col w0 du faisceau incident sur la cavité est très petit devant le col
acoustique w1 du mode fondamental, et pour des valeurs pas trop élevées des indices
n et p, l’intégrale de recouvrement devient simplement égale à l’unité. Nos paramètres
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expérimentaux (col du faisceau de mesure et rayon de courbure des résonateurs) sont
choisis de manière à rendre valide cette approximation. Les masses effectives mesurées
sont alors directement la masse du mode.

Revenons pour finir sur la condition de validité de l’approximation paraxiale. L’ex-
pression des fonctions spatiales des modes acoustiques permet d’écrire les deux compo-
santes kz et k⊥ du vecteur d’onde :

kz = n
π

h0
, k⊥ =

√

(2p+ l + 1)
2nπ

h0

√
Rh0

. (4.33)

En optique, les ondes lumineuses ont une longueur d’onde très petite devant la lon-
gueur de la cavité ce qui implique des ordres longitudinaux n très élevés, et justifie
l’approximation paraxiale. Les modes acoustiques ont quant-à-eux des ordres longitu-
dinaux proches de l’unité. La validité de l’approximation paraxiale requiert donc d’avoir
un rayon de courbure R de la face convexe du résonateur grand devant son épaisseur
h0.

4.4.2 Miroir plan-convexe de petit diamètre

12 mm

R=180 mm

14 mm

0h  =1,55 mm

Fig. 4.15 – Miroir plan-convexe de petit diamètre. Les dimensions reportées sur le schéma de droite
sont mesurées à partir de la photographie numérique.

Le premier résonateur plan-convexe que nous avons utilisé est le miroir de 12 mm
de diamètre qui nous a servi à observer le bruit thermique dans le chapitre 2. La figure
4.15 montre une photographie numérique de profil du résonateur. Il possède en fait une
couronne de 14 mm de diamètre qui permet de le centrer dans son support et de le
maintenir par une lame en chrysocale. Le rayon de courbure R de la face concave et
l’épaisseur au centre h0 qui déterminent toutes les caractéristiques des modes acous-
tiques sont mesurés en comptant les pixels de la photo numérique et valent respective-
ment R = 180 mm et h0 = 1, 55 mm. Avec un miroir plan-concave Newport, il forme
une cavité dont les caractéristiques ont été mesurées dans la section 1.2.1.

Pour les dimensions du miroir plan-convexe et une vitesse du son dans la silice
fondue cl = 5970 m/s, la formule (4.30) donne une fréquence de 1982 kHz pour le
mode fondamental et un écart entre les fréquences des modes transverses des séries
harmoniques de 57 kHz. Le spectre de bruit thermique observé sur une large plage
de fréquence présente un pic très prononcé à une fréquence de 1858 kHz, que nous
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Mode Fréq Ecart Q
npl (kHz) (kHz)

1 0 0 1858 (1982) 120 000
1 0 1 1862 4
1 0 2 1872 10
1 3 0 1935

2 0 0 3535 (3907) 250 000
2 0 1 3538 3
2 0 2 3548 10
2 0 3 3563 15
2 0 4 3581
2 2 0 3590 29
2 1 2 3608

Mode Fréq Ecart Q
npl (kHz) (kHz)

3 0 0 5820 (5832) 470 000
3 0 1 5890 70

4 0 0 7727 (7757) 440 000
4 0 1 7782 55
4 1 0 7837,2 55,4
4 0 2 7837,5
4 1 1 7891,3 54,2
4 0 3 7891,8
4 2 0 7944,5
4 1 2 7944,8 53,4
4 0 4 7945,5
4 1 3 7997,6 52,7

Tab. 4.4 – Caractéristiques des modes acoustiques du résonateur plan-convexe de diamètre 12 mm,
de rayon de courbure 180 mm et d’épaisseur 1,55 mm. Deuxième colonne : fréquences de résonance
expérimentales (les fréquences entre parenthèses correspondent aux fréquences théoriques). Troisième
colonne : écart entre modes transverses (la valeur théorique est de 57 kHz). Quatrième colonne :
facteurs de qualité mécanique du mode fondamental de chaque série.

1858 1872 1904
Fréquence (kHz)

1862

1 0 1 1 0 2 1 ? 0

1935

1 3 0n p l = 1 0 0

Fig. 4.16 – Profils des modes acoustiques observés sur la première série harmonique du miroir plan-
convexe.

avons étudié dans les chapitres précédents, accompagné d’une série de quatre autres
pics dont les fréquences sont quelques dizaines de kilohertz supérieures. Le spectre de
bruit thermique présente également plusieurs autres séries de pic aux alentours de 3500,
5800, et 7700 kHz. Le tableau 4.4 récapitule les fréquences de résonance et les facteurs
de qualité mécanique obtenus grâce à un ajustement Lorentzien des pics thermiques.

Les séries n = 1 et n = 2 présentent un écart avec les fréquences théoriques de plus
de 10% et l’intervalle entre modes transverses est très éloigné des 57 kHz attendus. Il
est en fait impossible d’associer les pics de résonance observés aux modes transverses
théoriques et la nomenclature mise en première colonne du tableau 4.4 pour ces deux
séries a été déterminée grâce à l’acquisition des profils spatiaux des modes acoustiques.
La figure 4.16 présente les cinq modes observés de la série n = 1, pour un diamètre
d’analyse de la surface du miroir de 11 mm. L’analyse de la fonction radiale du mode
fondamental 1 0 0 donne un col acoustique de 2,3mm, plus faible que la valeur théorique
w1 = 4, 1mm. Le profil du mode de fréquence 1904 kHz est tel qu’on ne peut déterminer
son ordre radial p.
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Les divergences des résultats sur les séries n = 1 et n = 2 ne se retrouvent cepen-
dant pas sur les deux autres séries n = 3 et n = 4 que nous avons analysées. Pour les
deux premières séries, les cols acoustiques théoriques w1 = 4, 1 mm et w2 = 2, 9 mm
ne peuvent être considérés comme petits devant le diamètre de 12 mm du miroir et les
effets de bord semblent jouer un rôle relativement important. La dernière colonne du
tableau 4.4 montre une amélioration nette des facteurs de qualité mécanique des modes
fondamentaux lorsque l’ordre n augmente, c’est-à-dire lorsque l’extension spatiale ca-
ractérisée par wn diminue. Cette amélioration de l’accord entre les profils observés et
théoriques en fonction de l’indice n a déjà été observée dans la référence [76] par tomo-
graphie par rayon X sur un résonateur plan-convexe piézoélectrique. Le profil du mode
fondamental est très bruité alors que les modes fondamentaux n = 3 et n = 5 s’ajustent
parfaitement avec des Gaussiennes. Ceci est en accord avec la remarque faite à la fin
de la section 4.4.1 ; la validité de l’approximation paraxiale se renforce pour des ordres
n élevés [équation (4.33)].

Dans le cas de notre résonateur, les troisième et quatrième séries, dont les cols
acoustiques théoriques sont w3 = 2, 3 mm et w4 = 2, 0 mm, ont leur mode fondamental
à la fréquence attendue avec une erreur inférieure à 0,5%. L’intervalle entre les modes
transverses des séries n = 3 et n = 4 est respectivement de 70 kHz et 55 kHz, en bon
accord avec la valeur théorique de 57 kHz. Sur la quatrième série où un grand nombre
de modes a pu être observé, on trouve la dégénérescence en fréquence des modes de
même 2p+ l prédite par l’équation (4.30). La figure 4.17 présente les profils des modes
de la quatrième série harmonique observés expérimentalement. Les inserts a, b, et c

montrent les fonctions radiales reconstruites à partir des distributions spatiales des
modes 4 0 0, 4 0 1, et 4 1 3. L’ajustement de la première fonction par une Gaussienne
(courbe en trait plein) donne une largeur w4 = 2, 4 mm, légèrement plus grande que
la valeur théorique (2,0 mm). Les deux autres courbes en trait plein sur les inserts b

et c présentent les fonctions radiales théoriques [équation (4.27)] tracées avec la valeur
expérimentale de w4 et sans paramètre ajustable autre que l’amplitude globale.

Pour réduire les effets de bord sur les modes acoustiques Gaussiens, nous avons alors
fait une étude similaire à celle présentée dans cette section, en utilisant un résonateur
plan-convexe de diamètre plus grand.

4.4.3 Miroir plan-convexe de grand diamètre

L’étude précédente a montré l’existence de modes Gaussiens ayant de bons facteurs
de qualité mécanique. Nous avons constaté une amélioration des facteurs de qualité
pour des harmoniques d’ordre élevé, et donc pour de grandes fréquences de résonance
dépassant même la bande passante de la cavité. Nous avons alors cherché à modifier
les dimensions du miroir afin de réduire les fréquences de résonance et d’obtenir des
modes acoustiques ayant de très grands facteurs de qualité mécanique, à des fréquences
de l’ordre du mégahertz. Nous avons choisi un miroir d’épaisseur 2,5 mm. Nous avons
conservé un rayon de courbure de la face convexe de 150 mm et choisi par contre un
diamètre de 34 mm, environ trois fois plus grand que le miroir précédent de manière
à réduire les effets de bord. Ce miroir n’étant cependant qu’un miroir de test, nous
n’avons besoin que d’une qualité optique moyenne pour étudier les modes de vibration.
Le traitement optique est donc un traitement classique sans super poli.
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Fig. 4.17 – Profils expérimentaux des modes acoustiques observés sur la quatrième série harmonique
du miroir plan-convexe. Les courbes a, b, et c sont les fonctions radiales expérimentales des modes 4
0 0, 4 0 1, et 4 1 3 ainsi que les fonctions théoriques tracées en trait plein.

Montage de la cavité

Le schéma de la cavité est reporté sur la figure 4.18. Le coupleur d’entrée est un
miroir plan-concave de rayon de courbure 1 m et de transmission égale à 98 %. Le
traitement du miroir plan-convexe a été réalisé par la société FICHOU qui garantit une
réflexion supérieure à 99,3 % à 810 nm. Ces caractéristiques conduisent à une cavité
de finesse F ' 300, suffisante pour observer la réponse mécanique du miroir à la force
de pression de radiation du faisceau arrière.

Les pièces de montage de la cavité sont réalisées en cuivre pour ne pas réduire
l’efficacité de l’asservissement en température. Le coupleur est maintenu par une lame
élastique en chrysocale. La face plane du miroir mobile repose sur trois plots positionnés
à 120◦ et usinés dans le support de miroir. Il est maintenu sur sa face convexe par une
bague comportant également trois plots exactement en vis-à-vis de ceux du support. Le
tout est serré par une lame de chrysocale. La cavité était au départ prévue pour avoir
une longueur de 1 mm afin que son mode fondamental optique s’adapte parfaitement
au col du faisceau incident, sans avoir à modifier le système d’injection de la lumière. La
finesse de la cavité étant cependant bien moins bonne que celle des cavités précédentes,
les pics d’Airy des résonances optiques étaient tellement larges qu’il était impossible
d’optimiser l’alignement et d’asservir la fréquence du laser sur le mode fondamental.
Nous avons donc ajouté un espaceur pour monter le coupleur, afin d’augmenter la
longueur de la cavité et diminuer sa bande passante d’un facteur de l’ordre de 20.
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Support vu de dessus Bague vue de dessous
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Fig. 4.18 – Schéma de montage de la cavité à miroir plan-convexe de diamètre 34 mm. Le support
du coupleur d’entrée a été allongé par un espaceur pour obtenir une cavité de 18 mm de longueur.
Le miroir plan-convexe est maintenu par un système de plots usinés dans le support et dans la bague
supérieure.

Résultats expérimentaux

Le rayon de courbure expérimental de la face convexe R = 148.5mm et l’épaisseur au
centre h0 = 2, 65 mm sont mesurés grâce à une photographie numérique du miroir prise
de profil (voir figure 4.19) comme pour le miroir plan-convexe utilisé précédemment.
Ces valeurs sont en très bon accord avec les spécifications du fabricant (R = 150 mm
et h0 = 2, 5 mm).

34 mm

R=148 mm

0h  =2,65 mm

Fig. 4.19 – Miroir plan-convexe de diamètre 34 mm vu de profil.

Avec ces caractéristiques du miroir, on attend le mode fondamental Gaussien npl =
1 0 0 à une fréquence de 1164 kHz et le fondamental 2 0 0 de la seconde série harmonique
à une fréquence de 2290 kHz. Nous avons mesuré le spectre de bruit thermique autour
de ces fréquences sur une fenêtre d’analyse de quelques centaines de kilohertz. Un
premier pic de résonance très étroit a été observé à la fréquence de 1116 kHz et un
second à la fréquence de 2121 kHz.

Les profils de ces deux modes acoustiques ont été acquis en balayant le faisceau
excitateur sur un diamètre d’analyse de 30,5 mm. Les deux courbes obtenues sont
présentées sur la figure 4.20. Les courbes possèdent un profil radial très confiné au
centre, s’annulant sur une large distance jusqu’au bord du miroir. Les deux fonctions
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Fig. 4.20 – Profils expérimentaux des deux premiers modes fondamentaux Gaussiens.

radiales présentent une légère oscillation que l’on observe également sur le profil du
mode Gaussien 1 0 0 du miroir plan-convexe de diamètre 12 mm (figure 4.16). Du fait
de cette déformation, il est difficile d’obtenir un ajustement parfait par une Gaussienne.
Nous avons estimé le col acoustique grâce à la largeur à mi-hauteur des fonctions
radiales. On obtient des cols w1 = 3, 5 mm et w2 = 2, 4 mm, plus petits que les valeurs
théoriques prédites par l’équation (4.29), respectivement 5,9 mm et 4,1 mm.

Les facteurs de qualité des modes 1 0 0 et 2 0 0 n’ont pas pu être mesurés à partir
des pics de résonance du spectre de bruit thermique. Leur largeur est en effet de l’ordre
du hertz, à la limite de la résolution spectrale de l’analyseur de spectre. Nous avons
alors mesuré les taux de relaxation de ces modes en évaluant les temps de décroissance
de la réponse à un échelon de modulation résonnante du faisceau arrière, comme cela
est décrit dans la partie 2.4. Les puissances de modulation intégrées sur une largeur de
30 Hz autour de la fréquence de résonance sont représentées en fonction du temps sur
la figure 4.21 en échelle logarithmique. Un ajustement par une droite donne des taux
de relaxation Γ1 0 0 = 2π× 2, 64 Hz et Γ2 0 0 = 2π× 3.26 Hz. Ces valeurs correspondent
à des facteurs de qualité mécanique Q1 0 0 = 350 000 et Q2 0 0 = 650 000. Ces résultats
sont à comparer aux facteurs de qualité mesurés sur le miroir plan-convexe de petit
diamètre (Q1 0 0 = 120 000 et Q2 0 0 = 250 000).

Pour finir nous avons mesuré les masses effectives des deux modes fondamentaux
grâce à leur réponse à la force de pression de radiation du faisceau arrière. On obtient
des masses M1 = 40 mg et M2 = 50 mg, en dessous des valeurs prédites par l’équation
(4.31), respectivement 153 mg et 77 mg. La géométrie plan-convexe permet ainsi d’ob-
tenir des modes acoustiques ayant une masse effective environ 100 fois plus petite que
la masse totale du miroir (de l’ordre de 3 g).

4.4.4 Conclusion

Nous avons observé et analysé les caractéristiques des modes Gaussiens dans un
miroir plan-convexe. La faible extension spatiale de ces modes fournit de très bons
facteurs de qualité mécanique et des masses effectives relativement faibles. Nous avons
en particulier observé une nette amélioration des facteurs de qualité lorsque l’ordre
harmonique est élevé ou que le diamètre du miroir est augmenté, ce qui correspond
dans les deux cas à avoir des modes acoustiques extrêmement confinés au centre du
miroir et par conséquent moins sensibles aux effets de bord.
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Fig. 4.21 – Evolution temporelle de la puissance de modulation des modes acoustiques Gaussiens 1 0
0 (courbe ce gauche) et 2 0 0 (courbe de droite) lorsque l’on coupe l’excitation résonnante du faisceau
arrière. Les taux de relaxation Γ sont déduits de l’ajustement par une exponentielle décroissante.

4.5 Modes cylindriques dans un miroir plan-convexe

Les modes Gaussiens d’un miroir plan-convexe possèdent des fréquences de résonance
relativement élevées comparées aux modes acoustiques d’un miroir cylindrique : pour
des dimensions à peu près similaires, le miroir plan-convexe de diamètre 34 mm décrit
dans la partie précédente possède un mode Gaussien fondamental à une fréquence
supérieure au mégahertz tandis que les miroirs cylindriques Newport utilisés dans la
partie 4.3 ont des modes acoustiques en dessous de 100 kHz. Un miroir plan-convexe
est donc un bon candidat pour mettre en évidence les effets quantiques de la pression
de radiation (voir chapitre 5) : il allie des fréquences de résonance élevées, ce qui permet
d’éviter les problèmes liés aux bruits techniques à basse fréquence, à une masse effective
faible et des facteurs de qualité élevés, ce qui améliore la réponse mécanique du miroir
aux fluctuations quantiques de la pression de radiation.

L’existence de modes Gaussiens est une conséquence sur le plan théorique de l’ap-
proximation paraxiale. Nous avons vu toutefois que les modes de fréquence de résonance
basse ne sont pas parfaitement Gaussiens. Par ailleurs, l’existence de solutions de
forme Gaussienne pour l’équation de propagation n’exclut pas l’existence de modes
acoustiques de structure spatiale différente. Ceci est particulièrement important pour
connâıtre le comportement du miroir en dehors des fréquences de résonance. En parti-
culier, à basse fréquence, cela détermine les possibilités d’observer des effets quantiques
comme la compression des fluctuations du champ par une cavité à miroir mobile [22], ou
encore le niveau de bruit thermique dans un interféromètre gravitationnel. Dans cette
partie, nous étudions les modes acoustiques non Gaussiens d’un miroir plan-convexe,
tout d’abord sur le plan théorique, puis sur le plan expérimental.
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Fig. 4.22 – Susceptibilité statique χeff [Ω ' 0] en fonction de la taille w0 du col optique, pour un miroir
plan-convexe d’épaisseur 2,5 mm et de rayon de courbure 150 mm. Les points sont les résultats de
l’approche modale en ne considérant que les modes Gaussiens ; la ligne droite correspond à l’approche
globale, valide pour des petits cols optiques.

4.5.1 Evidence théorique de l’existence de modes non Gaussiens

Nous avons vu dans la section 1.1.3 que le mouvement du miroir est déterminé par
la susceptibilité effective χeff faisant intervenir la somme des susceptibilités de chaque
mode pondérées par l’intégrale de recouvrement avec la lumière. Par exemple, le spectre
de bruit thermique du miroir à basse fréquence se met sous la forme :

Sx[Ω ' 0] = 2kBT
φ[Ω]

Ω
χeff [Ω ' 0], (4.34)

où φ[Ω] est l’angle de perte, supposé indépendant du mode acoustique. D’après les
équations (1.70) et (1.75), la susceptibilité à basse fréquence χeff [Ω ' 0] peut se mettre
sous la forme :

χeff [Ω ' 0] =
∑

n

〈v2
0, un〉2
MnΩ2

n

. (4.35)

Dans le cas d’un miroir plan-convexe et si l’on ne considère que les modes Gaussiens,
tous les paramètres présents dans cette équation ont une expression analytique connue
[voir équation (4.29) à (4.32)]. On peut alors effectuer la somme numériquement [78]. La
figure 4.22 montre le résultat obtenu pour un miroir d’épaisseur au centre h0 = 2, 5 mm
et de rayon de courbure de la face convexe R = 150 mm. La susceptibilité statique
atteint des valeurs relativement élevées pour des petits cols optiques. Par exemple,
pour un col de 10 µm, le miroir est équivalent à un pendule de fréquence de résonance
égale à 1 MHz et ayant une masse de 800 µg seulement.

On peut comparer ce résultat à celui donné par l’approche globale [63, 64, 65], valide
pour des des petits cols optiques w0. Cette approche consiste à considérer un miroir de
taille infinie et à calculer l’énergie correspondant à la déformation statique sous l’effet
d’une force de pression de radiation constante. Elle donne [79] :

χeff [Ω ' 0] =
1 − σ2

√
πEw0

. (4.36)
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Fig. 4.23 – Evolution des fréquences de résonance des premiers modes acoustiques d’un miroir
d’épaisseur au centre 1 mm et de diamètre 4 mm, lorsqu’on le déforme progressivement depuis une
géométrie cylindrique (R = ∞) jusqu’à une calotte sphérique (R = 2, 5 mm).

où E est le module d’Young du matériau et σ le coefficient de Poisson. Comme le
montre la figure 4.22, on a un bon accord qualitatif entre les deux approches pour
de petits cols optiques. La méthode globale donne toutefois une susceptibilité statique
systématiquement plus grande que la décomposition modale. Cela traduit le fait que la
décomposition sur les seuls modes Gaussiens ne décrit pas entièrement le comportement
du miroir : les modes Gaussiens ne contribuent à la susceptibilité statique que pour une
proportion de l’ordre de 60%.

Nous avons cherché à déterminer les modes acoustiques manquants dans l’approxi-
mation paraxiale, à l’aide d’une modélisation par éléments finis. Olivier Arcizet, au
cours de son stage de DEA, a effectué un séjour au laboratoire LNL de Padoue où il
a pu utiliser le logiciel ProMechanica [80]. Il a ainsi obtenu un certain nombre de
modes acoustiques non Gaussiens dont il a déterminé les fréquences de résonance et les
structures spatiales. Les fréquences et les profils varient continûment lorsque l’on fait
varier le rayon de courbure de la face convexe de l’infini (correspondant à un miroir
cylindrique) jusqu’à une valeur finie. Comme le montre la figure 4.23, un miroir plan-
convexe possède des modes acoustiques similaires à ceux d’un miroir cylindrique, avec
des variations de quelques pourcents seulement.

4.5.2 Etude expérimentale avec le miroir de diamètre 34 mm

Nous avons étudié le mouvement d’un miroir plan-convexe à basse fréquence afin de
mettre en évidence expérimentalement d’éventuels modes de vibration non Gaussiens.
Pour observer les modes prédits par la simulation par éléments finis, nous avons préféré
utiliser le miroir de diamètre 34 mm plutôt que le miroir de diamètre 12 mm. Le
système de fixation par plots du miroir de diamètre 34 mm impose certainement moins
de contraintes que le serrage direct par lame chrysocale du miroir de diamètre 12 mm.

La cavité possède cependant une sensibilité bien moins bonne que celle du miroir de
diamètre 12 mm, et les pics de résonance dus aux modes acoustiques ne sont pas visibles
directement sur le spectre de bruit thermique. D’autre part, la technique d’acquisition
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Fig. 4.24 – Schéma du procédé d’acquisition de la réponse mécanique du miroir à la force de pression
de radiation du faisceau arrière sur une large plage de fréquence.

point par point de la réponse du miroir à l’excitation résonnante par le faisceau arrière
déjà utilisée dans la partie 2.3 n’est pas applicable telle quelle. Le temps d’acquisition
et de transfert du résultat à l’ordinateur est de l’ordre d’une seconde par point et, si l’on
espère des facteurs de qualité mécanique des modes supérieurs à 10 000, il est nécessaire
d’effectuer une mesure au moins tous les 10 Hz pour ne manquer aucune résonance.
L’étude de la réponse du miroir sur une plage de fréquence de l’ordre du mégahertz
prendrait alors un temps considérable.

Nous avons donc utilisé un procédé différent basé sur la détection synchrone de
l’excitation arrière et dont le schéma est reporté sur la figure 4.24. On reprend le
dispositif expérimental présenté sur la figure 4.5, en gardant le faisceau arrière centré
sur le miroir mais en modifiant de manière continue la fréquence du générateur. Le
générateur IFR 2030 que nous utilisons possède une fonction SWEEP lui permettant
d’exécuter une rampe de fréquence. On utilise alors la sortie REF OUT qui fournit un
signal synchronisé avec le signal de référence délivré par le générateur et de fréquence
égale à la fréquence de démodulation des quadratures.

Le générateur de signal est programmé pour produire une rampe de fréquence de
10 kHz de large. La fréquence du signal varie en fait selon un millier de paliers dont la
durée est de 10 ms. Le démarrage et la fin de la rampe s’accompagnent d’une impulsion
générée par le synthétiseur sur une sortie auxiliaire. On acquiert les deux sorties X1 et
X2 de la bôıte de démodulation sur l’oscilloscope numérique TDS 420, sur une durée
supérieure au temps de balayage et en mode 2500 points par courbe. Le signal auxiliaire
est également récupéré et sa première impulsion est utilisée pour déclencher l’acquisition
avec un prétrig de 1 %. Les trois traces sont ensuite transférées à l’ordinateur qui
reconstitue le spectre en réalisant la somme X2

1 +X2
2 . Les impulsions de début et de fin

de balayage sont utilisées par l’ordinateur pour convertir l’échelle temporelle en échelle
de fréquence. L’ordinateur commande ensuite l’acquisition sur la plage de fréquence
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Fig. 4.25 – En haut : réponse du miroir de diamètre 34 mm à une excitation dont la fréquence est
balayée entre 600 et 1300 kHz. En bas : répartition des fréquences de résonance des modes d’ordre
circonférentiel n = 0 calculée par Cypres pour un miroir cylindrique de diamètre 34 mm et de 2,5
mm d’épaisseur.

suivante.

4.5.3 Résultats expérimentaux

La courbe du haut de la figure 4.25 présente la réponse du miroir de diamètre 34
mm à l’excitation par le faisceau arrière, balayé en fréquence entre 600 et 1300 kHz.
L’objet de cette étude étant simplement de repérer les pics de résonance du miroir
nous n’avons pas effectué de calibration de la puissance de modulation et la courbe est
présentée en unité arbitraire. On constate la présence de nombreux pics de résonance
en dessous de la fréquence de résonance du mode Gaussien fondamental (1116 kHz).
Ces modes ne sont pas prédits dans le cadre de l’approximation paraxiale.

Nous avons comparé les fréquences de résonance de ces modes à celles des modes
acoustiques d’un miroir cylindrique de dimensions comparables (diamètre 34 mm et
épaisseur 2,5 mm). La courbe du bas de la figure 4.25 représente les fréquences de
résonance calculées par Cypres, pour les modes à symétrie cylindrique (n = 0). La
correspondance entre les fréquences calculées et mesurées sur le miroir est nettement
moins bonne que pour le miroir cylindrique Newport. Nous avons mesuré les profils
spatiaux des modes acoustiques présents sur le spectre et les avons comparés aux profils
calculés par Cypres. Les profils expérimentaux de quelques-uns de ces modes sont
représentés dans la colonne de gauche de la figure 4.26. En regard dans la colonne
du milieu sont représentés les profils théoriques du mode de plus proche fréquence
de résonance. A part pour le premier mode de fréquence 777 kHz, on constate un
très bon accord entre les structures spatiales expérimentale et théorique. La colonne
de droite présente les fonctions radiales déterminées comme dans la section 4.3.2. On
observe un bon accord entre les profils théorique et mesuré. Les deux profils deviennent
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Fig. 4.26 – Profils des modes cylindriques observés sur le miroir plan-convexe de diamètre 34 mm.
A gauche : profils expérimentaux. Au milieu : profils calculés par Cypres pour un miroir cylindrique
de mêmes dimensions. A droite : fonctions radiales expérimentale et théorique.

significativement différents pour des distances radiales proches du rayon du miroir, ce
qui correspond à des zones où l’épaisseur du miroir s’écarte sensiblement de la valeur
au centre. On retrouve cependant l’allure générale des modes acoustiques prédite par
le calcul.

Si la plupart des modes que l’on observe sont de symétrie de révolution, on observe
néanmoins quelques modes d’ordre circonférentiel n = 1. La figure 4.26 montre par
exemple le mode 1 0 17 dont le profil et la fréquence sont en excellent accord avec
les calculs d’Hutchinson. Le mode 0 0 11, malgré son numéro d’ordre m relativement
élevé présente un profil théorique très peu accidenté. Il se distingue des autres modes
possédant des fréquences supérieures au mégahertz dont les profils sont plutôt similaires
à ceux des modes 0 0 9 ou 1 0 17 avec de nombreux replis. Son existence est pourtant
confirmée par le mode expérimental observé à la fréquence 1194 kHz et dont le profil
présente la même allure particulière.

Le mode observé à la fréquence de 777 kHz semble correspondre au mode théorique
0 1 9 dont la fréquence vaut 776,9 kHz. Il présente cependant un profil relativement sin-
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gulier qui possède une ”double” symétrie angulaire n = 0 et n = 9. Ceci est contraire
aux calculs théoriques puisqu’ils prédisent une dépendance angulaire uniquement du
type cos(nθ). Ce profil particulier semble provenir plutôt d’une dégénérescence acci-
dentelle de deux modes de symétries angulaires différentes. En faisant tourner le pro-
gramme Cypres pour la valeur n = 9 de l’ordre circonférentiel, on trouve que le mode
nξm = 9 0 5 possède une fréquence de résonance de 762 kHz. Les profils théoriques
des modes 0 1 9 et 9 0 5 sont reportés sur la figure 4.26. Le profil théorique du mode
9 0 5 reste cependant assez éloigné de ce qui est observé, mais c’est le seul ayant la
symétrie n = 9 sur une plage de 100 kHz de large. La convexité du miroir peut ex-
pliquer la déformation du profil et le fait que ces modes se soient retrouvés avec des
fréquences de résonance très voisines. L’excitation résonnante par le faisceau arrière
agit indifféremment sur les deux modes et le bruit de phase du faisceau réfléchi par la
cavité retranscrit la superposition de leurs réponses mécaniques.

Les profils des modes cylindriques présentés dans cette section sont à comparer aux
profils des modes Gaussiens observés sur le même miroir. Les modes cylindriques ont
une extension spatiale qui est toujours de l’ordre de la taille du miroir, soit à cause d’un
profil radial peu accidenté (mode 0 0 11), soit du fait des replis se répétant jusqu’au
bord du miroir (modes 0 1 9...). Les modes Gaussiens de la figure 4.20 présentent des
profils radicalement différents, avec une extension spatiale beaucoup plus faible que le
diamètre du miroir.

4.5.4 Des modes cylindriques aux modes Gaussiens

Nous avons tenté de mieux comprendre la coexistence des deux types de modes
acoustiques cylindriques et Gaussiens dans un miroir plan-convexe et en particulier
l’apparition des modes Gaussiens lorsque le rayon de courbure du miroir passe de l’in-
fini à une valeur finie. Pour cela nous avons étudié plus en détail la structure des
modes cylindriques dont la fréquence est voisine de la fréquence du mode fondamental
Gaussien.

L’épaisseur du miroir h0 et la vitesse des ondes longitudinales cl dans la silice per-
mettent de définir une fréquence ΩM = πcl/h0 correspondant à une onde se réfléchissant
sur les deux faces du miroir. Cette fréquence est proche de la fréquence du mode fon-
damental Gaussien pour un miroir plan-convexe d’épaisseur h0 et de rayon de courbure
grand devant l’épaisseur. Nous avons utilisé le programme Cypres pour calculer la
distribution spatiale de quelques modes cylindriques dont la fréquence est proche de
ΩM . Nous avons également étudié la dépendance du déplacement en fonction de la
position z selon l’épaisseur du substrat (z = 0 est le plan du miroir). Les modes Gaus-
siens auxquels la lumière est sensible ont un déplacement purement longitudinal avec
une dépendance en cos(πz/h0) pour le mode fondamental [équation (4.27)]. Nous avons
donc calculé la composante longitudinale du déplacement pour les modes cylindriques.

La figure 4.27 montre les profils spatiaux de quelques modes calculés par le pro-
gramme Cypres pour un miroir cylindrique de diamètre 12 mm et d’épaisseur 1,5
mm. La colonne de droite représente la dépendance selon z de la composante longitu-
dinale u(r = 0, z) prise sur l’axe central (r = 0) du miroir. Les calculs exécutés par
Cypres pour des rapports d’aspect de l’ordre de ceux de nos miroirs (D/h0 de l’ordre
de la dizaine) montrent que pour un mode donné, l’allure de la fonction u(r, z) change
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Fig. 4.27 – Profils de quelques modes cylindriques pour un miroir de 12 mm de diamètre et 1,5 mm
d’épaisseur. Les graphes représentent la dépendance de la composantes longitudinale u(r = 0, z) prise
sur l’axe du miroir, en fonction de la profondeur z. La courbe en pointillés est la dépendance du mode
Gaussien fondamental.

peu (variations relatives inférieures à 10%) lorsque r varie et s’ajuste très bien avec une
fonction sinusöıdale. Les modes dont la fréquence est proche de ΩM ont une dépendance
en z qui cöıncide parfaitement avec celle du mode fondamental Gaussien.

Lorsque le numéro d’ordre m augmente, la fonction radiale devient de plus en plus
accidentée et le nombre de replis augmente (voir les modes 0 0 1 et 0 0 6 sur la figure
4.27). Cependant, autour de la fréquence ΩM ' 2 MHz, on observe un mode dont la
structure se simplifie (mode 0 0 7). Pour des fréquences supérieures les modes présentent
de nouveau des fonctions radiales avec de nombreuses vagues. Ce phénomène s’est
répété pour toutes les dimensions du miroir que nous avons testé. En particulier pour
un miroir de diamètre 34 mm et d’épaisseur 2,5 mm, on observe autour de la fréquence
1100 MHz deux modes (les modes 0 0 10 et 0 0 11) ayant une structure spatiale très
simple, alors que les modes de numéro d’ordre voisin présentent des fonctions radiales
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plus accidentées.
Ainsi, il existe, dans un miroir cylindrique, un mode acoustique de fréquence voisine

de la fréquence de résonance du mode fondamental Gaussien d’un miroir plan-convexe
de même épaisseur h0 (ΩM), et dont la distribution spatiale est très proche de celle du
mode Gaussien fondamental. On peut alors penser que l’apparition des modes Gaus-
siens lorsque l’on passe d’un miroir parfaitement cylindrique à un miroir plan-convexe
provient en fait de la déformation continue de ces modes cylindriques particuliers vers
un profil Gaussien.



Chapitre 5

Effets quantiques dans les mesures

de petits déplacements

Nous traitons dans ce dernier chapitre de certains aspects quantiques du couplage
optomécanique. Nous verrons en particulier dans la première partie que les fluctuations
quantiques de l’intensité du faisceau intracavité produisent des variations de la pression
de radiation sur le miroir mobile, ce qui conduit à une limite quantique standard dans
la mesure de ses déplacements. Cette limite quantique standard peut être dépassée
en injectant des états comprimés du champ dans le système, ou encore en profitant
des propriétés quantiques du champ intracavité. La deuxième partie est consacrée à
l’étude d’un exemple de technique permettant d’améliorer la sensibilité d’une mesure
interférométrique en désaccordant la cavité de mesure. Dans la dernière partie nous nous
intéressons à un nouveau type de détecteur d’ondes gravitationnelles, basé sur un double
résonateur mécanique. Nous présentons une estimation complète des bruits thermiques
et quantiques, en utilisant une méthode générale de calcul qui s’applique à n’importe
quelle géométrie des résonateurs. Nous en déduisons la sensibilité que pourrait atteindre
une antenne gravitationnelle constituée de deux sphères imbriquées.

5.1 Effets de la pression de radiation

Nous reprenons dans cette partie la discussion amorcée dans le premier chapitre, en
ne négligeant plus désormais les effets de la pression de radiation. La première section
traite des effets statiques de la pression de radiation, en particulier nous étudierons
les phénomènes de bistabilité qui apparaissent pour de grandes intensités intracavité.
La section suivante présente les effets des fluctuations quantiques de la pression de
radiation sur la sensibilité des mesures de petits déplacements et montre l’existence
d’une limite quantique standard. La dernière section discute des conditions favorables
à l’observation expérimentale de cette limite quantique standard.

5.1.1 Bistabilité

Nous considérons une cavité à une seule entrée-sortie dont le miroir arrière est mo-
bile. Les relations (1.87–1.90) entre les champs moyens entrant, sortant, intracavité et
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Fig. 5.1 – Courbe de gauche : déformation du pic d’Airy de l’intensité intracavité pour un déphasage
non linéaire ΨNL négligeable devant γ (courbe en pointillé) et de l’ordre de γ (courbe en trait plein).
Courbe de droite : cycle d’hystérésis obtenu en balayant l’intensité incidente.

le désaccord de la cavité montrent que l’effet de la pression de radiation est équivalente
à un effet Kerr, comme celui produit par un milieu non linéaire de type χ(3) placé dans
la cavité [81, 82, 83, 43]. En plus du déphasage Ψ0 dû au désaccord entre la cavité et
la lumière, le champ subit un déphasage non linéaire ΨNL proportionnel à l’intensité
moyenne I [équation (1.88)]. Cet effet à des conséquences importantes sur le comporte-
ment de la cavité. En particulier, il peut apparâıtre des phénomènes de bistabilité [44],
lorsque le déphasage non linéaire devient suffisamment grand par rapport aux pertes
2γ de la cavité.

Lorsque l’on balaye le désaccord Ψ0, le pic d’Airy décrit par l’intensité intracavité est
modifié par rapport au cas d’une cavité rigide (voir figure 5.1). Pour certaines valeurs du
déphasage Ψ0 il peut exister jusqu’à trois valeurs possibles pour l’intensité intracavité,
deux correspondant à une situation stable, la troisième à une situation instable. Lorsque
le système se trouve sur la branche AB, une augmentation du désaccord Ψ0 rapproche
le système de la condition de résonance et entrâıne une augmentation de l’intensité
dans la cavité. La pression de radiation du faisceau intracavité qui en résulte repousse
le miroir mobile, ce qui a pour effet d’augmenter le déphasage total Ψ = Ψ0 + ΨNL et
donc de rapprocher le système de la résonance. Ainsi le sommet du pic d’Airy, atteint
pour une valeur nulle du désaccord Ψ, correspond en fait à un désaccord Ψ0 négatif. Le
pic d’Airy est déformé vers les valeurs négatives du désaccord, avec un flanc montant
plus raide et un flanc descendant moins pentu.

Un raisonnement analogue peut être fait lorsque l’on fait varier l’intensité incidente

I
in

, pour un désaccord Ψ0 fixé. En combinant les équations (1.88) et (1.89), on trouve
que l’intensité intracavité I est solution d’une équation du troisième degré :

I
(

γ2 + (Ψ0 + 4~k2χ[0]I)2
)

= 2γI
in
. (5.1)

Il peut ainsi exister pour une valeur donnée de l’intensité incidente I
in

jusqu’à trois
solutions stationnaires, dont deux seulement sont stables. Ce sont les branches AB et
CD de la courbe de droite de la figure 5.1. Le cycle d’hystérésis résultant de cette
bistabilité purement mécanique a été mis en évidence expérimentalement par Dorsel
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Fig. 5.2 – Sensibilité d’une mesure de petits déplacements lorsque l’intensité incidente varie. Les
courbes en pointillés représentent les bruits de phase et de pression de radiation.

et al [84] à l’aide d’une cavité de finesse 15, constituée d’un miroir fixe et d’un miroir
déposé sur une plaque de quartz suspendue par deux fils de tungstène. La fréquence
de résonance mécanique du système pendulaire est de l’ordre de quelques hertz, et la
puissance incidente nécessaire pour observer le cycle d’hystérésis est de l’ordre de 1 W .

La bistabilité du système optique a également des conséquences sur les fluctua-
tions quantiques des champs intracavité et réfléchi. L’équivalence entre les effets op-
tomécaniques dus au miroir mobile et un milieu Kerr placé dans une cavité montre
qu’une compression du champ peut être réalisée par un tel système [22, 85] ainsi que
des états non classiques du mouvement du miroir [86, 87, 88]. Le miroir mobile peut
également produire un effet Kerr croisé entre deux faisceaux injectés dans la cavité et
permettre ainsi de réaliser une mesure quantique non destructive [24, 89]. Cette mesure
consiste à envoyer un faisceau intense dans la cavité et à mesurer, grâce à un second
faisceau de plus faible intensité, les fluctuations quantiques de la position du miroir
mobile engendrées par la pression de radiation du faisceau intense. On crée ainsi des
corrélations quantiques entre l’intensité du premier faisceau et la phase du second.

5.1.2 Limite Quantique Standard

Nous avons calculé dans la section 1.1.4 le plus petit déplacement observable δxshot

d’un miroir mobile dans une cavité Fabry-Perot de finesse F et pour une intensité

incidente moyenne I
in

du faisceau de mesure. Nous avons supposé dans ce calcul que
la mesure de petits déplacements est uniquement limitée par le bruit quantique de
phase du faisceau incident. Le résultat en fonction de la fréquence d’analyse Ω s’écrit
[équation (1.105)] :

δxshot[Ω] =
λ

16F
1

√

I
in

√

1 +

(

Ω

Ωcav

)2

. (5.2)

On pourrait penser que la sensibilité de la mesure peut être rendue aussi petite qu’on
le souhaite simplement en augmentant l’intensité du faisceau de mesure. Nous avons
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cependant négligé les effets quantiques de la pression de radiation dans cette expression,
qui pour un faisceau intense vont induire des fluctuations de position venant perturber
la mesure.

La force de pression de radiation est proportionnelle à l’intensité intracavité,

Frad = 2~k|α|2, (5.3)

et ses fluctuations sont proportionnelles à la quadrature d’intensité δp [équation (1.95)],

δFrad[Ω] = 2~kαδp[Ω]. (5.4)

Ces fluctuations induisent des fluctuations de position δxrad du miroir données par :

δxrad[Ω] = χ[Ω]δFrad[Ω], (5.5)

où χ est la susceptibilité mécanique du miroir. On déduit δxrad de l’équation (5.4) et
de l’expression des fluctuations de la quadratures d’intensité intracavité δp en fonction
de celles du champ incident δpin [équation (1.97)] :

δxrad[Ω] =
4~k
√

I
in

γ − iΩτ
χ[Ω]δpin[Ω]. (5.6)

Pour un faisceau incident dans un état cohérent, les fluctuations δpin sont décorrélées
des fluctuations de phase δqin et sont caractérisées par un spectre de bruit S in

p [Ω] égal
à 1. Cette dernière équation montre que le bruit de pression de radiation a un effet sur

la sensibilité de la mesure proportionnel à
√

I
in

, alors que nous avons vu sur l’équation

(5.2) que le bruit de phase a un effet en 1/
√

I
in

. La figure 5.2 montre les bruits de
position δxshot et δxrad en fonction de l’intensité du faisceau de mesure. Ces deux bruits
étant décorrélés, le bruit total dans la mesure est égal à leur somme quadratique. Un
compromis entre ces deux bruits conduit à l’existence d’un optimum pour la sensibilité.
Cette limite quantique standard [13, 14] est atteinte lorsque les bruits quantiques de
phase et de pression de radiation sont égaux, c’est-à-dire pour une intensité incidente

I
in

LQS égale à :

I
in

LQS =
γ2 + Ω2τ 2

32~k2|χ[Ω]| . (5.7)

On trouve alors un plus petit déplacement mesurable δxLQS égal à :

δxLQS[Ω] =
√

~|χ[Ω]|. (5.8)

Cette dernière quantité ne dépend que des propriétés mécaniques du miroir. La limite
est d’autant plus basse que le miroir répond peu à la force de pression de radiation
(χ[Ω] petit). Par contre, si l’on désire exalter les effets de pression de radiation pour
les rendre visibles expérimentalement, il est intéressant de se placer au voisinage d’une
résonance mécanique et d’utiliser un miroir léger ayant un grand facteur de qualité.

Notons que cette limite quantique n’est pas une véritable limite fondamentale car
elle est liée à un certain nombre d’hypothèses, telles que l’utilisation d’états cohérents du
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champ pour lesquels les fluctuations de phase et d’intensité sont décorrélées. Il est pos-
sible de battre cette limite en utilisant des états comprimés ou encore en désaccordant
la cavité, comme cela est décrit dans la partie suivante. Il existe toutefois une limite
quantique ultime, liée aux processus de dissipation, qui est beaucoup plus faible que
la limite quantique standard puisqu’elle consiste à remplacer dans l’équation (5.8) le
module de χ par sa partie imaginaire [16].

5.1.3 Observation de la limite quantique standard

Pour mettre en évidence expérimentalement les effets quantiques de la pression de
radiation dans les mesures interférométriques, il est nécessaire de réaliser une mesure
des déplacements du miroir suffisamment sensible pour observer la limite quantique
standard. Dans notre montage actuel, avec le miroir plan-convexe de petite taille, la
susceptibilité mécanique au voisinage du mode fondamental Gaussien est caractérisée
par les paramètres :

χ[Ω] =
1

M (Ω2
M − Ω2 − iΓΩ)







M = 230 mg
ΩM = 1858 MHz

Γ = 2π × 43 Hz
(5.9)

Pour ces valeurs, on trouve une sensibilité δxLQS à résonance de :

δxLQS[ΩM ] =
√

~/MΓΩM ' 3 × 10−20m/
√
Hz. (5.10)

Ce déplacement est environ 2 000 fois plus faible que le bruit thermique observé dans
les chapitres précédents. Ceci montre que l’observation de la limite quantique standard
impose des conditions très sévères sur les paramètres expérimentaux.

On peut résumer ces conditions à l’aide de deux paramètres très simples [24]. Le
premier se déduit de la condition sur l’intensité incidente [équation (5.7)]. En négligeant
l’effet de filtrage par la cavité présent au numérateur et en utilisant la définition du
déphasage non linéaire [équation (1.88)], cette condition s’écrit :

4
ΨNL

γ

∣

∣

∣

∣

χ[Ω]

χ[0]

∣

∣

∣

∣

' 1. (5.11)

A basse fréquence où χ[Ω] ' χ[0], cette condition devient ΨNL/γ ' 1. Il s’agit là d’une
condition usuelle en optique quantique, que l’on retrouve par exemple pour les cavités
contenant un milieu Kerr [81, 82, 83, 43] : l’observation d’effets quantiques tels que la
compression du champ nécessite d’avoir un déphasage non linéaire du même ordre de
grandeur que les pertes de la cavité. Notons que cette condition correspond également
à l’apparition de la bistabilité (voir section 5.1.1).

La condition (5.11) est plus facile à satisfaire à résonance puisqu’elle devient :

ΨNL

γ
' 1

Q
. (5.12)

Les effets quantiques de la pression de radiation étant exaltés par la résonance mécanique,
on peut atteindre la limite quantique standard pour une intensité d’autant plus faible
que le facteur de qualité est grand.
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Pour fixer les ordres de grandeur, avec les paramètres actuels de la cavité (finesse
de 37 000, puissance incidente de 100 µW ) et du miroir [équation (5.9)], il manque un
peu plus de deux ordres de grandeur pour satisfaire la condition (5.12). Nous devrions
pouvoir gagner un tel facteur en améliorant les qualités optiques et mécaniques du
miroir mobile et de la cavité.

La seconde condition à satisfaire pour observer la limite quantique standard est que
le système soit effectivement limité par les bruits quantiques. En particulier, le bruit
thermique du miroir doit être plus petit que les déplacements induits par la pression
de radiation. D’après l’équation (1.6) cela revient à comparer les spectres des forces de
Langevin et de pression de radiation. En supposant que le miroir est équivalent à un
oscillateur harmonique de susceptibilité donnée par l’équation (5.9), et en négligeant
le filtrage par la cavité, les effets de pression de radiation sont supérieurs au bruit
thermique si :

nT

Q
� ΨNL

γ
, (5.13)

où nT = kBT/~ΩM est le nombre de quanta thermiques du miroir. Pour observer les
effets quantiques de la pression de radiation, on a donc intérêt à placer la cavité à basse
température et à utiliser un miroir possédant un grand facteur de qualité mécanique. Il
est aussi préférable d’utiliser un miroir ayant des fréquences de résonance relativement
élevées : à une fréquence de 1 MHz, le nombre de quanta thermiques est encore de
20 000 par Kelvin, ce qui impose de placer le système à une température inférieure à
10 K pour un facteur de qualité Q de 106.

5.2 Réduction du bruit quantique avec une cavité désaccordée

Si les interféromètres gravitationnels actuels ne sont pas sensibles aux effets quan-
tiques de la pression de radiation, les travaux récents sur la seconde génération d’an-
tennes montrent qu’il n’en sera pas de même pour ces dernières [11, 12]. De nom-
breuses études ont été réalisées pour réduire les bruits quantiques dans les mesures
interférométriques. Les principales techniques proposées consistent à utiliser des états
comprimés du champ pour créer des corrélations quantiques entre les fluctuations de
phase et d’intensité [15, 16, 90, 91], ou a utiliser les corrélations induites par la pression
de radiation dans l’interféromètre. Le champ à la sortie de l’interféromètre est en fait
dans un état comprimé, et on peut augmenter le rapport signal à bruit en adaptant la
quadrature du champ mesurée à la sortie [92].

En vue de la seconde génération d’antennes, les travaux récents s’intéressent aux
possibilités d’implantation de ces techniques sur l’interféromètre. Il a ainsi été pro-
posé de nouvelles méthodes, comme le verrouillage quantique des miroirs à l’aide d’un
contrôle local de leur déplacement [93, 94], ou encore l’utilisation d’un miroir de recy-
clage placé à la sortie de l’interféromètre. Celui-ci permet d’améliorer la sensibilité de
l’antenne sur une plage de fréquence étroite [11, 95], et même de passer en dessous de
la limite quantique standard en désaccordant la cavité effective constituée par ce miroir
et l’interféromètre [96].

Dans cette partie, nous présentons une technique similaire mais qui fonctionne sans
miroir de recyclage, et qui pourrait facilement être démontrée expérimentalement à
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Fig. 5.3 – Schéma d’une mesure interférométrique réalisée avec une seule cavité. Le déphasage du
champ réfléchi est sensible au signal xsig correspondant à une variation apparente de la longueur de
la cavité, mais aussi au déplacement xm + δxm du miroir induit par la pression de radiation.

partir de notre montage. Le principe consiste à désaccorder les cavités dans les bras
de l’interféromètre. Pour étudier les conséquences de ce désaccord, nous considérons
le système plus simple mais équivalent constitué d’une seule cavité (figure 5.3). Les
interférences à la sortie de l’interféromètre sont en effet une conséquence des déphasages
des champs réfléchis par les cavités placées dans les deux bras.

Le signal correspond à une variation apparente xsig de la longueur de la cavité qui
peut être due au passage d’une onde gravitationnelle ou, dans notre montage, à une
modulation de la fréquence du laser. Nous supposons pour simplifier qu’un seul miroir
est mobile et que le système est limité par le bruit quantique : le bruit thermique est
négligeable et le déplacement du miroir n’est dû qu’à la force de pression de radiation
du faisceau intracavité.

Nous allons d’abord calculer l’effet du signal et des bruits quantiques sur les qua-
dratures du champ réfléchi par la cavité lorsque celle-ci est désaccordée. Après avoir
déterminé les conditions de stabilité du système, nous montrons qu’il est possible
d’améliorer le rapport signal à bruit dans certaines conditions, et de battre la limite
quantique standard.

5.2.1 Quadratures du champ et mouvement du miroir

Les variations de la longueur L de la cavité proviennent du déplacement xm du
miroir mobile sous l’effet de la pression de radiation ainsi que de la variation apparente
de longueur xsig de la cavité correspondant au signal à mesurer :

L = L0 + xm + xsig, (5.14)

où L0 est la longueur de la cavité au repos. Les équations d’évolution des champs
intracavité α et sortant αout en fonction du champ entrant αin se déduisent des équations
(1.80) à (1.85) :

(γ − iψ − iΩτ)α[Ω] =
√

2γαin[Ω] + 2ikα(δxm[Ω] + xsig[Ω]), (5.15)

αout[Ω] = −αin[Ω] +
√

2γα[Ω], (5.16)

où Ψ est le déphasage moyen du champ dans la cavité, égal à la somme du désaccord
Ψ0 au repos et du déphasage non linéaire ΨNL lié au déplacement moyen xm [équations
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(1.87) et (1.88)] :

Ψ = Ψ0 + ΨNL , Ψ0 ≡ 2kL0 [2π] , ΨNL = 4~k2α2χ[0]. (5.17)

Les champs moyens sont donnés par les équations (1.89) et (1.90) :

α =

√
2γ

γ − iψ
αin , αout =

γ + iψ

γ − iψ
αin. (5.18)

Si on choisit par convention le champ α réel, les champs moyens incident αin et sortant
αout ont des phases respectives θin et θout données par :

e−iθin

=
γ − iΨ
√

γ2 + Ψ
2

, e−iθout

=
γ + iΨ
√

γ2 + Ψ
2
. (5.19)

Pour un déphasage Ψ non nul, les champs moyens incident et réfléchi ne sont plus réels ;
les quadratures d’intensité p[Ω] et de phase q[Ω] d’un champ de phase θ sont données
par :

p[Ω] = eiθα[Ω] + e−iθα∗[Ω], (5.20)

q[Ω] = −ieiθα[Ω] + ie−iθα∗[Ω]. (5.21)

Afin de simplifier les calculs dans la suite, on suppose que la réponse mécanique
du miroir correspond à celle d’un oscillateur harmonique de masse M , de fréquence
de résonance ΩM et d’amortissement Γ. On suppose également que la bande passante
de la cavité Ωcav = γ/τ est grande devant toutes les autres fréquences (fréquence
d’analyse Ω, fréquence de résonance ΩM). On obtient alors deux équations couplées
pour la quadrature d’intensité intracavité et le mouvement du miroir :

δp[Ω] =

√

2γ

γ2 + Ψ
2 δp

in[Ω] −
√

2γ

γ2 + Ψ
2 ξΨ(δxm[Ω] + xsig[Ω]) , (5.22)

δxm[Ω] =

√

γ

2
~ξχ[Ω]δp[Ω]. (5.23)

où le paramètre ξ est relié à l’intensité du champ intracavité et caractérise la force du
couplage optomécanique entre les déplacements du miroir et le champ intracavité :

ξ = 2kα
√

2/γ. (5.24)

Il est intéressant de comparer les deux situations à résonance (Ψ = 0) et hors résonance
(Ψ 6= 0). A résonance l’intensité intracavité δp ne dépend que des fluctuations incidentes
δpin. Le point de fonctionnement correspond au sommet du pic d’Airy et l’intensité est
insensible à de petites variations de longueur de la cavité. Ce n’est plus le cas hors
résonance : le système est alors sur le flanc du pic d’Airy, et une variation de longueur,
due au déplacement xm du miroir ou au signal xsig, se traduit par une variation de
l’intensité intracavité. Le sens de variation dépend bien sûr du flanc sur lequel se trouve
le système (derniers termes dans l’équation (5.22)).
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Le miroir se déplace alors sous l’effet de la pression de radiation [équation (5.23)],
qui se décompose en trois termes. Le premier, proportionnel à δpin (premier terme dans
l’équation (5.22), existe aussi à résonance ; il est responsable du bruit de pression de
radiation en sortie de la cavité. Il crée aussi des corrélations entre l’intensité et la phase
du champ, ce qui se traduit par une compression du champ réfléchi [22].

Le deuxième terme dans l’équation (5.22) correspond à une force proportionnelle au
déplacement δxm du miroir. L’effet de cette force est tout à fait similaire à un contrôle
actif du miroir par une boucle de contre-réaction : le déplacement du miroir change
l’intensité intracavité, ce qui modifie la force de pression de radiation exercée sur lui.
Comme pour le processus de friction froide décrit dans la partie 2.2, la dynamique du
miroir est modifiée. A partir des équations (5.22) et (5.23) il est facile de montrer que
la réponse du miroir à une force extérieure est décrite par une susceptibilité χom donnée
par :

χ−1
om[Ω] = χ−1[Ω] +

ϕ

1 + ϕ2
~ξ2, (5.25)

où ϕ = Ψ/γ est le désaccord normalisé à γ. Le couplage optomécanique dans la cavité
modifie donc la raideur du miroir, comme l’aurait fait un asservissement proportionnel
[équation (2.10)], selon un sens dépendant du signe du désaccord. A une fréquence Ω
donnée, on peut donc avoir amplification ou atténuation du mouvement du miroir selon
la valeur de ϕχ[Ω].

Le troisième terme dans l’équation (5.22) correspond à une force proportionnelle au
signal xsig. Le miroir va donc se déplacer en réponse au signal, avec une dynamique
caractérisée par χom. A partir des équations (5.22) et (5.23), le mouvement δxm s’écrit :

δxm[Ω] = χom[Ω]

(

~ξ
√

1 + ϕ2
δpin[Ω] − ~ξ2 ϕ

1 + ϕ2
xsig[Ω]

)

. (5.26)

Selon le signe de ϕχom, le déplacement δxm est en opposition de phase avec le signal
xsig, auquel cas il y a un effet de compensation du signal par le mouvement du miroir,
ou alors le mouvement est en phase avec xsig, ce qui se traduit par une amplification
du signal.

Les quadratures δpout et δqout du champ réfléchi se déduisent des équations (5.16)
et (5.22),

δpout[Ω] = δpin[Ω], (5.27)

δqout[Ω] = δqin[Ω] +
2ξ

√

1 + ϕ2
(δxm[Ω] + xsig[Ω]). (5.28)

Comme dans le cas d’une cavité accordée, pour des fréquences petites devant la bande
passante Ωcav = γ/τ de la cavité, les fluctuations d’intensité du faisceau réfléchi sont
simplement égales aux fluctuations d’intensité du faisceau incident. Ceci traduit le fait
que pour une cavité sans perte, les photons restent dans la cavité un temps moyen τ/γ
et finissent par ressortir par le miroir d’entrée.

La phase du faisceau réfléchi est sensible à la variation totale de longueur δxm +xsig

de la cavité. Selon que le mouvement du miroir est en phase ou en opposition de
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phase avec xsig, on va avoir amplification ou atténuation du signal. On peut définir un
estimateur x̂sig de la mesure en normalisant la phase δqout au signal mesuré. A partir
des équations (5.26) et (5.28) on trouve :

x̂sig[Ω] =

√

1 + ϕ2

2ξ

χ[Ω]

χom[Ω]
δqout[Ω], (5.29)

= xsig[Ω] +

√

1 + ϕ2

2ξ

χ[Ω]

χom[Ω]
δqin[Ω] +

~ξ
√

1 + ϕ2
χ[Ω]δpin[Ω]. (5.30)

L’estimateur est la somme du signal et de termes de bruit, qui sont les bruits équivalents
d’entrée. La sensibilité de la mesure est donc limitée par ces bruits, le plus petit signal
mesurable étant donné par xmin[Ω] =

√

Sx[Ω] où Sx est le spectre des deux bruits
apparaissant dans l’équation (5.30). Pour un état cohérent du champ incident, ce spectre
s’écrit :

Sx[Ω] =

(

1 + ϕ2

4ξ2|χom[Ω]|2 +
~

2ξ2

1 + ϕ2

)

|χ[Ω]|2. (5.31)

Le spectre apparâıt comme la somme de deux termes, associés respectivement aux
bruits de phase et d’intensité du faisceau incident.

5.2.2 Critères de stabilité

Le point de fonctionnement de la cavité est entièrement déterminé par la valeur
du désaccord ϕ avec la lumière et par l’intensité intracavité I. Pour des raisons de
commodité on préfère utiliser le paramètre ϕNL qui est le déphasage non linéaire ΨNL

[équation (1.88)] rapporté à γ :

ϕNL =
ΨNL

γ
=

~ξ2χ[0]

2
. (5.32)

Certains points de fonctionnement ont un caractère instable, c’est-à-dire que le système
linéaire formé par les équations (5.22) et (5.23) possède des valeurs propres dont la
partie réelle est positive. La stabilité du système d’équations conduit à deux relations
liant les paramètres ϕ et ϕNL et que nous allons rappeler brièvement [22].

Nous avons déjà vu, dans la section 5.1.1, qu’en assimilant le miroir mobile à un
oscillateur harmonique, le système devient bistable pour de fortes intensités intracavité.
Cette bistabilité entrâıne une divergence des fluctuations d’intensité intracavité pour
toute une plage de fonctionnement correspondant à la zone BC du pic d’Airy de la
figure 5.1. Pour être en dehors de la zone d’instabilité il faut que :

1 + ϕ2 + 2ϕϕNL ≥ 0. (5.33)

Cette relation ne fait intervenir les caractéristiques du miroir mobile qu’à fréquence
nulle, à travers le déphasage non linéaire [équation (5.32)]. La bistabilité correspond
à une instabilité statique. Il existe aussi une instabilité dynamique pour laquelle le
système entre en oscillation. En fait, nous avons vu dans la section précédente que le
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Fig. 5.4 – Représentation dans l’espace des phases du champ, du bruit quantique à la sortie de la
cavité et de l’effet du signal xsig .

couplage miroir-champ intracavité modifie la dynamique du miroir, dont le mouvement
est caractérisé par la susceptibilité χom [équation (5.25)]. Dans le cas considéré ici, le
couplage change uniquement la raideur du miroir, et le système reste toujours stable.
Ce ne serait pas le cas si la bande passante de la cavité était de l’ordre de la fréquence
de résonance puisqu’alors l’amortissement du miroir serait également modifié. Comme
dans le cas de l’amplification paramétrique étudiée dans la partie 3.4, l’amortissement
pourrait s’annuler, entrâınant une divergence du mouvement du miroir.

5.2.3 Cas d’une cavité accordée

Dans le cas d’une cavité accordée, l’expression des quadratures du faisceau réfléchi
est donnée par les équations (5.26–5.28), avec ϕ = 0 :

δpout[Ω] = δpin[Ω], (5.34)

δqout[Ω] = δqin[Ω] + 2~ξ2χ[Ω]δpin[Ω] + 2ξ xsig[Ω]. (5.35)

La figure 5.4 schématise l’effet des bruits et du signal sur les quadratures du champ
réfléchi. Dans le cas d’une cavité rigide (χ[Ω] = 0), les bruits sur les deux quadratures
sont décorrélés et d’amplitude unité, et on les symbolise par un cercle. Le mouvement
du miroir mobile augmente le bruit sur la quadrature de phase et induit des corrélations
entre les bruits des deux quadratures. Le cercle se transforme donc en une ellipse in-
clinée, caractéristique d’un état comprimé [29, 38]. Les dispersions de δpout et δqout

à basse fréquence valent respectivement 1 et
√

1 + 16ϕ2
NL. Le signal produit un ef-

fet aligné sur l’axe δqout et d’amplitude égale à 2ξxsig. On retrouve ici les résultats
présentés dans la section 5.1.2 concernant la limite quantique standard : pour une ca-
vité accordée, l’effet du signal est le même que le miroir soit fixe ou mobile, alors que
le bruit est augmenté avec un miroir mobile du fait des déplacements induits par la
pression de radiation.

L’estimateur du signal x̂sig défini par l’équation (5.30) s’écrit dans le cas d’une cavité
accordée :

x̂sig[Ω] =
1

2ξ
δqout[Ω] = xsig[Ω] +

1

2ξ
δqin[Ω] + ~ξχ[Ω]δpin[Ω]. (5.36)
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et le spectre Sx de bruit équivalent est donné par :

Sx[Ω] =
1

4ξ2
+ ~

2ξ2|χ[Ω]|2. (5.37)

La sensibilité est limitée par la somme des bruits décorrélés de phase et de pression
de radiation. On retrouve ici que pour une fréquence Ω donnée, il existe une valeur
du paramètre de couplage ξ pour laquelle ces deux bruits sont égaux, ce qui réalise le
minimum de bruit dans la mesure. Cette valeur ξ = 1/

√

2~|χ[Ω]| correspond à la limite
quantique standard. Pour cette valeur particulière, la sensibilité vaut :

SLQS
x [Ω] = ~|χ[Ω]|, (5.38)

ce qui correspond au résultat obtenu dans la section 5.1.2 [équation (5.8)]. Nous allons
montrer dans la section suivante qu’il est possible d’améliorer la sensibilité en utilisant
l’amplification du signal obtenu à désaccord non nul.

5.2.4 Réduction du bruit à basse fréquence

On se place désormais à basse fréquence, c’est-à-dire pour des fréquences d’analyse
Ω inférieures à la fréquence de résonance ΩM du miroir. Dans ce cas, la susceptibilité
χ[Ω ' 0] est égale à la susceptibilité statique χ[0] = 1/MΩ2

M . D’après l’équation (5.31),
le spectre de bruit équivalent Sx s’écrit :

Sx[Ω � ΩM ] =
~χ[0]

8ϕNL(1 + ϕ2)

[

(

1 + ϕ2 + 2ϕϕNL

)2
+ 16ϕ2

NL

]

. (5.39)

La figure 5.5 présente la sensibilité rapportée à la limite quantique standard SLQS
x [0] =

~χ[0], pour différentes valeurs du déphasage non linéaire ϕNL. La courbe présente un
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minimum et passe largement en dessous de la limite quantique standard. Le minimum
de bruit est atteint pour un déphasage ϕmin dont la valeur peut être approchée, pour
de grands déphasages non linéaires ϕNL, par :

ϕmin ' −2ϕNL. (5.40)

On obtient pour cette valeur du déphasage un bruit équivalent

Sx[Ω � ΩM ] ' ~χ[0]

2ϕNL
=
SLQS

x [0]

2ϕNL
. (5.41)

On améliore donc nettement la sensibilité par rapport à la limite quantique standard
puisque le plus petit déplacement mesurable décrôıt comme l’inverse de la racine carrée
de l’intensité intracavité. Notons que la sensibilité optimale est atteinte en un point de
fonctionnement de plus en plus proche du point de bistabilité [équation (5.33)] lorsque
ϕNL devient grand. En ce point, la susceptibilité statique χom[0] en présence du couplage
champ-miroir devient infini, puisqu’elle s’écrit sous la forme :

χom[0] =
1 + ϕ2

1 + ϕ2 + 2ϕϕNL
χ[0]. (5.42)

Lorsque l’on s’approche du point de bistabilité, le champ réfléchi est de plus en plus
comprimé, induisant une augmentation du bruit de pression de radiation dans la mesure,
mais l’effet d’amplification du signal par le couplage champ-miroir augmente lui-aussi,
et dans des proportions plus importantes.

La sensibilité obtenue en désaccordant la cavité est identique à la sensibilité optimale
que l’on atteindrait avec des miroirs de masse plus grande d’un facteur 2ϕNL. On
peut ainsi battre la limite quantique standard sans avoir à modifier les miroirs utilisés
ni utiliser d’états comprimés du champ incident. Ceci s’accompagne toutefois d’une
augmentation importante de la puissance lumineuse incidente. A partir des équations
(5.18), (5.24) et (5.32) on peut écrire :

I
in

= 4(1 + ϕ2)ϕNLI
in

LQS (5.43)

où I
in

LQS est l’intensité incidente nécessaire pour atteindre la limite quantique standard
à basse fréquence [équation (5.7)]. Au point de fonctionnement optimal (ϕ = −2ϕNL)
la puissance incidente est donc proportionnelle à ϕ3

NL.

5.2.5 Réduction du bruit à haute fréquence

On s’intéresse dans cette section à l’effet du désaccord à des fréquences d’analyse
supérieures à la fréquence de résonance mécanique. Cette situation correspond par
exemple aux antennes gravitationnelles, lorsque l’on considère le mouvement pendu-
laire global des miroirs, dont la fréquence de résonance est très basse (typiquement de
l’ordre du hertz). Pour des fréquences Ω très supérieures à la fréquence de résonance,
la susceptibilité χ du miroir est de la forme :

χ[Ω] = − 1

MΩ2
. (5.44)
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Fig. 5.6 – Spectre de bruit équivalent Sx[Ω] à haute fréquence rapportée à 1/2ξ2, en fonction de la
fréquence, normalisée à ΩLQS . La courbe en pointillé est la limite quantique standard. Les courbes a
à d sont obtenues pour un désaccord ϕ croissant de la cavité.

Dans le cas d’une cavité accordée, le bruit équivalent Sx se déduit de l’équation (5.37)
et se met sous la forme :

Sx[Ω � ΩM ] =
1

4ξ2

(

1 +
Ω4

LQS

Ω4

)

, (5.45)

où la fréquence ΩLQS est définie par :

ΩLQS =

√

2~ξ2

M
. (5.46)

La courbe a de la figure 5.6 représente le spectre Sx en fonction de la fréquence. A
basse fréquence, la sensibilité est essentiellement limitée par la réponse du miroir aux
fluctuations de la pression de radiation (deuxième terme dans l’équation (5.45)). Le
bruit de pression de radiation décrôıt comme 1/Ω4 et devient inférieur à haute fréquence
au bruit de phase, qui est indépendant de la fréquence (premier terme dans l’équation
(5.45)). ΩLQS est la fréquence pour laquelle les deux bruits sont égaux. La sensibilité
atteinte correspond alors à la limite quantique standard. Si l’on change l’intensité en
gardant toujours la cavité accordée, on modifie en proportion inverse les bruits de phase
et de pression de radiation, ce qui a pour seul effet de translater la courbe de sensibilité
le long de la courbe en pointillés sur la figure 5.6. Cette courbe n’est autre que la limite
quantique standard SLQS

x [Ω], représentant le minimum de bruit accessible à la fréquence
Ω en optimisant la puissance lumineuse, et donnée par [équation (5.38)] :

SLQS
x [Ω] = ~|χ[Ω]| =

~

MΩ2
. (5.47)
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Pour un désaccord ϕ quelconque, le bruit équivalent s’écrit d’après l’équation (5.31) :

Sx[Ω] =
1

4ξ2

1

1 + ϕ2

[

(

1 + ϕ2 − ϕ
Ω2

LQS

2Ω2

)2

+
Ω4

LQS

Ω4

]

. (5.48)

La susceptibilité étant négative, il faut fixer un désaccord ϕ positif pour profiter de l’am-
plification du signal par le miroir mobile. Les courbes b à d de la figure 5.6 présentent le
bruit Sx dans la mesure pour des désaccords croissants. Ces courbes sont obtenues pour
une valeur constante du couplage optomécanique ξ, c’est-à-dire à intensité intracavité
constante [équation (5.24)]. Cela signifie que la puissance lumineuse incidente augmente
comme ϕ2 pour de grands désaccords ϕ [équation (5.43)].

On voit nettement que la limite quantique standard peut être battue en désaccordant
la cavité. Pour un grand désaccord ϕ, le minimum de bruit est obtenu à une fréquence
Ωmin égale à :

Ωmin =
ΩLQS√

2ϕ
, (5.49)

et la sensibilité atteinte vaut :

Sx[Ωmin] ' 1

ϕ
SLQS

x [Ωmin] =
1

ξ2
. (5.50)

Il est donc possible en jouant sur l’intensité intracavité et sur le désaccord de fixer la
fréquence Ωmin et d’obtenir une sensibilité aussi bonne que l’on veut. Comme dans le cas
basse fréquence, ces conditions optimales correspondent à une amplification maximale
du signal par le miroir mobile. On peut en effet écrire la susceptibilité χom en présence
du couplage champ-miroir pour de grandes valeurs de ϕ, sous la forme [équation (5.25)] :

χ−1
om[Ω] = χ−1[Ω]

(

1 − 1

2ϕ

Ω2
LQS

Ω2

)

. (5.51)

La susceptibilité devient donc très grande à la fréquence Ωmin.
Notons enfin que les expressions des bruits optimaux obtenus aussi bien à basse qu’à

haute fréquence [équation (5.41) et (5.50)] laissent croire qu’il n’y a pas de valeur mini-
male. Il existe pourtant une limite quantique ultime, liée aux processus de dissipation
dans le système [16]. Elle n’apparâıt pas ici car nous avons pris des expressions réelles
pour la susceptibilité, en négligeant la partie imaginaire qui est dissipative.

5.2.6 Conclusion

Dans le cas d’une cavité accordée, nous avons vu dans la section 5.1.2 qu’un compro-
mis entre le bruit de phase du faisceau incident et le bruit de position du miroir induit
par les fluctuations quantiques de la pression de radiation aboutit à une limite quan-
tique standard dans les mesures interférométriques. Cette limite ne constitue cependant
pas une limite quantique fondamentale et elle peut être dépassée en utilisant des tech-
niques développées en optique quantique. Ces solutions sont souvent délicates à mettre
en œuvre expérimentalement. Nous avons présenté une méthode alternative consistant
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simplement à désaccorder la cavité. Il apparâıt alors un effet d’amplification du signal
dû à la modification de la dynamique du miroir par le couplage optomécanique. Ceci
permet, au prix d’une augmentation de l’intensité incidente, d’améliorer la sensibilité
de la mesure aussi bien à basse qu’à haute fréquence.

Nous avons fait un certain nombre d’hypothèses simplificatrices dans les calculs
présentés dans cette partie. En premier lieu, nous avons supposé la bande passante
de la cavité très grande. Prendre une bande passante plus proche de la fréquence de
résonance mécanique du miroir permettrait d’avoir une modification de la dynamique
similaire à la friction froide étudiée expérimentalement dans les chapitres précédents.
Par ailleurs, nous avons considéré une mesure de la phase du faisceau réfléchi. On peut
envisager de mesurer une quadrature mieux adaptée, comme cela a été proposé pour
battre la limite quantique standard dans les interféromètres [92]. On profiterait alors
à la fois de l’amplification du signal par couplage optomécanique et de la compression
des fluctuations du champ réfléchi par la cavité.

5.3 Bruits thermique et quantiques dans un système de doubles

sphères

Nous présentons dans cette section les calculs de sensibilité d’un nouveau concept
de détecteur d’ondes gravitationnelles composé de deux sphères imbriquées. Dans ce
système, la plage de fréquence utile se situe entre deux résonances mécaniques. L’esti-
mation des bruits thermique et quantiques dans le détecteur a nécessité de développer
une nouvelle méthode de calcul de la susceptibilité mécanique alliant les approxima-
tions basse fréquence et à résonance fâıtes habituellement qui, utilisées séparément, ne
s’appliquent pas dans la plage de fréquences intermédiaires.

5.3.1 Motivations et principe

Détecteurs existants

Deux types de détecteur ont été développés pour l’observation des ondes gravita-
tionnelles. Le premier dispositif est basé sur un résonateur mécanique dont les modes
de vibration sont excités par le passage d’une onde gravitationnelle de fréquence voisine
de celle des modes [97, 98, 99]. Le second dispositif utilise un interféromètre de type
Michelson qui permet de détecter une différence relative de longueur des deux bras
orthogonaux, induite par l’onde gravitationnelle [7].

Le premier type de détecteur, inventé par Joseph Weber, est constitué d’un lourd
résonateur mécanique de forme cylindrique portant le nom de barre de Weber [100].
Le matériau utilisé doit présenter les pertes les plus faibles possibles pour obtenir les
meilleurs facteurs de qualité mécanique. Lorsqu’une onde gravitationnelle passe, elle
est susceptible, suivant sa direction et à condition d’avoir une fréquence proche de celle
d’un des modes acoustiques de la barre, d’exciter la vibration de la barre. La barre
est suspendue dans le vide et maintenue à des températures inférieures au Kelvin pour
réduire le bruit thermique. La figure 5.7 montre une photographie de la barre AURIGA
[97] actuellement en fonctionnement en Italie. L’observation de la vibration de la barre
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est généralement faite par détection capacitive mais l’utilisation de transducteurs op-
tiques est aussi envisagée [5, 101].

Fig. 5.7 – Photographie de la barre AURIGA actuellement en fonctionnement en Italie.

Le second type de détecteur est de type interférométrique [8, 9, 95, 102]. Son principe
repose sur la mesure de la variation apparente des longueurs des bras provoquée par
le passage d’une onde gravitationnelle. Le caractère quadrupolaire de l’onde engendre
des déformations de signes opposés dans les deux directions orthogonales des bras. Les
variations de longueur relative attendues sont de l’ordre de 10−23. Un interféromètre de
Michelson dont les bras ont une longueur kilométrique est susceptible de mesurer de
telles variations si sa sensibilité atteint une valeur de l’ordre de δx ' 10−20 m/

√
Hz. En

pratique, des cavités résonnantes sont insérées dans chaque bras afin d’amplifier l’effet
d’une variation de longueur. A la différence des barres de Weber, ces détecteurs sont
large bande. Par exemple, pour l’interféromètre franco-italien VIRGO [8], la plage de
fréquence utile s’étend de 20 Hz à 6 kHz. La sensibilité est limitée à basse fréquence
par le bruit sismique et le bruit thermique du système de suspension des miroirs, et à
haute fréquence par le bruit thermique interne des miroirs et le bruit de photon de la
lumière.

Détecteur à doubles résonateurs

Un nouveau type de détecteur est envisagé pour la détection d’ondes gravitation-
nelles. Il est constitué de deux résonateurs massifs imbriqués l’un dans l’autre. Plusieurs
géométries sont à l’étude comme les systèmes de doubles cylindres [103] ou de doubles
sphères [32, 104], représentés sur la figure 5.8. Comme pour une barre de Weber, le
passage d’une onde gravitationnelle excite les modes acoustiques quadrupolaires des
résonateurs. La distance entre les deux résonateurs étant petite devant les dimensions
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des résonateurs, l’excitation des modes provoque une variation de cette distance, que
l’on doit mesurer avec une très grande précision pour détecter le passage de l’onde
gravitationnelle. La mesure peut être soit capacitive, en déposant une électrode sur la
surface du résonateur interne et une autre sur la surface interne du résonateur extérieur,
soit optique en traitant optiquement une partie de ces mêmes surfaces afin de former
une cavité optique de grande finesse.

Le choix particulier des matériaux et des dimensions des deux résonateurs permet
d’avoir une fréquence fondamentale de vibration du résonateur interne trois à quatre
fois supérieure à celle du résonateur externe. On s’assure également de n’avoir entre ces
deux modes aucun autre mode sensible. Les fréquences des deux modes fondamentaux
déterminent la plage de fonctionnement du détecteur car dans cette plage de fréquences,
les réponses mécaniques des deux résonateurs à l’onde gravitationnelle sont déphasées
de π et leurs effets sur le mouvement relatif s’ajoutent.

Doubles cylindres déformés
par une onde gravitationnelle

Electrodes

Laser

Détection 
de la phase

Doubles sphères

Fig. 5.8 – Principe d’un détecteur d’ondes gravitationnelles à doubles résonateurs. Les modes fonda-
mentaux de vibration des deux résonateurs imbriqués sont excités par l’onde qui répondent en oppo-
sition de phase. En haut : détecteur à doubles cylindres avec capteurs capacitifs. En bas : détecteur à
doubles sphères muni de capteurs optiques constitués de cavités de grande finesse.

Les doubles résonateurs sont donc des détecteurs d’ondes gravitationnelles qui com-
binent certains avantages des deux types de détecteurs cités plus haut. Le nombre et le
positionnement des capteurs permettent de reconstituer le mouvement des résonateurs
et ainsi de déterminer la direction de l’onde gravitationnelle, ce qui en fait un détecteur
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directionnel. Il s’agit également d’un détecteur large bande du fait de l’écart important
entre les fréquences de résonance des modes fondamentaux de vibration. Enfin, nous
verrons que dans le cas d’un détecteur à doubles sphères utilisant un capteur optique,
il est envisageable d’atteindre une très grande sensibilité.

5.3.2 Sensibilité d’un détecteur à doubles résonateurs

Nous présentons ici le calcul de la sensibilité dans un détecteur à doubles résonateurs
de géométrie quelconque mais à capteurs optiques. Nous commençons par le calcul
du déplacement des résonateurs provoqué par une onde gravitationnelle et vu par la
lumière. Nous présentons ensuite le calcul des bruits thermiques et quantiques dans le
cas où on ne tient compte que du mouvement des deux modes fondamentaux quadrupo-
laires des résonateurs. Nous décrivons enfin une nouvelle méthode de calcul permettant
d’estimer ces bruits dans la plage de fréquence intermédiaire, en prenant en compte
tous les modes acoustiques [104].

Détection optique du déplacement

Nous considérons un détecteur du type de ceux présentés sur la figure 5.8. Nous
allons estimer le mouvement relatif des résonateurs provoqué par le passage d’une onde
gravitationnelle et son effet sur le capteur optique.

La cavité formée entre les surfaces des deux résonateurs est équivalente à une cavité
dont les deux miroirs sont mobiles. Comme on l’a vu dans la partie 1.1 du premier
chapitre, le mouvement vu par le faisceau lumineux dans la cavité peut être traité de
manière monodimensionnelle en considérant les déplacements xi et xe des résonateurs
intérieur et extérieur, moyennés sur le profil du faisceau lumineux :

xi(t) = 〈ui(t), v
2
0〉, (5.52)

xe(t) = 〈ue(t), v
2
0〉, (5.53)

où les crochets désignent l’intégrale de recouvrement sur la surface des miroirs [équation
(1.48)], ui et ue désignent les déplacements longitudinaux des miroirs (selon l’axe du
faisceau lumineux), et v2

0 est le profil d’intensité du faisceau lumineux supposé Gaussien
et identique sur les deux miroirs. La lumière réfléchie est sensible à la longueur apparente
de la cavité, qui est donnée par la différence xe − xi des déplacements des résonateurs.

Lorsque le champ incident αin et la cavité sont résonnants, la quadrature de phase
δqout du faisceau réfléchi se déduit de l’équation (1.100) en supposant les deux miroirs
mobiles. La cavité étant très courte (quelques centimètres) et les fréquences d’analyse
relativement basses (de l’ordre du kilohertz), on peut négliger l’effet de filtrage de la
cavité : pour une finesse F égale à 106, la bande passante d’une cavité de 1 cm de long
est de 7,5 kHz. La quadrature δqout s’écrit alors pour une cavité sans perte :

δqout[Ω] = δqin[Ω] + 16αinF xe[Ω] − xi[Ω]

λ
, (5.54)

où αin est l’amplitude moyenne du champ injecté dans la cavité, δqin est le bruit de
phase du faisceau incident et λ la longueur d’onde de la lumière.
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Fig. 5.9 – Amplitude du déplacement relatif des résonateurs provoqué par le passage d’une onde
gravitationnelle (courbe a). Les courbes b et c montrent les amplitudes des déplacements individuels
des résonateurs respectivement externe et interne

Effet d’une onde gravitationnelle

Le déplacement xgw des résonateurs engendré par le passage d’une onde gravita-
tionnelle d’amplitude h̃ peut s’écrire comme une somme des contributions de tous les
modes acoustiques sensibles [105, 106] :

xgw[Ω] = −1

2

∑

n

bn〈un, v
2
0〉Ω2Ln[Ω]h̃[Ω], (5.55)

où bn désigne le coefficient sur le mode n dans la décomposition normale de la fonction
de réponse du résonateur et Ln est la dépendance en fréquence du mode, reliée à sa
fréquence de résonance Ωn et à son taux d’amortissement Γn par :

Ln[Ω] =
1

Ω2
n − Ω2 − iΓnΩ

. (5.56)

On ne considère tout d’abord que les modes fondamentaux des deux résonateurs.
La figure 5.9 montre alors le déplacement vu par la cavité, dans le cas où la géométrie,
les dimensions, et les matériaux sont choisis de telle manière que la fréquence fonda-
mentale Ωi du résonateur intérieur soit quatre fois plus élevée que la fréquence fon-
damentale Ωe du résonateur extérieur. Le déplacement |xgw

e [Ω] − xgw
i [Ω]| est tracé en

fonction de la fréquence, pour une onde d’amplitude h̃ = 10−22 et en supposant les
paramètres géométriques b1〈u1, v

2
0〉 égaux à 1 pour les deux résonateurs (courbe a).

Les courbes b et c montrent les déplacements de chaque résonateur pris individuelle-
ment. Dans la plage de fréquences intermédiaires et loin des résonances, les réponses
des deux résonateurs sont réelles et de signes opposés [équation (5.55) et (5.56)]. La
lumière étant sensible au déplacement relatif des résonateurs, les effets s’ajoutent et
l’on trouve un déplacement apparent supérieur aux déplacements individuels de chaque
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résonateur. Pour des fréquences en dehors de la plage intermédiaire, les déplacements
des résonateurs sont de même signe et leurs effets sur la lumière se soustraient. On
obtient ainsi une courbe de déplacement en fonction de la fréquence plate entre les
deux résonances et décroissant comme Ω2 à basse fréquence et comme 1/Ω2 à haute
fréquence.

Calcul de la sensibilité

Trois sources de bruit vont s’ajouter au déplacement provoqué par l’onde gravi-
tationnelle et vont limiter la sensibilité de la mesure. Le premier bruit, qui apparâıt
directement dans l’équation (5.54), est le bruit de phase δqin du faisceau incident. Les
deux autres bruits proviennent des fluctuations de position des résonateurs, dues au
bruit thermique et aux fluctuations de la pression de radiation agissant sur les miroirs
de la cavité.

Pour un état incident cohérent, ces trois bruits sont décorrélés et leurs spectres,
noté respectivement Sshot

x , ST
x et Srad

x , s’ajoutent. On définit la sensibilité de la mesure
à partir du bruit rapporté à l’effet d’un signal gravitationnel :

Sh[Ω] =
Sshot

x [Ω] + ST
x [Ω] + Srad

x [Ω]

|xgw
e [Ω] − xgw

i [Ω]|2/|h̃[Ω]|2
. (5.57)

Avec cette définition, l’amplitude spectrale
√

Sh[Ω] (en Hz−1/2) représente la plus

petite amplitude h̃min d’onde gravitationnelle détectable à la fréquence Ω.
Le bruit Sshot

x lié aux fluctuations de phase incidentes a déjà été calculé dans le pre-
mier chapitre. Exprimé en terme de bruit de déplacement équivalent, il s’écrit [équation
(1.105)] :

Sshot
x [Ω] =

λ2

256F2|αin|2 . (5.58)

Le bruit thermique ST
x a également été calculé dans le chapitre 1, pour un seul miroir. Il

s’exprime en fonction de la susceptibilité effective χeff [Ω] du miroir, somme des contri-
butions de tous les modes acoustiques [équation (1.75)], et d’une force de Langevin
effective qui vérifie le théorème fluctuations-dissipation [équation (1.3)]. Les forces de
Langevin des deux miroirs étant décorrélées, le spectre ST

x de bruit de position relative
des deux résonateurs est la somme des spectres de bruit thermique de chaque résonateur
et l’on obtient :

ST
x [Ω] =

2kBT

Ω
Im
(

χeff
e [Ω] + χeff

i [Ω]
)

, (5.59)

où χeff
i et χeff

e sont les susceptibilités effectives des résonateurs interne et externe.
Enfin, le faisceau intracavité exerce une force de pression de radiation Frad sur les

deux miroirs déposés sur les faces des résonateurs. Nous avons calculé au début de ce
chapitre le bruit de déplacement provoqué par les fluctuations quantiques de pression
de radiation [équation (5.5)], pour un seul miroir. Les forces s’exerçant sur chacun des
deux miroirs de la cavité sont égales et opposées ; la variation de position relative qui
en résulte s’écrit :

xrad
e (t) − xrad

i (t) =
(

χeff
e [Ω] + χeff

i [Ω]
)

Frad[Ω]. (5.60)
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Fig. 5.10 – Bruit de pression de radiation
√

Srad
x (courbe a) et bruit de phase

√

Sshot
x (courbe b)

lorsque seuls les modes fondamentaux des résonateurs sont pris en compte.

On déduit le spectre Srad
x de bruit de position à partir des équations (5.3) à (5.5) :

Srad
x [Ω] =

64~
2F2|αin|2
λ2

|χeff
e [Ω] + χeff

i [Ω]|2. (5.61)

Alors que le bruit de phase Sshot
x ne dépend que des caractéristiques optiques

du système, les bruits thermique et de pression de radiation ST
x et Srad

x dépendent
également des susceptibilités mécaniques des résonateurs. Leur estimation précise re-
quiert de modéliser la réponse des résonateurs à une force extérieure. Pour mettre en
évidence les propriétés du bruit de pression de radiation, nous allons dans une première
étape uniquement tenir compte des modes fondamentaux des deux résonateurs.

Annulation du bruit de pression de radiation

Le bruit de pression de radiation est dû à la force de pression de radiation qui
s’exerce sur les deux miroirs déposés à la surface des résonateurs. Pour des fréquences
comprises entre les fréquences de résonance mécanique, les susceptibilités effectives des
résonateurs sont de signes opposés et la contribution des modes au bruit de pression
de radiation se retranche [équation (5.60)]. Il en résulte une annulation du spectre Srad

x

pour une fréquence particulière comprise entre Ωe et Ωi. Si on ne tient compte que
des deux modes fondamentaux, les susceptibilités effectives χeff

i et χeff
e se réduisent à la

susceptibilité des modes fondamentaux. Dans le cas d’un système de doubles sphères,
les propriétés mécaniques de ces modes sont connues [105] et on peut calculer les bruits
de position dus à la pression de radiation et au bruit de phase [équations (5.61) et
(5.58)].

La figure 5.10 montre ces bruits pour un détecteur intérieur d’une tonne et extérieur
de 4 tonnes, possédant des fréquences de résonance Ωe = 1 kHz et Ωi = 4 kHz et ayant
des facteurs de qualité mécanique de 107. La longueur d’onde est fixée à 1064 nm et le
paramètre optique F 2|αin|2 est choisi de telle façon que les deux bruits soient égaux à
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Fig. 5.11 – Sensibilité
√

Sh due aux bruits quantiques de la lumière pour des intensités incidentes
croissantes (courbes a à c) ; la courbe d correspond à la limite quantique standard.

basse fréquence. Le bruit de pression de radiation présente deux pics importants aux
fréquences de résonance mécanique, mais également une nette réduction sur la plage
de fréquences intermédiaires. La fréquence pour laquelle l’annulation de ce bruit se
produit dépend des masses effectives des modes fondamentaux des deux résonateurs et
peut être ajustée n’importe où sur la plage de fréquence entre Ωe et Ωi en choisissant
les caractéristiques mécaniques des deux sphères.

La sensibilité
√
Sh résultant uniquement des bruits quantiques du faisceau de mesure

(ST
x = 0) est représentée sur la figure 5.11. La courbe b est obtenue pour le même

paramètre optique F 2|αin|2 que pour la figure 5.10 et présente une très grande sensibilité
sur une grande partie de la plage de fréquence intermédiaire. La courbe a est obtenue
pour un paramètre optique dix fois plus petit. Dans ce cas le bruit de phase est dominant
presque à toutes les fréquences. Le bruit de phase étant indépendant de la fréquence, la
courbe de sensibilité apparâıt comme l’inverse de la dépendance au signal (figure 5.9), et
la sensibilité est maximale au voisinage des fréquences des deux modes fondamentaux.
La courbe c est obtenue pour un paramètre optique dix fois plus grand. La sensibilité
est dans ce cas limitée essentiellement par le bruit de pression de radiation et présente
un optimum au voisinage de la fréquence d’annulation.

La courbe d de la figure 5.11 représente la limite quantique standard correspondant
au minimum de bruit accessible avec un faisceau incident cohérent et qui est obtenue,
à une fréquence donnée, en ajustant le paramètre optique F 2|αin|2 de manière à égaler
le bruit de pression de radiation et le bruit shot. On trouve grâce aux équations (5.58)
et (5.61) un bruit SLQS

x minimal de position de :

SLQS
x = ~ |χe[Ω] + χi[Ω]| . (5.62)

Ce bruit est similaire à celui prédit par l’équation (5.8) pour un résonateur simple,
la susceptibilité mécanique étant ici remplacée par la somme des susceptibilités des
résonateurs. Dans le cas où seuls les deux modes fondamentaux sont pris en compte,
l’équation (5.62) conduit à trois maxima de sensibilité, localisés aux résonances mécaniques
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et à la fréquence d’annulation des effets de la pression de radiation, et que l’on peut
atteindre en ajustant la puissance lumineuse incidente.

Calcul de la susceptibilité mécanique dans le cas multimode

Pour calculer de manière plus précise la sensibilité du détecteur, il est nécessaire
d’avoir une meilleure estimation de la susceptibilité des résonateurs, en particulier il
faut prendre en compte la contribution des autres modes.

Une première approche possible consiste à utiliser la décomposition modale du mou-
vement du résonateur présentée dans la section 1.1.2. Le mouvement du résonateur vu
par la lumière est décrit par une susceptibilité effective qui est une somme infinie sur
l’ensemble des modes acoustiques du résonateur. On obtient une valeur approchée χ(N)

de cette susceptibilité en ne sommant que les N premiers modes acoustiques :

χ(N)[Ω] =

N
∑

n=1

〈un, v
2
0〉2χn[Ω]. (5.63)

où la susceptibilité χn[Ω] du mode n s’écrit comme la dépendance en fréquence Ln[Ω]
[équation (5.56)], divisée par la masseMn du mode [équation (1.53)]. La somme converge
vers la susceptibilité mécanique effective, mais la convergence est relativement lente, et
le calcul de l’intégrale de recouvrement de modes d’ordre élevé avec le mode optique
peut se révéler en pratique très lourd.

Une seconde approche consiste à utiliser le théorème fluctuations-dissipation de
manière directe. Cette méthode, que nous avons déjà décrite dans la section 4.5.1, est
extrêmement efficace dans la limite basse fréquence. Elle donne en fait la susceptibi-
lité effective statique en calculant la déformation du résonateur en réponse à une force
constante [63, 64, 65]. Lorsque la taille du faisceau est très petite devant les dimen-
sions du résonateur, la surface de celui-ci peut être approchée par un demi-plan infini.
Pour cette géométrie particulière l’approche directe donne une susceptibilité à basse
fréquence égale à [équation (4.36)] [79] :

χ[Ω = 0] =
1 − σ2

√
π(1 − iφ)Ew0

. (5.64)

où σ est le coefficient de Poisson du résonateur, φ l’angle de perte, et E son module
d’Young. La valeur de la susceptibilité ainsi obtenue n’est cependant valable que pour
des fréquences très inférieures à celles des résonances du résonateur et n’est donc pas
valide dans la plage de fréquences intermédiaires.

Ces deux approches prises séparément sont donc insuffisantes pour estimer la sus-
ceptibilité effective et nous avons utilisé une nouvelle approche combinant les deux
méthodes précédentes. Elle consiste à écrire la susceptibilité sous la forme :

χ[Ω] = χ[0] + lim
N→∞

(

χ(N)[Ω] − χ(N)[0]
)

. (5.65)

Le premier terme est la susceptibilité donnée par l’approche directe [équation (5.64)],
et la différence χ(N)[Ω]−χ(N)[0] est calculée grâce à la décomposition modale [équation
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(5.63)]. Dans la pratique, on somme un nombre N fini de modes choisis de telle manière
que la fréquence de résonance ΩN soit très largement supérieure à la fréquence d’analyse
Ω.

On peut estimer la rapidité de convergence de cette méthode en majorant l’erreur
∆χ sur la susceptibilité faite en ne sommant que les N premiers termes :

∆χ[Ω] =

∞
∑

n=N+1

〈un, v
2
0〉2(χn[Ω] − χn[0]). (5.66)

Pour les modes n dans la somme, la fréquence de résonance Ωn est très grande devant
Ω et la différence χn[Ω] − χn[0] peut être majorée par [voir équation (5.56)] :

χn[Ω] − χn[0] ' χn[0]

(

Ω2
n

Ω2
n − Ω2

− 1

)

≤ χn[0]
Ω2

Ω2
n − Ω2

. (5.67)

Ce qui conduit à la majoration de l’erreur :

∆χ[Ω] ≤ χ[0]
Ω2

Ω2
N − Ω2

. (5.68)

Pour un nombre N de modes suffisamment large, la somme calculée converge comme
1/Ω2

N , ce qui est bien plus rapide que la convergence de la série de l’équation (5.63) qui
est en 1/ΩN si l’on suppose que le résonateur à des résonances régulièrement espacées.

5.3.3 Application aux doubles sphères

Nous allons utiliser les résultats de la section précédente pour estimer la sensibilité
d’un détecteur à doubles sphères. Le système que l’on considère est celui de la figure
5.8. L’espace entre les sphères, de l’ordre de quelques centimètres, est petit devant leur
rayon, qui est de l’ordre du mètre. Deux miroirs sont déposés en regard sur la surface de
la sphère pleine et sur la surface interne de la sphère creuse. La cavité ainsi constituée
n’est sensible qu’à la partie longitudinale des modes des sphères. Ceux-ci sont repérés
par trois indices n, l et m, l’indice n caractérisant la dépendance radiale du mode et
les indices l et m étant liés à la symétrie de rotation. La partie longitudinale un l m(r)
du mode n lm s’écrit [105, 106] :

un l m(r, θ, ϕ) = An l(r) × Y m
l (θ, ϕ). (5.69)

An l(r) est la fonction radiale du mode et la dépendance angulaire est donnée par
les harmoniques sphériques Y m

l . Le caractère quadrupolaire de l’onde gravitationnelle
implique qu’elle n’est couplée qu’aux modes de vibration quadrupolaires (l = 2) des
sphères.

Dans les calculs que nous présentons dans la suite nous avons supposé les sphères
en Béryllium. La masse volumique de ce matériau est de 1 900 kg/m3, la vitesse du
son vaut 13 000 m/s, et le coefficient de Poisson est égal à 0,17. Nous avons choisi des
rayons de 1,2 m pour la sphère interne et de 2 m pour la sphère externe. Avec ces
valeurs, on trouve des fréquences de résonance de 1 161 et 3 075 Hz pour les modes



202 CHAPITRE 5. EFFETS QUANTIQUES DANS LES MESURES...

Fig. 5.12 – Bruits de pression de radiation dans un détecteur à doubles sphères, en prenant en compte
un nombre croissant de modes acoustiques de la sphère creuse (courbes de a à c), et lorsque l’on utilise
notre méthode de calcul de la susceptibilité (courbe d). Résultats obtenus pour une taille de faisceau
w0 de 1 cm.

fondamentaux et des masses de 50 et 14 tonnes respectivement pour les sphères creuse
et pleine.

Nous avons utilisé les résultats d’un calcul par éléments finis réalisé par J.A. Lobo
[105], qui fournit les caractéristiques mécaniques des modes ainsi que leurs paramètres
de couplage avec l’onde gravitationnelle [équation (5.55)]. Nous disposions ainsi des
propriétés des 120 premiers modes pour la sphère pleine et des 80 premiers modes pour
la creuse, ce qui correspond à une fréquence maximale ΩN d’environ 30 kHz.

La figure 5.12 présente le résultat du calcul du bruit de pression de radiation, pour
une taille du faisceau lumineux de 1 cm. La courbe a est obtenue lorsque seuls les modes
fondamentaux sont pris en compte. On retrouve alors une courbe similaire à celle de
la figure 5.10. Le comportement du bruit de pression de radiation est modifié par la
présence des autres modes acoustiques : la courbe b est obtenue en prenant en compte
les 10 premiers modes de la sphère pleine et la courbe c les 100 premiers modes. On
voit en particulier que la plage de fréquences où se produit l’annulation du bruit de
pression de radiation se rapproche de la fréquence de résonance de la sphère creuse et
devient de plus en plus étroite. On observe également une remontée du bruit sur toute
la plage des fréquences intermédiaires.

La courbe d de la figure 5.12 montre le bruit de pression de radiation obtenu en utili-
sant la méthode de calcul de la susceptibilité présentée dans la section précédente, pour
les mêmes paramètres du système. Dans la plage intermédiaire, le bruit est indépendant
de la fréquence excepté au voisinage des fréquences de résonance de quatre modes acous-
tiques de la sphère creuse. Il est environ deux ordres de grandeur au dessus du bruit
calculé en ne tenant compte que des modes fondamentaux (courbe a). Le paramètre
optique F2|αin|2 utilisé pour tracer ces courbes a été choisi de manière à égaler à basse
fréquence le bruits de pression de radiation et de phase, et correspond à une finesse de
la cavité de 106 et à une intensité incidente de 45 mW .
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Fig. 5.13 – Bruit de position induit par les fluctuations thermique des résonateurs pour une
température du système de 100 mK et une taille de faisceau w0 de 1 cm (courbe a). La courbe b
représente le bruit de phase.

La figure 5.13 présente le bruit de position
√

ST
x induit par les fluctuations ther-

miques des deux sphères [équation (5.59)] pour une température de 100 mK, un facteur
de qualité de 107 (φ = 10−7) et un col optique de 1 cm. Tout les modes provoquent un
pic de bruit thermique sur le spectre mais les paramètres que nous avons choisis pour
les résonateurs assurent un fond thermique inférieur au bruit de phase (courbe b sur la
figure) et il ne limite pas la sensibilité du détecteur.

La courbe de sensibilité déduite des bruits thermiques et quantiques est présentée
sur la figure 5.14 (courbe a). La sensibilité dans la plage de fréquence intermédiaire est

limitée par le bruit quantique et elle atteint des valeurs meilleures que 10−22/
√
Hz, avec

un optimum allant jusqu’à 2 × 10−24/
√
Hz au voisinage des fréquences fondamentales

des deux sphères.

La sensibilité peut être améliorée d’après l’équation (5.64) en augmentant la taille w0

du faisceau lumineux au niveau des miroirs. Le bruit de pression de radiation est alors
plus petit car le nombre de modes ayant une intégrale de recouvrement non négligeable
avec le faisceau lumineux diminue, ce qui réduit la susceptibilité effective intervenant
aussi bien pour le bruit thermique que pour les effets de pression de radiation [équation
(5.59) et (5.61)]. Les sensibilités obtenues pour des tailles de 10 et 0,1 cm sont reportées
sur la figure 5.14 (courbes b et c). Dans les deux cas, l’intensité est ajustée de manière à
optimiser le bruit quantique du détecteur (les bruits de pression de radiation et de phase
sont égaux à basse fréquence) : la courbe b est obtenue pour une intensité incidente de
450 mW et la courbe c pour une intensité de 4,5 mW .

Il est toutefois difficile d’obtenir un col optique relativement large pour une cavité
limitée en longueur à quelques centimètres. Une première possibilité pour atteindre
de telles tailles de faisceau consiste à utiliser une cavité Fabry-Perot repliée [107] : le
faisceau lumineux ne suit plus un trajet linéaire dans la cavité, mais se réfléchit en un
certain nombre de points différents des surfaces des deux sphères avant de ressortir par
le miroir d’entrée (voir figure 5.15). Ce système est équivalent à une cavité Fabry-Perot
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Fig. 5.14 – Sensibilité du détecteur à doubles sphères obtenue pour un faisceau de mesure de taille
w0 égale respectivement à 1 cm (courbe a), 10 et 0,1 cm (courbes b et c).

Faisceau
de mesure

Sphère 
externeinterne

Sphère 

Faisceau
de mesure
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Col du

Fig. 5.15 – Géométries de cavité envisagées pour obtenir un large col optique au niveau des miroirs.
Le schéma de gauche présente le principe d’un cavité repliée [107]. Le schéma de droite présente une
cavité convexe-concave.

classique mais avec une largeur effective du faisceau lumineux multipliée par le nombre
de réflexions. Une seconde possibilité consiste à utiliser une cavité convexe-concave (voir
figure 5.15). Pour que la cavité soit stable, il faut que les rayons −R1 et R2 des miroirs
convexe et concave vérifient R1 < R2 et que la longueur L de la cavité soit plus grande
que la différence R2 − R1. Pour des valeurs de L et R2 − R1 petites devant R1 et R2,
la taille du faisceau est donnée par :

w2
0 =

λR1

π

√

L

L−R2 +R1
(5.70)

Pour des rayons R1 = 4000 cm et R2 = 4004 cm, et une cavité de longueur L = 4, 04 cm,
on obtient une taille w0 du faisceau supérieure au centimètre.
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5.3.4 Conclusion

Nous avons présenté dans cette partie le calcul de la sensibilité d’un nouveau type
de détecteur d’ondes gravitationnelles composé de deux sphères imbriquées utilisant un
capteur optique de déplacement. En ne considérant que les modes fondamentaux des
résonateurs, les effets de l’onde gravitationnelle s’ajoutent sur la plage de fréquence
entre les deux résonances, alors que ceux de la pression de radiation se soustraient.
Pour réaliser une estimation plus précise des bruits thermiques et quantiques dans la
mesure optique du déplacement relatif entre les deux résonateurs, nous avons développé
une nouvelle méthode de calcul de la susceptibilité mécanique combinant les approches
directes et modales et applicable dans le domaine de fréquences intermédiaires. Nous
avons montré que l’effet d’annulation du bruit de pression de radiation disparâıt presque
complètement lorsque l’on prend en compte tous les modes acoustiques des résonateurs.
Cette méthode de calcul appliquée aux doubles sphères nous a permis de déterminer les
dimensions du détecteur et les paramètres des capteurs optiques qui donneraient une
sensibilité limitée uniquement par le bruit quantique à un niveau équivalent, ou même
meilleur que celui des détecteurs actuels.



Conclusion

Nous avons présenté dans ce mémoire une étude théorique et expérimentale des
caractéristiques optomécaniques d’un miroir mobile placé dans une cavité Fabry-Perot
de grande finesse. Un tel système est très sensible aux déplacements du miroir et per-
met d’étudier les propriétés du couplage optomécanique entre un faisceau lumineux et
un miroir sur lequel il se réfléchit. Nous avons présenté les principaux aspects de ce
couplage ainsi que les limites qu’il impose au niveau quantique sur la mesure de petits
déplacements. Nous avons mené une étude expérimentale exhaustive du bruit ther-
mique d’un miroir, bruit qui limite à l’heure actuelle les mesures optiques de grande
précision telles que les mesures interférométriques des ondes gravitationnelles. Nous
avons également cherché à améliorer la géométrie des miroirs en vue de mettre en
évidence les effets quantiques de la pression de radiation.

Le cœur du montage utilisé dans ce mémoire est constitué par une cavité Fabry-
Perot dont le miroir arrière est déposé sur un résonateur en silice. Avec les différents
miroirs mobiles que nous avons étudiés, nous avons réalisé des cavités dont la finesse
est de l’ordre de 30 000. La source laser est construite autour d’un laser titane-saphir.
Elle fournit une lumière très stable en fréquence et en intensité, qui peut être balayée
sur une très large plage de fréquence et asservie en fréquence sur la cavité à miroir
mobile. Le système de détection homodyne fonctionne au niveau quantique et permet
de mesurer la quadrature de phase du faisceau réfléchi par la cavité avec une très grande
sensibilité.

La sensibilité de notre montage est de l’ordre de 10−19m/
√
Hz sur une large plage

de fréquence, de 100 kHz jusqu’à plusieurs mégahertz. La valeur optimale atteinte avec
l’une des cavités que nous avons construite est de 4× 10−20m/

√
Hz. Cette très grande

sensibilité permet de mesurer directement le mouvement Brownien des miroirs de la
cavité.

Nous avons mené une étude exhaustive du bruit thermique d’un mode acoustique du
miroir, aussi bien en régime libre qu’en régime refroidi obtenu à l’aide d’une boucle d’as-
servissement équivalente à un processus de friction froide. Ceci nous a permis d’une part
de caractériser les propriétés optomécaniques du mode acoustique considéré, d’autre
part de mieux comprendre les techniques de contrôle actif du bruit de position d’un
miroir. Pour mener à bien cette étude, nous nous sommes intéressés au mouvement du
miroir sous différents aspects : ses composantes spectrales, son évolution temporelle en
régime transitoire, et son évolution temporelle dans l’espace des phases.

• Le spectre de bruit thermique fournit des informations sur la fréquence de résonance
du mode et sur le facteur de qualité mécanique. Par ailleurs l’étude de la réponse en
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fréquence du miroir à une force extérieure, appliquée par l’intermédiaire de la pression
de radiation d’un faisceau laser modulé en intensité, permet de mesurer la réponse
mécanique du miroir, c’est-à-dire sa susceptibilité et sa masse effective. Les mêmes
études réalisées lorsque le miroir est refroidi mettent en évidence une modification de
la susceptibilité, en excellent accord avec les calculs théoriques effectués en utilisant
le théorème fluctuations-dissipation : le processus de friction froide correspond à une
augmentation de l’amortissement du miroir, sans ajouter de bruit. Ceci démontre que
le miroir refroidi reste en équilibre thermodynamique mais à une température inférieure
à la température ambiante, au moins pour des gains modérés de l’asservissement.

• Nous nous sommes également intéressés aux temps de réponse du miroir à une force
impulsionnelle extérieure et aux régimes transitoires de retour à l’équilibre thermody-
namique lorsque l’on applique ou que l’on interrompt brusquement l’asservissement.
Cette étude de l’évolution temporelle du miroir est complémentaire de l’étude spec-
trale. Les régimes transitoires observés expérimentalement sont en très bon accord avec
le modèle théorique de la friction froide et les constantes de temps observées cöıncident
avec les taux d’amortissement mesurés grâce aux spectres de bruit thermique. Nous
avons également montré expérimentalement que le temps d’établissement du régime de
friction froide est beaucoup plus rapide que le retour à l’équilibre thermodynamique.

• Grâce à un dispositif de démodulation du mouvement du miroir, nous avons pu
suivre temporellement l’évolution des quadratures dans l’espace des phases, avec une
sensibilité de l’ordre de l’attomètre (10−18 m). Nous avons appliqué cette technique de
mesure au bruit thermique du miroir. Sur un temps de l’ordre de l’inverse du taux
d’amortissement, le mouvement dans l’espace des phases ressemble au mouvement
Brownien d’une particule libre à deux dimensions. Sur des temps plusieurs milliers
de fois plus grands, nous avons mis en évidence l’effet de l’harmonicité du mouvement
qui confine la distribution des positions autour de l’origine, avec une statistique Gaus-
sienne à symétrie cylindrique. L’observation de la position du miroir dans l’espace des
phases en présence de la friction froide a montré une compression de la distribution du
mouvement. La distribution garde une forme Gaussienne à symétrie cylindrique mais
sa variance, reliée à la température effective du miroir, est comprimée par rapport à
celle du mouvement thermique libre.

Nous avons également étudié des régimes où le miroir est dans un état hors d’équilibre
thermodynamique. Nous avons réalisé une amplification paramétrique du mouvement
du miroir, en jouant sur le gain de la boucle de contre-réaction de façon à moduler
le taux d’amortissement effectif du miroir à deux fois la fréquence de résonance. Il
en résulte un état comprimé du bruit thermique dans l’espace des phases, l’une des
quadratures du mouvement étant refroidie et l’autre chauffée. Nous avons approché la
limite théorique de 50% de compression liée à l’existence d’un seuil d’oscillation, et
en augmentant le gain de la boucle de contre-réaction nous avons observé un régime
d’oscillation paramétrique pour lequel le mouvement moyen du miroir n’est plus nul.

Dans le but de mettre en évidence les effets quantiques de la pression de radiation,
nous avons réalisé une étude détaillée de l’ensemble des modes acoustiques d’un miroir
en vue d’une amélioration de leur facteur de qualité mécanique et d’une diminution de
leur masse effective. Notre dispositif expérimental permet de répertorier les fréquences
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de résonance des modes acoustiques grâce à l’observation des résonances thermiques
dans le spectre de bruit de position. Nous avons développé un dispositif de mesure du
profil spatial des modes acoustiques par balayage d’une force de pression de radiation
sur la surface du miroir. Nous avons ainsi déterminé les profils spatiaux des modes
acoustiques d’un miroir de géométrie cylindrique et obtenu un excellent accord avec
les modèles théoriques utilisés notamment pour déterminer le bruit thermique dans les
interféromètres gravitationnels.

Nous avons également étudié les modes acoustiques de miroirs de géométrie plan-
convexe. La mesure des profils spatiaux a mis en évidence la présence de modes confinés
autour de l’axe du miroir dont la structure spatiale est Gaussienne, et présentant de
grands facteurs de qualité. En particulier, l’utilisation de miroirs plan-convexes de grand
diamètre permet d’isoler efficacement les modes acoustiques du système de fixation du
miroir, et nous avons observé des modes avec un facteur de qualité supérieur à un million
et une masse effective cent fois plus faible que la masse totale du miroir. Ces miroirs
se révèlent donc de bons candidats pour la mise en évidence des effets quantiques de la
pression de radiation.

Nous avons présenté dans le dernier chapitre les propriétés quantiques des mesures
de petits déplacements, en particulier l’existence d’une limite quantique standard dans
les mesures interférométriques. Cette limite n’apparâıt cependant pas comme une limite
quantique fondamentale et nous avons présenté une méthode permettant d’améliorer
la sensibilité de la mesure en désaccordant la cavité. Le couplage optomécanique entre
le mouvement du miroir et le champ dans la cavité modifie la dynamique du miroir et
permet d’avoir un effet d’amplification du signal par le mouvement du miroir mobile. La
possibilité de battre la limite quantique standard simplement en désaccordant la cavité
de mesure pourrait en principe être démontrée à partir de notre montage expérimental.

Nous nous sommes enfin intéressés à un nouveau type de détecteur d’ondes gravita-
tionnelles utilisant deux résonateurs sphériques imbriqués, dont la distance relative est
mesurée avec un capteur optique. Nous avons présenté le calcul des bruits thermiques et
quantiques d’un tel détecteur. Une nouvelle méthode de calcul de la susceptibilité des
résonateurs qui combine les approches statique et modale nous a permis de déterminer
les caractéristiques optimales du détecteur. Ce nouveau type d’antenne gravitation-
nelle pourrait ainsi être capable de détecter sur une large plage de fréquences des ondes
gravitationnelles dont l’amplitude est inférieure à 10−22/

√
Hz.

Ces détecteurs font l’objet d’un programme de recherche entre plusieurs labora-
toires européens. L’objectif est de définir les caractéristiques d’un détecteur travaillant
à des fréquences entre 1 kHz et quelques kilohertz, complémentaire des antennes in-
terférométriques de seconde génération. Plusieurs solutions sont envisagées, aussi bien
en ce qui concerne la géométrie du détecteur (sphères, tores), que pour le type de
détection du mouvement (capteur optique, détecteur capacitif). Sur le plan théorique,
il reste de nombreuses questions à résoudre. Par exemple, le système dans sa configu-
ration finale est constitué de cinq capteurs du mouvement de façon à pouvoir extraire
la direction de propagation de l’onde gravitationnelle. Il serait intéressant d’étudier les
limites quantiques d’une telle configuration et de déterminer ce que devient l’effet d’an-
nulation du bruit de pression de radiation que nous avons démontré dans le cas d’un
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seul capteur optique. Sur le plan expérimental, il serait très intéressant de développer
des cavités de grande finesse pour des faisceaux lumineux ayant un grand col optique,
soit en utilisant des cavités repliées, soit à l’aide d’une géométrie convexe-concave.

De telles cavités seraient aussi très utiles pour réaliser des contrôles actifs du bruit
des miroirs dans les détecteurs interférométriques d’onde gravitationnelles, qu’il s’agisse
de contrôler le bruit thermique ou les effets quantiques de la pression de radiation.
Etant donnés les développements actuels des antennes gravitationnelles de deuxième
génération, il semble très important de tester expérimentalement ces effets quantiques,
leurs conséquences sur la sensibilité de la détection, et les possibilités de les réduire. Le
travail présenté dans ce mémoire à permis de déterminer précisément les caractéristiques
optomécaniques des miroirs. Les résultats obtenus montrent qu’il est possible d’obser-
ver ces effets quantiques à partir de miroirs dont les modes acoustiques internes ont de
grands facteurs de qualité et de faibles masses effectives. Nous avons donc fait réaliser de
nouveaux miroirs avec des substrats super-polis et des couches diélectriques, déposées
à l’Institut de Physique Nucléaire à Lyon, de très grande qualité optique. Nos pre-
miers tests ont montré qu’ils possèdent la qualité attendue et devraient permettre de
construire une cavité optique de finesse 300 000, avec une tenue au flux résistant à un
faisceau incident de plusieurs milliwatts. Placée à température cryogénique, cette cavité
devrait atteindre une sensibilité suffisante pour mettre en évidence les effets quantiques
du couplage optomécanique.
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sité Paris-Sud (1996).
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Résumé

Nous présentons une expérience de mesure optique ultrasensible de petits déplacements
d’un miroir placé dans une cavité Fabry-Perot de grande finesse, avec une sensibilité
au niveau de l’attomètre.

Nous avons mesuré le bruit thermique du miroir et suivi son évolution temporelle
dans l’espace des phases. Nous avons refroidi le miroir en exerçant une force de friction
froide et obtenu une compression du bruit thermique dans l’espace des phases.

Une étude spatiale des modes acoustiques internes a été réalisée pour différentes
géométries du miroir, en balayant une force de pression de radiation sur la surface du
miroir. Les résultats valident les modèles théoriques utilisés pour les interféromètres
gravitationnels et permettent de définir une géométrie favorable à la démonstration des
effets quantiques du couplage optomécanique.

Nous présentons également une étude théorique des bruits thermiques et quan-
tiques dans un nouveau type d’antenne gravitationnelle, constituée de deux sphères
imbriquées.

Mots-clés : Couplage optomécanique, Cavité de grande finesse, Mouvement Brow-
nien dans l’espace des phases, Friction froide, Compression du bruit thermique, Modes
acoustiques d’un miroir, Limite Quantique Standard, Détecteur gravitationnel à doubles
sphères.

Abstract

We present a very sensitive optical measurement of small displacements of a mirror
in a high-finesse cavity, with a sensitivity at the attometer level.

We have observed the mirror thermal noise and its temporal evolution in phase
space. We have cooled the mirror by using a cold damping force and obtained a thermal
noise compression in phase space.

We have determined the spatial structure of internal acoustic modes for different
mirror geometries, by scanning a radiation pressure force over the mirror surface. Re-
sults are in agreement with theoretical models used for gravitational-wave interferome-
ters and lead to an optimized geometry for the demonstration of quantum effects of
optomechanical coupling.

We finally present a theoretical study of thermal and quantum noises in a new
scheme of gravitational-wave antenna based on dual spheres.

Key words : Optomechanical coupling, High-finesse cavity, Brownian motion in
phase-space, Cold damping, Thermal noise squeezing, Acoustic modes in a mirror,
Standard Quantum Limit, Dual Spheres gravitational detector


