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Résumé

Dans ce mémoire nous proposons une méthode originale d’acquisition de mo-
deles : l’identification structurelle. Nous nous placons dans un cadre inter-
médiaire entre les méthodes de modélisation classiques et les méthodes basées sur
I’apprentissage. Nous montrons que pour le cas d’une classe particuliere mais assez
générale de fonctions il est possible d’inférer automatiquement la forme d’équation
qui représente au mieux un certain processus physiquel évitant ainsi ’effort de
caractérisation du modele par le concepteur. L’acquisition des modeles est faite
suivant un protocole expérimental dans lequel l'identification de parametres est
restreinte a des problemes n’ayant qu’une seule dimension d’entréel’diminuant
ainsi la quantité de données requises. Les modeles générés par la méthode sont
facilement différentiablesI'améliorables et réutilisables. La méthode peut étre par-
ticulierement utile en robotique ou 'on rencontre souvent le type fonctionnelle
considéré.






Abstract

In this thesis we propose an original method to models acquisition : the
structural identification. Our work can be situated somewhere between classi-
cal modelisation methods and learning based methods. We show that in the scope
of a particular but quite general functional class it is possible to automatically
choose the best equation form to represent a physical processl’avoiding the hard
work of model caracterisation that the designer should do. Our method uses an
experimental protocol where the parameters identification is limited to one entry
dimension problemsl'reducting the amount of data required by the modelisation.
The models generated by our method can be easily differentiatedI’corrected and
reused. The method can be particularly useful in robotics where the functional
form the method hands can be easily found in many kinds of problems.
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Chapitre 1

Introduction

Dans ce mémoire nous nous intéressons au probleme de la modélisation en
robotique. Il s’agit globalement d’établir des programmes d’ordinateur permet-
tant de prédire la valeur de certaines variables d’un systeme robotique en fonction
d’autres variables de ce méme systeme.

Par exemplel'on voudra prédire la position cartésienne de 'extrémité d’un bras
manipulateur en fonction de la position de chacun de ses axes. Dans une expéri-
ence plus complexe ou le bras porte une caméral'on établira la relation entre la
position des degres de liberté et la position d’indices visuels dans 'image vidéo.
L’obtention de ces modeles a pour objectif le controle de ces systemesl'ainsi on
cherchera & piloter le bras pour obtenir une position cartésienne donnée ou pour
obtenir une configuration particuliere d’indices visuels dans I'image.

Nous connaissons aujourd’hui trois grandes approches au probleme de la mo-
délisation :

e La modélisation analytique sans retour d’expérience : de par ses
connaissances préalablesl'le concepteur possede ’ensemble des informations
nécessaires a la construction de son programme. Par exemplel'il connait
I’ensemble des parametres et des lois lui permettant de passer de la position
des actionneurs a celle de 'extrémité du mécanisme considéré.

e La modélisation analytique avec retour d’expérience : dans ce cas on
connait les lois fixant les relations entre les variables mais on choisit d’inférer
a partir de mesures expérimentales la valeur de certains des parametres. Par
exemplel'dans une opération de calibrage on cherchera a déterminer par un
ensemble de mesures la longueur des segments mécaniques d’un robotl'les
zéros de ses codeurs ou les parametres intrinseques d’une caméra.

e La modélisation par ”boite noire” avec retour d’expérience : on
ne connait pas les lois du systeme et on ne s’intéresse qu’aux valeurs des
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variables. Par une phase d’apprentissagel’on cherche a adapter un modele
universel dont on va régler les parametres.

En faitI'’ensemble de ces approches peuvent étre mesurées a I’aune des con-
naissances préalables du modélisateur : de la connaissance parfaite a "absence
d’information a priori.

Mais il faut bien reconnaitre que des lors que I'on s’intéresse a faire entrer des
données expérimentales dans un processus de modélisationl'les outils a notre dis-
position sont ceux de I'identification et en fin de compte ceux de la minimisation.
Les connaissances préalables du modélisateur servent a définir la fonction qui sera
utilisée pour le modele. Ansi le modélisateur utilisera une méthode des moindres
carrés ou un filtre de Kalman pour déterminer les parametres d’une équation de
mesure oul’s’il ne possede aucune informationl'il utilisera une procédure de propa-
gation arriere dans un réseau de neurones multi-couche pour déterminer les poids
affectés aux arcs de ce réseau. Dans les deux cas il se sert de sa connaissance (ou
de son absence de connaissance) pour fixer la fonction dont il cherche a déterminer
les parametres. Nous disons qu’il choisit la structure de son modele.

Dans ce mémoire nous présentons une alternative a cette approche en définis-
sant une méthode qui présente l'originalité de ne pas définir explicitement la
fonction utilisée dans le processus de modélisation. Nous appelons cette
méthode I'identification structurelle car elle permet d’inférer certaines regles
de calcul de la fonction & partir des données expérimentales. Ainsi le résultat de
notre méthode n’est pas un vecteur dans I’espace des parametres a estimer mais
un programme au sens informatique du terme.

D’un point de vue méthodologique notre contribution est d’avoir montré qu’il
existe des connaissances préalables permettant de mettre en oeuvre des procédés
de modélisation se situant entre les approches de type ”boites noires” et les ap-
proches utilisant des équations de mesure.

D’un point de vue théorique notre contribution est d’avoir mis en évidence
une transformation fonctionnelle originale permettant la décomposition récursive
d’une certaine classe de fonctions. Notre méthode est basée sur cette décompo-
sition. Elle fait I’hypothese que ’appartenance des fonctions de modélisation a
cette classe fait partie des connaissances préalables du modélisateur.

D’un point de vue pratique les avantages de notre méthode sont les suivants :

e La classe des fonctions considérée est suffisamment large pour en permettre
I’application a nombreux problemes et notamment en robotiquel’

e Les modeles peuvent étre obtenus a partir d’'un nombre restreint d’expériencesl’
ce nombre varie quasiment linéairement avec le nombre de variables d’entréesl’



ces modeles sont exacts dans le cas de données non bruitéesl’

e ils permettent de calculer I'incertitudel’

ils sont différentiables et permettent le controle des systemesl’

e ils peuvent étre réutilisés en cas de modification du systeme. Dans ce cas
ils en retiennent la structure et peuvent s’adapter facilement aux nouvelles
conditions d’expérimentation.

D’un point de vue expérimental nous avons réalisé une implantation informa-
tique de notre méthode suivie des expérimentations suivantes :

e nous l'avons vérifié sur un cas simulé ou 'on connait la fonction que 'on
cherche & identifier (la cinématique directe d’un bras manipulateur & six
degrés de liberté);

e nous ’avons utilisé pour obtenir le modele différentiel reliant les variables
articulaires aux positions d’indices visuels dans une image et a partir de cela
faire ’asservissement visuel d’un bras a six degrés de liberté.

Plan du mémoire

Nous commencons par le chapitre 2 ou nous proposons une étude a propos de
la pratique de la modélisation. Le chapitre a trois buts principaux :

e caractériser le domaine de recherche d’acquisition de modelesI'son impor-
tance comme discipline scientifiquel ses concepts principaux et ses limita-
tions;

e présenter une vision générale et structurée du domainel'en introduisant ses
principaux axes de recherche et en analysant quelques méthodes qui carac-
térisent bien chacun de ces axes de recherche;

e mettre en évidence les points communs a la plupart des méthodes de modéli-
sation existantesI'méme s’ils appartiennent a des axes de recherche différents:
* le role central du concepteur dans la modélisationl’

* le besoin d’une structure préconcue pour le modele avant méme 'utili-
sation des méthodes de modélisationl’

* l'attention donnée presque exclusivement a l'identification de parame-
tres au détriment des autres étapes de la modélisation.
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Le chapitre 3 présente le concept d’identification structurelle et le situe par
rapport aux méthodes de modélisation présentées au chapitre précédent. Nous
montrons qu’il est possiblel'sous certaines conditionsl'd’inférer automatiquement
la structure d’un modele. Ce chapitre présente aussi la méthode qui fait 'objet
de cette these. Nous montrons que la méthode peut modéliser toute fonction ap-
partenant a un certain ensemble. Nous abordons encore quelques points pratiques
de la méthodel'comme l'identification des parametres de fonctions partiellesI'et
présentons aussi 'algorithme de la méthode.

Le chapitre 4 montre comment utiliser les modeles acquis par notre méthodel’
et si nécessaire comment les transformer. Un des avantages de notre approche
est le fait de construire des modeles ouverts et simplesI'sur lesquels il est possible
d’appliquer une série d’opérations bien définies. On a acces a toutes les données
internes du modelel'et cela nous permet de calculer les dérivées partiellesI'ou les
marges d’erreur. Ces informations nous permettent d’inverser le modele ou de le
corriger. Nous proposons aussi une méthode de transformation des modeles exis-
tants permettant de réduire le nombre de saisies expérimentales.

Le chapitre 5 illustre I’application de la méthode et montre sa mise en ceuvre
dans le cadre d’applications a la robotique. Nous avons appliqué la méthode de
modélisation a des problemes simulés sous plusieurs conditions différentes : avec
et sans caractérisation idéalel'en manipulant des données expérimentales bruitées
et non bruitées. Nous avons aussi appliqué la méthode a un probleme réel en robo-
tique: la modélisation d’un systeéme intégré “vision-robotique” et son asservisse-
ment. Les résultats expérimentaux démontrent 'utilité de la méthode.

Enfinl'la conclusion présente un résumé du travail accompli et des résultats
obtenus ainsi qu’une vue prospective.



Chapitre 2

Revue des travaux

Ce chapitre a pour objectif de donner une vision générale et structurée du
domaine de recherche de ’acquisition de modeles. Le chapitre est organisé de la
facon suivante :

e nous commencons en donnant une caractérisation du domaine dans le para-
graphe 2.1;

e ensuitel’dans les paragraphes 2.2 et 2.3 nous présentons deux des points
de vue qui a notre avis caractérisent les facons d’attaquer le probleme de
I’obtention de modeles;

e nous terminons ce chapitre en faisant une synthese des divers points abordés
dans le paragraphe 2.4.

2.1 Caractérisation du domaine

Richalet [Ric91] définit le but de la modélisation comme suit:

“Le but de la science a toujours été de tenter de plaquer sur une réalité physique
mesurable d’un monde extérieur sensible, une représentation rationnelle, en fait
logico-mathématique. L objectif de la modélisation n’est donc pas nouveau et s’il
doit étre rattaché a celui des Sciences expérimentales (Galilée), la modélisation
moderne apporte cependant une contribution spécifique par :

e La rationalisation de la démarche, maintenant dotée de méthodes jus-
tifices théoriquement et implantables dans des calculateurs numériques puis-
sants dont Uefficacité technologique, permet de réaliser des traitements au-
paravant inaccessibles.
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e Une réflexion maintenant dépassionnée et plus objective sur la con-
naissance. Qu’est-ce-que connaitre ? Que signifie représenter un processus
physique ¢ L’analyse physique telle que nous lenseigne la démarche analy-
tique cartésienne de la mise en équations a 'aide des “lois de la physique
est-elle le seul mode de représentation du monde ¢ S’il y en a d’autres,
lequel choisir devant un probléme donné ? A ces questions sur lequelles se
sont heurtées des écoles de pensée, la modélisation apporte des réponses dont
Uefficacité heuristique, c’est-a-dire dans acception premiere du terme, qui
permet d’apprendre ou de découvrir, est prouvée dans la pratique profession-
nelle quotidienne” [Ric91].

Dans ce paragraphe nous analyserons la pratique de la modélisation. Notre
objectif ici est d’introduire ses concepts principauxl'ses classifications et ses étapes.

Avant de parler de modeles et des différentes facons de les obtenir on doit
introduire les concepts de “variable”’l'd’“état® et de “structure®. La séparation
entre ces trois concepts est a la base de la Théorie des Systemes ( [Ric91]):

e les VARIABLES sont des mesures effectuées sur le processus physique.

e 'ETAT du systeme : on suppose qu’il existe un ensemble de variables par
lequel on peut définir completement le systeme. L’ensemble des valeurs
prises par ces variables constitue ’état.

e la STRUCTURE : est le lien fonctionnel qui met en relation un ensemble
d’éléments et qui rend les variables non indépendantes. C’est sur cette struc-
ture supposée que lon va plaquer une représentation logico-mathématique
rationnelle. Suivant une démarche scientifique classique, cette représenta-
tion va étre faite avec des équations de type approprié qui contiennent des
parameétres [Ric91].

La modélisation fait ’hypothese de 'existence d’une relation mathématique
qui permet de calculer les valeurs des variables de sortie du modele a partir de
I’état du systemel'des valeurs des variables d’entrée et des valeurs des parametres
a trouver. Cette relation devra étre capable de simuler pratiquement le processus.
On pourra donc a partir d’un ensemble de parametres choisi et d’un enregistrement
de données expérimentales réelles (les entrées)effectuer une simulation du modele
et comparerl’conformément en cela a la définition du modelel'les comportements
du processus physique objet et de son modele mathématique.

La modélisation al’en premiere compréhensionl'deux extrémes ([Ric91]):

e les modeéles de connaissance ol la représentation des phénomenes est
faite avec ’aide des lois de la physique;
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e les modeéles de représentation ol l'on utilise une représentation math-
ématique du type “boite noire“I'un outil mathématique ou les parametres
sont identifiés en utilisant des données expérimentales.

Le modele de connaissance est valable dans un domaine largel'et les parame-
tres qui interviennent dans les équations définissant la structure sont réifiablesl’
c’est-a-dire qu’ils ont un “sens physique®. Il serait idéal s’il n’était pas lourdl’
cher et difficile a établir. Le modele de représentationl par contrel est facile &
établirl'mais limité. Ses parametres n’ont pas un sens physique et n’ont qu’une
valeur locale. Cependant un modele de représentation eflicace dans un domaine
de fonctionnement donné peut étre suffisant. Si on considere le rapport effort
de modélisation/ capacité de prédire le comportement un modele de représentation
peut étre plus efficace qu’un modele de connaissance.

1l ne faut pas opposer ces deux types de modélisation et tout Uart du modéli-
sateur va justement étre de savoir manipuler les deux concepts et de trouver un
compromis. FEn effet, rares sont les cas ou le modéle est purement de connais-
sance ou purement de représentation. On ne s’interdit pas d’avoir des connais-
sances scientifiques antérieures sur le processus et la modélisation ne se réduit pas
a Uidentification d’une formule empirique par une technique d’estimation statis-
tique. Il faut utiliser toute information disponible au préalable pour réduire le pro-
cessus en sous-systemes, choisir les variables a identifier sur une base physique,

etc [Ric91].

La modélisation apparalt souvent aux non initiés comme se réduisant a un
probleme d’identificationl’ d’analyse de données ou de “calage de modele“. Les
difficultés viennent de la nature non-homogene du probleme ol se mélangent
des considérations structurellesI’ des méthodes de minimisationl’ des techniques
de recherche de protocoles d’essais.

Il convient de distinguer dans la modélisation trois grandes étapes: la carac-
térisationl'l"identification et la vérification.

e la caractérisation est I’étape pendant laquelle on va structurer le mo-
dele mathématique. On doit choisir une classe de modeles pour représen-
ter objet. C’est une étape qualitative ou la caractérisation de la connais-
sance préalable va nous aider a utiliser au maximum les informations a-priori
disponibles. Le modele mathématique choisi va étre une structure dépendant
d’un vecteur de parametres inconnus.

e l'identification du modeéle consiste a faire I’adaptation numérique des pa-
rametresl'le calage numérique du modele sur les données expérimentales.
Le but est de diminuer par une stratégie quelconque la distance entre les
comportements de 'objet et du modele. Cette distance minimale ne sera
en général pas nulle car la caractérisation n’est jamais parfaitel'les mesures



8 CHAPITRE 2. REVUE DES TRAVAUX

sont perturbées par les bruits et les traitements numériques se font avec une
précision de calcul limitée.

e la vérification permet de tester la validité du modele. Pour cela on choisit
une métrique et on mesure la distance entre les comportements de 'objet et
du modele au cours d’un certain nombre d’essais. Ces mesures seront ensuite
comparées a une qualité requise.

Il existe bien des facons d’attaquer le probleme d’obtention d’un modele. De
nombreuses méthodes vont s’attaquer particulierement au sous-probleme de mi-
nimisation de la distance des comportements objet-modelel et vont le résoudre
dans leur domaine de validité spécifique. Cependantl’on peut distinguer claire-
ment deux directions dans ce domaine: la modélisation dite “classique”I'basée sur
les connaissances préalables du concepteur (plus proche d’un modele de connais-
sance) et la modélisation dite “adaptative”['basée sur les données expérimentales
(plus proche d’un modele de représentation). Pour un étude de la théorie et des
méthodes du domaine de modélisation clasique voir [Lju87] et [Ric91]. Dans les
paragraphe 2.2 nous analyserons la modélisation adaptative.

2.2 Les méthodes adaptatives

L’objectif de ce paragraphe est d’analyser les méthodes de modélisation adap-
tativesl'aussi connues comme les méthodes “boite noire”. Nous voulons aussi
mettre en évidence I'utilité de ces méthodes dans les cas ou les informations préal-
ables disponibles sur le processus a modéliser sont tres limitées ou quand le systeme
évolue dans des conditions incertaines. Dans ces cas il est impossible ou impra-
ticable de dériver d’avance une structure analytique efficace avec propriétés fixes
pour le modele. La structure générale des méthodes adaptativesI'dotant le sys-
teme d’une forme d’apprentissagel’permet une solution a ce type de probleme.

Voir [SZL195] pour une revue des méthodes de modélisation du type boite
noirel'et [JHBT95] pour un étude des bases mathématiques de ces méthodes.

Les modeles adaptatifs sont le plus souvent des modéles de pure représentation.
La modélisation avec une méthode adaptative réduit I’étape de caractérisation aux
choix et configuration de I'outil adaptatif. Cette configuration peut étre assez com-
plexe. Elle ne dépendra pas directement du processus a modéliser]' mais plutot
des données qu’il faudra manipuler pendant I’étape d’identification. On sait d’une
fagon générale que la caractérisation est la phase la plus spécifique et par 1a méme
la plus cotiteuse de toute modélisation. Cette représentation apparait donc comme
tres “économique®. Elle val'au prix de plus de calcull'éviter de dépenser du temps
de réflexion et étre ainsi accessible a tous.
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Le paradigme de base des méthodes adaptatives est qu’un systeme a modéli-
ser peut étre vu simplement comme une fonction entre ses entrées et ses sorties
[BF92]. Une seule hypothese préalable est établie & propos de cette fonction :
si les entrées et les sorties du systeme sont représentées par des valeurs contin-
ues la fonction doit avoir une forme continue. Cette fonction continue peut étre
représentée par une hypersurface liant ’hyperespace d’entrée a ’hyperespace de
sortie [PG89]. Pour une méthode connexionistel “apprendre* c’est construire une
fonction qui soit une bonne reproduction de la vraie hypersurface définie par le
systeme a modéliser. La construction de cette fonction est faite par la modifica-
tion d’une fonction initiale au fur et a mesure que les données sont fournies. Cette
construction se fait par adaptation automatique des parametres de la structure.

Le probleme de I'apprentissage d’une fonction entre un espace d’entrée et
un espace de sortie équivaut au probleme de synthese d’une mémoire associa-
tive qui retrouve la bonne sortie quand une entrée connue est présentéel’et qui
généralise quand une entrée inconnue est présentée. 1l équivaut aussi au probleme
d’estimation d’un modele qui transforme entrées en sorties étant donné un ensem-
ble de paires entrées-sorties comme exemple [PG89]. Un cadre classique pour ce
type de probleme est la théorie de Uapprozimation.

La théorie de approximation traite le probleme d’estimer ou d’interpoler une
fonction continue & plusieurs variables f(X) par une fonction F'(W, X') ayant un
nombre de parametres fixe W (X et W sont deux vecteurs réels: X = zq, 22, ..., 2,
et W = wy,wsy,...,wy,). On choisit une fonction F' appartenant une famille
de fonctions interpolatricesl'et le probleme de 'estimation devient alors celui de
choisir ’ensemble de parametres W qui va permettre la meilleure approximation
possible de f dans I’ensemble d’exemples. Une famille de fonctions interpolatrices
al'en théoriel'la propriété de pouvoir approximer toute fonction continue. Cette
universalité fait la différence entre les méthodes classiques (ot le choix d’une forme
fonctionnelle est spécifique au probleme traité) et les méthodes adaptatives (ou
une seule famille interpolatrice peut servir des problemes de modélisation de na-
ture differentes).

On distingue les méthodes adaptatives paramélriques et non paramétriques.
Une méthode paramétrique consiste a déterminer un ensemble fini de parame-
tres libres d’une fonction mathématique afin que la fonction s’accorde aux don-
nées. La fonction est un modele global qui prend en compte toutes les données
en méme temps. Parmi les méthodes adaptatives paramétriquesl’on peut citer
les réseaux neuronaux [RMG86]I'les fonctions radiales de base [PG89]I'les cartes
“topology-conserving“ [RMS89]['les réseaux “wavelet” [ZB92]. Une méthode non
paramétrique est aussi une fonction mathématique qui contient un ensemble de
parametres libres. Cependant le nombre et les valeurs des parametres sont déter-
minés a chaque utilisation de la méthode a partir d’un sous ensemble local des
données. Parmi les méthodes adaptatives non paramétriquesl’on peut citer les
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méthodes “memory-based“ [Atk90] [SA94]['les méthodes de voisinage “n-nearest”
[MHJ92].

Dans ce paragraphe nous allons nous limiter & 'analyse du sous domaine des
méthodes adaptatives paramétriques. Nous commencons en présentant les réseaux
neuronaux dans le paragraphe 2.2.1. Dans le paragraphe 2.2.2 nous analysons la
robotique connexionniste. Nous terminons ce paragraphe en analysant les limita-
tions des méthodes adaptatives dans le paragraphe 2.2.3. Cette étude est basée
sur le rapport [BMA93] dans lequel nous analysons 1’état de I’art de la robotique
connexioniste.

2.2.1 Les réseaux neuronaux

Parmi les méthodes adaptatives paramétriqueslles réseaux neuronaux (ou sys-
témes connexionistes) sont devenus les plus populaires. Utilisés comme outil de
modélisation les réseaux neuronaux peuvent apporter des résultats positifs rapi-
dement et sans beaucoup d’effort. Les termes et quelques concepts inspirés de
la biologie attirent aussi la curiositél'et on a vu naitre dans grand nombre de
domaines scientifiques un important effort de recherche basé sur la modélisation
connexionniste.

En faitI'la plupart des techniques d’approximation peuvent étre présentées sous
la forme d’un réseau qui peut imiter un “réseau neuronal“ '. Dans le contexte
de notre analysel'un réseau est une fonction représentée par la composition d’un
grand nombre de fonctions de base. Un réseaul’apres toutl'peut étre une bonne

représentation graphique pour une grande classe d’algorithmes.

Dans le domaine traditionnel des réseaux neuronauxl’ on trouve parmi les
méthodes les plus populaires: les perceptrons multicouches (et leur algorithme
d’apprentissage “back-propagation”) [RMG86]Iles perceptrons multicouches récur-
rentslles réseaux de Hopfield [Kha90]l'les cartes de Kohonen [Koh82]'la machine
de Boltzmann [Kha90]. Ces méthodes ont en commun seulement le fait d’utiliser
la fonction sigmoide comme fonction de base dans des compositions représentées
sous la forme de réseau. Chaque méthode a son algorithme pour trouver I’ensemble
de parametres W optimal.

D’autres méthodes “non-neuronalesI*I'comme le GRBF (fonctions radiales de
base généralisées) [PG8I] ou les réseaux “wavelets” [ZB92]['sont représentées aussi
sous la forme de réseau mais en utilisant une fonction de base différente.

L’architecture la plus utilisée parmi les réseaux neuronaux est celle des réseaux
multicouche (figure 2.1) dont I'apprentissage est effectué a 1’aide de 'algorithme

'Plusieurs cas parmi les réseaux neuronaux devraient s’appeler réseaux non-neuronaux, car
leur lien aux neurones biologiques, dans le meilleur des cas, est faible
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de la rétro propagation du gradient (back-propagation) [RMG86]l'et qui peut étre
représentée par le schéma suivant :

F(X, W)= g(ang(Z wzg(g(Zw]x])))) VX e R (2.1)

Dans le cas de la fonction ci-dessusl'il s’agit d’un réseau a n couches dont n —2
couches cachées. Les unités (neurones) de chaque couche calculent leurs entrées
comme une combinaison linéaire des sorties des unités de la couche précédente
pondérées par les poids des connexions W qui lient les unités des couches suc-
cessives. Cette entrée est ensuite transformée en sortie par 'intermédiaire d’une
fonction d’activation sigmoide g. Ce type de fonctions a connu un succes consid-
érable dans le domaine des réseaux neuronaux meéme s’il n’est pas courant dans
la littérature relative & la théorie de I"approximation [PG&9].

F(X)

Sortie

Cachee

Entree

Figure 2.1 : Réseau neuronal & trois couches et & base de sigmoides

Les résultats théoriques prouvent que ces réseaux a couches ont la capacité
d’estimer avec une erreur arbitraire toute fonction continuel'pourvu que le réseau
contienne un nombre suffisant de parametres [HN89] [Fun89].
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2.2.2 La robotique connexionniste

Le but de ce paragraphe est d’illustrer et de mieux comprendre les classes
d’application pour lesquels les méthodes adaptatives peuvent étre utiles. Comme
pour le paragraphe précédente nous allons nous limiter aux méthodes connexio-
nistesI'et pour pouvoir analyser le sujet un peu plus en détail nous limiterons
I’analyse a ’utilisation des réseaux neuronaux a la robotique.

Il reste entendu que lorsque ’on parle dans ce paragraphe de ce que ne peuvent
pas faire les réseaux neuronauxl'on se réfere aux méthodes actuellement existantes
et étudiées. On ne peut préjuger de ce que seront les méthodes futuresl'ni des
résultats a venir des recherches en cours sur certains aspects encore mal compris
des réseaux.

Les réseaux neuronaux sont devenus sujet de recherche obligatoire dans la robo-
tique. La quantité importante de problemes encore sans solutionl'la complexité
de ces problemesl'la nature des données manipuléesl’définissent un cadre parfait
pour que 'appel séduisant des réseaux neuronaux soit irrésistible. La robotique
connexionniste s’insere dans le domaine de recherche appelé “machine learning“I’
qui recherche les solutions non-conventionnelles a ces problemes.

Traditionnellement les roboticiens utilisent les méthodes d’identification de pa-
rametres (optimisation paramétrique). Cependantl pour plusieurs problemes de
robotiquel’ comme par exemple 'obtention d’une matrice d’inertiel’la complex-
ité de ’analyse peut rendre la construction d’un modele analytique impraticablel’
sinon presque impossible. Dans tous les cas les modeles analytiques s’averent étre
des simplifications d’un monde réel trop complexel'et le roboticien traditionnel se
voit obligé de conditionner 'environnement ol son robot doit évoluer pour que
son modele soit valable.

De nombreux chercheurs ont été attirés par la possibilité de remplacer les
lourds modeles analytiques par les boites noires des réseaux neuronaux. Ils imagi-
naient qu’il suffirait de mettre a 'intérieur les données réellesI'bruitéesl'pour définir
ainsi un modele encore capable de continuer a apprendre devant les imprévus du
monde réel.

Ce sont les principales propriétés des réseaux neuronaux qui suggerent les
applications possibles en Robotique [BMA93]:

e les possibilités d’auto-organisation et d’apprentissage propres aux réseaux
neuronaux les rendent potentiellement adaptés au probleme de ’apprentis-
sage des robots (robot learning). Ce probleme est caractérisé par I’obligation
de prendre en compte des données sensorielles bruitéesl'des erreurs de con-
trolel’ des environnements changeant de maniere dynamique et des situa-
tions ou il est nécessaire d’apprendre directement par ’expérience. C’est
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sans doute la que se portent aujourd’hui les principales recherches dans
le domaine de la robotique connexionniste. En faitl’ comme le signalent
plusieurs auteursl'la propriété importante des réseaux est d’étre des esti-
mateurs adaptatifs de fonctions non-linéaires. Cette propriété permet de
les utiliser comme des classifieurs dotés de capacités d’apprentissage et de
généralisation (interpolation et extrapolation)l'et surtout comme des procé-
dures générales d’apprentissage de fonctions non-linéaires. Cette derniere
fonction des réseaux les rend particulierement adaptés a la résolution d’un
probleme typique de la Robotiquel celui de I’apprentissage de comporte-
ments construits sur des mises en correspondance entre les données capteurs
et actionneurs.

e les réseaux récurrents permettent de mémoriser des séquences temporellesl’
et donc des suites discretes d’actions a exécuter.

e les algorithmes paralleles d’optimisation issus du connexionnismel tels que
les réseaux récurrents pour 'optimisation ou les algorithmes génétiquesl'peu-
vent étre utilisés pour résoudre les problemes d’optimisation rencontrés en
robotique. C’est le cas dans le domaine de la recherche de trajectoires.

e les propriétés neuromimétiques des réseaux neuronaux permettent de les
appliquer a la programmation et au contréle des robots en utilisant les ré-
sultats des recherches menées en psychophysiologie et en neurophysiologie
sur les traitements sensori-moteurs mis en ceuvre dans les activités cognitives
animales.

e la propriété dite d’unicité de I’architecture fonctionnelle des réseaux (dans un
réseaul’c’est la méme structure physique qui apprendl's’organisel' mémorisel’
traite les données d’entrées et généralise aux cas non-appris) ramene a 'idée
d’indissociabilité des différentes fonctions d’un systéme cognitif (perceptionl’
décisionl" action)I" et donc a l'indissociabilité des études de ces fonctions.
L’utilisation de cette propriété parait étre un moyen de résoudre le probleme
posé par ce que 'on appelle en TA la fragilité des systemes symboliques
(brittleness)l'et qui est leur incapacité a prendre en compte simultanément
tous les aspects du raisonnement d’une maniere systématique et a ’intérieur
d’un cadre unifié.

e enfin les réseaux neuronauxl parce qu’ils permettent de revenir au concept
plus large de réseau d’automates par le biais de ce que 'on appelle au-
jourd’hui le macro-connexionnismel'conduisent a faire le lien avec les théories
de ’émergence comportementale étudiées aujourd’hui en robotique et en in-
telligence artificielle distribuée (théorie des réseaux d’agents réactifs).

Cependantl'malgré le grand nombre d’exemples d’applications prometteusesl’
il faut reconnaitre que ’utilisation des réseaux neuronaux dans la robotique vit
encore dans son moyen-age [Ber93]. Il n’existe pas encore de systémes robotiques
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neuronauxl'seulement des solutions satisfaisantes pour quelques problemes spé-
cifiques. D’une facon générale les réalisations expérimentales sont faites pour

étre démonstratives d’un concept mais n’indiquent jamais un niveau de maturité
“préindustrielle [BMA93].

La recherche dans le domaine de la robotique connexioniste est partagée. Du
coté de 'expérimentateur 'utilité d’utiliser des réseaux “en aveugle® pour démon-
trer la validité des outils employés est mise en cause. Du coté du théoricien les
efforts se concentrent sur l'utilisation des réseaux neuronaux pour l’estimation
fonctionnellel” et il devient alors difficile de justifier particulierement cette ap-
proche face a d’autres approches (ondelettes['fonctions radiales de basel'estima-
tions paramétrique et non paramétrique).

De notre point de vuel'l’utilisation des réseaux neuronaux en robotique pos-
sede au moins le grand mérite de remettre en question un certain nombre de
“dogmes* concernant la planification'la modélisation et ['utilisation des capteurs
en robotique “classique”.

2.2.3 Limitations des méthodes adaptatives

Utiliser une méthode adaptativel'basée seulement sur les données expérimen-
talesl'apporte ’énorme avantage de dispenser d’un modele analytique. Mais bien
str il y a un prix a payer pour cela: le caractere approximatif des réponses du mo-
dele. La qualité de cette approximation dépend essentiellement de trois conditions:
des données expérimentales utilisées (leurs nombre et leurs marges d’erreur)[’de
leffort dispensé au processus convergent d’adaptation de leurs parametres et de
la configuration de I'outil adaptatif.

Méme si une méthode adaptative peut prouver formellement étre capable de
bien estimer une fonction lissel'dans la pratique il restera toujours une question
fondamentale a laquelle il faut répondre: combien d’exemples sont ils nécessaires
pour obtenir un degré de précision requis [Sto82] 7 11 est bien connu que la réponse
dépend de la dimension d et du degré de lissage (smoothness) p de la classe de
fonctions a estimer [Sto82] [Sto85] [Lor86]. Ces études prouvent que le nombre
d’exemples nécessaires pour bien estimer une fonction croit énormément avec la
dimension de 'espace dans lequel elle est définiel'bien que cet effet soit atténué
par un haut degré de lissage de la fonction [PG89].

Pour une illustration quantitative prenons les considérations de Stone [Sto82].
Il a étudié une classe de problemes d’estimation non-paramétrique et il a calculé
le taux de convergence optimal ¢,['c’est & direl'une mesure de la précision qu’on
peut espérer d’une approximation & partir d’'un nombre donné d’exemples n. Il
a montré qu’en utilisant la regression polynomiale on peut atteindre le taux de
convergence optimal donné par ’équation 2.2.
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€ = n TRTd (2.2)

ou p indique le nombre de variables du probleme et d indique combien de fois
la fonction est différentiable.

Pour une fonction deux fois différentiable avec deux variablesI'par exemplel'il
faut 8000 exemples pour obtenir ¢, = 0.05'mais si cette fonction dépend de 10
variables le nombre d’exemples nécessaires pour obtenir le méme taux de conver-
gence augmente a 109 Par contrel'si cette fonction de 10 variables était 10 fois
différentiable 8000 exemples suffiraient pour obtenir ¢, = 0.05.

Les résultats montrés ci-dessus sont optimauxl'mais on ne doit pas espérer
qu’ils seront atteints par les méthodes adaptatives présentéesI'méme si une con-
figuration optimale de la méthode (nombre et valeurs des parametres) est choisie.
Dans les cas pratiques ces quantités auront une tendance a s’élargir.

Cette caractéristique des méthodes adaptativesl’ d’avoir besoin d’un grand
nombre d’exemplesl'surtout pour les problemes a plusieurs variablesI'peut limiter
leur utilité pratique. Pour beaucoup d’applications potentiellesl'le besoin d’obtenir
une base d’exemples d’un ordre de grandeur élevé peut devenir un obstacle insur-
montable. Le nombre d’exemples détermine aussi ’effort de calcul nécessaire pour
trouver les bonnes valeurs des parametres de la structurel'et dans la pratique les
essais d’“apprentissage“l'ou d’adaptation des parametresI'peuvent demander une
grande puissance de calcul.

Le probleme de la configuration de 'outil adaptatif est aussi tres complexe.
Déjal'il faut choisir la méthode la plus adaptée a un probleme de modélisation
particulier. PuisI'dans la méthode choisie il y aura un certain nombre de choix a
faire pour sa configuration avant de réaliser I'identification des valeurs des para-
metres. Le comportement de la méthode dépend beaucoup de cette configuration.
Le choix non averti de cette configuration peut rendre impossible une modélisa-
tion de bonne qualité. MacKay présente dans [Mac92] une étude approfondie de
la comparaison et régularisation de modeles adaptatifs dans un cadre bayesien.
CependantI'méme s’il existe un support théorique pour le choix de la configura-
tion des méthodesI'dans la pratique on peut avoir beaucoup de difficulté a s’en
servir. Cette difficulté limite I'intérét initial d’utiliser les méthodes adaptatives
comme outil rapide et simple de modélisation.
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2.3 Une approche probabiliste de la modélisation

Dans ce paragraphe nous analyserons la modélisation dans le cadre des sys-
temes autonomes. Dans le paragraphe 2.3.1 nous proposons une réflexion a pro-
pos de la modélisation traditionnelle présentée jusqu’ici dans ce chapitre. Dans le
paragraphe 2.3.2 nous présentons ’approche probabiliste de modélisation.

2.3.1 La modélisation des phénomenes complexes

Dans les deux paragraphes précédents nous avons étudié deux points de vue
de la modélisation par l'identification de paramétres: la modélisation classique
et les méthodes adaptatives. Ces deux points de vue divergent entre eux par la
facon de déterminer la structure fonctionnelle du modele. La modélisation clas-
sique est basée sur la caractérisation des structures analytiques mieux adaptées a
un probleme donnél'alors que les méthodes adaptatives sont basées sur les outils
généraux d’interpolation (éliminant ainsi le besoin d’une caractérisation).

Toutes les méthodes de modélisation présentées ont pourtant quelques points
en commun:

e Ces méthodes supposent une complete dépendance du modele au concepteur.
Le role de ce concepteur varie beaucoup d’une méthode a ’autrel'mais il doit
au moins choisir les variables du systeme a mettre en relation dans le modele
ainsi que la structure du modele.

e [’automatisme dans les méthodes se limite principalement a l'identification
des parameétres de la structure (dans certaines méthodes il existe aussi une
sélection automatique des données qui maximisent un critere de gain d’in-

formation [AO90]I'[PW93]).

e Les méthodes manipulent des données experimentales. Toute variation des
valeurs contenues dans ces donnéesl'en dehors d’une relation fonctionnelle
supposée par le concepteurl’est vue comme du bruit. Aucune information
n’est retenue de ces variations.

e Si le “bruit“ contenu dans les données entraine une erreur d’estimation (et
une incertitude) des parametres au-dela d’un seuil acceptable (iso-D mini-
mum élevée) le modele n’a aucune utilité.

Il est clair que la pratique de la modélisation basée sur les outils présentés
dans ce chapitre est d’une grande utilité pour une grande classe de problemes
spécifiques. On note cependant le réle préponderant du concepteur dans ces mé-
thodeslainsi que la difficulté a manipuler les incertitudes. Ceci peut dans certains
cas rendre la modélisation impraticable.
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Il faut chercher une nouvelle dimension pour la modélisationl'ou I'on envisage
I’automatisation de toutes les étapes de la conception d’un modelel’et non plus
seulement l'identification des parametres. L’étude des systemes autonomes fait
partie de cette démarche.

Un systeme autonome doit étre capable de construire lui méme les représen-
tations calculables de son interaction avec 'environnementl'basé sur les connais-
sances préalablesl’ 'expérience et ’observation de ces interactions. Il doit étre
capable d’établir des relations entre ses variables sensorimotricesl'de trouver une
structure pour représenter ces relationsl'de faire le calage objet-modelel'de vérifier
la validité de son modelel'd’utiliser ses erreurs d’estimation comme information
soit pour re-estimer ses parametresl'soit revoir la structure de son modelel ou
encore rétablir les relations entre ses variables. Il doit remplacer le modelisateur.

L’étude des systemes autonomes est a présent seulement une direction de
recherche & suivre. Plusieurs domaines scientifiques s’y intéressent (sciences cog-
nitiveslintelligence artificiellel'robotiquel'etc.)'mais il n’existe pas encore de mé-
thodes générales ou d’outils disponibles.

Dans la suite de ce paragraphe on analysera une approche qui suggere une
direction nouvelle dans I’étude de 'acquisition autonome de modeles.

2.3.2 Description de approche

Dans ce paragraphe nous allons présenter une approche de modélisation qui
propose |'utilisation des probabilités comme outil pour acquérirl représenter et
exploiter les dépendances entre variables d’un systéme autonome (voir [LBM94]I

[Ded95][BDMLIA]).

La force de cette approchel'par rapport a la modélisation classiquel vient du
fait d’utiliser un seul paradigme (les distributions de probabilités) pour représen-
ter a la fois les connaissances préalables du concepteurl'les connaissances acquises
a posterioril'la structurel'l’état du modele et les incertitudes.

Un autre avantage de 'approche est sa structuration. Les connaissances sont
décrites toutes de la méme fagconI'mais contrairement aux méthodes “boites noires”
adaptativesl'on garde une vue structurée du modele et de 'origine de toute forme
paramétrique qui mette les variables du systeme en relation. Les changements du
modele par le concepteur peuvent donc se faire facilement et n’invalident pas les
données acquises dans le passé.

Un modele dans cette approche ne décrit pas les aspects d’une réalité physiquel’
mais des €tats de connaissancedu systeme. L’approche n’entretient jamais I’ambiguité
entre le modele et la realité. Un état de connaissance est déterminé par toutes les
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informations disponibles et il évolue avec 'arrivée de nouvelles informations. Un
état de connaissance prend en compte ses connaissances mais aussi son ignorance.

Les modeles classiques ne peuvent rien faire avec les variations des données en
dehors des valeurs prévues par une structure préconcue. Un modele basé sur les
probabilités peut se servir des données bruitées ou des informations incompletesl’
en associant aux valeurs calculées une probabilité.

Les deux propriétés de cette approche: 'existence d’un paradigme unique pour
la manipulation des données et des connaissances de plus haut niveau et la struc-
turation des connaissancesl'définissent un cadre favorable & ’automatisation de
toutes les étapes de la modélisation.

On peut envisager une classe de processus d’auto analyse pour faire évoluer la
structure méme du modele. Un processus d’auto analyse devra prendre en compte
les erreurs d’évaluation du modelel'les incertitudes et les imprévusl'et analyser la
structure du modele en manipulant les connaissances décrites par le concepteur
de la méme facon qu’il manipule les autres propositions.

Dans [Ded95] Dedieu propose une démarche pour la gestion de 'imprévu par
les systemes autonomes fondée sur cette approche probabiliste.

Représentation des connaissances

Cette approche est basée sur une vision probabiliste de la logique. La théorie
des probabilités interprétée comme une extension de la logique a été proposée par
Jaynes [Jay95].

En utilisant la logiquel’on peut partir d’un ensemble de propositions vraies
(axiomes) et produire de nouvelles propositions vraies (théoremes).

On peut aussi prouver qu’une proposition donnée est vraie ou fausse. Les
“probabilités logiques® (Pal. - de I'anglais “Probability as Logic*) associent une
probabilité d’étre vraie ou fausse aux propositions. A la place de produire de
nouveaux théoremes par déductionl'Pal calcule la probabilité d’une proposition
d’étre vraie étant donnée la probabilité d’autres propositions. Un “état de connais-
sance® d’un systeme d’inférence probabiliste est une distribution de probabilités
sur ’ensemble des propositions du systeme.

Les probabilités des propositions sont combinées les unes avec les autres en
suivant les regles suivantes:

P(AB|X) = P(A|X)P(B|AX) = P(B|X)P(A|BX) (2.3)
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P(A|X) + P(A|X) = 1 (2.4)

ou A et B sont des propositionsI’ X est la connaissance préalablel’*AB*“ équi-
vaut & “A et B“I'“A* équivaut & “non A“ et “P(A|B)* signifie “la probabilité de
A étre vraie étant donnée que B soit vraie“.

Cox ([CoxT9]) a montré que la logique est un cas particulier de la théorie Pal.
ol les propositions ont soit la probabilité 1 ou 0 d’étre vraies. Pal. est donc une
théorie plus puissante que la logiquel'une fois que ses calculs demeurent valables
méme quand les propositions n’ont pas 1 ou 0 comme valeursl'c’est-a-dire['méme
en utilisant des données incertainesl'ou bruitées.

Un deuxieme atout important de cette approche est la possibilité de réaliser le
calcul des propositions méme a partir d’un ensemble incomplet d’informations. Il
est possible de prouver que la distribution qui respect le mazimum d’entropie est
la “meilleure“ dans un sens mathématique tres précis. Le maximum d’entropie
permet de traiter I'ignorancel'c’est-a-dire de déterminer un critere général de cal-
cul qui comptabilise dans une distribution les points pour lesquels on dispose de
données avec ceux qui ne sont pas encore connus. Dans la pratique la maximisa-
tion de ’entropie n’est possible que pour certains cas spécifiques.

Exploitation des connaissances

Pour illustrer cette facon de représenter la connaissancel'supposons une propo-
sition A qui concerne une action (par exemple “bouger un axe jusqu’a la position
10“)"une proposition S qui concerne la lecture d’un capteur (par exemple “la
distance du bout du manipulateur au mur®) et une hypothése H & propos de
I’environnement dans lequel ’expérience se passel'on peut calculer:

e P(S|AH X)) la probabilité d’observer sur le capteur une valeur donnée sachant
que ’action A a été prise dans le contexte H

e P(A|SHX) laprobabilité d’avoir pris (ou de devoir prendre) 'action A étant
donné qu’on a observé (ou qu’on veut observer) S du capteur.

o P(H|ASX)la probabilité d’étre dans 'environnement H sachant que ’action
A a été prise et que la valeur S a été observée.

Afin de pouvoir transformer les données expérimentales en distributions de
probabilités manipulables par le calcull'on peut par exemple adopter I’hypothese
que la moyenne et I’écart type des valeurs obtenues sont des informations suffi-
santes pour décrire nos connaissances. Un état de connaissance va étre décrit par
un ensemble de gaussiennes. Pour le cas de notre illustrationl pour une position
donnée du manipulateurl'les probabilités des distances possibles au mur seront la
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loi normale ayant la moyenne et ’écart type observés au cours des expériences:

1 _ (5—u(A,H,D))?
P(S|AHDX) = ¢ 2o(A D)2 (2.5)

V2ro(A, H, D)?

ou (A, H, D) est I'écart type et pu(A, H, D) la moyenne sur les valeurs des
actions A contenues dans ’ensemble D des données expérimentales prises dans
I’environnement H.

Le probléme cognitif direct

Dans le cadre de 'approchel’et en utilisant toujours l'illustration du mani-
pulateurl'le probleme cognitif direct consiste a prédirel’a partir d’une consigne
de positionl'les valeurs probables des variables sensorielles qui seront obtenues.
Autrement dit: “quelles sensations vais je avoir si j'effectue tel mouvement 7 “

Ce probleme est résolu de maniere triviale puisque la réponse est donnée par
les distributions P(S|AH DX) calculées directement d’apres les données.

Le probléme cognitif inverse (premiére version)

Le probleme cognitif inverse consiste & prédire 'action permettant la percep-
tion d’une sensation désirée. On s’intéresse donc a la distribution P(A|SHDX).
Les distributions de probabilités ont un énorme avantage sur les autres modeles
fonctionnels: elles sont toujours inversibles si on utilise le “théoreme de Bayes“
(da en fait & Laplace). Pour notre cas d’illustration on aura:

P(S|AHDX)

P(S|HDX) (26)

P(A|SHDX) = P(A|[HDX)

P(A|H DX) nous est donné par la connaissance préalable sur I'expérimentation.
On peut faire en sorte que toutes les NV positions du manipulateur seront explorées
suivant une loi uniforme:

1
P(AIHDX) = +

P(S|AHDX) sont les gaussiennes obtenues d’apres les données.

Enfinl' P(S|H DX) est obtenue en normalisant P(A|SHDX):



2.3. Une approche probabiliste de la modélisation 21

Y P(AISHDX) = 1

A

P(S|HDX) = > P(A|HDX)P(S|AHDX)
A

Le probléme cognitif inverse (deuxiéme version) ou la reconnaissance
de situation

Le systeme a jusqu’ici une représentation internel’ quantitativel' non analy-
tique et non symboliquel’ d’un certain environnement ou se trouve le manipu-
lateur. Cette représentation a été acquise par apprentissage comme le résultat
d’interactions répétées avec cet environnement.

Maintenantl'on suppose que notre systeme a appris par expérience un certain
nombre de nouveaux environnementsl'avec des différentes configurations d’objets
autour du manipulateur. Le manipulateur est placé dans I’un des environnements
qu’il a déja explorés (évidemment sans savoir lequel). Sa tache consiste a sélection-
ner parmi les modeles disponibles celui qui correspond a ’environnement courant.
Il peut pour cela faire des expériences c’est-a-dire aller & une certaine position et
mesurer la distance a l'obstacle le plus proche. Nous sommes donc intéressés par
P(H|SADX) la probabilité de chacun des modeles:

P(SA|HDX)
P(SA[DX)
P(A|HDX)P(S|AHDX)
P(SA|DX)P(S|DX)

P(H|SADX) = P(H|DX)

— P(H|DX)

L’absence de connaissance a-priori sur les probabilités respectives des modeles
nous donne:
1

P(H|DX) = <

ou M est le nombre d’environnements explorés.

Le dénominateur est obtenu par normalisationl'et apres quelques simplifica-
tions on obtient:
P(S|IAHDX)

PUHISADX) = =5 (2.7)
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2.4 Synthese

Dans ce chapitrel'nous avons tracé un panorama du domaine de recherche de la
modélisation. Nous avons vu les concepts d’état et de structurel'les classifications
des modeles et les étapes de la modélisation. Nous avons montré les grandes
directions de la recherche:

e la modélisation “réaliste“I'qui automatise la manipulation des parametres et
des donnéesI'mais qui laisse au concepteur le role de gérant de la structurel’
et des circonstances en dehors du modele (conditions d’expérimentationl’
erreurs et imprévus);

e 'idéal de la modélisation “autonome“lI’comme nouvelle dimension de ’ac-
quisition des modeles.

Dans la modélisation “réaliste“ nous avons analysé :

e les méthodes “classiques“I'basées sur I’étape de caractérisation du modelel'ou
le concepteur élabore une structure adaptée au processus physique modélisél’
pour faire ensuite 'identification des parametres;

o les méthodes “adaptatives“I'basées sur les structures générales des interpola-
teurs. Ces “modeles de représentation pure® dispensent d’une caractérisation
élaborée du modele et dépendent surtout des données expérimentales.

ans la modélisation “autonome® nous avons décrit une approche probabiliste
D | délisat “aut “ décrit h babilist
de modélisation.

La phrase suivantel'due a RichaletI'définit bien le stade actuel du domaine:

“Modéliser est un acte prétentieux, ou inversement les modélisateurs expéri-
mentés ont appris a étre modestes. En tentant de plaquer une représentation
mathématique pure et abstraite sur une réalité bruitée, non linéaire et non sta-
tionnaire, on peut espérer au mieux une similitude locale de comportement entre
lobjet et le modele, mais certainement pas un isomorphisme “ [Ric91].



Chapitre 3

Une méthode d’identification
structurelle

Ce chapitre a pour objectif de présenter la méthode qui fait 'objet de cette
thesel'en voici le plan détaillé:

e Nous introduisons le chapitre par la description des objectifs de la méthode.
Dans ce méme paragraphe nous présentons le concept d’identification struc-
turelle.

e Au paragraphe 3.2 nous présentons une illustration de la méthode pour
matérialiser 'idée d’acquisition d’un modele par identification structurelle.

e Au paragraphe 3.3 nous présentons la formulation mathématique de la mé-
thode pour 'acquisition de modéles directs.

e Au paragraphe 3.4 nous présentons la méthode sous forme algorithmique.

e Au paragraphe 3.5 nous allons analyser le probleme d’identification des pa-
rametres des fonctions élémentaires qui composent nos modeles (les fonctions
de forme).

3.1 Identification structurelle

Au chapitre 2 nous avons présenté les différentes facons d’aborder le pro-
bleme d’acquisition des modeles. Nous y avons vu que les méthodes existantes
d’acquisition automatique de modeles font en fait de 'identification paramétrique
sur une forme structurelle définie par le concepteur. Cette forme peut-étre un en-
semble de fonctions mathématiques simples composées dans un outil d’interpolation
générique (méthodes adaptatives) ou une équation de mesure bien adaptée a la
description d’une certaine classe de processus physique (méthodes classiques).
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Nous avons vu les avantages et aussi les inconvénients de chaque classe de
méthodes. Fondamentalement nous avons distingué une forte dépendance des
résultats des méthodes adaptatives aux données expérimentalesl’et a 'autre ex-
trémel une forte dépendance des résultats des méthodes classiques a I’étape de
caractérisation.

Dans ce mémoire nous voulons proposer une méthode d’acquisition de mode-
les qui va dans une nouvelle direction. Nous allons montrer que pour certaines
formes générales d’équation il est possible d’inférer automatiquement I’équation
de mesure qui s’adapte le mieux aux données expérimentales. Nous appelons cette
inférence lidentification structurelle. L’identification structurelle va étre faite en
meéme temps que l'identification des parametreslc’est-a-dire que la méthode estime
les valeurs de certains parametres en méme temps qu’elle fait évoluer la structure
du modele.

Dans notre approche l'identification de parametres est restreinte a un ensemble
de sous-probléemes a une seule dimension d’entrée (les fonctions de forme). Pour
résoudre ces sous-problemes on peut utiliser une méthode d’identification de pa-
rametres quelconquel’adaptative ou classique.

L’avantage d’une méthode structurelle par rapport aux méthodes adaptatives
est la réduction de la complexité de l'identification de parameétres due a la réduction
de dimension. 1l y a aussi une forte réduction du nombre de données nécessaires
a 'acquisition du modele.

L’avantage d’une méthode structurelle par rapport aux méthodes classiques est
la simplification de étape de caractérisation. Le concepteur choisira une forme
paramétrique (une courbe) adaptée a chaque sous-probléeme. L’équation de mesure
qui combine toutes les variables sera choisie automatiquement.

La principale limitation de I’identification structurelle est sa forte dépendance
a une forme d’équation particuliere. Notre méthode propose une procédure qui
fait I'identification structurelle automatique des fonctions pouvant s’écrire sous la
forme:

N P
[(@os.eyap) = Z_:(H wij(z;)) (3.1)

7 7=0

ou les ¢;; sont des fonctions quelconques a une seule variable.

Au cours de ce mémoire les références génériques aux “formes polynémiales”I"
ou simplement aux “polynémes”['veulent exprimer cette forme d’équation.
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En [BMB95] nous présentons cette méme méthode d’acquisition de modeéles
comme un outil de “reconstruction d’hypersurfaces”'dans un cadre d’approxima-
tion de fonctions. Dans ce mémoire nous proposons le concept d’identification
structurelle pour situer plus clairement la méthode dans le domaine de recherche
de 'acquisition de modeles.

Dans les paragraphes suivants nous allons présenter notre méthode. Nous in-
troduisons la présentation par une illustration: le probleme de la cinématique
directe d’un bras planaire & deux dégrés de liberté 3.2. Ensuite nous passons a la
formulation de la méthode.

3.2 Le probleme de la cinématique directe

Dans ce paragraphe nous allons présenter un exemple d’acquisition de modele
pour un probleme simple. Avec cet exemple nous voulons montrer comment il est
possible d’acquérir un modele complet d’un systeme a partir d’un ensemble réduit
de données experimentales. Nous présentons un algorithme simplifié qui introduit
notre méthode d’identification structurelle. La méthode sera présentée et justifiée
formellement dans le paragraphe 3.3.

Considerons un probleme simple: le calcul de la cinématique directe d’un bras
planaire a deux degrés de liberté (figure 3.1).

La position du bras est définie par quatre variables: 6; et 63 (les angles des
articulations)I'ly et I3 (les longueurs des segments). Le probléeme de la cinématique
directe consiste & calculer z et y (les coordonnées cartésiennes du bout du bras) a
partir de la position angulaire du bras.

y = fy(b1,62) (3.3)

Pour illustrer notre méthode nous allons montrer que nous sommes capables
de reconstituer automatiquement 1I’équation 3.2 qui permet de déduire z de 6; et
f5. Notre reconstitution sera faite a partir d’un ensemble de fonctions dites de
“forme”. Pour simplifier I'illustration analytique on va considérer les longueurs
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Figure 3.1 : Bras planaire a deux dégrés de liberté

des segments [; et [; égales & 1.

La fonction 3.2 utilisée dans notre illustration détermine une hypersurface dans
un hyperespace d’entrée & deux dimensions. La figure 3.2 montre cette hypersur-
face.

La procédure de modélisation de la méthode commence par 'obtention d’un
ensemble de fonctions élémentaires qu’on appelle les fonctions de forme. Une
fonction de forme est mono-variable (une entrée). La variable d’entrée d’une fonc-
tion de forme appartient a I’ensemble des variables d’entrée du probleme.

La figure 3.3 montre une fonction de forme de I’hypersurface du bras planaire
pour I'axe 63 (trait continu).

Pour déterminer une fonction de formel'f(6;, 0) par exemplel'les données seront
obtenues (voir figure 3.4) en bougeant seulement une des articulations (articula-
tion 1) pendant que l'autre articulation (articulation 2) reste fixe a une position
angulaire donnée (0 radians).

Pour cette illustration nous supposerons que les représentations analytiques
des fonctions de forme nous sont données par un “deus ex machina”. Bien en-
tendu l'idée de la méthode est d’obtenir une représentation de ces fonctions de
forme par une des méthodes d’identification de parametres expliquées au chapitre
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thetal

Figure 3.2 : Hypersurface déterminée par le bras planaire

Figure 3.3 : Fonction de forme
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Figure 3.4 : Mouvement du premier axe du bras planaire

2l'en ne perdant pas de vue que la dimension des entrées est réduite a 1.

Le mouvement de ’articulation 1 représenté dans la figure 3.4 détermine une
fonction ayant la forme de la figure 3.5 et qui peut étre décrite par I’équation 3.4.

3
thetal

Figure 3.5 : Représentation du mouvement du premier axe du bras planaire

f1H(8y) = f(81,0) = 2.cos(6y) (3.4)
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La méthode utilise les fonctions de forme dans un algorithme simple. Le pre-
mier pas de lalgorithme consiste a obtenir une fonction de forme par variable
d’entrée. Pour notre illustration nous allons utiliser f{(6;) et une deuxieéme fonc-
tion de forme obtenue cette fois en bougeant #; et ayant €y fixée. Pour notre
ilustration #; sera fixée a 0 radians (figure 3.6).

Figure 3.6 : Mouvement du deuxieme axe du bras planaire

Dans ce cas on va obtenir une fonction ayant la forme de la figure 3.7 et qui
peut étre décrite par I’équation 3.5.

3
theta2

Figure 3.7 : Representation du mouvement du deuxieme axe du bras planaire

J3(82) = f(0,02) = 1 + cos(6>) (3.5)
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Ensuitel'le deuxieme pas de 'algorithme fait le produit des deux fonctions de
formel'f{ (61) et f}(62). Ce produit doit étre normalisé par la valeur de f au point
de croisement des deux fonctions. Ce produit normalisé va définir une nouvelle

fonction f1(60y,62) (3.6).

f1(61)-f2(62)

7(0,0) (3.6)

f1(01,02) =

Le troisieme pas de ’algorithme fait la comparaison entre la fonction f; obtenue
et f. C’est le test d’arrét de algorithme. Numériquement cette comparaison peut
étre faite par une série de tests sur des points non contenus par les fonctions de
forme.

Dans notre illustration analytique f; aura la forme décrite par 3.7.

f1(01,83) = cos(01) 4 cos(6y).cos(63) (3.7)

La fonction f; n’est pas encore ’équation recherchéel’on continue a suivre
lalgorithme. Dans la suite de 'algorithme (quatrieme pas) on va utiliser deux
nouvelles fonctions de forme de f obtenues par expérimentation. Il faut choisir
deux autres positions fixes (#; = 7/2 et 6, = 7/2 par exemple).

f21(01) = f(01,7/2) = cos(0y) — sin(by)
f3(82) = f(7/2,62) = —sin(by)

Et on va utiliser aussi deux fonctions de forme cette fois ci calculées a partir

de fl-

f3(00) = fi(61,7/2) = cos(8y) + cos(8y).cos(n/2) = cos(6)
f3(09) = f1(7/2,02) = cos(m/2)+ cos(n/2).cos(fz) =0 (3.8)

Le cinquieme pas consiste a calculer le produit de deux différences normalisé
par une troisieme différence. Chaque différence est faite entre une fonction de
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forme de f et une fonction de forme de f; pour la méme variable (3.9).

(f3(62) — f3(02))-(f3(61) — f5(61))

f2(61,02) (f(x)2,7)2) = fi(7/2,7/2))
_ (—sin(fz) — 0).(cos(01) — sin(61) — cos(6y))
—-1-0
= —sin(@l).sin(Og) (39)

Le sixieme pas de 'algorithme consiste a faire ’addition de I’équation utili-
sée comme entrée du troisieme pas de I'algorithme (la fonction fi) et 1’équation
obtenue a la sortie du sixieme pas (la fonction f3).

f5(01,02) = fi(01,02) + f2(61,02)
= cos(61) + cos(0y).cos(0z) — sin(61).sin(6z)

A ce point on retourne au troisieme pas de 'algorithme en utilisant f5 a la
place de f;. Cette boucle a sa fin quand le test du trosieme pas aura été satis-
faisant. Dans notre illustration la fonction f3 a déja la forme recherchée pour
I’équation 3.2I'qui nous permet de déduire z de 6, et 65.

Nous avons trouvé a partir des 4 fonctions de forme f(0, 85)'f(61,0)'f (7 /2, 02)
et f(61,7/2) un modeéle pour la cinématique directe du bras planaire.

Il faut remarquer que l'identification des parametres se résume a 'obtention
des fonctions de forme. Chaque fonction de forme étant une fonction d’une seule
entrée cette identification est considérablement simplifiée.

Nous avons choisi les valeurs 6, = 0I'0; = 0I'6; = 7/2 et 3 = /2 pour sim-
plifier les équations intermédiaires de I'illustration. La méthode reste valable
pour n’importe quel choix des valeurs utilisées comme référence des
fonctions de formel'pourvu que la valeur de f et de la différence f— f; utilisées
pour la normalisation soient différentes de 0. Dans ’annexe A nous présentons
cette méme illustration (I’application de la méthode au bras planaire) sous forme
symbolique dans le format Maple (logiciel mathématique). La présentation sym-
bolique montre que le choix des valeurs de référence des fonctions de forme ne
change pas le modele obtenu.
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3.3 Formulation de la méthode

Au paragraphe précédent nous avons présenté une illustration analytique de
notre méthode d’identification structurelle. Dans ce paragraphe nous allons présen-
ter la formulation complete de la méthodel'et prouver qu’elle peut faire I'identifica-
tion structurelle de toute fonction appartenant a I’ensemble des produits scalaires
de fonctions quelconques d’une seule variable (équation 3.1).

Nous commencons par la formulation pour les cas a deux variables d’entrée.

Soit F 'ensemble de toutes les fonctions. Notre méthode s’intéresse & ’ensemble
F, décrit dans 3.10.

Fo=1 [eTF telle que f(61,02) = @o(01).100(02) + 1(61).101(02) + ...
ol o, Yo, P1, V1, ..oy Pny ¥ sont des fonctions quelconques ¥3.10)

La forme de F,, est assez générale et renferme plusieurs classes intéressantes
de fonctionsl’ comme par exemple les polynémes algébriques et les polynomes
trigonométriques.

La base de la méthode d’identification structurelle pour les fonctions contenues
dans ’ensemble F,, est la transformation fonctionnelle DP f proposée dans 3.11.

f(81,63).1(81,62)
[(61,63)

DP9 £(0y,8,) = f(0y,6,) — (3.11)

avec 0] et 8} tels que f(0],6,) # 0.

Dans cette équation 6 et 6} représentent des valeurs constantes pour les vari-
ables d’entrée 61 et 5. f(60,02) et f(61,86,) sont les fonctions de forme. f(6],6)
est la valeur de f au point de croisement de deux fonctions de forme.

Pour simplifier les notations nous allons utiliser DP’f & la place de DP71:%) f
pour répresenter la transformation DP et ses constantes de normalisation.

Nous voulons montrer que la transformation DPf utilisée de facon récursive
peut avec 'aide des fonctions de forme imiter exactement toute fonction appar-
tenant a I’ensemble F,,.
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Pour montrer cela on va définir un ensemble d’ensembles I' (3.12).

—
o
Il

{feFet3 0?,00) tel que ADPYf et DP°f = 0}
{f € FetI(6,6)) tel que DP!f existe et appartient & ['o}
{feFet3 0%, 62) tel que DP?f existe et appartient & I'y }

—
o
Il

', ={f € F et 3(07,05) tel que DP™f existe et appartient a [',_; }
(3.12)

Le premier des ensembles de 3.12I'TgI'contient toutes les fonctions de F pour
lesquelles la transformation DPf est identiquement nulle. De facon récursivel'T'y
contient toutes les fonctions de F pour lesquelles la transformation DP f définit
une fonction qui & son tour appartient a ’ensemble antérieur I'g. Par conséquent
DP'DPP des fonctions de I'; est identiquement nulle.

Nous voulons prouver le théoreme suivant:

Théoréme: Pour toute fonction [ et tout n, s’il existe une suite
(62,69), ..., (07,67)) de couples distincts de R? telle que:

o [(6},63) #0,
o DPYf(6Y,6Y)£0, ...,
o DP"=1DP"=2__DP°f(67,63) # 0

alors:

fEFn—fGJ:n

Nous devons prouver les deux sens de I'implicationl'c¢’est-a-direl'premierement
que toute fonction qui appartient a I, et qui respecte les conditions de non nullité
appartient aussi a F,, et deuxiemement que toute fonction qui appartient a F,, et
qui respecte les conditions de non nullité appartient aussi a I',,. Pour cette preuve
nous allons utiliser deux preuves par récurrence.

Il faut dire que les conditions de non nullité du théoreme sont tres peu con-
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traignantes. Elles signifient simplement que la fonction DP'...DP° n’est pas iden-
tiquement nulle.

3.3.1 Premiere preuve: ', C F,

Pour la démonstration de la premiere partie prenons d’abord une fonction g
appartenant a I'g et démontrons que g € Fy. Par définition les fonctions de 'y
sont telles que DPP est identiquement nulle. Nous allons réécrire 3.11 pour cette
fonction (3.13).

DP% = 0
9(61,63).9(67, 62)
g(01,05) = 3.13
(6. (7.7 1)
Nous pouvons réécrire 3.13 en utilisant:
9(01703)
pollr) = Lon
TN

bo(62) = g(67,62)

et nous allons obtenir:

g(01,02) = wo(01).10(6) (3.14)

Nous avons prouvé que g appartient a Fo.

Supposons maintenant que:

I',_1 C F1 (3.15)

Pour la preuve par induction nous devons prendre une fonction &k appartenant
a ', et réécrire 3.11 pour cette fonction (équation 3.16). La définition récursive
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de I’ensemble T' nous dit que DPYk est une fonction qu’appartient & I',_;. Par
hypothese une fonction appartenant a I',,_; appartient aussi a F,_;.

k(61,69).k(67,62)
k (69, 63)
= @o(bh)-vo(02) + ... + pn-1(61).1n-1(02) (3.16)

DPYk(01,0;) = k(01,6,) —

Nous pouvons réécrire 3.16 en utilisant:

k(elveg)
n 0 = _
00 = ke

bn(f2) = k(67,02)

et nous allons obtenir:

k(01,02) = @o(01).0(02) + .. 4 Pr-1(01) - Yn1(02) + pn(61).0n(02)  (3.17)

CQFD.

3.3.2 Deuxiéme preuve: F, C ',

Dans la deuxieme partie de la preuve nous voulons prouver que toute fonction
appartenant a I’ensemble F,, appartient aussi a [',,.

Nous commencons par montrer que les fonctions de Fy appartiennent aussi a
I'y. Par définition les fonctions de Fy s’écrivent:

g(01,02) = @o(01).20(82) € Fo (3.18)

d’ou:
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©0(09)-v0(02)-0(01)-10(63)

DP°g(01,62) = wo(61)-¢o(f2) — ©0(69).100(69)

(3.19)

On voit bien que les termes en 6y et 69 de ¢ s’annulent et que la différence
résulte en 0. De cette facon on prouve que les fonctions de Fy appartiennent aussi
a ['y.

Nous allons maintenant supposer comme hypothese de récurrence que:

f € ]:n—l = f € Fn—l (320)

Nous allons utiliser une fonction générale f de F,_; (équation 3.21).

n—1

F(01,02) = 0i(61).4i(62) (3.21)

=0

Nous allons utiliser encore deux autres fonctions :

9(01,02) = 0, (61).0,(02) (3.22)

h(01702) = f(01702) +g(01702) (323)
h est une fonction de F,,.

n—1

DP°h(6y,6,) = Z @i(01)1i(02)) + ©n(01).10n(62)) —

(pu00) 0 08) & I i) 4(08)) (onl0) ) + i) i) 05(02))
(12 21 (0)-01(09) + () 0 (63) ‘
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Nous changeons maintenant les notations de 3.24 pour avoir une forme d’équation
plus simple. Notons:

o =105 pi(61).4i(6)T
o ay = @ (01). 1 (63)T

o =315 ¢i(69)4i(02)7
o Bn = @n(07)-Un(

o p =210 wil8)) (69T
® P = ¢n(87).10n(63)

0,)T

En utilisant notre nouvelle notation DPYh se présente de la forme suivante:

n—1
DPYR(B1,6) = 3 i(b0) i(02) + pu(61) 0 (82) — & *f‘”w £0) - (3.05)
=0 P ‘I’pn)
En développant 3.25 on obtient:
n—1
DPh{61,02) = 3 @ilh)-1i0) + i (00) ) — (200 2000t o)
= (3.26)
On sépare les termes:
n—1
DPPh(61,62) = 3 1(60).5(82) 490 (00) -0 (02) - (554 HL Ly e
=0 n n n
(3.27)

Nous allons utiliser la transformation proposée dans ’équation 3.28 pour réécrire
deux termes de I’équation 3.27:

= (3.28)
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.0 _ % B a.0.p,
pntp P (patp)p
-0, _ .0y, _ QP

P+ pn Pn (p+ pn)-pn

Apres ces transformations on obtient:

DP°h(6;,6;) = Yo @il01)1i(62)) + 2 (01) 400 (62)
a.f a.B.pn a.fntan.S an.On an.Bn.
-5 T (pn-l-g).p Tt T (p+pn).£n (3.29)

Parmi les termes de 3.29 nous retrouvons an. Si on réécrit ce terme avec la

notation originale:

af (T eil0) il69)).(C15 @i(07)-1i(02))
p (20 @i(09)-14(69))

Si on regroupe ce terme avec le premier terme de 3.29 on obtient:

o (T ei(80) 1i(69)). (00 i (69)i(62)) g
; ©i(61).1:(62) T o ) o0 — DP f(ol,(oz) |
3.30

Le terme a’;'ﬁ" nous intéresse aussi:
7

B ©n(01) ¢n(03) -9%(0?) Wn(62)

Pn ©n (69).4,(69)

Si on regroupe ce terme et ¢, (01).1,,(62) on obtient:
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©n (01) 15 (62) —

Apres ces simplifications DP°h se présente comme:

D]joh(e17 02) — DPOf(Oh 02) T aﬁpn _ a'ﬁn + Oén.ﬁ + Oénﬁnp ) (331)

(Prn+p).p P+, (p+ pn)-pn

Si on regroupe les trois derniers termes:

O"ﬁ-p% ‘|‘P2-04nﬂn - p'pn-a-ﬁn - p-pn-ﬁ-an (

0 _ 0
DP°h(61,02) = DP° [ (61, 62)+ PP+ PP}

3.32)

On peut réécrire le nouveau terme comme un produit de deux termes divisés
par un troisieme terme constant:

0 _ 0 (Oé-Pn - P-Oén)-(ﬁ-l’n - pﬁn)
DP°h(8y,605) = DP°f(6,,6,) + e (3.33)

Nous allons réécrire 3.33 en utilisant deux nouvelles fonctions:

o(0) =Tk

O wi(80)-4i8

A(69)
O i(89) (63

)2

9))-0n(69)bn (99) = (301 @i (69)i(63))-0n(61)-¥n(63)
) 2

p(02) = ﬁ'pn - p-ﬁn
= (X0 wi(60)2i(62)) -0 (60). 00 (63) — (720 i(67)-0:(69)) .04 (6) 400 (62)

L’équation 3.33 devient donc:
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DPOh(Hh 02) = DPOf(Hh 02) + 0(01),0(02) (334)

Sachant que:

e d’apres notre hypothese de récurrencel'la fonction f appartient & F,,_; et
donc al',,_y.

e par définition la transformation DP des fonctions de I';,_1 définit une fonc-
tion qui & son tour appartient a I'y,_o.

e nous avons prouvé auparavant que les fonctions de I',,_o appartiennent a
Fn—2 (paragraphe 3.3.1).

Nous pouvons donc conclure que le terme DP? f(6;,65) dans 3.34 est une fone-
tion de F,,_o.

Dans I’équation 3.34 nous avons en conséquence une fonction de F,,_5 plus une
fonction de Fypl'ce qui nous fait conclure que DPOh(017 6,) est une fonction de F,,_;.

Depuis notre hypothese de récurrence nous pouvons conclure aussi que si
DP°h(8y,805) € F,_y alors DP°h(8y,05) € I',,_iT'et en conséquence que h € T, .
Donc par induction nous pouvons conclure que effectivement h € F,, = h € I',,.

CQFD.

3.3.3 Généralisation de la méthode

L’illustration du paragraphe 3.2 et la formulation presentée jusqu’ici dans ce
paragraphe présentent la méthode pour l'identification structurelle des produits
scalaires ayant deux variables d’entrée. Cependantl'la méthode peut étre généra-
lisée pour les cas a un nombre quelconque de variables en rajoutant un deuxieme
niveau de récurrence.

Exemple: pour le cas des fonctions a trois variables d’entrée la transformation
DP va avoir la forme suivante:

f($7 Y, ZO)‘f($07 Yo, Z)
f($07 Yo, ZO)

DPOf($, Y, Z) = f(xv Y, Z) - (335)

Toute la formulation proposée dans ce paragraphe pour le cas a deux variables
demeure valable dans le cas a trois variablesI’ avec les ensembles récurrents de
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fonctions et application de la transformation DP a chaque niveau. La seule dif-
férence dans la transformation 3.35 est ’existence d’une fonction a deux variables
d’entrée f(z,y, zg).

Cette fonction peut étre elle méme réduite de facon récursive en utilisant la
méthode a deux variables d’entrée que nous venons de présenter.

Pour le cas général & n variables d’entréesl’on aura alors I’application récur-
rente de la méthode pour le cas a n—1 variablesl' et ainsi de suitel jusqu’a la
réduction complete de la fonction utilisant seulement des fonctions de forme.

Dans I’annexe B nous présentonsl'dans le format Maplel'la méthode appliquée
symboliquement au cas d’un polynéme & trois variables d’entrée et deux termes.

3.4 Algorithme de la méthode

Dans ce paragraphe nous allons présenter une version de notre algorithme
récurrent. Pour 'utiliser nous devons nous placer sous les hypotheses suivantes:

e La fonction que nous cherchons a modéliser est de la forme:

=0

N
[(@os.eyap) = Z_:(H wij(z;)) (3.36)

K3

e Nous disposons d’une technique d’approximation fonctionnelle pour les fonc-
tions a un parametre et nous pouvons la mettre en oeuvre en ne faisant varier
qu’une des variables d’entrée de notre systeme a la fois pour obtenir les fonc-
tions de forme.

e Nous disposons d’un test d’arrét nous permettant de décider si notre ap-
proximateur est bien celui de la fonction f.

Nous pouvons maintenant en décrire le principe: considérons une fonction

fl@,y).

Supposons que f(zg,y0) # 0 et que nous ayons obtenu expérimentalement
deux approximateurs pour les fonctions de forme f(zo,y) et f(z, yo).

En posant :

e ro = f(zo,y)-f(2,90)/ (20, Yo)
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o DP°f(x,y) = f(x,y) —ro(z,y)

e on remarque que I'on sait calculer ro(z,y) en tout point.

S’il existe un couple x1,y; tel que f(z1,y1) — ro(z1,y1) # 0 alors on peut
appliquer encore une fois DP:

(f(z,y1) —rolz, y1))-(f (21, y) — ro(21,9))

DP'DP°f(z,y) = f(z,y) — ro(z,y) — (f(z1,91) — ro(z1,11)))

ou bien encore:

(f(x,y1) —rolz, 1)) -(f (21, 9) — ro(21,9))
(f(21,91) = ro(@1,91)))

o) = 337)

DP'DP°f(z,y) = flz,y) — ro(z,y) — ry(z,y)

On remarque que l’on peut calculer r{, en tout point dés lorsque I’on a obtenu
expérimentalement des approximateurs des fonctions de forme f(z,y1) et f(z1,y).
On peut alors calculer ri(z,y) = ro(z,y) + ry(2, y) en tout point.

Ce processus nous permet de calculer la fonction r/,_, en tout point. En effet
si f(z,y) — rn—1(z,y) est égale & zéro en tout point alors f(z,y) = r,—1(z,y) et
notre algorithme est terminé. Sinonl'on peut choisir un couple (z,,y,) et obtenir
expérimentalement les approximateurs des fonctions de forme f(z,y,) et f(z,,y)
puis appliquer la formule:

(f(xv yn) - rn—l(xv yn))(f(xnv y) - rn—l(xnv y))
J(@n,yn) = o1 (%0, Un)

/ _
Tn—1—=

on obtient une nouvelle fonction r,,:

rn(ac, y) = rn—l(xv y) + r;z—l(xv y) (3'38)

Notre premiere hypotheése & propos de la forme des fonctions (équation 3.36)["
et le théoreme démontré aux paragraphes 3.3.1 et 3.3.2 assurent la convergence de
I’algorithme.

La programmation reste cependant délicate car chaque pas de I’algorithme
ne produit pas des valeurs mais une fonction dont ’évaluation sera nécéssaire a
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I’étape suivante. Nous tentons maintenant de donner une version en ”pseudo lisp”
de cet algorithme en précisant que si 'on est hermétique a Lisp il faut retenir que
notre algorthime produit une fonction plutét que des valeurs.

Nous appelons programme la forme:

‘(lambda (x y) ....)

Nous rappelons que Lisp nous permet d’appliquer dynamiquement un pro-
gramme a des parametres. Ansi si r, est un programme Lisp & deux parametres

alors

(rn x y)

fait ’appel de r, avec les parametres x et y. 1l faut garder en mémoire que le
signe ”” bloque I’évaluation alors que le signe ”I” la force.

Nous allons construire un algorithme récursif ayant en entrée un programme
Ty, et en sortie le méme programme si f = r, ou un programme r, si f = r,.
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(defun structure (s)

(let ((pivot (experimental_non_null_f_minus_s(s))))

; permet de déterminer expérimentalement un couple de valeur
;pour lesquel f-s n’est pas nulle.

b
b
b

b

b
b
b

b

(cond ((not pivot) =)

il n’existe pas de valeur pour lesquelles $f-s$ n’est pas nulle
donc f=s. (s x y) permet d’évaluer s en tout point: nous avons
notre estimateur il va naturellement remonter & la surface des

; appels ! sinon la suite:

(t (Qet* ((xn (car pivot))

(yn  (cadr pivot))

xn et yn ont été choisi tel que
f(xn,yn) - ( s xn yn) <> 0O

(fnxy (experimental_eval))
prise de la valeur experimental de f(xn,yn)

(fnx (experimental_form_function_x yn))
définition d’une fonction de forme de x avec y=yn fixé dans le
process

(fny (experimental_form_function_y xn))
définition d’une fonction de forme de y avec x=xn fixé dans le
process
déclaration du programme générique:

(s1 ‘(lambda (x y)

(+# ; rn + ™’
(,bsxy); rn
(/ (* (- (fnx x) (,8 x ,yn)) ;rn’
(- (,fny y) (8 ,xn y)))
,fnxy)))))

(structure s1)))))); appel recursif;
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Le premier appel se faisant avec le programme sq:
(lambda (x y) (/ (x (,£f0x x)(,£0y y)) ,fOxy)))
En supposant que DP!DPQf = 0 le programme obtenu & la forme:

(lambda (x y) (+ (/ (x (-
(f1x %)
((lambda (x y)
(/ (x (£f0x x) (f0y y)) fOxy))
x y1))
(-
(f1y y)
((lambda (x y)(/ (* (fox x) (fOy y)) fOxy))
x1 y))
(- fixy
((lambda (x y) (/ (* (fox x) (fOy y)) fOxy))
x1 y1))))
((lambda (x y)(/ (* (£f0x x) (fOy y)) fOxy))
x y)))

Ce programme peut étre représenté sous la forme d’un arbre (voir figure 3.8)
ou I1T'I2I'13 et 14 sont les fonctions de forme fOxI'fOyl'f1x et f1y.

Généralisation de la méthode pour les fonctions 4 p parameétres

Dans le paragraphe 3.3.3 nous avons donné la définition de la transformation
DP pour une fonction a trois parametres (équation 3.35).

L’algorithme pour ces fonctions se déduit du précédent de la facon suivante. Le
terme rg dépend maintenant d’une fonction a deux parametres f(z,y, zo) et d’une
fonction de forme f(xo,yo, z). Il suffit alors de déterminer expérimentalement la
fonction de forme et d’appliquer ’algorithme précédent pour la fonction a deux
variables pour obtenir un modele de cette fonction et pouvoir calculer rg en tout
point.

Si Pon applique de nouveau la transformation DP on obtient:
DPIDPOf($,y,Z):f($,y,2’)—7‘0—7‘6

avec:

(f($7 Y, Zl) B 7‘0($7 Y, Zl))‘(f(wh Y1, Z) B 7‘0($17 Y1, Z))
f(x1,y1,21) — ro(x1, 41, 21)

!
T‘OI
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¥
/ /
x cl | * B
11 12, | - \ c C
13/ 14 ]
* c > | C

1 [ C| | C| [I2

Figure 3.8 : Structure du modele du bras planaire
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On voit bien que r{ peut se calculer par le méme procédé: en construisant
expérimentalement une fonction de forme f(z1,y1,2) et en utilisant I"algorithme
précédent pour le modele de f(z,y,21). On peut alors définir r1 = rg + r{.

De cette facon on peut construire r, = r,_1 + r/,_, et terminer 1’algorithme
quand on vérifie expérimentalement que f = r,.

De maniere plus génerale si f a p parametres alors r/,_; peut s’obtenir & partir
d’une fonction de forme de f et d’'un modele d’une fonction & p — 1 parametres.

On mesure qu’en utilisant cet algorithme sans précaution particuliere on va
faire croitre de facon exponentielle le nombre de fonctions de forme a acquérir.
Comme nous allons le montrer dans le paragraphe 4.2 il est cependant possible
d’obtenir des modeles partiels de f sans avoir recour a de nouvelles expériences.

Encore une derniére remarque: il est important de noter que les termes 7/ (z, y)
(équations 3.37 et 3.38) qui composent la transformation DPf aux différents
niveaux de récurrence ne sont pas équivalents aux termes Hf:o @;;(x;) de la forme
analytique supposée de f (équation 3.1). La fonction finale determininée par DP f
est équivalente & f mais ses termes intermédiaires n’ont rien a voir avec les termes

de f.

3.5 Les fonctions de forme

Dans ce paragraphe nous allons analyser le probleme de la représentation des
fonctions de forme.

Un des avantages qu’apporte la méthode d’identification structurelle par rap-
port a 'acquisition de modeles par identification de paramétres simple est juste-
ment la réduction de la dimension du probleme d’identification des parameétres.
Nous allons manipuler des fonctions d’une seule variable au lieu de fonctions a
plusieurs dimensions. On évitera ainsi ’effet exponentiel d’augmentation de la
complexité du probleme d’identification de paramétres que la croissance du nom-
bre de dimensions du probleme entraine.

Nous retrouvons ici la méme problématique mise en évidence au chapitre 2.
Pour représenter une fonction de forme on a le choix entre construire un modele de
représentation en utilisant une technique générique d’approximation fonctionnellel”
ou construire un modele plus proche d’un modele de connaissance déterminé par
une étape de caractérisation.
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3.5.1 Les modeéles de représentation des fonctions de forme

Pour construire un modele de représentation d’une fonction de forme nous
avons en gros le choix entre utiliser un outil interpolateur du type “boite noire”
ou estimer la fonction de forme par une fonction interpolatrice explicite.

Si on veut choisir un outil interpolateur il existe bien des options: les réseaux
de neuronesl''interpolation linéairel'les “memory-based models”I'ou encore les
méthodes d’ajustement (fitting) de courbes par régression locale. Les méthodes
adaptatives d’interpolation qui ont été analysées dans 2.2 sont toutes applicables
dans ce cas.

Il est important de remarquer que faire de l'interpolation de points sur un
ensemble de sous-problemes a une seule dimension au lieu d’avoir un seul grand
probleme d’interpolation a plusieurs dimensions entraine une forte réduction du
nombre de points nécessaires pour obtenir une précision donnéel’et permet aussi
la parallélisation de I'identification de parametres.

Nous n’allons pas analyser en détail "utilisation des outils interpolateurs pour
la représentation des fonctions de forme. Le choix de les utiliser effectivement
existel'mais il nous semble que I"utilisation des fonctions interpolatrices explicitesl’
qu’on analysera ensuitel'est plus commodel plus économiquel’et en conséquence
plus adaptée aux problemes d’interpolation a une dimension d’entrée.

Les polynomes algébriques et les polynémes trigonométriques constituent deux
classes tres importantes de fonctions d’approximationl'qui sous certaines condi-
tions connuesl'ont prouvé étre le moyen naturel d’estimation d’autres fonctions
plus au moins arbitraires [AKL86].

A la fin du dernier sieclel'le mathématicien allemand Weirstrass a prouvé la
possibilité théorique d’estimer une fonction continue arbitraire par un polynéme
algébrique (3.39) avec un niveau donné d’exactitude [AKLS86]l' ce qui fait des
polynomes algébriques des interpolateurs universels. Les polynémes trigonométriques
(3.40) constituent une deuxieéme classe tresimportante de fonctions d’approximation.

P(z) =ao+ a1z + ... + ay2” (3.39)

un(2) = Zn: (agcos(kz) + Prsin(kx)) (3.40)
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Dans l'annexe D nous analysons ces deux classes de polyndmes interpola-
teursl'et nous montrons comment est faite l'identification des parametres de ces
polynomes.

3.5.2 Caractérisation des fonctions de forme

Jusqu’a ce point nous avons traité le probleme de la représentation des fonc-
tions de forme en supposant que le concepteur du modele ne dispose pas d’infor-
mations préalables a propos de ces fonctionsl'et qu’une méthode générale d’appro-
ximation (ou d’interpolation) va étre utilisée pour construire les représentations
des fonctions. C’est-a-dire qu’il n’y aura pas une phase de caractérisation des
fonctions de formel'seulement un choix entre utiliser un outil d’approximation ou
utiliser une fonction interpolatricel'et pour chaque cas un choix d’outil ou de classe
de fonction a utiliser.

Dans certains cas le concepteur peut étre capable de caractériser son modelel’
et de choisir la (ou les) forme(s) fonctionnelle(s) idéale(s) a la répresentation des
fonctions de forme. La caractérisation est idéale dans ces casl'et une identification
de parametres idéale (sans influence de bruit) nous aménerait & un modele parfait
du systeme.

Un cas illustrant bien cette caractérisation idéale dans la robotique est le cas
des bras manipulateurs. Généralement I’état d’'un manipulateur peut étre déter-
miné par ’ensemble des valeurs de ses articulations. Pour une articulation qui
réalise des mouvements de rotationsl par exemplel les fonctions de forme vont
mettre en relation ses valeurs angulaires et les coordonnées cartésiennes. On sait
bien que la forme fonctionnelle la plus adéquate de représentation pour ces fonc-
tions de forme seront les sinusoides.

Une sinusoide quelconque peut étre représentée par le polynéome trigonométri-
que élémentaire de ’équation 3.41'qui est un cas particulier de la forme générale
D.6 (annexe D) ayant n = 1.

f(z) = a1 + azcosz + azsinz (3.41)

On peut facilement identifier les parametres aq, as, ag en utilisant la méthode
classique présentée au paragraphe 3.5.1. C’est-a-dire que pour les cas des ma-
nipulateursl les fonctions de forme n’ont besoin que de trois points pour étre
déterminées.
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A Pexemple des manipulateursI's’il est possible de caractériser idéalement la
fonction de formel'l’exactitude du modele construit par la méthode va dépendre
seulement de ’exactitude de l'identification paramétriquel’qui a son tour dépend

des points d’interpolation.



Chapitre 4

Utilisation et transformation
des modeles

Les modeles acquis par la méthode d’identification structurelle ont une archi-
tecture ouverte et simple. Cela permet d’envisager plusieurs types d’opération
sur la structure des modeles visant a mieux les exploiter et méme les transformer
a-posteriori 8’il le faut.

Dans ce chapitre nous proposons une série d’opérations de base sur la structure
des modeles. En voici son plan.

e Les modeles directs acquis par la méthode ont une structure qui nous permet
le calcul des dérivées partielles du systeme. Au paragraphe 4.1 nous présen-
tons les modéles différentiels directs pour le calcul de ces dérivées. Nous y
présentons aussi une approche d’inversion des modeles. Cette inversion va
nous permettre le contréle du systeme.

e Au paragraphe 4.2 nous proposons une variation de la méthode récursive
d’identification structurelle pour faire des transformations de modeles. Cette
méthode va permettre ’acquisition de nouveaux modeles et sous modeles a
partir de modeles et sous modeles existants.

e Dans des conditions réalistes d’expérimentation les modeles acquis par la
méthode auront un écart de structure par rapport au systemel'c’est-a-direl’
ses sorties vont toujours contenir une certaine erreur. Au paragraphe 4.3
nous proposons une approche d’estimation des marges d’erreur du modele
dues au bruit contenu dans les données expérimentales.

e L’erreur du modele direct peut étre importante quand il y a une erreur
d’estimation des parametres. Cette erreur est une conséquence de 'utilisation
des données bruitées. Au paragraphe 4.4 nous proposons une technique
d’adaptation du modele pour réduire I'erreur d’estimation des parametres.
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Les parametres vont étre corrigés et ’effet du bruit contenu dans le données
va étre minimisé.

e 4.5. Dans ce dernier paragraphe nous allons faire une analyse quantitative
des données nécessaires a l’acquisition des modeles par notre méthode.

4.1 Calcul des dérivées partielles et inversion du mo-
dele

Dans les termes de la Théorie des Systemesl'les modeles acquis par notre mé-
thode d’identification structurelle sont dits des modéles directsl’car ils peuvent
estimer les valeurs des sorties du systeme modélisé a partir des valeurs de ses
entrées. Dans ce paragraphe nous allons montrer comment obtenir un modéle dif-
férentiel direct du systeme a partir de son modele direct acquis par la méthode. Le
modele différentiel direct fournit la matrice jacobienne des dérivées partielles du
systemelavec laquelle on pourra inverser le modele afin de faire son asservissement.

La méthode va déterminer une structure compléete pour le modele. Cette
structure sera composée par un ensemble de fonctions de formel un ensemble
d’opérations algébriques et un ensemble de parametres identifiés.

Dans la suite nous allons considérer la représentation arborescente du modele
engendré par notre algorithme (figure 3.8).

Nous rappelons que les symboles +—x%/ représentent les opérations algébriquesl’
les C' représentent les constantes de normalisation de la transformation DPI'les
In représentent les fonctions de formes. Les parametres identifiés de la structure
sont les constantes de normalisation et les parametres des équations choisies pour
modéliser les fonctions de formes.

Les fonctions de forme a la base de ’arbre et I’enchainement d’opérations al-
gébriques nous permettent de calculer les dérivées partielles des sorties par rapport
a chaque entrée. Pour le calcul des dérivées partielles du premier ordre on utilise
les regles de différentiation classiques que nous allons rappeler.

e Pour une fonction de forme dépendant d’une variable ¢I'sa dérivée peut étre
obtenue formellement par la différentiation de sa forme paramétriquel ou
alors la dérivée peut étre estimée approximativement par : afg) = Ai( 2)
en utilisant deux valeurs calculées de la fonction de forme. A I’ exception de
la variable ¢l'les autres variables du systéeme gardent des valeurs constantes
pendant 'acquisition de la fonction de forme. En conséquence les dérivées
partielles de cette fonction de forme par rapport a ces autres variables sont

nulles.
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e Pour les opérations algébriqueslle calcul des dérivées de la sortie de 'opération
par rapport a chaque variable d’entrée est fait en utilisant les regles de dif-
férentiation rappelées en 4.1. Pour ce calcul on utilise les valeurs des entrées
de 'opération et des dérivées partielles déja calculées pour ces entrées.

dq dq  Oq
Hu—v)  Jdu 0Ov
dg ~ 0q g
O(uxv) = u*@—l—v*@
dq dq dq
8(%) _ v*g—“—u*g—z (4‘1)
dq v?

La différentiation au premier ordre du modele direct z = f(¢) pour toutes les
x; sorties par rapport a toutes les ¢; entrées nous donne la matrice jacobienne:

dfilq) .. ,
J’L] = %]) (’L = 17 e ] = 17 7n)

ou: .J;; définit I’élément de la ¢-nieme ligne et j-ieme colonne de la matricel’
m étant le nombre de variables de sortie du systeme et n le nombre de variables
d’entrée du systeme.

Pour notre illustration nous pouvons écrire:

o-[:)-[%

Apres la différentiation nous allons avoir:

01
A »

On obtient alors un ensemble d’équations algébriques linéaires:
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dr = Ue 4 qp;
J

2 o (4.3)
dy= ¥, 3+ db;

L’intérét principal d’obtenir la matrice jacobienne du systeme modélisé est de
pouvoir calculer 'inversion du modele. Un modele inverse est un modele interne
qui produit une action en fonction d’un état du systeme et d’une sensation désirée
[JRO1]. 1l s’agitl'effectivementl'd’inverser l'ordre causal mis en jeu par le systéeme
physique. Dans le cas de notre illustrationl'le bras planairel'si le bout du bras
exécute un mouvementl'l’origine est bien I’ensemble des commandes motrices ap-
pliquées au bras. Un roboticien doit alors concevoir un modulel'un algorithmel'ou
d’une maniere plus générale une représentation fonctionnelle permettant le pas-
sage automatique des effets voulus aux causesl'de la trajectoire du bout du bras
aux commandes motrices.

Les modeles inverses sont tres utiles dans plusieurs domaines. Notre intéreét est
particulierement centré sur ’utilisation des modeles inverses pour ’asservissement
des systemesl'ol un controleur recoit une sensation désirée comme entrée et doit
trouver une action qui puisse engendrer une sensation aussi proche que possible
de la sensation désirée; c’est-a-direl'le controleur doit inverser la transformation
d’actions en sensations (le modele direct).

Une facon de faire ’asservissement est d’utiliser un modele inverse explicite
comme controleur. Cependantl'tandis que les modeles directs sont déterminés de
fagon uniquel'les modeles inverses généralement ne le sont pas. Si le systeme est
caractérisé par un “mapping many-to-one“ des actions aux sensationsl'alors il e-
xiste généralement un nombre infini de modeles inverses possibles. En Robotique
ces systemes sont définis comme ayant des degrés de liberté en excés.

Il faut aussi remarquer que l'inversion n’existe pas toujours - il n’est pas
toujours possible d’atteindre n’importe quelle sensation désirée en partant de
n’importe quel état.

Le probleme de l'inversion des modeles est assez complexe. Une solution
analytiquel’ qui nous donne un modele inverse explicitel’ est plus désirablel car
I’asservissement doit étre fait généralement en temps réel et le calcul & partir d’un
modele explicite est normalement plus rapide. Dans la pratique les concepteurs
cherchent a établir des heuristiques ou des algorithmes d’inversion pour trouver
un modele explicite. Chacune de ces techniques n’est valable que pour certaines
catégories de systeme [SV89].

Une solution alternative pour l'inversion des modeles est 'utilisation des pro-
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cédés itératifsI'qui sont basés sur un modele inverse différentiel du systeme et qui
réduisent progressivement ’écart résiduel di a I’erreur du modele inverse de facon
itérative. La matrice jacobienne est largement utilisée par les méthodes itératives.

La formulation différentielle de premier ordre du problemel’qu’on voit dans le
systeme d’équations 4.3I'permet ’utilisation des techniques mathématiques pour
la résolution des systemes d’équations algébriques linéaires.

Dans le systeme d’équations 4.3 on veut calculer df; étant donnés dx et dy.
La jacobienne J est la matrice des coefficients du systeme d’équations linéairesl’
et la solution de ce systeme pour le vecteur d’inconnues 6; équivaut au calcul de
I'inverse de la matrice jacobienne J~! au point ol se trouve le systeme [Pre92].
L’inversion du notre modele peut étre donc représentée par I’équation 4.4.

6, [ de
][5

L’inversion numérique des matrices carrées ne pose pas de difficultés particulie-
res. Pour plusieurs problemesI'pourtantl'la matrice jacobienne ne sera pas carrée.
Pour pouvoir inverser une jacobienne non carrée il faut utiliser une technique de
pseudo-inverse ((J7J)~1J37).

4.2 Une méthode de transformation de modeles

Dans ce paragraphe nous présentons une méthode de transformation de mo-
deles qui permet 'acquisition d’un nouveau modele & partir d’autres modeles si-
milaires existants.

En fait cette méthode de transformation est équivalente a la méthode d’ac-
quisition de modeles proposée au chapitre 3. La seule différence est que notre
méthode initiale était destinée & modéliser les fonctions de 'ensemble F, décrit
par I’équation 3.10 et cette deuxieme méthode sert a modéliser les fonctions con-
tenues d’ensemble F (équation 4.5).

Fr=A{ [feFtelle que f(z) = po(x). o+ @1(x). 01 + ... + @n ()05

oll ¥, 1, ..., P sont des fonctions quelconques et
o, V1, -.vy Uy, sont des scalaires} (4.5)
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x représente une variable ou un vecteur ayant un nombre quelconque de vari-
ables.

Les cas qui nous intéressent ici sont ceux ou a partir d’un seul ensemble

donné de fonctions {¢o(z), ¥1(z), ..., pn(x)} on peut obtenir un ensemble de fonc-
tions de F: {fo(z),.... fm(z)} en utilisant des ensembles distincts de scalaires:
{8, oy 02} Lo {05, .. ™} Tou autrement dit ot {o(2), ¢1(2), ..., ou(x)} forme
la base d’un espace vectoriel de fonctions.

Le but de la méthode est d’acquérir un modele d’une fonction:

a partir de:
e un ensemble de fonctions {f; (z), ..., fi, (¢)} déja modéliséesl’
e plus un ensemble de points (données expérimentales) { f.,(z0), ..., frn(2n)}-

sans connaitre pour autant les termes de la base ¢;.

4.2.1 La transformation DC

Nous allons définir une transformation DC':

RGN )

DC(xa,ia)fm () = fm(x) Fi(2a)

avec x, et i, tels que f; (z,) # 0.

Pour simplifier les notations nous allons utiliser DC f 4 la place de DC(Farta) f

Comme pour la transformation DP nous voulons montrer que la transformation
DC utilisée de facon récursive peut imiter exactement toute fonction appartenant

a ’ensemble F .

Pour montrer cela on va définir un ensemble d’ensembles ['* (4.7).
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Uy = {fm € F et I(xg,40) tel que ADCCf,, et DCOf,, = 0}
U5 = {fn € F et I(ay,41) tel que DCf,, existe et appartient a 'y}
U5 = {fm € F et I(xa,12) tel que DC?f,, existe et appartient a ['7}

% ={fn € FetIw,,1,) tel que DC™ f,, existe et appartient & ['%_, }
(4.7)

Le premier des ensembles de 4.7I''iI'contient toutes les fonctions de F pour
lesquelles la transformation DC? f est identiquement nulle. De facon récursivel'T'}
contient toutes les fonctions de F pour lesquelles la transformation DC® f définit
une fonction qui a son tour appartient a ’ensemble antérieur I'.

Nous voulons prouver le théoreme suivant:

Théoréme: Pour toute fonction f,, et tout n, s’il existe une suite
(0, %0), - (Tn, 1) de couples distincts telle que:

o fi,(z0) #0,

o DCOf; (21) #£0, ...,

o DC"DC™ .. .DCOf; (2,) #0
alors:

fm €15 = fm € 7]

Il faut remarquer que dans cette nouvelle formulation la récurrence joue sur le
choix des modeles connus qui vont étre utilisés. Ainsi:

DCOf;, (2).DC°f,, (z1)
DCOf (z1)

DCY*DCOf,. (z) = DC° f () — (4.8)

ot DCPf; (z) peut s’écrire comme:

_ Ju(@)-Ji(xo) (4.9)

DCOf; (z) = fi, (2) fio (o)
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On voit que ce terme dépend des modeles des fonctions f;; et f;,.

La preuve de ce théoréme est similaire & celle décrite aux paragraphes 3.3.1 et
3.3.2. Elle est donnée dans 'annexe E. La transformation DC est en fait la méme
transformation DPI'qui dans cette deuxieme version n’utilise plus les fonctions de
forme mais un ensemble de modeles connus de fonctions similaires plus un ensem-
ble de données expérimentales de la nouvelle fonction qu’on veut modéliser.

4.2.2 Utilisation de la méthode de transformation

Nous appelons la méthode presentée dans ce paragraphe notre méthode de
transformation parce qu’elle permet 'acquisition d’un nouveau modele & partir
d’un ensemble de modeles “similaires” existants. La “similitude” de modeles a un
sens tres précis dans ce contextI'qui est déterminée par I'existence d’un ensemble
commun de fonctions {¢g, @1, ..., P, }. Sicet ensemble de modeéles similaires existel’
le modele d’une nouvelle fonction peut étre acquis a partir d’un ensemble de n
points (données expérimentales) de cette nouvelle fonction (n étant le nombre de
termes des fonctions similaires).

La méthode de transformation va étre tres utile dans les cas suivants:

e les caractéristiques d’un systéme déja modélisé changent: la mé-
thode de transformation va permettre une espece de “calibrage” des mode-
les acquis par la méthode d’identification structurelle. Tout changement des
caractéristiques d’un systeme modélisé qui preserve la dépendance entre les
variables d’entrée (qui garde le nombre de termes des polynémes du modele
et la structure des fonctions des forme) peut étre modélisé par une trans-
formation a partir d’'un nombre de “versions” initiales du modele et d’un
nombre de “points de calibrage”;

e on doit modéliser plusieurs objets ayant les mémes caractéris-
tiques: on fait I'acquisition par identification structurelle d’un nombre ini-
tial de modeles et on obtient les suivants par transformation a partir d’un
nombre beaucoup plus réduit de données expérimentales;

e on fait ’acquisition d’un modéle par identification structurelle
d’une fonction ayant plus de trois variables d’entrée: pendant I’acquisition
d’un modele par la méthode d’identification structurelle il est possible d’utiliser
la méthode de transformation pour limiter le nombre de fois qu’un “sous mo-
dele” doit étre acquis.
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La transformation de sous modéles

Soit une fonction f(z,y,z,w). Nous allons appeler sous-modeéle de f acquis
par la méthode toute fonction intermédiaire construite du type de f(z,y, z, wo).
Un sous-modele est donc déterminé par un sous-ensemble de ’ensemble de vari-
ables du modele. Une fonction de formel'par exemplel'est un sous-modele a une
variable d’entrée.

Si on écrit la transformation DP f on obtient:

f($7 Y, z, wo).f($0, Yo, <0, w)
f (o0, Yo, 20, wo)

DPOf(xvyvsz):f(xvyvsz)_ (410)

Le sous-modele f(z,y, z, wp) peut étre vu comme une fonction g(z, y, z)[qu’on
peut modéliser en utilisant une DPg:

f($7 Y, zo, wo)-f(ﬂﬁm Yo, 2, wO)

DP%(z.,y,2) = f(z,y, z, wo) — 4.11
g(e.v:2) = flay 2 f (0, Yo, 20, wo) ( )
La DP'DPYg va étre:
DPOQ(QC Y 21)-DP09(901 Y1, 2)
DP'DP°(x,y,2) = DP°g(x,y, 2) — — — 4.12
9(z,y,2) 9(z,y,2) DPOg (21, 90, 21) (4.12)
Le terme DP%g(z,y, z1) va étre:
DP°g(z,y, 1) = f(z,y, z1, wo) — f(@,y, 20, wo).f (z0, Yo, 21, wo) (4.13)

f(9007yo7207w0)

Si on revient & fTet on écrit DP'DPY f:

DPOf($7y7z7w1)'DP0f($17y17217w)
DPYg (21, y1, 21, w1)

DP'DP° f(x,y, z,w) = DP° f(2,y, z, w) —
(4.14)
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Ot le terme DP f(z,y, z,w) va étre:

f($7 Y, zo, wl)-f(x& Yo, 2, wl)
f (2o, Yo, 20, w1)

DPOf($7y7Z7w1):f(wvywszl)_ (415)

Cette suite contient quelques-uns des pas a suivre dans ’acquisition du modele
de f. Si dans ces équations on fait attention aux sous-modeles qui ont z, y comme
hyperespace d’entrée on trouvera: f(z,y, 2o, wg) (équation 4.11)I' f(z,y, 21, wo)
(équation 4.13) et f(z,y, z0, w1) (équation 4.15). Ce sont les “versions” des sous-
modeles en x,y qui vont se multiplier pendant ’acqusition de f. Le nombre total
de versions de ces sous-modeles dependera des niveaux de recurrence de la trans-
formation. Le nombre total de variables du modele détermine aussi les nombres
de versions nécessaires de chaque sous-espace.

La sortie des sous modeéles en z,y peut étre décrite par ’équation 4.16:

n

h(z,y) =) wi(2)i(y).pi(z).0i(wy) (4.16)

=0

ol les indices j et k sont determinés par I’algorithme de la méthode.

Si on note: A;j(z,y) = ¢;(x).(y) et (bfk = pi(z;).0;(wg) on peut écrire h
comme:

n

hz,y) =3 Ai(w,y).¢l" (4.17)

=0

on constate que h € F*.

Il faut remarquer que I’équation 4.17 est une description analytique des sous
modeles (en particulier de ceux déterminés par deux variables) mais qu’en pra-
tique on n’a pas acces aux termes A;(z,y). On dispose seulement des valeurs de
z,y et de la valeur de h(z,y) pour certains points (données expérimentales). Si on
connaisait les valeurs des A;(z,y) I'estimation des (bfk d’un nouveau sous-modele
serait la solution d’un systeme d’équations simple. Nous avons déja fait cette
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remarque en parlant de l'algorithme de la méthode. Les pas intermédiaires de
I’acquisition ne correspondent pas aux termes du polynéme qu’on modélise.

De fagon généralel'un sous modeéle a son ensemble de variables (son hyperes-
pace)l'et dehors il y a ’ensemble des variables restantes (encore non rajoutées) du
modele. Plus grand est cet ensemble restantI'plus nombreuses seront les versions
du sous modele. Chaque version est déterminée par un vecteur distinct de valeurs
constantes attribuées aux variables restantes. Mais a la fin toutes ces versions
peuvent s’écrire sous la forme de I’équation 4.17.

Nous pouvonsl'doncl'utiliser la méthode de transformation aux sous-modeles.
On doit faire 'acquisition d’un ensemble initial de n versions (avec DP)I'ol n est
le niveau de recurrence nécessaire pour acquerir le sous-modelel’et on obtient les
versions suivantes par transformation.

En pratique, si on considére le rapport nombre de données expérimen-
tales nécessaires a lacquisition d’un modele | nombre de variables du modéle,
la méthode de transformation linéarise I’évolution de ce rapport. Une
analyse quantitative detaillée est présentée au paragraphe 4.5.

L’adaptation des modeles existants

Pour montrer comment fonctionne "adaptation des modeles existants en utili-
sant la méthode de transformation de modeles nous allons reprendre 'illustration
du bras planaire. Comme pour la présentation de la méthode nous allons consi-
dérer qu'un “Deus ex machina” nous donne les formes analytiques des modeles et
des fonctions de forme. Cela nous facilite 'illustrationl'mais ces informations ne
sont pas nécessaires dans ’application pratique de la méthode.

Supposons qu’on dispose de deux modeles du bras planaire:

e modele 0: (longueur des segments = 1 et 2) fy(01,02) = cos(01)+2*cos(6, +
6)

e modele 1: (longueur des segments = 2 et 3) fi1(61,62) = 2 * cos(0;) + 3 *
cos(6 + 03)

Nous voulons obtenir un modele fy d’un bras planaire similaire aux bras mo-
delisés par fo et fil'mais qui a la longueur de ses segments = 3 et 4.

La transformation DC?f, aura la forme:

fo(81,6).f>(67, 69)
f0(0?7 08)

DCOf5(61,05) = fa(6y,05) — (4.18)
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On peut aussi écrire la transformation DCTDCP f,:

B DCP f1(0y,05).DC f5(61, 6})

1,10 _ 0
DC DC f2(01702) - DC f2(01702) D00f1(0%70%) (419)
ot DC?f1(6,,6;) peut s’écrire comme:
61,6,).f1(62,65
DCOfy(61,82) = f1(61,6) — Jo(01, 92)./1(61, 65) (4.20)

fo(67,65)

Nous connaissons les modeles f; et fil'et nous savons qu’ils ont deux termes (ils
apartiennent & F1). Nous modélisons un bras similairel'donc nous pouvons con-
clure que f; appartient aussi & 7y et & F;. En conséquence DC*DCP f5(6;, 63) = 0.

Nous allons remplacer dans ’équation 4.19 les termes décrits par les équations
4.18 et 4.20:

Jo(01,62). /269, 69)
fa(01,02) — f0(9?798)l 2

(£1(61.02) = LOSHIELR. (o(01, 0}) - LOLREENR
_ o015 MAR g a2y
f (01 01) _ f0(9%7€%)~f1(9(1)798) ’
ENERRE Jo(07,63)

Si on choisit 8} = 018} = 7/210) = 0 et 6} = 7/2:

e on a besoin de deux données expérimentales du nouveau bras (nous consi-
dérons que ces deux valeurs peuvent étre obtenues):

* f2(07,69)
* f2(0%7 0%)

e on a besoin de deux valeurs calculées par le premier modele :

7
—4

x f0(69,69) =3



4.2. Une méthode de transformation de modéles 63

x fo(61,6)) = -2
e et on a besoin de deux valeurs calculées par le deuxieme modele :

x f1(09,69) =5
*x f1(0},03) = -3

L’équation 4.21 devient alors:

Jo(01,02).7 4 (f1(01,02) — M913&E).(—4— —2.7)

3
—=2.5
3 3

f2(01,602) =

(4.22)

Nous allons faire les substitutions des équations connues des modeles f; et fo:

Fo(01,05) = 7.(cos(01) + 23.003(01 +6,)) .

(2.co5(01) + 3.cos(fy + 0y) — 2lees@lt2eoslitle))y (o/3)
1/3

Apres quelques simplifications on trouve:

f2(01,02) = L.cos(61) + L.cos(8y + 05) + 4.cos(6;) +
6.cos(81 + 03) — L.cos(6,) — Z.cos(61 + 63)

Et finalement:

f2 (017 02) = 3.008(01) + 4.008(01 + 02) (423)

Nous avons trouvé le modele fy du bras de longueurs de segments égales & 3
et 4l'en utilisant seulement deux données expérimentales (f2(0,0) et fo(7/2,7/2))
et deux modeles connus auparavant (fo et fi). Bien sur la transformation donne
les mémes résultats pour n’importe quel choix de 69191189 et 61 (si ces valeurs
respectent les conditions de non nullité de la transformation).
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4.3 Analyse de ’erreur d’estimation d’un modele

Dans ce paragraphe nous allons présenter une approche qui va nous permettre
d’estimer les marges de ’erreur contenue dans les sorties des modeles acquis par
notre méthode.

L’estimation'méme approximativel'des marges de I’erreur des sorties calculées
par le modele direct peut étre utile comme indice de la fiabilité du modele. Cepen-
dantI'quand le modele est utilisé pour asservir le systemel'la manque de précision
du modele direct ne compromet pas nécessairement la précision de I'inversion du
modele.

Les erreurs d’un modele sont produites soit par une caractérisation imparfaitel’
soit par une identification imparfaite des parametres. Dans le contexte de notre
méthodel'la caractérisation faite par le concepteur est restreinte aux fonctions
de forme. Pendant le processus automatique d’identification structurelle un seul
choix peut étre considéré comme étant une caractérisation du modele: le choix
du nombre de récurrences de la transformation DP. Nous allons considérer ce
choix comme étant parfait. Nous allons aussi considérer que la caractérisation des
fonctions de forme est adéquatel'c’est-a-direl’que le concepteur a choisi une forme
paramétrique qui est idéale (voir 3.5.2) ou au moins il a choisi un outil ou une
classe de fonctions interpolatrices assez puissante pour réprésenter la fonction de
forme avec une précision donnée.

Dans ces conditions nous allons analyser les erreurs des modeles comme étant
conséquence d’une identification imparfaite des parametres des fonctions de forme.
L’identification paramétrique des fonctions de forme va dépendre fortement des
données expérimentalesl'obtenues directement du systeme modélisé. S’il s’agit de
la modélisation d’un systeme physique (non simulé) ces données expérimentales
vont contenir toujours un certain niveau de bruitI'qui peut étre plus au moins
important en fonction des caractéristiques du processus d’acquisition des données.
Ce bruit va entrainer un écart sur l'estimation paramétrique des fonctions de
forme. Les erreurs d’estimation vont étre propagées a travers le modele jusqu’aux
sorties calculées.

L’estimation des marges d’erreur du modele comporte deux étapes: ’estima-
tion des marges d’erreur des sorties des fonctions de formel'que nous allons analyser
au paragraphe 4.3.1'et la propagation de ces valeurs jusqu’a la sortie du modelel’
qui nous allons analyser au paragraphe 4.3.3. Au paragraphe 4.3.2 nous analysons
les fonctions de sensibilité des polynomes interpolateurs.
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4.3.1 Estimation des marges d’erreur des fonctions de forme

Pour chaque fonction de formel'un ensemble de données expérimentales va étre
utilisé pour réaliser une identification des valeurs d’un vecteur de parametres. La
fonction de forme va donc étre représentée par un point O (nominal) dans un
espace paramétrique. L’existence du bruit d’état dans les données empéche en
pratique I’identification du point dans cette espace paramétrique relatif a 'objet.
CependantI'si une identification idéale était possiblel'pour un point n de I’espace
d’entréelT’écart w entre les sorties sp de la fonction de forme et les sorties sy de
son modele ne pourrait représenter que du bruit d’état.

so(n) = sar(n, p) + w(n) (4.24)

On peut considérer qu’un autre modeéle sy (n, p+ Ap)'Ap étant une variation des
parametres du modelel’aurait pu donner la sortie bruitée de sp en n.

so(n) = sm(n,p+ Ap)
Un développement au premier ordre permet d’écrire:

K

so(n) = su(n,p) + Y Appoy(n) (4.25)
k=1

{ok}p_y o étant des fonctions de sensibilité. Dans le cas d’un modele qui
contient un vecteur de parametres pl'une fonction de sensibilité o, relative au
parametre pg aura la forme:

_ Osy
- Opr

on (4.26)

Une fonction de sensibilité peut étre donnée par la différentiation de la forme
paramétrique de la fonction de formel'ou calculé numériquement pour un point n
donnée par:

sn(n, pr + 0pr) — sar(n, pr)
opy

or(n) = (k=1,.., K)

les parametres p; : ¢ # k restants inchangés.

D’apres 4.24 et 4.25 on peut écrire:
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K
w(n) = Z Aprog(n) (4.27)
k=1
soit:
w(n) = Apr(n) (4.28)
ou:
Ap = (APh Ap27 sy Apf\")T

) = [o1(n), 02(n), .o oxc(m)]"

On ne connait toujours pas le modele idéall'pas plus que le vecteur Ap. Une
méthode d’identification paramétrique peut calculer un point qu’appartient a un
domaine iso-distance déterminé par le bruit. Supposant que nous nous intéressons
a une estimation méme approximative du bruit contenu dans les sorties des fonc-
tions de formel'nous allons supposer que le point relatif a ’objet sera quelque part
proche du centre de l'iso-domaine déterminé par le bruitl'et qu’une estimation au
sens des moindres carrés d’un ensemble d’essais d’identification des parameéetres
serait une bonne approximation de ce centre.

Pour estimer les marges d’erreur des sorties d’une fonction de forme nous allons
utiliser le bruit calculé par 4.28. A la place du vecteur Ap on utilise un vecteur
Apmas avec les écarts maximaux entre la valeur estimée de po et les valeurs des
parametres de I'ensemble d’essais d’identification.

Appaz, = maz||po, — pm,,||Vi (k=1,..., K)

L’erreur maximale e,,,, de la fonction de forme au point n de ’espace d’entrée
sera alors estimée par:

€maz (1) = (| Apg0eE(0) (4.29)

étant donnée qu’on est capable d’estimer ’erreur maximale d’une fonction de

formel'on veut maintenant calculer ’erreur maximale e/, .. du calcul de sa dérivée
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a—gi‘ﬁ par rapport a sa seule entrée z (& ne pas confondre avec la dérivée de son
erreur maximale).

¢ (ny = Jom(®) +eman(n) _ Isu(n)

mas Jx dx

(4.30)

D’apres 4.29 et 4.30 on obtient:

; _ 9(sm(n) + 1ApL.E M) Dsu(n)
I(|ApL L))
Oz
= ||ApL.E ()l

maxr

ou:

et

o(n) = 9 (4.31)

Encore une fois o), peut étre obtenue formellement par differentiation de la
fonction de sensibilité o ou numériquement par:

or(n,x+ dx) — op(n, x)
dx

op(n,z) =

4.3.2 Les fonctions de sensibilité des polynémes interpolateurs

Les polynomes interpolateurs ont été présentés dans 3.5. Si les fonctions de
forme sont estimées par ces polynomes alors les fonctions de sensibilité peuvent
étre analytiquement déterminées.
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Les fonctions de sensibilité des polynémes algébriques Les polyndmes
algébriques ont la forme générale:

N
P(z) = Z apz® (4.32)
k=0
ol N est le dégré du polynéme.

Pour les modeles directs la fonction de sensibilité oy relative au k-ieme parametre
d’une fonction de forme (équation 4.26) va étre déterminée par:

op = 2% (k=1.N)
op = 1
Pour les modeles différentiels directs la dérivée de la fonction de sensibilité

o). relative au k-ieme parametre d’une fonction de forme (équation 4.31) va étre
déterminée par:

ot = ka*l(k=1..N)
o, = 0
Les fonctions de sensibilité des polyndémes trigonométriques Les poly-

némes trigonométriques ont la forme générale :

N
P(z) = a1 + Z(agicos(iw) + agiy1sin(iz)) (4.33)

=1

Pour les modeles directs la fonction de sensibilité oy relative au parametre ay
d’une fonction de forme va étre déterminée par:

o = cos(iz) (k=2,4,..,2.N;i=k/2)
o, = sin(iz) (k=3,5,..,2N+1;i=(k—-1)/2)
gy = 1

Pour les modeles différentiels directs la dérivée de la fonction de sensibilité o},
relative au parametre a; d’une fonction de forme va étre déterminée par:

o = =—sin(iz)i (k=2,4,....,2.N;i=k/2)
o, = cos(iz)i (k=3,5,...,2.N+1;i=(k—1)/2)

0'1:0
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4.3.3 Propagation des marges d’erreur

Les marges d’erreur estimées pour les fonctions de forme doivent étre propagées
a travers la structure du modele jusqu’aux sorties. Nous allons maintenant dériver
pour chaque opération algébrique le calcul des marges d’erreur en fonction des
marges d’erreur de ses entrées.

Pour la somme:

st = a+b
Shae = (a+ €hae) + (0+ €)us)
eT—I;Lal’ = ST—I;LGJJ - S+€T-I;Lal’ = egnaac + el;naac
Pour la différence:
s~ = a—-10
ST_naac = (a + egnaac) - (b - efnaac)
eT_naac = ST_naac - S_eT_naac = egnaac + el;naac
Pour le produit:
s* = axb
St = (llall + €hgp) * (16l + €),,) * signe(a)  signe(b)
einaac = S;Knaac - S*
€rar = signe(a)*xbxey 4 signe(b) x a x efnal, + el * efnal,
ol signe(z) = —1 si < 0 et signe(z) = 1 au cas contraire. (signe(z)*||z|| =
Pour la division:
5™ = a/b
Smar = (signe(a) = (|lal] + €ly,))/ (signe(b)  (|[b]] = €5,4,))
eTTnaac = STTnaac — 5"
. signe(a) * b €2, + signe(b) xax e’
er =
maz b2 — ||b|| * €}

maxr

Les mémes formes de propagation sont utilisées pour les marges d’erreur du
modele direct et du modele différentiel direct.
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4.4 Réduction de ’erreur d’estimation d’un modele

Les équations du paragraphe 4.3.3 laissent entrevoir une expansion tres rapide
de Derreur dans le modele. L’arbre du modele acquis peut contenir centaines
d’opérationslet effectivement les erreurs d’estimation des fonctions de forme a la
base du modele augmentent de facon presque exponentielle par la suite des calculs.

Cette caractéristique négative des modeles s’explique par le fait d’avoir un es-
pace parametrique réduit (nombre réduit de parametres) par rapport au nombre
d’opérations de calcul faites a partir des valeurs de ces parametres. Un écartl’
méme réduitl'du point estimé de ’espace paramétrique par rapport au point idéal
peut entralner un erreur importante sur les sorties du modele.

Pour minimiser ce problemel'et pour pouvoir acquérir un modele d’une pré-
cision désirée a partir des données bruitéesl'nous proposons une technique d’a-
daptation des modelesl’ qui va permettre la réduction de I’écart dans ’espace
paramétrique du modele.

Cette technique consiste a étendre le concept des fonctions de sensibilitél qui
ont été présentés en 4.3.1. Dans ce paragraphe nous avons utilisé les fonctions de
sensibilité pour estimer les marges d’erreur des fonctions de forme. Les fonctions
de sensibilité d’une fonction de forme sont en fait ses dérivés partielles par rapport
a chacun de ses parametres.

Nous pouvons utiliser le méme procédé que celui présenté au paragraphe 4.1
pour propager les dérivés partielles des fonctions de forme jusqu’aux sorties du
modele. On obtient ainsi les fonction de sensibilité du modele entierl'ou plus pré-
cisémentl'on dispose des dérivés partielles de chaque sortie du modele par rapport
a chaque parametre qui détermine cette sortie .

Nous pouvons maintenant définir un Jacobien de I’espace paramétrique. Ce
Jacobien va mettre en relation un ensemble de points de I"hyperespace d’entrée
du modele et ’ensemble des parametres du modele. Prenons une sortie isolée x
du modele direct: @ = h(q,p)l'q étant le vecteur des entrées et p le vecteur des
parametres du modele h. Le Jacobien de 'espace paramétrique va étre défini par:

~_ 9hl(qi,p)
Jij = o,

'Nous construisons un modéle pour chaque sortie du modele, donc chaque sortie est définie
par un ensemble distinct de parametres
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ou: J;; définit I’élément de la i-nieme ligne et j-ieme colonne de la matrice
jacobiennel'm étant le nombre de points considérés et n le nombre de parametres
du systeme.

Pour chaque point pris en considération dans le Jacobien de ’espace paramé-
trique il existe une différence entre sa valeur calculée par le modele et sa valeur
réelle (pour la sortie en question). Nous appelons D le vecteur des différences.
Nous suivons le méme procédé utilisé pour 'asservissement du systeme. La ma-
trice jacobienne .J est inversée (par une technique de pseudo inversion) et en suite
J1 est multiplié par DT.

pP=JtpT

Le vecteur P sera multiplié par un gain d’asservissement g. P.g nous donnera
les valeurs des corrections qu’on va appliquer sur le vecteur p des parametres du
modele. Les corrections doivent réduire ’écart dans ’espace paramétrique et donc
réduire les différences entre les valeurs calculées et réelles pour les points choisis.
Le procedé peut étre répeté dans une boucle jusqu’a que les différences soient dans
des limites acceptables.

La technique d’adaptation doit étre appliquée sur un ensemble des points ou
se trouvent:

e les points d’interpolation (pour lesquels 'erreur d’estimation est nulle)

e plus un nouvel ensemble de points de ’hyperespace du modele. L’estimation
faite par le modele pour ces points contient normalement un erreur non nulle
de calcul qu’on veut réduire.

De cette facon on peut étre sur que le modele adapté est meilleur que le modele
initial.

La technique d’adaptation peut étre lourde et instable si elle est appliquée
pour un modele ayant un grand nombre de parametresl’ou de pointsl'ou encore
s’il existe un grand écart initial dans I’espace paramétrique.

Nous avons utilisé la technique d’adaptation de modeles dans le procédé d’ac-
quisition. Apres 'acquisition de chaque sous modele nous faisons I’adaptation des
parametres spécifiques au sous modele. [’avantage est qu’il s’agit & chaque adap-
tation d’un ensemble réduit de parametres a corriger et de points a considérer.
Les écarts a corriger sont aussi réduits. Pour chaque variable d’entrée rajoutée au
modele on corrige seulement les parametres des fonctions de forme de cette vari-
able. Les points considerés sont les points d’interpolation spécifiques a la variable
rajoutée plus un nombre de points d’adaptation choisis dans I’hyperespace du sous
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modele.

Dans le chapitre 5 nous allons montrer les résultats expérimentaux obtenus en
utilisant la technique d’adaptation.

4.5 Analyse quantitative de la méthode

Dans ce paragraphe nous analyserons la quantité de données nécessaires a
I’acquisition des modeles. Le nombre de points que 'on doit obtenir du systeme
a modéliser est un facteur déterminant de I’utilité d’une méthodel'surtout quand
il s’agit des systemes physiques. L’acquisition des données d’un systéme physique
peut étre cotiteuse.

Le nombre de points a obtenir pendant ’acquisition de nos modeles sera déter-
miné par quatre facteurs:

e le nombre de points nécessaires a 'identification des parametres des fonctions
de formel’

e le nombre de variables d’entréel’
e ['utilisation des transformations de sous modeles

e ct les niveaux de récurrence du modele et de ses sous modeles

Le nombre de points nécessaires a 'acquisition d’un modele ne dépend pas
directement du nombre de variables de sortie du modele. Un modele est ac-
quis pour chaque variable de sortiel' mais tous les modeles utilisent les mémes
points d’interpolation (méme point dans I’hyperespace d’entrée). Si les niveaux
de récurrence ou la forme paramétrique différent entre les modeles on doit consi-
dérer les valeurs maximales de chaque facteur pour le calcul du nombre de points
d’interpolation a obtenir.

Comme nous ’avons déja dit en 3.5I'le nombre de points d’interpolation néces-
saires a l'identification paramétrique d’une fonction de forme dépend du type
d’approximation choisie (interpolation de pointsl'fonction interpolatrice). Pour
chaque choix de type d’approximation suivra un certain nombre de choix plus
spécifiques (configuration de 'outil d’interpolationl'dégré du polynéme interpola-
teurletc.). Les choix peuvent étre faits cas par cas (variable par variable). Nous
n’allons pas entrer dans les détailsI'et considérer N; comme le nombre de points
nécessaires a l'identification des parametres d’une fonction de forme pour la vari-
able d’entrée 1.
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Pour l'acquisition d’un modele (ou sous modeéle) a deux variables d’entrée
nous avons besoin de 2 x M fonctions de formel'ou M est le niveau de récurrence
du modele. C’est-a-dire M * (N7 4+ N3) points d’interpolation au maximum car
en pratique un seul point de ’hyperespace d’entrée peut servir a l'identification
des parametres de plusieurs fonctions de forme (pour de variables d’entrées dif-
férentes).

Pour I'acquisition d’un modeéle (ou sous modéle) a 7 variables (i > 2) on doit
disposer de M; fonctions de forme pour la ¢-ieme variable et M; sous modeles a
i — 1 variables. (M; étant le niveau de récurrence du modeéle (ou sous modele)
a 7 variables). Le nombre de points d’interpolation nécessaires a 'acquisition du
modele est donnée par 4.34.

pi = Mi.(pioi+N;) (i >2)
P2 = MQ(N1—|—N2) (434)

Si on considere M le niveau de récurrence du modele et de tous les sous mo-
delesI'N le nombre de points d’interpolation de toutes les fonctions de forme et [
le nombre de variables d’entrée du modelel’on obtient une expression plus claire
pour le calcul du nombre maximum de points d’interpolation.

p:N.(2M1‘1+I§MZ’) (4.35)

=1

Pour Pacquisition des sous modeles on peut utiliser la méthode de transforma-
tion proposée au paragraphe 4.2. L’analyse du nombre de points d’interpolation
nécessaires a ’acquisition des modeles aura donc deux quantités a considérer. La
premiere est le nombre de sous modeles nécessaires a ’acquisition du modele et
la deuxieme est le nombre de points nécessaires a ’acquisition de ’ensemble des
sous modeles. Les sous modeles peuvent étre regroupés par leur nombre de vari-
ables d’entréel’et le nombre total de sous modeles par groupe peut étre décrit par
I’équation 4.36.

si = MY, (i=1.0-2)
s;-1 = Mg

s; =1 (4.36)
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s; étant le nombre de sous modeles a ¢ variables d’entrée nécessaires a ’acqui-
sition du modele & I variables d’entrée.

L’équation 4.36 est déterminée par la transformation de modeles. Un modele
a ¢4 1 variables doit étre acquis un nombre M;,; de foisI'pour pouvoir étre calculé
par transformation par la suite. Chaque acquisition va utiliser M;4, sous modeles
a ¢ variables.

Le nombre p de points d’interpolation sera donnée par:

p=_m (4.37)

n; étant le nombre total de points d’interpolation utilisés spécifiquement pour
l’acquisition des sous modéles du groupe s; (c’est-a-dire sans considérer a chaque
niveau de récurrence les points utilisés pour le niveau antérieur). n; est donné par
I’équation 4.38.

ny = M[.N[
n; = MZ2.N;+ (s; — My).M; (i =2..1—1)
ny = 81.N1 (438)

Si on considere la méme simplification utilisée pour I’équation 4.35I'1’équation
4.37 devient:

p=MN+2.M* N+ (I—3).(M*N+ (M?—- M).M) (4.39)

On peut remarquer que le nombre de points d’interpolation nécessaires a
I’acquisition d’un modele n’est plus exponentiellement dépendent du nombre de
variables d’entrée du modele.

Considérons comme exemple un systeéme defini par 6 variables d’entrée (1=6)I"
un niveau de recursivité égal & 3 a tous les niveaux (M=3) et toutes les fonc-
tions de forme réprésentées par une forme paramétrique a 3 parametres (N=3)
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D’aprés ’équation 4.35 le nombre maximum de points d’interpolation nécessai-
res a lacquisition du modele sans D'utilisation des transformation de sous mo-
deles sera de 1818 points. D’aprés ’équation 4.39 le méme modele peut étre
acquis avec un maximum de 198 points d’interpolation en utilisant les transfor-
mations 2. Rappelons que couvrir cet hyperespace & 6 dimensions avec des points
d’interpolation pour permettre une interpolation linéairel par exemplel'implique
en avoir n® pointsI'oll n = 30 entraine une erreur résiduelle maximale de ~ 1%I’
et n = 10 entraine une erreur résiduelle maximale de ~ 3%.

?Les valeurs de Pexemple correspondent au modéle d’un bras robot A six degrés de liberté






Chapitre 5

Expérimentations

Dans ce chapitre nous allons présenter une série d’expérimentations faites en
utilisant la méthode décrite au chapitre 3. La méthode est assez généralel’et per-
met la modélisation d’une large classe de systemesl'soit par caractérisation idéalel’
soit par approximation. Pour cette raisonl'dans le cadre de cette these il serait
impossible de faire le tour des domaines ou la méthode peut étre utile. Notre butl’
dans ce chapitrel'est d’illustrer ’application de la méthode et montrer sa mise en
ceuvre dans le cadre d’applications a la robotique.

Nous avons eu le souci de ne pas rester seulement dans le cadre des expérimen-
tations simulées. Nous pensons que les vrais défis de la modélisation se trouvent
dans les domaines réelsI'et que les simulations informatiques peuvent facilement
cacher la vraie complexité des problemes.

Ce chapitre est divisé en trois paragraphes:

e 5.1. Dans ce paragraphe nous présentons notre schéma général d’expéri-
mentation. Nous présentons aussi le logiciel général qui a été développé
pour mettre en ceuvre la méthode.

e 5.2. Ce paragraphe présente 'application de la méthode & un probleme
simulé pour lequel existe une caractérisation idéale.

e 5.3. Ce paragraphe présente application de la méthode a un probleme réel
en robotique: la modélisation d’un systeme intégré “vision-robotique” et son
asservissement.

5.1 Schéma général d’expérimentation

Dans ce paragraphe nous présentons notre méthodologie d’expérimentation.
Nous avons développé un logiciel général a partir de la méthodel'et nous ’avons
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utilisé dans un certain nombre de problemes. Notre souci a été avant tout ’explo-
ration des possibilités d’application de la méthode.

Nous décrivons les étapes de nos expérimentations dans les paragraphes sui-
vants.

5.1.1 Caractérisation

Avant de débuter une modélisationI'le concepteur doit préciser certains détails
de son systeme.

Caractérisation initiale. Le concepteur fourni le nombre de variables d’entrée
(I) et de sortie (O) du systeme a modéliser. Le concepteur doit prévoir aussi
une liaison avec le systeme a modéliser pour que le logiciel puisse y chercher les
données expérimentales nécessaires.

Caractérisation des fonctions de forme. Parmi les facons possibles de représen-
ter les fonctions de forme présentées en 3.5 le concepteur a le choix entre trois:

e les polynémes algébriques (comme fonctions interpolatrices)[’
e les sinusoides (pour les cas de caractérisation idéale)I’
e l'interpolation linéaire (comme outil d’interpolation de points).

Pour les polynémes algébriquesI'le concepteur a le choix du degré du polynéme et
pour l'interpolation le nombre de points a utiliser.

5.1.2 Identification structurelle

Nous voulons construire un modele direct M, pour chaque sortie o du sys-
teme. Le logiciel exécutera I’algorithme présenté en 3.2 pour identifier le niveau
de récurrence idéal de la transformation DP pour chaque modele.

L’identification est progressivel'c’est-a-direlles variables d’entrée sont rajoutées
une a une aux modeles. Pour chaque variable 7 rajoutéel'un sous-modele m,, est
déterminé pour chaque sortie o. Pour déterminer chaque sous-modele ’algorithme
d’identification structurelle boucle jusqu’a que le niveau de récurrence idéal soit
trouvé. Chaque boucle du procédé d’identification contient trois étapes impor-
tantes:

1) Acquisition des fonctions de forme Chaque niveau de récurrence rajouté
a la transformation DP demande une nouvelle fonction de forme de la variable
rajoutée i. Sile modele (ou sous modele) ne contient que deux variables (¢ = 2)I'
chaque niveau de récurrence demandera aussi une fonction de forme de la premiere
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variable (i — 1).

L’acquisition de chaque fonction de forme est faite par I'identification des pa-
rametres de la forme choisie pendant la caractérisation. L’ensemble des points
nécessaires a l'identification paramétrique va étre obtenu expérimentalement.

Si le concepteur désire une mesure des marges d’erreur du modele dues au
bruit contenu dans les donnéesl'un ensemble redondant de points doit étre obtenu
pour permettre une série d’essais d’identification de la fonction de forme et définir
ainsi sa fonction de sensibilité (voir 4.3.1).

2) Acquisition des sous modeéles Pour ¢ > 2 chaque niveau de récurrence r
rajouté a la transformation DP demande aussi un sous-modele m,,_, différent.

L’acquisition de ces sous modeles peut étre faite par la répétition du procédé a
¢ — 1 variables. On peut aussi générer les sous modeles en utilisant la méthode de
transformation de sous modeles présentée en 4.3. La méthode génere les nouveaux
sous modeles m,,_, a partir d’un ensemble de r;_; sous modeles du méme sous
espace d’entrée m,,_, déja acquis (r;— est le niveau de récurrence d’un sous modele
Mo,_,). Chaque transformation de sous modeéle demande aussi r;_; nouveaux
points d’interpolation.

3) Test du niveau de récurrence Chaque niveau de récurrence rajouté a
la transformation DP sera suivi d’un test du (sous) modele. Le concepteur peut
choisir le nombre de points de test et aussi une marge acceptable d’erreur. Les
points de test sont choisis de fagon aléatoire dans le (sous) espace d’entrée du
(sous) modele. L’erreur du (sous) modele sera la différence entre la valeur calculée
et la valeur obtenue directement du systeme a modéliser pour les points de test.

5.1.3 Mise au point du modele

Construction de P’arbre d’opérations du modéle. Les modeéles directs
identifiés sont récurrents. Pour optimiser son exécution le logiciel va construire
pour chaque modele un arbre d’opérations ayant la méme structure que le modele
a identifier'permettant une exécution séquentielle sans récurrence.

Réduction de I’erreur d’estimation d’un modéle. Pour les modeles ac-
quis & partir de données bruitées nous réalisons la correction des parametres du
modele en utilisant la technique proposée dans le paragraphe 4.4. Dans la pra-
tiquel'application de la technique de correction est essentielle pour "acquisition
d’un modele direct précis. Cependantl'pour éviter I'instabilité numérique que ce
type de technique peut entrainer il faut bien choisir le pas de correction. De fagon
généralel'les pas réduits assurent la convergence de la correction'mais le proces-
sus de correction va devoir boucler un grand nombre de fois et demander ainsi un
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effort de calcul plus important.

5.1.4 Utilisation du modéle

Le modele direct est prét. Pour tout point de ’hyperespace d’entrée il peut
calculer le point équivalent dans ’hyperespace de sortie.

En utilisant le modele direct et les regles de différentiation décrites en 4.1 on
obtient pour tout point de I’hyperespace d’entrée toutes les dérivées partielles de
premier ordre du modele (le jacobien du point). C’est qu’on appelle le modele
différentiel direct.

Pour la plupart des cas le modele acquis (direct et différentiel) va étre utilisé
pour asservir le systéeme. Les procédés d’asservissement a partir du Jacobien sont
bien connus en robotique [McK91].

Pour les expérimentations ou les données expérimentales contiennent du bruit
on calcule les valeurs des fonctions de sensibilité et on propage ces valeurs jusqu’aux
sorties du modele pour obtenir les marges d’erreur du modele direct et du modele
différentiel direct.

Un cas typique d’asservissement. Le systéme et le modele vont étre mis
a un meéme point initial e de I’hyperespace d’entréel’auquel correspond un point
s de ’hyperespace de sortie du systeme. L’utilisateur du modele choisit un point
but s* dans I’hyperespace de sortie. Pour trouver un point d’entrée tel que sa
sortie calculée par le modele corresponde au but s* on suit ’algorithme suivant:

e 0. Calculer la sortie s’ du modeéle direct.

e 1. Sila distance (s* — s') est supérieure a une erreur acceptable donnéel’
continuer ’algorithme.

e 2. Le modele différentiel calcule le Jacobien J = 9s'/de.

3. En utilisant une technique de pseudo-inversion ! estimer JT = Je/ds’

(JT =T n~1ut.

e 4. Estimer une commande Ae = gJT(s* — ¢\T'ol g est un scalaire positif
appelé gain de ’asservissement.

e 5. Appliquer la commande Ae au point e du modeéle.

e 6. Aller a I’étape 0.

'Dans notre logiciel nous utilisons la méthode Greville de pseudo-inversion
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Inversion finale. Un point modeéle s’ qui correspond au point but s* a été
calculé. Cependantl'la commande calculée par le modele entrainera une erreur
résiduelle apres son exécution par le systeme (s’ — s) due a l'erreur d’estimation
du modele direct. L’approche finale & la position but est faite par le méme al-
gorithme mais elle est guidée par la sortie réelle du systeéme (s) et non plus du
modele (s').

L’erreur finale de ’asservissement peut étre arbitrairement réduit par I'itération
convergente basée sur le Jacobien.

5.2 Un probleme simulé de caractérisation idéale

Dans ce paragraphe nous présentons en détail les expérimentations faites sur
un probleme simulé: la modélisation d’un robot manipulateur a six dégrés de lib-
erté.

La description du robot simulé se trouve dans le paragraphe 5.2.1.

Le robot simulé a été choisi pour les raisons suivantes:

e (C’est un probleme bien connu qui a un rapport direct avec les problemes
réels en robotique. Le probleme de la cinématique illustre bien I'utilité et le
besoin de la modélisationl'particulierement pour permettre I’asservissement
du systeme.

e La complexité et les dimensions du probleme sont considérables. Les e-
xemples d’application des méthodes adaptatives ont normalement 3 ou 4
dimensions d’entréel’'pour pouvoir garder la quantité de données et le temps
d’exécution dans des limites raisonnables. Un des avantages de notre mé-
thode est la possibilité d’attaquer les problemes de dimensions élevées sans
que leffort de modélisation augmente de facon exponentielle.

e La nature du systeme permet une caractérisation idéale des fonctions de
forme. Dans ce cas il est possible d’obtenir un modele parfait du systemel’
car les données expérimentales sont aussi idéales. Quand on dispose d’un
modele parfait il est possible d’analyser I'influence du bruit sur les données ou
une caractérisation approximative des fonctions de forme ont sur les sorties
du systeme.

Dans les paragraphes suivants nous allons décrire les expérimentations faites
avec le robot simulé.
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5.2.1 Description du robot simulé

Le robot simulé correspond au robot manipulateur industriel Comercy. C’est
une chaine cinématique ouverte (serial link manipulator).

Le but de notre modélisation est de résoudre le probleme de la cinématique
du manipulateur. Une solution particulierement utile du probleme de la cinéma-
tique est l'obtentionl' pour une position particuliere du robotl'd’une matrice de
transformation qui va nous donner les coordonnées cartésiennes et 'orientation de
la pince. Cette transformation['détermine la localisation (position et orientation)
de la pince dans 'espace par rapport a la base du robot. Elle ne dit rien de la
configuration du bras requise pour une localisation donnée de la pince [McK91].

Une matrice de transformation T est composée par:

rotation translation 3
_ shearing _ *
local — scaling - 3| 1
0 \ 1 L o« 3[1x1

rotationl’ shearingl local-scaling et translation” sont quatre vecteurs & trois
valeurs chacun [McK91].

Notre premier probléme consiste donc & trouver un modele de la cinématique
direct du robotl'c’est-a-direl'trouver un modele de I’équation de transformation
qui calculera la matrice de transformation pour toutes les positions du robot.
L’équation de transformation nous donne la localisation de la pince a partir des
coordonnées des articulations.

Le modele direct aura 6 variables d’entrée (les angles des articulations du
robot) et 12 variables de sortie (les valeurs de la matrice de transformation ho-
mogene données par le simulateur). Le tableau 5.1 montre les dépendances entre
les variables d’entrée et de sortie. Les cases marquées indiquent pour chaque vari-
able de sortie (colonnes) quelles sont les variables d’entrée (lignes) qui déterminent
ses valeurs.

Notre deuxieme probleme consiste a asservir le robotl'c’est-a~direl'pour toute
localisation désirée de la pince dans l'espace cartésien on doit amener le robot
a une configuration articulaire correspondante. Pour cela on doit calculer les dé-
placements articulaires nécessaires a partir des différencesl'dans 'espace cartésienl’
entre la localisation actuelle de la pince et la localisation désirée.

La localisation cartésienne de la pince est déterminée par six valeurs: trois an-
gles de rotation et trois translations. A partir des six différences cartésiennes on
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axe matrice de transformation
My | Mg | Mz | Mg | Moy | Mg | Moz | M24 | T31 | T3 | M33 | M34
G ° ° ° ° ° °
D) ° ° ° ° ° ° ° ° °
03 ° ° ° ° ° ° ° ° °
04 ° ° ° ° ° ° ° ° °
s ° ° ° ° ° ° ° ° °
O ° ° ° ° ° °

Table 5.1 : Dépendances entre les variables du robot

peut facilement calculer les douze différences dans la matrice de transformation.
Ce calcul ne dépend pas du modele du robot. Nous utilisons pour ce calcul la
transformation row-pitch-yaw [McK91].

En utilisant le modele différentiel (le jacobien)['obtenu en méme temps que le
modele directl'et les différences des 12 valeurs qu’on veut réduirel’on calcule les
commandes articulaires.

5.2.2 Acquisition du modele direct parfait

La premiere modélisation du robot manipulateur a été faite en utilisant la mé-
thode d’identification structurelle présentée au paragraphe 3.3.

Toutes les fonctions de forme du robot peuvent étre caractérisées de facon
idéale par des sinusoides.

Les valeurs de référence pour les fonctions de formel'ainsi que les points de
test sont choisis de facon aléatoire a chaque essai de modélisation.

L’algorithme d’identification structurelle a trouvé pour le modele et tous ses
sous modeles un niveau de récurrence égal a trois. L’acquisition complete du
modele demande un total de 740 fonctions de forme. Les variables peuvent étre
rajoutées au modele dans n’importe quel ordre. Chaque fonction de forme néces-
site trois points d’interpolation a prioril’mais pour réduire le nombre de points
d’interpolation nous les choisissons au croisement des fonctions de forme. Au total
cette premiere modélisation demande un minimum de 729 points d’interpolation
plus 48 points de test.

Les tests du modeéle direct attestent son exactitude. L’erreur entre
les valeurs des sorties calculées par le modéle et ceux données par le
simulateur est nulle.
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5.2.3 Modélisation avec transformation de sous modeles

Pour la deuxieme modélisation du robot manipulateur nous avons utilisé encore
une fois la méthode d’identification structurelle. Cependant nous avons rajouté
a la procédure de modélisation la méthode de transformation de sous modelesl’
décrite dans 4.2. Le but de cette nouvelle modélisation était de montrer la réduc-
tion de la quantité de données nécessaires a la modélisationl'ainsi que la réduction
du nombre d’opérations du modele qui la transformation de sous modeles apporte.

Pour cette nouvelle modélisation 1’acquisition complete du modele demande
un total de 76 fonctions de forme. Pour 'acquisition des fonctions de forme il
faut 117 points d’interpolation. Pour les tests de ’algorithme on utilise encore 48
points.

La distribution des fonctions de forme par variable d’entrée (tableau 5.2) mon-
tre bien la différence entre les deux modélisations. Dans le cas présent (méthode
2) 'augmentation de la dimension du probléme entraine une croissance linéaire du
nombre de fonctions de forme a obtenirl'alors que dans le cas précedent (méthode
1) la croissance était beaucoup plus importante.

variable | méthode 1 | méthode 2
0 243 9
1 297 17
2 135 15
3 45 15
4 15 15
5 5 5

Table 5.2 : Distribution des fonctions de forme par variable d’entrée

Dans le tableau 5.2 l'identification des variables indique seulement un ordre
d’inclusion dans le modele.

Comme pour le cas précédent, le modéle acquis est parfait, c’est-a-
dire que les erreurs du modéle sont nulles.

5.2.4 Asservissement du robot

Dans ce paragraphe nous allons montrer brievement quelques résultats expéri-
mentaux d’asservissement du robot simulé en utilisant le modele différentiel direct
généré par la méthode.
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Expérience 1: petit écart initial

Dans cette expérience le robot est dans une position articulaire initiale donnée
par [2.7/3,2.7/3,2.7/3,2.7/3,2.7/3,2.7/3]. La pince est localisée dans I’espace
cartésien a la position [0.34, —0.60, —0.30] avec une orientation [0.80, 1.34, —2.15].
La matrice ¢t de transformation est donnée par:

0.15 -0.16 —-0.97 0.34
0.16 -0.96 0.18 —0.60
-0.97 -0.18 -0.12 —-0.30

On veut effectuer un déplacement de la pince défini par les différences de posi-
tion [0.1,0.1,0.1] et les différences d’orientation [7/10,7/10,7/10]. On calcule la
matrice de transformation désirée t*I'qui va étre donnée par:

-0.03 -0.17 —-0.98 0.44
-0.07 -0.98 -0.17 —-0.50
-0.99 -0.08 -0.02 -0.20

Un processus itératif basé sur les dérivées partielles va réduire progressivement
les valeurs de t* —¢. La position articulaire trouvée qui nous donné la localisation
désirée de la pince est donnée par [2.30,1.96,2.40,1.94, 2.41, 2.15].

Les figures 5.1I'5.21'5.3 et 5.4 nous montrent ’évolution de Perreur £* — ¢.

On constate que deux pas du processus itératif de réduction de erreur t* — ¢
ont suffi pour trouver une configuration adéquate pour le robot. Nous avons utilisé
un gain d’asservissement égal a 1 parce que ’écart initial était petit.

Expérience 2: grand écart initial

Pour cette expérience le robot est dans la méme position articulaire initiale
donnée par [2.7/3,2.7/3,2.7/3,2.7/3,2.7/3,2.7/3].

On veut effectuer un déplacement de la pince défini par les différences de po-
sition [0.7,0.7,0.7] et les différences d’orientation [7/2,7/2,7/2]. On calcule la
matrice de transformation désirée t*I'qui va étre donnée par:

0.70 —-0.48 —-0.52 1.04
-0.67 —-0.69 —-0.26 0.10
-0.23 053 -0.81 0.40
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Figure 5.1 : Expérience 1:
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Figure 5.2 : Expérience 1: les composantes de I'erreur t* — ¢ pour la rotation
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Figure 5.3 : Expérience 1: les composantes de I'erreur t* — t pour le ’shearing’
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Figure 5.4 : Expérience 1: les composantes de I’erreur t* —¢ pour le

"local scaling’
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Apres le processus itératifl'la position articulaire trouvé qui nous donné la
localisation désirée de la pince est donnée par [3.23,2.85,1.76,2.89,2.05, 3.87].

Les figures 5.5I'5.61'5.7 et 5.8 nous montrent I’évolution de Perreur £* — .

T
translationl —
translation2 -----
translation3 -----

02 N
03 4
04 g
-05 F ’(‘: -

06 [ ]

0.7 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Figure 5.5 : Expérience 2: les composantes de I'erreur t* — ¢ pour la translation

On constate que le processus itératif de réduction de ’erreur t* — ¢ a bouclé
21 fois pour trouver une configuration adéquate pour le robot. Nous avons utilisé
un gain d’asservissement égal a 0.25.

5.2.5 Modélisation a partir d’une caractérisation approximative

Dans ce paragraphe nous allons montrer les résultats expérimentaux obtenus
en utilisant une caractérisation approximative des fonctions de forme. Le probleme
expérimental abordé ici est le méme des paragraphes précédentsl'c’est-a-direl'le
robot manipulateur simulé.

Nous connaissons les niveaux idéals de récurrence du modele et des sous mo-
delesl’et nous savons aussi que les données expérimentales sont idéales. Cela nous
permet d’analyser le comportement de la méthode face a une caractérisation non
idéale. Nous pouvons mesurer |’effet de cette caractérisation et I'effet des varia-
tions possibles sur cette caractérisation.

Nous avons utilisé la caractérisation approximative en prenant des polynomes
algébriques interpolateurs L’utilisation des polynomes algébriques comme outil de
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Figure 5.6 : Expérience 2: les composantes de I'erreur t* — ¢ pour la rotation
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Figure 5.7 : Expérience 2:
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les composantes de I'erreur t* — ¢ pour le ’shearing’
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Figure 5.8 : Expérience 2: les composantes de I'erreur t* —¢ pour le ’local scaling’

représentation des fonctions de forme a été présentée dans le paragraphe 3.5.1.

A partir d’un ensemble de points d’interpolation nous estimons les coefficients
du polynoéme par la solution d’un systeme d’équations.

Le concepteur a le choix du dégré des polynémes utilisés. Les figures 5.9I'5.100"
5.11 et 5.12 montrent les courbes d’erreur d’estimation du modele direct. Chaque
figure montre les valeurs moyennes et maximales de ’erreur pour un sous ensem-
ble des sorties du systeme. Chaque courbe a été obtenue en variant le dégrée des
polynémes interpolateurs du modele. A chaque essai toutes les fonctions de forme
du modele sont représentés par de polynomes le méme dégré. L[’axe horizontal
indique le dégré des polyndmes et 'axe vertical indique le pourcentage d’erreur
d’estimation. Pour analyser chaque dégré de polynéome nous avons réalisé 500
tests.

On constate que les modeles directs sont assez précis quand nous utilisons les
polynoémes interpolateurs ayant de 5 & 8 degrés. A partir de 9 dégrés les modeles
deviennent instables.

5.2.6 Modélisation a partir de données bruitées

Dans ce paragraphe nous allons montrer les résultats expérimentaux d’une
série d’essais de modélisation utilisant les données bruitées. Le systeme modélisé
est toujours le robot simulé.
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Figure 5.10 : Polynémes: les composantes de I'erreur du modele pour la rotation
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Figure 5.11 : Polynomes: les composantes de I'erreur du modele pour le ’shear-
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Figure 5.12 : Polynémes: les composantes de I'erreur du modele pour le 'local
scaling’
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Les essais de modélisation ont montré que ’acquisition du modele dépend
fortement de la précision des données expérimentalesI'et que 'erreur du modele
direct croit tres rapidement avec le bruit. L’adaptation du modele par la méthode
proposée en 4.4 est donc tout a fait nécessaire pour obtenir une bonne précision.

Dans les expérimentations de cette série nous avons rajouté aux données ex-
périmentales un bruit gaussien déterminé par un écart type donné (et moyenne 0).

La figure 5.13 montre une estimation de ’erreur moyenne des modeles directs
acquis a partir des données bruitées. L’axe horizontal représente I’écart type de
Perreur gaussian rajouté aux données. L’axe vertical représente le pourcentage
d’erreur du modele direct.

11 T T T T T T T
erreur moyenne ——

10 B

2 1 1 1 1 1 1 1

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Figure 5.13 : L’erreur du modele direct acquis a partir des données bruitées

L’erreur affichée est une moyenne de 'erreur des 12 sorties du modele. Pour
obtenir les valeurs affichées nous avons essayé 5 niveaux de bruit: 0.1%I0.2%I
0.3%1'0.4% et 0.5% d’écart type. Pour chaque niveau de bruit (écart type) testé
nous avons réalisé 5 essais de modélisation et pour chaque essai 500 tests du mo-
dele direct. On constate la progression rapide de 'erreur du modele direct méme
en présence d’un faible niveau de bruit.

En suite nous avons réalisé une série d’essais en utilisant la technique d’a-
daptation du modele direct présentée dans 4.4. Pendant un essai de modélisa-
tion la technique d’adaptation est appliquée pour chacun des sous modele acquis.
L’adaptation d’un sous modele est faite a ’aide d’un ensemble de nouveaux points
de données aléatoirement choisis dans I’hyperespace du sous modele. L’adaptation
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sert a corriger les parametres des fonctions de forme rajoutées au modele.
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Figure 5.14 : L’erreur du modele direct en fonction du nombre de points
d’adaptation

La figure 5.14 montre l'erreur moyenne et maximale du modele direct (axe
vertical en pourcentage). Les mesures ont été obtenues en variant le nombre de
points utilisés pour I'adaptation des sous modeles (axe horizontal). Le bruit ra-
jouté aux données était de 2%.

La figure 5.15 montre I'erreur moyenne et maximale du modele direct. Les
mesures ont été obtenues en variant le bruit rajouté aux données et en gardant le
nombre de points utilisés pour 'adaptation des sous modeles égal a 30.

Pour obtenir les valeurs affichées dans la figure 5.14 nous avons testé 6 confi-
gurations (5I'101'201'30 40 et 50 points d’adaptation)I'pour chaque configuration
nous avons réalisé 500 tests d’un modele direct acquis. Pour la figure 5.15 nous
avons testé 6 niveaux de bruit: 0.5%'1%2%1'3%1'4% et 5% de bruit rajouté aux
donnéesl'et comme pour les cas precedents 500 tests d’un modele direct. Pour
les deux figures (5.14 et 5.15) lerreur affichée est une moyenne de 'erreur des 4
sorties du modele relatives & la translation du bout du bras. 2

2Pour analyser Perreur rajoutée par la modélisation il faut prendre en considération que les
valeurs utilisées pour les tests des modeles directs dans ce paragraphe sont aussi bruitées du
méme écart type que celui rajouté pendant ’acquisition du modele.
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Figure 5.15 : L’erreur du modele direct adapté en fonction du bruit rajouté aux
données

5.3 Mod¢élisation et asservissement d’un systeme inté-
gré vision-robotique

Dans ce paragraphe nous présentons les expérimentations faites en appliquant
la méthode d’identification structurelle a& un probleme réel en robotique: 'asser-
vissement visuel d’un robot manipulateur.

Une cellule robotisée a deux composantes essentielles:

e La perceptionl qui permet de gérer les relations entre le robot et son
environnement. Les organes de perception sont des capteurs dits capteurs
proprioceptifs lorsqu’ils mesurent ’état interne du robot (positions et vitesse
des articulations) et extéroceptifs lorsqu’ils recueillent des informations sur
I’environnement (présencel'mesure de distancel'vision artificielle).

e La commandel qui synthétise les consignes des asservissements pilotant
les actionneurs. A partir de la fonction de perception et des ordres de
I’utilisateurl'elle permet d’engendrer les mouvements du robot.

Parmi les types de capteurs extéroceptifs existantsl'les capteurs visuels sont les
plus étudiés.

Il est tres intéressant d’intégrer les informations fournies par les capteurs
extéroceptifs dans les lois de commande du robot. Ainsil les taches peuvent
s’exprimer directement dans ’espace du capteur et non dans ’espace articulaire.
Les taches sont spécifiées sous la forme d’un état dans une relation entre le robot



96 CHAPITRE 5. EXPERIMENTATIONS

et son environnementl'et la régulation de cette relation permet d’obtenir la situa-
tion souhaitée du robot dans cet environnement.

L’asservissement sur des informations visuelles peut se mettre en ceuvre de
deux facons:

e la premiere est basée sur un asservissement en position de la caméra ou du
robot par rapport a son environnement;

e la secondel plus récentel est basée sur une régulation dans I'image (as-
servissement visuel.

L’asservissement en position consiste & positionner la caméra ou le robot par
rapport a un objet. La situation courante vis a vis de 'objet est obtenue en in-
terprétant les informations visuelles de I’objet qui sont extraites de I'image. Cette
interprétation nécessite une reconstruction 3-D de la scenel'faitel'par exemplel'par
une paire de caméras stéréo. L’interprétation de la scene dépend de I'extraction
de primitives dans I'imagel’de la modélisation de la caméra et de la modélisation
du robot. Le déplacement de la caméra (ou du robot) est ensuite assuré par un
asservissement classique en position dans I’espace cartésien. L’avantage de ce type
d’asservissement est qu’il n’exige pas de connaissances géométriques préalables de
la scéne (positions des objets par rapport au robot et a la caméra).

Avec Dasservissement visuell'on cherche & atteindre un motif dans I'image et
non plus a controler une situation entre la caméra et un objet. Ainsi on sup-
prime l'interprétation de la scenel'et on supprime du méme coup les erreurs de
cette interprétation [Dor95]. Une seule caméra est nécessaire. En contre partiel’
il faut avoir certaines connaissances préalables a propos de la géométrie de la scene.

Pour les deux types d’asservissementl'la nature de la tache robotique im-
posel'soit 'utilisation d’une caméra embarquée sur le robotI'soit 'utilisation d’une
caméra indépendante de ce robot.

Pour illustrer l'application de notre méthode nous avons repris le systeme
développé au LIFIA 3 par I’équipe MOVI [HDBE95] [HDBL95] [Dor95].

Dans les paragraphes suivants nous allons présenter ces expérimentations.
Nous présentons d’abord dans le paragraphe 5.3.1 les détails du probleme auquel
le systeme s’attaque et quelques concepts importants & propos de ’asservissement
visuel. Ensuitel'dans les paragraphes 5.3.2 et 5.3.3 nous présentons ’application
de notre méthode au probleme.

#Laboratoire d’Informatique Fondamentale et Intelligence Artificielle, actuellement Labora-
toire Leibniz, de 'institut IMAG, & Grenoble
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5.3.1 Description du probleme

Dans ce paragraphe nous décrivons plus précisément le probleme qu’on se pose
en réalisant les expérimentations d’asservissement visuel.

Les Jacobiens de ’asservissement visuel

Dans ce paragraphe nous présentons quelques concepts importants relatifs a
I’asservissement visuel. Une notion importante de I"asservissement visuel est le
Jacobien d’image. Cette entité quantifie la relation différentielle entre les varia-
tions visuelles fournies par un ou plusieurs capteurs et les mouvements de la scene
engendrant ces variations.

Si on considere une caméra indépendante du robot. Le robot se trouve dans
le champ visuel de cette caméra. Les déplacements de la pince du robot ou des
objets embarqués sur cette pince sont réalisés a 1’aide des différents axes constitu-
ant le robot. La situation de la pince ne dépend que de la valeur des coordonnées
articulaires q. Si s est un vecteur d’information visuelle (également appelée signal
capteur)[alors on peut écrire:

s = s(q,t) (5.1)

ou le parametre ¢ représente la contribution du mouvement de la caméra si elle
méme est mobile.

La différentielle de s permet de relier les variations visuelles dans I'image aux
mouvements de la caméra et de la scéne. A partir de I’équation 5.1on obtient:

Js Js
= —q¢+ — 5.2
5 8qur 5 (5.2)
Le terme g—; peut se décomposer sous la forme:
0 _osin o
dq Ordg

ol on reconnait le classique Jacobien du robot g—g si ’on choisit pour r la situ-

ation de la pince. Le terme % ne dépend que de la tache choisiel'représentée par
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s. On appelle ce terme le Jacobien de la tache.

Une autre formulation de la différentielle de s est possible en utilisant les
torseurs cinématiques.

§=JT (5.4)

ou :

e T est le torseur cinématique représentant la vitesse relative de la scéne par
rapport a la caméra.

e J est le Jacobien d’image ou matrice d’interaction qui représente un ensemble
{H,...H,} associé & s = (31...sn)T. H; est un torseur d’interaction dont
I’expression dépend a la fois des caractéristiques de ’environnement et du
capteur.

Le Jacobien d’image dans cette formulation & partir des torseurs équivaut au
Jacobien de la tache dans la formulation matricielle initiale.

Le systéme d’asservissement visuel existant

Le systeme d’asservissement visuelle de I’équipe MOVI propose une méthode
pour aligner la pince d’un robot - ou n’importe quel autre outil - avec un objet.
Cette alignement est nécessaire dans certains types de problemesl’comme la saisie
d’objets (grasping).

La méthode de I’équipe MOVI a été appliquée a un probleme expérimental
consistant a guider la saisie d’un objet par un robot avec une caméra. La caméra
est indépendante du robotI'qui se trouve dans le champ visuel de cette caméra.

Le robot en question est un manipulateur industriel SCEMI & six dégrés de
liberté.

La téche consiste a :
e calculer une condition d’alignement entre la pince du robot et ’objet a saisirl’
e asservir le robot pour qu’il bouge et atteigne la position désirée.

La caractérisation de I’alignement de deux objets (I’objet et la pince) nécessite
une représentation de la relation géométrique existant entre ces deux objets. A
partir des modeles géométriques de 'objet et de la pincel’et d’un certain nom-
bre de points de 'objet identifiés dans "image d’une caméral’le systeme calcule
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la position (les coordonnées images) qu’un certain nombre de points de la pince
doivent avoir dans cette méme image.

L’ensemble des coordonnées images des points de la pince définissent le motif
qu’on veut retrouver dans I'image apres ’asservissement du robot. La figure 5.16
montre ’exemple d’un motif retrouvé dans 'image d’un cube.

Vue initiale Vue finale

Figure 5.16 : Exemple des vues initiale et désirée d’un cube.

L’algorithme de I’équipe MOVI d’asservissement visuel est le suivant:

1. Prendre une image de la pince du robot.

e 2. Détecter les points image correspondants aux points spécifiés de la pince.

3. Apparier ces points avec leurs correspondants dans le motif. Si la position
courante des points est assez proche de leur position finale alors arréter.
Sinon aller a I’étape suivante.

4. Calculer la pose de la pince par rapport a la camera.

e 5. Calculer la matrice J (Jacobien d’image) ainsi que sa pseudo-inverse.

6. Calculer le torseur cinématique de la pince et imprimer ce torseur a la
pince.

7. Aller a I’étape 1.

La matrice J a pour dimension 2n X 6 (ot n est le nombre de points spécifiés
de la pince) et dépend des parametres suivants:

e les facteurs d’échelle vertical et horizontal associés a ’ensemble caméra /
convertisseur analogique numérique;
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e les coordonnées des points de la pince exprimées dans le repere caméra. Ces
coordonnées varient avec le temps puisque la pince se déplace;

e la rotation et la translation entre le repere pince et le repere caméra. Ces
valeurs varient aussi avec le temps.

Le calcul de la pose entre la pince et la caméra est effectué grace a un al-
gorithme de calcul par approximations successives avec un modele de projection
para-perspectif de la pince.

Le torseur cinématique calculé par la méthode va étre utilisé comme commande
du robot.

Le systéme expérimental

Nous disposons d’un systeme expérimental composé de deux robots manip-
ulateurs SCEMI & six dégrées de liberté (voir figure 5.17). Un robot effectue
les tiches d’asservissement et "autre maintient une ou plusieurs caméras CCD.
L’utilisation d’une caméra embarquée sur le bras d’un robot permet de position-
ner (d’une maniére automatique ou pas) la caméra en un endroit optimal: la pince
du robot et les objets d’intérét doivent étre dans le champ visuel de la caméra.

Figure 5.17 : Site expérimental.

[’asservissement visuel nécessite ['utilisation des primitives 3D liées a la pincel’
constituées dans notre cas de quatre cibles blanches imprimées sur une plaque noir
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qui est collée & la pince du robot (figure 5.18). Ainsil'les primitives géométriques
sont les points 3D constitués par les centres de ces quatre cibles circulaires.

Figure 5.18 : La pince du robot et les cibles blanches.

Les coordonnées 2D des centres de gravité des quatre taches claires dans I'image
constitue notre vecteur position sl'et le but de "asservissement sera retrouver un
motif dans I'image déterminé par les nouveaux centres des cibles.

En faitI'n’importe quel autre type de marque aurait pu étre utilisé pour la lo-
calisation de la pince dans I'imagel'mais en pratique les cibles blanches simplifient
le traitement de bas niveau de I'image.

L’extraction des centres de gravité a une précision sub-pixel (de 'ordre du
dixieme de pixel). Pour diminuer le temps de traitement une technique de fené-
trage est utilisée qui consiste a traiter uniquement les parties utiles de 'imagel’
c’est-a-direl'les parties qui encadrent les primitives 2D.
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5.3.2 Notre modélisation du probleme

Nous avons repris le méme systéme expérimental utilisé par I’équipe MOVI.
Nous avons aussi réutilisé leurs logiciels de traitement de I'image (étapes 1 et 2 de
lalgorithme).

Du probleme initial: saisie d’objetsI'nous ne retenons que la deuxieme partie :
I’asservissement du robot pour qu’il bouge et atteigne une position désirée. Nous
ne faisons pas le calcul de la condition d’alignement entre la pince du robot et
I'objet & saisir.

Le tableau 5.3 résume les différences essentielles entre notre approche du pro-
bleme d’asservissement visuel et I’approche du systeme existant.

Méthode MOVI

Notre méthode

Caractérisation: de la pince (mor-
phologie de la pince du robot)I'du sys-
teme de vision (facteurs d’échelle).

Caractérisation: forme paramétrique
des fonctions de forme (sinusoides).

Pas de modele direct de ’ensemble

Acquisition d’un modele direct de
I’ensemble (entrées: articulaire; sor-
ties: position des cibles dans I'image).

Acquisition et traitement d’une image
a chaque boucle d’asservissement.

Boucle d’asservissement basée sur le
modele direct. Besoin d’information
visuelle seulement pour "approche fi-

nale au but.

Calcul de la pose de la pince par
rapport a la camera a chaque boucle
d’asservissement.

Pas de calcul de pose.

Calcul du Jacobien de I'image.

Calcul du Jacobien intégral.

Commande du robot par torseur ciné-

matique.

Commande du robot dans I'espace ar-
ticulaire.

Table 5.3 : Différences essentielles entre les deux approches

Dans les paragraphes suivantes nous allons détailler notre solution au probleme
d’asservissement visuel et montrer les résultats expérimentaux.

5.3.3 Acquisition du modele direct

Le probleme de ’asservissement visuel n’est pas élémentaire. Le systeme ex-
périmental est déterminé par deux sous systémes complexes (visuel et robotique)l’
et son intégration dépend d’un ensemble important de parametres qui peuvent
changer son comportement. La caractérisation d’un modele complet par une mé-
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thode classique exigerait un grand effort de son concepteur. Une méthode adapta-
tive aurait aussi beaucoup de difficulté pour acquérir un bon modele vu le nombre
de dimensions du probleme.

La solution de I’équipe MOVI réduit la complexité du probléeme en travaillant
a partir de la localisation relative non-euclidienne entre les objets (pince et objets
a saisir) et la caméra. En utilisant un modele géométrique de I'objet le systéme
estime sa position relativel'et peut alors estimer le Jacobien d’imagel’'qui va per-
mettre le calcul d’un mouvement relatif désirée de la pince pour qu’un motif dans
I'image soit trouvé. Dans le cas particulier du bras robot ce mouvement relatif de
la pince peut étre utilisé comme commande pour ’asservissement du robot. Cela
oblige qu’un modele complet du robot soit connu auparavant. La précision du
positionnement final du robot dans son environnement ne dépend ni du modele
du robot ni du modele de la caméra jouant le réle du capteur. Seule 'extraction
des primitives 2D doit étre précise.

On constate que c’est une solution bien adaptée au type de tache auquel le
systeme s’attaque.

Nous voulons voir le probleme d’une autre faconI'moins contrainte par le sys-
teme expérimental en question. Notre intérét est ’acquisition de modeles dans des
conditions ol on ne dispose pas d’autant de connaissances préalables a propos du
systeme a modéliser. Les seules données que nous allons utiliser seront les paires
entrée-sortie les plus élémentairesl'c’est-a-direl positions articulaires du robot et
les positions des centres de gravité des cibles dans I'image de la caméra. Nous
ne connaissons pas les modeles géométriques des objetsl'les facteurs d’échelles du
systeme visuell'le modele du robotl'les reperes de la caméra ou du robotl etc.
L’asservissement sera aussi fait dans ’espace élémentaire de commande du robotl’
Iespace articulairel'et nous allons comander directement chaque dégré de liberté.

Nous allons suivre les étapes d’expérimentation décrites dans le paragraphe
5.1 en montrant leurs détails.

Caractérisation

Caractérisation initiale. Le systéme expérimental contient six variables
d’entréeslles six dégrés de liberté du robot. Il contient aussi huit variables de sor-
tiel'qui sont les coordonnées 2D des centres de gravité des quatre cibles blanches
de la pince sur 'image de la caméra.

Caractérisation des fonctions de forme. Les fonctions de forme vont étre
représentées par de sinusoides (voir 3.5.2). La nature des relations entrée-sortie
(rotations des articulations projetées sur 'image 2D) indique cette caractérisa-
tion. Dans la figure 5.19 nous montrons un exemple d’une fonction de forme pour
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la variation des valeurs de z (coordonée horizontale sur I’écran) en fonction du
mouvement du deuxieme degrée de liberté du robotI’avec un ensemble de points
de mesure et la représentation choisie.
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Figure 5.19 : Fonction de forme du deuxiéme axe du robot

Identification structurelle

Acquisition des fonctions de forme. Il faut au moins trois points de mesure
pour faire 'identification des paramétres de chaque fonction de forme. Une acqui-
sition du modele utilisant les transformation de sous modeles demande un total
de 48 fonctions de forme et un total de 81 points d’interpolation. Le nombre de
points de mesure ne correspond pas a trois fois le nombre de fonctions de forme
car chaque point de mesure peut servir a l'identification de plus d’une fonction de
forme.

Test du niveau de récurrence. Nous faisons une séquence de trois tests dans
des positions aléatoirement choisies dans I’hyperespace (ou sous espace) d’entrée
pour déterminer le niveau de récurrence acceptable. Nous avons choisi un niveau
de récurrence égal a trois pour le modele et tous les sous-modeles. Au total il faut
20 points de tests.

Mise au point du modéle. La correction des parametres du modele est faite
en utilisant 15 points d’adaptation & chaque sous modeéle acquis.
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5.3.4 Utilisation du modéle

Nous avons testé le modele acquis par la méthode. Le paragraphe 5.3.4 présente
une analyse du modele direct suivie des résultats expérimentaux de I'utilisation
du modele direct et le paragraphe 5.3.4 les résultats expérimentaux de ’utilisation
du modele différentiel.

L’utilisation du modéle direct

L’architecture du systeme expérimental a la particularité de restreindre ’espace
de configuration du robot. Parmi les positions possibles de ’espace de configu-
ration du robotI'seulement un volume réduit et irrégulier est utile. Les position
utiles sont celles pour lesquelles la pince du robot apparait dans 'image obtenue
par la caméra. Comme conséquencel'la plupart des fonctions de forme sont en
pratique des morceaux de sinusoides’comme on le voit dans la figure 5.19.

A cause de la forme irréguliere de ’espace de configuration utile il n’a pas été
possible de choisir les positions idéales pendant ’acquisition des fonctions de forme
(voir 3.5.1). Une acquisition soucieuse des données a permis une bonne précision
des points. Cependantl'les positions non idéales des points d’interpolation ont
entrainé des prévisions moins précises aux bords de I'image qu’au centre.

L’écran du moniteur qui nous donne I"image du bras robot contient 512x512
pixels. Nous avons réalisé 120 tests du modele direct dans des positions aléatoire-
ment choisies parmi les positions utiles de ’espace de configuration et nous avons
obtenue une erreur moyenne de 4.95 pixelsI'c’est-a-dire 0.967%. Dans la portion
centrale de I’écran I'erreur moyenne était de 2.01 pixelsI'c’est-a-dire 0.39%.

L’asservissement du systéme

Nous avons réalisé une série réussie d’essais d’inversion du systeme. La préci-
sion du modele direct permet une réduction presque complete de ’écart jusqu’au
motif désiré dans 'image (position de la pince) sans I'utilisation de la caméra. La
réduction de I’écart résiduel est faite ensuite a ’aide des informations visuelles.

La figure 5.20 nous montre un cas typique d’asservissement visuel. la pince est
schématisée par les positions des quatre taches sur I’écran. La figure a) montre la
position de départ (au centre de ’écran) et la position but (en haut). La figure
b) montre le mouvement des cibles vers le motif désiré. La figure 5.21 montre
I’évolution des positions articulaires pendant I’asservissement.

Pour cet exemple nous avons utilisé un gain d’asservissement égal 0.2.
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Figure 5.20 : Exemple d’asservissement visuel: mouvement des cibles
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Chapitre 6

Conclusion

Nous avons présenté une méthode de construction de modeles basée sur un
algorithme original. Cette méthode se distingue de 'identification de parameétres
classique dans la mesure ou elle peut étre utilisée sans forte connaissance préalable
sur le systeme a modéliser. Elle se distingue par ailleurs des approches de type
“boite noire” dans la mesure ou elle peut s’attaquer a des problemes de modéli-
sation faisant référence a des espaces d’entrée de grande dimension. Les modeéles
obtenus se présentent sous la forme de fonctions calculables et sont “manipula-
bles” en tant que telles. Par exemplel'les modeles peuvent étre dérivés ou utilisés
comme structure de départ lors d’une nouvelle modélisation.

Nous avons montré comment ils peuvent étre rendu robustes en ne considérant
que des sous-modeles et en appliquant des techniques de régression classiques.

Nous avons montré que la méthode peutl’a partir d’un nombre restreint de
pointsl’acquérir des modeles dans des espaces de dimensions raisonnables et que
ces modeles peuvent étre utilisés en pratique avec une bonne précision. Nous ne
connaissons pas de nos jours de méthodes d’approximation de type “boite noire”
capables de bien modéliser sur de dimensions équivalentes.

L’originalité de la méthode a aussi son prix. Sur le plan théorique il nous
a semblé avoir manqué des outils mathématiques adaptés a la formulation et a
I’analyse des mécanismes récurrents que la transformation DP engendre. Bien
que P'explication que nous en avons donnée les justifie totalementI'les outils que
nous avons utilisés ne nous permettent pas de conclure sur un certain nombre de
points. Par exemplel'nous ne savons pas décider si il est possibile ou non de re-
construire les fonctions de base qui servent a la définition de ’ensemble F,,. Nous
avons aussi 'intuition d’avoir a faire & une classe beaucoup plus générale d’outils
que ceux que nous avons présentés. N’existe-t-il pas d’autres hypotheses sur f qui
conduisent a d’autres transformations que la transformation DP ?
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Notre étude nous a conduit sur de nombreuses pistes que nous n’avons pas ex-
posées ici faute de justifications mathématiques rigoureuses. Par exemplel'il existe
probablement une facon plus astucieuse de "rentrer” les variables dans le processus
d’identification. En effet rien ne s’oppose en pratique a adopter une technique du
type ”divide and conquer” qui séparerait les variables en groupes avant de réaliser
une synthese du modele. Il nous parait aussi dispencieux de vouloir construire des
modeles hors de leur contexte d’utilisation. En effet les modeles sont en général
utilisés sur des sous variétés de dimension réduite de ’espace d’entrée. Pourquoi
ne pas tenir compte de cette connaissance préalable ?

Finalement nos voudrions lever le voile sur cette these qui nous semble d’un
point de vue épistémologique tout a fait conforme a ce qui se passe en général. La
transformation DPI'comme Palgorithmel'ont d’abord été mis au point empirique-
mentl'avec 'aide d’un systeme de calcul formel et d’un systeme de visualisation
de surfaces 3D. La justification mathématique et algorithmique donnée dans ce
document ne peut justement remplacer ce qui est par ailleurs si précieux au mo-
délisateur : I'intuition.
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Annexe A

Application de la méthode au
bras planaire

Dans cette annexe nous présentons ’application de la méthode d’identification
structurelle a l'illustration du bras planaire de la section 3.2. Cette presentation
est un fichier généré par Maplel'un logiciel mathématique.

\

f:=proc(x,y);
RETURN(cos(x)+cos(x)*cos(y)-sin(x)*sin(y));

end;

vV Vv

f := proc(x,y) RETURN(cos(x)+cos(x)*cos(y)-sin(x)*sin(y)) end

\

g:=proc(x,y,x0,y0);
RETURN (£ (x0,y)*£f(x,y0)/£(x0,y0));

> end;

\

g := proc(x,y,x0,y0) RETURN(f (x0,y)*£f(x,y0)/£(x0,y0)) end

\

h:=((£(x,y1)-g(x,y1,x0,y0))*(£(x1,y)-g(x1,y,x0,y0)))/ (£(x1,y1)
-g(x1,y1,x0,y0));

\

h = (cos(x )+ cos(ax)cos(yl)—sin(z)sin(yl)-
(cos(z0) + cos(z0 ) cos(yl ) —sin(z0)sin(yl))
(cos(z )+ cos(z)cos(y0) —sin(w)sin(yO))/(%1))(603(3@1)
+ cos(z! )cos(y) —sin(z! )sin(y) —
(cos( 20 )+ cos(z0 ) cos(y) —sin( 20 )sin(y) )
(cos( 1)+ cos(zl)cos(y0) —sin(z!)sin(y0)) /(%1)) /(Cos(acl )
+ cos(z! )cos(yl ) —sin(z! )sin(yl) —
(cos(z0) + cos(z0 ) cos(yl ) —sin(z0)sin(yl))
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(cos( 1)+ cos(zl)cos(y0) —sin(z!)sin(y0)) /(%1))
%1 = cos( 20 ) 4 cos( 20 ) cos(y0 ) — sin( 20 ) sin( y0)

> i:=g(x,y,x0,y0)+h;
i := (cos(20) + cos( 20 ) cos(y )—sm( 0)sin(y))
(cos(@ )+ cos(a)cos(y0) —sin(z)sin(y0)) / (cos(
+ cos( @ ) cos(yl ) —sin( @ )sin( yI )
(cos(z0) + cos(z0 ) cos(yl ) —sin(z0)sin(yl))
(cos(z)+cos(a)cos(y0) —sin(z)sin(y0)) /(%1))(603(961 )

+ cos(z! )cos(y) —sin(z! )sin(y) —

(cos( 20 )+ cos(z0 ) cos(y) —sin( 20 )sin(y) )

(cos( 1)+ cos(zl)cos(y0) —sin(z!)sin(y0)) /(%1)) /(Cos(acl )
+ cos(z! )cos(yl ) —sin(z! )sin(yl) —

(cos(z0) + cos(z0 ) cos(yl ) —sin(z0)sin(yl))

(cos( 1)+ cos(zl)cos(y0) —sin(z!)sin(y0)) /(%1))

%1 = cos( 20 ) 4 cos( 20 ) cos(y0 ) — sin( 20 ) sin( y0)

> simplify(i);
cos(z )+ cos(y)cos(a) —sin(z)sin(y)




Annexe B

Application de la méthode a un
polynome a trois variables et
deux termes

Dans cette annexe nous présentons ’application de la méthode d’identification
structurelle & un polynoéme a trois variables d’entrée et deux termes. Comme pour
les annexes précédentes cette présentation est un fichier généré par Maple.

> f:=proc(x,y,z);
> RETURN(f1(x)#*£2(y)*£3(z)+£4(x)*£5(y)*£6(z));

> end;

f := proc(x,y,z) RETURN(f1(x)*f2(y)*£3(z)+f4(x)*£5(y)*f6(z)) end

> g:=proc(x,y,x0,y0,20);
> RETURN(f (x,y0,z0)*f(x0,y,z0)/£(x0,y0,z0));

> end;

g := proc(x,y,x0,y0,20) RETURN(£f(x0,y,z0)*f(x,y0,20)/£(x0,y0,20)) end

> h:=proc(x,y,x0,y0,z0,x1,y1);

> RETURN((f(x1,y,z0)-g(x1,y,x0,y0,20))*(£(x,y1,2z0)-g(x,y1,x0,y0,20))/
> (£(x1,y1,20)-g(x1,y1,x0,y0,20)));

> end;

h := proc(x,y,x0,y0,z0,x1,y1)
RETURN((f(x1,y,20)-g(x1,y,x0,y0,20))*(£f(x,y1,20)-g(x,y1,x0,y0,20))/
(£(x1,y1,20)-g(x1,y1,x0,y0,20)))
end
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\

i:=proc(x,y,x0,y0,20,x1,y1);
RETURN(g(x,y,x0,y0,2z0)+h(x,y,x0,y0,20,x1,y1));

> end;

\

i := proc(x,y,x0,y0,20,x1,y1) RETURN(g(x,y,x0,y0,2z0)+h(x,y,x0,y0,20,x1,y1))
end

> j:=proc(x,y,z,x0,y0,2z0,x1,y1);

> RETURN(i(x,y,x0,y0,z0,x1,y1)*£(x0,y0,z)/f(x0,y0,z0));
> end;

j := proc(x,y,z,x0,y0,z0,x1,y1)

RETURN(i(x,y,x0,y0,z0,x1,y1)*f(x0,y0,z)/f(x0,y0,z0))
end

k:=proc(x,y,z,x0,y0,20,x1,y1,21);

RETURN((i(x,y,x0,y0,z1,x1,y1)-j(x,y,2z1,x0,y0,20,x1,y1))*(£f(x1,y1,2)
-j(x1,y1,2,x0,y0,2z0,x1,y1))/(£f(x1,y1,z1)-j(x1,y1,21,x0,y0,2z0,x1,y1)));

end;

vV VV V

k := proc(x,y,z,x0,y0,2z0,x1,y1,z1)
RETURN((i(x,y,x0,y0,z1,x1,y1)-j(x,y,21,x0,y0,2z0,x1,y1))*
(£f(x1,y1,z)-j(x1,y1,2z,x0,y0,z0,x1,y1))/
(£f(x1,y1,2z1)-j(x1,y1,21,x0,y0,z0,x1,y1)))
end

> 1l:=j(x,y,z,x0,y0,20,x1,y1,z1)+k(x,y,2,x0,y0,20,x1,y1,z1);

._ <%8 %7 %8 %5)
U %1 %1

(1002001 30:0) + 1) 5001y 6 20) - 220 /(

20
%6% ))
)
)
)

+ (fl(x] JE2(y)£3(20) +f4( 21 ) 15(y) 16( 20 ) —

Y04 + %3 —

(f1(20)£2(y0 )£3(2) 4+ f4( 20

) £2(
)f2(y
2(y

0 £5( y0 ) £6( = )/(%1)+(
0

) £2(

) £2(y

0)£2

1

£

(0) £5(y0) f6( =)
+ f4(20 ) £5( y ) 16( 21 ) )
142 ) 5(y0) 6( 1)) /(%2) + (
+f4( 21 ) f5(y ) f6( =

(20)15(y) 16( 2

(f1(= )
)
y0 ) f6
yl

(f

(
( ) £3( 21 y) f6( =1
1(z 0)13( 1 0 21
f1( 21 JE3(21) ) 1)—
(f1( = JE3( 21 ) + 14 y 1

1( 0)f3(21) +f4
x 3

1( 1

1(

(
f3(z1)+f4(2)
(

(y 0

)
) £2(

(f xl)
2(y f5(y
2

(
(y

v (
fl(z) f6( =1)
(f1(z fi6(
(f 1

VE3( 21 ) + f4

Y
(
£5
1
£5
JE3( 21 ) + f4( y

y (

1) )
0)12(y 0 ) £5(
z) f2( y0 ) E5( yo

) f
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f1(wl ) £2(y1 )13( 21 ) 4+ f4( 2t ) I5(y1 ) f6( =1 ) —

(FL(20) £2( g1 ) B3( =1+ B1(20) 151 ) F6( 1))

(F1(at) £2090) B30 ) + P (at ) 1550 1621 )) f(%2)) =
%8% —|—<f1 ) 13( 20 —|—f4(x1)f5(y)f6(z0)—%;?5)
(fl(x)fQ(y])f3(z0)—|—f4(x)f5(y1)f6(z0)—%%?7)/<

%A + %3 — %%(?5)) %2/(%1)) (fl(x] VE2( 1 ) 13( =)

+ 421 )f5(yl ) 16(2)
B (%4—|—%3)(f1($0)f2(y0)f3(z)—|—f4($0)f5(y0)f6(2)))/(
P01

P2 )20yl ) £3( 21 ) + FA( 21 ) £5( y1 ) f6( =1 )-%ﬂ)
%1 :=11(20 ) 12( y0 ) £3( 20 ) + f4( 20 ) £5( y0 ) £6( 20)

%02 :=11(20 ) 12(y0 ) £3( 21 ) + f4( 20 ) £5( y0 ) f6( 21 )

%3 :=f4( 21 ) f5( y1 ) £6( 20)

%4 = f1( 1 )f2(y1 ) f3(=z0)

%b = 11( a1 ) f2(y0 ) £3( 20 ) + f4( 21 ) £5( y0 ) £6( 20)

%6 :={1(20 ) f2( y1 ) £3( 20 ) + f4( 20 ) £5( y1 ) £6( 20)

%7 :=11(2)f2(y0 ) 13( 20 ) +f4( 2 ) 15( y0 ) 16( 20)

%8 :=11(20 ) f2(y ) £3(20) + f4( 20 ) 5(y ) 16( 20)

> simplify(1);
f2(y)f1(2)13(z) +5(y)f4(2) f6( z)







Annexe C

Application de la méthode de
transformation de polynomes

Dans cette annexe nous présentons ’application de la méthode de transforma-
tion de polynémes décrit dans le paragraph 4.2 & un polynéme a quatre variables
d’entrée et deux termes. Parmi les quatre variables d’entrée deux (z,y) sont dans
le sous modele et les deux autres (z,w) sont dehors. Comme pour les annexes
précédentes cette présentation est un fichier généré par Maple.

\

f:=proc(x,y,z,w);
> RETURN(£1(x)*£2(y)*f5(z)*£7(w)+£3(x)*£4(y)*f6(z)*£8(w));

end;

f := proc(x,y,z,w) RETURN(f1(x)*£2(y)*£5(z)*f7(w)+£3(x)*f4(y)*£6(z)*f8(w)) end

> g:=proc(x,y,z,w,x0,y0,20,w0)

> RETURN(f (x0,y0,z,w)*f(x,y,z0,w0)/f(x0,y0,2z0,w0));
> end;

g := proc(x,y,z,w,x0,y0,20,w0)

RETURN (£ (x0,y0,z,w)*f(x,y,z0,w0)/£(x0,y0,20,w0))
end

h:=proc(x,y,z,w,x0,y0,2z0,w0,x1,y1,z1,wl) local ret;
ret:=((f(x,y,z1,wl)-g(x,y,2z1,w1,x0,y0,20,w0) ) *
(£(x1,y1,z,w)-g(x1,y1,z,w,x0,y0,20,w0)))/
(£f(x1,y1,2z1,wl)-g(x1,y1,2z1,wl,x0,y0,20,w0));
RETURN(ret);

end;

vV V V V V V

=2

:= proc(x,y,z,w,x0,y0,z0,w0,x1,y1,z1,wl)
local ret;
ret := (£f(x,y,z1,wl)-g(x,y,z1,wl,x0,y0,2z0,w0))*
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(f(x1,y1,z,w)-g(x1,y1l,z,w,x0,y0,20,w0))/
(f(x1,y1, zl w1§ g(xl,yl,zl,wl,xO,yO,zO,wO));
RETURN(ret )
end

> i:=g(x,y,zz,ww,x0,y0,20,w0)+h(x,y,2zz,ww,x0,y0,20,w0,x1,yl,21,wl);

= (f1(20)f2(y0 ) £5( 22 ) f7( ww ) + £3( 20 ) f4( y0 ) £6( 22 ) f8( ww ) )
(f1(2)f2(y) 5(20 ) f7( w0 ) + £3( 2 ) fA(y )f6(z0)f8(w0))/(%)
+ (f1(2) f2(y ) £5( 21 ) f7(wl )+ 3( a2 ) f4(y ) f6( 21 ) {8( wi ) —
(f1( 20 ) £2( y0 ) £5( 21 ) f7( w1 )+ £3( 20 ) f4( y0 ) £6( 21 ) f8( w1 ))
(f1(2)f2(y) 5(20 ) f7( w0 ) + £3( 2 ) fA(y )f6(z0)f8(w0))/(%1)
V(L 21 ) £2( y1 ) 5( 22 ) £7(ww ) +£3( 21 ) f4( y1 ) £6( 22 ) £8( ww ) —
(f1( 20 ) £2( y0 ) £5( 22 ) {7 (ww ) + £3( 20 ) f4( y0 ) £6( 22 ) {8( ww ) )
(f1(x1 ) f2(y1 )5(20) f7( w0 ) + £3( «1 )f4(y1)f6(z0)f8(w0))/(
%1)) /(f1(1 ) £2(yl ) 85( 21 ) 7(wl )

+£3( ) f4(yl ) f6( 21 ) 8(wl ) —

(f1( 20 ) £2( y0 ) £5( 21 ) f7( w1 )+ £3( 20 ) f4( y0 ) £6( 21 ) f8( w1 ))
(fl(av])f2(y1)f5(z0)f7(w0)—|—f3(x1)f4(y1)f6(20)f8(w0))/(
%ol))

%1 :=11(20)12(y0 ) f5( 20 ) f7( w0 ) + £3( 20 ) f4( y0 ) £6( 20 ) £8( w0 )

> simplify(i);
f3(2 ) f4(y) f6( 22 ) f8( ww ) + 5 22 ) fT( ww ) f1(z ) 2(y)




Annexe D

Les polynomes interpolateurs

D.1 Les polynomes algébriques

Dans ce paragraphe nous allons montrer la facon la plus élémentaire de faire
I'identification des parametres des polynémes interpolateursI'particulierement des
polyndomes algébriques.

Pour illustrer la méthode d’interpolation classique on va estimer une fonction
arbitraire y = f(z) a l’aide un polynéme algébrique du deuxieme dégré.

P(x) = ap + ayz + aza? (D.1)

On va choisir un point 2y a l'interieur de U'intervalle [zg, 25]. On dispose alors
de trois points pour lesquels on obtient les valeurs correspondantes de notre fonc-
tion de forme.

Yo = f(zo), y1 = f(z1), y2 = f(22) (D.2)

On va alors construire un polynéme de la forme D.1 tel qu’aux points zg, 21, Z9
ce polynéme s’accorde a la fonction de forme en question. C’est-a-dire qu’on doit
choisir les coefficients ag, a1, as du polynéme D.1 de telle facon qu’il puisse satis-
faire les équations :
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P(z0) = yo, P(x1) = y1, P(z2) =y (D.3)

Les points sur lequels le polynéme interpolateur doit s’accorder a la fonction
de forme sont appelés points d’interpolation.

Pour résoudre le probleme d’interpolation nous pouvons réécrire D.3 :

2
Yo = ao+ a1x + axw
2
1. = ao+ a1x + axx
2
Y2 = ao+ a1x + axx

On doit maintenant résoudre ces trois équations pour ag, ay, ¢y et finalement
substituer les valeurs de ces coefficients en D.1.

Il est clair qu’une fonction de forme complexe ne peut pas étre bien estimée
par un polynome de dégré deux. Dans la pratique on doit utiliser polynoémes d’un
dégré plus élevé (pas moins de 4).

Le probleme général d’interpolation consiste a construire un polynéme P, (z) =
ap+ a1z + azx® + ...+ a,z” de dégré n qui s’accorde avec une fonction donnée en
n + 1 équations :

P(xo) = flwo), Pla1) = f(a1), o, Plan) = flan)

La méthode d’interpolation présentée est un moyen universel d’approximation
de fonctions. En principel'la fonction a interpoler n’est censée avoir aucune pro-
priété particuliere pour que cette interpolation fonctionne [AKL&6].

Bien surl'les questions qui surviennent a chaque cas sont : combien de points
d’interpolation utiliser (quel degré de polynéme) et quelle distribution de points
choisir de facon a que 'erreur résiduelle soit satisfaisante.
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Le choix du nombre de points d’interpolation n’est pas élémentairel’et méme
I'idée intuitive qu’un nombre toujours plus grand de points signifie une erreur
résiduelle toujours moins importante est fausse dans le cas des polynémes al-
gébriques. Cette question n’étant pas au centre du sujet de cette thesel' nous
n’avons pas approfondi la recherche d’une solution idéalel'et nous nous contentons
d’un choix empirique du nombre de points au cas par cas'basé sur des essais.

La meilleure distribution des points d’interpolation dans lintervalle [—1,1]
pour une fonction continue est donnée par les points zp zéros du polynome de

Cebygev (D.4) [AKLS6].
zp =cos———n (k=0,1,...,n) (D.4)
n
n étant le nombre de points d’interpolation.

D.2 Les polynémes trigonométriques

Dans ce paragraphe nous allons étudier une deuxieme classe de polynémes in-
terpolateurl'les polyndmes trigonométriquesl aussi connus comme les séries
de Fourter. Un polynéme trigonométrique d’ordre n est une fonction de la forme

un(2) = aptaicose+frsine+azcos2e+ PFarsin2e+...+aycosnz+ Gy sinne (D.5)
ou dans une forme plus concise :

un(2) = Zn: (agcos(kz) + Prsin(kx)) (D.6)

ol «ay et [ sont des constantes.

Les polynomes trigonométriques ont été initialement proposés dans le cadre de
I’étude de certains phénomenes physiquesl'en particulier des petites oscillations

123
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d’objets élastiques.

Une fonction périodique donnée ¢(¢) qui décrit une oscillation arbitraire de
période 27 /a1 d’un point zg peut étre représentée par la série :

o(t) = Ap + Z(Akcosoekt + Bysinakt) (D.7)
k=1

Il y a pourtant beaucoup d’autres situations en physique ou il est naturel de
considérer une fonction donnée comme étant la somme d’une série trigonométrique
infinie de la forme D.7I'méme si cette fonction ne décrit pas une oscillation.

En 1829 le mathématicien allemand Dirichlet a démontré que toute fonction
continue de période %”Fayant dans une période un nombre fini de maxima et min-
imal'peut étre développée en une seule série trigonométrique.

Pour estimer une fonction f(z) dans la pratique on doit utiliser de période 27
la somme finie D.6I'et on doit estimer les valeurs de oy et 3.

Cependantl’on peut voir ce probleme d’identification de parametres des po-
lynémes trigonométriques d’un autre point de vue en utilisant les “méthodes de
transformation de Fourier*.

Un processus physique peut étre décrit soit dans le domaine temporell'par les
valeurs d’une quantité h étant fonction du temps ¢I'c’est-a-dire h(t)['soit dans le
domaine fréquentiell'ou le processus est spécifié par une amplitude calculée H 2
étant fonction d’une fréquence fl'c’est-a-dire H(f)l'avec —oo < f < oo. Il est tres
utile dans plusieurs situations de voir h(t) et H(f) comme étant deux représenta-
tions de la méme fonction. On peut passer d’une représentation a 'autre par les
équations de la Transformation de Fourier [Pre92].

H(f) = /Oo h(t)e S tds
ne = [ H(pe (D.8)

— 00

En pratiquel pour passer d’une representation temporelle & une représenta-

'La fonction f(z) ala période w si elle satisfait I’équation f(x 4 w) = f(z)
2H est généralement un nombre complexe indiquant aussi la phase. Les fonctions
trigonométriques dans le domaine des complexes ont une forme exponentielle donnée par

1z

e'”* = cosz + 1sinz
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tion fréquentielle on va utiliser une transformation de Fourier discrétel basée sur
un ensemble de V points de hl'et I’équation D.8 va étre estimée par I’équation D.9.

N-1
H, =" hye*mitn/N (D.9)
k=0

Et H(f,) = AH, ou A est un intervalle d’échantillonnage de h.

Le calcul des amplitudes H,, équivaut au probleme initial d’estimation des pa-
rametres ay et (i des polyndmes trigonométriques.






Annexe E

Preuve du théoreme de la
méthode de transformation de
modeles

Dans cet annexe nous allons développer une preuve du théoreme proposé au
paragraphe 4.2. Cette preuve est équivalente a celle décrite aux paragraphes 3.3.1

et 3.3.2.

E.0.1 Premiere preuve : I2 C F*

Pour la démonstration de la premiere partie prenons d’abord une fonction g,
appartenant a ['j et démontrons que g¢,,, € F;. Nous allons réécrire 4.6 pour cette

fonction (E.1).

DC%,, = 0
golw) = Jaltonlt) (6.)
Gio (xo)
Nous pouvons réécrire E.1 en utilisant :
m (@
go = Iz(0) (E:2)
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et nous allons obtenir :
I () = gio (7)o (E.3)

Nous avons prouvé que g,, appartient & F{.

Supposons maintenant que :

1 CFi (E.4)

Pour la preuve par induction nous devons prendre une fonction k,, appartenant
a ' et réécrire 4.6 pour cette fonction (équation E.5). La définition récursive de
’ensemble T* nous dit que DCk,, est une fonction qu’appartient & I'*_,. Par
hypothése une fonction appartenant & I'}_; appartient aussi a F7_;.

DC%p (2) = by (z) — L0 En(T0) _ oy im0 (@), (B5)

Nous pouvons réécrire E.5 en utilisant :

(@) = ki(e)
m _ km($0)
T (o)

et nous allons obtenir :

km (2) = ¢o(2) 45" + o+ n1 (@) Py + on (2)- 07 (E.6)
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CQFD.

E.0.2 Deuxiéme preuve : F: C '

Dans la deuxieme partie de la preuve nous voulons prouver que toute fonction
appartenant & ’ensemble F* appartient aussi a ['}.

Nous commengons par montrer que les fonctions de F appartiennent aussi a
I'y. Par définition les fonctions de F s’ecrivent :

gm () = po(@).g" (E.7)

d’ou :

()95 po(0) 45"

DCo - — ™ 0 i
g () = po(x).1hg 20(20) .0

(E.8)

On voit bien que zbéo et les termes en zg s’annulent et que la différence résulte
en 0. De cette fagon on prouve que les fonctions de F appartiennent aussi a ['j.

Nous allons maintenant supposer comme hypothese de recurrence que :

fm € Ty = fm €154 (E.9)
Nous allons utiliser une fonction générale f,, de F;_; (équation E.10).

fl) = Z i) A7 (E.10)

Nous allons utiliser encore deux autres fonctions :

129
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gm () = n(@). 0 (E.11)

hin () = fin(2) + gm(2) (E.12)

Ry, est une fonction de F Tet sa DCY aura la forme :

DCh,y, thz A7)+ en(@) ) =

(i %’(96)-% )+ e (2) 52) (0 #ilw0)-¥7") + @n(x0) -U1)
(0 ¢il20)-i°) + ¢ (o). 4r)

(E.13)

Nous changons maintenant les notations de [£.13. Notons :

o a=Y1 pile)

o a, = pu(T). 0

o 3= wilwo)pr
® B = on(wo).dy

o p =15 ilwo). 0y
® pn = pu(T0)PpY

En utilisant notre nouvelle notation DC®h,, se présente de la forme suivante :

(@4 an) (B + B)

DC°h,, (@) "+ pu(a) T — E.14
Z@o en(2) bt 0 (E.14)
En développant E.14 on obtient :
m m a0+ o0, 0,0+ a,.0,
DCh Z% )+ on(a) Wy — o+ o g fn) (E.15)

P+
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On sépare les termes :

P+ pa P+ prn P+ prn

DCW%J@::Ei¢xﬂﬂmm+@n@»¢?—(

Nous allons utiliser la méme transformation déja proposée dans I’équation 3.28
pour réécrire deux termes de I’équation E.16 :

.0 _%_ a.0.p,

ptp P (Patp)p
-0, _ .0y, QP

P+ pn Pn (p+ pn)-pn

Apres ces transformations on obtient :

DC%hpy () = Yo @il@) W) + enlx)- 47
Ol_ﬁ O‘~ﬁ~pn _ Ol~ﬁn+an~ﬁ _ Oln.ﬁn Ozn.ﬁn.p
B p + (pn-l-p).p P+pn Pn + (p—|—pn).pn (E17)

Parmi les termes de E.17 nous retrouvons an. Si on réécrit ce terme avec la
notation originale :

af (i ei@) 0).(Ci wilee) 4im)
p (Xio wil@o) i)

Si on regroupe ce terme avec le premier terme de E.17 on obtient :

= () ™ — (Z?:_Ol 992'(95)-%0)-(2?:_01 wi(wo).11™) _ 0f (n
2ol (S o)) P
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an-On

. nous intéresse aussi :
7

Le terme

an-ﬁn _ S‘Qn(x) -ijzo Q‘Qn(xO) szn

Pn S‘Qn($0)-¢7i10

Si on regroupe ce terme et o, (z).1)]" on obtient :

Pn ()50 on (20) "

: =DC%,,(2) =0
O (20) P g ()

o ()0 —

Apres ces simplifications DCh se présente comme :

DCOhm ($) _ DCofm ($) + O"ﬁ-pn _ O‘-ﬁn + an-ﬁ + O‘n-ﬁn-p (Elg)

(Pn+p).p P+ pn (p+ pn)-Pn

Si on regroupe les trois derniers termes :

2 2
Ry ‘|’ P -an-ﬁn - p'pn-a-ﬁn - p-pn-ﬁ-an
DCOh () = DCOf,. (2) 4 “P P E.20
(=) fn(2) p.pn + p.p2 (E.20)

On peut réécrire le nouveau terme comme un produit de deux termes divisé
par un troisieme terme constant :

0 _ 0 (.pn — p.a) . (B.pn — p.Bn)
DC®hp, (x) = DC® [ (2) + eI (E.21)

Nous allons réécrire E.21 en utilisant une nouvelle fonction et un nouveau
scalaire :
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(@) - s

O 0i(@) i) con (@) hs? (31 i (20)- 0 )ipm (@) a2
(Z::Ol ©i(20).%:°)2 . on(z0) 2 +(Z::01 @i(20).¥0).on (20)2.(y0 )2

p = ﬁ-p@ —p.fn ’
= (X720 @il@o)- ) pnl@o) 2 — (Cisy @i(20) 47 pn(@o) 77

L’équation E.21 devient donc :

DC°h,, (z) = DCOf (2) 4+ a(z).p (E.22)

Sachant que :

e d’apres notre hypothese de recurrencel'la fonction f,, appartient a F7_; et
doncal_q.

e par définition la transformation DC? des fonctions de I'_; définit une fonc-
tion qui & son tour appartient & I _,.

e nous avons prouvé auparavant que les fonctions de I'_, appartiennent a
*_5 (paragraphe E.0.1).

Nous pouvons donc conclure que le terme DCOf,, (z) dans E.22 est une fonc-
tion de F_,.

Dans ’équation E.22 nous avons en conséquence une fonction de F_, plus

une fonction de Fgl'ce qui nous fait conclure que DCh(z)* est une fonction de

*
n—1°

Depuis notre hypothese de recurrence nous pouvons conclure aussi que si
DCPh,, (z) € Fr_y alors DC°h,, () € T;_;Tet en consequence que h,, € I} .
Donc par induction nous pouvons conclure que effectivement h,, € = h € I'.

CQFD.
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