N
N

N

HAL

open science

Evaluation de performances d’une classe de systemes de
ressources partagees
Matthieu Brilman

» To cite this version:

Matthieu Brilman. Evaluation de performances d’une classe de systemes de ressources partagees.

Modélisation et simulation. Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 1996. Frangais. NNT: .

00004981

HAL Id: tel-00004981
https://theses.hal.science/tel-00004981
Submitted on 23 Feb 2004

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00004981
https://hal.archives-ouvertes.fr

THESE
PRESENTEE PAR

Matthieu BRILMAN

Pour obtenir le titre de docteur
de I’Université Joseph Fourier - Grenoble I
(Arrétés ministeriels du 05/07/84 et du 30/03/92)

Spécialité Informatique

Evaluation de Performances d’une Classe de
Systemes de Ressources Partagées

soutenue le 30 Septembre 1996 devant un jury composé de

Jacques Mazoyer Président
Francois Baccelli Rapporteur
Philippe Robert Rapporteur
Marcel Neuts Examinateur
Brigitte Plateau Examinateur
Jean-Marc Vincent Directeur

Bernard Ycart Examinateur






Je tiens a remercier tout d’abord Jacques Mazoyer pour l'intérét qu’il a porté a mon
travail et pour m’avoir fait I’honneur de présider mon jury.

Je remercie aussi tout particulierement Frangois Baccelli d’avoir accepté de rapporter
sur cette thesel'bien siurl'mais aussi de m’avoir accueilli dans son équipe. Les deux séjours
que j’y ai passés ont grandement contribué a 1’élaboration de cette these.

Je remercie également Philippe Robert d’avoir pris le temps de rapporter sur ma these.

Merci a Bernard Ycart pour le soin avec lequel il a relu mon manuscrit. Ses commen-
taires ont largement profité a la présentation de celui-ci.

Marcel Neuts a accepté de participer a mon jurylje I’en remercie vivement.

Merci a Brigitte Plateau pour sa bonne humeur et ses conseils avisés qui font d’elle
une vraie chef'!

Merci a Jean-Marc Vincent qui a accepté d’encadrer ma these. Ses encouragements et
ses critiques m’ont aiguillé au cours de ces trois années.

Cette these a grandement profité de collaborations avec 'INRIA-Sophia. Celles-ci n’au-
raient pas été possibles sans le financement du projet AQSI. Parmi les personnes ayant
pris part a ces collaborationsl’je tiens particulierement a remercier Jean Mairessel'Bruno
Gaujal et Alain Jean-Marie. Leur accueil chaleureuxI'la disponibilité dont ils ont fait
preuvel'tant pour confronter nos points de vue que pour relire et commenter mes travauxIl’
ont rendu celles-ci agréables et fructueuses.

Je tiens enfin a remercier les membres des équipes de calcul formel et d’algorithmique
parallele pour ’ambiance agréable du labo et Eric en particulier pour les nombreuses fois
ou il m’a “dépanné” (Dis['Eric['comment on fait pour...).

Merci aussi a Denis Vandorpe et a toute 'équipe du LIGIM qui m’a accueilli dans ses
locaux pendant rédaction du manuscrit.

Enfin'merci & Christophel'Krystofl’Jean-NicolasI'Joélle (bien sir) et aux autresI'qui
m’ont soutenu tout au cours de cette thesel'allant méme jusqu’a supporter mes discours
sur !






Table des matieres

1 Présentation des systémes de ressources partagées 9
1.1 Dynamique . . . . . . . e 13
1.2 Débit asymptotique de systemes saturés . . . . . . ... ... 14
1.3 Plan de cette these . . . . . . . . . .. 14
2 Modélisation 17
2.1 Modélisation et équations d’évolution . . . . . . .. . .. ... L. 17
2.1.1 Un exemple de systeme de ressources . . . . . . . . . . . ... ... 18
2.1.2  Présentation formelle des systemes de ressources . . . . . . . .. .. 19
2.1.3 Définition d’un systeme de requétes . . . . . . . . . ... ... ... 21
2.1.4 Equivalence entre ces deux modeles . . . . ... ..o 24
2.1.5 Equivalence avec un modele de files d’attente . . . . . .. ... .. 28

2.2 Récriture dans la pseudo-algebre (max,+) . . . .. ... ... ... .... 29
2.2.1 Présentation rapide de (max,+) . . . . . ... .. ... ... ... 30
2.2.2  Récriture des équations d’évolution dans (max,+) . . . . . ... .. 31
2.2.3 Résultats apportés par (max,+). Cas particulier des systémes pé-

riodiques . . . . ... 32



TABLE DES MATIERES

2.3 Processus induits . . . . .. ..o 32
2.3.1 Représentation graphique . . . ... ... ... ... ... ..... 33
2.3.2 Lignesetmotifs . . . . . .. ... Lo 34

3 Systemes indépendants 39

3.1 Présentation des systemes indépendants . . . . . ... ... L. 39
3.1.1 Définitions . . . . . . . ... 40
3.1.2  Résultats apportés par (max, +) aux systemes stochastiques . . . . 41
3.1.3 Simulation de systemes indépendants . . . . . ... ... ... .. 46

3.2 Espace projectif . . . . ... .. 47
3.2.1 Uneremarque simple . . . . . . ... .. ... ... ... ...... 48
3.2.2  Chaines de Markov M(Res,S) et M(Req,S) . . ... . ... ... 48
3.2.3 Un théoreme central limite . . . . . . . ... ... ... ... .... 52
3.2.4 Cas d’un systeme comportant exactement deux ressources . . . . . 04
3.2.5 Bornes supérieures obtenues par troncature . . . . . ... ... ... o7

3.3 Notion de ligne asymptotique . . . . . . .. .. .. ... L. 60

3.4 Un théoreme de composition . . . . . . . .. .. ... ... 65
3.4.1 Présentation du théoreme . . . . . . . .. ... oL 65
3.4.2 Application a une famille de systemes particuliers . . . . . . .. .. 69

3.5 Propriétés analytiques. Réduction a des systemes uniformes. . . . . . . .. 71
3.5.1 Propriétés analytiques . . . . . . .. .. ... ... ... 71
3.5.2  Restriction a des mesures uniformes . . . . . . . ... ... L. 7



TABLE DES MATIERES

3.6 Systemes uniformes . . . . . ... oL 80
3.6.1 Une borne basée sur le rayon spectralde G . . . . . . ... .. ... 81

3.6.2 Une borne inférieure fonction du degré moyende G . . . . . . . .. 85

3.6.3 Relation entre v(G) et x(G) . . . . . . . ... 88

3.6.4 Quelques exemples . . . . . ... ... 91

4 Etudes asymptotiques 93
4.1 Rappel des bornes. Cas de graphes de degré constant . . . . . ... .. .. 93
4.2 Comparaison de deux familles de systemes de ressources . . . . .. .. .. 94
4.3 Graphes étoiles . . . . ... L 97
4.3.1 Expression intégrale de v(E,) . . . . . ... ... ... 97

4.3.2  Comportement asymptotique de y(E,) . . . . . . .. .. ... ... 98

5 Conclusion 101
A Applications 103
A.1 Stabilité d’un systeme de ressources partagées . . . . . . . . .. .. .. .. 103
A.2 Application a (max,+) . . . . . . ..o o 105
A.3 Table des notations . . . . . . . . ... .. 108



TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Présentation des systemes de
ressources partagées

L’étude des systemes de ressources partagées revet une importance croissante en in-
formatique. Par “systeme de ressources partagées” on entend tout systemel'généralement
informatiquel'’composé de ressources que doivent se partager des utilisateurs. Le partage
des ressources peut avoir plusieurs raisons: il peut résulter de contraintes de “cout”. Par
exemplel'dans un réseau de communicationl'un méme lien pourra avoir a servir plusieurs
demandes de communication. Il serait possible de rajouter des liens au réseau de facon
a ce que chaque communication possible ait ses liens réservés'mais le “cotit” d’une telle
opération serait prohibitif. Pour cette raisonl'les liens du réseau seront le plus souvent
partagés entre les différents usagers. Le partage de ressources peut aussi avoir pour origine
I'impossibilité de répliquer chacune des ressources. Un disque durl'par exemplel'est une
ressource partagée entre les processus d’un systeme d’exploitation dont la duplication n’a
pas d’intérét réel: on ne va pas allouer a chacun des processus différents un disque dur
différent !

L’étude des systemes de ressources partagées s’est donc développée en méme temps
que se sont développés ces systemes. Dans un premier tempsl'cette étude a surtout été
consacrée a la recherche de politiques de gestion des ressources garantissant que soient
préservées certaines propriétés logiques de cohérence afin de pouvoir assurer la fiabilité des
systemes en question. Par exemplel'le probleme de I’exclusion mutuelle (on veut garantir
que lacces a une ressource donnée est limité a4 un seul utilisateur a la fois) a été résolu
par lintroduction de sémaphores [Dijkstra68b]. D’autres problemesI'tels que la prévention
d’interbloquages (situation dans laquelle deux utilisateurs s’empéchent mutuellement d’ac-
céder a des ressources) ou de famines (attente perpétuelle des ressources qu'’il a demandées
par un utilisateur) ont été étudiés. On a donc défini des politiques d’ordonnancement qui
garantissent que ces propriétés sont préservées. La définition générique de ces politiques



Chapitre 1. Présentation des systemes de ressources partagées

a nécessité l'introduction de modéles.

Un modele est une abstraction du systeme réell'dont on pense qu’elle capture les
aspects les plus importantsI'tout en étant suffisamment simple pour se préter a un trai-
tement théorique. Son intérét réside aussi dans le fait qu’il est souvent assez générique:
toute une classe de systemes sera représentée par un meme modele. Il doit donc présenter
un compromis entre la complexité du systeme réel dont ’analyse est souvent difficile et la
simplicité d’'un modele trop abstrait d’analyse plus facile. Les problemes étudiés étant de
nature logique (dans le cas de l'interbloquagel’on cherche a garantir que le systeme reste
dans un ensemble d’états consistantsI'pour le cas de la faminel'on cherche a garantir la
prévention de famine pour toute exécution du systeme)I'les modeles proposés étaient de
nature uniquement logique. On peut par exemple citer les graphes d’exclusion [Chandy
et al.88] et les réseaux de Petri [Murata89].

Apres 'analyse logique des systemes de ressources partagées est naturellement apparu
le besoin d’une analyse plus “dynamique” : comment ces systemes se comportent-ils au
cours du temps? C’est le probleme de ’évaluation de performances. Cette évaluation a
priori est fondamentale : elle permet de mesurer le cout de telle ou telle politique d’ordon-
nancement. En effetI'la garantie de certaines propriétés comme par exemple ’absence de
faminel'est généralement cotteuse au niveau des performances du systeme. Par “perfor-
mances”['on entend tout critere de “qualité”. Parmi les principaux criteres généralement
retenus figurent le débit du systeme (le nombre d’utilisateurs dont la demande est satisfaite
par unité de temps)I'l'insensibilité du systeme & des modifications de son environnementI”
le temps moyen qu’un utilisateur doit attendre les ressources qu’il a demandées lorsque
celles-ci ne sont pas libresl'ou encore la probabilité qu’un utilisateur ne puisse obtenir les
ressources qu’il a demandées en un temps fixé. Ce dernier critere est particulierement im-
portant dans les systemes dits “temps réel”. L’évaluation de performances sur un modele
est donc fondamentalel'en ce sens qu’elle permetl'a moindre cottl'de prédire la dynamique
d’un systeme réel.

Afin de tenir compte de la nature imprévisible du comportement des utilisateurs du
systemel'de pouvoir caractériser des comportements moyensl'il a été nécessaire d’intro-
duire des hypotheses probabilistes. Parmi les principaux modeles utilisés en évaluation
de performances de systemes de ressources partagées figurent les réseaux de Petri tem-
porisés [Marsan et al.86] (les temporisationsI'associées aux hypotheses probabilistesI'per-
mettent de décrire le comportement du systéme au cours du temps) ou les réseaux de
files d’attente avec synchronisations [Baccelli et al.89]. La encorel'deux approches sont
possibles : une approche qualitative; on va par exemple chercher a montrer la stabilisation
d’un systeme au cours du tempsI'sa tolérance aux pannes. Les hypotheses correspondantes
sont des hypotheses tres généralesI'souvent de type ergodiques. Une autre approche pos-
sible est une approche quantitative; on va s’intéresser a évaluer le débit du systemel’
la probabilité de rejet d’un utilisateur...Les hypotheses probabilistes correspondant a ce
deuxieme type de modeles sont nécessairement plus contraignantes: on doit quantifier les
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processus intervenant dans la dynamique des systemes de réservation. Afin d’avoir une
description simple de tels processus on aura souvent besoin d’hypotheses d’indépendance
de variables aléatoires. Ces hypotheses font que le modele étudié est plus abstrait sans
pour autant le réduire au point qu’il ne soit plus pertinent.

Cet aspect quantitatif de I’évaluation de performances des systemes de ressources par-
tagées connait actuellement un fort développement. En effetI'peu de résultats analytiques
sont connus autrement que pour des systemes gérés par des politiques d’ordonnancement
ne préservant pas des propriétés telles que I’absence de famine ou 1’équité (répartition
équitable des ressources entre les utilisateurs). Ceci est du au fait que les politiques d’or-
donnancement préservant de telles propriétés présentent de réelles difficultés intrinseques.
Nous reviendrons sur ce point plus tard.

Le but de cette these est donc de présenter un modele général de systemes de ressources
partagées garantissant ’absence de famine et 'équité, de définir, pour un tel modéle,
un parametre de performance fondamental, et enfin, de proposer des méthodes de faible
complexité algorithmique permettant d’encadrer ce parametre de performance.

Nous allons maintenant présenter quelques classes de systemes de ressources parta-
gées. Nous dégagerons ensuite des points communs a tous ces systemes et présenterons de
maniere informelle leur dynamique communel'que nous avons pris comme point de départ
de cette these. Nous introduirons ensuite la notion de codébit d’un systeme de ressources
partagées. Ce parametre de performance permet en effet de retrouver simplement la plu-
part des autres parametres de performancesl’comme par exemple le taux d’utilisation des
ressources ou le temps moyen de réponse. Nous présenterons ensuite le plan de cette these.

Exemple 1 : Considérons une machine parallele avec une mémoire partagée. Cette
mémoire est partitionnée en plusieurs régions. Un processus peut parfois avoir besoin
d’écrire simultanément dans plusieurs régions. Afin d’éviter de possibles conflitsI'il est
nécessaire que ’acces a ces régions soit exclusif. Autrement ditI'ce processus va verrouiller
les régions dont il a besoin pendant un certain tempsl'apres quoi il les relachera. Afin
d’avoir un service équitable['un processus aura acces aux régions qu’il demande une fois
celles-ci libérées par les processus précédemment arrivés dans le systeme. Ce controle peut
etre mis en place a I’aide d’une file d’attente globale ou distribuée. Dans un tel systemelles
régions peuvent étre vues comme des ressources et les demandes d’acces aux régions par
les processus comme des requétes. Une fois qu'une requéte est arrivée dans le systemel'elle
est servie des que les ressources dont elle a besoin ont toutes été libérées par les requétes
précédemment arrivées dans le systeme.

Exemple 2 : Considérons plusieurs entités reliées par un réseau de communication. La
figure 1.1 en donne un exemple. Si deux entités veulent communiquer entre ellesI'elles
vont devoir réserver un chemin (c’est-a-dire un ensemble de noeuds du réseau) qu’elles
seront seules a utiliser. Si tous les noeuds du chemin sont libres au moment ot les entités
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Chapitre 1. Présentation des systemes de ressources partagées

veulent communiquerl'la communication commencel'sinon la demande de communication
est stockée dans une file d’attente. Dans une machine parallele a mémoire distribuéel’
ce type de comportement correspond a un mode de communication par commutation
de circuits en faisant ’hypothese que le temps de la communication est grand devant le
startup [Kermani et al.79]. Dans un tel systemel'les demandes de communication peuvent
étre vues comme des requétes et les nceuds comme des ressources.

/
Py = | e—1n ] ~—+a "0
\< \( N s ’
7 7 N
Pl = ~ 4’ > \ u 1
/
P2 » | - u 2
>< >< >< /
Py [ - - > n 13
/
P4 [ - - — IP4
>< >< >< p!
P5 [ ] >~ = a 15
/
PG B > N N IPG
N 7 7 e
PR AN N !
P? [ | > 1w S RN » RN IP7

Fic. 1.1 — Un réseau de communication. Sur cet erxemple, une communication de Py
vers Pj (premiére requéte) et une communication de Py vers P, (deuziéme requéte) sont
concurrentes, puisqu’elles réclament chacune le neud (ressource) marqué en gras.

Exemple 3 : Une base de données est constituée d’entités. Des transactions demandent
chacune 'acces a certaines de ces entités. Afin de préserver la cohérence de la base de
donnéesl'il est nécessaire d’interdire ’acceés concurrent en écriture a une meéme entité
par deux transactions. Afin de garantir le service de chaque transaction (une transaction
correspondant a un besoin réell'il n’est guere raisonnable de la rejeter lorsqu’elle ne peut
étre exécutée immédiatement)une file d’attente est mise en place afin de gérer I'acces aux
entités par des transactions concurrentes. Les transactions ayant le plus souvent besoin de
lire les valeurs de certaines entités et de modifier les valeurs d’autres entités en fonction
des valeurs qu’elles ont luesl'la prise des ressources devra se faire de facon synchrone. On
retrouve donc les dynamiques présentées précédemmentI'en identifiant les transactions a
des requetes et les entités a des ressources. Nous reviendrons plus précisément sur le cas
des bases de données dans la partie 2.1.1.
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1.1 Dynamique

1.1 Dynamique

La dynamique des systemes de ressources partagées que I’on considere peut se résumer
de la facon suivante:

Un systeme est composé d’un nombre fini de ressources auzquelles des requétes de-
mandent [’acces a diverses dates. Chaque requéte va demander 'accés a un sous-ensemble
de ressources. L’accés a une ressource est exclusif, ce qui implique que deux requétes de-
mandant une méme ressource ne pourront pas étre servies simultanément. Par contre il
est possible d’exécuter en paralléle deux requétes demandant des ensembles de ressources
disjoints. Afin d’avoir un service équitable, une requéte ne commence a bloquer les res-
sources dont elle a besoin qu’a partir du moment ou celles-ci ont toutes été libérées par
[’ensemble des requétes arrivées précédemment dans le systeme. La prise des ressources
par une requéte se fait donc de facon synchrone.

L’équité et ’absence de famine dans un tel systeme sont garanties par la présence
d’une file d’attente. Cette file d’attente apporte au réalisme du modele. Par contrel'elle le
rend plus complexe. Les modeles avec rejetI'c’est-a-dire sans file d’attente et dans lesquels
une requéte ne pouvant pas étre servie est rejetée ont beaucoup été étudiés [Kelly85] [Mi-
tra85] [Forbes et al.96]. La plupart des résultats sur ces modeles s’appuient sur la réversi-
bilité dans le temps de processus décrivant I’évolution du systeme. L’apparition d’une file
d’attente introduit des synchronisations entre processus et fait disparaitre cette réversi-
bilité. C’est ce qui en rend le traitement difficile.

Présentons maintenant deux hypotheses fondamentales que nous ferons sur les sys-
temes de ressources partagées étudiés dans cette these.

Hypothese de “temps constant” : Nous faisons ’hypothese que le temps pendant
lequel une requéte bloque les ressources dont elle a besoin est toujours le mémel'égal a
une unité de temps. Cette hypothese est assez restrictive. Cependantl'on verra quel'méme
avec cette hypothesel'les systemes de ressources partagées que nous considérons sont tres
complexes. Par ailleursI'il existe un théoreme de comparaison simple entre les systemes
pour lesquels le temps de prise des ressources est variable et ceux pour lesquels il est
constant [Brilman et al.95b]. On peut remarquer que le fait qu’une requéte ait un temps
d’exécution unitaire et que le nombre de ressources soit fini implique qu’il y a un nombre
fini de requétes différentes possibles.

Hypotheése de connexité: Une autre hypothese que nous faisons est que les systemes
que nous considérons sont connexesl'i.e. qu’il n’est pas possible de partitionner 1’en-
semble des requétes possibles en ensembles de requétes disjoints demandant ’acces a des
ensembles de ressources disjoints. Cette hypothese est tres naturelle : I’étude d’un systeme
non connexe peut se ramener a 1’étude de chacune de ses composantes connexes.
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Chapitre 1. Présentation des systemes de ressources partagées

1.2 Deébit asymptotique de systemes saturés

Nous avons limité notre étude des systemes de ressources partagées aux seuls sys-
temes saturés: un systeme saturé est un systeme de ressources partagées tel que toutes
les requétes sont présentes des le départ dans sa file d’attente (supposée alors infinie).
Pourquoi nous étre ainsi limités a I’étude des systemes saturés? La raison en est la sui-
vante: on peut définir pour un systeme de ressources partagées plusieurs parametres de
performance. Parmi ceux-ci figurent le taux d’utilisation de chacune de ses ressourcesl'le
nombre moyen de requétes traitées par unité de tempsl'son débit ou encore la probabilité
de perte d'une requéte (une requéte est perdue si elle arrive au systéme alors que la file
d’attente de celui-cil'supposée alors de capacité finiel'est pleine). L’estimation de ces para-
metres peut se ramenerl’au moins dans le modele que nous avons considérél'a I’étude d’un
seul parametre sur la version saturée du systeme en question: son débit asymptotique.
Il est donc particulierement intéressant d’étudier le débit asymptotique de systemes de
ressources partagées saturés.

Commel'd’une fagon généralel'c’est plus souvent l'inverse du débit que le débit lui-
méme qui a été étudiélmous nous sommes intéressés a 'inverse du débit (que nous appelons
codébit) de systemes de ressources partagées saturés. Etant donnée I’hypothese que les
temps de prise des ressources par les requétes sont tous unitairesI'on peut remarquer que
ce codébit est donc compris entre 0 et 1.

D’un point de vue formell'on retrouve dans divers domaines scientifiques des quantités
tres semblables au codébit. Celles-ci portent alors des noms différents tels que “temps de
cycle” dans le cadre de I’étude des réseaux de Petri temporisésl'“exposant de Lyapunov”
pour les systemes dynamiques ou bien encore “gain moyen” en économie.

1.3 Plan de cette these

Le but de cette these est doncl'une fois défini de maniere plus formelle le modele sur
lequel nous avons travaillél'l’évaluation du codébit de systemes de ressources partagées.

Le chapitre 2 est consacré a la présentation de deux modeles de systemes de ressources
partagées. Le premier de ces deux modeles est assez naturel et permet une compréhension
intuitive de certains phénomenes de synchronisations. Le deuxieme de ces modelesI'moins
naturell'se préte mieux a un traitement théorique. Nous prouvons 1’équivalence de ces
modeles apres quoi nous montrons leur équivalence avec un modele particulier de files
d’attente.

Dans le chapitre 3['nous posons des hypotheses probabilistes sur les systemes que
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1.3 Plan de cette thése

nous étudions. Nous commencons par donner quelques propriétés du codébit pour de tels
systemes['apres quoi nous présentons plusieurs approches permettant d’avoir des calculs
exacts du codébit de certains systemes simples et des bornes dans le cas général.

Le chapitre 4 est consacré a I’étude de “grands” systemes sur lesquels on peut appliquer
des résultats asymptotiques.
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Chapitre 2

Modélisation

Nous présentons dans ce chapitre le modele sur lequel nous avons travaillé. La partie 2.1
est consacrée a une traduction en termes mathématiques de la dynamique présentée dans
le chapitre précédent. Deux points de vue ont été adoptés: le premier est centré sur
les ressources des systemes considérés; le deuxieme sur leurs requetes. Nous montrons
comment ces deux approches étaient déja apparues dans la modélisation de systemes de
ressources partagéesl puis les détaillons de facon plus formelle. Nous prouvons ensuite
leur équivalencel'entre elles d’'une partl'et avec un modele de files d’attente particulier
d’autre part. La partie 2.2 établit le lien entre notre problématique et la pseudo-algebre
(max, +). Ce lien nous permettra d’utiliser sans avoir a les démontrer des résultats connus
dans (max, +). Enfinl'la partie 2.3 est consacrée a la présentation de notions importantes
intervenant dans I’étude des systemes de ressources partagées.

2.1 Modélisation et équations d’évolution

Les systemes de ressources partagées que l'on considere sont définis par un ensemble
fini de ressources qui peuvent étre réclamées par plusieurs types de requétes a diverses
dates. Cependantl'comme il est clair que le débit asymptotique d'un tel systeme dépend de
I’ordre d’arrivée des requéteslil va nous falloir inclure dans la définition d’un systéme cette
suite de requétes. Nous allons voir dans la suite de cette partie deux facons équivalentes
de définir un tel systeme. La premiere est centrée sur les ressourcesI'et est sans doute la
plus naturelle. On appellera un systeme défini de cette maniere un systeme de ressources.
La deuxieme est centrée sur les requétes. On appellera donc un systeme défini de cette
seconde maniere un systeme de requétes. Chacune de ces deux approches a ses avantages
et ses inconvénients. Elles ontI'par contrel'toutes deux une formulation équivalente dans
la pseudo-algebre (max, +) que nous présenterons dans la partie 2.2.
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2.1.1 Un exemple de systéme de ressources

Parmi les premiers systemes de ressources partagées étudiés figurent les bases de
données. Nous présentons donc ici un modele classique de bases de données [Mitra et
al.84] [Mitra85]. D’un point de vue structurell'’ce modele est celui des systemes de res-
sources que nous présentons dans la partie suivante. Il differe cependant de ce dernier par
I’absence de file d’attente. Nous discuterons donc brievement de la difficulté qu’induit une
telle file sur le traitement mathématique.

Une base de données est composée de N entités. Des transactionsI'dont ’action consiste
a lire et /ou modifier les valeurs de certaines entitésI'sont émises au cours du temps. Afin
de tirer parti du parallélisme inhérent a la structure répartie de la base de donnéesl'il est
intéressant de chercher a exécuter ces transactions de fagon non séquentielle. CependantI’
afin de préserver la cohérence de la base de donnéesl'il faut veiller a ce que deux tran-
sactions en conflit sur une méme entité ne s’exécutent pas en méme temps. C’est dans ce
but qu’a été introduite la notion de verrou: une transaction verrouille les entités dont elle
a besoin. Une entité ne pouvant étre verrouillée par plus d'une transactionl'on garantit
que deux transactions servies en méme temps demandent ’acces a des ensembles d’entités
disjoints. Le probleme d’une telle politique est qu’elle interdit a plusieurs transactions de
lire (sans écrire) en méme temps une méme entité. Afin de pallier cet inconvénientI'il est
possible d’introduire la notion de verrou non exclusif: un nombre illimité de verrous non
exclusifs peuvent étre posés sur une meéme entité; par contre il n’est pas possible de poser
sur une meéme entité un verrou exclusif et un verrou non exclusif. Plus formellement si a
une date tI'l’ensemble des entités verrouillées de facon exclusive dans la base de données
est B, tandis que celui des entités verrouillées de facon non exclusive est B,.['une tran-
saction demandant a poser des verrous exclusifs sur un ensemble GG, et des verrous non
exclusifs sur un ensemble G, pourra étre servie a la date ¢ si et seulement si

B,NnG,=0, B.NnG, =0, B,NG, =0.

L’introduction de verrous non exclusifs permet un gain de parallélisme dans ’exécution
des transactions. Il est cependant possible de constater quel’d’un point de vue formell’
I’étude de la dynamique d’une base de données B, avec de tels verrous peut se ramener a
I’étude d’une base de données B, dans laquelle les verrous sont tous exclusifs: en effetI'en
définissant G comme I’ensemble des entités de B; et R comme I’ensemble des transactions
possibles dans B I'il suffit de définir By comme étant composée des entités G x RI'les
transactions de By étant obtenues a partir des transactions de B; comme suit: une
transaction de type r € R dans B; I'demandant un acces exclusif aux entités GG, et un
acces non exclusif aux entités GG,['donne lieu dans B, a une transaction demandant un
acces exclusif aux entités appartenant a (G, x R) U (G, x {r}). Deux remarques sont a
faire cependant : d’une partl'cette équivalence nécessite que toutes les transactions de B,

demandent un acces exclusif a au moins une entité. Si tel n’est pas le casI'une transaction
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ne demandant que des verrous non exclusifs dans B; et n’étant donc pas en exclusion avec
elle-mémel'devient dans B, une transaction en exclusion avec elle-méme. Cette hypothese
est couramment faite [Mitra85]. En effetIelle permet notamment de borner le nombre de
transactions servies en méme temps dans la base de données. La deuxiéme remarque est
que le modele de systemes de requétes que nous introduisons dans la partie 2.1.3 permet
de tenir compte des verrous non exclusifs de fagon tres simplel’sans méme avoir a passer
a un systeme équivalent. Nous reviendrons sur ce point dans la partie 2.1.3.

Le comportement dynamique de telles bases de données est le plus souvent modélisé
comme suit [Kelly85]: le processus d’arrivée des transactions est supposé Poissonnienl”
les temps de services des transactions indépendants et identiquement distribués. Enfinl’
et c’est la différence fondamentale avec le modele que nous avons étudié: les transac-
tions ne pouvant étre exécutées sont rejetées et perduesl’en ce sens qu’elles ne sont pas
ressoumises a la base de données. Cette hypothese est tres utile d’'un point de vue ma-
thématique : I’absence de file d’attente amene des propriétés de perte de mémoire et fait
par la méme apparaitre des processus markoviens sous-jacents. CependantI’d’un point de
vue pratiquel’elle n’est pas satisfaisante : une transaction ne pouvant étre exécutée a une
certaine date ne peut simplement étre mise de coté. [maginons par exemple une base de
données constituée de N entités et comportant N 4+ 1 types de transactions possibles:
N transactions requérant chacune une entité différente et une (N + 1)-éme transaction
requérant ’ensemble des N entités. On suppose que N est relativement grand. Pour peu
que 'intensité des arrivées de transactions soit suffisamment faible['on va pouvoir garantir
que la plupart des transactions seront servies. Ceci est vrai pour |’ensemble des transac-
tions. Le probleme est que les transactions demandant un acces aux N entités seront par
contre la plupart du temps rejetées: il suffitl’pour qu’une telle transaction soit rejetée
qu'une des entités soit déja verrouilléel'ce qui reste tres probable. On voit donc que pour
un tel systemel'’absence de file d’attente fait apparaitre un phénomeéne de famine pour
les requétes demandant un trop grand nombre de ressources. Cette difficulté posée par les
files d’attente a souvent été mise de coté: [Morris et al.84] et [Mitra et al.84] proposent
des heuristiques permettant d’essayer de tenir compte d’une telle file d’attente. Cepen-
dantI'ces heuristiques n’ont pas de réelle justification théorique. Par ailleursI'il n’est pas
possible de quantifier I'erreur qu’elles induisent.

2.1.2 Présentation formelle des systemes de ressources

Nous présentons dans cette partie le modele de systemes de ressources que nous avons
étudié de facon plus formelle.
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Un systeme de ressources S est la donnée d’une structure logique:

— un ensemble de K ressources:
Res(S) ={ri(S),1 <i < K};
— un ensemble de N requétes possibles:

Req(S) = {vi(S) € P(Res(S)),1 <i < N};
et d'une dynamique:

— la suite des requeétes:

s(S) ={s(S,n) € Req(S),n > 1}.

Remarque 1 : On appellera requéte vide un élément de Req(S) égal & (). Une requéte
vide correspond donc a une requéete ne demandant aucune ressource. Nous verrons par la
suite que considérer de telles requétes peut parfois étre pratique.

Remarque 2 : Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le systeme considérél’on omettra le
parametre S dans les notations précédentes.

Remarque 3 : La structure logique d’un systeme de ressources peut étre représentée
de maniere naturelle par un hypergraphe [Berge87]| dont les sommets correspondent aux
ressources du systeme et les arétes aux requétes (qui ne sont autres que des ensembles
de ressources). Pour le cas particulier d’un systéme de ressources tel que chaque requéte
demande exactement deux ressourcesl'cet hypergraphe est donc simplement un graphe.

Afin de définir le codébitl'c’est-a-dire 'inverse du débitI'd’un systeme de ressources
STon introduit des dateurs {7;(S,n)}1<i<kn>0 & valeurs entieresI'T;(S,n) représentant
la date de libération de la ressource r; une fois traitées les n premieres requétes de S.
Par conventionI'T’origine des dates étant 0I'7;(0) = 0 pour tout i. Ces dateurs vérifient le
systeme d’équations suivant :

T;(n) sir; € s(n+1)0
1+ max;, esmi1) Ij(n) sir € s(n+1).

Ti(n+1) = {
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Ces équationsl'appelées équations d’évolution de S I'sont une traduction de la dynamique
présentée dans la partie 1.1: une requéte est exécutée des que les ressources dont elle a
besoin ont été libérées par les requétes arrivées précédemment dans le systeme. On note

T(S,n) ¥ (T(S,n),-- , Tk(S,n))
la variable d’état décrivant 1’évolution de S. Il est clair que
WS ,n) LIT(S, 1),

ol || = max; |z;|I'représente la date de libération de ’ensemble des K ressources apres
que les n premieres requétes aient été traitées. En d’autres termesl h(n) représente le

temps nécessaire au traitement des n premieres requétes du systeme. On définit donc le
codébit de S :

() % tim 15:1)

n— 00 n

I'si cette limite existe.

On donnera dans la partie 3.1 des conditions d’existence de 7 sous des hypotheses proba-
bilistes.

2.1.3 Définition d’un systéme de requétes

On définit maintenant ce qu’est un systeme de requétes. On montrera par la suite
I’équivalence entre systeme de ressources et systeme de requétes.

A la différence de celle des systemes de ressourcesl'la structure logique des systemes
de requetes est définie a partir de la relation d’exclusion entre les requétes qui composent
le systeme. Nous représentons celle-ci par un graphe d’exclusion. Cette approche a tout
d’abord été introduite dans [Chandy et al.84] comme une généralisation du paradigme des
“dining philosophers” [Dijkstra68a]. CependantI'un tel modeéle a surtout été étudié d’un
point de vue logique et non dynamique: la plupart des auteurs se sont intéressés a l’étude
de propriétés logiques telles que la prévention de famine ou d’interbloquage plutot qu’a
des études de performances. Néanmoinsl'on peut citer [Forbes et al.96] et [Forbes96] ou est
présenté un tel modele en vue d’une analyse quantitative. Les hypotheéses qui y sont faites
sont de type markoviennes. Entre autres['la gestion d’'une file d’attente n’y est pas prise
en compte. On peut aussi citer [Barbosa et al.89]'dans lequel les auteurs s’intéressent
a la quantification du codébit obtenu par une classe de politiques d’ordonnancement
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particulieres. Nous reviendrons sur ce point dans la partie 3.6.3. Avant de passer a une
définition plus formelle des systemes de requétesl'faisons la remarque suivante: on a vu
dans la partie 2.1.1 la différence de traitement qui apparaissait entre verrous exclusifs
et verrous non exclusifs dans une base de données. Le modele des systemes de requétes
ne prenant en compte que les exclusions entre paires de requetesI'peu importe de savoir
si cette exclusion est due a des verrous exclusifs ou non exclusifs. Pour peu que 1'on
considére un graphe non réflexif (c’est a dire un graphe dans lequel un sommet ne fait
pas nécessairement partie de ’ensemble de ses voisins)['on peut autoriser une requéte a
ne pas étre en exclusion avec une autre requéte du méme type. Ainsil'on tient compte
notamment les requétes ne demandant que des verrous non exclusifs.

La structure d’un systeme de requétes S est la suivante:

— un ensemble de N types de requétes:
Req(S) ={v;(S),1 <i < N};
— un graphe non orienté:
G(S) = (Req(S), E(S))

appelé graphe d’exclusion du systéme S.
On oublie ainsi les ressources du systeme. La dynamique de S est donnée par:

— la suite des arrivées successives de requétes:

s(S) ={s(S,n) € Req(S),n > 1}.

La sémantique du graphe G est la suivante: étant données deux requétes v et v'I’
{v,v'} € E si et seulement si les requétes v et v’ sont concurrentesl'c’est-a-dire si elles
ne peuvent étre traitées simultanément. On notera v Lo’ si {v,v'} € E et v||v" sinon. On
peut remarquer quel'si 'on tient & ce que G ait un sens “physique” (exception faite des
bases de donnéesI'on considere généralement dans les systemes de ressources partagées
que deux requétes demandant I’acces aux mémes ressources sont concurrentes)['il faut que
la condition suivante soit vérifiée:

Définition 2.1.1 (condition de “réalisme”)

Vi, (UzHUz) = (V], UiH’Uj) . (22)
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En effetl'deux requétes d’'un méme type vont demander ’acceés aux mémes ressources
et sont donc concurrentes. La seule exception a cette regle est une requéte videl qui
correspond a une requéte ne demandant pas de ressourcel’et par conséquent ne peut étre
en concurrence avec aucune autre requetel'pas meme elle-méme.

Remarque 1 : Il n’est pas toujours nécessaire de supposer “réaliste” un systeme de
requétes afin d’en estimer le codébit. On gagne donc en généralité en considérant des
graphes non orientés quelconques. On peut par ailleurs remarquer que pour un graphe
G vérifiant la condition de réalismel'G \ {v,V(v) = 0} est réflexif. Les requétes vides
n’influencant pas la dynamique d’un systeme de requétesI'nous considérerons donc quand
ce sera nécessaire des graphes réflexifs.

On peut maintenant définir le codébit d’un systeme de requétes de la méme fa-
con qu'on l’a fait pour un systeme de ressources: on introduit cette fois des dateurs
{Ci(S,n) hi<i<nn>o tels que C;(S , n) représente la date de fin de traitement de I’ensemble
des requétes égales a v; figurant parmi les n premieres requétes de S. Par conventionl’
C;(0) = 0 pour tout . La dynamique présentée dans la partie 1.1 se traduit cette fois de
la fagon suivante:

) i 1+ m&ijvjev(vi) Cj (n) si S(n + ].) = Uy,
Ciln+1) = { Ci(n) sinon. (2:3)

On pose
C(S,n) € (Ci(S,n), - ,Cx(S,n)).

C;(S, n) représentant la date de fin de traitement de I’ensemble des requétes égales a v; et
figurant parmi les n premieres requétes de S I'la date de fin de traitement des n premieres
requetes de S est

hS,n) € |C(S,n)|w.

Ce qui nous amene a définir le codébit de S comme étant :

h(S
v(S) ¥ lim hS,n) si cette limite existe.
n—o0 n

Remarque 2 : On peut facilement vérifier par récurrence que pour tout v; tel que
V(v;) = 0 et tout nI'C;(n) = 0. h(n) peut donc se récrire

h(n) = max Ci(n).
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Remarque 3 : Sile graphe G associé a un systeme de requétes est une cliquel'autrement
dit si G = K, T'on vérifie facilement par récurrence que h(n) = n et donc que v = 1. Ce
résultat est tout a fait naturel: les requétes de S étant toutes concurrentesl elles sont
traitées au rythme de une par unité de temps.

2.14 Equivalence entre ces deux modeles

Nous montrons dans cette partie comment il est possible de faire se correspondre un
systeme de ressources et un systeme de requétesl'de telle facon que leurs codébits soient
les mémes.

Proposition 1 Soit S un systéme de ressources. On définit S', le systéeme de requétes
associé a S, comme suit :

Req(S') = Req(S),
s(8') = s(8),
G(S') = (Req(S"),E(S")) avec E(S") = |J {vi,v;}.

v;Nw; #£0

On notera TReq(S) le systeme S'. L’égalité suivante est alors vraie pour tout n :
h(S,n) = h(S’',n).

Preuve : Il suffit de démontrer que pour tout n et tout ¢

T;(S,n) = max C;(S’,n). (2.4)

JyTi €vj

La démonstration de cette égalité se fait par récurrence sur n. Celle-ci est en effet claire
pour n. = (. Supposons la vraie pour n. On pose s(n + 1) = v. On a donc

Ci(n+1) = Cy(n)sij#k,

Ci.in+1) = 1+ max C;(n).
i(n+1) G €V ) ()
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On va étudier deux cas:

— soit 7 tel que r; € v. On a alors

Ti(n+1) = Ti(n),

= max Cj(n),

= max Cj(n+1).

Jyri€v;
— soit maintenant i tel que r; € vy :

Ti(n+1) = 14+ max(T(n+ 1),jrg%%ck T;(n)),
(

= 1+ max(T(n+ 1), max max Cj(n)),

Jyri€vg Lrj vy

= 1+ max(T(n), max Ci(n)),

l,’UlGV('Uk-)
= Ck (n + 1),
= C:(n).
Jmax Cj(n)
On peut donc conclure que pour tout nl'hA(S,n) = h(S’,n). O

Corollaire 2.1.1 Soit S un systéme de ressources et S' le systéme TReq(S)' Le codébit
de 8’ est défini si et seulement si v(S) est lui méme défini et dans ce cas

Preuve : Immédiatel'd’apres la proposition précédente. O

Exemple 1 : La figure 2.1 montre un systeme de ressources S et le systeme de requétes
TReq(S) qui lui est associé. Les ressources de S sont présentées en colonne et ses requétes
en ligne. La case correspondant a une ressource et une requete données est noircie si et
seulement si cette requéete nécessite la ressource en question.

Remarque 1 : Il peut étre intéressant de présenter ici la démarche qui nous a amenés
a considérer des systemes de requétes. On a vu dans la partie précédente que la structure
logique d’un systeme de ressources peut étre représentée par un hypergraphe dont les
sommets correspondent aux ressources du systeme et les arétes aux requétes. Sur cet
hypergraphel'le comportement dynamique du systeme de ressources a la propriété que
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S TReq(S )

T1
T2

U1
v1

U2

v3
v U3

FiG. 2.1 — Un systeme de ressources S et le systeme de requétes qui lui est associé. Les
valeurs de s pour chaque systeme sont les mémes et peuvent étre quelconques.

le traitement d’une requéte ne modifie que les dateurs associés a une méme aréte (i.e.
requéte). Par ailleursT'ces dateurs prennent alors tous la méme valeur. Il est donc naturel
de regarder comment la dynamique du systeme de ressources se traduit sur ’hypergraphe
dual. Il ne reste alors plus qu’a constater que sur cet hypergraphe duall'seule la notion
d’exclusion est importante: étant donnés deux sommets du dual (i.e. deux requétes)'la
seule chose qui importe est de savoir si une aréte les relie (i.e. si elles sont concurrentes);
peu importel'en effetl'de savoir qu’elle est cette aréte (i.e. ressource). On peut donc se
ramener a I’étude du graphe représentatif ([Berge87|I'p. 30) de ’hypergraphe associé au
systeme de ressourcesl'c’est-a-dire au graphe d’exclusion du systeme de requétes associé
a notre systeme de ressources.

Montrons maintenant comment associer a un systeme de requéetes ST'un systeme de
ressources S’ qui ait le méme codébit. Ceci n’est possible que si S vérifie la condition de
réalisme 2.2. En effetI’dans un systeme de ressourcesI'une requéte non vide est nécessai-
rement concurrente avec elle-méme.

Proposition 2 Soit S un systéme de requétes, vérifiant la condition de réalisme 2.2,
défini par:

Req(S) = {vi(8),1<i< N},
G(§) = (Req(S),E(S)),
s(§) = {s(S,n) € Req(S),n >1}.

S’ est construit de la fagon suivante :

Res(S") = {ri; t.q. {vi,v;} € E(S),i < j},
Req(S') = {vi(8"),1 <i< N} avec v;(S") = Res(S") N Up{rik: Tk}
s(8") = s(8).

L’existence de v(S) (resp. v(S')) implique Uezistence de y(S") (resp. v(S)). Par ailleurs,
quand les codébits de S et §' sont définis, ils sont égaur. On notera TR,.(8S) le systeme
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de ressources S'.

Preuve : Il suffit de remarquer que TReq(TReS(S ))=S. O
Remarque 2 : On peut identifier v;(S) et v;(S’).

Exemple 2 : La figure 2.2 montre un systeme de requétes S et le systeme de ressources
TRes(S) qui lui est associé.

a ;o
- N oM
s & &
S TRes(S)

v1

%]

@ L 4 L 4 L ] v3

v1 V2 v3 V4

v4
FiG. 2.2 — Un systeme de requétes S et le systeme de ressources qui lui est associé. Les
valeurs de s sont les mémes pour chaque systeme et peuvent étre quelconques.

Remarque 3 : La définition de TR4(S) est moins naturelle que celle de TReq(S ). En
effetT"alors que la définition de G (TReq(S )) est relativement canoniquel'la construction

de Res(TReg(S)) est beaucoup plus arbitraire. La figure 2.3 montre I'exemple de trois
systemes : deux systemes de ressources S et S, et un systeme de requétes S tels que

S — TReq(S 1) — TReq(S 2),

et ol Sy = TReg(S) est beaucoup moins simple que S ;.

S Sy @ww<wmwnnnooeg S
£d2g Al G e A G AP N
U1 V1
v2 U2
v3 v3
V4 V4
U5 U5
Vg V6
vr U7

FiG. 2.3 — Deuz systemes de ressources S1 et Sy et un systeme de requéetes S tels que
S = TReq(Sl) = TReq(Sg) et 8y = Tpys(S). Les valeurs de s sont les mémes pour
chaque systeme et peuvent étre quelconques.

Définition 2.1.2 Pour un systeme de ressources S, on définit
def def
g(S) = g(TReq(S)) et Ci(Sa n) = Ci(TReq(S)a TL)
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On ne définira par contre pas de dateurs T;(S,n) pour un systéme de requétesI'étant
donné le caractere non canonique du systeme TR.q(S). Par ailleursI'pour un systeme
quelconquel

Définition 2.1.3

h(n) & min C;(n),

Coimy(n) &f Ci(n) si s(m) = ;.

Ces deux définitions nous seront utiles par la suite.

2.1.5 Equivalence avec un modele de files d’attente

Nous allons montrer qu’il est possible de voir les systemes de ressources présentés dans
la partie 2.1.2 comme des réseaux simples de files d’attente avec deux types de synchroni-
sations particulieres: des synchronisations de type arrivée-arrivée et des synchronisations
de type service-service. On pourra trouver une présentation des modeles de files d’attente
avec de telles contraintes de synchronisation dans [Baccelli et al.89]. Il est & noter que ce
sont précisément ces synchronisations qui rendent le modele difficile a traiter.

Etant donné un systeme de ressources S I'nous allons définir un réseau de files d’attente
F de dynamique équivalente a celle de S (voir la figure 2.4). Considérons donc K files
(K est le nombre de ressources de S). A chacune de ces files correspond un serveur de
capacité 1 et de temps de traitement déterministe égal a une unité de temps. Les arrivées
de clients dans F sont déduites des arrivées de requéetes dans S comme suit: a chaque
requéte v = {rq,,...,7q,} arrivant dans S correspond une arrivée de client de type v
dans chacune des files a;. Ces arrivées de clients se font de facon synchrone. On parle
donc de synchronisation de type arrivée-arrivée. On peut éventuellement se passer de ce
type de synchronisations en ajoutant au réseau une file d’attentel'en amont des K files
déja définiesI'qui soit reliée a un serveur de temps de traitement nul dont le seul but soit la
création des clients dans les files ad hoc. Afin de garantir que les clients issus d’'une méme
requéte seront servis en méme tempsl'il faut encore préciser quel'pour commencer son
exécutionl'un client de type v = {rqa,,...,7q,} attend que soit prét a étre servi un client
du méme type dans chacune des files ;!. Ces synchronisations sur les dates de début
de service des clients sont de type service-service. Il est maintenant possible de vérifier

1. I1 n’est pas nécessaire d’imposer que les clients soient issus de la méme requéte : cette contrainte est
garantie par les synchronisations arrivée-arrivée et par le fait que chaque file préserve 'ordre FIFO
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2.2 Récriture dans la pseudo-algébre (max, +)

que les dynamiques de S et F sont les mémes['simplement en vérifiant que deux clients
issus d’une méme requéte sont servis de facon synchrone dans F I'a la date a laquelle est
exécutée la requéte qui leur correspond dans S. Nous avons représenté sur la figure 2.4
les exécutions couplées d’un systeme de files d’attente et d’un systéme de ressources. Le
systeme de file d’attente est représenté a une date ¢ strictement comprise entre 0 et 1.
Il est a remarquer que les deux systemes sont saturésl'mais que 1’équivalence que nous
avons présentée est encore valable dans le cas de systéemes non saturés. Elle serait de
meéeme valable dans le cas de temps de services quelconques.

o

. requéte 1 I:' requéte 3

‘ 7
& requéte 2 % requéte 4 é requéte 5

Fi1G. 2.4 — Modéle de files d’attente équivalent a un systeme de ressources. Il y a 5 type
de requétes possibles dans S : vy = {ri}, vo = {r2}, vs = {rs}, vy = {r1,m} et vs =
{ry,r9,m3}. Celles-ci arrivent dans 'ordre vy, vy, v3, 9, Vs, v3, V4. Les différentes requétes
sont chacune représentée d’une couleur différente, la méme que celle des clients qui leur
correspondent. Les fleches en pointillés représentent des synchronisations de type service-
service entre clients issus d’une méme requéte. Le dessin de droite représente les dates
de service des requétes dans S. On trouvera plus de détails sur ce type de représentation
dans la partie 2.3.1.

2.2 Récriture dans la pseudo-algebre (max, +)

Nous commengons par présenter rapidement la pseudo-algeébre (max, +) dans la par-
tie 2.2.1. Nous montrons dans la partie 2.2.2 que les équations d’évolution des systemes de
ressources partagées peuvent s’interpréter comme des systemes (max, +)-linéaires. Enfin["
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Chapitre 2. Modélisation

la partie 2.2.3 montre I'application des résultats de (max,+) que 'on peut faire pour le
cas particulier des systemes de ressources partagées périodiques.

2.2.1 Présentation rapide de (max,+)

L’algeébre (max,+) est un outil puissant permettant de traiter un grand nombre de
modeles de systemes dynamiques sur un espace de temps discret. Pour la présenter suc-
cinctementI'nous dirons qu’elle correspond a une adaptation de 1’algebre linéaire classique
(sur IR™) dans laquelle 'opérateur de groupe “+” est remplacé par “max” (noté @) et
l'opérateur d’anneau “x” par “+” (noté ®). On n’a donc pas a proprement parler de
structure d’algebre. En effetl'il manque la structure de groupel’ “max” ne permettant
pas de définir I'inverse d’un élément. Cependant['les propriétés classiques d’associativité
et de distributivité étant préservéesI'on parle['par abus de langagel'd’algébre (max, +).
L’élément neutre de @ (absorbant de ®) est —ool'l’élément neutre de @ est 0.

Un des problemes les plus célebres qui se rameéne & un systéme linéaire dans (max, +)
est certainement le probleme de la recherche du plus long chemin dans un graphe valué.
En effetI'si on note p;; le poids de l'aréte allant de i vers j (p;; = —oo s’il n'y a pas
d’aréte) et P le poids du plus long chemin de taille n reliant 7 a jTon s’apercoit que

Pi?jJrl = mkaX(Pz?}k + pk,j)-

On reconnait la version “(max,+)” d’un produit matrice-vecteur dans ’algebre linéaire
classique.

De nombreux modelesTentre autres informatiquesTadmettent une écriture dans (max, +).
Ces modeles correspondent majoritairement a des systemes dynamiques régis par des
équations d’évolution dans lesquelles interviennent des synchronisations (d’ou le “max”)
et des traitements séquentiels (d’ou le “4”). Parmi ceux-cil'on peut citer les graphes d’évé-
nements temporisés [Baccelli et al.92a]l'les automates temporisés [Gaubert93]I'mais aussi
certains modeles d’économie [Yakovenko et al.92] ou de mécanique statistique [Griffiths90].
On pourra se rapporter a la these de Jean Mairesse [Mairesse95] pour une présentation
plus détaillée de tels exemples.

D’un point de vue qualitatifl’beaucoup de résultats existent déja dans (max,+). Ce
sont principalement des résultats assurant la convergence de tel systeme vers un régime

stationnaire. Les résultats quantitatifs sont par contre plus rares.

Nous allons maintenant détailler la facon dont les équations d’évolution des systemes
de ressources partagées que 1'on étudie se récrivent dans (max, +). Nous montrerons par
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2.2 Récriture dans la pseudo-algébre (max, +)

la suite les résultats qu’une telle reformulation apporte.

2.2.2 Récriture des équations d’évolution dans (max, +)

Pour un systeme de ressourcesl'si I’on pose

Vn—l—l — M(TL)@V”,
= MMn)®---®@M(0)®V,
hin+1) = |M(n)®---® M(0)|w,
. 1
7= lim —— M) @ ® MO,

1 si {r;,rj} Cs(n+1),
my. = 0 sii=jetr; &s(n+1),
—oo siiF#jet {r,r} ¢ s(n+1).

On peut donc voir v comme 'exposant de Lyapunov de la suite de matrices (M (n)),>ol"
par extension & (max,+) de la définition d’un exposant de Lyapunov dans les systémes
dynamiques classiques. On peut d’ores et déja constater que si la suite s est périodiquel’
la suite des matrices M (n) est périodique.

En ce qui concerne les dateurs C;(n) d’un systeme quelconquel’en posant cette fois-ci
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'équation d’évolution 2.3 se récrit Vi1 = M(n) ® V;, avec M(n) = (m};) définie de la
facon suivante :

1 sis(n+1) =v; et v; € V(v;),
mP;, = 40  sis(n+1)#ueti=j (2.5)
—o0  sinon.

On a h(n) = max; j(M(n—1)®---®@M(0));, et h(n) =min,(M(n—1)®---@ M(0) ®
Vo)i- De méme que précédemmentl’y peut étre vu comme 'exposant de Lyapunov de la
suite de matrices (M (n)),>o. Enfinl'on peut vérifier que si la suite s est périodiquel’alors
la suite des matrices M (n) lest aussi.

2.2.3 Résultats apportés par (max,+). Cas particulier des sys-
temes périodiques

Nous présentons dans cette partie certains des résultats que la théorie de I'algebre
(max, +) apporte a I’étude des systémes de ressources partagées. Ces résultats portent
principalement sur deux types de systemes fondamentalement différents: les systemes
périodiques (i.e. pour lesquels la suite s est périodique) et les systémes stochastiques
(i.e. pour lesquels la suite s est stochastique). Les résultats portant sur les systemes
stochastiques seront présentés dans la partie 3.1.2. Nous présentons par contre ici les
résultats portant sur les systemes périodiquesl’ceux-ci n’étant plus étudiés par la suite.

Définition 2.2.1 Un systéeme S est périodique s’il existe p € IN* tel que pour tout n,
s(n) = s(n + p).

On définit PI'sa périodel’comme le plus petit p vérifiant 1'assertion précédente. L’ap-
proche (max, +) permet de montrer que le codébit d’un systeme périodique est toujours
défini et de calculer ce codébit. En effetI'si on définit A = M(P —1)® ---® M(0) et A
la plus grande valeur propre de AT'on sait [Baccelli et al.92a] qu’il existe un entier M tel
que pour tout m > MTA™ = X ® A™. On en déduit que lim,_,o |A"|s/n = Al'ce qui
amene v = A/P. Des méthodes numériques sont proposées dans [Baccelli et al.92a] qui
permettent de calculer A. On pourra se rapporter a cet ouvrage pour une étude complete
des systemes périodiques.
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2.3 Processus induits

2.3 Processus induits

Nous présentons dans cette partie plusieurs notions importantes. La partie 2.3.1 est
consacrée a la présentation d’une représentation graphique de I’évolution d’un systeme
de ressources donné. Cette représentation permet une bonne intuition des phénomenes
sous-jacents dans les systemes de ressources partagées. Elle a initialement été introduite
dans [Brilman93] et [Brilman et al.95b]. La partie 2.3.2 présente de maniere formelle
quelques processus dont 'interprétation pourra se faire grace a la représentation graphique
exposée auparavant.

2.3.1 Représentation graphique

La dynamique d’un systeme de ressources saturé S peut étre représentée sur un inter-
valle de temps fini par des empilements de pieces de “T'étris” : il suffit d’imaginer un jeu
de TétrisI'Tet(S )I'sur K colonnesI'dans lequel la n-ieme piece est une piece de hauteur
1 occupant les colonnes correspondant aux ressources requises par la n-ieme requéte de
S. Il est alors clair que la hauteur a laquelle la n-ieme piece de Tet(S) tombe est égale
a la date de début d’exécution de la n-iéme requéte de S 2. Par ailleurs['la hauteur de la
i-eme colonne de Tet(S ) apres empilement des n premiéres piéces est égale a T;(S , n). Ces
deux résultats proviennent du fait que les équations d’évolution de S et de Tet(S) sont
les mémes. L'intéréet de cette remarque est qu’elle permet une représentation graphique
intuitive de la dynamique d’un systeme de ressources S. Bien que cette représentation
présente une certaine lourdeurl'elle permet des interprétations “naturelles” de résultats
plus abstraits. La figure 2.5 montre un exemple de systeme S et le Tétris Tet(S) qui lui
est associé. On montre sur cette figure comment 'empilement des pieces du Tétris permet
de retrouver les valeurs des dateurs de S.

2.3.2 Lignes et motifs

Nous présentons dans cette partie des définitions inspirées par la représentation en
“Tétris” d’un systeme de ressources. Ces définitions s’étendant naturellement a un systeme
de requétesI'nous ne ferons pas de distinction entre systemes de ressources et systemes de
requétes.

2. Le “joueur” est passif: il laisse les pieces tomber sans les déplacer
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S:

R,eS - {rla re, T3, T4}

Req = {v1 = {r1, 2}, v = {re, s}, v3 = {r3,ra},va = {rg,m1 },v5 = @}
s = (Ula U3, Us, U2, U3, U4, U2, V1, * * )

On voit directement sur Tet(S) que 77(8) =5 C1(8) =5
T5(8) =5 Cy(8) =4

Ty(8) = 4 Cy(8) = 3

Tet(S) : Ty(8) = 4 C4(8) = 4

Fia. 2.5 — Représentation d’un systeme de ressources par un Tétris.

Définition de la n-ieme ligne d’un systéme S

La n-ieme ligne d'un systeme S est ’ensemble des requétes de S qui sont traitées a
la méme date que la n-ieme requéte de S

Définition 2.3.1 S étant un systéme quelconque, on définit pour n > 1,
L(S,n) Y {v; t.q. Im >1,C(8,m) = Cyny(S,n)}.
On appelle L(S,n) la n-ieme ligne du systéme S. On notera |L(S,n)| son cardinal.

Remarque 1 : Il pourrait sembler plus naturel de définir la n-ieme ligne de S comme
I'ensemble des requétes traitées entre les dates (n—1) et n. Cependantl'une telle définition
serait moins facile a manipuler que celle que nous avons proposée.

Proposition 3 Pour tout n > 1,

bln) < Z T < o
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Preuve :

h(n)

2.3 Processus induits

Commencons par démontrer la premiere partie de cette proposition.

h(n)

2 Z

1=1 p<n,C, (p)
h(n)

1
_; card{p < n, Cy

»)(P)

Comme (¢ > 1) = (Cu) (1) > h(n))T

h(n)

h(n)

IN

v

b 1

=1 pgnzcs(p)(p):l | (p)| 7
1

p<n |L(p) |

h(n)

> L

=1

h(n) Z ]

i=1 p,Cypy(p)=ti C&I‘d{p, C15(1)) (p) = ’l},

=1 p,Capy (P)= card{p', Cs;)(p') = Cp) ()}
h(n) 1
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Définition de Ind(S)

On note Ind(S) l'ensemble des valeurs possibles d’une ligne de S. C’est donc un
sous-ensemble de P(Req(S)).

Définition 2.3.2 On définit Ind(S) par:

def

Ind(8) = {I € P(Req(8))\ D t.q. V(v,v') € I*,V(v) # 0 et (v # v = v|[v))}.

Cette définition implique que Ind(S) correspond a ’ensemble des stables ([Berge83|T’
p. 260) non vides de G(S).

Définition d’un motif

C’est dans [Mairesse93b] que I’on trouve pour la premiére fois la notion de motif. Nous
employons ici un abus de langage: par “motif”['il faut entendre “motif synchronisant”.
En effetI'un motif de S est une suite de requétes qui synchronise I’ensemble des dateurs
de S (que S soit un systéme de ressources ou un systeme de requétes).

Définition 2.3.3 Un suite finie M = (Vay, " Vo, 15 Vams Va1 " * » Vay) de Tequétes de
S est un motif de S si et seulement si

(Vi € [1.m — 1], v, Lvq,,,) et (Vv € Req(S) Fi € [1..m] t.q. vLlv,,).

On peut remarquer que tout systeme S admet un motif. En effetI’S étant connexel’
G est connexe; et doncl'un chemin couvrant de G (aller-retour) est un motif de S. Nous
allons maintenant énoncer une proposition qui justifie le fait de considérer de tels motifs.

Proposition 4 (propriété de perte de mémoire des motifs) Soit S, et S deux sys-
temes tels que Req(S1) = Req(S2) et G(S1) = G(S2). Soit

M= (Uala"' y Vam—1>Vans Yam_1y """ 7U0¢1)
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un motif de §1 et §o. On suppose qu’il existe sy, sy deux suites finies de requétes et S
une suite infinie de requétes telles que

$(81) = s1Msy et s(S2) = s9Msy.
On définit ny = |s1]| + m et ny = |so| + m. Pour tout n > 1,
L(.S’l,nl + TL) = L(SQ,TLQ + TL)

Ce résultat signifie que la dynamique d’un systeme apres I’arrivée d’un motif ne dépend
pas des requétes arrivées avant ce motif.

Preuve : Il suffit de montrer que pour tout n > 1I"
CS(S 1,n1+n)(s 1,1+ TL) - h(S 1 nl) = 05(52,n2+n)(s 2, N2 + TL) - h(S 2, n2)‘
On peut tout d’abord remarquer que

h’(slanl) - C’s(sl,nl)(slanl)a
h(S 2, nz) = Cs(S 2,n2)(s 2, n2);

puisque

Cs n S ) > C S ) )
(s1m)(S1,m1) > Uj€U1g§a:fV(vai) i(S1,m)
Z maXC'j(Sl,nl),
J
C S > C;(S
5(52,n2)( 27n2) = Ujeulglgafv(vai) J( 27n2)7
>

max CJ(S 2, TLQ).
J

Par ailleursI'pour n < m — 1I'
C15(S 1,n1+n)(s 1,1+ TL) =1+ C15(S 1,n1+n71)(s LN +n— 1)7

et donc I’égalité est vraie pour n < m — 1. Pour n > ml'elle se démontre par récurrence a
partir des équations d’évolutionl'en utilisant le fait que pour tout vl existe :I'l < ¢ < mI’
tel que v_Lwv,,. O

37



Chapitre 2. Modélisation

38



Chapitre 3

Systemes indépendants

Nous étudions dans ce chapitre une classe particuliere de systemes de ressources par-
tagéesl'les systemes indépendants. De facon informelle['un systeéme est dit indépendant si
le processus des requéetes s correspond a une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées. Nous présentons cette définition de maniere plus formelle dans
la partie 3.1. Les parties suivantes sont consacrées a diverses approches possibles pour
I’étude des systemes indépendants. La partie 3.2 présente une approche naturelle qui
consiste a quotienter I'espace d’états des dateurs associés a un systeme donné. L’espace
quotient est 1’équivalent de l’espace projectif dans (max,+). Une tres jolie présentation
des espaces projectifs en dimension 2 et 3 dans (max,+) se trouve dans [Mairesse93a].
Notre approche permet notamment une étude exacte des systemes ne comportant que
deux ressources. La partie 3.3 met en relation v et ce qu’on appelle la “ligne asymptoti-
que” d’un systeme donné. La partie 3.4 présente un théoreme de composition qui permet
de ramener 1’étude de certains systemes a I’étude de systemes plus petits. Nous donnons
en application le calcul exact du codébit pour un ensemble particulier de systemes. Dans
la partie 3.5I'nous étudions v d'un point de vue analytiquel'ce qui nous permet de res-
treindre la classe des systemes intéressants a étudier aux seuls systemes dans lesquels
chaque requéte possible a la méme probabilité de tirage. De tels systemes sont dits uni-
formes. La partie 3.6 leur est consacrée. On montre par ailleurs comment les résultats
portant sur les systemes uniformes se traduisent pour des systémes non uniformes.

3.1 Présentation des systemes indépendants

Dans la partie 3.1.1 nous présentons tres brievement les notions de systemes stochas-
tiques et de systemes ergodiques. De tels systemes ont déja été étudiés d’'un point de vue
qualitatif mais tres peu d’un point de vue quantitatif. En effetI'leur définition se préte
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mal a cette deuxieme approche. Nous introduisons donc par la suite la notion de systemes
indépendants. Ces systemesl'de par leur définitionI'permettent en effet une approche quan-
titative de leur étude. La partie 3.1.2 présente quelques résultats apportés par (max, +) a
I’étude des systemes indépendants. Ces résultats sont de deux types: on commencera par
présenter des résultats qualitatifs apreés quoi nous exposerons des méthodes générales (i.e.
valable dans (max, +)) de recherche de bornes pour «. Dans la partie 3.1.3 nous exposons
succinctement le probléeme de la simulation de systemes indépendants.

3.1.1 Définitions

Définition 3.1.1 Un systeme S est dit stochastique si le processus des requétes succes-
sives de S est stochastique.

Définition 3.1.2 Un systeme stochastique S est dit ergodique si le processus des requétes
successives de S est ergodique.

Théoreme 1 57 S est un systeme ergodique,

(%)

converge presque surement et dans L1 vers une valeur réelle quand n tend vers l’infini.

Ce théoreme peut étre vu comme un cas particulier de plusieurs théoremes différents que
I'on pourra notamment trouver dans [Baccelli et al.92a] ou [Vincent93]. On définit donc

Définition 3.1.3 Pour un systéeme stochastique S, non nécessairement ergodique,

ef .. IER(S, . o .
v(S) X im Bh(S,n) si cette limite existe.

n—o0 n

v(S ) peut donc étre défini pour des systémes stochastiques non nécessairement ergodiques.
Nous verrons par la suite que cette définition nous permettra de calculer le codébit de
certains systémes sans avoir a prouver que ceux-ci sont ergodiques. Nous introduisons
maintenant la notion de systeme indépendant.

Définition 3.1.4 Un systeme S est dit indépendant si la suite des requétes de S est une

suite de wvariables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées a valeurs dans
Req(S).
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Un systeme indépendant est donc la donnée d’une structure logique et d’un vecteur de
probabilité p = (p1,--- ,py)I'N étant le nombre de requétes différentes dans le systeme
et p; la probabilité de tirage de la requéte v;. On définit v(G, p) comme étant le codébit
d’un systeme indépendant dont la structure logique est donnée par G et la distribution
générique d’une requéte par p. On utilisera parfois la notation suivante :

P(v) = P(s(S,1) = ).

Le but de cette these est donc ’évaluation de v(G,p) pour G et p donnés. Il y a
peu d’approches connuesl’autres que la simulationl'permettant actuellement d’approcher
(G, p). Des méthodes permettant 1’obtention de bornes ont toutefois été dégagées dans
le cadre de I’étude des réseaux de Petri stochastiques et plus généralement dans le cadre
de (max, +). Nous présentons ces méthodes dans la partie suivante. La simulation['quant
a ellel'présente deux inconvénients majeurs: pour un graphe G trop grandlelle peut étre
trop longue a converger. Nous revenons sur ce point dans la partie 3.1.3. Par ailleursl'elle
ne permet pas de dégager de comportements globaux de la fonction ~: un résultat de
simulation pour (Gy, p,) donné ne permettra pas de prédire le résultat d’une simulation
pour (G, p;). Notre approche se résumera donc en trois points: lorsque nous le pourronsI’
nous essayerons de trouver une expression exacte de v(G, p). On verra que ceci est un cas
assez peu fréquent. D’un point de vue plus générall'nous dégagerons quelques propriétés
analytiques de v. Nous verrons comment ces propriétés peuvent s’interpréter “physique-
ment” et ainsi permettre de mieux comprendre la dynamique des systemes de ressources
partagées que I’on modélise. Enfin'par le biais d’approches différentesI'nous proposerons
des bornes pour v dont nous étudierons la qualité.

Remarque 1 : Pour les systemes indépendantsI'I’hypothése de connexité présentée dans
la partie 1.1 se traduit de la fagon suivante:

Un systéme indépendant représenté par un couple (G, p) est dit connexe si et seulement
si le graphe G\ {v t.q. P(v) =0} est conneze.

Dans la suite de cette thesel'les systemes indépendants considérés seront implicitement
Supposés connexes a moins que le contraire ne soit précisé.

3.1.2 Résultats apportés par (max, +) aux systémes stochastiques

On a vu dans la partie 2.2.2 que la suite des requétes d’un systeme de requétes S
définit une suite de matrices { M (n)},>0. A chaque type de requéte dans S correspond une
valeur possible de M (n). M(n) peut donc prendre N valeurs différentes: M, ..., MyI'M,
étant la matrice associée au type de requetes v,. Pour un systeme de ressources partagées
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stochastiquel'I’étude de v peut donc étre ramenée a 1’étude de
1 : . )
Y{My}nso) = lim —|[M(n) ® --- ® M(0)| si cette limite existe.
- n—oo n,
Dans le cas d’un systeme indépendantl’on se ramene a 1’étude de

(M) = lim ~|M(n)® - © M(0)]

n—oo n,

ol les matrices M (n) sont indépendantes et identiquement distribuées avec M (0) = M.

C’est cette traduction dans (max, +) qui permetI'par exemplel'de garantir que v est
défini pour tout systeme de ressources partagées ergodique (th. 1). Plus généralementI'les
résultats portant sur les produits de matrices stochastiques dans (max, +) vont amener des
résultats sur les systemes de ressources partagées stochastiques. La réciproque n’est pas
vraie: il n’est pas possible d’associer a toute suite de matrices stochastiques un systeme
de ressources partagées stochastique. En effetl'les matrices représentant les requétes d’un
systeme de ressources partagées ont une forme bien particuliere.

Nous allons dans un premier temps présenter les résultats qualitatifs apportés par
(max, +) aux systemes de ressources partagées stochastiques. Ces résultats seront présen-
tés dans le formalisme des systemes de ressources partagées et dans un cadre beaucoup
plus restreint que celui dans lequel ils ont été prouvés. Cependantl'ils seront suffisants
pour la suite de cette these.

Dans un deuxieme tempsl'nous présenterons quelques méthodes permettant 1’obten-
tion de bornes pour y({M, },>0) ou y(M). Ces méthodes s’appliquant a (max, +)elles
sont susceptibles de s’appliquer a I’étude des systemes de ressources partagées. Nous dis-

cuterons donc de leur applicabilité.

Résultats qualitatifs apportés par (max, +)

Proposition 5 Pour un systéeme de ressources partagées indépendant, il existe une va-
riable aléatoire A telle que la suite {h(n) — h(n)},>o converge en loi vers A.

Preuve : On trouvera la démonstration de ce résultat dans [Mairesse93b| (th. 5.1)'une
fois remarqué que si (v, - .., Va,, ) est un motifTalors la matrice My, ® -+ - @ M,, ® M; ®
- ® My est scsl — cycl. O

Proposition 6 FA < oc.
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3.1 Présentation des systémes indépendants

Preuve : Ce résultat provient du fait que les coefficients des matrices sont bornés supé-
rieurement. O

Proposition 7 Pour un systéme de ressources partagées indépendant, {h(n)/n},>1 converge
presque surement et dans Ly vers .

Preuve : Immédiatel'd’apres les propositions précédentes. O

Ces résultats ne sont pas les seuls résultats qualitatifs apportés par (max, +). Cepen-
dantl'ils nous suffiront dans le cadre de cette these.

uelques méthodes permettant 1’obtention de bornes dans (max, +
Quel sthod ttant ’obtention de b d

Nous exposons maintenant quelques méthodes générales permettant ’obtention de
bornes pour y({My}n>0) ou 7(M). Certaines de ces méthodes ont été développées pour
I'étude des réseaux de Petri stochastiques [Baccelli et al.92b] et ne s’appliquent qu’a cer-
tains type de matrices ne correspondant pas nécessairement aux matrices des systemes de
ressources partagées. Bien que nous présentions ces méthodes indépendamment les unes
des autresI'il est clair qu’elles sont le plus souvent utilisées conjointement.

Ordres stochastiques: Une premiere méthode est basée sur la notion d’ordre stochastique.
Un ordre stochastique est un ordre (partiel) sur les variables aléatoires a valeurs dans R".
Deux de ces ordres sont particulierement intéressants dans (max, +) : 'ordre <y et I’ordre
<jex- Ils sont définis par:

X <4 Y ssi pour toute fonction f croissantelTEf(X) < Ef(Y).
X <z Y ssi pour toute fonction f croissante convexellE f(X) < IEf(Y).

Ces ordres présentent les propriétés suivantes :

1. Pour toute fonction f croissantel’
X <qY = f(X) <qa f(Y).
2. Pour toute fonction f croissante convexe
X Siee Y = f(X) Siee [(Y).
3. Si X' et Y’ sont indépendantes de X et Y respectivementl’
X<,V X'<,Y == X+X' <4Y+Y',
X<, X' <V == X+X' <Y +Y.
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Chapitre 3. Systemes indépendants
En particulier['les fonctions max et + étant croissantes et convexesl’

Vn M(n) <4 M'(n)

(n)®---@M(0) <q M'(n)®---®@M(0),
Vn M(n) <iee M'(n) < "(n) ® -

= M .-
= Mn)®- - M(0) <ie M'(n) @ M'(0).
On remarque donc que

Vn, M(n) <g M'(n) = y({M(n)}n>o)
Vn, M(n) <iex M'(n) = y({M(n)}n>o)

Bien que la premiere de ces implications découle de la secondel'elles amenent chacune
des bornes différentes. L’équation 3.2 ameéne essentiellement des résultats de type “com-
paraison entre coefficients aléatoires et constants”. Par exemplel'en utilisant le fait que
[EX <. XTelle permet de minorer le codébit d’un systeme de ressources partagées dans
lequel chaque requéte v prend les ressources dont elle a besoin pendant un temps aléatoire
T, par le codébit d’un systeme de ressources partagées de méeéme structure logique dans
lequel chaque requéte v prend les ressources dont elle a besoin pendant un temps constant
égal a IET,.

L’équation 3.1 est plutot utilisée en associantI'a une suite {M(n)},>ol'une deuxieme
suite {M'(n)},>0 dont on sait calculer le v et qui minore (ou majore) la suite {M(n)},>0
terme a terme. On dira que {M'(n)},>o minore (ou majore) trajectoriellement { M (n)},>o-
Ceci se fait généralement par construction d’un couplage dont on sait qu’il va induire un
ordre <. Un tel couplagel'en termes de réseaux de Petril’peut consister a sur-synchroniser
le réseau (et donc a “augmenter” certaines matrices). En termes de systémes de ressources
partagéesIil peut consister a remplacer certaines requétes par des requétes vides (et doncl’
a “diminuer” certaines matrices).

Association: Une deuxieme méthode générale est basée sur la notion d’association de

variables aléatoires. Des variables aléatoires Xi,..., X, sont dites associées si et seule-
ment si pour toutes fonctions f et g croissantes a valeurs réellesl’

E[f(X,...,Xn)g(Xy,.... X)) > Ef(Xq,..., X,)Eg(Xy, ..., X,).

En particulierl'les variables aléatoires Xi,..., X, sont associées si elles sont fonctions
croissantes de variables aléatoires indépendantes. Si Xy, ..., X,, sont associées'on peut
remarquer que

P(max X; <a) > [[P(X; <a).

44



3.1 Présentation des systémes indépendants

Cette inégalité permet de décorréler des variables tout en ayant la possibilité de comparer
les maximums de ces variables dans leurs versions dépendantes et indépendantes. Une fois
remarqué que

n—1

h(n) = max Z m;i;ji+1 ’

JO!JI)"']TLEl-.N o

on peut par exemplel'sous réserve que les variables 77} m;"i,jm sont associéesI'minorer
la quantité P(h(n) < n«) par un produit de termes plus simples. Cette méthodel utilisée
en conjonction avec des grandes déviationsest appliquée dans [Baccelli et al.91] afin de
donner une borne supérieure pour le temps de cycle de réseaux de Petri stochastiques. En
effetI’les matrices correspondant aux réseaux de Petri présentent cette propriété d’asso-
ciation: les coefficients d’'une méme matrice sont associés. Les matrices représentant les
systemes de requétes ne présentent par contre pas cette propriété d’association; quant aux
matrices des systemes de ressourcesl'cela n’est généralement pas le cas non plus. Il semble

donc difficile d’appliquer cette technique au cas que nous avons étudié.

Grandes déviations: Nous venons de parler de grandes déviations. Ces techniques inter-
viennent aussi dans les calcul de bornes en (max, +). Le principe des grandes déviations est
de majorer les queues de distributions de variables aléatoires. On vient d’en voir une appli-
cation dans ’exemple ci-dessus. Plus généralementl'un domaine d’application des grandes
déviations est I’étude du processus des dateurs d’un systeme indépendant vu comme un
processus de branchement. On a alors des résultats sur le comportement asymptotique de
ce processusl'ou sur le comportement asymptotique d’un processus majorant (on retrouve
la notion de bornes stochastiques). Une borne supérieure pour (M) sous I'hypotheése que
—o0 < IEmj; < oo pour tout couple (i,7) est présentée dans [Glasserman et al.95]. Dans
un cadre proche de celui de cette theésel’ Vincent Dumas obtient [Dumas| que pour un
graphe G de degré constant d et de taille N

1d+1 d+1
— ~216————
2c N N

v(G, (1/N,...,1/N)) <
avec ¢ = sup{z < 1, In(2z) < z — 1}.
Les bornes que nous présentons dans cette these sont essentiellement basées sur des

techniques de comparaison stochastiquel'a ’exception de la borne présentée dans la par-
tie 3.6.1 qui provient de techniques plus proches des grandes déviations.
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Chapitre 3. Systemes indépendants

3.1.3 Simulation de systemes indépendants

Un moyen simple d’obtenir une valeur approchée de v pour un systeme indépendant
est la simulation. Celle-ci est de type équationnel : ’état du systeme a un instant donné
est entierement déterminé par les valeurs de ses dateurs a cet instant. Par ailleursI'son
évolution est entierement déterminée par les équations d’évolution. On se contente donc
de faire une suite de tirages de requétes et d’en déduire la suite des valeurs des dateurs.
Une simulation permet donc de produire une réalisation de la suite {h(n)/n},>;. La
convergence presque sire de cette suite vers v implique qu’en “attendant suffisamment”
la valeur courante de h(n)/n sera “tres proche” de .

La difficulté consiste a préciser ce qu’on entend par “tres proche” : quelle est I'erreur
induite par la simulation? Peut-on donner un intervalle de confiance pour v apres une
simulation? La réponse théorique a cette question est “oui”. En effetI'on verra dans la
partie 3.2.3 que la suite {(h(n) — nvy)/\/n}n>1 converge vers une loi normale d’espérance
0 et de variance o2. Le probléme réside dans l'estimation de o2. En effetT']’expression de
cette quantité n’est pas simple. Il est possible de la majorer de fagon brutale (on reviendra
sur ce point dans la partie 3.2.3)['mais en pratiquel'une telle majoration est bien trop
excessive. Pour cette raisonl'on obtient un intervalle de confiance par trop pessimiste.
Nous allons donc présenter une autre facon de procéder. C’est cette méthode que nous
avons implémentée afin d’obtenir les valeurs simulées de v qui sont données dans cette
these.

La méthode de simulation que nous avons employée est basée sur les deux propositions
suivantes :

Proposition 8 Pour tout n,

Proposition 9 Il existe § une constante positive telle que

lim [Eh(n) — IEh(n) = 4.

n—00

La premiere proposition est une conséquence directe de la sous-additivité de la suite
{h(n)/n},>1 et de la sur-additivité de la suite {h(n)/n},>1 [Vincent93]. La deuxieme
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3.2 Espace projectif

proposition est une conséquence des propositions 5 et 6. Afin d’estimer v pour un systeme
donné on procede donc de la facon suivante :

— On choisit ng de telle fagon que 6 /ng soit suffisamment faible. Comme on ne connait
pas la valeur de 0I'on procede par essais successifs. En pratiquel’pour de petits
systémesI'si I’on cherche & avoir une précision de 102 sur yI'prendre ng égal a 1000
ou 10000 conviendra parfaitement.

— On estime oy (resp. gy) la variance de h(ng)/ng (resp. h(ng)/ny). En pratiquel’on
réalise suffisamment de tirages indépendants des variables h(ng)/ng et h(ng)/no pour
que les variances empiriques se stabilisent.

— On réalise n; tirages indépendants des variables h(ng)/ng et h(ng)/ne afin d’ob-
tenir un estimateur o (resp. v,) de h(ng)/ng (vesp. h(ng)/ng). On aura alors par
exemple [Ross91]

0o

NG

Op
—297T—/— <~ < 2.97
Yo N Y=< Y +

avec probabilité 0.997. En pratiquel'le choix de n; se fait donc en fonction de la
précision souhaitée pour 7.

L’étape la plus longue de ce procédé de simulation est en fait ’étape de stabilisation des
variances empiriques. En pratiquel’a ’exception des résultats de la partie 4.2I'les valeurs
simulées de v que 'on présente dans cette these correspondent a de petits systemes. Il
était donc possible d’obtenir une précision sur v meilleure que 10 2. Ainsil'en ’absence de
précisionlla notation “y = 2”7 pour un résultat de simulation devra se lire “|y—z| < 5107°
avec probabilité 0.997”. De memel'les valeurs numériques des bornes présentées sont
implicitement données avec une précision de 5 1073,

3.2 Espace projectif

Cette partie propose une premiere approche du calcul de 7 basée sur la notion d’espace
projectif.
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Chapitre 3. Systemes indépendants

3.2.1 Une remarque simple

Pour un systeme stochastique quelconquel’

A LS (e + 1) - h(),
ln—l

=~ P(h(k+1) ~ h(k) = 1).

En définissant (S, n) incrément moyen de h(S,n):

Définition 3.2.1 Pour un systeme stochastique S,

1(S,n) Y P(h(S,n+1)—h(S,n)=1).

On peut tirer de cette reformulation la proposition suivante :

Proposition 10 Soit S un systéme stochastique tel que 1(S,n) converge quand n tend
vers Uinfini. Alors, (S) est défini et est égal

v(S) = lim I(S,n).

n— 00

Preuve : Immédiatel'd’apres le théoreme de Cesaro. O

3.2.2 Chaines de Markov M(Res,S) et M(Req,S)
Soit S un systéme de ressources. On définit M°(Res, S) la chaine de Markov suivante :

— les états de M°(Res, S) sont les valeurs possibles du vecteur T'(S,n) pour tous les
n. Etant donné un sommet 2 de M°(Res,S)['on note T'(x) le vecteur qui lui est
associé.

— On a une transition avec probabilité o de x vers 2’ si et seulement si

P(T(n+1)=T(2")|T(n) = T(x)) = « pour tout n.
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3.2 Espace projectif

Si on note z{ le sommet de M°(Res, S) associé & T'(0) et X? le sommet atteint apres n
transitions en partant de z)lon a

In)= >  PX,=2)(v),
zeMO(Res,s)

ou

I(x) = P(h(n+1)—nh(n)=
= Z P(v)P(h(n +
veReq(s)

|X0 = 1),

n

1
1) —h(n) =1X) =z As(n+1) =v). (3.3)

La chaine M°(Res, S) n’admet pasI'par construction['de mesure stationnaire. Nous allons
cependant montrer qu’il est possible de construire un processus (X, ),>¢ sur une chaine
M (Res, S ) admettant une mesure stationnaire de telle fagon que (S ) s’exprime en fonc-
tion de cette mesure stationnaire. Le processus (X,,),>0 est tout simplement la projection
de (X?),>0 sur l'espace projectif IPIN® [Mairesse93a]. Soit R la relation d’équivalence
suivante sur les sommets de M°(Res, S ):

zRa" si et seulement si I t.q. T(z) = T(z") + (A, -+, A).

Deux choses sont claires a propos de R. D’une partI'l’expression 3.3 donne
TRz = I(x) = I(2').

D’autre partD’
(2R YRy, v = y) = (' —a ).

On peut donc définir M(Res, S) le quotient de M°(Res,S) par R :
M(Res,S) = M°(Res,S)/R.

Si on note maintenant z, le sommet de M(Res, S) associé a T'(0) et X,, le sommet atteint
apres n transitions en partant de zp dans M(Res, S) (X, est donc le projeté par R de
X%9Ton a

I(n) = > P(X,=x)(z).

zeM(Res,s)
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Proposition 11 Si S est tel que pour tout r € Res(S) il existe v € Req(S) tel quer € v,
alors la chaine de Markov M(Res, S) admet une unique mesure stationnaire.

Preuve : M(Res,S) est homogene par construction. Il suffit de montrer qu’il existe un
sommet 2z de M(Res, S )['un réel « strictement positif et un entier ¢ tels que

P(Xt = .ZUR|X0 = .ZU)
P(Xt+1 = .’L‘R|X0 = .’L‘)

> « pour tout z,
> « pour tout x.

Ces conditions sont en effet suffisantes pour garantir ’existence d’une unique mesure
stationnaire pour M(Res,S) (voir par exemple [Asmussen87|I'Chapitre 6). Les vérifier
est immédiat une fois constaté que si l'on considere M = (va,,- - , U, ) un motif de ST
la propriété de perte de mémoire des motifs implique que la fonction

r = 2r(2) = (Tpyman|(@n =) As(n+1),--- ;s(n+m+ N) = M,vy,--- ,vy)

est constante égale a xg(x¢). Il suffit donc de prendre

TR = .’L‘R(.’L‘O),
m N
a = HP(vai)HP(vi),
i=1 i=1
t = m+ N.

(I
Remarque 1 : La condition que toute ressource soit requise par au moins un type
de requéte est naturelle. Si jamais elle n’est pas vérifiéel'il suffit de ne plus considérer
les ressources inutilisées (qui n’ont aucune influence sur la dynamique du systéme) pour

qu’elle le soit.

Si on note 1, Reg ) 1a mesure stationnaire de M (Res, S )I'on obtient

nlgglo I(n) = Z NM(Resys)(l‘)I(l‘)a
zeM(Res,s)

et donc d’apres la Proposition 10

8) = Y. HyRess)@)(2). (3.4)
zeM(Res,s)
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Remarque 2 : Les termes dont I’évaluation pose probleme dans cette formule sont les
Fpaq(Res S)(x). En effetI'pour tout xI'I(x) se calcule aisément a partir de

I(z) = P(h(n+1)—h(n) =1z, =x),
= Y PPMn+1)—h(n) =1z, =zAs(n+1)=0).
veReq(s)

Remarque 3 : Pour un systeme indépendant S T'on peut définir M(Req, S) sur le méme
principe. Sans redétailler toutes les étapes de la construction de cette chaine['donnons-en
tout de méme les principaux points:

— On construit M°(Req, S). Les sommets de M°(Req, S) correspondent aux valeurs
possibles du vecteur C(S,n) pour toutes les valeurs de n et les transitions de
MO (Req, S) représentent les probabilités d’évolution de ces vecteurs;

— On définit R comme précédemment et M(Req, S) le quotient de M°(Req,S) par
R;

— On pose I(xz) = P(h(n+ 1) — h(n) = 1|z, = z).

On obtient alors 'expression suivante pour (S ):

v8)=" X HuyReqs) @ (@).
zeM(Req,s)

Nous ne détaillons pas plus cette deuxieme reformulation de 7. Elle se prouve sur
le méme principe que ’équation 3.4. Les deux expressions que nous venons de donnerl’
sauf cas particulierl'se contentent de déplacer la difficulté intrinseque du calcul de . On
verra cependant dans la partie 3.2.4 une application de la premiere formule permettant
un calcul exact de v pour tout systeme basé sur deux ressources. Dans la partie 3.2.50
nous verrons comment “tronquer” la chaine M(Res, S) afin de majorer v(S).

ol



Chapitre 3. Systemes indépendants

3.2.3 Un théoréme central limite

Nous montrons dans cette partie comment la chaine M(Req, S) permet d’énoncer un
théoreme central limite pour les suites {h(n)/n},>1 et {h(n)/n},>1.

Théoréme 2 Il existe une constante positive ou nulle o telle que

N0, 0%) et MT;M L N(0,0%).

h(n) —ny

NG

Par convention, on note N (0,0) une loi ayant toute sa masse en 0.

Ce théoreme a déja été énoncé dans un cadre (max, +) pour le cas des matrices de taille
2 a coefficients positifs [Resing et al.90]. Les auteurs précisent que leur démonstration se
généralise sans difficulté autre que celle des notations a des matrices de taille quelconque et
quel'par ailleursIT’hypothese de “positivité” des matrices pourrait étre levée en y ajoutant
une hypothese de connexité (cette hypothese correspond en fait a ’hypotheése de connexité
que nous avons faite sur les systémes que nous considérons). Leur démonstration s’appuie
sur un théoreme central limite pour les processus J— X présenté dans [Obrien74]. Nous
allons donc montrer comment ce théoreme s’applique au cas qui nous intéresse. Nous
commencons donc par le rappeler. Les notations ont été adaptées afin de correspondre a
celles de cette these.

Théoréeme 3 Soit {X,},>0 une chaine de Markov irréductible, apériodique et positive
récurrente sur un espace d’états au plus dénombrable. Soit { H, },>1 une suite de variables
aléatoires réelles telles que

P(Xn = j) Hn S .’L’|X0,H1,X1, .. 'JHn—laXn—l — Z)
= P(Xp = j, Hy < 2| Xn_1 = 19).

On dit que le processus {X,,, H,} est un processus J—X. Soit {Y,,, K,,} la version station-
naire de {X,, H,}. On suppose qu’il existe § > 0 et g une fonction définie sur IN telle
que

1. limg g(k) =0,

2 A€ By, Jn) }:>|P(AOB)—P(A)P(B)| < (k)

B € B(Juyks1, Intkr2, ) o
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)
3. Y rg(k)™ < oc.
Enfin, on suppose que IE|K,|**° < co. Sous ces hypothéses, la quantité

0'2 = COU(Kl, Kl) + 22 OO’U(Kl,Ki)

i>2
est définie et positive et si 02 # 0 alors 0 < 0% < oo et

Hy+---+ H, —nlEK,
ovn

— N(0,1).

Ce théoreme s’applique maintenant de la facon suivante : on prend comme processus X, le

processus défini sur la chaine M(Req, S) et H,, = h(n)—h(n—1). La donnée de X, et X,, ;

permet de déterminer s(n) et donc H,. Le processus {X,,, H,,} est donc un processus J—XT'
la chaine M(Req, S) étant apériodiquel'irréductible et positive récurrente. On consideére

{Y,, K,} la version stationnaire de {X,,, H,}. Ce processus étant stationnairel' K,, suit

une loi de Bernoulli de parameétre . Nous allons maintenant, construire g(k). Pour celal’
on note comme précédemment M un motifl'm la taille de ce motif. On introduit

pv = P((s(1),...,s(m)) = M)

la probabilité qu’un tirage de m requétes successives constitue un motif M. Pour A €
B(Ji,...,Jn) et B € B(Jyiks1, Jnikro, - - )Tla propriété de perte de mémoire des motifs
implique que les événements A et B sont indépendants pour peu que soit apparu un motif
parmi les requétes (n+ 1) a (n+ k). On note Ej un tel événement et p(k) sa probabilitél’
on a

1—p(k) < (1 —pM)WmJ.
On a donc

P(ANB) = P(ANB|Ey)p(k) + P(AN B|=Ey)(1 - p(k))
P(A)p(B)p(k) + P(AN B|=E,)(1 - p(k))

P(A)P(B)p(k) < P(AUB) < P(A)p(B)p(k) + (1 — p(k))
P(A)P(B)(p(k) —1) < P(ANB)—-P(A)P(B) <(1-P(A)P(B))(1-pk))
|P(AUB) — P(A)P(B)| <1-p(k)
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Chapitre 3. Systemes indépendants

k/m| En choisissant maintenant par exemple § = 1T

On peut donc prendre g(k) = (1 —pa)!
on a Zg(k)% < oo et [E|K;|]? < ool'ce qui implique que o2 est défini. Pour peu que o2
soit non nul on peut donc appliquer le théoréme. Le cas 02 = 0 ne pose pas de probleéme.
En effet['si on définit 02 = Var(Ky + --- + K,,_1)T'il est prouvé dans [Ibragimov62] que
02 = o*n(1 + o(1)). En particulier 0 = 0 implique que Var(Kq + -+ + K,_;) = 0 pour
tout n et donc Var(h(n)) = 0 pour tout n. On retrouve le théoreme.

Maintenant que nous avons prouvé celui-ci pour la suite {h(n)/n},>1Ile prouver pour
{h(n)/n},>1 est immédiat une fois rappelé que {h(n) — h(n)},>o converge en loi vers une
loi de probabilité d’espérance finie (voir partie 3.1.2).

Remarque 1 : On peut majorer o2 en utilisant le fait que les variables K; et K; sont
indépendantes pour peu que soit apparu un motif parmi les requétes 2 a « — 1['ce qui
implique que IE(K K;|E;_) = 0. On obtient alors

0'2 = COV(Kl, Kl) + QZCOV(Kl, Kz)

= y(1—7v)+2 ZII;ZIZ(IKi

= 7(1=7)+2 Z[E(KlKilEiz)p(i = 2) + E(K K| 2B 5)(1 = p(i = 2))]
< 7(1-79) +2lZ(1 —p(i —2))

< 14+ 2Z<1i2pM>L%J

i>0

MalheureusementI'cette majoration est tres grossiere: Pour un systeme donnél'et M un
motif de ce systemel'py; est généralement tres faiblel'ce qui fait que la borne supérieure
que nous venons d’obtenir est tres grande. CependantI'pour de petits systemes['elle offre
I’avantage de pouvoir donner un intervalle de confiance rigoureux pour une valeur simulée
de ~.

3.2.4 Cas d’un systeme comportant exactement deux ressources

Nous présentons dans cette partie le calcul du codébit de tout systeme indépendant
basé sur deux ressources. Nous adopterons une vision “ressources”'car celle-ci est plus
adaptée a ce cas particulier. Si ’on note r; et r les deux ressourcesl'il y a donc 4 types
de requeétes possibles:

U1 :{7'1}, U2:{7'2}, 032{7'1,7“2}, vy =10.
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3.2 Espace projectif

On a Y7, p; = 1. On peut supposer que p, est null'étant donné que

b1 D2 p3 0
p1+pa+p3 pr+pe+ps pr+pe+ps

Y(p1, P2, D3, Pa) = (P1 + P2+ p3)y(

On s’intéresse donc & des systémes tels que >0, p; = 1. On note un tel systeme S (p1, p2, p3)-
On peut remarquer que si p3 = 0I'S (p1, p2, p3) est en fait 'union de deux systemesI'chacun
basé sur une ressourcel'une requéte demandant cette ressource avec probabilité p; dans le
premier systéme et py dans le deuxiéme systeme. On a donc v = max(p;, p2). Nous allons
maintenant nous intéresser au cas ou ps est strictement positif.

Proposition 12 Sip; > 0,

1pi+p2—4pipa + (2 — p1 — p2)V1 — 4pips
2 V1 —dpips

’Y(S(phpz,Pa)) =

Preuve : L’expression 3.4 va nous permettre de calculer 7. Les figures 3.1 et 3.2 montrent
respectivement une partie des chaines de Markov M°(Res, S) et M(Res, S).
Il est facile de vérifier que pour ¢ > 0I'
I((Za 0)) = DN +p37

1((0,0)) = 1,
1((0,7)) = po+ps.

En posant u; = p((4,0))I'Téquation 3.4 se récrit :

vS) = i 1i(p2 + p3) + po + iﬂi(pl + p3). (3.5)

1=—00 =1

Les y; se calculent facilement. En effetI'les équations de balance sur M(Res, S ) donnent :

Mo = Pi1p—1 + pap1 + ps,
Wi = DPiji—1 + Paftiy1 sii # 0.
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Chapitre 3. Systemes indépendants

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr > probabilité de transition p;

———————— > probabilité de transition p

———= probabilité de transition p; = _ W—__— ...

Fi1G. 3.1 — Une partie de M°(Res, S). Les valeurs des composantes d’un vecteur sont
représentées par les hauteurs de deuz colonnes.

Pour ¢ > 0 on a donc

mi = Mo)\i,
f—i =oAL,
avec \, = —vi-imp V;;fmm et \_ = =vi-imp V;;j‘mm. Comme Y; u; = 1T'on a

As A\
=11 .
Ho <+1—)\++1—)\_>

L’équation 3.5 se récrit donc

1 (p1 +p3)Ar (P2 +p3)A
Y = Tt A_ (1 + )

1+ 5+ 755 1 -4 1—A_
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3.2 Espace projectif

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, > probabilité de transition p;
———————— > probabilité de transition p

— = probabilité de transition p3

F1a. 3.2 — Une partie de M(Res, S).

Apres simplification on obtient

Y= 1pi+pe—4pip2 + (2 —p1 —p2)VI —dpips
2 V1 —=4pip; .

O

On peut remarquer quel’'méme pour ce cas simplel'l’expression de 7y est assez compli-
quée.

Remarque 1 : Le systeme que l'on a étudié correspond a un systeme de requétes défini
par le graphe étoile a deux branchesl'le sommet v3 étant le centre de ’étoile. Si ’on note
E,5 T’étoile a deux branchesI'on a donc

1pi+p2—4pipa + (2 — p1 — p2)V1 — 4pips

Ey,p) =
WEnp) = 5 VI—Ipips

(3.6)

3.2.5 Bornes supérieures obtenues par troncature

Soit S un systeme indépendant de ressources tel que toute ressource soit requise par
au moins un type de requéte (on a déja vu que cette hypothese n’est pas contraignante).
Nous présentons dans cette partie une méthode qui permet de calculer une suite de bornes
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supérieures du codébit de S. Cette suite sera notée {u,,(S)},>1. Le calcul de u,, se fait
en “tronquant” (cette troncature étant parametrée par m) la chaine M(Res, S ). En effetI’
pour un systéme S quelconquel'la mesure stationnaire de M(Res,S) ne peut pas étre
calculée analytiquement. En la tronquantI'c’est-a-dire en la majorant (en un certain sens)
par des chaines sur des espaces d’états finisl'on va se ramener a I’évaluation de mesures
stationnaires de chaines finies.

Etant donnés un systeme de ressources indépendant S et un entier m strictement
positifl’'on note v, une requéte demandant toutes les ressources de S et on considere le
systeme S, obtenu par couplage avec S de la facon suivante:

— si (max; T;(S p,n + 1) — min; T;(S pp,n + 1) > m|s(S,,n+ 1) = s(S,n+ 1))
alors s(S,,,n+ 1) = vg;

— si (max; T;(S p,n+ 1) —min; T;(S ., n + 1) <m|s(S,,n+1) =s(S,n+1))
alors s(S,,,n+1) =s(S,n+1).

On construit donc S,, en reprenant les requétes de S telles qu’elles arriventl'a ceci pres
que 'on remplace par vy toute requéte qui ferait passer la différence entre le plus grand

dateur et le plus petit dateur a plus que m. Le systeme S ,,, majore donc trajectoriellement
S.

Cette dynamique se traduit de la fagon suivante sur la chaine M(Res, S ;) : si on note
S™ I'ensemble des sommets x de M(Res, S) tels que

max T;(z) — minT(z) > m,

M (Res, S ) est obtenue en remplagant dans M(Res, S) chaque transition z —, 2’ avec
x & S™ et o’ € S™ par une transition x —, (0,---,0). Les sommets dans S™ ne pouvant
étre atteints dans M(Res, S ;) en partant du point (0,---,0)T'on peut les supprimer. Il
est donc facile de voir que la chaine M(Res, S ;) est finiel'ce qui rend possible le calcul
exact de sa mesure stationnaire. Une fois cette mesure stationnaire calculéel'il est possible
d’utiliser I’équation 3.4 afin de calculer

Comme S,, majore trajectoriellement S T'on aura de plus

’Y(S) < um(S).

58



3.2 Espace projectif

Nous allons maintenant montrer que la suite {u;,(S)}n>1 converge vers y(S) quand m
tend vers l'infini.

Théoréme 4 lim u,,(S) =~(S5).

m—o0

Preuve : Soit 7, le rang de la premiere requéte v, dans S, générée par une transition
(dans M(Res, S)) entrant dans S™. Un argument de type “découpage en blocs” Tidentique
a celui présenté dans la preuve du théoreme 7I'permet d’écrire :

1+ IEA(S, 7, — 1)
Er, '

Y(Swm) =

Pour tout mI'r,, est presque sturement finil'et donc (7,,)m>1 est presque surement définie.
Par ailleursI'r,,, > m. Soit 2y = sup,,>y (S 1) . zy tend presque surement vers y(S). Soit
ctel que y(S) <e< 1 (lecasy(S) =1 est trivial et sans intérét). On a donc

Ve > 0,dM > 0,VN > M P(zy > ¢)
Ve >0,3M > 0,¥YN > M (3 > N, Sn)>c><5,
Ve > 0,3M >0 P<3 > M, Sn)>c><5,
n
Ve > 0,3M >0 P(VnZM,h(S’n)§c>21—5,
n
h(S
Ve >0,dM >0 P((VnZM, ( ’n)gc)/\((Tm)m>1 déﬁn1e)>>1—6
n
Ve > 0,9M >0 P(VmZM,h(S’Tm)§c>>1—6,
Tm
Ve>0,dM > 0,Ym>M  P(h(S,7m) < cmp) > 1 —c.

Comme

EA(S,7m) = Ph(S,7m) < cm)E(R(S, 7)) |h(S, Tim) < 1)
+ P(h(S,Tm) > ctm)IE(R(S , 7)) |W(S , Tin) > €Tim),

on obtient

Ve >0,dM >0,Ym > M  IEA(S,7,) < (1 —¢)(clEr,) + clEn,,
Ve >0,IM >0,Ym > M  E(S,7,) < cEr,(1 —c+ ).
c
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Ceci étant vrai pour tout ¢ > (S )T'on en déduit
Ve>~(S),3M >0,Ym>M  v(S,) <c.
Comme (S ,,) > v(S)Con a bien

lim (S m) =7(S).

m— 00

O

Nous ne donnerons pas d’application de cette borne. En effetI'bien que u,, converge
rapidement vers yI'les tailles des chaines tronquées croissent elles aussi tres rapidementl’
ce qui fait que ces bornes sont tres longues a calculerl'méme pour de petits systemes et de
petites valeurs de m. Par ailleursI'pour de petites valeurs de ml'elles sont généralement
moins bonnes (et plus cotiteuses en calculs) que d’autres bornes que nous présenterons
plus tard. Pour ces raisonsI'on peut les qualifier de “mauvaises” bornes.

3.3 Notion de ligne asymptotique

Nous présentons dans cette partie une étude du comportement asymptotique de L(S , n)
pour les systemes uniformes. Cette étude avait permis dans un premier temps ’obtention
d’une borne inférieure pour . Cependantl'cette borne étant rendue obsolete par la borne
de la partie 3.6.3I'nous ne la présenterons pas dans cette these.

La définition de la n-ieme ligne d’un systeme S est présentée dans la partie 2.3. Pour
un systeme S déterministel'il est clair que L(S,n) est un élément de Ind(S ). Par contrel’
si S est un systeme stochastique (ce qui correspond a I’hypotheése que nous faisons ici)l’
L(S,n) est une variable aléatoire a valeurs dans Ind(S ).

Théoréeme 5 Etant donné un systéme indépendant S , il existe Lo (S), variable aléatoire
a valeurs dans Ind(S), telle que L(S,n) converge en loi vers Lo (S). Loo(S) est appelée
la ligne asymptotique de S'.

Preuve : La preuve de ce théoreme est un peu technique. Il semble en effet difficile de
faire appel a des résultats généraux de convergence de processusl'le processus L(S,n)
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3.3 Notion de ligne asymptotique

n’étant en effet ni stationnaire ni markovien. Soit donc M un motif de taille m de S.
Pour £ > 1I'on définit

1 si(s(k), -+ ,s(k+m—1))

0 sinon.

m(k) :{ M,

Pour n >m et k,1 <k <n—mlsoit E(k,n) 'événement :

E(k,n)={mE) =1} A {m(k)=0}.

k' k<k'<n—m

On définit

EOn) ={ \ E(kn)}

k1<k<n—m

Enfinl'on définit E'(k) I'événement :

E'(k) = {m(k) =1} A A {m(K) =0}.

K<k <k

L’indépendance des requétes successives de ST'd’une partl'et le fait que le motif M est
symétrique (par définition d’'un motif)I'd’autre partT'impliquent

P(E(n —k+1,n)) = P(E'(k—m)) pour m+1<Fk <n.
Afin d’alléger les calculs qui vont suivrel'on pose

Py(n) = P(E(0,n))P(L(S ,n) = I|E(0, n)).
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On peut maintenant écrire

P(L(S,n)=1) = Py(n) +an(E(k,n))P(L(S,n) =Il|E(k,n)),

= Py(n)+ Z P(E(k,n))P(L(S,n—k+1)=1|E(1l,n — k + 1)),
k=1
par la propriété de perte de mémoire des motifsI’

= P+ Y P(E(m—k+1,n)P(LS,k) = I|E(L, k),
k=m+1
en réarrangeant la sommel’

- Po(n)+k_i P(E'(k —m))P(L(S , k) = [|E(1, k).

Comme lim,,_,o, P(E(0,n)) = 0T'on obtient

Tim P(L(S,n) = 1) = S P(E'(k - m)P(L(S, k) = [|E(1, k).
On pose donc
o) = 3 P(E(k—m)P(L(S, k) = |E(L k),

PLo=1) = I;:(%H

On peut maintenant donner ’expression suivante pour :

1
Théoreme 6 v=1IF (ﬁ) .

Preuve : On rappelle la proposition 3:

h(n) < Y. 1 < o).

k=1
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On a doncl'd’une partl’

[Eh(n)

Y

NE

=
=
:

[V
M-
(V]
|
h
=
[l
=

V4
™
™
)
I~
=
|
=

> )

telnd(s) i k=1

En divisant les deux membres de I'inégalité par n et en faisant tendre n vers I'infinil'on
obtient

En reprenant le méme raisonnement avec h(n)Con obtient v < IE|L—1‘ O

Enoncons maintenant un résultat portant sur les quantités a(l).

Proposition 13 Pour tout v € V(G),

Z % = P(v).

lvel

Preuve : Soit

D, = {m; C1s(m) (m) < TL},
F, = {m,Csm)(m) > n},
dy,

max m,

fn = min  m.
Cs(m) (m)>n

Soit v fixé. Pour tout [ € Ind(S) contenant v et tout n > 1T

Y Topm=r = U Y Tnem=nn(stm)=v)

mGDn mEDn
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On a donc pour tout n > 1I'

ZmzﬂL = ZZ]IL =IAs(m

l,vel mEDn lwel meDy,
Z Z |l| = Z Iy ()=
meDy, [,vel méeD,
fn—1
DI z > D Lym=
m=1[vel | | m=1

Soit § < 1/ et § > 1/. Comme

lim infM =7 et lim supM =,
n n

pour tout € > OI'il existe N tel que pour tout n > NI

P((f —1>6n) A (dy < 0n))

(Z 2 [k % ]Is(m>=u) > 1-¢,

m=1 1€l

v

—_
|

o

" (? THEES> Zl Tk

m=1[lwe

v
VAN
)
[
N

On a donc montré que pour tout £ > 0l'il existe N tel que pour tout n > NT

n
S Plstm) =) - 305 L —1) < eon.
m=1 m=1[wel |l|

En divisant chaque membre de cette inégalité par n et en passant a la limitel'on obtient

>
2l
.
IN
(S2)

Ceci étant vrai pour tout triplet (¢,9,d)I'on en déduit



3.4 Un théoreme de composition

De la méme facon on prouve I'inégalité inversel'et donc

Po) =¥ G

3.4 Un théoreme de composition

Cette partie présente un théoreme de composition permettant de ramener le calcul du
codébit de certains systemes a des calculs de codébits pour des systemes plus petits. La
partie 3.4.1 est une présentation du théoreme de composition. La partie 3.4.2 en montre
une application.

3.4.1 Présentation du théoréme

Soit Gy, -+ , G des graphes de tailles Ny, -+, N,,. Pour 1 <i < m[D
V(Gi) = {Uila T 7UzNi}'

Par ailleursI'pour 1 < i < mI'soit p, = (p},--+,pY*). On note p; = ||p;|| et on suppose
que ¥ p; = 1. Soit K[Gy,- -, G| le graphe défini de la fagon suivante:

m

V(KI[Gy, - ,Gm]) = U V(Gi),

=1

E(K[G, - ,Gn]) = ( U {v,v’}) U (G E(gi)> :
W' EV(G;)

i#j0EV(Gi) i=1

Moins formellementT'K[Gy, - - - , G, est obtenu en faisant 'union des G; et en ajoutant une
aréte entre deux sommets appartenant a deux graphes G; différents. La figure 3.3 montre
un exemple d’une telle construction.
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G = ./. G, =

K[gla g27 g3] -

F1G. 3.3 — Trois graphes, Gi, Gy et G et le graphe K|[G,Gs, G3).

Soit G; :
V(G) = wUVI(G),
EG) = (Vevio{!,v}) UE(G).

Le graphe G; est obtenu & partir de G; en lui ajoutant un sommet que ’on relie & tous les
, D) et B; = (1 — pi, ;). On va montrer le théoréeme suivant :

Théoreme 7 Avec les notations précédentes,

Preuve : Considérons S un systeme défini par (K|[G, - -

WK[Gry - Gl p) = 1 —m+§:7@,ﬁ-)-

=1
-, Gml], p). On définit

Gy = 07
apy1 = max{nt.q.3G;,Vi,ap <i < n,s(S,i) € V(G;)}.
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On définit B; = (s(S,a;_1+1), -+, s(S,®;)). On appelle B; le i-eme bloc du systéeme S.
On note

|Bi| = Q; — 41,

ou S; désigne un systéme basé sur le graphe G; auquel appartiennent les requétes de
B; et dont les |B;| premieres requétes correspondent au bloc B;. On peut tout d’abord
remarquer que

hS,a,) = |Bil.
i=1

Ceci vient du fait que les G; sont totalement interconnectés entre eux. On en déduit

n: |B7,|c
G,p) = lim an ,
79.2) n=oo 3T |Bil
ce qui peut se récrire
E\|B|.
. 3.7

ou B est la variable aléatoire correspondant a un bloc. Nous allons maintenant calculer
E|B|. et E|B|. Pour cela on peut remarquer qu'un bloc donné peut étre de m types
différents: construit sur des requétes de G;I'de G5 --- ou de G,,. On note

B' = (B|B est construit sur des requétes de G;) .
Soit w; = P(B = B'). L’équation 3.7 se récrit

g,p s
"GP = S EE

Les p; sont faciles a calculer. En effetI'si ’on note

I(B) =i si et seulement si B = B,
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le processus {I(By,) },>1 est markovienI'une transition de 7 vers j se faisant avec probabilité

12)-' On peut donc facilement en déduire

Di —p?

pi= o———.
DY IR

Cherchons maintenant a calculer E|B| et E|B'|.. E|B'| est donné par
P(|B'| 2 k) = pi ",

et donc

B(B) = (39

Calculer E|B?|, est un peu plus difficile. On peut cependant faire la remarque suivante:
I’équation 3.8 appliquée a (G;, p;) donne

1 %
YD) = I L o
Di 1—-p;

= (1—p) +pi(1—p)E|B..

On a donc
E|B|, - (G, P7) 2 0 (3.10)
Pi —P;
En réinjectant les équations 3.9 et 3.10 dans 3.8I'on obtient
’Y(K[gla te 7gm]7p) =1- m+27(§zaﬁ) :
i=1
O
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Remarque 1 : Soit F; la famille des graphes multipartis complets! et F, la famille des
graphes étoiles. La connaissance de (G, p) pour tout graphe G dans F; ameéne trivialement
la connaissance de (G, p) pour tout graphe G dans F, puisque F, C F;. La réciproque est
aussi vraie : la connaissance de (G, p) pour tout graphe G dans F, amene la connaissance
de v(G, p) pour tout graphe G dans F; puisquel'par le théoréeme de composition précédent”
le calcul de v sur un graphe multiparti complet se ramene au calcul de v sur des étoiles.

3.4.2 Application a une famille de systemes particuliers

Nous présentons dans cette partie une application du Théoreme 7. Celui-ci va en
effet nous permettre un calcul exact du codébit de certains systemes de requétes. Nous
présenterons ensuite quelques cas particuliers de tels systemes.

Théoréeme 8 Soit G[n, m| le graphe suivant :

V(Gn,m]) = {vi;,;1<i<n,1<j<2}U{v,n+1<i<n+m},

Ur<i<n{vii, via},

&
Q
Q
3
3
I

ou C(G) désigne le complémentaire de G. Soit p; ; la probabilité de tirer le sommet v; ; et
pi la probabilité de tirer v;. On suppose les sommets de G[n, m| ordonnés, et on considére
p le vecteur des poids. Le codébit de (G[n,m],p) est égal a:

1 zn: Pia +Pi2 — 4piapi2 + (2 — pin — pi2)V/'I — 4pipiz

gn7m,p =1—-n+
v(G[n,m], p) 2 & L — 4p; 1pi

Preuve : Il suffit de remarquer que

g[n, m] = K[gla Tt 7gn+m]7

ou pour 1 <4 < n G; est le graphe union de deux sommets disjoints valués p; ; et p;o et
ou pour n+ 1 <14 < n+mlG; est le graphe réduit a un sommet valué p;. Si on note K,

1. Un graphe est dit multiparti complet si il est possible de partitionner ’ensemble de ses sommets de
telle sorte que deux sommets dans une méme classe ne soient jamais voisins tandis que deux sommets
dans deux classes différentes sont toujours voisins.
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le graphe complet a deux sommetsI'le Théoreme 7 donne

v(G[n,pl,p) = 1—n—m+ ZV(EQ, (Pi1s iz, 1 — pin — pi2))

i=1
n+m
+ Z 7(K27 (pza 1- pz))a
i=n+1
VG, pl,p) = 1—n+Y Y(Ey iy, Pigy 1 — pin — Di2))-
i=1
En utilisant I’équation 3.6I'on obtient le résultat cherché. O

On va maintenant présenter un cas particulier de ce théoreme:

Proposition 14 Soit G[n] = G[n,0]. On note v(G[n]) pour ¥(G[n], (3, ,55)). Cette
notation sera justifiée par la suite.

v<g[n1>=§(1+ Z‘i).

Preuve : Le calcul se fait simplement a partir du Théoreme 8 en remplacant les p; ; par
leur valeurI'c’est-a-dire ﬁ O

Remarque 1 : Ce résultat était déja connu pour les graphes G[1]['G[2] et G[3] [JM].
Ces graphes sont représentés sur la Figure 3.4. Cependant['le calcul direct sur G[2] ou
G[3] était relativement complexel'l'idée étant d’étudier la chaine de Markov M (Res, S )T’
d’agréger finement celle-ci en utilisant quelques symétries non triviales du systeme et de
se ramener a des calculs analytiques relativement longs.

( }
( }
YG) =5  HGR) =1+ Y(G[3]) = L + 2

F1a. 3.4 — Les graphes G[1], G[2] et G[3]. Les arétes bouclant sur chaque sommet ne sont
pas représentées.

Remarque 2 : Il est possible de tirer du Théoreme 8 un calcul de y(G[n],p,) ou p,
serait un vecteur quelconque.
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3.5 Propriétés analytiques. Réduction a des systemes
uniformes

Cette partie reprend les résultats présentés dans [Brilman et al.95a] qui vont nous
permettre de restreindre notre étude a une classe particuliere de systemes de ressources
partagées: les systemes uniformes. On peut noter qu’aucune hypothese de connexité n’est
utilisée dans cette partie. Les résultats énoncés restent donc vrais pour des systémes non
connexes.

3.5.1 Propriétés analytiques

Nous présentons dans cette partie quelques propriétés simples de v qui nous seront
utiles par la suite. Cependantl'la premiere chose que nous allons faire est d’étendre la
définition de (G, p) & des vecteurs p quelconquesI'pourvu que leurs composantes soient
toutes positives. En effetl'de par la définition de pl'on a fait ’hypothese implicite que
llp|| = 1. Soit G un graphe de taille N. On note vy,---,vy les sommets de G. Soit
p=(p1,---,pn) € RY tel que ||p|| < 1. Soit maintenant G’ le graphe obtenu en ajoutant
a G un sommet vy correspondant a une requéte vide. vy, est donc de degré 0. Soit
P = (p,1 — ||p||). Il est facile de vérifierl'en couplant les réalisations de systémes basés

sur (G, p) et sur (G',p’)C'que

N

G, p) = (Zm) v(g,ﬁ)-

=1

Comme pour un couple (G,p) tel que ||p|| < 1 il est naturel d’affecter le défaut de
probabilité a une requéte videI'on définit donc

_ P

Bien qu'’il n’y ait pas d’interprétation physique satisfaisante pour ||p|| > 1Ton utilisera la
méme extension. En résumélon étend la définition de (G, p) pour p € RY de la fagon
suivante :

Définition 3.5.1 (G, p) = ||p||7(g,ﬁ)‘
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Remarque 1 : On a donc ¥(G,p) < ||p|| puisque pour ||p[| = 1I'y(G,p) < 1.

Nous allons maintenant énoncer quelques propriétés de v vu comme fonction de G et
de p.

Proposition 15 On définit ['ordre partiel suwivant: G < G' si et seulement si il existe un
homomorphisme bijectif de G dans G'. Autrement dit, G < G’ si et seulement si G' peut
étre construit en ajoutant des arétes a G. Par rapport a cet ordre, y(.,p) est croissante.

Preuve : Ce résultat est une conséquence directe de la monotonie des équations d’évo-
lution 2.3. O

Proposition 16 Soit G un graphe tel que V(v1) C V(vq). Alors, pour x > 0, on a
['inégalité suivante :

’Y(ga (pl +$,p2,p3,"' 7pN)) S 7(g7(p17p2 —|—.§U,p3,"' 7pN))-

Preuve : On suppose z + 1", p; = 1. Cette hypothese n’est pas restrictive étant donnée
la linéarité en p de (G, .). Soit S un systéeme basé sur (G, p) et S’ un systeme basé sur
(G,p'). On va montrer comment coupler les réalisations de S et S’ de telle sorte que pour
toute réalisation et pour tout nl’

max(C1(S,n),Cy(S,n))

max(C1(S',n),Cy(S', n)), (3.11)

<
< Cy(S',n). (3.12)

Soit (U, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes uniformes sur [0, 1[. D’une
réalisation de U, nous allons déduire les valeurs de s(S,n) et de s(S’, n).

- Si U, < =X, piTsoit k tel que XF ' p; < U, < X pi. On pose alors s(S,n) =
s(S',n) = vy.
— Si U, > 3N, p; alors on pose s(S,n) = v, et 5(S',n) = vs.
La monotonie des équations d’évolution permet maintenant de vérifier par récurrence que

pour toutes réalisations couplées des systemes S et S'T'les équations 3.11 et 3.12 sont
vérifiées. 0
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Remarque 2 : On peut donner une interprétation intuitive de ce résultat sur les sys-
temes de ressources: si dans la suite des pieces d’un Tétris on remplace certaines pieces
par des pieces plus petites (i.e. incluses dans les précédentes)[alors la hauteur finale de
I'empilement sera plus petite (i.e. v sera plus petit).

Corollaire 3.5.1 La fonction (G, .) est croissante par rapport & l'ordre composante par
composante < sur les vecteurs de ]Rf

Preuve : Sil’on note v; - - - vy les sommets de GIsoit p = (p1,--- ,pn) et p = (Pi, -+ ,Py)
tels que p < p’. Soit vy, un sommet correspondant a une requéte vide. On pose G' =
G Uwvynyy. La Proposition 16 implique

IN

N
’Y(gla (pla “o, PN, Zp; - pZ)) ’Y(gl7 (plla U 7p,N7 0))7
i=1

v(G,p) < (G, p).

O

Ce résultat peut s’interpréter de la facon suivante : si dans la suite des requétes arrivant
a un systemel'on remplace certaines requétes vides par des requétes non videsI'on fait
baisser le débit.

Proposition 17 Soit G un graphe sur les sommets vy, - -- , vy tel que V(v1) = V(G). Soit
a un réel strictement positif. Soit p = (p1,--- ,pn). Soit S un systéeme basé sur (G, %)
6]

IPll+e

Soit Xg une variable aléatoire de distribution géométrique de parametre = :

P(Xg=k)=pB01-p)* Ona

(G, (p1 + a,pa, -+ ,pN)) = (1l + ER(S, Xp)).

Preuve : Supposons dans un premier temps que a+ ||p|| = 1. On considere le graphe G’
construit en ajoutant a G un sommet vy, que 'on connecte a tous les sommets. v; et
vy 1 ayant les mémes voisinages dans G'I'la Proposition 16 implique que

’Y(ga (pl +a,pg, - 7pN)) = 7(g,7 (pla U 7PN704))-
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Soit S, un systeme basé sur (G', (p1,---,pn,@)). Soit tg = 0 et t; le rang de la k-ieme
apparition du sommet vy dans le systeme S,. On peut écrire

. h(Satn
7(Sa) = gggo¥,
~ im EZ:I(h(Snaatk) — h(Sa,tH))j
n—00 Yhr (te — tr—1)
 EW(Sat)
- Et,

Sur l'intervalle [0, ¢;[['le systeme S, étant conditionné par le fait qu’aucune requéte vy 1
n’apparaitl'il évolue comme un systeme basé sur (G', (p1/(1 — ), -+ ,pn/(1 — «),0))T
c’est-a-dire comme un systeme basé sur (G, (p1/||p|l,- - ,p~/||P||))T ¢’est-a-dire comme
S. Le sommet vy, étant connecté a tous les sommets de G'T'on peut écrire

1+ BA(S, 4 - 1)
B 1/« '

Y(Sa)

Soit X, une variable aléatoire de distribution géométrique de parametre a. (t; — 1) a la
méme distribution que X,. On peut donc écrire

Y(G, (pr +a,p2, -+ ,pn)) = a(l+IEA(S,X,)). (3.13)

On vient donc de démontrer la proposition dans le cas ou « + ||p|| = 1. Supposons
maintenant que a + ||p|| # 1.

1
(G, (1 + a,p2, - -+ ,pN)) = (a+ [|p]|)V(G, m(pl +a,pa, -, DN))-

D’apres 3.13I'on a donc

« '
7(97 (p1+aap27"' 7pN)) = (a+||p||)m(l+mh(s ,X?‘I)%))J
= a(l —|—IEh(SI,X5)),

o \ ) /AP . o /AIPUF0) |\ Pt o
ol S est un systeme basé sur (G, (1pfiipieay: > (P1/(Pl+a)) 1 est-a-dire (G, (7, -+~

S’ est donc égal & S. O

Théoreme 9 (Continuité) La fonction v(G,.) est continue.
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Preuve : On peut supposer qu'un des sommets de G est connecté a l'ensemble des
sommets de G. En effetI'si jamais cette hypothese n’est pas vérifiéel'il suffit de rajouter a
G un tel sommet auquel on affecte le poids 0. Sans perte de généralitél'nous supposerons
de plus que ce sommet est v;. Soit donc p = (p1,---,py). Nous allons montrer que la
fonction (G, .) est continue en ce point. Soit

€ = (617627"' 76N)7

tel que p; +&; > 0 pour tout 7. Soit

e+ = €@ (0,---,0) la partie positive de g,

E_ € — €4 la partie négative de €.

On note |m|oo = MaXj<<N |.’L‘Z|

(G, p+e) > (G, p+e_),
> v(G,p— le—|xl),
N R o [
> i P2l G p). 3.14
> min=—> (G, p) (3.14)
Par ailleursI’
(G, p+e) < v(G,p+ey),
S 7(g7(p1+N|€+|ooap27"' 7pN))'

Rappelons maintenant la proposition 17:
G, (p1 + @, p2, .., py)) = (1 + EL(S, Xp)),

ol S est un systeme basé sur (G, %) et X3 une variable aléatoire de distribution géo-
[0

métrique de parametre § = P Ta-

Soit e; événement { X5 < a3} et ey I'événement { X4 > a3 }. Il est clair que
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Chapitre 3. Systemes indépendants

au voisinage de 0. Ceci implique que P(e2) =1+ o(1). Comme IEA(S,n) < nl'il est clair
que

1

IEA(S,Xps)ler) = O(a™3).

Par ailleursI'comme lim,,_,., IEA(S,n)/n = v(G, p/||p||)Ton a

BA(S, Xp)les) = (10,7 + o(1)B(Xlew),
= (G2 + o) 2L,
_ G,p) +o(1)
De tout ceci on déduit
(G (e pw)) = 1 Pl E(A(S, X)ler) + Pl E(A(S, Xles)

= 1+ (’)(aé)(’)(a*%) +(1+ 0(1))M;

v(G,p) +o(1)

=1 1
+o(1) + -

au voisinage de 0. En remplacant o par N|e, |, dans ’équation précédentel’on obtient

(G, p+e) < v(G,p)+o(l). (3.15)

Les inégalités 3.14 et 3.15 impliquent

|51\L”L07(g’ p+e)=7G,p),

et donc ¥(G,.) est continue. 0

Remarque 3 : Ce théoreme justifie ['utilisation de techniques de simulation pour estimer
(G, p) pour un p donné. En effetI’dans la plupart des casI'un programme de simulation
censé estimer y(G, p) va “tourner” sur p’ proche de p. La continuité de la fonction (G, .)
implique que la simulation va tendre vers une valeur proche de v(G, p).
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3.5.2 Restriction a des mesures uniformes

Nous allons montrer dans cette partie qu’il est possible d’encadrer le codébit de tout
systeme par les codébits de deux systemes dans lesquels chaque type de requéete a la
méme probabilité d’apparition. En d’autres termesI'si G est un graphe de taille N et
p = (p1,...,pny) un vecteur de IR Tnous allons montrer comment construire deux graphesl’
G. et G° de tailles respectivement n et 7 tels que

’Y(gaaglﬂ) S ’Y(gap) S 7(g€7 Elﬁ)a (316)

oll 1, est le vecteur de IR" dont toutes les coordonnées sont égales a 1. Les graphes G, et
G° sont donc fonction de G et d’un réel arbitraire €. Nous montrerons par la suite que la
continuité de la fonction v(G,.) implique que pour ¢ suffisamment petitI'ces deux bornes
peuvent étre aussi fines que souhaité. Définissons tout d’abord pour 1 <7< N ete >0

Les ¢; et ¢; sont fonctions de €. CependantI'par soucis de simplicitéI'nous avons décidé de
ne pas le montrer dans leurs notations. G, est défini de la facon suivante:

gg — (V;, E&)a
ou

Vo = {(4,§) t.q. 1 <i < N,1<j < g},
EE U{vi,vi,}eE(g){(i, ])7 (ila ],)}

Pour construire G.I'on réplique ¢; fois le sommet v; de G. GrossierementI'la complexité
d’une telle transformation en nombre de sommets et d’arétes créés est en ©(72%). On
définit n = card(V.). Il est facile de vérifier que

7(967 81@) - 7(9, (0187 e JC_Ng))7

ce qui implique d’une part (croissance de v(G,.)) que

’Y(gsa 51@) S ’Y(ga p)7
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et d’autre part que

||é1ﬁr~l>0fy(ga, 61&) = 7(97 p))

en utilisant la continuité de v(G,.) et le fait que

I - ey DN
Hslﬁgo(ﬂc‘:, ,C_Ng) (p17p27 JpN)

Le graphe G° est construit sur le méme principe en reproduisant cette fois ci ¢; fois le
sommet v; de G. Si 7 est la taille de G*T'on aura

(G, elm) > (G, (P1s - PN))-

Les figures 3.5 et 3.6 montrent les graphes G, et G° associés a deux systemes donnés.
On peut remarquer que la Figure 3.6 représente un cas particulier pour lequel les p;/e
sont tous entiers. Dans ce casl'G, = G°.

0.47 0.16

0.14 0.23

g0.15

F1G. 3.5 — Un couple (G,p) et les graphes G. et G* associés pour € = 0.15.

Remarque 1 : La somme des poids des sommets de G, ou G° n’est pas nécessairement
égale a 1. Cependant['’équation 3.16 peut étre récrite de la facon suivante:

1 1
nz(Ge, ~1n) < 7(G,p) < TEVGT, —1a).
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0.2 0.1

g Go.1 et GO!

F1G. 3.6 — Un couple (G,p) et les graphes G. et G* associés pour € = 0.1.

Ceci implique quel'd’un point de vue numériquel'on peut se restreindre a des mesures uni-
formes sur les sommets des graphes qu’on considere. La figure 3.7 présente un exemple de

systeme de requétes['la valeur de v pour ce systemelainsi que les valeurs de nevy(G., %12)

et mey(G°, 215) pour différentes valeurs de e.

e = 590 1) [ 1)
0.20 | 0.64 1.08
7 =076 0.10 | 0.65 0.85
0.27 0.05 | 0.71 0.81
0.43 0.10 0.02 | 0.74 0.78

Fia. 3.7 — Approxzimations d’un systéme non uniforme par des systémes uniformes.

Nous posons maintenant les définitions suivantes :

Définition 3.5.2 Un systeme associé a un graphe G et a un vecteur de probabilités uni-
forme sur G sera dit uniforme.

Définition 3.5.3

1
1G9 = (G, 1in), (3.17)
ou N est la taille de G.

Remarque 2 : Les systemes uniformes ont deux intéréts principaux : d'une partlcertaines
des bornes que nous présenterons par la suite ne sont valables que pour des systemes
uniformes. CependantI'si 'on se donne un systeme non uniforme particulierl'on pourra
les utiliser en commencant par encadrer notre systeme par deux systemes uniformes.
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D’autre partl'certaines des bornes pour les systéemes uniformes peuvent étre étendues
analytiquement a des systemes non uniformes. Cependantl'il est souvent plus pratique de
commencer a prouver la borne sur un systeme uniforme puis de I’étendre a un systeme
quelconquel'plutot que de chercher a la prouver directement sur un systeme quelconque.

Remarque 3 : Soit ¢ tel que

e < n p;.
= ifniiopz

Le corollaire 3.5.1 implique que

(G, (@1, 7)) < ( ax 5)%9,(@,---,%)),

il pi#0 ¢

’Y(ggaglﬁ) S ( ax g) fY(gsaglﬂ)'

il pi#0 ¢;

Et donclen utilisant le fait que v(G.,e1,) < en < 1T

@ 1
€ ) < I < o
|7(g ,51n) ’Y(gaaglﬂ” = (z p?;fo &> 1 — p?;f(oﬁ

Ce résultat implique quel'étant donné a > OI'il est possible de choisir € de telle sorte que
la différence entre les deux bornes de ’équation 3.16 soit moindre que «. En effetl'il suffit
de prendre

: . Di .
e < O‘f]p};lopl tel que ifnigo 6 est entier

3.6 Systemes uniformes

Cette partie présente des bornes spécifiques aux systemes uniformes. Cependant nous
verrons que les bornes présentées dans les parties 3.6.1 et 3.6.2 peuvent etre étendues aux
systemes non uniformes.
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3.6.1 Une borne basée sur le rayon spectral de ¢

Théoreme 10 Soit G un graphe de taille N. Soit A(G) la matrice d’adjacence de G et p
son rayon spectral. On a la borne suivante sur v(G) :

7G) < (%) :

avec

rln(x) + (1 —z)In(1 — x))

F(@) = exp (

la fonction dont le graphe est représenté sur la figure 3.8.

On peut remarquer que le théoreme de Perron-Frobenius [Gantmacher60] implique
que p estI'dans ce cas particulierl'la plus grande valeur propre réelle de A(G).

Preuve : Rappelons tout d’abord un lemme utile [Baccelli et al.91]:

Lemme 3.6.1 (Baccelli, Konstantopoulos) Soit S un systéme indépendant quelconque.
Soit a un réel tel que

lim P(h(n) > na) = 0. (3.18)

n—o0

On a alors v < a.

Ce lemme est en fait une conséquence directe de la convergence vers v de la suite
{h(n)/n},>1. Notre but est donc maintenant de trouver un réel o qui vérifie 3.18. Pour
celal'nous allons établir un résultat de la forme

P(h(n) > na) < ce@m,

ou O(«a) est une fonction décroissante de a.. Nous en déduirons donc comme borne supé-
rieure pour 7 la valeur de « en laquelle # s’annule. Pour celal'évaluons tout d’abord la pro-

babilité que h(n) soit supérieur ou égal a mIavec n et m < n fixés. Soit ¢(n, m) = < 77; ) :
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On note s113;...5.(n,m) les différentes sous-suites de taille m extraites de la suite des n
premieres requétes du systeme. Les deux évenements suivants sont équivalents:

{h(n) >m} — {Fi €1---¢(n,m) tel que s; est un chemin de G}.

De cette équivalencel'de la sous-additivité d’'une mesure de probabilité et de ’équidistri-
bution des s;I'on déduit :

P(h(n) > m) < ¢(n,m)P(s; est un chemin de G).

Evaluons maintenant la quantité P(s; est un chemin dans G). Pour ce faire['on peut re-
marquer que A(g)g?) compte le nombre de chemins de taille m dans G qui partent du

sommet v; et arrivent au sommet v;. On a donc

P(sy est un chemin de G) = %(mg)%) =0 <<%>m> :

En remplacant m par nal’avec 0 < a < 1['on obtient :

P(h(n) 2 na) =0 ((n - nz!)!(na)! <%>na> '

En utilisant la formule de Stirlingl'et apres simplificationl'on obtient :

P(h(n) > na) =0 ( ! ) ;

(aB)on(1 — a)ri-2), 2rna(l — «)
avec 8 = N/p. Pour tout « tel que (a3)*(1 — a)'™® > 1 on a donc
lim P(h(n) > na) = 0.

et['d’apres le lemme 3.6.1 'y < a. On en déduit

v < inf{a t.q. aln(af) + (1 —a)In(l — «) > 0},

82



3.6 Systémes uniformes

ce qui peut se récrire

v < inf{a t.q. f(a) > %};

avec

T

£(o) = exp (xln(x) 4 (1—2)In(l - x)) |

La fonction f étant croissante et continuel'on a

<
o0
I

e
o
\

e
o
\

e
-
\

0 I ! 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiG. 3.8 — La fonction f.
Remarque 1 : Etant donné un graphe GI'il est généralement difficile d’obtenir une
expression exacte de p(G). Cependant p peut étre estimél'soit en calculant le polynéme

caractéristique de A(G)I'dans le cas de petits graphesI'soit en utilisant une méthode
des puissances [Golub et al.87]. Ainsil'le cout du calcul de cette borne supérieure est
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relativement faible et dépend de la précision souhaitée pour p.

Corollaire 3.6.1 Pour un graphe G quelconque,

ot e = exp(1) et dyax(G) représente le plus grand degré d’un sommet dans G.

Preuve : la fonction f! est croissante et p(G) < dmax(G). On a donc

7G) < f7 (dm"}’;(g)> :

Comme f~! est concave et (f1)'(0) = exp(1)T

edmax(9)
19 < —
|
Corollaire 3.6.2 Pour (G,p) quelconque,
7(G.p) < ernz.aX( > pj> :
3 EV (vi)
Preuve : Supposons tout d’abord que ||p|| = 1. Le degré maximum des graphes G. et

G°I'définis dans la partie 3.5.2est équivalent a max; Zj,vjev(ui)pi/e. Leurs tailles sont
équivalentes a 1/¢. On en déduitI'pour ||p|| = 1T

(G, p) <emax 3 pi
7,05 €V (v5)

Supposons maintenant ||p|| # 1. En utilisant le fait que

_ P
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on obtient

YG.p) <emax > pi

j,'Uj EV(Ui)

3.6.2 Une borne inférieure fonction du degré moyen de G

Théoréme 11 Soit G un graphe quelconque de taille N. Soit dwoy(G) le degré moyen de
G. On a la borne inférieure suivante pour y(G) :

oy (9)
N

< (9).

Preuve : Soit S le systeme canoniquement associé a G. Nous allons définir un systeme
S'I'basé sur G mais non indépendantI’qui minore trajectoriellement S. Nous calculerons
ensuite le codébit de ce systeme S’.

Soit (U,,)n>1 la suite des arrivées de requétes dans le systeme S . On définit deux suitesI’
(U} )n>1 et (My,),>1Ide la fagon suivante:

U{ = U1 et M1 = Ul.
Si

- Unp+1 € V(Mn) alors U7,1+1 = Un+1 et Mn+1 = Un—l—l-

~ Upy1 € V(M,) alors U}, =0 et M,y = M,.

Soit S’ le systeme basé sur G dont les arrivées de requétes sont données par la suite
(U}, )n>1- Le systeme S’ n’est pas indépendant. Nous montrerons cependant que son co-
débit est défini. Par ailleursI’'S’ étant majoré trajectoriellement par STv(S') < (S).
Cherchons a calculer v(S'). Pour cela nous allons utiliser la proposition 10. En effetl’

I(S",n) = P(W(S",n+1)—h(S',n) =1),

= 2(: )P(Mn =v)P(Up4; € V(v)).
veV (g
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On peut remarquer que la suite (A,),>; correspond a la réalisation d’un processus de
Markov basé sur une chaine dont les sommets seraient les sommets de G avec une transition
de v vers v’ si et seulement si v' € V(v)[cette transition se faisant alors avec probabilité
1/N. Une telle chaine de Markov admet une mesure stationnaire uniforme. On en déduit
que pour tout v € V(G)I'lim,_0 P(M, = v) = . Par ailleursI' P(U},,, € V(v)) = %.
On en déduit

. ,
Jim 1(S,n) = N?
)

Corollaire 3.6.3 Soit G un graphe de taille N et p un vecteur de RY. On a la borne
inférieure suivante pour v(G,p) :

22 Pi 2 w;eV (o) Pi
||p|

<7(G,p).

Preuve : Supposons dans un premier temps que ||p|| = 1. Soit G. et G les graphes définis
dans la partie 3.5.2. On peut remarquer que dpey(Ge) et dmey(G°) sont équivalents a

Zi Di Zj,UjEV(’Ui) p]
£

quand ¢ tend vers 0 tandis que les tailles de ces deux graphes sont équivalentes a 1/e.
Sous 'hypothese ||p|| = 1T'on a donc

v Y, pi<7(G,p).

{ j,Uj GV(’Ui)
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En utilisant maintenant le fait que pour tout pI’

_ P

on peut écrire

||p||(z =D &>m(g,p>

|pl] 0, €V (v;) ||pl]

ce qui donne le résultat souhaité.

Corollaire 3.6.4 Soit S un systeme indépendant quelconque vérifiant la condition de
réalisme 2.2. Afin d’alléger les notations, on définit Ly = L(S,1). L, représente donc
I’ensemble des requétes traitées en méme temps que la premiere requéte de S, ¢’est-a-dire
I’ensemble des requétes de S traitées pendant la premiere unité de temps. On a la borne

inférieure suivante pour y(S) :

1
IE|L,|

<(8).

Preuve : Soit (G, p) le couple graphe-vecteur décrivant S. Pour des raisons d’interpré-

3.6 Systémes uniformes

tation physiquel’on suppose ||p|| = 1. |L1| peut s’exprimer de la fagon suivante :

N
|L1| = Z ]I’UiELI'
i=1
En passant aux espérances:

N

1=1

Il est facile de vérifier qu'une condition nécessaire et suffisante pour que la requéte v; soit
dans L; est que la premiere occurrence de celle-ci précede les premieres occurrences de

ses voisines dans G. On a donc

Di

Plvyel|) = ———
( 1) > i eV(vr) Pi

Y
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ce qui donne

N

Di
E|L]|=) .
=1 2jyev(o) D

1/IE|L,| s’exprime donc comme une moyenne harmonique pondérée par les coefficients p;

des >, ; y p;. Cette quantité est donc majorée par une moyenne “classique” des mémes
JI€V(vi) FJ

termes pondérés par les meémes coefficients. Ce qui amene :

1

{ j,'Uj EV(Ui)

d’ou l'on tire

1
IE|L,|

<(S).

O

Remarque 1 : Etant donnés G et pl'ce résultat offre peu d’'intéret pour I'estimation
de v(G, p). Cependantl'il peut s’interpréter de la facon suivante: étant donné un systeme
saturé SI'son codébit asymptotique est minoré par 'inverse de son débit moyen sur la
premiere unité de temps. Autrement ditI'pour un systeme physique pouvant étre modélisé
par un systeme de requétes mais tel qu'on ignore quels peuvent étre G et pl'on peut
avoir une borne inférieure pour le codébit asymptotique en se contentant d’observer le
comportement moyen du systeme sur la premiere unité de temps. Il semble difficile de
généraliser ce résultat a une ligne n quelconque.

3.6.3 Relation entre v(G) et x(9)

Théoreme 12 Soit G un graphe réflexif de taille N. On note x(G) le nombre chromatique
de G [Berge83]. On a alors la borne inférieure suivante pour v(G) :

@ <7(9).
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Preuve : Rappelons tout d’abord la notion de graphe y-critique [Berge83].

Définition 3.6.1 Un graphe G est dit x-critique si la suppression d’un quelconque de ses
sommets diminue strictement son nombre chromatique.

Un des principaux résultats sur les graphes x-critiques est le suivant :

Proposition 18 Soit G un graphe réflexif x-critique de nombre chromatique p. Tous les
sommets de G sont de degré supérieur ou égal a p.

On pourra trouver la démonstration de cette proposition dans [Berge83] (prop. 2I'page
329)Ten faisant toutefois attention au fait que Berge considere des graphes non réflexifsI’
ce qui induit une différence de 1 sur les degrés des sommets. Passons maintenant a la
preuve du théoreme proprement dite. Celle-ci est relativement simple.

Soit G; inclus dans GI'de méme nombre chromatique que G et qui soit y-critique. Soit
Ni la taille de G;. On suppose les sommets de G numérotés de telle sorte que

V(G) = {uv,...,un},
V(gl) = {Ul,...,UNl}.

Soit p un vecteur de IR™ dont les N, premiéres composantes sont égales & 1/N et les (N —
Np) dernieéres composantes égales a 0. Soit p; = (N/N;)p. D’apres la proposition 3.5.1T

7(9) = (9. p)
> %v(g,pl)
> %7(91) (3.19)

G, étant de degré minimum supérieur ou égal a x(G)I'il est de degré moyen supérieur ou
égal a x(G). D’apres le Théoreme 11Ton a donc

x(9)
Ny

< 7(G1). (3.20)
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Les inégalités 3.19 et 3.20 amenent

% <7(9).

O

Ce résultat peut étre mis en relation avec un résultat da a Barbosa et Gafni [Barbosa
et al.89]. Nous exposons brievement celui-cil'sans reprendre toutefois les notations des au-
teurs afin d’en rendre I'exposé plus clair. Dans leur articlel'Barbosa et Gafni considerent
une classe de politiques d’ordonnancement pour les systemes de ressources partagées.
Chacune de ces politiques d’ordonnancement a pour caractéristiquel'notammentI'de pré-
venir tout phénomene de famine. La structure logique de ces systemes est la méme que
celle que nous avons adoptée: un graphe d’exclusion G. La dynamique de ceux-ci est par
contre assez différente de celle que nous avons considérée: une file d’attente est mise en
place au niveau de chaque sommet du graphe (En d’autres termesI'on dispose d’une file
d’attente par type de requéte possible). A chaque instantI'seuls certains types de requétes
(correspondant a un stable de G) sont autorisés a étre exécutés. Les stables successifs de
G autorisés a ’exécution sont précisés par la politique d’ordonnancement. Pour une poli-
tique P d’ordonnancement fixéel'les auteurs définissent y(P) comme le codébit que cette
politique va induire dans le systeme. Ils s’intéressent ensuite a une politique P* offrant
le meilleur (i. e.I'le plus petit) codébit et montrent que v(P*) < x(G)/N. Ils montrent
ensuite que la détermination de cette politique optimale est un probleme N P-difficile.
Le théoreme 12 implique que le codébit obtenu par P* est meilleur que v(G). Atten-
tionl'cependant a I'interprétation de cet énoncé: nous ne nous contentons pas de dire que
“ordonnancement optimal est meilleur que ’ordonnancement aléatoire”. En effetI'les dy-
namiques des systemes dans cette these et dans [Barbosa et al.89] ne sont pas les mémes:
“ordonnancement optimal” signifie “optimal dans la classe d’ordonnancement considérés
par Barbosa et Gafni”. OrI'la politique d’ordonnancement que nous considérons ne fait
pas partie de cette classe.

Remarque 1 : Pour un graphe G quelconquel'non nécessairement réflexifl’la proposi-
tion 18 se récrit

Proposition 19 Les sommets d’un graphe G, x-critique, sont tous de degré au moins

x(g) — L.
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Ainsil'on peut prouver['en calquant notre démonstration sur celle du théoreme 12I°

Proposition 20 Pour tout graphe G, de taille N et non nécessairement réflexif,

x(@) -1

~— <79

3.6.4 Quelques exemples

Nous présentons sur la figure 3.9 quelques graphes pour lesquels nous donnons la
valeur de v (simuléel'voir partie 3.1.3) ainsi que les valeurs des bornes présentées dans
les théoremes 10I'11 et 12. On note b; la borne du théoreme 10I'by celle du théoreme 11
et b3 celle du théoreme 12. On remarquera sur ces exemples que les bornes by et b3 ne se
comparent pas.
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by b3 Y by
* 0.44 0.33 0.51 0.77
)\ 0.50 0.50 0.59 0.82
® o

*—o
0.33 0.42 0.44 0.71
*—o

@
I\'<I 0.51 0.43 0.59 0.79

@
@ 0.25 0.17 0.31 0.50
— o o o o o 0.44 0.33 0.52 0.75

F1G. 3.9 — Quelques graphes et les valeurs de by, by et by pour ces graphes. Tous les graphes
présentés ici sont implicitement réflexifs.
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Chapitre 4

Etudes asymptotiques

Ce chapitre est consacré a 1I’étude des codébits de familles de graphes particulieres.
Nous commencons par rappeler dans la partie 4.1 les résultats obtenus dans le chapitre 3 et
en déduisons en corollaire le comportement asymptotique de v pour une suite de graphes
de degré constant. La partie 4.2 est centrée sur la comparaison terme a terme de deux
familles de graphes. Nous en profitons pour étudier sur cet exemple la qualité de deux des
bornes que nous avons présentées. La partie 4.3 présente I'étude d’un cas asymptotique
pour lequel le résultat présenté dans la partie 4.1 apporte peu d’information.

4.1 Rappel des bornes. Cas de graphes de degré constant

Nous présentons dans cette partie un rapide résumé des bornes obtenues jusqu’a pré-
sent. Nous ferons par la suite une remarque dans le cas des graphes de degré constant.

— Pour un graphe G quelconquel’

x(@) -1
N

bl <0y < 1 (M) < )

<(9)

— Pour un graphe G réflexifl’

@ <7(9).
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— Pour G et p quelconquesI’

22 Di 2 wieV (o) Pi

<v(G,p) <emax Y p;
1Pl Y jweviv)

— Pour G réflexif et p tel que ||p|| =1

Corollaire 4.1.1 Soit G(n) une suite de graphes, G(n) étant de degré constant d(n) et
de taille t(n),

Preuve : Immédiatel'puisque

d(n) ed(n)
% < ’y(g(n)) .

IN

O

On peut donc remarquer que deux graphes de degré constantI'de mémes tailles et de
mémes degrés'ne peuvent avoir des codébits différant dans un rapport supérieur a e.

4.2 Comparaison de deux familles de systemes de
ressources

Soit R, et C, des systemes de ressources uniformes définis comme suit :

Res(R,) = Res(C,) = {r,1<i<n},
Req(R,) = Uj=@rymirs it
Req(C’n) = ijgi{T‘Z’, T‘j}.

94



4.2 Comparaison de deux familles de systemes de ressources

Comparer les codébits de R, et C,, pour n fixé est un probleme lié a la comparaison
d’algorithmes de relaxation synchrone [Eick et al.91] sur deux types de réseaux différents:
I'anneau (Ring) ou le graphe complet (Complete). Attention cependant: il ne faut pas
confondre les graphes permettant de modéliser ces réseaux (qui ont donné leurs noms aux
systemes) avec les graphes d’exclusion que nous avons considérés jusqu’alors. Ainsil'le
graphe d’exclusion associé au systeme C, n’est pas une clique.

Il est possible de constaterl'en estimant a I’aide d’une simulation v(R,) et v(C,) que
le résultat suivant semble juste pour tout n:

1(Rn) < (C). (4.1)

Nous présentons sur la figure 4.1 les valeurs estimées de ny(R,) et de ny(C},) et de
leurs bornes déduites des théoremes 10 et 11 pour diverses valeurs de n. On note b; la
borne déduite du Théoreme 10 et by la borne déduite du Théoreme 11. Il est a noter que
nous n’avons pu donner d’intervalles de confiance pour les valeurs simulées. En effetI'les
systemes étudiés ici sont beaucoup trop grands pour que l'approche présentée dans la
partie 3.1.3 puisse étre conduite en temps raisonnable. Pour chaque systeme et chaque
valeur de n nous avons donc fait 10 simulations (5 qui renvoient la valeur simulée de h(n)/n
et 5 qui renvoient la valeur de h(n)/n) et reporté les résultats de ces 10 simulations sur
la figure. Bien que ’argument ne soit pas rigoureuxI'la proximité des points résultant
des diverses simulations semble garantir que les valeurs obtenues sont proches des valeurs
réelles.

Au cours d’une collaboration avec Jean Mairesse et Bruno Gaujall'nous avons tentél’
a l'aide de certaines approches présentées dans cette thesel'de prouver l'inégalité 4.1.
CependantI'bien que 1'étude d’un tel probleme ait été intéressante d’'un point de vue
théorique (elle nous a permis d’acquérir une certaine compréhension des systemes de
ressources et par la méme des systemes de requétes)['nous n’avons pas abouti. J’ai par
la suite tenté d’autres approchesl'infructueuses elles aussi. Le meilleur résultat auquel je
sois arrivé est une application triviale des bornes b; et b, qui donne

3e 4n — 6
n) < — et n) = —F——~
W) < et A(Co) 2 s

d’ou I’on peut conclure

v(R,) <

() + o(1),
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12
10
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, X nbl(Rn)
8 I ) . v oG]
X
X
X
6 | X
, X
u » . . N . . . . N ny(Ry)
! o nby(Cy)
T nbs(R,)
2 : : : ' ' | | I I | |

4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096

n

Fic. 4.1 — Codébits des systemes de ressources R, et C, pour de grandes valeurs de n.

ce qui est insuffisant. Vincent DumasI'a l'aide de processus de branchements [Dumas]T’
obtient la borne supérieure suivante pour y(R,,):

5.512

’Y(Rn)é N

En utilisant cette nouvelle borne supérieurel’on obtient cette fois ci:

V(Ry) < 1.378(7(Cn) + o(1)),

ce qui est plus fin'mais toujours insuffisant.

On peut enfin remarquer que 'inégalité 4.1 est triviale pour n = 2 ou n = 3 (puisque
dans ce cas les codébits valent tous 1) et que dans le cas n = 4I'on a Ry = G[2] et Cy = G[3]
(cf partie 3.4.2). Connaissant donc explicitement v(R4) et v(Cy) on peut conclure que
I'inégalité est vraie pour n = 4.
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4.3 Graphes étoiles

4.3 Graphes étoiles

Nous présentons dans cette partie une étude des graphes étoiles (on notera E,, I’étoile
a n branches). Cette étude a été motivée par deux raisons principales: d’une partlil est
facile de vérifier que 'application du théoreme 7 a I’étoile a n branches en la considérant
comme la composition de deux graphesI'l'un égal a son centre seul et 'autre a la réunion
des extrémités de ses branchesI'donne

Y(E,) =1—=24+1+~(E,).

Ceci fait de I'étoile une sorte de cas “pathologique” 'par 1a méme intéressant a étudier.
d’autre partl'comme on 1’a vu dans la partie 4.1Tpour une suite de graphes G(n)I'chaque
G(n) étant de degré constant d(n) et de taille ¢(n)T'on a

(G =© (%) ,

c’est-a-dire que 'on connait le comportement asymptotique de v(G(n)). Les étoiles pré-
sentent la particularité qu’elles sont des graphes de degré non constant tout en étant
simples. On peut vérifier que dyoy(Ey) = 3;111 et que p(E,) =1+ +/n — 1T'et donc'que
I’application des théoremes 11 et 10 donne

V(En) = Q(l/n) et ’V(En) = O(l/\/ﬁ)
On voit que c¢’est insuffisant pour décrire le comportement asymptotique de y(E,).
Nous allons doncl'dans un premier tempsl'citer un résultat da a Alain Jean-Marie qui
exprime y(E,) sous forme intégrale. Nous donnerons ensuite une analyse du comportement

asymptotique de vy(F,) quand n tend vers l'infini. Ce travail a été fait en collaboration
avec Alain Jean-Marie et Bruno Gaujal de 'INRIA-Sophia.

4.3.1 Expression intégrale de v(E,)

Théoreme 13 (Jean-Marie) Soit vy le centre de [’étoile a n branches et vy ---v, les
extrémités de ses branches. Soit p = (po,--- ,pn) tel que ||p|| = 1. On peut exprimer
v(Eyn, p) comme:

Y(Ewp) = po + Y pit (0" (pr, .- pw))
1=1
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ou o est la permutation circulaire a gauche, et

1 n—l dZ1 dZn,1
) = (— M(zy,... %, .
¢(p17 P ) ( ) A‘l /Fn_1 (371 x 1) 2 — 1

um CZper — 17

avec
Po
II T1yeee yTp_1 o o .
( ) 1- i:ll pi/xi — Pn Hi:11 T
Dans cette formule, les contours I'y, ... I, 1 sont simples, dans le domaine {|z| > 1} et

dans le domaine d’analyticité de la fonction 11.

Remarque 1 : Il est assez simple de donner une expression de y(E,) sous forme de
sommes multiples (faisant alors intervenir n + 1 signes de sommation!). CependantI’bien
qu'un tel résultat puisse sembler plus parlant que le théoreme 13Iil est plus mauvais d’un
point de vue numérique et n’amene aucun résultat concret.

4.3.2 Comportement asymptotique de v(E,)

1
Proposition 21 Y(E,) =© ).
ninlnn

Preuve : Rappelons tout d’abord un résultat classique portant sur des jets de boules
dans des urnes [Kolchin et al.78].

Lemme 4.3.1 Soit n urnes dans lesquelles on jette m boules au hasard uniformément.
Les jets de deuz boules sont supposés indépendants. Soit M(n,m) le nombre moyen de
boules que contient alors l'urne la plus remplie. Alors, si m = O(n),

Inn

Montrons maintenant comment rattacher ce probleme a I’étude du comportement
asymptotique de vy(F,,). Nous pouvons tout d’abord remarquer que E,, peut étre représenté
par un systeme de ressources S (n) construit sur n ressources et comportant n+1 requétesl’
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n de ces requétes demandant chacune une ressource différente et la (n + 1)-ieme requéte
demandantl’quant a elle['1’ensemble des n ressources. D’apres la Proposition 171"

W) = g (1+ ER(S (), X)),

ol X, est une variable aléatoire ayant une distribution géométrique de parametre 1/(n+1)
et o S'(n) est un systéme de ressources uniforme basé sur n ressources et possédant n
requéetesl'chaque requéte demandant une ressource différente. Il est facile de vérifier que

EA(S'(n), X,) = M(n, X,). OrT
M(n,X,) > P(X,, > n)M(n,n).

Quand n tend vers U'infinil P(X,, > n) = (n/n + 1)" tend vers 1/e. Ainsil' M (n, X,,) =
Q(Inn/Inlnn). Par ailleursI'si on pose X] = (n + 1)[X,,/n + 1]T'la croissance en m de
M (n,m) implique que

M(n,X,) < M(n,X,),
< > M(n,k(n+1)P(X), = k(n+1)),
k=1
< M(n,n+1)()_kP(X, =k(n+1)),
k=1
EX’
< M 1 n
< M(nn+ 1),
n—+1
< M(n,n+1)0(1),
Inn
=0 (lnlnn) '
On a donc
Inn
M(n, X,) =© Inlnn

et

Inn
V(En) = © (nln In n) '
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Chapitre 5

Conclusion

Nous avons présenté dans cette these un modele de systemes de ressources partagées.
Nous nous sommes ensuite intéressés a 1’évaluationl'sur ce modelel'd’un parameétre de
performance fondamentall'le codébit. Ce parametre de performance caractérisel'en effetl’
de facon fine la dynamique du systeme auquel il est associé. Nous montrons par exemple
en annexe comment son évaluation permet de donner des conditions de stabilité ou de
non-stabilité de la file d’attente d’un systeme particulier.

Le calcul exact du codébit d’un systeme quelconque semble étre un probleme parti-
culierement difficile. Nous n’avons en effet réussi a le calculer que pour quelques cas de
systemes relativement simples. Pour cette raisonl'nous avons cherché a en donner des
bornes. Sans revenir en détail sur celles-cil’'on peut faire trois remarques d’ordre géné-
ral. Tout d’abordI’les diverses bornes que nous avons obtenues sont dérivées d’expressions
analytiques du codébit différentesI'bien qu’équivalentes. Il semblerait donc que chacune de
ces expressions “capture” un aspect différent de la dynamique des systemes que 1’on a étu-
diés. D’autre partI'nous avons obtenu deux bornes quil'pourvu que chacune des requétes
soit en concurrence avec un nombre fixe de requétesI'permettent une bonne estimation du
codébit puisqu’elles I'encadrent dans un rapport au plus exp(1). Enfinl'il semble que la
vision “systemes de requétes” soit plus pertinentel'bien que moins intuitivel'que la vision
“systemes de ressources”. En effetI'elles amene des bornes directement reliées au graphe

Gg.

Nous montrons enfin en annexe quels sont les systémes (max, +) que notre approche
en termes de graphes permet de traiter et comment il serait possible de généraliser le
modele que 'on a étudié afin de lui faire correspondre un plus grand nombre de systemes
(max, +).
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Annexe A

Applications

A.1 Stabilité d’un systeme de ressources partagées

Nous présentons icil'de fagon succincte et sur un exemple['une application possible des
bornes obtenues précédemment.

Soit un systeme de ressources partagées composé de N = 2" processeurs et de N
mémoires. Les processeurs sont connectés aux mémoires par un réseau d’interconnection
de type “Papillon”. La figure A.1 montre un tel réseau d’interconnection pour N = 8.

Lorsqu’un processeur veut lire ou écrire dans une mémoirel'il verrouille le chemin qui
les reliel'empéchant donc éventuellement d’autres acces a d’autres mémoires par d’autres
processeurs. Pour un tel systemel'les ressources correspondent donc aux noeuds du réseau
d’interconnection et les requétes aux demandes d’acces a une mémoire par les proces-
seurs. On fait 'hypothese que les temps de prise des ressources par les requétes sont tous
unitairesl'que les diverses requetes possibles sont équiprobables et que chaque processeur
demande a accéder a une mémoire avec une fréquence f. Etant donnée fTon peut se poser
la question suivante: notre systeme est-il stable? En d’autres termesl'le nombre moyen
de requétes en attente de traitement est-il uniformément borné dans le temps? Ce qui
revient encore a dire: le temps moyen qu’une requéete attend avant d’étre traitée est-il
uniformément borné dans le temps? La réponse théorique a toutes ces questions est “oui”
si et seulement si f < Niy [Baccelli et al.95]T'out v est le codébit de la version saturée du
systeme que nous étudions. Le probleme est que I’on ne connait pas . Par contrel'comme
il est possible de borner inférieurement et supérieurement celui-cil'on va pouvoir donner
des conditions suffisantes de stabilité ou de non-stabilité du systeme non saturé. En effet’
on peut vérifier que le graphe G associé au systéme saturé est de taille N2 et de degré
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: AN
Ceee e

| NN
: S

Ps Mg
P, \0 M,
P, \0/ \0 M

Fic. A.1 — Un réseau d’interconnection en “Papillon”.

constant N + % In N. On en déduitI'd’apres les bornes des théoremes 10 et 11I°

2+lnN< e(2+1nN)

oN  ~T ST N

Ainsil'on obtient

2
f< m = Le systeme est stablel’
f> TN = Le systeme est instable.

ce que nous avons résumé sur la figure A.2.

Application numérique: Pour un réseau de taille 256I'on assure donc la stabilité pour
f <0.073 tandis qu’on est sur de I'instabilité pour f > 0.2.
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A.2 Application 4 (max, +)

0 2 2
e(2+1In N) 2+In N f
— | =
Le réseau est stable Le réseau est instable

FiGc. A.2 — Zones dans lesquelles on sait si le réseau d’interconnection est stable ou in-
stable.

A.2 Application a (max,+)

Nous avons montré dans la partie 2.2 comment les équations d’évolution que 1'on a
étudiées se récrivent dans (max, +). La question que ’on peut maintenant se poser est
la suivante: supposons résolu le probleme du calcul de (G, p) pour un graphe G non
orienté quelconque et un vecteur p quelconque. Quels sont alors les types de systemes sto-
chastiques (max, +) dont on connaitrait les exposants de Lyapunov? En d’autres termesl’
pour quel type de matrices stochastiques M saurait-on calculer v(M)Tou (M) est défini
comme l'exposant de Lyapunov associé a une suite de matrices stochastiques indépen-
dantes entre elles et distribuées identiquement a M (voir partie 3.1.2).

Afin de répondre a cette questionl’on définit

m;; = 0 siz 7£ l,
M(N, 1) ={M = (mij)i<ij<n t.q. m; =—o00 sit#l,j#i, |}
my; € {—o0,1} sinon.

Proposition 22 Soit une matrice stochastique M telle qu’il existe d’une part My --- My
appartenant respectivement ¢ M(N,1)--- M(N,N) et d’autre part p = (p1,--* ,Pn),
llp|| = 1, vérifiant

P(M = M;) = p; pour 1 <i <N,
M® = @;M; est symétrique.

Alors, v(M) = v(G,p) ot G est le graphe suivant :

V(G) = {vi,-- on},
E(G) = {{viv} t.q m; =1}

105



Chapitre A. Applications

Preuve : 1l suffit de vérifier que le systéme (max, +) associé a (G, p) est bien le systeme
(max, +) associé a M (voir I’équation 2.5 dans la partie 2.2.2).

Exemple 1 : Soit

1 —00 1
M, = o0 0 —o0 |,
—00 —00 0
0 —00 —00
M2 = —00 1 1 5
—00 —00 0
0 —00 —00
M3 = —00 0 —00 y
1 1 1

P(M = M;) = p,
P(M = M) = ps,
P(M =Ms) = 1—p—ps.

On vérifie que

1 —o0 1
M® = —x 1 1
1 1 1

est symétrique. On définit donc le graphe G par

V(G) = {vi,vz,vs},
E(G) = {{vi, v}, {vi,vs}, {vz, v2}, {02, v3}, {vs, v3}}.

On a alors

(M) = (9, p)
1pi+ps—4pipa + (2 — p1 — p2)V1 — 4pips
2 V1I—4pip;
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A.2 Application 4 (max, +)

d’apres 1’équation 3.6.

Remarque 1 : Il serait possible de se débarrasser de la condition “M® est symétrique” en
définissant v pour des graphes orientés. Etendre la définition de v a des graphes orientés
est en effet tout a fait possible puisque les équations d’évolution 2.3 ne particularisent
pas le fait que G est non-orienté. CependantI'nous ne nous sommes pas intéressés a cette
généralisation pour les deux raisons suivantes: on se serait trop écarté du probleme de
départl'qui est la modélisation de systemes de ressources partagées. Par ailleurslles bornes
présentées dans cette thesel'a 'exception de la borne donnée par le théoreme 10I'ne se
généralisent pas a des graphes orientés.
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Chapitre A. Applications

A.3 Table des notations

Notations “classiques” :

N Entiers naturels

R Nombres réels

1, Vecteur de IR™ ayant toutes ses composantes égales a 1
P(A) Ensemble des parties de A

| | Valeur absolue (ou taille d’une ligne)
|7 0o max; |x;|

||| 2i |zl

M Une matrice (ou un motif)

e exp(1)

[=Q(g9) VYe>03wg,x>x0=c|f(x)] > |g(x)]
f=o(g) Ve>03xy,z>x0=|f(2)] <elgz)]
f=0(g) Fc3xg,x >z = |f(x)] < c|g(x)]
f=0(g) f=0(g)etg=0(f)

P Probabilité

I Indicatrice

IE Espérance

Var Variance

Cov Covariance

E Evénement
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A.3 Table des notations

Notations définies pour un systéme S :

Res Ensemble des ressources

K Nombre de ressources

T Une ressource

Req Ensemble des requeétes

N Nombre de requeétes

v Une requete

p = (p1,...,pn) Vecteur de poids des requétes

s(n) n-iéme requéte

T;(n) Date de libération de r; apres traitement des n premieres requéetes
Ci(n) Date de fin de traitement de la n-iéme requéte

h(n) max; C;(n)

h(n) min; C;(n)

0 Codébit du systeme S

TReq(S) Systeme de requétes associé a un systeme de ressources S
TRes(S) Systeme de ressources associé a un systeme de requétes S
v||v’ v et v’ ne sont pas concurrentes

vl v et v’ sont concurrentes

Ind(S) Ensemble des ensembles de requétes non concurrentes du systeme S
M Un motif (ou une matrice)

L(n) n-ieme ligne

|| Taille d’une ligne (ou valeur absolue)

R, Systeme de ressources dit “anneau”

Cn Systeme de ressources dit “complet”

Notations définies pour un graphe G:

V(G) Ensemble des sommets de G

E(G) Ensemble des arétes de G

v Un sommet de G (i.e. une requéte du systéme correspondant)
V(v) Ensemble des voisins du sommet v

dmoy  Degré moyen

dmax  Degré maximum

X Nombre chromatique

E, Etoile & n branches
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