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Mayara : Nous créerons les vents en ouragan. Nous
créerons les tonnerres fracassants. Nous construirons le
barrage. Nous construirons I'amour.

Ghaylane : Ouil'nous construironsl'nous créeronsI'nous
enseignerons a cette terre le courage et la raisonl'l’éner-
gie et la fermeté. Si fort nous secouerons ses habi-
tants qu’ils abjureront leur prostrationlleur lachetélleur
haine de l'eau et leur amour de I’aridité. Nous injecte-
rons en eux notre parole et notre ame. Nous insuffle-
rons la vie en toutes choses. Nous soufflerons un ouragan
d’effroi. Nous construironsI'nous céerons d’authentique
création. Car la force et I’élanl'c’est en nous qu’ils sont.

Ghaylane et Mayara s’en vont...

Maymouna : les suivant du regard, ironise ameérement.
Ils vont créer les vents et les ouragans. Ils vont créer les
tonnerres fracassants... Ils vont construire le barrage...
Ils vont construire I'amour... Ah! que soit maudite la
gent des songe-creux !

Mahmoud Messaadi

“Le barrage”
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Introduction

Cette these est consacrée a 1’étude de méthodes statistiques pour I’évaluation de la
fiabilité des logiciels.
L’utilisation croissante des systemes informatisés dans tous les domaines donne une im-
portance cruciale au probleme de la fiabilité des logiciels.
En effetI'des défaillances de logicielsI'par exemplel'dans des systemes de manceuvres aéro-
spatiales'de controle de réacteurs nucléairesI'd’assistance chirurgicale ou de transactions
financieres peuvent avoir des conséquences catastrophiques dans certaines utilisations cri-
tiquesI'et au moins des conséquences économiques dans la plupart des cas.
La mise en service de tout logiciel doit donc étre précédée d’'une période de tests et de
validation permettant de garantir un niveau acceptable de fiabilité.

Plusieurs phénomenes agissent sur le logiciel au cours de son cycle de vie : fautes de
conception d’origine humainel'effets variables des correctionsl'différents environnements
d’utilisationlinteraction avec d’autres logicielsletc. La complexité de ces phénomenes rend
inévitable la présence de fautes dans tout logiciel de taille importantel'et cel'méme apres
la période de tests. Cette complexité des facteurs mis en jeu rend par ailleurs impossible
toute tentative d’évaluation exacte du degré de fiabilité d’un logiciel.

Cela implique le recours a une modélisation stochastique de l'interaction du logiciel avec
le monde externe. Cette modélisation permet d’utiliser des méthodes statistiques efficaces
pour analyser les données de défaillance du logiciel et prédire sa fiabilité future.

Un logiciel constitue un exemple typique de “Systéme améliorable” (cf. [95]) dont les
défaillances sont imputables a des fautes de conception. Sa fiabilité est donc susceptible
d’évoluer au cours du tempsI'par suite de leurs corrections. C’est ce qui le distingue d’un
systeme réparable au sens traditionnell'dont les performances sont toujours au plus égales
a celles d’un systeme neuf. D’ou la notion de “Croissance de fiabilité”.

Par ailleurs une des caractéristiques essentielles du logiciel est 1’absence de phénomene
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d’usure ou de vieillissementI'ce qui justifie I'utilisation généralisée de la loi de probabilité
Exponentielle pour les durées de bon fonctionnementI'dans un grand nombre de modeles
de fiabilité des logiciels.

Les premiers modeles mathématiques entierement consacrés a 1’étude de la fiabilité
des logiciels ont été présentés au début des années soixante-dix notamment par Jelinski
et Moranda en 1972 [47] et Littlewood et Verrall en 1973 [67].

La prise de conscience de 'importance du probleme de la streté de fonctionnement des
systemes informatisés a ensuite suscité un tres grand nombre d’études concernant la mo-
délisation et I’évaluation statistique de la fiabilité des logiciels.

Des revues de synthese de cette littérature ont été présentées par Xie [102I'103]I'Singpur-
walla et Wilson [90] et Lyu et al [69].

Il est devenu clair aujourd’hui que la complexité et la diversité des phénomenes définis-
sant les comportements des logiciels rendent impossible I’obtention d’un modele universel
utilisable dans toutes les études de fiabilité des logiciels.

La diversité des outils de conceptionl'des procédés de tests et de corrections ainsi que la
diversité des domaines et des profils d’utilisation font que chaque logiciel a ses propres
particularités dont il faut tenir compte lors de I’évaluation de sa fiabilité. On pourra se
référerl’a ce sujetI'par exemple aux travaux de Laprie [57] et Kanoun [50].

Loin de vouloir ajouter de nouveaux modeles a la multitude de modeles déja existantsl’
nous nous sommes proposés dans ce travail d’élaborer des méthodes statistiques permet-
tant aux praticiens de construire et ensuite de valider leurs propres modeles en tenant
compte des spécificités de leurs logiciels.

Ces outils de construction de modeles['tiennent compte des hypotheses générales en Fiabi-
lité des Logiciels['tout en permettant a chaque utilisateur d’intégrer d’une maniere simple
les particularités de son étude.

Pour démontrer la supériorité éventuelle des modeles ainsi construitsI'nous avons ensuite
été amenés a étudier les outils statistiques pour le choix et la comparaison de modeles de
fiabilité des logiciels.

Les différentes parties de ce travail ont nécessité 1’utilisation d’un certain nombre
d’outils mathématiques générauxI'notamment les Modeles Linéaires Généralisés paramé-
triques et non paramétriquesI’l’Analyse statistique bayésienne et les Tests d’adéquation
statistiques. Nous avons jugé utile de présenter brievement chacun de ces outils avant son
utilisation pour apporter une plus grande clarté a 1’exposé.



Nous présentons dans le premier chapitre le cadre général et les concepts de base en
Fiabilité des Logiciels : profil opérationnell'ensemble de fautesI'sollicitations['défaillancesl’
correctionsl versionsI'etc. Ils s’inscrivent dans le cadre d’'une modélisation probabiliste
générale de la vie d’un logiciell'basée sur I'utilisation des processus aléatoires.

Cette modélisation permet par ailleurs de définir rigoureusement les principaux attributs
de la fiabilité d’un logiciell'd’intégrer le caractere évolutif de celle cil‘ainsi que le MTTFT'
le taux de défaillancel'etc.

Nous terminons le premier chapitre par une revue des principaux modeles d’évaluation
statistique de la fiabilité des logiciels.

Dans le deuxieme chapitre nous utilisons la théorie des Modeles Linéaires Généralisés
pour présenter des outils de construction et de choix de modeles en Fiabilité des Logiciels.
Ces outils ont ’avantage de pouvoir tenir compte des spécificités de chaque logiciel
pour construire des modelesI’aussi bien paramétriques que non paramétriquesl'ayant de
meilleures performances que les modeles usuels.

Le troisieme chapitre est consacré aux méthodes statistiques bayésiennes en Fiabilité
des Logiciels.
Apres une revue critique des principales approches bayésiennes usuellement proposées
dans ce domainel'nous présentons un outil bayésien général pour la modélisation et 1'éva-
luation de la fiabilité des logiciels.

Contrairement a la plupart des approches traditionnellesI1’outil bayésien que nous présen-
tons a ’avantage de pouvoir s’adapter aux différentes connaissances a priori des praticiens
quant au comportement et aux spécificités de leurs logiciels. En effetI'cet outil est basé sur
I'utilisation des algorithmes récents de simulation stochastiquel'ce qui permet d’éviter le
choix de lois de probabilité a priori dont la seule justification est le plus souvent la facilité
des calculs analytiques.

Dans le dernier chapitre nous étudions le probleme de la validation et du choix de
modeles en Fiabilité des Logiciels.
On ne trouve dans la littérature qu'un faible nombre d’outils empiriques permettant de
faire le choix du modele le plus adéquat parmi d’autres.

Nous discutons dans ce chapitre de ['utilisation des tests d’adéquation statistiques pour la
validation de modeles de fiabilité des logiciels. Nous donnons ensuite un cadre théorique
permettant de définir rigoureusement le critere du u-plot et d’en étudier les propriétés.

Ce criterel'I'un des plus utilisés pour la validation des modeles de fiabilité des logicielsI’
n’a jusqu’ici pas été étudié de fagon rigoureuse.

Nous montrons que ce criterel' présenté initialement comme un indicateur empiriquel'peut
dans certains cas etre considéré comme un test d’adéquation au sens statistique.
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Cette démarche nous a par ailleurs amené a présenter un nouveau test séquentiel d’adé-
quation a une loi exponentielle de parametre inconnul'et qui peut étre utilisé dans un
autre contexte.

Ce travail s’inscrit donc dans le cadre de la statistique appliquéellil souhaite contribuer
a enrichir ou améliorer les méthodes généralement utilisées par les praticiens. Il porte a
la fois sur les aspects théoriquesI'méthodologiques et pratiques en Fiabilité des Logiciels.
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Chapitre 1

Méthodologie de I’évaluation de la
fiabilité des logiciels

On commence ce chapitre par une présentation de la problématique et du cadre général
de notre étude. Apres avoir introduit la terminologie et les différents concepts utilisésI'on
décrit les principaux facteurs agissant sur le comportement du logiciel au cours de son
cycle de vie.

On présente ensuite une modélisation mathématique de la vie d’un logiciel. Cette modéli-
sationI'basée sur les processus aléatoiresI'permet de définir rigoureusement les différentes
mesures et attributs de la fiabilité.

A la fin de ce chapitre on présente une breve revue des principales classes de modeles
statistiques de fiabilité des logiciels.

1.1 Problématique

1.1.1 Cadre général

Comme pour tout systemel'la fiabilité d’un logiciel mesure son aptitude a délivrer un
service correct pendant une durée déterminée. Plus précisément on appelle fiabilité d’un
logiciel la fonction du temps exprimée par la probabilité que le logiciel fonctionne sans
défaillances pendant une période fixée et dans un environnement donné.

La fiabilité fait partie d’un concept plus global : la sureté de fonctionnement qui regroupel’
outre la fiabilitél'les concepts de disponibilité['de maintenabilité et de sécurité (cf. Laprie
[57]).

Le comportement d’un logiciell'et en particulier sa fiabilité['évolue au cours du temps en
fonction de trois facteurs principaux :

e [’ensemble de ses fautes.

e Son profil d’utilisation : il décrit le comportement des utilisateurs du logiciel : choix
des entréesI'fréquence des sollicitationsl'etc.
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e Les modifications et les corrections que subit le logiciel au cours de son cycle de vie.

La complexité des phénomenes mis en jeu ainsi que l'incertitude concernant leurs effets et
interactions font que toute évaluation de la fiabilité nécessite une modélisation aléatoire
de la vie du logiciel considéré.

Le fonctionnement du logiciel étant observé pendant une période de temps donnéel'l’ob-
jectif de cette étude est d’utiliser les méthodes statistiques pour I’estimation de la fiabilité
et la prédiction du comportement futur du logiciel.

1.1.2 Concepts de base en Fiabilité des Logiciels

Dans tout ce travail on considére qu'un logiciel est un systemel'qui par I'intermédiaire d’un
programme transforme des données d’entrée (instructionsI'chiffresI'imagesI'fichiersI'etc.)
en données de sortie ou résultats.

Les spécifications du logiciel définissent quels doivent étre les résultats fournis pour les
différentes données d’entrée.

L’étude de la fiabilité des logiciels peut etre faite dans le cadre général de I’étude de
la fiabilité des systemes améliorables.

Un systéme améliorable (cf. Soler [95]) est un systeme qui a des défaillances parce
qu’il présente des fautes de conception. En supposant que ’on puisse corriger ces fautesl’
les performances du systeme se trouvent donc améliorées au cours du tempsl'contraire-
ment aux systemes réparables dont les performances sont toujours au plus égales a celles
d’un systeme neuf.

On considere les logiciels comme des cas particuliers de systemes améliorables et on ne
s’intéressera qu’aux problemes de fonctionnement dus aux fautes de conception. Ceci im-
plique qu'un logiciel ne vieillit pas et que sa fiabilité évolue au cours du temps au fur et
a mesure des tentatives de suppression de ses fautes de conception. Dans le cas ou les
fautes de conception sont effectivement supprimées on observe alors une croissance de
fiabilité.

Une faute du logiciel désigneral'dans ce travaill'une de ses fautes de conception dues
généralement a des imperfections de programmation perpétrées soit au cours du dévelop-
pement soit au cours des modifications ultérieures (cf. [57]).

Une défaillance survient quand pour une donnée d’entrée particuliere on observe une
différence entre le résultat fourni par le logiciel et le résultat prévu par les spécifications.
Une défaillance peut etre la manifestation d’une ou plusieurs fautes.
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Une faute est un phénomene intrinseque au programmel'alors qu’une défaillance est un
phénomene dynamique dépendant de la facon dont le logiciel est utilisé.

1.1.3 Evolution de la fiabilité d’un logiciel

L’évolution de la fiabilité d’un logiciel résulte de I'effet au cours du temps des différents
facteurs agissant sur son comportement.

Ces facteurs évoluent au cours des différentes étapes du cycle de vie du logiciel. Rappelons
que ces principales étapes sont : 'expression des besoinsI'la conceptionl'le développementI’
la validation pré-opérationnelle (phase de tests) et la vie opérationnelle (comprenant 1’ex-
ploitation et la maintenance).

Ensemble des fautes d’un logiciel

En théorie on peut concevoir des logiciels parfaitsI'mais ceux-ci sont inaccessibles en pra-
tique. A la sortie des étapes de conception et de développementI'tout nouveau produit
logiciel de taille importante contiendra forcément des fautes de conception.

En phase de validation pré-opérationnelle on essaiera de supprimer le plus grand nombre
de fautes. Mais malgré les tests rigoureux et systématiques et malgré le respect des normes
et standards du génie logiciell'la plupart des logiciels de taille importante contiennent en-
core des fautes quand ils sont livrés.

L’ensemble des fautes continuera a évoluer au cours de la vie opérationnelle ; cette évo-
lution est due aux activités de maintenance et a la livraison de nouvelles versions du
logiciel.

Corrections et modifications du logiciel

Le logiciel subitI'tout le long de son cycle de viel'un certain nombre de modifications qui
font évoluer son ensemble de fautes et par conséquent sa fiabilité.

Ces modifications peuvent étre dues a des changements de spécifications : changements ou
ajouts de fonctionnalitésl'etc. Les modifications les plus fréquentes sont cependant celles
dues aux corrections c’est-a-dire aux tentatives de suppression des fautes.

Plusieurs politiques de correction peuvent étre envisageables. En phase de développe-
ment et de testsl'les corrections sont généralement introduites au fur et a mesure de
I’observation des défaillancesI'ceci évitera d’observer plusieurs défaillances associées a la
méme faute.

Une deuxieme facon de fairel'fréquente en phase opérationnellel'consiste a n’effectuer les
corrections qu’apres ’activation et I'identification d’un certain nombre de fautes. Kanoun
[50] parle alors de correction par lots.
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Au cours de la vie opérationnellel'lorsque 'utilisateur observe une défaillancel'il reprend
généralement le traitement en évitant 'utilisation de 'entrée défaillante. Il signale ensuite
cette défaillance au constructeur. Quand ce dernier aura un nombre suffisant de réclama-
tionsl'il lancera une nouvelle version ou il effectuera toutes les corrections nécessaires.

L’activité de maintenance regroupe toutes les modifications qui ont lieu au cours de
la vie opérationnelle.

Profil d’utilisation

La notion de fiabilité d’un logiciel est étroitement liée a la notion de profil d’utilisationl’
c’est-a-dire la maniere dont il sera utilisé.

En vie opérationnellel'le profil d’utilisation est appelé profil opérationnell'il differe d’un
utilisateur a un autre.

Le profil opérationnel d’un utilisateur est spécifié par la fréquence de ses utilisations
et les probabilités des sollicitations des différentes données d’entrée.

Deux utilisateurs ayant des profils opérationnels différents peuvent avoir deux percep-
tions différentes de la fiabilité du méme logiciel.

La combinaison des profils opérationnels des différents groupes d’utilisateurs permet de
définir le profil opérationnel moyen du logiciel (cf. Musa [76]).

Le profil d’utilisation évolue au cours du cycle de vie du logiciel. Au début de la phase
de testsl'le logiciel est généralement sollicité beaucoup plus qu’il ne le sera en phase
opérationnelle. En fin de période de tests on essaiera au contraire de se rapprocher des
conditions d’utilisation opérationnelle.

1.2 Modélisation aléatoire de la vie d’un logiciel

Nous présentons dans cette section ’approche adoptée pour la modélisation de la vie
d’un logiciel. nous donnons ensuite les définitions et les outils mathématiques permettant
de modéliser les différents facteurs décrits ci-dessus.

1.2.1 Approches “boite noire” et “boite blanche”

L’approche qu’on adoptera dans ce travail est ’approche appelée “boite noire” ou on
considere le logiciel comme une seule entité ou “boite noire”.

L’effort de modélisation se concentre alors sur les interactions entre cette “boite noire” et
le monde extérieur : sollicitationsI'défaillancesI'corrections...
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On tiendra compte cependant des différentes informations disponibles : profils d’utilisa-
tion['effets des correctionsl'environnements de tests... pour choisir les lois de probabilité
adéquates des différents processus aléatoires mis en jeu.

Un deuxieme type de modélisationl'appelé approche “boite blanche”I'consiste a utiliser
I'information disponible concernant la structure du logiciel étudié.

On trouve ainsi un certain nombre de modelesI” appelés modeles structurels (cf. par
exemple [17]'[61] et [65]) ol l'on tient compte de la structure du logiciel a travers sa
décomposition en un certain nombre de composants principaux ou modules. L’interaction
entre ces composants correspond a des transferts de controle de ’exécution.

L’exécution des programmes du logiciel est alors modélisée par un processus stochastique
markovien désignant a chaque instant I’'unique module actif.

Comme le souligne Ledoux [61]T'pour pouvoir appliquer les modeles structurels il faut
adopter des hypotheses trop réductrices. Ces modeles nécessitent en outre un effort de
collecte de données assez important puisqu’il faut recueillir des données de défaillance
spécifiques aux différents modules ainsi qu’aux transferts de controle entre ces modules.

La difficulté de leur traitement numérique et l’absence de données expérimentales adé-
quates font que les modeles structurels sont pour 'instant tres peu utilisés par les prati-
ciens.

1.2.2 Définitions et outils mathématiques

Dans la modélisation utilisée dans ce travaill'on considere que les instants de sollicitation
du logiciell'les données d’entrée sollicitées ainsi que les instants de défaillancel'sont des
variables aléatoires. Les principaux outils de modélisation seront donc les processus aléa-
toires.

Les définitions et la terminologie employées ci-dessous sont inspirées des travaux de Gau-
doin [36] et Soler [95].

Espace des données d’entrée

On suppose que 'on peut définir ’ensemble E de toutes les données d’entrée admissibles
par le logiciel. On supposera que cet ensemble est invariant pendant la vie du logiciel.
Comme on considere que les données d’entrée sont choisies d’une fagon aléatoirelil est né-
cessaire de munir £ d’une tribu A des parties de cet ensemble représentant les événements
d’entrée du logiciel.

L’espace mesurable (E, A) sera ’espace des entrées du logiciel.
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Processus de sollicitation et Profil opérationnel

Le logiciel est sollicité de facon aléatoire a la fois dans le temps et dans I'espace des
entrées. Les instants successifs de sollicitation temporelle 0 <S; < .S, ... forment un pro-
cessus ponctuel sur IR .

A chacun des instants S;I'le logiciel est sollicité avec une entrée aléatoire Z; choisie selon
une loi de probabilité ); dans E.

La suite des sollicitations est donc une suite de couples (S;, Z;) formant un processus
ponctuel § sur l'espace produit R, x E.

Définition — 1.1 on appelle processus de sollicitation du logiciel, le processus ponc-
tuel sur R, marqué dans E :

{Si0,gxa}e20,4c4

ot pour tout t > 0 et pour tout A € A, Sy xa est le nombre de sollicitations S; qui ont
liew sur Uintervalle [0,t] dont les entrées associées appartiennent d A.

Le profil opérationnel est la loi de probabilité du processus de sollicitation.

Un exemple particulier de profil opérationnel représentant assez bien les conditions d’uti-
lisation générales des logiciels est le profil opérationnel Poissonnien homogene qui sera
présenté dans la sous-section 1.4.3.

Processus des fautes

La notion de faute est liée a celle de donnée d’entrée. On confondra dans cette modélisation
la faute avec ’ensemble des données d’entrée qui conduiront a sa manifestation. Une faute
de conception est une partie A-mesurable non vide de 'espace des entrées E.

Définition — 1.2 A [instant t, on appelle faute totale F, C E l’ensemble de toutes les
données d’entrée pouvant provoquer des défaillances a l'instant t.
On appelle processus des fautes, la famille {F}}>o.

Le processus des fautes est un processus aléatoire ensembliste a sauts. Ceux-ci inter-
viennent aux instants des corrections.

Processus de défaillance

Une défaillance se produit a la ™ sollicitation si ’entrée correspondante Z; active une

fautel'c’est-a-dire si Z; appartient a la faute totale a 'instant S;.

On appelle instant d’une défaillance l'instant de la sollicitation qui a entrainé cette
défaillance.
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Définition — 1.3 Le processus de défaillance du logiciel est un processus ponctuel de
R, défini indifféremment par :

o T ={Ti}i>1 ouT; est Uinstant de la i*™ défaillance.

o X ={X;}is1 00 X; =T, — Tj—y (avec Ty=0) est la durée séparant la (i—1)°™ de
la i¥™ défaillance.

e N = {N;}i>0 ot N, est le nombre cumulé de défaillances entre l'instant initial et

Uinstant t.
4
Nt
3
2
1
0
| I I T I I
0 T T, T, T, Ts t
X, X, X, X, X,

Fic. 1.1: Exemple d’une trajectoire du processus de défaillance.

Processus de correction

Une correction est une tentative de suppression de fautes. Elle a donc pour effet de modifier
I’ensemble des fautes totales du logiciel. Plus précisément on a :

Définition — 1.4 Une correction est une application de A dans A qui, a une faute
totale avant correction F', associe une faute totale apreés correction F'.

Une bonne correction aura pour effet de diminuer la taille de I’ensemble des fautes.

Définition — 1.5 Le processus de correction du logiciel est un processus ponctuel sur
R, marqué dans A défini indifféremment par :

o C ={C;}i>1 ou C; est Uinstant de la i*™ correction.
o YV ={Y;}is1 00 Y; = C;—C;_; est la durée séparant la (i—1)*™ de la i correction.

o K = {K;}i>0 ou K, est le nombre cumulé de corrections effectuées entre l'instant
wmitial et Uinstant t.
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A chaque instant de correction C;, on associe sa marque Fo, C E représentant la faute

totale apres la 1°¢ correction.

Remarque — Le processus des fautes { £} },>¢ est un processus de Markov. Ceci découle
du fait que Fg, est une transformationl'via la ™ correctionl'de Fg,_,. La faute totale
F¢, ne dépend donc du passé qu’a travers Fg, .

Bonne correctV Mauvaise correction

Fautes rgjoutees

Fi1Gc. 1.2: Exemples de bonne et de mauvaise corrections.

Processus du comportement et histoire du logiciel

Définition — 1.6 On appelle processus du comportement du logiciel, le processus qui
décrit le comportement du logiciel au cours du temps. Ce processus résulte de ’interaction
des processus de sollicitation, de défaillance et de correction. Il est noté :

{S[O,t]xA, Ny, Ky, Ft)}

t>0,AcA "

Définition — 1.7 On appellera histotre du logiciel a l'instant t, la filtration {H;}i>0 ot
H; est la tribu engendrée par le passé du logiciel a l'instant t :

Hi=o0 {(S[O,S}XAaNsaKsan)aogSgtaAe-A}'
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1.2.3 Interaction des différents processus

Pour modéliser rigoureusement 1’évolution du logiciel au cours du tempsl'il faut tenir
compte de I'interaction entre les différents processus mis en jeul'en effet :

e Une sollicitation (S;, Z;) provoque une défaillance a Uinstant S; si l'entrée Z; ap-
partient a la faute totale Fs,. Le processus de défaillance est donc influencé par le
processus de sollicitation et le processus de faute.

e On procede a des corrections quand on observe un certain nombre de défaillancesl’
le processus de défaillance excite ainsi le processus de correction.

e Une correction a pour effet de modifier la faute totale du logiciel. Le processus de
faute se trouve ainsi influencé par le processus de correction.

1.3 Approche statistique de I’évaluation de la fiabi-
lité des logiciels

L’évaluation de la fiabilité d’un logiciel se fait par ’analyse du comportement passé et
la prédiction du comportement futur de son processus de défaillance. Ceci nécessite ['utili-
sation d’'un modele probabiliste ou ’on utilisera les diverses informations disponibles pour
choisir les lois de probabilité des différents processus aléatoires mis en jeu.

Les données issues de l'observation du logiciel permettent ensuite d’estimer les para-
metres du modele pour analyser le comportement passé et prédire le comportement futur
du logiciel.

La nature des données recueillies conditionne la facon de modéliser le processus de dé-
faillance. On présente dans cette section deux types de modélisation selon que les obser-
vations sont des instants de défaillance ou des instants de correction.

On présente ensuite les différents attributs servant a mesurer la fiabilité d’un logiciel.

A la fin de la sectionl'on décrit la méthodologie générale de 1’évaluation statistique de la
fiabilité des logiciels.

1.3.1 Modélisation du processus de défaillance

Dans le cadre de I'étude de la fiabilitél'on s’intéresse au comportement du processus de
défaillance. Ce processusI'comme tout processus aléatoire ponctuel (cf. [18] page 11)Test
completement caractérisé par son intensité de défaillance conditionnelle :

Définition — 1.8 On appelle intensité de défaillance conditionnelle la fonction
aléatoire, définie a tout instant t par :

1
A = lim %P(Nwrdt — N, > 0| H)

dt—0
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ot H¢ représente I'histoire du processus sur I'intervalle de temps [0, ]['c’est-a-dire la tribu
engendrée par tous les événements pouvant influencer le processus de défaillance.

Dans le cas de la modélisation la plus générale I’histoire du processus de défaillance se
confond avec I’histoire du logiciel :

M =Hy =0 {(Spspn, No, K, F.),0< s < t, A € A}

Modéliser le comportement du processus de défaillance revient donc a modéliser la fonc-
tion intensité de défaillance conditionnelle et plus précisément 'influence des différents
processus sur cette fonction.

Le modele ainsi obtenu permettra ensuite de tenir compte des données issues de 1’ob-
servation du passé du logiciel pour prédire le comportement futur de son processus de
défaillance.

Hypothese — 1 On supposera dans la suite que la probabilité d’occurrence simultanée de
deux défaillances est négligeable, c¢’est-a-dire :

vVt >0 5 P(Nt—l—dt - Nt Z 2) = O(dt),

le processus de défaillance est alors dit ordonné.

Modéles a données de défaillance

Les données recueillies se résument en général aux instants d’occurrence des défaillances.
Un modele mathématiquement exploitable ne peut donc tenir compte explicitement de
I’influence des processus de sollicitation et de faute.

La plupart des approches classiques en Fiabilité des Logiciels ne modélisent pas I'in-
fluence des processus de sollicitation et de faute. Le processus de défaillance est alors
modélisé par un processus auto-excitél'son histoire H¢ se réduit a la tribu engendrée
par ses propres événements :

HE =0 (N, Ty, ..., Ty,) .

Proposition — 1.9 (Snyder [93] page 240) La loi de probabilité d’un processus auto-
excité ordonné { N }i>o est complétement spécifiée par son intensité conditionnelle, donnée
a chaque instant t par :

1
)\t = lim %P(Nﬂ»dt — Nt =1 | Ntale .. .,TNt).

dt—0
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Modéliser le processus de défaillance revient alors a proposer une expression analytique
de la fonction ;.

L’hypothese que le processus de défaillance est un processus auto-excité peut se justi-
fier dans le cas ou les corrections suivent immédiatement les défaillances. Les instants
d’occurrence des corrections sont alors les mémes que ceux des défaillances.

Modeéles a données de correction

Pour certains logicielsI'les observations retenues sont les dates de correction et le nombre
de défaillances entre deux corrections successives.
Dans ce casI'modéliser le processus de défaillance par un processus auto-excité ne permet
pas d’utiliser toutes les informations disponibles.

Soler[96] propose alors de considérer que les processus de défaillance et de correction
sont deux processus aléatoires ponctuels mutuellement excitésl'spécifiés respectivement
par leurs intensités relatives :

Définition — 1.10 On appelle intensité de défaillance relative la fonction aléatoire
définie en tout instant t par :

o1
Ay :dltlg%)%P(Nt-i-dt_Nt =1|Ny,Th,...,Tn,; Ky, Coyeoo, COky).

Définition — 1.11 On appelle intensité de correction relative la fonction aléatoire
définie en tout instant t par :

o1
M:‘: = dltlg}) %P(KH»dt _Kt =1 | Nt7T17“‘7TNt; Kt,CI;---,OKt)'

On appelle révision d’'un logiciel sa configuration entre deux corrections successives.

Pour différents protocoles de correction et différentes fagons de modéliser I'interaction
entre le processus de défaillance et le processus de correctionl'on peut obtenir différents
estimateurs des attributs de la fiabilité (cf. Soler [95I'96]).

Hypothese — 2 Dans toute la suite de ce chapitre, ainsi que dans le chapitre
suivant, on supposera que le processus de défaillance est un processus aléatoire
auto-excité et que les corrections suivent instantanément les défaillances.
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1.3.2 Attributs de la fiabilité des logiciels

Pour les systemes améliorablesl'et en particulier les logicielsI'la fiabilité évolue au cours
de la vie du systeme; elle est évaluée a partir de I’étude du processus de défaillance.

Les attributs de la fiabilité sont donc les différentes fonctions décrivant le comportement
du processus de défaillance au cours du temps. Ces fonctions sont décrites ci-dessous.

La fonction de fiabilité

A P'instant tI'la fonction de fiabilité représente la probabilité de ne pas avoir de défaillance
au cours d’un intervalle de temps de durée déterminée débutant a I'instant .

Cette fonction doit étre redéfinie a chaque instant puisqu’elle est susceptible d’évoluer au
cours de la vie du logiciel.

Définition — 1.12 On appelle fonction de fiabilité a l'instant t, la fonction définie
par :
V1 > 0, Rt(T) = P(Nt—I—T - Nt = 0)

A Dinstant ¢ = T),linstant d’occurrence de la n®™¢ défaillancel'cette fonction de fiabilité
vaut :

V7 >0, Ry, (1) = P(X,41 > 7).

Le MTTF

A Pinstant ¢ le MTTF (Mean Time To Failure) représente 'espérance du temps d’attente
de la prochaine défaillance. On a plus précisément :

Définition — 1.13 A [’instant t, on appelle MTTF la quantité :
MTTF, = E(Ty,41 — t).
En particulierI'si on se place & I'instant 7, de la n®™¢ défaillancel'on a alors :
MTTFy;, = E(Xp11).

Remarque — Le MTTFI'quand il est finil'peut se calculer par la formule suivante :

MTTF, = / " Ry(r)dr.
0

L’intensité de défaillance

A Tinstant ¢tI''intensité de défaillance représente la probabilité instantanée d’occurrence
d’une défaillance sur 'intervalle [¢,t + dt]. Plus précisément on a :
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Définition — 1.14 On appelle intensité de défaillance la fonction du temps :

o1
h(t) = dltlg}) %P(kadt — Nt = 1)

Il est important de noter quel contrairement a l’intensité de défaillance conditionnellel’
notée A\, dans la proposition 1.9T'la fonction A(t) ne suffit pas a caractériser un processus
ponctuel auto-excité (cf. [18] page 9). Ces deux fonctions sont liéesI'dans le cas d’un
processus ponctuel ordonnél'par la relation suivante :

h(t) = E(\).

On peut remarquer cependant que dans le cadre particulier d’un processus de Poisson non
homogene (NHPP)Tles deux fonctions \; et h(t) sont identiques puisque par définitionT'un
NHPP est un processus a accroissements indépendantsl’sa fonction intensité conditionnelle
ne dépend donc pas de son histoire.

Le nombre moyen de défaillances

Définition — 1.15 On appelle nombre moyen de défaillances, ou aussi fonction
d’accumulation des défaillances la fonction du temps m définie par :

VE >0, m(t) = E(N,).

Le ROCOF

Le ROCOF (Rate of OCcurrence Of Failures) ou taux instantané d’occurrence des dé-
faillances correspond a la dérivée de la fonction d’accumulation des défaillances :

Définition — 1.16 A [’instant t on appelle ROCOF la quantité :

ROCOF, = m/(1) = lim L (Nt+dt2it— E(N)

Le ROCOF représente donc 'accroissement moyen du nombre de défaillances par unité
de temps.

Remarque — Il est facile de montrer que le ROCOF est égal a I’espérance mathématique
de l'intensité de défaillance conditionnelle :

ROCOF, = E(\,).
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Fonction de hasard et taux de défaillance

Définition — 1.17 On appelle fonction de hasard d’une v.a.r. T de densité fr et de
fonction de répartition Fr, la fonction définie par :
fr(t)

Vi >0, z(t) = =B

Quand la v.a.r. T représente une durée de viel'on parle alors de taux de défaillance.

En Fiabilité des LogicielsI'on a souvent utilisé le terme “taux de défaillance” pour désigner
le ROCOF.

On utilisera dans ce travail le terme taux de défaillance du logiciel pour désigner les
fonctions de hasard des variables temps inter-défaillances X :
in (x)

— F,

Remarques —

1. Ces taux de défaillance sont constants dans le cas ou les v.a.r. X; sont de lois
exponentielles.

2.0naVvVi>1letVe>0:

Ry (z) = exp [— /tﬁ_g6 Ai(s) ds} :

ti
1.3.3 Approche globale de I’évaluation de la fiabilité des logiciels

L’approche globale pour I’évaluation de la fiabilité des logicielsI telle que décrite par
Gaudoin et al [38] et Kanoun [50]'peut étre décomposée en quatre étapes :

1. Une étape d’observation du logiciel étudié. A 'issue de cette étapel’on dispose d’un
certain nombre d’informations : environnement et profil d’utilisationI'protocoles et
effets des corrections...

On dispose aussi d'un ensemble de données x4, ..., z, décrivant en général le passé
du processus de défaillance.

Apres s’étre assuré de la qualité de ces donnéesI'on utilise les différents tests sta-
tistiques de tendance pour détecter le sens de I’évolution de la fiabilité au cours du
temps.

2. Une étape de modélisation probabiliste ol on tiendra compte des informations issues
de la premiére étape pour proposer un modele['souvent paramétrique : { P, 0 € ©}
pour la loi de probabilité du processus de défaillance.
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3.

Une étape d’'inférence et de prédictionl’'ou on utilise les données collectées au cours
de la premiere étape et le modele de la deuxieme étape pour estimer le parametre €
a l'aide d’une procédure statistique appropriée :

0~ 0(xy,...,2,).
On estime ensuite les différents attributs de la fiabilitél'on a par exemple :

Une étape de validation et de choix de modeles : cette étape permet de tester I’adé-
quation du modele aux données observées. On comparera ensuite les performances
du modele considéré aux performances d’autres modeles.

1.4 Quelques modeles classiques de fiabilité des logi-

ciels

Dans la littératurel'on trouve plusieurs classifications des modeles de fiabilité des lo-
giciels.
Xie [102] par exempleI'propose une classification se basant sur le type d’hypotheses pro-
babilistes et de méthodes inférentielles utilisées dans les différents modeles. Il distingue
ainsi plusieurs classes de modelesI'parmi lesquelles :

Les modeles markoviens : ce sont les modeles ou le processus de défaillance { Ny}
est supposé étre un processus markovien. Cette hypothese signifie quel condition-
nellement a ’état actuel du processus de défaillancesl'son état futur ne dépend pas
de son état passé.

L’intensité de défaillance dans ce cas sera une fonction discontinue constante entre
deux défaillances successives.

Les NHPP : Dans ces modelesl'le processus de défaillance est modélisé par un
processus de Poisson non homogene. Le nombre de défaillances observées jusqu’a
'instant ¢ est alors une variable aléatoire de loi de Poisson de taux m(t)I'm étant
une fonction paramétrique spécifiant le modele NHPP utilisé.

Les modeles bayésiens : ces modeles sont utilisés lorsqu’on dispose d’information a
priori concernant le logiciel étudié. On utilise alors les méthodes d’inférence bayé-
siennes pour combiner I'information a priori et les observations issues des tests. On
étudiera cette classe de modeles dans le chapitre 3.

Les modeles métriques : dans ces modeles on donne une importance particuliere aux
mesures de complexité du logiciel. On cherche ensuite a établir une relation entre
ces mesures de complexité et le nombre de défaillances du logiciel (cf. [53] et [69]).

Gaudoin [36] propose une autre classification se basant sur la forme de la fonction intensité
de défaillance conditionnelle. Il dénombre ainsi quatre classes principales :
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e Les modeles ND : ou lintensité conditionnelle de défaillance ne dépend (a travers
une fonction ) que du Nombre de Défaillances survenues a chaque instant, :

e Les modeles NDT : ou l'intensité conditionnelle ne dépend que du Nombre de Dé-
faillances survenues a chaque instant et du Temps :
Vi >0 LAy = (N, t).

e Les modeles NDTE : ou l'intensité conditionnelle ne dépend que du Nombre de

Défaillances survenues a chaque instantl'et du Temps Ecoulé depuis la derniere

défaillance :
Vt Z 0 F)‘t = @Z)(Nt,t - TNt)

e Les modeles T'ou NHPP : ou 'intensité n’est fonction que du Temps. Le processus
de défaillance est alors un processus de Poisson non homogene :

D’autres classifications ont été proposées par Bastani et Ramamoorthy [7]'Miller [73][
Trachenberg [98] et Singpurwalla et Wilson [90].

On présente ci-dessous quelques unes des classes de modeles les plus utilisées.

1.4.1 Le modele de Jelinski-Moranda et ses extensions

Le modele de Jelinski-Moranda [47]T'présenté en 1972Test le premier modele défini spéci-
fiquement pour I’étude de la fiabilité des logiciels. Ce modele qu’on notera dans la suite
JMT'a donné suite a plusieurs généralisations et extensions.

Présentation du modele

Jelinski et Moranda font les hypotheses suivantes :

e Avant le début des tests['le logiciel contient un nombre fini mais inconnu N de
fautes.

e Chaque faute détectée est supprimée en un temps négligeable['aucune faute n’est
introduite au cours des différentes corrections.

e A chaque instantI'l'intensité de défaillance conditionnelle est supposée étre propor-
tionnelle au nombre de fautes résiduelles :

)‘t - (D(N—Nt)

La constante de proportionnalité ® € IR, représente la qualité des différentes cor-
rections. Cette qualité est supposée constante au cours du temps et indépendante
des fautes supprimeées.
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FiG. 1.3: Intensité de défaillance dans le modele de Jelinski-Moranda.

Sous ces hypothesesI'les temps inter-défaillances qui sont en nombre fini inconnu
Xy, Xy, ..., Xn sont des variables aléatoires réelles (v.a.r.) indépendantes de lois expo-
nentielles :

X;~Exp[®(N—i+1)].

A partir des observations z1, ..., x, des n premiers temps inter-défaillancesl'on estime les
parametres N et ® du modele par la méthode du maximum de vraisemblance.

La simplicité des hypotheses de ce modele fait qu’en pratiquelelles ne sont jamais vérifiées.
Parmi ces hypotheses['les plus criticables sont :

e Le fait que les N fautes aient la méme sévérité.

e [’hypothese selon laquelle toutes les corrections sont parfaites.

A ces hypotheses trop simplistes s’ajoutent certains problemes d’estimation des para-
metres. En effetl'sous certaines conditions techniquesI'l’estimateur de maximum de vrai-
semblance de N est infini ou completement aberrant (cf. [35] et [66]).

Littlewood et Verrall [68] donnent par ailleurs certaines conditions sur les observations
des temps inter-défaillances z; permettant d’avoir des estimations finies de N.

Extensions du modele JM

C’est en essayant de résoudre les problemes d’estimation du modele JM que certains cher-
cheurs ont utilisé les méthodes d’inférence bayésienne.

Meinhold et Sigpurwalla [72] et Langberg et Sigpurwalla [56] ont été les premiers a uti-
liser ’approche bayésienne pour estimer les parametres /N et ®. Ils prennent différentes
combinaisons de lois a priori pour N et ® et donnent les différentes lois a posteriori
associées.
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Littlewood et Sofer [66] essayent de résoudre ces problemes inférentiels en modifiant 1ége-
rement le modele. Ils introduisent un nouveau parametre A = ® NT'la fonction intensité
de défaillance a alors la forme suivante :

)\t:)\_(bNt-

Ils choisissent des lois a priori Gamma pour les parametres positifs A et ®I'et donnent
sous ces hypotheses les expressions de la fiabilité a posterioril'la loi a posteriori du taux
de défaillance courantI'ainsi que la loi a posteriori du nombre résiduel d’erreurs.

D’autres extensions bayésiennes du modele JM peuvent étre trouvées dans Jewell [48][
Raftery [81]'Wright et Hazelhurst [100]Tetc.
Ces approches bayésiennes seront étudiées dans le chapitre 3. Au chapitre 2 on utilisera la

théorie des modeles linéaires généralisés pour donner d’autres généralisations du modele
JM.

1.4.2 Les modeles NHPP

Dans cette classe de modelesl'le processus de défaillance est modélisé par un processus de
Poisson non homogene. A chaque instant tI'la variable N; est alors de loi de Poisson de
parametre m(t) :

m(t) représente le nombre moyen de défaillances ayant lieu sur [0, ¢].

Rappelons (cf. par exemple [93] page 38) que le processus {N;};>o est un processus de
Poisson non homogene (NHPP)I'si et seulement si il vérifie les propriétés suivantes :

2. {N:}1>0 est & accroissements indépendants :
V (tg <tp...<ty)Tles viar. (Ny, — Nyg)y .., (N, — Ny, ,) sont indépendantes’

4. P(Nt—l—dt - Nt Z 2) = o(dt)FVt Z or

ou h est la fonction intensité de défaillance du processus.

Pour les processus NHPPI'le nombre d’événements sur l'intervalle de temps |t,¢ + ]
est une v.a.r. de loi de Poisson de parametre m(t + s) — m(t).

Le nombre moyen de défaillances m(t) est relié a la fonction intensité de défaillance par
la relation suivante :

La plupart des modeles NHPP supposent que la fonction intensité de défaillance est une
fonction continue du temps. Cette hypothése contredit le fait que toute correction effectuée
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introduit forcément des modifications au logiciel qui engendrent des discontinuités dans
les différents attributs de la fiabilité.

L’utilisation des modeles NHPP avec des fonctions intensité de défaillance continues peut
cependant se justifier par le principe de réparation minimale (cf. Ascher [6]) qui énonce

qu’'un logiciel contenant beaucoup de fautes ne peut connaitre que de tres faibles variations
de fiabilité.

On présente ci-dessous quelques uns des modeles NHPP les plus utilisés :

Le modéle de Crow

Le modele de Crow [20] présenté en 1974l appelé aussi modele de Puissance [6] ou modele
de Duane [26]Test 1'un des plus anciens modeles NHPP.
Dans ce modelel T'intensité de défaillance a la forme suivante :

h(t) = apt’" I'(a, B) € R
La fonction de fiabilité est :
Ry(T) = exp [—a((t+7’)ﬁ — tﬂ)] :
Le nombre moyen de défaillances a 'instant ¢ est donné par :
m(t) = at’.

Le parametre ( représente le sens d’évolution de la fiabilité au cours du temps. Un (3
supérieur a un correspond a une décroissance de fiabilité alors qu'un parametre (3 inférieur
a un modélise une croissance de fiabilité.

Le parametre a est un parametre d’échelle.

Contrairement a la majorité des modeles de fiabilité des logicielsI'les estimateurs de maxi-
mum de vraisemblance des parametres du modele de Crow ont des expressions analytiques
simples.

A Dl'instant t et apres observation de n instants de défaillance tq, ..., t,I'les estimations de
maximum de vraisemblance des parametres « et § sont :

-
i In(t/t:)

|3

G=—et =

<~
x

Le modeéle de Goel-Okumoto

Goel et Okumoto [42] présentent a leur tour en 1979 un modele NHPP de fonction intensité
de défaillance :
h(t) = e ou A € R, et ¢ € R.
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Le parametre ¢ représente en quelque sorte la qualité de 'amélioration apportée par les
corrections successives.
Le parametre A est un parametre d’échelle qui représente le taux de défaillance initial.

La fonction de fiabilité dans ce modele est :

[ exp[—3e?(1—e?)] sip#0
Bul(r) = { exp(—)\d)T) si non.

Lorsque ¢ > OI'la probabilité de ne plus observer de défaillances a partir de 'instant ¢
vaut :

: A
TEEIOO Rt(’r) = exrp [—ge ¢t] y

cette probabilité non nulle permet de modéliser des logiciels qui peuventl'a partir d’un
instant donnél'ne plus manifester de défaillances.

Le modele hyperexponentiel de Kanoun-Laprie

Kanoun et Laprie [59] proposent un modéle NHPPTappelé le modele hyperexponentiel. Ils
supposent dans ce modele que I'intensité de défaillance tend vers une limite finie non nulle
A (appelée intensité de défaillance résiduelle). Ceci correspond au fait qu’en pratiquel'un
logiciel d’une complexité moyenne contiendra toujours quelques fautes et ne sera jamais
parfait.

L’intensité de défaillance du modele hyperexponentiel a la forme suivante :
A(t) = wZiem 1t + (1 — w) Zye™ 72t
T we At 4 (1 —w)e 22t

ot w € [0,1]I'Z; et Z, € IR’} sont les trois parametres du modele.

L’expression précédente a la méme forme que celle du taux de défaillance d’une loi de Cox
hyperexponentielle (cf. [19])I'd’ou le nom du modéle.

L’intensité de défaillance résiduelle vaut :
Ar = inf(Zy, Z).
La fonction de fiabilité est :
we 21 HHT) 4 (1 — w)e 22047

we= %1t + (1 — w)e—%2t

Ri(7) =

et le MTTF est donné par :
w(l/Z)e 21t 4+ (1 — w)(1/Zy)e 22

MITE, = we= %1t + (1 — w)e—%2t

Des extensions de ce modelel'notamment au cas du temps discretI'ont été présentées par
Kaaniche [49].
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1.4.3 Les modeles a Profil Opérationnel Poissonnien Homogéne
Introduction et propriétés

Le profil opérationnel Poissonnien homogene (POPH) est une modélisation simple mais
assez générale du profil d’utilisation d’un logiciel.

Dans cette modélisationI'les sollicitations du logiciel sont supposées arriver d’une facon
homogene dans le temps. Les entrées sollicitées sont supposées indépendantes entre ellesl’
indépendantes des instants de sollicitation et de méme loi de probabilité () sur E.

Remarque — On reprend ci-dessous la terminologie et les définitions de la section 1.2.

Définition — 1.18 Le profil opérationnel est dit Poissonnien homogéne quand :

- Le processus de sollicitation temporel est un processus de Poisson homogeéne d’in-
tensité c.

- Les variables aléatoires entrées sollicitées Z; sont indépendantes entre elles, indé-
pendantes des instants de sollicitation et de méme loi de probabilité () sur E.

Soler [94] donne un théoréeme permettant de spécifier les propriétés mathématiques du
processus de défaillance sous les hypotheses d'un POPH :

Théoreme — 1.19 Pour un POPH avec corrections instantanées, il existe un processus
de Markov A={A;};>1 constitué de v.a.r. positives telles que, conditionnellement a {A;=
Ai}is1, les temps inter-défaillances X; sont des v.a.r. indépendantes de lois exponentielles
de parameéetres respectifs \;. On a donc :

Vi > 1, sachant N\;=)\; , X; ~ Exp()\;).
On a par ailleurs :

Vi>1,AN =« Q(Fci—l)'

Remarque — Les v.a.r. A; définies au théoreme précédent seront dans la suite appelées
variables taux de défaillance.

Gaudoin [36] montre que les variables taux de défaillance A; vérifient les équations sui-
vantes :

Théoreme — 1.20 Dans un POPH avec corrections instantanées, il existe deuz suites de
v.a.r. (a;)i>1 (tauz de bonne correction) et (b;)i>1 (taur de mauvaise correction) & valeurs
dans [0,1], telles que les taur de défaillance {A;}i>1 vérifient les équations :

Vi > 1, AZ = (]_ —al—bl) Ai—l + ab;.
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Preuve — En générall'une correction peut étre en partie de bonne qualité et en partie
de mauvaise qualité.

Ceci revient & dire que la i®™¢ correction enléve une partie A; de la faute totale F,_, I'mais
en rajoute de nouvelles fautes représentées par une partie B; de F¢, | : complémentaire

de F¢, , dans 'ensemble des données d’entrée E.

La faute totale apres la ¥ correction est donc :

FCi = (Fci_l — Az) UB; ou A; € FCi_ et B; € Fci_l.

1

On conclut alors que :

Q(Fe;) = Q(Fe,_,) — Q(Ai) + Q(By).

Le taux de bonne correction a; est donné par 1’équation :

Q(Ai) = a'iQ(FCi_l)

Comme A; C Fg,_,I'on a alors a; € [0, 1].

Le taux de mauvaise correction b; est donné par 1’équation :

Q(B;) = b,Q(Fe,_,)

La v.a.r. b; est a valeurs dans [0, 1] car B; C F. .

On obtient finalement I’équation :

Q(FC'@) = (l_a’i_bi) Q(FCi—l) + bz

En multipliant les deux membres de la formule précédente par « et en utilisant le théoreme
1.19 on obtient le résultat énoncé. ad

On décrit ci-dessous quelques modeles se basant sur les hypotheses du POPH.

Le modeéle a double taux de correction déterministe

Dans ce modele noté MDTCDT Gaudoin [36] supposel' pour simplifierl’'que les taux de
correction (a;);>1 et (b;);>1 sont constants et déterministes :

Vi > 1T'a; = a et b; = b.

Le premier taux de défaillance A; est supposé aussi déterministe. Les taux de défaillance
successifs {A;};>1 sont alors des quantités déterministes notées {\;};>1 et définies par :

)\1 - )\
)‘i-l-l = (l—a—b))\z+abFVz>1
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Les temps inter-défaillances {X;};>1 sont alors des v.a.r. indépendantes de lois exponen-
tielles de parametres respectifs {\;}i>1.

Les différents parametres de ce modele peuvent étre estimés par la méthode du maximum
de vraisemblance.

Remarque — On peut remarquer que I’hypothese selon laquelle les taux de mauvaise
correction b; sont constants n’est pas réaliste. En effet elle signifie que la taille des fautes
introduites par les corrections augmente au fur et a mesure qu’on améliore le logiciel. 11
est beaucoup plus réaliste de considérer un modele ou les taux de mauvaise correction
sont décroissants.

Le Modele Proportionnel Déterministe (MPD)

Dans la modélisation précédente on a supposé que 'effet des corrections est double. On
peut simplifier ces hypotheses en supposant que ’effet d'une correction est soit bon soit
mauvais. On n’aura ainsi qu’un seul taux de correction.

Sous cette hypothesel'il est facile de prouver (cf. [36]) que les taux de défaillance {A;}i>;
vérifient 1’équation suivante :

ol Ay et (7;);>1 sont des v.a.r. positives indépendantes.

Parmi les modeles décrits par I’équation (1.1) et appelés modeéles proportionnels'on
peut citer le modele géométrique de Moranda [74]T"appelé aussi Modele Proportionnel
Déterministe (MPD) par Gaudoin et Soler [40].

Dans ce modelel'les variables (7v;);>1 sont supposées déterministes et constantesl plus
précisément on a :
Vi>1Ty=e?,
ou 6 est un parametre déterministe.
La variable taux de défaillance A; est aussi supposée déterministe et notée AI'de telle

sorte que la suite des taux de défaillance {A;};>1 est une suite de quantités déterministes
notées {\;};>1. Cette suite est définie par les équations :

Vi> 1T\ =e 0 = e 06D,

Définition — 1.21 On appelle Modéle Proportionnel Déterministe de parameétres
A€ Ry et O € 1R, le modele de fiabilité des logiciels défini par ['hypotheése selon laquelle
les v.a.r. temps inter-défaillances X; sont indépendantes et de lois exponentielles :

Vi>1, X; ~ Exp(he (D),
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Le parametre 6 représente alors la qualitéI'supposée constantel'des différentes corrections
effectuées. Si les corrections sont de bonne qualitél’'on aura 6 > 0; la suite des taux de
défaillance a alors une décroissance géométrique.

Le deuxieme parametre de ce modele A est un parametre d’échelle représentant le taux
de défaillance initial.

Dans ce modele on suppose que la proportion de fautes supprimées a chaque correction
est proportionnelle a la taille de ’ensemble des fautes. S’il y a croissance de fiabilitéI'la
taille de ’ensemble des fautes va décroitre ainsi que 'effet des corrections.

Apres observation de n temps inter-défaillances x4, ..., z,I'les estimations de maximum
de vraisemblance de 6 et A\ sont données par les équations suivantes :

Gaudoin et Soler [40] donnent un certain nombre de propriétés statistiques de ces estima-
teurs.

Le Modele Proportionnel Lognormal (MPL)

GaudoinI'Lavergne et Soler [38] proposent un modele généralisant le MPD. Ils supposent
que les qualités des corrections successives sont des variables aléatoires {©;};>, indépen-
dantes. En supposant que I’équipe de correcteurs a une maniere de corriger assez régulierel’
ils proposent un modele ot les v.a.r. {©;};>; sont de lois normales.

Définition — 1.22 Le Modéle Proportionnel Lognormal de parametres A € R,
0 € R et o? € R, est le modele ou les v.a.r. temps inter-défaillances X; sont de lois :

X; ~ Exp(A;)
o :
e Le premier tauz de défaillance est déterministe :
A=A
e pour i > 2, les tauzr de défaillance A; sont des v.a.r. données par les équations :
Aipr=e % A

les ©; sont des v.a.r. indépendantes de méme loi N'(0,0?).
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Remarques —

1. Les variables A; sont alors de loi log-normale [In(\) — (i—1) 0, (i—1) 0| puisque les
v.a.r. In(A;) sont respectivement de lois N'(In(\) — (i—1) 6, (i—1) o2).

2. Dans le modele MPLI'les v.a.r. X; ne sont pas indépendantesl'leurs espérances et
leurs variances sont :

1

. 1
E(X;) = Xe_(l_l)(0+"2/2) et Var(X;) =

ﬁe—Z(i—l)(G—l—(ﬂ/Z) [26(i—1)a2 —1].

Les parametres AI'0 et 02 de ce modele peuvent étre estimés en réécrivant le modele sous
la forme d’un modele linéaire a deux composantes de la variance.

Un traitement bayésien de ce modele sera présenté au chapitre 3.

1.5 Application des modeles

1.5.1 Traitement des données

Comme le souligne Kanoun [50]I'’application des différents modeles de fiabilité des logi-
ciels nécessite un traitement préliminaire des données de défaillance collectées.

La premiere étape de ce traitement consiste a s’assurer des bonnes conditions de la col-
lecte des données : stabilité du profil d’utilisationI'bon enregistrement des défaillancesI’
absence de changements des spécifications... Cette partie du traitement des données doit
se faire bien sir en collaboration avec les équipes de développement du logiciel.

Il arrive cependant que certaines données collectées soient erronéesl'on peut dans ce cas
utiliser des criteres statistiques permettant de détecter les données aberrantes (cf. [2]).
MaisI"comme le souligne Kanoun [50]Til est généralement préférable d’appliquer les mo-
deles avec toutes les données disponibles et de n’enlever les valeurs aberrantes que si les
résultats obtenus s’écartent significativement du comportement observé du logiciel.

Chaque modele de fiabilité des logiciels a ses hypotheses propres concernant I’évolution
de la fiabilité au cours du cycle de vie. Appliquer systématiquement un certain nombre
de modeles aux données collectées sans tenir compte des hypotheses sous-jacentes aboutit
généralement a des résultats non exploitables.

Il faut donc choisir les modeles en tenant compte de I’évolution réelle de la fiabilité du
logiciel étudié. Cette évolution de la fiabilité est détectée par l'utilisation des tests de
tendance.

1.5.2 Les tests de tendance

Ces tests permettent de savoir si la fiabilité “s’améliore” ou se “détériore” au cours du
temps.
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Généralement on peut répondre a cette question empiriquement en remarquant par exemple
que les temps inter-défaillances sont de plus en plus grands. On dispose cependant de

méthodes graphiques et de tests statistiques (cf. [6]) permettant de décider['au vu des

donnéesl'si la fiabilité du logiciel s’améliore ou pas.

On pourra se référer & Gaudoin [36] pour une description détaillée de ces méthodes d’ana-

lyse de tendance.

On présente ci-dessous brievement le plus utilisé de ces tests :

Le test de Laplace

Supposons qu’on observe un logiciel durant une période de temps [0, 7]. Sous 'hypothese
d’une croissance de fiabilitél'les défaillances seront de plus en plus espacées et les obser-
vations des temps inter-défaillances z, ..., x, seront de plus en plus grands. Les instants
de défaillance tq,...,t, seront plutot proches de 0 que de T'. La moyenne des ¢; sera alors
inférieure a 7/2.

1 n
On conclura ainsi a une croissance de fiabilité si — Zti est significativement inférieure a

i=1
T/2.
L’hypothese nulle considérée ici est :

Hy: “iln’y a pas de tendance de fiabilité” .

Pour des raisons de simplificationl'on suppose que 1’absence de tendance est équivalente
a ’hypothese que le processus des temps inter-défaillances est un processus de Poisson
homogene.

Sous cette hypothese nulle'on utilise le théoreme central limite pour obtenir le résul-
tat de convergence suivant :

i i —nT/2
\/nT?/12

Le test de Laplace consiste a calculer la valeur u,, observée de U, et a conclure a une
croissance de fiabilité si u, < d,['et a une décroissance si u, > p,I'a étant le niveau de
signification du test.

Si on note Fyr(1) la fonction de répartition de la loi normale centrée réduitel’alors on a :

Un: ﬂ) N(O,l)

0o = F/\?%o,n(a) et flo = FA?%O,I)(l — Q).

Le test de Laplace permet ainsi de conclure avec une probabilité d’erreur « a la croissance
ou non de la fiabilité sur la période observée.
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1.5.3 Validation et comparaison de modeles

La présence de dizaines de modeles de fiabilité des logiciels nécessitent des techniques
performantes de choix de modeéles.

[annino et al [45] proposent un certain nombre de critéres a vérifier avant I'application
des modeles :

Validité des hypothesesl’

applicabilitél’

simplicitél’

capacité a donner des estimations précises.

Ces criteres permettent de sélectionner a priori un certain nombre de modelesl cette
sélection ne dépend que des propriétés intrinseques des modeles.

L’application des modeles sur les jeux de données de défaillance permet de procéder a une
deuxieme sélection ou ’on mesurera pour chaque modele :

- sa capacité réplicative : c’est-a-dire son aptitude a reproduire le comportement passé
du logiciel.

- sa capacité prévisionnelle : sa capacité a prévoir le comportement futur du logiciel.
Parmi les outils utilisés pour mesurer ces capacités on peut citer (cf. [1] et [60]) :

le u-plot et le y-plotl’

la vraisemblance préquentielle (PLR)[

le critere des résidusI’

le critere d’Akaike (cf. [3] et [54]).

Une étude détaillée du critere du u-plot est proposée au chapitre 4.
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Chapitre 2

Modeles Linéaires Généralisés en
Fiabilité des Logiciels

On s’intéresse dans ce chapitre a la classe des modeles de fiabilité des logiciels appelés
modeles ND ou la fonction intensité de défaillance conditionnelle \; ne dépend que du
nombre de défaillances IV;.

On montre d’abord que certains modeles ND appartiennent a la famille des modeles li-
néaires généralisés.

En utilisant les propriétés générales de cette famille on présente des résultats nouveaux
concernant ces modeles ND.

On présente ensuite différentes méthodes paramétriques et non paramétriques pour l'es-
timation de la fonction ¢ reliant A\; a N;. Ces méthodes permettent de construire des
modeles pouvant s’adapter aux spécificités de chaque jeu de donnéesI'ils ont ainsi de
meilleures qualités prévisionnelles que les modeles paramétriques usuels.

L’approche non paramétrique permet en outre de généraliser tous les modeles ND para-
métriques.

2.1 Introduction

L’étude de la fiabilité d’un logiciel se fait a partir de I’étude de son processus de
défaillance. Le comportement de ce processus est entierement déterminé par sa fonction
intensité de défaillance conditionnelle :

. 1
Ay = dltlglo EP(Nt—i—dt — Ny = 1|Ht)

On s’intéresse ici aux modelesI'notés ND (a Nombre de Défaillances)['ou A; ne dépend
que de Ny :

)‘t = d)(Nt)a

la fonction v est une fonction a valeurs dans IR, spécifiant le modele considéré.
On rappelle que la quantité \;dt + o(dt) représente la probabilité d’occurrence d’une
défaillance entre les instants t et t 4+ dt. Cette probabilité instantanée est modifiée apres
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chaque correction. Il est donc naturel de faire dépendre A; de N;I'IV; représente aussi bien
le nombre de défaillances que le nombre de corrections effectuées jusqu’a 'instant ¢ (cf.
Hypothese 2).

Sous I’hypothese générale :
Ae = (Ny),

il est facile de montrer (cf. Snyder [93] page 265) que les variables aléatoires X, X, ...
sont indépendantes et de lois exponentielles de parametres respectifs 1)(i — 1)I'ce que 1’on
note :

Vi>0TX; ~ Exp (i —1)).
A un changement de notation pres on considerera dans la suite que ’on al'dans les modeles
ND T’hypothese suivante :

“X1, Xg,... sont des v.a.r. indépendantes de lois :

Vi > 0 TX; ~ Eap ((i)).”
HND

On s’intéressera dans ce chapitre aux différentes méthodes d’estimation de la fonction
taux de défaillance 1.

Parmi les modeles ND classiques on peut citer le modele de Jelinski-Moranda [47] noté
ici JMT'le modele de Jelinski-Moranda Bayésien [66] ainsi que le modele géométrique de
Moranda [74] (ou modele proportionnel déterministe [40]) noté ici MPD.

Les notations de ce chapitre étant fixéesI'nous consacrons la section 2 a rappeler la théorie
des modeles linéaires généralisés.

Dans la section 3['on montre que les modeles classiques de fiabilité des logiciels cités
ci-dessus font partie de la famille des modeles linéaires généralisés (cf. aussi [34]). Ceci
permet d’obtenir de nouvelles propriétés pour les modeles JM et MPD.

Dans la section 4 on présente une généralisation paramétrique de ces modeles ND clas-
siques permettant d’avoir une meilleure adéquation aux jeux de données étudiés.

Dans la section 5['on présente une approche non paramétrique permettant d’unifier tous
les modeles ND. On présente a la fin de ce chapitre les résultats de D'application des
différentes approches étudiées sur des jeux de données réels et simulés.

2.2 Modeéles linéaires généralisés (GLM)

Les modeles linéaires généralisésI'introduits par Nelder et Wedderburn en 1972 [78]T
sont une extension des modeles linéaires classiques. Ils permettent de considérer une loi
de probabilité autre que la loi gaussienne et un lien autre que l'identité.

Dans toute cette section on suppose qu’on est en présence de :
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e Une variable & expliquer représentée par un vecteur aléatoire X™ = (X;);<, de
IR"™. Dans le cadre de la Fiabilité des LogicielsI' X ™ sera le vecteur des n premieres
variables temps inter-défaillances.

e Une observation z(™ = (%i)i<n du vecteur aléatoire X®),

e Variables explicatives (ou régresseurs) ry,...,r,I'vecteurs connus de IR". Ces vec-
teurs sont les colonnes d’une matrice R appelée matrice plan d’expériences.

On pourra trouver des études détaillées des modeles linéaires généralisés en particulier
dans McCullagh et Nelder [71]['Antoniadis et al [4] et Fahrmeir et Tutz [33].

2.2.1 Définition d’un modele linéaire généralisé

Définition — 2.1 un modéle linéaire généralisé est un modele paramétrique défini
par les trois propriétés suivantes :

1. Les composantes du vecteur X™ sont indépendantes.

2. Les lois de ces composantes appartiennent a une famille de lois P, membre de la
structure exponentielle naturelle au sens de Nelder (des exemples de telles familles
sont les familles gaussienne, binomiale, Poisson, Gamma ...). Les v.a.r. X; pos-
sedent alors des densités non nulles s’écrivant sous la forme :

;T — b(Oél)
a(¢)

a, b et c sont des fonctions réelles connues caractérisant la famille de lois considérée.
Les parameétres inconnus o; sont appelés paramétres naturels. ¢ est un parameétre
réel appelé paramétre de dispersion.

On supposera dans la suite que le paramétre ¢ est un parameétre connu.

fx;(x;) = exp + c(zi, 9) | - (2.1)

3. Le vecteur des espérances (E(X;))i<n est lié auzr régresseurs linéaires v, ...,r, par
la relation suivante :

Vi<n, glE(X;)]=piry + Borai+ ...+ Bprpi,

ou :

- g est une fonction réelle, connue, monotone différentiable appelée fonction de
lien.

- le paramétre 3 = "(f31,...,[0,) est un paramétre inconnu de RP.

Propriétés — De la définition précédente découlent les propriétés suivantes :

Vi<n; FE(X;) =0()et Var(X;) =0b"(a;)a(p). (2.2)
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On peut en conclure que :

Vi<n; (gob)(c)=>_ Birj (2.3)

La proposition suivante permettra d’utiliser les GLM pour traiter les données inter-
défaillances en Fiabilité des Logiciels :

Proposition — 2.2 57 Xy, Xy, ..., X, sont n v.a.r. de lois exponentielles :
Xi ~ Exp(\;)

alors leurs densités respectives : fx,(x) = N\ exp(—Nix;) pewvent s’écrire sous la forme
(2.1) avec :
a;=—N\ ,a(p) =1, blay) = —In(—a;) et c(z;, ¢) = 0.

Remarques et notations —

1. Les parametres inconnus du GLM sont les vecteurs o = («;);<p, et GLils sont liés par
la relation (2.3). On ne s’intéressera dans la suite qu’a l’estimation du parameétre /.

2. Dans le cas particulier ou le parametre naturel o est une combinaison linéaire des
régresseurs :

p
Vi S n FO[Z' = Zﬁjrj,b
=1
la fonction de lien g vérifie la relation : g ob' =1Idl'et on parle alors de fonction de
lien canonique.
3. Le vecteur Z?Zl Bir; qu’on notera n est appelé prédicteur linéaire. Sa i com-
posante est notée ;.
;eme

4. On notera dans la suite p le vecteur (E(X;))i<, et p; sa i composante.

2.2.2 Estimation de maximum de vraisemblance

Le probleme d’inférence statistique qui se pose dans les modeles linéaires généralisés est
I’estimation du parametre inconnu 3. Ce parametre intervient dans la relation existant
entre les espérances des v.a.r. X; et les vecteurs de régression 71, .., r, définissant le modele :

p
Vi <n TyglE(X:)] =D Brj
i1

Ce parametre est généralement estimé par la méthode du maximum de vraisemblance.
Dans un modele linéaire généralisé'la fonction de vraisemblance est :
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wl, T ﬁ erp - E¢I;(az) - C(xia ¢)

Notation — On note Bn Iestimateur de maximum de vraisemblance de 3 obtenu par
maximisation de Ly, x, (5).

L’estimateur de maximum de vraisemblance (3, est obtenu par maximisation de la log-
vraisemblance :

L(a) = f} O‘XT@MO‘) + (X5, 9)

Les parametres « et (3 étant reliés par la relation (2.3) :
Vi <nT(gob)( ZBJT%

Les problemes d’existence et d’unicité de Bn sont traités par exemple par Wedderburn
[99].

Nelder et Wedderburn [78] suggerent 1'utilisation de la méthode des scores de Fisher pour
I’évaluation numérique de f,.

Le schéma itératif découle alors de I'algorithme de Newton-Raphson ou la matrice Hes-
sienne :

0”L(P)

HessL(B) = 9305

est remplacée par son espérance.

Définition — 2.3 Partant d’une estimation initiale B(O), la méthode des scores de
Fisher est décrite par le schéma itératif suivant :

) 2 O*L(B), "~ 9L(B)
) _ 50 {( aﬂ%)}

9P

Les dérivées sont évaluées au point )

Théoreme — 2.4 Dans le cas des GLM, la méthode des scores de Fisher se raméne au
schéma suivant :

~

ﬁ (k+1) ﬁ (tRW(k)R)—I tRW(k)Z(k)
ot a chaque itération k on a :

o W& est la matrice diagonale définie par :
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o Pour tout i1 < n, ﬂ(k)

)

et d(k)

;. sont donnés par les relations suivantes :

p
:Z -rﬂetb' k)):/lgk).

A

o 7 est le vecteur de R™ défini par ses composantes :
5 (k . (k . (k
Z" = (x; — i) ' (i)
On pourra se référer a [71] page 40 pour une démonstration de ce théoreme.

D’autres méthodes numeériques pour le calcul de I'estimation Bn sont décrites par Anto-
niadis et al (cf. [4] page 147).

2.2.3 Propriétés asymptotiques

Fahrmeir et Kaufmann [32] montrent que sous certaines hypotheésesI'concernant la matrice
d’information de Fisher sur le parametre SI'1’estimateur (3, est consistant.

On précise ci-dessous quelques notations avant de donner le théoreme de Fahrmeir et
Kaufmann.

Notations et remarques —

1. Z,(p) est la matrice d’information de Fisher sur fI'définie par :
92

- 030'p

Pour les GLMT'on a le résultat suivant :

I,.(B) =

I,(8) = E In(Lx,,...x,(5))

b
a(¢)

ou W est la matrice diagonale définie par ses éléments diagonaux :
1

(9" (pi))? 0" ()
2. T!/2(B) désigne la matrice vérifiant la propriété :
L(8) - T,*(8) = Tu(p)

On supposera dans la suite que cette matrice est inversiblel'sa matrice inverse est
notée Z-/2().

'RWR

Wii =

Théoréme — 2.5 (Fahrmeir et Kaufmann [32]) Si les deuz hypothéses FK, et F K,
décrites ci-dessous sont vérifiées, la suite des estimateurs de mazimum de vraisemblance
By est asymptotiquement gaussienne :

TV2(B) (B — B) "=5° N(0, Id,), en loi.
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FKI N

Amin (Zn(8)) "= 400,
0t Amin(Zn(B)) est la plus petite valeur propre de la matrice d’information
Zn(B)-
FK, :
V6 >0,YAeRP/ [ A]=1
max,ev, ) || Zo2(8)Z.(7) T;V%(B) — Id, ||"=5° 0, en probabilité sous la
vraie loi de probabilité P et sous Py, ,

ot B, = B+ 6L Y2(B)A, B étant le vrai paramétre @ estimer.
Va(8) = {v e R/ |'T/*(B)(B — ) |I< 6}

Pour le cas particulier ot la fonction de lien g est la fonction de lien canonique, [’hypothése
F K, est remplacée par une hypothése plus faible :

FK; :
¥6 >0, max | 7, A(9)T, (1), (5) - Idy |0,

L’estimateur f3, est donc asymptotiquement de loi gaussienne : N(3,a(¢) (\RWR) )T
ceci permet de construire des intervalles de confiance et des tests d’hypotheses sur le
parametre [3.

2.2.4 Qualité d’ajustement et déviance

Apres avoir estimé les parametres du modele linéaire généralisé de famille de lois P,I'il
est intéressant de chercher un critere évaluant la qualité de ’ajustement effectué.

Un tel critere peut étre obtenu a partir de la fonction log-vraisemblance :

Remarque — La fonction log-vraisemblance est considérée ici comme une fonction du
vecteur des espérances pl'elle est notée :

L(z™ 1) =InLy, ... (B).

La log-vraisemblance estimée est :

~

ﬁ(.ﬁU(n), ,a) - lanl,,wn (671)

Un modele linéaire généralisé ajuste bien les données si sa log-vraisemblance estimée est
élevée.

Or parmi les modeles linéaires généralisés de famille de lois P,['le modele ayant la plus
grande log-vraisemblance estimée est le modele plein :
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Définition — 2.6 Ayant n observations 1, ..., x, et une famille de lois P, membre de la
structure exponentielle naturelle, on appelle modéle plein le modele linéaire généralisé
de famille de lois P, ayant autant de parameétres que d’observations.

Pour ce modele on a :

p A
Vi<n, =g i) = i
7=1
La log-vraisemblance du modele plein est alors notée E(a:(”), :c(”)).

Le modele plein['n’a aucun pouvoir prédictif puisqu’il ne fait que coller aux données. Il
permet cependant de majorer les fonctions log-vraisemblance sous tous les autres modeles
linéaires généralisés de famille de lois P,. Il permet ainsi de définir le critere de déviance
permettant de comparer les qualités d’ajustement de plusieurs modeles :

Définition — 2.7 Soit M un modéle linéaire généralisé de famille de lois P,, dans ce
modele le vecteur des espérances p est approché par fjiy.
On appelle déviance du modeéle M la quantité :

Un modele M ajuste bien les observations si sa fonction de vraisemblance se rapproche
de celle du modeéle plein. Le modele résume bien les observations s’il implique un faible
nombre de parametres et si sa déviance est assez faible.

2.2.5 Tests d’hypotheses

Soit M; le modele linéaire généralisé défini par une famille de lois P,T'une fonction de lien
g et p régresseurs 7y, ..,7,. Dans ce modele on a la relation :

p .
EX))=pm=9"(m) =9 B;r?)
j=1
Notations —
1. On note E, I'espace vectoriel de dimension p engendré par les régresseurs ry,...,7p.

2. On note E, un sous espace vectoriel de E,I'de dimension ¢ < p.

On souhaite tester I’hypothese nulle Hy : “n € E,” contre 'hypothese H; : “n € E,”.

Ce test nous permettral’entre autresI'de choisir entre le modele linéaire généralisé M, et
un deuxieme modele M, défini par la méme famille de lois P,I'la méme fonction de lien
g mais seulement g régresseurs 7y, .., (-

(1), - T(g) SOnt q régresseurs choisis parmi les p régresseurs initiaux.

Il existe un certain nombre de tests permettant de tester I’hypothese Hy. On peut consi-
dérer par exemple le test de rapport de vraisemblances maximales.
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Pour ce testl'on rejette 'hypothese Hy contre ’hypothese H,I'si la différence entre les
vraisemblances maximales dans les deux modelesI'notées respectivement : L(z™, M) et
L(z™, M) est jugée trop importante.

La zone de rejet de I’hypothese Hy au seuil a est donc :
L(.T M())
D,={zeR"/—/———=<Cyy.
eI < o)
Le modele M, étant inclus dans le modele MiTon a : L(x, My) < L(x, M;)['Vz € R".

LX), M)

La détermination de la zone D, nécessite la connaissance de la loi du rapport m

sous I’hypothese Hy. Ceci est donné par le résultat suivant :

Proposition — 2.8 (cf. [4] page 236) Sous l’hypothése Hy on a :

Dev(X™ | My) — Dev(X™, My) converge en loi vers la loi du X .

L’hypothese H, sera rejetée au seuil « si le vecteur des observations z(™ est dans la zone :

D, = {x € R"/Dev(x, My) — Dev(x, M;) > F;;_ (1-— a)} .

q

2.3 Les modeles linéaires généralisés en Fiabilité des
Logiciels

Certains modeles classiques en Fiabilité des Logiciels sont des modeles linéaires géné-
ralisés. C’est le cas par exemple pour le modele proportionnel déterministe et le modele
de Jelinski-Moranda.

On utilise dans cette section les propriétés générales des modeles linéaires généralisés pour
obtenir de nouveaux résultats concernant les deux modeles MPD et JM.

2.3.1 Le Modeéle Proportionnel Déterministe (MPD)

Dans le modele proportionnel déterministe (cf. [74] et [40]) de parametres A € R, et
0 € IRI'les variables temps inter-défaillances sont des variables indépendantes de lois
exponentielles :

X; ~ Exp(\e” (79,

Notations —

1. On posera dans la suite : v = —InA\.
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2. Si on a n temps inter-défaillances observés xy, zs,. .., x,'les estimateurs de maxi-

~

mum de vraisemblance des parametres (v, 6) sont notés (&, 0,,).

On montre ci-dessous que le fait d’écrire le MPD comme un modele linéaire généralisé
permet de préciser le comportement asymptotique des estimateurs de maximum de vrai-
semblance 7, et 6,,.

Le modéele proportionnel déterministe vu comme un GLM

Proposition — 2.9 Le MPD est un modéle linéaire généralisé de famille de lois la famille
des lois exponentielles, de fonction de lien la fonction g(x) = In(z), et de vecteurs de

1 0

1 1
régression : = | . | et ry =

1 n—1

Preuve — Il s’agit de démontrer que le MPD vérifie les trois propriétés de la définition —
2.1.

Les deux premieres propriétés sont évidentes (cf. proposition — 2.2). Pour la troisiemel’
exprimée par la relation :

Vi S n Fg [E(Xl)] = ﬁlrl,i + 527“271' +...+ ﬁprpyi,
il suffit de remarquer que dans le MPD on a les relations :
Vi<nTlin[E(X;)]|=v+03G-1).

La troisieme propriété est ainsi vérifiée avec :
- g(x) = In(x)l

'ﬁ: t(l/ae)r
1 0
1 1
- = . etTQZ
1 n—1

Le MPD fait ainsi partie de la famille des modeles linéaires généralisés. On montre dans ce
qui suit que les hypotheses permettant d’établir la normalité asymptotique des estimateurs
de maximum de vraisemblance sont vérifiées dans le cas du MPD.
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Propriétés asymptotiques des estimateurs

Proposition — 2.10 Dans le cas du MPD, les deux hypothéses F K, et F Ky du théoréme
2.5 sont vérifices et permettent donc d’avoir la normalité asymptotique des estimateurs

~

de mazimum de vraisemblance (i, 0,) :

(‘RR)'/? K Z: > = ( p >] Lo N(0, Idy).

Preuve — Commencons par montrer que ’hypothese F'K; :

est vraie. On a :

1
T,(8) = —— 'RWR
D=

avec a(¢) = 1 pour les lois exponentielles.

1 0

1 1
Or dans le cas du MPD la matrice R vaut (rg,71) =

1 n—-1

et :
W =1Id,

en effet W est la matrice diagonale définie par :

1
9" ()2 0" (w)

Wi =

Pour le MPD on a g(z) = In(z) donc ¢'(1;) _L

i
Pour la loi exponentielle on a : b(o;) = —In(—a;)'donc 0" («;) :é.
i
Comme p; = 0'(a;) = —1/a; Ton a ainsi :

Finalement on a
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Cette matrice d’information ne dépend pas du parametre 5. Et on a :

MninTo(9)) = g+ MDD )

[n2(n ~D@2n-1) n*(n-— 1)2]
6 4 '

n(n—1)(2n —1)

ou A, =[n—+ P —4

On montre facilement qu’au voisinage de 4+00 on a I’équivalence suivante : A (Z,(3)) ~
n

1-
L’hypothese F'K; est ainsi bien vérifiée.

La deuxieme hypothese F'Ks est :

n—-+o0o
max || Z7Y2(8)Za () 27 V2(8) — Id, || — 0 .
YEVR ()

Cette hypothése est vérifiée puisque la matrice Z,(5)'dans le cas du MPDI'ne dépend
pas de BTon a alors :

I, 2 (B) L, (y) "7, (B) = Idy, Yy € IRP.
O

On peut ainsi utiliser les résultats du théoreme 2.5 et obtenir les lois asymptotiques des
estimateurs de maximum de vraisemblance des parametres du MPD. On obtient alors les
quatre corollaires présentés ci-dessous.

Corollaire — 1

2(2n — 1
n(n n—1\"" . Loi
{ ( “1)2( 1)} (6, —0) 9% A(0,1).

Quand le nombre d’observations n est assez grandl'on peut considérer que le vecteur
( gn > est de loi /\/(( Z > ,('RR)™1).
2(2n—1) -6

La matrice (‘RR)™" valant ”(7121) n(rgl)
n(n+1) n(n+1)(n—1)

Le comportement asymptotique des variances des estimateurs de maximum de vraisem-
blance est décrit par les équivalences suivantes :
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2(2n — 1)
n(n+1)

12
n(n+1)(n—1)

Var (o) ~ et Var(f,) ~

Remarque — Gaudoin et Soler [40] montrent qu’une transformation adéquate des données
permet, d’écrire le MPD sous forme d’un modele linéaire classique. Ils introduisent alors

des estimateurs des moindres carrés notés : (o, 0,,) dont les variances sont :

212
n(n+1)(n—1)

(2n — 1)m?
3n(n+1)

Var(v,) = et Var(f,) =

~ ~

Il est intéressant de comparer les variances des estimateurs (7, 6,,) et (¥, 6,) :
. 6 - - 6 ~
Var(oy,) ~ ;V&T(Vn) et Var(f,) ~ ;Var(@n).

On montre donc ici que les estimateurs de maximum de vraisemblance ontl’ pour un
nombre d’observations élevéldes variances inférieures a celles des estimateurs des moindres
carrés.

Corollaire — 2 L’estimateur du parametre d’échelle A : An = €7 est asymptotiquement
de loi log-normale(—v, Var(,)).

On a donc pour n assez grand :

472

n

. 9 .
E(\,) ~ A1+ ;) et Var(\,) ~

2

puisque si X ~ log-normale(m, c?)T’on a F(X) = et et Var(X) = e+ (7" — 1).

L’estimateur ), est donc asymptotiquement sans biais et consistant.

Comportement asymptotique de ’estimateur du MTTF

Apres observation de n défaillancesI'I’expression du MTTF dans le MPD est :

MTTF, = E(X,41) = exp(v + n#).

Les parametres (v, #) étant estimés par la méthode du maximum de vraisemblancel'on en
déduit un estimateur de MTTF,, :

MTTF, = exp(Dy, + nén)

En utilisant les résultats asymptotiques concernant les estimateurs 7, et 0, (Corollaire —
1)Ton montre que :
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Corollaire — 3

VO [+ nb) — (v -+ n6) } 2% (0,0,

Par conséquent pour n suffisamment grand['on peut considérer que :

_— 4
MTTF, ~ log-normale(v + nf, —).
n

On a pour n assez grand :

4 €2n(9

E(MTTF,) ~ exp(v +nh) et Var(MTTF,) ~ PSVE
n

Cet estimateur est donc asymptotiquement sans biais['sa variance est par contre assez
importante.

On peut en outrel'pour n assez grand['donner des intervalles de confiance pour le MTTF.
En effetl'en utilisant le corollaire — 3'on montre facilement le résultat suivant :

Corollaire — 4 Pour n suffisamment grand['on a un intervalle de confiance contenant
le MTTF avec une probabilité approximative de 1 — al'cet intervalle est :

2Uq — ATHS
— ), MTTF —
) MTTF, o272,
ol Uy = F/\_/(lo,l)(l —a/2) et Fy,1) est la fonction de répartition de la loi normale centrée
réduite.

Lo = [MﬁFn exp(—

En choisissant o = 5%Ila largeur de cet intervalle de confiance est :

— 4u
I..| = MTTF,[—=2
T | )
8

Vi
On montre donc que pour avoir un intervalle de confiance de largeur : MTTF n - 20%T01
faudrait avoir au moins 1600 observations.

L’intervalle de confiance proposé n’est donc utilisable que pour des jeux de données de
taille importrante. Ceci n’est généralement pas le cas en Fiabilité des Logiciels.

12

MTTF,

2.3.2 Les modeles de Jelinski-Moranda

Dans le modele JM initiall'les temps inter-défaillances Xy, X, ..., Xy sont indépendants

de lois exponentielles :
X; ~ Exp((N —i+1)),
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ou N € N et ® € IR, sont les deux parametres inconnus du modele.
Dans une deuxieme paramétrisation de ce modeleI'Littlewood et Sofer [66] font I’hypothese
suivante :

X; ~ Exp(A — ®(i — 1)).
Dans les deux versions précédentes du modele JMI'les variables temps inter-défaillances
X; sont indépendantes et de lois respectives Exp(a + bi) I'Vi < n.
Notations —
1. On appellera dans la suite Modeéles de Jelinski-Moranda les modeles de Fiabilité des

Logiciels définis par 'hypothese selon laquelle les temps inter-défaillances X, Xo, . ..
sont indépendantes de lois exponentielles :

Vi>1TX; ~ Exp(a+ bi), aet be R tels que a + bi > 0.

a

b > est noté :

2. L’estimateur de maximum de vraisemblance du parametre [ = (
5 an
h=(5)

Les modéles de Jelinski-Moranda vus comme des GLM

Proposition — 2.11 Tout comme le MPD, les modéles JM sont des modéles linéaires
généralisés de famille de lois, la famille de lois exponentielles, de fonction de lien la
fonction : g(x) = 1/x. Les vecteurs de régression considérés sont les mémes que ceuz du
MPD.

Remarques —

1. Les modeles JM et le modele MPD sont issus du meéme type de modeles linéaires
généralisésl'ils ne different que par leurs fonctions de lien.

2. Dans les modeles JMT'la fonction de lien utilisée g(z) = 1/ est la fonction de lien
canonique pour la famille de lois exponentielles.
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2.4 Geénéralisation polynomiale de quelques modeles
ND

L’hypothese commune aux modeles JM et MPD est :
“X1, Xg,... sont des v.a.r. indépendantes de lois :

X; ~ Exp|h(a+bi)]

ou :
e h est une fonction connue a valeurs dans IR, I’
e les parametres a et b sont deux parametres réels inconnus.

L’hypothese Hy;,, définitI'pour différentes fonctions hl'une famille de modeles qu’on peut
appeler modeles ND linéaires.

Dans cette section on présente d’abord une méthode graphique permettant de mesurer
I’adéquation du MPD aux jeux de données étudiés.

Cette méthode montre que pour certains jeux de donnéesl'le modele MPD ne suffit pas
a bien décrire les données observées. Dans ce casl'il est alors intéressant de généraliser
I’hypothese Hy;, en remplacant le prédicteur linéaire : 1; = a + bi par un prédicteur poly-
nomial : 7; = Y0 Bl

On présente alors différents outils statistiques permettantl’aussi bien pour le MPD que
pour le JMI'de choisir le polynome approprié pour chaque jeu de données.

On obtient ainsi des modeles ND polyndémiaux ayant une meilleure adéquation aux
différents jeux de données étudiés.

2.4.1 Validation du MPD
Dans le modele MPD de parametres v et fT'on fait I’hypothese suivante :

“X1, Xg,... sont des v.a.r. indépendantes de lois :

X, ~ Explexp(—v —0(i — 1)) ].”

Huypp
La procédure de validation du MPD est basée sur la proposition suivante :

Proposition — 2.12 Sous [’hypothése Hypp on a :

ol :



2.4 Généralisation polynomiale de quelques modeles ND 53

e [a constante yg est la constante d’Euler : vy = 0.577..

2
. s . o
e (€)i>1 sont des v.a.r. de loi Gumbel centrée de variance 6 -
Preuve —

Sous I'hypothese Hy;pp on a pour tout ¢ > 1 :
Xi~ Explexp(—v —0(i — 1))]

donc :
Vi>1T [exp(—v —0(i —1))].X; ~ Exp(1)
les v.a.r.

In {|exp(—v —0(i —1))].X;}

sont alors i.i.d. de fonction de répartition Fg :
Ve € RT Fg(x) =1 — exp(—e®),

Fg est la fonction de répartition d’'une loi de Gumbel (cf. par exemple [86] page 48) de

2
. m
moyenne —vg et de variance .

On a finalement pour tout ¢ > 1 :

2
ou les ¢; sont des v.a.r. de loi Gumbel de moyenne 0 et de variance %

Sous 'hypothese H )y pplle graphe (i, Inz;);<, est approximativement rectiligne (cf. figure
2.1 ou les données ont été simulées & partir de ’hypothese Hypp ).

Ainsil’si on dispose de n observations zy, ..., x,I'le graphe (4, Inz;);<, permet d’avoir une
idée sur la validité de I’hypothese Hy;pp sur le jeux de données étudié.

Les figures 2.21'2.3 et 2.4 représentent ces graphiquesl'ainsi que leurs lissages splinesI'pour
certains jeux de données de défaillances logicielles (jeux de données extraits de [75] et
[36]).
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Fic. 2.1:

log(simulMPD)
0
|

Log(xi)=f(i), Data:simulMPD

Log(xi)=f(i), Cisil

Un jeu de données simulé a partir de Hypp

log(musal)

o 4

50

© — Log(xi)=f(i), Musal

100 150 o 20 40

Fi1aG. 2.2: Jeux de données : Cisil et Musal
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14

12

10

. ) Log(xi)=f(i), Musa6
Log(xi)=f(i), Musa3

log(musa6)

Fi1aG. 2.3: Jeux de données : Musa3 et Musab

log(crow1)

Log(xi)=f(i), Musaldc Log(xi)=f(i), Data:Crow1l

T T T T T T T T T T
0 10 20 30 0 20 40 60 80 100

Fia. 2.4: Jeux de données : Musal4c et Crowl
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Si dans certains cas (Musal et Musa3)['la relation entre (i);<, et (Inz;);<, est approxi-
mativement linéairel'dans plusieurs autres cas (Cisill' Musa6I' Musal4cl Crowl)l cette
relation est plutot polynomiale (voir le lissage spline de ces graphiques figures 2.2I'2.3 et
2.4).

Dans ces derniers cas['une modélisation ND polynomiale :

Vi> 1D X;~ Explexp(P(i))]

ol P est un polynome de degré p (a déterminer) semble plus judicieuse.
En effet dans ce casl'on aurait : (n(X;) = P(i) — yg + ¢;'ce qui tient bien compte de la
relation polynomiale trouvée graphiquement.

2.4.2 Les modeles ND polyndémiaux (ND,,)

En tenant compte des remarques précédentesl'on se propose de généraliser les modeles
MPD et JMT'ou tout autre modele ND linéairel'en remplacant I’hypothese Hy;, par ’hy-
pothese H,, décrite ci-dessous.

Définition — 2.13 On appelle modéles ND polynémiaux les modéles de fiabilité des
logiciels décrits par [’hypothese suivante :
“X1,X,5, ... sont des v.a.r. indépendantes de lois :

Xi ~ Exp[h(P(z))]

e P est un polynome de degré p inconnu,

e [a fonction h est une fonction connue.

On obtient ainsi une nouvelle famille de modeles faisant encore partie de la famille des
modeles linéaires généralisés.
Pour un degré p fixél'les vecteurs de régression sont choisis parmi les vecteurs :

1 1 1

. 2 2P
To , 1 5 ey 7"p

1 n n?

Remarques —

1. On parlera de modeles MPD polynomiaux ou de modeles JM polynémiaux
selon que 'on choisit h(x) = exp(x) ou h(x) = x. On les notera respectivement
MPD,y et JM,y.
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2. La fonction h qu’on peut aussil'par abus de langagel'appeler fonction de lienI'est
liée a la fonction de lien g des GLM telle que définie dans la définition — 2.1 par la
relation :

1 1
ol [E]_l est la fonction réciproque de la fonction W

La modélisation ND polynomiale peut étre décomposée en trois principales étapes :
1. Choix de la fonction de lien hI’
2. choix du degré et de la forme du polynome utilisél’
3. estimation des parametres du modelel'i.e. des coefficients du polynéme P.

Les deux premieres étapes permettent de choisir le modele approprié.

Dans la troisieme étapelles coefficients du polynome considéré sont estimés par la méthode
du maximum de vraisemblance. Les propriétés asymptotiques des estimateurs (cf. théo-
reme 2.5) citées auparavant restent encore valables puisque les modeles ND polynomiaux
sont des modeles linéaires généralisés.

On décrit ci-dessous les deux premieres étapes qui permettent de choisir pour chaque jeu
de données le modele le plus approprié dans la famille des modeles ND polynomiaux.

2.4.3 Choix des polynomes appropriés

On suppose dans cette sous-section que la fonction de lien h a déja été choisiel'le probleme
du choix de cette fonction sera discuté dans la sous-section suivante.

Il s’agit alors de choisir le degré et la forme du polynéome P de I'hypothese H,,. Ceci
revient a estimer les entiers :

tels que le polynéme P s’écrive sous la forme :
P(x) = B, 2™ + Bi,x" + ... + Bpal.

Pour déterminer le degré du polynome P on peut s’aider['dans le cas du MPDI'de la pro-
cédure graphique décrite dans la sous-section 2.4.1 (cf. 'exemple d’application présenté
ci-dessous).

MaisI'plus généralementI’on utilise dans le cas ou les conditions du théoreme 2.5 sont
vérifiéesI'le test du rapport de vraisemblances maximalesl'décrit dans la sous-section

2.2.5.

La procédure du choix du polynome P peut alors se décomposer en trois étapes :
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1. Choisir un degré py assez élevé (py = 5 par exemple).
Ajuster les observations par un modele ND polynomial de degré py.

Ce premier modele a une déviance :

Dev(z™, M,,).

2. Trouver l'entier £ < p, tel que le test du rapport de vraisemblances maximales :
- rejette I’hypothese “p =k—1" contre I’hypothese “p = p,”
- mais ne rejette pas 'hypothese “p = k” contre ’hypothese “p = p,”.
On décide alors qu'un polynome de degré k suffit a décrire convenablement les
données.

3. Les estimateurs de maximum de vraisemblance des coefficients du polynome P
BO, Bl, . Bszont asymptotiquement gaussiensl'on peut alors utiliser le test du rap-
port de vraisemblances maximales ou le test de Student pour tester les hypotheses
de nullité “Bj =0"I'pour j =1,..,k—1.

On présente ci-dessous un exemple de ’application de cette procédure de choix de modeles
sur un jeu de données simulé.

Illustration

On simule des données (x;);<100 provenant de variables :
X; ~ Exp|exp(Pyim ()],
ou
Pyim (i) = By + Bui + Byi% avec By = —7 '3, = 0.3 et ¢ = —0.004.
Le jeu de données obtenu est désigné par simpolyl.

Supposons maintenant qu’on ne connaisse pas le polynome associé a ce jeu de données. On
va appliquer la procédure décrite ci-dessus pour essayer de retrouver le polynéme optimal
associé.

On choisit d’abord une fonction de lien h(z) = exp(z) fonction de lien du MPD.

Etape 1 :
On commence par ajuster les données par un modele MPD polynomial de degré p, = 5I

on obtient :
Dev(z™, M5) = 106.28
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Etape 2 :

a) Le graphe (i,Inz;);<, a la forme d’un polynéme de degré 3.

Log(xi)=f(i), simpoly1l

log(simpoly1)

F1G. 2.5: Le graphe (i, [nx;);<, pour simpolyl

On teste alors 'hypothese :
“p = 3”7 contre I'’hypothese “p = 5"
On a Dev(z™, M3) = 108.79
Comme :

Deuv(z™, Mz) — Dev(a™, Ms) = 2.51 < F,'(0.95) = 5.99

on ne rejette pas 'hypothese “p = 3”.
b) On teste ensuite ’hypothese :
“p = 2" contre ’hypothese “p = 15"
On a Dev(z™, M,) = 108.96
Comme :
Dev(z™ | My) — Dev(z™, M;) = 2.68 < F5'(0.95) = 7.81

on ne rejette pas I’hypothese “p = 27.
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7 0 1 2
B | —7 0.3 | —0.004
3; | —6.66 | 0.287 | -0.0038

TAB. 2.1: Estimations des parametres du Modele M PD,,; (simpolyl).

c¢) On teste enfin '’hypothese :
“p=1 (MPD)” contre I'hypotheése “p = 5"
On a Dev(z™, M) = 153.41
Dev(z™ | My) — Dev(z™, M) = 47.13 > F5'(0.95) = 9.48
L’hypothese “p = 1" est ainsi rejetée contre 'hypothese “p = 5.

Finalement I'entier recherché est k = 2 et la forme retenue du polynéme P est bien celle
du polynome a partir duquel on a simulé les données :

P(i) = Bo + Bii + Bai”.

Etape 3 :
Le meme type de tests que ceux utilisés dans 1’étape 2 permettent ensuite de rejeter les
hypotheses “3; = 07 contre “3; # 0"I'pour j =0, 1.

Les algorithmes classiques de calcul des estimations de maximum de vraisemblance dans
les modeles linéaires généralisés permettent alors d’estimer les parametres Gol'31'et (5.
Les estimations obtenues Bj sont comparéesl’au tableau 2.1'aux vraies valeurs (3; utilisées
pour simuler les données.

Remarque — Les résultats expérimentaux qui seront présentés dans la section 2.4.5
montrent que pour la plupart des jeux de données pour lesquels le degré p choisi est

différent de 1T'les qualités prévisionnelles (mesurées par le critere du u-plot) du modele
MPD polynomial choisi sont nettement supérieures a celles du MPD classique.

2.4.4 Choix de la fonction de lien
Les modeles linéaires généralisés étudiés jusque la avaient des fonctions de lien connues :
1
g(x) = In(z) pour le MPD et g(x) = — pour le JM.
x

Ces fonctions de lien découlent généralement de la modélisation du phénomene physique
étudié.
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En Fiabilité des Logiciels par exemplelles fonctions de lien traduisent certaines hypotheses
décrivant le logiciel étudié ou les procédés de correction de ses fautes.

On peut cependant se placer dans un cadre purement analytique et estimer la fonction
de lien en utilisant les observations (z;);<y.-

La fonction de lien peut ainsi étre estimée par des méthodes paramétriques (cf. Scallan
et al [87])'par des méthodes semi-paramétriques (cf. Bonneu et al [10]) ou encore par des
méthodes non paramétriques (cf. Hastie et Tibshirani [44]).

Pour les modeles ND ou on n’a qu'un seul régresseurl'’approche GLM non paramétrique
permet, d’estimer 'effet composé de la fonction de lien et du régresseur.

Cette approche GLM non paramétrique sera utilisée dans la section suivante pour pré-
senter un modele ND non paramétrique généralisant tous les modeles ND paramétriques.

2.4.5 Résultats expérimentaux

On utilise ici la procédure décrite dans la section 2.4.3 pour choisir les modeles MPD et
JM polynomiaux appropriés pour un certain nombre de jeux de données réels (cf. par
exemple [75]). Les jeux de données considérés sont Cisil (169 observations)['"Musal (136)[°
Musa8 (38)I'Musa6 (73)I' Musaljc (36) et Crowl (100) (cf. annexe B). Le dernier jeu de
données a été simulé a partir du modele de Crow (a=0.15 et §=0.5).

Dans le tableau 2.2I'on donne pour chaque jeu de donnéesl'les estimations des parametres
p et (5;)j<p du modele MPD polynoémial choisi.

p| o b o Bs
Cisil 31 —4.03 | 0.059 | —0.00084 | 2.6107°
Musal | 1| —4.53 | —0.023
Musa3 | 1| —4.44 | —0.11
Musab | 3| —2.16 | —0.22 0.0069 | —6.310°°
Musaljc | 2 | —13.67 | 0.19 —0.059
Crow!l |2 | —5.04 | —0.066 | 0.00041

TAB. 2.2: Estimations des parametres des modeles M PD,,,

Dans le cas des jeux de données Musal et Musa3l'le polynome choisi est de degré 1['le
modele polynomial coincide donc avec le MPDI'ce qui confirme que dans le cas de ces
deux jeux de donnéesl'le modele MPD est particulierement adéquat.
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Amélioration de la qualité d’ajustement

Dans le tableau 2.3 on présente les déviances des modeles M P D,y et J M,y qu’on compare
a celles des modeles M PD et JM.

MPD | MPD,y(p) | JM | JM,u(p)
Cisil | 253.74 | 227.43(3) | 247.72 | 232.15(3)
Musal | 213.47 | 213.47(1) | 228.01 | 212.02(3)
Musa3 | 61.80 | 61.80(1) | 76.14 | 61.26(2)
Musa6 | 180.16 | 165.83(3) | 179.50 | 160.32(5)
Musaljc | 111.89 | 99.72(2) | 110.42 | 99.57(2)
Crowl | 123.28 | 115.89(2) | 133.12 | 120.24(2)

TAB. 2.3: Déviances des différents modeles et valeurs choisies du parametre p

Il ressort des résultats précédents que la généralisation polynomiale des modeles JM et
MPD améliore leur adéquation aux jeux de données étudiés.

Ceci découle de la construction méme des modeles polynomiaux puisqu’on les choisit par
des tests sur la déviance. Ces tests permettent de faire un compromis entre le critere de
déviance (qualité d’ajustement) et le critere de degré de liberté ou robustesse (nombre de
parametres).

On remarque par ailleurs que le modele M PD,, fournit des déviances inférieures ou
comparables a celles du modele JM,, tout en ayant moins de parametres.

Cette robustesse du modele MPD,, se traduitl'comme on le verra ci-dessousI'par un
meilleur pouvoir prédictif.

Amélioration de la qualité prévisionnelle

En Fiabilité des LogicielsI'les modeles sont choisis en fonction de leur qualité prévision-
nelle. Ce criterel'étudié au chapitre 4I'mesure la capacité du modele a bien prédire les
observations futures.

Remarques —

1. La qualité prévisionnelle d’un modele est mesurée ici par le critere du u-plot qui
sera étudié au chapitre 4.
La qualité prévisionnelle d'un modele est d’autant plus grande que son critere u-plot
est faible.

2. La procédure u —plot a été implémentée sur les n— 20 dernieres donnéesl c’est-
a-dire qu’a la premiere étapel’on utilise les observations xy,...,x9 pour prédire
I’observation xo;.
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Les modeles M PD,, et JMy, ont généralement un nombre de parametres supérieur a
celui des modeles originaux M PD et JM. Ceci peut suggérer que les modeles M PD, et
J M,y sont moins robustes et ont donc de moins bonnes qualités prévisionnelles que les
modeles M PD et JM.

Ceci est démenti par les résultats du tableau 2.4 donnant les criteres u-plot de 'utilisation
des différents modeles sur les six jeux de données étudiés.

MPD | MPDyy | JMpe | JM
Cisil 0.110 | 0.104 | 0.181 | 0.736
Musal | 0.111 | 0.111 | 0.164 | 0.539
Musa3 | 0.218 | 0.218 | 0.229
Musa6 | 0.222 | 0.223 0.385 | 0.417
Musal4c| 0.396 | 0.158 | 0.297 | 0.333
Crowl |0.161 | 0.174 0.203 | 0.840

TAB. 2.4: Critere du u-plot

Il ressort donc que le modele M PD,, al'pour pratiquement tous les jeux de donnéesI'des
performances prédictives meilleures que celles du M PD.

D’autre partl'le modele JM,, améliore nettement les performances du modele JM.

Le modele M PD,, al'pour tous les jeux de données étudiésI'de meilleures performances
prédictives que le modele JM,,,;.

On conclut ainsi qu’aussi bien au niveau de la qualité de 'ajustement qu’au niveau de
la qualité prévisionnellel'les modeles polynomiaux M PD,, et JM,, apportent une nette
amélioration par rapport aux modeles originaux M PD et JM.

Le modele M PD,, semble fournir le meilleur compromis entre le critere de bonne adé-
quation aux données et le critere de robustesse. Ce bon compromis se traduit par de tres
bonnes qualités prévisionnelles.
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2.5 Généralisation non paramétrique des modeles ND

Rappelons d’abord la propriété définissant les modeles ND :
“X1, Xg,... sont des v.a.r. indépendantes de lois :

Vi>0TX; ~ Exp (1(i)).”
Hnp

Les modeles ND rencontrés jusque la proposent tous une modélisation paramétrique de
la fonction taux de défaillance 1) :

Tb(l) = Tﬂo(i, 9)
ou :
e 1 est une fonction connue a valeur dans IR,

e () un parametre vectoriel a estimer.

Une généralisation naturelle de ces modeles ND paramétriques est obtenue en estimant 1)
par des techniques non paramétriques.

Le modele non paramétrique ainsi obtenu n’aura de bonnes qualités prévisionnelles que
si 'on ajoute certaines conditions de régularité sur la fonction .

On supposera dans la suite que 1 est une fonction réelle deux fois continument différen-
tiable.

Notation — S5 désignera dans la suite I'espace des fonctions réelles deux fois contint-
ment différentiables.

Le modele ND non paramétriquel’qui sera présenté dans la sous-section 2.5.3I'fait partie
de la famille des modeles linéaires généralisés non paramétriques.

On présente succinctement ’approche GLM non paramétriques dans la sous-section 2.5.2.
Des présentations plus détaillées peuvent étre trouvées dans Fahrmeir et Tutz [33] ou
Green et Silverman [43].

On utilisera ensuite les méthodes et les algorithmes développés dans le cadre général des
GLM non paramétriques pour obtenir des estimations non paramétriques de la fonction
1. Ces estimations seront obtenues sous forme de splines cubiques.

Avant de décrire les GLM non paramétriques et d’étudier le modele ND non paramétriquel’
on rappelle ci-dessous brievement quelques résultats concernant les splines cubiques.

2.5.1 Quelques rappels sur les splines cubiques

On suppose dans cette sous-section qu’on a n réels ordonnés tq, s, ..., t, sur un intervalle
[a, 0] :
a<ti<ty<...<t,<b
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On suppose en plus qu'on a des observations y; bruitées d’une fonction inconnue f :
Vi <n Ty = f(t;) +¢.
Les splines cubiques jouent un role important dans l'obtention d’estimations lisses de la

fonction f.

Définitions et propriétés

Définition — 2.14 Une fonction s définie sur |a,b] est une spline cubique de neuds
(ti)i<n st les deuz propriétés suivantes sont vérifiées :

1. sur chacun des intervalles [a,t1] , [t1,t2] , ..., [tn,b] s est un polynome cubique.

2. s est deux fois continument différentiable sur [a,b], c’est a dire que les fonctions s,
s' et s sont continues auzr neuds t;.

Une spline cubique est dite naturelle si ses dérivées secondes et troisiemes sont nulles
aux points a et b.

Remarque — Méme si une spline cubique s est complétement spécifiée par le vecteur :

s=(s(ti))i<n

il est plus pratique d’avoir aussi le vecteur v € IR" "2 des dérivées secondes de s aux nceuds
ti :
Vie [2,...,n—1] vy =5"(t;).

Théoréme — 2.15 Deuz vecteurs quelconques s € R"™ et v € R"™? définissent une spline
cubique si et seulement si ils vérifient la relation suivante :

‘Qs = M~y

e Q = (qij)i<n2<j<n—1 est la matrice tri-diagonale nx (n—2) définie par ses compo-
santes :
i o=hi! =—hit —hT et gy =hit
qj-1, j—1 0 4jj j—1 — Iy €U gt j

¢ij =0 pour |i—j|>2.

e hy =ty —tipour 1=1,...,n—1.
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o M = (myj)a<ij<n—1 est la matrice tri-diagonale symétrique (n—2) x (n—2) définie
par ses composantes :

1
mu:§(hz_1+hl) ,i:2,...,n—1

1
Zhi,i=2,...,n—2
6 7 n

m;; =0 pour |i—j|> 2.

My i+1 = Mity1,4 =

Théoréme — 2.16 Si s est une spline cubique de neuds (t;)i<, spécifiée par le vecteur
de ses valeurs s, et le vecteur de ses dérivées secondes 7y, on a alors avec les notations du
théoreme précédent :

K=QM™Q.

On pourra se référer & Green et Silverman [43] (page 13) pour les preuves des deux
théoremes précédents.

Splines cubiques et lissage

Soient vy, ..., y, des observations bruitées d’une fonction f inconnue :
Vi <nly = f(t;) +e.
On suppose que f est une fonction de I'espace Sy des fonctions deux fois contintiment

différentiables.

L’estimation de f par une fonction f suffisamment lisse se fait généralement par la mini-
misationI'sur SyI'de la somme pénalisée des carrés des résidus :

50)2§¥%—f@0?+6lﬁf%ﬂfﬁ

Le terme de pénalité 6/ [ f"(t) > dt assure un certain degré de lissitude & I'estimation f
Le parametre de lissage 0 représente I'importance relative de la contrainte de lissitude par
rapport au critere d’adéquation aux observations.

le role important des splines cubiques dans les problemes de lissage résulte de la proposi-
tion suivante :
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Proposition — 2.17 Si s est une spline cubique de neuds (t;)i<n €t si f est une fonction
de Sy telle que :

Vi<n, f(t:) = s(t),
Alors on a :

[1Fwra > [170 7

Corollaire — La minimisation de S(f) sur Sy se réduit ainsi & sa minimisation sur
I’espace des fonctions splines cubiques.

L’estimation de la fonction inconnue f se ramene alorsI'grace au théoreme 2.16 a la
recherche du vecteur f = (f(%;))i<, de R" minimisant la quantité :

n

S(w)=>[yi—v;’+¢ 'vKv pour v € R".

1=1

2.5.2 Les GLM non paramétriques

On présente ci-dessous 1'approche modeles linéaires généralisés non paramétriques dans
le cas ou il n’y a qu’une seule variable explicative r € IR".

Les modeles additifs généralisés [44] permettent par ailleurs de donner une généralisation
non paramétrique des modeles linéaires généralisés dans le cas de plusieurs régresseurs.

On reprend dans cette sous-section les notations de la section 2.2.

Définition — 2.18 Les modéles linéaires généralisés non paramétriques sont
obtenus a partir des modéles linéaires généralisés tels que définis dans la section 2.2, en
remplacant la relation paramétrique :

par la relation non paramétrique :

Vi<n, (gob)(ag) = f(r;)

ot f est une fonction inconnue suffisamment lisse.

Remarque — Dans le cas ou le choix de la fonction de lien g ne réduit pas I’ensemble
des valeurs prises par la fonction (go')~'Til est possible de se ramener au modele a lien
canonique :

Vi <nTa; = fe(r;)
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on estimera alors directement la fonction f. représentant ’effet composé de la fonction de
lien et de la fonction de régression :

fo=1(gob) tof.

L’estimation non paramétrique de la fonction de régression f se fait par la méthode de la
vraisemblance pénalisée brievement décrite ci-dessous.

On se placera dans la suite de cette sous-section dans le cas du lien canonique. Le modele
considéré est alors décrit par les relations :

Vi <nTa; = f(r;).

Les algorithmes présentés sont facilement généralisables au cas d’un lien non canonique.

Méthode de la vraisemblance pénalisée

La fonction de vraisemblance associée aux GLM non paramétriques définis ci-dessus et
aux observations (z;);<y est :

. & fri)wg —b(f(r;)) i
Ly, wn(f) = z:l_[l exp | a(o) + c(wi, @) |
La log-vraisemblance associée est :
E(f) — Xn: f(’rz)xz - b(f(rz)) 4 C(ZL‘i, ¢)

Maximiser la quantité L£(f) sur ’ensemble des fonctions f € Sy revient donc & maximiser

la quantité :
n

DL f(ri)zi = b(f(r:)]

i=1
Pour introduire la contrainte de lissitude de fI'on introduit dans la quantité a maximiser
le terme de pénalité :

JasEOIC
pénalisant les estimations a courbures élevées.

La fonction f est alors estimée par la fonction f de S; maximisant la log-vraisemblance

pénalisée :
n

S() = XL = s = 56 [ 15O F ar

i=1
Le parametre de lissage ¢ représente 'importance donnée a la contrainte de lissitude.

Comme dans le cas du probleme d’interpolationI’pour maximiser la quantité S(f) sur
I’ensemble S5 des fonctions deux fois contintiment différentiablesIil suffit de la maximiser
sur I'ensemble des fonctions splines cubiques. On a plus précisément :
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Proposition — 2.19 Pour toute fonction f € Sy, il existe une spline cubique s ayant les
mémes valeurs que f auz neuds (t;)<, telle que :

S(s) > S(f).
On peut se référer a [43] page 99 pour une preuve de cette proposition.

La recherche numérique de la spline cubique f maximisant S(f) se faitI'par exemple par
une généralisation de la méthodes des scores de Fisher.

Avant de décrire cette méthodel'on présente brievement les différentes méthodes du choix
du parametre de lissage.

Parametre de lissage et degré de liberté

Le parametre de lissage ¢ représente le degré de lissitude imposée a ’estimation spline
cubique f de f.

La valeur de § est choisie en tenant compte des connaissances a priori concernant la
régularité de la fonction f.

En I’absence de telles connaissancesl'le parametre de lissage peut étre estimé a partir des
données observées en utilisant les méthodes de validation croisée (cf. [80]).

Le parametre de lissage est lié a un deuxieme parametre : le degré de liberté obtenu
comme généralisation de la notion de nombre de parametres dans le cas paramétrique.
On pourra se référer a [43] page 110 pour une définition rigoureuse du degré de liberté
dans le cadre des GLM non paramétriques.

En pratiquel'la contrainte de lissitude de 'estimation f est spécifiée indifféremment par
le parametre de lissage ou par le degré de liberté.

Notation — Dans la suitel'le parametre degré de liberté sera noté dl.

Méthodes des scores de Fisher pour les GLM non paramétriques

On cherche la spline cubique f de neeuds (7i)i<n qui maximise la log-vraisemblance péna-

lisée :
n

1 n
S(f) = SoLFtra: = b(F )] = 50 [ 1@t
i=1
En utilisant les notations de la sous-section 2.5.1 et le théoreme 2.16 on a :
[l @ra ="y
ou :

e la matrice K est définie comme dans le théoréeme 2.16I
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e le vecteur f € IR" est donné par ses composantes :
I, = f(ri).

L’estimation non paramétrique de la fonction de régression f revient donc a la recherche
du vecteur f € R" maximisant la quantité :

- 1
> vz — b(v;) ] — 55 ‘v Kv pour v € IR™.

1=1

Proposition — 2.20 L’algorithme des scores de Fisher permettant de trouver la spline
cubique f mazimisant S(f) est décrit par le schéma itératif présenté ci-dessous.

-eme

Ce schéma permet, a la j itération, de passer de la spline cubique sU) représentée par
s¥) € R™ a la spline cubique sUtY représentée par sV € IR™ :

sVt — (V(j) +6K)! V) ,06)
ot a chaque itération j on a :

o 2U) est le vecteur de R™ donné par ses composantes :
() — ¢ =V (s)
b"(s(j))

o V) est la matrice diagonale définie par :

Vi) — b"(s(j))

Une preuve détaillée de ce résultat peut étre trouvée dans [43] page 100.

Remarque — Les GLM non paramétriques peuvent étre considérés comme des cas par-
ticuliers des modeles additifs généralisés (GAM) (cf. Hastie et Tibshirani [44]). Dans les
exemples d’application traités dans la suitel'l’estimation non paramétrique de la fonction
de régression f est faite par la procédure gam du logiciel S [15].
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2.5.3 Les modeles ND non paramétriques (ND,,)

Définition — 2.21 On appelle modeles ND non paramétriques les modeles de fiabilité
des logiciels décrits par [’hypothese suivante :

“Xy, Xo,... sont des v.a.r. indépendantes de lois :

Vi>0, X;~ Exp(¢(i)).”

HNan
Ou v est une fonction inconnue deux fois continument différentiable a valeurs dans IR, .

Les modeles ND non paramétriques représentent une généralisation de tous les modeles
ND paramétriques. En effet la seule hypothese ajoutée par rapport a Hyplest une régu-
larité minimale de la fonction taux de défaillance 1.

Les modeles N D,,, vus comme des GLM non paramétriques

L’estimation non paramétrique de v peut se faire dans le cadre des GLM non paramé-
triques.

En effet Les modeles ND non paramétriques peuvent étre considérés comme des GLMID
puisque d’apres ’hypothese Hypypl'les parametres naturels des lois des X; s’écrivent :

a; = —1(i)
ou fy est supposée étre une fonction assez lisse.

Ceci définit un GLM non paramétrique de régresseur (i);<, et de fonction de lien cano-
nique. Les algorithmes présentés dans le cadre des GLM non paramétriques permettent
ensuite d’estimer directement la fonction taux de défaillance i) sous forme d’une spline
cubique.

Choix du lien logarithmique

En choisissant le lien canonique on ne tient pas compte de la contrainte de positivité de
la fonction .
Pour ce fairel'on peut écrire 1 sous la forme :

P = exp(§)

et estimer la fonction £ au lieu de .

Le modele non paramétrique associé s’écrit alors :

a; = —exp(&(i))



72 Modeles Linéaires Généralisés en Fiabilité des Logiciels

ou encore :
(gob') (o) = £(2)
ou g(x) = —In(x)lest la fonction de lien logarithmique (celle du MPD).

Si é est la spline cubique estimation de &['la fonction taux de défaillance ¢ est alors
estimée par :

~

P~ exp(§).

En utilisant les modeles ND,, sur différents jeux de donnéesI'on remarque que les esti-
mations de 1 obtenues par le lien canonique et le lien logarithmique sont toujours tres
proches. Quelques exemples sont présentés sur les figures 2.6 et 2.7.

Ceci est confirmé par le tableau 2.5 donnant les déviances des modeles ND,, sur les
différents jeux de données.

Cisil | Musa6 | simpoly2.d | simsinl.d
Lien canonique 227.72 | 160.62 116.24 137.44
Lien logarithmique | 221.30 | 160.18 116.89 137.81

TAB. 2.5: Effet de la fonction de lien sur les déviances des modeles ND,,,.

Remarques —

1. Dans tous les modeles N D,,, présentés icil'et sauf mention du contrairelle parametre
de lissage est choisi de telle sorte que le nombre de degrés de liberté (dl) vaille 5.

2. Les jeux de données simpoly2.d et simsinl.d ont été simulés a partir de fonctions
P2 et 1h*"! connues :

P2 (7) = 10.5 — 0.67 + 0.016i* — 0.00017% et, 1p*™ (i) = | sm(;—g) | +0.5.

3. On n’utilisera dans la suite que le modele N D, avec le lien logarithmique.
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Fic. 2.6: Etude de 'effet de la fonction de lien sur I'estimation non paramétrique de .
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2.5.4 Résultats expérimentaux

Qualités empiriques des estimateurs non paramétriques

Pour étudier empiriquement les qualités des estimateurs non paramétriques de I on
simule un certain nombre de jeux de données a partir de I'hypothese Hy py, ot la fonction
taux de défaillance est une fonction connue (on prendra 1P°%? et 1)) . On utilise ensuite
I'approche N D,,, pour obtenir pour chaque jeu de données une estimation particuliere de
.

On étudie alors la variance de ces différentes estimations et on compare leur moyenne
empirique a la vraie fonction ¢ a partir de la quelle on a simulé les jeux de données.

On a donc simulé 50 jeux de données & partir de la fonction /P°"%? et 50 autres jeux de
données & partir de *™".

Pour avoir une idée du biais de ’estimateur non paramétriquel’on trace sur la figure 2.8
la moyenne empirique des 50 estimations non paramétriques de /P2 et )51,
On remarque alors que ces biais empiriques sont assez faibles.

7/

Biais et vari. empiriques / Biais et vari. empiriques de
de I'estimateur non param. / I'estimateur non param. (50 simulations)
(50 simulations) /

20
|
25

15
|
—
~.
2.0
|

15

psi

1.0

vraie psi : psi®poly2

//\\R// """ Moyenne des estimations / . . N\
/ ) / E— Vraie psi : psi®sinl \
/ —-— Bande de largeur 4 sigma / \
// """" Moyenne des esnmatlons\
o o | --—-— Bande de largeur 4 sigma
S
T T T T T T T T T T T T
o 20 40 60 80 100 (0] 20 40 60 80 100

Fic. 2.8: Moyenne et bande de confiance empiriques des estimations non paramétriques
de wpolyZ et wsinl‘

Pour représenter la variance empirique des estimationsI'on trace autour de la moyenne
des estimations de ¢T'une bande de largeur (40;);<,. Pour tout i < nI'o; désigne 'écart
type empirique des 50 estimations de la quantité (7).

Cette bande représente une région de confiance empirique ayant approximativement une
probabilité 95% de contenir I’estimation non paramétrique de .
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Les exemples traités ci-dessus montrent que l’estimateur non paramétrique a un com-
portement satisfaisant aussi bien au niveau du biais qu’au niveau de la variance. Une
évaluation du MISE (Mean Integrated Square Errors) pourrait contribuer a ’évaluation
des qualités de 'estimateur non paramétrique. Cette voie ne sera pas poursuivie dans ce
travail.

Choix du parametre degré de liberté

On étudie ici 'effet du parametre dl sur les performances prédicitives du modele ND,,,.

On considere d’abord le jeu de données Musabl'les estimations non paramétriques de
la fonction ¢ correspondant a différentes valeurs du parametre dl sont représentées sur la
figure 2.9.

0.06
1

Estimation non param. de psi
(Musa6)

psi
0.03 0.04 0.05
| | |

0.02
|

0.01
|

0.0

FiG. 2.9: Effet du parametre de lissage sur ’estimation non paramétrique de .

Dans le tableau 2.6I'on étudiel'pour le jeu de données Musa6T'’effet du parametre dl sur
la qualité prévisionnelle et la déviance du modele non paramétrique.

Remarque — La procédure u-plot a été mise en ceuvre sur les n—20 dernieres données.
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dl=3|dl=>5|dl=7|d =9
kolm (u—plot) | 0.200 | 0.183 | 0.207 | 0.235
Déviance 173.88 | 160.16 | 152.47 | 143.31

TAB. 2.6: Effet du parametre de lissage sur les qualités du modele ND,,,. (Musa6)

On remarque que pour le jeu de données Musa6Tle modele le plus robuste (dl=3) n’a pas
le meilleur pouvoir prédictif. C’est le modele ND,, a 5 degrés de liberté qui semble avoir
les meilleures qualités prévisionnelles.

La qualité prévisionnelle d’'un modele semble résulter de sa capacité a assurer un bon
compromis entre la robustesse et la qualité d’ajustement.

On étudie enfinl'au tableau 2.7 I'influence du parametre dl sur la qualité prévisionnelle
du modele ND,, pour différents jeux de données.

dl=3|dl=5|dl="7
Cisil 0.072 | 0.068 | 0.086
Musa1 | 0.099 | 0.096 | 0.101
Musa3 | 0.165 | 0.238 | 0.272
Musa6 | 0.200 | 0.183 | 0.207
Musaljc | 0.214 | 0.202 | 0.183
Crow! | 0.070 | 0.130 | 0.133

TAB. 2.7: Critere du u-plot

Le tableau précédent confirme le fait que le modele le plus robuste (dl = 3) n’a pas
forcément la meilleure qualité prévisionnelle. Il est par ailleurs clair que la valeur optimale
(d’un point de vue prédictif) du parametre dl dépend du jeu de donné étudié.

Remarque — Pour simplifier 'utilisation de ’approche ND,,['on choisit de prendre
dans la suite dl =5.

Performances prédictives des modeles N D,,,

On comparel’pour différents jeux de donnéesl'les performances prédictives du modele
N D, aux performances du modele M PD,,; ainsi qu’aux performances d’autres modeles
paramétriques utilisés en Fiabilité des Logiciels : le modele de Crowl'le modele de Goel-
Okumoto et le modele de Yamada-Ohba-Osaki [104] noté YOO.
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NDy, | MPD,, | MPD | Crow | Goel—Okum. | YOO

Cisil 0.068 | 0.104 0.110 | 0.143 0.088 0.235
Musal | 0.096 | 0.111 0.111 | 0.133 0.142 0.405
Musa3 | 0.238 | 0.218 0.218 | 0.397 0.247 0.573
Musa6 | 0.183 | 0.223 0.222 | 0.214 0.223 0.341
Musaljc | 0.202 | 0.158 0.396 | 0.405 0.468 0.302
Crowl | 0.130 0.174 0.161 | 0.083 0.167 0.428

TaB. 2.8: Critere du u-plot.

Le modele ND,,, semble avoir dans la majorité des cas de meilleures qualités prévision-
nelles que les autres modeles paramétriques classiques.

Il ressort des résultats précédents que les approches N Dy, et M P D, fournissent toujoursl'
exception faite du jeu de données CrowIl'le modele ayant le meilleur pouvoir prédictif.

Pour le jeu de données Crowil'seul le modele a partir duquel ont été simulées les données
(le modele de Crow) a de meilleures performances prédictives que le modele ND,,.

2.6 Conclusion

L’utilisation des modeles linéaires généralisés nous a permis de généraliser et d’amé-
liorer les performances des modeles ND classiques.
Les résultats et les algorithmes développés dans le cadre GLM nous ont permis de dévelop-
per deux approches de construction et de choix de modeles : une approche paramétrique
(ND,,) et une approche non paramétrique (NDp,).

Ces approches ont ’avantage de pouvoir tenir compte des spécificités de chaque jeu de
données pour donner des modeles ayant d’excellentes qualités d’ajustement.

A cette amélioration de la qualité d’ajustement s’ajoute une nette amélioration de la
qualité prévisionnelle.

En effet les résultats expérimentaux ont montré que les modeles issus des approches N D,
et ND,, ontl'dans la majorité des casl'des qualités prédicitives meilleures que tous les
autres modeles classiques.

Reste cependant le probleme du choix entre I’approche paramétrique N D,,, et 'approche
non paramétrique ND,,.

Les principaux avantages de I’approche N D, sont la facilité d’utilisation et la possibilité
de donner des interprétations physiques aux différents parametres.

Dans cette approche 'utilisateur choisit la fonction de lienl'le test de rapport de vraisem-
blances maximales permet ensuite de déterminer le nombre de parametres et la méthode
du maximum de vraisemblance permet de les estimer.

De son cotél'lapproche non paramétrique a ’avantage de fournir une unification de tous
les modeles ND puisqu’elle permet d’estimer ’effet combiné de la fonction de lien et de
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la fonction de régression.
L’utilisateur de I'approche N D, spécifie son modele en choisissant le degré de lissitude
de la fonction taux de défaillancel'c’est-a-dire en choisissant le parametre di.

Une extension possible de I’approche N D,,, pourrait consister a choisir le parametre degré
de liberté dl par des méthodes automatiques telles que la méthode de validation croisée
adaptée au cadre GLM non paramétrique (cf. [44]).

Xiang et Wahba [101] ont proposé récemment une approche de test basée sur la distance
de Kullback-Leibler permettant de tester['dans le cas d'un seul régresseurl'’hypothese
GLM paramétrique contre I’hypotheése GLM non paramétrique.

Ce test pourra étre utilisé pour comparer les modeles issus des approches ND,, et ND,,,.

Dans le contexte de la Fiabilité des Logicielsl'il est cependant préférable de faire le choix
entre les approches ND,, et ND,, en se basant sur les connaissances a priori disponiblesI’
les objectifs de I’étude de fiabilité ainsi que sur les préférences de l'utilisateur.



Chapitre 3

L’analyse statistique bayésienne en
Fiabilité des Logiciels

L’objectif de ce chapitre est la mise en ceuvre d’un outil statistique bayésien général
pour I’évaluation de la fiabilité des logiciels.

En partant des hypotheses usuelles de la Fiabilité des Logiciels on obtient un modele
général ou les v.a.r. temps inter-défaillances X; sont de lois exponentielles de parametres
;- On présente ensuitel'une analyse bayésienne générale du modele précédent. On donne
ainsi les expressions des estimateurs bayésiens des différents attributs de la fiabilitél'les
méthodes numériques permettant le calcul des estimations correspondantes ainsi que dif-
férents exemples d’hypotheses a priori envisageables.

L’approche bayésienne présentée dans ce chapitre a l'avantage de pouvoir s’adapter aux
différents a priori que peuvent avoir les praticiens. Elle leur donne ainsi le moyen de
construire leurs propres modeles. Ils n’auront pour ce faire qu’a préciser la forme de leurs
connaissances a priorilils utiliseront ensuite les résultats et les algorithmes présentés dans
ce chapitre.

3.1 Introduction

Le recours aux méthodes statistiques bayésiennes en Fiabilité des Logiciels a été en-
visagé pour répondre a certains défauts des méthodes inférentielles classiques (maximum
de vraisemblance et moindres carrés) :

e ces méthodes classiques ne peuvent tenir compte d’une maniere claire et précise des
informationsl'souvent subjectivesl'que peuvent avoir les ingénieurs ou les experts
concernant le systeme étudié.

e Pour les systemes a haute fiabilitél’on peut ne pas observer de défaillancesI les
méthodes classiques sont donc difficilement applicables.

e Pour certains jeux de donnéesI'la fonction de vraisemblance peut ne pas avoir de
maximum.
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Le principal avantage qu’offre ’approche bayésienne en Fiabilité est la possibilité de traiter
et d’utiliser séparément les deux sources d’information disponibles :

e Information issue de ce que “pensent” les ingénieurs et les experts.
e Information issue de ’observation du systeme étudié.

Dans le cas ou les a priori des experts ne sont pas completement erronésl’l’approche
inférentielle bayésienne donne de tres bons estimateurs méme si le nombre d’observations
est assez faible.

Comme on va le voir dans la section 3.3I'la plupart des approches bayésiennes adoptées
en Fiabilité des LogicielsI'introduisent un certain nombre d’hypotheses mathématiques
souvent artificielles. Si ces hypotheses simplifient énormément le calcul des estimateurs
bayésiensl'elles éloignent souvent les modeles obtenus des connaissances physiques qu’ont
réellement les experts.

Il faut en effet noter que les estimateurs issus de I'analyse bayésienne sont souvent donnés
sous forme de rapports d’intégrales multiples non simplifiables.

L’élaboration de nouvelles techniques numériques performantes et faciles a mettre en
ceuvre devraitl'comme on va lillustrer dans ce chapitrel permettre aux concepteurs de
modeles de se libérer de leurs contraintes techniques pour aller plus vers la modélisation
des connaissances a priori des ingénieurs et autres experts.

On commencel'dans la section 3.2I'par rappeler les outils de base de I'analyse statistique
bayésienne.

Une revue des principales études bayésiennes en Fiabilité des Logiciels est proposée dans
la section 3.3.

On présente ensuitel'dans la section 3.4['une analyse bayésienne générale des modeles a
lois exponentielles.

Cette analyse est ensuite affinée dans la section 3.5. On donne ainsi différents exemples
d’a priori possibles et on présente des algorithmes numériques permettant le calcul des
différentes estimations bayésiennes.

On donne enfin des exemples d’application de 'approche bayésienne développée dans ce
chapitre.

3.2 L’approche statistique bayésienne
On suppose dans toute cette section qu’on a :

e un vecteur d’observations x appartenant & un sous ensemble X de R"T
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e un modele statistique paramétrique ou x est une réalisation d’une loi de probabilité
paramétrique Py spécifiée par sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R" :

f(z]O) zeX.
ol f# est un parametre vectoriel inconnu appartenant a un sous-ensemble © de IR?.

L’approche inférentielle bayésiennel'dont les concepts de base sont brievement rappelés
ci-dessousI'permet d’estimer # en tenant compte du vecteur des observations zI'du modele
paramétrique f(x|6) et des éventuelles informations a priori résumées sous forme d’une
loi de probabilité sur 6.

Une présentation détaillée de I’analyse statistique bayésienne peut étre trouvée par exemple
dans Robert [83]T'les notations et résultats de cette section en sont inspirés.

3.2.1 Concepts de base

Probabilité subjective

Une des bases de I'analyse statistique bayésienne est la notion de probabilité subjective.
Cette notion est utilisée pour modéliser I’avis d’un individu concernant une proposition
ou une hypothese (“La probabilité d’une vie apres la mort”T"“La probabilité qu’il fasse
beau demain”Tetc.).

La notion de probabilité subjectivel différente de la notion de probabilité classique ou
“fréquentiste” ' modélise un état d’incertitude ou un degré de croyance différent d’un
individu a un autre.

Dans la majorité des analyses statistiques bayésiennesl'on utilise cette notion de probabi-
lité subjective pour modéliser[’a travers des lois de probabilité 'les opinions des experts et
le degré de confiance en ces opinions. Ces opinions sont ensuite confirmées ou infirmées par
I’observation du fonctionnement du systeme physique étudié. La contribution de ’expert
dans ’analyse statistique devient ainsi plus explicite.

Le modele statistique bayésien

Définition — 3.1 Dans le cadre d’une analyse bayésienne, on dispose généralement des
opinions des experts. Ces opinions sont décrites par une loi de probabilité sur [’espace des
parametres ©, appelée lot a priors.

Notation — On notera dans la suite 7(f) la densité de la loi a priori de # par rapport a
une mesure de référence positive v sur O.

Définition — 3.2 Un modéle statistique bayésien est un modeéle statistique paramé-
trique f(x|0) ot le parameétre inconnu 6 est considéré comme une variable aléatoire de
loi a priori : w(0).
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Comme le souligne Robert [83]['“le passage de la notion de paramétre inconnu a celle d’un
parametre aléatoire représente un saut délicat qui divise toujours les statisticiens”.
L’avantage de ce passage est d’introduire 'information a priori subjective ainsi que le
degré de croyance en cette information.

Cette connaissance a priori est mise a jour au fur et a mesure de ’arrivée des obser-
vations. La mise a jour est faite par 'utilisation de la formule de Bayes donnant la loi a
posteriori de 6 :

Définition — 3.3 La lot a posteriori de 0 est sa loi conditionnellement a [’observation
x. Cette loi est donnée par sa densité par rapport a v :

PO ()L O

Jo f(x|0)m(60)dv(6)
La loi a posteriori combine ainsi I'information subjective de I’expert et I'information issue
des observations x pour décrire I'information disponible concernant le parametre 6.

Pour extraire une estimation ponctuelle de #'on peut utiliser deux approches concur-
rentes :

- Estimateur de maximum de vraisemblance bayésienl'qui correspond au mode
de la loi a posteriori (6 |x).

- Estimateur de Bayes : cet estimateur est obtenu en minimisant 1’espérance a
posteriori d'une fonction de cout associée au probleme considéré. Cette approche
est détaillée dans la sous-section suivante.

Remarques —

1. Dans le cas non-informatifl'c’est-a-dire quand on ne dispose pas d’informations a
prioril'on peut encore utiliser ’approche bayésienne en prenant une densité a priori
7(0) constante.

Si © est un ensemble bornél'la loi a priori ainsi définie est la loi uniforme sur ©. Dans
le cas contrairel'la fonction constante () n’est plus une densité de probabilitél'on
parle alors de loi a priori impropre ou généralisée.

2. L’estimateur de maximum de vraisemblance bayésien se confondI'dans le cas non-
informatifl’avec 'estimateur de maximum de vraisemblance classique.

Le calcul bayésien peut aussi étre utilisé dans un but prédictif. En effetI'soient X et Y
deux v.a.r. de densités respectives f(z|8) et g(y|6) et supposons que 1'on dispose d'une
observation x de X. La loi prédictive de YT définie ci-dessousl  permet alors d’utiliser
I’observation x pour améliorer les prédictions de Y :

Définition — 3.4 On appelle lot prédictive de Y sa loi de probabilité conditionnelle-
ment a X =x. Sa densité est donnée par :

9| 2) = [ g(yl0)m(6]x) dv(6).
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3.2.2 Fonction de cott, risques et estimateurs de Bayes

Le but d’une analyse statistique bayésienne est souvent I'estimation de quantités dépen-
dant du parametre inconnu 6.

Plus généralementl'il s’agira de prendre une décision d(x) (typiquement un estimateur de
6) dans un espace de décisions D en tenant compte de I'observation z.

L’utilisation de la décision d(z) engendre un coiut (ou une perte) fonction de la valeur
du parametre 6. Ce cout est évalué par une fonction de coit :

L:OxD—[0,00.

L’analyse statistique doit fournir une regle de décisionl'd fonction de X dans DI'permet-
tant de minimiser en un certain sens le cotut L(6,d(x)).

Dans les problemes réels il n’existe pas de fonctions de décision  minimisant le cott
L(6,0(x))T'pour tout 8 et tout . Il faut alors proposer des critéresI'permettant de com-
parer différentes regles de décision.

Comparaison de régles de décision

L’approche fréquentiste considere un cotit moyen sur toutes les valeurs possibles du vecteur
d’observations xI'ce cout moyenl'appelé risque fréquentiste est donné par :

R(6,6) = AL(G,&(x)) F(a | 6)da.

L’utilité pratique de R(6,0) est limitée de par sa dépendance du parametre inconnu 6.

L’approche bayésiennelau lieu d’intégrer la fonction cotit L(f, §(z)) par rapport au vecteur
d’observations xI'l'integre par rapport a . On obtient alors le risque a posteriori :

Définition — 3.5 Quand on a un vecteur d’observations x, on peut comparer deux fonc-
tions de décision en utilisant le risque a posteriori donné par :

ET(L(9,9) | x)
_ /@L(B,(S(az))w(ﬁ | )dv(6)

p(m; 0 | x)

Le risque a posteriori est donc I’espérance du cout par rapport a la loi a posteriori de 6.

On peut aussi comparer les regles de décision selon leur risque de Bayes :

Définition — 3.6 Le risque de Bayes est [’espérance du risque fréquentiste par rapport
a la loi a priori de 0 :

r(m,8) = E” [R(G,é)]:/e/XL(G,é(x))f(x|0) dz 7 (0) du(6).
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Le risque de Bayes donne donc une valeur réelle et non pas une fonction de 6. Il permet
ainsi de comparer deux fonctions de décision (ou deux estimateurs).
Le risque de Bayes permet d’introduire la notion d’estimateur de Bayes décrite ci-dessous.

Estimateurs de Bayes

Définition — 3.7 On appelle estimateur de Bayes associé a une fonction de cout L
et a une loi a priori ™ toute fonction de décision §™ minimisant le risque de Bayes r(m,0)
sur l’espace D.

La propriété suivante permet de donner un exemple d’estimateurs de Bayes :

Propriété — On peut construire un estimateur de Bayes en prenant pour chaque obser-
vation z € XTla décision 0™ (x) minimisant le risque a posteriori p(m,d | z) :

VeeXT §(x)=Arg géill)lp(ﬂ', d|x). (3.1)

Preuve — On utilise le théoreme de Fubini pour montrer que :
r(m,0) = [ p(m, 0] 2)f(w)da. (3:2)
X

La fonction de décision 6™ définie par (3.1)[est un estimateur de Bayes puisque pour toute
regle de décision d de D on a :

Vee XT §"(z) <d(x)
par conséquentl'en utilisant I’équation (3.2)['on a finalement :

Vde DT r(m,0") <r(m,d).

Choix des fonctions de coit

La possibilité d’introduirel’a travers la fonction de cotutl'les pertes et les conséquences
des mauvaises estimations des parametres inconnus est un avantage supplémentaire de
I’analyse inférentielle bayésienne.

Il est par exemple logique de penser qu'un expert en logiciels saura évaluer les conséquences
que provoquerait une sous-estimation ou une surestimation de la fiabilité de son logiciel.

Lorsque le manque d’informationl’ou le manque de temps ne permet pas de spécifier la
fonction cotutl'on peut utiliser des cotuts classiquesI'simples et bien étudiés. On en présente
ci-dessous deux exemples.
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Définition — 3.8 La fonction de coit quadratique est donnée par :

e Si 0 est un paramétre réel :
L(0,6(z)) = c(f — 0(x))”
ot c est une constante positive.

e S5i 0 est un paramétre vectoriel :
L(0,6(z)) = "(0 - 6(2)) Q (0 — d())

ot Q) est une matrice symétrique définie positive.

Remarques —

1. Pour le cout quadratiquel'l’estiamateur de Bayes de 6 est donné par ’espérance a
posteriori de # conditionnellement a I’observation x :

" (x) = E™(0 | x).

2. Le cout quadratique donne ’estimateur de 6 de variance a posteriori minimale.

Définition — 3.9 Pour certains problemes il est préférable d’utiliser une fonction cott
absolu donné, dans le cas d’un parametre réel, par :

L0,5(z) =c|0—6(x)|.

L’estimateur de Bayes est alors donné par la médiane de la loi a posteriori 7 (6 | z).
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3.3 Revue des approches bayésiennes en Fiabilité des
Logiciels

On présente dans cette section les principales approches bayésiennes en Fiabilité des
Logiciels.

Dans toutes ces approchesl'les auteurs présentent différentes analyses inférentielles bayé-
siennes de modeles paramétriques appartenant a 'une des classes suivantes :

- le modele de Jelinski-Moranda

- les modeles NHPP

- les modeles a lois exponentielles ou les v.a.r. temps inter-défaillances sont de lois
exponentielles.

Remarque — Dans les différentes approches bayésiennes présentées ci-dessous la mesure
de référence v sera déduite du contexte.

3.3.1 Traitements bayésiens du modele de Jelinski-Moranda

Le modele de Jelinski-Moranda présenté dans la section 1.4 est 'un des modeles les plus
utilisés par les praticiens. Il est aussi le modele ou la méthode de maximum de vrai-
semblance pose le plus de problemes (cf. [66]) : estimateurs peu robustesI estimations
aberrantes notamment en cas de décroissance de fiabilité['sous-estimation systématique
de la fiabilité['etc.

Ces problemes ont été a l'origine des premieres études bayésiennes en Fiabilité des Logi-
ciels.

On a ainsi commencé par utiliser ’approche bayésienne pour estimer les deux parametres
du modele JM

e N : nombre initial de fautes
e & : contribution de chaque faute a l'intensité de défaillance

en les considérant comme des variables aléatoires munies de lois a priori. On présente
ci-dessous les principales extensions bayésiennes du modele JM.

Langberg et Singpurwalla (1985)

Langberg et Singpurwalla [56] ont présenté une étude bayésienne assez générale ou le
parametre N a une loi a priori discrete généralel'spécifiée par la suite

[Wk:P(N:k)]kzo-
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La loi a priori du parametre ® est une loi Gamma(a,b) donnée par sa densité :

ba

—bx ,.a—1
' Vz>0.
F(a)e T T >

fo(z) =

Ils supposent par ailleurs que N et ® sont a priori indépendantes.
La loi a posteriori du parametre ® conditionnellement & N est une loi Gamma(a’,b") ou
d=a+nett =b+37" (k—i+1)z,.

La loi a posteriori marginale de N est donnéel'pour tout entier £ > nl'par :

i Lo+ S0 (b — i+ a7 o

j=n (jz!n)! la+ Y0 (f —i+ 1)z |-Gt @,

P(N=k|xzy,...,x,) =

Langberg et Singpurwalla donnent ensuite deux cas particuliers de ’approche générale
citée ci-dessus :

1. Ils supposent dans le premier cas que le parametre N est connu. Ils montrent alors
que la loi conjointe des variables temps inter-défaillances X; est un mélange de lois
de Pareto multivariées.

2. Dans le deuxieme casl'ils choisissent une loi a priori Poisson(f) pour le parametre
N et ils supposent que le parametre ¢ est connu.
La loi a posteriori de N est alors donnéel'pour tout entier k>nl'par :
ekfn

P(N:k|$1,---,$n):m

[eap(—®t,) ¥ ™ exp [ —Oexp(—Pt,)]

N _ n

La loi a posteriori du nombre résiduel d’erreurs N —n est dans ce cas une loi de
Poisson de parametre : § e~

Jewell [48] reprend les a priori proposés par Langberg et Singpurwalla (une loi Gamma
pour ® et une loi de Poisson pour N) mais il suppose en plus que le parametre de la loi
de Poisson est une variable aléatoire ayant pour loi a priori une loi Gamma(c, d) ou c et
d sont deux constantes de IR’ .

Ces hypotheses font que la loi a priori de N est la loi décrite par :

Vk € NT P(N=k) = FF(SIS) (14d—d>c (1}Ld>k’

dans le cas ou le parametre ¢ € INI'la loi précédente est la loi de Pascal de parametres

(e, —).

“1+d
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Jewell donne dans son étude les lois a posteriori des parametres N et ® et s’intéresse a
I’estimation du nombre d’erreurs résiduelles.

Csenki [21] part aussi des hypotheéses de Langberg et Singpurwalla pour présenter une
intéressante approche bayésienne prédictive.

Il montre que sous des lois a priori Poisson pour N et Gamma pour ®I'la loi prédictive
du prochain temps inter-défaillances X,, | est une loi Beta inverse tronquée.

Il donne alors les expressions explicites de la densité prédictive de X, 1I'de la fonction de
fiabilité et du taux de défaillance prédictifs.

Une étude semblable a celle de Csenki a été proposée par Wright et Hazelhurst [100].

Littlewood et Sofer (1987)

Littlewood et Sofer [66] ont essayé de résoudre les problemes inférentiels du modele JM
en proposant une reparamétrisation du modele. Les v.a.r. X; sont toujours supposées
indépendantes mais de lois :

X; ~ Exp(A— @i —1)).

Le parametre entier N est ainsi remplacé par un parametre réel \ représentant l'inten-
sité de défaillance initiale. Ceci permet d’éviter les problemes que pose 'estimation du
parametre entier V.

Les auteurs suggerent ensuite d’utiliser une approche inférentielle bayésienne ou les pa-
rametres A\ et ® sont des v.a.r. indépendantes de lois a priori Gamma. Les valeurs des
parametres de ces lois a priori devant étre choisies par 1'utilisateur du modele.

Dans I'implémentation de leur approchel'Littlewood et Sofer supposent cependant qu’ils ne
disposent d’aucune information a priori. Ils utilisent alors des lois a priori non-informatives
impropres : le couple (A, ®) est muni d’une loi a priori uniforme donnée par la densité :
(A, ¢) =1IVA>0et & € R.

Les auteurs donnent sous ces hypothéses la loi a posteriori du couple (A, ®) ainsi que
I’expression explicite de la fonction de fiabilité prédictivel'la loi prédictive du prochain
temps inter-défaillances et la loi a posteriori du nombre résiduel de fautes.

3.3.2 Traitements bayésiens des modeles NHPP

On suppose dans cette sous-section que le processus de défaillance est modélisé par un
processus de Poisson non homogene (NHPP) de fonction intensité de défaillance \(¢ | 6)
ou # est un parametre inconnu de © C IR?.

Notation et Rappels —
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1. La fonction nombre moyen de défaillances sur l'intervalle [0, t] est notée :
¢
m(t 6) = E(N;) = / Ms |0)ds. (3.3)
0

2. On rappelle que pour tout ¢ > Olla v.a.r. N, est de loi de Poisson [m(t |8)].

3. Apres observation des n premiers instants de défaillance ¢, ..., t,I'la vraisemblance
du parametre 6 est donnée par :

n

LO:t,... 1) = [[ [\t ] 0)] exp[—/otn)\(s 10)ds).

=1

Résultats communs a tous les modéles NHPP

Il est plus facile d’avoir les avis des experts sur des quantités ayant des significations
physiques que d’avoir leurs avis sur le parametre f. C’est au modélisateur de traduire
ensuite ces avis en lois a priori sur 6.

Campodoénico et Singpurwalla [13] présentent une méthodologiel’ commune a tous les
modeles NHPPI'permettant d’exprimer les opinions des experts concernant le nombre de
défaillances futures sous forme de loi a priori sur . Cette méthodologie sera brievement
décrite plus tard.

Le choix de la loi a priori m(#) étant faitl'il reste a calculer les estimateurs bayésiens des
différentes variables d’intérét. Les expressions de ces estimateursl'communes a tous les
modeles NHPPI'sont données ci-dessous.

La loi a posteriori de 6 est donnée par :
f(e | tla"'atn) X L(e,tlaatn)ﬂ_(e)

La loi prédictive de Ny, ; (nombre de défaillances qui seront observées sur l'intervalle de
temps [t,, t]) est donnéel'pour tout k& > Ol'par :

PNy =k |ty .. tn) :/geep(mn,t:k 0581, tn) F(O [ 1, ) dO

rappelons que dans un modele NHPP on a :

PNy = k1011t = OO LR e 10) — 01

La loi prédictive du prochain temps inter-défaillances est donnée par :

P(Xpr <@ |ty . tn) :/{)EgP(XnH <a |0ty t) FO | ... ) dO
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ou :

On présente ci-dessous deux exemples d’approches bayésiennes pour les modeles NHPP.

Kyparisis et Singpurwalla (1985)

Kyparisis et Singpurwalla [55] ont été les premiers & proposer une approche bayésienne
pour l’estimation et la prédiction dans un modele NHPP. Ils ont considéré le modele
NHPP ou le processus de défaillance est modélisé par un processus de Weibull donné par
sa fonction intensité de défaillance :
By tis
Mt |, B) = (5) (=)L
(o) = (0)(5)

La valeur du parametre (3 est liée a la tendance de la fiabilité du logiciel étudié. L’avis
de I'expert concernant cette tendance est alors utilisé pour déterminer la loi a priori du
parametre [3.

En cas d’absence de connaissances a prioril'Singpurwalla et Kyparisis suggerent 'utilisa-
tion d’une loi a priori uniforme Unif[0, ag] pour «. Ils choisissentI'pour STune loi a priori
Beta a support dans [, 53] de densité :

Dk + ko) (8= B)" (B — )t
INCIPINC) (B — By)kathe—t

ou k; et ko sont deux constantes a fixer.

f(p) =

Sous ces hypothesesIla loi a posteriori conjointe du couple («, 3) est donnée par sa densité :

Oy f1ymtean (271

1=1

flon Bt ty) oc (B— B (B — B)=7Y(

La loi prédictive de la variable X,,,; : temps d’attente de la k"¢ prochaine défaillance
est donnée par :

Pr(Xppx < |ty .\t /a/ﬁ / ) ]:xpl() Ve ) an B e ) dad
o ATty
otn, ) = (22 Z)p (s,

En particulierl'la loi a posteriori de X,,,; est une loi de Weibull tronquée a gauche au
point t,.
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Campodénico et Singpurwalla (1994)

Campodoénico et Singpurwalla [12] proposent d’utiliser I'approche bayésienne pour étudier
le modele de Musa-Okumoto [77] ou 'intensité de défaillance est donnée par :

B A

IRESY

At

Ils présentent dans leur étude une méthodologie permettant de passer des avis subjectifs
des experts aux lois a priori des parametres du modele.

Dans cette méthodologiel'on demande aux experts de donner leurs opinions concernant
les nombres moyens de défaillances :

mle(Ntl) et mQZE(Nt2)

qui seront observées au bout de deux instants particuliers ¢, et t,.

Ces opinions sont transformées en lois a priori sur les v.a.r. m; et my. Les auteurs pro-
posent alors d’exprimer les deux parametres A et # en fonction de m; et my en résolvant
numériquement le systeme suivant :

Ces expressions analytiques de A et # permettent alors de déduire les lois a priori de A et
0 a partir des lois a priori de m; et mo.

Campodonico et Singpurwalla donnentI'sous forme d’intégrales impliciteslles estimations
a posteriori des différents parametres d’intérét.

Ils étudient ensuite la robustesse de leurs estimateurs en considérant différentes valeurs
pour les constantes de leurs lois a priori.

Dans une autre étude (cf. [13]) les auteurs proposent une procédure générale permettant de
traduire les opinions des experts dans le cadre général des processus aléatoires ponctuels.

Bunday et Al Ayoubi [11] présentent une approche bayésienne similaire. Ils considerent
trois classes de modeles NHPP ou le processus des défaillances est modélisé successivement
par un processus de Paretol'un processus de Wewbull et un processus de Gumpbel.

Ils optent pour des lois a priori non informatives et utilisent 'approximation de Lindley
(cf. [64]) pour le calcul numérique de leurs estimations.

3.3.3 Traitements bayésiens des modeles a lois exponentielles

Dans cette sectionl'on considere la classe de modeles de Fiabilité des Logiciels ou les v.a.r.
temps inter-défaillances sont des v.a.r. indépendantes de lois exponentielles :

Vi>1T X;~ Exp(\).



92 L’analyse statistique bayésienne en Fiabilité des Logiciels

H,.;,

L’évolution des taux de défaillance \; résulte de 'effetI’'généralement inconnul'des correc-
tions effectuées.

En adoptant ’approche bayésiennel'les parametres \; seront considérés comme des va-
riables aléatoiresI'leurs lois a priori seront extraites de I'idée a priori qu’ont les experts a
propos des effets réels des différentes corrections.

Notations — Les parametres taux de défaillances \; considérés comme des v.a.r. seront
notés A;.

Modele de Littlewood et Verrall (1973)

Littlewood et Verrall [67] supposent a priori que les v.a.r. A; sont indépendandes de lois
Gamma :

Vi > 1I' A; ~ Gamma(a, 1)(1)).

Comme E(A;) = a/1(i)T'la fonction ¢ traduit U'opinion a priori de 'expert concernant
la tendance de la fiabilité du logiciel étudié. Une fonction v croissante impliquerait une
croissance de fiabilité.

Dans le cas ou la fonction ¢ n’est pas connuel'on peut I’estimer en la supposant membre
d’une famille de fonctions paramétriques {¢(., 3); f C IR*}. Le parametre 3 peut étre
estimé par la méthode du maximum de vraisemblancel'on parle dans ce cas d’approche
bayésienne empirique.

Littlewood et Verrall proposent d’estimer (3 par une approche bayésiennel'ils suggerent
une loi a priori conjointe uniforme pour le couple (a, 3).

Mazzuchi et Soyer (1988)
Mazzuchi et Soyer [70] partent aussi de I'hypothese H,,,l'et supposent a prioril'Littlewood
et Verralll'que les variables A; sont indépendantes de lois a priori :
A; ~ Gamma(a, (i) Tou (i) = f + vyil'a > 0CF+ v > 0 et v > 0.

Les parametres al'§ et v sontl'eux aussil'considérés comme des variables aléatoires ayantl’
pour des raisons techniquesI'les lois a priori suivantes :

- Une loi uniforme pour « :

1
Va € [0,a0) I m(a) = —
0
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- Conditionnellement a v on a :

v+ B ~ Gammal(a,b).

- Une loi a priori Gamma(c, d) pour 7.

Dans leur approchel'Mazzuchi et Soyer demandent a 1'utilisateur de fixer les valeurs des
parametres agl'al'bl'c et d.

Mazzuchi et Soyer supposent par ailleurs que :
- La variable « est indépendante des variables 3 et 7.

- Pour i < nl'conditionnellement a A;I'la v.a.r. X; est indépendante des variables al’
BF’)/ et (A])];,gz

Ayant fait toutes ces hypothesesI'Mazzuchi et Soyer donnent alors les lois a posteriori des
parametres ol STy et (A;)i<n.
Ils donnent aussi la loi prédictive du temps d’attente de la prochaine défaillance X, .

Les auteurs utilisent ensuite 'approximation de Lindley (cf. [64]) pour le calcul numérique
de leurs estimations.

Becker et Camaranipoulos (1990)

Becker et Camaranipoulos [8] présentent une approche itérative pour le choix des lois a
priori des taux de défaillance \;. Ils considerent en particulier que le logiciel peutl'au
bout d’un certain nombre de correctionsl'devenir parfaitI'c’est a dire ne contenant plus
de fautes.

Dans leur approche ils supposentI'paradoxalementI'que les variations successives des taux
de défaillances (A; = \;—X;41);>1 sont des constantes connues par ailleurs.

[Is partent alors d’une loi a priori non-informative pour le premier taux de défaillance (i.e.
(A1) = constanteI'VA; > 0) et mettent a jourl'les lois a priori des v.a.r. A; au fur et a
mesure de 'arrivée des défaillances.

Apres observation du premier temps inter-défaillances ziI'la loi a posteriori de A; est
donnée par sa densité :

\V/)\l Z or fAl\Il ()\1) == )\1.’13% 6.’13])(—)\1[1)1).
Apres la correction qui suit cette premiere défaillancel'le nouveau taux de défaillance est

donné par : Ay = max(0,A; — Ay).
La loi de Ay conditionnellement & 1’observation x;I'est donc obtenue par un décalage a



94 L’analyse statistique bayésienne en Fiabilité des Logiciels

gauche de la loi de A I'sa densité par rapport a la mesure somme de la mesure de Lebesgue
sur R, et de la mesure de Dirac en zéro est donnée pour tout A\, > 0 par :

Ay
Faoer (A2) = 1,0y /0 Noztexp(—Axy) dX + Loy (A2 + A))zdexp [ —(Ay + Ay ]

Cette loi a une masse de probabilité non nulle au point O['ce qui représente la probabilité
que le logiciel ne contienne plus de fautes apres la premiere correction.

Les auteurs proposent d’utiliser cette loi comme loi a priori pour la v.a.r. As.

Apres observation du deuxieme temps inter-défaillances xsI'la loi a posteriori de Ay est
alors donnée par sa densité :

fAQ\Il,Iz()‘Z) X fA2|IB1 ()‘2) : sz\)Q (1'2)
XX )\2()\2 + Al) eETP [ —)\Q(ZL'l + .’L‘Q) ]

En réitérant cette procédurel'ils obtiennent les lois a priori adéquates pour les différents
taux de défaillance. A chaque étapel'la loi a priori du prochain taux de défaillance est
obtenuel'par décalagel'a partir de la loi a posteriori du taux de défaillance actuel.

Becker et Camaranipoulos montrent que toutes les lois a priori et a posteriori ainsi obte-
nues font partie d’une famille de lois fermée par décalage a gauche et par multiplication.
Comme les lois des variables temps inter-défaillances X; font aussi partie de cette famille
de loislils obtiennent ainsi une famille de lois conjuguées donnée par I’expression générale
de ses densités :

VA>0D  fA)=e > aN.
j=0

L’utilisation des propriétés de cette famille de lois permet d’avoir des expressions simples
pour les estimateurs bayésiens des différentes variables d’intérét.

Intéressante d’un point de vue théoriquel'l’approche de Becker et Camaranipoulos est
assez critiquable du point de vue pratiquel'elle doit en effet étre précédée de 'utilisation
d’autres modeles permettant d’estimer les constantes (A;);>1I constantes que Becker et
Camaranipoulos supposent connues.
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3.3.4 Conclusion

Les hypotheses et les lois a priori utilisées dans la majorité des approches bayésiennes
présentées ci-dessus ne se justifient que par les simplifications qu’elles apportent aux
expressions des différents estimateurs.

Ces hypothesesl'assez techniques et souvent tres éloignées des connaissances a priori des
praticiens présentent un handicap important pour l'utilisation pratique de ces études
bayésiennes.

Pour résoudre ce problemel'on propose dans la section suivante une approche bayésienne
générale ou on se limitera a des hypotheses minimales assez consensuelles dans le contexte
de la Fiabilité des Logiciels.

Meinhold et Singpurwalla (1983)
Langberg et Sinpurwalla (1985)
Jelinski- Moranda Jewell (1985)

Littlewood et Sofer (1987)
Wright et Hazelhurst (1987)
Csenki (1990)

Kyparisis et Singpurwalla (1985)
Modeles NHPP Bunday et Al Ayoubi (1990)
Campodoénico et Singpurwalla (1995)

Littlewood et Verrall (1973)
Modeles a lois exponentielles | Mazzuchi et Soyer (1988)
Becker et Camaranipoulos (1990)

TAB. 3.1: Principales approches bayésiennes en Fiabilité des Logiciels
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3.4 Analyse bayésienne générale des modeles a lois
exponentielles

On présente dans cette section une analyse bayésienne générale du probleme de ’éva-
luation de la fiabilité des logiciels.

On part d’hypotheses assez généralesI'pour aboutir a une modélisation ou les v.a.r. X;
sont de lois exponentielles.

On présente alors une analyse bayésienne de ce modele et on donne les expressions des
estimateurs des différents attributs de la fiabilité.

Les résultats obtenus sont assez généraux et permettent a l'utilisateur d’intégrer ses
propres connaissances a priori du phénomene étudié.

3.4.1 Les modeles a lois exponentielles

Définition — 3.10 On appellera dans la suite modéles a lois exponentielles les mo-
deles de fiabilité des logiciels ou les temps inter-défaillances X; sont des v.a.r. indépen-
dantes de lois exponentielles :

Vi> 1, X;~ Exp(\;)

les \; sont des constantes positives.

Justification des hypotheses

L’hypothese des lois exponentielles est une hypothese naturelle commune a un grand
nombre de modeles de fiabilité des logiciels. Elle peut se justifier par les deux hypotheses
suivantes :

1. absence de phénomene d’usure pour un logiciel

2. chaque défaillance du logiciel est immédiatement suivie par une correction.

Remarque — La deuxieme hypothese est souvent vérifiée en période de tests. Si ce n’est
pas le casl'on peut tout de méme s’y ramener en remplacant les temps inter-défaillances
par les temps séparant chaque correction de la défaillance qui la suit.

D’apres la premiere hypothesel'entre deux corrections successives le logiciel se comporte
comme un systeme sans viellisementI'd’ou le choix de la loi exponentielle pour les v.a.r.
X;.

Selon la deuxieme hypothesel'chaque défaillance est suivie d’une correctionl'et toute cor-
rection change les caractéristiques du logiciel dans le but d’améliorer sa fiabilité.
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Ces modifications des caractéristiques du logiciel se traduisent par des parametres diffé-
rents pour les lois des v.a.r. X;. Ces parametres caractérisent ainsi les états de fiabilité du
logiciel entre les corrections successives.

En adoptant des hypotheses minimales on aboutit ainsi a une modélisation ou les v.a.r.
X; sont de lois exponentielles :

On peut par ailleurs supposer que les v.a.r. X; sont indépendantes. Ceci s’explique par le
fait qu’apres chaque correction on a une nouvelle version du logiciel. La dépendance entre
les versions successives étant entierement modélisée par le lien entre les parametres A;I'il
est naturel de supposer une indépendance stochastique des v.a.r. X;.

Les modeles a lois exponentielles different entre eux par la facon dont est modélisée la
relation entre les parametres A;.

Dans le chapitre précédent par exemplel'on a étudié les modeles ND qui sont des modeles
a lois exponentielles ou les parametres \; ne sont fonction que du nombre de défaillances
observées.

On présente ci-dessous une approche générale permettant de modéliser le lien entre les
parametres ;.

Dans cette approchel'basée sur ’analyse statistique bayésiennel toutes les informations
concernant I’état initial du logiciel et les effets des différentes corrections sont résumées
par des lois de probabilité sur les parametres A;.

3.4.2 Modélisation bayésienne exponentielle
Introduction

Pour affiner la modélisation décrite ci-dessusl'il faut modéliser le lien entre les parametres
A;. Le comportement de la suite \; reflete I’évolution de la fiabilité du logiciell'évolution
due aux corrections effectuées au fur et a mesure de 'observation des défaillances.
Proposer un modele d’évolution des \; revient donc a modéliser les effets des corrections
successives du logiciel.

Dans un grand nombre de modelesl'le lien entre les A; est modélisé par une approche
paramétrique. Ces modelesI'bien que simples a utiliser['sont assez restrictifs puisqu’ils
supposent une certaine forme pour les effets des correctionsI'forme qui est loin d’étre
vérifiée par tous les logiciels.

On se propose ici de modéliser I’évolution des taux de défaillance ); par une approche
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bayésienne générale ou chaque utilisateur a la possibilité d’introduire les spécificités de
son probleme.

L’approche statistique bayésienne permet d’utiliser les deux sources d’information sui-
vantes :

- les observations z1,...,x, des n premiers temps inter-défaillancesI’

- les informations a priori sur I’état initial du logiciel et les effets des différentes
correctionsI’

pour estimer et prédire la fiabilité du logiciel a travers :

I’estimation des parametres A, ..., A\, et la prédiction des parametres A\, 1, A\pio,
etc.

la prédiction des prochains temps inter-défaillances X, 1, X,, 1o, etc.

I'estimation de la fonction de fiabilité'du MTTFT etc.

Définitions et notations

La modélisation bayésienne de I’évolution des parametres A; commence par les considérer
comme des v.a.r.

Les informations a priori sur les effets des corrections et 1’état initial du logiciel sont alors
résumeées par des lois de probabilité et des propriétés stochastiques pour les “v.a.r.” A;.

Notations — On prendra dans la suite de ce chapitre les notations suivantes :

1. Pour éviter toute ambiguitél'on notera A; les v.a.r. associées (par 'approche bayé-
sienne) aux parametres taux de défaillance \; que 1’on souhaite estimer.

2. Pour alléger les notations on utilisera \; aussi bien pour désigner les taux de dé-
faillance inconnus a estimer que les variables muettes intervenant dans les expres-
sions des différentes intégrales utilisées ci-dessous.

3. On note II la loi a priori du processus aléatoire {A;};>1.

4. Pour i > 1 on note I1;();) la densité de la loi marginale de la v.a.r. A; par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R, .

IT;(A\; | Ai—1) désigne la densité de la loi a priori de la v.a.r. A; conditionnellement a
Ni1=Ai1.

5. Pour i > 1T'II;(A,..., ;) est la densité de la loi a priori conjointe du vecteur
(A1, ..., ;) par rapport a la mesure de Lebesgue sur IR, .
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6. Si X et Y sont deux v.a.r. on note fx, la densité de la loi de probabilité de X
conditionnellement a Y =y.

7. On prend enfin les notation vectorielles suivantes :

A = (A, A DX®™ = (X, X,) DA™ = (A, A,), etc.

Définition — 3.11 On appelle modélisation bayésienne exponentielle la modélisa-
tion générale ot :

- les v.a.r. X; sont de lois exponentielles de paramétres \; aléatoires :
- Conditionnellement a {A;}i>1 les v.a.r. X; sont indépendantes entre elles.

- Le processus aléatoire {A\;};>1 est de loi a priori I1.

Dans la modélisation précédentel'la loi du vecteur X ™ conditionnellement & A = \(")
est donnée par sa densité :

fx(n)l/\(n) (ZL‘l, Ceey .'L’n) = H [)\iei/\iwi ] (34)
La loi de probabilité du vecteur X ™ est alors donnée par sa densité :

From (B0, ...y @n) = / T e ) (A, A dAr . d (3.5)

+4=1

Dans I’approche statistique bayésiennel'l’estimation des taux de défaillance \; se fait a
partir de la loi a posteriori du vecteur A,

3.4.3 Evaluation bayésienne de la fiabilité
Estimation bayésienne des taux de défaillance \;

Avant toute observationI'les connaissances a priori sont résumées par la loi a priori II.

La mise a jour des a priori initiaux est effectuée en remplacant la loi a priori II par la loi
de A™ conditionnellement & X =z,
La densité de cette loi a posteriori est obtenue par la formule de Bayes :
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B m e N L (A )
Jier Ty e T T, (O, - Aa)dy A,

fA(”)‘x(”) ()\17 ey )\TL) (36)

Plusieurs estimateurs A\ (X1,...,X,) du vecteur A(™ peuvent étre extraits de la loi a
posteriori précédente.

L’estimateur le plus utilisé est sans doute I’estimateur de Bayes relatif a la fonction de
cout quadratique :

A™(X, ..., X,) = E(A™ | X)) (3.7)
Les estimateurs associés des taux de défaillance A\;I'pour j =1,...,n sont alors :
. Jre Aj T [N 2% ] Ty (A, -, A)dAy . d,
(X1, X = o : 1 (3.8)

fRi ITh [Ne i ] T (Aq, ..oy Ap)dAg ... d ),

Ces estimateurs s’expriment sous la forme d’intégrales multiples dont on présentera plus
tard différentes méthodes de calcul.

Certaines spécificités du phénomene étudié peuvent inciterIlors de I'estimation de AT
choisir une fonction de cofit :

L:IR,:L_XIR,:L_—)IR/+

différente de la fonction de cout quadratique.
Le calcul des estimations de Bayes \;(x1,...,z,) devient alors plus délicat.

Il s’agit en effet de trouver les réels positifs A" = (5\1, . j\n) minimisant la quantité :

E[LAM, AMY | 0] = / LO™, Ay Oy A) dAr - dA (3.9)
R

n
+

le probleme du choix de la fonction de cout sera discuté plus tard.

Un autre estimateur du vecteur AT Iestimateur de maximum de vraisemblance
bayésienlest donné par le mode de la loi a posteriori de A™ :

™) (X1,...,X,) = Argmax(Al,___yAn)ElRi [fA(n)‘X(n)()\l, A (3.10)
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Lois prédictives et estimation de la fiabilité

L’approche bayésienne permet de prédire le prochain temps inter-défaillances X, 1 a
partir de sa loi prédictive :

Proposition — 3.12 Dans la modélisation bayésienne exponentielle, la loi prédictive de
la v.a.r. X411 est donnée par sa densité :

an+1‘x(n) (-’Ifn—}—l) = /]RnJrl )\n—}—le_/\nJrlanrl fA(n+1)|a;(n) ()\17 R )‘n-i-l) d)\l v )\TL-I-I (311)

+

n+1)

ot la densité de la loi a posteriori du vecteur Al est donnée par la formule de Bayes :

. )\-e_)‘i"“ ] II 1()\1 oA 1)
w1 o) (AL, oo A1) = i A s - (3.12
fA( +1) ) 2( )( 1 ) +1) fIR:L_-H H?ZI [)\ie_/\ixi ] Hn+1()\1, o )\n+1)d)\1 o d)\n+1 ( )

Preuve — La densité de la loi prédictive s’écrit :
an+1|:p(") (xn+1) = /]R an+1\$(”);)\n+1 (xn+1) fAn+1\w(") ()\n+1) dAnt1
+
-2
= /]R )\n+1€ n+1Tn+41 fAn+1|x(")()‘n+1) d)\n+1
+

La loi a posteriori de la v.a.r. A, ; est obtenue a partir de la loi a posteriori du vecteur
A(n+1) .

fAn+1|a;(n) ()\n+1) = /IR” fA(n+1)|a;(n) ()\1, ey )‘n-i-l) d)\l . d)\n
+

On a ainsi le résultat énoncé. O

La loi prédictive permet de prédire la fiabilité du logiciel étudié. On peut par exemple
prédire le temps d’attente de la prochaine défaillance en utilisant I’espérancel’le mode ou
la médiane de la loi prédictive.

On peut en outre parler de MTTF a posteriori donné par :

E(Xn+1 | (L‘(n)) — /R Tp+1 an+1‘.’L'(”) (.’Ifn+1) d.’lfn+1. (313)

+

On peut aussi utiliser la fonction de fiabilité prédictive qui s’exprime en fonction de la
densité de la loi prédictive :

Vi >0 Ryyi (1) = P(Xpyy > 7| 2™)

_ / " o (@) e (3.14)
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La prédiction bayésienne de la fiabilité peut aussi se faire en utilisant la loi a posteriori
du prochain taux de défaillance A, ;.
En effetl'si A\, est un estimateur de A\, i['on peut estimer la fonction fiabilité par :

~

V> 0T Ryyi(7) 2 exp(—Api1 7) (3.15)

On termine cette sous-section par quelques remarques sur le choix de la fonction de cott.

Remarques sur le choix de la fonction de coit

Lorsqu’on utilise les estimateurs de Bayes pour estimer les effets des corrections du logiciell’
c’est-a-dire les taux de défaillance A\;Iil n’y a pas de raisons particulieres incitant a prendre
une fonction de cout spécifique.

On peut alors choisir la fonction de cotlit quadratique qui donne des estimateurs de Bayes
dont les propriétés sont bien connues.

Par contrel’quand on souhaite estimer la fiabilité du logiciel a 'issue de la période de
testsl'il peut étre intéressant d’utiliser une fonction de cotit dissymétrique.

Ceci permet d’introduire dans l'approche statistique des informations a priori sur les
différentes conséquences des mauvaises estimations de la fiabilité.

Il est par exemple logique de supposer que le cout d’une surestimation de la fiabilité soit
plus élevé que celui d’une sous-estimation.

En effet une sous-estimation engendre généralement des tests redondants et inutiles alors
qu’une surestimation peut induire des conséquences graves pour l'utilisateur et peut ainsi
nuire gravement a l'image de marque du concepteur.

On peut trouver dans un travail de Canfield [14] un exemple d’une telle fonction de cott
dissymétrique adaptée aux problemes d’analyse bayésienne de la fiabilité.

On se contentera dans la suite de ce travail d’utiliserI'pour les estimateurs de BayesI'la
fonction de cout quadratique.

Notons cependant qu’il pourrait étre intéressant de généraliser les résultats et les méthodes
numériques décrites dans la suite du chapitre au cas de fonctions cout dissymétriques.

3.4.4 Propriétés a priori des taux de défaillance

Pour affiner la modélisation générale présentée ci-dessus il faut préciser davantage la forme
des connaissances a priori disponibles. Ceci permettra de mieux spécifier les propriétés a
priori du processus aléatoire {A;};>1.

Un premier type de connaissances a priori est lié a I'idée que se font les experts de
I’évolution de la fiabilité au cours du temps.

Il est par exemple naturel de supposer que les corrections sont globalement bénéfiquesl’
d’ol1 une tendance globale a la croissance de fiabilité.
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Cette connaissance est modélisée par une hypothese a priori de décroissance stochastique
des v.a.r. A;. Ce qui peut se traduire par la propriété suivante :

Vi> 0TIVl € Ry T P(A; > 1) > P(Ajyy > 1), (3.16)

Des connaissances plus précises sur ’environnement de correction permettent ensuite de
mieux spécifier le modele de décroissance stochastique des v.a.r. A;.

Certain modeles (cf. [67|['[66] et [21]) supposent par exemple que les A; sont des v.a.r.
indépendantes.

Il est cependant plus naturell'comme on va I'expliquer plus tardI'de supposer a priori que
les v.a.r. A; sont markoviennes.

Taux de défaillance indépendants

L’hypothese a priori la plus simple consiste a supposer les v.a.r. A; indépendantes.

Le lien entre les taux de défaillance )\; est alors modélisé par une méme forme paramétrique
pour les densités IT;()\;) des v.a.r. A; :

La fonction ¢ modélise dans ce cas les effets des corrections du logiciel.

Le parametre vectoriel § peut étre connu ou non. Dans le dernier cas il peut étre estimé :

- soit par des méthodes “fréquentistes” telles que la méthode du maximum de vrai-
semblancel'on parle alors d’approche bayésienne empiriquel’

- soit par une nouvelle approche bayésiennel’on aura alors besoin d’une loi a priori
sur # et on parle dans ce cas d’approche bayésienne hiérarchique.

Des exemples de telles approches ont été présentés par Littlewood et Verrall [67] et Maz-
zuchi et Soyer [70].

Remarquons par ailleurs que si les v.a.r. A; sont supposées indépendantes’la densité de
la loi a posteriori du vecteur A™ s’écrit :

P e T () ]

W lpm) (ALy oy Ap) = . 3.17

fA( )\x( )( 17 ) ) ?:1 [fR+ )\Z'ei/\iwi Hl()\l) d)\z] ( )
La densité de la loi a posteriori de la v.a.r. A; est donc :
)\ie*/\i“ Hz )\z

Fagatm (Ai) = () (3.18)

f[a+ Aie i I (A;) dA,

ce qui prouve que :
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- conditionnellement & X™T'les v.a.r. Ay, ..., A, sont indépendantes entre ellesI’

- conditionnellememt & X;I'la v.a.r. A; est indépendante des v.a.r. X; pour j # i.

L’hypothese d’indépendance des A; est cependant peu justifiée dans le contexte de la
Fiabilité des Logiciels.
On lui préfere ’hypothese selon laquelle les v.a.r. A; sont markoviennes.

Taux de défaillance markoviens

Les parametres \; décrivent 1’évolution de la fiabilité du logiciel étudié. Il est donc as-
sez naturel de supposer a priori que les v.a.r. A; associées sont markoviennesl c¢’est-a-

dire que pour tout :I'la v.a.r. A; estI'conditionnellement a A;_;['indépendante des v.a.r.
Ai_g, e ,Al.

Cette hypothese résulte du fait que I’état d’un logiciel apres sa ™€ correction est une

transformationl'via cette correctionl'de I’état du logiciel apres la (i—1)“™¢ correction.

L’état présent du logiciel ne dépend ainsi de son passé qu’a travers son état précédant la
toute derniere correction. Ceci se traduit naturellement par une hypothese markovienne
sur les v.a.r. A;.

La densité de la loi a priori du vecteur A™ s’écrit alors :

(At s An) = (A | Auct) - T | M) TL(A). (3.19)

Le modele d’évolution des v.a.r. A; est alors entierement déterminé par la donnée des
densités : IT;(A; | Aiq).

Les différents estimateurs bayésiens présentés dans la sous-section 3.4.3 s’écrivent alors
plus simplement en fonction des densités II;(\; | Aj—1). Ceci sera précisé dans la section
suivante.
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3.5 Modélisation exponentielle a taux de défaillance
markoviens

On donne dans cette section les expressions des estimateurs bayésiens des différents
attributs de la fiabilité dans le cas ou les v.a.r. taux de défaillance sont markoviennes.

On présente ensuite différents exemples d’hypotheses a priori markoviennes. Pour cha-
cun de ces exemples on implémente des méthodes numériques permettant de calculer les
estimations bayésiennes des différents attributs de la fiabilité.

On présente a la fin de la section des exemples d’utilisation de cette approche bayésienne
sur quelques jeux de données simulés.

3.5.1 Introduction et hypotheses du modele

On a vu dans la section précédente que le contexte général de la Fiabilité des Logiciels
justifie le choix d’une hypothese a priori markovienne pour les v.a.r. A;.

En restant dans un cadre tres général on aboutit ainsi a la modélisation suivante :

Définition — 3.13 On appelle modélisation bayésienne exponentielle a tauxr de
défaillance markoviens (BEM) la modélisation générale oi :

e les v.a.r. X; sont de lois exponentielles de parameétres A; aléatoires :
Vi>1, X;~ Exp(A;)

Hpeyn

e conditionnellement ¢ {A\;};>1, les v.a.r. X; sont indépendantes entre elles.

Hpene

e Le processus {A;};>1 est un processus de Markov, sa loi a priori est donnée par la
suite des densités : TL;(N; | Ai_1).

Hpems

Remarque — Un certain nombre de modeles bayésiens peuvent étre considérés comme
cas particuliers de la modélisation BEM définie ci-dessus.

On peut par exemple citer le modeéle de Littlewood et Verrall [67]T'le modele de Becker et
Camaranipoulos [8] ainsi que la version bayésienne du modele Jelinski-Moranda [66].

On a montré dans la section précédente que les hypotheses HgpayniI'Heye et Hppas de
la définition ci-dessus sont des hypotheéses naturelles dans le contexte de la Fiabilité des
Logiciels.



106 L’analyse statistique bayésienne en Fiabilité des Logiciels

En se placant dans le cadre de la modélisation Profil Opérationnel Poissonnien Homo-
gene de la sous-section 1.4.3I'on peut donner une autre justification aux trois hypotheses
précédentes. Ceci est expliqué ci-dessous.

L’approche Filtrage Optimal

Les hypotheses HgrnilHpenvs et Hgrys peuvent étre obtenues en considérant une ap-
proche tout a fait différente de ’approche adoptée ici.

On peut en effet se placer dans le cadre de la modélisation proposée par Gaudoin et Soler
[39] (cf. sous-section 1.4.3) ou le profil opérationnel est modélisé par un Profil Opérationnel
Poissonnien Homogeéne (POPH).

Soler [94] montre alors (cf. théoreme 1.19) que si l'on suppose que les corrections sont de
durées négligeables et qu’elles suivent immédiatement les défaillancesI'on aboutit exacte-
ment aux trois hypOthéSQS HBEMI]:HBEMZ et HBEM3-

L’approche POPH conduit alorsI'non pas a une analyse bayésiennel'mais a un modele
de Filtrage Optimal discret non linéaire ou le vecteur des observations est constitué
des v.a.r. X;. Les variables d’état sont les v.a.r. taux de défaillance A,;.

Dans ce modele de Filtragel'les équations des observations sont :
Vi <n I conditionnellement & A;=X; on a X; ~ Exp()\;). (3.20)
Les équations décrivant ’évolution du systeme sont :
Vi <n T conditionnellement & A;_1=X;_1 T A; ~ IL;(A; | Aiq). (3.21)

Comme dans 'approche bayésiennel'II;(\; | A\;_1) désigne ici aussi la densité de la loi de
probabilité de la v.a.r. A; conditionnellement a A; 1 =\;_;.

L’estimation ou la prédiction des variables d’état au vu des observations se fait ensuite
par l'utilisation de la formule de Bayes (cf. par exemple Jazwinski [46]).

L’estimation des parametres \; dans la modélisation bayésienne exponentiellelet le filtrage
et la prédiction des variables A; au vu des observations des v.a.r. X; dans I'approche
Filtrage s’effectuent en utilisant les mémes outils.

On a en effet deux justifications et deux terminologies différentes pour un méme modele.

On se placera dans la suite de ce chapitre dans le cadre de la modélisation bayésienne
exponentielle.

Remarque — Notons que la théorie du Filtrage Optimal a déja été utilisée pour 1’éva-
luation de la fiabilité des logiciels.
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Singpurwalla et Soyer [89] supposent par exemple que les temps inter-défaillances sont
des v.a.r. de lois log-normalesl'ils obtiennent ainsi un modele de filtrage gaussien.

Chen et Singpurwalla [16] choisissent des lois Gamma pour les v.a.r. X; et des lois Beta
pour les variables d’état A;. Ils obtiennent ainsi un modele de filtrage non gaussien pour
lequel les estimateurs a posteriori ont des expressions explicites.

3.5.2 Evaluation bayésienne de la fiabilité

Les expressions des estimateurs bayésiens des différents attributs de la fiabilité données
dans la sous-section 3.4.3 se simplifient lorsqu’on ajoute I’hypothese markovienne Hggays.
Ces simplifications sont décrites ci-dessous.

Estimation des taux de défaillance

Sous I'hypothese Hggars la densité de la loi a priori du vecteur A™ géerit

Hn()\la ey )\n) - Hn()‘n | )\n—l) ce . Hg()\g | )\1) Hl()\l) (322)

Notation — Par abus de notationl'la densité de la loi a priori de la v.a.r. A; sera notée
IT; (A1 | Ag)T'c’est-a-dire :
Hl()\l | )\0) = Hl()\l)

La formule (3.6) de la densité de la loi a posteriori de A™ se réécrit :

_ n e (O | A )]
f]Ri ?:1 [)\ie*Aﬂi Hl()\z | )\ifl) ] dA\;...d\, ’

Famppem (A, 5 An) (3.23)

Les densités des lois a posteriori marginales des v.a.r. A; sont données pour tout j < n
par :

Fa e () = /]R P Ot Aw) dA Ay ad) g - A, (3.24)
+

On en déduit les expressions des estimateurs de Bayes des parametres taux de défaillances
)\1, ceey )\n .

(X ) — flRi Aj TIN5 T4 (O | Air) [dA .. d,
J( INERRE n) - fIRi Zn:l [)\ie*)\iXi Hi()\i | )\i—l) ] d\;...d)\,

(3.25)
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Prédiction du taux de défaillance A, 41

Pour prédire le taux de défaillance futur A,;; on doit réécrire la formule (3.12) de la
densité de la loi a posteriori de A, ;. Pour ce faire on utilise le résultat suivant :

Proposition — 3.14 Dans une modélisation bayésienne exponentielle markovienne, la
v.a.r. Ay est, conditionnellement a A,,, indépendante des v.a.r. Xq,...,X,,. On a donc :

fAn+1\)\n,x(")()‘n+l) = Hn-l-l()‘n-l-l | )‘n)- (3-26)

Preuve — Ce résultat résulte directement des hypotheses Hggan et Hgus.
En effet si on pose :

Yi=(Ay, . A )T = A T3 = A et Z = X
les hypotheses Hggan et Hggarz impliquent que :
e conditionnellement a Y5I'Y; est indépendante de Y71

e conditionnellement & (Y7, Y3)['Z est indépendante de V3.

En considérant les densités des variables aléatoires Y I'Y51'Y3 et Z par rapport aux mesures
de Lebesgue associéesl'il résulte des deux hypotheses précédentes que :

le,Yg,Yg,Z(yla Y2,Ys, Z) = le,YQ (yla y2) ng\yQ(y:s) fZ\yl,yg(Z)
en intégrant les deux termes de ’équation précédente par rapport a y; on obtient :
fYQ,Yg,Z(y2ay37 Z) = fyg\yQ(y:s) /]Rn_1 fY1,Y2(Z/1,y2) fZ|y1,y2(Z) dy,
+
et en intégrant par rapport a ys :

fya,z(y2, 2) = /mn—l fviya (U, Y2) fz1y1,, (2) dyn.

+

Finalement on a :

ng,Yg,Z(y% Y3, Z)
fY2,Z(y2= Z)
fys\?ﬂ (y3)

fY3|y2,z (93)

d’ou le résultat énoncé. O

La proposition précédente donne la loi a posteriori de la v.a.r. A, :
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Proposition — 3.15 La loi a posteriori du tauz de défaillance A, 1 est donnée par sa
densité :

Jre i1 (Angr | An) Ty e 2% TL(A | A1) dAy - .. d,
f]Ri imy [Ae @ T4 (A | Ximr) ] dAy .o d Ay,

Fanirjom (A1) = (3.27)

Preuve — Le résultat découle directement de ’écriture de la densité de la loi a posteriori
de A, ;1 sous la forme suivante :

Pz Oust) = [ Fapsator g Gust) Faggatn () dAn
+

On peut alors prédire le taux de défaillance ),y apres la n®™¢ correction en prenant par
exemple ’espérance a posteriori de A, :

~

)\n+1 (xl, e ,./L'n) = /IR )\n+1 fAn—H‘iU(n) ()\n+1) d)\n+1-
+

Loi prédictive du prochain temps inter-défaillances

Comme on I’a vu dans la sous-section 3.4.3I'I’approche bayésienne permet de prédire le
prochain temps inter-défaillances en utilisant la loi prédictive de X,,;;['c’est-a-dire sa loi
de probabilité conditionnellement & X ™ = (™).

Proposition — 3.16 Lorsqu’on suppose que les tauxr de défaillance sont markoviens, la
densité de la loi prédicitive de X, s’écrit :

f fIRTrl H?jll [)\ie*)‘i“ Hz()\z | )\i—l)] dX; ... d)\n-i—l
xln Tp - n N\
Xeirlo) (Tn41) Jier Ty P TGO A D] - dA,

(3.28)
Preuve — Cette densité est donnée par :

an+1|:L’(") (./L'n+1) = /l; an+1 ‘I(n)y)\n+l (xn‘Fl) fAn+1‘:E(”) ()\n+1) d)\n+1-
+

Les hypotheses Hggan et Hpgpae permettent d’écrire :

-\ T
an+1 ‘I(TL)’An+1 (.ZUn+1) = )\TL+1€ n+1Tn+1
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on utilise enfin la formule (3.27) de la densité de la loi a posteriori de A, 1 pour obtenir
le résultat énoncé.
O

A partir de la densité de la loi prédictive on obtient ’expression du MTTF a posteriori :

Proposition — 3.17 Dans la modélisation bayésienne exponentielle a tauzx de défaillance
markoviens, le MTTFE a posteriori est donné par :

E(X | (n)) fIRZ__H )\;-II-IHH+1()\H+1 |)\n) Zn:l [)\ie_/\ixi HZ ()\Z | )\ifl)] d)\l . d)\n+1
n L - n N s, .
" f]Ri [T [Aie M@ I (A | Aio1)] dAq ... d A,

(3.29)

Avant de présenter quelques méthodes numériques permettant de calculer les différentes
estimations bayésiennes présentées ci-dessusl'on donne dans les deux sous-sections sui-
vantes des exemples d’a priori markoviens particuliers permettant d’affiner I’analyse gé-
nérale précédente.

3.5.3 Exemples d’a priori sur les effets des corrections

En utilisant des connaissances plus précises sur ’environnement de correctionl'on peut
spécifier davantage les hypotheses a priori sur les v.a.r. A;.

Dans les exemples donnés ci-dessousT'on utilise le principe de maximum d’entropie (cf.
Kapur [51])T'qu’on présente brievement ci-dessousI'pour traduire les différentes connais-
sances a priori des experts en lois de probabilité sur les v.a.r. A;.

Le principe de maximum d’entropie : rappels

On considere une v.a.r. Y a valeurs dans D, C IR. Soit f la densité de Y par rapport a
la mesure de Lebesgue.

Définition — 3.18 On appelle fonction d’entropie de Y la quantité :
H(f) == [ fy)inlfw)]dy.

Y

La fonction d’entropie est une mesure de la quantité d’incertitude sur Y.

Supposons que ’on dispose de certaines connaissances a priori sur la v.a.r. Y décrites par
les égalités suivantes :

vr<ml [ )9 (v) dy = g,

ou :
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- (gr)r<m est une suite de fonctions réelles connuesl’

- (gr)r<m est une suite de constantes connues.

Le principe de maximum d’entropie énonce alors que la loi de probabilité la plus vraisem-
blable pour Y est la loi de probabilité dont la densité maximise I’entropie H(f) sous les
contraintes suivantes :

[, fwdy=1.

vr < ml [ () ) dy = -

Exemples —

1. Si on connait a priori la moyenne m et la variance o? d’une v.a.r. YTalors la loi de
maximum d’entropie de Y est la loi normale : N'(m, o?).

2. Si on connait a priori que Y > 0 et que E(Y) = mlI'alors la loi de maximum

d’entropie de Y est la loi exponentielle : Exp(m).

Une présentation détaillée du principe de maximum d’entropie et de ses applications peut
étre trouvée dans [51].

A priori exponentiels

Supposons que 1’on sache a priori que les différentes corrections du logiciel vont avoir en
moyenne un meéme effet sur ’évolution de la fiabilité.
Cette information peut étre modélisée comme suit :

oll g est une fonction réelle modélisant I’effet moyen d’une correction.

En ne tenant compte que de cette informationI'les lois a priori les plus “vraisemblables”
au sens du principe de maximum d’entropie pour les v.a.r. A; sont données pour tout
entier ¢ par :

Conditionnellement a A; 1=XA; 1 T'A; ~ Exp(1/g(\i1)).

Dans cette modélisationl'une croissance de fiabilité s’exprime par la propriété “g(x) < x”.
Un cas particulier d’a priori exponentiels correspond au cas ol :

glr) =" a
le parametre # représente alorsI'comme dans le modele MPDI'Teffet moyen d’une correc-
tion.
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A priori uniformes

L’effet d'une correction peut étre mesuré par la proportion de fautes éliminées (bonne
correction) ou de fautes ajoutées (mauvaise correction).

On peut par exemple savoir a priori que :
- une bonne correction enleve dans le meilleur des cas 100.a% des fautes initialesI’

- une mauvaise correction ajoute dans le pire des cas 100.5% des fautes.

Cette information peut étre modélisée par le fait quel'conditionnellement a A;_; = \;_
on a :

A; € [(1 — Oé) Ai—1, (1 + ﬁ) )‘i—l]- (331)

La propriété précédente se traduitl'en utilisant le principe de maximum d’entropie par le
choix de lois a priori uniformes pour les v.a.r. A;.
Les lois a priori des A; sont donc donnéesI'pour tout entier positif :['par :

Conditionnellement & A;_1=X;_1 T A; ~ Unif[(1 — @)A1, (1 + B) A1)

A priori log-normaux

L’effet d’une correction peut étre modélisél'’comme le suggerent Gaudoin et al [38] (cf.
définition 1.22)I'par une décroissance géométrique des taux de défaillance :

Vi > 1A, = 6791‘ AV
ol les v.a.r. ©; représentent les effets des corrections successives.

Si on connait a priori que les effets des corrections fluctuent autour d’un effet moyen 6
avec une variance o2 (variance due a la fatigue des correcteursl’aux périodes de vacancesl’
aux primesletc.)['c’est-a-dire si on sait a priori que :

Vi>1TE(©;) =0 et Var(0;) = o’ (3.32)
les lois de maximum d’entropie des v.a.r. ©; sont alors des lois normales :

Vi > 1I'0; ~ N(0,0?%).

Par conséquentI'les lois a priori des v.a.r. A; sont donnéesI'pout tout entier ¢ par :
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Conditionnellement & A; ;=X; | T' A; ~ log-normale(in(\; 1) — 0, 0?).

Gaudoin et al [38] proposent un traitement non bayésien du modele log-normal décrit
ci-dessus.

Remarque — Dans tous les exemples cités ci-dessusl'les connaissances a priori doivent

pouvoir permettre de préciser les valeurs des constantes intervenant dans les différentes
lois a priori : T \Tal'BTo?Tetc.

Avant de préciser les outils numériques permettant d’implémenter ’approche bayésienne
markovienne et d’utiliser les a priori décrits ci-dessusl'on présente dans la sous-section
suivante un quatrieme exemple d’a priori ou les v.a.r. A; sont supposées a accroissements
indépendants.

Ce dernier exemple conduit a des estimateurs bayésiens ayant des formules analytiques
explicites.

3.5.4 Cas particulier : taux de défaillance a accroissements in-
dépendants

Hypothese — Si on suppose que les corrections ont des effets additifs sur les taux de
défaillance et que ces effets sont indépendants entre euxI'on obtient un modele ou le
processus aléatoire {A;};>1 est un processus a accroissements indépendantsl'c’est-a-
dire que les v.a.r. A;—A;_; sont indépendantes entre elles. —

On montre ci-dessous que sous 'hypothese précédentel’les estimateurs bayésiens des taux
de défaillance A; sont obtenus sous une forme explicite.

Notations — Apres observation des n premieres défaillancesI'on note :

On prend par convention U,, = A,, de facon a avoir :

j=i

Les v.a.r. U; représentant les effets des corrections sont donc supposées indépendantes.
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Les connaissances a priori sur les effets des corrections sont traduitesI'dans cette sous-
sectionl'par des lois a priori sur les v.a.r. U;.

Notations — Dans cette sous-section II; désignera la densité de la loi a priori de la v.a.r.
U;.

Remarque — Le vecteur A est par exemple & accroissements indépendants s'il est
composé de n v.a.r. indépendantes rangées dans ’ordre décroissant.

Lois du vecteur X (™

En utilisant la formule (3.4) on écrit la densité de la loi de probabilité de X ™ condition-
nellement a {U; = u;};<, sous la forme :

n
i—1
n
= II [(uZ + .ot u,) e ($1+"'+$i)] : (3.34)
i—1
OrT'on a pour tout n-uplet (uq,...,u,) de R" :

n

w4+ +w) = > uf . uln

=1 (al,...,an)EA

ou 'ensemble A est décrit ci-dessous :

Notation —
1. A est 'ensemble des n-uplets d’entiers positifs a = (ay, . .., o) vérifiant : Y0 | o; =
n et identifiable a I’ensemble des n! chemins de ’arbre marqué représenté sur la
figure 3.1.

2. Pout tout a dans ATq;(ar) désigne la i composante du n-uplet a.

3. Rappelons que pour tout ¢ > 1 on note :

7 7
EEZX] et tZEZZL']
7j=1 7j=1
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/ Un \
/ Un-1 \ / Unp \
Unp-2 Unp-1 Un Un-2 Un-1 Un

F1G. 3.1: Arbre dont les chemins (du sommet a une feuille) sont identifiables a tous les
éléments o de A.

En utilisant les notations et résultats précédentsl'la densité de la loi de probabilité de
X ™) conditionnellement & {U; = Wi bi<n S'écrit -

Fxompum (X1, ..y 2y) = Z H u?i(a) e Uit (3.35)

acAi=1

En utilisant la formule précédente on montre le résultat suivant :

Proposition — 3.19 La densité de la loi de probabilité du vecteur X™ s’écrit :

Fxw (@1, m) =) H [a;(a;(a), t;) ] (3.36)
ot pour tout o dans A et pout © < n on note :

ai(a;(a), t;) = /]R ufH @) et T (u;) du.
+

Remarque — Le résultat précédent permet aussi d’avoir la densité de la loi de probabilité
du vecteur (74, ...,T,) sur le cone croissant de IR’ .
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Estimateurs bayésiens des parametres \;

On déduit ici les estimateurs de Bayes des parametres \; a partir des estimateurs des
parametres u; = A\;— A\ji1.

La loi a posteriori du vecteur U™ est donnée par sa densité :

fT(”)\u(") (tla s 7tn) ?:1 Hl(ul)
fT(") (tla s 7tn)
oy [ et I ()

2 T Taaa) b

fU(n)|t(n) (Ul, cee un) =

]] (3.37)

Notations —

1. Pour tout o dans A et pour tout entier positif ;I'on note G la loi de probabilité
donnée par sa densité :

ai(a) gt
. U, e Hz(ul)
Vu; € R T g% (ug t;) = ai(aa(a), )

2. Pour tout a dans A on note :

i1 ai(oi(a),t;)
2acA Hi:l[ a;(ai(a),t;) ]

pa(tla s 7tn) =

En utilisant les notations précédentesI'la densité de la loi a posteriori de U™ §’écrit

fompo (s oun) = 37 [palt, .- tn) ng ui; t; (3.38)

acA

la loi précédente est donc un mélange des lois produits données par ’ensemble :
{@F |G Tae A}
On peut ainsi en déduirel'pour 7 < nl'la loi a posteriori de la v.a.r. U; :

Z pa(tla e ,tn)Gza

a€A
cette loi a pour densité :

Vu; € R T frpm(u) = Y palta, ... tn)gf (uis ty). (3.39)

acA
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Proposition — 3.20 Les estimateurs de Bayes (coiut quadratique) des paramétres u; =
Ai—Air1 sont donnés par :

az(az(a)—l—l,TZ)

’LALZ'(Tl,...,Tn) = pa(TI;---aTn) (340)
> (0l 1)
Preuve — En utilisant la formule (3.39) on obtient pour i < n :
a(Th,...,T,) = EU; | T™)
= Y palTi,....,Ty) / u;g; (us; ;) du,
acA L
ai(e)+1 Ty
u; e Uiti T1; (ug) du;
= pa(Th,. .., T,) B (3.41)
= (o). T)
d’out le résultat énoncé.
O
Les estimateurs des parametres \; se déduisent des estimateurs u;(73,...,7T,) par les
relations suivantes :
Vi <n T NXy, .. X) =S a(Th, ..., Tn). (3.42)
j=i
Exemple

Supposons que la connaissance a priori disponible peut se traduire par le fait que le vecteur
A a la méme loi qu'un vecteur constitué de n v.a.r. indépendantes de loi Exp(1) (ou
plus généralement Fxp(d)) rangés dans I'ordre décroissant.

Sous cette hypothesel'les v.a.r. iU; = i(A;—A; 1) sont indépendantes de loi Exp(1). On a
par conséquent :

Vi <n T U; ~ Exp(i).
On a donc pour cet exemple : II;(u;) = ie™™i. Les fonctions a; (cf. proposition 3.19)
s’écrivent'pour 7 < n et o dans A :
il (a) + 1)
(2' 4 ti)ai(a)+1 :

ao;(a),t;) =

Les lois G sont donc ici des lois Gamma :
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G = Gamma(o;(a)+1,i+ t;).

Les lois a posteriori des v.a.r. U; sont ainsi des mélanges de lois Gamma.

Les estimateurs de Bayes des parametres u; = A;—\; 41 (cf. formule (3.41)) s’écrivent alors :

n ai(a)!
R 1=1 (475 (@)
(T, T) =S n( )ai(a)! (3.43)
acA ZaeA Hz:l [ (i+Ty) i (@) ]

Remarque — Le calcul des estimations données par la formule (3.43) nécessite le par-
cours de tous les n! éléments de ’ensemble A.

Ceci représente un grand handicap pour I'exploitation des résultats précédents.

En pratique il devient impossible de calculer les estimations @;(ty,...,t,) des que le
nombre d’observations n dépasse la dizaine.

Conclusions

Le cas particulier ou les A; sont a accroissements indépendants a servi a montrer les
difficultés rencontrées des que I'on essaye de trouver des formules explicites des différents
estimateurs bayésiens.

Au lieu d’adapter les connaissances a priori pour obtenir des estimateurs explicitesIil est
plus intéressantl’comme on le verra dans la suitel'de présenter des méthodes numériques
permettant de calculer les estimations bayésiennes indépendamment de la forme précise
des densités des lois a priori IT;(\; | Aj_1).

En procédant ainsi on obtient un outil bayésien général permettant d’adapter la modélisa-
tion exponentielle markovienne aux différents types de connaissances a priori que peuvent
avoir les praticiens.
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3.5.5 Méthodes simulatives pour le calcul des estimations bayé-
siennes

Dans la modélisation bayésienne exponentielle le calcul des estimations des différents
attributs de la fiabilité se ramene généralement au calcul d’intégrales multiples non sim-
plifiables.

Toute tentative pour avoir des estimateurs analytiques simples a calculer nécessitel'comme
on I’a vu dans le cas des accroissements indépendantsl'des hypotheses a priori tres parti-
culieres.

Si 'on souhaite rester dans un cadre générall'il faut proposer des méthodes numériques
qui ne tiennent compte que des hypotheses générales de la modélisation bayésienne expo-
nentielle.

Ces méthodes ne doivent pas dépendre de la forme précise des lois a priori des v.a.r. A;I’
lois a priori qui varient d’une étude a une autre.

On peut trouver dans la littérature (cf. [91] et [92]) un certain nombre de méthodes
numériques pour le calcul d’estimations bayésiennes s’exprimant en fonction d’intégrales
multiples.

On en présente ci-dessous deux : la méthode “classique” de Monte-Carlo et 1’algorithme
d’échantillonnage de Gibbs.

On décrira ensuite 'utilisation de ces méthodes dans le cadre de la modélisation bayésienne
exponentielle a taux de défaillance markoviens.

Méthode de Monte-Carlo : rappels

On décrit ici brievement la méthode de Monte-Carlo. Des études détaillées de cette mé-
thode peuvent étre trouvées dans Rubinstein [85].

Supposons que l’on s’intéresse a l'estimation d’une quantité réelle :

Yn :9()\1,;)\71)

fonction des taux de défaillance inconnus ;. La fonction g est une fonction intégrable
connue a valeurs dans IR.

Dans une approche inférentielle bayésiennel estimer vy, revient a calculer I'espérance a
posteriori de la v.a.r. :

Yo :g(A17"'7An)

Cette espérance s’écrit :
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Elg(A™) | 2™] = /}R G- ) Faopeer Ay s An) dAy - A

+

Sz 9O 3 An) Py (@1, ) T (At ooy An) dArdA
Sy P (@15 o ) Ty (A oy An) dAr-dA,

Cette espérancel'comme la plupart des estimations bayésiennes (cf. formules (3.25)[(3.27)
et (3.29))I's’exprime en fonction d’intégrales multiples de la forme :

1,(®) = / O™, e ™Y dA, ... dA,
RY
ou ® est une fonction connue a valeurs dans IR.

Définition — 3.21 La méthode de Monte-Carlo permet, par des simulations, d’es-
timer les intégrales multiples du type de I,,(®). Cette méthode est basée sur le résultat
sutvant conséquence de la loi des grands nombres :

Soit q la densité d’une loi de probabilité définie sur IRy dont on sait
stmuler des réalisations et vérifiant la propriété :

VA® e R?, @A™ 2M) £ 0 = ¢(A\™) £ 0.
L’intégrale I,(®) qui peut se réécrire sous la forme :

@()\(n), x(n))
(@)= /lRi g(A™)

est bien approchée par :

g™y d), .. dN,

~ & G\ )
Ina(®) = (q( )

2 AF)

k=1

Ul

ou :
e d est un entier positif assez grand

o N A sont des simulations de réalisations indépen-
dantes, de la loi de probabilité q.

~

Remarques — I, 4(®) est un estimateur sans biais convergeant de I,,(®)['sa variance
vaut :

- 1
Var(L,4(®)) = = [/R SN 2™y aX, . dN, — T2(®) | .

n
+
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Utilisation de la méthode de Monte-Carlo

On décrit ici I'utilisation de la méthode de Monte-Carlo pour le calcul des estimations :
- des taux de défaillance \; (cf. formule (3.25))
- du MTTF a posteriori (X, 1 | 2) donné par la formule (3.29).

En utilisant la méthode de Monte-Carlo['on aura a calculer séparément les numérateurs
et le dénominateur des expressions (3.25) et (3.29).

Considérons par exemple ’estimation du dénominateur qu’on notera D,, :

Notation — On note dans la suite :

+9=1

L’estimation de D, est faite en utilisant la méthode de la définition 3.21 ou ’on prend :

A | &) =TT [Me M LA | A1) et gA™) =T(Ar, -, An).
i=1
En simulant d réalisations indépendantes A1, \("):2 A4 3 partir de la loi a priori
[Il'on estime D,, par :

N 1 d n

k=1

La qualité de 'estimateur précédent dépend de la taille d de 1’échantillon simulé ainsi que
de la précision des lois a priori II;.

L’inégalité de Bienayme-Tchebichev permet de donner une indication sur la qualité de
cette estimation :

Var [TI?, Ajexp(—A;z;) ]
d.e?

Ve>O0UP[| Dy — Dpg|> ¢l <
Si la précision requise est spécifiée par exemple par :
P[| D, — Dyuq|>0.1D,] <0.1

On aura alors a générer un échantillon de taille :

Var [TIF, Aiexp(—A;z;) ]

E2 [T, Nexp(—A;z;) |

Le nombre de simulations nécessaires d augmente avec le nombre de temps inter-défaillances
observés nl'il augmente aussi avec les variances des lois a priori IT;(A; | A;_1).

d ~1000.
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Remarque — Dans le cas de jeux de données de défaillance de tailles assez élevées
(n > 20)T'le nombre de simulations d nécessaires pour avoir de bonnes estimations de D,
devient tres élevé.

On peut résoudre ce genre de problemes en divisant le jeu de données traité en petits
paquets d’observationsl'chacun de ces paquets est traité séparément en utilisant des lois
a priori issues du paquet de données précédent.

On peut aussi utiliserl'dans le cas de grands jeux de donnéesI'l’algorithme d’échantillon-
nage de Gibbs décrit ci-dessous.

L’algorithme d’échantillonnage de Gibbs

La méthode de Monte-Carlo est conceptuellement simple mais pose des problemes pra-
tiques dans le cas de grands jeux de données.

L’algorithme d’échantillonnage de Gibbs est une méthode alternative assez simple a im-
plémenter. On I'utilise ici pour le calcul des estimations des taux de défaillance \; données
par Pexpression (3.25).

Hypotheses — Supposons que ’'on souhaite simuler des réalisations d’une loi de proba-
bilité sur IR" spécifiée par sa densité h qui a une forme assez complexe.

Notations — Soit Y™ un vecteur aléatoire de loi de probabilité h et 4™ une réalisation
associée.
Pour tout ¢« < n on note :

1. y_; le vecteur a n—1 éléments donné par :
Y—i = (Y5)j<n,gzi

2. h(yi | y—i) la densité de la loi de probabilité de la v.a.r. Y; conditionnellement a
{Y5=y;}jcn i

L’algorithme d’échantillonnage de Gibbs permetI'si on sait simuler des réalisations des
lois A(y; | y_;)T'de simuler le comportement d’une chaine de Markov ergodique dont la loi
stationnaire est h.

On extrait alors a partir des trajectoires de cette chaine des simulations de réalisations
indépendantes de la loi h.

Définition — 3.22 L’échantillonneur de Gibbs fournit des trajectoires {y(”)’k}kzl
d’une chaine de Markov dont la loi stationnaire est h.
L’algorithme associé est décrit par les trois étapes suivantes :
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1. Choiz arbitraire d’un vecteur initial y™° = (y9,... y2).

2. Passage du vecteur y™° au prochain état y™-' : ce passage se fait en procédant

des tirages aléatoires a partir des lois conditionnelles h(y; | y_;) suivant le schéma
sutvant :

yir  est tiré selon la loi  h(y, | y°,)
ys  est tiré selon la loi  h(ys | Y1, 93, .., y°)
ys  est tiré selon la loi  h(ys | yi,ys,y2, ..., y°)

yL  est tiré selon la loi  h(y, | y*,)

k1

3. Passage de la réalisation y™* o la réalisation y™ qui se fait suivant le méme

schéma que ci-dessus.

n),2

On obtient ainsi des réalisations y™-', y™2 etc. d’une chaine de Markov dont la loi

stationnaire est h.

Pour obtenir une approximation d’un échantillon de loi AI'il suffit donc de simuler une
suite de réalisations {y(™"*},; selon P'algorithme de Gibbs décrit ci-dessusTet d’en ex-

traire judicieusement (& partir d’un rang élevé r et a intervalles réguliers) une sous-suite :
y(n)vr, y(n)ar'i's’ y(n)’r+28FetC.

Des justifications théoriques et des indications supplémentaires sur la mise en ceuvre de
cet algorithme sont données par Smith et Roberts [92].

On décrit dans la sous-section suivante |’utilisation de I'algorithme de Gibbs dans le cadre
de la modélisation bayésienne exponentielle a taux de défaillance markoviens.

3.5.6 Mise en ceuvre de I’algorithme de Gibbs

On utilise ici I’algorithme d’échantillonnage de Gibbs pour calculer les estimations bayé-
siennes (moyennes et modes a posteriori) des taux de défaillance \;.

Plus généralementI'supposons que ’on s’intéresse a 1’estimation d’une quantité réelle :

yn:g()‘la---a)\n)

ou g est une fonction intégrable connue a valeur dans IR.

On s’intéresse donc au calcul numérique de la quantité :

E[g(A,™) [ 2™].
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A priori markoviens généraux

L’algorithme de Gibbs permet de calculer E[g(A,™) | ("] en simulant des réalisations
indépendantes {)\(”)’k}kzo a partir de la loi a posteriori fjmgm).

Notation — Pour tout 7 < n on note fAi‘/\_i,x(n) la densité de la loi de probabilité de A;
conditionnellement & X™ =z et & {A;=\;}j<n jzi-

Hypotheése — Supposons que I'on sache simuler les lois de densités fy5_; - -

L’algorithme de Gibbs permettant de simuler des réalisations {5\(”)”“};@0 de la loi fA(n)|$(n)
est ici décrit par le schéma suivant :

1. Choix arbitraire des valeurs initiales A0 = (X}, ... \%).

2. Passage du vecteur y™- 3 la réalisation y™!' : ce passage se fait en procédant i

des tirages aléatoires a partir des lois conditionnellesfy \ , ,x suivant le schéma
suivant :

4 1 . ’ .
A;  est tiré selon la loi fA1|A(ll;x(n)

Ay est tiré selon laloi  fy, 1150, 20,000

1 . 7’ .
Az est tiré selon la loi  fi a1 a1 00, 20 0

1 . ’ .
A, est tiré selon la loi fAan_n;x(n)

\

ceci achéve une transition de A0 vers A1,

k1

3. Passage de la réalisation A\(™* 3 la réalisation A" : ceci se fait suivant le méme

schéma que ci-dessus.

A partir d’un certain nombre d’itérations de I’algorithme de Gibbs on s’approche de I'état
stationnaire de la chaine de Markov. On peut alorslen extrayant une sous-suite {A\(™*},-g
a partir de la suite {)\(”)’k}kzof‘simuler des réalisations indépendantes de la loi fA(n)‘x(n).

La quantité y, = g(A, ..., A\,) est alors estimée par :

Remarque — En simulant des réalisations de la loi fA(n)‘x(n)Fl’algorithme de Gibbs
permet de calculer aussi bien l'estimation de Bayes (espérance a posteriori) de y, que
estimation de maximum de vraisemblance bayésien (mode a posteriori de la loi fy, o).
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Rappelons que I'implémentation de ’algorithme précédent nécessite de savoir simuler les
lois conditionnelles fy, 5 _; ;0.

Ces simulations peuvent étre faites en utilisant le résultat suivant :

Proposition — 3.23 Dans la modélisation bayésienne exponentielle a tauzx de défaillance
markoviens, on a Vi < n :

Faiinsa (X)) o Aie M7 TL(A | Aic1) g (A | A)
poUT T =N ON G :

fAn|/\_n,:p(")()\n) X )\nei/\nmn Hn()\n | )\nfl).
Preuve — En utilisant la formule de Bayes on écrit pour tout ¢ < n :

Faw) g (A™)
Fa_ijam (Azi)

P eI (A [ A ]
Sy THSy [ae 2 I (A | A1) [ dAs

fAi‘)\,i,CL’(") ()\7/) =

d’otu le résultat énoncé. ad
La simulation de réalisations a partir des densités précédentes peut alors se faire en utili-
sant des méthodes de simulation par rejet (cf. [5] et [41]).

La méthode de rejet est utilisée ci-dessous dans le cas des a priori exponentielsI'uniformes
et log-normaux présentés dans la sous-section 3.5.3.

L’algorithme de Gibbs pour des a priori exponentiels

D’apres les résultats précédentslle calcul des estimations des taux de défaillance \; revientI’
en utilisant I'algorithme de GibbsI'a simuler des réalisations de v.a.r. dont les densités
sont données par la proposition 3.23.

On choisit ici des lois a priori exponentielles données pour tout 7 > 1 par :
1

1—1

Conditionnellement & A, =X\, ' A; ~ Exp()\ ).

on a par conséquentI'pour tout ¢ > 1 :

60 ( )\z
erp\—
N P

Le résultat suivant permet de simuler des réalisations des lois de densités fy;_; -
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Proposition — 3.24 Pour le modeéle a priori choisi ici, on a :

Pour i=n m) est la densité d’une loi Gamma(2, x,, +
7 An|)\7nyx yn

fAn|/\_n,w(”)()‘n) X Ap€Ip [ _)\n(l‘n +

Pouri<mn ona:

Fagaciwm (Ai) o< ge,(Ai) - hei (M)

ol :

o g, est la densité d’une loi : Gamma(§; + 2, x; + " 1)
i

o h¢, est la densité d’une loi Inverse-Gamma : IG(§;, Nip1e?)
o & est un réel introduit pour optimiser l'algorithme de simulation.

Preuve — Pour i=n le résultat découle directement de la proposition 3.23.

En utilisant cette méme propositionl'on écrit pour ¢ < n :

g el A ef \;
fAi‘)‘fi;fL’(")()\i) o A N E €$p(_)\i_1 60) )\—iexp(— )\-:1 69)
0 i
X eapl—(@; + 3—) A eop(-S )
i—1 i
41 e? ) Ait1
o )\?JF G[L‘p[—([L‘i+ ))\Z] )\;fz exp( _69)
Ai1 \;
o ge, (M) he,(\i).

d’ou le résultat énoncé.

D’apres la proposition précédentel’on peut simuler des réalisations des lois de densités
Faiasiom €n utilisant la méthode de rejet qui revient ici a l'utilisation de 'algorithme
suivant :



3.5 Modélisation exponentielle & taux de défaillance markoviens 127

Répéter la simulation de réalisations
A et uou:

-\ est simulée A partir de la loi

Gamma(& + 2, z; + )\e )
i1

- u est simulée a partir de la loi
Unif[0,1]

jusqu’a satisfaction de la condition :

Mg,.it < he,(N;) ot Mg, = sup he, ().

zelR4

En effetI'la méthode de simulation par rejet (cf. par exemple [86]) résulte de la proposition
suivante :

Proposition — 3.25 Soient f et g deur densités de probabilité sur IR et ¢ une constante
vérifiant :

Ve € R, cg(z) > f(x).
Le résultat suivant permet de simuler des réalisations d’une v.a.r. de densité f :

Soient X une v.a.r. de densité g et U une v.a.r. de loi Unif[0,1] indépendante de X. La
loi conditionnelle de X sachant que “cUg(X) < f(x) 7 a pour densité f.

L’algorithme décrit ci-dessus se déduit de la proposition précédente en prenant :

f=9gehel g =g, et c= sup hg(2).
z€R ¢

Remarque — Comme le font remarquer Arjas et Gasbarra [5]['on peut optimiser la
méthode de simulation par rejet en choisissant le parametre &; tel que les densités ge, et
he, aient leurs modes au méme point.

Dans le cas particulier présenté icil'cette valeur optimale du parametre &; est donnéel'pour
1 < nl'par :

[4
& = [(Aisae”) (z; + /\cf—)]l/2 _1.
1—1

L’algorithme de Gibbs pour des a priori uniformes

Les méthodes de simulation décrites ci-dessus s’appliquent aussi au cas ou les v.a.r. A;
ont des a priori uniformes :

Conditionnellement & A;_ ;=X T A; ~ Unif[(1 — @)A1, (1 + B)Aiy).
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Dans ce cas les densités requises pour la mise en ceuvre de ’algorithme de Gibbs s’écrivent
pour z < m :

Fasps e (M) o X€ML e Lmaa(ons 1 Ais1/B)min(Bhs 1 Ais1/a) ]}

Pour simuler des réalisations a partir de telles densités on utilisel'’comme précédemmentI’
la méthode de simulation par rejet.

On reconnait en effet dans I’expression précédente le produit de la densité de la loi
Gamma(2, ;) par la densité de la loi Unif [max(aXi—1, Ait1/6), min(BXi—1, \iy1/a) |.

L’algorithme de Gibbs pour des a priori log-normaux

Sous des lois a priori log-normales on a :

Conditionnellement & A;_;=X;_; [' A; ~ log-normale(In(\;_1) — 6, 0%).
On a donc pour tout entier z > 1 :

1 (ln()\z) - ln()\z,l) + 9)2
Wor==had 207 |

Pour utiliser ’algorithme de GibbsI'on a donc a simuler des réalisations de lois dont les
densités sont donnéesI'pour tout i < nl'par :

L1 |
Faippc st (i) oc A eep [ —— () = v;)*]

1
ou V; = 5 [ln()\H_l) + ln()\z_l) ]

On utilise a nouveau la méthode de simulation par rejet puisquel'd’apres la formule précé-
dentel'la densité fy, | , . s'écrit comme le produit de la densité de la loi Gamma(2, x;)
avec celle la loi log-normale(v;, 0%/2).

Dans la section suivantel'on expérimente ['approche bayésienne exponentielle sur des jeux

de données simulés. On utilise aussi bien la méthode de Monte-Carlo que 1’algorithme de
Gibbs.
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3.5.7 Résultats expérimentaux

Le principal avantage de I’approche bayésienne exponentielle a taux de défaillance mar-
koviens (BEM) décrite ci-dessus est la possibilité qu’elle offre aux experts en logiciels de
construire leurs propres modeles.

Pour exhiber les apports de I’'approche BEMI'il est nécessaire que les jeux de données étu-

diés soient accompagnés de “rapports de progression de tests” décrivant : les protocoles de

testslles corrections et les modifications effectuéeslles origines des différentes défaillancesI’
les avis des équipes de tests sur les performances des équipes de développementI'etc.

L’échange et I’exploitation de ces rapports nécessitent une forte collaboration entre le
statisticien et I’expert logiciel.

Pour démontrer 'applicabilité de 'approche BEMI'on l'appliquera ici sur des jeux de
données simulés a partir de taux de défaillance )\; connus.

On comparera alorsI'pour des a priori de différentes qualitésl'les estimations bayésiennes
j\i aux vrais taux de défaillance \;.

On comparera ensuite ces estimations bayésiennes aux estimations fournies par les modeles
paramétriques usuels : MPDI'modele de Crow et modele de Goel-Okumoto.

Remarque — Les résultats présentés ci-dessous n’ont qu’une valeur illustrative. Les
qualités des estimations bayésiennes dépendent des qualités des informations a priori
utiliséesl'ces qualités varient d’une étude a une autre.

Simulation des jeux de données

On considere ici deux suites réelles positives laml= (laml;);<2 et lam2= (lam2;);<30
représentant deux suites de taux de défaillance.

Ces deux suitesl'représentées sur la figure 3.2sont utilisées pour simuler deux jeux de don-
nées inter-défaillancesI'notés respectivement stmlam1.d et stmlam2.d. Ces simulations
sont faites a partir du modele exponentiel :

Xi ~ Exp(N;).

Ainsil'la 7¥™¢ observation x; du jeu de données simlami.d (resp. simlam2.d) est une réa-
lisation de la loi Exp(laml;) (resp. Exp(lam?2;)).

les observations z; des jeux de données simlaml.d et stmlam?2.d sont représentées sur la
figure 3.3.

On utilisera ci-dessous ’approche BEM pour estimer les taux de défaillance des jeux de
données simlam1.d et simlam?2.d. Ces estimations seront ensuite comparées aux vrais taux
de défaillance lam1 et lam?2.
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w - wn
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Fi1G. 3.2: Les suites de taux de défaillance lam1 et lam?2
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F1G. 3.3: Les jeux de données simulés simlaml.d et simlam?2.d
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Choix des hypothéses a priori (a priori log-normaux)

Pour appliquer ’approche BEM sur les jeux de données simulés simlam1.d et simlam2.d
on suppose ici que les connaissances a priori disponibles impliquent des hypotheses a priori
log-normales :

Conditionnellement & A;_;=A;_; ' A; ~ log-normale(In(\;_1) — 0, o).

Les trois parametres de ce modele a prioril'dont les valeurs sont choisies par 1'utilisateurl’
sont :

e 0 : représente I'idée des experts quant a 1’évolution future de la fiabilité.
En I'absence de telle connaissance a prioril'on choisira 0 =0.

e o2 : représente l'idée que se font les experts au sujet des variations des effets des

différentes corrections.

e )\ : représente le taux de défaillance initial. Les résultats expérimentaux montrent
que les estimations ); sontI'pour o? élevél'peu sensibles aux variations des valeurs
de Ag. On prendra dans la suite \g= A;.

Le “meilleur” choix a priori des valeurs des parametres 6 et o2 correspond au cas oul

on connait a priori la moyenne empirique #* et la variance empirique o*? de la suite

[In(Ai/Xi-1) li<n-

Ces valeurs valent :

(0*,0*?) = (0.085,0.001) pour la suite lam1 et (6*,0**) = (0.011,0.013) pour lam2.

Avant de comparer les estimations fournies par ’approche bayésienne BEM aux estima-
tions des modeles usuelsl'on étudie dans le paragraphe suivant la sensibilité des estimations
\; aux variations des parametres o2 et 0.

Sensibilité des estimations \; aux variations des parametres a priori

On utilise ici aussi bien l'algorithme de Gibbs que la méthode de Monte-Carlo pour
calculer les estimations bayésiennes (les espérances a posteriori) laml et lam2 des taux
de défaillance des jeux de données simlaml.d et simlam2.d. Ceci est fait pour différentes
valeurs des parametres o2 et 0.

Le parametre o2['variance du modele a prioril'représente aussi la qualité de I'information
a priori.
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Une faible valeur de 0? modélise une forte confiance dans 'information a prioril'l'infor-
mation apportée par les observations z; est alors négligeable par rapport a 'information
a priori.

Dans le cas opposél'une forte valeur de 02 modélise un a priori “vague”I''information
issue des observations devient alors prépondérante par rapport a l’'information a priori.

Le parameétre o?I'spécifie ainsi les contributions relatives des informations a priori et des
observations a I’estimation des parametres A;.

Ceci est illustré par la figure 3.4'ou on étudie la sensibilité des estimations \; aux varia-
tions des valeurs a priori de 2.

donnees : simlaml.d

(theta=0.085) donnees : simlam2.d

(theta=0.011)

— vrais lambdai

~ ~ -—— Estbay. sig2=0.130
- Est.bay. sig2=0.100 -~ Est.bay. sig2=0.013
—_— vrais lambdai —— Est.bay. sig2=0.001
™ — e Est.bay. sig2=0.001 ™ —

lambdai

FIG. 3.4: Effet des variations de o2 sur les estimations )\; (#= 6*)

~

La sensibilité des estimations A; aux variations des valeurs du parametre 6 dépend de la
valeur de 2.

Pour une faible valeur de o?I'’information a priori est prépondérante par rapport aux
observations. Les estimations j\l sont dans ce cas tres sensibles aux variations des valeurs
a priori de 6.

Ceci est illustré sur la figure 3.5 pour le jeu de données simlam1.d.

Par contre si la valeur de o? est suffisamment fortel'il y aura un certain équilibre entre

I’information a priori et les observations. Le choix de la valeur a priori de # aura dans ce
cas une faible influence sur les estimations \;.
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Ceci est illustré sur la figure 3.5 pour le jeu de données simlam?2.d.

donnees : simlam1.d

(sig2=0.001) donnees : simlam2.d

(sig2=0.013)
— vrais lambdai
< - < 4
— Est.bay. thet=0.00 -~ Est.bay. thet=0.01
Est.bay. thet=0.08 ———  Est.bay. thet=0.04
—_— vrais lambdai ——  Est.bay. thet=0.00
™ — - Est.bay. thet=0.20 ™ —

N NI

lambdai

FIG. 3.5: Effet des variations de # sur les estimations ); (02= 0*?)

Comparaison avec les modeles usuels

On compare ici les estimations 5\1 fournies par I’approche bayésienne BEM aux estimations
fournies par le MPDI'le modele de Crow et le modele de Goel-Okumoto.

L’approche BEM a été utilisée avec des a priori log-normaux d’assez bonne qualité.

En effetI'méme si le choix du modele a priori log-normal n’est pas un choix optimal pour
les jeux de données simlam1.d et simlam2.dl'le choix des valeurs a priori des parametres
MoI'8 et 02 est. Ces valeurs ont en effet été choisies en tenant compte des vrais taux de
défaillance laml et lam?2 a partir desquelles ont été simulés simlam1.d et simlam2.d.
Ces valeurs sont :

- pour simlaml.d : \g=X\; =3.0000=0*= 0.085 et 0?=0*?=0.001
- pour simlam2.d : \g=X\; =1.04I'0=0*= 0.011 et 02=0"2=0.013

La figure 3.6 représentant les estimations des taux de défaillance A; fournies par différents
modelesTainsi que le tableau 3.2 des sommes des carrés des erreurs relatives 7, | @ °T
confirment que ’approche bayésienne BEM donne d’excellents résultats dans le cas de
bons a priori.



lambdai

134

L’analyse statistique bayésienne en Fiabilité des Logiciels

donnees :

simlam1.d

- MPD
—_ modele de Crow
— vrais lambdai

Est.bay. ™ —

lambdai

donnees : simlam2.d

— vrais lambdai
Est.bay.

-— MPD

i modele de Crow

10 15 20

F1a. 3.6: Estimations S\Z fournies par

différents modeles

BEM | MPD | Crow

Goel-Okumoto

simlaml.d | 0.13 | 1.92 | 2.98

2.48

simlam2.d | 2.90 | 7.56 | 5.62

5.68

n -
TAB. 3.2: Erreurs relatives » [~
i=1

~

A= di
Ai
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3.6 Conclusion

Le principal objectif des études bayésiennes en Fiabilité des Logiciels présentées jusque
la a été de trouver des estimateurs bayésiens s’exprimant sous des formes analytiques
simples.

Cet objectif a souvent été atteint en utilisant des hypotheses a priori trop éloignées des
réelles connaissances a priori des experts.

On s’est efforcé dans ce chapitre d’utiliser des hypotheses aussi générales que possibles.
On a ainsi développé un outil bayésien basé sur des hypotheéses minimales dans le contexte
de la Fiabilité des Logiciels (absence d’usure) mais permettant d’intégrer différents types
de connaissances a priori.

Cet outil général peut étre considéré comme un outil d’aide a la modélisation permettant
a chaque utilisateur d’introduire les spécificités de son probleme a travers le choix des
propriétés a priori des taux de défaillance A;.

Les résultats expérimentaux présentés a la fin de ce chapitre confirment que ’analyse
bayésienne permet d’avoir d’excellentes estimations quand les hypotheses a priori sont de
bonne qualité.

Ces a priori de bonne qualité nécessitent une forte collaboration entre le statisticien et les

experts en génie logiciel.

Il reste donc a profiter de telles collaborations pour confronter I'approche bayésienne
décrite dans ce chapitre aux réalités des problemes industriels.
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Chapitre 4

Validation et Choix de Modeles en
Fiabilité des Logiciels

On présente dans ce chapitre quelques outils de validation de modeles de fiabilité des
logiciels.

On commence par discuter 'utilisation des tests d’adéquation statistiques dans le cadre
des hypotheses générales de la Fiabilité des Logiciels.

On introduit ensuite les outils mathématiques permettant de donner une définition for-
melle du critere du u-plot.

Ce critere a été présenté initialement par Littlewood et Verrall [67] comme un outil gra-
phique de validation des modeles de fiabilité des logiciels.

On généralise ensuite les résultats expérimentaux de Downs et Scott [25] justifiant empi-
riquement l'utilisation du critere du u-plot comme un test d’adéquation statistique.

En essayant de donner une justification théorique a ces résultats expérimentaux on obtient
un nouveau test “préquentiel” d’adéquation a une loi exponentielle de parametre inconnu.

4.1 Introduction

L’abondance de modeles de fiabilité des logiciels et ’absence d’un modele universel
font que les praticiens se trouvent souvent confrontés a la difficulté du choix du modele
le plus adapté a leur probleme.

Relativement peu de travaux ont été consacrés au probleme de la comparaison et du choix
de modeles de fiabilité des logiciels.

On peut par exemple citer : Keiller et al [52]I'[annino et al [45]['Abdel-Ghaly et al [1]T
Khoshgoftaar et Woodcock [54] et Downs et Scott [25].

De ces travaux ressortent quatre critéres principaux [45] de validation a priori. Ils per-
mettent d’évaluer les qualités intrinseques des modeles indépendamment des données ob-
servées. Ces criteres sont :
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- La validité des hypotheses : le modele considéré doit étre basé sur des hypotheses plau-
sibles et acceptables par les ingénieurs logiciels.

- L’applicabilité : un modele doit pouvoir s’utiliser dans divers circonstances et cas de
figures : différents environnements opérationnelsl'différentes étapes du cycle de viel'etc.
Le modele doit par ailleurs avoir une certaine robustesse vis a vis des écarts a ses hypo-
theses.

- La capabilité : un modele doit étre capable d’estimer avec une précision suffisante les
attributs utilisés par les praticiens : MTTFT ROCOFT taux de défaillancel fonction de
fiabilitéletc.

- La simplicité : un modele doit étre conceptuellement simplel'ses fondements théoriques
doivent étre accessibles aux ingénieurs logiciels.

La collecte des données nécessaires a I’estimation de ses parametres doit étre facile et peu
cotiteuse. Les calculs sous-jacents doivent étre facilement programmables et peu cotliteux
en temps de calcul.

Ces quatre criteres permettent de faire une premiere sélection de modeles.

A ces criteresI's’ajoutent un certain nombre de criteres de validation a posteriori qui
permettentl’au vu des données recueilliesI'de choisir le modele le mieux adapté. Ces
criteres de validation a posteriori permettent de mesurer (cf. Kanoun [50]) :

- la qualité réplicative : c’est la capacité du modele a ajuster les données passées. Pour
I’évaluer on peut par exemple utiliser les tests d’adéquation statistiques.

- la qualité prévisionnelle : c’est-a-dire la capacité du modele a prédire les données de
défaillance futures.

Un certain nombre d’outils empiriques ont été proposés pour I’évaluation de cette qualité
prévisionnelle (cf. [1]).

Les qualités réplicative et prévisionnelle peuvent étre évaluées par des outils statistiques
assez semblables. Ces outils seront développés dans les sections suivantes.

4.2 Tests d’adéquation statistiques

La mesure de la qualité réplicative peut se faire par I'utilisation des tests d’adéquation
statistiques. Ces tests permettent de juger la compatibilité du modele considéré avec les
données de défaillance observées.

Les principales familles de tests d’adéquation (cf. [22]) sont les tests du x? et les tests
basés sur la fonction de répartition empirique. On ne s’intéressera dans ce travail qu’aux
derniers.
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La plupart des tests d’adéquation proposés dans la littérature concernent le cas de modeles
ou les observations x4, ..., x, sont issues de v.a.r. X; i.i.d.

Or en Fiabilité des LogicielsI'la croissance de fiabilité implique des modeles ot les v.a.r.
temps inter-défaillances X; ne sont pas i.i.d.

On précise ci-dessous le cadre général et les notations de cette section.

On rappelle ensuite quelques propriétés de la fonction de répartition empirique. Ces ré-
sultats permettent d’introduire le test de Kolmogorov-Smirnov : test d’adéquation a un
modele ou les v.a.r. X; sont i.i.d. de loi completement spécifiée.

On parlera ensuite de I'adéquation a différents types de modeles selon que les v.a.r. X;
sont supposées i.i.d. ou nonl'et selon que les parametres du modele sont supposés connus
ou inconnus.

On précisera pour chacun des cas les éventuelles applications pour les modeles de fiabilité
des logiciels.

4.2.1 Cadre général et Notations

Hypotheses — On considere dans toute cette section un processus aléatoire réel X =
{Xi}i>1. On note P* sa loi de probabilité supposée inconnue.
On suppose qu’on dispose des observations 1, ..., x, des n premieres v.a.r. Xq,...,X,.

Lorsque dans le modele M les v.a.r. X; sont supposées i.i.d.I'on note F™* leur fonction de
répartition inconnue.

On s’intéresse ici au test de ’adéquation des données 1, ..., x, a des modeles statistiques
M appartenant a I'une des quatre familles suivantes :

e cas 0 :les v.ar. X; sont supposées i.i.d. de fonction de répartition Fy(.,6y) com-
pletement spécifiée (parametre 6y connu a priori)['T’hypotheése nulle est alors :

HY = «F* = Fy(.,6,) .

e cas 1 : les viar. X; ne sont pas i.i.d.I'leur loi de probabilité conjointe Py, est
completement spécifiée (parametre fy connu a priori)['I’hypotheése nulle est dans ce

cas :
H(gl) — « pr_ P90 2

e cas2:lesv.a.r. X; sont i.i.d.T'leur loi de probabilité Fi,(.,f) n’est pas complétement
spécifiée (parametre 6 inconnu)l'I’hypothése nulle est :

HY = “F* e {Fy(.,0),0 €0} .

e casd: c’est le cas le plus générall'dans ces modeles les v.a.r. X; ne sont pas i.i.d. et
le parametre # n’est pas connu a priori. L’hypothese nulle est alors :

H® = «pre{p,0 €0 cR}".
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Remarque — Nous nous n’intéressons pas ici a la puissance des tests d’adéquation dont
I’étude supposerait de modéliser également une contre-hypothese a M.

Des transformations adéquates des v.a.r. X; peuvent ramenerl'’comme on le décrira plus
tardIle probleme du test des modeles vérifiant les hypotheses des cas 112 ou 3 au probleme
du test d’adéquation dans le cas 0.

Pour tester 'adéquation a un modele vérifiant les hypotheses du cas 0 on peut utiliser le
test de Kolmogorov-Smirnov.

Ce test est basé sur des propriétés asymptotiques de la fonction de répartition empiriquel’
ces propriétés seront brievement rappelées ci-dessous.

4.2.2 Propriétés de la fonction de répartition empirique

Hypothese — On suppose dans cette sous-section que les v.a.r. X; sont i.i.d. de fonction
de répartition F* continue et inconnue.

Notations — La fonction de répartition empirique associée aux v.a.r. Xi,..., X, est
notée IF,, :

1 n

Vr € R FIFH(JJ) = E Z 1{Xi§$}
i=1
1
= — [ nombre des X; < x|
n

Distance entre IF,, et F'*

Plusieurs distances peuvent étre utilisées pour mesurer I’écart entre les fonctions IF,, et
F* (cf. [22] page 100).
On présente ci-dessous la distance de Kolmogorov-Smirnov :

Définition — 4.1 La distance de Kolmogorov-Smirnov entre les fonctions I, et F*
est donnée par :

Dy, = sup | Fy(z) — F*(z) | .
zeR

Notations — Dans la suite de ce paragraphe on utilise les notations suivantes :

1. D} E:lelg(IF‘n(a:) — F*(x)) .

sup (F*(z) —IF,(z)) .

zeR

2. D;
3. Vi<nT U, = F*(X)).

4. (U})i<n est la suite ordonnée (croissante) obtenue a partir de I’échantillon (U;);i<,.
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Propriétés —
1. Les v.a.r. U; sont i.i.d. de loi Unif[0, 1]
1—1

n

)

2. D; = maxign(% — Uz*) et D; = maxign(Ui* —

) ,_1
3. D, = maz(D,,D,) = max [maXi<n(i — U}) T'max;<, (U} — ! )]
snl < -

Théoréme — 4.2 (Kolmogorov-Smirnov)

n—+o0, Lot
\/ﬁDn — £KS

ot Lxg est une loi indépendante de F*, a valeurs dans IR appelée loi de Kolmogorov-
Smirnov.
Sa fonction de répartition est donnée par :

I 2,.2
Ve >0, Fgs(x) = Z (—l)ke_% ’”

k=—00

oo 2,.2
= 142 (-1ke?, (4.1)
k=1

Remarques et Notations —

1. Les quantiles de la loi de Kolmogorov-Smirnov peuvent étre trouvés dans des tables
numériques (cf. par exemple [86] page 466).

2. 11 est facile de démontrer 1’égalité suivante :

Dy = sup | Fy(t) —1 |
t€[0,1]

ou IF; désigne la fonction de répartition empirique associée aux v.a.r. (U;)i<y-

Le théoreme de Kolmogorov-Smirnov peut étre déduit (cf. Durbin [27]) & partir du résul-
tat suivant :

Proposition — 4.3 Si pour tout entier positif n on note y, = {yn(t) }repo, le processus
défini par :

Vi €[0,1], ya(t) = v (IF(t) — 1)
alors la suite de processus (y,)n>1 converge en loi vers le pont brownien :

{yn(®) Yeeron = {B(1)}hicpo.n

ot {IB(t) }¢co,1] désigne le pont brownien sur [0, 1].
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4.2.3 Adéquation a une loi completement spécifiée

On utilise dans cette sous-section les résultats présentés ci-dessus pour tester I'adéquation
des données x4, ...,x, a un modele paramétrique dont le parametre est connu a priori.
La procédure de test sera légerement différente selon que les v.a.r. X; sont supposées ¢.i.d.
(cas 0) ou non (cas 1).

Cas 0 : les X; sont i.i.d. (test de Kolmogorov-Smirnov)

Hypotheses — On suppose dans ce paragraphe que les v.a.r. X; sont i.i.d. de fonction
de répartition F™* inconnue.

Le modele M dont on souhaite mesurer la qualité réplicative est completement spécifié
par la fonction Fy,(.,6y) approchant F'*. Le parametre 6 est ici supposé connu. —

Tester 'adéquation des données au modele précédent revient a tester I’hypothese :
HY = «F* = Fy(.,0,) 7 contre “ F* % Fy(.,00) " .

Pour ce fairel'on utilise le test 4.2 de Kolmogorov-Smirnov qui s’écritI’sous 'hypothese
Héo) sous la forme suivante :

V/nD,, = \/ﬁsug | Fo() — Far(z,00) |25 Lics.
PSS

Définition — 4.4 Le test de Kolmogorov-Smirnov permet de tester I’hypothese nulle
H(EO) en comparant \/nd, (réalisation de la v.a.r. \/nD,) aux quantiles de la loi de
Kolmogorov-Smirnov.
La quantité d,, peut étre calculée par la formule suivante :
i . L, 1—1
d, = max [I?S%X(E —ul), r?glx(ui -

)]

4 Vlﬁn; ul:FM(xweO)

o (u})i<y est la suite ordonnée (croissante) obtenue a partir de I’échantillon (u;)i<y-
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Cas 1 : les X; ne sont pas i.i.d.

Hypotheses — Dans les modeles de fiabilité des logiciels les v.a.r. X; ne sontl'en générall’
ni indépendantes ni équidistribuéesl'c’est I’hypothese qu’on adopte dans ce paragraphe.

On suppose donc que 'on souhaite tester I’adéquation des observations xi,...,x, a un
modele ot le processus {X;};>1 est de loi P, de parametre 6, connu. —

Ce probleme se ramene au test de I'hypothese :
HY = «p*=p, 7 contre “P*#P), " .

Le résultat suivantI’di & Rosenblatt [84]permet de transformer le probléme précédent
en un probleme d’adéquation & un modele ou les variables sont i.i.d. (cas (). On pourra
alors utiliser le test de Kolmogorov-Smirnov décrit ci-dessus.

Théoréme — 4.5 (Rosenblatt) Soit (Xi,...,X,) un vecteur aléatoire de fonction de
répartition F(x1,...,x,) absolument continue.

Soit Tx la transformation de R™ dans R", qui au vecteur (xy,...,x,) fait associer le
vecteur (uy,...,u,) défini par :

uy = P(X1 S .ZUl)
Uy = P(X2§.3U2|X1:LU1)
Up = P(Xngxn|X1:x17-"7Xn71:xn71)
Les v.a.r. Uy,...,U, définies par :
(Ula---aUn) :TX(Xlaan)

sont i.i.d. de loi Unif|0,1].

e

Notations — La fonction qui a la i“™ v.a.r. X; associe la v.a.r. U;I'selon le schéma

décrit ci-dessusl'est notée :

Ui = E(Xz | Xl, Ce ,Xifl).

Le probleme du test d’adéquation aux modeles du cas 1 (hypothese Hél)) se ramenel'grace

au théoreme précédentl’au probleme du test de ’adéquation de la suite :

(ugy .oy ty) =Tx(T1,..., %)

a un échantillon de loi Unif|0, 1].
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Si on connait les expressions explicites des v.a.r. :
Ui = F(Xi | X1,..., X; 1)

en fonction des v.a.r. X;['on peut alors calculer les valeurs u; et utiliser le test de
Kolmogorov-Smirnov pour tester leur uniformité.

On en déduira ainsi la qualité de ’adéquation des observations zy,...,x, aux modeles
vérifiant les hypotheses du cas 1.

Exemple : test d’adéquation au modeéle de Goel-Okumoto

On utilise ici 'approche décrite ci-dessus pour tester I’adéquation d’un jeu de données
x1,...,%, au modele de Goel-Okumoto [42].

Le modele de Goel-Okumotol présenté dans la section 1.4 est un modele NHPP dont
Iintensité de défaillance est donnéel'pour tout réel positif tI'par :

Aao(t) =Xe™® ot A € R, et ¢ € R.

Notations —

1. On note Pgo(e) laloi de probabilité du processus aléatoire des temps inter-défaillances
{Xi}i>1 dans le modele de Goel-Okumoto de parametres A et ¢.

2. Rappelons quel'pour tout entier positif ;['on note :

) )
T'i = ZXJ et ti = ij.
7j=1 7j=1

Dans les modeles NHPPI'les v.a.r. X; ne sont ni indépendantes ni équidistribuées.
On a cependant le résultat suivant (cf. Snyder [93] page 59) :

Proposition — 4.6 Dans un modéle NHPP d’intensité de défaillance \(t), on a pour tout
entier ¢t > 1 :

123
P(Xz S ZT; | X1 = T1y... ;Xi—l = .'L‘Z'_l) =1- 6[11']9[—/ )\(u)du] .

ti—1

En utilisant le théoreme de Rosenblatt et la proposition précédentel’'on obtient le résultat
suivant :
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Proposition — 4.7 Sous [’hypothese :

HSGO) = “P e{Poong), NERyetpecR}”

les v.a.r. : \
Ui = exp[ = (e %t — e 9Ti-1) ]
¢
sont i.5.d. de loi Unif|0,1].
Le résultat précédent permet de tester 'adéquation des observations zy,...,x, a une loi

de Goel-Okumoto dont les parametres sont connus a priori.

Remarques —

1. L’approche précédente n’est pas spécifique au modele de Goel-Okumoto. On peut la
généraliser a tout modele ou on connait I'expression des fonctions :

Fz(l“z | Ty, - --;xifl) = P(Xi < | X1 =x,..., X1 = Sszl)
et ol on connait a priori les valeurs des parametres.

2. En pratique on connait rarement les valeurs des parametres du modele étudié. Dans
ce cas il faut tester 'adéquation a une famille de lois et non plus a une loi connue.

4.2.4 Adéquation a une famille de lois

En pratiquel'on est le plus souvent ramené a tester 'adéquation a un modele dont les
parametres ne sont pas spécifiés.
Ceci revient a tester I’adéquation a une famille de lois de probabilitél'c’est-a-dire a tester
I’hypothese composée :

“Prec{PpTocOCRF}”.

On présente dans le paragraphe suivant quelques approches relatives au cas ot les v.a.r.
X; sont i.i.d. (cas 2).

On présentera ensuite une approche due a O'Reilly et Quesenberry [79] permettant de
traiter aussi bien le cas i.i.d. (cas 2) que le cas général (cas 3).

Introduction : cas ou les X, sont i.i.d.

Hypotheses — Dans ce paragraphel’on suppose a nouveau que les v.a.r. X; sont i.i.d.
de fonction de répartition /™ inconnue. —

On souhaite alors étudier la qualité réplicative d’un modele M spécifié par la famille de
fonctions paramétriques : {Fy/(.,0) T' 0 € O} approchant F™.
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Il faut donc tester I’hypothese :
HPY = “F* e {Fy(,0),0 €0} ” contre “F*¢ {Fy(.,0),0€0}”.

Le test de Kolmogorov-Smirnov tel que présenté dans la définition 4.4 ne peut étre utilisé
puisqu’on ne peut calculer les quantités :

le parametre 6 étant inconnu.

Notation — Dans la suite de ce ChapitreFé désignera un estimateur du parametre 6.

Une premiere approche de test consiste a remplacer dans la distance de Kolmogorov-

Smirnov :

D, = sup | Fu(z) — Fa(z,0) |
zelR

le parametre inconnu @ par son estimateur (X, ..., X,). On s’intéressera alors a la v.a.r. :

D, =sup |F,(x) — Fy[z,0(Xy,...,X0)] |-
z€lR
Mais sous H(g2)Fla suite des v.a.r. /n D, ne converge pas forcément vers la loi de
Kolmogorov-Smirnov.
Rien ne garantit par ailleurs que la loi asymptotique de la suite \/n D, ne dépend pas du
parametre inconnu 6.

Dans certains cas particuliersI'on peut cependant se ramener a des v.a.r. D,, dont la loi
asymptotique ne dépend pas de 6.

David et Johnson [23] montrent par exemple que dans le cas ou le parametre 6 est un
parametre réel de position (i.e. Fy(z,0) = G(x—60))Tou un parametre d’échelle (i.e.
Fy(z,0) = G(z/0))Tla suite v/n D,, al'sous certaines conditions sur Iestimateur AT une
loi asymptotique indépendante de 6.

Les conditions de David et Johnson sont vérifiées par exemple quand les lois considérées
sont des lois normales ou exponentielles et quand les estimateurs utilisés sont ceux du
maximum de vraisemblance.

Les tables des quantiles de la loi asymptotique de la suite de v.a.r. \/n D, (pour les lois
normale et exponentielle) ont été fournies par Lilliefors [62] et [63].

Stephens [97] propose une variante de I’approche précédente ou il estime le parametre
a partir d’'une moitié (choix aléatoire) de I’échantillon (X;);<, notée : (X;)i<p 2.

En utilisant les résultats de Durbin [27] et Rao [82]['Stephens montre que la loi asympto-
tique de la suite des v.a.r. :

VD, = Vusup | Fy(w) = Flo,0(X], ..., X; )] |

zelR
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est la loi de Kolmogorov-Smirnov. On retrouve ainsi le cas 0. Ceci permet d’utiliser les
tables standards des quantiles de la loi de Kolmogorov-Smirnov.

Une autre approche intéressante a été proposée par O’Reilly et Quesenberry [79].
Cette approche permetl’dans le cas ou il existe une statistique exhaustive pour le para-
metre #l'de se ramener au cas 0 et doncl'a nouveaul’au test de Kolmogorov-Smirnouv.

Cette approchel'décrite dans la suite de cette sous-sectionl'est basée sur les transforma-
tions intégrales de probabilité (PIT) (cf. [23] et [79]). Elle a 'avantage de traiter aussi
bien le cas ou les v.a.r. X; sont i.i.d. (cas 2) que le cas général (cas 3).

Les transformations intégrales de probabilité (PIT)

Hypotheses — Les v.a.r. X; ne sont plus supposées i.i.d. On se place dans la suite de
ce chapitrel'sauf mention du contrairel'dans le cadre général du cas 3. -

On souhaite donc tester ’adéquation des observations zi,...,z, a un modele paramé-
trique M spécifié par la structure statistique :

(RN, BIRL™), Pyy = {Py,0 € © C RM}).
Ce probleme revient a tester I’hypothese statistique :

Hé?’) = “ P* € Py 7 contre son alternative “ P* & Py, 7.

O’Reilly et Quesenberry [79] suggerent de transformer la suite des v.a.r. (X;);<, en une

suite de v.a.r. (U;);<,Iqui sontT'sous 'hypothese nulle HPTiid. de loi Unif[0,1]. Ce qui
permet de se ramener au test de Kolmogorov-Smirnov standard.

Avant de donner le principal résultat de O’Reilly et Quesenberryl’ on donne d’abord
quelques définitions et quelques notations.

Hypothese — L’hypothese principale dans 'approche de O’Reilly et Quesenberry est

l’existence d’une statistique exhaustive HT'a valeurs dans IR'T'pour le parameétre 0 €
0 c R".
On notera dans la suite pour tout ¢ < n :

HZEH(Xl,,XZ)

Notations — Sous I’hypothese H(gg)Fla loi de probabilité P* du processus {X;};>; est
égale a Py. Dans ce cas on note :

1. Fo(z1,...,2,;0) la fonction de répartition du vecteur (Xi,...,X,).
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2. Pour tout i < nI'la fonction de répartition du vecteur (X7, ..., X;) conditionnelle-
ment a H,, est notée :

.FZ(ZL'l,,$1|Hn)EP(X1§ZII1,,X1§$Z|Hn)

3. Pour ¢ < nl'la fonction de répartition de X; conditionnellement a Xy,..., X, 1; H,
est notée :

Va:i R FE(.Tl | Xl;---aXifl;Hn) = P(Xl S Z; | Xl;---aXifl;Hn)-

Remarques —

1. Il est évidemment souhaitable que H ne soit exhaustive que relativement au modele
M dont on teste ’adéquation et non relativement a un sur-modele qui incluerait
une partie de la contre-hypothese.

2. La fonction F,(x1,...,x, | Hy) est I'estimateur de Rao-Blackwell de la fonction de
répartition F,(z1,...,x,;0).

3. L’exhaustivité de la statistique H fait que les fonctions :
E(xla - X | Hn) et F;(xl | Xla s 7Xi71; Hn)

ne dépendent pas du parametre 6.

On présente ci-dessus le résultat de O'Reilly et Quesenberry [79] permettant de se ramener
au test de 'adéquation d’un échantillon a la loi Unif|0,1] (cas 0) :

Théoréme — 4.8 (O’Reilly et Quesenberry) Soit « le plus grand entier positif infé-
rieur ou égal a n tel que la fonction Fy(x1,...,xq | Hy) soit absolument continue.
Sous U’hypothese :

HY = “P e {P),0cOCR}”

les v.a.r. :

Ul — FI(XI | Hn)
Uy = FQ(X2|X1;Hn)

=¥
I

Fa(Xa | Xl;-"aXafl;Hn)
sont i.1.d. de loi Unif[0,1].

Ces v.a.r. s’expriment en fonction des v.a.r. X; indépendamment du paramétre 6.
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Preuve — Une preuve détaillée de ce théoreme est donnée dans O’Reilly et Quesenberry
[79].

Notons que I'indépendance et la loi Unif[0, 1] des v.a.r. U; sont une conséquence directe
du théoreme 4.5 de Rosenblatt.

L’utilisation de la statistique exhaustive H fait que les v.a.r. U; sont indépendantes du
parametre inconnu 6. O

Le théoreme précédent permetl’dans le cas ou il existe une statistique exhaustive non
triviale pour #I'de ramener le test de 'hypothese composée Hég) au test de 'hypothese
simple :

“les v.a.r. U; sont i.i.d. de loi Unif[0,1] 7.

Pour pouvoir tester cette hypothese simplelil reste a obtenir les expressions explicites des
v.a.r. U; en fonction des X;. Ces expressions vont dépendre du modele considéré.

On présente ci-dessous deux exemples d’application du théoreme de O’Reilly et Quesen-
berry. Le premier exemplel'da a O’Reilly et Quesenberry (cf. [22] page 254)I" concerne
I’adéquation d'un échantillon a une loi exponentielle.

Le deuxieme exemple est donné par Gaudoin [37]Til concerne le probleme de 1'adéquation
au modele NHPP de Crow.

Exemple 1 : test d’adéquation a une loi exponentielle

Hypothese — Dans ce paragraphel'les v.a.r. X; sont supposées i.i.d. de fonction de
répartition F™* inconnue. —

On souhaite tester I'adéquation des observations x1,...,x, a une loi exponentiellel'c’est-
a-dire tester I’hypothese nulle :

HE = “F* = Fugp(., ) ot A € Ry et Fugy(w,\) =1 — ¢ .7

L’estimateur de maximum de vraisemblance de A\ est donné par :
« n
n — n )
i=1 Xi

et une statistique exhaustive est :

Le théoreme de O'Reilly et Quesenberry rameéne alors le probleme du test de H{™"

probleme du test de ’adéquation des v.a.r. :

au

Ui = Fi(Xi | Xi,... 7Xi71;Hn)
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a la loi Unif]0,1].

Les expressions des v.a.r. U; en fonction des X; sont données par la proposition suivante :

Proposition — 4.9 (O’Reilly et Quesenberry) Si les v.a.r. Xq,...,X, sont i.i.d de
loi Exp(\), A € Ry, alors, pouri=1,...,n—1, les v.a.r. :

Ui = F;J(Xi|X17---7Xi71;Hn)

AN

j=i

(4.2)

sont i.i.d. de loi Unif[0,1].

1l en découle, par des changements d’indices, que les v.a.r. :

i—1 i—1
. ¢

—<M> L i=2,...,n
1 X]

Jj=1

sont aussi i.5.d. de loi Unif|0,1].

La proposition précédente est une conséquence directe du théoreme de O’Reilly et Que-
senberry.
Le test de ’hypothese composée Héemp) se ramene ainsi au test de Kolmogorov-Smirnov.

Exemple 2 : test d’adéquation au modele de Crow

Le modele de Crowl'présenté dans la section 1.4 est un modele NHPP dont 'intensité de
défaillance est donnéel'pour tout ¢ réel positifl'par :

Aor(t) = aft’™" oltaet B € RY.
Dans ce modele les v.a.r. X; ne sont pas i.i.d.

Notation — On note Pcy(q,5) la loi de probabilité du processus aléatoire {Xi}i>1 dans
le modele de Crow de parametres a et 3.

Pour tester 'adéquation au modele de Crowl'on s’intéresse au test de I’hypothese :

H = “ P € {(Poyap T aet R}

Remarques et Notations — Sous I'hypothese Hécr) on a (cf. proposition 4.6)
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1. P(XZ S €T; | X1 = T1,... 7Xi—1 = ZL‘i_l) =1- exp[—a(tf - tlﬁ_l)]

2. Une statistique exhaustive bidimensionnelle est donnée par le couple :

[T,,> In(T;)] oupouri<nTT, =) X
i=1

j=1

3. Pour ¢ < nl'la fonction de répartition de la loi de probabilité de T;['conditionnelle-
ment & 11,..., Ty et a [T, 37_, In(T})] est notée :

=1

Gaudoin [37] utilise le théoreme de O’Reilly et Quesenberry pour montrer le résultat
suivant :

Proposition — 4.10 (Gaudoin) Sous l’hypothése Hécr), les v.a.r. V; définies ci-dessous
pouri=1,...,n—2 sont i.i.d. de lois Unif[0,1]. Leurs expressions ne dépendent pas des
parametres o et (3 :

7j=1
¢(Y3)
¢i(Yi-1)
ou :
1,

o Vi<mn, Yizln(f).

e Les fonctions ¢ sont définies par :

Eea

¢i(2) = Z Cfifi (—1)k

k=0

n—1 n—i—1
£
Jj=t

avec | x| désignant la partie entiére du réel x.

Le résultat précédent permet donc de se ramener au test d’adéquation a un échantillon
de loi Unif[0,1].

Rappelons que 'approche de O’Reilly et Quesenberry ne peut étre utilisée que si ’on
dispose de statistiques exhaustives non triviales. Ceci n’est pas le cas par exemple pour
le modele MPD.
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Une deuxieme difficulté pour 'application de cette méthode est le calcul des expressions
des v.a.r. U; du théoreme de O’Reilly et Quesenberry. Ce calcul est]'comme le montre
I’exemple précédentl'souvent tres compliqué.

On présente dans la section suivante une approche alternative : la méthode du u-plot.
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4.3 Un outil de mesure de la qualité prévisionnelle :
le “u-plot”

En Fiabilité des LogicielsI'les modeles sont surtout utilisés pour prédire le comporte-
ment futur du processus de défaillance.
Ceci donne a la qualité prévisionnelle une grande importance dans le choix des modeles
de fiabilité des logiciels.

Certains outils ont été proposés pour évaluer cette qualité prévisionnelle. Des listes assez
exhaustives de ces outils sont données par Abdel-Ghali et al [1] et Ledoux [60].

L’un des outils les plus utilisés est le critere du u-plot initialement introduit par Littlewood
et Verrall en 1973 [67]T"et étudié ensuite par Keiller et al [52]T"Abdel-Ghali et al [1] et
Downs et Scott [25].

On présente ci-dessous le critere du u-plot et on montre que cet outill'présenté initialement
comme un indicateur graphique de qualité prévisionnellel'peut étre utilisé dans certains
cas comme un test d’adéquation statistique.

4.3.1 Cadre général et approche préquentielle

Hypotheses — On se place dans le méme cadre que dans la section 4.2I'c¢’est-a-dire
qu’on suppose que le processus {X;};> est de loi de probabilité P* inconnue. -

On s’intéresse a la validation du modele paramétrique M spécifié par la structure statis-
tique paramétrique :

(RN, BIRL™), Pyr = {Py,0 € © C RM}).

On souhaite plus précisément évaluer la qualité prévisionnelle du modele M au vu des
observations zi, ..., z, du vecteur (Xi,..., X,).

L’approche prévisionnelle consiste a utiliser le modele M et les observations xy,...,x,
pour prédire le comportement futur du logiciel étudié en prédisant les lois de probabilité
des v.a.r. X411, X490, ete.

Mesurer la qualité prédicitive revient a évaluer la qualité de ces prédictions.

Ceci peut étre fait a 1’aide de I’approche préquentielle (prédictive-séquentielle) présentée
par Dawid [24] et décrite ci-dessous.

L’approche préquentielle

Définition — 4.11 L’approche préquentielle est une approche itérative permettant
d’évaluer la qualité prévisionnelle du modéle étudié.
Chaque itération i de [’approche préquentielle se décompose en trois étapes :
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1. On divise les observations en deuz groupes :
(1, ..y 2y) et (Tig1,...,T,)
2. on prédit la loi de la v.a.r. X;11 au vu uniquement des observations x4, ..., x;

3. cette prédiction est ensuite évaluée compte tenu de [’observation x;y, de la v.a.r.
Xit1-

En adoptant ’approche préquentiellel’on procéde donc comme si les observations arri-

-eme

vaient de maniere séquentiellel'et qu’a la :“™¢ itération on ne disposait que des observations
xy,...,x; pour prédire la loi de probabilité de la v.a.r. X; ;.

Notations — Dans la suite de cette section on notel'pour tout ¢ < n :

‘

L. Ff (. | @1,...,2;) la fonction de répartition de la “vraie” loi de probabilité de la
v.a.r. X;;; conditionnellement a X; = zy,..., X; = x; :

ﬂ:l($|$1,...,$i) :P*(Xi+1 S.’L‘ | X1 :.’L‘l,...,Xi:ZIIi).

2. Fiyq(, 0] 2,...,2;) la fonction de répartition de la v.a.r. X;;; conditionnellement
a X1 =uz,...,X; = z; sous 'hypothese “P* = P,” :

Fi+1(5579|3€1;---755z') :P()(Xz'+1 §33|X1 :xl,---aXiZSUz')-

3. Rappelons que 0 désigne un estimateur du parametre 6.

A Titération 7 de la procédure préquentiellel'la prédiction de la loi de X;;; au vu des

observations x1,...,x; peut se faire en estimant la fonction de répartion inconnue
% .
Fr (| @,..., %) par:
Fot [0, ) [, ). (4.3)

Remarque — On peut aussi prédire la loi de X;,; en utilisant une approche bayésienne
ou on considere une loi de probabilité a priori Il sur le parametre 6.

Si on note II(0 | xy, ..., x;) la densité a posteriori de fI'la loi de probabilité de X;;; peut
alors étre prédite en estimant F;",(. | z1,...,2;) par :

Ffo(z | o, 0) /969 Fig1(z,0 |y, ... ;) IO | 29, ...,2;) d6. (4.4)

La difficulté de I’évaluation des prédictions précédentes vient du fait que pour tout i < nI’
on ne dispose que d’une seule observation x;,; de la v.a.r. X; ;.

Le critere du u-plot permet de contourner cette difficulté en donnant une évaluation globale
de la qualité des prédictions (4.3).
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4.3.2 Le critere du u-plot

Définitions et Notations

On présente ci-dessous quelques notations qu’on utilisera pour définir le critere du u-plot.

Notations — Soit p un entier fixé strictement inférieur a nI’

1. on note (;)p+1<i<n les réalisations des v.a.r. (U;)py1<i<n définies par :

Uppr = Fpor [Xpp1, 0(X1, ..., X)) | X1, .00, X, ]

~ ~

Upro = Fppo[Xpio,0(X1, ..., Xpi1) | X1y, Xppd]
U, = F,[X,,00X1,...., X 1) | X1,..., X 1]

2. on note IF,, ,, la fonction de répartition empirique associée aux v.a.r. (U;)p41<i<n :

1 n

=D =t

Vo € RTIF,,(v) =

3. On note (U#)1<i<n_p la suite ordonnée (croissante) obtenue & partir de la suite de
v.a.r. (Ui)p<i§n-

La qualité prévisionnelle d’'un modele M peut étre mesurée par le critere du u-plot défini
ci-dessous :

Définition — 4.12 On appelle critére du u-plot la distance de Kolmogorov-Smirnov
entre la fonction de répartition empirique de la suite (U;)p+1<i<n €t la fonction de répar-
tition de la loi Unif|0,1].

Cette distance de Kolmogorov-Smirnov est la réalisation de la v.a.r. Dnyp donnée par :

Dyy = sup [Fpy(t) —t|
te[0,1]

By 3 1
= maz|[ max ( —U), max (U-*—Z
1<i<n—p n — p ’ 1<i<n—p~ * n—p

)]

Keiller et al [52] appellent u-plot le graphe de la fonction de répartition empirique de la
suite (’LNLZ')p<i§n.
Remarques —

1. II faut bien noter I'aspect séquentiel de ’approche u-plotI'puisque les différents u;
sont calculés a partir d’estimations différentes du parametre 6.
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2. Le choix de ’entier p est laissé a l'utilisateur. On peut cependant remarquer qu'un
faible entier p engendre une mauvaise qualité des premieres estimations de 6 :
(x1,...,2,)00(xy, ..., zp41) et
Ce choix dépendra donc de la qualité de 'estimateur 0.

Définition — 4.13 En pratique, on remplace souvent le critére u-plot associé a la v.a.r.
D, par U’indice u-plot réalisation de la v.a.r. K, , définie par :

Knp=+/n—pDy,.

L’indice u-plot permet d’éliminer 'effet taille des jeux de données.

Justification du critere du u-plot

On montre ci-dessous que des modeles qui ont de bonnes qualités prévisionnelles auront
forcément des criteres u-plot de faibles valeurs.

En effetI'si le modele étudié a un bon pouvoir prédictifl’les estimations (4.3) seront de
bonne qualité.

Les fonctions prédictives Fyy, [.,0(x1, ..., ;) | @1, ..., ;] vérifieront alorsT'dans une cer-
taine mesurel'les propriétés des fonctions Fy (. | z1,...,2;).

Le critere du u-plot est associé a la propriété de Rosenblatt (cf. théoreme (4.5)) que
vérifient les fonctions Fj (. | z1,...,2;) :

Les v.a.r. U; définies ci-dessous sont i.i.d. de loi Unif[0,1] :

U1 - Fl*(Xl)
U2 — F;(X2|X1)

Un == F:(Xn | Xl;- .. 7Xn71)

Si les estimations (4.3) sont de bonne qualitéI'les v.a.r. U; seront “proches” des v.a.r. U;.
La suite (%;)1<i<n—p sera alors “proche” d’un échantillon de loi Unif|0, 1].

Ainsille modele M sera validé si la fonction de répartition empirique de la suite (@;)1<i<n—p
(i.e. le u-plot) est assez proche de la fonction de répartition de la loi Uni f[0, 1]Tc’est-a-dire
de la diagonale “y=2z".

Cette proximité est mesurée par le critere du u-plot qui est la distance verticale maximale
entre le u-plot et la diagonale.

Exemple — On considere le jeu de données simulMPD.d simulé a partir du modele
MPD.
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FiG. 4.1: Adéquation des données simulMPD.d au MPD et au modele de Crow

La figure 4.1 représente les u-plots du MPD et du modele de Crow relatifs au jeu de
données simulMPD.d.

Il en ressort clairement que le MPD a une meilleure qualité prévisionnelle que le modele
de Crow puisque les valeurs de I'indice u-plot sont KIOO 20 = 1.00 pour le MPD et Kwo 20 =
1.74 pour le modele de Crow.

Remarque — Keiller et al [52] précisent que le critére du u-plot est un simple indicateur
graphique. Ils mettent en garde contre son utilisation comme un test statistique.

4.3.3 Le critére du u-plot vu comme un test statistique : justi-
fications empiriques

On se pose ici la question de pouvoir utiliser le critere du u-plot comme un test d’adé-
quation statistique. C’est-a-dire peut-on comparer la réalisation knp de la v.a.r. Knp a
certains quantiles pour rejeter ou non le modele M a un certain de seuil de signification ?

Cette question est liée a la détermination'sous I’hypothese nulle :
“P*ePy={PT0cOCR}”

de la loi de probabilité (asymptotique) de la v.a.r. indice u-plot f(n,p.
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Aucune raison ne permet de dire a priori que les v.a.r. K,, convergent en loi vers la loi
de Kolmogorov-Smirnov ou vers une autre loi indépendante du parametre 6.

Les résultats de Downs et Scott

Downs et Scott [25] montrent par des simulationsI'que dans les deux cas suivants :
- les v.a.r. X, sont i.i.d. de loi exponentielle
- les v.a.r. X, sont issues du modele de Jelinski-Moranda

les lois empiriques des v.a.r. f(nm (pour n et p assez élevés) s’approchent d’une fagon
étonnante de la loi de Kolmogorov-Smirnouv.

Ce résultat semble etre di a certaines propriétés de ’approche préquentielle.

En effet les lois des v.a.r. précédentes s’écartent clairement de la loi de Kolmogorov-
Smirnov des qu’on remplace ’approche préquentielle par une approche inférentielle clas-
sique ou le parametre 6 est estimé une fois pour toutes en utilisant toutes les observations
Tiyeees Ty

Downs et Scott [25] énoncent a partir de leurs résultats de simulation la conjecture sui-
vante :

Conjecture — 4.14 (Downs et Scott) Il est possible dans le cas des modéles de fiabilité
des logiciels d’utiliser le critere du u-plot comme un test d’adéquation statistique.
Les quantiles correspondants sont ceux de la loi de Kolmogorov-Smirnov.

Downs et Scott ne donnent cependant aucune raison théorique permettant d’expliquer
leurs résultats empiriques.

On retrouve dans les paragraphes suivants les résultats empiriques de Downs et Scott
(notamment le cas i.i.d. exponentiel).
On généralise ensuite ces résultats empiriques au MPD et au modele de Crow.

On essaiera ensuite de donner une justification théorique a ’utilisation du critere du u-plot
comme un test d’adéquation statistique.

Recherche des lois empiriques des v.a.r. K, ),

On décrit dans ce paragraphe ’approche adoptée pour vérifier empiriquement la conjec-
ture 4.14 qu’on réécrit sous la forme suivante :
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Conjecture — 4.15 Pour certains modeles, et pour des estimateurs particuliers de 0, la
suite des v.a.r. indice u-plot K, , converge en loi vers la loi de Kolmogorov-Smirnov :

g n—+o00, Lot
— L

n,p KS-

Pour chaque modele M on va vérifier la conjecture précédente en simulant plusieurs jeux
de données a partir des hypotheses du modele considéré. Ces simulations permettent
ensuite de trouver la loi empirique de la v.a.r. f(n,p sous I’hypothese nulle “ P* € Py, 7.

Les lois empiriques ainsi obtenues sont alors comparées a la loi de Kolmogorov-Smirnov.

Pour chacun des modeles considérésI'I’approche pratique qui sera adoptée peut se décom-
poser en cing étapes :

1. on choisit une valeur particuliere , du parametre 6

2. on simule a partir de la loi Py, m jeux de données différents['tous de taille n :

1 jeu : xgl), ot
26M¢ Jeu : :cf), oy z?)
mé™e jeu : (™, , (™

3. Pour chacun de ces jeux de données on calcule la réalisation l:;ﬁ{;, de la v.a.r. K,,.

4. On trace la fonction de répartition empirique de la suite (];7(.33))1§j§m.
Cette fonction est une estimation de la fonction de répartition de la loi de f(n,p sous

I’hypothese nulle “ P* € Py, 7.

5. La fonction de répartition empirique tracée a I’étape 4 est comparée a la fonction
de répartition de la loi de Kolmogorov-Smirnov.

Remarques —

1. Pour chacun des exemples qui seront traités ci-dessousl'on trace de la méme fagon
que pour l'indice u-plot f(n,pFla fonction de répartition empirique de la variable
indice complet kn,p ol le parametre  est estimé une fois pour toutes en utilisant
I’échantillon complet des observations :

A~

A A — 1
K,,=+v/n—pmazr|[ max ( —U) T max (U’ - !

1<i<n—p'n — p 1<i<n—p n—p

)]

ou toutes les v.a.r. U; s’expriment en fonction du méme estimateur de 6 :

Pour i=p+1,...,n, Uy = F,[X;,0(X1,....Xn) | X1,..., X1 ].
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2. Dans les exemples traités ci-dessousl'et sauf mention du contrairel'on prend :

n = 100I'p = 20 et m = 1000.

3. Les estimateurs 6 utilisés sont ceux du maximum de vraisemblance.

Cas ou les X; sont i.i.d. de loi exponentielle

Le modele considéré dans ce paragraphe est spécifié par I’hypothese selon laquelle les v.a.r.
X; sont i.i.d. de loi exponentielle :

Vi > 1I' X; ~ Exp(A)I' A € R

On souhaite vérifier empiriquement la conjecture 4.15 qui s’exprime ici sous la forme
suivante :

Conjecture — 4.16 Si les v.a.r. X; sont i.i.d. de loi Exp(\), on a alors :

g n—+o0, Lot
n,p ” LKS
ot

e lav.a.r. K,, est donnée par la formule suivante :

- 1 n
Knp=+vn—pl[sup | Z I{Uigt}_tH

tE[O,l} n— p i=p+1

o Pouri=p+1,...,n:

Ui = F(Xi, X1, X)) | X, Xisa)
= Fea:p(Xia)\(Xla"'aXi—l))

(i—l)Xi]
1—1 Xj

i=1

= 1—exp[—

En utilisant ’approche simulative décrite précédemment on obtient les fonctions de ré-
partition empiriques représentées sur la figure 4.2.

Il est clair que la fonction de répartition empirique de I'indice u-plot f(w, est tres proche
de la fonction de répartition de la loi de Kolmogorov-Smirnov. Ceci n’est plus vrai pour
I'indice complet K, ,,.

Ce résultat semble par ailleurs indépendant de la valeur )y a partir de laquelle on simule
les jeux de données.

Ces résultats empiriques suggerent ainsi I'utilisation du critere du u-plot comme un test
d’adéquation statistique a un modele ou les v.a.r. X; sont i.i.d. de loi exponentielle.
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FiG. 4.2: Loi empirique de Iindice u-plot K,,, sous I'hypothese H),
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g- —| R Fdr emp. de I'indice complet
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F1G. 4.3: Loi empirique de I'indice u-plot f(nm pour un échantillon gaussien
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Remarque — Comme le montre la figure 4.31'la conjecture 4.16 est fausse dans le cas
de v.a.r. X; i.i.d. de loi gaussienne N '(m,o?).

Cas du modele MPD

Rappelons que dans le modele MPD de parametres A € IR, et § € R on a 'hypothese
suivante :

“X1,Xs, ... sont des v.a.r. indépendantes de lois :

X; ~ E!L‘p()\ 0(i— 1)) )

Hypp
Remarques — Rappelons aussi que :
1. sous les hypotheses du MPD on a pour tout entier ¢ et pour tout x € IR, :
Fi(m M0 zy,...,0) =1 —exp[ =A™ 2] (4.5)

2. Les estimateurs de maximum de vraisemblance des parametres A et #'notés respec-
tivement A, et 6, vérifient les équations :

Ap = n
Eli 6_0”Z 1)‘)(Z

S (n=2i41)e DX, =0

Pour justifier empiriquement 1’utilisation du critere u-plot comme un test d’adéquation
statistique au modele MPDU'il faut vérifier la conjecture suivante :

Conjecture — 4.17 Sous les hypotheses du MPD on a :

g n—+o00, Lot
Kn,p 'CKS

e lav.a.r. K,, est donnée par la formule suivante :

K,,=+n—p | sup 1
b te[o,l] n— pzngl i<ty =
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1.0
|

0.8

0.6
|

Fdr

0.4
|

0.2

0.0
|

Fdr de la loi de KS

IR Fdr emp. de I'indice u-plot

—-— Fdr emp. de l'indice complet

Modele MPD

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Fi1c. 4.4: Loi empirique de 'indice u-plot f(nm sous les hypotheses du MPD .

e Pouri=p+1,...,n:

U; =

= 1—exp [S\(Xl,...

-F'i [Xiaj\(Xla v

7Xi—1)7 é(Xla s

7X7,—1) | Xl,...

7Xi—1) 6.’17])[—(7,—1) é(Xl, PN

7Xi—1 ]

X)X

On utilise a nouveau I'approche simulative décrite précédemment pour obtenir la fonction
de répartition empirique de la v.a.r. indice u-plot K, , sous les hypotheses du MPD. Cette
fonction est représentée sur la figure 4.4.

Sous les hypothéses du MPDI'la loi empirique de la v.a.r. f(w, s’approche donc de la loi

de Kolmogorov-Smirnov.

Cas du modele Crow

Les résultats empiriques présentés dans les deux exemples précédents restent vrais dans

le cas du modele de Crow.

Remarques —

1. Rappelons que le modele de Crow est un modele NHPP d’intensité de défaillance
donnée pour tout réel positif ¢ par :

Aor(t) = aBtP! oltaet B € RY.
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2. Les estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres « et 3 notés respec-

tivement &, et (3, sont :

dn = d(Xl,

et B, = B(Xl,...,Xn)

n

~ Y n(T,/T)

3. D’apres la proposition 4.6 on al'sous I’hypothese HéCT)Fpour tout entier 1 < n :

Ve € Ry T Fi(z; o, B | 4, . .

Fdr

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

L) =1—exp[—alt; +2)? + at? .

Fdr emp. de l'indice u-plot

—-— Fdr emp. de l'indice complet

Modele de Crow

Fdr de la loi de KS

Fi1c. 4.5: Loi empirique de 'indice u-plot f(w, sous les hypotheses du modele de Crow.

L’utilisation du critere du u-plot comme un test d’adéquation statistique au modele de

Crow est justifiée par la conjecture suivante :

Conjecture — 4.18 Sous l’hypotheése H, ") du modéle de Crow on a :

o

n—+o00, Lot r

KS

e lav.a.r. K,, est donnée par la formule suivante :

n—p|sup |

n
Z Ligien — 1 ]

(L g}
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e Pouri=p+1,...,n:
U, = Fi[Xi,d(Xb---,Xi—1);B(X1,---,Xi—1)|X1,---,Xi—1]

= 1- exp(—&i_17}6i_l + @i—lTﬁIl)-

Une justification empirique de la conjecture précédente vient du fait que la fonction de
répartition empirique de la v.a.r. f(n,pFreprésentée sur la figure 4.5l'est tres proche de la
fonction de répartition de la loi de Kolmogorov-Smirnov.

Ceci n’est plus vrai pour I'indice complet IA(nyp ou ’approche préquentielle est remplacée
par une approche inférentielle classique.

4.3.4 Un test préquentiel d’adéquation a la loi exponentielle

On donne dans cette sous-section une explication théorique aux résultats empiriques pré-
sentés précédemment dans le cas ou les v.a.r. X; sont i.i.d. de loi exponentielle.

Le premier intérét des résultats théoriques présentés ci-dessous provient du fait qu'’ils
représentent une premiere étape de 1’étude théorique des propriétés du critere du u-plot.

Ces résultats théoriques fournissent par ailleurs un nouveau test d’adéquation a une loi
exponentielle de parametre inconnu. Dans ce testI'qu’on peut appeler test d’adéquation
préquentiell’on utilise ’approche préquentielle pour se ramener a un test de Kolmogorov-
Smirnov standard.

Hypothese — Dans ce paragraphel'les v.a.r. X; sont supposées i.i.d. de fonction de
répartition F™* inconnue. —

On souhaite tester I'adéquation des observations x1,...,x, a une loi exponentiellel'c’est-
a~dire tester I’hypothese nulle :

H = “F*=F,,(,A) on A€ Ry et Fogp(z,A) =1 —¢ .7

Le test d’adéquation préquentiel est basé sur le théoreme suivant qui démontre la conjec-
ture 4.16 :

Théoréme — 4.19 Sous [’hypothése HS™, la suite de v.a.r. K, définies ci-dessous
converge en loi vers la loi de Kolmogorov-Smirnov :

g n—+o00, Lot
Kn,l ? 'CKS

o :
o lesv.a.r. K, sont données par la formule suivante :
- 1 n

Kn - n—1 sup 1 _ _
1 te[0,1] | n—1 ; {U:<t} |
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e Pouri=2,...,n les variables U; sont obtenues par une approche préquentielle :

Ui = Fea:p [Xz; 5‘()(17 s aXi—l)]

i—1 X

= 1—exp [—
j=1 J

Le résultat précédent permet de définir un nouveau test d’adéquation a la loi exponentielle
de parametre inconnu :

Définition — 4.20 Le test d’adéquation préquentiel consiste a tester [’hypothese
(czp) e, com [ leur k ' ' i

Hj parant la valeur k1 auz quantiles de la loi de Kolmogorov-Smirnov.

kna €tant la réalisation de la v.a.r. indice u-plot K, 1 associée auzx observations x,...,x,

des v.a.r. Xq,...,X,.

Remarque — Le parametre p du critere u-plot (cf. sous-section 4.3.2) est choisi ici égal
a un. Tous les résultats énoncés dans cette sous-section restent vrais (en remplacant k,, 1
par k) pour un entier p fixé strictement inférieur a n.

La démonstration du théoreme 4.19 sera faite en trois étapes :

- Etape 1 : On donne quelques propriétés des v.a.r. U; définies au théoréme 4.19.

On montre notamment que ces v.a.r. sont indépendantes mais non identiquement

distribuéeslet que la suite (U);>2 converge en loi vers la loi Unif]0,1].

- Etape 2 : On présente un théoreme di a Shorack [88] donnant des conditions de
convergence en loi de processus empiriques obtenus a partir d’une suite de v.a.r.
indépendantes mais non identiquement distribuées.

- Etape 3 : On utilise enfin les résultats énoncés dans les deux étapes précédentes

pour prouver le théoréeme 4.19.

Ces trois étapes sont détaillées ci-dessous.

Etape 1 : Propriétés des v.a.r. U;

On s’intéresse ici aux propriétés des v.a.r. U; définies au théoreme 4.19.
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Proposition — 4.21 Si les v.a.r. Xy,..., X, sont i.i.d de loi Exp(\), A € R, alors,
pourt=2,...,n, les v.a.r. :

~ (i—1) Xi]
U =1—exp [_i—i
j:11Xj

sont des v.a.r. indépendantes.

Preuve — La proposition 4.9 permet de montrer I'indépendance des v.a.r. :

X
=T pouri=2,...,n
1 X
j=1<j
, . . , Z;:l X] , Xl
on en déduit I'indépendance des v.a.r. —s———"T'et par conséquent celle des v.a.r. ———.
D’ou le résultat énoncé.
O
Proposition — 4.22 Les lois de probabilité des v.a.r. Us, ..., U, définies ci-dessus sont
données par leurs fonctions de répartition notées Fy qui s’écrivent pour i = 2,...,n
F5.(1) =1 et pour tout u € [0,1] :
—(i-1)
. In(l—
Fjy (u) = P( igu):1—[1—”(,71“)] . (4.6)
3 2_
Preuve — Pour i=2,...,n et pour u € [0,1[ on a :
~ —1) X;
PO <u) = P[l—exp[—“i_—RJSu]
j=1 Xj
X; In(1 —
_p [7 <z ] (47)
or'pour 1=2,...,non a:
i1
X; ~ Ezp(X) = Gamma(1,)) et Y X; ~ Gamma(i — 1, )
7=1

le rapport SRS est donc une v.a.r de loi Beta(1l,i — 1) de fonction de répartition :

i—1
J=1-%J

Vo € IR+F FBeta(l,i—l)(x) =1 (1 + aj)*(ifl)_
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En utilisant le résultat précédent dans I’équation (4.7) on obtient le résultat énoncé. O

Corollaire — 1 La suite des v.a.r U; converge en loi vers la loi Unif[0,1]. On a en effet :

Vu € [0,1], Fg, (u) =5 u. (4.8)

Etape 2 : Théoreme de Shorack

Le résultat énoncé ci-dessous a été présenté par Shorack [88] :

Théoréme — 4.23 (Shorack) Soient Uy,...,U, des v.a.r. indépendantes de fonctions
de répartition respectives Gy, ..., Gy concentrées sur [0, 1].
On note :

e W, la suite de processus aléatoires définie pour t € [0, 1] par :
1 n
Wi(t) = —=)_ [Ty — Gi(t)]
Vi s

e i, la fonction de covariance du processus W,,, définie pour s et t dans [0,1] par :
pn(s,t) = Cov[Wy(s), Wy(t)]

= %i [Gi(min(s,t)) — Gi(s)G;(t)].

o G, la suite de fonctions définies sur [0,1] par :

Si il existe deuz fonctions réelles G (continue) et u définies respectivement sur [0,1] et
[0,1] x [0, 1] telles que :

1. Pour tout t € [0,1] on ait :
G(t) "= G (1)

2. Pour tout s et t € [0,1] on ait :
fin(s, 1) "2 (s, 1)

Alors il existe un processus aléatoire gaussien W a trajectoire sur [0, 1], de moyenne nulle
et de fonction de covariance u tel que :

n—+4o0, Lot
W, — W.
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Etape 3 : Preuve du théoreme 4.19

Pour démontrer le théoreme 4.19 demontrons d’abord la proposition suivante :

Proposition — 4.24 En reprenant les notations du théoreme 4.19 on définit la suite des
processus aléatoires , = {Tn(t) }ie0,1) par :

Vn>1,Vt€[0,1], Gu(t) = Vn—1[IF,,(t) —t]

ot Vn > 1, la fonction IF‘M est définie sur [0,1] par :

1 n
Fni(t) = - 2 Loy
Sous [’hypothese Héewp), la suite des processus 1, converge en loi vers le pont brownien :

{Gn(t) Yoo, ~2 {B(t) }eepo,)-

Preuve — Pour démontrer la proposition 4.24 on écrit le processus 7, sous la forme
suivante :

pour n > 1 et pour ¢t € [0,1] :

() = VT Tey) 1]
= 5 ey — P )] + VT (Fe) — 1

on a ainsi :

ou :

e W, est une suite de processus aléatoires définis pour tout réel ¢ € [0, 1] par :

. 1 &
Wi (t T > Loy — Fo, ()]

=2

n—

e d, est une suite de fonctions déterministes définies sur [0, 1] par :

dn(t) = Vn—1[F,(t) —t]

ou : _
VtE[OI]FF :—ZFl

1 =2

3
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Par ailleurs :

- les processus W, ont la méme forme que les processus W, du théoréme 4.23

- la condition 1 du théoréme 4.23 est ici vérifiée puisqu’on a pour tout ¢ dans [0, 1] :

F,(t) "= ¢,

ce résultat est obtenu a partir du corollaire 1 de la proposition 4.22 en utilisant la
convergence au sens de Césaro.

- la condition 2 du théoreme 4.23 est aussi vérifiée puisqu’on a pour tout s et ¢ dans
[0,1] :

COU[WR(S),Wn(t)] =

et par conséquent, :

Cov [Wi(s), Wu(t)] "=55° min(s,t) — st.

On peut donc utiliser le théoreme 4.23 pour conclure la convergence en loi de la suite de
processus W, vers le pont brownien :

{Wn(t)}te[ml} ﬂ) {]B(t)}te[o,l}-

Pour finir la preuve de la proposition 4.24'on utilise le lemme suivantI’démontré dans
I’annexe A :

Lemme — 4.25 La suite de fonctions (d,,)n>2 définies par :
Vit €]0,1], dy(t) =vVn—1 l—(ZFﬁi(t)) —t
ou pour tout t > 2 :

_n(1-t

—(=1)
Fﬁ,(t)zl—[l 1 )] pourt € [0,1] et Fy (1) =1.
i 71— i

converge simplement vers la fonction nulle :

Vi e [0,1], dy(t) "= 0.
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On en déduit la convergence en loi de la suite ¢, vers le pont brownien. ad

On termine la preuve du théoreme 4.19 en utilisant le résultat suivant (cf. par exemple
Billingsley [9] page 105) :

sup [B(t)[ ~ Ls.

t€[0,1]
Comme la fonction “sup” est continue sur l’espace D des fonctions cad-lag définies sur
[0,1] muni de la métrique d de Skorokhod (cf. Durbin [27] page 18)['la propriété de
Billingsley ([9] page 30) permet de passer des résultats :

sup |B(t)| ~ Lks

te(0,1]

{7 (8) Yeero.n = {B(1) hicpo,

au résultat suivant : .
Kup = sup | ja(t) [
te[0,1]

ceci termine la preuve du théoreme 4.19.

4.4 Conclusions

On peut trouver dans la littérature d’autres outils généraux de validation et de choix
de modeles de fiabilité des logiciels.

Citons par exemple :

le critere de vraisemblance préquentielle proposé par Dawid [24] et utilisé en Fiabilité
des Logiciels par Abdel-Ghaly et al [1]T'

le critere AIC d’Akaike [3] dont 'utilisation en Fiabilité des Logiciels a été proposée
par Khoshgoftaar et Woodcock [54]T

le critere du y-plot proposé par Keiller et al [52]

ainsi que le u-plot généralisé de Downs et Scott [25].

L’avantage du critere du u-plot provient de la possibilité de son utilisation comme un test
d’adéquation statistique.

Ce résultat a été justifié expérimentalement pour un certain nombre de modeles : cas i.i.d.
de loi exponentiellel'le modele de Jelinski-Morandal'le MPD et le modele de Crow.
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Stu ropriété Soriqu u critere u-plo n i.i.d. exponentiel nou
L’étude des propriétés théoriques du critere lot dans le cas i.i.d. exponentiel nous a
permis d’introduire un nouveau test d’adéquation a une loi exponentielle de parametre
inconnu.

Il reste donc a étudier les propriétés théoriques (notamment les lois asymptotiques) du
critere du u-plot sous les hypotheses des modeles usuels en Fiabilité des Logiciels.

Ceci permettrait de donner des tests d’adéquation préquentiels permettant de valider les
différents modeles usuels.



Conclusion

Nous avons étudié dans ce travail différents outils statistiques permettant de construire
et de valider des modeles d’évaluation de la fiabilité des logiciels.

Les résultats présentés ont des objectifs et des intéréts divers. Certains sont d’ordre mé-
thodologiquel'ils apportent une contribution a la pratique de la Fiabilité des Logiciels.
D’autres ont plutot un aspect théorique et constituent une contribution a la théorie sta-
tistique de I'analyse des durées de vie.

Ce travail apporte a 'ingénieur informaticien des outils lui permettant de mieux ex-
ploiter la grande quantité d’informations généralement recueillie en période de tests et
de validation des logiciels. La pertinence de ces outils sera confirméel'nous I'espéronsl’a
I’occasion de futures collaborations avec des constructeurs informatiques.

Ce travail comporte aussi quelques contributions a un domaine fécond de la statistique
appliquée.

La théorie des modeles linéaires généralisés nous a permis d’abord de trouver de nouvelles
propriétés de certains modeles usuels. Elle nous a permis ensuite de présenter deux ap-
proches[''une paramétriquel'’autre non paramétriquel’unifiant tous les éléments de la
classe des modeles ND.

L’approche bayésiennel'associée au principe du maximum d’entropie et aux algorithmes de
simulation stochastiquesI'nous a permis de fournir une approche globale de modélisation
et d’évaluation de la fiabilité des logiciels.

Le probleme de la validation de modeles est sans doute le domaine de recherche le plus
ouvert et le plus attrayant en Fiabilité des Logiciels.

Nous avons commencé par y apporter certaines réponses dans des cas particuliers. Plu-
sieurs axes de recherche mériteraient d’etre poursuivis.
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Nous pensons notamment a la généralisation du test préquentiel a un plus grand nombre
de modeles.

Une autre direction intéressante de recherchel introduite par Laprie et Kanoun [58][
consiste a étudier les possibilités de combiner les estimations de la fiabilité des logiciels
avec celles de la fiabilité des composants matériels pour ’évaluation de la fiabilité (voire
la disponibilité) globale des systeémes informatisés.

Il est clair que 'importance de la Fiabilité des LogicielsI'en tant que discipline scien-
tifiquel'ne cessera d’augmenter.

A cela plusieurs raisons :

la concurrence croissante entre les constructeurs informatiquesl’

la prise de conscience de plus en plus grandel'par les utilisateursI'de 'aspect fiabilitél’

- ’émergence des “contrats fiabilité” obligeant le constructeur a dédommager ['utili-
sateur en cas de défaillances nombreusesl’

la prédominance de plus en plus affirmée des défaillances dues aux fautes de concep-
tion par rapport aux défaillances matérielles.

Ces facteurs donneront dans le futur une plus grande importance a 1’évaluation de la
fiabilité des systemes améliorables.

Les outils statistiques présentés dans ce travail apportentI'nous 1’espéronsl’une modeste
contribution a cette discipline.



Annexe A

Lemme — 4.25 La suite de fonctions (d,),>2 définies par :

1 n
vVt e [0,1], dn(t) =vn— —1 ZFl
ou pour tout © > 2 :

In(1—t) 1"

(1)
Fqp(t)=1- ll— — ] pourt € [0,1] et Fy (1) =1.
i 7— i

converge simplement vers la fonction nulle :

Vi e [0,1], dy(t) "= 0.

Preuve — En faisant le changement de variable u = [n(1—¢)et en définissant la suite
de fonctions (¢;,),>; définies sur IR_ par :

Vn>1IVu <0 cn(u) = —dpii(l—e")

on démontre le résultat du lemme précédent en démontrant que :

Yu < 0L ¢, (u) "255° 0.

Pour ce fairel'on écrit :
w\ u? 1
<1——_> —e*=—e"+o(=)
7 7 7

on en déduit que si a est un réel strictement positifl'il existe un entier ng tel que pour
tout 7 > ny on a :

On peut ainsi écrire :
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avec :
1 ol -t n 00
L) e
n = i
et :
1 & AN 1 "1
o 1— = et < 2 u -
53 (1-7) —e < Feera);
—(u“e" +a —dx
— n 1w
1
< %(u26“+a) [1+1In(n)].
Comme on a :
vugorv@'em*rog(pﬁ) e
0
on conclut enfin que :
Yu < O ¢, (u) "25° 0
d’ou la preuve du lemme 4.25. ad

03
|

Les fonctions dn(t)

01 02
|

dn(f)

00

0.2
|

F1G. 4.6: Les fonctions d,, pour n = 10, 100, 1000 et n = 10.000.



Annexe B

On donne ci-dessous 6 jeux de données représentants des temps inter-défaillances. Les
5 premiers jeux représentent des données réelles collectées sur des logiciels en phase de
test (cf. [75] et [36]). Le sixieme jeu (Crowl) représente des données simulées a partir du
modele de Crow.

Les données sont a lire par colonnes.

Cisil - n = 169

20 63 16 2 11 97 316 50
32 20 3 1 13 2 76 161
14 1 > 7 9 55 25 76
40 39 1 19 79 825 32 309
40 13 39 10 2 108 39 147
43 10 1 1 9 44 51 176
42 8 12 47 8 198 135
22 38 29 2 54 11 291 76
33 4 12 1 49 7 279 150
23 11 28 13 2 82 139 86
6 9 39 66 10 2 150 97
8 149 5 95 9 2 125 144

9 19 19 37 440 2 69 465
Y 3 12 17 101 77 356 187
40 18 30 6 24 92 109 163
69 26 1 8 71 98 26
14 38 15 15 57 119 30
353 8 39 1 133 29
14 2 4 33 12 154 397
31 11 17 31 19 38 81
50 1 1 21 7 163 71
28 4 12 14 2 119 805
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30
113
81
115

91
112
15
138
50
77
24
108
88
670

120
26
114
325
%)
242
68
422
180
10
1146
600
15
36
4
1
7

Musal - n = 136

227
65
476
28
457
300
97
263
452
255
197
193
6
79
816
1351
148

21
233
134
357
193
236

31
369
748

1
231
330
365
1222
043
10
16

529
379
44
129
810
290
300
529
281
160
828
1011
445
296
1755
1064
1783

860
983
707
33
868
724
2323
2930
1461
843
12
261
1800
865
1435
30
143

Musa 3 - n = 38

115
1
82
178
194
136

1077

15
15
92

20
71
606
1189
40
788
222
72
615
289

15
390
1863
1337
4508
834
3400
6
4561
3186

10571

263

2770

652

5593
11696
6724
2546

108

3109
1247
943
700
875
245
729
4897
447
386
446
122
990
948
1082

22
75
482
5509
100
10
1071
371
790
6150
3321
1045
648
2485
1160
1864
4116
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Musa 6 -n =73

3 4 1223 43 3 5 4

14 1 36 1 1 169 36 437
59 30 38 672 4 29 74 66
32 21 1 189 5 88 40

8 196 74 83 1 25 2

52 265 43 520 160 27 86

2 6 236 8 70 24 221

25 3 121 1 60 27 6

2 8 18 41 2 140 891

3 1 9 0 2 33 23

Musa 14 ¢ - n = 36

191520 15420 250680 228315 545280 1563300
2078820 60000 2965 51480 256980 513000
514560 140160 196 44820 396780 177660
1140 937620 65173 850080 91260 2469000
3120 72240 2370 361860 1225620 1678260
327480 737700 1581 39300 120 170760

Crow 1 -n = 100

33 17 1049 1137 1369 3061 1118 4406 1216 5153
10 1153 303 1544 191 170 8 3333 292 7198
267 137 571 2045 214 5193 2049 399 1682 4074
75 56 1416 2466 811 1047 1243 1339 339 572
67 2025 740 539 544 919 896 1378 6970 489
580 790 231 480 457 4220 3279 1441 3306 195
151 267 96 332 144 360 3318 1219 513 236
19 421 415 493 1079 5869 3470 1565 1011 3360
89 635 112 130 1251 851 75 2950 3693 2778
2 103 1491 1236 2324 1030 2182 554 933 957
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