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Mayara : Nous cr�eerons les vents en ouragan. Nous
cr�eerons les tonnerres fracassants. Nous construirons le
barrage. Nous construirons l'amour.

Ghaylane : Oui, nous construirons, nous cr�eerons, nous
enseignerons �a cette terre le courage et la raison, l'�ener-
gie et la fermet�e. Si fort nous secouerons ses habi-
tants qu'ils abjureront leur prostration, leur lâchet�e, leur
haine de l'eau et leur amour de l'aridit�e. Nous injecte-
rons en eux notre parole et notre âme. Nous insu�e-
rons la vie en toutes choses. Nous sou�erons un ouragan
d'e�roi. Nous construirons, nous c�eerons d'authentique
cr�eation. Car la force et l'�elan, c'est en nous qu'ils sont.

Ghaylane et Mayara s'en vont...

Maymouna : les suivant du regard, ironise am�erement.
Ils vont cr�eer les vents et les ouragans. Ils vont cr�eer les
tonnerres fracassants... Ils vont construire le barrage...
Ils vont construire l'amour... Ah ! que soit maudite la
gent des songe-creux !

Mahmoud Messaâdi

\Le barrage"
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Introduction

Cette th�ese est consacr�ee �a l'�etude de m�ethodes statistiques pour l'�evaluation de la
�abilit�e des logiciels.
L'utilisation croissante des syst�emes informatis�es dans tous les domaines donne une im-
portance cruciale au probl�eme de la �abilit�e des logiciels.
En e�et, des d�efaillances de logiciels, par exemple, dans des syst�emes de man�uvres a�ero-
spatiales, de contrôle de r�eacteurs nucl�eaires, d'assistance chirurgicale ou de transactions
�nanci�eres peuvent avoir des cons�equences catastrophiques dans certaines utilisations cri-
tiques, et au moins des cons�equences �economiques dans la plupart des cas.
La mise en service de tout logiciel doit donc être pr�ec�ed�ee d'une p�eriode de tests et de
validation permettant de garantir un niveau acceptable de �abilit�e.

Plusieurs ph�enom�enes agissent sur le logiciel au cours de son cycle de vie : fautes de
conception d'origine humaine, e�ets variables des corrections, di��erents environnements
d'utilisation, interaction avec d'autres logiciels, etc. La complexit�e de ces ph�enom�enes rend
in�evitable la pr�esence de fautes dans tout logiciel de taille importante, et ce, même apr�es
la p�eriode de tests. Cette complexit�e des facteurs mis en jeu rend par ailleurs impossible
toute tentative d'�evaluation exacte du degr�e de �abilit�e d'un logiciel.
Cela implique le recours �a une mod�elisation stochastique de l'interaction du logiciel avec
le monde externe. Cette mod�elisation permet d'utiliser des m�ethodes statistiques e�caces
pour analyser les donn�ees de d�efaillance du logiciel et pr�edire sa �abilit�e future.

Un logiciel constitue un exemple typique de \Syst�eme am�eliorable" (cf. [95]) dont les
d�efaillances sont imputables �a des fautes de conception. Sa �abilit�e est donc susceptible
d'�evoluer au cours du temps, par suite de leurs corrections. C'est ce qui le distingue d'un
syst�eme r�eparable au sens traditionnel, dont les performances sont toujours au plus �egales
�a celles d'un syst�eme neuf. D'o�u la notion de \Croissance de �abilit�e".

Par ailleurs une des caract�eristiques essentielles du logiciel est l'absence de ph�enom�ene
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d'usure ou de vieillissement, ce qui justi�e l'utilisation g�en�eralis�ee de la loi de probabilit�e
Exponentielle pour les dur�ees de bon fonctionnement, dans un grand nombre de mod�eles
de �abilit�e des logiciels.

Les premiers mod�eles math�ematiques enti�erement consacr�es �a l'�etude de la �abilit�e
des logiciels ont �et�e pr�esent�es au d�ebut des ann�ees soixante-dix notamment par Jelinski
et Moranda en 1972 [47] et Littlewood et Verrall en 1973 [67].

La prise de conscience de l'importance du probl�eme de la sûret�e de fonctionnement des
syst�emes informatis�es a ensuite suscit�e un tr�es grand nombre d'�etudes concernant la mo-
d�elisation et l'�evaluation statistique de la �abilit�e des logiciels.

Des revues de synth�ese de cette litt�erature ont �et�e pr�esent�ees par Xie [102, 103], Singpur-
walla et Wilson [90] et Lyu et al [69].

Il est devenu clair aujourd'hui que la complexit�e et la diversit�e des ph�enom�enes d�e�nis-
sant les comportements des logiciels rendent impossible l'obtention d'un mod�ele universel
utilisable dans toutes les �etudes de �abilit�e des logiciels.

La diversit�e des outils de conception, des proc�ed�es de tests et de corrections ainsi que la
diversit�e des domaines et des pro�ls d'utilisation font que chaque logiciel a ses propres
particularit�es dont il faut tenir compte lors de l'�evaluation de sa �abilit�e. On pourra se
r�ef�erer, �a ce sujet, par exemple aux travaux de Laprie [57] et Kanoun [50].

Loin de vouloir ajouter de nouveaux mod�eles �a la multitude de mod�eles d�ej�a existants,
nous nous sommes propos�es dans ce travail d'�elaborer des m�ethodes statistiques permet-
tant aux praticiens de construire et ensuite de valider leurs propres mod�eles en tenant
compte des sp�eci�cit�es de leurs logiciels.

Ces outils de construction de mod�eles, tiennent compte des hypoth�eses g�en�erales en Fiabi-
lit�e des Logiciels, tout en permettant �a chaque utilisateur d'int�egrer d'une mani�ere simple
les particularit�es de son �etude.

Pour d�emontrer la sup�eriorit�e �eventuelle des mod�eles ainsi construits, nous avons ensuite
�et�e amen�es �a �etudier les outils statistiques pour le choix et la comparaison de mod�eles de
�abilit�e des logiciels.

Les di��erentes parties de ce travail ont n�ecessit�e l'utilisation d'un certain nombre
d'outils math�ematiques g�en�eraux, notamment les Mod�eles Lin�eaires G�en�eralis�es param�e-
triques et non param�etriques, l'Analyse statistique bay�esienne et les Tests d'ad�equation
statistiques. Nous avons jug�e utile de pr�esenter bri�evement chacun de ces outils avant son
utilisation pour apporter une plus grande clart�e �a l'expos�e.
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Nous pr�esentons dans le premier chapitre le cadre g�en�eral et les concepts de base en
Fiabilit�e des Logiciels : pro�l op�erationnel, ensemble de fautes, sollicitations, d�efaillances,
corrections, versions, etc. Ils s'inscrivent dans le cadre d'une mod�elisation probabiliste
g�en�erale de la vie d'un logiciel, bas�ee sur l'utilisation des processus al�eatoires.

Cette mod�elisation permet par ailleurs de d�e�nir rigoureusement les principaux attributs
de la �abilit�e d'un logiciel, d'int�egrer le caract�ere �evolutif de celle ci, ainsi que le MTTF,
le taux de d�efaillance, etc.

Nous terminons le premier chapitre par une revue des principaux mod�eles d'�evaluation
statistique de la �abilit�e des logiciels.

Dans le deuxi�eme chapitre nous utilisons la th�eorie des Mod�eles Lin�eaires G�en�eralis�es
pour pr�esenter des outils de construction et de choix de mod�eles en Fiabilit�e des Logiciels.

Ces outils ont l'avantage de pouvoir tenir compte des sp�eci�cit�es de chaque logiciel
pour construire des mod�eles, aussi bien param�etriques que non param�etriques, ayant de
meilleures performances que les mod�eles usuels.

Le troisi�eme chapitre est consacr�e aux m�ethodes statistiques bay�esiennes en Fiabilit�e
des Logiciels.

Apr�es une revue critique des principales approches bay�esiennes usuellement propos�ees
dans ce domaine, nous pr�esentons un outil bay�esien g�en�eral pour la mod�elisation et l'�eva-
luation de la �abilit�e des logiciels.

Contrairement �a la plupart des approches traditionnelles, l'outil bay�esien que nous pr�esen-
tons a l'avantage de pouvoir s'adapter aux di��erentes connaissances a priori des praticiens
quant au comportement et aux sp�eci�cit�es de leurs logiciels. En e�et, cet outil est bas�e sur
l'utilisation des algorithmes r�ecents de simulation stochastique, ce qui permet d'�eviter le
choix de lois de probabilit�e a priori dont la seule justi�cation est le plus souvent la facilit�e
des calculs analytiques.

Dans le dernier chapitre nous �etudions le probl�eme de la validation et du choix de
mod�eles en Fiabilit�e des Logiciels.

On ne trouve dans la litt�erature qu'un faible nombre d'outils empiriques permettant de
faire le choix du mod�ele le plus ad�equat parmi d'autres.

Nous discutons dans ce chapitre de l'utilisation des tests d'ad�equation statistiques pour la
validation de mod�eles de �abilit�e des logiciels. Nous donnons ensuite un cadre th�eorique
permettant de d�e�nir rigoureusement le crit�ere du u-plot et d'en �etudier les propri�et�es.

Ce crit�ere, l'un des plus utilis�es pour la validation des mod�eles de �abilit�e des logiciels,
n'a jusqu'ici pas �et�e �etudi�e de fa�con rigoureuse.

Nous montrons que ce crit�ere, pr�esent�e initialement comme un indicateur empirique, peut
dans certains cas être consid�er�e comme un test d'ad�equation au sens statistique.
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Cette d�emarche nous a par ailleurs amen�e �a pr�esenter un nouveau test s�equentiel d'ad�e-
quation �a une loi exponentielle de param�etre inconnu, et qui peut être utilis�e dans un
autre contexte.

Ce travail s'inscrit donc dans le cadre de la statistique appliqu�ee, il souhaite contribuer
�a enrichir ou am�eliorer les m�ethodes g�en�eralement utilis�ees par les praticiens. Il porte �a
la fois sur les aspects th�eoriques, m�ethodologiques et pratiques en Fiabilit�e des Logiciels.
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Chapitre 1

M�ethodologie de l'�evaluation de la

�abilit�e des logiciels

On commence ce chapitre par une pr�esentation de la probl�ematique et du cadre g�en�eral
de notre �etude. Apr�es avoir introduit la terminologie et les di��erents concepts utilis�es, on
d�ecrit les principaux facteurs agissant sur le comportement du logiciel au cours de son
cycle de vie.

On pr�esente ensuite une mod�elisation math�ematique de la vie d'un logiciel. Cette mod�eli-
sation, bas�ee sur les processus al�eatoires, permet de d�e�nir rigoureusement les di��erentes
mesures et attributs de la �abilit�e.

A la �n de ce chapitre on pr�esente une br�eve revue des principales classes de mod�eles
statistiques de �abilit�e des logiciels.

1.1 Probl�ematique

1.1.1 Cadre g�en�eral

Comme pour tout syst�eme, la �abilit�e d'un logiciel mesure son aptitude �a d�elivrer un
service correct pendant une dur�ee d�etermin�ee. Plus pr�ecis�ement on appelle �abilit�e d'un
logiciel la fonction du temps exprim�ee par la probabilit�e que le logiciel fonctionne sans
d�efaillances pendant une p�eriode �x�ee et dans un environnement donn�e.

La �abilit�e fait partie d'un concept plus global : la sûret�e de fonctionnement qui regroupe,
outre la �abilit�e, les concepts de disponibilit�e, de maintenabilit�e et de s�ecurit�e (cf. Laprie
[57]).

Le comportement d'un logiciel, et en particulier sa �abilit�e, �evolue au cours du temps en
fonction de trois facteurs principaux :

� L'ensemble de ses fautes.

� Son pro�l d'utilisation : il d�ecrit le comportement des utilisateurs du logiciel : choix
des entr�ees, fr�equence des sollicitations, etc.
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� Les modi�cations et les corrections que subit le logiciel au cours de son cycle de vie.

La complexit�e des ph�enom�enes mis en jeu ainsi que l'incertitude concernant leurs e�ets et
interactions font que toute �evaluation de la �abilit�e n�ecessite une mod�elisation al�eatoire
de la vie du logiciel consid�er�e.

Le fonctionnement du logiciel �etant observ�e pendant une p�eriode de temps donn�ee, l'ob-
jectif de cette �etude est d'utiliser les m�ethodes statistiques pour l'estimation de la �abilit�e
et la pr�ediction du comportement futur du logiciel.

1.1.2 Concepts de base en Fiabilit�e des Logiciels

Dans tout ce travail on consid�ere qu'un logiciel est un syst�eme, qui par l'interm�ediaire d'un
programme transforme des donn�ees d'entr�ee (instructions, chi�res, images, �chiers, etc.)
en donn�ees de sortie ou r�esultats.
Les sp�eci�cations du logiciel d�e�nissent quels doivent être les r�esultats fournis pour les
di��erentes donn�ees d'entr�ee.

L'�etude de la �abilit�e des logiciels peut être faite dans le cadre g�en�eral de l'�etude de
la �abilit�e des syst�emes am�eliorables.

Un syst�eme am�eliorable (cf. Soler [95]) est un syst�eme qui a des d�efaillances parce
qu'il pr�esente des fautes de conception. En supposant que l'on puisse corriger ces fautes,
les performances du syst�eme se trouvent donc am�elior�ees au cours du temps, contraire-
ment aux syst�emes r�eparables dont les performances sont toujours au plus �egales �a celles
d'un syst�eme neuf.

On consid�ere les logiciels comme des cas particuliers de syst�emes am�eliorables et on ne
s'int�eressera qu'aux probl�emes de fonctionnement dus aux fautes de conception. Ceci im-
plique qu'un logiciel ne vieillit pas et que sa �abilit�e �evolue au cours du temps au fur et
�a mesure des tentatives de suppression de ses fautes de conception. Dans le cas o�u les
fautes de conception sont e�ectivement supprim�ees on observe alors une croissance de
�abilit�e.

Une faute du logiciel d�esignera, dans ce travail, une de ses fautes de conception dues
g�en�eralement �a des imperfections de programmation perp�etr�ees soit au cours du d�evelop-
pement soit au cours des modi�cations ult�erieures (cf. [57]).

Une d�efaillance survient quand pour une donn�ee d'entr�ee particuli�ere on observe une
di��erence entre le r�esultat fourni par le logiciel et le r�esultat pr�evu par les sp�eci�cations.
Une d�efaillance peut être la manifestation d'une ou plusieurs fautes.
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Une faute est un ph�enom�ene intrins�eque au programme, alors qu'une d�efaillance est un
ph�enom�ene dynamique d�ependant de la fa�con dont le logiciel est utilis�e.

1.1.3 Evolution de la �abilit�e d'un logiciel

L'�evolution de la �abilit�e d'un logiciel r�esulte de l'e�et au cours du temps des di��erents
facteurs agissant sur son comportement.
Ces facteurs �evoluent au cours des di��erentes �etapes du cycle de vie du logiciel. Rappelons
que ces principales �etapes sont : l'expression des besoins, la conception, le d�eveloppement,
la validation pr�e-op�erationnelle (phase de tests) et la vie op�erationnelle (comprenant l'ex-
ploitation et la maintenance).

Ensemble des fautes d'un logiciel

En th�eorie on peut concevoir des logiciels parfaits, mais ceux-ci sont inaccessibles en pra-
tique. A la sortie des �etapes de conception et de d�eveloppement, tout nouveau produit
logiciel de taille importante contiendra forc�ement des fautes de conception.

En phase de validation pr�e-op�erationnelle on essaiera de supprimer le plus grand nombre
de fautes. Mais malgr�e les tests rigoureux et syst�ematiques et malgr�e le respect des normes
et standards du g�enie logiciel, la plupart des logiciels de taille importante contiennent en-
core des fautes quand ils sont livr�es.

L'ensemble des fautes continuera �a �evoluer au cours de la vie op�erationnelle ; cette �evo-
lution est due aux activit�es de maintenance et �a la livraison de nouvelles versions du
logiciel.

Corrections et modi�cations du logiciel

Le logiciel subit, tout le long de son cycle de vie, un certain nombre de modi�cations qui
font �evoluer son ensemble de fautes et par cons�equent sa �abilit�e.

Ces modi�cations peuvent être dues �a des changements de sp�eci�cations : changements ou
ajouts de fonctionnalit�es, etc. Les modi�cations les plus fr�equentes sont cependant celles
dues aux corrections c'est-�a-dire aux tentatives de suppression des fautes.

Plusieurs politiques de correction peuvent être envisageables. En phase de d�eveloppe-
ment et de tests, les corrections sont g�en�eralement introduites au fur et �a mesure de
l'observation des d�efaillances, ceci �evitera d'observer plusieurs d�efaillances associ�ees �a la
même faute.
Une deuxi�eme fa�con de faire, fr�equente en phase op�erationnelle, consiste �a n'e�ectuer les
corrections qu'apr�es l'activation et l'identi�cation d'un certain nombre de fautes. Kanoun
[50] parle alors de correction par lots.
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Au cours de la vie op�erationnelle, lorsque l'utilisateur observe une d�efaillance, il reprend
g�en�eralement le traitement en �evitant l'utilisation de l'entr�ee d�efaillante. Il signale ensuite
cette d�efaillance au constructeur. Quand ce dernier aura un nombre su�sant de r�eclama-
tions, il lancera une nouvelle version o�u il e�ectuera toutes les corrections n�ecessaires.

L'activit�e de maintenance regroupe toutes les modi�cations qui ont lieu au cours de
la vie op�erationnelle.

Pro�l d'utilisation

La notion de �abilit�e d'un logiciel est �etroitement li�ee �a la notion de pro�l d'utilisation,
c'est-�a-dire la mani�ere dont il sera utilis�e.
En vie op�erationnelle, le pro�l d'utilisation est appel�e pro�l op�erationnel, il di��ere d'un
utilisateur �a un autre.

Le pro�l op�erationnel d'un utilisateur est sp�eci��e par la fr�equence de ses utilisations
et les probabilit�es des sollicitations des di��erentes donn�ees d'entr�ee.

Deux utilisateurs ayant des pro�ls op�erationnels di��erents peuvent avoir deux percep-
tions di��erentes de la �abilit�e du même logiciel.

La combinaison des pro�ls op�erationnels des di��erents groupes d'utilisateurs permet de
d�e�nir le pro�l op�erationnel moyen du logiciel (cf. Musa [76]).

Le pro�l d'utilisation �evolue au cours du cycle de vie du logiciel. Au d�ebut de la phase
de tests, le logiciel est g�en�eralement sollicit�e beaucoup plus qu'il ne le sera en phase
op�erationnelle. En �n de p�eriode de tests on essaiera au contraire de se rapprocher des
conditions d'utilisation op�erationnelle.

1.2 Mod�elisation al�eatoire de la vie d'un logiciel

Nous pr�esentons dans cette section l'approche adopt�ee pour la mod�elisation de la vie
d'un logiciel. nous donnons ensuite les d�e�nitions et les outils math�ematiques permettant
de mod�eliser les di��erents facteurs d�ecrits ci-dessus.

1.2.1 Approches \boite noire" et \boite blanche"

L'approche qu'on adoptera dans ce travail est l'approche appel�ee \boite noire" o�u on
consid�ere le logiciel comme une seule entit�e ou \boite noire".

L'e�ort de mod�elisation se concentre alors sur les interactions entre cette \boite noire" et
le monde ext�erieur : sollicitations, d�efaillances, corrections...
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On tiendra compte cependant des di��erentes informations disponibles : pro�ls d'utilisa-
tion, e�ets des corrections, environnements de tests... pour choisir les lois de probabilit�e
ad�equates des di��erents processus al�eatoires mis en jeu.

Un deuxi�eme type de mod�elisation, appel�e approche \boite blanche", consiste �a utiliser
l'information disponible concernant la structure du logiciel �etudi�e.
On trouve ainsi un certain nombre de mod�eles, appel�es mod�eles structurels (cf. par
exemple [17], [61] et [65]) o�u l'on tient compte de la structure du logiciel �a travers sa
d�ecomposition en un certain nombre de composants principaux ou modules. L'interaction
entre ces composants correspond �a des transferts de contrôle de l'ex�ecution.
L'ex�ecution des programmes du logiciel est alors mod�elis�ee par un processus stochastique
markovien d�esignant �a chaque instant l'unique module actif.

Comme le souligne Ledoux [61], pour pouvoir appliquer les mod�eles structurels il faut
adopter des hypoth�eses trop r�eductrices. Ces mod�eles n�ecessitent en outre un e�ort de
collecte de donn�ees assez important puisqu'il faut recueillir des donn�ees de d�efaillance
sp�eci�ques aux di��erents modules ainsi qu'aux transferts de contrôle entre ces modules.

La di�cult�e de leur traitement num�erique et l'absence de donn�ees exp�erimentales ad�e-
quates font que les mod�eles structurels sont pour l'instant tr�es peu utilis�es par les prati-
ciens.

1.2.2 D�e�nitions et outils math�ematiques

Dans la mod�elisation utilis�ee dans ce travail, on consid�ere que les instants de sollicitation
du logiciel, les donn�ees d'entr�ee sollicit�ees ainsi que les instants de d�efaillance, sont des
variables al�eatoires. Les principaux outils de mod�elisation seront donc les processus al�ea-
toires.

Les d�e�nitions et la terminologie employ�ees ci-dessous sont inspir�ees des travaux de Gau-
doin [36] et Soler [95].

Espace des donn�ees d'entr�ee

On suppose que l'on peut d�e�nir l'ensemble E de toutes les donn�ees d'entr�ee admissibles
par le logiciel. On supposera que cet ensemble est invariant pendant la vie du logiciel.
Comme on consid�ere que les donn�ees d'entr�ee sont choisies d'une fa�con al�eatoire, il est n�e-
cessaire de munir E d'une tribu A des parties de cet ensemble repr�esentant les �ev�enements
d'entr�ee du logiciel.

L'espace mesurable (E;A) sera l'espace des entr�ees du logiciel.
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Processus de sollicitation et Pro�l op�erationnel

Le logiciel est sollicit�e de fa�con al�eatoire �a la fois dans le temps et dans l'espace des
entr�ees. Les instants successifs de sollicitation temporelle 0<S1<S2 : : : forment un pro-
cessus ponctuel sur IR+.
A chacun des instants Si, le logiciel est sollicit�e avec une entr�ee al�eatoire Zi choisie selon
une loi de probabilit�e Qi dans E.
La suite des sollicitations est donc une suite de couples (Si; Zi) formant un processus
ponctuel S sur l'espace produit IR+�E.

D�e�nition { 1.1 on appelle processus de sollicitation du logiciel, le processus ponc-
tuel sur IR+, marqu�e dans E :

fS[0;t]�Agt�0;A2A
o�u pour tout t � 0 et pour tout A 2 A, S[0;t]�A est le nombre de sollicitations Si qui ont
lieu sur l'intervalle [0; t] dont les entr�ees associ�ees appartiennent �a A.

Le pro�l op�erationnel est la loi de probabilit�e du processus de sollicitation.

Un exemple particulier de pro�l op�erationnel repr�esentant assez bien les conditions d'uti-
lisation g�en�erales des logiciels est le pro�l op�erationnel Poissonnien homog�ene qui sera
pr�esent�e dans la sous-section 1.4.3.

Processus des fautes

La notion de faute est li�ee �a celle de donn�ee d'entr�ee. On confondra dans cette mod�elisation
la faute avec l'ensemble des donn�ees d'entr�ee qui conduiront �a sa manifestation. Une faute
de conception est une partie A-mesurable non vide de l'espace des entr�ees E.

D�e�nition { 1.2 A l'instant t, on appelle faute totale Ft � E l'ensemble de toutes les
donn�ees d'entr�ee pouvant provoquer des d�efaillances �a l'instant t.
On appelle processus des fautes, la famille fFtgt�0.

Le processus des fautes est un processus al�eatoire ensembliste �a sauts. Ceux-ci inter-
viennent aux instants des corrections.

Processus de d�efaillance

Une d�efaillance se produit �a la i�eme sollicitation si l'entr�ee correspondante Zi active une
faute, c'est-�a-dire si Zi appartient �a la faute totale �a l'instant Si.

On appelle instant d'une d�efaillance l'instant de la sollicitation qui a entrâ�n�e cette
d�efaillance.
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D�e�nition { 1.3 Le processus de d�efaillance du logiciel est un processus ponctuel de
IR+ d�e�ni indi��eremment par :

� T = fTigi�1 o�u Ti est l'instant de la i�eme d�efaillance.

� X = fXigi�1 o�u Xi = Ti � Ti�1 (avec T0=0) est la dur�ee s�eparant la (i�1)�eme de
la i�eme d�efaillance.

� N = fNtgt�0 o�u Nt est le nombre cumul�e de d�efaillances entre l'instant initial et
l'instant t.

||| | ||

T T T T T t0

X X X X X

1

2

3

4

0

N

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

t

Fig. 1.1: Exemple d'une trajectoire du processus de d�efaillance.

Processus de correction

Une correction est une tentative de suppression de fautes. Elle a donc pour e�et de modi�er
l'ensemble des fautes totales du logiciel. Plus pr�ecis�ement on a :

D�e�nition { 1.4 Une correction est une application de A dans A qui, �a une faute
totale avant correction F , associe une faute totale apr�es correction F 0.

Une bonne correction aura pour e�et de diminuer la taille de l'ensemble des fautes.

D�e�nition { 1.5 Le processus de correction du logiciel est un processus ponctuel sur
IR+, marqu�e dans A d�e�ni indi��eremment par :

� C = fCigi�1 o�u Ci est l'instant de la i�eme correction.

� Y = fYigi�1 o�u Yi = Ci�Ci�1 est la dur�ee s�eparant la (i�1)�eme de la i�eme correction.

� K = fKtgt�0 o�u Kt est le nombre cumul�e de corrections e�ectu�ees entre l'instant
initial et l'instant t.
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A chaque instant de correction Ci, on associe sa marque FCi
� E repr�esentant la faute

totale apr�es la i�eme correction.

Remarque { Le processus des fautes fFtgt�0 est un processus de Markov. Ceci d�ecoule
du fait que FCi

est une transformation, via la i�eme correction, de FCi�1
. La faute totale

FCi
ne d�epend donc du pass�e qu'�a travers FCi�1

.

E

Bonne correction Mauvaise correction

Fautes rajoutees

F
C i

F
C i+1

F
C i+1

Fig. 1.2: Exemples de bonne et de mauvaise corrections.

Processus du comportement et histoire du logiciel

D�e�nition { 1.6 On appelle processus du comportement du logiciel, le processus qui
d�ecrit le comportement du logiciel au cours du temps. Ce processus r�esulte de l'interaction
des processus de sollicitation, de d�efaillance et de correction. Il est not�e :n

S[0;t]�A; Nt; Kt; Ft)
o
t�0;A2A

:

D�e�nition { 1.7 On appellera histoire du logiciel �a l'instant t, la �ltration fHtgt�0 o�u
Ht est la tribu engendr�ee par le pass�e du logiciel �a l'instant t :

Ht = �
n
(S[0;s]�A; Ns; Ks; Fs); 0 � s � t; A 2 A

o
:
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1.2.3 Interaction des di��erents processus

Pour mod�eliser rigoureusement l'�evolution du logiciel au cours du temps, il faut tenir
compte de l'interaction entre les di��erents processus mis en jeu, en e�et :

� Une sollicitation (Si; Zi) provoque une d�efaillance �a l'instant Si si l'entr�ee Zi ap-
partient �a la faute totale FSi

. Le processus de d�efaillance est donc inuenc�e par le
processus de sollicitation et le processus de faute.

� On proc�ede �a des corrections quand on observe un certain nombre de d�efaillances,
le processus de d�efaillance excite ainsi le processus de correction.

� Une correction a pour e�et de modi�er la faute totale du logiciel. Le processus de
faute se trouve ainsi inuenc�e par le processus de correction.

1.3 Approche statistique de l'�evaluation de la �abi-

lit�e des logiciels

L'�evaluation de la �abilit�e d'un logiciel se fait par l'analyse du comportement pass�e et
la pr�ediction du comportement futur de son processus de d�efaillance. Ceci n�ecessite l'utili-
sation d'un mod�ele probabiliste o�u l'on utilisera les diverses informations disponibles pour
choisir les lois de probabilit�e des di��erents processus al�eatoires mis en jeu.

Les donn�ees issues de l'observation du logiciel permettent ensuite d'estimer les para-
m�etres du mod�ele pour analyser le comportement pass�e et pr�edire le comportement futur
du logiciel.

La nature des donn�ees recueillies conditionne la fa�con de mod�eliser le processus de d�e-
faillance. On pr�esente dans cette section deux types de mod�elisation selon que les obser-
vations sont des instants de d�efaillance ou des instants de correction.
On pr�esente ensuite les di��erents attributs servant �a mesurer la �abilit�e d'un logiciel.
A la �n de la section, on d�ecrit la m�ethodologie g�en�erale de l'�evaluation statistique de la
�abilit�e des logiciels.

1.3.1 Mod�elisation du processus de d�efaillance

Dans le cadre de l'�etude de la �abilit�e, on s'int�eresse au comportement du processus de
d�efaillance. Ce processus, comme tout processus al�eatoire ponctuel (cf. [18] page 11), est
compl�etement caract�eris�e par son intensit�e de d�efaillance conditionnelle :

D�e�nition { 1.8 On appelle intensit�e de d�efaillance conditionnelle la fonction
al�eatoire, d�e�nie �a tout instant t par :

�t = lim
dt!0

1

dt
P (Nt+dt �Nt > 0 j Hd

t )
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o�u Hd
t repr�esente l'histoire du processus sur l'intervalle de temps [0; t], c'est-�a-dire la tribu

engendr�ee par tous les �ev�enements pouvant inuencer le processus de d�efaillance.

Dans le cas de la mod�elisation la plus g�en�erale l'histoire du processus de d�efaillance se
confond avec l'histoire du logiciel :

Hd
t = Ht = �

n
(S[0;s]�A; Ns; Ks; Fs); 0 � s � t; A 2 A

o
:

Mod�eliser le comportement du processus de d�efaillance revient donc �a mod�eliser la fonc-
tion intensit�e de d�efaillance conditionnelle et plus pr�ecis�ement l'inuence des di��erents
processus sur cette fonction.

Le mod�ele ainsi obtenu permettra ensuite de tenir compte des donn�ees issues de l'ob-
servation du pass�e du logiciel pour pr�edire le comportement futur de son processus de
d�efaillance.

Hypoth�ese { 1 On supposera dans la suite que la probabilit�e d'occurrence simultan�ee de
deux d�efaillances est n�egligeable, c'est-�a-dire :

8t > 0 , P (Nt+dt �Nt � 2) = o(dt);

le processus de d�efaillance est alors dit ordonn�e.

Mod�eles �a donn�ees de d�efaillance

Les donn�ees recueillies se r�esument en g�en�eral aux instants d'occurrence des d�efaillances.
Un mod�ele math�ematiquement exploitable ne peut donc tenir compte explicitement de
l'inuence des processus de sollicitation et de faute.

La plupart des approches classiques en Fiabilit�e des Logiciels ne mod�elisent pas l'in-
uence des processus de sollicitation et de faute. Le processus de d�efaillance est alors
mod�elis�e par un processus auto-excit�e, son histoire Hd

t se r�eduit �a la tribu engendr�ee
par ses propres �ev�enements :

Hd
t = � (Nt; T1; : : : ; TNt

) :

Proposition { 1.9 (Snyder [93] page 240) La loi de probabilit�e d'un processus auto-
excit�e ordonn�e fNtgt�0 est compl�etement sp�eci��ee par son intensit�e conditionnelle, donn�ee
�a chaque instant t par :

�t = lim
dt!0

1

dt
P (Nt+dt �Nt = 1 j Nt; T1; : : : ; TNt

):
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Mod�eliser le processus de d�efaillance revient alors �a proposer une expression analytique
de la fonction �t.

L'hypoth�ese que le processus de d�efaillance est un processus auto-excit�e peut se justi-
�er dans le cas o�u les corrections suivent imm�ediatement les d�efaillances. Les instants
d'occurrence des corrections sont alors les mêmes que ceux des d�efaillances.

Mod�eles �a donn�ees de correction

Pour certains logiciels, les observations retenues sont les dates de correction et le nombre
de d�efaillances entre deux corrections successives.
Dans ce cas, mod�eliser le processus de d�efaillance par un processus auto-excit�e ne permet
pas d'utiliser toutes les informations disponibles.

Soler[96] propose alors de consid�erer que les processus de d�efaillance et de correction
sont deux processus al�eatoires ponctuels mutuellement excit�es, sp�eci��es respectivement
par leurs intensit�es relatives :

D�e�nition { 1.10 On appelle intensit�e de d�efaillance relative la fonction al�eatoire
d�e�nie en tout instant t par :

�rt = lim
dt!0

1

dt
P (Nt+dt �Nt = 1 j Nt; T1; : : : ; TNt

; Kt; C1; : : : ; CKt
):

D�e�nition { 1.11 On appelle intensit�e de correction relative la fonction al�eatoire
d�e�nie en tout instant t par :

�rt = lim
dt!0

1

dt
P (Kt+dt �Kt = 1 j Nt; T1; : : : ; TNt

; Kt; C1; : : : ; CKt
):

On appelle r�evision d'un logiciel sa con�guration entre deux corrections successives.

Pour di��erents protocoles de correction et di��erentes fa�cons de mod�eliser l'interaction
entre le processus de d�efaillance et le processus de correction, on peut obtenir di��erents
estimateurs des attributs de la �abilit�e (cf. Soler [95, 96]).

Hypoth�ese { 2 Dans toute la suite de ce chapitre, ainsi que dans le chapitre
suivant, on supposera que le processus de d�efaillance est un processus al�eatoire
auto-excit�e et que les corrections suivent instantan�ement les d�efaillances.
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1.3.2 Attributs de la �abilit�e des logiciels

Pour les syst�emes am�eliorables, et en particulier les logiciels, la �abilit�e �evolue au cours
de la vie du syst�eme ; elle est �evalu�ee �a partir de l'�etude du processus de d�efaillance.
Les attributs de la �abilit�e sont donc les di��erentes fonctions d�ecrivant le comportement
du processus de d�efaillance au cours du temps. Ces fonctions sont d�ecrites ci-dessous.

La fonction de �abilit�e

A l'instant t, la fonction de �abilit�e repr�esente la probabilit�e de ne pas avoir de d�efaillance
au cours d'un intervalle de temps de dur�ee d�etermin�ee d�ebutant �a l'instant t.
Cette fonction doit être red�e�nie �a chaque instant puisqu'elle est susceptible d'�evoluer au
cours de la vie du logiciel.

D�e�nition { 1.12 On appelle fonction de �abilit�e �a l'instant t, la fonction d�e�nie
par :

8� > 0; Rt(�) = P (Nt+� �Nt = 0):

A l'instant t = Tn, instant d'occurrence de la n�eme d�efaillance, cette fonction de �abilit�e
vaut :

8� > 0; RTn(�) = P (Xn+1 > �):

Le MTTF

A l'instant t le MTTF (Mean Time To Failure) repr�esente l'esp�erance du temps d'attente
de la prochaine d�efaillance. On a plus pr�ecis�ement :

D�e�nition { 1.13 A l'instant t, on appelle MTTF la quantit�e :

MTTFt = E(TNt+1 � t):

En particulier, si on se place �a l'instant Tn de la n�eme d�efaillance, on a alors :

MTTFTn = E(Xn+1):

Remarque { Le MTTF , quand il est �ni, peut se calculer par la formule suivante :

MTTFt =
Z 1
0

Rt(�)d�:

L'intensit�e de d�efaillance

A l'instant t, l'intensit�e de d�efaillance repr�esente la probabilit�e instantan�ee d'occurrence
d'une d�efaillance sur l'intervalle [t; t + dt]. Plus pr�ecis�ement on a :
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D�e�nition { 1.14 On appelle intensit�e de d�efaillance la fonction du temps :

h(t) = lim
dt!0

1

dt
P (Nt+dt �Nt = 1):

Il est important de noter que, contrairement �a l'intensit�e de d�efaillance conditionnelle,
not�ee �t dans la proposition 1.9, la fonction h(t) ne su�t pas �a caract�eriser un processus
ponctuel auto-excit�e (cf. [18] page 9). Ces deux fonctions sont li�ees, dans le cas d'un
processus ponctuel ordonn�e, par la relation suivante :

h(t) = E(�t):

On peut remarquer cependant que dans le cadre particulier d'un processus de Poisson non
homog�ene (NHPP), les deux fonctions �t et h(t) sont identiques puisque par d�e�nition, un
NHPP est un processus �a accroissements ind�ependants, sa fonction intensit�e conditionnelle
ne d�epend donc pas de son histoire.

Le nombre moyen de d�efaillances

D�e�nition { 1.15 On appelle nombre moyen de d�efaillances, ou aussi fonction
d'accumulation des d�efaillances la fonction du temps m d�e�nie par :

8t � 0 , m(t) = E(Nt):

Le ROCOF

Le ROCOF (Rate of OCcurrence Of Failures) ou taux instantan�e d'occurrence des d�e-
faillances correspond �a la d�eriv�ee de la fonction d'accumulation des d�efaillances :

D�e�nition { 1.16 A l'instant t on appelle ROCOF la quantit�e :

ROCOFt = m0(t) = lim
dt!0

E(Nt+dt)� E(Nt)

dt
:

Le ROCOF repr�esente donc l'accroissement moyen du nombre de d�efaillances par unit�e
de temps.

Remarque { Il est facile de montrer que leROCOF est �egal �a l'esp�erance math�ematique
de l'intensit�e de d�efaillance conditionnelle :

ROCOFt = E(�t):
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Fonction de hasard et taux de d�efaillance

D�e�nition { 1.17 On appelle fonction de hasard d'une v.a.r. T de densit�e fT et de
fonction de r�epartition FT , la fonction d�e�nie par :

8t � 0; z(t) =
fT (t)

1� FT (t)
:

Quand la v.a.r. T repr�esente une dur�ee de vie, on parle alors de taux de d�efaillance.

En Fiabilit�e des Logiciels, on a souvent utilis�e le terme \taux de d�efaillance" pour d�esigner
le ROCOF.

On utilisera dans ce travail le terme taux de d�efaillance du logiciel pour d�esigner les
fonctions de hasard des variables temps inter-d�efaillances Xi :

8i � 1; 8x � 0; �i(x) =
fXi

(x)

1� FXi
(x)

:

Remarques {

1. Ces taux de d�efaillance sont constants dans le cas o�u les v.a.r. Xi sont de lois
exponentielles.

2. On a 8i � 1 et 8x � 0 :

Rti(x) = exp
�
�

Z ti+x

ti
�i(s) ds

�
:

1.3.3 Approche globale de l'�evaluation de la �abilit�e des logiciels

L'approche globale pour l'�evaluation de la �abilit�e des logiciels, telle que d�ecrite par
Gaudoin et al [38] et Kanoun [50], peut être d�ecompos�ee en quatre �etapes :

1. Une �etape d'observation du logiciel �etudi�e. A l'issue de cette �etape, on dispose d'un
certain nombre d'informations : environnement et pro�l d'utilisation, protocoles et
e�ets des corrections...
On dispose aussi d'un ensemble de donn�ees x1; : : : ; xn d�ecrivant en g�en�eral le pass�e
du processus de d�efaillance.
Apr�es s'être assur�e de la qualit�e de ces donn�ees, on utilise les di��erents tests sta-
tistiques de tendance pour d�etecter le sens de l'�evolution de la �abilit�e au cours du
temps.

2. Une �etape de mod�elisation probabiliste o�u on tiendra compte des informations issues
de la premi�ere �etape pour proposer un mod�ele, souvent param�etrique : fP�; � 2 �g
pour la loi de probabilit�e du processus de d�efaillance.
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3. Une �etape d'inf�erence et de pr�ediction, o�u on utilise les donn�ees collect�ees au cours
de la premi�ere �etape et le mod�ele de la deuxi�eme �etape pour estimer le param�etre �
�a l'aide d'une proc�edure statistique appropri�ee :

� ' �̂(x1; : : : ; xn):

On estime ensuite les di��erents attributs de la �abilit�e, on a par exemple :

Rt(�) ' P�̂(x1;:::;xn)
(Nt+� �Nt = 0):

4. Une �etape de validation et de choix de mod�eles : cette �etape permet de tester l'ad�e-
quation du mod�ele aux donn�ees observ�ees. On comparera ensuite les performances
du mod�ele consid�er�e aux performances d'autres mod�eles.

1.4 Quelques mod�eles classiques de �abilit�e des logi-

ciels

Dans la litt�erature, on trouve plusieurs classi�cations des mod�eles de �abilit�e des lo-
giciels.
Xie [102] par exemple, propose une classi�cation se basant sur le type d'hypoth�eses pro-
babilistes et de m�ethodes inf�erentielles utilis�ees dans les di��erents mod�eles. Il distingue
ainsi plusieurs classes de mod�eles, parmi lesquelles :

� Les mod�eles markoviens : ce sont les mod�eles o�u le processus de d�efaillance fNtgt�0
est suppos�e être un processus markovien. Cette hypoth�ese signi�e que, condition-
nellement �a l'�etat actuel du processus de d�efaillances, son �etat futur ne d�epend pas
de son �etat pass�e.
L'intensit�e de d�efaillance dans ce cas sera une fonction discontinue constante entre
deux d�efaillances successives.

� Les NHPP : Dans ces mod�eles, le processus de d�efaillance est mod�elis�e par un
processus de Poisson non homog�ene. Le nombre de d�efaillances observ�ees jusqu'�a
l'instant t est alors une variable al�eatoire de loi de Poisson de taux m(t), m �etant
une fonction param�etrique sp�eci�ant le mod�ele NHPP utilis�e.

� Les mod�eles bay�esiens : ces mod�eles sont utilis�es lorsqu'on dispose d'information a
priori concernant le logiciel �etudi�e. On utilise alors les m�ethodes d'inf�erence bay�e-
siennes pour combiner l'information a priori et les observations issues des tests. On
�etudiera cette classe de mod�eles dans le chapitre 3.

� Les mod�eles m�etriques : dans ces mod�eles on donne une importance particuli�ere aux
mesures de complexit�e du logiciel. On cherche ensuite �a �etablir une relation entre
ces mesures de complexit�e et le nombre de d�efaillances du logiciel (cf. [53] et [69]).

Gaudoin [36] propose une autre classi�cation se basant sur la forme de la fonction intensit�e
de d�efaillance conditionnelle. Il d�enombre ainsi quatre classes principales :
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� Les mod�eles ND : o�u l'intensit�e conditionnelle de d�efaillance ne d�epend (�a travers
une fonction  ) que du Nombre de D�efaillances survenues �a chaque instant :

8t � 0 , �t =  (Nt):

� Les mod�eles NDT : o�u l'intensit�e conditionnelle ne d�epend que du Nombre de D�e-
faillances survenues �a chaque instant et du Temps :

8t � 0 , �t =  (Nt; t):

� Les mod�eles NDTE : o�u l'intensit�e conditionnelle ne d�epend que du Nombre de
D�efaillances survenues �a chaque instant, et du Temps Ecoul�e depuis la derni�ere
d�efaillance :

8t � 0 , �t =  (Nt; t� TNt
):

� Les mod�eles T ou NHPP : o�u l'intensit�e n'est fonction que du Temps. Le processus
de d�efaillance est alors un processus de Poisson non homog�ene :

8t � 0 , �t =  (t):

D'autres classi�cations ont �et�e propos�ees par Bastani et Ramamoorthy [7], Miller [73],
Trachenberg [98] et Singpurwalla et Wilson [90].

On pr�esente ci-dessous quelques unes des classes de mod�eles les plus utilis�ees.

1.4.1 Le mod�ele de Jelinski-Moranda et ses extensions

Le mod�ele de Jelinski-Moranda [47], pr�esent�e en 1972, est le premier mod�ele d�e�ni sp�eci-
�quement pour l'�etude de la �abilit�e des logiciels. Ce mod�ele qu'on notera dans la suite
JM, a donn�e suite �a plusieurs g�en�eralisations et extensions.

Pr�esentation du mod�ele

Jelinski et Moranda font les hypoth�eses suivantes :

� Avant le d�ebut des tests, le logiciel contient un nombre �ni mais inconnu N de
fautes.

� Chaque faute d�etect�ee est supprim�ee en un temps n�egligeable, aucune faute n'est
introduite au cours des di��erentes corrections.

� A chaque instant, l'intensit�e de d�efaillance conditionnelle est suppos�ee être propor-
tionnelle au nombre de fautes r�esiduelles :

�t = � (N �Nt):

La constante de proportionnalit�e � 2 IR+ repr�esente la qualit�e des di��erentes cor-
rections. Cette qualit�e est suppos�ee constante au cours du temps et ind�ependante
des fautes supprim�ees.
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Fig. 1.3: Intensit�e de d�efaillance dans le mod�ele de Jelinski-Moranda.

Sous ces hypoth�eses, les temps inter-d�efaillances qui sont en nombre �ni inconnu
X1; X2; : : : ; XN sont des variables al�eatoires r�eelles (v.a.r.) ind�ependantes de lois expo-
nentielles :

Xi � Exp [ � (N � i + 1) ]:

A partir des observations x1; : : : ; xn des n premiers temps inter-d�efaillances, on estime les
param�etres N et � du mod�ele par la m�ethode du maximum de vraisemblance.

La simplicit�e des hypoth�eses de ce mod�ele fait qu'en pratique, elles ne sont jamais v�eri��ees.
Parmi ces hypoth�eses, les plus criticables sont :

� Le fait que les N fautes aient la même s�ev�erit�e.

� L'hypoth�ese selon laquelle toutes les corrections sont parfaites.

A ces hypoth�eses trop simplistes s'ajoutent certains probl�emes d'estimation des para-
m�etres. En e�et, sous certaines conditions techniques, l'estimateur de maximum de vrai-
semblance de N est in�ni ou compl�etement aberrant (cf. [35] et [66]).
Littlewood et Verrall [68] donnent par ailleurs certaines conditions sur les observations
des temps inter-d�efaillances xi permettant d'avoir des estimations �nies de N .

Extensions du mod�ele JM

C'est en essayant de r�esoudre les probl�emes d'estimation du mod�ele JM que certains cher-
cheurs ont utilis�e les m�ethodes d'inf�erence bay�esienne.

Meinhold et Sigpurwalla [72] et Langberg et Sigpurwalla [56] ont �et�e les premiers �a uti-
liser l'approche bay�esienne pour estimer les param�etres N et �. Ils prennent di��erentes
combinaisons de lois a priori pour N et � et donnent les di��erentes lois a posteriori
associ�ees.
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Littlewood et Sofer [66] essayent de r�esoudre ces probl�emes inf�erentiels en modi�ant l�eg�e-
rement le mod�ele. Ils introduisent un nouveau param�etre � = �N , la fonction intensit�e
de d�efaillance a alors la forme suivante :

�t = �� �Nt:

Ils choisissent des lois a priori Gamma pour les param�etres positifs � et �, et donnent
sous ces hypoth�eses les expressions de la �abilit�e a posteriori, la loi a posteriori du taux
de d�efaillance courant, ainsi que la loi a posteriori du nombre r�esiduel d'erreurs.

D'autres extensions bay�esiennes du mod�ele JM peuvent être trouv�ees dans Jewell [48],
Raftery [81], Wright et Hazelhurst [100], etc.
Ces approches bay�esiennes seront �etudi�ees dans le chapitre 3. Au chapitre 2 on utilisera la
th�eorie des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es pour donner d'autres g�en�eralisations du mod�ele
JM.

1.4.2 Les mod�eles NHPP

Dans cette classe de mod�eles, le processus de d�efaillance est mod�elis�e par un processus de
Poisson non homog�ene. A chaque instant t, la variable Nt est alors de loi de Poisson de
param�etre m(t) :

P (Nt = n) =
[m(t)]n

n!
e�m(t):

m(t) repr�esente le nombre moyen de d�efaillances ayant lieu sur [0; t].

Rappelons (cf. par exemple [93] page 38) que le processus fNtgt�0 est un processus de
Poisson non homog�ene (NHPP), si et seulement si il v�eri�e les propri�et�es suivantes :

1. N0 = 0,

2. fNtgt�0 est �a accroissements ind�ependants :
8 (t0 < t1 : : : < tn), les v.a.r. (Nt1 �Nt0); : : : ; (Ntn �Ntn�1) sont ind�ependantes,

3. P (Nt+dt �Nt = 1) = h(t)dt + o(dt), 8t � 0,

4. P (Nt+dt �Nt � 2) = o(dt), 8t � 0,

o�u h est la fonction intensit�e de d�efaillance du processus.

Pour les processus NHPP, le nombre d'�ev�enements sur l'intervalle de temps ]t; t + s]
est une v.a.r. de loi de Poisson de param�etre m(t + s)�m(t).
Le nombre moyen de d�efaillances m(t) est reli�e �a la fonction intensit�e de d�efaillance par
la relation suivante :

m(t) =
Z t

0
h(s)ds:

La plupart des mod�eles NHPP supposent que la fonction intensit�e de d�efaillance est une
fonction continue du temps. Cette hypoth�ese contredit le fait que toute correction e�ectu�ee
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introduit forc�ement des modi�cations au logiciel qui engendrent des discontinuit�es dans
les di��erents attributs de la �abilit�e.

L'utilisation des mod�eles NHPP avec des fonctions intensit�e de d�efaillance continues peut
cependant se justi�er par le principe de r�eparation minimale (cf. Ascher [6]) qui �enonce
qu'un logiciel contenant beaucoup de fautes ne peut connâ�tre que de tr�es faibles variations
de �abilit�e.

On pr�esente ci-dessous quelques uns des mod�eles NHPP les plus utilis�es :

Le mod�ele de Crow

Le mod�ele de Crow [20] pr�esent�e en 1974, appel�e aussi mod�ele de Puissance [6] ou mod�ele
de Duane [26], est l'un des plus anciens mod�eles NHPP.
Dans ce mod�ele, l'intensit�e de d�efaillance a la forme suivante :

h(t) = ��t��1 , (�; �) 2 IR�2
+ :

La fonction de �abilit�e est :

Rt(�) = exp
h
�� ((t+ �)� � t�)

i
:

Le nombre moyen de d�efaillances �a l'instant t est donn�e par :

m(t) = � t�:

Le param�etre � repr�esente le sens d'�evolution de la �abilit�e au cours du temps. Un �
sup�erieur �a un correspond �a une d�ecroissance de �abilit�e alors qu'un param�etre � inf�erieur
�a un mod�elise une croissance de �abilit�e.
Le param�etre � est un param�etre d'�echelle.
Contrairement �a la majorit�e des mod�eles de �abilit�e des logiciels, les estimateurs de maxi-
mum de vraisemblance des param�etres du mod�ele de Crow ont des expressions analytiques
simples.
A l'instant t et apr�es observation de n instants de d�efaillance t1; : : : ; tn, les estimations de
maximum de vraisemblance des param�etres � et � sont :

�̂ =
n

t�̂
et �̂ =

nPn
i=1 ln(t=ti)

:

Le mod�ele de Goel-Okumoto

Goel et Okumoto [42] pr�esentent �a leur tour en 1979 un mod�eleNHPP de fonction intensit�e
de d�efaillance :

h(t) = �e��t o�u � 2 IR+ et � 2 IR:



28 M�ethodologie de l'�evaluation de la �abilit�e des logiciels

Le param�etre � repr�esente en quelque sorte la qualit�e de l'am�elioration apport�ee par les
corrections successives.
Le param�etre � est un param�etre d'�echelle qui repr�esente le taux de d�efaillance initial.

La fonction de �abilit�e dans ce mod�ele est :

Rt(�) =

(
exp [��

�
e��t (1� e��� ) ] si � 6= 0

exp(���) si non.

Lorsque � > 0, la probabilit�e de ne plus observer de d�efaillances �a partir de l'instant t
vaut :

lim
�!+1

Rt(�) = exp

"
��

�
e��t

#
;

cette probabilit�e non nulle permet de mod�eliser des logiciels qui peuvent, �a partir d'un
instant donn�e, ne plus manifester de d�efaillances.

Le mod�ele hyperexponentiel de Kanoun-Laprie

Kanoun et Laprie [59] proposent un mod�ele NHPP, appel�e le mod�ele hyperexponentiel. Ils
supposent dans ce mod�ele que l'intensit�e de d�efaillance tend vers une limite �nie non nulle
�r (appel�ee intensit�e de d�efaillance r�esiduelle). Ceci correspond au fait qu'en pratique, un
logiciel d'une complexit�e moyenne contiendra toujours quelques fautes et ne sera jamais
parfait.

L'intensit�e de d�efaillance du mod�ele hyperexponentiel a la forme suivante :

�(t) =
!Z1e

�Z1t + (1� !)Z2e
�Z2t

!e�Z1t + (1� !)e�Z2t

o�u ! 2 [0; 1], Z1 et Z2 2 IR�+ sont les trois param�etres du mod�ele.

L'expression pr�ec�edente a la même forme que celle du taux de d�efaillance d'une loi de Cox
hyperexponentielle (cf. [19]), d'o�u le nom du mod�ele.

L'intensit�e de d�efaillance r�esiduelle vaut :

�r = inf(Z1; Z2):

La fonction de �abilit�e est :

Rt(�) =
!e�Z1(t+�) + (1� !)e�Z2(t+�)

!e�Z1t + (1� !)e�Z2t

et le MTTF est donn�e par :

MTTFt =
!(1=Z1)e

�Z1t + (1� !)(1=Z2)e
�Z2t

!e�Z1t + (1� !)e�Z2t
:

Des extensions de ce mod�ele, notamment au cas du temps discret, ont �et�e pr�esent�ees par
Kaâniche [49].
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1.4.3 Les mod�eles �a Pro�l Op�erationnel Poissonnien Homog�ene

Introduction et propri�et�es

Le pro�l op�erationnel Poissonnien homog�ene (POPH) est une mod�elisation simple mais
assez g�en�erale du pro�l d'utilisation d'un logiciel.
Dans cette mod�elisation, les sollicitations du logiciel sont suppos�ees arriver d'une fa�con
homog�ene dans le temps. Les entr�ees sollicit�ees sont suppos�ees ind�ependantes entre elles,
ind�ependantes des instants de sollicitation et de même loi de probabilit�e Q sur E.

Remarque { On reprend ci-dessous la terminologie et les d�e�nitions de la section 1.2.

D�e�nition { 1.18 Le pro�l op�erationnel est dit Poissonnien homog�ene quand :

- Le processus de sollicitation temporel est un processus de Poisson homog�ene d'in-
tensit�e �.

- Les variables al�eatoires entr�ees sollicit�ees Zi sont ind�ependantes entre elles, ind�e-
pendantes des instants de sollicitation et de même loi de probabilit�e Q sur E.

Soler [94] donne un th�eor�eme permettant de sp�eci�er les propri�et�es math�ematiques du
processus de d�efaillance sous les hypoth�eses d'un POPH :

Th�eor�eme { 1.19 Pour un POPH avec corrections instantan�ees, il existe un processus
de Markov �=f�igi�1 constitu�e de v.a.r. positives telles que, conditionnellement �a f�i=
�igi�1, les temps inter-d�efaillances Xi sont des v.a.r. ind�ependantes de lois exponentielles
de param�etres respectifs �i. On a donc :

8i � 1 , sachant �i=�i , Xi � Exp(�i):

On a par ailleurs :
8i � 1 , �i = � Q(FCi�1

):

Remarque { Les v.a.r. �i d�e�nies au th�eor�eme pr�ec�edent seront dans la suite appel�ees
variables taux de d�efaillance.

Gaudoin [36] montre que les variables taux de d�efaillance �i v�eri�ent les �equations sui-
vantes :

Th�eor�eme { 1.20 Dans un POPH avec corrections instantan�ees, il existe deux suites de
v.a.r. (ai)i�1 (taux de bonne correction) et (bi)i�1 (taux de mauvaise correction) �a valeurs
dans [0; 1], telles que les taux de d�efaillance f�igi�1 v�eri�ent les �equations :

8i > 1; �i = (1�ai�bi) �i�1 + � bi:
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Preuve { En g�en�eral, une correction peut être en partie de bonne qualit�e et en partie
de mauvaise qualit�e.
Ceci revient �a dire que la i�eme correction enl�eve une partie Ai de la faute totale FCi�1

, mais
en rajoute de nouvelles fautes repr�esent�ees par une partie Bi de FCi�1

: compl�ementaire
de FCi�1

dans l'ensemble des donn�ees d'entr�ee E.
La faute totale apr�es la i�eme correction est donc :

FCi
= (FCi�1

� Ai) [ Bi o�u Ai 2 FCi�1
et Bi 2 FCi�1

:

On conclut alors que :

Q(FCi
) = Q(FCi�1

)�Q(Ai) +Q(Bi):

Le taux de bonne correction ai est donn�e par l'�equation :

Q(Ai) = aiQ(FCi�1
)

Comme Ai � FCi�1
, on a alors ai 2 [0; 1].

Le taux de mauvaise correction bi est donn�e par l'�equation :

Q(Bi) = biQ(FCi�1
)

La v.a.r. bi est �a valeurs dans [0; 1] car Bi � FCi�1
.

On obtient �nalement l'�equation :

Q(FCi
) = (1�ai�bi)Q(FCi�1

) + bi:

En multipliant les deux membres de la formule pr�ec�edente par � et en utilisant le th�eor�eme
1.19 on obtient le r�esultat �enonc�e. tu

On d�ecrit ci-dessous quelques mod�eles se basant sur les hypoth�eses du POPH.

Le mod�ele �a double taux de correction d�eterministe

Dans ce mod�ele not�e MDTCD, Gaudoin [36] suppose, pour simpli�er, que les taux de
correction (ai)i�1 et (bi)i�1 sont constants et d�eterministes :

8i � 1, ai = a et bi = b:

Le premier taux de d�efaillance �1 est suppos�e aussi d�eterministe. Les taux de d�efaillance
successifs f�igi�1 sont alors des quantit�es d�eterministes not�ees f�igi�1 et d�e�nies par :

(
�1 = �
�i+1 = (1�a�b)�i + � b , 8i > 1:
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Les temps inter-d�efaillances fXigi�1 sont alors des v.a.r. ind�ependantes de lois exponen-
tielles de param�etres respectifs f�igi�1.
Les di��erents param�etres de ce mod�ele peuvent être estim�es par la m�ethode du maximum
de vraisemblance.

Remarque { On peut remarquer que l'hypoth�ese selon laquelle les taux de mauvaise
correction bi sont constants n'est pas r�ealiste. En e�et elle signi�e que la taille des fautes
introduites par les corrections augmente au fur et �a mesure qu'on am�eliore le logiciel. Il
est beaucoup plus r�ealiste de consid�erer un mod�ele o�u les taux de mauvaise correction
sont d�ecroissants.

Le Mod�ele Proportionnel D�eterministe (MPD)

Dans la mod�elisation pr�ec�edente on a suppos�e que l'e�et des corrections est double. On
peut simpli�er ces hypoth�eses en supposant que l'e�et d'une correction est soit bon soit
mauvais. On n'aura ainsi qu'un seul taux de correction.
Sous cette hypoth�ese, il est facile de prouver (cf. [36]) que les taux de d�efaillance f�igi�1
v�eri�ent l'�equation suivante :

8i � 1, �i+1 = i � �i (1.1)

o�u �1 et (i)i�1 sont des v.a.r. positives ind�ependantes.

Parmi les mod�eles d�ecrits par l'�equation (1.1) et appel�es mod�eles proportionnels, on
peut citer le mod�ele g�eom�etrique de Moranda [74], appel�e aussi Mod�ele Proportionnel
D�eterministe (MPD) par Gaudoin et Soler [40].

Dans ce mod�ele, les variables (i)i�1 sont suppos�ees d�eterministes et constantes, plus
pr�ecis�ement on a :

8i � 1 , i = e��;

o�u � est un param�etre d�eterministe.

La variable taux de d�efaillance �1 est aussi suppos�ee d�eterministe et not�ee �, de telle
sorte que la suite des taux de d�efaillance f�igi�1 est une suite de quantit�es d�eterministes
not�ees f�igi�1. Cette suite est d�e�nie par les �equations :

8i � 1 , �i = e���i�1 = �e��(i�1):

D�e�nition { 1.21 On appelle Mod�ele Proportionnel D�eterministe de param�etres
� 2 IR+ et � 2 IR, le mod�ele de �abilit�e des logiciels d�e�ni par l'hypoth�ese selon laquelle
les v.a.r. temps inter-d�efaillances Xi sont ind�ependantes et de lois exponentielles :

8i � 1 , Xi � Exp(� e�� (i�1)):
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Le param�etre � repr�esente alors la qualit�e, suppos�ee constante, des di��erentes corrections
e�ectu�ees. Si les corrections sont de bonne qualit�e, on aura � > 0 ; la suite des taux de
d�efaillance a alors une d�ecroissance g�eom�etrique.
Le deuxi�eme param�etre de ce mod�ele � est un param�etre d'�echelle repr�esentant le taux
de d�efaillance initial.

Dans ce mod�ele on suppose que la proportion de fautes supprim�ees �a chaque correction
est proportionnelle �a la taille de l'ensemble des fautes. S'il y a croissance de �abilit�e, la
taille de l'ensemble des fautes va d�ecrô�tre ainsi que l'e�et des corrections.

Apr�es observation de n temps inter-d�efaillances x1; : : : ; xn, les estimations de maximum
de vraisemblance de � et � sont donn�ees par les �equations suivantes :

8>>><>>>:
�̂ =

nPn
i=1 e

��̂(i�1)xi

Pn
i=1(n�2i+1) e��̂(i�1)xi = 0

Gaudoin et Soler [40] donnent un certain nombre de propri�et�es statistiques de ces estima-
teurs.

Le Mod�ele Proportionnel Lognormal (MPL)

Gaudoin, Lavergne et Soler [38] proposent un mod�ele g�en�eralisant le MPD. Ils supposent
que les qualit�es des corrections successives sont des variables al�eatoires f�igi�1 ind�epen-
dantes. En supposant que l'�equipe de correcteurs a une mani�ere de corriger assez r�eguli�ere,
ils proposent un mod�ele o�u les v.a.r. f�igi�1 sont de lois normales.

D�e�nition { 1.22 Le Mod�ele Proportionnel Lognormal de param�etres � 2 IR+,
� 2 IR et �2 2 IR+ est le mod�ele o�u les v.a.r. temps inter-d�efaillances Xi sont de lois :

Xi � Exp(�i)

o�u :

� Le premier taux de d�efaillance est d�eterministe :

�1 = �

� pour i � 2, les taux de d�efaillance �i sont des v.a.r. donn�ees par les �equations :

�i+1= e��i �i

les �i sont des v.a.r. ind�ependantes de même loi N (�; �2).
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Remarques {

1. Les variables �i sont alors de loi log-normale [ ln(�)� (i�1) �; (i�1) �2 ] puisque les
v.a.r. ln(�i) sont respectivement de lois N (ln(�)� (i�1) �; (i�1) �2).

2. Dans le mod�ele MPL, les v.a.r. Xi ne sont pas ind�ependantes, leurs esp�erances et
leurs variances sont :

E(Xi) =
1

�
e�(i�1)(�+�2=2) et V ar(Xi) =

1

�2
e�2(i�1)(�+�2=2) [ 2e(i�1)�

2 � 1 ]:

Les param�etres �, � et �2 de ce mod�ele peuvent être estim�es en r�e�ecrivant le mod�ele sous
la forme d'un mod�ele lin�eaire �a deux composantes de la variance.

Un traitement bay�esien de ce mod�ele sera pr�esent�e au chapitre 3.

1.5 Application des mod�eles

1.5.1 Traitement des donn�ees

Comme le souligne Kanoun [50], l'application des di��erents mod�eles de �abilit�e des logi-
ciels n�ecessite un traitement pr�eliminaire des donn�ees de d�efaillance collect�ees.

La premi�ere �etape de ce traitement consiste �a s'assurer des bonnes conditions de la col-
lecte des donn�ees : stabilit�e du pro�l d'utilisation, bon enregistrement des d�efaillances,
absence de changements des sp�eci�cations... Cette partie du traitement des donn�ees doit
se faire bien sûr en collaboration avec les �equipes de d�eveloppement du logiciel.

Il arrive cependant que certaines donn�ees collect�ees soient erron�ees, on peut dans ce cas
utiliser des crit�eres statistiques permettant de d�etecter les donn�ees aberrantes (cf. [2]).
Mais, comme le souligne Kanoun [50], il est g�en�eralement pr�ef�erable d'appliquer les mo-
d�eles avec toutes les donn�ees disponibles et de n'enlever les valeurs aberrantes que si les
r�esultats obtenus s'�ecartent signi�cativement du comportement observ�e du logiciel.

Chaque mod�ele de �abilit�e des logiciels a ses hypoth�eses propres concernant l'�evolution
de la �abilit�e au cours du cycle de vie. Appliquer syst�ematiquement un certain nombre
de mod�eles aux donn�ees collect�ees sans tenir compte des hypoth�eses sous-jacentes aboutit
g�en�eralement �a des r�esultats non exploitables.

Il faut donc choisir les mod�eles en tenant compte de l'�evolution r�eelle de la �abilit�e du
logiciel �etudi�e. Cette �evolution de la �abilit�e est d�etect�ee par l'utilisation des tests de
tendance.

1.5.2 Les tests de tendance

Ces tests permettent de savoir si la �abilit�e \s'am�eliore" ou se \d�et�eriore" au cours du
temps.
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G�en�eralement on peut r�epondre �a cette question empiriquement en remarquant par exemple
que les temps inter-d�efaillances sont de plus en plus grands. On dispose cependant de
m�ethodes graphiques et de tests statistiques (cf. [6]) permettant de d�ecider, au vu des
donn�ees, si la �abilit�e du logiciel s'am�eliore ou pas.
On pourra se r�ef�erer �a Gaudoin [36] pour une description d�etaill�ee de ces m�ethodes d'ana-
lyse de tendance.
On pr�esente ci-dessous bri�evement le plus utilis�e de ces tests :

Le test de Laplace

Supposons qu'on observe un logiciel durant une p�eriode de temps [0; T ]. Sous l'hypoth�ese
d'une croissance de �abilit�e, les d�efaillances seront de plus en plus espac�ees et les obser-
vations des temps inter-d�efaillances x1; : : : ; xn seront de plus en plus grands. Les instants
de d�efaillance t1; : : : ; tn seront plutôt proches de 0 que de T . La moyenne des ti sera alors
inf�erieure �a T=2.

On conclura ainsi �a une croissance de �abilit�e si
1

n

nX
i=1

ti est signi�cativement inf�erieure �a

T=2.

L'hypoth�ese nulle consid�er�ee ici est :

H0 : \ il n'y a pas de tendance de �abilit�e" :

Pour des raisons de simpli�cation, on suppose que l'absence de tendance est �equivalente
�a l'hypoth�ese que le processus des temps inter-d�efaillances est un processus de Poisson
homog�ene.

Sous cette hypoth�ese nulle, on utilise le th�eor�eme central limite pour obtenir le r�esul-
tat de convergence suivant :

Un =

Pn
i=1 Ti � nT=2q

nT 2=12

Loi�! N (0; 1):

Le test de Laplace consiste �a calculer la valeur un observ�ee de Un et �a conclure �a une
croissance de �abilit�e si un < ��, et �a une d�ecroissance si un > ��, � �etant le niveau de
signi�cation du test.
Si on note FN (0;1) la fonction de r�epartition de la loi normale centr�ee r�eduite, alors on a :

�� = F�1N (0;1)(�) et �� = F�1N (0;1)(1� �):

Le test de Laplace permet ainsi de conclure avec une probabilit�e d'erreur � �a la croissance
ou non de la �abilit�e sur la p�eriode observ�ee.
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1.5.3 Validation et comparaison de mod�eles

La pr�esence de dizaines de mod�eles de �abilit�e des logiciels n�ecessitent des techniques
performantes de choix de mod�eles.

Iannino et al [45] proposent un certain nombre de crit�eres �a v�eri�er avant l'application
des mod�eles :

- Validit�e des hypoth�eses,

- applicabilit�e,

- simplicit�e,

- capacit�e �a donner des estimations pr�ecises.

Ces crit�eres permettent de s�electionner a priori un certain nombre de mod�eles, cette
s�election ne d�epend que des propri�et�es intrins�eques des mod�eles.

L'application des mod�eles sur les jeux de donn�ees de d�efaillance permet de proc�eder �a une
deuxi�eme s�election o�u l'on mesurera pour chaque mod�ele :

- sa capacit�e r�eplicative : c'est-�a-dire son aptitude �a reproduire le comportement pass�e
du logiciel.

- sa capacit�e pr�evisionnelle : sa capacit�e �a pr�evoir le comportement futur du logiciel.

Parmi les outils utilis�es pour mesurer ces capacit�es on peut citer (cf. [1] et [60]) :

- le u-plot et le y-plot,

- la vraisemblance pr�equentielle (PLR),

- le crit�ere des r�esidus,

- le crit�ere d'Akaike (cf. [3] et [54]).

Une �etude d�etaill�ee du crit�ere du u-plot est propos�ee au chapitre 4.
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Chapitre 2

Mod�eles Lin�eaires G�en�eralis�es en

Fiabilit�e des Logiciels

On s'int�eresse dans ce chapitre �a la classe des mod�eles de �abilit�e des logiciels appel�es
mod�eles ND o�u la fonction intensit�e de d�efaillance conditionnelle �t ne d�epend que du
nombre de d�efaillances Nt.

On montre d'abord que certains mod�eles ND appartiennent �a la famille des mod�eles li-
n�eaires g�en�eralis�es.
En utilisant les propri�et�es g�en�erales de cette famille on pr�esente des r�esultats nouveaux
concernant ces mod�eles ND.
On pr�esente ensuite di��erentes m�ethodes param�etriques et non param�etriques pour l'es-
timation de la fonction  reliant �t �a Nt. Ces m�ethodes permettent de construire des
mod�eles pouvant s'adapter aux sp�eci�cit�es de chaque jeu de donn�ees, ils ont ainsi de
meilleures qualit�es pr�evisionnelles que les mod�eles param�etriques usuels.
L'approche non param�etrique permet en outre de g�en�eraliser tous les mod�eles ND para-
m�etriques.

2.1 Introduction

L'�etude de la �abilit�e d'un logiciel se fait �a partir de l'�etude de son processus de
d�efaillance. Le comportement de ce processus est enti�erement d�etermin�e par sa fonction
intensit�e de d�efaillance conditionnelle :

�t = lim
dt!0

1

dt
P (Nt+dt �Nt = 1jHt)

On s'int�eresse ici aux mod�eles, not�es ND (�a Nombre de D�efaillances), o�u �t ne d�epend
que de Nt :

�t =  (Nt);

la fonction  est une fonction �a valeurs dans IR+ sp�eci�ant le mod�ele consid�er�e.
On rappelle que la quantit�e �tdt + o(dt) repr�esente la probabilit�e d'occurrence d'une
d�efaillance entre les instants t et t + dt. Cette probabilit�e instantan�ee est modi��ee apr�es
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chaque correction. Il est donc naturel de faire d�ependre �t de Nt, Nt repr�esente aussi bien
le nombre de d�efaillances que le nombre de corrections e�ectu�ees jusqu'�a l'instant t (cf.
Hypoth�ese 2).

Sous l'hypoth�ese g�en�erale :
�t =  (Nt);

il est facile de montrer (cf. Snyder [93] page 265) que les variables al�eatoires X1; X2; : : :
sont ind�ependantes et de lois exponentielles de param�etres respectifs  (i� 1), ce que l'on
note :

8i > 0 , Xi � Exp ( (i� 1)):

A un changement de notation pr�es on consid�erera dans la suite que l'on a, dans les mod�eles
ND l'hypoth�ese suivante :

\X1; X2; : : : sont des v.a.r. ind�ependantes de lois :

8i > 0 , Xi � Exp ( (i)):"

HND

On s'int�eressera dans ce chapitre aux di��erentes m�ethodes d'estimation de la fonction
taux de d�efaillance  .

Parmi les mod�eles ND classiques on peut citer le mod�ele de Jelinski-Moranda [47] not�e
ici JM, le mod�ele de Jelinski-Moranda Bay�esien [66] ainsi que le mod�ele g�eom�etrique de
Moranda [74] (ou mod�ele proportionnel d�eterministe [40]) not�e ici MPD.

Les notations de ce chapitre �etant �x�ees, nous consacrons la section 2 �a rappeler la th�eorie
des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es.

Dans la section 3, on montre que les mod�eles classiques de �abilit�e des logiciels cit�es
ci-dessus font partie de la famille des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es (cf. aussi [34]). Ceci
permet d'obtenir de nouvelles propri�et�es pour les mod�eles JM et MPD.

Dans la section 4 on pr�esente une g�en�eralisation param�etrique de ces mod�eles ND clas-
siques permettant d'avoir une meilleure ad�equation aux jeux de donn�ees �etudi�es.

Dans la section 5, on pr�esente une approche non param�etrique permettant d'uni�er tous
les mod�eles ND. On pr�esente �a la �n de ce chapitre les r�esultats de l'application des
di��erentes approches �etudi�ees sur des jeux de donn�ees r�eels et simul�es.

2.2 Mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es (GLM)

Les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es, introduits par Nelder et Wedderburn en 1972 [78],
sont une extension des mod�eles lin�eaires classiques. Ils permettent de consid�erer une loi
de probabilit�e autre que la loi gaussienne et un lien autre que l'identit�e.

Dans toute cette section on suppose qu'on est en pr�esence de :
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� Une variable �a expliquer repr�esent�ee par un vecteur al�eatoire X(n) = (Xi)i�n de
IRn. Dans le cadre de la Fiabilit�e des Logiciels, X(n) sera le vecteur des n premi�eres
variables temps inter-d�efaillances.

� Une observation x(n) = (xi)i�n du vecteur al�eatoire X(n).

� Variables explicatives (ou r�egresseurs) r1; : : : ; rp, vecteurs connus de IRn. Ces vec-
teurs sont les colonnes d'une matrice R appel�ee matrice plan d'exp�eriences.

On pourra trouver des �etudes d�etaill�ees des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es en particulier
dans McCullagh et Nelder [71], Antoniadis et al [4] et Fahrmeir et Tutz [33].

2.2.1 D�e�nition d'un mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e

D�e�nition { 2.1 un mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e est un mod�ele param�etrique d�e�ni
par les trois propri�et�es suivantes :

1. Les composantes du vecteur X(n) sont ind�ependantes.

2. Les lois de ces composantes appartiennent �a une famille de lois P� membre de la
structure exponentielle naturelle au sens de Nelder (des exemples de telles familles
sont les familles gaussienne, binomiale, Poisson, Gamma ...). Les v.a.r. Xi pos-
s�edent alors des densit�es non nulles s'�ecrivant sous la forme :

fXi
(xi) = exp

"
�ixi � b(�i)

a(�)
+ c(xi; �)

#
: (2.1)

a; b et c sont des fonctions r�eelles connues caract�erisant la famille de lois consid�er�ee.
Les param�etres inconnus �i sont appel�es param�etres naturels. � est un param�etre
r�eel appel�e param�etre de dispersion.
On supposera dans la suite que le param�etre � est un param�etre connu.

3. Le vecteur des esp�erances (E(Xi))i�n est li�e aux r�egresseurs lin�eaires r1; : : : ; rp par
la relation suivante :

8i � n , g [E(Xi) ] = �1r1;i + �2r2;i + : : :+ �prp;i;

o�u :
- g est une fonction r�eelle, connue, monotone di��erentiable appel�ee fonction de

lien.
- le param�etre � = t(�1; : : : ; �p) est un param�etre inconnu de IRp.

Propri�et�es { De la d�e�nition pr�ec�edente d�ecoulent les propri�et�es suivantes :

8i � n; E(Xi) = b0(�i) et V ar(Xi) = b00(�i)a(�): (2.2)
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On peut en conclure que :

8i � n; (g o b0)(�i) =
pX

j=1

�jrj;i: (2.3)

La proposition suivante permettra d'utiliser les GLM pour traiter les donn�ees inter-
d�efaillances en Fiabilit�e des Logiciels :

Proposition { 2.2 Si X1; X2; : : : ; Xn sont n v.a.r. de lois exponentielles :

Xi � Exp(�i)

alors leurs densit�es respectives : fXi
(x) = �i exp(��ixi) peuvent s'�ecrire sous la forme

(2.1) avec :
�i = ��i , a(�) = 1 , b(�i) = �ln(��i) et c(xi; �) = 0:

Remarques et notations {

1. Les param�etres inconnus du GLM sont les vecteurs � = (�i)i�n et �, ils sont li�es par
la relation (2.3). On ne s'int�eressera dans la suite qu'�a l'estimation du param�etre �.

2. Dans le cas particulier o�u le param�etre naturel � est une combinaison lin�eaire des
r�egresseurs :

8i � n , �i =
pX

j=1

�jrj;i;

la fonction de lien g v�eri�e la relation : g o b0=Id, et on parle alors de fonction de
lien canonique.

3. Le vecteur
Pp

j=1 �jrj qu'on notera � est appel�e pr�edicteur lin�eaire. Sa i�eme com-
posante est not�ee �i.

4. On notera dans la suite � le vecteur (E(Xi))i�n et �i sa i�eme composante.

2.2.2 Estimation de maximum de vraisemblance

Le probl�eme d'inf�erence statistique qui se pose dans les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es est
l'estimation du param�etre inconnu �. Ce param�etre intervient dans la relation existant
entre les esp�erances des v.a.r.Xi et les vecteurs de r�egression r1; ::; rp d�e�nissant le mod�ele :

8i � n , g[E(Xi)] =
pX

j=1

�jrj;i:

Ce param�etre est g�en�eralement estim�e par la m�ethode du maximum de vraisemblance.
Dans un mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e, la fonction de vraisemblance est :
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Lx1;::;xn(�) �
nY

i=1

exp

"
�ixi � b(�i)

a(�)
+ c(xi; �)

#
:

Notation { On note �̂n l'estimateur de maximum de vraisemblance de � obtenu par
maximisation de LX1;::;Xn

(�).

L'estimateur de maximum de vraisemblance �̂n est obtenu par maximisation de la log-
vraisemblance :

L(�) �
nX

i=1

�iXi � b(�i)

a(�)
+ c(Xi; �)

Les param�etres � et � �etant reli�es par la relation (2.3) :

8i � n , (g o b0)(�i) =
pX

j=1

�jrj;i:

Les probl�emes d'existence et d'unicit�e de �̂n sont trait�es par exemple par Wedderburn
[99].

Nelder et Wedderburn [78] sugg�erent l'utilisation de la m�ethode des scores de Fisher pour
l'�evaluation num�erique de �̂n.
Le sch�ema it�eratif d�ecoule alors de l'algorithme de Newton-Raphson o�u la matrice Hes-
sienne :

HessL(�) = @2L(�)
@� @t�

est remplac�ee par son esp�erance.

D�e�nition { 2.3 Partant d'une estimation initiale �̂(0), la m�ethode des scores de

Fisher est d�ecrite par le sch�ema it�eratif suivant :

�̂(k+1) = �̂(k) +

(
E(�@2L(�)

@� @t�
)

)�1
@L(�)
@�

:

Les d�eriv�ees sont �evalu�ees au point �̂(k).

Th�eor�eme { 2.4 Dans le cas des GLM, la m�ethode des scores de Fisher se ram�ene au
sch�ema suivant :

�̂(k+1) = �̂(k) + ( tRŴ (k)R)�1 tRŴ (k)Ẑ(k)

o�u �a chaque it�eration k on a :

� Ŵ (k) est la matrice diagonale d�e�nie par :

Ŵ
(k)
ii =

1

(g0(�̂
(k)
i ))2 b00(�̂

(k)
i )
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� Pour tout i � n, �̂
(k)
i et �̂

(k)
i sont donn�es par les relations suivantes :

g(�̂(k)i ) =
pX

j=1

�̂(k)j rj;i et b
0(�̂(k)

i ) = �̂(k)i :

� Ẑ(k) est le vecteur de IRn d�e�ni par ses composantes :

Ẑ
(k)
i = (xi � �̂

(k)
i ) g0(�̂

(k)
i )

On pourra se r�ef�erer �a [71] page 40 pour une d�emonstration de ce th�eor�eme.

D'autres m�ethodes num�eriques pour le calcul de l'estimation �̂n sont d�ecrites par Anto-
niadis et al (cf. [4] page 147).

2.2.3 Propri�et�es asymptotiques

Fahrmeir et Kaufmann [32] montrent que sous certaines hypoth�eses, concernant la matrice
d'information de Fisher sur le param�etre �, l'estimateur �̂n est consistant.

On pr�ecise ci-dessous quelques notations avant de donner le th�eor�eme de Fahrmeir et
Kaufmann.

Notations et remarques {

1. In(�) est la matrice d'information de Fisher sur �, d�e�nie par :

In(�) = E

"
� @2

@� @t�
ln(LX1;:::;Xn

(�))

#
:

Pour les GLM, on a le r�esultat suivant :

In(�) = 1

a(�)
tRWR

o�u W est la matrice diagonale d�e�nie par ses �el�ements diagonaux :

Wii =
1

(g0(�i))2 b00(�i)
:

2. I1=2n (�) d�esigne la matrice v�eri�ant la propri�et�e :

I1=2n (�) : I1=2n (�) = In(�)
On supposera dans la suite que cette matrice est inversible, sa matrice inverse est
not�ee I�1=2n (�).

Th�eor�eme { 2.5 (Fahrmeir et Kaufmann [32]) Si les deux hypoth�eses FK1 et FK2

d�ecrites ci-dessous sont v�eri��ees, la suite des estimateurs de maximum de vraisemblance
�̂n est asymptotiquement gaussienne :

I1=2n (�)(�̂n � �)
n!+1�! N (0; Idp), en loi:
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FK1 :

�min(In(�)) n!+1�! +1;

o�u �min(In(�)) est la plus petite valeur propre de la matrice d'information
In(�).

FK2 :

8� > 0; 8� 2 IRp = k � k= 1

max2Vn(�) k I�1=2n (�)In() tI�1=2n (�) � Idp kn!+1�! 0, en probabilit�e sous la
vraie loi de probabilit�e P et sous P�n,

o�u �n = � + �I�1=2n (�)�, � �etant le vrai param�etre �a estimer.

Vn(�) = f 2 IRp= ktI1=2n (�)(� � ) k� �g:

Pour le cas particulier o�u la fonction de lien g est la fonction de lien canonique, l'hypoth�ese
FK2 est remplac�ee par une hypoth�ese plus faible :

FK�

2 :

8� > 0; max
2Vn(�)

k I�1=2n (�)In()I�1=2n (�)� Idp kn!+1�! 0:

L'estimateur �̂n est donc asymptotiquement de loi gaussienne : N (�; a(�) (tRWR)�1),
ceci permet de construire des intervalles de con�ance et des tests d'hypoth�eses sur le
param�etre �.

2.2.4 Qualit�e d'ajustement et d�eviance

Apr�es avoir estim�e les param�etres du mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e de famille de lois P�, il
est int�eressant de chercher un crit�ere �evaluant la qualit�e de l'ajustement e�ectu�e.

Un tel crit�ere peut être obtenu �a partir de la fonction log-vraisemblance :

Remarque { La fonction log-vraisemblance est consid�er�ee ici comme une fonction du
vecteur des esp�erances �, elle est not�ee :

L(x(n); �) � lnLx1;:::;xn(�):

La log-vraisemblance estim�ee est :

L(x(n); �̂) = lnLx1;:::;xn(�̂n):

Un mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e ajuste bien les donn�ees si sa log-vraisemblance estim�ee est
�elev�ee.
Or parmi les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es de famille de lois P�, le mod�ele ayant la plus
grande log-vraisemblance estim�ee est le mod�ele plein :
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D�e�nition { 2.6 Ayant n observations x1; : : : ; xn et une famille de lois P� membre de la
structure exponentielle naturelle, on appelle mod�ele plein le mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e
de famille de lois P� ayant autant de param�etres que d'observations.
Pour ce mod�ele on a :

8i � n , �̂i = g�1(
pX

j=1

�̂jrj;i) = xi:

La log-vraisemblance du mod�ele plein est alors not�ee L(x(n); x(n)).

Le mod�ele plein, n'a aucun pouvoir pr�edictif puisqu'il ne fait que coller aux donn�ees. Il
permet cependant de majorer les fonctions log-vraisemblance sous tous les autres mod�eles
lin�eaires g�en�eralis�es de famille de lois P�. Il permet ainsi de d�e�nir le crit�ere de d�eviance
permettant de comparer les qualit�es d'ajustement de plusieurs mod�eles :

D�e�nition { 2.7 Soit M un mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e de famille de lois P�, dans ce
mod�ele le vecteur des esp�erances � est approch�e par �̂M .
On appelle d�eviance du mod�ele M la quantit�e :

Dev(x(n);M) = 2[L(x(n); x(n))� L(x(n); �̂M) ]:

Un mod�ele M ajuste bien les observations si sa fonction de vraisemblance se rapproche
de celle du mod�ele plein. Le mod�ele r�esume bien les observations s'il implique un faible
nombre de param�etres et si sa d�eviance est assez faible.

2.2.5 Tests d'hypoth�eses

Soit M1 le mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e d�e�ni par une famille de lois P�, une fonction de lien
g et p r�egresseurs r1; ::; rp. Dans ce mod�ele on a la relation :

E(Xi) = �i = g�1(�i) = g�1(
pX

j=1

�jr
i
j)

Notations {

1. On note Ep l'espace vectoriel de dimension p engendr�e par les r�egresseurs r1; : : : ; rp.

2. On note Eq un sous espace vectoriel de Ep, de dimension q < p.

On souhaite tester l'hypoth�ese nulle H0 : \� 2 Eq" contre l'hypoth�ese H1 : \� 2 Ep".
Ce test nous permettra, entre autres, de choisir entre le mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e M1 et
un deuxi�eme mod�ele M0 d�e�ni par la même famille de lois P�, la même fonction de lien
g mais seulement q r�egresseurs r(1); ::; r(q).
r(1); ::; r(q) sont q r�egresseurs choisis parmi les p r�egresseurs initiaux.

Il existe un certain nombre de tests permettant de tester l'hypoth�ese H0. On peut consi-
d�erer par exemple le test de rapport de vraisemblances maximales.
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Pour ce test, on rejette l'hypoth�ese H0 contre l'hypoth�ese H1, si la di��erence entre les
vraisemblances maximales dans les deux mod�eles, not�ees respectivement : L(x(n);M0) et
L(x(n);M1) est jug�ee trop importante.

La zone de rejet de l'hypoth�ese H0 au seuil � est donc :

D� =

(
x 2 IRn=

L(x;M0)

L(x;M1)
< C�

)
:

Le mod�ele M0 �etant inclus dans le mod�ele M1, on a : L(x;M0) � L(x;M1), 8x 2 IRn.

La d�etermination de la zone D� n�ecessite la connaissance de la loi du rapport
L(X(n);M0)

L(X(n);M1)
sous l'hypoth�ese H0. Ceci est donn�e par le r�esultat suivant :

Proposition { 2.8 (cf. [4] page 236) Sous l'hypoth�ese H0 on a :

Dev(X(n);M0)�Dev(X(n);M1) converge en loi vers la loi du X 2
p�q:

L'hypoth�ese H0 sera rejet�ee au seuil � si le vecteur des observations x(n) est dans la zone :

D� =
�
x 2 IRn=Dev(x;M0)�Dev(x;M1) � F�1X 2

p�q
(1� �)

�
:

2.3 Les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es en Fiabilit�e des

Logiciels

Certains mod�eles classiques en Fiabilit�e des Logiciels sont des mod�eles lin�eaires g�en�e-
ralis�es. C'est le cas par exemple pour le mod�ele proportionnel d�eterministe et le mod�ele
de Jelinski-Moranda.
On utilise dans cette section les propri�et�es g�en�erales des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es pour
obtenir de nouveaux r�esultats concernant les deux mod�eles MPD et JM.

2.3.1 Le Mod�ele Proportionnel D�eterministe (MPD)

Dans le mod�ele proportionnel d�eterministe (cf. [74] et [40]) de param�etres � 2 IR+ et
� 2 IR, les variables temps inter-d�efaillances sont des variables ind�ependantes de lois
exponentielles :

Xi � Exp(�e�(i�1)�):

Notations {

1. On posera dans la suite : � � �ln�.
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2. Si on a n temps inter-d�efaillances observ�es x1; x2; : : : ; xn, les estimateurs de maxi-
mum de vraisemblance des param�etres (�; �) sont not�es (�̂n; �̂n).

On montre ci-dessous que le fait d'�ecrire le MPD comme un mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e
permet de pr�eciser le comportement asymptotique des estimateurs de maximum de vrai-
semblance �̂n et �̂n.

Le mod�ele proportionnel d�eterministe vu comme un GLM

Proposition { 2.9 Le MPD est un mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e de famille de lois la famille
des lois exponentielles, de fonction de lien la fonction g(x) = ln(x), et de vecteurs de

r�egression : r1 =

0BBBBBB@
1
1
:
:
1

1CCCCCCA et r2 =

0BBBBBB@
0
1
:
:

n� 1

1CCCCCCA .

Preuve { Il s'agit de d�emontrer que le MPD v�eri�e les trois propri�et�es de la d�e�nition {
2.1.
Les deux premi�eres propri�et�es sont �evidentes (cf. proposition { 2.2). Pour la troisi�eme,
exprim�ee par la relation :

8i � n , g [E(Xi) ] = �1r1;i + �2r2;i + : : :+ �prp;i;

il su�t de remarquer que dans le MPD on a les relations :

8i � n , ln [E(Xi) ] = � + �(i� 1):

La troisi�eme propri�et�e est ainsi v�eri��ee avec :
- g(x) = ln(x),
- � = t(�; �),

- r1 =

0BBBBBB@
1
1
:
:
1

1CCCCCCA et r2 =

0BBBBBB@
0
1
:
:

n� 1

1CCCCCCA .

tu
Le MPD fait ainsi partie de la famille des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es. On montre dans ce
qui suit que les hypoth�eses permettant d'�etablir la normalit�e asymptotique des estimateurs
de maximum de vraisemblance sont v�eri��ees dans le cas du MPD.
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Propri�et�es asymptotiques des estimateurs

Proposition { 2.10 Dans le cas du MPD, les deux hypoth�eses FK1 et FK2 du th�eor�eme
2.5 sont v�eri��ees et permettent donc d'avoir la normalit�e asymptotique des estimateurs
de maximum de vraisemblance (�̂n; �̂n) :

( tRR)1=2
" 

�̂n
�̂n

!
�
 

�
�

!#
Loi�! N (0; Id2):

Preuve { Commen�cons par montrer que l'hypoth�ese FK1 :

�min(In(�)) n!+1�! +1

est vraie. On a :

In(�) = 1

a(�)
tRWR

avec a(�) = 1 pour les lois exponentielles.

Or dans le cas du MPD la matrice R vaut (r0; r1) =

0BBBBBB@
1 0
1 1
: :
: :
1 n� 1

1CCCCCCA
et :

W = Idn

en e�et W est la matrice diagonale d�e�nie par :

Wii =
1

[g0(�i)]2 b00(�i)

Pour le MPD on a g(x) = ln(x) donc g0(�i) =
1
�i

.

Pour la loi exponentielle on a : b(�i) = �ln(��i), donc b
00(�i) =

1
�2i

.

Comme �i = b0(�i) = �1=�i , on a ainsi :

8i � n , Wii = 1:

Finalement on a

In(�) = tRR =

 
n n(n�1)

2
n(n�1)

2
n(n�1)(2n�1)

6

!
:
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Cette matrice d'information ne d�epend pas du param�etre �. Et on a :

�min(In(�)) = 1

2
[n +

n(n� 1)(2n� 1)

6
�
q
�n]:

o�u �n = [n+
n(n� 1)(2n� 1)

6
]2 � 4[

n2(n� 1)(2n� 1)

6
� n2(n� 1)2

4
]:

On montre facilement qu'au voisinage de +1 on a l'�equivalence suivante : �min(In(�)) �
n
4 .

L'hypoth�ese FK1 est ainsi bien v�eri��ee.

La deuxi�eme hypoth�ese FK2 est :

max
2Vn(�)

k I�1=2n (�)In() tI�1=2n (�)� Idp k
n!+1�! 0 :

Cette hypoth�ese est v�eri��ee puisque la matrice In(�), dans le cas du MPD, ne d�epend
pas de �, on a alors :

I�1=2n (�)In() tI�1=2n (�) = Idp; 8 2 IRp:

tu
On peut ainsi utiliser les r�esultats du th�eor�eme 2.5 et obtenir les lois asymptotiques des
estimateurs de maximum de vraisemblance des param�etres du MPD. On obtient alors les
quatre corollaires pr�esent�es ci-dessous.

Corollaire { 1 (
n(n+ 1)

2(2n� 1)

)1=2

(�̂n � �)
Loi�! N (0; 1):

(
n(n+ 1)(n� 1)

12

)1=2

(�̂n � �)
Loi�! N (0; 1):

Quand le nombre d'observations n est assez grand, on peut consid�erer que le vecteur 
�̂n
�̂n

!
est de loi N (

 
�
�

!
; (tRR)�1).

La matrice (tRR)�1 valant

0B@ 2(2n�1)
n(n+1)

�6
n(n+1)

�6
n(n+1)

12
n(n+1)(n�1)

1CA
Le comportement asymptotique des variances des estimateurs de maximum de vraisem-
blance est d�ecrit par les �equivalences suivantes :
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V ar(�̂n) � 2(2n� 1)

n(n + 1)
et V ar(�̂n) � 12

n(n+ 1)(n� 1)
:

Remarque {Gaudoin et Soler [40] montrent qu'une transformation ad�equate des donn�ees
permet d'�ecrire le MPD sous forme d'un mod�ele lin�eaire classique. Ils introduisent alors
des estimateurs des moindres carr�es not�es : (~�n; ~�n) dont les variances sont :

V ar(~�n) =
(2n� 1)�2

3n(n+ 1)
et V ar(~�n) =

2�2

n(n+ 1)(n� 1)
:

Il est int�eressant de comparer les variances des estimateurs (~�n; ~�n) et (�̂n; �̂n) :

V ar(�̂n) ' 6

�2
V ar(~�n) et V ar(�̂n) ' 6

�2
V ar(~�n):

On montre donc ici que les estimateurs de maximum de vraisemblance ont, pour un
nombre d'observations �elev�e, des variances inf�erieures �a celles des estimateurs des moindres
carr�es.

Corollaire { 2 L'estimateur du param�etre d'�echelle � : �̂n = e��̂n est asymptotiquement
de loi log-normale(��; V ar(�̂n)).

On a donc pour n assez grand :

E(�̂n) ' �(1 +
2

n
) et V ar(�̂n) ' 4�2

n

puisque si X � log-normale(m; �2), on a E(X) = em+�2

2 et V ar(X) = e2m+�2(e�
2 � 1).

L'estimateur �̂n est donc asymptotiquement sans biais et consistant.

Comportement asymptotique de l'estimateur du MTTF

Apr�es observation de n d�efaillances, l'expression du MTTF dans le MPD est :

MTTFn = E(Xn+1) = exp(� + n�):

Les param�etres (�; �) �etant estim�es par la m�ethode du maximum de vraisemblance, on en
d�eduit un estimateur de MTTFn :

dMTTF n = exp(�̂n + n�̂n):

En utilisant les r�esultats asymptotiques concernant les estimateurs �̂n et �̂n (Corollaire {
1), on montre que :
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Corollaire { 3 p
n

2

n
(�̂n + n�̂n)� (� + n�)

o
Loi�! N (0; 1):

Par cons�equent pour n su�samment grand, on peut consid�erer que :

dMTTF n � log-normale(� + n�;
4

n
):

On a pour n assez grand :

E( dMTTF n) ' exp(� + n�) et V ar( dMTTF n) ' 4e2n�

n�2
:

Cet estimateur est donc asymptotiquement sans biais, sa variance est par contre assez
importante.

On peut en outre, pour n assez grand, donner des intervalles de con�ance pour le MTTF.
En e�et, en utilisant le corollaire { 3, on montre facilement le r�esultat suivant :

Corollaire { 4 Pour n su�samment grand, on a un intervalle de con�ance contenant
le MTTF avec une probabilit�e approximative de 1� �, cet intervalle est :

In;� = [ dMTTF n exp(�2u�p
n
); dMTTF n exp(

2u�p
n
)];

o�u u� = F�1
N (0;1)(1��=2) et FN (0;1) est la fonction de r�epartition de la loi normale centr�ee

r�eduite.

En choisissant � = 5%, la largeur de cet intervalle de con�ance est :

j In;� j = dMTTF n [
4u�p
n
]

' dMTTF n
8p
n
:

On montre donc que pour avoir un intervalle de con�ance de largeur : dMTTF n : 20%, il
faudrait avoir au moins 1600 observations.
L'intervalle de con�ance propos�e n'est donc utilisable que pour des jeux de donn�ees de
taille importrante. Ceci n'est g�en�eralement pas le cas en Fiabilit�e des Logiciels.

2.3.2 Les mod�eles de Jelinski-Moranda

Dans le mod�ele JM initial, les temps inter-d�efaillances X1; X2; : : : ; XN sont ind�ependants
de lois exponentielles :

Xi � Exp((N � i+ 1)�);
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o�u N 2 IN et � 2 IR+ sont les deux param�etres inconnus du mod�ele.
Dans une deuxi�eme param�etrisation de ce mod�ele, Littlewood et Sofer [66] font l'hypoth�ese
suivante :

Xi � Exp(�� �(i� 1)):

Dans les deux versions pr�ec�edentes du mod�ele JM, les variables temps inter-d�efaillances
Xi sont ind�ependantes et de lois respectives Exp(a + bi) , 8i � n.

Notations {

1. On appellera dans la suite Mod�eles de Jelinski-Moranda les mod�eles de Fiabilit�e des
Logiciels d�e�nis par l'hypoth�ese selon laquelle les temps inter-d�efaillancesX1; X2; : : :
sont ind�ependantes de lois exponentielles :

8i � 1 , Xi � Exp(a + bi); a et b 2 IR tels que a + bi � 0:

2. L'estimateur de maximum de vraisemblance du param�etre � =

 
a
b

!
est not�e :

�̂n �
 

ân
b̂n

!
.

Les mod�eles de Jelinski-Moranda vus comme des GLM

Proposition { 2.11 Tout comme le MPD, les mod�eles JM sont des mod�eles lin�eaires
g�en�eralis�es de famille de lois, la famille de lois exponentielles, de fonction de lien la
fonction : g(x) = 1=x. Les vecteurs de r�egression consid�er�es sont les mêmes que ceux du
MPD.

Remarques {

1. Les mod�eles JM et le mod�ele MPD sont issus du même type de mod�eles lin�eaires
g�en�eralis�es, ils ne di��erent que par leurs fonctions de lien.

2. Dans les mod�eles JM, la fonction de lien utilis�ee g(x) = 1=x est la fonction de lien
canonique pour la famille de lois exponentielles.
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2.4 G�en�eralisation polynômiale de quelques mod�eles

ND

L'hypoth�ese commune aux mod�eles JM et MPD est :

\X1; X2; : : : sont des v.a.r. ind�ependantes de lois :

Xi � Exp [ h(a+ bi) ]"

Hlin

o�u :

� h est une fonction connue �a valeurs dans IR+,

� les param�etres a et b sont deux param�etres r�eels inconnus.

L'hypoth�ese Hlin d�e�nit, pour di��erentes fonctions h, une famille de mod�eles qu'on peut
appeler mod�eles ND lin�eaires.

Dans cette section on pr�esente d'abord une m�ethode graphique permettant de mesurer
l'ad�equation du MPD aux jeux de donn�ees �etudi�es.
Cette m�ethode montre que pour certains jeux de donn�ees, le mod�ele MPD ne su�t pas
�a bien d�ecrire les donn�ees observ�ees. Dans ce cas, il est alors int�eressant de g�en�eraliser
l'hypoth�ese Hlin en rempla�cant le pr�edicteur lin�eaire : �i = a+ bi par un pr�edicteur poly-
nômial : �i =

Pp
j=0 �ji

j.

On pr�esente alors di��erents outils statistiques permettant, aussi bien pour le MPD que
pour le JM, de choisir le polynôme appropri�e pour chaque jeu de donn�ees.

On obtient ainsi des mod�eles ND polynômiaux ayant une meilleure ad�equation aux
di��erents jeux de donn�ees �etudi�es.

2.4.1 Validation du MPD

Dans le mod�ele MPD de param�etres � et �, on fait l'hypoth�ese suivante :

\X1; X2; : : : sont des v.a.r. ind�ependantes de lois :

Xi � Exp [ exp(�� � �(i� 1)) ]:"

HMPD

La proc�edure de validation du MPD est bas�ee sur la proposition suivante :

Proposition { 2.12 Sous l'hypoth�ese HMPD on a :

8i � 0 , ln(Xi) = �(i� 1) + (� � E) + �i

o�u :
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� la constante E est la constante d'Euler : E = 0:577::

� (�i)i�1 sont des v.a.r. de loi Gumbel centr�ee de variance �2

6 .

Preuve {

Sous l'hypoth�ese HMPD on a pour tout i � 1 :

Xi � Exp [ exp(�� � �(i� 1)) ]

donc :
8i � 1 , [exp(�� � �(i� 1))] : Xi � Exp(1)

les v.a.r.
ln f [exp(�� � �(i� 1))] : Xi g

sont alors i.i.d. de fonction de r�epartition FG :

8x 2 IR , FG(x) = 1� exp(�ex);

FG est la fonction de r�epartition d'une loi de Gumbel (cf. par exemple [86] page 48) de

moyenne �E et de variance �2

6
.

On a �nalement pour tout i � 1 :

ln(Xi) = �(i� 1) + (� � E) + �i

o�u les �i sont des v.a.r. de loi Gumbel de moyenne 0 et de variance �2

6
.

tu

Sous l'hypoth�ese HMPD, le graphe (i; lnxi)i�n est approximativement rectiligne (cf. �gure
2.1 o�u les donn�ees ont �et�e simul�ees �a partir de l'hypoth�ese HMPD ).

Ainsi, si on dispose de n observations x1; : : : ; xn, le graphe (i; lnxi)i�n permet d'avoir une
id�ee sur la validit�e de l'hypoth�ese HMPD sur le jeux de donn�ees �etudi�e.

Les �gures 2.2, 2.3 et 2.4 repr�esentent ces graphiques, ainsi que leurs lissages splines, pour
certains jeux de donn�ees de d�efaillances logicielles (jeux de donn�ees extraits de [75] et
[36]).
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Fig. 2.1: Un jeu de donn�ees simul�e �a partir de HMPD
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Fig. 2.2: Jeux de donn�ees : Cisi1 et Musa1
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Fig. 2.3: Jeux de donn�ees : Musa3 et Musa6
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Si dans certains cas (Musa1 et Musa3), la relation entre (i)i�n et (lnxi)i�n est approxi-
mativement lin�eaire, dans plusieurs autres cas (Cisi1, Musa6, Musa14c, Crow1), cette
relation est plutôt polynômiale (voir le lissage spline de ces graphiques �gures 2.2, 2.3 et
2.4).
Dans ces derniers cas, une mod�elisation ND polynômiale :

8i � 1 , Xi � Exp [ exp(P (i)) ]

o�u P est un polynôme de degr�e p (�a d�eterminer) semble plus judicieuse.
En e�et dans ce cas, on aurait : ln(Xi) = P (i)� E + �i, ce qui tient bien compte de la
relation polynômiale trouv�ee graphiquement.

2.4.2 Les mod�eles ND polynômiaux (NDpol)

En tenant compte des remarques pr�ec�edentes, on se propose de g�en�eraliser les mod�eles
MPD et JM, ou tout autre mod�ele ND lin�eaire, en rempla�cant l'hypoth�ese Hlin par l'hy-
poth�ese Hpol d�ecrite ci-dessous.

D�e�nition { 2.13 On appelle mod�eles ND polynômiaux les mod�eles de �abilit�e des
logiciels d�ecrits par l'hypoth�ese suivante :

\X1; X2; : : : sont des v.a.r. ind�ependantes de lois :

Xi � Exp [ h(P (i)) ] "

Hpol

o�u :

� P est un polynôme de degr�e p inconnu,

� la fonction h est une fonction connue.

On obtient ainsi une nouvelle famille de mod�eles faisant encore partie de la famille des
mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es.
Pour un degr�e p �x�e, les vecteurs de r�egression sont choisis parmi les vecteurs :

r0

0BBB@
1
:
:
1

1CCCA ; r1

0BBB@
1
2
:
n

1CCCA ; ::; rp

0BBB@
1
2p

:
np

1CCCA :

Remarques {

1. On parlera de mod�eles MPD polynômiaux ou de mod�eles JM polynômiaux
selon que l'on choisit h(x) = exp(x) ou h(x) = x. On les notera respectivement
MPDpol et JMpol.
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2. La fonction h qu'on peut aussi, par abus de langage, appeler fonction de lien, est
li�ee �a la fonction de lien g des GLM telle que d�e�nie dans la d�e�nition { 2.1 par la
relation :

g = [
1

h
]�1

o�u [
1

h
]�1 est la fonction r�eciproque de la fonction

1

h
.

La mod�elisation ND polynômiale peut être d�ecompos�ee en trois principales �etapes :

1. Choix de la fonction de lien h,

2. choix du degr�e et de la forme du polynôme utilis�e,

3. estimation des param�etres du mod�ele, i.e. des coe�cients du polynôme P .

Les deux premi�eres �etapes permettent de choisir le mod�ele appropri�e.
Dans la troisi�eme �etape, les coe�cients du polynôme consid�er�e sont estim�es par la m�ethode
du maximum de vraisemblance. Les propri�et�es asymptotiques des estimateurs (cf. th�eo-
r�eme 2.5) cit�ees auparavant restent encore valables puisque les mod�eles ND polynômiaux
sont des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es.

On d�ecrit ci-dessous les deux premi�eres �etapes qui permettent de choisir pour chaque jeu
de donn�ees le mod�ele le plus appropri�e dans la famille des mod�eles ND polynômiaux.

2.4.3 Choix des polynômes appropri�es

On suppose dans cette sous-section que la fonction de lien h a d�ej�a �et�e choisie, le probl�eme
du choix de cette fonction sera discut�e dans la sous-section suivante.

Il s'agit alors de choisir le degr�e et la forme du polynôme P de l'hypoth�ese Hpol. Ceci
revient �a estimer les entiers :

0 � i1 � i2 : : : � iq = p

tels que le polynôme P s'�ecrive sous la forme :

P (x) = �i1x
i1 + �i2x

i2 + : : :+ �px
p:

Pour d�eterminer le degr�e du polynôme P on peut s'aider, dans le cas du MPD, de la pro-
c�edure graphique d�ecrite dans la sous-section 2.4.1 (cf. l'exemple d'application pr�esent�e
ci-dessous).

Mais, plus g�en�eralement, on utilise dans le cas o�u les conditions du th�eor�eme 2.5 sont
v�eri��ees, le test du rapport de vraisemblances maximales, d�ecrit dans la sous-section
2.2.5.

La proc�edure du choix du polynôme P peut alors se d�ecomposer en trois �etapes :
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1. Choisir un degr�e p0 assez �elev�e (p0 = 5 par exemple).
Ajuster les observations par un mod�ele ND polynômial de degr�e p0.

Ce premier mod�ele a une d�eviance :

Dev(x(n);Mp0):

2. Trouver l'entier k � p0 tel que le test du rapport de vraisemblances maximales :
- rejette l'hypoth�ese \p =k�1" contre l'hypoth�ese \p = p0"
- mais ne rejette pas l'hypoth�ese \p = k" contre l'hypoth�ese \p = p0".
On d�ecide alors qu'un polynôme de degr�e k su�t �a d�ecrire convenablement les
donn�ees.

3. Les estimateurs de maximum de vraisemblance des coe�cients du polynôme P
�̂0; �̂1; ::; �̂k, sont asymptotiquement gaussiens, on peut alors utiliser le test du rap-
port de vraisemblances maximales ou le test de Student pour tester les hypoth�eses
de nullit�e \�̂j = 0", pour j = 1; ::; k � 1.

On pr�esente ci-dessous un exemple de l'application de cette proc�edure de choix de mod�eles
sur un jeu de donn�ees simul�e.

Illustration

On simule des donn�ees (xi)i�100 provenant de variables :

Xi � Exp [ exp(Psim(i)) ];

o�u
Psim(i) = �0 + �1i+ �2i

2 avec �0 = �7 , �1 = 0:3 et c = �0:004:
Le jeu de donn�ees obtenu est d�esign�e par simpoly1.

Supposons maintenant qu'on ne connaisse pas le polynôme associ�e �a ce jeu de donn�ees. On
va appliquer la proc�edure d�ecrite ci-dessus pour essayer de retrouver le polynôme optimal
associ�e.

On choisit d'abord une fonction de lien h(x) = exp(x) fonction de lien du MPD.

Etape 1 :
On commence par ajuster les donn�ees par un mod�ele MPD polynômial de degr�e p0 = 5,
on obtient :

Dev(x(n);M5) = 106:28
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Etape 2 :

a) Le graphe (i; lnxi)i�n a la forme d'un polynôme de degr�e 3.
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Fig. 2.5: Le graphe (i; lnxi)i�n pour simpoly1

On teste alors l'hypoth�ese :

\p = 3" contre l'hypoth�ese \p = 5"

On a Dev(x(n);M3) = 108:79

Comme :

Dev(x(n);M3)�Dev(x(n);M5) = 2:51 < F�1
�22

(0:95) = 5:99

on ne rejette pas l'hypoth�ese \p = 3".

b) On teste ensuite l'hypoth�ese :

\p = 2" contre l'hypoth�ese \p = 5"

On a Dev(x(n);M2) = 108:96

Comme :

Dev(x(n);M2)�Dev(x(n);M5) = 2:68 < F�1
�23

(0:95) = 7:81

on ne rejette pas l'hypoth�ese \p = 2".
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j 0 1 2
�j �7 0:3 �0:004
�̂j �6:66 0:287 -0.0038

Tab. 2.1: Estimations des param�etres du Mod�ele MPDpol (simpoly1).

c) On teste en�n l'hypoth�ese :

\p = 1 (MPD)" contre l'hypoth�ese \p = 5"

On a Dev(x(n);M1) = 153:41

Dev(x(n);M1)�Dev(x(n);M5) = 47:13 > F�1
�24

(0:95) = 9:48

L'hypoth�ese \p = 1" est ainsi rejet�ee contre l'hypoth�ese \p = 5".

Finalement l'entier recherch�e est k = 2 et la forme retenue du polynôme P est bien celle
du polynôme �a partir duquel on a simul�e les donn�ees :

P (i) = �0 + �1i+ �2i
2:

Etape 3 :
Le même type de tests que ceux utilis�es dans l'�etape 2 permettent ensuite de rejeter les
hypoth�eses \�j = 0" contre \�j 6= 0", pour j = 0; 1.

Les algorithmes classiques de calcul des estimations de maximum de vraisemblance dans
les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es permettent alors d'estimer les param�etres �0, �1, et �2.
Les estimations obtenues �̂j sont compar�ees, au tableau 2.1, aux vraies valeurs �j utilis�ees
pour simuler les donn�ees.

Remarque { Les r�esultats exp�erimentaux qui seront pr�esent�es dans la section 2.4.5
montrent que pour la plupart des jeux de donn�ees pour lesquels le degr�e p choisi est
di��erent de 1, les qualit�es pr�evisionnelles (mesur�ees par le crit�ere du u-plot) du mod�ele
MPD polynômial choisi sont nettement sup�erieures �a celles du MPD classique.

2.4.4 Choix de la fonction de lien

Les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es �etudi�es jusque l�a avaient des fonctions de lien connues :

g(x) = ln(x) pour le MPD et g(x) =
1

x
pour le JM.

Ces fonctions de lien d�ecoulent g�en�eralement de la mod�elisation du ph�enom�ene physique
�etudi�e.
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En Fiabilit�e des Logiciels par exemple, les fonctions de lien traduisent certaines hypoth�eses
d�ecrivant le logiciel �etudi�e ou les proc�ed�es de correction de ses fautes.

On peut cependant se placer dans un cadre purement analytique et estimer la fonction
de lien en utilisant les observations (xi)i�n.

La fonction de lien peut ainsi être estim�ee par des m�ethodes param�etriques (cf. Scallan
et al [87]), par des m�ethodes semi-param�etriques (cf. Bonneu et al [10]) ou encore par des
m�ethodes non param�etriques (cf. Hastie et Tibshirani [44]).

Pour les mod�eles ND o�u on n'a qu'un seul r�egresseur, l'approche GLM non param�etrique
permet d'estimer l'e�et compos�e de la fonction de lien et du r�egresseur.
Cette approche GLM non param�etrique sera utilis�ee dans la section suivante pour pr�e-
senter un mod�ele ND non param�etrique g�en�eralisant tous les mod�eles ND param�etriques.

2.4.5 R�esultats exp�erimentaux

On utilise ici la proc�edure d�ecrite dans la section 2.4.3 pour choisir les mod�eles MPD et
JM polynômiaux appropri�es pour un certain nombre de jeux de donn�ees r�eels (cf. par
exemple [75]). Les jeux de donn�ees consid�er�es sont Cisi1 (169 observations), Musa1 (136),
Musa3 (38), Musa6 (73), Musa14c (36) et Crow1 (100) (cf. annexe B). Le dernier jeu de
donn�ees a �et�e simul�e �a partir du mod�ele de Crow (�=0:15 et �=0:5).

Dans le tableau 2.2, on donne pour chaque jeu de donn�ees, les estimations des param�etres
p et (�j)j�p du mod�ele MPD polynômial choisi.

p̂ �̂0 �̂1 �̂2 �̂3
Cisi1 3 �4:03 0:059 �0:00084 2:610�6

Musa1 1 �4:53 �0:023
Musa3 1 �4:44 �0:11
Musa6 3 �2:16 �0:22 0:0069 �6:310�5
Musa14c 2 �13:67 0:19 �0:059
Crow1 2 �5:04 �0:066 0:00041

Tab. 2.2: Estimations des param�etres des mod�eles MPDpol

Dans le cas des jeux de donn�ees Musa1 et Musa3, le polynôme choisi est de degr�e 1, le
mod�ele polynômial co��ncide donc avec le MPD, ce qui con�rme que dans le cas de ces
deux jeux de donn�ees, le mod�ele MPD est particuli�erement ad�equat.
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Am�elioration de la qualit�e d'ajustement

Dans le tableau 2.3 on pr�esente les d�eviances des mod�elesMPDpol et JMpol qu'on compare
�a celles des mod�eles MPD et JM .

MPD MPDpol(p) JM JMpol(p)
Cisi1 253:74 227:43(3) 247:72 232:15(3)
Musa1 213:47 213:47(1) 228:01 212:02(3)
Musa3 61:80 61:80(1) 76:14 61:26(2)
Musa6 180:16 165:83(3) 179:50 160:32(5)
Musa14c 111:89 99:72(2) 110:42 99:57(2)
Crow1 123:28 115:89(2) 133:12 120:24(2)

Tab. 2.3: D�eviances des di��erents mod�eles et valeurs choisies du param�etre p

Il ressort des r�esultats pr�ec�edents que la g�en�eralisation polynômiale des mod�eles JM et
MPD am�eliore leur ad�equation aux jeux de donn�ees �etudi�es.
Ceci d�ecoule de la construction même des mod�eles polynômiaux puisqu'on les choisit par
des tests sur la d�eviance. Ces tests permettent de faire un compromis entre le crit�ere de
d�eviance (qualit�e d'ajustement) et le crit�ere de degr�e de libert�e ou robustesse (nombre de
param�etres).

On remarque par ailleurs que le mod�ele MPDpol fournit des d�eviances inf�erieures ou
comparables �a celles du mod�ele JMpol tout en ayant moins de param�etres.
Cette robustesse du mod�ele MPDpol se traduit, comme on le verra ci-dessous, par un
meilleur pouvoir pr�edictif.

Am�elioration de la qualit�e pr�evisionnelle

En Fiabilit�e des Logiciels, les mod�eles sont choisis en fonction de leur qualit�e pr�evision-
nelle. Ce crit�ere, �etudi�e au chapitre 4, mesure la capacit�e du mod�ele �a bien pr�edire les
observations futures.

Remarques {

1. La qualit�e pr�evisionnelle d'un mod�ele est mesur�ee ici par le crit�ere du u-plot qui
sera �etudi�e au chapitre 4.
La qualit�e pr�evisionnelle d'un mod�ele est d'autant plus grande que son crit�ere u-plot
est faible.

2. La proc�edure u� plot a �et�e impl�ement�ee sur les n� 20 derni�eres donn�ees, c'est-
�a-dire qu'�a la premi�ere �etape, on utilise les observations x1; : : : ; x20 pour pr�edire
l'observation x21.
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Les mod�eles MPDpol et JMpol ont g�en�eralement un nombre de param�etres sup�erieur �a
celui des mod�eles originauxMPD et JM . Ceci peut sugg�erer que les mod�eles MPDpol et
JMpol sont moins robustes et ont donc de moins bonnes qualit�es pr�evisionnelles que les
mod�eles MPD et JM .

Ceci est d�ementi par les r�esultats du tableau 2.4 donnant les crit�eres u-plot de l'utilisation
des di��erents mod�eles sur les six jeux de donn�ees �etudi�es.

MPD MPDpol JMpol JM
Cisi1 0:110 0:104 0.181 0.736
Musa1 0:111 0:111 0.164 0.539
Musa3 0:218 0:218 0.229
Musa6 0:222 0:223 0.385 0.417
Musa14c 0:396 0:158 0.297 0.333
Crow1 0:161 0:174 0.203 0.840

Tab. 2.4: Crit�ere du u-plot

Il ressort donc que le mod�ele MPDpol a, pour pratiquement tous les jeux de donn�ees, des
performances pr�edictives meilleures que celles du MPD.
D'autre part, le mod�ele JMpol am�eliore nettement les performances du mod�ele JM .
Le mod�ele MPDpol a, pour tous les jeux de donn�ees �etudi�es, de meilleures performances
pr�edictives que le mod�ele JMpol.

On conclut ainsi qu'aussi bien au niveau de la qualit�e de l'ajustement qu'au niveau de
la qualit�e pr�evisionnelle, les mod�eles polynômiaux MPDpol et JMpol apportent une nette
am�elioration par rapport aux mod�eles originaux MPD et JM .

Le mod�ele MPDpol semble fournir le meilleur compromis entre le crit�ere de bonne ad�e-
quation aux donn�ees et le crit�ere de robustesse. Ce bon compromis se traduit par de tr�es
bonnes qualit�es pr�evisionnelles.
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2.5 G�en�eralisation non param�etrique des mod�elesND

Rappelons d'abord la propri�et�e d�e�nissant les mod�eles ND :

\X1; X2; : : : sont des v.a.r. ind�ependantes de lois :

8i > 0 , Xi � Exp ( (i)):"

HND

Les mod�eles ND rencontr�es jusque l�a proposent tous une mod�elisation param�etrique de
la fonction taux de d�efaillance  :

 (i) =  0(i; �)

o�u :

�  0 est une fonction connue �a valeur dans IR+

� � un param�etre vectoriel �a estimer.

Une g�en�eralisation naturelle de ces mod�eles ND param�etriques est obtenue en estimant  
par des techniques non param�etriques.

Le mod�ele non param�etrique ainsi obtenu n'aura de bonnes qualit�es pr�evisionnelles que
si l'on ajoute certaines conditions de r�egularit�e sur la fonction  .
On supposera dans la suite que  est une fonction r�eelle deux fois continûment di��eren-
tiable.

Notation { S2 d�esignera dans la suite l'espace des fonctions r�eelles deux fois continû-
ment di��erentiables.

Le mod�ele ND non param�etrique, qui sera pr�esent�e dans la sous-section 2.5.3, fait partie
de la famille des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es non param�etriques.

On pr�esente succinctement l'approche GLM non param�etriques dans la sous-section 2.5.2.
Des pr�esentations plus d�etaill�ees peuvent être trouv�ees dans Fahrmeir et Tutz [33] ou
Green et Silverman [43].

On utilisera ensuite les m�ethodes et les algorithmes d�evelopp�es dans le cadre g�en�eral des
GLM non param�etriques pour obtenir des estimations non param�etriques de la fonction
 . Ces estimations seront obtenues sous forme de splines cubiques.

Avant de d�ecrire les GLM non param�etriques et d'�etudier le mod�ele ND non param�etrique,
on rappelle ci-dessous bri�evement quelques r�esultats concernant les splines cubiques.

2.5.1 Quelques rappels sur les splines cubiques

On suppose dans cette sous-section qu'on a n r�eels ordonn�es t1; t2; : : : ; tn sur un intervalle
[a; b] :

a < t1 < t2 < : : : < tn < b
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On suppose en plus qu'on a des observations yi bruit�ees d'une fonction inconnue f :

8i � n , yi = f(ti) + �i:

Les splines cubiques jouent un rôle important dans l'obtention d'estimations lisses de la
fonction f .

D�e�nitions et propri�et�es

D�e�nition { 2.14 Une fonction s d�e�nie sur [a; b] est une spline cubique de n�uds
(ti)i�n si les deux propri�et�es suivantes sont v�eri��ees :

1. sur chacun des intervalles [a; t1] , [t1; t2] , : : : , [tn; b] s est un polynôme cubique.

2. s est deux fois continûment di��erentiable sur [a; b], c'est �a dire que les fonctions s,
s0 et s00 sont continues aux n�uds ti.

Une spline cubique est dite naturelle si ses d�eriv�ees secondes et troisi�emes sont nulles
aux points a et b.

Remarque { Même si une spline cubique s est compl�etement sp�eci��ee par le vecteur :

s = (s(ti))i�n

il est plus pratique d'avoir aussi le vecteur  2 IRn�2 des d�eriv�ees secondes de s aux n�uds
ti :

8i 2 [2; : : : ; n� 1] , i = s00(ti):

Th�eor�eme { 2.15 Deux vecteurs quelconques s 2 IRn et  2 IRn�2 d�e�nissent une spline
cubique si et seulement si ils v�eri�ent la relation suivante :

tQs = M

o�u :

� Q = (qij)i�n;2�j�n�1 est la matrice tri-diagonale n�(n�2) d�e�nie par ses compo-
santes :

qj�1;j = h�1j�1 , qjj = �h�1j�1 � h�1j et qj+1;j = h�1j

qij = 0 pour j i� j j� 2:

� hi = ti+1 � ti pour i = 1; : : : ; n� 1.
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� M = (mij)2�i;j�n�1 est la matrice tri-diagonale sym�etrique (n�2)�(n�2) d�e�nie
par ses composantes :

mii =
1

3
(hi�1 + hi) , i = 2; : : : ; n� 1

mi;i+1 = mi+1;i =
1

6
hi , i = 2; : : : ; n� 2

mij = 0 pour j i� j j� 2:

Th�eor�eme { 2.16 Si s est une spline cubique de n�uds (ti)i�n sp�eci��ee par le vecteur
de ses valeurs s, et le vecteur de ses d�eriv�ees secondes , on a alors avec les notations du
th�eor�eme pr�ec�edent : Z b

a
[ s00(t) ]2 dt = tsK s

o�u :

K = QM�1 tQ:

On pourra se r�ef�erer �a Green et Silverman [43] (page 13) pour les preuves des deux
th�eor�emes pr�ec�edents.

Splines cubiques et lissage

Soient y1; : : : ; yn des observations bruit�ees d'une fonction f inconnue :

8i � n , yi = f(ti) + �i:

On suppose que f est une fonction de l'espace S2 des fonctions deux fois continûment
di��erentiables.

L'estimation de f par une fonction f̂ su�samment lisse se fait g�en�eralement par la mini-
misation, sur S2, de la somme p�enalis�ee des carr�es des r�esidus :

S(f) =
nX

i=1

[ yi � f(ti) ]
2 + �

Z b

a
[ f 00(t) ]2 dt:

Le terme de p�enalit�e �
Z b

a
[ f 00(t) ]2 dt assure un certain degr�e de lissitude �a l'estimation f̂ .

Le param�etre de lissage � repr�esente l'importance relative de la contrainte de lissitude par
rapport au crit�ere d'ad�equation aux observations.

le rôle important des splines cubiques dans les probl�emes de lissage r�esulte de la proposi-
tion suivante :
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Proposition { 2.17 Si s est une spline cubique de n�uds (ti)i�n et si ~f est une fonction
de S2 telle que :

8i � n , ~f(ti) = s(ti);

Alors on a : Z b

a
[ ~f 00(t) ]2 dt �

Z b

a
[ s00(t) ]2 dt

Corollaire { La minimisation de S(f) sur S2 se r�eduit ainsi �a sa minimisation sur
l'espace des fonctions splines cubiques.

L'estimation de la fonction inconnue f se ram�ene alors, grâce au th�eor�eme 2.16 �a la
recherche du vecteur f̂ = (f̂(ti))i�n de IRn minimisant la quantit�e :

S(v) =
nX

i=1

[ yi � vi ]
2 + � tv Kv pour v 2 IRn:

2.5.2 Les GLM non param�etriques

On pr�esente ci-dessous l'approche mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es non param�etriques dans
le cas o�u il n'y a qu'une seule variable explicative r 2 IRn.

Les mod�eles additifs g�en�eralis�es [44] permettent par ailleurs de donner une g�en�eralisation
non param�etrique des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es dans le cas de plusieurs r�egresseurs.

On reprend dans cette sous-section les notations de la section 2.2.

D�e�nition { 2.18 Les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es non param�etriques sont
obtenus �a partir des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es tels que d�e�nis dans la section 2.2, en
rempla�cant la relation param�etrique :

8i � n , (g o b0)(�i) =
pX

j=1

�jrj;i

par la relation non param�etrique :

8i � n , (g o b0)(�i) = f(ri)

o�u f est une fonction inconnue su�samment lisse.

Remarque { Dans le cas o�u le choix de la fonction de lien g ne r�eduit pas l'ensemble
des valeurs prises par la fonction (g o b0)�1, il est possible de se ramener au mod�ele �a lien
canonique :

8i � n , �i = fc(ri)
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on estimera alors directement la fonction fc repr�esentant l'e�et compos�e de la fonction de
lien et de la fonction de r�egression :

fc = (g o b0)�1 o f:

L'estimation non param�etrique de la fonction de r�egression f se fait par la m�ethode de la
vraisemblance p�enalis�ee bri�evement d�ecrite ci-dessous.

On se placera dans la suite de cette sous-section dans le cas du lien canonique. Le mod�ele
consid�er�e est alors d�ecrit par les relations :

8i � n , �i = f(ri):

Les algorithmes pr�esent�es sont facilement g�en�eralisables au cas d'un lien non canonique.

M�ethode de la vraisemblance p�enalis�ee

La fonction de vraisemblance associ�ee aux GLM non param�etriques d�e�nis ci-dessus et
aux observations (xi)i�n est :

Lx1;::;xn(f) =
nY

i=1

exp [
f(ri)xi � b(f(ri))

a(�)
+ c(xi; �) ]:

La log-vraisemblance associ�ee est :

L(f) =
nX

i=1

f(ri)xi � b(f(ri))

a(�)
+ c(xi; �)

Maximiser la quantit�e L(f) sur l'ensemble des fonctions f 2 S2 revient donc �a maximiser
la quantit�e :

nX
i=1

[ f(ri)xi � b(f(ri)) ]

Pour introduire la contrainte de lissitude de f , on introduit dans la quantit�e �a maximiser
le terme de p�enalit�e : Z

[ f 00(t) ]2 dt

p�enalisant les estimations �a courbures �elev�ees.

La fonction f est alors estim�ee par la fonction f̂ de S2 maximisant la log-vraisemblance
p�enalis�ee :

S(f) =
nX

i=1

[ f(ri)xi � b(f(ri)) ]� 1

2
�
Z

[ f 00(t) ]2 dt:

Le param�etre de lissage � repr�esente l'importance donn�ee �a la contrainte de lissitude.

Comme dans le cas du probl�eme d'interpolation, pour maximiser la quantit�e S(f) sur
l'ensemble S2 des fonctions deux fois continûment di��erentiables, il su�t de la maximiser
sur l'ensemble des fonctions splines cubiques. On a plus pr�ecis�ement :
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Proposition { 2.19 Pour toute fonction ~f 2 S2, il existe une spline cubique s ayant les
mêmes valeurs que ~f aux n�uds (ti)i�n telle que :

S(s) � S( ~f):

On peut se r�ef�erer �a [43] page 99 pour une preuve de cette proposition.

La recherche num�erique de la spline cubique f̂ maximisant S(f) se fait, par exemple par
une g�en�eralisation de la m�ethodes des scores de Fisher.
Avant de d�ecrire cette m�ethode, on pr�esente bri�evement les di��erentes m�ethodes du choix
du param�etre de lissage.

Param�etre de lissage et degr�e de libert�e

Le param�etre de lissage � repr�esente le degr�e de lissitude impos�ee �a l'estimation spline
cubique f̂ de f .
La valeur de � est choisie en tenant compte des connaissances a priori concernant la
r�egularit�e de la fonction f .
En l'absence de telles connaissances, le param�etre de lissage peut être estim�e �a partir des
donn�ees observ�ees en utilisant les m�ethodes de validation crois�ee (cf. [80]).

Le param�etre de lissage est li�e �a un deuxi�eme param�etre : le degr�e de libert�e obtenu
comme g�en�eralisation de la notion de nombre de param�etres dans le cas param�etrique.
On pourra se r�ef�erer �a [43] page 110 pour une d�e�nition rigoureuse du degr�e de libert�e
dans le cadre des GLM non param�etriques.

En pratique, la contrainte de lissitude de l'estimation f̂ est sp�eci��ee indi��eremment par
le param�etre de lissage ou par le degr�e de libert�e.

Notation { Dans la suite, le param�etre degr�e de libert�e sera not�e dl.

M�ethodes des scores de Fisher pour les GLM non param�etriques

On cherche la spline cubique f̂ de n�uds (ri)i�n qui maximise la log-vraisemblance p�ena-
lis�ee :

S(f) =
nX

i=1

[ f(ri)xi � b(f(ri)) ]� 1

2
�
Z

[ f 00(t) ]2 dt:

En utilisant les notations de la sous-section 2.5.1 et le th�eor�eme 2.16 on a :Z
[ f 00(t) ]2 dt = tf K f

o�u :

� la matrice K est d�e�nie comme dans le th�eor�eme 2.16,
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� le vecteur f 2 IRn est donn�e par ses composantes :

f
i
= f(ri):

L'estimation non param�etrique de la fonction de r�egression f revient donc �a la recherche
du vecteur f̂ 2 IRn maximisant la quantit�e :

nX
i=1

[ vixi � b(vi) ]� 1

2
� tv Kv pour v 2 IRn:

Proposition { 2.20 L'algorithme des scores de Fisher permettant de trouver la spline
cubique f̂ maximisant S(f) est d�ecrit par le sch�ema it�eratif pr�esent�e ci-dessous.
Ce sch�ema permet, �a la j�eme it�eration, de passer de la spline cubique s(j) repr�esent�ee par
s(j) 2 IRn �a la spline cubique s(j+1) repr�esent�ee par s(j+1) 2 IRn :

s(j+1) = (V (j) + �K)�1 V (j)z(j)

o�u �a chaque it�eration j on a :

� z(j) est le vecteur de IRn donn�e par ses composantes :

z
(j)
i = s

(j)
i +

xi � b0(s
(j)
i )

b00(s
(j)
i )

� V (j) est la matrice diagonale d�e�nie par :

V
(j)
ii = b00(s

(j)
i )

.

Une preuve d�etaill�ee de ce r�esultat peut être trouv�ee dans [43] page 100.

Remarque { Les GLM non param�etriques peuvent être consid�er�es comme des cas par-
ticuliers des mod�eles additifs g�en�eralis�es (GAM) (cf. Hastie et Tibshirani [44]). Dans les
exemples d'application trait�es dans la suite, l'estimation non param�etrique de la fonction
de r�egression f est faite par la proc�edure gam du logiciel S [15].
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2.5.3 Les mod�eles ND non param�etriques (NDnp)

D�e�nition { 2.21 On appelle mod�elesND non param�etriques les mod�eles de �abilit�e
des logiciels d�ecrits par l'hypoth�ese suivante :

\X1; X2; : : : sont des v.a.r. ind�ependantes de lois :

8i > 0 , Xi � Exp ( (i)):"

HNDnp

O�u  est une fonction inconnue deux fois continûment di��erentiable �a valeurs dans IR+.

Les mod�eles ND non param�etriques repr�esentent une g�en�eralisation de tous les mod�eles
ND param�etriques. En e�et la seule hypoth�ese ajout�ee par rapport �a HND, est une r�egu-
larit�e minimale de la fonction taux de d�efaillance  .

Les mod�eles NDnp vus comme des GLM non param�etriques

L'estimation non param�etrique de  peut se faire dans le cadre des GLM non param�e-
triques.
En e�et Les mod�eles ND non param�etriques peuvent être consid�er�es comme des GLM,
puisque d'apr�es l'hypoth�ese HNDnp, les param�etres naturels des lois des Xi s'�ecrivent :

�i = � (i)

o�u f� est suppos�ee être une fonction assez lisse.

Ceci d�e�nit un GLM non param�etrique de r�egresseur (i)i�n et de fonction de lien cano-
nique. Les algorithmes pr�esent�es dans le cadre des GLM non param�etriques permettent
ensuite d'estimer directement la fonction taux de d�efaillance  sous forme d'une spline
cubique.

Choix du lien logarithmique

En choisissant le lien canonique on ne tient pas compte de la contrainte de positivit�e de
la fonction  .
Pour ce faire, on peut �ecrire  sous la forme :

 = exp(�)

et estimer la fonction � au lieu de  .

Le mod�ele non param�etrique associ�e s'�ecrit alors :

�i = �exp(�(i))
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ou encore :
(gob0) (�i) = �(i)

o�u g(x) = �ln(x), est la fonction de lien logarithmique (celle du MPD).

Si �̂ est la spline cubique estimation de �, la fonction taux de d�efaillance  est alors
estim�ee par :

 ' exp(�̂):

En utilisant les mod�eles NDnp sur di��erents jeux de donn�ees, on remarque que les esti-
mations de  obtenues par le lien canonique et le lien logarithmique sont toujours tr�es
proches. Quelques exemples sont pr�esent�es sur les �gures 2.6 et 2.7.

Ceci est con�rm�e par le tableau 2.5 donnant les d�eviances des mod�eles NDnp sur les
di��erents jeux de donn�ees.

Cisi1 Musa6 simpoly2.d simsin1.d
Lien canonique 227.72 160.62 116.24 137.44

Lien logarithmique 221.30 160.18 116.89 137.81

Tab. 2.5: E�et de la fonction de lien sur les d�eviances des mod�eles NDnp.

Remarques {

1. Dans tous les mod�elesNDnp pr�esent�es ici, et sauf mention du contraire, le param�etre
de lissage est choisi de telle sorte que le nombre de degr�es de libert�e (dl) vaille 5.

2. Les jeux de donn�ees simpoly2.d et simsin1.d ont �et�e simul�es �a partir de fonctions
 poly2 et  sin1 connues :

 poly2(i) = 10:5� 0:6i+ 0:016i2 � 0:0001i3 et  sin1(i) = j sin( i�
50

) j +0:5:

3. On n'utilisera dans la suite que le mod�ele NDnp avec le lien logarithmique.
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Fig. 2.6: Etude de l'e�et de la fonction de lien sur l'estimation non param�etrique de  .
Jeux de donn�ees r�eels : Cisi1 et Musa6.
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Fig. 2.7: Etude de l'e�et de la fonction de lien sur l'estimation non param�etrique de  .
Jeux de donn�ees simul�es : simpoly2.d et simsin1.d.
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2.5.4 R�esultats exp�erimentaux

Qualit�es empiriques des estimateurs non param�etriques

Pour �etudier empiriquement les qualit�es des estimateurs non param�etriques de  , on
simule un certain nombre de jeux de donn�ees �a partir de l'hypoth�ese HNDnp o�u la fonction
taux de d�efaillance est une fonction connue (on prendra  poly2 et  sin1) . On utilise ensuite
l'approche NDnp pour obtenir pour chaque jeu de donn�ees une estimation particuli�ere de
 .
On �etudie alors la variance de ces di��erentes estimations et on compare leur moyenne
empirique �a la vraie fonction  �a partir de la quelle on a simul�e les jeux de donn�ees.

On a donc simul�e 50 jeux de donn�ees �a partir de la fonction  poly2 et 50 autres jeux de
donn�ees �a partir de  sin1.

Pour avoir une id�ee du biais de l'estimateur non param�etrique, on trace sur la �gure 2.8
la moyenne empirique des 50 estimations non param�etriques de  poly2 et  sin1.
On remarque alors que ces biais empiriques sont assez faibles.
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Fig. 2.8: Moyenne et bande de con�ance empiriques des estimations non param�etriques
de  poly2 et  sin1.

Pour repr�esenter la variance empirique des estimations, on trace autour de la moyenne
des estimations de  , une bande de largeur (4�i)i�n. Pour tout i � n, �i d�esigne l'�ecart
type empirique des 50 estimations de la quantit�e  (i).

Cette bande repr�esente une r�egion de con�ance empirique ayant approximativement une
probabilit�e 95% de contenir l'estimation non param�etrique de  .



2.5 G�en�eralisation non param�etrique des mod�eles ND 75

Les exemples trait�es ci-dessus montrent que l'estimateur non param�etrique a un com-
portement satisfaisant aussi bien au niveau du biais qu'au niveau de la variance. Une
�evaluation du MISE (Mean Integrated Square Errors) pourrait contribuer �a l'�evaluation
des qualit�es de l'estimateur non param�etrique. Cette voie ne sera pas poursuivie dans ce
travail.

Choix du param�etre degr�e de libert�e

On �etudie ici l'e�et du param�etre dl sur les performances pr�edicitives du mod�ele NDnp.

On consid�ere d'abord le jeu de donn�ees Musa6, les estimations non param�etriques de
la fonction  correspondant �a di��erentes valeurs du param�etre dl sont repr�esent�ees sur la
�gure 2.9.
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Fig. 2.9: E�et du param�etre de lissage sur l'estimation non param�etrique de  .

Dans le tableau 2.6, on �etudie, pour le jeu de donn�ees Musa6, l'e�et du param�etre dl sur
la qualit�e pr�evisionnelle et la d�eviance du mod�ele non param�etrique.

Remarque { La proc�edure u-plot a �et�e mise en �uvre sur les n�20 derni�eres donn�ees.
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dl = 3 dl = 5 dl = 7 dl = 9
kolm (u�plot) 0.200 0.183 0.207 0.235

D�eviance 173.88 160.16 152.47 143.31

Tab. 2.6: E�et du param�etre de lissage sur les qualit�es du mod�ele NDnp. (Musa6)

On remarque que pour le jeu de donn�ees Musa6, le mod�ele le plus robuste (dl=3) n'a pas
le meilleur pouvoir pr�edictif. C'est le mod�ele NDnp �a 5 degr�es de libert�e qui semble avoir
les meilleures qualit�es pr�evisionnelles.

La qualit�e pr�evisionnelle d'un mod�ele semble r�esulter de sa capacit�e �a assurer un bon
compromis entre la robustesse et la qualit�e d'ajustement.

On �etudie en�n, au tableau 2.7 l'inuence du param�etre dl sur la qualit�e pr�evisionnelle
du mod�ele NDnp pour di��erents jeux de donn�ees.

dl = 3 dl = 5 dl = 7
Cisi1 0:072 0:068 0.086
Musa1 0:099 0:096 0.101
Musa3 0:165 0:238 0.272
Musa6 0:200 0:183 0.207
Musa14c 0:214 0:202 0:183
Crow1 0:070 0:130 0.133

Tab. 2.7: Crit�ere du u-plot

Le tableau pr�ec�edent con�rme le fait que le mod�ele le plus robuste (dl = 3) n'a pas
forc�ement la meilleure qualit�e pr�evisionnelle. Il est par ailleurs clair que la valeur optimale
(d'un point de vue pr�edictif) du param�etre dl d�epend du jeu de donn�e �etudi�e.

Remarque { Pour simpli�er l'utilisation de l'approche NDnp, on choisit de prendre
dans la suite dl=5.

Performances pr�edictives des mod�eles NDnp

On compare, pour di��erents jeux de donn�ees, les performances pr�edictives du mod�ele
NDnp aux performances du mod�ele MPDpol ainsi qu'aux performances d'autres mod�eles
param�etriques utilis�es en Fiabilit�e des Logiciels : le mod�ele de Crow, le mod�ele de Goel-
Okumoto et le mod�ele de Yamada-Ohba-Osaki [104] not�e YOO.
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NDnp MPDpol MPD Crow Goel�Okum: Y OO
Cisi1 0:068 0.104 0.110 0.143 0.088 0.235
Musa1 0:096 0.111 0:111 0.133 0.142 0.405
Musa3 0.238 0:218 0:218 0:397 0.247 0.573
Musa6 0:183 0.223 0:222 0:214 0.223 0.341
Musa14c 0.202 0:158 0.396 0:405 0.468 0.302
Crow1 0.130 0.174 0.161 0:083 0.167 0.428

Tab. 2.8: Crit�ere du u-plot.

Le mod�ele NDnp semble avoir dans la majorit�e des cas de meilleures qualit�es pr�evision-
nelles que les autres mod�eles param�etriques classiques.

Il ressort des r�esultats pr�ec�edents que les approches NDnp etMPDpol fournissent toujours,
exception faite du jeu de donn�ees Crow1, le mod�ele ayant le meilleur pouvoir pr�edictif.

Pour le jeu de donn�ees Crow1, seul le mod�ele �a partir duquel ont �et�e simul�ees les donn�ees
(le mod�ele de Crow) a de meilleures performances pr�edictives que le mod�ele NDnp.

2.6 Conclusion

L'utilisation des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es nous a permis de g�en�eraliser et d'am�e-
liorer les performances des mod�eles ND classiques.
Les r�esultats et les algorithmes d�evelopp�es dans le cadre GLM nous ont permis de d�evelop-
per deux approches de construction et de choix de mod�eles : une approche param�etrique
(NDpol) et une approche non param�etrique (NDnp).

Ces approches ont l'avantage de pouvoir tenir compte des sp�eci�cit�es de chaque jeu de
donn�ees pour donner des mod�eles ayant d'excellentes qualit�es d'ajustement.
A cette am�elioration de la qualit�e d'ajustement s'ajoute une nette am�elioration de la
qualit�e pr�evisionnelle.
En e�et les r�esultats exp�erimentaux ont montr�e que les mod�eles issus des approches NDpol

et NDnp ont, dans la majorit�e des cas, des qualit�es pr�edicitives meilleures que tous les
autres mod�eles classiques.

Reste cependant le probl�eme du choix entre l'approche param�etrique NDpol et l'approche
non param�etrique NDnp.

Les principaux avantages de l'approche NDpol sont la facilit�e d'utilisation et la possibilit�e
de donner des interpr�etations physiques aux di��erents param�etres.
Dans cette approche l'utilisateur choisit la fonction de lien, le test de rapport de vraisem-
blances maximales permet ensuite de d�eterminer le nombre de param�etres et la m�ethode
du maximum de vraisemblance permet de les estimer.

De son cot�e, l'approche non param�etrique a l'avantage de fournir une uni�cation de tous
les mod�eles ND puisqu'elle permet d'estimer l'e�et combin�e de la fonction de lien et de
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la fonction de r�egression.
L'utilisateur de l'approche NDnp sp�eci�e son mod�ele en choisissant le degr�e de lissitude
de la fonction taux de d�efaillance, c'est-�a-dire en choisissant le param�etre dl.

Une extension possible de l'approche NDnp pourrait consister �a choisir le param�etre degr�e
de libert�e dl par des m�ethodes automatiques telles que la m�ethode de validation crois�ee
adapt�ee au cadre GLM non param�etrique (cf. [44]).

Xiang et Wahba [101] ont propos�e r�ecemment une approche de test bas�ee sur la distance
de Kullback-Leibler permettant de tester, dans le cas d'un seul r�egresseur, l'hypoth�ese
GLM param�etrique contre l'hypoth�ese GLM non param�etrique.
Ce test pourra être utilis�e pour comparer les mod�eles issus des approches NDpol et NDnp.

Dans le contexte de la Fiabilit�e des Logiciels, il est cependant pr�ef�erable de faire le choix
entre les approches NDpol et NDnp en se basant sur les connaissances a priori disponibles,
les objectifs de l'�etude de �abilit�e ainsi que sur les pr�ef�erences de l'utilisateur.



Chapitre 3

L'analyse statistique bay�esienne en

Fiabilit�e des Logiciels

L'objectif de ce chapitre est la mise en �uvre d'un outil statistique bay�esien g�en�eral
pour l'�evaluation de la �abilit�e des logiciels.

En partant des hypoth�eses usuelles de la Fiabilit�e des Logiciels on obtient un mod�ele
g�en�eral o�u les v.a.r. temps inter-d�efaillances Xi sont de lois exponentielles de param�etres
�i. On pr�esente ensuite, une analyse bay�esienne g�en�erale du mod�ele pr�ec�edent. On donne
ainsi les expressions des estimateurs bay�esiens des di��erents attributs de la �abilit�e, les
m�ethodes num�eriques permettant le calcul des estimations correspondantes ainsi que dif-
f�erents exemples d'hypoth�eses a priori envisageables.

L'approche bay�esienne pr�esent�ee dans ce chapitre a l'avantage de pouvoir s'adapter aux
di��erents a priori que peuvent avoir les praticiens. Elle leur donne ainsi le moyen de
construire leurs propres mod�eles. Ils n'auront pour ce faire qu'�a pr�eciser la forme de leurs
connaissances a priori, ils utiliseront ensuite les r�esultats et les algorithmes pr�esent�es dans
ce chapitre.

3.1 Introduction

Le recours aux m�ethodes statistiques bay�esiennes en Fiabilit�e des Logiciels a �et�e en-
visag�e pour r�epondre �a certains d�efauts des m�ethodes inf�erentielles classiques (maximum
de vraisemblance et moindres carr�es) :

� ces m�ethodes classiques ne peuvent tenir compte d'une mani�ere claire et pr�ecise des
informations, souvent subjectives, que peuvent avoir les ing�enieurs ou les experts
concernant le syst�eme �etudi�e.

� Pour les syst�emes �a haute �abilit�e, on peut ne pas observer de d�efaillances, les
m�ethodes classiques sont donc di�cilement applicables.

� Pour certains jeux de donn�ees, la fonction de vraisemblance peut ne pas avoir de
maximum.
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Le principal avantage qu'o�re l'approche bay�esienne en Fiabilit�e est la possibilit�e de traiter
et d'utiliser s�epar�ement les deux sources d'information disponibles :

� Information issue de ce que \pensent" les ing�enieurs et les experts.

� Information issue de l'observation du syst�eme �etudi�e.

Dans le cas o�u les a priori des experts ne sont pas compl�etement erron�es, l'approche
inf�erentielle bay�esienne donne de tr�es bons estimateurs même si le nombre d'observations
est assez faible.

Comme on va le voir dans la section 3.3, la plupart des approches bay�esiennes adopt�ees
en Fiabilit�e des Logiciels, introduisent un certain nombre d'hypoth�eses math�ematiques
souvent arti�cielles. Si ces hypoth�eses simpli�ent �enorm�ement le calcul des estimateurs
bay�esiens, elles �eloignent souvent les mod�eles obtenus des connaissances physiques qu'ont
r�eellement les experts.

Il faut en e�et noter que les estimateurs issus de l'analyse bay�esienne sont souvent donn�es
sous forme de rapports d'int�egrales multiples non simpli�ables.

L'�elaboration de nouvelles techniques num�eriques performantes et faciles �a mettre en
�uvre devrait, comme on va l'illustrer dans ce chapitre, permettre aux concepteurs de
mod�eles de se lib�erer de leurs contraintes techniques pour aller plus vers la mod�elisation
des connaissances a priori des ing�enieurs et autres experts.

On commence, dans la section 3.2, par rappeler les outils de base de l'analyse statistique
bay�esienne.

Une revue des principales �etudes bay�esiennes en Fiabilit�e des Logiciels est propos�ee dans
la section 3.3.

On pr�esente ensuite, dans la section 3.4, une analyse bay�esienne g�en�erale des mod�eles �a
lois exponentielles.

Cette analyse est ensuite a�n�ee dans la section 3.5. On donne ainsi di��erents exemples
d'a priori possibles et on pr�esente des algorithmes num�eriques permettant le calcul des
di��erentes estimations bay�esiennes.
On donne en�n des exemples d'application de l'approche bay�esienne d�evelopp�ee dans ce
chapitre.

3.2 L'approche statistique bay�esienne

On suppose dans toute cette section qu'on a :

� un vecteur d'observations x appartenant �a un sous ensemble X de IRn,
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� un mod�ele statistique param�etrique o�u x est une r�ealisation d'une loi de probabilit�e
param�etrique P� sp�eci��ee par sa densit�e par rapport �a la mesure de Lebesgue sur
IRn :

f(x j�), x 2 X :

o�u � est un param�etre vectoriel inconnu appartenant �a un sous-ensemble � de IRp.

L'approche inf�erentielle bay�esienne, dont les concepts de base sont bri�evement rappel�es
ci-dessous, permet d'estimer � en tenant compte du vecteur des observations x, du mod�ele
param�etrique f(x j �) et des �eventuelles informations a priori r�esum�ees sous forme d'une
loi de probabilit�e sur �.

Une pr�esentation d�etaill�ee de l'analyse statistique bay�esienne peut être trouv�ee par exemple
dans Robert [83], les notations et r�esultats de cette section en sont inspir�es.

3.2.1 Concepts de base

Probabilit�e subjective

Une des bases de l'analyse statistique bay�esienne est la notion de probabilit�e subjective.
Cette notion est utilis�ee pour mod�eliser l'avis d'un individu concernant une proposition
ou une hypoth�ese (\La probabilit�e d'une vie apr�es la mort", \La probabilit�e qu'il fasse
beau demain", etc.).
La notion de probabilit�e subjective, di��erente de la notion de probabilit�e classique ou
\fr�equentiste", mod�elise un �etat d'incertitude ou un degr�e de croyance di��erent d'un
individu �a un autre.

Dans la majorit�e des analyses statistiques bay�esiennes, on utilise cette notion de probabi-
lit�e subjective pour mod�eliser, �a travers des lois de probabilit�e , les opinions des experts et
le degr�e de con�ance en ces opinions. Ces opinions sont ensuite con�rm�ees ou in�rm�ees par
l'observation du fonctionnement du syst�eme physique �etudi�e. La contribution de l'expert
dans l'analyse statistique devient ainsi plus explicite.

Le mod�ele statistique bay�esien

D�e�nition { 3.1 Dans le cadre d'une analyse bay�esienne, on dispose g�en�eralement des
opinions des experts. Ces opinions sont d�ecrites par une loi de probabilit�e sur l'espace des
param�etres �, appel�ee loi a priori.

Notation { On notera dans la suite �(�) la densit�e de la loi a priori de � par rapport �a
une mesure de r�ef�erence positive � sur �.

D�e�nition { 3.2 Un mod�ele statistique bay�esien est un mod�ele statistique param�e-
trique f(x j �) o�u le param�etre inconnu � est consid�er�e comme une variable al�eatoire de
loi a priori : �(�).
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Comme le souligne Robert [83], \le passage de la notion de param�etre inconnu �a celle d'un
param�etre al�eatoire repr�esente un saut d�elicat qui divise toujours les statisticiens".
L'avantage de ce passage est d'introduire l'information a priori subjective ainsi que le
degr�e de croyance en cette information.

Cette connaissance a priori est mise �a jour au fur et �a mesure de l'arriv�ee des obser-
vations. La mise �a jour est faite par l'utilisation de la formule de Bayes donnant la loi a
posteriori de � :

D�e�nition { 3.3 La loi a posteriori de � est sa loi conditionnellement �a l'observation
x. Cette loi est donn�ee par sa densit�e par rapport �a � :

�(� j x) � f(x j�)�(�)R
� f(x j�)�(�)d�(�)

:

La loi a posteriori combine ainsi l'information subjective de l'expert et l'information issue
des observations x pour d�ecrire l'information disponible concernant le param�etre �.

Pour extraire une estimation ponctuelle de �, on peut utiliser deux approches concur-
rentes :

- Estimateur de maximum de vraisemblance bay�esien, qui correspond au mode
de la loi a posteriori �(� jx).

- Estimateur de Bayes : cet estimateur est obtenu en minimisant l'esp�erance a
posteriori d'une fonction de coût associ�ee au probl�eme consid�er�e. Cette approche
est d�etaill�ee dans la sous-section suivante.

Remarques {

1. Dans le cas non-informatif, c'est-�a-dire quand on ne dispose pas d'informations a
priori, on peut encore utiliser l'approche bay�esienne en prenant une densit�e a priori
�(�) constante.
Si � est un ensemble born�e, la loi a priori ainsi d�e�nie est la loi uniforme sur �. Dans
le cas contraire, la fonction constante �(�) n'est plus une densit�e de probabilit�e, on
parle alors de loi a priori impropre ou g�en�eralis�ee.

2. L'estimateur de maximum de vraisemblance bay�esien se confond, dans le cas non-
informatif, avec l'estimateur de maximum de vraisemblance classique.

Le calcul bay�esien peut aussi être utilis�e dans un but pr�edictif. En e�et, soient X et Y
deux v.a.r. de densit�es respectives f(x j �) et g(y j �) et supposons que l'on dispose d'une
observation x de X. La loi pr�edictive de Y , d�e�nie ci-dessous, permet alors d'utiliser
l'observation x pour am�eliorer les pr�edictions de Y :

D�e�nition { 3.4 On appelle loi pr�edictive de Y sa loi de probabilit�e conditionnelle-
ment �a X=x. Sa densit�e est donn�ee par :

g(y j x) =
Z
�
g(y j�) �(� jx) d�(�):
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3.2.2 Fonction de coût, risques et estimateurs de Bayes

Le but d'une analyse statistique bay�esienne est souvent l'estimation de quantit�es d�epen-
dant du param�etre inconnu �.
Plus g�en�eralement, il s'agira de prendre une d�ecision �(x) (typiquement un estimateur de
�) dans un espace de d�ecisions D en tenant compte de l'observation x.

L'utilisation de la d�ecision �(x) engendre un coût (ou une perte) fonction de la valeur
du param�etre �. Ce coût est �evalu�e par une fonction de coût :

L : ��D �! [0;1[:

L'analyse statistique doit fournir une r�egle de d�ecision, � fonction de X dans D, permet-
tant de minimiser en un certain sens le coût L(�; �(x)).

Dans les probl�emes r�eels il n'existe pas de fonctions de d�ecision � minimisant le coût
L(�; �(x)), pour tout � et tout x. Il faut alors proposer des crit�eres, permettant de com-
parer di��erentes r�egles de d�ecision.

Comparaison de r�egles de d�ecision

L'approche fr�equentiste consid�ere un coût moyen sur toutes les valeurs possibles du vecteur
d'observations x, ce coût moyen, appel�e risque fr�equentiste est donn�e par :

R(�; �) =
Z
X
L(�; �(x)) f(x j �) dx:

L'utilit�e pratique de R(�; �) est limit�ee de par sa d�ependance du param�etre inconnu �.

L'approche bay�esienne, au lieu d'int�egrer la fonction coût L(�; �(x)) par rapport au vecteur
d'observations x, l'int�egre par rapport �a �. On obtient alors le risque a posteriori :

D�e�nition { 3.5 Quand on a un vecteur d'observations x, on peut comparer deux fonc-
tions de d�ecision en utilisant le risque a posteriori donn�e par :

�(�; � j x) = E�(L(�; �) j x)
=

Z
�
L(�; �(x)) �(� j x)d�(�)

Le risque a posteriori est donc l'esp�erance du coût par rapport �a la loi a posteriori de �.

On peut aussi comparer les r�egles de d�ecision selon leur risque de Bayes :

D�e�nition { 3.6 Le risque de Bayes est l'esp�erance du risque fr�equentiste par rapport
�a la loi a priori de � :

r(�; �) = E� [R(�; �) ] =
Z
�

Z
X
L(�; �(x)) f(x j �) dx �(�) d�(�):
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Le risque de Bayes donne donc une valeur r�eelle et non pas une fonction de �. Il permet
ainsi de comparer deux fonctions de d�ecision (ou deux estimateurs).
Le risque de Bayes permet d'introduire la notion d'estimateur de Bayes d�ecrite ci-dessous.

Estimateurs de Bayes

D�e�nition { 3.7 On appelle estimateur de Bayes associ�e �a une fonction de coût L
et �a une loi a priori � toute fonction de d�ecision �� minimisant le risque de Bayes r(�; �)
sur l'espace D.

La propri�et�e suivante permet de donner un exemple d'estimateurs de Bayes :

Propri�et�e { On peut construire un estimateur de Bayes en prenant pour chaque obser-
vation x 2 X , la d�ecision ��(x) minimisant le risque a posteriori �(�; � j x) :

8x 2 X , ��(x) = Argmin
d2D

�(�; d j x): (3.1)

Preuve { On utilise le th�eor�eme de Fubini pour montrer que :

r(�; �) =
Z
X
�(�; � j x)f(x) dx: (3.2)

La fonction de d�ecision �� d�e�nie par (3.1), est un estimateur de Bayes puisque pour toute
r�egle de d�ecision d de D on a :

8x 2 X , ��(x) � d(x)

par cons�equent, en utilisant l'�equation (3.2), on a �nalement :

8d 2 D , r(�; ��) � r(�; d):

tu

Choix des fonctions de coût

La possibilit�e d'introduire, �a travers la fonction de coût, les pertes et les cons�equences
des mauvaises estimations des param�etres inconnus est un avantage suppl�ementaire de
l'analyse inf�erentielle bay�esienne.
Il est par exemple logique de penser qu'un expert en logiciels saura �evaluer les cons�equences
que provoquerait une sous-estimation ou une surestimation de la �abilit�e de son logiciel.

Lorsque le manque d'information, ou le manque de temps ne permet pas de sp�eci�er la
fonction coût, on peut utiliser des coûts classiques, simples et bien �etudi�es. On en pr�esente
ci-dessous deux exemples.
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D�e�nition { 3.8 La fonction de coût quadratique est donn�ee par :

� Si � est un param�etre r�eel :

L(�; �(x)) = c(� � �(x))2

o�u c est une constante positive.

� Si � est un param�etre vectoriel :

L(�; �(x)) = t(� � �(x))Q (� � �(x))

o�u Q est une matrice sym�etrique d�e�nie positive.

Remarques {

1. Pour le coût quadratique, l'estiamateur de Bayes de � est donn�e par l'esp�erance a
posteriori de � conditionnellement �a l'observation x :

��(x) = E�(� j x):

2. Le coût quadratique donne l'estimateur de � de variance a posteriori minimale.

D�e�nition { 3.9 Pour certains probl�emes il est pr�ef�erable d'utiliser une fonction coût

absolu donn�e, dans le cas d'un param�etre r�eel, par :

L(�; �(x)) = c j � � �(x) j :

L'estimateur de Bayes est alors donn�e par la m�ediane de la loi a posteriori �(� j x).
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3.3 Revue des approches bay�esiennes en Fiabilit�e des

Logiciels

On pr�esente dans cette section les principales approches bay�esiennes en Fiabilit�e des
Logiciels.

Dans toutes ces approches, les auteurs pr�esentent di��erentes analyses inf�erentielles bay�e-
siennes de mod�eles param�etriques appartenant �a l'une des classes suivantes :

- le mod�ele de Jelinski-Moranda

- les mod�eles NHPP

- les mod�eles �a lois exponentielles o�u les v.a.r. temps inter-d�efaillances sont de lois
exponentielles.

Remarque { Dans les di��erentes approches bay�esiennes pr�esent�ees ci-dessous la mesure
de r�ef�erence � sera d�eduite du contexte.

3.3.1 Traitements bay�esiens du mod�ele de Jelinski-Moranda

Le mod�ele de Jelinski-Moranda pr�esent�e dans la section 1.4 est l'un des mod�eles les plus
utilis�es par les praticiens. Il est aussi le mod�ele o�u la m�ethode de maximum de vrai-
semblance pose le plus de probl�emes (cf. [66]) : estimateurs peu robustes, estimations
aberrantes notamment en cas de d�ecroissance de �abilit�e, sous-estimation syst�ematique
de la �abilit�e, etc.

Ces probl�emes ont �et�e �a l'origine des premi�eres �etudes bay�esiennes en Fiabilit�e des Logi-
ciels.
On a ainsi commenc�e par utiliser l'approche bay�esienne pour estimer les deux param�etres
du mod�ele JM

� N : nombre initial de fautes

� � : contribution de chaque faute �a l'intensit�e de d�efaillance

en les consid�erant comme des variables al�eatoires munies de lois a priori. On pr�esente
ci-dessous les principales extensions bay�esiennes du mod�ele JM.

Langberg et Singpurwalla (1985)

Langberg et Singpurwalla [56] ont pr�esent�e une �etude bay�esienne assez g�en�erale o�u le
param�etre N a une loi a priori discr�ete g�en�erale, sp�eci��ee par la suite

[ �k=P (N=k) ]k�0 :
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La loi a priori du param�etre � est une loi Gamma(a; b) donn�ee par sa densit�e :

f�(x) =
ba

�(a)
e�bx xa�1 , 8x � 0:

Ils supposent par ailleurs que N et � sont a priori ind�ependantes.

La loi a posteriori du param�etre � conditionnellement �a N est une loi Gamma(a0; b0) o�u
a0 = a+n et b0 = b+

Pn
i=1(k�i+1)xi.

La loi a posteriori marginale de N est donn�ee, pour tout entier k � n, par :

P (N = k j x1; : : : ; xn) =

k!
(k�n)!

[ a+
Pn

i=1(k � i+ 1)xi ]
�(b+n) �kP1

j=n
j!

(j�n)!
[ a+

Pn
i=1(j � i + 1)xi ]�(b+n) �j

Langberg et Singpurwalla donnent ensuite deux cas particuliers de l'approche g�en�erale
cit�ee ci-dessus :

1. Ils supposent dans le premier cas que le param�etre N est connu. Ils montrent alors
que la loi conjointe des variables temps inter-d�efaillances Xi est un m�elange de lois
de Pareto multivari�ees.

2. Dans le deuxi�eme cas, ils choisissent une loi a priori Poisson(�) pour le param�etre
N et ils supposent que le param�etre � est connu.
La loi a posteriori de N est alors donn�ee, pour tout entier k�n, par :

P (N = k j x1; : : : ; xn) =
�k�n

(k � n)!
[ exp(��tn) ]

k�n exp [��exp(��tn) ]

o�u tn =
Pn

i=1 xi.

La loi a posteriori du nombre r�esiduel d'erreurs N�n est dans ce cas une loi de
Poisson de param�etre : � e��tn .

Jewell [48] reprend les a priori propos�es par Langberg et Singpurwalla (une loi Gamma
pour � et une loi de Poisson pour N) mais il suppose en plus que le param�etre de la loi
de Poisson est une variable al�eatoire ayant pour loi a priori une loi Gamma(c; d) o�u c et
d sont deux constantes de IR�

+.
Ces hypoth�eses font que la loi a priori de N est la loi d�ecrite par :

8k 2 IN , P (N=k) =
�(c+ k)

�(c) k!

 
d

1 + d

!c �
1

1 + d

�k

;

dans le cas o�u le param�etre c 2 IN, la loi pr�ec�edente est la loi de Pascal de param�etres

(c;
1

1+d
).
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Jewell donne dans son �etude les lois a posteriori des param�etres N et � et s'int�eresse �a
l'estimation du nombre d'erreurs r�esiduelles.

Csenki [21] part aussi des hypoth�eses de Langberg et Singpurwalla pour pr�esenter une
int�eressante approche bay�esienne pr�edictive.
Il montre que sous des lois a priori Poisson pour N et Gamma pour �, la loi pr�edictive
du prochain temps inter-d�efaillances Xn+1 est une loi Beta inverse tronqu�ee.
Il donne alors les expressions explicites de la densit�e pr�edictive de Xn+1, de la fonction de
�abilit�e et du taux de d�efaillance pr�edictifs.

Une �etude semblable �a celle de Csenki a �et�e propos�ee par Wright et Hazelhurst [100].

Littlewood et Sofer (1987)

Littlewood et Sofer [66] ont essay�e de r�esoudre les probl�emes inf�erentiels du mod�ele JM
en proposant une reparam�etrisation du mod�ele. Les v.a.r. Xi sont toujours suppos�ees
ind�ependantes mais de lois :

Xi � Exp(�� �(i� 1)):

Le param�etre entier N est ainsi remplac�e par un param�etre r�eel � repr�esentant l'inten-
sit�e de d�efaillance initiale. Ceci permet d'�eviter les probl�emes que pose l'estimation du
param�etre entier N .

Les auteurs sugg�erent ensuite d'utiliser une approche inf�erentielle bay�esienne o�u les pa-
ram�etres � et � sont des v.a.r. ind�ependantes de lois a priori Gamma. Les valeurs des
param�etres de ces lois a priori devant être choisies par l'utilisateur du mod�ele.

Dans l'impl�ementation de leur approche, Littlewood et Sofer supposent cependant qu'ils ne
disposent d'aucune information a priori. Ils utilisent alors des lois a priori non-informatives
impropres : le couple (�;�) est muni d'une loi a priori uniforme donn�ee par la densit�e :
�(�; �) = 1, 8� � 0 et � 2 IR.

Les auteurs donnent sous ces hypoth�eses la loi a posteriori du couple (�;�) ainsi que
l'expression explicite de la fonction de �abilit�e pr�edictive, la loi pr�edictive du prochain
temps inter-d�efaillances et la loi a posteriori du nombre r�esiduel de fautes.

3.3.2 Traitements bay�esiens des mod�eles NHPP

On suppose dans cette sous-section que le processus de d�efaillance est mod�elis�e par un
processus de Poisson non homog�ene (NHPP) de fonction intensit�e de d�efaillance �(t j �)
o�u � est un param�etre inconnu de � � IRp.

Notation et Rappels {
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1. La fonction nombre moyen de d�efaillances sur l'intervalle [0; t] est not�ee :

m(t j�) � E(Nt) =
Z t

0
�(s j�)ds: (3.3)

2. On rappelle que pour tout t � 0, la v.a.r. Nt est de loi de Poisson [m(t j�) ].
3. Apr�es observation des n premiers instants de d�efaillance t1; : : : ; tn, la vraisemblance

du param�etre � est donn�ee par :

L(�; t1; : : : ; tn) =
nY

i=1

[�(ti j �) ] exp [�
Z tn

0
�(s j�)ds ]:

R�esultats communs �a tous les mod�eles NHPP

Il est plus facile d'avoir les avis des experts sur des quantit�es ayant des signi�cations
physiques que d'avoir leurs avis sur le param�etre �. C'est au mod�elisateur de traduire
ensuite ces avis en lois a priori sur �.

Campod�onico et Singpurwalla [13] pr�esentent une m�ethodologie, commune �a tous les
mod�eles NHPP, permettant d'exprimer les opinions des experts concernant le nombre de
d�efaillances futures sous forme de loi a priori sur �. Cette m�ethodologie sera bri�evement
d�ecrite plus tard.

Le choix de la loi a priori �(�) �etant fait, il reste �a calculer les estimateurs bay�esiens des
di��erentes variables d'int�erêt. Les expressions de ces estimateurs, communes �a tous les
mod�eles NHPP, sont donn�ees ci-dessous.

La loi a posteriori de � est donn�ee par :

f(� j t1; : : : ; tn) / L(�; t1; : : : ; tn) �(�):

La loi pr�edictive de Ntn;t (nombre de d�efaillances qui seront observ�ees sur l'intervalle de
temps [tn; t]) est donn�ee, pour tout k � 0, par :

P (Ntn;t = k j t1; : : : ; tn) =
Z
�2�

P (Ntn;t = k j�; t1; : : : ; tn) f(� j t1; : : : ; tn) d�

rappelons que dans un mod�ele NHPP on a :

P (Ntn;t = k j�; t1; : : : ; tn) = [m(t j �)�m(tn j �) ]k
k!

exp [�(m(t j�)�m(tn j �)) ] :

La loi pr�edictive du prochain temps inter-d�efaillances est donn�ee par :

P (Xn+1 � x j t1; : : : ; tn) =
Z
�2�

P (Xn+1 � x j�; t1; : : : ; tn) f(� j t1; : : : ; tn) d�
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o�u :
P (Xn+1 � x j�; t1; : : : ; tn) = 1� exp [�m(t j�) +m(tn j�) ]:

On pr�esente ci-dessous deux exemples d'approches bay�esiennes pour les mod�eles NHPP.

Kyparisis et Singpurwalla (1985)

Kyparisis et Singpurwalla [55] ont �et�e les premiers �a proposer une approche bay�esienne
pour l'estimation et la pr�ediction dans un mod�ele NHPP. Ils ont consid�er�e le mod�ele
NHPP o�u le processus de d�efaillance est mod�elis�e par un processus de Weibull donn�e par
sa fonction intensit�e de d�efaillance :

�(t j �; �) = (
�

�
)(
t

�
)��1:

La valeur du param�etre � est li�ee �a la tendance de la �abilit�e du logiciel �etudi�e. L'avis
de l'expert concernant cette tendance est alors utilis�e pour d�eterminer la loi a priori du
param�etre �.

En cas d'absence de connaissances a priori, Singpurwalla et Kyparisis sugg�erent l'utilisa-
tion d'une loi a priori uniforme Unif [0; �0] pour �. Ils choisissent, pour �, une loi a priori
Beta �a support dans [�1; �2] de densit�e :

f(�) =
�(k1 + k2)

�(k1)�(k2)

(� � �1)
k1�1(�2 � �)k2�1

(�2 � �1)k1+k2�1

o�u k1 et k2 sont deux constantes �a �xer.

Sous ces hypoth�eses, la loi a posteriori conjointe du couple (�; �) est donn�ee par sa densit�e :

f(�; � j t1; : : : ; tn) / (� � �1)
k1�1(�2 � �)k2�1(

�

�
)n

nY
i=1

(
ti
�
)��1exp [�(

tn
�
)� ]:

La loi pr�edictive de la variable Xn+k : temps d'attente de la k�eme prochaine d�efaillance
est donn�ee par :

Pr(Xn+k � x j t1; : : : ; tn) =
Z �0

0

Z �2

�1
[
Z v(tn;x)

0

vk�1exp(�v)
(k�1)!

dv ] f(�; � j t1; : : : ; tn) d�d�

o�u

v(tn; x) = (
tn + x

�
)� � (

tn
�
)�:

En particulier, la loi a posteriori de Xn+1 est une loi de Weibull tronqu�ee �a gauche au
point tn.
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Campod�onico et Singpurwalla (1994)

Campod�onico et Singpurwalla [12] proposent d'utiliser l'approche bay�esienne pour �etudier
le mod�ele de Musa-Okumoto [77] o�u l'intensit�e de d�efaillance est donn�ee par :

�t =
�

1 + ��t
:

Ils pr�esentent dans leur �etude une m�ethodologie permettant de passer des avis subjectifs
des experts aux lois a priori des param�etres du mod�ele.

Dans cette m�ethodologie, on demande aux experts de donner leurs opinions concernant
les nombres moyens de d�efaillances :

m1=E(Nt1) et m2=E(Nt2)

qui seront observ�ees au bout de deux instants particuliers t1 et t2.
Ces opinions sont transform�ees en lois a priori sur les v.a.r. m1 et m2. Les auteurs pro-
posent alors d'exprimer les deux param�etres � et � en fonction de m1 et m2 en r�esolvant
num�eriquement le syst�eme suivant :(

m1 =
1
�
ln(1 + ��t1)

m2 =
1
�
ln(1 + ��t2)

Ces expressions analytiques de � et � permettent alors de d�eduire les lois a priori de � et
� �a partir des lois a priori de m1 et m2.

Campod�onico et Singpurwalla donnent, sous forme d'int�egrales implicites, les estimations
a posteriori des di��erents param�etres d'int�erêt.
Ils �etudient ensuite la robustesse de leurs estimateurs en consid�erant di��erentes valeurs
pour les constantes de leurs lois a priori.

Dans une autre �etude (cf. [13]) les auteurs proposent une proc�edure g�en�erale permettant de
traduire les opinions des experts dans le cadre g�en�eral des processus al�eatoires ponctuels.

Bunday et Al Ayoubi [11] pr�esentent une approche bay�esienne similaire. Ils consid�erent
trois classes de mod�eles NHPP o�u le processus des d�efaillances est mod�elis�e successivement
par un processus de Pareto, un processus de Weibull et un processus de Gumbel.
Ils optent pour des lois a priori non informatives et utilisent l'approximation de Lindley
(cf. [64]) pour le calcul num�erique de leurs estimations.

3.3.3 Traitements bay�esiens des mod�eles �a lois exponentielles

Dans cette section, on consid�ere la classe de mod�eles de Fiabilit�e des Logiciels o�u les v.a.r.
temps inter-d�efaillances sont des v.a.r. ind�ependantes de lois exponentielles :

8i � 1 , Xi � Exp(�i):
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Hexp

L'�evolution des taux de d�efaillance �i r�esulte de l'e�et, g�en�eralement inconnu, des correc-
tions e�ectu�ees.

En adoptant l'approche bay�esienne, les param�etres �i seront consid�er�es comme des va-
riables al�eatoires, leurs lois a priori seront extraites de l'id�ee a priori qu'ont les experts �a
propos des e�ets r�eels des di��erentes corrections.

Notations { Les param�etres taux de d�efaillances �i consid�er�es comme des v.a.r. seront
not�es �i.

Mod�ele de Littlewood et Verrall (1973)

Littlewood et Verrall [67] supposent a priori que les v.a.r. �i sont ind�ependandes de lois
Gamma :

8i � 1, �i � Gamma(�;  (i)):

Comme E(�i) = �= (i), la fonction  traduit l'opinion a priori de l'expert concernant
la tendance de la �abilit�e du logiciel �etudi�e. Une fonction  croissante impliquerait une
croissance de �abilit�e.

Dans le cas o�u la fonction  n'est pas connue, on peut l'estimer en la supposant membre
d'une famille de fonctions param�etriques f (:; �); � � IRkg. Le param�etre � peut être
estim�e par la m�ethode du maximum de vraisemblance, on parle dans ce cas d'approche
bay�esienne empirique.

Littlewood et Verrall proposent d'estimer � par une approche bay�esienne, ils sugg�erent
une loi a priori conjointe uniforme pour le couple (�; �).

Mazzuchi et Soyer (1988)

Mazzuchi et Soyer [70] partent aussi de l'hypoth�ese Hexp, et supposent a priori, Littlewood
et Verrall, que les variables �i sont ind�ependantes de lois a priori :

�i � Gamma(�;  (i)) , o�u  (i) = � + i, � > 0, � +  > 0 et  > 0:

Les param�etres �, � et  sont, eux aussi, consid�er�es comme des variables al�eatoires ayant,
pour des raisons techniques, les lois a priori suivantes :

- Une loi uniforme pour � :

8� 2 [0; �0] , �(�) =
1

�0
:
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- Conditionnellement �a  on a :

 + � � Gamma(a; b):

- Une loi a priori Gamma(c; d) pour .

Dans leur approche, Mazzuchi et Soyer demandent �a l'utilisateur de �xer les valeurs des
param�etres �0, a, b, c et d.

Mazzuchi et Soyer supposent par ailleurs que :

- La variable � est ind�ependante des variables � et .

- Pour i � n, conditionnellement �a �i, la v.a.r. Xi est ind�ependante des variables �,
�,  et (�j)j 6=i.

Ayant fait toutes ces hypoth�eses, Mazzuchi et Soyer donnent alors les lois a posteriori des
param�etres �, �,  et (�i)i�n.
Ils donnent aussi la loi pr�edictive du temps d'attente de la prochaine d�efaillance Xn+1.

Les auteurs utilisent ensuite l'approximation de Lindley (cf. [64]) pour le calcul num�erique
de leurs estimations.

Becker et Camaranipoulos (1990)

Becker et Camaranipoulos [8] pr�esentent une approche it�erative pour le choix des lois a
priori des taux de d�efaillance �i. Ils consid�erent en particulier que le logiciel peut, au
bout d'un certain nombre de corrections, devenir parfait, c'est �a dire ne contenant plus
de fautes.

Dans leur approche ils supposent, paradoxalement, que les variations successives des taux
de d�efaillances (�i = �i��i+1)i�1 sont des constantes connues par ailleurs.

Ils partent alors d'une loi a priori non-informative pour le premier taux de d�efaillance (i.e.
�(�1) = constante, 8�1 � 0) et mettent �a jour, les lois a priori des v.a.r. �i au fur et �a
mesure de l'arriv�ee des d�efaillances.

Apr�es observation du premier temps inter-d�efaillances x1, la loi a posteriori de �1 est
donn�ee par sa densit�e :

8�1 � 0 , f�1jx1(�1) = �1x
2
1 exp(��1x1):

Apr�es la correction qui suit cette premi�ere d�efaillance, le nouveau taux de d�efaillance est
donn�e par : �2 = max(0;�1 ��1).
La loi de �2 conditionnellement �a l'observation x1, est donc obtenue par un d�ecalage �a
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gauche de la loi de �1, sa densit�e par rapport �a la mesure somme de la mesure de Lebesgue
sur IR+ et de la mesure de Dirac en z�ero est donn�ee pour tout �2 � 0 par :

f�2jx1(�2) = 1f�2=0g

Z �1

0
�2x

2
1exp(��x1) d�+ 1f�2>0g (�2 +�1)x

2
1exp [�(�2 +�1)x1 ]:

Cette loi a une masse de probabilit�e non nulle au point 0, ce qui repr�esente la probabilit�e
que le logiciel ne contienne plus de fautes apr�es la premi�ere correction.

Les auteurs proposent d'utiliser cette loi comme loi a priori pour la v.a.r. �2.

Apr�es observation du deuxi�eme temps inter-d�efaillances x2, la loi a posteriori de �2 est
alors donn�ee par sa densit�e :

f�2jx1;x2(�2) / f�2jx1(�2) : fX2j�2(x2)

/ �2(�2 +�1) exp [��2(x1 + x2) ]:

En r�eit�erant cette proc�edure, ils obtiennent les lois a priori ad�equates pour les di��erents
taux de d�efaillance. A chaque �etape, la loi a priori du prochain taux de d�efaillance est
obtenue, par d�ecalage, �a partir de la loi a posteriori du taux de d�efaillance actuel.

Becker et Camaranipoulos montrent que toutes les lois a priori et a posteriori ainsi obte-
nues font partie d'une famille de lois ferm�ee par d�ecalage �a gauche et par multiplication.
Comme les lois des variables temps inter-d�efaillances Xi font aussi partie de cette famille
de lois, ils obtiennent ainsi une famille de lois conjugu�ees donn�ee par l'expression g�en�erale
de ses densit�es :

8� � 0 , f(�) = e�b�
nX

j=0

aj�
j:

L'utilisation des propri�et�es de cette famille de lois permet d'avoir des expressions simples
pour les estimateurs bay�esiens des di��erentes variables d'int�erêt.

Int�eressante d'un point de vue th�eorique, l'approche de Becker et Camaranipoulos est
assez critiquable du point de vue pratique, elle doit en e�et être pr�ec�ed�ee de l'utilisation
d'autres mod�eles permettant d'estimer les constantes (�i)i�1, constantes que Becker et
Camaranipoulos supposent connues.



3.3 Revue des approches bay�esiennes en Fiabilit�e des Logiciels 95

3.3.4 Conclusion

Les hypoth�eses et les lois a priori utilis�ees dans la majorit�e des approches bay�esiennes
pr�esent�ees ci-dessus ne se justi�ent que par les simpli�cations qu'elles apportent aux
expressions des di��erents estimateurs.

Ces hypoth�eses, assez techniques et souvent tr�es �eloign�ees des connaissances a priori des
praticiens, pr�esentent un handicap important pour l'utilisation pratique de ces �etudes
bay�esiennes.

Pour r�esoudre ce probl�eme, on propose dans la section suivante une approche bay�esienne
g�en�erale o�u on se limitera �a des hypoth�eses minimales assez consensuelles dans le contexte
de la Fiabilit�e des Logiciels.

Meinhold et Singpurwalla (1983)
Langberg et Sinpurwalla (1985)

Jelinski-Moranda Jewell (1985)
Littlewood et Sofer (1987)
Wright et Hazelhurst (1987)
Csenki (1990)

Kyparisis et Singpurwalla (1985)
Mod�eles NHPP Bunday et Al Ayoubi (1990)

Campod�onico et Singpurwalla (1995)

Littlewood et Verrall (1973)
Mod�eles �a lois exponentielles Mazzuchi et Soyer (1988)

Becker et Camaranipoulos (1990)

Tab. 3.1: Principales approches bay�esiennes en Fiabilit�e des Logiciels
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3.4 Analyse bay�esienne g�en�erale des mod�eles �a lois

exponentielles

On pr�esente dans cette section une analyse bay�esienne g�en�erale du probl�eme de l'�eva-
luation de la �abilit�e des logiciels.

On part d'hypoth�eses assez g�en�erales, pour aboutir �a une mod�elisation o�u les v.a.r. Xi

sont de lois exponentielles.
On pr�esente alors une analyse bay�esienne de ce mod�ele et on donne les expressions des
estimateurs des di��erents attributs de la �abilit�e.
Les r�esultats obtenus sont assez g�en�eraux et permettent �a l'utilisateur d'int�egrer ses
propres connaissances a priori du ph�enom�ene �etudi�e.

3.4.1 Les mod�eles �a lois exponentielles

D�e�nition { 3.10 On appellera dans la suite mod�eles �a lois exponentielles les mo-
d�eles de �abilit�e des logiciels o�u les temps inter-d�efaillances Xi sont des v.a.r. ind�epen-
dantes de lois exponentielles :

8i � 1, Xi � Exp(�i)

les �i sont des constantes positives.

Justi�cation des hypoth�eses

L'hypoth�ese des lois exponentielles est une hypoth�ese naturelle commune �a un grand
nombre de mod�eles de �abilit�e des logiciels. Elle peut se justi�er par les deux hypoth�eses
suivantes :

1. absence de ph�enom�ene d'usure pour un logiciel

2. chaque d�efaillance du logiciel est imm�ediatement suivie par une correction.

Remarque { La deuxi�eme hypoth�ese est souvent v�eri��ee en p�eriode de tests. Si ce n'est
pas le cas, on peut tout de même s'y ramener en rempla�cant les temps inter-d�efaillances
par les temps s�eparant chaque correction de la d�efaillance qui la suit.

D'apr�es la premi�ere hypoth�ese, entre deux corrections successives le logiciel se comporte
comme un syst�eme sans viellisement, d'o�u le choix de la loi exponentielle pour les v.a.r.
Xi.

Selon la deuxi�eme hypoth�ese, chaque d�efaillance est suivie d'une correction, et toute cor-
rection change les caract�eristiques du logiciel dans le but d'am�eliorer sa �abilit�e.
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Ces modi�cations des caract�eristiques du logiciel se traduisent par des param�etres di��e-
rents pour les lois des v.a.r. Xi. Ces param�etres caract�erisent ainsi les �etats de �abilit�e du
logiciel entre les corrections successives.

En adoptant des hypoth�eses minimales on aboutit ainsi �a une mod�elisation o�u les v.a.r.
Xi sont de lois exponentielles :

8i � 1, Xi � Exp(�i):

On peut par ailleurs supposer que les v.a.r. Xi sont ind�ependantes. Ceci s'explique par le
fait qu'apr�es chaque correction on a une nouvelle version du logiciel. La d�ependance entre
les versions successives �etant enti�erement mod�elis�ee par le lien entre les param�etres �i, il
est naturel de supposer une ind�ependance stochastique des v.a.r. Xi.

Les mod�eles �a lois exponentielles di��erent entre eux par la fa�con dont est mod�elis�ee la
relation entre les param�etres �i.
Dans le chapitre pr�ec�edent par exemple, on a �etudi�e les mod�eles ND qui sont des mod�eles
�a lois exponentielles o�u les param�etres �i ne sont fonction que du nombre de d�efaillances
observ�ees.

On pr�esente ci-dessous une approche g�en�erale permettant de mod�eliser le lien entre les
param�etres �i.
Dans cette approche, bas�ee sur l'analyse statistique bay�esienne, toutes les informations
concernant l'�etat initial du logiciel et les e�ets des di��erentes corrections sont r�esum�ees
par des lois de probabilit�e sur les param�etres �i.

3.4.2 Mod�elisation bay�esienne exponentielle

Introduction

Pour a�ner la mod�elisation d�ecrite ci-dessus, il faut mod�eliser le lien entre les param�etres
�i. Le comportement de la suite �i re�ete l'�evolution de la �abilit�e du logiciel, �evolution
due aux corrections e�ectu�ees au fur et �a mesure de l'observation des d�efaillances.
Proposer un mod�ele d'�evolution des �i revient donc �a mod�eliser les e�ets des corrections
successives du logiciel.

Dans un grand nombre de mod�eles, le lien entre les �i est mod�elis�e par une approche
param�etrique. Ces mod�eles, bien que simples �a utiliser, sont assez restrictifs puisqu'ils
supposent une certaine forme pour les e�ets des corrections, forme qui est loin d'être
v�eri��ee par tous les logiciels.

On se propose ici de mod�eliser l'�evolution des taux de d�efaillance �i par une approche
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bay�esienne g�en�erale o�u chaque utilisateur �a la possibilit�e d'introduire les sp�eci�cit�es de
son probl�eme.

L'approche statistique bay�esienne permet d'utiliser les deux sources d'information sui-
vantes :

- les observations x1; : : : ; xn des n premiers temps inter-d�efaillances,

- les informations a priori sur l'�etat initial du logiciel et les e�ets des di��erentes
corrections,

pour estimer et pr�edire la �abilit�e du logiciel �a travers :

- l'estimation des param�etres �1; : : : ; �n et la pr�ediction des param�etres �n+1; �n+2;
etc.

- la pr�ediction des prochains temps inter-d�efaillances Xn+1; Xn+2; etc.

- l'estimation de la fonction de �abilit�e, du MTTF, etc.

D�e�nitions et notations

La mod�elisation bay�esienne de l'�evolution des param�etres �i commence par les consid�erer
comme des v.a.r.
Les informations a priori sur les e�ets des corrections et l'�etat initial du logiciel sont alors
r�esum�ees par des lois de probabilit�e et des propri�et�es stochastiques pour les \v.a.r." �i.

Notations { On prendra dans la suite de ce chapitre les notations suivantes :

1. Pour �eviter toute ambigu��t�e, on notera �i les v.a.r. associ�ees (par l'approche bay�e-
sienne) aux param�etres taux de d�efaillance �i que l'on souhaite estimer.

2. Pour all�eger les notations on utilisera �i aussi bien pour d�esigner les taux de d�e-
faillance inconnus �a estimer que les variables muettes intervenant dans les expres-
sions des di��erentes int�egrales utilis�ees ci-dessous.

3. On note � la loi a priori du processus al�eatoire f�igi�1.
4. Pour i � 1 on note �i(�i) la densit�e de la loi marginale de la v.a.r. �i par rapport

�a la mesure de Lebesgue sur IR+.

�i(�i j�i�1) d�esigne la densit�e de la loi a priori de la v.a.r. �i conditionnellement �a
�i�1=�i�1.

5. Pour i � 1, �i(�1; : : : ; �i) est la densit�e de la loi a priori conjointe du vecteur
(�1; : : : ;�i) par rapport �a la mesure de Lebesgue sur IRi

+.
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6. Si X et Y sont deux v.a.r. on note fXjy la densit�e de la loi de probabilit�e de X
conditionnellement �a Y =y.

7. On prend en�n les notation vectorielles suivantes :

�(n) � (�1; : : : ; �n) , X(n) � (X1; : : : ; Xn) , �(n) � (�1; : : : ;�n); etc.

D�e�nition { 3.11 On appelle mod�elisation bay�esienne exponentielle la mod�elisa-
tion g�en�erale o�u :

- les v.a.r. Xi sont de lois exponentielles de param�etres �i al�eatoires :

8i � 1, Xi � Exp(�i):

- Conditionnellement �a f�igi�1 les v.a.r. Xi sont ind�ependantes entre elles.

- Le processus al�eatoire f�igi�1 est de loi a priori �.

Dans la mod�elisation pr�ec�edente, la loi du vecteur X(n) conditionnellement �a �(n)=�(n)

est donn�ee par sa densit�e :

fX(n)j�(n)(x1; : : : ; xn) =
nY
i=1

[�ie
��ixi ] (3.4)

La loi de probabilit�e du vecteur X(n) est alors donn�ee par sa densit�e :

fX(n)(x1; : : : ; xn) =
Z
IRn

+

nY
i=1

[�ie
��ixi ] �n(�1; : : : ; �n) d�1 : : : d�n: (3.5)

Dans l'approche statistique bay�esienne, l'estimation des taux de d�efaillance �i se fait �a
partir de la loi a posteriori du vecteur �(n).

3.4.3 Evaluation bay�esienne de la �abilit�e

Estimation bay�esienne des taux de d�efaillance �i

Avant toute observation, les connaissances a priori sont r�esum�ees par la loi a priori �.

La mise �a jour des a priori initiaux est e�ectu�ee en rempla�cant la loi a priori � par la loi
de �(n) conditionnellement �a X(n)=x(n).
La densit�e de cette loi a posteriori est obtenue par la formule de Bayes :
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f�(n)jx(n)(�1; : : : ; �n) =

Qn
i=1 [�ie

��ixi ] �n(�1; : : : ; �n)R
IRn

+

Qn
i=1 [�ie��ixi ] �n(�1; : : : ; �n)d�1 : : : d�n

: (3.6)

Plusieurs estimateurs �̂(n)(X1; : : : ; Xn) du vecteur �(n) peuvent être extraits de la loi a
posteriori pr�ec�edente.

L'estimateur le plus utilis�e est sans doute l'estimateur de Bayes relatif �a la fonction de
coût quadratique :

�̂(n)(X1; : : : ; Xn) = E(�(n) j X(n)) (3.7)

Les estimateurs associ�es des taux de d�efaillance �j, pour j = 1; : : : ; n sont alors :

�̂j(X1; : : : ; Xn) =

R
IRn

+
�j

Qn
i=1 [�ie

��ixi ] �n(�1; : : : ; �n)d�1 : : : d�nR
IRn

+

Qn
i=1 [�ie��ixi ] �n(�1; : : : ; �n)d�1 : : : d�n

(3.8)

Ces estimateurs s'expriment sous la forme d'int�egrales multiples dont on pr�esentera plus
tard di��erentes m�ethodes de calcul.

Certaines sp�eci�cit�es du ph�enom�ene �etudi�e peuvent inciter, lors de l'estimation de �(n), �a
choisir une fonction de coût :

L : IRn
+ � IRn

+ �! IR+

di��erente de la fonction de coût quadratique.
Le calcul des estimations de Bayes �̂i(x1; : : : ; xn) devient alors plus d�elicat.

Il s'agit en e�et de trouver les r�eels positifs �̂(n) � (�̂1; : : : ; �̂n) minimisant la quantit�e :

E [L(�(n); �̂(n)) j x(n) ] =
Z
IRn

+

L(�(n); �̂(n)) f�(n)jx(n)(�1; : : : ; �n) d�1 : : : d�n: (3.9)

le probl�eme du choix de la fonction de coût sera discut�e plus tard.

Un autre estimateur du vecteur �(n), l'estimateur de maximum de vraisemblance
bay�esien, est donn�e par le mode de la loi a posteriori de �(n) :

�̂(n)(X1; : : : ; Xn) = Argmax(�1;:::;�n)2IRn
+
[ f�(n)jX(n)(�1; : : : ; �n) ]: (3.10)
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Lois pr�edictives et estimation de la �abilit�e

L'approche bay�esienne permet de pr�edire le prochain temps inter-d�efaillances Xn+1 �a
partir de sa loi pr�edictive :

Proposition { 3.12 Dans la mod�elisation bay�esienne exponentielle, la loi pr�edictive de
la v.a.r. Xn+1 est donn�ee par sa densit�e :

fXn+1jx(n)(xn+1) =
Z
IRn+1

+

�n+1e
��n+1xn+1 f�(n+1)jx(n)(�1; : : : ; �n+1) d�1 : : : �n+1 (3.11)

o�u la densit�e de la loi a posteriori du vecteur �(n+1) est donn�ee par la formule de Bayes :

f�(n+1)jx(n)(�1; : : : ; �n+1) =

Qn
i=1 [�ie

��ixi ] �n+1(�1; : : : ; �n+1)R
IRn+1

+

Qn
i=1 [�ie

��ixi ] �n+1(�1; : : : ; �n+1)d�1 : : : d�n+1
: (3.12)

Preuve { La densit�e de la loi pr�edictive s'�ecrit :

fXn+1jx(n)(xn+1) =
Z
IR+

fXn+1jx(n);�n+1
(xn+1) f�n+1jx(n)(�n+1) d�n+1

=
Z
IR+

�n+1e
��n+1xn+1 f�n+1jx(n)(�n+1) d�n+1

La loi a posteriori de la v.a.r. �n+1 est obtenue �a partir de la loi a posteriori du vecteur
�(n+1) :

f�n+1jx(n)(�n+1) =
Z
IRn

+

f�(n+1)jx(n)(�1; : : : ; �n+1) d�1 : : : d�n

On a ainsi le r�esultat �enonc�e. tu

La loi pr�edictive permet de pr�edire la �abilit�e du logiciel �etudi�e. On peut par exemple
pr�edire le temps d'attente de la prochaine d�efaillance en utilisant l'esp�erance, le mode ou
la m�ediane de la loi pr�edictive.
On peut en outre parler de MTTF a posteriori donn�e par :

E(Xn+1 j x(n)) =
Z
IR+

xn+1 fXn+1jx(n)(xn+1) dxn+1: (3.13)

On peut aussi utiliser la fonction de �abilit�e pr�edictive qui s'exprime en fonction de la
densit�e de la loi pr�edictive :

8� � 0 , Rn+1(�) = P (Xn+1 � � j x(n))
=

Z +1

�
fXn+1jx(n)(x) dx: (3.14)
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La pr�ediction bay�esienne de la �abilit�e peut aussi se faire en utilisant la loi a posteriori
du prochain taux de d�efaillance �n+1.
En e�et, si �̂n+1 est un estimateur de �n+1, on peut estimer la fonction �abilit�e par :

8� � 0 , Rn+1(�) ' exp(��̂n+1 �) (3.15)

On termine cette sous-section par quelques remarques sur le choix de la fonction de coût.

Remarques sur le choix de la fonction de coût

Lorsqu'on utilise les estimateurs de Bayes pour estimer les e�ets des corrections du logiciel,
c'est-�a-dire les taux de d�efaillance �i, il n'y a pas de raisons particuli�eres incitant �a prendre
une fonction de coût sp�eci�que.
On peut alors choisir la fonction de coût quadratique qui donne des estimateurs de Bayes
dont les propri�et�es sont bien connues.

Par contre, quand on souhaite estimer la �abilit�e du logiciel �a l'issue de la p�eriode de
tests, il peut être int�eressant d'utiliser une fonction de coût dissym�etrique.
Ceci permet d'introduire dans l'approche statistique des informations a priori sur les
di��erentes cons�equences des mauvaises estimations de la �abilit�e.

Il est par exemple logique de supposer que le coût d'une surestimation de la �abilit�e soit
plus �elev�e que celui d'une sous-estimation.
En e�et une sous-estimation engendre g�en�eralement des tests redondants et inutiles alors
qu'une surestimation peut induire des cons�equences graves pour l'utilisateur et peut ainsi
nuire gravement �a l'image de marque du concepteur.

On peut trouver dans un travail de Can�eld [14] un exemple d'une telle fonction de coût
dissym�etrique adapt�ee aux probl�emes d'analyse bay�esienne de la �abilit�e.

On se contentera dans la suite de ce travail d'utiliser, pour les estimateurs de Bayes, la
fonction de coût quadratique.
Notons cependant qu'il pourrait être int�eressant de g�en�eraliser les r�esultats et les m�ethodes
num�eriques d�ecrites dans la suite du chapitre au cas de fonctions coût dissym�etriques.

3.4.4 Propri�et�es a priori des taux de d�efaillance

Pour a�ner la mod�elisation g�en�erale pr�esent�ee ci-dessus il faut pr�eciser davantage la forme
des connaissances a priori disponibles. Ceci permettra de mieux sp�eci�er les propri�et�es a
priori du processus al�eatoire f�igi�1.

Un premier type de connaissances a priori est li�e �a l'id�ee que se font les experts de
l'�evolution de la �abilit�e au cours du temps.

Il est par exemple naturel de supposer que les corrections sont globalement b�en�e�ques,
d'o�u une tendance globale �a la croissance de �abilit�e.
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Cette connaissance est mod�elis�ee par une hypoth�ese a priori de d�ecroissance stochastique
des v.a.r. �i. Ce qui peut se traduire par la propri�et�e suivante :

8i � 0 , 8l 2 IR+ , P (�i � l) � P (�i+1 � l): (3.16)

Des connaissances plus pr�ecises sur l'environnement de correction permettent ensuite de
mieux sp�eci�er le mod�ele de d�ecroissance stochastique des v.a.r. �i.
Certain mod�eles (cf. [67], [66] et [21]) supposent par exemple que les �i sont des v.a.r.
ind�ependantes.

Il est cependant plus naturel, comme on va l'expliquer plus tard, de supposer a priori que
les v.a.r. �i sont markoviennes.

Taux de d�efaillance ind�ependants

L'hypoth�ese a priori la plus simple consiste �a supposer les v.a.r. �i ind�ependantes.

Le lien entre les taux de d�efaillance �i est alors mod�elis�e par une même forme param�etrique
pour les densit�es �i(�i) des v.a.r. �i :

8i � 1 , �i(�i) =  (�i; i; �):

La fonction  mod�elise dans ce cas les e�ets des corrections du logiciel.

Le param�etre vectoriel � peut être connu ou non. Dans le dernier cas il peut être estim�e :

- soit par des m�ethodes \fr�equentistes" telles que la m�ethode du maximum de vrai-
semblance, on parle alors d'approche bay�esienne empirique,

- soit par une nouvelle approche bay�esienne, on aura alors besoin d'une loi a priori
sur � et on parle dans ce cas d'approche bay�esienne hi�erarchique.

Des exemples de telles approches ont �et�e pr�esent�es par Littlewood et Verrall [67] et Maz-
zuchi et Soyer [70].

Remarquons par ailleurs que si les v.a.r. �i sont suppos�ees ind�ependantes, la densit�e de
la loi a posteriori du vecteur �(n) s'�ecrit :

f�(n)jx(n)(�1; : : : ; �n) =

Qn
i=1 [�ie

��ixi �i(�i) ]Qn
i=1 [

R
IR+

�ie��ixi �i(�i) d�i ]
: (3.17)

La densit�e de la loi a posteriori de la v.a.r. �i est donc :

f�ijx(n)(�i) =
�ie

��ixi �i(�i)R
IR+

�ie��ixi �i(�i) d�i
(3.18)

ce qui prouve que :
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- conditionnellement �a X(n), les v.a.r. �1; : : : ;�n sont ind�ependantes entre elles,

- conditionnellememt �a Xi, la v.a.r. �i est ind�ependante des v.a.r. Xj pour j 6= i.

L'hypoth�ese d'ind�ependance des �i est cependant peu justi��ee dans le contexte de la
Fiabilit�e des Logiciels.
On lui pr�ef�ere l'hypoth�ese selon laquelle les v.a.r. �i sont markoviennes.

Taux de d�efaillance markoviens

Les param�etres �i d�ecrivent l'�evolution de la �abilit�e du logiciel �etudi�e. Il est donc as-
sez naturel de supposer a priori que les v.a.r. �i associ�ees sont markoviennes, c'est-�a-
dire que pour tout i, la v.a.r. �i est, conditionnellement �a �i�1, ind�ependante des v.a.r.
�i�2; : : : ;�1.

Cette hypoth�ese r�esulte du fait que l'�etat d'un logiciel apr�es sa i�eme correction est une
transformation, via cette correction, de l'�etat du logiciel apr�es la (i�1)�eme correction.

L'�etat pr�esent du logiciel ne d�epend ainsi de son pass�e qu'�a travers son �etat pr�ec�edant la
toute derni�ere correction. Ceci se traduit naturellement par une hypoth�ese markovienne
sur les v.a.r. �i.

La densit�e de la loi a priori du vecteur �(n) s'�ecrit alors :

�n(�1; : : : ; �n) = �n(�n j �n�1) : : : �2(�2 j �1) �1(�1): (3.19)

Le mod�ele d'�evolution des v.a.r. �i est alors enti�erement d�etermin�e par la donn�ee des
densit�es : �i(�i j �i�1).

Les di��erents estimateurs bay�esiens pr�esent�es dans la sous-section 3.4.3 s'�ecrivent alors
plus simplement en fonction des densit�es �i(�i j �i�1). Ceci sera pr�ecis�e dans la section
suivante.
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3.5 Mod�elisation exponentielle �a taux de d�efaillance

markoviens

On donne dans cette section les expressions des estimateurs bay�esiens des di��erents
attributs de la �abilit�e dans le cas o�u les v.a.r. taux de d�efaillance sont markoviennes.

On pr�esente ensuite di��erents exemples d'hypoth�eses a priori markoviennes. Pour cha-
cun de ces exemples on impl�emente des m�ethodes num�eriques permettant de calculer les
estimations bay�esiennes des di��erents attributs de la �abilit�e.

On pr�esente �a la �n de la section des exemples d'utilisation de cette approche bay�esienne
sur quelques jeux de donn�ees simul�es.

3.5.1 Introduction et hypoth�eses du mod�ele

On a vu dans la section pr�ec�edente que le contexte g�en�eral de la Fiabilit�e des Logiciels
justi�e le choix d'une hypoth�ese a priori markovienne pour les v.a.r. �i.

En restant dans un cadre tr�es g�en�eral on aboutit ainsi �a la mod�elisation suivante :

D�e�nition { 3.13 On appelle mod�elisation bay�esienne exponentielle �a taux de

d�efaillance markoviens (BEM) la mod�elisation g�en�erale o�u :

� les v.a.r. Xi sont de lois exponentielles de param�etres �i al�eatoires :

8i � 1 , Xi � Exp(�i)

HBEM1

� conditionnellement �a f�igi�1, les v.a.r. Xi sont ind�ependantes entre elles.

HBEM2

� Le processus f�igi�1 est un processus de Markov, sa loi a priori est donn�ee par la
suite des densit�es : �i(�i j �i�1).

HBEM3

Remarque { Un certain nombre de mod�eles bay�esiens peuvent être consid�er�es comme
cas particuliers de la mod�elisation BEM d�e�nie ci-dessus.
On peut par exemple citer le mod�ele de Littlewood et Verrall [67], le mod�ele de Becker et
Camaranipoulos [8] ainsi que la version bay�esienne du mod�ele Jelinski-Moranda [66].

On a montr�e dans la section pr�ec�edente que les hypoth�eses HBEM1, HBEM2 et HBEM3 de
la d�e�nition ci-dessus sont des hypoth�eses naturelles dans le contexte de la Fiabilit�e des
Logiciels.
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En se pla�cant dans le cadre de la mod�elisation Pro�l Op�erationnel Poissonnien Homo-
g�ene de la sous-section 1.4.3, on peut donner une autre justi�cation aux trois hypoth�eses
pr�ec�edentes. Ceci est expliqu�e ci-dessous.

L'approche Filtrage Optimal

Les hypoth�eses HBEM1,HBEM2 et HBEM3 peuvent être obtenues en consid�erant une ap-
proche tout �a fait di��erente de l'approche adopt�ee ici.

On peut en e�et se placer dans le cadre de la mod�elisation propos�ee par Gaudoin et Soler
[39] (cf. sous-section 1.4.3) o�u le pro�l op�erationnel est mod�elis�e par un Pro�l Op�erationnel
Poissonnien Homog�ene (POPH).

Soler [94] montre alors (cf. th�eor�eme 1.19) que si l'on suppose que les corrections sont de
dur�ees n�egligeables et qu'elles suivent imm�ediatement les d�efaillances, on aboutit exacte-
ment aux trois hypoth�eses HBEM1,HBEM2 et HBEM3.

L'approche POPH conduit alors, non pas �a une analyse bay�esienne, mais �a un mod�ele
de Filtrage Optimal discret non lin�eaire o�u le vecteur des observations est constitu�e
des v.a.r. Xi. Les variables d'�etat sont les v.a.r. taux de d�efaillance �i.

Dans ce mod�ele de Filtrage, les �equations des observations sont :

8i � n , conditionnellement �a �i=�i on a Xi � Exp(�i): (3.20)

Les �equations d�ecrivant l'�evolution du syst�eme sont :

8i � n , conditionnellement �a �i�1=�i�1 , �i � �i(�i j�i�1): (3.21)

Comme dans l'approche bay�esienne, �i(�i j�i�1) d�esigne ici aussi la densit�e de la loi de
probabilit�e de la v.a.r. �i conditionnellement �a �i�1=�i�1.

L'estimation ou la pr�ediction des variables d'�etat au vu des observations se fait ensuite
par l'utilisation de la formule de Bayes (cf. par exemple Jazwinski [46]).

L'estimation des param�etres �i dans la mod�elisation bay�esienne exponentielle, et le �ltrage
et la pr�ediction des variables �i au vu des observations des v.a.r. Xi dans l'approche
Filtrage s'e�ectuent en utilisant les mêmes outils.
On a en e�et deux justi�cations et deux terminologies di��erentes pour un même mod�ele.

On se placera dans la suite de ce chapitre dans le cadre de la mod�elisation bay�esienne
exponentielle.

Remarque { Notons que la th�eorie du Filtrage Optimal a d�ej�a �et�e utilis�ee pour l'�eva-
luation de la �abilit�e des logiciels.



3.5 Mod�elisation exponentielle �a taux de d�efaillance markoviens 107

Singpurwalla et Soyer [89] supposent par exemple que les temps inter-d�efaillances sont
des v.a.r. de lois log-normales, ils obtiennent ainsi un mod�ele de �ltrage gaussien.
Chen et Singpurwalla [16] choisissent des lois Gamma pour les v.a.r. Xi et des lois Beta
pour les variables d'�etat �i. Ils obtiennent ainsi un mod�ele de �ltrage non gaussien pour
lequel les estimateurs a posteriori ont des expressions explicites.

3.5.2 Evaluation bay�esienne de la �abilit�e

Les expressions des estimateurs bay�esiens des di��erents attributs de la �abilit�e donn�ees
dans la sous-section 3.4.3 se simpli�ent lorsqu'on ajoute l'hypoth�ese markovienne HBEM3.
Ces simpli�cations sont d�ecrites ci-dessous.

Estimation des taux de d�efaillance

Sous l'hypoth�ese HBEM3 la densit�e de la loi a priori du vecteur �(n) s'�ecrit

�n(�1; : : : ; �n) = �n(�n j �n�1) : : : �2(�2 j �1) �1(�1): (3.22)

Notation { Par abus de notation, la densit�e de la loi a priori de la v.a.r. �1 sera not�ee
�1(�1 j �0), c'est-�a-dire :

�1(�1 j �0) � �1(�1):

La formule (3.6) de la densit�e de la loi a posteriori de �(n) se r�e�ecrit :

f�(n)jx(n)(�1; : : : ; �n) =

Qn
i=1 [�ie

��ixi �i(�i j �i�1) ]R
IRn

+

Qn
i=1 [�ie

��ixi �i(�i j �i�1) ] d�1 : : : d�n : (3.23)

Les densit�es des lois a posteriori marginales des v.a.r. �j sont donn�ees pour tout j � n
par :

f�j jx(n)(�j) =
Z
IRn�1

+

f�(n)jx(n)(�1; : : : ; �n) d�1 : : : d�j�1d�j+1 : : : d�n: (3.24)

On en d�eduit les expressions des estimateurs de Bayes des param�etres taux de d�efaillances
�1; : : : ; �n :

�̂j(X1; : : : ; Xn) =

R
IRn

+
�j

Qn
i=1 [�ie

��iXi �i(�i j �i�1) ] d�1 : : : d�nR
IRn

+

Qn
i=1 [�ie

��iXi �i(�i j �i�1) ] d�1 : : : d�n : (3.25)
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Pr�ediction du taux de d�efaillance �n+1

Pour pr�edire le taux de d�efaillance futur �n+1 on doit r�e�ecrire la formule (3.12) de la
densit�e de la loi a posteriori de �n+1. Pour ce faire on utilise le r�esultat suivant :

Proposition { 3.14 Dans une mod�elisation bay�esienne exponentielle markovienne, la
v.a.r. �n+1 est, conditionnellement �a �n, ind�ependante des v.a.r. X1; : : : ; Xn. On a donc :

f�n+1j�n;x(n)(�n+1) = �n+1(�n+1 j �n): (3.26)

Preuve { Ce r�esultat r�esulte directement des hypoth�eses HBEM1 et HBEM3.
En e�et si on pose :

Y1 � (�1; : : : ;�n�1), Y2 � �n, Y3 � �n+1 et Z � X(n);

les hypoth�eses HBEM1 et HBEM3 impliquent que :

� conditionnellement �a Y2, Y3 est ind�ependante de Y1,

� conditionnellement �a (Y1; Y2), Z est ind�ependante de Y3.

En consid�erant les densit�es des variables al�eatoires Y1, Y2, Y3 et Z par rapport aux mesures
de Lebesgue associ�ees, il r�esulte des deux hypoth�eses pr�ec�edentes que :

fY1;Y2;Y3;Z(y1; y2; y3; z) = fY1;Y2(y1; y2) fY3jy2(y3) fZjy1;y2(z)

en int�egrant les deux termes de l'�equation pr�ec�edente par rapport �a y1 on obtient :

fY2;Y3;Z(y2; y3; z) = fY3jy2(y3)
Z
IRn�1+

fY1;Y2(y1; y2) fZjy1;y2(z) dy1

et en int�egrant par rapport �a y3 :

fY2;Z(y2; z) =
Z
IRn�1+

fY1;Y2(y1; y2) fZjy1;y2(z) dy1:

Finalement on a :

fY3jy2;z(y3) =
fY2;Y3;Z(y2; y3; z)

fY2;Z(y2; z)

= fY3jy2(y3)

d'o�u le r�esultat �enonc�e. tu

La proposition pr�ec�edente donne la loi a posteriori de la v.a.r. �n+1 :
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Proposition { 3.15 La loi a posteriori du taux de d�efaillance �n+1 est donn�ee par sa
densit�e :

f�n+1jx(n)(�n+1) =

R
IRn

+
�n+1(�n+1 j�n) Qn

i=1 [�ie
��ixi �i(�i j�i�1)] d�1 : : : d�nR

IRn
+

Qn
i=1 [�ie

��ixi �i(�i j�i�1)] d�1 : : : d�n (3.27)

Preuve { Le r�esultat d�ecoule directement de l'�ecriture de la densit�e de la loi a posteriori
de �n+1 sous la forme suivante :

f�n+1jx(n)(�n+1) =
Z
IR+

f�n+1jx(n);�n(�n+1) f�njx(n)(�n) d�n

tu

On peut alors pr�edire le taux de d�efaillance �n+1 apr�es la n�eme correction en prenant par
exemple l'esp�erance a posteriori de �n+1 :

�̂n+1(x1; : : : ; xn) =
Z
IR+

�n+1 f�n+1jx(n)(�n+1) d�n+1:

Loi pr�edictive du prochain temps inter-d�efaillances

Comme on l'a vu dans la sous-section 3.4.3, l'approche bay�esienne permet de pr�edire le
prochain temps inter-d�efaillances en utilisant la loi pr�edictive de Xn+1, c'est-�a-dire sa loi
de probabilit�e conditionnellement �a X(n)=x(n).

Proposition { 3.16 Lorsqu'on suppose que les taux de d�efaillance sont markoviens, la
densit�e de la loi pr�edicitive de Xn+1 s'�ecrit :

fXn+1jx(n)(xn+1) =

R
IRn+1

+

Qn+1
i=1 [�ie

��ixi �i(�i j�i�1)] d�1 : : : d�n+1R
IRn

+

Qn
i=1 [�ie

��ixi �i(�i j�i�1)] d�1 : : : d�n : (3.28)

Preuve { Cette densit�e est donn�ee par :

fXn+1jx(n)(xn+1) =
Z
IR+

fXn+1jx(n);�n+1
(xn+1) f�n+1jx(n)(�n+1) d�n+1:

Les hypoth�eses HBEM1 et HBEM2 permettent d'�ecrire :

fXn+1jx(n);�n+1
(xn+1) = �n+1e

��n+1xn+1



110 L'analyse statistique bay�esienne en Fiabilit�e des Logiciels

on utilise en�n la formule (3.27) de la densit�e de la loi a posteriori de �n+1 pour obtenir
le r�esultat �enonc�e.

tu

A partir de la densit�e de la loi pr�edictive on obtient l'expression du MTTF a posteriori :

Proposition { 3.17 Dans la mod�elisation bay�esienne exponentielle �a taux de d�efaillance
markoviens, le MTTF a posteriori est donn�e par :

E(Xn+1 j x(n)) =
R
IRn+1
+

��1n+1�n+1(�n+1 j�n) Qn
i=1 [�ie

��ixi �i(�i j�i�1)] d�1 : : : d�n+1R
IRn
+

Qn
i=1 [�ie

��ixi �i(�i j�i�1)] d�1 : : : d�n :

(3.29)

Avant de pr�esenter quelques m�ethodes num�eriques permettant de calculer les di��erentes
estimations bay�esiennes pr�esent�ees ci-dessus, on donne dans les deux sous-sections sui-
vantes des exemples d'a priori markoviens particuliers permettant d'a�ner l'analyse g�e-
n�erale pr�ec�edente.

3.5.3 Exemples d'a priori sur les e�ets des corrections

En utilisant des connaissances plus pr�ecises sur l'environnement de correction, on peut
sp�eci�er davantage les hypoth�eses a priori sur les v.a.r. �i.

Dans les exemples donn�es ci-dessous, on utilise le principe de maximum d'entropie (cf.
Kapur [51]), qu'on pr�esente bri�evement ci-dessous, pour traduire les di��erentes connais-
sances a priori des experts en lois de probabilit�e sur les v.a.r. �i.

Le principe de maximum d'entropie : rappels

On consid�ere une v.a.r. Y �a valeurs dans Dy � IR. Soit f la densit�e de Y par rapport �a
la mesure de Lebesgue.

D�e�nition { 3.18 On appelle fonction d'entropie de Y la quantit�e :

H(f) = �
Z
Dy

f(y) ln [f(y) ] dy:

La fonction d'entropie est une mesure de la quantit�e d'incertitude sur Y .

Supposons que l'on dispose de certaines connaissances a priori sur la v.a.r. Y d�ecrites par
les �egalit�es suivantes :

8r � m,
Z
Dy

f(y)gr(y) dy = �gr:

o�u :
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- (gr)r�m est une suite de fonctions r�eelles connues,

- (�gr)r�m est une suite de constantes connues.

Le principe de maximum d'entropie �enonce alors que la loi de probabilit�e la plus vraisem-
blable pour Y est la loi de probabilit�e dont la densit�e maximise l'entropie H(f) sous les
contraintes suivantes : 8>>>><>>>>:

Z
Dy

f(y) dy = 1:

8r � m,
Z
Dy

f(y)gr(y) dy = �gr:

Exemples {

1. Si on connâ�t a priori la moyenne m et la variance �2 d'une v.a.r. Y , alors la loi de
maximum d'entropie de Y est la loi normale : N (m; �2).

2. Si on connâ�t a priori que Y � 0 et que E(Y ) = m, alors la loi de maximum
d'entropie de Y est la loi exponentielle : Exp(m).

Une pr�esentation d�etaill�ee du principe de maximum d'entropie et de ses applications peut
être trouv�ee dans [51].

A priori exponentiels

Supposons que l'on sache a priori que les di��erentes corrections du logiciel vont avoir en
moyenne un même e�et sur l'�evolution de la �abilit�e.
Cette information peut être mod�elis�ee comme suit :

8i � 1 , E(�i j�i�1) = g(�i�1) (3.30)

o�u g est une fonction r�eelle mod�elisant l'e�et moyen d'une correction.

En ne tenant compte que de cette information, les lois a priori les plus \vraisemblables"
au sens du principe de maximum d'entropie pour les v.a.r. �i sont donn�ees pour tout
entier i par :

Conditionnellement �a �i�1=�i�1 , �i � Exp(1=g(�i�1)):

Dans cette mod�elisation, une croissance de �abilit�e s'exprime par la propri�et�e \g(x) � x".

Un cas particulier d'a priori exponentiels correspond au cas o�u :

g(x) = e�� � x
le param�etre � repr�esente alors, comme dans le mod�ele MPD, l'e�et moyen d'une correc-
tion.
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A priori uniformes

L'e�et d'une correction peut être mesur�e par la proportion de fautes �elimin�ees (bonne
correction) ou de fautes ajout�ees (mauvaise correction).

On peut par exemple savoir a priori que :

- une bonne correction enl�eve dans le meilleur des cas 100:�% des fautes initiales,

- une mauvaise correction ajoute dans le pire des cas 100:�% des fautes.

Cette information peut être mod�elis�ee par le fait que, conditionnellement �a �i�1 = �i�1

on a :

�i 2 [(1� �)�i�1; (1 + �)�i�1]: (3.31)

La propri�et�e pr�ec�edente se traduit, en utilisant le principe de maximum d'entropie par le
choix de lois a priori uniformes pour les v.a.r. �i.
Les lois a priori des �i sont donc donn�ees, pour tout entier positif i, par :

Conditionnellement �a �i�1=�i�1 , �i � Unif [(1� �)�i�1; (1 + �)�i�1]:

A priori log-normaux

L'e�et d'une correction peut être mod�elis�e, comme le sugg�erent Gaudoin et al [38] (cf.
d�e�nition 1.22), par une d�ecroissance g�eom�etrique des taux de d�efaillance :

8i > 1, �i = e��i �i�1

o�u les v.a.r. �i repr�esentent les e�ets des corrections successives.

Si on connâ�t a priori que les e�ets des corrections uctuent autour d'un e�et moyen �
avec une variance �2 (variance due �a la fatigue des correcteurs, aux p�eriodes de vacances,
aux primes, etc.), c'est-�a-dire si on sait a priori que :

8i > 1 , E(�i) = � et V ar(�i) = �2 (3.32)

les lois de maximum d'entropie des v.a.r. �i sont alors des lois normales :

8i > 1, �i � N (�; �2):

Par cons�equent, les lois a priori des v.a.r. �i sont donn�ees, pout tout entier i par :
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Conditionnellement �a �i�1=�i�1 , �i � log-normale(ln(�i�1)� �; �2):

Gaudoin et al [38] proposent un traitement non bay�esien du mod�ele log-normal d�ecrit
ci-dessus.

Remarque { Dans tous les exemples cit�es ci-dessus, les connaissances a priori doivent
pouvoir permettre de pr�eciser les valeurs des constantes intervenant dans les di��erentes
lois a priori : �, �0, �, �, �

2, etc.

Avant de pr�eciser les outils num�eriques permettant d'impl�ementer l'approche bay�esienne
markovienne et d'utiliser les a priori d�ecrits ci-dessus, on pr�esente dans la sous-section
suivante un quatri�eme exemple d'a priori o�u les v.a.r. �i sont suppos�ees �a accroissements
ind�ependants.
Ce dernier exemple conduit �a des estimateurs bay�esiens ayant des formules analytiques
explicites.

3.5.4 Cas particulier : taux de d�efaillance �a accroissements in-
d�ependants

Hypoth�ese { Si on suppose que les corrections ont des e�ets additifs sur les taux de
d�efaillance et que ces e�ets sont ind�ependants entre eux, on obtient un mod�ele o�u le
processus al�eatoire f�igi�1 est un processus �a accroissements ind�ependants, c'est-�a-
dire que les v.a.r. �i��i�1 sont ind�ependantes entre elles. {

On montre ci-dessous que sous l'hypoth�ese pr�ec�edente, les estimateurs bay�esiens des taux
de d�efaillance �i sont obtenus sous une forme explicite.

Notations { Apr�es observation des n premi�eres d�efaillances, on note :

8i � n�1 , Ui � �i � �i+1

On prend par convention Un � �n de fa�con �a avoir :

8i � n , �i =
nX

j=i

Uj: (3.33)

Les v.a.r. Ui repr�esentant les e�ets des corrections sont donc suppos�ees ind�ependantes.
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Les connaissances a priori sur les e�ets des corrections sont traduites, dans cette sous-
section, par des lois a priori sur les v.a.r. Ui.

Notations { Dans cette sous-section �i d�esignera la densit�e de la loi a priori de la v.a.r.
Ui.

Remarque { Le vecteur �(n) est par exemple �a accroissements ind�ependants s'il est
compos�e de n v.a.r. ind�ependantes rang�ees dans l'ordre d�ecroissant.

Lois du vecteur X(n)

En utilisant la formule (3.4) on �ecrit la densit�e de la loi de probabilit�e de X(n) condition-
nellement �a fUi = uigi�n sous la forme :

fX(n)ju(n)(x1; : : : ; xn) =
nY
i=1

h
(ui + : : :+ un) e

�(ui+:::+un)xi
i

=
nY
i=1

h
(ui + : : :+ un) e

�ui (x1+:::+xi)
i
: (3.34)

Or, on a pour tout n-uplet (u1; : : : ; un) de IRn :

nY
i=1

(ui + : : :+ un) =
X

(�1;:::;�n)2A

u�1
1 : : : u�nn

o�u l'ensemble A est d�ecrit ci-dessous :

Notation {

1. A est l'ensemble des n-uplets d'entiers positifs � � (�1; : : : ; �n) v�eri�ant :
Pn

i=1 �i =
n et identi�able �a l'ensemble des n! chemins de l'arbre marqu�e repr�esent�e sur la
�gure 3.1.

2. Pout tout � dans A, �i(�) d�esigne la i�eme composante du n-uplet �.

3. Rappelons que pour tout i � 1 on note :

Ti �
iX

j=1

Xj et ti �
iX

j=1

xj:
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un

u n-1 un

u n-1u n-2 un un-2 un-1 un

Fig. 3.1: Arbre dont les chemins (du sommet �a une feuille) sont identi�ables �a tous les
�el�ements � de A.

En utilisant les notations et r�esultats pr�ec�edents, la densit�e de la loi de probabilit�e de
X(n) conditionnellement �a fUi = uigi�n s'�ecrit :

fX(n)ju(n)(x1; : : : ; xn) =
X
�2A

nY
i=1

u
�i(�)
i e�uiti : (3.35)

En utilisant la formule pr�ec�edente on montre le r�esultat suivant :

Proposition { 3.19 La densit�e de la loi de probabilit�e du vecteur X(n) s'�ecrit :

fX(n)(x1; : : : ; xn) =
X
�2A

nY
i=1

[ ai(�i(�); ti) ]: (3.36)

o�u pour tout � dans A et pout i � n on note :

ai(�i(�); ti) �
Z
IR+

u
�i(�)
i e�uiti �i(ui) dui:

Remarque { Le r�esultat pr�ec�edent permet aussi d'avoir la densit�e de la loi de probabilit�e
du vecteur (T1; : : : ; Tn) sur le cône croissant de IRn

+.
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Estimateurs bay�esiens des param�etres �i

On d�eduit ici les estimateurs de Bayes des param�etres �i �a partir des estimateurs des
param�etres ui = �i��i+1.

La loi a posteriori du vecteur U (n) est donn�ee par sa densit�e :

fU(n)jt(n)(u1; : : : ; un) =
fT (n)ju(n)(t1; : : : ; tn)

Qn
i=1�i(ui)

fT (n)(t1; : : : ; tn)

=
X
�2A

Qn
i=1 [ u

�i(�)
i e�uiti �i(ui) ]P

�2A

Qn
i=1 [ ai(�i(�); ti) ]

: (3.37)

Notations {

1. Pour tout � dans A et pour tout entier positif i, on note G�
i la loi de probabilit�e

donn�ee par sa densit�e :

8ui 2 IR , g�i (ui; ti) =
u
�i(�)
i e�uiti �i(ui)

ai(�i(�); ti)
:

2. Pour tout � dans A on note :

p�(t1; : : : ; tn) =

Qn
i=1 ai(�i(�); ti)P

�2A

Qn
i=1 [ ai(�i(�); ti) ]

En utilisant les notations pr�ec�edentes, la densit�e de la loi a posteriori de U (n) s'�ecrit :

fU(n)jt(n)(u1; : : : ; un) =
X
�2A

[ p�(t1; : : : ; tn)
nY
i=1

g�i (ui; ti) ] (3.38)

la loi pr�ec�edente est donc un m�elange des lois produits donn�ees par l'ensemble :

f
n
i=1G

�
i , � 2 Ag

On peut ainsi en d�eduire, pour i � n, la loi a posteriori de la v.a.r. Ui :X
�2A

p�(t1; : : : ; tn)G
�
i

cette loi a pour densit�e :

8ui 2 IR , fUijt(n)(ui) =
X
�2A

p�(t1; : : : ; tn)g
�
i (ui; ti): (3.39)
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Proposition { 3.20 Les estimateurs de Bayes (coût quadratique) des param�etres ui =
�i��i+1 sont donn�es par :

ûi(T1; : : : ; Tn) =
X
�2A

p�(T1; : : : ; Tn)
ai(�i(�)+1; Ti)

ai(�i(�); Ti)
: (3.40)

Preuve { En utilisant la formule (3.39) on obtient pour i � n :

ûi(T1; : : : ; Tn) = E(Ui j T (n))

=
X
�2A

p�(T1; : : : ; Tn)
Z
IR
uig

�
i (ui; ti) dui

=
X
�2A

p�(T1; : : : ; Tn)

R
IR u

�i(�)+1
i e�uiTi �i(ui) dui

ai(�i(�); Ti)
(3.41)

d'o�u le r�esultat �enonc�e.
tu

Les estimateurs des param�etres �i se d�eduisent des estimateurs ûi(T1; : : : ; Tn) par les
relations suivantes :

8i � n , �̂i(X1; : : : ; Xn) =
nX
j=i

ûj(T1; : : : ; Tn): (3.42)

Exemple

Supposons que la connaissance a priori disponible peut se traduire par le fait que le vecteur
�(n) a la même loi qu'un vecteur constitu�e de n v.a.r. ind�ependantes de loi Exp(1) (ou
plus g�en�eralement Exp(�)) rang�es dans l'ordre d�ecroissant.

Sous cette hypoth�ese, les v.a.r. iUi = i(�i��i+1) sont ind�ependantes de loi Exp(1). On a
par cons�equent :

8i � n , Ui � Exp(i):

On a donc pour cet exemple : �i(ui) = ie�iui. Les fonctions ai (cf. proposition 3.19)
s'�ecrivent, pour i � n et � dans A :

a(�i(�); ti) =
i�(�i(�) + 1)

(i+ ti)�i(�)+1
:

Les lois G�
i sont donc ici des lois Gamma :
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G�
i = Gamma(�i(�)+1; i+ ti):

Les lois a posteriori des v.a.r. Ui sont ainsi des m�elanges de lois Gamma.

Les estimateurs de Bayes des param�etres ui=�i��i+1 (cf. formule (3.41)) s'�ecrivent alors :

ûj(T1; : : : ; Tn) =
X
�2A

Qn
i=1

�i(�)!

(i+Ti)�i(�)P
�2A

Qn
i=1 [

�i(�)!

(i+Ti)�i(�) ]
(3.43)

Remarque { Le calcul des estimations donn�ees par la formule (3.43) n�ecessite le par-
cours de tous les n! �el�ements de l'ensemble A.
Ceci repr�esente un grand handicap pour l'exploitation des r�esultats pr�ec�edents.
En pratique il devient impossible de calculer les estimations ûj(t1; : : : ; tn) d�es que le
nombre d'observations n d�epasse la dizaine.

Conclusions

Le cas particulier o�u les �i sont �a accroissements ind�ependants a servi �a montrer les
di�cult�es rencontr�ees d�es que l'on essaye de trouver des formules explicites des di��erents
estimateurs bay�esiens.

Au lieu d'adapter les connaissances a priori pour obtenir des estimateurs explicites, il est
plus int�eressant, comme on le verra dans la suite, de pr�esenter des m�ethodes num�eriques
permettant de calculer les estimations bay�esiennes ind�ependamment de la forme pr�ecise
des densit�es des lois a priori �i(�i j �i�1).

En proc�edant ainsi on obtient un outil bay�esien g�en�eral permettant d'adapter la mod�elisa-
tion exponentielle markovienne aux di��erents types de connaissances a priori que peuvent
avoir les praticiens.
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3.5.5 M�ethodes simulatives pour le calcul des estimations bay�e-
siennes

Dans la mod�elisation bay�esienne exponentielle le calcul des estimations des di��erents
attributs de la �abilit�e se ram�ene g�en�eralement au calcul d'int�egrales multiples non sim-
pli�ables.

Toute tentative pour avoir des estimateurs analytiques simples �a calculer n�ecessite, comme
on l'a vu dans le cas des accroissements ind�ependants, des hypoth�eses a priori tr�es parti-
culi�eres.

Si l'on souhaite rester dans un cadre g�en�eral, il faut proposer des m�ethodes num�eriques
qui ne tiennent compte que des hypoth�eses g�en�erales de la mod�elisation bay�esienne expo-
nentielle.

Ces m�ethodes ne doivent pas d�ependre de la forme pr�ecise des lois a priori des v.a.r. �i,
lois a priori qui varient d'une �etude �a une autre.

On peut trouver dans la litt�erature (cf. [91] et [92]) un certain nombre de m�ethodes
num�eriques pour le calcul d'estimations bay�esiennes s'exprimant en fonction d'int�egrales
multiples.

On en pr�esente ci-dessous deux : la m�ethode \classique" de Monte-Carlo et l'algorithme
d'�echantillonnage de Gibbs.

On d�ecrira ensuite l'utilisation de ces m�ethodes dans le cadre de la mod�elisation bay�esienne
exponentielle �a taux de d�efaillance markoviens.

M�ethode de Monte-Carlo : rappels

On d�ecrit ici bri�evement la m�ethode de Monte-Carlo. Des �etudes d�etaill�ees de cette m�e-
thode peuvent être trouv�ees dans Rubinstein [85].

Supposons que l'on s'int�eresse �a l'estimation d'une quantit�e r�eelle :

yn = g(�1; : : : ; �n)

fonction des taux de d�efaillance inconnus �i. La fonction g est une fonction int�egrable
connue �a valeurs dans IR.

Dans une approche inf�erentielle bay�esienne, estimer yn revient �a calculer l'esp�erance a
posteriori de la v.a.r. :

Yn = g(�1; : : : ;�n)

Cette esp�erance s'�ecrit :
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E [ g(�(n)) j x(n) ] =
Z
IRn+

g(�1; : : : ; �n) f�(n)jx(n)(�1; : : : ; �n) d�1 : : : d�n

=

R
IRn+

g(�1; ::; �n) fX(n)j�(n)(x1; ::; xn) �n(�1; ::; �n) d�1::d�nR
IRn+

fX(n)j�(n)(x1; ::; xn) �n(�1; ::; �n) d�1::d�n

Cette esp�erance, comme la plupart des estimations bay�esiennes (cf. formules (3.25), (3.27)
et (3.29)), s'exprime en fonction d'int�egrales multiples de la forme :

In(�) =
Z
IRn+

�(�(n); x(n)) d�1 : : : d�n

o�u � est une fonction connue �a valeurs dans IR.

D�e�nition { 3.21 La m�ethode de Monte-Carlo permet, par des simulations, d'es-
timer les int�egrales multiples du type de In(�). Cette m�ethode est bas�ee sur le r�esultat
suivant cons�equence de la loi des grands nombres :

Soit q la densit�e d'une loi de probabilit�e d�e�nie sur IRn
+ dont on sait

simuler des r�ealisations et v�eri�ant la propri�et�e :

8�(n) 2 IRn
+, �(�(n); x(n)) 6= 0 =) q(�(n)) 6= 0:

L'int�egrale In(�) qui peut se r�e�ecrire sous la forme :

In(�) =
Z
IRn+

�(�(n); x(n))

q(�(n))
q(�(n)) d�1 : : : d�n

est bien approch�ee par :

bIn;d(�) = 1

d

dX
k=1

�(�(n);k; x(n))

q(�(n);k)

o�u :

� d est un entier positif assez grand

� �(n);1; : : : ; �(n);d sont des simulations de r�ealisations ind�epen-
dantes, de la loi de probabilit�e q.

Remarques { bIn;d(�) est un estimateur sans biais convergeant de In(�), sa variance
vaut :

V ar(bIn;d(�)) = 1

d

" Z
IRn+

�2(�(n); x(n)) d�1 : : : d�n � I2n(�)

#
:
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Utilisation de la m�ethode de Monte-Carlo

On d�ecrit ici l'utilisation de la m�ethode de Monte-Carlo pour le calcul des estimations :

- des taux de d�efaillance �i (cf. formule (3.25))

- du MTTF a posteriori E(Xn+1 j x(n)) donn�e par la formule (3.29).

En utilisant la m�ethode de Monte-Carlo, on aura �a calculer s�epar�ement les num�erateurs
et le d�enominateur des expressions (3.25) et (3.29).

Consid�erons par exemple l'estimation du d�enominateur qu'on notera Dn :

Notation { On note dans la suite :

Dn �
Z
IRn
+

nY
i=1

[�ie
��ixi �i(�i j �i�1) ] d�

(n):

L'estimation de Dn est faite en utilisant la m�ethode de la d�e�nition 3.21 o�u l'on prend :

�(�(n) j x(n)) =
nY

i=1

h
�ie

��ixi �i(�i j �i�1)
i

et q(�(n)) = �n(�1; : : : ; �n):

En simulant d r�ealisations ind�ependantes �(n);1; �(n);2; : : : ; �(n);d �a partir de la loi a priori
�, on estime Dn par :

D̂n;d =
1

d

dX
k=1

"
nY

i=1

�
(n);k
i exp(��(n);ki xi)

#
:

La qualit�e de l'estimateur pr�ec�edent d�epend de la taille d de l'�echantillon simul�e ainsi que
de la pr�ecision des lois a priori �i.
L'in�egalit�e de Bienayme-Tchebichev permet de donner une indication sur la qualit�e de
cette estimation :

8 � > 0, P [ j Dn � D̂n;d j> �] � V ar [
Qn

i=1 �iexp(��ixi) ]

d:�2
:

Si la pr�ecision requise est sp�eci��ee par exemple par :

P [ j Dn � D̂n;d j> 0:1Dn] � 0:1

On aura alors �a g�en�erer un �echantillon de taille :

d ' 1000 :
V ar [

Qn
i=1 �iexp(��ixi) ]

E2 [
Qn

i=1 �iexp(��ixi) ]

Le nombre de simulations n�ecessaires d augmente avec le nombre de temps inter-d�efaillances
observ�es n, il augmente aussi avec les variances des lois a priori �i(�i j �i�1).
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Remarque { Dans le cas de jeux de donn�ees de d�efaillance de tailles assez �elev�ees
(n > 20), le nombre de simulations d n�ecessaires pour avoir de bonnes estimations de Dn

devient tr�es �elev�e.
On peut r�esoudre ce genre de probl�emes en divisant le jeu de donn�ees trait�e en petits
paquets d'observations, chacun de ces paquets est trait�e s�epar�ement en utilisant des lois
a priori issues du paquet de donn�ees pr�ec�edent.
On peut aussi utiliser, dans le cas de grands jeux de donn�ees, l'algorithme d'�echantillon-
nage de Gibbs d�ecrit ci-dessous.

L'algorithme d'�echantillonnage de Gibbs

La m�ethode de Monte-Carlo est conceptuellement simple mais pose des probl�emes pra-
tiques dans le cas de grands jeux de donn�ees.

L'algorithme d'�echantillonnage de Gibbs est une m�ethode alternative assez simple �a im-
pl�ementer. On l'utilise ici pour le calcul des estimations des taux de d�efaillance �i donn�ees
par l'expression (3.25).

Hypoth�eses { Supposons que l'on souhaite simuler des r�ealisations d'une loi de proba-
bilit�e sur IRn sp�eci��ee par sa densit�e h qui a une forme assez complexe.

Notations { Soit Y (n) un vecteur al�eatoire de loi de probabilit�e h et y(n) une r�ealisation
associ�ee.
Pour tout i � n on note :

1. y�i le vecteur �a n�1 �el�ements donn�e par :

y�i � (yj)j�n;j 6=i

2. h(yi j y�i) la densit�e de la loi de probabilit�e de la v.a.r. Yi conditionnellement �a
fYj=yjgj�n;j 6=i.

L'algorithme d'�echantillonnage de Gibbs permet, si on sait simuler des r�ealisations des
lois h(yi j y�i), de simuler le comportement d'une châ�ne de Markov ergodique dont la loi
stationnaire est h.
On extrait alors �a partir des trajectoires de cette châ�ne des simulations de r�ealisations
ind�ependantes de la loi h.

D�e�nition { 3.22 L'�echantillonneur de Gibbs fournit des trajectoires fy(n);kgk�1
d'une châ�ne de Markov dont la loi stationnaire est h.
L'algorithme associ�e est d�ecrit par les trois �etapes suivantes :
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1. Choix arbitraire d'un vecteur initial y(n);0 = (y01; : : : ; y
0
n).

2. Passage du vecteur y(n);0 au prochain �etat y(n);1 : ce passage se fait en proc�edant �a
des tirages al�eatoires �a partir des lois conditionnelles h(yi j y�i) suivant le sch�ema
suivant :

8>>>>>><>>>>>>:

y11 est tir�e selon la loi h(y1 j y0�1)
y12 est tir�e selon la loi h(y2 j y11; y03; : : : ; y0n)
y13 est tir�e selon la loi h(y3 j y11; y12; y04; : : : ; y0n)

: : :
y1n est tir�e selon la loi h(yn j y1�n)

3. Passage de la r�ealisation y(n);k �a la r�ealisation y(n);k+1 qui se fait suivant le même
sch�ema que ci-dessus.

On obtient ainsi des r�ealisations y(n);1, y(n);2, etc. d'une châ�ne de Markov dont la loi
stationnaire est h.

Pour obtenir une approximation d'un �echantillon de loi h, il su�t donc de simuler une
suite de r�ealisations fy(n);kgk�1 selon l'algorithme de Gibbs d�ecrit ci-dessus, et d'en ex-
traire judicieusement (�a partir d'un rang �elev�e r et �a intervalles r�eguliers) une sous-suite :
y(n);r; y(n);r+s; y(n);r+2s, etc.

Des justi�cations th�eoriques et des indications suppl�ementaires sur la mise en �uvre de
cet algorithme sont donn�ees par Smith et Roberts [92].

On d�ecrit dans la sous-section suivante l'utilisation de l'algorithme de Gibbs dans le cadre
de la mod�elisation bay�esienne exponentielle �a taux de d�efaillance markoviens.

3.5.6 Mise en �uvre de l'algorithme de Gibbs

On utilise ici l'algorithme d'�echantillonnage de Gibbs pour calculer les estimations bay�e-
siennes (moyennes et modes a posteriori) des taux de d�efaillance �i.

Plus g�en�eralement, supposons que l'on s'int�eresse �a l'estimation d'une quantit�e r�eelle :

yn = g(�1; : : : ; �n)

o�u g est une fonction int�egrable connue �a valeur dans IR.

On s'int�eresse donc au calcul num�erique de la quantit�e :

E [ g(�n
(n)) j x(n) ]:
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A priori markoviens g�en�eraux

L'algorithme de Gibbs permet de calculer E [ g(�n
(n)) j x(n) ] en simulant des r�ealisations

ind�ependantes f�(n);kgk�0 �a partir de la loi a posteriori f�(n)jx(n).

Notation { Pour tout i � n on note f�ij��i;x(n) la densit�e de la loi de probabilit�e de �i

conditionnellement �a X(n)=x(n) et �a f�j=�jgj�n;j 6=i.

Hypoth�ese { Supposons que l'on sache simuler les lois de densit�es f�ij��i;x(n). {

L'algorithme de Gibbs permettant de simuler des r�ealisations f~�(n);kgk�0 de la loi f�(n)jx(n)

est ici d�ecrit par le sch�ema suivant :

1. Choix arbitraire des valeurs initiales �(n);0 = (�01; : : : ; �
0
n).

2. Passage du vecteur y(n);0 �a la r�ealisation y(n);1 : ce passage se fait en proc�edant �a
des tirages al�eatoires �a partir des lois conditionnellesf�ij��i;x(n) suivant le sch�ema
suivant :

8>>>>>>><>>>>>>>:

�11 est tir�e selon la loi f�1j�0
�1;x

(n)

�12 est tir�e selon la loi f�2j�11;�
0
3;:::;�

0
n;x

(n)

�13 est tir�e selon la loi f�3j�11;�
1
2;�

0
4;:::;�

0
n;x

(n)

: : :
�1n est tir�e selon la loi f�nj�1

�n;x
(n)

ceci ach�eve une transition de �(n);0 vers �(n);1.

3. Passage de la r�ealisation �(n);k �a la r�ealisation �(n);k+1 : ceci se fait suivant le même
sch�ema que ci-dessus.

A partir d'un certain nombre d'it�erations de l'algorithme de Gibbs on s'approche de l'�etat
stationnaire de la châ�ne de Markov. On peut alors, en extrayant une sous-suite f~�(n);kgk�0
�a partir de la suite f�(n);kgk�0, simuler des r�ealisations ind�ependantes de la loi f�(n)jx(n).

La quantit�e yn = g(�1; : : : ; �n) est alors estim�ee par :

E [ g(�(n)) j x(n) ] ' 1

d

dX
k=1

g(~�(n);k):

Remarque { En simulant des r�ealisations de la loi f�(n)jx(n), l'algorithme de Gibbs
permet de calculer aussi bien l'estimation de Bayes (esp�erance a posteriori) de yn que
l'estimation de maximum de vraisemblance bay�esien (mode a posteriori de la loi fYnjx(n)).



3.5 Mod�elisation exponentielle �a taux de d�efaillance markoviens 125

Rappelons que l'impl�ementation de l'algorithme pr�ec�edent n�ecessite de savoir simuler les
lois conditionnelles f�ij��i;x(n).

Ces simulations peuvent être faites en utilisant le r�esultat suivant :

Proposition { 3.23 Dans la mod�elisation bay�esienne exponentielle �a taux de d�efaillance
markoviens, on a 8i < n :

f�ij��i;x(n)(�i) / �ie
��ixi �i(�i j �i�1) �i+1(�i+1 j �i)

pour i = n on a :

f�nj��n;x(n)(�n) / �ne
��nxn �n(�n j �n�1):

Preuve { En utilisant la formule de Bayes on �ecrit pour tout i � n :

f�ij��i;x(n)(�i) =
f�(n)jx(n)(�

(n))

f�
�ijx(n)(��i)

=

Qn
i=1 [�ie

��ixi �i(�i j �i�1) ]R
IR+

Qn
i=1 [�ie��ixi �i(�i j �i�1) ] d�i

d'o�u le r�esultat �enonc�e. tu

La simulation de r�ealisations �a partir des densit�es pr�ec�edentes peut alors se faire en utili-
sant des m�ethodes de simulation par rejet (cf. [5] et [41]).

La m�ethode de rejet est utilis�ee ci-dessous dans le cas des a priori exponentiels, uniformes
et log-normaux pr�esent�es dans la sous-section 3.5.3.

L'algorithme de Gibbs pour des a priori exponentiels

D'apr�es les r�esultats pr�ec�edents, le calcul des estimations des taux de d�efaillance �i revient,
en utilisant l'algorithme de Gibbs, �a simuler des r�ealisations de v.a.r. dont les densit�es
sont donn�ees par la proposition 3.23.

On choisit ici des lois a priori exponentielles donn�ees pour tout i � 1 par :

Conditionnellement �a �i�1=�i�1 , �i � Exp(
1

�i�1
e�):

on a par cons�equent, pour tout i � 1 :

�i(�i j�i�1) =
e�

�i�1
exp(� �i

�i�1
e�):

Le r�esultat suivant permet de simuler des r�ealisations des lois de densit�es f�ij��i;x(n).
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Proposition { 3.24 Pour le mod�ele a priori choisi ici, on a :

Pour i=n, f�nj��n;x(n) est la densit�e d'une loi Gamma(2; xn +
e�

�n�1
) :

f�nj��n;x(n)(�n) / �nexp [��n(xn +
e�

�n�1
) ]:

Pour i < n on a :

f�ij��i;x(n)(�i) / g�i(�i) : h�i(�i)

o�u :

� g�i est la densit�e d'une loi : Gamma(�i + 2; xi +
e�

�i�1
)

� h�i est la densit�e d'une loi Inverse-Gamma : IG(�i; �i+1e
�)

� �i est un r�eel introduit pour optimiser l'algorithme de simulation.

Preuve { Pour i=n le r�esultat d�ecoule directement de la proposition 3.23.

En utilisant cette même proposition, on �ecrit pour i < n :

f�ij��i;x(n)(�i) / �ie
��ixi

e�

�i�1
exp(� �i

�i�1
e�)

e�

�i

exp(��i+1

�i

e�)

/ exp[�(xi +
e�

�i�1
)�i] exp(��i+1

�i
e�)

/ ��i+1
i exp[�(xi +

e�

�i�1
)�i] ���i�1

i exp(��i+1

�i
e�)

/ g�i(�i) : h�i(�i):

d'o�u le r�esultat �enonc�e.

tu

D'apr�es la proposition pr�ec�edente, on peut simuler des r�ealisations des lois de densit�es
f�ij��i;x(n) en utilisant la m�ethode de rejet qui revient ici �a l'utilisation de l'algorithme
suivant :
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R�ep�eter la simulation de r�ealisations
~�i et ~u o�u :

- ~�i est simul�ee �a partir de la loi

Gamma(�i + 2; xi +
e�

�i�1
)

- ~u est simul�ee �a partir de la loi
Unif [0; 1]

jusqu'�a satisfaction de la condition :

M�i :~u < h�i(
~�i) o�u M�i = sup

x2IR+

h�i(x):

En e�et, la m�ethode de simulation par rejet (cf. par exemple [86]) r�esulte de la proposition
suivante :

Proposition { 3.25 Soient f et g deux densit�es de probabilit�e sur IR et c une constante
v�eri�ant :

8x 2 IR, cg(x) � f(x):

Le r�esultat suivant permet de simuler des r�ealisations d'une v.a.r. de densit�e f :
Soient X une v.a.r. de densit�e g et U une v.a.r. de loi Unif [0; 1] ind�ependante de X. La
loi conditionnelle de X sachant que \ cUg(X) < f(x) " a pour densit�e f .

L'algorithme d�ecrit ci-dessus se d�eduit de la proposition pr�ec�edente en prenant :

f � g�ih�i , g � g�i et c � sup
x2IR+

h�i(x):

Remarque { Comme le font remarquer Arjas et Gasbarra [5], on peut optimiser la
m�ethode de simulation par rejet en choisissant le param�etre �i tel que les densit�es g�i et
h�i aient leurs modes au même point.
Dans le cas particulier pr�esent�e ici, cette valeur optimale du param�etre �i est donn�ee, pour
i < n, par :

��i = [(�i+1e
�) (xi +

e�

�i�1
)]1=2 � 1:

L'algorithme de Gibbs pour des a priori uniformes

Les m�ethodes de simulation d�ecrites ci-dessus s'appliquent aussi au cas o�u les v.a.r. �i

ont des a priori uniformes :

Conditionnellement �a �i�1=�i�1 , �i � Unif [(1� �)�i�1; (1 + �)�i�1]:
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Dans ce cas les densit�es requises pour la mise en �uvre de l'algorithme de Gibbs s'�ecrivent
pour i < n :

f�ij��i;x(n)(�i) / �ie
��ixi 1f�i2 [max(��i�1;�i+1=�);min(��i�1;�i+1=�) ]g

Pour simuler des r�ealisations �a partir de telles densit�es on utilise, comme pr�ec�edemment,
la m�ethode de simulation par rejet.
On reconnâ�t en e�et dans l'expression pr�ec�edente le produit de la densit�e de la loi
Gamma(2; xi) par la densit�e de la loi Unif [max(��i�1; �i+1=�); min(��i�1; �i+1=�) ].

L'algorithme de Gibbs pour des a priori log-normaux

Sous des lois a priori log-normales on a :

Conditionnellement �a �i�1=�i�1 , �i � log-normale(ln(�i�1)� �; �2):

On a donc pour tout entier i � 1 :

�i(�i j�i�1) =
1

�i
p
2��2

exp [
(ln(�i)� ln(�i�1) + �)2

2�2
]:

Pour utiliser l'algorithme de Gibbs, on a donc �a simuler des r�ealisations de lois dont les
densit�es sont donn�ees, pour tout i � n, par :

f�ij��i;x(n)(�i) / �ie
��ixi

1

�i
exp [� 1

�2
(ln(�i)� �i)

2 ]

o�u �i =
1

2
[ ln(�i+1) + ln(�i�1) ].

On utilise �a nouveau la m�ethode de simulation par rejet puisque, d'apr�es la formule pr�ec�e-
dente, la densit�e f�ij��i;x(n) s'�ecrit comme le produit de la densit�e de la loi Gamma(2; xi)
avec celle la loi log-normale(�i; �

2=2).

Dans la section suivante, on exp�erimente l'approche bay�esienne exponentielle sur des jeux
de donn�ees simul�es. On utilise aussi bien la m�ethode de Monte-Carlo que l'algorithme de
Gibbs.
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3.5.7 R�esultats exp�erimentaux

Le principal avantage de l'approche bay�esienne exponentielle �a taux de d�efaillance mar-
koviens (BEM) d�ecrite ci-dessus est la possibilit�e qu'elle o�re aux experts en logiciels de
construire leurs propres mod�eles.

Pour exhiber les apports de l'approche BEM, il est n�ecessaire que les jeux de donn�ees �etu-
di�es soient accompagn�es de \rapports de progression de tests" d�ecrivant : les protocoles de
tests, les corrections et les modi�cations e�ectu�ees, les origines des di��erentes d�efaillances,
les avis des �equipes de tests sur les performances des �equipes de d�eveloppement, etc.

L'�echange et l'exploitation de ces rapports n�ecessitent une forte collaboration entre le
statisticien et l'expert logiciel.

Pour d�emontrer l'applicabilit�e de l'approche BEM, on l'appliquera ici sur des jeux de
donn�ees simul�es �a partir de taux de d�efaillance �i connus.

On comparera alors, pour des a priori de di��erentes qualit�es, les estimations bay�esiennes
�̂i aux vrais taux de d�efaillance �i.
On comparera ensuite ces estimations bay�esiennes aux estimations fournies par les mod�eles
param�etriques usuels : MPD, mod�ele de Crow et mod�ele de Goel-Okumoto.

Remarque { Les r�esultats pr�esent�es ci-dessous n'ont qu'une valeur illustrative. Les
qualit�es des estimations bay�esiennes d�ependent des qualit�es des informations a priori
utilis�ees, ces qualit�es varient d'une �etude �a une autre.

Simulation des jeux de donn�ees

On consid�ere ici deux suites r�eelles positives lam1� (lam1i)i�20 et lam2� (lam2i)i�30
repr�esentant deux suites de taux de d�efaillance.

Ces deux suites, repr�esent�ees sur la �gure 3.2, sont utilis�ees pour simuler deux jeux de don-
n�ees inter-d�efaillances, not�es respectivement simlam1.d et simlam2.d. Ces simulations
sont faites �a partir du mod�ele exponentiel :

Xi � Exp(�i):

Ainsi, la i�eme observation xi du jeu de donn�ees simlam1.d (resp. simlam2.d) est une r�ea-
lisation de la loi Exp(lam1i) (resp. Exp(lam2i)).

les observations xi des jeux de donn�ees simlam1.d et simlam2.d sont repr�esent�ees sur la
�gure 3.3.

On utilisera ci-dessous l'approche BEM pour estimer les taux de d�efaillance des jeux de
donn�ees simlam1.d et simlam2.d. Ces estimations seront ensuite compar�ees aux vrais taux
de d�efaillance lam1 et lam2.
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Fig. 3.2: Les suites de taux de d�efaillance lam1 et lam2
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Fig. 3.3: Les jeux de donn�ees simul�es simlam1.d et simlam2.d
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Choix des hypoth�eses a priori (a priori log-normaux)

Pour appliquer l'approche BEM sur les jeux de donn�ees simul�es simlam1.d et simlam2.d
on suppose ici que les connaissances a priori disponibles impliquent des hypoth�eses a priori
log-normales :

Conditionnellement �a �i�1=�i�1 , �i � log-normale(ln(�i�1)� �; �2):

Les trois param�etres de ce mod�ele a priori, dont les valeurs sont choisies par l'utilisateur,
sont :

� � : repr�esente l'id�ee des experts quant �a l'�evolution future de la �abilit�e.

En l'absence de telle connaissance a priori, on choisira �=0.

� �2 : repr�esente l'id�ee que se font les experts au sujet des variations des e�ets des
di��erentes corrections.

� �0 : repr�esente le taux de d�efaillance initial. Les r�esultats exp�erimentaux montrent
que les estimations �̂i sont, pour �2 �elev�e, peu sensibles aux variations des valeurs
de �0. On prendra dans la suite �0= �1.

Le \meilleur" choix a priori des valeurs des param�etres � et �2 correspond au cas o�u
on connâ�t a priori la moyenne empirique �� et la variance empirique ��2 de la suite
[ ln(�i=�i�1) ]i�n.

Ces valeurs valent :

(��; ��2) = (0:085; 0:001) pour la suite lam1 et (��; ��2) = (0:011; 0:013) pour lam2:

Avant de comparer les estimations fournies par l'approche bay�esienne BEM aux estima-
tions des mod�eles usuels, on �etudie dans le paragraphe suivant la sensibilit�e des estimations
�̂i aux variations des param�etres �2 et �.

Sensibilit�e des estimations �̂i aux variations des param�etres a priori

On utilise ici aussi bien l'algorithme de Gibbs que la m�ethode de Monte-Carlo pour
calculer les estimations bay�esiennes (les esp�erances a posteriori) dlam1 et dlam2 des taux
de d�efaillance des jeux de donn�ees simlam1.d et simlam2.d. Ceci est fait pour di��erentes
valeurs des param�etres �2 et �.

Le param�etre �2, variance du mod�ele a priori, repr�esente aussi la qualit�e de l'information
a priori.
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Une faible valeur de �2 mod�elise une forte con�ance dans l'information a priori, l'infor-
mation apport�ee par les observations xi est alors n�egligeable par rapport �a l'information
a priori.
Dans le cas oppos�e, une forte valeur de �2 mod�elise un a priori \vague", l'information
issue des observations devient alors pr�epond�erante par rapport �a l'information a priori.

Le param�etre �2, sp�eci�e ainsi les contributions relatives des informations a priori et des
observations �a l'estimation des param�etres �i.
Ceci est illustr�e par la �gure 3.4, o�u on �etudie la sensibilit�e des estimations �̂i aux varia-
tions des valeurs a priori de �2.
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Fig. 3.4: E�et des variations de �2 sur les estimations �̂i (�= ��)

La sensibilit�e des estimations �̂i aux variations des valeurs du param�etre � d�epend de la
valeur de �2.

Pour une faible valeur de �2, l'information a priori est pr�epond�erante par rapport aux
observations. Les estimations �̂i sont dans ce cas tr�es sensibles aux variations des valeurs
a priori de �.
Ceci est illustr�e sur la �gure 3.5 pour le jeu de donn�ees simlam1.d.

Par contre si la valeur de �2 est su�samment forte, il y aura un certain �equilibre entre
l'information a priori et les observations. Le choix de la valeur a priori de � aura dans ce
cas une faible inuence sur les estimations �̂i.



3.5 Mod�elisation exponentielle �a taux de d�efaillance markoviens 133

Ceci est illustr�e sur la �gure 3.5 pour le jeu de donn�ees simlam2.d.
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Comparaison avec les mod�eles usuels

On compare ici les estimations �̂i fournies par l'approche bay�esienne BEM aux estimations
fournies par le MPD, le mod�ele de Crow et le mod�ele de Goel-Okumoto.

L'approche BEM a �et�e utilis�ee avec des a priori log-normaux d'assez bonne qualit�e.

En e�et, même si le choix du mod�ele a priori log-normal n'est pas un choix optimal pour
les jeux de donn�ees simlam1.d et simlam2.d, le choix des valeurs a priori des param�etres
�0, � et �2 l'est. Ces valeurs ont en e�et �et�e choisies en tenant compte des vrais taux de
d�efaillance lam1 et lam2 �a partir desquelles ont �et�e simul�es simlam1.d et simlam2.d.
Ces valeurs sont :

- pour simlam1.d : �0=�1=3:00, �=��= 0:085 et �2=��2=0:001

- pour simlam2.d : �0=�1=1:04, �=��= 0:011 et �2=��2=0:013

La �gure 3.6 repr�esentant les estimations des taux de d�efaillance �i fournies par di��erents

mod�eles, ainsi que le tableau 3.2 des sommes des carr�es des erreurs relatives
Pn

i=1 [
�̂i��i

�i
]2,

con�rment que l'approche bay�esienne BEM donne d'excellents r�esultats dans le cas de
bons a priori.
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Fig. 3.6: Estimations �̂i fournies par di��erents mod�eles

BEM MPD Crow Goel-Okumoto
simlam1.d 0.13 1.92 2.98 2.48
simlam2.d 2.90 7.56 5.62 5.68

Tab. 3.2: Erreurs relatives
nX

i=1

[
�̂i � �i

�i

]2
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3.6 Conclusion

Le principal objectif des �etudes bay�esiennes en Fiabilit�e des Logiciels pr�esent�ees jusque
l�a a �et�e de trouver des estimateurs bay�esiens s'exprimant sous des formes analytiques
simples.

Cet objectif a souvent �et�e atteint en utilisant des hypoth�eses a priori trop �eloign�ees des
r�eelles connaissances a priori des experts.

On s'est e�orc�e dans ce chapitre d'utiliser des hypoth�eses aussi g�en�erales que possibles.
On a ainsi d�evelopp�e un outil bay�esien bas�e sur des hypoth�eses minimales dans le contexte
de la Fiabilit�e des Logiciels (absence d'usure) mais permettant d'int�egrer di��erents types
de connaissances a priori.

Cet outil g�en�eral peut être consid�er�e comme un outil d'aide �a la mod�elisation permettant
�a chaque utilisateur d'introduire les sp�eci�cit�es de son probl�eme �a travers le choix des
propri�et�es a priori des taux de d�efaillance �i.

Les r�esultats exp�erimentaux pr�esent�es �a la �n de ce chapitre con�rment que l'analyse
bay�esienne permet d'avoir d'excellentes estimations quand les hypoth�eses a priori sont de
bonne qualit�e.

Ces a priori de bonne qualit�e n�ecessitent une forte collaboration entre le statisticien et les
experts en g�enie logiciel.

Il reste donc �a pro�ter de telles collaborations pour confronter l'approche bay�esienne
d�ecrite dans ce chapitre aux r�ealit�es des probl�emes industriels.
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Chapitre 4

Validation et Choix de Mod�eles en

Fiabilit�e des Logiciels

On pr�esente dans ce chapitre quelques outils de validation de mod�eles de �abilit�e des
logiciels.

On commence par discuter l'utilisation des tests d'ad�equation statistiques dans le cadre
des hypoth�eses g�en�erales de la Fiabilit�e des Logiciels.

On introduit ensuite les outils math�ematiques permettant de donner une d�e�nition for-
melle du crit�ere du u-plot.
Ce crit�ere a �et�e pr�esent�e initialement par Littlewood et Verrall [67] comme un outil gra-
phique de validation des mod�eles de �abilit�e des logiciels.

On g�en�eralise ensuite les r�esultats exp�erimentaux de Downs et Scott [25] justi�ant empi-
riquement l'utilisation du crit�ere du u-plot comme un test d'ad�equation statistique.

En essayant de donner une justi�cation th�eorique �a ces r�esultats exp�erimentaux on obtient
un nouveau test \pr�equentiel" d'ad�equation �a une loi exponentielle de param�etre inconnu.

4.1 Introduction

L'abondance de mod�eles de �abilit�e des logiciels et l'absence d'un mod�ele universel
font que les praticiens se trouvent souvent confront�es �a la di�cult�e du choix du mod�ele
le plus adapt�e �a leur probl�eme.

Relativement peu de travaux ont �et�e consacr�es au probl�eme de la comparaison et du choix
de mod�eles de �abilit�e des logiciels.
On peut par exemple citer : Keiller et al [52], Iannino et al [45], Abdel-Ghaly et al [1],
Khoshgoftaar et Woodcock [54] et Downs et Scott [25].

De ces travaux ressortent quatre crit�eres principaux [45] de validation a priori. Ils per-
mettent d'�evaluer les qualit�es intrins�eques des mod�eles ind�ependamment des donn�ees ob-
serv�ees. Ces crit�eres sont :
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- La validit�e des hypoth�eses : le mod�ele consid�er�e doit être bas�e sur des hypoth�eses plau-
sibles et acceptables par les ing�enieurs logiciels.

- L'applicabilit�e : un mod�ele doit pouvoir s'utiliser dans divers circonstances et cas de
�gures : di��erents environnements op�erationnels, di��erentes �etapes du cycle de vie, etc.
Le mod�ele doit par ailleurs avoir une certaine robustesse vis �a vis des �ecarts �a ses hypo-
th�eses.

- La capabilit�e : un mod�ele doit être capable d'estimer avec une pr�ecision su�sante les
attributs utilis�es par les praticiens : MTTF, ROCOF, taux de d�efaillance, fonction de
�abilit�e, etc.

- La simplicit�e : un mod�ele doit être conceptuellement simple, ses fondements th�eoriques
doivent être accessibles aux ing�enieurs logiciels.
La collecte des donn�ees n�ecessaires �a l'estimation de ses param�etres doit être facile et peu
coûteuse. Les calculs sous-jacents doivent être facilement programmables et peu coûteux
en temps de calcul.

Ces quatre crit�eres permettent de faire une premi�ere s�election de mod�eles.

A ces crit�eres, s'ajoutent un certain nombre de crit�eres de validation a posteriori qui
permettent, au vu des donn�ees recueillies, de choisir le mod�ele le mieux adapt�e. Ces
crit�eres de validation a posteriori permettent de mesurer (cf. Kanoun [50]) :

- la qualit�e r�eplicative : c'est la capacit�e du mod�ele �a ajuster les donn�ees pass�ees. Pour
l'�evaluer on peut par exemple utiliser les tests d'ad�equation statistiques.

- la qualit�e pr�evisionnelle : c'est-�a-dire la capacit�e du mod�ele �a pr�edire les donn�ees de
d�efaillance futures.
Un certain nombre d'outils empiriques ont �et�e propos�es pour l'�evaluation de cette qualit�e
pr�evisionnelle (cf. [1]).

Les qualit�es r�eplicative et pr�evisionnelle peuvent être �evalu�ees par des outils statistiques
assez semblables. Ces outils seront d�evelopp�es dans les sections suivantes.

4.2 Tests d'ad�equation statistiques

La mesure de la qualit�e r�eplicative peut se faire par l'utilisation des tests d'ad�equation
statistiques. Ces tests permettent de juger la compatibilit�e du mod�ele consid�er�e avec les
donn�ees de d�efaillance observ�ees.

Les principales familles de tests d'ad�equation (cf. [22]) sont les tests du �2 et les tests
bas�es sur la fonction de r�epartition empirique. On ne s'int�eressera dans ce travail qu'aux
derniers.
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La plupart des tests d'ad�equation propos�es dans la litt�erature concernent le cas de mod�eles
o�u les observations x1; : : : ; xn sont issues de v.a.r. Xi i.i.d.
Or en Fiabilit�e des Logiciels, la croissance de �abilit�e implique des mod�eles o�u les v.a.r.
temps inter-d�efaillances Xi ne sont pas i.i.d.

On pr�ecise ci-dessous le cadre g�en�eral et les notations de cette section.
On rappelle ensuite quelques propri�et�es de la fonction de r�epartition empirique. Ces r�e-
sultats permettent d'introduire le test de Kolmogorov-Smirnov : test d'ad�equation �a un
mod�ele o�u les v.a.r. Xi sont i.i.d. de loi compl�etement sp�eci��ee.
On parlera ensuite de l'ad�equation �a di��erents types de mod�eles selon que les v.a.r. Xi

sont suppos�ees i.i.d. ou non, et selon que les param�etres du mod�ele sont suppos�es connus
ou inconnus.
On pr�ecisera pour chacun des cas les �eventuelles applications pour les mod�eles de �abilit�e
des logiciels.

4.2.1 Cadre g�en�eral et Notations

Hypoth�eses { On consid�ere dans toute cette section un processus al�eatoire r�eel X =
fXigi�1. On note P � sa loi de probabilit�e suppos�ee inconnue.
On suppose qu'on dispose des observations x1; : : : ; xn des n premieres v.a.r. X1; : : : ; Xn.

{

Lorsque dans le mod�ele M les v.a.r. Xi sont suppos�ees i.i.d., on note F � leur fonction de
r�epartition inconnue.

On s'int�eresse ici au test de l'ad�equation des donn�ees x1; : : : ; xn �a des mod�eles statistiques
M appartenant �a l'une des quatre familles suivantes :

� cas 0 : les v.a.r. Xi sont suppos�ees i.i.d. de fonction de r�epartition FM(:; �0) com-
pl�etement sp�eci��ee (param�etre �0 connu a priori), l'hypoth�ese nulle est alors :

H
(0)
0 � \ F � = FM(:; �0) ":

� cas 1 : les v.a.r. Xi ne sont pas i.i.d., leur loi de probabilit�e conjointe P�0 est
compl�etement sp�eci��ee (param�etre �0 connu a priori), l'hypoth�ese nulle est dans ce
cas :

H
(1)
0 � \ P � = P�0 ":

� cas2 : les v.a.r. Xi sont i.i.d., leur loi de probabilit�e FM(:; �) n'est pas compl�etement
sp�eci��ee (param�etre � inconnu), l'hypoth�ese nulle est :

H
(2)
0 � \ F � 2 fFM(:; �); � 2 �g ":

� cas3 : c'est le cas le plus g�en�eral, dans ces mod�eles les v.a.r. Xi ne sont pas i.i.d. et
le param�etre � n'est pas connu a priori. L'hypoth�ese nulle est alors :

H
(3)
0 � \ P � 2 fP�; � 2 � � IRkg ":
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Remarque { Nous nous n'int�eressons pas ici �a la puissance des tests d'ad�equation dont
l'�etude supposerait de mod�eliser �egalement une contre-hypoth�ese �a M .

Des transformations ad�equates des v.a.r. Xi peuvent ramener, comme on le d�ecrira plus
tard, le probl�eme du test des mod�eles v�eri�ant les hypoth�eses des cas 1, 2 ou 3 au probl�eme
du test d'ad�equation dans le cas 0.

Pour tester l'ad�equation �a un mod�ele v�eri�ant les hypoth�eses du cas 0 on peut utiliser le
test de Kolmogorov-Smirnov.
Ce test est bas�e sur des propri�et�es asymptotiques de la fonction de r�epartition empirique,
ces propri�et�es seront bri�evement rappel�ees ci-dessous.

4.2.2 Propri�et�es de la fonction de r�epartition empirique

Hypoth�ese { On suppose dans cette sous-section que les v.a.r. Xi sont i.i.d. de fonction
de r�epartition F � continue et inconnue.

Notations { La fonction de r�epartition empirique associ�ee aux v.a.r. X1; : : : ; Xn est
not�ee IFn :

8x 2 IR , IFn(x) =
1

n

nX
i=1

1fXi�xg

=
1

n
[ nombre des Xi � x ]

Distance entre IFn et F �

Plusieurs distances peuvent être utilis�ees pour mesurer l'�ecart entre les fonctions IFn et
F � (cf. [22] page 100).
On pr�esente ci-dessous la distance de Kolmogorov-Smirnov :

D�e�nition { 4.1 La distance de Kolmogorov-Smirnov entre les fonctions IFn et F �

est donn�ee par :
Dn = sup

x2IR
j IFn(x)� F �(x) j :

Notations { Dans la suite de ce paragraphe on utilise les notations suivantes :

1. D+
n � sup

x2IR
( IFn(x)� F �(x) ) .

2. D�
n � sup

x2IR
(F �(x)� IFn(x) ) .

3. 8i � n , Ui � F �(Xi).

4. (U�
i )i�n est la suite ordonn�ee (croissante) obtenue �a partir de l'�echantillon (Ui)i�n.
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Propri�et�es {

1. Les v.a.r. Ui sont i.i.d. de loi Unif [0; 1]

2. D+
n = maxi�n(

i

n
� U�i ) et D

�
n = maxi�n(U

�
i �

i� 1

n
)

3. Dn = max(D+
n ; D

�
n ) = max [ maxi�n(

i

n
� U�i ) , maxi�n(U

�
i �

i� 1

n
) ].

Th�eor�eme { 4.2 (Kolmogorov-Smirnov)

p
nDn

n!+1; Loi�! LKS

o�u LKS est une loi ind�ependante de F �, �a valeurs dans IR+ appel�ee loi de Kolmogorov-
Smirnov.
Sa fonction de r�epartition est donn�ee par :

8x � 0 , FKS(x) =
+1X

k=�1

(�1)ke�2k
2x2

= 1 + 2
+1X
k=1

(�1)ke�2k
2x2: (4.1)

Remarques et Notations {

1. Les quantiles de la loi de Kolmogorov-Smirnov peuvent être trouv�es dans des tables
num�eriques (cf. par exemple [86] page 466).

2. Il est facile de d�emontrer l'�egalit�e suivante :

Dn = sup
t2[0;1]

j IFu
n(t)� t j

o�u IFu
n d�esigne la fonction de r�epartition empirique associ�ee aux v.a.r. (Ui)i�n.

Le th�eor�eme de Kolmogorov-Smirnov peut être d�eduit (cf. Durbin [27]) �a partir du r�esul-
tat suivant :

Proposition { 4.3 Si pour tout entier positif n on note yn � fyn(t)gt2[0;1] le processus
d�e�ni par :

8t 2 [0; 1] , yn(t) =
p
n (IFu

n(t)� t)

alors la suite de processus (yn)n�1 converge en loi vers le pont brownien :

fyn(t)gt2[0;1] Loi�! fIB(t)gt2[0;1]
o�u fIB(t)gt2[0;1] d�esigne le pont brownien sur [0; 1].
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4.2.3 Ad�equation �a une loi compl�etement sp�eci��ee

On utilise dans cette sous-section les r�esultats pr�esent�es ci-dessus pour tester l'ad�equation
des donn�ees x1; : : : ; xn �a un mod�ele param�etrique dont le param�etre est connu a priori.
La proc�edure de test sera l�eg�erement di��erente selon que les v.a.r. Xi sont suppos�ees i:i:d:
(cas 0) ou non (cas 1).

Cas 0 : les Xi sont i.i.d. (test de Kolmogorov-Smirnov)

Hypoth�eses { On suppose dans ce paragraphe que les v.a.r. Xi sont i.i.d. de fonction
de r�epartition F � inconnue.
Le mod�ele M dont on souhaite mesurer la qualit�e r�eplicative est compl�etement sp�eci��e
par la fonction FM(:; �0) approchant F

�. Le param�etre �0 est ici suppos�e connu. {

Tester l'ad�equation des donn�ees au mod�ele pr�ec�edent revient �a tester l'hypoth�ese :

H
(0)
0 � \ F � = FM(:; �0) " contre \ F � 6= FM(:; �0) " .

Pour ce faire, on utilise le test 4.2 de Kolmogorov-Smirnov qui s'�ecrit, sous l'hypoth�ese
H

(0)
0 sous la forme suivante :

p
nDn =

p
n sup
x2IR

j IFn(x)� FM (x; �0) j n!+1;Loi�! LKS:

D�e�nition { 4.4 Le test de Kolmogorov-Smirnov permet de tester l'hypoth�ese nulle
H

(0)
0 en comparant

p
ndn (r�ealisation de la v.a.r.

p
nDn) aux quantiles de la loi de

Kolmogorov-Smirnov.
La quantit�e dn peut être calcul�ee par la formule suivante :

dn = max [ max
i�n

(
i

n
� u�i ) , max

i�n
(u�i �

i� 1

n
) ]:

o�u :

� 8i � n, ui = FM(xi; �0)

� (u�i )i�n est la suite ordonn�ee (croissante) obtenue �a partir de l'�echantillon (ui)i�n.
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Cas 1 : les Xi ne sont pas i.i.d.

Hypoth�eses { Dans les mod�eles de �abilit�e des logiciels les v.a.r. Xi ne sont, en g�en�eral,
ni ind�ependantes ni �equidistribu�ees, c'est l'hypoth�ese qu'on adopte dans ce paragraphe.
On suppose donc que l'on souhaite tester l'ad�equation des observations x1; : : : ; xn �a un
mod�ele o�u le processus fXigi�1 est de loi P�0 de param�etre �0 connu. {

Ce probl�eme se ram�ene au test de l'hypoth�ese :

H
(1)
0 � \ P � = P�0 " contre \ P � 6= P�0 " .

Le r�esultat suivant, dû �a Rosenblatt [84], permet de transformer le probl�eme pr�ec�edent
en un probl�eme d'ad�equation �a un mod�ele o�u les variables sont i.i.d. (cas 0). On pourra
alors utiliser le test de Kolmogorov-Smirnov d�ecrit ci-dessus.

Th�eor�eme { 4.5 (Rosenblatt) Soit (X1; : : : ; Xn) un vecteur al�eatoire de fonction de
r�epartition F (x1; : : : ; xn) absolument continue.

Soit TX la transformation de IRn dans IRn, qui au vecteur (x1; : : : ; xn) fait associer le
vecteur (u1; : : : ; un) d�e�ni par :

u1 = P (X1 � x1)

u2 = P (X2 � x2 j X1 = x1)

: : :

un = P (Xn � xn j X1 = x1; : : : ; Xn�1 = xn�1)

Les v.a.r. U1; : : : ; Un d�e�nies par :

(U1; : : : ; Un) = TX(X1; : : : ; Xn)

sont i.i.d. de loi Unif [0; 1].

Notations { La fonction qui �a la i�eme v.a.r. Xi associe la v.a.r. Ui, selon le sch�ema
d�ecrit ci-dessus, est not�ee :

Ui � Fi(Xi j X1; : : : ; Xi�1):

Le probl�eme du test d'ad�equation aux mod�eles du cas 1 (hypoth�ese H
(1)
0 ) se ram�ene, grâce

au th�eor�eme pr�ec�edent, au probl�eme du test de l'ad�equation de la suite :

(u1; : : : ; un) = TX(x1; : : : ; xn)

�a un �echantillon de loi Unif [0; 1].
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Si on connâ�t les expressions explicites des v.a.r. :

Ui = Fi(Xi j X1; : : : ; Xi�1)

en fonction des v.a.r. Xi, on peut alors calculer les valeurs ui et utiliser le test de
Kolmogorov-Smirnov pour tester leur uniformit�e.
On en d�eduira ainsi la qualit�e de l'ad�equation des observations x1; : : : ; xn aux mod�eles
v�eri�ant les hypoth�eses du cas 1.

Exemple : test d'ad�equation au mod�ele de Goel-Okumoto

On utilise ici l'approche d�ecrite ci-dessus pour tester l'ad�equation d'un jeu de donn�ees
x1; : : : ; xn au mod�ele de Goel-Okumoto [42].

Le mod�ele de Goel-Okumoto, pr�esent�e dans la section 1.4 est un mod�ele NHPP dont
l'intensit�e de d�efaillance est donn�ee, pour tout r�eel positif t, par :

�GO(t) = �e��t o�u � 2 IR+ et � 2 IR:

Notations {

1. On note PGO(�;�) la loi de probabilit�e du processus al�eatoire des temps inter-d�efaillances
fXigi�1 dans le mod�ele de Goel-Okumoto de param�etres � et �.

2. Rappelons que, pour tout entier positif i, on note :

Ti �
iX

j=1

Xj et ti =
iX

j=1

xj:

Dans les mod�eles NHPP, les v.a.r. Xi ne sont ni ind�ependantes ni �equidistribu�ees.
On a cependant le r�esultat suivant (cf. Snyder [93] page 59) :

Proposition { 4.6 Dans un mod�ele NHPP d'intensit�e de d�efaillance �(t), on a pour tout
entier i � 1 :

P (Xi � xi j X1 = x1; : : : ; Xi�1 = xi�1) = 1� exp[�
Z ti

ti�1
�(u)du ] :

En utilisant le th�eor�eme de Rosenblatt et la proposition pr�ec�edente, on obtient le r�esultat
suivant :
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Proposition { 4.7 Sous l'hypoth�ese :

H
(GO)
0 � \ P � 2 fPGO(�;�) , � 2 IR+ et � 2 IRg "

les v.a.r. :

Ui = exp [
�

�
(e��Ti � e��Ti�1) ]

sont i.i.d. de loi Unif [0; 1].

Le r�esultat pr�ec�edent permet de tester l'ad�equation des observations x1; : : : ; xn �a une loi
de Goel-Okumoto dont les param�etres sont connus a priori.

Remarques {

1. L'approche pr�ec�edente n'est pas sp�eci�que au mod�ele de Goel-Okumoto. On peut la
g�en�eraliser �a tout mod�ele o�u on connâ�t l'expression des fonctions :

Fi(xi j x1; : : : ; xi�1) = P (Xi � xi j X1 = x1; : : : ; Xi�1 = xi�1)

et o�u on connâ�t a priori les valeurs des param�etres.

2. En pratique on connâ�t rarement les valeurs des param�etres du mod�ele �etudi�e. Dans
ce cas il faut tester l'ad�equation �a une famille de lois et non plus �a une loi connue.

4.2.4 Ad�equation �a une famille de lois

En pratique, on est le plus souvent ramen�e �a tester l'ad�equation �a un mod�ele dont les
param�etres ne sont pas sp�eci��es.
Ceci revient �a tester l'ad�equation �a une famille de lois de probabilit�e, c'est-�a-dire �a tester
l'hypoth�ese compos�ee :

\ P � 2 fP� , � 2 � � IRkg " .

On pr�esente dans le paragraphe suivant quelques approches relatives au cas o�u les v.a.r.
Xi sont i.i.d. (cas 2).
On pr�esentera ensuite une approche due �a O'Reilly et Quesenberry [79] permettant de
traiter aussi bien le cas i.i.d. (cas 2) que le cas g�en�eral (cas 3).

Introduction : cas o�u les Xi sont i.i.d.

Hypoth�eses { Dans ce paragraphe, on suppose �a nouveau que les v.a.r. Xi sont i.i.d.
de fonction de r�epartition F � inconnue. {

On souhaite alors �etudier la qualit�e r�eplicative d'un mod�ele M sp�eci��e par la famille de
fonctions param�etriques : fFM(:; �) , � 2 �g approchant F �.
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Il faut donc tester l'hypoth�ese :

H
(2)
0 � \ F � 2 fFM(:; �); � 2 �g " contre \ F � 62 fFM(:; �); � 2 �g ":

Le test de Kolmogorov-Smirnov tel que pr�esent�e dans la d�e�nition 4.4 ne peut être utilis�e
puisqu'on ne peut calculer les quantit�es :

ui = FM(xi; �)

le param�etre � �etant inconnu.

Notation { Dans la suite de ce chapitre, �̂ d�esignera un estimateur du param�etre �.

Une premi�ere approche de test consiste �a remplacer dans la distance de Kolmogorov-
Smirnov :

Dn = sup
x2IR

j IFn(x)� FM(x; �) j

le param�etre inconnu � par son estimateur �̂(X1; : : : ; Xn). On s'int�eressera alors �a la v.a.r. :

D̂n � sup
x2IR

j IFn(x)� FM [ x; �̂(X1; : : : ; Xn) ] j :

Mais sous H
(2)
0 , la suite des v.a.r.

p
n D̂n ne converge pas forc�ement vers la loi de

Kolmogorov-Smirnov.
Rien ne garantit par ailleurs que la loi asymptotique de la suite

p
n D̂n ne d�epend pas du

param�etre inconnu �.

Dans certains cas particuliers, on peut cependant se ramener �a des v.a.r. D̂n dont la loi
asymptotique ne d�epend pas de �.

David et Johnson [23] montrent par exemple que dans le cas o�u le param�etre � est un
param�etre r�eel de position (i.e. FM (x; �) = G(x� �)), ou un param�etre d'�echelle (i.e.
FM(x; �) = G(x=�)), la suite

p
n D̂n a, sous certaines conditions sur l'estimateur �̂, une

loi asymptotique ind�ependante de �.

Les conditions de David et Johnson sont v�eri��ees par exemple quand les lois consid�er�ees
sont des lois normales ou exponentielles et quand les estimateurs utilis�es sont ceux du
maximum de vraisemblance.
Les tables des quantiles de la loi asymptotique de la suite de v.a.r.

p
n D̂n (pour les lois

normale et exponentielle) ont �et�e fournies par Lilliefors [62] et [63].

Stephens [97] propose une variante de l'approche pr�ec�edente o�u il estime le param�etre �
�a partir d'une moiti�e (choix al�eatoire) de l'�echantillon (Xi)i�n not�ee : (X�

i )i�n=2.

En utilisant les r�esultats de Durbin [27] et Rao [82], Stephens montre que la loi asympto-
tique de la suite des v.a.r. :

p
nD̂�

n �
p
n sup
x2IR

j IFn(x)� F [x; �̂(X�
1 ; : : : ; X

�
n=2) ] j
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est la loi de Kolmogorov-Smirnov. On retrouve ainsi le cas 0. Ceci permet d'utiliser les
tables standards des quantiles de la loi de Kolmogorov-Smirnov.

Une autre approche int�eressante a �et�e propos�ee par O'Reilly et Quesenberry [79].
Cette approche permet, dans le cas o�u il existe une statistique exhaustive pour le para-
m�etre �, de se ramener au cas 0 et donc, �a nouveau, au test de Kolmogorov-Smirnov.

Cette approche, d�ecrite dans la suite de cette sous-section, est bas�ee sur les transforma-
tions int�egrales de probabilit�e (PIT) (cf. [23] et [79]). Elle a l'avantage de traiter aussi
bien le cas o�u les v.a.r. Xi sont i.i.d. (cas 2) que le cas g�en�eral (cas 3).

Les transformations int�egrales de probabilit�e (PIT)

Hypoth�eses { Les v.a.r. Xi ne sont plus suppos�ees i.i.d. On se place dans la suite de
ce chapitre, sauf mention du contraire, dans le cadre g�en�eral du cas 3. {

On souhaite donc tester l'ad�equation des observations x1; : : : ; xn �a un mod�ele param�e-
trique M sp�eci��e par la structure statistique :

(IR+
IN;B(IR+

IN); PM = fP�; � 2 � � IRkg):

Ce probl�eme revient �a tester l'hypoth�ese statistique :

H
(3)
0 � \ P � 2 PM " contre son alternative \ P � 62 PM ":

O'Reilly et Quesenberry [79] sugg�erent de transformer la suite des v.a.r. (Xi)i�n en une

suite de v.a.r. ( �Ui)i�n, qui sont, sous l'hypoth�ese nulle H
(3)
0 , i.i.d. de loi Unif [0; 1]. Ce qui

permet de se ramener au test de Kolmogorov-Smirnov standard.

Avant de donner le principal r�esultat de O'Reilly et Quesenberry, on donne d'abord
quelques d�e�nitions et quelques notations.

Hypoth�ese { L'hypoth�ese principale dans l'approche de O'Reilly et Quesenberry est
l'existence d'une statistique exhaustive H, �a valeurs dans IRl, pour le param�etre � 2
� � IRk.
On notera dans la suite pour tout i � n :

Hi � H(X1; : : : ; Xi):

Notations { Sous l'hypoth�ese H
(3)
0 , la loi de probabilit�e P � du processus fXigi�1 est

�egale �a P�. Dans ce cas on note :

1. Fn(x1; : : : ; xn; �) la fonction de r�epartition du vecteur (X1; : : : ; Xn).
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2. Pour tout i � n, la fonction de r�epartition du vecteur (X1; : : : ; Xi) conditionnelle-
ment �a Hn est not�ee :

Fi(x1; : : : ; xi j Hn) � P (X1 � x1; : : : ; Xi � xi j Hn):

3. Pour i � n, la fonction de r�epartition de Xi conditionnellement �a X1; : : : ; Xi�1;Hn

est not�ee :

8xi 2 IR , Fi(xi j X1; : : : ; Xi�1;Hn) � P (Xi � xi j X1; : : : ; Xi�1;Hn):

Remarques {

1. Il est �evidemment souhaitable que H ne soit exhaustive que relativement au mod�ele
M dont on teste l'ad�equation et non relativement �a un sur-mod�ele qui incluerait
une partie de la contre-hypoth�ese.

2. La fonction Fn(x1; : : : ; xn j Hn) est l'estimateur de Rao-Blackwell de la fonction de
r�epartition Fn(x1; : : : ; xn; �).

3. L'exhaustivit�e de la statistique H fait que les fonctions :

Fi(x1; : : : ; xi j Hn) et Fi(xi j X1; : : : ; Xi�1;Hn)

ne d�ependent pas du param�etre �.

On pr�esente ci-dessus le r�esultat de O'Reilly et Quesenberry [79] permettant de se ramener
au test de l'ad�equation d'un �echantillon �a la loi Unif [0; 1] (cas 0) :

Th�eor�eme { 4.8 (O'Reilly et Quesenberry) Soit � le plus grand entier positif inf�e-
rieur ou �egal �a n tel que la fonction F�(x1; : : : ; x� j Hn) soit absolument continue.
Sous l'hypoth�ese :

H
(3)
0 � \ P � 2 fP�; � 2 � � IRkg "

les v.a.r. :

�U1 = F1(X1 j Hn)
�U2 = F2(X2 j X1;Hn)

: : :
�U� = F�(X� j X1; : : : ; X��1;Hn)

sont i.i.d. de loi Unif [0; 1].

Ces v.a.r. s'expriment en fonction des v.a.r. Xi ind�ependamment du param�etre �.
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Preuve { Une preuve d�etaill�ee de ce th�eor�eme est donn�ee dans O'Reilly et Quesenberry
[79].
Notons que l'ind�ependance et la loi Unif [0; 1] des v.a.r. �Ui sont une cons�equence directe
du th�eor�eme 4.5 de Rosenblatt.
L'utilisation de la statistique exhaustive H fait que les v.a.r. �Ui sont ind�ependantes du
param�etre inconnu �. tu

Le th�eor�eme pr�ec�edent permet, dans le cas o�u il existe une statistique exhaustive non
triviale pour �, de ramener le test de l'hypoth�ese compos�ee H

(3)
0 au test de l'hypoth�ese

simple :
\ les v.a.r. �Ui sont i.i.d. de loi Unif [0; 1] ":

Pour pouvoir tester cette hypoth�ese simple, il reste �a obtenir les expressions explicites des
v.a.r. �Ui en fonction des Xi. Ces expressions vont d�ependre du mod�ele consid�er�e.

On pr�esente ci-dessous deux exemples d'application du th�eor�eme de O'Reilly et Quesen-
berry. Le premier exemple, dû �a O'Reilly et Quesenberry (cf. [22] page 254), concerne
l'ad�equation d'un �echantillon �a une loi exponentielle.
Le deuxi�eme exemple est donn�e par Gaudoin [37], il concerne le probl�eme de l'ad�equation
au mod�ele NHPP de Crow.

Exemple 1 : test d'ad�equation �a une loi exponentielle

Hypoth�ese { Dans ce paragraphe, les v.a.r. Xi sont suppos�ees i.i.d. de fonction de
r�epartition F � inconnue. {

On souhaite tester l'ad�equation des observations x1; : : : ; xn �a une loi exponentielle, c'est-
�a-dire tester l'hypoth�ese nulle :

H
(exp)
0 � \ F � = Fexp(:; �) o�u � 2 IR+ et Fexp(x; �) = 1� e��x . "

L'estimateur de maximum de vraisemblance de � est donn�e par :

�̂n =
nPn

i=1Xi

;

et une statistique exhaustive est :

Hn =
nX
i=1

Xi:

Le th�eor�eme de O'Reilly et Quesenberry ram�ene alors le probl�eme du test de H(exp)
0 au

probl�eme du test de l'ad�equation des v.a.r. :

�Ui = Fi(Xi j X1; : : : ; Xi�1;Hn)
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�a la loi Unif [0; 1].

Les expressions des v.a.r. �Ui en fonction des Xi sont donn�ees par la proposition suivante :

Proposition { 4.9 (O'Reilly et Quesenberry) Si les v.a.r. X1; : : : ; Xn sont i.i.d de
loi Exp(�), � 2 IR+, alors, pour i = 1; : : : ; n� 1, les v.a.r. :

�Ui = Fi(Xi j X1; : : : ; Xi�1;Hn)

(4.2)

= 1�
 Pn

j=i+1XjPn
j=iXj

!n�i

sont i.i.d. de loi Unif [0; 1].

Il en d�ecoule, par des changements d'indices, que les v.a.r. :

1�
 Pi�1

j=1XjPi
j=1Xj

!i�1

, i = 2; : : : ; n

sont aussi i.i.d. de loi Unif [0; 1].

La proposition pr�ec�edente est une cons�equence directe du th�eor�eme de O'Reilly et Que-
senberry.
Le test de l'hypoth�ese compos�ee H

(exp)
0 se ram�ene ainsi au test de Kolmogorov-Smirnov.

Exemple 2 : test d'ad�equation au mod�ele de Crow

Le mod�ele de Crow, pr�esent�e dans la section 1.4 est un mod�ele NHPP dont l'intensit�e de
d�efaillance est donn�ee, pour tout t r�eel positif, par :

�Cr(t) = �� t��1 o�u � et � 2 IR�
+:

Dans ce mod�ele les v.a.r. Xi ne sont pas i.i.d.

Notation { On note PCr(�;�) la loi de probabilit�e du processus al�eatoire fXigi�1 dans
le mod�ele de Crow de param�etres � et �.

Pour tester l'ad�equation au mod�ele de Crow, on s'int�eresse au test de l'hypoth�ese :

H
(Cr)
0 � \ P � 2 fPCr(�;�) , � et � 2 IR�

+g. "

Remarques et Notations { Sous l'hypoth�ese H
(Cr)
0 on a (cf. proposition 4.6)
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1. P (Xi � xi j X1 = x1; : : : ; Xi�1 = xi�1) = 1� exp [��(t�i � t�i�1) ]:

2. Une statistique exhaustive bidimensionnelle est donn�ee par le couple :

[Tn;
nX
i=1

ln(Ti) ] o�u pour i � n , Ti �
iX

j=1

Xj:

3. Pour i � n, la fonction de r�epartition de la loi de probabilit�e de Ti, conditionnelle-
ment �a T1; : : : ; Ti�1 et �a [Tn;

Pn
j=1 ln(Tj) ] est not�ee :

8 ti 2 IR , Fi [ ti j T1; : : : ; Ti�1;Tn;
nX

j=1

ln(Tj) ]:

Gaudoin [37] utilise le th�eor�eme de O'Reilly et Quesenberry pour montrer le r�esultat
suivant :

Proposition { 4.10 (Gaudoin) Sous l'hypoth�ese H
(Cr)
0 , les v.a.r. Vi d�e�nies ci-dessous

pour i = 1; : : : ; n�2 sont i.i.d. de lois Unif [0; 1]. Leurs expressions ne d�ependent pas des
param�etres � et � :

Vi = Fi(Ti j T1; : : : ; Ti�1;Tn;
nX

j=1

ln(Tj))

=
�(Yi)

�i(Yi�1)

o�u :

� 8i � n , Yi � ln(
Tn
Ti

).

� Les fonctions � sont d�e�nies par :

�i(z) =

b 1
z

Pn�1

j=i
YjcX

k=0

Ck
n�i (�1)k

24n�1X
j=i

Yj � kz

35n�i�1

avec bxc d�esignant la partie enti�ere du r�eel x.

Le r�esultat pr�ec�edent permet donc de se ramener au test d'ad�equation �a un �echantillon
de loi Unif [0; 1].

Rappelons que l'approche de O'Reilly et Quesenberry ne peut être utilis�ee que si l'on
dispose de statistiques exhaustives non triviales. Ceci n'est pas le cas par exemple pour
le mod�ele MPD.
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Une deuxi�eme di�cult�e pour l'application de cette m�ethode est le calcul des expressions
des v.a.r. �Ui du th�eor�eme de O'Reilly et Quesenberry. Ce calcul est, comme le montre
l'exemple pr�ec�edent, souvent tr�es compliqu�e.

On pr�esente dans la section suivante une approche alternative : la m�ethode du u-plot.
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4.3 Un outil de mesure de la qualit�e pr�evisionnelle :

le \u-plot"

En Fiabilit�e des Logiciels, les mod�eles sont surtout utilis�es pour pr�edire le comporte-
ment futur du processus de d�efaillance.
Ceci donne �a la qualit�e pr�evisionnelle une grande importance dans le choix des mod�eles
de �abilit�e des logiciels.

Certains outils ont �et�e propos�es pour �evaluer cette qualit�e pr�evisionnelle. Des listes assez
exhaustives de ces outils sont donn�ees par Abdel-Ghali et al [1] et Ledoux [60].

L'un des outils les plus utilis�es est le crit�ere du u-plot initialement introduit par Littlewood
et Verrall en 1973 [67], et �etudi�e ensuite par Keiller et al [52], Abdel-Ghali et al [1] et
Downs et Scott [25].

On pr�esente ci-dessous le crit�ere du u-plot et on montre que cet outil, pr�esent�e initialement
comme un indicateur graphique de qualit�e pr�evisionnelle, peut être utilis�e dans certains
cas comme un test d'ad�equation statistique.

4.3.1 Cadre g�en�eral et approche pr�equentielle

Hypoth�eses { On se place dans le même cadre que dans la section 4.2, c'est-�a-dire
qu'on suppose que le processus fXigi�1 est de loi de probabilit�e P � inconnue. {

On s'int�eresse �a la validation du mod�ele param�etrique M sp�eci��e par la structure statis-
tique param�etrique :

(IR+
IN;B(IR+

IN); PM = fP�; � 2 � � IRkg):

On souhaite plus pr�ecis�ement �evaluer la qualit�e pr�evisionnelle du mod�ele M au vu des
observations x1; : : : ; xn du vecteur (X1; : : : ; Xn).

L'approche pr�evisionnelle consiste �a utiliser le mod�ele M et les observations x1; : : : ; xn
pour pr�edire le comportement futur du logiciel �etudi�e en pr�edisant les lois de probabilit�e
des v.a.r. Xn+1; Xn+2; etc.
Mesurer la qualit�e pr�edicitive revient �a �evaluer la qualit�e de ces pr�edictions.
Ceci peut être fait �a l'aide de l'approche pr�equentielle (pr�edictive-s�equentielle) pr�esent�ee
par Dawid [24] et d�ecrite ci-dessous.

L'approche pr�equentielle

D�e�nition { 4.11 L'approche pr�equentielle est une approche it�erative permettant
d'�evaluer la qualit�e pr�evisionnelle du mod�ele �etudi�e.
Chaque it�eration i de l'approche pr�equentielle se d�ecompose en trois �etapes :
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1. On divise les observations en deux groupes :

(x1; : : : ; xi) et (xi+1; : : : ; xn)

2. on pr�edit la loi de la v.a.r. Xi+1 au vu uniquement des observations x1; : : : ; xi

3. cette pr�ediction est ensuite �evalu�ee compte tenu de l'observation xi+1 de la v.a.r.
Xi+1.

En adoptant l'approche pr�equentielle, on proc�ede donc comme si les observations arri-
vaient de mani�ere s�equentielle, et qu'�a la i�eme it�eration on ne disposait que des observations
x1; : : : ; xi pour pr�edire la loi de probabilit�e de la v.a.r. Xi+1.

Notations { Dans la suite de cette section on note, pour tout i < n :

1. F �
i+1(: j x1; : : : ; xi) la fonction de r�epartition de la \vraie" loi de probabilit�e de la

v.a.r. Xi+1 conditionnellement �a X1 = x1; : : : ; Xi = xi :

F �
i+1(x j x1; : : : ; xi) = P �(Xi+1 � x j X1 = x1; : : : ; Xi = xi):

2. Fi+1(:; � j x1; : : : ; xi) la fonction de r�epartition de la v.a.r. Xi+1 conditionnellement
�a X1 = x1; : : : ; Xi = xi sous l'hypoth�ese \P � = P�" :

Fi+1(x; � j x1; : : : ; xi) = P�(Xi+1 � x j X1 = x1; : : : ; Xi = xi):

3. Rappelons que �̂ d�esigne un estimateur du param�etre �.

A l'it�eration i de la proc�edure pr�equentielle, la pr�ediction de la loi de Xi+1 au vu des
observations x1; : : : ; xi peut se faire en estimant la fonction de r�epartion inconnue
F �
i+1(: j x1; : : : ; xi) par :

Fi+1 [ :; �̂(x1; : : : ; xi) j x1; : : : ; xi ] : (4.3)

Remarque { On peut aussi pr�edire la loi de Xi+1 en utilisant une approche bay�esienne
o�u on consid�ere une loi de probabilit�e a priori � sur le param�etre �.
Si on note �(� j x1; : : : ; xi) la densit�e a posteriori de �, la loi de probabilit�e de Xi+1 peut
alors être pr�edite en estimant F �

i+1(: j x1; : : : ; xi) par :

F �
i+1(x j x1; : : : ; xi) '

Z
�2�

Fi+1(x; � j x1; : : : ; xi) �(� j x1; : : : ; xi) d�: (4.4)

La di�cult�e de l'�evaluation des pr�edictions pr�ec�edentes vient du fait que pour tout i � n,
on ne dispose que d'une seule observation xi+1 de la v.a.r. Xi+1.

Le crit�ere du u-plot permet de contourner cette di�cult�e en donnant une �evaluation globale
de la qualit�e des pr�edictions (4.3).
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4.3.2 Le crit�ere du u-plot

D�e�nitions et Notations

On pr�esente ci-dessous quelques notations qu'on utilisera pour d�e�nir le crit�ere du u-plot.

Notations { Soit p un entier �x�e strictement inf�erieur �a n,

1. on note (~ui)p+1�i�n les r�ealisations des v.a.r. ( ~Ui)p+1�i�n d�e�nies par :

~Up+1 = Fp+1 [Xp+1; �̂(X1; : : : ; Xp) j X1; : : : ; Xp ]

~Up+2 = Fp+2 [Xp+2; �̂(X1; : : : ; Xp+1) j X1; : : : ; Xp+1]

: : :
~Un = Fn [Xn; �̂(X1; : : : ; Xn�1) j X1; : : : ; Xn�1 ]

2. on note ~IFn;p la fonction de r�epartition empirique associ�ee aux v.a.r. ( ~Ui)p+1�i�n :

8x 2 IR , ~IFn;p(x) =
1

n� p

nX
i=p+1

1f ~Ui�xg
:

3. On note ( ~U�
i )1�i�n�p la suite ordonn�ee (croissante) obtenue �a partir de la suite de

v.a.r. ( ~Ui)p<i�n.

La qualit�e pr�evisionnelle d'un mod�ele M peut être mesur�ee par le crit�ere du u-plot d�e�ni
ci-dessous :

D�e�nition { 4.12 On appelle crit�ere du u-plot la distance de Kolmogorov-Smirnov
entre la fonction de r�epartition empirique de la suite (~ui)p+1�i�n et la fonction de r�epar-
tition de la loi Unif [0; 1].
Cette distance de Kolmogorov-Smirnov est la r�ealisation de la v.a.r. ~Dn;p donn�ee par :

~Dn;p = sup
t2[0;1]

j ~IFn;p(t)� t j

= max [ max
1�i�n�p

(
i

n� p
� ~U�

i ) , max
1�i�n�p

( ~U�
i �

i� 1

n� p
) ]

Keiller et al [52] appellent u-plot le graphe de la fonction de r�epartition empirique de la
suite (~ui)p<i�n.

Remarques {

1. Il faut bien noter l'aspect s�equentiel de l'approche u-plot, puisque les di��erents ~ui
sont calcul�es �a partir d'estimations di��erentes du param�etre �.
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2. Le choix de l'entier p est laiss�e �a l'utilisateur. On peut cependant remarquer qu'un
faible entier p engendre une mauvaise qualit�e des premi�eres estimations de � :
�̂(x1; : : : ; xp), �̂(x1; : : : ; xp+1), etc.

Ce choix d�ependra donc de la qualit�e de l'estimateur �̂.

D�e�nition { 4.13 En pratique, on remplace souvent le crit�ere u-plot associ�e �a la v.a.r.
~Dn;p par l'indice u-plot r�ealisation de la v.a.r. ~Kn;p d�e�nie par :

~Kn;p =
p
n� p ~Dn;p:

L'indice u-plot permet d'�eliminer l'e�et taille des jeux de donn�ees.

Justi�cation du crit�ere du u-plot

On montre ci-dessous que des mod�eles qui ont de bonnes qualit�es pr�evisionnelles auront
forc�ement des crit�eres u-plot de faibles valeurs.

En e�et, si le mod�ele �etudi�e a un bon pouvoir pr�edictif, les estimations (4.3) seront de
bonne qualit�e.
Les fonctions pr�edictives Fi+1 [ :; �̂(x1; : : : ; xi) j x1; : : : ; xi ] v�eri�eront alors, dans une cer-
taine mesure, les propri�et�es des fonctions F �

i+1(: j x1; : : : ; xi).

Le crit�ere du u-plot est associ�e �a la propri�et�e de Rosenblatt (cf. th�eor�eme (4.5)) que
v�eri�ent les fonctions F �

i+1(: j x1; : : : ; xi) :

Les v.a.r. Ui d�e�nies ci-dessous sont i.i.d. de loi Unif [0; 1] :

U1 = F �
1 (X1)

U2 = F �
2 (X2 j X1)

: : :

Un = F �
n(Xn j X1; : : : ; Xn�1)

Si les estimations (4.3) sont de bonne qualit�e, les v.a.r. ~Ui seront \proches" des v.a.r. Ui.
La suite (~ui)1�i�n�p sera alors \proche" d'un �echantillon de loi Unif [0; 1].

Ainsi, le mod�eleM sera valid�e si la fonction de r�epartition empirique de la suite (~ui)1�i�n�p

(i.e. le u-plot) est assez proche de la fonction de r�epartition de la loi Unif [0; 1], c'est-�a-dire
de la diagonale \y=x".
Cette proximit�e est mesur�ee par le crit�ere du u-plot qui est la distance verticale maximale
entre le u-plot et la diagonale.

Exemple { On consid�ere le jeu de donn�ees simulMPD.d simul�e �a partir du mod�ele
MPD.
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Fig. 4.1: Ad�equation des donn�ees simulMPD.d au MPD et au mod�ele de Crow

La �gure 4.1 repr�esente les u-plots du MPD et du mod�ele de Crow relatifs au jeu de
donn�ees simulMPD.d.

Il en ressort clairement que le MPD a une meilleure qualit�e pr�evisionnelle que le mod�ele
de Crow puisque les valeurs de l'indice u-plot sont ~K100;20 = 1:00 pour le MPD et ~K100;20 =
1:74 pour le mod�ele de Crow.

Remarque { Keiller et al [52] pr�ecisent que le crit�ere du u-plot est un simple indicateur
graphique. Ils mettent en garde contre son utilisation comme un test statistique.

4.3.3 Le crit�ere du u-plot vu comme un test statistique : justi-
�cations empiriques

On se pose ici la question de pouvoir utiliser le crit�ere du u-plot comme un test d'ad�e-
quation statistique. C'est-�a-dire peut-on comparer la r�ealisation ~kn;p de la v.a.r. ~Kn;p �a
certains quantiles pour rejeter ou non le mod�ele M �a un certain de seuil de signi�cation ?

Cette question est li�ee �a la d�etermination, sous l'hypoth�ese nulle :

\ P � 2 PM = fP� , � 2 � � IRkg "

de la loi de probabilit�e (asymptotique) de la v.a.r. indice u-plot ~Kn;p.
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Aucune raison ne permet de dire a priori que les v.a.r. ~Kn;p convergent en loi vers la loi
de Kolmogorov-Smirnov ou vers une autre loi ind�ependante du param�etre �.

Les r�esultats de Downs et Scott

Downs et Scott [25] montrent par des simulations, que dans les deux cas suivants :

- les v.a.r. Xi sont i.i.d. de loi exponentielle

- les v.a.r. Xi sont issues du mod�ele de Jelinski-Moranda

les lois empiriques des v.a.r. ~Kn;p (pour n et p assez �elev�es) s'approchent d'une fa�con
�etonnante de la loi de Kolmogorov-Smirnov.

Ce r�esultat semble être dû �a certaines propri�et�es de l'approche pr�equentielle.
En e�et les lois des v.a.r. pr�ec�edentes s'�ecartent clairement de la loi de Kolmogorov-
Smirnov d�es qu'on remplace l'approche pr�equentielle par une approche inf�erentielle clas-
sique o�u le param�etre � est estim�e une fois pour toutes en utilisant toutes les observations
x1; : : : ; xn.

Downs et Scott [25] �enoncent �a partir de leurs r�esultats de simulation la conjecture sui-
vante :

Conjecture { 4.14 (Downs et Scott) Il est possible dans le cas des mod�eles de �abilit�e
des logiciels d'utiliser le crit�ere du u-plot comme un test d'ad�equation statistique.
Les quantiles correspondants sont ceux de la loi de Kolmogorov-Smirnov.

Downs et Scott ne donnent cependant aucune raison th�eorique permettant d'expliquer
leurs r�esultats empiriques.

On retrouve dans les paragraphes suivants les r�esultats empiriques de Downs et Scott
(notamment le cas i.i.d. exponentiel).
On g�en�eralise ensuite ces r�esultats empiriques au MPD et au mod�ele de Crow.

On essaiera ensuite de donner une justi�cation th�eorique �a l'utilisation du crit�ere du u-plot
comme un test d'ad�equation statistique.

Recherche des lois empiriques des v.a.r. ~Kn;p

On d�ecrit dans ce paragraphe l'approche adopt�ee pour v�eri�er empiriquement la conjec-
ture 4.14 qu'on r�e�ecrit sous la forme suivante :
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Conjecture { 4.15 Pour certains mod�eles, et pour des estimateurs particuliers de �, la
suite des v.a.r. indice u-plot ~Kn;p converge en loi vers la loi de Kolmogorov-Smirnov :

~Kn;p
n!+1;Loi�! LKS:

Pour chaque mod�ele M on va v�eri�er la conjecture pr�ec�edente en simulant plusieurs jeux
de donn�ees �a partir des hypoth�eses du mod�ele consid�er�e. Ces simulations permettent
ensuite de trouver la loi empirique de la v.a.r. ~Kn;p sous l'hypoth�ese nulle \ P � 2 PM ".
Les lois empiriques ainsi obtenues sont alors compar�ees �a la loi de Kolmogorov-Smirnov.

Pour chacun des mod�eles consid�er�es, l'approche pratique qui sera adopt�ee peut se d�ecom-
poser en cinq �etapes :

1. on choisit une valeur particuli�ere �0 du param�etre �

2. on simule �a partir de la loi P�0 m jeux de donn�ees di��erents, tous de taille n :

1er jeu : x
(1)
1 ; : : : ; x(1)n

2�eme jeu : x
(2)
1 ; : : : ; x(2)n

: : :

m�eme jeu : x
(m)
1 ; : : : ; x(m)

n

3. Pour chacun de ces jeux de donn�ees on calcule la r�ealisation ~k(j)n;p de la v.a.r. ~Kn;p.

4. On trace la fonction de r�epartition empirique de la suite (~k(j)n;p)1�j�m.

Cette fonction est une estimation de la fonction de r�epartition de la loi de ~Kn;p sous
l'hypoth�ese nulle \ P � 2 PM ".

5. La fonction de r�epartition empirique trac�ee �a l'�etape 4 est compar�ee �a la fonction
de r�epartition de la loi de Kolmogorov-Smirnov.

Remarques {

1. Pour chacun des exemples qui seront trait�es ci-dessous, on trace de la même fa�con
que pour l'indice u-plot ~Kn;p, la fonction de r�epartition empirique de la variable

indice complet K̂n;p o�u le param�etre � est estim�e une fois pour toutes en utilisant
l'�echantillon complet des observations :

K̂n;p =
p
n� p max [ max

1�i�n�p
(

i

n� p
� Û�i ) , max

1�i�n�p
(Û�i �

i� 1

n� p
) ]

o�u toutes les v.a.r. Ûi s'expriment en fonction du même estimateur de � :

Pour i=p+1; : : : ; n; Ûi = Fi [Xi; �̂(X1; : : : ; Xn) j X1; : : : ; Xi�1 ]:
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2. Dans les exemples trait�es ci-dessous, et sauf mention du contraire, on prend :

n = 100, p = 20 et m = 1000:

3. Les estimateurs �̂ utilis�es sont ceux du maximum de vraisemblance.

Cas o�u les Xi sont i.i.d. de loi exponentielle

Le mod�ele consid�er�e dans ce paragraphe est sp�eci��e par l'hypoth�ese selon laquelle les v.a.r.
Xi sont i.i.d. de loi exponentielle :

8i � 1, Xi � Exp(�), � 2 IR�+:

On souhaite v�eri�er empiriquement la conjecture 4.15 qui s'exprime ici sous la forme
suivante :

Conjecture { 4.16 Si les v.a.r. Xi sont i.i.d. de loi Exp(�), on a alors :

~Kn;p
n!+1; Loi�! LKS

o�u

� la v.a.r. ~Kn;p est donn�ee par la formule suivante :

~Kn;p =
p
n� p [ sup

t2[0;1]
j 1

n� p

nX
i=p+1

1f ~Ui�tg
� t j ]

� Pour i=p+1; : : : ; n :

~Ui = Fi(Xi; �̂(X1; : : : ; Xi�1) j X1; : : : ; Xi�1)

= Fexp(Xi; �̂(X1; : : : ; Xi�1))

= 1� exp [�(i�1)XiPi�1
j=1Xj

]

En utilisant l'approche simulative d�ecrite pr�ec�edemment on obtient les fonctions de r�e-
partition empiriques repr�esent�ees sur la �gure 4.2.

Il est clair que la fonction de r�epartition empirique de l'indice u-plot ~Kn;p est tr�es proche
de la fonction de r�epartition de la loi de Kolmogorov-Smirnov. Ceci n'est plus vrai pour
l'indice complet K̂n;p.

Ce r�esultat semble par ailleurs ind�ependant de la valeur �0 �a partir de laquelle on simule
les jeux de donn�ees.

Ces r�esultats empiriques sugg�erent ainsi l'utilisation du crit�ere du u-plot comme un test
d'ad�equation statistique �a un mod�ele o�u les v.a.r. Xi sont i.i.d. de loi exponentielle.
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Fig. 4.2: Loi empirique de l'indice u-plot ~Kn;p sous l'hypoth�ese H
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Fig. 4.3: Loi empirique de l'indice u-plot ~Kn;p pour un �echantillon gaussien
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Remarque { Comme le montre la �gure 4.3, la conjecture 4.16 est fausse dans le cas
de v.a.r. Xi i.i.d. de loi gaussienne N (m; �2).

Cas du mod�ele MPD

Rappelons que dans le mod�ele MPD de param�etres � 2 IR+ et � 2 IR on a l'hypoth�ese
suivante :

\X1; X2; : : : sont des v.a.r. ind�ependantes de lois :

Xi � Exp(�e��(i�1)) "

HMPD

Remarques { Rappelons aussi que :

1. sous les hypoth�eses du MPD on a pour tout entier i et pour tout x 2 IR+ :

Fi+1(x;�; � j x1; : : : ; xi) = 1� exp [��e��(i�1) x ]: (4.5)

2. Les estimateurs de maximum de vraisemblance des param�etres � et �, not�es respec-
tivement �̂n et �̂n v�eri�ent les �equations :

8>>><>>>:
�̂n =

nPn
i=1 e

��̂n(i�1)Xi

Pn
i=1(n�2i+1) e��̂n(i�1)Xi = 0

Pour justi�er empiriquement l'utilisation du crit�ere u-plot comme un test d'ad�equation
statistique au mod�ele MPD, il faut v�eri�er la conjecture suivante :

Conjecture { 4.17 Sous les hypoth�eses du MPD on a :

~Kn;p
n!+1; Loi�! LKS

o�u

� la v.a.r. ~Kn;p est donn�ee par la formule suivante :

~Kn;p =
p
n�p

24 sup
t2[0;1]

j 1

n� p

nX
i=p+1

1f ~Ui�tg
� t j

35
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Fig. 4.4: Loi empirique de l'indice u-plot ~Kn;p sous les hypoth�eses du MPD .

� Pour i=p+1; : : : ; n :

~Ui = Fi [Xi; �̂(X1; : : : ; Xi�1); �̂(X1; : : : ; Xi�1) j X1; : : : ; Xi�1 ]

= 1� exp
h
�̂(X1; : : : ; Xi�1) exp [�(i�1) �̂(X1; : : : ; Xi�1) ]Xi

i
:

On utilise �a nouveau l'approche simulative d�ecrite pr�ec�edemment pour obtenir la fonction
de r�epartition empirique de la v.a.r. indice u-plot ~Kn;p sous les hypoth�eses du MPD. Cette
fonction est repr�esent�ee sur la �gure 4.4.

Sous les hypoth�eses du MPD, la loi empirique de la v.a.r. ~Kn;p s'approche donc de la loi
de Kolmogorov-Smirnov.

Cas du mod�ele Crow

Les r�esultats empiriques pr�esent�es dans les deux exemples pr�ec�edents restent vrais dans
le cas du mod�ele de Crow.

Remarques {

1. Rappelons que le mod�ele de Crow est un mod�ele NHPP d'intensit�e de d�efaillance
donn�ee pour tout r�eel positif t par :

�Cr(t) = �� t��1 o�u � et � 2 IR�
+:
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2. Les estimateurs du maximum de vraisemblance des param�etres � et � not�es respec-
tivement �̂n et �̂n sont :

�̂n � �̂(X1; : : : ; Xn) =
n

T �̂n
n

et �̂n � �̂(X1; : : : ; Xn) =
nPn

i ln(Tn=Ti)
:

3. D'apr�es la proposition 4.6 on a, sous l'hypoth�ese H
(Cr)
0 , pour tout entier i � n :

8x 2 IR+, Fi(x;�; � j x1; : : : ; xi�1) = 1� exp [��(ti + x)� + �t�i ]:
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Fig. 4.5: Loi empirique de l'indice u-plot ~Kn;p sous les hypoth�eses du mod�ele de Crow.

L'utilisation du crit�ere du u-plot comme un test d'ad�equation statistique au mod�ele de
Crow est justi��ee par la conjecture suivante :

Conjecture { 4.18 Sous l'hypoth�ese H
(Cr)
0 du mod�ele de Crow on a :

~Kn;p
n!+1; Loi�! LKS

o�u

� la v.a.r. ~Kn;p est donn�ee par la formule suivante :

~Kn;p =
p
n� p [ sup

t2[0;1]
j 1

n� p

nX
i=p+1

1f ~Ui�tg
� t j ]
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� Pour i=p+1; : : : ; n :

~Ui = Fi [Xi; �̂(X1; : : : ; Xi�1); �̂(X1; : : : ; Xi�1) j X1; : : : ; Xi�1 ]

= 1� exp(��̂i�1T
�̂i�1

i + �̂i�1T
�̂i�1

i�1 ):

Une justi�cation empirique de la conjecture pr�ec�edente vient du fait que la fonction de
r�epartition empirique de la v.a.r. ~Kn;p, repr�esent�ee sur la �gure 4.5, est tr�es proche de la
fonction de r�epartition de la loi de Kolmogorov-Smirnov.
Ceci n'est plus vrai pour l'indice complet K̂n;p o�u l'approche pr�equentielle est remplac�ee
par une approche inf�erentielle classique.

4.3.4 Un test pr�equentiel d'ad�equation �a la loi exponentielle

On donne dans cette sous-section une explication th�eorique aux r�esultats empiriques pr�e-
sent�es pr�ec�edemment dans le cas o�u les v.a.r. Xi sont i.i.d. de loi exponentielle.

Le premier int�erêt des r�esultats th�eoriques pr�esent�es ci-dessous provient du fait qu'ils
repr�esentent une premi�ere �etape de l'�etude th�eorique des propri�et�es du crit�ere du u-plot.

Ces r�esultats th�eoriques fournissent par ailleurs un nouveau test d'ad�equation �a une loi
exponentielle de param�etre inconnu. Dans ce test, qu'on peut appeler test d'ad�equation
pr�equentiel, on utilise l'approche pr�equentielle pour se ramener �a un test de Kolmogorov-
Smirnov standard.

Hypoth�ese { Dans ce paragraphe, les v.a.r. Xi sont suppos�ees i.i.d. de fonction de
r�epartition F � inconnue. {

On souhaite tester l'ad�equation des observations x1; : : : ; xn �a une loi exponentielle, c'est-
�a-dire tester l'hypoth�ese nulle :

H
(exp)
0 � \ F � = Fexp(:; �) o�u � 2 IR+ et Fexp(x; �) = 1� e��x . "

Le test d'ad�equation pr�equentiel est bas�e sur le th�eor�eme suivant qui d�emontre la conjec-
ture 4.16 :

Th�eor�eme { 4.19 Sous l'hypoth�ese H
(exp)
0 , la suite de v.a.r. ~Kn;1 d�e�nies ci-dessous

converge en loi vers la loi de Kolmogorov-Smirnov :

~Kn;1
n!+1;Loi�! LKS

o�u :

� les v.a.r. ~Kn;1 sont donn�ees par la formule suivante :

~Kn;1 =
p
n�1

"
sup
t2[0;1]

j 1

n� 1

nX
i=2

1f ~Ui�tg
� t j

#
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� Pour i=2; : : : ; n les variables ~Ui sont obtenues par une approche pr�equentielle :

~Ui = Fexp [Xi; �̂(X1; : : : ; Xi�1) ]

= 1� exp

"
�(i�1)XiPi�1

j=1Xj

#

Le r�esultat pr�ec�edent permet de d�e�nir un nouveau test d'ad�equation �a la loi exponentielle
de param�etre inconnu :

D�e�nition { 4.20 Le test d'ad�equation pr�equentiel consiste �a tester l'hypoth�ese
H

(exp)
0 en comparant la valeur ~kn;1 aux quantiles de la loi de Kolmogorov-Smirnov.

~kn;1 �etant la r�ealisation de la v.a.r. indice u-plot ~Kn;1 associ�ee aux observations x1; : : : ; xn

des v.a.r. X1; : : : ; Xn.

Remarque { Le param�etre p du crit�ere u-plot (cf. sous-section 4.3.2) est choisi ici �egal
�a un. Tous les r�esultats �enonc�es dans cette sous-section restent vrais (en rempla�cant ~kn;1
par ~kn;p) pour un entier p �x�e strictement inf�erieur �a n.

La d�emonstration du th�eor�eme 4.19 sera faite en trois �etapes :

- Etape 1 : On donne quelques propri�et�es des v.a.r. ~Ui d�e�nies au th�eor�eme 4.19.

On montre notamment que ces v.a.r. sont ind�ependantes mais non identiquement
distribu�ees, et que la suite ( ~U)i�2 converge en loi vers la loi Unif [0; 1].

- Etape 2 : On pr�esente un th�eor�eme dû �a Shorack [88] donnant des conditions de
convergence en loi de processus empiriques obtenus �a partir d'une suite de v.a.r.
ind�ependantes mais non identiquement distribu�ees.

- Etape 3 : On utilise en�n les r�esultats �enonc�es dans les deux �etapes pr�ec�edentes
pour prouver le th�eor�eme 4.19.

Ces trois �etapes sont d�etaill�ees ci-dessous.

Etape 1 : Propri�et�es des v.a.r. ~Ui

On s'int�eresse ici aux propri�et�es des v.a.r. ~Ui d�e�nies au th�eor�eme 4.19.
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Proposition { 4.21 Si les v.a.r. X1; : : : ; Xn sont i.i.d de loi Exp(�), � 2 IR+, alors,
pour i = 2; : : : ; n, les v.a.r. :

~Ui = 1� exp

"
�(i�1)XiPi�1

j=1Xj

#

sont des v.a.r. ind�ependantes.

Preuve { La proposition 4.9 permet de montrer l'ind�ependance des v.a.r. :Pi�1
j=1XjPi
j=1Xj

, pour i = 2; : : : ; n

on en d�eduit l'ind�ependance des v.a.r.

Pi
j=1XjPi�1
j=1Xj

, et par cons�equent celle des v.a.r.
XiPi�1
j=1Xj

.

D'o�u le r�esultat �enonc�e.
tu

Proposition { 4.22 Les lois de probabilit�e des v.a.r. ~U2; : : : ; ~Un d�e�nies ci-dessus sont
donn�ees par leurs fonctions de r�epartition not�ees F ~Ui

qui s'�ecrivent pour i = 2; : : : ; n
F ~Ui

(1) = 1 et pour tout u 2 [0; 1[ :

F ~Ui
(u) � P ( ~Ui � u) = 1�

"
1� ln(1�u)

i�1

#�(i�1)
: (4.6)

Preuve { Pour i=2; : : : ; n et pour u 2 [0; 1[ on a :

P ( ~Ui � u) = P

"
1� exp [�(i�1)XiPi�1

j=1Xj

] � u

#

= P

"
XiPi�1
j=1Xj

� � ln(1� u)

i� 1

#
(4.7)

or, pour i=2; : : : ; n on a :

Xi � Exp(�) � Gamma(1; �) et
i�1X
j=1

Xj � Gamma(i � 1; �)

le rapport
XiPi�1
j=1Xj

est donc une v.a.r de loi Beta(1; i� 1) de fonction de r�epartition :

8x 2 IR+, FBeta(1;i�1)(x) = 1� (1 + x)�(i�1):
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En utilisant le r�esultat pr�ec�edent dans l'�equation (4.7) on obtient le r�esultat �enonc�e. tu

Corollaire { 1 La suite des v.a.r ~Ui converge en loi vers la loi Unif [0; 1]. On a en e�et :

8u 2 [0; 1]; F ~Ui
(u)

i!+1�! u: (4.8)

Etape 2 : Th�eor�eme de Shorack

Le r�esultat �enonc�e ci-dessous a �et�e pr�esent�e par Shorack [88] :

Th�eor�eme { 4.23 (Shorack) Soient U1; : : : ; Un des v.a.r. ind�ependantes de fonctions
de r�epartition respectives G1; : : : ; Gn concentr�ees sur [0; 1].
On note :

� Wn la suite de processus al�eatoires d�e�nie pour t 2 [0; 1] par :

Wn(t) =
1p
n

nX
i=1

[ 1fUi�tg �Gi(t) ]

� �n la fonction de covariance du processus Wn, d�e�nie pour s et t dans [0; 1] par :

�n(s; t) = Cov [Wn(s);Wn(t) ]

=
1

n

nX
i=1

[Gi(min(s; t))�Gi(s)Gi(t)] :

� �Gn la suite de fonctions d�e�nies sur [0; 1] par :

�Gn(t) =
1

n

nX
i=1

Gi(t)

Si il existe deux fonctions r�eelles �G (continue) et � d�e�nies respectivement sur [0; 1] et
[0; 1]� [0; 1] telles que :

1. Pour tout t 2 [0; 1] on ait :
�Gn(t)

n!+1�! �G(t)

2. Pour tout s et t 2 [0; 1] on ait :

�n(s; t)
n!+1�! �(s; t)

Alors il existe un processus al�eatoire gaussien W �a trajectoire sur [0; 1], de moyenne nulle
et de fonction de covariance � tel que :

Wn
n!+1;Loi�! W:



4.3 Un outil de mesure de la qualit�e pr�evisionnelle : le \u-plot" 169

Etape 3 : Preuve du th�eor�eme 4.19

Pour d�emontrer le th�eor�eme 4.19 demontrons d'abord la proposition suivante :

Proposition { 4.24 En reprenant les notations du th�eor�eme 4.19 on d�e�nit la suite des
processus al�eatoires ~yn � f~yn(t)gt2[0;1] par :

8n > 1, 8t 2 [0; 1], ~yn(t) =
p
n�1 [ ~IFn;1(t)� t ]

o�u 8n > 1, la fonction ~IFn;1 est d�e�nie sur [0; 1] par :

~IFn;1(t) =
1

n�1

nX
i=2

1f ~Ui�tg:

Sous l'hypoth�ese H
(exp)
0 , la suite des processus ~yn converge en loi vers le pont brownien :

f~yn(t)gt2[0;1] Loi�! fIB(t)gt2[0;1]:

Preuve { Pour d�emontrer la proposition 4.24 on �ecrit le processus ~yn sous la forme
suivante :

pour n > 1 et pour t 2 [0; 1] :

~yn(t) =
p
n�1 [

1

n�1
(

nX
i=2

1f ~Ui�tg)� t ]

=
1p
n�1

nX
i=2

[ 1f ~Ui�tg � F ~Ui
(t) ] +

p
n�1 [ �Fn(t)� t ]

on a ainsi :
8t 2 [0; 1] , ~yn(t) = ~Wn(t) + dn(t)

o�u :

� ~Wn est une suite de processus al�eatoires d�e�nis pour tout r�eel t 2 [0; 1] par :

~Wn(t) =
1p
n�1

nX
i=2

[ 1f ~Ui�tg � F ~Ui
(t) ]

� dn est une suite de fonctions d�eterministes d�e�nies sur [0; 1] par :

dn(t) =
p
n�1 [ �Fn(t)� t ]

o�u :

8t 2 [0; 1] , �Fn(t) =
1

n�1

nX
i=2

F ~Ui
(t):
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Par ailleurs :

- les processus ~Wn ont la même forme que les processus Wn du th�eor�eme 4.23

- la condition 1 du th�eor�eme 4.23 est ici v�eri��ee puisqu'on a pour tout t dans [0; 1] :

�Fn(t)
n!+1�! t;

ce r�esultat est obtenu �a partir du corollaire 1 de la proposition 4.22 en utilisant la
convergence au sens de C�esaro.

- la condition 2 du th�eor�eme 4.23 est aussi v�eri��ee puisqu'on a pour tout s et t dans
[0; 1] :

Cov [ ~Wn(s); ~Wn(t) ] =
1

n�1

nX
i=2

[F ~Ui
(min(s; t))� F ~Ui

(s)F ~Ui
(t) ]

et par cons�equent :

Cov [ ~Wn(s); ~Wn(t) ]
n!+1�! min(s; t)� st:

On peut donc utiliser le th�eor�eme 4.23 pour conclure la convergence en loi de la suite de
processus ~Wn vers le pont brownien :

f ~Wn(t)gt2[0;1] Loi�! fIB(t)gt2[0;1]:

Pour �nir la preuve de la proposition 4.24, on utilise le lemme suivant, d�emontr�e dans
l'annexe A :

Lemme { 4.25 La suite de fonctions (dn)n�2 d�e�nies par :

8t 2 [0; 1] , dn(t) =
p
n�1

"
1

n�1
(

nX
i=2

F ~Ui
(t))� t

#

o�u pour tout i � 2 :

F ~Ui
(t) = 1�

"
1� ln(1�t)

i�1

#�(i�1)
pour t 2 [0; 1[ et F ~Ui

(1) = 1:

converge simplement vers la fonction nulle :

8t 2 [0; 1], dn(t)
n!+1�! 0:



4.4 Conclusions 171

On en d�eduit la convergence en loi de la suite ~yn vers le pont brownien. tu

On termine la preuve du th�eor�eme 4.19 en utilisant le r�esultat suivant (cf. par exemple
Billingsley [9] page 105) :

sup
t2[0;1]

j IB(t) j � LKS:

Comme la fonction \sup" est continue sur l'espace D des fonctions cad-lag d�e�nies sur
[0; 1] muni de la m�etrique d de Skorokhod (cf. Durbin [27] page 18), la propri�et�e de
Billingsley ([9] page 30) permet de passer des r�esultats :8>>><>>>:

sup
t2[0;1]

j IB(t) j � LKS

f~yn(t)gt2[0;1]
Loi�! fIB(t)gt2[0;1]

au r�esultat suivant :
~Kn;1 = sup

t2[0;1]
j ~yn(t) j Loi�! LKS;

ceci termine la preuve du th�eor�eme 4.19.
tu

4.4 Conclusions

On peut trouver dans la litt�erature d'autres outils g�en�eraux de validation et de choix
de mod�eles de �abilit�e des logiciels.

Citons par exemple :

- le crit�ere de vraisemblance pr�equentielle propos�e par Dawid [24] et utilis�e en Fiabilit�e
des Logiciels par Abdel-Ghaly et al [1],

- le crit�ere AIC d'Akaike [3] dont l'utilisation en Fiabilit�e des Logiciels a �et�e propos�ee
par Khoshgoftaar et Woodcock [54],

- le crit�ere du y-plot propos�e par Keiller et al [52]

- ainsi que le u-plot g�en�eralis�e de Downs et Scott [25].

L'avantage du crit�ere du u-plot provient de la possibilit�e de son utilisation comme un test
d'ad�equation statistique.

Ce r�esultat a �et�e justi��e exp�erimentalement pour un certain nombre de mod�eles : cas i.i.d.
de loi exponentielle, le mod�ele de Jelinski-Moranda, le MPD et le mod�ele de Crow.
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L'�etude des propri�et�es th�eoriques du crit�ere u-plot dans le cas i.i.d. exponentiel nous a
permis d'introduire un nouveau test d'ad�equation �a une loi exponentielle de param�etre
inconnu.

Il reste donc �a �etudier les propri�et�es th�eoriques (notamment les lois asymptotiques) du
crit�ere du u-plot sous les hypoth�eses des mod�eles usuels en Fiabilit�e des Logiciels.

Ceci permettrait de donner des tests d'ad�equation pr�equentiels permettant de valider les
di��erents mod�eles usuels.



Conclusion

Nous avons �etudi�e dans ce travail di��erents outils statistiques permettant de construire
et de valider des mod�eles d'�evaluation de la �abilit�e des logiciels.

Les r�esultats pr�esent�es ont des objectifs et des int�erêts divers. Certains sont d'ordre m�e-
thodologique, ils apportent une contribution �a la pratique de la Fiabilit�e des Logiciels.
D'autres ont plutôt un aspect th�eorique et constituent une contribution �a la th�eorie sta-
tistique de l'analyse des dur�ees de vie.

Ce travail apporte �a l'ing�enieur informaticien des outils lui permettant de mieux ex-
ploiter la grande quantit�e d'informations g�en�eralement recueillie en p�eriode de tests et
de validation des logiciels. La pertinence de ces outils sera con�rm�ee, nous l'esp�erons, �a
l'occasion de futures collaborations avec des constructeurs informatiques.

Ce travail comporte aussi quelques contributions �a un domaine f�econd de la statistique
appliqu�ee.

La th�eorie des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es nous a permis d'abord de trouver de nouvelles
propri�et�es de certains mod�eles usuels. Elle nous a permis ensuite de pr�esenter deux ap-
proches, l'une param�etrique, l'autre non param�etrique, uni�ant tous les �el�ements de la
classe des mod�eles ND.

L'approche bay�esienne, associ�ee au principe du maximum d'entropie et aux algorithmes de
simulation stochastiques, nous a permis de fournir une approche globale de mod�elisation
et d'�evaluation de la �abilit�e des logiciels.

Le probl�eme de la validation de mod�eles est sans doute le domaine de recherche le plus
ouvert et le plus attrayant en Fiabilit�e des Logiciels.

Nous avons commenc�e par y apporter certaines r�eponses dans des cas particuliers. Plu-
sieurs axes de recherche m�eriteraient d'être poursuivis.
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Nous pensons notamment �a la g�en�eralisation du test pr�equentiel �a un plus grand nombre
de mod�eles.

Une autre direction int�eressante de recherche, introduite par Laprie et Kanoun [58],
consiste �a �etudier les possibilit�es de combiner les estimations de la �abilit�e des logiciels
avec celles de la �abilit�e des composants mat�eriels pour l'�evaluation de la �abilit�e (voire
la disponibilit�e) globale des syst�emes informatis�es.

Il est clair que l'importance de la Fiabilit�e des Logiciels, en tant que discipline scien-
ti�que, ne cessera d'augmenter.

A cela plusieurs raisons :

- la concurrence croissante entre les constructeurs informatiques,

- la prise de conscience de plus en plus grande, par les utilisateurs, de l'aspect �abilit�e,

- l'�emergence des \contrats �abilit�e" obligeant le constructeur �a d�edommager l'utili-
sateur en cas de d�efaillances nombreuses,

- la pr�edominance de plus en plus a�rm�ee des d�efaillances dues aux fautes de concep-
tion par rapport aux d�efaillances mat�erielles.

Ces facteurs donneront dans le futur une plus grande importance �a l'�evaluation de la
�abilit�e des syst�emes am�eliorables.

Les outils statistiques pr�esent�es dans ce travail apportent, nous l'esp�erons, une modeste
contribution �a cette discipline.
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Lemme { 4.25 La suite de fonctions (dn)n�2 d�e�nies par :

8t 2 [0; 1] , dn(t) =
p
n�1 [

1

n�1
(
nX
i=2

F ~Ui
(t))� t ]

o�u pour tout i � 2 :

F ~Ui
(t) = 1�

"
1� ln(1�t)

i�1

#�(i�1)
pour t 2 [0; 1[ et F ~Ui

(1) = 1:

converge simplement vers la fonction nulle :

8t 2 [0; 1], dn(t)
n!+1�! 0:

Preuve { En faisant le changement de variable u= ln(1�t), et en d�e�nissant la suite
de fonctions (cn)n�1 d�e�nies sur IR� par :

8n � 1 , 8u � 0 cn(u) = �dn+1(1� eu)

=
1p
n

nX
i=1

�
(1� u

i
)�i � eu

�

on d�emontre le r�esultat du lemme pr�ec�edent en d�emontrant que :

8u � 0, cn(u)
n!+1�! 0:

Pour ce faire, on �ecrit : �
1� u

i

��i
� eu =

u2

i
eu + o(

1

i
)

on en d�eduit que si a est un r�eel strictement positif, il existe un entier n0 tel que pour
tout i � n0 on a : �

1� u

i

��i
� eu � 1

i
(u2eu + a):

On peut ainsi �ecrire :

cn(u) =

"
1p
n

n0�1X
i=1

�
1� u

i

��i
� eu

#
+

24 1p
n

nX
i=n0

�
1� u

i

��i
� eu

35
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avec :

1p
n

n0�1X
i=1

�
1� u

i

��i
� eu

n!+1�! 0

et :

1p
n

nX
i=n0

�
1� u

i

��i
� eu � 1p

n
(u2eu + a)

nX
i=1

1

i

� 1p
n
(u2eu + a)

�
1 +

Z n

1

1

x
dx
�

� 1p
n
(u2eu + a) [ 1 + ln(n) ] :

Comme on a :

8u � 0, 8i 2 IN�, 0 �
�
1� u

i

��i
� eu

on conclut en�n que :

8u � 0, cn(u)
n!+1�! 0

d'o�u la preuve du lemme 4.25. tu

t

dn
(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.
2

-0.
1

0.0
0.1

0.2
0.3

n=10.000

n=1000

n=100

n=10

Les fonctions dn(t)

Fig. 4.6: Les fonctions dn pour n = 10; 100; 1000 et n = 10:000.
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On donne ci-dessous 6 jeux de donn�ees repr�esentants des temps inter-d�efaillances. Les
5 premiers jeux repr�esentent des donn�ees r�eelles collect�ees sur des logiciels en phase de
test (cf. [75] et [36]). Le sixi�eme jeu (Crow1) repr�esente des donn�ees simul�ees �a partir du
mod�ele de Crow.

Les donn�ees sont �a lire par colonnes.

Cisi1 - n = 169

20 63 16 2 11 97 316 50
32 20 3 1 13 2 76 161
14 1 5 7 9 55 25 76
40 39 1 19 79 825 32 309
40 13 39 10 2 108 39 147
43 10 1 1 9 44 51 176
42 8 1 2 47 8 198 135
22 38 29 2 54 11 291 76
33 4 12 1 49 7 279 150
23 11 28 13 2 82 159 86
6 9 39 66 10 2 150 97
8 149 5 95 9 2 125 144
9 19 19 37 440 2 69 465
5 3 12 17 101 77 356 187
40 18 30 6 24 92 109 163
69 26 1 83 71 98 26
14 38 15 15 57 119 30
73 53 8 59 1 133 29
14 2 4 33 12 154 397
31 11 17 31 19 38 81
50 1 1 21 7 163 71
28 4 12 14 2 119 805
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Musa1 - n = 136

3 120 227 21 529 860 108 22
30 26 65 233 379 983 1 75
113 114 476 134 44 707 3109 482
81 325 58 357 129 33 1247 5509
115 55 457 193 810 868 943 100
9 242 300 236 290 724 700 10
2 68 97 31 300 2323 875 1071
91 422 263 369 529 2930 245 371
112 180 452 748 281 1461 729 790
15 10 255 1 160 843 4897 6150
138 1146 197 231 828 12 447 3321
50 600 193 330 1011 261 386 1045
77 15 6 365 445 1800 446 648
24 36 79 1222 296 865 122 5485
108 4 816 543 1755 1435 990 1160
88 1 1351 10 1064 30 948 1864
670 7 148 16 1783 143 1082 4116

Musa 3 - n = 38

115 50 15 10571
1 71 390 563
82 606 1863 2770
178 1189 1337 652
194 40 4508 5593
136 788 834 11696
1077 222 3400 6724
15 72 6 2546
15 615 4561
92 589 3186
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Musa 6 - n = 73

3 4 12 23 43 3 5 4
14 1 36 1 1 169 36 437
59 30 38 672 4 29 74 66
32 21 1 189 5 88 40
8 196 74 83 1 55 2
52 265 43 520 160 27 86
2 6 236 8 70 24 221
25 3 121 1 60 27 6
2 8 18 41 2 140 891
3 1 9 70 2 33 23

Musa 14 c - n = 36

191520 15420 250680 228315 545280 1563300
2078820 60000 2965 51480 256980 513000
514560 140160 196 44820 396780 177660
1140 937620 65173 850080 91260 2469000
3120 72240 2370 361860 1225620 1678260
327480 737700 1581 39300 120 170760

Crow 1 - n = 100

33 17 1049 1137 1369 3061 1118 4406 1216 5153
10 1153 303 1544 191 170 8 3333 292 7198
267 137 571 2045 214 5193 2049 399 1682 4074
75 56 1416 2466 811 1047 1243 1339 339 572
67 2025 740 539 544 919 896 1378 6970 489
580 790 231 480 457 4220 3279 1441 3306 195
151 267 96 332 144 360 3318 1219 513 236
19 421 415 493 1079 5869 3470 1565 1011 3360
89 635 112 130 1251 851 75 2950 3693 2778
2 103 1491 1236 2324 1030 2182 554 933 957
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