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Grenoble I, spe´cialitéInformatique (arreˆtés ministe´riels du 5 juillet 1984 et du 30 mars
1992), soutenue le 5 mars 1996.

Composition du jury :
Jacques VOIRON, professeur a` l’UniversitéJoseph Fourier, pre´sident ;
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Résumé

Nous présentons ici plusieurs ame´liorations d’un algorithme de mode´lisation
de l’éclairage, la me´thode de radiosite´. Pour commencer, une analyse de´taillée de
la méthode de radiosite´ hiérarchique permet de souligner ses points faibles et de
mettre en e´vidence deux ame´liorations simples : une e´valuation paresseuse des
interactions entre les objets, et un nouveau crite`re de raffinement qui e´limine en
grande partie les raffinements inutiles.Un bref rappel des proprie´tés des fonctions
de plusieurs variables et de leurs de´rivées suit, qui permet d’abord de déduire une
réécriture de l’expression de la radiosité, d’ou` un calcul nume´rique plus pre´cis.
Les méthodes d’estimation de l’erreur produite au cours du processus de mode´li-
sation de la lumie`re sont introduites. Nous voyons alors comment les proprie´tés
de concavite´ de la fonction de radiosité permettent – graˆce au calcul des de´rivées
successives de la radiosite´ – un contrôle complet de l’erreur commise dans la mo-
délisation des interactions entre les objets, et donc un encadrement pre´cis de la
radiosité. Nous présentons un crite`re de raffinement base´ sur cette mode´lisation
des interactions, et un algorithme complet de radiosite´ hiérarchique inte´grant ce
critère de raffinement, et donc permettant un controˆle de l’erreur commise sur la
radiosité au cours de la résolution. Finalement, nous présentons les méthodes de
calcul pratique des de´rivées successives de la radiosité (gradient et Hessien) dans
le cas d’un émetteur constant sans obstacles tout d’abord, puis dans le cas d’un
émetteur constant en pre´sence d’obstacles et dans le cas d’un e´metteur sur lequel
la radiositévarie de fac¸on linéaire.

Mots clef : Images de synthèse, simulation physique, radiosité, radiosite´ hiérar-
chique, analyse d’algorithmes, facteurs de forme, controˆle de l’erreur, de´rivées de
la radiosité, visibilite´, évaluation paresseuse, fonctions de base d’ordre supe´rieur.

Abstract

We introduce several improvements to the hierarchical radiosity method.
First, a complete analysis of a specific implementation of the hierarchical radios-
ity method allows to point out its bottlenecks. Based on this analysis, we suggest
two simple improvements: a lazy evaluation of top-level interactions, and a new
refinement criterion, that greatly reduces the number of interactions, without loss
of precision. A brief introduction to the properties of functions of several vari-
ables and their derivatives follows, which allows a rewriting of the expression of
radiosity, and hence a better numerical approximation. Methods for the estima-
tion of the error produced during the radiosity computations are analysed. We
then introduce the concavity properties of the radiosity function that, combined
with an exact computationof the radiosityderivatives, allow a complete control of
the error on the interactions between patches, and hence a precise minoration and
majoration of the radiosity on all the patches. We introduce a new refinement cri-
terion based on this modelling of interactions, and a complete hierarchical radios-
ity algorithm using this refinement criterion. The last part of the thesis is devoted
to practical computations of the radiosity derivatives (gradient and Hessian), first
for a constant emitter with total visibility, then for a constant emitter with partial
visibility and for an emitter with linear radiosity.

Keywords: Computer Graphics, Image Synthesis, Physical Simulation, Radios-
ity, Hierarchical Radiosity, Form-Factor Computation, Error Control, Radiosity
Derivatives, Profiling, Visibility, Lazy Linking, Higher Order Basis Functions.
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3.5 Évaluation paresseuse des interactions entre polygones de haut niveau: 43
3.6 Raffinement excessif: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47
3.7 Résultats : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 49

B Le contrôle de l’erreur en radiosité hiérarchique 55
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de facettes.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 32
2.5 Radiosite´ hiérarchique : les interactions entre les objets.: : : : : : : : 33

3.1 Les temps relatifs de chaque e´tape.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : 39
3.2 Les pertes relatives d’e´nergieEET =ET . : : : : : : : : : : : : : : : : : 42
3.3 Proportion des liens pour lesquelsBF ne dépasse pasε. : : : : : : : : 43
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3.10 La salle à manger avec l’e´valuation paresseuse, et la diffe´rence avec 3.9. 52
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8.8 La dérivée de la radiosite´ suivantx. : : : : : : : : : : : : : : : : : : 146
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tout au long des années. Outre un soutien moral constant et appre´cié, ils m’ont permis
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1.

Introduction

Toute la conduite de notre vie dépend de nos sens, entre lesquels celui de
la vue étant le plus universel et le plus noble, il n’y a point de doute que les
inventions qui servent à augmenter sa puissance ne soient des plus utiles
qui puissent eˆtre.

RenéDESCARTES, La Dioptrique, 1637.

DANS son introduction au discours premier deLa dioptrique, De la lumière [8],
Descartes avait en vue les inventions re´centes de son temps, notamment les
lunettes d’approche.

L’idée même de pouvoir calculer artificiellement l’image d’une sce`ne donne´e àpar-
tir d’une modélisation des proprie´tés géome´triques lui était totalement e´trangère. Ce-
pendant, ce même discours premier contient de´jà une mode´lisation de proprie´tés de ré-
flectivitédes corps, a` la fois pour les réflecteurs «polis» – nous disons aujourd’hui spe´-
culaires – que pour «les corps qui sont colorés et non polis», ceux que nous appelons
aujourd’hui lambertiens.

Mais si la modélisation des proprie´tés de la lumie`re et des corps re´fléchissants peut
être remonte´e aussi loin que leXVII esiècle, l’utilisationeffective de ces meˆme proprié-
tés est plus re´cente. En 1936, Moon et Parry [30] calculent l’intensite´ de l’éclairage en
différents points d’une pièce, pour ve´rifier s’il est possible d’y travailler dans de bonnes
conditions.

Plus proche de nous, l’utilisationde logiciels de tracés d’ombres, par des urbanistes
dans un but de planification des constructionsen milieu urbain commence au début des
années 70, avec l’algorithme scan-line (voir Appel, 1968 [1]), l’ancêtre du lancer de
rayons. La recherche suivie dans le domaine de la synthèse d’image depuis cette date a
permis dans un premier temps d’augmenter la qualité visuelle des images produites.
Ce n’est que plus re´cemment, avec les travaux de Goral, Torrance et Greenberg, en
1984 [15], qu’apparaıt̂ la recherche du re´alismephysique, la précision dans la mode´-
lisation des proprie´tés physiques de la lumie`re.

Les applications industrielles de la synthe`se d’images se de´veloppent à mesure que
les développements de la recherche rendent la technique accessible. Par exemple, le
Fraunhofer Institut de Darmstadt est chargé de mode´liser le futur ae´roport de Francfort
avant sa construction,pour permettre au maı̂tre d’œuvre de ve´rifier visuellement les tra-
vaux des architectes, et notamment le confort – en termes d’e´clairage – des postes de
travail. De la meˆme manie`re, il est courant pour les compagnies de radiote´léphone de
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modéliser la diffusion des ondes du radiote´léphone en milieu urbain, afin de pouvoir
minimiser le nombre de points de re´émission. Dans de telles applications industrielles,
il est important de pouvoir controˆler l’erreur commise au cours du processus de simu-
lation et de modélisation de la lumie`re.

La méthode de radiosité, parce qu’elle mode´lise des interactions entre e´léments de
surfaces au lieu d’effectuer des calculs ponctuellement rend possible une mode´lisation
globale de l’ensemble des interactions, et donc un controˆle de l’erreur sur ces inter-
actions. La complexite´ quadratique de la méthode de radiosité originale rend un tel
contrôle très couˆteux, et donc impossibleen pratique. En revanche, la méthode de radio-
sitéhiérarchique, due à Hanrahan ([16, 17]), et dont la complexite´ est linéaire par rap-
port au nombre d’interactions, rend possible un controˆle de l’erreur commise au cours
du processus de simulation de l’e´clairage.

Ce contrôle de l’erreur passe par une mode´lisation précise des interactions entre
les objets composant la sce`ne. Cette mode´lisation des interactions avec calcul de l’er-
reur commise est l’un des de´fis les plus stimulants pour la recherche dans les anne´es
à venir. Des travaux ante´rieurs ont montré qu’un controˆle précis de l’erreur commise,
parce qu’il permet d’économiser les ressources syste`me, en concentrant les calculs sur
les points vraiment de´licats, aboutit sur des sce`nes complexes a` un gain de temps no-
table (voir Lischinski et al., [26]).

Le contrôle de l’erreur au cours de la simulationde l’e´clairage passe par un controˆle
de l’erreur commise sur chaque interaction. Ce contrôle ne peut se faire uniquement
à partir des valeurs de la radiosité que l’on sait, par ailleurs, calculer avec précision
en chaque point. La connaissance des de´rivées successives de la radiosite´ est un outil
fondamental pour le controˆle de l’erreur.

Nous verrons d’abord en quoi la méthode de radiosite´, et en particulier la me´thode
de radiosite´ hiérarchique se distinguedes autres algorithmes de synthe`se d’images. Les
différentes e´volutionsde l’algorithme de radiosite´ hiérarchique depuis son introduction
en 1990 seront e´galement e´tudiées.

Une analyse comple`te de l’algorithme de radiosite´ hiérarchique fera l’objet du cha-
pitre 3. Elle révélera quelques points faibles et donnera deux améliorations de cet al-
gorithme permettant de réduire conside´rablement les temps de calcul sans diminuer la
précision de l’algorithme.

Nous verrons ensuite, au chapitre 4, comment la notionde de´rivée s’étend aux fonc-
tions de plusieurs variables, telles que la radiosite´. Les ope´rateurs de de´rivation for-
melle permettent une reformulation de l’expression de la radiosite´ qui facilite un calcul
approché quelle que soit l’expression de la radiosite´ sur l’émetteur. Nous verrons aussi
qu’il est possible de calculer de fac¸on approche´e les dérive´es successives de la radiosite´
quelle que soit la radiosite´ sur l’émetteur.

Cependant, la connaissance de quantite´s définies ponctuellement (locales) ne per-
met de de´duire des informations valables sur toute une surface (globales) qu’en pré-
sence d’informations supple´mentaires sur la fonction e´tudiée. Les informations ne´ces-
saires au contrôle de l’erreur en radiosite´ seront introduites au chapitre 5.

L’étudede l’erreur dans les algorithmesde radiosite´, àla foisa posterioriet au cours
des calculs sera l’objet de notre chapitre 6.
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C’est à l’aide des informations fournies au chapitre 5 et des me´thodes de´finies au
chapitre 6 qu’il est possible de construire un crite`re de raffinement base´ sur un controˆle
de l’erreur commise sur chaque interaction. Ce crite`re et son inte´gration dans un algo-
rithme de radiosite´ hiérarchique sera l’objet de notre chapitre 7.

Ce critère de raffinement repose sur un calcul pre´cis des de´rivées successives de la
radiosité. Ce calcul, en raison du caracte`re plus technique des me´thodes utilise´es, a éte´
placéen fin d’ouvrage. Il sera l’objet des chapitres 8, 9 et 10. Nous verrons d’abord le
cas d’un e´metteur sur lequel la radiosite´ est constante, en l’absence d’obstacles, avec
calcul de la de´rivée et de la de´rivée seconde et implémentation, puis nous verrons la
présence d’obstacles, avec calcul et imple´mentation de la de´rivée, et calcul de la de´rivée
seconde, et enfin l’extension a` un émetteur sur lequel la radiosite´ n’est pas constante,
avec cependant un contrôle de l’erreur commise sur l’approximation.
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Première partie

Étude de la méthode de radiosité
hiérarchique
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2.

La méthode de radiosité hiérarchique

Et il me suffit ici de vous avertir que les rayons, qui tombent sur les corps
qui sont colorés et non polis, se re´fléchissent ordinairement de tous coˆtés,
encore meˆme qu’ils ne viennent que d’un seul coˆté (...)

RenéDESCARTES, La Dioptrique, 1637.

A INSI que le faisait de´jà remarquer Descartes, les rayons lumineux arrivant sur
un objet en repartent habituellement dans toutes les directions. Aussi l’e´clai-
rement d’un point d’un objet influence t-il l’e´clairement de tous les objets

qui sont visibles de ce point.

Pour quantifier pre´cisément cette influence, il est utile d’avoir recours a` un bilan
énergétique.

2.1 L’équation de l’éclairage global
En théorie, tout point de l’espace peut e´mettre de l’énergie lumineuse, soit en lui-

même – c’est le cas par exemple d’une flamme de bougie – soit sous l’excitation d’un
autre émetteur – c’est le cas d’un gaz phosphorescent ou d’une surface re´fléchissante.

L’énergie émise en un point est e´gale àla somme de l’e´nergie émise par ce point en
propre et a` l’énergie émise en ce point sous l’excitation de l’e´nergie rec¸ue.

Si l’on suppose que le milieu n’a pas d’influence sur les transferts d’e´nergie, et si
l’on suppose en outre que les seuls transferts d’e´nergie en jeu concernent l’e´nergie lu-
mineuse (en excluant, par exemple les transformations d’e´nergie lumineuse en e´nergie
cinétique1 ouvice-versa) le problème subit une premie`re simplification: les seulse´met-
teurs d’énergie sont les surfaces des objets ge´ométriques pre´sents dans la sce`ne.

Pour mode´liser l’image perc¸ue par l’œil, il faut connaıt̂re l’énergie émise par les sur-
faces visibles de l’œil. L’e´nergie émise par ces surfaces de´pend évidemment de l’e´ner-
gie qu’elles ont rec¸u.

Une quantité plus aise´e àmanipuler que l’e´nergie est laluminance, définie comme
l’énergie émise dans une certaine direction, par unite´ de temps, par unite´ de surface
perpendiculaire a` la direction de propagation, par unité d’angle solide.

1: La transformation d’e´nergie lumineuse en e´nergie cine´tique peut se produire dans un radiome`tre.
La transformation inverse peut se produire, par exemple, lorsque les freins d’une voiture sont chauffe´s à
blanc.
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Une propriété utile de la luminance est que la luminance quittant un pointx en di-
rection d’un pointy, L(x;y) est égale àla luminance arrivant au pointy venant du point
x.

Par ailleurs, la plupart des récepteurs, tels que l’œil humain ou les appareils pho-
tographiques sont sensibles a` la luminance et non a` l’énergie. La connaissance de la
luminance en chacun des points des surfaces de la sce`ne visibles de l’œil est donc suf-
fisante pour obtenir une image.

Dans le cas le plus ge´néral, l’équilibre énergétique permet d’exprimer la luminance
quittant le pointx dans la direction(θ0;ϕ0) comme :

L(x;θ0;ϕ0) = Le(x;θ0;ϕ0)+
Z

Ω
ρbd(x;θ0;ϕ0;θ;ϕ)Li(x;θ;ϕ)cosθdω

(2.1)

– L(x;θ0;ϕ0) est la luminance quittant le pointx dans la direction de´finie par
l’angle (en coordonnées sphériques)(θ0;ϕ0) ;

– Le(x;θ0;ϕ0) est la luminance e´mise par le pointx dans la meˆme direction. C’est
une proprie´téde la surface qui porte le pointx ;

– Ω est l’ensemble des directions(θ;ϕ) possibles (la sphe`re),

– Li(x;θ;ϕ) est la luminance qui arrive au pointx depuis la direction(θ;ϕ) ;

– Li(x;θ;ϕ)cosθdωest le flux incident e´lémentaire au pointx, provenant de la di-
rection(θ;ϕ). C’est la puissance par unite´ de surface qui arrive au pointx en pro-
venant de l’angle solide e´lémentairedω centréautour de la direction(θ;ϕ) ;

– ρbd(x;θ0;ϕ0;θ;ϕ)est la fonction de re´flectance bi-directionnelleau pointx. C’est
– par définition – le rapport de la luminance re´fléchie dans la direction(θ0;ϕ0)
et du flux incident e´lémentaire dans la direction(θ;ϕ) ;

– dω est l’angle solide e´lémentaire autour de la direction(θ;ϕ).

La réflectance bi-directionnelle est une quantite´ physique d’unite´ sr�1, qui peut va-
rier de zéro à l’infini. Une quantitéplus intuitive est la réflectance directionnelle, un
nombre sans dimension compris entre 0 et 1, qui représente la fraction du flux incident
suivant une direction qui repart (dans toutes les directions). La re´flectance direction-
nelle est de´finie par :

ρd(x;θ;ϕ) =
Z

Ω
ρbd(x;θ0;ϕ0;θ;ϕ)cosθ0dω0 (2.2)

L’équation 2.1 est une équation inte´grale. La fonction a` calculerL apparaı̂t sous le
signe d’intégration dans le terme de droite, aussi bien que dans le terme de gauche. Dans
les cas les plus ge´néraux, les équations de ce type n’ont pas de solution analytique, et
l’on doit se rabattre sur des approximations numériques.
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2.2 Résolution formelle
Toutefois, on peut résoudre formellement l’équation 2.1 en introduisant un ope´ra-

teurR , tel que :

(R L)(x;θ0;ϕ0) =
Z

Ω
ρbd(x;θ0;ϕ0;θ;ϕ)Li(x;θ;ϕ)cosθdω (2.3)

L’opérateurR représente l’effet surL de la réflexion sur toutes les surfaces qui com-
posent la sce`ne.

L’équation 2.1 s’e´crit alors sous forme simplifie´e :

L = Le+R L (2.4)

Ce qui peut se résoudre, formellement :

(I�R )L = Le

L = (I�R )�1Le

Et en utilisant une série de Neumann :

L =
+∞

∑
n=0

R nLe (2.5)

Cette résolution formelle a un sens physique : l’ope´rateurR représente l’effet sur
la luminance d’une re´flexion sur toutes les surfaces composant la sce`ne.

Ainsi, R 0Le = Le est la luminance e´mise en propre.R 1Le = R Le est la luminance
qui a été réfléchie une fois par ces surfaces,R 2Le la luminance re´fléchie deux fois, et
ainsi de suite. La luminance émise au total est e´gale àla luminance e´mise en propre plus
la luminance re´fléchie un fois, plus la luminance re´fléchie deux fois, et ainsi de suite.

2.3 Première résolution numérique : le lancer de rayons
La formalisation de l’e´quation 2.1 date de 1986, et a e´téfaite par James Kajiya [25].

Bien avant cette mise en e´quation du problème global, dès 1980 en fait (voir Whit-
ted [47]), les chercheurs et les industriels utilisaient une me´thode de résolution appro-
chée du proble`me de l’éclairage, le lancer de rayons.

La simplification apporte´e est simple : on suppose que tous les objets présents dans
la scène sont des re´flecteurs parfaits au sens de Descartes, c’est-a`-dire qu’un rayon lu-
mineux frappant une surface en faisant un angleθi avec la normale a` cette surface repart
en faisant un angleθr = θi (voir figure 2.1).

Le calcul de l’image de synthèse se fait alors en suivant tous les rayons lumineux
dans leur trajet de la source lumineuse jusqu’à l’œil. Les résultatspeuvent eˆtre spectacu-
laires et utiles. Cependant, dans certaines applications, le lancer de rayons est victime
de la supposition de de´part : très peu de surfaces sont des réflecteurs spéculaires par-
faits au sens de la loi de Descartes. Il peut en résulter des effets spe´ciaux indésirables.
D’autre part, le lancer de rayons est une méthode de résolution ponctuelle, donnant des
informations ponctuelles. On n’a pas de controˆle sur l’exactitude des valeurs calcule´es.
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FIG. 2.1 –Loi de réflexion de Descartes : surfaces spéculaires.

2.4 Autre simplification : la radiosité
La méthode de radiosite´, définie en 1984 par Goralet al. [15], introduit une autre

simplification pour re´soudre l’équation 2.1 : on fait l’hypothe`se que toutes les surfaces
intervenant dans la sce`ne sont des surfaces diffuses. C’est-a`-dire qu’un rayon frappant
une surface est re´fléchie de fac¸on uniforme dans toutes les directions (voir figure 2.2).

rayon
incident

FIG. 2.2 –Loi de réflexion de Lambert : surfaces diffuses.

La réflectance bi-directionnelle est par de´finition indépendante des directions inci-
dentes et re´fléchies :

ρbd(x;θ0;ϕ0;θ;ϕ)� ρbd(x)

La valeur de la réflectance directionnelle que nous avons introduit plus haut (équa-
tion 2.2) est ainsi :

ρd(x) = ρbd(x)
Z

Ω
cosθ0dω0 = πρbd(x)
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Cette réflectance repre´sente la portion de l’e´nergie arrivant enx suivant une direction
donnée qui est renvoye´e dans toutes les directions.

Comme la surface est supposée diffuse, la luminance ne de´pend également que de
la position du point et non des directions :

L(x;θ;ϕ)� L(x)

On introduit la radiosite´ B(x), qui est la puissance en un point, par unite´ de surface ;
c’est-à-dire l’intégrale de la luminance sur toutes les directions :

B(x) =
Z

Ω
L(x;θ;ϕ)cosθdω

La radiositése simplifie :

B(x) = L(x)
Z

Ω
cosθdω

= L(x)
Z π

0

Z 2π

0
cosθsinθdθdϕ

= πL(x) (2.6)

En reportantB(x) etρd dans l’équation 2.1 :

1
π

B(x) =
1
π

E(x)+
1
π

ρd(x)
Z

Ω
Li(x;θ;ϕ)cosθdω (2.7)

E(x) est l’exitance, ou la puissance par unite´ de surface e´mise au pointx. En multipliant
l’équation 2.7 parπ:

B(x) = E(x)+ρd(x)
Z

Ω
Li(x;θ;ϕ)cosθdω (2.8)

Si on pose :

H(x) =
Z

Ω
Li(x;θ;ϕ)cosθdω (2.9)

on a :

B(x) = E(x)+ρd(x)H(x) (2.10)

C’est-à-dire que la radiosite´ émise au pointx est égale àla radiositéémise en propre
par le pointx et au produit de la re´flectance au pointx par le flux incident au pointx
venant de toutes les directions possibles.

Cette intégrale sur toutes les directions possibles de´pend en fait de la radiosite´ en
tous les pointsvisiblesdex. Cette de´pendance n’est pas explicitedans l’écriture deH(x)
dans l’équation 2.9. Pour l’expliciter, il suffit de transformer l’inte´grale sur les direc-
tions en une inte´grale sur les surfaces.

Si un pointy est visible du pointx dans la direction(θ;ϕ), alorsx est aussi visible
dey, dans une direction(θ0;ϕ0). Or la luminance quittant le pointy en direction dex est
égale àla luminance arrivant au pointx en provenance de la direction dey.

Li(x;θ;ϕ) = L(y;θ0;ϕ0)
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Comme le pointy se trouve sur une surface e´galement diffuse :

L(y;θ0;ϕ0) =
B(y)

π
L’équation 2.8 peut ainsi eˆtre transforme´e en une inte´gration sur des surfaces, en expli-
citant l’angle solide e´lémentaire :

dω=
cosθ0dy

r2

et en prenant pour domaine d’inte´gration l’ensemble des surfaces qui sont visibles de
x. Pour simplifier le domaine d’inte´gration, il est e´quivalent d’introduire une fonction
de visibilitéV(x;y), qui vaut 1 six et y sont visibles l’un de l’autre, et 0 sinon. Auquel
cas,

B(x) = E(x)+ρd(x)
Z

y2S
B(y)

cosθcosθ0

πr2 V(x;y)dy (2.11)

où S est l’ensemble des surfaces composant la sce`ne.
De même que pourR , on peut introduire l’ope´rateurH tel que :

B(x) = E(x)+ρd(x)(H B)(x)

(H f )(x) =
Z

y2S
f (y)

cosθcosθ0

πr2 V(x;y)dy (2.12)

2.5 Discrétisation et première résolution
L’équation 2.11 est impossible a` résoudre dans le cas ge´néral2. La méthode la plus

classique de résolution, introduitepar Goralet al. en 1984 [15] passe par une discre´tisa-
tion de l’environnement. On décompose la sce`neS en facettes(Pi)i2[1;N], sur lesquelles
on suppose les parame`tres du proble`me constants.

On noteAi l’aire de la facettePi, et l’on discrétise une valeurX(x) en prenant sa
valeur moyenneXi sur la facettePi :

Xi =
1
Ai

Z
x2Pi

X(x)

L’équation continue 2.11 se discre´tise alors en :

Bi = Ei +ρi

N

∑
j=1

B j
1
Ai

Z
x2Pi

Z
y2Pj

cosθcosθ0

πr2
V(x;y)dy (2.13)

Si l’on noteFi j l’expression de l’inte´grale, qui ne dépend que de la ge´ométrie des fa-
cettesPi et Pj, on a :

Bi = Ei +ρi

N

∑
j=1

Fi jB j (2.14)

2: En fait, même des cas très simples, tels que deux objets plans de largeur finie, se touchant suivant
un angle droit. Voir, par exemple, Holzschuch, 1994 [22], ou Sillion, 1994 [39].
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Fi j =
1
Ai

Z
x2Pi

Z
y2Pj

cosθcosθ0

πr2 V(x;y)dy (2.15)

Fi j, que l’on appelle le facteur de forme entre les facettesPi etPj, représente la propor-
tion de la puissance quittant la facettePi qui atteint la facettePj.

Si l’on noteB = [Bi] le vecteur forme´ de toutes les radiosite´s des facettes cre´ées
lors de la discre´tisation, et de meˆmeE = [Ei] le vecteur des exitances, et si l’on note
M = [Fi j] la matrice des facteurs de forme, l’e´quation discre´tisée 2.14 s’e´crit :

B = E+MB

On peut re´soudre cette équation :

(I�M)B = E

B = (I�M)�1E

B =
+∞

∑
i=0

MiE

La solution du proble`me discre´tisé revient donc a` calculer la somme desMiE.
Le calcul d’un seul coefficient deM nécessite une estimation de la visibilite´ entre
deux facettes. Cette opération ne peut se faire qu’en temps au moins logarithmique en
moyenne,O(logm), et linéaire dans le cas le pire,O(m), où m est le nombre d’obs-
tacles dans la scène. Le seul calcul deM est donc une e´tape enO(N2 logm) en moyenne,
O(N2m) dans le cas le pire. Après quoi l’on résout le syste`me en calculant les ite´rées
successives deE parM. Chaque itération couˆteO(N2).

Comme dans la résolution the´orique (section 2.2), chaque ite´ration repre´sente une
réflexion de la lumie`re sur les surfaces composant la sce`ne : la premie`re itération repre´-
sente la lumie`re réfléchie une fois, la deuxie`me itération la lumière qui a été réfléchie
deux fois, et ainsi de suite.La convergencede la méthode de radiosité classiqueprovient
du fait que toutes les réflectances sont plus petites que un, car il n’y a pas de cre´ation
d’énergie au moment de la réflexion, donc que la radiosite´ diminue àchaque réflexion.

On peut e´viter de calculer toute la matriceM lors de la re´solution. La plupart des
algorithmes de radiosite´ se contentent d’en calculer une ligne ou une colonne a` la fois et
de l’utiliser,soit pour propager la radiosite´ au départ d’une facette, soit pour rassembler
la radiositéreçue par une facette (voir figure 2.3).

L’utilisationd’une ligne de la matrice correspond a` rassembler sur une facette toute
la radiosité qu’elle reçoit des autres facettes de la scène, tandis que l’utilisation d’une
colonne équivaut a` tirer la radiosité de la facette correspondante en direction de toutes
les autres facettes de la sce`ne. Si l’on trie les facettes en fonction de leur radiosite´ et que
l’on tire les plus brillantes d’abord, l’algorithme converge bien plus rapidement (voir
Cohen, 1988 [6]).

2.6 Radiosité hiérarchique
2.6.1 Principes

L’un des proble`mes de la discrétisation de´crite dans 2.5 est que l’on a décompose´
chaque objet a` un seul niveau de de´tail, indépendamment de sa position par rapport a`
d’autres objets.
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FIG. 2.3 –Utilisation d’une ligne ou d’une colonne de M.

Supposonsque nous nous intéressions a` la valeur de la radiosite´ en un pointx. Nous
avons vu plus haut que cette radiosite´ était l’intégrale, pour toutes les surfaces visibles
de ce point, de leur luminance, multiplie´e par l’angle solide sous lequel elles sont vi-
sibles dex. Ce qui nous inte´resse est une estimation de cette inte´grale, base´e sur une
discrétisation des surfaces visibles. On comprend que plus une surface est proche du
pointx, plus il sera utile de l’avoir discre´tisée finement. Inversement, plus un objet est
éloignéet plus on peut se permettre une discrétisation grossie`re. Si le niveau de dis-
crétisation d’une surface est indépendant de l’objet avec lequel elle interagit, on court
le risque, soit de manquer de pre´cision en certains points, soit d’effectuer des calculs
inutiles en d’autres.

FIG. 2.4 –Radiosité hiérarchique: chaque objet est décomposé en une hiérarchie de
facettes.
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La méthode de radiosite´ hiérarchique, introduitepar Patrick Hanrahan en 1990 [16],
discrétise les objets de fac¸on hiérarchique. Chaque surface ge´ométrique de la sce`ne
donnée en entre´e est de´composée en une hiérarchie de facettes (voir figure 2.4).

FIG. 2.5 –Radiosité hiérarchique: les interactions entre les objets.

L’interaction entre deux surfaces est mode´lisée par des liens entre les diffe´rentes
facettes qui composent ces surfaces (voir figure 2.5). Ainsi, l’interaction entre deux fa-
cettes est-elle mode´lisable àdifférents niveaux de pre´cision.

Comme la discre´tisation du proble`me et la me´thode de résolution sont aussi des
sources d’erreurs, il n’est pas ne´cessaire de modéliser l’interaction entre objetsau-delà
de la précision minimale des autres parties de l’algorithme.

2.6.2 Structures de données

Au départ, l’algorithme de radiosite´ hiérarchique ne connaıt̂ de la sce`ne que sa de´fi-
nition géométrique. Ainsi, un plancher de 5 mètres sur 5 est initialement donne´ comme
un seul objet. Au cours de la re´solution itérative, chaque objet ge´ométrique porte une
hiérarchie de facettes, chaque facette ayant une radiosite´ distincte. Cette hie´rarchie est
organisée sous la forme d’un arbre : la racine de l’arbre porte l’objet ge´ométrique de
base ; chacun des nœuds de l’arbre porte à la fois une partie de cet objet, la radiosite´
estimée pour cette partie, et la liste des interactions de cette facette avec le reste de la
scène.

Les interactions sont stockées sous forme de liens : chaque lien relie deux facettes,
une facette source et une facette destination, et contient une estimation du facteur de
forme de la facette destination vers la facette source. En vertu du principe du retour
inverse de la lumie`re, s’il existe un lien de la facettep vers la facetteq, il existe néces-
sairement un autre lien de la facetteq vers la facettep.
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2.6.3 Algorithme
L’algorithme général est simple :

1. lors d’une e´tape de pre´-traitement, on examine la situation de visibilite´ de tous
les couples d’objets ge´ométriques, et on e´tablit un lien entre les racines des arbres
de ces objets dès qu’ils ne sont pas mutuellement invisibles ;

2. à chaque e´tape du calcul, on examine tous les liens de la scène, et l’on raffine
ceux d’entre eux qui ne satisfont pas un certain crite`re de pre´cision ;

3. puis l’on propage l’énergie le long des liens e´tablis ;

4. enfin, pour chaque arbre, on propage l’e´nergie rec¸ue aux différents niveaux dans
la hiérarchie afin d’uniformiser la repre´sentation.

La dernière étape ne´cessite une explication: si chaque nœud de l’arbre porte une esti-
mation de la radiosite´ moyenne pour sa facette, des interactions porte´es par les nœuds
ascendants ou descendants influencent e´galement la radiosite´ du nœud. C’est cette in-
fluence qu’il faut estimer pour que la radiosité portée par le nœud soit vraiment une
moyenne. Toute la radiosite´ reçue par le nœud «pe`re » lors de l’étape de propagation
est passe´e àses «fils», tandis que le «pe`re» reçoit la moyenne de la radiosite´ reçue par
ses «fils».

Cette propagation de l’information se fait par un parcours en profondeur d’abord
de chacun des arbres concerne´s.

Par ailleurs, la propagation de l’e´nergie dans la sce`ne (étapes 3 et 4) le long des
liens correspond a` une multiplication du vecteur des radiosite´sB par la matriceM, qui
est ajoute´e àla valeur ancienne deB. La valeur deB à l’étapek est donc :

Bk =
k

∑
i=0

MiB0

Si B0 est le vecteur des e´mittancesE, on voit que la méthode de radiosite´ hiérarchique
converge vers la solution:

B = (I�M)�1E =
+∞

∑
i=0

MiE

2.6.4 Oracles
L’un des avantages de l’algorithme de radiosite´ hiérarchique est qu’il raffine les

objets au fur et a` mesure de la re´solution, en fonction de la pre´cision nécessaire. Toute
la difficulté est dans l’estimation de la pre´cision actuelle de la mode´lisation, afin de
prendre la décision de raffiner ou non l’interaction.

– Le premier algorithme, proposé par Hanrahan en 1990 [16], partait de la consta-
tation que les diffe´rentes me´thodes d’estimation du facteur de forme e´taient pré-
cises dans les cas où les objets e´taient de taille petite devant leur distance. Autre-
ment dit, dans les cas où l’angle solide sous-tendant la surface était petit ou dans
les cas ou` le facteur de forme lui-meˆme était petit. L’oracle de raffinement e´tait
alors un test sur l’estimation du facteur de forme par rapport a` un certainεF ;
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– Le problème de cet oracle est qu’on peut raffiner fortement une interaction qui
n’aura pas d’influence sur l’e´clairage de la sce`ne, par exemple une interaction
entre deux surfaces peu e´clairées. D’oùl’idée d’un deuxième oracle, propose´ par
Hanrahan en 1991 [17] : le raffinement est basé sur la comparaison du produit
de la radiosite´ et du facteur de forme avecεBF. C’est-à-dire que l’on raffine une
interaction seulement si l’imprécision sur la radiosite´ qu’elle transporte de´passe
un certain seuil ;

– Un troisième oracle de raffinement, introduit par Smits en 1992 [40], utilise le
concept d’importance : l’importanceZ est une quantite´ duale de la radiosite´, qui
est solution d’une équation de transport duale de celle de la radiosite´.

B = E+MB

Z = R+ tMZ

R est le vecteur des e´missions d’importance, dit aussi vecteur de réception. Ainsi,
l’importanceZp d’une facettep correspond-elle à l’influence qu’aura cette fa-
cette sur les facettes qui e´mettent de l’importance (celles telles queRi 6= 0). Un
cas particulier tre`s simple et tre`s efficace consiste a` prendre pour unique facette
émettrice d’importance une facette place´e àl’emplacement de l’œil ou de la ca-
méra qui observe la sce`ne. Naturellement, l’importance n’est pas limite´e àce seul
cas particulier (voir section 6.8.2).

2.6.5 Complexité
La complexitéde l’algorithme de radiosite´ hiérarchique est un point important, et

c’est là-dessus que repose sa supe´riorité sur les autres algorithmes.

– Étant donné une sce`ne dem objets, le pre´-traitement ne´cessite l’établissement
de m(m�1)

2 relations. Chacune de ces relations ne´cessite un calcul de visibilite´,
donc on a une complexite´ de l’étape pre´liminaire enO(m2 logm), voireO(m3)
en temps etO(m2) en mémoire ;

– Lorsqu’on raffine une interaction, on remplace l’ancienne interaction par quatre
interactions, d’une part, et on ajoute quatre nouvelles facettes d’autre part. Le
nombre d’interactions est donc lié au nombre de facettes terminales, soit de
feuilles dans la hie´rarchie, lequel est lie´ au nombre total de facettes, c’est-a`-dire
de nœuds dans la hie´rarchie. SiN est le nombre total de facettes, le nombre d’in-
teractions est doncO(N). La complexite´ d’une étape de raffinement et propa-
gation est ainsiO(N). Ce résultat est a` comparer avec la méthode de radiosite´
classique, ou` la matrice des facteurs de forme contientN2 coefficients. On a ici
modéliséune matriceN2 parO(N) blocs ;

– La complexite´ globale de l’algorithme dépend donc a` la fois dem et deN.
Chaque e´tape de raffinement peut ne´cessiter un calcul de visibilite´ – lequel est
enO(logm), voireO(m). La place me´moire est enO(m2+N). La relation entre
m et N dépend de la ge´ométrie de la sce`ne concerne´e. Si la sce`ne comprend de
nombreuses petites surfaces visibles les unes des autres,N � m, et la radiosite´
hiérarchique n’a rien apporte´. Si la sce`ne comprend de grands polygones qu’il
faut raffiner,N� m.
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Ainsi, dans le pire des cas, la méthode de radiosite´ hiérarchique est enO(m3+Nm),
alors que la méthode classique est enO(N2m).
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3.

Améliorations de l’algorithme original de
radiosité hiérarchique, basées sur

l’analyse

NOUS présentons ici une analyse de´taillée1 de l’algorithme de radiosite´ hiérar-
chique. Elle confirme que les tests de visibilité sont la partie la plus couˆteuse
de l’algorithme. Par ailleurs analyser le comportement de l’algorithme per-

met de construire deux ame´liorations sensibles. Une e´valuation «paresseuse» des liens
entre les surfaces de haut niveau de´finissant la sce`ne élimine la plus grande partie du
travail de pre´-traitement nécessaire a` l’évaluation de ces liens. Qui plus est, le nombre
de liens nécessaires pour mode´liser l’interaction entre deux surfaces mutuellement vi-
sibles peut eˆtre réduit grâce àun nouvel oracle de raffinement. Les re´sultats expe´rimen-
taux montrent que le travail d’établissement des liens initiaux peut eˆtre largement e´vité
et le nombre de liens substantiellement réduit sans perte de qualité pour l’image pro-
duite, et que ces modifications acce´lèrent sensiblement l’algorithme de radiosite´ hié-
rarchique.

3.1 Motivations
Pour étudier le comportement de l’algorithme de radiosite´ hiérarchique, nous avons

lancéle programme de radiosite´ hiérarchique original (décrit par Hanrahan [16, 17]) sur
un ensemble de cinq sce`nes d’intérieur, de complexite´ croissante (de 170 à 2355 poly-
gones initiaux). Ces scènes proviennent de diffe´rents programmes de recherche, et ont
des aspects ge´ométriques notablement diffe´rents. En les utilisant, nous voulons identi-
fier des proprie´tés géne´rales des sce`nes d’intérieur, et éviter ainsi le problème classique
d’une généralisation abusive base´e sur l’étude d’une seule sce`ne ou d’un seul ensemble
de sce`nes similaires.

Les sce`nes de test sont «Bureau», qui est la sce`ne originale utilisée dans l’article de
Hanrahan [17], «Salle à manger» qui est la sce`ne no 7 d’un ensemble de 10 sce`nes de
référence distribue´es par Peter Shirley pour leFifth Eurographics Workshop on Rende-
ring, «Chercheur» et «Stagiaire» qui sont des sce`nes contenant des mode`les de bureaux
et de chaises le´gèrement plus sophistiqués, et finalement «He´véa», qui contient un mo-
dèle complexe d’arbre, et de nombreux proble`mes de visibilitémutuelle. Le tableau 3.1

1: Une partie de ce travail a fait l’objet d’une publication en anglais auFifth Eurographics Workshop
on Rendering, àDarmstadt en juin 1994 [23].
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TAB. 3.1 –Description des cinq scènes de test.

Nom n Description

Bureau 170 Un bureau
Salle àmanger 402 Une table et quatre chaises
Chercheur 1006 Deux bureaux et six chaises
Stagiaire 1647 Quatre bureaux et dix chaises
Hévéa 2355 Un hévéa et trois sources lumineuses

donne pour chaque scène le nombren de polygones initiaux et une bre`ve description.
Voyez les figures 3.9, 3.13 et 3.14 pour un aperc¸u de ces sce`nes.

Les parame`tres du programme ont, pour chaque sce`ne, éte´ ajustés afin de donner la
meilleure image possible le plus rapidement possible. Cet ajustement fait, en un sens,
que les conditions expe´rimentales n’e´taient pas les meˆmes pour les diffe´rentes sce`nes.
D’un autre coˆté, les échelles des sce`nes étant différentes a` cause de leurs origines va-
riées, les parame`tres base´s sur ces dimensions, au moins, devaient être modifie´s. Dans
l’idéal, il aurait fallu pouvoir lancer le programme avec les meˆmes parame`tres pour
chaque sce`ne.

3.2 La visibilité
La première observation tire´e de l’analyse de l’algorithme de radiosite´ hiérarchique

est la quantification de l’importance des calculs de visibilite´ dans le couˆt total de l’al-
gorithme de radiosite´ hiérarchique. Ainsi qu’il l’a souvent e´tépostulédans les travaux
antérieurs, tels que ceux de Teller et Lischinski en 1993 [41, 42, 27], les calculs de vi-
sibilité représentent une portion très importante du coût total. La figure 3.1 montre le
temps passe´ par le programme dans les diffe´rentes e´tapes de l’algorithme de radiosite´
hiérarchique.

Pour présenter les re´sultats de façon lisible, l’algorithme a e´té découpéen étapes
correspondant aux e´tapes logiques de l’algorithme. Ainsi, «Visibilite´» correspond aux
calculs de visibilite´ effectués, «Facteur de Forme » aux calculs de facteurs de forme
en dehors de la visibilite´ 2. «Raffinement» est le temps passe´ par l’algorithme dans la
procédure de raffinement des liens (y compris les diffe´rents oracles et la subdivisiondes
facettes) ; «Propagation» correspond au temps mis pour propager l’énergie le long des
liens de facette a` facette e´tablis au cours de l’e´tape de raffinement ; enfin, «Hie´rarchie»
correspond à la propagation de l’e´nergie rec¸ue dans la hie´rarchie de facettes construite
sur chaque polygone, ce qui se fait par une parcours en profondeur d’abord de chaque
arbre.

Cette dernie`re étape est tre`s simplement proportionnelleau nombre total de facettes
créées, indépendamment de la positiondes diffe´rents objets dans la sce`ne ou de la quan-
tité d’énergie échange´e.

Il est important de noter que très rapidement (au bout de quatre a` six itérations) l’al-

2: L’algorithme utilisaitpour cela une approximation point-disque.
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gorithme a atteint un point ou l’effet des ite´rations successives n’est plus visible a` l’œil
nu. Dans de telles ite´rations, on ne raffine plus, et donc on ne fait plus de tests de visi-
bilité. En revanche, on continue à propager l’énergie le long des liens cre´és et dans la
hiérarchie de chaque polygone. L’effet de ces itérations est donc d’augmenter l’impor-
tance relative des e´tapes «Hie´rarchie» et «Propagation», au de´triment de «Visibilité»,
«Raffinement» et «Facteur de Forme». Cette de´formation est toutefois tre`s relative car
ces étapes sont tre`s courtes si on les compare aux premie`res étapes.

Notons ici qu’il est très difficile de tester automatiquement la convergence d’un al-
gorithme de synthe`se d’image : on peut e´ventuellement tester la diffe´rence entre l’e´tape
n et l’étapen+1, mais il peut se produire que cette diffe´rence soit infiniment petite sans
pour autant que l’on ait atteint la convergence. C’est pour cette raison que, pour les tests,
notre algorithme effectuait une nombre fixe´ à l’avance d’itérations (ici, dix).

Nous avons vu que pour nos scènes de test, au bout de quatre a` six itérations, on
ne distinguait plus de diffe´rences a` l’œil nu. Si donc l’algorithme de radiosite´ hiérar-
chique est utilisé au sein d’un programme interactif où l’utilisateur fixe lui-meˆme s’il
veut continuer les calculs ou non, l’importance relative de la visibilité, du raffinement
et du calcul de facteur de forme augmenterait encore.
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FIG. 3.1 –Les temps relatifs de chaque étape.

Le graphe de la figure 3.1 montre que la visibilite´ domine les calculs en radiosite´
hiérarchique. Naturellement, ceci de´pend de l’algorithme de visibilite´ utilisé. L’impor-
tance de la visibilite´ pourrait être réduite en utilisant un pré-traitement de la sce`ne,
comme dans l’algorithme de´crit par Teller en 1993 [42] ou l’algorithme de visibilite´
multi-résolution décrit par Sillionet al. en 1995 [38]. Cependant, l’importance quan-
titative de la visibilitésur les autres étapes de l’algorithme tient aussi a` la nature de
l’algorithme.

En effet, àchaque itération, pour un lien donné, on appelle la proce´dure de raffine-
ment. La de´cision de raffiner ce lien est prise en fonction de donne´es déjà calculées et
surtout qui ne dépendent que des deux polygones reliés. Quand la de´cision de raffiner
est prise, cela de´clenche un calcul de facteur de forme – qui, là encore, ne dépend que
des deux polygones relie´s – et un calcul de visibilite´, qui, lui, dépendpotentiellement
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de tous les polygones pre´sents dans la sce`ne, même si en géne´ral les techniques d’ac-
célération (grilles, arbres BSP) permettent de simplifier les calculs. On a coutume de
dire qu’un calcul de visibilite´ dépend en moyenne du logarithme du nombre de poly-
gones pre´sents dans la sce`ne, même si pour toute me´thode d’acce´lération il est possible
de construire une sce`ne ou un calcul de visibilite´ dépendra de tous les polygones.

Pour chacun des liens cre´és au cours du raffinement progressif, on a eu un appel
de «Raffinement », un appel de «Facteur de Forme » et un appel de «Visibilite´ ». De
même, lorsqu’on propage l’énergie, «Propagation» sera appelée une fois pour chacun
des liens cre´és. Mais «Propagation» n’utilise que le lien, le facteur de forme qu’il porte
et les deux polygones qu’il relie. Enfin, on a vu que le nombre d’appels a` «Hiérarchie»
ne dépend que du nombre de facettes cre´ées, et que le nombre de facettes cre´ées dépend
linéairement du nombre de liens cre´és.

Ces cinq proce´dures sont donc appelées un nombre de fois sensiblement équivalent
au cours de la re´solution,O(N), siN est le nombre de liens cre´és. Mais de ces cinq pro-
cédures, quatre se font en temps constant, et une seule, «Visibilite´ », a une complexite´
approximativement logarithmique. Ce qui explique le roˆle prépondérant pris par la vi-
sibilitédans le temps de calcul, et d’autant plus important que la complexite´ de la sce`ne
augmente.

In fine, cette analyse de l’algorithme de radiosite´ hiérarchique montre les points ou`
une économie de temps est le plus susceptible d’acce´lérer les calculs : divisez par deux
le temps passe´ àcalculer la visibilité, et vous aurez gagne´ un tiers du temps total. Inver-
sement, employer une méthode pre´cise de calcul du facteur de forme, meˆme si elle est
deux fois plus lente, n’entraı̂ne qu’une perte de temps marginale. Cette perte de temps
étant compensée par le fait qu’il est moins ne´cessaire de raffiner pour obtenir la meˆme
précision dans la re´solution.

3.3 Bilan énergétique

3.3.1 Principes des calculs

Un des principaux atouts de la méthode de radiosite´ est sa capacite´ àmodéliser les
échanges d’e´nergie. En effet, toute l’e´nergie lumineuse quittant un point est prise en
compte par l’algorithme, et est transmise a` un autre point de la scène. Dans une sce`ne
fermée, il n’y a ni création, ni déperditiond’énergie dans la re´solution. C’est ce qui rend
la méthode de radiosite´ intéressante pour des usages industriels.

Cette conservation de l’e´nergie au niveau global correspond à une proprie´tésimple
au niveau local : comme le facteur de formeFpq mesure la proportion de l’e´nergie quit-
tantp qui arrive surq, en théorie, la somme des facteurs de forme partant d’une facette
donnée doit eˆtre égale àun. Dans la méthode de radiosité classique, cela signifie que la
somme des termes d’une ligne de la matrice des facteurs de forme est e´gale àun :

8i;
N

∑
i=1

Fi j = 1

Dans la me´thode de radiosite´ hiérarchique, le calcul est plus complique´ puisqu’une
facette donne´e émet de l’énergie a` la fois en propre et comme membre d’une hie´rarchie.
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L’énergie quittant une facette dans se décompose en

a) l’énergie qui quitte la facette en propre, en suivant les liens qui partent de la fa-
cette meˆme ;

b) l’énergie qui quitte les parents de la facette dans la hiérarchie, module´e en fonc-
tion du rapport des surfaces ;

c) l’énergie qui quitte les enfants de la facette dans la hie´rarchie.

Naturellement, l’énergie qui quitte les parents de la facette ne peut pas eˆtre prise
en compte telle quelle comme énergie quittant la facette. En supposant la re´partition
de l’énergie uniforme sur la facette parente, on doit tenir compte du rapport des sur-
faces des deux facettes. Ainsi, la somme des facteurs de forme quittant une facette en
radiositéhiérarchique peut-elle eˆtre calculée comme

a) la somme des facteurs de forme des liens quittant la facette ;

b) plus la somme des facteurs de forme des liens quittant les descendants de la fa-
cette ;

c) plus la somme des facteurs de forme des liens quittant les parents de la facette,
pondérée par le rapport des surfaces.

Le calcul de la somme des facteurs de forme pour chaque facette peut eˆtre fait avec
un parcours en profondeur d’abord de l’arbre.

Une fois connue la somme des facteurs de forme pour chaque facette, l’e´nergie de
la facette e´tant égale au produit de la radiosite´ par la surface, on peut e´valuer l’erreur
commise sur l’énergie qui quitte la facette :

Ep = j1�FpjBpAp (3.1)

oùAp est la surface du polygonep, Bp sa radiosite´ etFp la somme des facteurs de forme
quittantp : Fp = ∑q Fpq.

Cette quantite´ exprime l’écart à l’équilibre du bilan e´nergétique de la facettep.
C’est, en quelque sorte, la quantite´ d’énergie crée´e ou perdue à chaque ite´ration àcause
des erreurs de pre´cision dans le calcul des facteurs de forme. Cette quantite´ est bien plus
significativeque la simple diffe´rencej1�Fpj, puisque des facteurs de forme tre`s impré-
cis mais qui ne transportent pas d’énergie ont moins d’impact sur l’image finale etsur
le bilan énergétique que ceux qui quittent une facette tre`s éclairée et très énerge´tique.

On peut aussi calculer l’erreur commise au total pour l’ensemble de la sce`ne :

EET =∑
p
j1�FpjBpAp (3.2)

que l’on peut comparer avec l’e´nergie totale de la sce`ne :

ET =∑
p

BpAp (3.3)

La figure 3.2 montre l’évolution du rapportEET =ET pour les sce`nes «Salle a` man-
ger» et «Bureau» au cours des calculs.
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FIG. 3.2 –Les pertes relatives d’énergie EET =ET .

3.4 L’étape initiale
Chaque étape de l’algorithme de radiosite´ hiérarchique consiste a` :

– raffiner les liens de´jà créés ;

– propager l’énergie le long des liens existants, y compris ceux qui viennent d’eˆtre
créés ;

– propager l’e´nergie rec¸ue dans la hie´rarchie de chaque polygone.

Ces étapes reposent sur une e´tape initiale, qui crée les premiers liens entre tous les
polygones qui sont au moins partiellement visibles les uns des autres. Cette e´tape ini-
tiale requiertO(m2) tests de visibilite´ ; son coût est donc approximativementm2 logm.

TAB. 3.2 –L’importance de l’étape initiale dans le temps de calcul total (en secondes).

Nom n Temps total Étape initiale Rapport (en %)

Bureau 170 301 5.13 1,7 %
Salle àmanger 402 4824 436 9 %
Chercheur 1006 587 194 33 %
Stagiaire 1647 1017 476 47 %
Hévéa 2355 4253 1597 37 %

Le tableau 3.2 pre´sente les temps de calculs pour les scènes de test. Comme on l’a
vu plus haut, le temps de calcul total correspond a` dix étapes de propagation.

On voit d’après ces statistiques que le couˆt de l’étape initiale augmente de fac¸on
significative avec le nombre d’objets pre´sents dans la sce`ne. L’importance de la struc-
ture de la sce`ne est e´galement clairement visible, puisque «Salle a` manger» a un temps
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de calcul e´quivalent à «Stagiaire », tout en ayant moins de polygones. Pour toutes les
scènes de plus de 1000polygones, il est clair que le couˆt de l’étape initialeest important.
Ce coût est particulie`rement inde´sirable du fait qu’il est concentre´ au début du calcul, et
qu’ainsi il retarde le moment où une premie`re image utilisable de la scène sera visible.

On note d’ailleurs que les ame´liorations de l’algorithme de radiosite´ hiérarchique,
telles que les me´thodes de Smitset al. en 1992 [40] ou Lischinskiet al. en 1993 [27],
tout en réduisant de façon significative le temps de raffinement, continuent à reposer
sur la même étape initiale ; cette e´tape finit par devenir le point le plus couˆteux de l’al-
gorithme. Ainsi, les re´sultats de Smits [40] font e´tat d’un temps total de raffinement de
16 minutes, à comparer avec une e´tape initiale de 2 heures et 16 minutes.

Une autre observation inte´ressante peut être faite concernant les liens cre´és au cours
de cette étape initiale, et qui relient les polygones initialement présents dans la sce`ne,
avant tout raffinement. C’est le nombre de ces liens pour lesquels le produitBF ne dé-
passe jamais le seuil de raffinement au cours du calcul. La figure 3.3 montre pour chaque
scène la proportion des liens cre´és au cours de l’e´tape initiale n’ayant pas e´té raffinés.
On voit qu’un grand nombre de ces liens ne de´passent jamais les crite`res de raffine-
ment : apre`s 10 itérations, entre 65 % et 95 % d’entre eux n’ont pas e´té raffinés. Bon
nombre de ces liens n’ont sans doute pas ou peu d’impact sur la solution de radiosite´
calculée.
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FIG. 3.3 –Proportion des liens pour lesquels BF ne dépasse pas ε.

Que tirer des observations pre´cédentes? D’abord que si l’on pouvait e´viter les cal-
culs de l’étape initiale, les premières images utilisablesproduitespar l’algorithme appa-
raı̂traient plus vite. Ensuite que si l’on ne calculait les liens entre les polygones initiaux
que lorsqu’on est sûr qu’ils seront utiles, on pourrait économiser une large part des tests
de visibilité initiaux.
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3.5 Évaluation paresseuse des interactions entre polygones
de haut niveau

3.5.1 Principe

Nous proposons ici une modification de l’algorithme de radiosite´ hiérarchique, qui
retarde la cre´ation des liens entre polygones de haut niveau jusqu’a` ce qu’un tel lien
soit suppose´ nécessaire. L’ide´e générale est d’e´viter d’effectuer des calculs qui n’ont
pas d’impact appre´ciable sur la solution ge´nérale, pour se concentrer sur les transferts
d’énergie les plus importants.

Cette modification nous impose d’introduire un nouveau critère, qui de´cidera si
deux polygones de haut niveau doivent eˆtre liés et interagir ou non. Au cours des cal-
culs, les liens entre polygones de haut niveau sont cre´és de façonparesseuse, unique-
ment lorsqu’ils semblent ne´cessaires. Le crite`re simple employé dans notre imple´men-
tation, Holzschuchet al. [23] était une adaptation du crite`re de raffinement des liens
entre polygones, donc un test sur le produitBF, avec un seuil propre,εlink .

3.5.2 Description de l’algorithme

Dans l’algorithme de radiosite´ hiérarchique, deux polygones sont soit mutuelle-
ment invisibles – et donc n’interagissent pas – soit au moins en partie visibles l’un de
l’autre, et échangent donc de l’énergie. Nous introduisonsune deuxie`me classification :
une paire de polygones est soitconnue, soit inconnue, suivant qu’on posse`de sur elle
des informations ou non. Les paires connues sont celles pour lesquelles on connaıt̂ la
nature de l’interaction. Initialement, toutes les paires sont donc conside´rées comme in-
connues.

À chaque ite´ration, toutes les paires inconnues sont examine´es : on compare
d’abord la radiosité des deux polygones avec un seuil,εlink . Si les polygones sont suffi-
samment e´clairés, on teste s’ils se font face (ce qui peut se faire en temps constant). Si
non, la paire est conside´rée comme connue, et on ne cre´e pas de liens. Si oui, on calcule
une approximation du facteur de forme (sans tests de visibilite´) et on compare le pro-
duit de la radiosite´ et du facteur de forme avecεlink . Si le test est concluant, on marque
la paire comme connue et on calcule la visibilite´ mutuelle des deux polygones. Suivant
le résultat du test de visibilite´, on crée ensuite un lien reliant les deux polygones.

On voit que les tests de visibilite´ n’ont lieu qu’une fois que la de´cision de classer la
paire comme connue a e´téprise. Une paire de polygonesn’est connue que lorsque qu’un
lien a été établi, ou lorsqu’il est de´montré que les deux polygones sont mutuellement
invisibles. La figure 3.4 montre une version en pseudo-code de l’e´tape initiale et d’une
itération de l’algorithme original [17], et la figure 3.5 l’équivalent pour l’algorithme
propose´ ici.

Stocker le statut connue/inconnue de toutes les paires de polygones ne´cessite
m(m�1)

2 bits de me´moire. Ce couˆt représente 62 ko pour une sce`ne d’un millier de sur-
faces initiales, 25 Mo pour vingt mille surfaces. Ce couˆt peut devenir prohibitif pour
des sce`nes réellement complexes ; il est cependant comparable au couˆt global de l’al-
gorithme,O(m3+Nm), et pour des scènes de plusieurs dizaines de milliers de poly-
gones, c’est sans doute l’ensemble de l’algorithme de visibilité qu’il faudrait revoir, par
exemple en introduisant des méthodes de typeclustering, regroupant les objets avant
de les lier les uns aux autres (voir Sillion, 1994 [36, 37]).
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Etape initiale
pour chaque paire de polygones(p;q)

si p etq sont face a face
si p et q sont mutuellement visibles

lier p etq
Iteration
pour chaque polygonep

pour chaque lien l quittantp
si B�F > εrefine

raffinerl
pour chaque lien l quittantp

recevoir l’energie propagee le long del

FIG. 3.4 –Algorithme original.

Etape initiale
pour chaque paire de polygones(p;q)

marquer(p;q) comme inconnue
Iteration

pour chaque paire de polygones(p;q) inconnue
si Bp > εlink ou Bq > εlink

si p etq sont face a face
calculer le FF sans tests de visibilite
si B�F > εlink

marquer(p;q) comme connue
Calculer la visibilite
Si p etq sont visibles

lier p etq
sinon marquer(p;q) comme connue

pour chaque polygonep
pour chaque lien l quittantp

si B�F > εrefine
raffinerl

pour chaque lien l quittantp
recevoir l’energie propagee le long del

FIG. 3.5 –Pseudo-code pour notre algorithme.
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Le seuilεlink employédans le crite`re de cre´ationdes liens n’est pas ne´cessairement le
même que le seuilεrefine employé pour raffiner les liens de´jà créés. La principale source
d’erreur de notre algorithme est une balance e´nergétique fausse´e. Comme l’e´nergie est
transférée le long des liens, un polygone qui n’a pas e´té lié à tout l’environnement
conserve par devers lui de l’énergie, qui n’est pas propagée dans la sce`ne.

À la fin du processus de raffinement des liens, lorsque le produitBF devient infé-
rieur àεrefine, on crée un lien qui sera utilise´ pour propager l’énergie du polygone. En
revanche, quand deux polygones ne sont pas liés parce que leur produitBF est infé-
rieur àεlink , toute l’énergie qui pourrait être propage´e suivant le lien qui les relierait est
perdue. Il est donc ne´cessaire de choisirεlink < εrefine.

Par ailleurs, le simple fait de ne pas cre´er certains liens et donc de ne pas calculer
certains facteurs de forme compromet naturellement le bilan e´nergétique de la sce`ne.
Pour mesurer l’inte´rêt réel de la modification proposée, nous devons a` la fois calculer
le temps qu’elle permet de gagner, et la perte de pre´cision qu’elle introduit sur le plan
énergétique. Cette perte d’e´nergie doit notamment eˆtre compare´e avec la perte de l’al-
gorithme avant la modification : les deux quantite´s sont-elles comparables – auquel cas
la modification est le´gitime – ou y a-t-il une perte supple´mentaire de pre´cision appre´-
ciable introduite par notre modification?

Le résultat dépend naturellement des parame`tres du proble`me, et en particulier de la
fonction utilisée pour approximer le facteur de forme. Avec une approximation point-
disque, nous trouvons que la modification de l’algorithme n’introduit pas de pertes de
précision supple´mentaires (voir figure 3.2).

Si la perte de pre´cision se trouve être appréciable (dans des conditions a` établir),
la solution que je propose est de re´tablir le bilan énergétique en introduisant un terme
ambiant similaire a` celui proposé par Cohen en 1988 [6], calcule´ àpartir de l’ensemble
de l’énergie exce´dentaire dans la sce`ne, et qui serait redistribue´e aux différents objets.

Nous avons vu que la somme des facteurs de forme portés par les liens qui quittent
un objet est théoriquement e´gale àun. Si, dans la pratique cette somme est diffe´rente de
un, c’est parce que les liens qui n’ont pas e´té créés àcause de notre e´valuation pares-
seuse font défaut. On peut considérer que l’objet conside´réa une partie de son e´nergie
qu’il ne peut diffuser, et qu’inversement il y a une partie de l’e´nergie pre´sente dans la
scène qu’il ne peut recevoir.

On commence par calculer l’e´nergie àdiffuser dans la sce`ne : c’est la somme, pour
toutes les facettes, de l’e´nergie qu’elles n’ont pas pu diffuser, calcule´e en prenant la
différence avec un de la somme des facteurs de forme, et en multipliant par la radiosite´
de la facette et par son aire. L’e´nergie non diffuse´e pour une facette est :

Ep = (1�∑
q

Fpq)BpAp

et pour l’ensemble de la sce`ne, l’énergie qui reste a` diffuser est :

E = ∑
p

Fp

L’énergie àdiffuser est divise´e par la somme des aires des objets pre´sents dans la
scène, ce qui nous donne la radiosité de notre e´metteur fictif :

B =
E

∑p Ap
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La redistribution est aussi base´e sur la somme des facteurs de forme, contrairement
àce qui est proposé dans Cohen, 1988 [6]. En effet, si la somme des facteurs de forme
d’un objet est e´gale àun, ses échanges avec le monde exte´rieur sont correctement mo-
délisés, et nous ne voulons pas modifier sa radiosite´ avec notre terme ambiant.

Chaque objet rec¸oit donc le terme ambiant,B, multipliépar la différence entre 1 et
la somme de ses facteurs de forme :

dB = B(1�∑
q

Fpq)

Ce qui revient à dire que l’on cre´e un émetteur fictif, de radiosite´ B, et tel que le
facteur de forme entre lui et une facettep soit égal à(1�∑q Fpq). De la sorte, la somme
des facteurs de forme pour chaque facette est bien e´gal àun.

Ce terme ambiant, comme celui de Cohen, 1988, n’est utilisé que lors de l’affichage
de la sce`ne, apre`s la fin des calculs d’une itération. Il n’est pas utilise´ dans les transferts
d’énergie entre facettes.

3.6 Raffinement excessif
La quatrième observation importante tirée de notre analyse de l’algorithme de ra-

diositéhiérarchique est la subdivision excessive qui se produit, particulie`rement dans
les zones totalement e´clairées. Ce dernier point est plus de´licat àquantifier que les deux
autres. Pour l’illustrer, prenons une vue de la sce`ne «Salle a` manger », et du maillage
(voir figure 3.9) calcule´ par l’algorithme de radiosite´ hiérarchique : on voit que les fron-
tières des ombres ont e´técorrectement e´chantillonnées,mais que sur le mur, on observe
un maillage tre`s fin. On peut penser qu’il y a eu sure´chantillonnage par rapport a` la va-
riation de la radiosite´ à cet endroit.

Ce raffinement excessif est produit par la nature meˆme de l’oracle de raffinement
utilisé; le raffinement est uniquement base´ sur la taille du facteur de forme, multiplie´
par la radiosite´ transportée. Or il peut arriver qu’on ait une valeur du facteur de forme
précise bien qu’e´levée. Dans l’idéal, il faudrait pouvoir mesurer l’erreur produite sur le
facteur de forme lui-meˆme, et baser l’oracle de raffinement sur cette erreur (voir cha-
pitre 6).

Une mesure applicable simplement et sans calculer de nouvelles quantite´s (facteurs
de forme ou leurs de´rivées) est de mesurera posteriori le bien fonde´ du raffinement
décidépar l’oracle – quel qu’il soit – en calculant l’information apporte´e par ce raffi-
nement.

Si l’on considère deux e´lémentsp etq, qui interagissent. Le lien bi-directionnel qui
les relie porte deux approximationsde facteurs de forme,Fp;q andFq;p. Si nous raffinons
ce lien en subdivisantp en éléments plus petitspi, d’aire Ai (en utilisant par exemple
un quadtree, ou un BSP-Tree), la de´finition même du facteur de forme :

Fu;v =
1

Au

Z
Au

Z
Av

G(dAu;dAv)dAudAv (3.4)

où G est une fonction exprimant la ge´ométrie relative des e´léments de surfacedAu et
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dAv entraı̂ne que les nouveaux facteurs de forme ve´rifient les relations :

Fp;q =
1

Ap

 
∑

i

AiFpi;q

!
(3.5)

Fq;p = ∑
i

Fq;pi (3.6)

Naturellement, ces relations ne concernent que les valeurs exactes des facteurs de
forme. Cependant, elles peuvent eˆtre utilisées pour comparer, apre`s raffinement, les
nouvelles valeurs du facteur de forme trouvées avec les anciennes valeurs connues, et
ainsi déterminer si le raffinement e´tait justifiéou non, au vu de l’information qu’il ap-
porte.

Ainsi, si les nouveauxFpi;q sont peu différents les uns des autres, si la somme des
Fq;pi est proche de l’ancienFq;p, et si de plus la moyenne desFpi;q est proche de l’ancien
Fp;q, alors ce raffinement n’avait pas d’utilité. Dans ce cas, on annule l’interaction, et
on forcep etq à interagir au niveau actuel, puisqu’il semble que les approximations du
facteur de forme soit suffisamment pre´cises.

Évidemment, cet algorithme de réduction du nombre de liens ne peut s’appliquer
de façon sûre que dans des situations de visibilité totale entre les facettes : sinon, une
apparente e´galitédes facteurs de forme pourrait n’eˆtre due qu’au hasard des diffe´rents
obstacles.

Si l’on choisit de noterFu;v notre estimation courante du facteur de forme entre deux
éléments,u et v, et si nous voulons raffiner un e´lémentp en élémentspi, nous notons:

Fmin
p;q = mini(Fpi;q) Fmin

q;p = mini(Fq;pi)

Fmax
p;q = maxi(Fpi;q) Fmax

q;p = maxi(Fq;pi)

F 0
p;q = 1

Ap
(∑i AiFpi;q) F 0

q;p = ∑i Fq;pi

et l’on raffine effectivementp si l’une des conditions suivantes est vraie :

Fmax
p;q �Fmin

p;q

Fmax
p;q

� εreduce
Fmax

q;p �Fmin
q;p

Fmax
q;p

� εreduce

jF 0

p;q�Fp;qj
F 0

p;q
� εreduce

jF 0

q;p�Fq;pj
F 0

q;p
� εreduce

La décision d’annuler le raffinement d’un lien est basée uniquement sur des facteurs
géométriques. Dès lors, elle peut être conside´rée comme permanente : si le raffinement
a été refuséune fois, il le sera a` toutes les e´tapes successives. On peut donc marquer le
lien comme «a` ne pas raffiner» pour toute la suite des calculs.

Naturellement, il est aussi possible d’utiliser un crite`re de raffinement du styleBF :
on multiplie les différences calcule´es par la radiosite´ de l’émetteur, et on compare le
résultat avec le seuilεreduce. Dans ce cas, il faut tester a` nouveau à chaque ite´ration s’il
faut ou non raffiner le lien concerné, puisque sa radiosite´ a pu être modifiée.

Pour vérifier si le raffinement d’un lien e´tait justifié, il a fallu calculer les facteurs
de forme approchés pour tous les enfants du patchp. Donc, si cette me´thode ne permet
d’éviter qu’un seul niveau de raffinement, le temps de calcul sera sensiblemente´gal àce
qu’il serait sans utiliser notre crite`re de simplification. En revanche, le gain en me´moire
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sera toujours pre´sent. Mais si la re´duction du nombre de liens se produit suffisamment
en amont, plusieurs e´tapes de raffinement peuvent eˆtre ainsi évitées.

Une implémentation de cet algorithme a montre´ une réduction significative du
nombre d’éléments dans les quadtrees, ainsi que du nombre de liens (voir figure 3.6),
et une réduction le´gèrement plus faible du temps de calcul, a` cause du couˆt des facteurs
de forme supple´mentaires (voir figure 3.8).

3.7 Résultats
3.7.1 Évaluation paresseuse

La figure 3.10 montre la meˆme sce`ne que la figure 3.9, mais les calculs ont e´téeffec-
tués en utilisant la strate´gie décrite dans la section 3.5. On remarque que les deux figures
sont impossibles à distinguerà l’œil nu. La figure 3.10 montre e´galement les différences
entre les deux images. L’e´chelle des couleurs pour la figure des diffe´rences a e´té mul-
tipliée par huit par rapport aux images calculées. Les zones noires correspondent a` pas
d’erreur du tout, les zones blanches les plus claires de l’image à une erreur de l’ordre
de 10 %.

3.7.2 Réduction du nombre de liens
Pour mesurer l’efficacite´ du critère de réductiondes liens, nousavons calcule´ le rap-

port du nombre d’e´léments dans la hie´rarchie avec ce crite`re et du nombre d’e´lément
avec l’algorithme original. La courbe de la figure 3.6 montre l’évolution de ce rapport
avec le nombre d’ite´rations. Le nombre moyen de facettes a e´téen gros divise´ par deux
pour toutes les scènes de tests. La figure 3.7 montre le même rapport pour le nombre
de liens. Cette re´duction générale du nombre d’objets nécessaires pour résoudre le pro-
blème d’éclairage entraıˆne une re´duction similaire de la place me´moire nécessaire pour
l’algorithme, rendant ainsi plus accessibles les calculs sur des scènes avec de nombreux
polygones.

La figure 3.8 illustre le rapport entre les temps de calcul de l’ancien algorithme et
ceux avec le nouveau crite`re de raffinement. La re´duction du nombre de liensa poste-
riori a un effet tre`s visible sur le temps de calcul, avec des acce´lérations supe´rieures a`
50%.

La figure 3.11 montre les calculs effectue´s par l’algorithme avec réduction du
nombre de liens. On voit une nette diminution du nombre de facettes, alors que l’image
finale est tre`s semblable a` l’image originale (figure 3.9). La figure 3.12 montre la dif-
férence entre les deux images, avec la meˆme échelle de couleurs que la figure 3.10.

Comme une partie des diffe´rences est due a` l’algorithme d’évaluation paresseuse
des liens de haut niveau, la figure 3.12 montre aussi la diffe´rence entre l’algorithme
avec évaluation paresseuse et l’algorithme avec évaluation paresseuseet réduction des
liens. On peut voir que l’erreur introduite par la réduction des liens est tre`s faible.

3.7.3 Temps total de calcul
Les temps de calcul sont pre´sentés dans le tableau 3.3. Comme prévu, l’algorithme

a été accéléré de façon significative, en particulier pour des scènes complexes. Pour
toutes nos sce`nes de test, dix ite´rations avec une évaluation paresseuse des liens de haut
niveau ont pris moins de temps que la premie`re itération avec l’algorithme original. En
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FIG. 3.6 –Pourcentage du nombre d’éléments conservés après la réduction.
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FIG. 3.7 –Pourcentage du nombre de liens conservés après la réduction.
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FIG. 3.8 –Rapport des temps de calcul avec et sans la réduction.

utilisant conjointement la re´duction du nombre de liens et l’e´valuation paresseuse, on
arrive àproduire une image utilisable en quelques minutes, même pour les sce`nes les
plus complexes de notre test.

TAB. 3.3 –Temps nécessaire pour dix itérations (et temps nécessaire pour produire la
première image).

Nom n Algorithme Original Évaluation paresseuse: : : et Réduction

Bureau 170 301 s (242 s) 287 s (234 s) 43 s (30 s)
Salle àManger 402 4824 s (4191 s) 4051 s (3911 s) 657 s (552 s)
Chercheur 1006 587 s (378 s) 377 s (191 s) 193 s (59 s)
Stagiaire 1647 1017 s (752 s) 514 s (277 s) 270 s (101 s)
Hévéa 2355 4253 s (2331 s) 1526 s (847 s) 543 s (122 s)
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FIG. 3.9 –La salle à manger avec l’algorithme original et le maillage produit.

FIG. 3.10 –La salle à manger avec l’évaluation paresseuse, et la différence avec 3.9.
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FIG. 3.11 –La salle à manger avec réduction du nombre de liens, et le maillage produit.

FIG. 3.12 –Différence entre 3.11 et 3.9, à gauche, entre 3.11 et 3.10 à droite.
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FIG. 3.13 –Bureau et Chercheur : deux modèles de bureaux.

FIG. 3.14 –Stagiaire et Hévéa : deux scènes plus complexes.
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Deuxième partie

Le contrôle de l’erreur en radiosité
hiérarchique
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4.

Notions sur les fonctions de plusieurs
variables utiles pour les calculs de

radiosité

SUR chacun des objets composant la sce`ne, la radiosite´ est une fonction qui de´-
pend de la position du point conside´ré. L’étude des variations est importante
pour juger de la qualite´ de la discre´tisation effectuée. Comme la radiosite´ est

définie sur un objet tri-dimensionnel, on ne peut pas utiliser la notion classique de de´ri-
vée que l’on utilise pour les fonctions normales, deRdansR.Cependant, les notionsde
dérivée, et même de dérive´es successives, s’e´tendent parfaitement, comme nous allons
le voir, aux fonctions dépendant de plusieurs parame`tres.

De telles notionsapportent toujours une informationprécieuse sur le comportement
local de la fonction étudiée : ses variations, sa convexité et donc sa position par rapport
au plan tangent, etc. De plus, dans certains cas, les valeurs de ces de´rivées en quelques
pointspermettent de déduire des informations valables sur tout un intervalle, ou sur tout
un polygone.

4.1 Travaux antérieurs
L’idée d’utiliser les de´rivées de la radiosite´ pour ame´liorer la qualitéde la mode´li-

sation n’est pas nouvelle ; on peut voir, par exemple, les travaux de Vedel [44] et ceux
de Ward [45], publiés en 1992, sur diffe´rentes manie`res d’utiliser le gradient de la ra-
diositéet de l’approximer. Voir également le livre de Cohen [7], qui contient un tre`s
bon résumédes différents critères de raffinement possibles, base´s sur les dérive´es de la
radiosité.

Le premier calcul exact des de´rivées de la radiosite´ a été effectuépar Arvo, en
1994 [3], pour des e´metteurs constants, en pre´sence d’obstacles. La quantite´ calculée
n’est pas directement le gradient de la radiosite´ sur le récepteur, mais le jacobien du
vecteur d’irradiance, ce qui est plus ge´néral.

Une idée plus subtile est celle de Michelin, en 1994 [2, 29], qui utilise, non pas les
dérivées de la radiosite´, mais la valeur exacte des de´rivées du facteur de forme, pour en
déduire rapidement une approximation du facteur de forme dans toutes les directions.

Pour ses premières sections, ce chapitre rappelle quelques résultats bien connus sur
les extensions de la notion de dérivation aux fonctions de plusieurs variables (gradient,
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jacobien, hessien, divergence, rotationnel). J’emprunte les notations et formules utili-
sées àSchwartz [35] ainsi qu’à des sources personnelles [46, 31]. Les sections suivantes
montrent comment il est possible de calculer les de´rivées successives de la radiosite´
(section 4.6 et 4.7), quelle que soit la configuration. Enfin, nous verrons, a` la section 4.8,
comment l’utilisation formelle des ope´rateurs de de´rivation (gradient, rotationnel) per-
met de simplifier l’écriture de la radiosite´, là encore dans tous les cas de figure.

4.2 La notion de dérivée en dimension n
La dérivée est de´finie pour les fonctionsf deRdansRcomme la limite, lorsqu’elle

existe et qu’elle est unique de la fonction :

f (x+h)� f (x)
h

La notion s’étend naturellement aux fonction de plusieurs variables : on dit que la fonc-
tion f (~u) admet une de´rivée dans la direction~v lorsque

f (~u+h~v)� f (~u)
h

admet une limite et qu’elle est unique.
Un cas naturellement inte´ressant se présente lorsque la fonctionf (~u) admet une

limite dans toutes les directions~v. Un cas encore plus inte´ressant est lorsque toutes ces
dérivées sont lie´es entre elles. Notamment lorsqu’elles sont toutes de´ductibles de~v par
une fonction linéaire. On dit alors que la fonctionf (~u) estdifférentiable.

Si f (~u) est deRn dansRp, la dérivée de f (~u) dans la direction~v est un vecteur
deRp. Si f (~u) est différentiable, cette de´rivée se de´duit de~v par une transformation
linéaire.~v est un vecteur deRn, donc cette transformation line´aire ne peut eˆtre qu’une
transformation line´aire deRn dansRp. Un telle transformation line´aire a une notation
naturelle sous forme d’une matrice a` n lignes etp colonnes. On appelle cette matrice
le Jacobien de f en~u.

Le Jacobien, lorsqu’il existe, correspond a` la matrice des de´rivées partielles de
f . Ainsi, l’élément i � j du Jacobien est la de´rivée suivant la iecoordonne´e de la
jecoordonnée de la fonctionf . Le Jacobien d’une fonctionf deRn dansRp s’écrirait
donc :

J =

2
664

∂ f1(~r)
∂x1

� � � ∂ f1(~r)
∂xn

...
. ..

...
∂ fp(~r)

∂x1
� � � ∂ fp(~r)

∂xn

3
775

Le Jacobien est une ge´néralisation de la notion de de´rivée qui conserve les proprie´-
tés habituelles de la de´rivée : ainsi, si la variation d’une fonction dans une direction~v
peut être approxime´e en utilisant le JacobienJ :

f (~u+h~v) = f (~u)+hJ~v+O(h2)

L’application:
g(~v) = f (~u)+J~v
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Pic

Crête

FIG. 4.1 –Exemples de fonctions non-différentiables.

est appele´e application line´aire tangente a` f . C’est une application line´aire, et sa diffe´-
rence avecf est enO(kvk2), comme on peut le voir plus loin, par exemple figure 4.2,
ou aussi figure 5.6.

Ainsi, si une fonction est diffe´rentiable en un point, sa représentation est «lisse ».
Inversement, si une fonction n’est pas diffe´rentiable en un point, alors elle a ge´nérale-
ment en ce point un «pic» ou une «crête» (voir figure 4.1).

4.3 Quelques cas particuliers intéressants : gradient, rota-
tionnel et divergence

Lorsque la fonction conside´rée est a` valeur dansR: f :Rn �! R, le Jacobien se
réduit àune matrice a` n lignes et 1 colonne, donc a` un vecteur deRn. Notons ce vecteur
~G. On a alors :

f (~u+h~v) = f (~u)+h~G �~v+O(h2)

C’est-à-dire que le produit matriciel s’est transformé en produit scalaire de deux vec-
teurs. Le vecteur~G est appele´ gradient de f au point~u.

Le gradient est donc l’expression de la différentielle pour les fonctions d’un espace
vectoriel à valeur dansR. On a l’habitude de le noter∇ f (~u). L’application linéaire tan-
gente devient dans ce cas :

g(~v) = f (~u)+~v � ~G
g définit le sous-espace tangent à la fonction, donc le plan tangent lorsquen = 2 (voir
figure 4.2). Le gradient de´finit à la fois le plan tangent à la fonction et la ligne de plus
grande pente : c’est dans la direction du gradient que la fonction varie le plus.

Lorsque l’on a une fonction~f deR3 dansR3, on introduit deux quantités supple´-
mentaires : le rotationnel, note´ ∇ � ~f et la divergence, note´e ∇ � ~f :

∇ � ~f (~u) =

0
B@

∂ fy(~u)
∂z � ∂ fz(~u)

∂y
∂ fz(~u)

∂x � ∂ fx(~u)
∂z

∂ fx(~u)
∂y � ∂ fy(~u)

∂x

1
CA

∇ � ~f (~u) = ∂ fx(~u)
∂x

+
∂ fy(~u)

∂y
+

∂ fz(~u)
∂z
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FIG. 4.2 –Le gradient définit un plan tangent.

Ces deux quantite´s ont leur origine en mécanique des milieux continus, où elles servent
à exprimer les variations d’un milieu, d’un fluide : le rotationnel exprime combien les
particules de fluide tournent autour d’un point, la divergence exprime la variation de
volume des particules de fluide.

En ce qui nous concerne, les expressions du rotationnel et de la divergence n’ont
plus de significations physiques simples dans les expressions que nous manipulons.
Néanmoins, elles restent des outils excellents pour manipuler les formules comprenant
des fonctions ge´ométriques.

En mécanique des fluides, une fonctionf (~r) deR3 dansR, s’appelle unchamp, ou
un champ scalaire. Une fonction~f (~r) deR3 dansR3 s’appelle un champ vectoriel.

Lorsqu’un champ vectoriel a une divergence nulle, alors il peut s’exprimer comme
le rotationnel d’un autre champ vectoriel :

∇ � ~f = 0=)9~V; ~f = ∇ �~V

De la même manie`re, lorsqu’un champ vectoriel a un rotationnel nul, alors il peut
s’exprimer comme le gradient d’un champ scalaire.

∇ � ~f = 0=) 9U;~f = ∇ U

Lorsqu’on a affaire a` des intégrales de champs vectoriels ou scalaires, il peut-eˆtre
utile de connaıt̂re les the´orèmes de Stokes et d’Ostrogradsky. Le the´orème de Stokes
dit que le flux du rotationnel d’un champ vectoriel a` travers une surface est e´gal àla
circulation de ce champ sur le contour de la surface :I

C
~a �d~x =

Z
S
(∇ �~a) �d~S (4.1)

Le théorème d’Ostrogradsky est assez proche :I
C

Ud~x =�
Z

S
∇ U�d~S (4.2)
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En fait, ces deux the´orèmes sont équivalents l’un a` l’autre. Il est très simple de de´-
montrer la formule de Stokes a` partir de celle d’Ostrogradsky, et re´ciproquement. Nous
verrons plus loin (section 4.8 et chapitre 10) comment ces deux formules peuvent per-
mettre, dans certains cas, de simplifier l’expression de la radiosite´.

4.4 Les dérivées successives
Pour une fonctionf deRn dansRp le Jacobien,J est une application line´aire deRn

dansRp.
Si f est dérivable en tout point de son ensemble de définition, le Jacobien peut eˆtre

défini comme une fonction deRn dansRp�Rn.
De la même manie`re quef , J peut admettre une de´rivée suivant un vecteur, voire

être différentiable. La diffe´rentielle d’une différentielle est une application line´aireH
qui àtout vecteur~u associe une application line´aireH(~u), approximationde la variation
deJ dans la direction~u. De telles applications sont dites biline´aires.

On a ainsi :
J(~v+h~u) = J(~v)+hH~u+O(h2)

Donc, si une fonction est deux fois différentiable en un point donné, on peut ap-
proximer sa variation dans une direction~v par une formule du second ordre :

f (~u+h~v) = f (~u)+hJ~v+h2(H~v)~v+O(h3)

Pour éviter la redondance de la notation(H~v)~v, on préfère souvent noter les appli-
cations bilinéaires sous la forme :t~vH~v (naturellement, l’expression matricielle deH
n’est alors plus la meˆme). Dans ce cas,

f (~u+h~v) = f (~u)+hJ~v+h2t~vH~v+O(h3)

L’applicationbilinéaireH se nomme leHessien de f au pointu, tout commeJ s’ap-
pelle le Jacobien.

Dans le cas d’une fonction d’un espace vectoriel a` valeurs re´elles, f :Rn�!R, le
Jacobien se re´duit à un vecteur ; le Hessien est une application biline´aire deRn�Rn

dansR. Ces applications biline´aires ont une notation matricielle : l’e´lémenti� j de la

matrice du Hessien est la de´rivée ∂2 f
∂xi∂x j

:

H =

2
664

∂2 f (~r)
∂x1∂x1

� � � ∂2 f (~r)
∂x1∂xn

...
...

...
∂2 f (~r)
∂xn∂x1

� � � ∂2 f (~r)
∂xn∂xn

3
775

Lorsque le Hessien existe, il est ne´cessairement syme´trique, àcause de la formule
de Schwartz :

∂2 f (~r)
∂xi∂x j

=
∂2 f (~r)
∂x j∂xi

La principale utilisation des de´rivées successives est pour encadrer les fonctions
étudiées, en identifiant leurs maximums et leur minimums. Il est e´vident qu’en un maxi-
mum ou un minimum, si la fonction est diffe´rentiable, alors sa diffe´rentielle est nulle.
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Cependant, cette condition n’est pas suffisante : il existe des points ou` la différentielle
est nulle sans que la fonction ait d’extremum.

En revanche, si la diffe´rentielle est nulle et si le Hessien est défini positif, alorsf
admet en ce point un minimum local. Si le Hessien est défini ne´gatif, alorsf admet un
maximum local.

Si le Hessien n’est ni de´fini-positif, ni défini-négatif, alors on ne peut pas conclure.
Pour étudier la position de la fonction par rapport à son plan tangent au point~r, on

étudie en fait :
g(~u) = f (~r+~u)�J~u

g est définie, deux fois différentiable. Sa diffe´rentielle en 0 est nulle. Son Hessien
en 0 est celui def . Si g admet un minimum relatif en 0, alorsf est au dessus de son
sous-espace tangent en 0. Sig admet un maximum relatif en 0, alorsf est en dessous
de son sous-espace tangent en 0.

Donc :

– Si le Hessien def est défini-positif au point~r, alors f est au dessus de son sous-
espace tangent sur un voisinage du point~r :

f (~r+~u)� f (~r)+J~u

– Si le Hessien def est défini-négatif au point~r, alors f est en dessous de son sous-
espace tangent sur un voisinage du point~r (voir figure 4.3):

f (~r+~u)� f (~r)+J~u

– Si le Hessien def n’est pas de´fini, alors on ne peut pas conclure. En ge´néral, la
fonction traverse son sous-espace tangent suivant deux droites (voir figure 4.4).

plan 
tangent

fonction

FIG. 4.3 –Cas d’un point où le Hessien est défini-négatif.

Des conditionsdéfinies seulement au voisinage d’un point n’ont pas vraiment d’uti-
lité pour une étude globale de la fonction. Heureusement, cette proprie´tése généralise :
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FIG. 4.4 –Cas d’un point où le Hessien n’est pas défini.

s’il existe un convexe sur lequel le Hessien def soit défini-positif, alors sur ce convexe
f est au dessus de tous ses plans tangents. Mieux encore, sur tout triangle inclus dans le
convexe,f est en dessous du plan se´cant défini par ses valeurs aux sommets du triangle.
On parle d’une fonction convexe. Voir figure 4.5 un exemple de fonction convexe.

fonction

plans tangents

FIG. 4.5 –Une fonction convexe est au dessus de ses plans tangents.

Inversement, s’il existe un convexe sur lequel le Hessien def soit défini-négatif,
alors sur ce convexef est en dessous de tous ses plans tangents, et au dessus de ses
plans se´cants. On parle d’une fonction concave.

4.5 Cas particulier des fonctions de deux variables
Le cas auquel nous nous intéressons ge´néralement est celui de l’interaction d’objets

surfaciques, et non volumiques. Dans ce cas, deux variables suffisentpour désigner tous
les points de la surface. Sur un objet donne´, nous pouvons donc conside´rer la radiosite´
comme une fonction de deux variables,u et v.
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Dans ce cas, le Jacobien s’exprime comme un vecteur a` deux coordonne´es :

J =

"
∂ f (~r)

∂u
∂ f (~r)

∂v

#
=

�
p
q

�

Et le Hessien1, comme une matrice 2�2 :

H =

"
∂2 f (~r)

∂u2
∂2 f (~r)
∂u∂v

∂2 f (~r)
∂u∂v

∂2 f (~r)
∂v2

#
=

1
2

�
r s
s t

�

On distingue alors quatre cas :

1. rt� s2 > 0 et r < 0 : H est définie négative, f est concave, donc au dessous de
son plan tangent ;

2. rt� s2 > 0 etr > 0 : H est définie positive,f est convexe, donc au dessus de son
plan tangent ;

3. rt� s2 < 0 : on est en pre´sence d’un col, et la fonction traverse son plan tangent
suivant deux droites ;

4. rt� s2 = 0 : on ne peut conclure sans e´tudier les de´rivées successives.

Naturellement, ces re´sultats sont indépendants du système de coordonnées ortho-
normées choisies pour parame´trer l’objet étudié. En effet, un changement de base de
matriceP donne a` f un nouveau JacobienJP, et un nouveau HessientPHP. Si P est
orthonorme´e, tP = P�1. Or rt� s2 est le de´terminant deH, qui est évidemment inva-
riant par changement de base. Sirt� s2 est positif,r et t sont de même signe. Ce signe
est aussi celui des deux valeurs propres deH.

4.6 Application à la radiosité
La radiositéest définie comme la solution de l’e´quation intégrale 2.11 :

B(x) = E(x)+ρd(x)
Z

y2S
B(y)

cosθcosθ0

πr2
V(x;y)dy

Ou encore, en utilisant l’ope´rateur intégral H ,

B(x) = E(x)+ρd(x)(H B)(x)

Cette équation ne de´finit B(x) qu’en fonction deB(y). On ne peut gue`re en tirer
une expression des de´rivées deB(x) que sous forme de solutions d’une autre équation
intégrale.

Cependant, on peutsingulariser un instant donné du processus de re´solution ité-
rative. À cet instant, on a une connaissance approximative de la radiosite´ B(x). Cette

1: Ces notations(p;q;r;s; t)sont des standards pour les fonctions de deux variables. Voyez notamment
Schwartz, 1992 [35]
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connaissance de la radiosite´ dépend naturellement d’une certaine discre´tisation du pro-
blème – quelles que soient les fonctions de base que l’on utilise (linéaires, polyno-
miales, ondelettes). En ce qui concerne la de´composition de la radiosite´ suivant cer-
taines fonctions de base, on peut consulter Troutman, 1993 [43], Zatz, 1993 [48] et
Schröder, 1994 [32]. On peut alors vouloir acce´der àune approximation des de´rivées
de la radiosite´ – sous les mêmes hypothèses de discre´tisation, bien suˆr.

La dérivation est un ope´rateur linéaire : la dérivée def +g est égale àla dérivée de
f plus la dérivée deg. Le transport de lumie`re est e´galement un processus line´aire : la
fonction de radiosite´ sur une surface est la somme des contributions de tous les e´met-
teurs de la sce`ne.

Pour connaıt̂re la dérivée de la radiosite´ en un endroit, il suffit donc de calculer la
somme des de´rivées des contributions de tous les e´metteurs.

Or la dérivée d’une contribution est aisément calculable. Supposons un e´metteur
A2 et un récepteurA1 (voir figure 4.6). La radiosité en un pointx surA1 est uniquement
due àA2 :

B(x) = E(x)+
ρ
π

Z
A2

B(y)V(x;y)
cosθ1cosθ2

kr12k2 dA2 (4.3)

x

A
2

y

r
12

→

n→2θ2

n→1

θ1

A
1

FIG. 4.6 –Géométrie du problème.

La fonction de visibilitéV(x;y) n’est pas de´rivable, puisqu’elle ne peut prendre
pour valeurs que 0 ou 1 : elle n’est même pas continue.

Mais on peut de´placer le proble`me : si l’intégrale de l’e´quation 4.3 porte sur la partie
A2(x) deA2 qui est visible dex, alors la définition de la radiosite´ surA1 peut s’écrire en
fonction de :

B(x) = E(x)+
ρ
π

Z
A2(x)

B(y)
cosθ1cosθ2

kr12k2 dA2
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En règle géne´rale,A2(x) est une fonction de´rivable dex, sauf sur les points du re´-
cepteur ou` deux areˆtes de la sce`ne sont vues comme la meˆme arête, que ce soit des areˆtes
de l’émetteur ou des areˆtes des obstacles.

LorsqueA2(x) est dérivable, la de´rivée de cette expression de la radiosite´ suivant
un vecteur~v s’exprime comme :

dB
d~v

(x) =
dE
d~v

(x)

+
ρ
π

�Z
A2(x)

B(y)
d
d~v

�
cosθ1cosθ2

kr12k2

�
dA2+

d
d~v

�Z
A2(x)

�
B(y)

cosθ1cosθ2

kr12k2 dA2

�

Autrement dit, la de´rivée suivant un vecteur de l’inte´grale sur une surface d’une
fonction est la somme de l’inte´grale sur la surface de la de´rivée de cette fonction et de
l’intégrale sur la variation de la surface de la fonction.

Ce qui peut se voir autrement en conside´rant que l’intégrale est un ope´rateur li-
néaire. Si j’appelleI l’opérateur linéaire :

I(x) : g(y) 7! ρ
π

Z
A2(x)

g(y)dy

et f (x;y) la fonction :

f : (x;y) 7! B(y)
cosθ1cosθ2

kr12k2

Alors il est clair que :B(x) = E(x)+ I(x) f (x;y), et donc que :

dB
d~v

(x) =
dE
d~v

(x)+ I(x)
d f
d~v
(x;y)+

dI

d~v
f (x;y)

Si l’on s’intéresse au gradient de la radiosite´, et siJ(
R

A2(x)
) désigne le jacobien de

l’opérateur d’intégration surA2(x), alors :

∇ B(x) = ∇ E(x)+

ρ
π

�Z
A2(x)

B(y)∇
�

cosθ1cosθ2

kr12k2

�
dA2+J

�Z
A2(x)

�
B(y)

cosθ1cosθ2

kr12k2 dA2

�
(4.4)

De même, si l’on s’intéresse au Hessien deB(x), notéHB(x), on a :

HB(x) = HE(x)+

ρ
π

�Z
A2(x)

H f (x;y)dA2+HR
A2(x)

f (x;y)dA2+2J

�Z
A2(x)

�
B(y)∇ f (x;y)dA2

�
(4.5)

Nous verrons plus loin (chapitres 8 et 9) un exemple de calcul effectif du Hessien.
La convexitédeB(x), qui dépend du de´terminant du Hessien deB(x), n’est pas li-

néaire. La somme de deux fonctions convexes est certes convexe, la somme de deux
fonctions concaves est e´galement concave, mais le de´terminant du Hessien deB(x),
rt� s2 n’est pas la somme des de´terminants des ope´rateurs qui composent le Hessien.
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4.7 Calcul des dérivées successives de la radiosité pour un
émetteur quelconque

Les équations4.4 et 4.5 se simplifientquelque peu lorsque l’e´metteur et le re´cepteur
sont en situationde visibilite´ totale, c’est a` dire lorsqu’il n’y a pas d’obstacles entre eux.
Dans ce cas, l’inte´grale porte sur toute la surface de l’e´metteurA2, et ce terme ne varie
pas en fonction de la position dex.

On a donc :

B(x) = E(x)+
ρ
π

Z
A2

B(y)
cosθ1cosθ2

kr12k2 dA2

Dans ces conditions, le gradient de la radiosité s’exprime comme :

∇ B(x) = ∇ E(x)+
ρ
π

Z
A2

B(y)∇
�

cosθ1cosθ2

kr12k2

�
dA2

Le terme sous le gradient a` l’intérieur de l’intégrale ne de´pend pas deB(y) ; on peut
le dériver formellement :

∇ B(x) = ∇ E(x)+
ρ
π

Z
A2

B(y)

�
(~r12�~n1)n2+(~r12�~n2)n1�4~r12cosθ1cosθ2

kr12k4

�
dA2

L’expression du gradient obtenue ainsi permet de calculer le gradient en toutes cir-
constances.

De la même manie`re, on peut calculer le Hessien deB :

HB(x) = HE(x)+
ρ
π

Z
A2

B(y)H
�

cosθ1cosθ2

kr12k2

�
dA2

Le calcul pratique d’un Hessien se fait simplement en calculant la de´rivée seconde
d2(~u;~v) suivantdeux vecteurs, puis en exhibantun ope´rateurH tel que :d2(~u;~v) = t~uH~v.
Dans notre cas, on aurait une combinaison line´aire de termes de la forme(~a �~u)(~b �~v)+
(~a �~v)(~b �~u) et de termes en~u �~v, les coefficients ne de´pendant pas de~u, ni de~v. Ces
deux termes se traitent aise´ment :

~u �~v = t~u~v = t~uI~v

(~a �~u)(~b �~v) = (t~u~a)(t~b~v) = t~u(~at~b)~v

~at~b =

0
@ ax

ay

az

1
A(bxbybz) =

0
@ axbx axby axbz

aybx ayby aybz

azbx azby azbz

1
A

(~a �~u)(~b �~v)+(~a �~v)(~b �~u) = t~u(~at~b+~bt~a)~v = t~uQ(~a;~b)~v

On choisit de noterQ(~a;~b) la matrice~at~b+~bt~a pour simplifier les écritures. On
remarque queQ(~a;~b) est naturellement syme´trique.

Dans notre cas, la formule comple`te du Hessien lorsque la visibilite´ est comple`te
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s’écrit :

HB(x) = HE(x)

+
4ρ
π

Z
A2

B(y)
(~r12�~n1)(~r12�~n2)

kr12k8 (3Q(~r12;~r12)� I)dA2

� 4ρ
π

Q
�Z

A2

B(y)
(~r12�~n1)~r12

kr12k6 dA2;~n2

�

� 4ρ
π

Q
�Z

A2

B(y)
(~r12�~n2)~r12

kr12k6 dA2;~n1

�

+
ρ
π

�Z
A2

B(y)
2

kr12k4dA2

�
Q(~n1;~n2)

On notera que les deux de´rivations formelles effectue´es ici sont indépendantes de
toute considération surB. Elles peuvent donc eˆtre utilisées dans tous les cas pour calcu-
ler le gradient et le Hessien de la radiosité en un point. Par exemple, si l’on utilise une
base quelconque de fonctions (line´aires, polynomiales, ondelettes), il suffira de calculer
le gradient et le Hessien pour chacune des fonctions de base, e´ventuellement en faisant
un calcul approche´ des intégrales.

On remarque aussi que dans la plupart des calculs, il est possiblede calculer d’abord
une simple intégrale vectorielle, avant d’en tirer la forme matricielle du Hessien. La
principale difficultéest le calcul de l’inte´grale avecQ(~r12;~r12) = 2~r12

t~r12. Si on a une
parame´trisation de~r12 surA2 :

~r12=~r0+u~a+v~b

alors,

~r12
t~r12=~r0

t~r0+uQ(~r0;~a)+vQ(~r0;b)+uvQ(~a;~b)+u2~at~a+v2~bt~b

et on est ramene´ à des calculs d’inte´grales vectorielles plus classiques.
Bien que le Hessien soit un ope´rateur matriciel 2� 2, nous l’avons ici comme

somme de matrices 3�3, àcause de la nature intrinse`quement tridimensionnelle des
objets manipulés. Il est naturellement possible d’en déduire la valeur de la de´rivée
seconde suivant une direction donnée, en appliquant le Hessien a` cette direction. De
même, on peut en tirer la concavite´ en utilisant une projection du Hessien sur le plan
récepteur conside´ré, et en prenant le de´terminant de cette projection.

4.8 Simplification de l’écriture de la radiosité
Les outils mathématiques que nous venons de voir peuvent e´galement eˆtre utilisés

pour simplifier l’écriture de la radiosite´. Nous avons vu, à la section 2.4, que la radio-
sité en un pointx d’un récepteurA1, due àun émetteurA2 (voir figure 4.6), pouvait
s’exprimer comme une inte´grale sur la surface deA2 (équation 2.11) :

B(x) = E(x)+
ρ
π

Z
A2

B(y)
cosθ1cosθ2

kr12k2 dA2 (4.6)

Cette expression peut se simplifier, comme on le sait depuis leXVIII esiècle et les
travaux de Lambert, lorsque la radiosite´ sur l’émetteur est constante (voir aussi Baum,
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1989 [5] et Schröder, 1993 [33, 34]). Dans ce cas, l’équation 4.6 se réduit à une inte´-
gration sur les contours de l’e´metteur :

B(x) = E(x)�B0
ρ
2π

~n1 �
I

∂A2

~r12

k~r12k2 �d~̀2 (4.7)

Le passage de l’équation 4.6 a` l’équation 4.7 se fait en utilisant le the´orème de
Stokes (voir équation 4.1).

En effet, l’équation 4.6 n’est autre que le flux d’un champ vectoriel :

Z
A2

B(y)
cosθ1cosθ2

kr12k2 dA2 = �
Z

A2

B(y)
(~r12�~n1)(~r12�~n2)

k~r12k4 dA2

= �
Z

A2

B(y)
(~r12�~n1)~r12

k~r12k4 �d~A2

=
Z

A2

~F(~r12) �d~A2

Avec :

~F(~r12) = �B(y)
(~r12�~n1)~r12

kr12k4

Lorsque la radiosite´ sur l’émetteur est suppose´e constante, c’est-a`-dire lorsqu’on a
discrétisé l’émetteur en facettes sur lesquelles la radiosite´ est suppose´e constante, ce
champ vectoriel~F peut s’exprimer comme le rotationnel d’un autre champ vectoriel. Il
suffit alors d’appliquer le the´orème de Stokes pour retrouver l’équation 4.7.

Cette simplification permet une expression du gradient et du Hessien de la radiosite´
également comme des inte´grales sur les contours, ce qui rend possible leur calcul dans
des temps raisonnables.

Habituellement, lorsque la radiosite´ sur l’émetteur n’est pas constante, on est réduit
àapproximer l’intégrale surfacique. Cependant, les intégrales curvilignes sont, en re`gle
générale, àla fois plus faciles a` calculer expresse´ment et plus faciles a` approximer. Pour
cette raison, il serait bon d’avoir une expression de la radiosite´ sur le récepteur comme
une intégrale de contour, même lorsque la radiosité n’est pas constante sur l’e´metteur.

Pour pouvoir passer d’une inte´grale surfacique a` une intégrale de contours, il faut
appliquer le the´orème de Stokes. Et pour pouvoir appliquer le the´orème de Stokes, il
faut exprimer le champ vectoriel dont on prend le flux,~F(~r12), comme le rotationnel
d’un champ vectoriel.

Pour qu’il soit possible d’exprimer un champ vectoriel~V(~r), comme le rotationnel
d’un autre champ vectoriel~U(~r), il faut et il suffit que la divergence du premier champ
vectoriel soit nulle :

∇ � (~V(~r)) = 0()9~U(~r);~V(~r) = ∇ � (~U(~r))

Calculons donc la divergence du champ vectoriel~F dont on calcule le flux a` travers
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A2 :

∇ � ~F(~r12) = ∇ �
�
�B(y)

(~r12�~n1)

kr12k4 ~r12

�

= �∇
�

B(y)
(~r12�~n1)

kr12k4

�
�~r12�3

�
B(y)

(~r12�~n1)

kr12k4

�

∇
�

B(y)
(~r12�~n1)

kr12k4

�
= ∇ B(y)

(~r12�~n1)

kr12k4 �3B(y)
~n1

kr12k4

∇ � ~F(~r12) = �∇ B(y) �~r12
(~r12�~n1)

kr12k4

On voit ainsi que pour que l’on puisse appliquer la formule de Stokes, c’est-a`-
dire pour que le champ vectoriel~F(~r12) ait une divergence nulle, il faut et il suffit que
∇ B(y) �~r12 soit nul pour touty choisi surA2. La seule possibilite´ pour que ceci soit vrai
pour plusieurs pointsx différents est que∇ B(y) soit identiquement nul sur la surface
de l’émetteur, donc que la radiosite´ de l’émetteur soit constante.

Lorsque∇ B(y) = 0, ∇ � ~F(~r12) = 0, et donc :

B(y)
(~r12�~n1)~r12

kr12k4 = B(y)∇ �~r12�~n1

k~r12k2

Par là-même, en appliquant le the´orème de Stokes,

B(x) = E(x)+
ρ
2π

B0

I
∂A2

~r12�~n1

k~r12k2 �d~̀2

On reconnaıt̂ dans l’expression ci-dessus un produit mixte(~r12;~n1;d~̀2). D’où l’ex-
pression finale (voir équation 4.7):

B(x) = E(x)�~n1 � ρ
2π

B0

I
∂A2

~r12�d~̀2

k~r12k2

Que pouvons-nous faire lorsque la radiosité n’est pas constante sur l’e´metteur, et
que nous voulons toutde même retrouver un intégrale de contour? En tout e´tat de cause,
il est toujours possible d’e´crire :

~F(~r12) = ∇ �
�

B(y)
~r12�~n1

k~r12k2

�
+~T

où ~T est un terme comple´mentaire exprimant la différence entre le rotationnel et le
champ vectoriel. Plus pre´cisément,

~T = �∇ B�~r12�~n1

k~r12k2

Dans ces conditions, l’expression de la radiosité au pointx devient :

B(x) = E(x)�~n1 � ρ
2π

I
∂A2

B(y)
~r12�d~̀2

k~r12k2 � ρ
2π

Z
A2

�
∇ B(y)�~r12�~n1

k~r12k2

�
�dA2
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La radiositéétant vue ici comme une fonction de deux variables, la composante
sur~n2 de son gradient peut être suppose´e comme nulle : la radiosite´ ne varie pas dans
la direction~n2. Pour exprimer ceci, on peut introduire un vecteur~k, tel que :∇ B(y) =
~k(y)�~n2. Naturellement, on choisit~k tel que :~k �~n2 = 0. En fait,~k(y) =~n2� ∇ B(y).

Ce vecteur~k simplifie grandement l’expression de la radiosite´ au pointx :

B(x) = E(x)�~n1 � ρ
2π

I
∂A2

B(y)
~r12�d~̀2

k~r12k2 �~n1 � ρ
2π

Z
A2

 
~k(y)�~r12

k~r12k2

!
d~A2

On a ainsi se´parél’expression de la radiosité en un point donne´ en deux termes, le
premier, une intégrale de contour, et le deuxième une inte´grale surfacique, mais diffe´-
rente. L’importance du terme correctif varie suivant la ge´ométrie relative de l’émetteur
et du récepteur. Nous verrons au chapitre 10 un exemple d’utilisation de cette formule
pour calculer le gradient duˆ à des e´metteurs sur lesquels la radiosite´ n’est pas constante.

4.9 Prospective
Quel est l’intérêt de ces outils issus de l’analyse des fonctions a` plusieurs variables

pour les proble`mes de calculs d’e´clairage? Quelles possibilite´s avons nous, de les cal-
culer d’une part, et de pouvoir les employer utilement d’autre part?

Nous allons voir, au chapitre 5, que la radiosité due a` un émetteur constant est une
fonction très régulière, et en particulier que les points ou` elle est concave forment un
convexe. Ce résultat n’est qu’une conjecture, mais nous verrons, au chapitre 6, que cette
conjecture permet de controˆler la précision avec laquelle nous avons mode´lisé les in-
teractions entre deux facettes, et donc de controˆler l’erreur commise au cours de nos
calculs de radiosite´. L’implémentation pratique de ce contrôle de l’erreur dans un algo-
rithme de radiosite´ hiérarchique fera l’objet de notre chapitre 7.

En raison du caracte`re plus technique des chapitres concerne´s, les calculs pratiques
des de´rivées successives de la radiosite´ dans des cas particuliers ou` des valeurs pre´cises
sont accessibles directement ont e´té rejetés plus loin, chapitres 8, 9 et 10.
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5.

La conjecture de concavité

NOUS VOUDRIONSpouvoir utiliser les outils de dérivation e´voqués au chapitre
précédent pour déduire des proprie´tés de la radiosite´ qui soient valables sur
tout un intervalle, ou sur toute une facette, et non plus seulement en un point.

Naturellement, ceci ne peut se faire dans le cas d’une fonction quelconque. Il faut
que la fonction étudiée respecte quelques proprie´tés simples, soit que ces proprie´tés
soient démontrées, soit que l’on les admette dans un premier temps, comme c’est le
cas ici.

Nous allons e´tudier le comportement de la radiosite´ dans quelques cas simples, a` la
fois de façon théorique et de façon expe´rimentale.

5.1 Travaux antérieurs
Les propriétés de la radiosite´ sont connues de façon quasi intuitive depuis que la

méthode est utilise´e dans les calculs d’e´clairage (voir [30]).
La première étude précise et formelle de la proprie´téd’unimodalité, c’est-à-dire le

fait de n’avoir qu’un seul maximum, est due à Drettakis [14, 11, 12, 10, 9, 13]. Drettakis
utilise la propriété d’unimodalitépour reconstruire efficacement la radiosite´ due àun
émetteur convexe sur un plan donne´.

5.2 Un cas particulier simple : un émetteur ponctuel
Nous allons étudier de façon complète le Jacobien et le Hessien dans un cas particu-

lier très simple. Ce cas particulier nous donnera néanmoins de pre´cieuses informations
sur le comportement qu’on peut attendre de configurations plus complexes.

Considérons donc un émetteur ponctuel, et un récepteur plan infini (voir figure 5.1).
On appelleh la distance qui se´pare le point émetteur du re´cepteur.

Alors le vecteur~r12 reliant le récepteur a` l’émetteur a pour coordonne´es(�x;�y;h).
La normale a` l’émetteur a pour coordonne´es(0;0;1), donc :

cosθ=
h

r12

Alors la radiosite´ sur le récepteur s’exprime comme :

B(u;v) = K
cosθ
r2
12

=
Kh

(h2+u2+v2)
3
2
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h

(x,y)

θ
(0,0)n1

FIG. 5.1 –Cas d’un point émetteur et d’un plan récepteur.

oùK est une constante comprenant la radiosité du point e´metteur, la re´flectivitédu plan
récepteur et un facteur1π.

On voit sur la figure 5.2 l’aspect de la radiosité, vue comme une fonction de deux
variablesu et v.
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FIG. 5.2 –Radiosité due à un point émetteur.

On constate de´jà la grande re´gularitéde la fonction, et la présence d’un seul maxi-
mum.

Dans un cas simple comme celui-ci, on peut calculer explicitement les de´rivées suc-
cessives :
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∂B
∂u

= p =�3
Khu

(h2+u2+v2)
5
2

∂B
∂v

= q = �3
Khv

(h2+u2+v2)
5
2

∂2B
∂u2 = r = 3Kh

4u2�v2�h2

(h2+u2+v2)
7
2

∂2B
∂u∂v

= s = 15
Khuv

(h2+u2+v2)
7
2

∂2B
∂v2 = t = 3Kh

4v2�u2�h2

(h2+u2+v2)
7
2

rt� s2 = d = �9K2h2 4v2+4u2�1

(h2+u2+v2)6

Les repre´sentations graphiques dep, r et rt� s2 peuvent être trouve´es sur les fi-
gures 5.3, 5.4 et 5.5. Chaque figure porte, outre la repre´sentation de la fonction, la
courbe de niveau 0 pour cette fonction, afin que l’on puisse localiser les endroits ou`
elle s’annule. On voit que, sur chaque droite de´finie paru constant, la de´rivée par rap-
port àu ne s’annule qu’une fois, et la de´rivée seconde par rapport a` u ne s’annule que
deux fois, ce qui fait qu’elle est positive, sauf sur un intervalle borne´.
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FIG. 5.3 –La dérivée de la radiosité suivant un vecteur, et la ligne de niveau 0.

On voit ainsi qued est positif sur une zone convexe,u2+v2< h
4, et négatif partout

ailleurs, ce qui entraıˆne que la fonction est concave sur le disqueD de centreO et de
rayon h

4, et traverse son plan tangent partout ailleurs (voir figure 5.6).
Une autre proprie´té intéressante est l’e´tude de la fonction de radiosite´ sur toutes les

droites trace´es sur le re´cepteur. Ici, a` cause de la syme´trie du problème, nous pouvons
nous restreindre aux droites définies paru constant.
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FIG. 5.4 –La dérivée seconde de la radiosité suivant un vecteur et la ligne de niveau
0.
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FIG. 5.5 –La concavité de la radiosité : rt� s2 et la ligne de niveau 0.
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FIG. 5.6 –La radiosité et ses plans tangents.
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FIG. 5.7 –La radiosité sur une droite isolée.

Sur ces droites, la fonction e´tudiée est une fonction dev, définie par : f (v) =B(u;v)
(voir figure 5.7). Sa de´rivée f 0(v) et sa de´rivée secondef 00(v) sont définies par :

f 0(v) = �3
Khv

(h2+u2+v2)
5
2

f 00(v) = 3Kh
4v2�u2�h2

(h2+u2+v2)
7
2
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FIG. 5.8 –Les dérivées de la radiosité par rapport au vecteur directeur de cette droite.

On voit facilement quef 0(v) est du signe dev, et donc ne s’annule qu’en un seul
point (voir figure 5.8a). De même, on voit quef 00(v) est du signe de 4v2� u2� h2, et
donc est négatif pour

v 2
"
�
r

u2+h2

4
;

r
u2+h2

4

#

et positif pourv en dehors (voir figure 5.8b).
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C’est cette proprie´téqui est importante : sur une droite donne´e, la radiosite´ considé-
rée comme fonction de´finie sur cette droite est convexe sauf a` l’intérieur d’un intervalle
convexe.

Le point émetteur est une bonne approximation de tous les émetteurs, pourvu qu’on
les prenne de suffisamment loin. Nous pouvons de´jà en déduire que cette proprie´téde-
vrait se conserver pour tous les e´metteurs, a` grande distance de l’e´metteur.

Par ailleurs, lorsqu’on inte`gre la radiosite´ sur un émetteur convexe en situation de
visibilité totale, on s’attend e´galement a` voir cette proprie´téconservée, puisqu’il y aura
une intégrale de fonctions partageant cette proprie´té sur un convexe.

On peut aussi e´tudier la radiosite´ due non pas à un point émetteur de lumie`re dans
toutes les directions, mais a` un élément de surface, oriente´ et pourvu d’une normale. La
radiositédevient :

B(u;v) =
Kh(au+bv+ch)

(h2+u2+v2)
3
2

et une e´tude similaire a` celle que nous venons de mener montre que les proprie´tés de
concavitésont bien conserve´es. Comme la radiosite´ due àun émetteur convexe est une
intégration de telles fonctions, on s’attend a` ce que les proprie´tés de concavite´ soient
bien vérifiées pour un émetteur convexe.

5.3 Le cas d’un disque émetteur
Le cas d’un disque e´metteur a e´té traitéde nombreuses fois dans la litte´rature. La

méthode utilisée ici a étéen partie emprunte´e àMoon [30], et avait de´jà été partielle-
ment publiée par Drettakis [10].

5.3.1 Préliminaires
Considérons deux e´léments de surface,dA1 etdA2, situés tous deux sur une sphe`re

de centreO et de rayonR, se faisant face (voir figure 5.9). Comme les normales aux
deux points passent par le centre de la sphère, et que trois point sont toujours copla-
naires, on peut considérer le plan qui contientO et nos deux points (voir figure 5.9).

On voit que le facteur de forme e´lémentaire dedA2 versdA1, qui est défini par :

dF =
cosθ1cosθ2

πr2 dA2

vaut dans ce cas de figure :

dF =
dA2

4πR2 =
1

4π
dω

où dω est l’élément d’angle solide sous lequel on voitdA2 depuisO le centre de
la sphère. En effet,θ1 = θ2, et r = 2Rcosθ1. La résultat fondamental est celui-ci :dF
est constant pour tous les points de la sphère. Si donc au lieu d’e´léments de surface
nous considérons une coupole sphérique (voir figure 5.10), de radiosite´ constanteB0,
émettant en directiond’un e´lément de surfacedA1 situésur la même sphe`re, en inte´grant
nous avons :

B1 = ρB0
1

4π
Ω

où Ω est l’angle solide sous lequel on voit la coupole sphérique depuis le centre de la
sphère. Comme la radiosite´ en un point ne dépend que de l’angle solide sous lequel on
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FIG. 5.9 –Deux éléments de surface d’une sphère en interaction.

voit l’émetteur, un disque de même contour aura le même effet que la coupole sphe´-
rique.

Inversement, si l’on considère un disque e´metteur de radiosité constanteB0, et une
sphère réceptrice passant par ce disque, la radiosite´ due au disque sera constante sur
tous les points de la sphère. La valeur de la constante de´pend bien suˆr de la sphe`re.

A

dA1

O

R

2

FIG. 5.10 –Une coupole sphérique illuminant un point de la sphère.

NotonsC le centre du disque,~n2 la normale au disque, etr le rayon du disque.Toutes
les sphères passant par le disque ont leur centre sur la droite porte´e par~n2 et passant par
C. PrenonsSλ la sphère de centreO=C+λ~n2. Son rayon estR=

p
r2+λ2. La surface

de la coupole sphérique tendue par le disque est :A = 2πR2 R�λ
R (voir figure 5.11). La
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radiositésur la sphère est donc :

B = ρB0
R�λ
2R

A2

dA1

O

R

λ

λ

rC

n2

A2

dA1

Oλ

r
C

n2

N

n1 n

L

α α Sλ

FIG. 5.11 –Un disque illuminant un point de la sphère.

On peut voir que la radiosité sur la sphe`re Sλ est une fonction de´croissante deλ.

5.3.2 La radiosité sur le plan
Si maintenant on conside`re un planP ; ce plan coupe la sphe`reSλ suivant un cercle

Cλ. En un pointM du cercle, la radiosite´ s’exprime comme :

B(M) =�ρB0

Z
D

(~r12�~n1)(~r12�~n2)

r2
12

dA2 =~n1 �~L

Nous connaissons la composante de~R sur~n, la normale à la sphère au point de
contact,

~L �~n = ρB0
R�λ
2R

Mais ceci est insuffisant pour connaıt̂re la valeur de~L �~n1. On remarque que l’axe
dA1N est un axe de symétrie pour le cône construit sur le disque e´metteur (voir fi-
gure 5.11). Le vecteur~L doit donc se trouver sur cet axe, ce qui nous donne sa direction
(N est l’intersection de l’axe du disque avec la sphe`reSλ).

Notons~u le vecteur directeur de~L. On a :~L = L~u. Donc~L �~n = L~u �~n. Donc :

B(M) = (~L �~n)~u �~n1

~u �~n = ρB0
R�λ
2R

~u �~n1

~u �~n
~u est porte´ par

�!
MN =

�!
MO+

�!
ON = R(~n�~n2). Donc :

~u �~n1

~u �~n =
~n �~n1�~n2 �~n1

1�~n2 �~n
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Et donc la radiosité au pointM est :

B(M) = ρB0

�
R�λ
2R

�
~n �~n1�~n2 �~n1

1�~n2 �~n
R�λ
2R est une fonction deλ, positive et de´croissante. Les sphe`resSλ ne coupent le

plan conside´réque pourλ supérieur àune valeur minimaleλ0.
~n�~n1�~n2�~n1

1�~n2�~n
est une fonction qui de´pend àla fois de la sphère coupe´e et de la position

du pointM sur le cercle. Seul~n2 �~n dépend de la position du pointM sur le cercle. On
voit que la fraction est maximale lorsque~n2 �~n est maximal, donc lorsque le pointM
est dans le plan qui passe par l’axe du disque. Si l’on notefλ la valeur maximale de la
fraction, on voit quefλ est une fonction positive de´croissante deλ.

La radiosité au pointM est donc une fonction positive de´croissante deλ. Elle est
donc maximale lorsqueλ est minimal, donc pourλ = λ0.

On a ainsi démontre´ l’unimodalité de la radiosite´ due à une disque dans le plan. On
a par ailleurs la position de ce maximum : sur la sphère passant par le cercle et tangente
au plan.

5.4 Le cas d’un carré émetteur
Dans le cas d’un carré d’orientation quelconque, il est impossible de tirer une ex-

pression analytique aise´ment manipulable et de´rivable. Comme pour tout polygone
émetteur, il existe une expression analytique que l’on peut dériver (voir chapitre 8),
et dont on peut meˆme calculer les de´rivées successives. En revanche, il est difficile de
tirer de cette expression analytique une confirmation – ou une infirmation – de l’uni-
modalité de la radiosite´ sur toute droite, encore moins une expression des points ou` la
fonction est concave.

FIG. 5.12 –Un carré émetteur.
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FIG. 5.13 –Radiosité due à ce carré émetteur.
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FIG. 5.14 –Dérivée suivant un vecteur de cette radiosité et la ligne de niveau 0.
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On voit tout de même, sur la figure 5.13, que la radiosité est, en apparence tout du
moins, unimodale.

La figure 5.14 repre´sente la de´rivée suivant la directionx de la radiosite´, avec la
courbe de niveau 0 pour cette de´rivée. On voit que la de´rivée ne s’annule qu’une fois
pour chaque droite dans cette direction.
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FIG. 5.15 –Déterminant du Hessien (rt� s2) pour cette radiosité et la ligne de niveau
0.

La figure 5.15 repre´sente le de´terminant du Hessien de la radiosite´, avec la courbe
de niveau 0. On voit ainsi que ce déterminant est positif sur un convexe, donc que la
radiositéest concave sur un convexe, et qu’elle n’est ni concave ni convexe au dehors.
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FIG. 5.16 –Dérivée seconde suivant un vecteur de cette radiosité et la ligne de niveau
0.

Enfin, la figure 5.16 illustre que la de´rivée seconde suivant une vecteur n’est ne´ga-
tive que sur un intervalle fini sur chaque droite suivant cette direction.
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5.5 Le principe de Curie
Pierre Curie avait conjecturé que lorsqu’un ensemble de causes entraıˆne un effet, si

les causes ont une certaine symétrie (plan de syme´trie, axe de syme´trie, etc.) alors les
effets doivent avoir aussi cette syme´trie ; c’est ce qui est ge´néralement re´sumépar la
formule lapidaire : «Les effets ont au moins la symétrie des causes.»

Pour pouvoir appliquer le principe de Curie, il faut que tous les e´léments du pro-
blème soient symétriques, tant les objets qui interagissent que les interactions qui
s’exercent entre eux. On sait qu’il n’existe que quatre interactions possibles a` distance
entre les objets : la gravitation, l’e´lectromagne´tisme, la force forte et la force faible. De
ces quatre interactions, les trois premie`res sont, par nature, syme´triques. La force faible
peut, dans certains cas, eˆtre intrinsèquement asymétrique. Nous ne nous intéressons ici
qu’à la propagation de la lumière, qui rele`ve de l’électromagne´tisme, et qui donc est
symétrique.

Pour pouvoir appliquer le principe de Curie, il faut aussi que la ge´ométrie du pro-
blème soit symétrique : il y a d’une part l’émetteur, avec sa ge´ométrie propre, et d’autre
part le récepteur et sa ge´ométrie. Pour pouvoir parler de «syme´trie du problème », il
faut que l’on trouve un plan de symétrie qui conserve a` la fois l’émetteur et le re´cep-
teur. Nous avons suppose´ le récepteur comme un plan infini, mais encore faut-il que sa
normale soit conserve´e par le plan de syme´trie conside´ré.

Plan de symétrie commun

Le maximum est sur
cette droite

FIG. 5.17 –Un émetteur possédant un plan de symétrie commun avec le récepteur : le
maximum se trouve sur une droite.

Ainsi, si l’on considère un émetteur ayant un plan de syme´trie, il faut pour pouvoir
appliquer le principe de Curie que le récepteur soit orthogonal a` ce plan de syme´trie
(voir figure 5.17). Dans ce cas, la radiosite´ sur l’émetteur aura la meˆme syme´trie. C’est
à dire qu’elle sera la meˆme pour deux points symétriques l’un de l’autre par rapport a`
ce plan. Meˆme dans ce cas, on ne sait pas s’il existe un ou plusieurs maximums pour
la radiosité, mais on sait que s’il n’en existe qu’un, il sera sur ce plan de syme´trie. Et
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Position du maximum

FIG. 5.18 –Un émetteur possédant deux plans de symétrie commun avec le récepteur :
le maximum est localisé.

s’il en existe plusieurs, il seront syme´triques les uns des autres par rapport au plan de
symétrie.

Si l’on considère un émetteur ayant deux plans de syme´trie (un rectangle, par
exemple), il faut pour appliquer le principe de Curie aux deux plans que le re´cepteur
soit orthogonal a` ces deux plans. C’est-a`-dire qu’il soit parallèle à l’émetteur (voir fi-
gure 5.18). Dans ce cas, la radiosite´ sur le récepteur aura deux plans de syme´trie. Ceci ne
suffit pas a` démontrer l’unicitédu maximum, mais permet de le localiser s’il est unique.
Notre problème peut eˆtre vu comme une extension du principe de Curie : est-ce que le
résultat d’un proble`me convexe sera convexe par nature?

5.6 La conjecture de concavité
On sait que Drettakis, en 1994 [10] avait conjecture´ que la radiosite´ due àun émet-

teur convexe ne pouvait avoir qu’un seul maximum. Jusqu’à aujourd’hui, cette conjec-
ture n’a pu eˆtre prise en de´faut, alors qu’il est tre`s facile d’exhiber un exemple d’e´met-
teur non convexe dont la radiosité n’est pas unimodale : voir figure 5.19.

On a vu sur les exemples pre´cédents que cette conjecture est ve´rifiée dans des cas
simples (disques, carre´s).

Au vu des expe´riences pre´cédentes, on est tente´ d’introduire deux conjectures sup-
plémentaires, e´tendant toutes deux la conjecture d’unimodalite´ :

Conjecture 5.1 : Sur une droite donne´e (appartenant a` un récepteur
donné), la radiosite´ due àun émetteur convexe est convexe, sauf sur un
seul intervalle borne´, oùelle est concave.

Conjecture 5.2 : Sur un récepteur plan donné, le Hessien de la radio-
sitédue àun émetteur convexe n’est pas défini, sauf sur un convexe borne´,
où il est défini-négatif.
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FIG. 5.19 –Un émetteur qui n’est pas convexe rompt la conjecture.

On remarque la grande similarité entre ces deux conjectures ; elles ne sont pas équi-
valentes, mais une méthode utilisée pour démontrer l’une devrait pouvoir eˆtre adapte´e
pour démontrer l’autre. Chacune d’elle a son utilisationpratique, ainsi que nous le ver-
rons dans le chapitre 6.

Par ailleurs, chacune d’elle contient la conjecture d’unimodalité : la conjecture 5.1
implique que sur chaque droite il n’y a qu’un seul maximum (unimodalité sur chaque
droite), et donc qu’il n’y a qu’un seul maximum dans le plan.

La conjecture 5.2 implique directement l’unimodalité, car s’il y avait deux maxi-
mums, il y aurait entre eux une zone ou` le Hessien ne serait pas de´fini négatif, alors
qu’il l’est au voisinage de chaque maximum local, donc la zone ou` le Hessien est de´fini
négatif n’est pas convexe. La conjecture 5.2 n’implique pas l’unimodalité sur chaque
droite.

Notons que la conjecture d’unimodalité sur chaque droite implique aussi que si la
radiositéadmet un extremum sur une droite, cet extremum est nécessairement un maxi-
mum : en effet, la radiosite´ est toujours positive et tend vers zéro lorsque la distance
qui sépare le point de l’e´metteur tend vers l’infini. Si la radiosite´ sur une droite avait un
minimum, alors entre l’emplacement de ce minimum et plus l’infini on aurait ne´cessai-
rement un maximum. De meˆme entre ce minimum et moins l’infini. Ce qui fait deux
maximums sur la droite.

Par extension, si la radiosite´ sur un plan admet un extremum, alors cet extremum
est un maximum. Sinon, on considère une droite passant par le minimum et on reprend
le paragraphe pre´cédent.

5.7 Lorsque la visibilité n’est pas totale
Les conjectures introduites plus haut ne s’appliquent évidemment que dans les cas

oùla visibilitéentre l’émetteur et le re´cepteur est totale. Lorsqu’il y a des obstaclesentre
eux, la radiosite´ n’est plus unimodale, meˆme si les obstacles eux-meˆmes sont convexes
(voir figure 5.20).

En revanche, si le complémentaire de l’obstacles est convexe, c’est-à-dire que la
zone par ou` passe la lumière est concave, alors il semble bien que la radiosite´ soit uni-
modale (voir figures 5.21 et 5.22).

En résumé, si la scène entie`re est par nature convexe, alors il semble que la radiosite´
soit unimodale ; cette conjecture est sans doute lie´e aux deux pre´cédentes ; une méthode
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FIG. 5.20 –Un obstacle, même convexe, remet en cause la conjecture d’unimodalité.

FIG. 5.21 –Un obstacle qui ne remet pas en cause l’unimodalité.

FIG. 5.22 –Un autre obstacle qui ne remet pas en cause l’unimodalité.
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de démonstration des conjectures 5.1 et 5.2 pourrait sans doute être appliquée pour re-
démontrer cette nouvelle conjecture.
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6.

Analyse de l’erreur dans les algorithmes
de radiosité

L A RÉSOLUTION numérique de la méthode de radiosité ne nous donne qu’une
réponse approximative. Il est donc important de pouvoir mesurer la qualite´ de
cette approximation. La mesure de la qualite´ peut se faire apre`s la fin des cal-

culs,a posteriori. Elle sert alors à valider la me´thode de radiosite´ utilisée, àla placer
par rapport a` d’autres me´thodes : par exemple plus rapide, ou plus précise. Elle peut
aussi se faire au cours des calculs,a priori. La connaissance de l’erreur commise sur
la solution calcule´e permet alors d’orienter les calculs, de les diriger vers les zones ou`
l’imprécision est la plus grande, en s’écartant des zones ou` la précision est de´jà suffi-
sante.

6.1 Travaux antérieurs
Bien que le controˆle de l’erreur au cours de la simulation de l’e´clairage global et

des calculs de radiosite´ soit fondamental, et un des points ou` la méthode de radiosite´
comporte un avantage pre´cis sur les me´thodes de lancer de rayons, la formalisation des
calculs d’erreur au cours du raffinement n’a e´téfaite pour la premie`re fois que par Arvo,
en 1994 [4] ; Arvo a introduit une taxonomie des erreurs dans un algorithme d’illumi-
nation globale, qui est tre`s utile. La première utilisation des calculs de l’erreur au cours
du raffinement est due aux travaux de Lischinski [26], en 1994. Ils ont montre´ com-
ment on pouvait utiliser un encadrement de l’erreur commise sur chaque interaction, a`
supposer qu’on connaisse cet encadrement, pour calculer l’erreur globale commise sur
toute la sce`ne.

L’encadrement, avec exactitude, de l’erreur commise sur chaque interaction, n’a
en revanche fait jusqu’ici l’objet d’aucune publication, et les travaux de´jà cités de Li-
schinski utilisent une heuristique, certes efficace, mais qui peut eˆtre prise en de´faut. Un
tel encadrement fait l’objet du chapitre suivant.

6.2 Mesurer l’erreur au cours des calculs de radiosité
Comme nous l’avons vu plus haut, la radiosite´ est la solutionde l’e´quation intégrale

(voir équation 2.11) :

B(x) = E(x)+ρd(x)
Z

y2S
B(y)

cosθcosθ0

πr2 V(x;y)dy
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L’impossibilité de résoudre de telles équations inte´grales dans le cas ge´néral
conduit généralement a` une discre´tisation du problème. Cette discre´tisationnous donne
des informations sur la radiosité qui ne peuvent eˆtre que limitées : il s’agit des coordon-
nées de la radiosite´ dans la base de fonctions choisies pour discre´tiser. Si, par exemple,
cette base est orthonorme´e, ce sont les valeurs estime´es du produit scalaire de la ra-
diositéavec les fonctions de base choisies. L’information qu’elles apportent est donc
limitée àla fonction de base conside´rée.

C’est àpartir de tels échantillons limite´s que nous devons essayer de reconstruire
le comportement de la fonction de radiosite´ pour deviner la qualité de l’approximation.

Un tel travail est intrinsèquement contradictoire : à partir d’un ensemble d’échan-
tillons, on ne peut pas a` la fois déduire une approximation de la radiosite´ et la qualité
de cette approximation. Nous sommes ge´néralement oblige´s de faire des hypothe`ses
sur le comportement de la radiosité. On peut aussi s’intéresser aux outils de résolution,
quantifier leur pre´cision et en déduire celle de la radiosite´ qu’ils permettent de calculer.

Un protocole de re´solution base´ sur une estimation de l’erreur commise doit tou-
jours tenir compte de la qualite´ relative de son approximation. Un calcul de l’erreur,
quelle qu’il soit, dépend d’hypothèses diverses, et n’est valide qu’en fonction de ces
hypothèses. Il n’est utilisable qu’une fois que les hypothe`ses ne´cessaires ont e´té véri-
fiées.

6.3 Mesurer l’erreur après les calculs de radiosité
Une autre possibilite´ de calcul de l’erreur est un calcula posteriori. Il existe diffé-

rents algorithmes capables de calculer une solution approchée au proble`me de l’éclai-
rage global. Supposons que nous voulions comparer deux tels algorithmes entre eux ;
nous connaissons leurs temps de calcul respectifs, mais comment comparer la qualite´
des images produites?

Il ne suffit pas en effet de calculer la diffe´rence entre les deux images produites par
nos deux algorithmes. Comme ces deux algorithmes ont tous deux produits des solu-
tions qui ne peuvent être qu’approximatives au problème, une diffe´rence entre eux n’a
pas de sens en tant que telle.

L’idéal serait de pouvoir comparer ces deux algorithmes de synthe`se d’image avec
une image réelle. On prendrait une photographie d’une scène simple, que l’on pourrait
comparer avec les re´sultats des algorithmes de synthe`se. Cette solution n’est encore en-
visageable que pour des sce`nes simples, ou` il est possible de calculer une mode´lisation
précise de la sce`ne, avec notamment les fonctions de re´flectance, et la position de la
caméra. En effet, il faut qu’un au moins des deux algorithmes à comparer puisse eˆtre
proche de la solution exacte, faute de quoi la diffe´rence entre les deux algorithmes ne
fournira pas d’informations exploitables. Se pose e´galement le proble`me de distinguer
entre les erreurs dues a` une mauvaise mode´lisationde la sce`ne, de celles dues a` de mau-
vaises approximations dans les algorithmes de synthe`se.

Lorsque cette premie`re solutionn’est pas accessible, on peut employer un troisie`me
algorithme de synthèse d’image, qui servira de re´férence, capable de calculer une so-
lution aussi précise que l’on veut de la scène conside´rée. On peut alors comparer les
deux algorithmes à l’algorithme de re´férence, et ainsi connaıt̂re la différence de pre´-
cision entre eux. Un bon exemple d’algorithme de re´férence est un lancer de rayons
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distribué(méthode de Monte-Carlo), pour lequel on sait qu’il donne une solution aussi
précise que l’on veut – à condition qu’on lui donne suffisamment de temps.

Ce calcul de l’erreura posteriori permet ainsi de valider un algorithme de synthe`se
d’image, et aussi de le comparer avec les algorithmes de´jà existants, a` la fois en terme
de rapiditéet en terme de précision. On peut ainsi mettre en rapport le temps de calcul
gagnéavec la pre´cision obtenue.

Lorsque l’on compare deux algorithmes de synthèse d’image entre eux, on peut soit
comparer les images produites a` partir d’un point de vue donné, c’est la comparaison
dans l’espace image, soit comparer les re´sultats obtenus en tous les points de la sce`ne,
c’est une comparaison dans l’espace objet. La premie`re solution est plus aise´ment ap-
plicable, puisque de nombreux algorithmes calculent une solution dépendant du point
de vue, et non une solution globale.

La comparaison dans l’espace image peut, de fac¸on très simple, commencer par
une différence point par point des deux images produites. On a, pour chaque point, la
différence entre l’algorithme conside´ré et l’algorithme de re´férence. Cette différence
ponctuelle peut eˆtre utilisée, d’abord dans un but d’analyse, pour permettre de localiser
visuellement les faiblesses de l’algorithme conside´ré, et permettre ainsi de les corriger
– sur un plan algorithmique.

Pour quantifier cette diffe´rence et permettre ainsi une classification des algorithmes
de synthe`se d’image, il peut eˆtre utile d’avoir une seule grandeur qui quantifie la dif-
férence entre les deux images. On peut construire cette grandeur a` partir de notre en-
semble de valeurs correspondant aux différences ponctuelles, en utilisant une norme
vectorielle. Supposons que l’on appelleEi l’erreur commise sur le pointi par l’algo-
rithme que l’on cherche a` quantifier. La normep desEi est :

Ep = kEikp =

 
∑

i

jEijp

! 1
p

Par exemple, la norme 1 (k:k1) correspond a` la somme des valeurs absolues des er-
reurs sur chaque point, et la norme∞ (k:k∞) est égale àla plus grande erreur ponctuelle
commise. La norme 2 correspond à une moyenne euclidienne des erreurs ponctuelles.

Ces normes permettent de passer de valeurs ponctuelles multiples à une valeur
unique, rendant compte, d’une certaine façon, de toutes les erreurs commises. La norme
∞ ne permet toutefois pas de rendre compte de l’étendue de l’erreur commise : une er-
reur ponctuelle a peut-être moins d’importance qu’une erreur moindre, mais re´pétée en
de nombreux endroits. A` cet égard, la norme 1 permet de tenir compte de l’e´tendue de
l’erreur.

Néanmoins, il faut tenir compte du fait que, souvent, le juge final des images pro-
duites est l’œil humain. Or, pour l’œil, toutes les erreurs n’ont pas la même importance
suivant leur localisation; ainsi, une erreur re´pétée de nombreuses fois en des endroits
disséminés (un bruit de fond, par exemple) est plus gênante qu’une erreur, e´galement
répétée, mais en des endroits rapproche´s. De la meˆme manie`re, l’œil s’appuie d’abord
sur la forme des contours, par exemple les contours des ombres, sur leur re´gularité. Or il
est possible de construire une image telle que la norme 1 de la diffe´rence soit infe´rieure
à un seuil donné, et telle que le contour de l’ombre soit de´formé.

Les différentes normesp donnent de´jà des indications sur la diffe´rence entre deux
algorithmes, mais ne peuvent comple`tement mesurer l’erreur visuelle.
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6.4 Les différentes sources d’erreur dans un algorithme de
radiosité

Pour reprendre une classification introduite par Arvoet al. [4], un algorithme de
simulation de l’éclairage est sujet a` trois principales sources d’erreur :

– L’erreur de modélisation : tant les surfaces composant la sce`ne, que leurs
échanges d’e´nergie ou leur e´mittance ne sont pas force´ment correctement pris
en compte par le modèle employe´.

– L’erreur de discrétisation : notre discre´tisation du proble`me ne permet sans
doute pas de trouver la solution exacte du problème. Et peut-être n’avons nous
pas, même compte tenu de nos hypothèses de discre´tisation, choisi la meilleure
discrétisation pour approcher la solution.

– L’erreur de résolution: notre calcul du syste`me discre´tisélui-même peut n’être
qu’approximatif. D’une part, nous ne calculons pas les termes de l’échange avec
précision, d’autre part nous ne poussons pas les calculs jusqu’à l’obtentiond’une
solution exacte.

Idéalement, les trois sources d’erreur devraient eˆtre prises en compte et re´duites
au minimum. Cependant, toutes trois n’interviennent pas aux meˆmes étapes de l’al-
gorithme de résolution. Ainsi, l’erreur de mode´lisation intervient ge´néralement tre`s
en amont du processus habituel de calcul. A` supposer que nous puissions de´terminer
qu’une erreur de mode´lisation àtel endroit aurait des conséquences dramatiques sur
les calculs d’e´clairage, il serait tre`s difficile pour l’algorithme de re´solution d’obtenir
des informations complémentaires sur ce point pre´cis. On peut cependant imaginer un
algorithme de simulation de l’e´clairage disposant de plusieurs niveaux de mode´lisation
des objets de la sce`ne, et capable d’augmenter ou de diminuer le niveau de pre´cision
d’un objet en fonction de l’importance de la modélisation de cet objet sur l’erreur glo-
bale.

Dans les premiers algorithmes de radiosite´, tels ceux de Goral [15] ou de Cohen [6],
la discrétisation e´tait effectuée avant la re´solution, et il était impossible d’y revenir une
fois les calculs commence´s. Ce qui obligeait les utilisateurs a` effectuer plusieurs e´tapes
modélisation/discre´tisation/résolutionsuccessives, en tenant compte des erreurs obser-
vables sur les premie`res résolutions pour changer la discre´tisation des suivantes.

La plupart des algorithmes de radiosite´ actuels calculent la discre´tisation au vol,
au cours du processus de re´solution. La fonction chargée d’analyser la solution de´jà
calculée et d’en de´duire les changements a` faire, soit dans la discre´tisation soit dans les
facteurs de forme s’appelle unoracle, et elle partage en effet quelques caracte´ristiques
avec les oracles des temps anciens : ses re´ponses doivent toujours eˆtre interprétées, et
elles ne sont pas toujours fiables [18].

Un bon oracle de raffinement doit eˆtre capable de mesurer l’erreur en cours de re´-
solution, d’indiquer sa nature (erreur de discre´tisation ou de résolution) et la meilleure
manière de la re´duire. Il doit également re´duire le nombre de calculs effectue´s. Ce der-
nier point est le plus difficile : si l’oracle passe plus de temps a` déterminer qu’un calcul
est inutile que le calcul lui-meˆme n’en aurait pris, alors c’est l’oracle qui est inutile.
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L’oracle doit donc prendre sa de´cision en se basant au maximum sur les valeurs de´jà
calculées, et ce travail est tre`s délicat : il s’agit de déterminer le comportement global
d’une fonction dont on ne connaı̂t que quelques coordonnées dans une base donne´e.

Certaines indications supple´mentaires sont e´ventuellement accessibles, comme par
exemple la valeur des e´chantillonsvoisins, ou la nature des interactions mode´lisées (vi-
sibilité partielle ou totale). On peut parfois avoir acce`s àd’autres informations comme
les dérivées de radiosite´. Il reste àutiliser ces informations de la meilleure manie`re pos-
sible.

6.5 Exemples d’oracles

Naturellement, l’oracle utilise´ doit dépendre de l’algorithme utilise´ et de ses fai-
blesses.

Ainsi, l’un des premiers oracles utilisés en radiosite´ progressive, celui de Cohen,
en 1988 [6] effectuait une comparaison des diffe´rentes valeurs de radiosite´ voisines,
et raffinait en fonction de la pente de la fonction de radiosite´. De la sorte, on trouvait
beaucoup d’échantillons dans les zones ou` la variation de la radiosite´ était forte, telles
que les frontie`res des ombres.

Nous avons vu plus haut (voir section 2.6.4) les oracles introduits en meˆme temps
que la radiosite´ hiérarchique – bien qu’ils puissent s’adapter aussi à la radiosite´ pro-
gressive.

Le premier, celui d’Hanrahan, en 1990 [16, 17] reposait sur le fait que la méthode
utilisée pour approcher les facteurs de forme ne donnait des résultats avec une bonne
précision que lorsque les deux facettes concerne´es étaient petites par rapport a` la dis-
tance qui les se´parait, et en pleine visibilite´. Or dans ce cas, le facteur de forme lui-
même est petit. On raffine donc lorsque le facteur de forme de´passe une certaine va-
leur,εF. Pour les cas ou` la visibilitéest partielle, on diminueεF, pour raffiner plus a` ces
endroits.

L’introduction de l’importance par Smitset al. en 1992 [40] (voir section 2.6.4)
reposait sur la même hypothe`se, mais quantifiait e´galement l’importance d’une erreur
locale sur l’erreur globale.

Pour reprendre la taxonomie d’Arvoet al., on pourrait dire que ces oracles ne s’in-
téressaient qu’a` l’erreur de résolution – meˆme si la solution pour re´duire cette erreur
consistait a` raffiner d’avantage, donc re´duisait l’erreur de discrétisation e´galement.

Plus récemment, Lischinskiet al. [26] utilisent une majoration et une minoration
des facteurs de forme pour en de´duire un encadrement similaire de la radiosite´ sur
chaque facette. Le traitement consiste ensuite à raffiner les facettes pour lesquelles la
différence (majorant moins minorant) de´passe un certain seuil. Cet oracle est le premier
exemple de traitement complet de l’erreur. Cependant, il ne s’intéresse qu’a` l’erreur de
résolution.

Il convient de noter qu’une réduction de l’erreur de re´solution entraıˆne une réduc-
tion de l’erreur de discre´tisation, la radiosite´ étant calcule´e àpartir d’une discre´tisation
plus fine.
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6.6 Ce que l’on attend d’un oracle de raffinement
Un bon oracle de raffinement devrait, bien suˆr, quantifier à la fois l’erreur de dis-

crétisation et l’erreur de re´solution. Il doit également indiquer quelles actions sont les
plus àmême de re´duire ces erreurs, et de combien. Il doit aussi eˆtre parame´trable, et
permettre ainsi de trouver des solutions plus ou moins précises, suivant le temps qu’on
désire y consacrer.

Un oracle doit eˆtre précis dans son approximation de l’erreur commise. Lorsqu’en
un endroit il surestime l’erreur commise, cela conduit soit a` un sur-échantillonnage lo-
cal, soit àun sous-échantillonnage global : ou bien l’on prend un seuil de raffinement
(ε) très petit, et l’algorithme de synthèse d’image raffinera excessivement l’endroit ou`
l’erreur est surestime´e, ce qui aboutira à une perte de temps et de ressources syste`me
(mémoire) : c’est le sur-e´chantillonnage local. Si, pour limiter le temps de calcul, on
prend un seuil de raffinement e´levé, on aura une perte de précision dans les endroits ou`
l’erreur n’est pas surestime´e, c’est un sous-échantillonnage global.

De la même manie`re, si l’oracle sous-estime localement l’erreur commise, cela
aboutit soit a` un sous-échantillonnage local, soit a` un sur-échantillonnage global.

Ce que l’on demande à un oracle de raffinement est donc autant une estimation de
l’erreur globale commise que sa localisation pre´cise, et les moyens de la réduire (qui
raffiner, et ou` ?). Cependant, l’importance a` accorder a` une erreur locale de´pend de son
importance sur la solution globale, et cette importance de´pend de la fac¸on dont cette
erreur sera propagée dans la sce`ne.

Par ailleurs, la radiosite´ calculée comme solution du proble`me discre´tisén’est pas
forcément celle qui sera affiche´e : même si on a calcule´ des valeurs constantes par in-
tervalles, on pre´fère afficher une radiosité variant continûment. La plupart des outils
d’affichage accessibles aujourd’hui peuvent effectuer une interpolation line´aire entre
des valeurs ponctuelles en utilisantdes cartesaccélératrices de´diées. Actuellement, tre`s
peu de stations de travail donnent acce`s àune interpolation d’ordre supérieur. Quoi
qu’il en soit, la constructionde la fonction continue qui sera affichée introduit une diffe´-
rence entre ce qui a e´técalculéet ce qui est affiche´, qui peut selon les cas nous éloigner
ou nous rapprocher de la solution de radiosite´ exacte. L’oracle de raffinement devrait
tenir compte de la transformation qui sera effectue´e sur la radiosite´ avant l’affichage,
et de son influence sur l’erreur commise, sinon l’algorithme risque à nouveau de sur-
échantillonner.

6.7 L’erreur de discrétisation
L’erreur de discre´tisation exprime l’impossibilite´ d’approcher la radiosite´ avec la

discrétisation courante, ou plutoˆt la différence entre la meilleure solution possible avec
la discrétisation courante et la solution re´elle.

Lorsqu’on ne connaı̂t pas la solution re´elle, on n’a pas acce`s àune mesure de l’er-
reur de discrétisation. Ce que l’oracle peut indiquer, en revanche, est la cohe´rence (ou
le manque de cohe´rence) de la discre´tisation actuelle : «compte tenu de ce que nous
savons actuellement, et des contraintes suivies par la radiosité, la solution re´elle est au
moins àcette distance-ci de la solution calcule´e.»

Cette cohe´rence interne se mesure apre`s une étape de propagation de la radiosite´
entre toutes les facettes ; on examine alors nos connaissances pour chacune d’elles –
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par exemple le majorant absolu et le minorant absolu de la radiosité sur cette facette, et
on compare la diffe´rence des deux avec notre hypothèse d’une radiosité constante pour
la facette.

Si notre hypothe`se de discre´tisation est différente – par exemple une radiosite´ va-
riant de fac¸on linéaire, ou des fonctions de base d’ordre supe´rieur, on peut, au cours du
raffinement calculer non seulement une approximation de la radiosité mais aussi une
fonction majorante et une fonction minorante. La diffe´rence entre ces fonctions majo-
rantes et minorantes donne une mesure de la cohe´rence interne.

Si l’hypothèse de discre´tisation exclut la connaissance de telles fonctions majo-
rantes et minorantes, on peut calculer une approximation ponctuelle des de´rivées suc-
cessives de la radiosite´, et comparer une interpolation polynomiale base´e sur ces de´ri-
vées avec l’hypothe`se de discre´tisation utilisée.

Mais la cohe´rence interne ne doit pas se mesurer uniquement sur la discre´tisation.
Un autre point important est la somme des facteurs de forme qui quittent une facette.
Si cette somme est diffe´rente de un (1), alors il y a perte ou gain d’e´nergie au départ
de cette facette. Si cette perte est inacceptable – supe´rieure àun certain seuil – alors il
faut affiner notre calcul des facteurs de forme, soit en utilisant une meilleur méthode
d’approximation, soit en raffinant la facette.

6.8 L’influence de l’erreur locale sur l’erreur globale
On peut mesurer l’erreur commise sur une interaction donnée, soit avec pre´ci-

sion, en utilisant les outils décrits au chapitre suivant, soit approximativement, en uti-
lisant une heuristique basée sur les facteurs de forme ponctuels (voir Lischinskiet al.,
1994 [26]). L’erreur commise sur une interaction donne´e a une influence sur l’erreur
commise sur l’ensemble de la sce`ne, mais cette influence de´pend de la sce`ne elle-meˆme.

On peut mesurer le lien entre une erreur sur une interaction donne´e et l’erreur sur
la scène en utilisant un encadrement de la radiosite´.

Pour chacun des e´léments re´sultant de la discrétisation en facettes, outre la radio-
sité estime´eBi, on stocke un majorant de la radiosite´, Bsup;i, et un minorant,Bin f ;i. Les
majorants sont des constantes sur chaque facette, mais la radiosite´ elle-même ne l’est
pas force´ment : ce crite`re de calcul de l’erreur globale est utilisable quelle que soit la
modélisation de la radiosite´ sur la facette, pourvu qu’on sache trouver un majorant et
un minorant. Outre une mode´lisation des interactionsM, on stocke une matrice majo-
rant ces interactionsMsup, et une matrice qui les minore :Min f . De même queB, Bsup

et Bin f sont solution d’une équation de transport :

Bsup = Esup+MsupBsup (6.1)

Bin f = Ein f +Min f Bin f (6.2)

L’erreur sur la radiosite´ est alors :

δB = Bsup�Bin f

Cette erreur de´pend de la discre´tisation choisie. Une erreur sur la radiosite´ d’une
facette de petite taille a moins d’importance pour nous qu’une erreur sur la radiosite´
d’une facette de grande taille. De plus on ne peut pas la comparer a` la radiositétotale
de la sce`ne : ça n’aurait pas de sens physique.
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Pour toutes ces raison, on introduit l’erreur sur l’e´nergie :

E =∑
i

(Bsup;i�Bin f ;i)Ai

Cette quantite´ mesure l’erreur commise sur l’e´nergie totale de la sce`ne. On peut la
comparer a` l’énergie totale de la sce`ne, ce qui permet de calculer une erreur relative.

On peut, de la meˆme manie`re, exprimer l’erreur sur une facettei sous la forme de
l’énergie dissipe´e ou crée´e sur cette facette par nos erreurs de calcul :

Ei = AiδBi = Ai
�
Bsup;i�Bin f ;i

�
= Ai

 
Esup;i�Ein f ;i +∑

j

Msup;i; jBsup; j�Min f ;i; jBin f ; j

!
(6.3)

Si l’on s’intéresse a` l’erreur commise sur toute la sce`neE, c’est la somme des er-
reurs commises sur chaque e´lément ; on peut exprimer cette erreur comme un produit
scalaire de deux vecteurs :

E =∑
i

Ei =
tAδB

(on noteA le vecteur des airesAi).
Notons queδB dépend àla fois deBsup, deBin f , deMsup et deMin f :

δB = Bsup�Bin f = Esup+MsupBsup�Ein f �Min f Bin f (6.4)

L’équation 6.4 de´pend d’une soustraction, et le lien entreMsup et Min f y a été dé-
truit. Il est difficile d’en déduire le lien entre l’erreur en un point et l’erreur globale
E. On peut cependant exprimer l’erreurE sous la forme d’une somme de termes, tels
qu’il soit possible séparer la contribution d’une facettei à l’erreur globale, et meˆme la
contribution d’une interaction donne´e àcette erreur.

Cette de´rivation peut se faire de deux manie`res, soit directement (section 6.8.1),
soit en introduisant le concept d’importance (section 6.8.2). Ces deux dérivations ne
conduisent pas a` la même expression, mais on va voir que les deux expressions que
l’on obtient sont très proches.

6.8.1 Dérivation directe
On peut exprimerδB en fonction deδE et deδM :

δB = Bsup�Bin f = Esup+MsupBsup�Ein f �Min f Bin f

Msup = Min f +δM

et donc,

δB = δE+δMBsup+Min f δB

Ce qui permet d’exprimer l’erreur sur une facette donne´e comme :

Ei = Ai

 
δEi+∑

j

δMi; jBsup; j +Min f ;i; jδB j

!
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Si l’on choisit de singulariser dans cette somme la partie qui est due a` l’interaction
entrei et j :

Ei; j = Ai
�
δMi; jBsup; j +Min f ;i; jδB j

�
(6.5)

On peut utiliser cette quantite´ Ei; j dans un crite`re de raffinement progressif : on
choisit de raffiner toutes les interactions telles que :

Ei; j > ε

Une fois que l’on a pris la de´cision de raffiner l’interaction entre les facettesi et
j, il faut encore savoir si l’on raffine l’e´metteur ou le re´cepteur. On peut remarquer
que notre expression de l’erreur sur l’interaction de´pend de deux termes, l’un contenant
l’imprécision sur le facteur de forme (δMi; j), et l’autre contenant l’erreur sur la facette
émettrice (δB j). Une méthode évidente est de raffiner l’e´metteur si c’est le terme qui
porte sur l’imprécision de l’émetteur qui est préponde´rant, et le re´cepteur dans le cas
contraire :

Si Min f ;i; jδB j > δMi; jBsup; j, on raffine l’émetteur (j) ; sinon, on raffine
le récepteur,i.

6.8.2 Dérivation en utilisant l’importance
L’idée introduitepar Lischinskiet al. [26] est d’utiliser l’importancepour quantifier

l’influence de l’erreur sur la sce`ne. On va voir que l’expression de l’erreur que l’on
obtient est très proche de celle que nous avons de´jà obtenue.

On sait que l’importance (introduite pour la premie`re fois par Smits [40])Z est la
solution de l’équation de transport transpose´e de l’équation de radiosite´ :

B = E+MB

Z = R+ tMZ

R étant le vecteur des émissions d’importance, facette par facette (on dit aussi vec-
teur de re´ception).Z est alors l’importance de chaque facette. Ce qui correspond a` l’in-
fluence qu’aura une facette sur la radiosité des facettes qui e´mettent de l’importance.

Une propriété utile de l’importance est que si l’on a une somme des radiosite´s sur
chaque facette ponde´rée par un coefficient :

S = tPB =∑
i

PiBi

alors cette somme est aussi calculable en utilisant l’importanceZ obtenue en prenantP
comme vecteur des e´missions d’importance :

Z = (I� tM)�1P

S = tPB = tZE

En effet (voir Smits [40]),

S = tPB = t �(I� tM)Z
�

B

= tZ(I�M)B = tZE
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Lischinski [26] propose ainsi d’utiliser l’importance pour faciliter le calcul de l’er-
reurEi (introduite àl’équation 6.3).

E = ∑
i

AiδBi =
tAδB

Par ailleurs,

MsupBsup = Bsup�Esup = (Min f +δM)Bsup

Donc,
(I�Min f )Bsup = Esup+δMBsup

Si nous calculons l’importance a` partir des aires et deMin f , nous avons :

(I� tMin f )Z = A
tAEin f = tZBin f

Donc :

E = tAδB = tABsup� tABin f

= tZ(I�Min f )Bsup� tZEin f

= tZEsup+
tZδMBsup� tZEin f

= tZ(δMBsup+δE)

Ici, E désigne toujours l’erreur effectue´e sur l’énergie pre´sente dans la sce`ne. Ce
qui est intéressant, c’est que cette erreur (globale, donc) est pre´sentée comme un produit
scalaire de deux vecteurs (tZ et(δMBsup+δE)). Ce produit scalaire s’exprime comme
une somme :

E = ∑
i

Zi

 
∑

j

δMi jBsup; j +δEi

!

On peut choisir de singulariser lei-ème élément de cette somme, et de l’appeler
«erreur suri» :

Ei = Zi

 
δEi +∑

j

δMi jBsup; j

!

Et, comme nous l’avons fait a` l’équation 6.5, on peut s’inte´resser au terme de cette
somme qui ne dépend que dei et de j :

Ei; j = ZiδMi jBsup; j

(cette quantite´ est différente de la quantite´ Ei; j introduite à l’équation 6.5). Li-
schinski [26] préconise d’introduireEi; j dans un crite`re de raffinement progressif : on
raffine toutes les interactions telles que :Ei; j > ε.

On peut voir que cette expression de l’erreur sur l’interaction obtenue par Li-
schinski est très proche de l’expression de l’erreur obtenue a` l’équation 6.5. En effet,Zi

a étéobtenu par une équationde transport a` partir d’un vecteur d’e´missionA. Zi est donc
au moins e´gal àAi, et donc le terme tenant compte de l’imprécision surM, ZiδMi; jBsup; j

est au moins e´gal àAiδMi; jBsup; j. En revanche, le terme de´pendant de la variation de
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radiositésur l’émetteur,Min f ;i; jδB j a étéabsorbé dans la version de Lischinski par rap-
port à la version de l’équation 6.5.

L’argument de Lischinski est que le calcul de l’importance de chaque facetteZi

n’augmente pas beaucoup la complexite´ des calculs. Notons que si l’on calcule l’im-
portanceZ par une re´solution itérative de l’équation de transport transpose´e, alors a` la
première itération,Zi = Ai : les deux critères se rejoignent, et ils ne divergent e´ventuel-
lement que pour les ite´rations suivantes.

Une fois qu’on a de´cidéde raffiner l’interaction entrei et j, il faut encore choisir
entre raffiner l’émetteur,j, et le récepteuri. Lischinski propose de raffiner l’émetteur si
Min f ;i; jδB j > δMi; jBsup; j, et le récepteur dans le cas contraire. C’est le crite`re de choix
basésur l’encadrement de la radiosite´ que nous avons vu plus haut, page 97.
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7.

Contrôle de l’erreur en radiosité à l’aide
des dérivées successives

NOUS AVONSvu comment la connaissance de l’erreur commise sur une interac-
tion donnée peut servir de base a` un critère de raffinement, et ainsi permettre
un contrôle de l’erreur globale commise par l’algorithme de simulation de

l’éclairage. Nous allons voir comment calculer de fac¸on précise l’erreur commise sur
une intégration donne´e, en utilisant les de´rivées successives de la radiosite´. Nous ver-
rons ensuite comment inte´grer ce controˆle de l’erreur dans un algorithme de radiosite´
hiérarchique, ainsi que les structures de donne´es nécessaires.

7.1 Encadrement de l’erreur commise sur une interaction
donnée

Considérons une interaction entre deux objets. Dans un premier temps, nous sup-
poserons ces deux objets seuls dans l’espace ; c’est-a`-dire que la visibilitéentre eux est
totale. Nous verrons à la section suivante (section 7.2) comment nos méthodes doivent
être adapte´es dans le cadre d’une visibilité partielle entre les deux objets.

Nous ne nous intéressons ici qu’à une direction de l’interaction : l’un des objets est
considérécomme un e´metteur, l’autre est le re´cepteur.Nous voulonsune approximation
précise de l’interaction entre ces deux objets ; en particulier, nous voulons un encadre-
ment de la radiosite´ sur le récepteur en fonction de la radiosite´ sur l’émetteur.

Nous connaissons une expression exacte de la radiosité en tout point du re´cepteur,
en fonction de la radiosite´ sur l’émetteur et de la position respective de l’e´metteur et du
récepteur :

B(x) = E(x)+
ρ
π

Z
A2

B(y)
cosθ1cosθ2

kr12k2 dA2

Cette quantite´ est définie sur tout le plan qui porte le récepteur. Lorsque la radio-
sitéde l’émetteur est supposée constante, on a e´galement acce`s àdes valeurs exactes
pour les de´rivées de la radiosite´. Lorsque l’émetteur est par surcroıt̂ supposé convexe,
la quantitéB(x) vérifie les conjectures d’unimodalite´ et de concavite´ expose´es au cha-
pitre 5.

7.1.1 Le minimum se trouve sur un sommet
La conjecture d’unimodalite´ implique en particulier que la radiosite´ ne peut at-

teindre son minimum que sur la frontie`re du récepteur, et non sur son inte´rieur. Dans le



102

cas d’un re´cepteur polygonal, le minimum de la radiosite´ est donc atteint sur une des
arêtes du re´cepteur.

La conjecture d’unimodalité sur toute droite implique alors que le minimum de la
radiositésur un segment de droite (l’areˆte du récepteur) ne peut eˆtre atteint sur l’inte´-
rieur de ce segment. Le minimum est donc atteint sur une des extre´mités du segment,
c’est-à-dire un sommet du re´cepteur.

Dans le cas d’un re´cepteur polygonal, le minimum de la radiosite´ est donc atteint
sur l’un des sommets du re´cepteur.

7.1.2 Localiser le maximum

Sans utiliser les de´rivées de la radiosite´, il est en revanche impossible de localiser
précisément le maximum de la radiosite´, et surtout, de savoir s’il se trouve ou non a`
l’intérieur du récepteur.

En revanche, si l’on connaı̂t en un pointx le gradient de la radiosite´ ∇ B(x), alors
une conséquence de la conjecture d’unimodalite´ sur toutes les droites (voir section 5.6)
est que le maximum de radiosite´ se trouve dans le demi-plan défini par :

Dx = fy jxy � ∇ B(x) > 0g

En effet, s’il en e´tait autrement, sur la droite joignantx au maximum, la radio-
sitédécroı̂trait avant de croıt̂re ànouveau. On aurait donc un minimum local sur cette
droite, et deux maximums locaux au moins, en contradiction avec les hypothèses (voir
figure 7.1).
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x

∇Β( x)

Le maximum se trouve
dans ce demi-plan.

FIG. 7.1 –Le maximum se situe dans un demi-plan défini par le gradient.

Lorsqu’on connaıt̂ le gradient de radiosite´ sur tous les sommets du polygone, on a
une zone ou` se situe le maximum : c’est l’intersection de tous les demi-plansDxi (où
lesxi sont les sommets du re´cepteur).

Si l’intersection des demi-plans et de l’inte´rieur du récepteur est non-vide, alors le
maximum peut se trouver a` l’intérieur du récepteur (voir figure 7.2). Si l’intersection
des demi-plans et du re´cepteur est vide, alors le maximum est a` l’extérieur du récepteur,
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Le maximum
peut être ici
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FIG. 7.2 –Le maximum peut se situer à l’intérieur du polygone.

et la radiosite´ atteint donc son maximum sur la frontière – donc sur les arêtes (voir fi-
gure 7.3). Qui plus est, en reprenant ce raisonnement, on peut savoir pour chaque areˆte
si le maximum est atteint a` l’intérieur de l’arête ou sur un de ses sommets.

Ainsi, sur la figure 7.3, pour trois des areˆtes l’intersection entre l’areˆte et les demi-
plansDxi basés sur ses sommets est vide, et le maximum de la radiosite´ sur ces arêtes est
donc atteint sur un sommet. Pour la quatrie`me, le maximum de la radiositéest atteint sur
l’intérieur de l’arête. Le maximum de la radiosite´ sur le récepteur est donc le maximum
de la radiosité sur les sommets et du maximum de la radiosite´ sur cette areˆte.

Comme le re´cepteur est convexe, pour savoir s’il est contenu dans l’intersectiondes
Dxi il suffit de savoir si ses sommets y sont contenus. Comme il s’agit de demi-plans,
pour chaque sommetxi il suffit de tester si le sommet pre´cédent et le sommet suivant
sont inclus.

Le maximum est donc a` l’intérieur du récepteur si toutes les conditions suivantes
sont vraies, et a` l’extérieur dès que l’une d’elle est fausse :

8i; ���!xixi+1 � ∇ B(xi) > 0

8i; ���!xixi�1 � ∇ B(xi) > 0

7.1.3 Trouver le maximum sur une arête

Si le maximum est atteint a` l’extérieur du récepteur, alors le maximum de la radio-
sitésur le récepteur est nécessairement atteint sur une arête. Pour chaque areˆte, on peut
considérer la radiosite´ comme une fonction à une variable de´finie sur l’arête.

Par exemple, si on considère une areˆte [AB], on a la radiosite´ comme fonction de
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Sur cette arête,
le maximum est 
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FIG. 7.3 –Le maximum est atteint sur la frontière.

l’abscisse sur[AB] :

f (y) = B(A+y
�!
AB)

La connaissance des de´rivées de la radiosité sur les sommetsA et B du récepteur
nous donne acce`s aux dérivées def en 0 et en 1 :

f 0(0) = ∇ B(A) ��!AB

f 0(1) = ∇ B(B) ��!AB

f 00(0) = t�!ABHA
�!
AB

f 00(1) = t�!ABHB
�!
AB

À cause de la conjecture d’unimodalite´ sur toute droite, sif 0(0)� f 0(1)� 0 alors
le maximum de la radiosite´ sur la droite est atteint en dehors du segment[AB], et donc
le maximum de la radiosite´ sur l’arête est atteint sur l’un des sommets.

Inversement, sif 0(0)� f 0(1)< 0, alors le maximum de la radiosite´ est atteint sur
l’arête elle-meˆme. Sif 00(0)< 0 et f 00(1)< 0, alors, a` cause de la conjecture de concavite´
sur les droites (conjecture 5.1), la fonctionf est concave sur le segment[0;1]. Dans
ce cas, elles est majore´e par ses tangentes, notamment par les tangentes en 0 et en 1,
dont justement on connaı̂t l’expression. On peut donc dire que la radiosite´ sur l’arête
est inférieure àl’ordonnée du point d’intersection des deux tangentes :

Bmax =
f (0) f 0(1)� f (1) f 0(0)+ f 0(0) f 0(1)

f 0(1)� f 0(0)
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Si f 0(0)� f 0(1)< 0, et quef 00(0)� 0 ou f 00(1)� 0, alors on sait que le maximum
de la radiosité est atteint sur l’areˆte, et on sait que les tangentes ne suffisent pas pour
obtenir une majoration de la radiosite´ sur l’arête. On peut alors, soit de´cider que le fac-
teur de forme ponctuel est majoré par 1, soit calculer une majoration ge´ométrique de la
radiosité: on remplace l’e´metteur par un autre émetteur, tel que l’on sache que la radio-
sitédue au deuxie`me émetteur sera toujours supe´rieure, et tel que l’on sache localiser le
maximum de la radiosite´ due à ce deuxie`me émetteur, en utilisant le principe de Curie.

On sait que la radiosité en un point dépend uniquement de l’angle solide sous le-
quel on voit l’émetteur depuis ce point. On prend un planPp parallèle au plan re´cepteur.
Dans ce plan, on trace pour les deux sommets de l’areˆte l’émetteur e´quivalent àl’émet-
teur originel ; c’est l’intersection du coˆne bâti sur le sommet et l’e´metteur originel avec
le planPp. On prend ensuite le vecteur directeur de l’areˆte, et un vecteur orthogonal
également compris dans le plan re´cepteur. Dans le planPp, on construit avec ces deux
vecteurs la boıt̂e englobante des deux polygones e´metteursE(A) et E(B) équivalents
(voir figure 7.4).

A

B

Émetteur

Récepteur

Émetteur
englobant

E(A) E(B)

pP

FIG. 7.4 –Utilisation d’un émetteur englobant pour trouver un majorant sur une arête.

On a alors un e´metteur qui partage sa syme´trie avec la droite trace´e sur le plan ré-
cepteur, donc pour lequel on sait localiser le maximum. On sait aussi que pour tout point
situésur l’arête, entre les deux sommets, la radiosite´ due àcet émetteur sera supe´rieure
à celle qu’elle serait avec l’e´metteur originel, puisque le secteur angulaire solide sous
lequel on voit ce nouvel émetteur inclus le secteur angulaire solide sous lequel on voit
l’ancien émetteur.

7.1.4 La valeur du maximum sur le récepteur
Si la valeur du gradient de radiosité aux sommets du récepteur indique que le maxi-

mum de la radiosité est atteint a` l’intérieur du récepteur, on effectue la meˆme classifi-
cation que dans le cas des areˆtes : ou bien la concavite´ permet de trouver un majorant
du maximum, ou bien on a recours a` un émetteur majorant, tel que la radiosite´ qui lui
est due majore la radiosite´ due àl’émetteur originel, et tel que l’on sache localiser le
maximum de cette radiosite´.

On connaıt̂ le Hessien de la radiosite´ en chacun des sommets du polygone re´cep-
teur. On peut savoir a` partir du Hessien si la radiosite´ est concave aux sommets du poly-
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gone, en calculantrt� s2. Si la radiosite´ est concave sur tous les sommets du re´cepteur
(rt � s2 < 0), alors a` cause de la conjecture de concavite´ (conjecture 5.2) on sait que
le Hessien sera de´fini-négatif sur tout l’intérieur du convexe. Donc qu’il sera majore´
par tous ses plans tangents, en particulier par les plans tangents aux sommets, dont on
connaı̂t l’expression, puisqu’on connaı̂t la valeur du gradient aux sommets.

Nous avons ici un proble`me de ge´ométrie àrésoudre. Mais ce proble`me (intersec-
tion de demi-espaces) est complique´ du fait que nos différentes variables ne sont pas
de même nature : nous avons d’un coˆté la position ge´ométrique des points sommets du
récepteur, et d’autre part la radiosite´ en chacun de ces sommets.

Pour se ramener à un pur proble`me de ge´ométrie, on transforme chaque couple de
valeurs (sommet, radiosite´) en un seul point ge´ométrique :

Vi = xi +B(xi)~n1

où~n1 est la normale au plan du re´cepteur.
On voit immédiatement que la notion «la radiosite´ en un point est supe´rieure à...»

devient, apre`s cette transformation, « la coordonne´e sur~n1 de ce point est supe´rieure
à...». Si l’on considère que~n1 est l’axe vertical oriente´ de notre nouvel espace, dire «la
radiositéest inférieure à...» équivaut donc à dire «ce point est en-dessous de...».

L’ordonnée zM en un pointM du plan tangent en un pointxi est, on l’a vu, de´fini
par :

zM = B(xi)+(M�xi) � ∇ B(xi)

On a donc :
zM �B(xi) = (M�xi) � ∇ B(xi)

Si l’on poseVM = M+ zM~n1, on a :

(VM �Vi) � (~n1� ∇ B(xi)) = 0

Dans notre nouvel espace, le plan tangent a` la radiositéest donc de´fini comme le
plan passant parVi, et de normale~ni =~n1� ∇ B(xi).

Pour chaque plan tangent, on peut alors de´finir le demi-espace ne´gatif, l’ensemble
des points qui sont en dessous de ce plan tangent. On sait, puisque la radiosite´ est
concave sur le re´cepteur, que la radiosite´ évolue dans l’intersectionde ces demi-espaces
négatifs. Le maximum de la radiosite´ est donc majore´ par le maximum de cette inter-
section sur le récepteur. Ce maximum est atteint soit sur l’inte´rieur du récepteur, soit
sur une des areˆtes.

Chaque areˆte définit dans notre nouvel espace un plan, perpendiculaire au plan du
récepteur, et donc un demi-espace ne´gatif, tel que l’intérieur du polygone soit l’inter-
section de tous ces demi-espaces ne´gatifs.

Trouver un majorant de la radiosité en utilisant les plans tangents peut donc se ra-
mener a` calculer l’intersection de 8 demi-espaces. Les sommets de cette intersection
sont les points d’intersection de trois des plans concerne´s. Parmi ces points d’intersec-
tion, la plupart sont a` éliminer car ils se trouvent dans un au moins des demi-espaces
positifs.

On calcule donc tous les points d’intersection de trois plans parmi les huit, soit 56
points d’intersection, et on élimine parmi ces points ceux qui se trouvent dans un des
demi-espace positif, ce qui fait pour chaque point 5 plans a` tester.
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En fait, on peut simplifier les calculs dans la mesure ou` il est inutile de calculer
l’intersection de trois plans de´finis par les areˆtes, qui ne peut que se situer en dehors de
l’espace inte´ressant. Notons aussi que l’intersection de deux plans définis par une areˆte
soit correspond à un des sommets du polygone, soit est a` éliminer. Si elle correspond a`
un des sommets du polygone, alors le seul plan tangent à conside´rer est la plan tangent
en ce sommet, puisque tous les autres sont dans son demi-espace positif.

On a donc, d’une part a` calculer les intersections de trois plans tangents, soit 4
points, qu’il faut tester avec 5 plans (les quatre plans de´finis par les areˆtes et le plan tan-
gent restant), et d’autre part les intersections de deux plans tangents avec un des plans
définis par les areˆtes, soit 24 intersections, qu’il faut a` chaque fois tester avec les deux
plans tangents restants. Une fois qu’on a identifie´ les sommetsV de l’intersection de
tous les demi-espaces ne´gatifs, un majorant de la radiosite´ est donné par la plus grande
coordonne´e sur~n1 de ces sommets.

La figure 7.5 re´sume les e´tapes du calcul du majorant de la radiosite´ sur un récepteur
où le Hessien est de´fini-négatif.

Initialisation
pour chaque sommeti du polygone

Vi = xi+B(xi)~n1
~ni =~n1� ∇ B(xi)
AjouterVi a la liste des sommets.

Sur les aretes
pour chaque arete du polygone

pour chaque couple de plans tangents(i; j)
Calculer l’intersectionV dei, j et l’arete
si V est au-dessus d’un des deux autres plans tangents

EliminerV
sinon

AjouterV a la liste des sommets.
Les triplets de plans tangents

pour chaque triplet (i; j;k) de plans tangents
Calculer l’intersectionV des trois plans tangents
si V est au dessus du quatrieme plan tangent

EliminerV
sinon

si V correspond a l’interieur du polygone
AjouterV a la liste des sommets

sinon
EliminerV

Le majorant
pour chaque sommetV de la liste

Calculer la hauteurh =V �~n1
Prendre la plus grande valeurh obtenue

FIG. 7.5 –Majoration avec les plans tangents.

Lorsque le Hessien n’est pas de´fini-négatif pour tous les sommets du re´cepteur, il
est impossible de trouver un majorant de la radiosite´ en utilisant l’intersection des plans
tangents. On a alors recours a` la même méthode que pour trouver le maximum sur une
arête : on prend un plan parallèle au plan du re´cepteur, sur lequel on trace l’e´metteur
équivalent àl’émetteur originel pour chacun des sommets du re´cepteur. On sait qu’alors
tout convexe qui contient ces e´metteurs e´quivalents induit sur le récepteur une radio-
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sitésupérieure àcelle de l’émetteur originel. Si on calcule une boı̂te englobante de ces
émetteurs e´quivalents, on a un émetteur pour lequel on sait localiser, et donc calculer,
le maximum de la radiosite´ sur le récepteur.

7.1.5 Simplification possible
Si le Hessien est de´fini-négatif sur un triangle, on sait qu’alors la radiosite´ est mi-

norée sur ce triangle par le plan se´cant. Si le re´cepteur n’est pas un triangle, mais que le
Hessien de la radiosite´ y est défini-négatif, parmi les trianglesque l’on peut former avec
les sommets du re´cepteur, il en existe au moins un tel que le plan sécant qu’il de´finit soit
un minorant de la radiosité sur tout le re´cepteur.

On peut par surcroıt̂ choisir parmi tous les plans se´cants de´finis par les triplets de
sommets du polygone et qui constituent une minoration de la radiosité celui qui consti-
tue la meilleure minoration, celui qui est tel que la distance entre ce plan se´cant et la
radiosité des autres sommets soit minimale.

On a alors une minoration de la radiosité par une fonction linéaire. Nous avons vu
que la radiosite´ serain fine affichée comme une fonction line´aire. On peut alors calculer
un encadrement de la radiosite´ sur le récepteur entre d’une part ce plan se´cant et d’autre
part les plans tangents.

Cet encadrement donne une majoration de la diffe´rence entre la radiosite´ telle
qu’elle sera affiche´e et la valeur exacte de la radiosite´ sur le récepteur.

En pratique, pour obtenir une majoration, on calcule l’intersection des 8 demi-
espaces ne´gatifs, mais pour la dernie`re étape, au lieu de calculer la hauteur des sommets
commeV �~n1, on calcule la distance entre ces sommets et le plan sécant. Si ce plan se´-
cant est de´fini par un pointVi et une normale~ns, la hauteur esth = ~ns ��!ViV. On prend
comme pre´cédemment la plus grande valeur desh pour tous les sommets.

7.1.6 Résultats
Nous avons imple´mentéla méthode d’encadrement de l’erreur commise sur une

interaction donne´e en utilisant le crite`re d’encadrement de la radiosite´ décrit ci-dessus.
Pour chaque interaction, une fois connue un majorant et un minorant de la radiosite´,
nous choisissonsde raffiner l’interaction si l’erreur sur l’e´nergie de la facette re´ceptrice
dépasse un certain seuil, c’est-a`-dire si :

AiδBi > ε

Le critère heuristique utilise´ lorsqu’on ne connaı̂t pas un encadrement de la radio-
sitésur le récepteur, consiste a` calculer la valeur du facteur de forme ponctuel sur les
sommets du polygone, que l’on complète par la valeur du facteur de forme ponctuel
pris au centre du polygone re´cepteur. Àpartir de ces 5 valeurs, on calcule la valeur mi-
nimale et la valeur maximale de la radiosite´ sur le récepteur. Comme nous l’avons vu,
la valeur minimale est bien un minorant de la radiosite´ sur le récepteur, mais la valeur
maximale que l’on obtient peut conduire a` sous-estimer la radiosite´ sur le récepteur. Ce
critère peut naturellement eˆtre pris en de´faut dans certains cas particuliers.

Nous avons comparé le raffinement produit par cet algorithme heuristique avec le
raffinement produit par les deux algorithmes décrits ici : d’une part l’algorithme qui
donne un encadrement exact de la radiosite´, avec calcul d’un majorant et d’un minorant,
et d’autre part l’algorithme qui, lorsqu’il le peut, c’est-a`-dire lorsque la radiosite´ est
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concave, effectue un encadrement par des fonctions line´aires, et qui donc simplifie le
maillage produit.

Les tests ont e´té conduits sur une scène simple, choisie telle que l’algorithme heu-
ristique ne soit pas pris en défaut (voir figure 7.6). Nous avons conduit les calculs pour
différentes valeurs deε.

Pour chaque valeur deε, nous avons calculé le nombre de facettes produit par les
trois algorithmes. Chaque sommet de facette correspond a` un calcul de radiosite´, donc
le nombre de calculs de radiosite´ effectuépar chaque algorithme est approximativement
égal au nombre de facettes. Un calcul conjoint de la radiosité, du gradient et du Hes-
sien de la radiosite´ correspond, en temps de calcul, suivant les ordinateurs, a` entre 2;2 et
2;9 calculs de radiosite´ (voir section 8.7). On peut donc calculer, à partir du nombre de
facettes, le temps de calcul e´quivalent de chaque algorithme. Ces valeurs sont regrou-
pées dans le tableau 7.1. On peut voir que le crite`re de simplification des liens permet
un gain en mémoire allant jusqu’à 20 %, et qui augmente à mesure que la pre´cision
augmente. On voit aussi que pourε élevé (1), le critère de raffinement heuristique et
notre critère de raffinement complet ne concordent pas, le critère complet de´cidant de
raffiner d’avantage que le critère heuristique.

Les temps de calcul n’ont pas encore e´té l’objet d’une optimisation pousse´e : par
exemple, si le de´terminant du Hessien de la radiosité est positif sur une facette, il est
inutile de le recalculer sur les enfants de cette facette, puisqu’il sera positif en vertu de
notre conjecture 5.2. Cette optimisation permettrait de re´duire le surcouˆt lié à l’algo-
rithme complet et, dans une moindre mesure, a` l’algorithme simplifié.

TAB. 7.1 –Tests de nos critères de raffinement.

Nombre de facettes Gain dûà la Surcoût (SGI, standard)
ε Heuris. Complet Simplifié simplification Complet Simplifié

1 84 120 120 0 % 214 % 214 %
0,1 436 436 420 4 % 120 % 112 %

0,01 1924 1924 1716 11 % 120 % 96 %
0,001 8564 8564 7172 16 % 120 % 84 %

0,0001 43012 43012 34132 21 % 120 % 74 %
0,00001 200386 200386 155708 22 % 120 % 70 %

L’image correspondant a` ε= 0;0001 se situe figure 7.6. Comme les trois crite`res de
raffinement coı¨ncident pour tous les points du maillage qui sont communs, avec cette
valeur deε, les trois images sont impossibles à distinguer à l’œil nu, aussi n’en a-t-on
fait figurer qu’une seule. Un exemple du maillage produit par les trois algorithmes de
raffinement pour deux valeurs deε, ε= 0;01 etε= 0;0001se trouve figure 7.7. On peut
voir sur le maillage que les points ou` le critère de simplification agit sont concentre´s
dans une zone bien de´limitée, celle ou` le Hessien est de´fini-négatif.

Pour pouvoir quantifier la différence entre les trois algorithmes, nous avons choisi
comme solution de re´férence la solution produite par l’algorithme complet pourε =
0;00001. Pour chacune des valeurs deε, pour les trois algorithmes de raffinement, nous
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FIG. 7.6 –La scène de tests pour la visibilité totale, ε= 0;0001.
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Méthode heuristique

Raffinement complet

Raffinement simplifie´

FIG. 7.7 –Le maillage produit par les trois algorithmes, ε= 0;0001, et ε= 0;01.
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avons calcule´ la différence maximale entre la radiosite´ modélisée par cet algorithme
pour cette valeur deε, et la radiosite´ de la solution de re´férence. Cette différence est na-
turellement une diffe´rence entre les interpolations line´aires entre les valeurs aux som-
mets. Afin d’avoir des valeurs comparables, nous avons pris la diffe´rence en termes
d’énergie, c’est-a`-dire l’intégrale sur la facette de la diffe´rence entre la solution de re´-
férence et la solution calcule´e. Il convient de remarquer que cette méthode de calcul
attribue – a` différence de radiosite´ égale – une valeur d’autant plus grande que les fa-
cettes ou` il y différence sont larges. Le tableau 7.2 montre cette diffe´rence en fonction
de la valeurs deε. Cette différence correspond a` l’énergie qui n’est pas mode´lisée lo-
calement.

On voit sur le tableau, d’une part que la différence locale par rapport a` la solution
de référence est, pour tous les algorithmes, inférieure d’au moins un ordre de grandeur
àla valeur deε. On voit également que l’algorithme simplifie´ correspond à une mode´li-
sation de l’énergie avec la meˆme précision que les algorithmes non simplifie´s, puisque
la différence n’est pas perceptible.

TAB. 7.2 –Différence locale de l’énergie pour les algorithmes de raffinement.

Heuristique Simplifié
ε Facettes Erreur Facettes Erreur

1,0 84 0,0213689 120 0,213689
0,1 436 0,0015549 420 0,0015549

0,01 1924 0,0015549 1716 0,0015549
0,001 8564 9,71966�10�5 7172 9,71966�10�5

0,0001 43012 5,06716�10�6 34132 5,90167�10�6

0,00001 200386 0 200386 3,0568�10�6

On peut aussi mesurer l’erreur globale, a` partir de l’énergie de la scène. On cal-
cule alors la diffe´rence entre l’e´nergie correspondant à la mode´lisation de la radiosite´
que nous avons, et l’e´nergie de la solution de re´férence. Cette différence d’e´nergie est
une mesure de l’erreur globale de mode´lisation effectue´e par chaque algorithme. Les
résultats de ces mesures sont repre´sentés dans le tableau 7.3. On peut voir que cette er-
reur globale est très supe´rieure àla valeur deε, puisqueε correspond à une majoration
seulement locale de l’erreur. On voit également que l’erreur globaledue à un algorithme
simplifiéest supe´rieure àl’erreur globale due a` un algorithme non simplifie´, mais que
les deux erreur sont du même ordre de grandeur.

En résumé, nous avons pre´sentédeux nouveaux critères de raffinement, permettant
tous deux un controˆle de l’erreur commise sur chaque interaction en situation de visibi-
lité totale ; l’un d’eux permet par surcroıt̂ une réduction du nombre de facettes utilise´es
pour modéliser l’interaction, et donc un gain en place me´moire.

Lorsque l’on compare le premier crite`re àun critère habituel, sur une sce`ne oùle
critère habituel n’est pas pris en de´faut, on voit que le crite`re avec certitude aboutit au
même résultat avec un surcoût de 120 % en temps de calcul. Ce surcouˆt représente, en
quelque sorte, le prix a` payer en e´change de la certitude.

Notre comparaison, pour avoir un sens, portait sur une sce`ne sur laquelle le crite`re
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TAB. 7.3 –Mesure de l’énergie totale pour nos critères de raffinement.

Heuristique Complet Simplifié
ε Énergie Diff. Énergie Diff. Énergie Diff.

1 27,2370 6,036 % 27,9545 3,949 % 27,9545 3,949 %
0,1 28,7938 1,065 % 28,7938 1,065 % 28,7296 1,286 %

0,01 29,0353 0,235 % 29,0353 0,235 % 28,9987 0,362 %
0,001 29,0897 0,049 % 29,0897 0,049 % 29,0718 0,111 %

0,0001 29,1018 0,008 % 29,1018 0,008 % 29,0932 0,037 %
0,00001 29,1040 0 % 29,1040 0 % 29,0997 0,015 %

heuristique n’e´tait pas pris en de´faut. Si l’on comparait les deux crite`res sur une sce`ne
sur laquelle le crite`re heuristique e´tait pris en de´faut, on constaterait une erreur, mesu-
rée en termes d’e´nergie locale, pouvant aller jusqu’à 100 % pour le critère heuristique,
et un accroissement du temps de calcul pour le crite`re complet par rapport au crite`re
heuristique. Il convient ici de remarquer que parmi les scènes qui peuvent induire en
erreur le crite`re heuristique, il en existe – par exemple lorsqu’un obstacle n’est pas de´-
tectélors du premier raffinement – pour lesquelles re´duire le seuil de raffinement ne
permettrait pas de re´duire l’erreur commise. Inversement, notre crite`re complet permet
toujoursde trouver un encadrement exact de la radiosite´ sur la facette re´ceptrice, et donc
une réduction du seuil de raffinement se traduira toujours par une re´duction de l’erreur
commise.

Lorsque l’on compare le crite`re avec re´duction des liens au crite`re habituel, on
constate qu’ils aboutissent a` des mode´lisations différentes de la radiosite´ sur la facette,
mais proches cependant en tous points. Ce crite`re avec re´duction des liens permet par
ailleurs une re´duction de la place me´moire utilisée de l’ordre de 20 %, et augmentant
avec la pre´cision.

7.2 Le cas de la visibilité partielle
7.2.1 Maintenir un encadrement de la radiosité

Nous avons vu comment obtenir un encadrement de la radiosité dans le cas de deux
objets convexes en interaction, seuls. Lorsqu’un obstacle est présent entre eux, la solu-
tion est plus complexe, puisque les conjectures de concavité sur lesquelles nous avons
basénotre encadrement ne sont plusaccessibles : nous avons vu au chapitre 5 que meˆme
un unique obstacle convexe pouvait mettre en défaut la conjecture d’unimodalite´ sur les
droites.

La seule solutionpour maintenir un encadrement de la radiosité lorsqu’il y a un obs-
tacle consiste a` calculer, d’une part un convexe situe´ sur l’émetteur, inclus dans l’e´met-
teur, et tel que tous ses points soient en situation de visibilite´ totale avec le re´cepteur,
que l’on appelle l’e´metteurminimal, et d’autre part un convexe situe´ sur l’émetteur,
inclus dans l’émetteur, et tel qu’il contienne tous les points de l’émetteur qui sont en
situation de visibilite´ avec au moins un point du récepteur. Ce deuxième convexe est
appeléémetteurmaximal.
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On voit que la radiosité due a` l’émetteur minimal en situation de visibilite´ totale
constitue une minoration de la radiosité due a` l’émetteur en situation de visibilite´ par-
tielle, et que la radiosite´ due àl’émetteur maximal en situation de visibilite´ partielle
constitue une majoration.

Comme l’émetteur minimal et l’e´metteur maximal sont des convexes en situation
de visibilitétotale, nous pouvons appliquer les re´sultats du chapitre pre´cédent pour cal-
culer, d’une part une minoration de la radiosite´ de l’émetteur minimal, et d’autre part
une majoration de la radiosite´ de l’émetteur maximal.

Le calcul de l’émetteur minimal et de l’émetteur maximal se fait à partir des areˆtes
des obstacles pre´sents entre l’e´metteur et le re´cepteur. Pour chaque areˆte prise isole´-
ment, on de´termine un plan minimal, tel que tous les points situés dans le demi-espace
positif de ce plan soient en situation de visibilite´ totale avec le re´cepteur, et un plan
maximal, tel que tous les points situe´s dans le demi-espace ne´gatif de ce plan soient
en situation d’invisibilitétotale avec le récepteur. Le plan maximal est donc celui qui
cache le plus le récepteur, et le plan minimal celui qui le cache le moins.

Ce plan minimal et le plan maximal se calculent, a` partir de l’arête de l’obstacle et
des sommets du récepteur convexe. On prend pour chaque sommet le plan défini par ce
sommet et l’areˆte. Chaque plan possède une normale, et l’on peut classer ces normales
en fonction de l’angle orienté qu’elles font avec la normale au plan du re´cepteur, le
trièdre étant oriente´ par l’arête de l’obstacle. Le plan qui correspond à l’angle le plus
petit (généralement ne´gatif) est le plan minimal, et le plan qui correspond a` l’angle le
plus grand (ge´néralement positif) est le plan maximal.

Lorsque l’obstacle est un unique convexe, on proce`de de fac¸on incrémentale sur les
arêtes de l’obstacle pour trouver l’e´metteur minimal :

– si l’émetteur est totalement inclus dans le demi-espace positif, on est en situation
de visibilitétotale, donc l’e´metteur minimal est e´gal àl’émetteur ;

– si l’émetteur est totalement inclus dans le demi-espace ne´gatif, cette areˆte n’est
pas significative, et on la laisse de coˆté;

– si cette areˆte coupe l’émetteur, on prend la portion de l’émetteur qui est incluse
dans le demi-espace positif (voir figure 7.8). Cette portion est un candidat ac-
ceptable pour l’e´metteur minimal, puisqu’elle est convexe et toujours visible de
tous les points du récepteur. On a donc éventuellement plusieurs candidats pour
l’émetteur minimal – au maximum quatre. Tous sont acceptables, mais il est pre´-
férable de choisir celui qui donnera la minoration la plus e´levée, permettant ainsi
le plus petit encadrement de la radiosite´ sur le récepteur. Si l’on ne veut pas calcu-
ler une minoration pour chaque candidat émetteur minimal, on peut se contenter
de prendre le candidat dont l’aire est la plus grande. Cette heuristique permet de
trouver plus rapidement un émetteur minimal dont on peut espérer qu’il donnera
une bonne minoration, meˆme si cette minoration ne sera pas nécessairement la
plus élevée possible. Si la minoration obtenue n’est pas la meilleure, le re´sultat
sera un raffinement plus grand. Nous avons ici un choix entre deux crite`res, l’un
donnant le meilleur maillage possible, donc économe en me´moire, au prix d’un
temps de calcul supple´mentaire, et l’autre donnant un maillage qui sera peut-eˆtre
trop raffiné, et donc plus couˆteux en me´moire, mais e´conomisant le temps de cal-
cul.
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Émetteur 
minimal résultat

FIG. 7.8 –L’émetteur minimal est l’un des émetteurs minimaux calculés.
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On procède de la meˆme façon pour trouver l’e´metteur maximal :

– si l’émetteur est totalement inclus dans le demi-espace positif, l’émetteur maxi-
mal est e´gal àl’émetteur ;

– si l’émetteur est totalement inclus dans le demi-espace ne´gatif, cette areˆte n’est
pas significative;

– si le plan minimal coupe l’e´metteur, on prend l’enveloppe convexe de l’ancien
émetteur maximal et de l’intersectiondu demi-espace positif et de l’émetteur. On
remarque que cette enveloppe convexe est e´gale àl’émetteur coupe´ par une areˆte,
donc que le seul travail a` accomplir pour calculer l’e´metteur maximal est de trou-
ver cette areˆte ; de plus, cette areˆte dépend uniquement de l’ancienne areˆte et de
l’arête créée par le plan maximal courant (voir figure 7.9).
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Plan maximal n° 1

Plan maximal n° 2

Émetteur
maximal n°1

Émetteur
maximal n°2

Arête 
équivalente

Émetteur maximal résultat

FIG. 7.9 –L’émetteur maximal se construit comme une enveloppe convexe.

La figure 7.10 montre un exemple d’e´metteur minimal et d’e´metteur maximal. Le
carrérouge sur le sol est la facette pour laquelle on a calcule´ la visibilité. La zone rouge
clair représente l’émetteur minimal, visiblede tous les pointsde la facette re´ceptrice. La
zone rouge fonce´e représente l’émetteur maximal, enveloppe convexe de tous les points
de l’émetteur visibles d’au moins un point du re´cepteur. On a rajoute´ le contour de la
partie de l’émetteur qui est visible d’un des sommets de la facette re´ceptrice. On peut
voir que ce contour est bien inclus dans l’e´metteur maximal, et contient bien l’émetteur
minimal. Le cartouche sur le coˆté représente les meˆmes informations, vues de dessus.
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FIG. 7.10 –Exemple d’émetteur minimal et maximal, avec un des émetteurs exacts.

7.2.2 Lorsqu’il y a plusieurs obstacles

Lorsqu’il y a plusieursobstacles, on proce`de de manie`re similaire, en cherchant tou-
jours à conserver pour les e´metteurs maximal et minimal leurs proprie´tés essentielles,
à savoir qu’ils sont convexes et qu’ils encadrent l’e´metteur re´el pour tous les points du
récepteur.

Pour l’émetteur maximal, on commence par calculer pour chaque obstacle l’union
des demi-espaces minimaux : c’est l’ensemble des points de l’e´metteur qui sont visible
d’au moins un des points du récepteur par rapport a` cet obstacle. On prend ensuite l’in-
tersection de ces ensembles : c’est l’ensemble des points de l’e´metteur qui sont visibles
d’au moins un des pointsdu récepteur compte tenu de tous les obstacles. Enfin, on prend
l’enveloppe convexe de cet ensemble : c’est l’e´metteur maximal.

Si la complexite´ de la sce`ne et des obstacles entre l’e´metteur et le re´cepteur rend
prohibitif ce calcul précis de l’e´metteur maximal, on peut avoir recours a` d’autres me´-
thodes, qui donnent un émetteur maximal plus grand, donc un encadrement plus large,
mais qui permettent d’aboutir au re´sultat plus rapidement. Par exemple conside´rer que
l’émetteur maximal est e´gal àl’émetteur original.

Le calcul pratique de l’e´metteur maximal peut se faire sans calculer explicitement
d’unions ou d’intersections de polygones: pour le premier obstacle, on sait calculer
pour chaque areˆte l’intersection de l’e´metteur et du demi-espace minimal. Ce qui nous
donne une liste de polygones convexes, dont l’union repre´sente l’ensemble des points
de l’émetteur qui sont visibles d’un point du re´cepteur. Pour les obstacles suivants,
on procède de la meˆme manie`re, mais on calcule l’intersection du demi-espace mini-
mal avec chacun des polygones convexes pre´sents dans la liste, augmentant ainsi cette
même liste. Àla fin, on prend l’ensemble des sommets des polygones convexes pre´-
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sents dans la liste. L’émetteur maximal est e´gal àl’enveloppe convexe de ces sommets.
L’algorithme de calcul de l’e´metteur maximal est re´suméfigure 7.11.

initialiser la liste` des emetteurs
ajouter l’emetteur originel a la listè
pour chaque obstacle potentiel

pour chaque emetteur de la listè
retirer l’emetteur de la listè
pour chaque arete de l’obstacle

calculer l’intersection de l’emetteur et du demi-plan minimal
si cette intersection est non vide

ajouter le resultat de l’intersection a la liste`

initialiser la listes des sommets
pour chaque emetteur de la listè

ajouter ses sommets a la listes
calculer l’enveloppe convexe des sommets de la listes

FIG. 7.11 –Calcul de l’émetteur maximal en présence de plusieurs obstacles.

Pour l’émetteur minimal, on peut soit prendre un convexe qui englobe l’ensemble
des obstacles, tel une boı̂te englobante ou une enveloppe convexe, ou bien calculer un
émetteur minimal de la meˆme manie`re que l’émetteur maximal : pour le premier obs-
tacle, on calcule pour chaque areˆte l’intersection de l’e´metteur avec le demi-espace
maximal. Ce qui nous donne une liste de polygones convexes, chacun d’eux e´tant un
candidat valable pour eˆtre émetteur minimal. Pour les obstacles suivants, on calcule
pour chaque areˆte de l’obstacle l’intersection du demi-espace maximal avec les e´met-
teurs présents dans la liste, le résultat étant ajoute´ à la liste elle-meˆme. Lorsque tous les
obstacles ont e´téparcourus, la liste contient un ensemble de candidats valables au titre
d’émetteur minimal. Il reste à choisir parmi les diffe´rents candidats. Ceci peut se faire,
soit en calculant pour chacun d’eux la minoration qu’il induit sur le re´cepteur, et en
prenant celui qui induit la minoration la plus grande, soit en prenant le candidat dont
l’aire est la plus e´levée. Le pseudo-code de calcul de l’e´metteur minimal est re´sumé
figure 7.12.

initialiser la liste` des emetteurs
ajouter l’emetteur originel a la listè
pour chaque obstacle potentiel

pour chaque emetteur de la listè
retirer l’emetteur de la listè
pour chaque arete de l’obstacle

calculer l’intersection de l’emetteur et du demi-plan maximal
si cette intersection est non vide

ajouter le resultat de l’intersection a la liste`
selectionner l’emetteur de la liste` dont l’aire est la plus grande.

FIG. 7.12 –Calcul de l’émetteur minimal en présence de plusieurs obstacles.
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7.2.3 Résultats
Nous avons imple´mentéle calcul de l’émetteur minimal et maximal, et regroupe´

ce code avec le calcul d’un majorant et d’un minorant de la radiosite´ pour obtenir un
algorithme de radiosite´ hiérarchique avec un crite`re de raffinement base´ sur un controˆle
de l’erreur, y compris en pre´sence d’obstacles.

La scène choisie pour les tests est une sce`ne simple, compose´e d’un seul e´metteur,
d’une seul récepteur et d’un obstacle qui les sépare. Nous avons comparé nos algo-
rithmes (complet et simplifie´) avec le meˆme algorithme heuristique: calcul du facteur
de forme ponctuel en cinq points, et l’erreur sur cette interaction est prise e´gale àla dif-
férence entre le plus grand des facteurs de forme ponctuels et le plus petit des facteurs
de forme ponctuels, multiplie´e par la radiosite´ de l’émetteur et l’aire du re´cepteur.

La figure 7.13 visualise la scène de test employée, et les figures 7.14, 7.15 et 7.16
montrent le maillage produit par les trois algorithmes pour diffe´rentes valeurs deε.

FIG. 7.13 –La scène de tests pour la visibilité partielle, ε= 0;0001.

On voit sur le tableau 7.4 le nombre de facettes produits par les trois algorithmes
de raffinement en fonction des valeurs deε, séparées en nombre de facettes en situation
de visibilité totale, pour lesquelles on applique le crite`re établi àla section pre´cédente,
et facettes a` visibilité partielle, pour lesquelles on emploie le crite`re établi ici. On voit
ici que l’encadrement pre´cis de la radiosite´ utilisén’entraı̂ne qu’une augmentation de
l’ordre de 50 % du nombre de facettes en situation de visibilite´ partielle.

Le surcoût induit par notre algorithme en situation de visibilite´ partielle est lie´ aux
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ε= 1;0

ε= 0;1

ε= 0;01

FIG. 7.14 –Les images produites par les trois algorithmes lorsqu’ils coı̈ncident.



121

ε = 0;001

ε= 0;0001

ε= 0;00001

FIG. 7.15 –Les images produites par l’algorithme heuristique.
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ε = 0;001

ε= 0;0001

ε= 0;00001

FIG. 7.16 –Les images produites par l’algorithme de raffinement simplifié pour les
mêmes valeurs de ε.
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TAB. 7.4 –Nombre de facettes produits par les critères de raffinement en présence
d’obstacles.

Visibilité totale Visibilité partielle
ε Heuris. Complet Simplifié Gain Heuris. Complet Simplifié

1 12 12 12 0% 9 9 9
0,1 60 60 60 0 % 73 73 73

0,01 252 252 188 25 % 181 181 181
0,001 1032 1020 684 33 % 905 1221 1221

0,0001 4252 4216 2648 37 % 3445 6049 6049
0,00001 17180 17000 8888 48 % 13261 14977 14225

trois calculs d’occlusionde l’e´metteur par l’obstacle que nous devons faire pour chaque
facette au lieu d’un seul dans le cas de l’algorithme heuristique. Le temps de calculest
donc au maximum multiplié par trois. On constate que le crite`re de raffinement conduit
àclasser plus de facettes comme partiellement visiblesque le crite`re heuristique. Le cri-
tère simplifiéréduit le nombre de facettes employe´es dans la zone totalement visible de
près de 50 %, et re´duit même, d’un petit nombre, le nombre de facettes partiellement vi-
sibles pourε suffisamment petit. Pour qu’il y ait réductiondans la zone partiellementvi-
sible, il faut que l’émetteur minimal et l’émetteur maximal soient tre`s proches, en terme
de distance ge´ométrique, l’un de l’autre, ce qui ne peut se produire que dans les zones
où une seule areˆte de l’obstacle cache l’e´metteur. On voit d’ailleurs sur les maillages
de la figure 7.16 que le raffinement est d’avantage pousse´ dans les zones de visibilite´
partielle correspondant à un coin de l’obstacle que dans les zones correspondant à une
arête.

Nous avons e´galement calcule´ la différence e´nergétique entre les diffe´rentes so-
lutions liées aux maillages calcule´s et une solution de re´férence, le maillage complet
avecε = 0;00001. La différence locale d’énergie, calcule´e de la meˆme manie`re que
section 7.1.6 est donnée tableau 7.5. Nous n’avons pas fait figurer dans ce tableau le
critère de raffinement avec simplification, qui donnait les meˆmes valeurs que le crite`re
complet.

En comparant les tableaux 7.5 et 7.2, on constate que l’erreur sur l’e´nergie a baisse´
en valeur, ce qui est normal puisque l’e´nergie totale de la sce`ne a également baisse´,
du fait de la présence de l’obstacle. On observe par ailleurs que la pre´cision de l’al-
gorithme heuristique est moindre que celle de l’algorithme complet : pourε = 0;001,
par exemple, celui-ci, avec seulement 30 % de facettes supple´mentaires re´duit l’erreur
locale d’un facteur deux.

Enfin, nous avons calculé pour chaque algorithme de raffinement, et pour chaque
valeur deε la valeur de l’énergie totale de la sce`ne. Cette valeur de l’e´nergie est ensuite
compare´e avec l’énergie d’une sce`ne de réfe´rence. Ce critère permet de mesurer l’er-
reur globale ; les résultats sont donnés tableau 7.6. Nous avons pris comme solution de
référence le maillage produit par le crite`re complet pourε= 0;00001.

Que peut-on tirer du tableau 7.6? Tout d’abord, que la mesure de l’e´nergie globale
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TAB. 7.5 –Différence locale de l’énergie en situation de visibilité partielle.

Heuristique Complet
ε Facettes Erreur Facettes Erreur

1,0 9 0,0110687 9 0,0110687
0,1 73 0,00199773 73 0,00199773

0,01 181 0,00199773 181 0,00199773
0,001 905 0,00011538 1221 6,08327�10�5

0,0001 3445 8,04206�10�6 6049 6,94314�10�6

0,00001 13261 4,04035�10�7 14977 0

TAB. 7.6 –Mesure de l’énergie totale en présence d’obstacles.

Heuristique Complet Simplifié
ε Énergie Diff. Énergie Diff. Énergie Diff.

1 7,536199 2,724 % 7,536199 2,724 % 7,536199 2,724 %
0,1 7,348277 0,162 % 7,348277 0,162 % 7,348277 0,162 %

0,01 7,306236 0,411 % 7,306236 0,411 % 7,295764 0,553 %
0,001 7,331510 0,066 % 7,331953 0,06 % 7,328719 0,1 %

0,0001 7,335487 0,012 % 7,335384 0,013 % 7,334480 0,026 %
0,00001 7,336278 0,001 % 7,336374 0 % 7,335583 0,01 %
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n’est pas adapte´e comme crite`re d’estimation de l’erreur dans une sce`ne oùla visibilité
n’est pas totale ; en effet, une possible surestimation de la radiosite´ dans les zones ou` la
visibilité est partielle peut compenser une sous-estimationdans les zones ou` la visibilité
est totale, venant ainsi re´duire la différence constatée au niveau de l’e´nergie. Ainsi, pour
ε= 0;1, l’erreur calcule´e est inférieure a` son niveau pourε= 0;01.

De plus, une erreur importante en pourcentage commise dans une zone de visibi-
lité partielle ou nulle a moins d’impact sur la valeur finale de l’e´nergie qu’une erreur
plus faible commise dans une zone ou` la visibilitéest totale. C’est ce qui explique que,
bien que les maillages de discontinuite´ des critères complets et simplifie´s soient e´gaux,
l’erreur mesure´e par notre algorithme pour le crite`re avec simplification du maillage est
supérieure àl’erreur mesure´e pour l’algorithme heuristique.

En résumé, nous avons pre´sentéun algorithme capable de calculer un encadrement
exact de la radiosite´ àpartir de la construction d’e´metteurs convexes encadrant l’e´met-
teur original. Cet algorithme a e´té intégréau sein d’un algorithme de raffinement pro-
gressif, permettant ainsi de contrôler l’erreur commise sur chaque interaction.

Cet algorithme permet de réduire l’erreur commise dans la mode´lisation de la ra-
diosité, et ce, sans augmenter de fac¸on dramatique le nombre de facettes cre´ées.

7.3 Intégration au sein d’un algorithme de radiosité hiérar-
chique

Les algorithmes que nous avons vu aux sections pre´cédentes de calcul de l’erreur
commise sur une interaction peuvent être inclus dans un algorithme de calcul de la ra-
diositéde façon hiérarchique, e´tendant l’algorithme original de radiosite´ hiérarchique,
dû àHanrahan en 1990 [16], en définissant un nouveau crite`re de raffinement.

7.3.1 Modélisation de la radiosité sur les objets
Dans ce cadre, nous devons avoir une mode´lisation de la radiosite´ sur les objets qui

puisse eˆtre employe´e àplusieurs niveaux. Comme nous utilisons des facteurs de forme
ponctuels, les valeurs de la radiosite´ seront calcule´es aux sommets du maillage.

Lors de l’affichage des radiosite´s, nous utiliserons les valeurs de la radiosite´ sto-
ckées sur les sommets du maillage. De la sorte, il y a un controˆle des valeurs qui seront
affichées au sein meˆme du critère de raffinement.

Un exemple de me´thode de radiosité utilisant des facteurs de forme ponctuels pour
calculer les valeurs de la radiosite´ sur les sommets se trouve dans Max et Allison,
1992 [28].

Lors de l’émission de la radiosite´, nous utilisons des liens entre objets, afin de pou-
voir quantifier l’interactionet l’erreur commise dans sa modélisation.Ceci nous impose
de connaı̂tre une valeur moyenne de la radiosité sur chaque facette, ainsi qu’une valeur
maximale et une valeur minimale, afin de pouvoir conduire des encadrements.

On notera ici que nous n’utilisons pas la radiosite´ de façon symétrique lors de
l’émission et lors de la réception : en effet, il est plus facile de traiter d’une radiosite´
constante lors de l’e´mission, alors qu’il est simple d’utiliser une radiosite´ variant de
façon linéaire lors de la re´ception. Cette asyme´trie n’a pas d’influence sur le controˆle
de l’erreur ; elle le rend meˆme possible plus facilement. Nous verrons plus loin (sec-
tion 7.4.1) que l’on peut aussi envisager un contrôle de l’erreur dans le cadre d’une
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radiosité linéaire àl’émission comme a` la réception.
Notons enfin qu’une facette partage toutes les informations concernant ses som-

mets avec les facettes voisines. Il semble donc logique de partager ces informations
dans la structure de données. Cependant, les problèmes qui se posent lorsqu’on partage
les valeurs de radiosite´ entre facettes voisines – notamment lors de la phase depush-
pull – font qu’il peut être préférable de stocker des valeurs de radiosité indépendantes
pour chaque sommet suivant la facette a` laquelle on considère qu’il appartient. Nous
supposerons donc que pour chaque facette, on connait ses sommets et les valeurs de la
radiositéaux sommets.

Outre les informations concernant ses sommets, une facette doit pouvoir eˆtre raffi-
née. Elle porte donc e´ventuellement la liste de ses facettes filles. Le nombre de facettes
filles dépend de l’algorithme de maillage utilisé : il sera de 4 si l’on utilise un arbre
quadtree, mais de 2 si l’on utilise un arbre binaire, tel un BSP-Tree. Il peut eˆtre éven-
tuellement variable.

Lorsqu’on raffine une facette, il faut pouvoir ve´rifier si les facettes voisinesont de´jà
étéraffinées, afin de re´cupérer les informations sur les sommets de´jàcalculés. Pour pou-
voir répondre rapidement a` ces requeˆtes, on stocke pour chaque facette la liste des fa-
cettes voisines. Cette liste des voisines est actualise´e lorsque l’on raffine une facette, a`
la fois pour la facette raffine´e et pour ses facettes voisines. Deux facettes sont voisines
si elles partagent une areˆte.

Enfin, une facette doit porter la liste des objets avec lesquels elle interagit ; la nature
de ces interactions et la structure de donnée employée pour les mode´liser est l’objet de
la section suivante. Lors de la phase de propagation de l’énergie le long de ces liens,
seule la radiosite´ des facettes effectivement liées sera actualise´e, comme dans l’algo-
rithme de radiosite´ hiérarchique original, de Hanrahan [16]. Il faut donc prévoir une
phase de propagation de l’e´nergie au sein de la hiérarchie, oupush-pull, dans laquelle
la radiositédes facettes est mise a` jour en fonction de la radiosite´ des facettes filles et
des facettes parentes.

Dans l’algorithme de radiosite´ hiérarchique original, le principe dupush-pull est
simple : chaque facette mère envoie sa radiosite´ àses facettes filles, et rec¸oit la moyenne
de la radiosite´ de ses facettes filles. Cette mise a` jour se fait par un parcours en profon-
deur d’abord de la hiérarchie de facettes. La structure de donnée de l’algorithme ori-
ginal utilise deux valeurs de la radiosite´ pour chaque facette : d’une part la radiosite´ à
émettre, et d’autre part la radiosite´ qui a été reçue. Lors de la phase depush-pull, on
actualise la radiosite´ à émettre en fonction de la radiosite´ qui a été reçue. Comme les
facettes ne partagent aucune information, lepush-pull peut se faire après un nombre
arbitraire de propagations de l’énergie le long des liens.

Dans notre structure de données, une partie des informations est porte´e au niveau
de la facette : la radiosite´ maximale et la radiosite´ minimale, par exemple. Pour ces va-
leurs, on peut employer une version le´gèrement modifie´e de l’algorithme depush-pull :
la radiositéminimale de la facette me`re est ajoute´e àla radiositéminimale calcule´e pour
les facettes filles dans la phase depush, puis la radiosité minimale sur la facette me`re
est initialisée comme le minimum des radiosite´s sur les facettes filles lors de la phase
depull. On proce`de de la meˆme manie`re pour la radiosite´ maximale.

La partie la plus de´licate d’un algorithme de radiosite´ hiérarchique basé sur des va-
leurs de radiosite´ calculées aux sommets des facettes est l’adaptation de la proce´dure de
push-pull. Cette adaptation de´pend entie`rement de la structure de donne´es des sommets
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et des facettes.

– Lorsque les valeurs de radiosité aux sommets ne sont pas partage´es entre les fa-
cettes, l’algorithme depush-pull s’adapte de fac¸on immédiate : lors de la phase
depush, pour chaque facette, si elle est raffine´e, on calcule les valeurs de radiosite´
pour les nouveaux sommets par une interpolationbilinéaire des valeurs des som-
mets de la facette. On ajoute aux valeurs de radiosité des sommets de la facette
fille ces valeurs interpole´es. Lors de la phase depull, chaque facette rec¸oit de sa
facette fille les nouvelles valeurs de la radiosité sur le ou les sommets qu’elles
ont en commun.

– Si les valeurs des radiosite´s aux sommets sont partage´es entre les facettes, on
parvient àréduire l’encombrement me´moire, mais l’adaptation de la phase de
push-pull est plus difficile. En effet, pour chaque sommet, il faudrait connaıt̂re
la radiositéqu’il a reçu en tant que sommet faisant partie d’une facette, puisque
cette radiosite´ sera utilise´e pour actualiser la radiosite´ des sommets des facettes
filles. Si on commence par unpush-pull sur une facette, il faut prendre garde a`
conserver les valeur anciennes de la radiosité pour ne pas fausser lepush-pull sur
les facettes voisines.

Une fois qu’on a calcule´ les radiosités aux sommets, si l’on souhaite calculer la
radiositémoyenne sur les facettes, on procède par une phase depull supplémentaire : on
calcule la radiosité sur les feuillesde la hie´rarchie comme la moyenne des radiosite´s aux
sommets de la facette feuille. Ensuite, en remontant vers la racine de l’arbre, la radiosite´
de chaque facette est prise e´gale àla moyenne des radiosite´s des facettes filles.

L’ensemble des structures de donne´es utilisées pour mode´liser la radiosite´ sont ré-
sumées figure 7.17.

Sommet :
Point : x,y,z

Facette :
liste desommets
liste des valeurs de radiosite correspondant aux sommets
Valeurs courantes :

Radiosite moyenne,BF
Radiosite maxi,Bmax

Radiosite mini,Bmin
Valeurs recues :

Radiosite maxi recue,Bmax;G
Radiosite mini recue,Bmin;G

liste defacettes filles
liste defacettes avec lesquelles on interagit
liste defacettes voisines

FIG. 7.17 –Structures de données employées pour modéliser la radiosité.

7.3.2 Modélisation et raffinement des interactions entre objets
L’interaction entre deux facettes est enregistrée sous la forme d’un lien. Ce lien est

stockésur la facette émettrice, au sein d’une liste de liens. Il porte l’identite´ de la facette
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réceptrice, et un lien facette-sommet pour chacun des sommets de la facette re´ceptrice.
Lorsqu’un objet interagit avec un autre et qu’ils sont en situationde visibilite´ totale,

la décision de raffiner ou non l’interaction se fera à partir des valeurs de la radiosite´, du
gradient et du Hessien dues à l’objet e´metteur sur les sommets de l’objet re´cepteur. Si
l’on décide de raffiner le re´cepteur, chaque facette fille cre´ée aura sans doute l’un des
sommets du re´cepteur parmi ses sommets. De plus, si les facettes voisines de la facette
réceptrice interagissent également avec l’e´metteur, elles partagent un des sommets de
la facette re´ceptrice. Il serait souhaitable de pouvoir conserver l’information sur la ra-
diosité, le gradient et le Hessien aux sommets, plutoˆt que de devoir la recalculer.

Cette information ne de´pend que de la ge´ométrie respective de la facette e´mettrice
et du point de réception. La radiosité, le gradient et le Hessien sont proportionnels a`
la radiositéde l’émetteur, aussi peut-on ne stocker que la partie ge´ométrique de cette
information, le facteur de forme ponctuel pour la radiosite´, et les e´quivalents pour le
gradient et le Hessien.

Toutesces informations purement ge´ométriques sont regroupées dans une structure
de donne´es spe´cifique, le lien facette-sommet. Un lien facette-sommet peut eˆtre partage´
par plusieurs interactions, c’est pourquoi il faut qu’il porte le nombre d’utilisations qui
est fait de lui. Àchaque fois qu’on cre´e un lien facette-facette utilisant ce lien facette-
sommet, le nombre d’utilisationsaugment de un. A` chaque fois qu’on de´truit un tel lien,
le nombre d’utilisations diminue de un. Lorsque le nombre d’utilisations vaut zéro, on
peut détruire le lien facette-sommet.

Lorsque les deux objets qui interagissentne sont pas en situationde visibilite´ totale,
il faut stocker l’information concernant la visibilité : la nature des obstacles et suffisam-
ment d’information pour pouvoir les retrouver. Cette information peut être une liste des
obstacles efficaces, comme dans Teller, 1993 [42], ou uncluster, regroupant plusieurs
objets, comme dans Sillion, 1995 [38]. Il est inutile de stocker l’e´metteur maximal ou
l’émetteur minimal, puisquecette information n’est pas réutilisablepar d’autre facettes.

Enfin, chaque lien facette-facette porte aussi la valeur minimum et la valeur maxi-
mum du facteur de forme ponctuel entre la facette e´mettrice et la facette re´ceptrice.

La structure de donne´e utilisée pour mode´liser les interactions entre facettes est re´-
sumée figure 7.18.

Lien facette-sommet:
Facteur de Forme ponctuel : F
FF du Gradient :F~G
FF du Hessien :FH
nombre d’utilisations

Lien facette-facette :
facette cible
liste de liens facette-sommet
Visibilite (totale, partielle, invisible)
Obstacles eventuels
Valeurs extremes du FF ponctuel :Fmin et Fmax

FIG. 7.18 –Structures de données employées pour modéliser les interactions.

Lors de la phase de raffinement des liens, on parcourt pour chaque facette les liens
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qui en partent. Pour chaque lien facette-facette, en utilisant les valeurs stocke´es dans ses
liens facette-sommet et la radiosite´ de l’émetteur, on de´termine le maximum et le mini-
mum de la radiosite´ qu’il induit sur la facette cible, en utilisant les techniques de´crites
section 7.1 pour les interactions avec visibilite´ totale et section 7.2 pour les interactions
avec visibilitépartielle. Si cet e´cart dépasse un certain seuil, comme a` la section 7.1.6,
on raffine le lien. Ce qui se fait en raffinant soit la facette cible, soit la facette e´mettrice.
Dans les deux cas, on de´truit l’ancien lien facette-facette, pour le remplacer par autant
de liens facette-facette que la facette raffine´e a de filles.

Si l’on raffine la facette cible, une partie des liens facette-sommets peut eˆtre réuti-
lisée, permettant ainsi un gain de temps et de place me´moire : ainsi, si l’on raffine en
utilisant un quadtree, la facette raffine´e est remplace´e par 4 facettes filles, ce qui cor-
respond potentiellement a` 9 liens facette-sommets (voir figure 7.19). De ces 9 liens, 4
ont déjà été calculés et n’ont pas besoin de l’eˆtre ànouveau. De meˆme, si les facettes
voisines de la facette cible ont de´jà été raffinées – ce que l’on sait en utilisant la liste
des liens vers les facettes voisines – une partie de ces liens a pu eˆtre calculée antérieu-
rement. Dans le meilleur des cas, un seul lien facette-facette devra eˆtre recalcule´.

Liens déjà calculés

Liens restant à calculer

FIG. 7.19 –Lors du raffinement d’un lien facette-facette, seule une partie des liens
facette-sommets est à recalculer.

Le code correspondant à la mode´lisation des interactions est re´suméfigure 7.20.

7.3.3 Propagation de l’énergie
Une fois établis les liens modélisant les interactions entre facettes a` la précision

souhaitée, on propage l’e´nergie suivant ces liens : pour chaque facette, on prend la liste
des liens qui en partent, et on met a` jour la radiosité des sommets des facettes cibles.
En même temps qu’on met a` jour la radiosité des sommets de la facette, on met a` jour
les valeurs minimum et maximum de la radiosité sur la facette, en utilisant les valeurs
calculées pour le lien facette-facette.

Une fois que toutes les facettes ont propage´ leur énergie, on effectue lepush-pull,
par un parcours en profondeur d’abord de la hie´rarchie de facettes.
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pour chaque facette
pour chaque lien f-f partant de cette facette

si la visibilite est totale :
CalculerFmin et Fmax en utilisant
les valeurs stockees sur les liens f-s

sinon
Calculer l’emetteur minimal et l’emetteur maximal
CalculerFmin et Fmax.

si (Bmax � (Fmax�Fmin)+ (Bmax�Bmin)�Fmin)�A> ε
Raffiner ce lien facette-facette :
si (Bmax �Bmin)�Fmin> Bmax � (Fmax�Fmin)

Raffiner l’emetteur
sinon

Raffiner le recepteur.

FIG. 7.20 –Modélisation des interactions.

Le code correspondant à la propagation de l’énergie dans la structure de donne´es
est résuméfigure 7.21.

Gathering :
pour chaque facette

pour chaque lien partant de cette facette
Mettre a jour la radiosite des sommets de la facette cible
Mettre a jour la radiosite (Bmax , Bmin) de la facette cible

Push-Pull sur les sommets :
pour chaque facette

Envoyer l’interpolation lineaire de la radiosite aux facettes filles
Recevoir en echange la radiosite des sommets des facettes filles
Mettre a jour ses sommets

Push-Pull sur les facettes :
pour chaque facette

Envoyer la radiosite minimale et maximale recue aux facette filles.
Recevoir en echange la radiosite min. et max. des facettes filles
Mettre a jour la radiosite min. et max. de la facette.
Mettre a jour la radiosite moyenne de la facette,

- soit comme moyenne des radiosites des sommets,
- soit comme moyenne des radiosites des facettes filles.

FIG. 7.21 –Propagation de l’énergie.

7.3.4 Contrôle de l’erreur de discrétisation
L’algorithme présentéici contrôle l’erreur commise localement, sur chaque inter-

action. Afin de pouvoir controˆle également l’erreur de discre´tisation, suivant les algo-
rithmes de´crits au chapitre 6, nous introduisons, après toutes les phases de propagation
de l’énergie et depush-pull, une phase de controˆle de la cohe´rence interne. Dans cette
phase, on compare la radiosite´ maximale et la radiosite´ minimale calcule´es sur chacune
des facettes feuilles.Si l’encadrement est trop large, noussommes en contradictionavec
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notre hypothe`se de radiosite´ constante sur une facette. Dans ce cas, on raffine la facette
concerne´e, ainsi que tous les liens qui y aboutissent.

Cette situation peut se produire lorsqu’une source de lumie`re est de´compose´e en
multiples facettes qui chacune individuellement sont trop petites pour que le facteur de
forme justifie le raffinement des liens, mais qui prises ensemble ont un effet important.
Un exemple de telle sce`ne correspond à une ampoule lumineuse décompose´e en mul-
tiples facettes.

Pour chaque facette, on calcule e´galement la somme des facteurs de forme qui en
partent, c’est-a`-dire la somme des facteurs de forme porte´s par cette facette, et des fac-
teurs de forme portés par les parents de cette facette et de la moyenne des facteurs de
forme portés par les facettes filles. Si cette diffe´rence s’écarte de 1 au dela` d’un certain
seuil, et que nous sommes en présence d’une sce`ne fermée, l’énergie quittant cette fa-
cette est mal mode´lisée. Pour y reme´dier, nous raffinons cette facette et tous les liens
qui en partent.

L’ensemble des e´tapes de notre algorithme de radiosite´ hiérarchique modifie´ est
rappelé figure 7.22.

Raffinement :
pour chaque facette

pour chaque lien partant de cette facette
Raffiner ce lien si necessaire

Gathering :
pour chaque facette

pour chaque lien partant de cette facette
Propager l’energie le long de ce lien

Push-Pull sur les sommets.
Push-Pull sur les facettes.
Controle de l’erreur de discretisation.

FIG. 7.22 –Algorithme complet pour une itération.

7.4 Améliorations éventuelles de l’algorithme
7.4.1 Radiosité linéaire sur l’émetteur

Notre algorithme de radiosite´ hiérarchique est asyme´trique dans sa structure : la ra-
diosité qui est utilise´e lors des phases de propagation et de raffinement est une radiosite´
qui est supposée constante, alors que la radiosité qui sera affichée est une interpolation
bilinéaire des valeurs aux sommets. Nous verrons, au chapitre 10, qu’il est possible
de calculer la radiosite´ et ses de´rivées lorsque la radiosite´ varie de fac¸on linéaire sur
l’émetteur, avec un encadrement aussi précis que l’on veut.

Dans ce cadre, il est envisageable de calculer la radiosite´ sur le récepteur en utilisant
une approximation line´aire de la radiosite´ sur l’émetteur. On aurait alors d’une part une
approximation line´aire de la radiosite´ sur le récepteur, propage´e en utilisant les outils
décrits au chapitre 10, et d’autre part une valeur constante correspondant a` la différence
entre cette approximation line´aire et la re´alité, que l’on propagerait en utilisant les outils
décrits au chapitre 8.
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7.4.2 Utilisation du Hessien en présence d’obstacles
Notre algorithme de raffinement des interactions ou` la visibilité est partielle com-

mence par de´terminer un e´metteur minimal et un e´metteur maximal, convexes, pour
pouvoir se ramener au cas de la visibilite´ totale en utilisant les conjectures de conca-
vité du chapitre 5.

Nous avons vu au chapitre 5 que la radiosite´ en présence d’un obstacle dont le com-
plémentaire est convexe semble se comporter comme la radiosite´ en l’absence d’obs-
tacles. En particulier, dans ce cas, les conjectures de concavite´ semblent eˆtre vérifiées.
Si l’on peut calculer le Hessien en présence d’obstacles – au moins en pre´sence d’obs-
tacles dont le comple´mentaire est convexe – on peut envisager une simplification du
maillage produit par notre algorithme.

On calculerait pour chaque facette en situation de visibilité partielle le nombre
d’arêtes de l’obstacle qui interviennent.Si une seule arête intervient,alors nous sommes
dans un cas simple où le complémentaire est convexe. On n’a alors plus besoin de cal-
culer l’émetteur minimal et l’émetteur maximal, mais uniquement les valeurs de la ra-
diosité, du gradient et du Hessien aux sommets de la facette. Si la radiosite´ est concave
sur la facette – c’est-à-dire si le de´terminant du Hessienrt� s2 est positif aux sommets
de la facette – alors la radiosite´ de la facette est encadre´e par un plan se´cant et les plans
tangents de la meˆme manie`re qu’àla section 7.1.5.

7.5 Conclusion
Nous avons pre´sentéun algorithme de radiosite´ hiérarchique imple´mentant un

contrôle total de l’erreur commise sur chaque interaction, et un début de controˆle de
l’erreur de discrétisation. Cet algorithme devrait permettre de mode´liser avec pre´cision
chaque interaction, et de limiter tant le sure´chantillonnage que le sous-échantillonnage
inhérents àd’autres crite`res de raffinement.

Ce contrôle de l’erreur permet ainsi une meilleure adéquationdes ressources à four-
nir en fonction de la pre´cision souhaite´e sur le re´sultat.
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Troisième partie

Le gradient et le Hessien de la
radiosité
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8.

Cas des émetteurs constants : calcul du
Jacobien et du Hessien

NOUS AVONS vu comment la connaissance des de´rivées successives de la ra-
diositépeut être mise a` profit pour acce´lérer les calculs de radiosite´. Il nous
reste a` voir comment l’on peut effectivement calculer ces de´rivées succes-

sives, soit explicitement dans des cas simples, soit avec des approximations dans les
cas plus complexes. Nous allons tout d’abord analyser le cas d’un émetteur polygonal
sur lequel la radiosite´ est constante et qui est en situation de visibilite´ totale.

8.1 Travaux antérieurs
Le début de ce chapitre e´tablit des résultats de´jà publiés par Arvo, en 1994 [3], en

les démontrant suivant une autre méthode. Nous allons voir que cette méthode permet
de calculer e´galement les de´rivées successives, notamment le Hessien. Une partie de ce
travail a déjà fait l’objet d’une publication, auSixth Eurographics Workshop on Ren-
dering, en 1995 [24].

8.2 L’expression de la radiosité
Nous connaissons une expression inte´grale de la radiosite´ en un pointx due àun

émetteurA2 (voir section 4.8 et figure 8.1) ; l’inte´grale porte sur les contours deA2.

B(x) = E(x)�B0
ρ
2π

~n1 �
I

∂A2

~r12

k~r12k2 �d~̀2 (8.1)

Lorsque l’émetteur est un polygone (voir figure 8.1), l’intégrale sur les contours se
transforme en une somme finie sur les areˆtes du polygone :

B(x) = E(x)+
ρ
2π

B0~n1 �∑
i

~γi (8.2)

~γi est le vecteur de norme l’angle sous lequel l’areˆtei du polygone est vue du pointx, et
de direction le produit vectoriel~ri �~ri+1. Voir section 8.4, page 137 la de´monstration
de ceci.
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FIG. 8.1 –Cas où l’émetteur est un polygone.

8.3 Le gradient de la radiosité
On a ainsi trois formules distinctes (e´quations 4.6, 4.7 et 8.2) pour exprimer la ra-

diositéen un pointx sous l’influence d’un émetteur polygonal.
Chacune de ces trois formules est une expression tout a` fait acceptable de la radio-

sité. On peut de´river formellement chacune des formules pour avoir une expression du
gradient de radiosite´.

Pour calculer le gradient d’une fonction, on peut soit revenir a` la définition du gra-
dient, et calculer la de´rivée de f dans une direction~v, pour ensuite chercher si les de´ri-
vées sont lie´es par une application line´aire. On peut aussi utiliser les relations de´finis-
sant le gradient des fonctions composées et des produits de fonctions.

Lorsqu’elle est applicable, la deuxie`me méthode est plus simple et plus rapide.
De même, il est plus simple et plus rapide pour le calcul du gradient d’utiliser la

définition de la fonction de radiosite´ basée sur une intégrale de contour.
Formellement, le gradient de radiosite´ s’écrit alors :

∇ B(x) = ∇ E(x)�B0
ρ
2π

∇
�
~n1 �

I
∂A2

~r12

k~r12k2 �d~̀2

�

Habituellement, les variations dues a` E(x) sont connues. Ce sont davantage les va-
riations de la radiosite´ reçue qui nous inte´ressent. De plus, dans la majeure partie des
cas,E est constante. Dans toute la suite, nous prendrons∇ E(x) = 0.

Lorsque la surface sur laquelle on inte`gre (A2) ne dépend pas de la positiondu point
oùl’on calcule la radiosite´, c’est-à-dire lorsqu’il n’y a pas d’obstacles entre le re´cepteur
et l’émetteur, on peut tirer le gradient sous l’inte´grale.
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On a alors :

∇ B(x) =�B0
ρ
2π

I
∂A2

∇
�
~n1 �
�

~r12

k~r12k2 �d~̀2

��
(8.3)

Pour aller plus loin, il nous faut étudier le gradient d’un produitmixte dontun seul terme

est variable ; soit donc∇
h
~a �
�
~b�~c

�i
, avec~a et~b constants. Nous utiliserons les re`gles

qui décrivent le gradient d’un produit scalaire, et le rotationnel d’un produit vectoriel.

∇
h
~a �
�
~b�~c

�i
= ~a�

h
∇ �

�
~b�~c

�i
+(~a � ∇ )

�
~b�~c

�
= ~a�

h
(~c � ∇ )~b

i
�
�

∇ �~b
�
(~a�~c)+

h
(~a � ∇ )~b

i
�~c (8.4)

À ce point, il nous faut calculer∇ �~b et (~a � ∇ )~b, avec~a quelconque, et~b = ~r12
k~r12k2 .

Notons que, contrairement aux habitudes, nous dérivons par rapport à l’origine du vec-
teur~r12. D’où un signe moins.

∇ �
�

~r12

k~r12k2

�
= � 1

k~r12k2 (8.5)

~a � ∇
�

~r12

k~r12k2

�
= 2

~r12(~a �~r12)

k~r12k4
� ~a
k~r12k2

(8.6)

En reportant les re´sultats des e´quations 8.5 et 8.6 dans l’équation 8.4, il vient :

∇
�
~a �
�

~r12

k~r12k2 �~c

��
= ~a�

�
2
~r12(~c �~r12)

k~r12k4 � ~c
k~r12k2

�
+

~a�~c
k~r12k2

+

�
2
~r12(~a �~r12)

k~r12k4 � ~a
k~r12k2

�
�~c

= � ~a�~c
k~r12k2 +2

~r12

k~r12k4 ((~a �~r12)~c� (~c �~r12)~a)

= � ~a�~c
k~r12k2 +2

~r12

k~r12k4 ((~a�~c)�~r)

= � ~a�~c
k~r12k2 +2

~r12 �~r12(~a�~c)
k~r12k4 �2

~r12 � (~a�~c)~r12

k~r12k4

=
~a�~c
k~r12k2 +2

~a � (~r12�~c)~r12

k~r12k4

En reportant ce dernier re´sultat dans l’e´quation8.3, nous avons l’expressiondu gradient
de radiosite´ :

∇ B(x) =�B0
ρ
2π

 
~n1�

I
∂A2

d~̀2

k~r12k2 +2
I

∂A2

~n1 � (~r12�d~̀2)~r12

k~r12k4

!
(8.7)

8.4 Calculs et implémentation
Nous avons (équations4.7 et 8.7) une de´finition de la radiosite´ comme une inte´grale

de contour, et une définition du gradient comme une intégrale de contour. Dans le cas
où l’émetteur est un polygone, ces deux de´finitions se simplifient.
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NotonsEi le ie sommet du polygone e´metteur,~ri le vecteur liantx àEi,~ei le vecteur
reliantEi à Ei+1 (voir figure 8.1). Nous avons alors une de´finition du gradient et de la
radiositécomme des sommes finies :

B(x) = E(x)�B0
ρ
2π

~n1 �∑
i

Z Ei+1

Ei

~r12

k~r12k2 �d~̀2

∇ B(x) = �B0
ρ
2π∑

i

~n1�
Z Ei+1

Ei

d~̀2

k~r12k2 +2
Z Ei+1

Ei

~n1 � (~r12�d~̀2)~r12

k~r12k4

Notons que, si l’on parame`tre chaque areˆte pary 2 [0;1], on a :

~r12 = ~ri +y~ei

d~̀2 = ~eidy

~r12�d~̀2 = ~ri�~eidy

= ~ri�~ri+1dy

Ce parame´trage permet d’exprimerB et ∇ B en fonction d’intégrales simples :

B(x) = E(x)�B0
ρ
2π∑

i

~n1 � (~ri�~ri+1)
Z 1

0

dy
k~r12k2

∇ B(x) = �B0
ρ
2π∑

i

~n1�~ei

Z 1

0

dy
k~r12k2

+ 2~n1 � (~ri�~ri+1)
Z 1

0

~ri +y~ei

k~r12k4 dy

On choisit de noter :

In(x; i) =
Z 1

0

dy
k~r12k2n

Jn(x; i) =
Z 1

0

ydy
k~r12k2n

Un bref calcul donne les valeurs deIn(x; i) et Jn(x; i), pourn 6= 1, d’abord :

In(x; i) =
1

2(n�1)
1

k~ei�~rik2

 
~ei �~ri+1

r2(n�1)
i+1

� ~ei �~ri

r2(n�1)
i

+(2n�3)e2
i In�1

!

Jn(x; i) =
1

2(n�1)e2
i

 
1

r2(n�1)
i

� 1

r2(n�1)
i+1

!
�~ri �~ei

e2
i

In

Et pourn = 1 :

I1(x; i) =
γi

k~ei�~rik
J1(x; i) =

1

2e2
i

ln

�
ei+1

ei

�
�~ei �~ri

e2
i

I1
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Notonsque ces valeurs sont purement ge´ométriques, et peuvent se calculer en fonc-
tion des vecteurs~ei et des vecteurs~ri.

On a donc, en fonction deIn et Jn,

B(x) = E(x)�B0
ρ
2π∑

i

~n1 � (~ri�~ri+1) I1

∇ B(x) = �B0
ρ
2π∑

i

~n1�~eiI1+2~n1 � (~ri�~ri+1)(~riI2+~eiJ2)

L’implémentationse fait tre`s facilement enC++, en utilisant une classe vecteur im-
plémentant les opérateurs usuels, tels que produit scalaire et produit vectoriel, et en re-
copiant mot pour mot la formule mathématique.

8.5 Étude de complexité
La plupart des termes utilise´es pour calculer la radiosite´ peuvent eˆtre réutilisés pour

le calcul du gradient. Le plus efficace consiste à calculer le gradient et la radiosite´ en
même temps, pour réutiliser le plus grand nombre possible de termes.

Un point important avant d’envisager d’utiliser le gradient de radiosite´ est de chif-
frer le surcouˆt qu’il entraı̂ne par rapport au calcul de la radiosite´ seule. Pour cela, il faut
dénombrer toutes les opérations requises par les calculs de l’un et de l’autre. Ces ope´-
rations sont de natures diffe´rentes : additions, soustractions, racines carre´es, fonctions
trigonométriques inverses... Nous allons donc devoir comparer des racines carre´es et
des additions. C’est bien suˆr impossible, a` moins de savoir à combien d’additions équi-
vaut un calcul de racine carre´e.

On peut faire effectuer dans une boucle un grand nombre d’additions a` un ordina-
teur donne´, comparer avec la meˆme boucle, mais vide et en de´duire le temps moyen
d’une addition. On peut faire de même pour les autres opérateurs, et exprimer pour
chaque ope´rateur utilisé(racines carre´es, arc cosinus, multiplications...) le nombre
d’additions auquel il équivaut. Ce qui nous donne des grandeurs que l’on peut alors
comparer.

Ces travaux sont force´ment reliés àun type d’ordinateuret à un type de compilateur.
Ils sont également tre`s peu précis. Ne´anmoins, ils permettent de comparer les temps de
calcul relatifs du gradient et de la radiosite´. Ils ont également l’avantage d’eˆtre base´s
sur l’expérience, et non sur des valeurs théoriques.

TAB. 8.1 –Temps de calcul comparés des opérateurs utilisés.

Ordinateur + � � � p arccos

SGI, par de´faut 1 1 1 1 23 40
SGI,-mips2 1 1 1 1 8 40
LC 630 1 1 1 1 4,5 40

Les valeurs e´quivalentes trouvées se trouvent dans le tableau 8.1. J’ai utilisé d’une
part des stations de travail Silicon Graphics avec le compilateur standard, et d’autre
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part un Macintosh LC630, sans coprocesseur arithmétique. Remarquons que les temps
relatifs sont les meˆmes pour toutes les stations Silicon Graphics a` base de processeur
R4000 (Indy, Indigo 2). Naturellement, les temps absolus sont sensiblement diffe´rents.
Pour les SGI, les temps de calcul compare´s sont différents si l’on fait appel a` une op-
timisation utilisant le code spe´cifique du R4000 (option-mips2) et si l’on utilise les
options par défaut, qui ge´nèrent du code compatible avec les anciens processeurs.

Le résultat le plus important est que les quatre ope´rations arithme´tiques prennent le
même temps sur tous les ordinateurs teste´s. Nous ne les distinguerons donc plus dans
la suite. Un produit scalaire est ainsi e´quivalent à 5 opérations, un produit vectoriel a` 9
opérations.

8.5.1 La complexité de la radiosité

On peut e´crireγi comme arccos
�
~ei�~ri
eiri

�
. Le calcul deγi nécessite donc deux normes,

un produit scalaire, une division, et un arc cosinus ; ce qui fait 16 ope´rations, deux ra-
cines carre´es et un arc cosinus.

Le calcul deI1(x; i) nécessite un produit vectoriel, une norme et une division en sus
deγi. Soit au total, 31 ope´rations, 3 racines carre´es et 1 arc cosinus.

Le calcul deB(x) nécessiten calculs deI1(x; i) – en supposant un émetteur polygo-
nal àn côtés –n produits mixtes~n1 � (~ri�~ri+1), et 2n+3 opérations.

Donc, pour calculerB(x) :

– 47n+3 opérations,

– 3n racines carre´es,

– n arc cosinus.

8.5.2 La complexité du gradient de radiosité

Pour calculer∇ B(x), il faut I1(x; i), I2(x; i) et J2(x; i). I1(x; i) a déjà été calculélors
du calcul deB(x).

Tous les produits scalaires et produits vectoriels ne´cessaires pour calculerI2(x; i)
ont déjà été calculés pour la radiosite´, sauf~ei �~ri+1. I2 ne coûte donc que 12 opérations
supplémentaires.

De même,J2(x; i) réutilise uniquement des produits scalaires de´jà calculés, et donc
ne coûte que 6 ope´rations.

Calculer le gradient de radiosité conjointement avec la radiosite´ exigen calculs de
I2(x; i) et J2(x; i), et 28n+2 opérations en sus pour effectuer la sommation.

Le coût supplémentaire induit par le calcul du gradient est ainsi de 46n+2 opéra-
tions.

Ainsi, calculer le gradient en meˆme temps que la radiosité double sensiblement le
nombre d’opérations à effectuer, mais ne ne´cessite aucun calcul de racines carre´es ou
de fonctions trigonométriques. Re´aliser les calculs conjointement ne fera, dans le pire
des cas, que doubler le temps de calcul.

Mais le fait que la radiosite´ nécessite plusieurs calculs de racines carre´es et de fonc-
tions trigonométriques inverses fait encore diminuer le couˆt relatif du gradient. Le ta-
bleau 8.2 montre, pour les ordinateurs étudiés dans le tableau 8.1, le nombre équivalent
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TAB. 8.2 –Coûts comparés du gradient et de la radiosité (nombre d’additions équi-
valent).

Ordinateur B(x) B(x) et ∇ B(x) Surcoût
SGI, par de´faut 156n+3 202n+5 30 %
SGI,-mips2 111n+3 157n+5 42 %
LC 630 100n+3 146n+5 46 %

d’additions ne´cessaires pour calculer la radiosite´ et le gradient, ainsi que le surcouˆt en-
gendrépar le calcul du gradient. Les surcouˆts ont étécalculés en prenant pour hypothe`se
des émetteurs triangulaires (n = 3).

On voir ainsi que, pour les ordinateurs teste´s, le calcul du gradient conjointement
avec la radiosite´ ne repre´sente qu’un surcoût de l’ordre de 40%. C’est-à-dire que l’ex-
pression directe que nous avons pre´sentéici, par dérivation de la formule intégrale de la
radiositéet intégration de la formule du gradient obtenu est beaucoup plus rapide qu’un
calcul par différences finies qui chercherait plusieurs valeurs de radiosite´ en des points
proches dex pour en de´duire le gradient.

8.6 Implémentation et résultats
Pour tester la validité de notre imple´mentation, nous avons calcule´ la radiositéet

le gradient en tous les points d’un récepteur plan donné, sous l’influence d’un e´metteur
carré(voir figures 8.2 et 8.3). Le gradient, qui est un vecteur, ne peut pas eˆtre visualise´.
En revanche, on peut visualiser sa norme ; c’est ce qui est fait figure 8.4.

FIG. 8.2 –La géométrie de notre scène de tests.
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FIG. 8.3 –La radiosité sur le récepteur.
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FIG. 8.4 –La norme du gradient de la radiosité sur le récepteur.

Pour tester la qualite´ du gradient calcule´, nous avons e´galement inte´gré le champ
vectoriel du gradient. Le re´sultat est montre´ figure 8.5. La différence entre la radiosite´
calculée et le résultat de l’intégration du gradient est montre´e dans les figure 8.6.

Dans notre sce`ne de test, l’e´metteur est place´ très près du re´cepteur, pour produire
des variations rapides de la radiosite´ et du gradient. Ces variations permettent de pous-
ser l’algorithme d’inte´gration et celui de calcul du gradient vers leurs limites. De plus,
l’émetteur e´tant paralle`le au récepteur, on a une connaissance intuitive de ce que de-
vrait être la forme de la radiosite´, ce qui fournit un autre moyen de ve´rifier la validité
des calculs.

8.7 Le Hessien de la radiosité
Comme nous l’avons vu au chapitre 4.7, le calcul pratique du Hessien se fait en

dérivant formellement deux fois l’expression de la radiosite´, suivant un vecteur~v, puis
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FIG. 8.5 –Intégration du gradient sur le récepteur.
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FIG. 8.6 –Différence entre l’intégration du gradient et la radiosité.
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suivant un vecteur~u.
Si, au lieu d’utiliser l’expression de la radiosite´ comme une inte´grale surfacique

(équation 4.6) nous utilisons l’expression de la radiosité comme une inte´grale de
contour (équation4.7), nous avons :

∂2B(x)
∂~u∂~v

=
∂∇ B(x)

∂~u
�~v

∂∇ B(x)
∂~u

= �2B0ρ
2π

 I
∂A2

(~n1�d~̀2)(~r12�~u)�~n1 � (~u�d~̀2)~r12

k~r12k4

�
I

∂A2

~n1 � (~r12�d~̀2)

k~r12k4 (~u �~v)+4
I

∂A2

~n1 � (~r12�d~̀2)

k~r12k6 (~r12�~u)~r12

!

En reprenant la notationQ(~a;~b) introduite en 4.7, on a l’expression du Hessien de
la radiosité:

H = �2B0ρ
2π

�I
∂A2

Q
�
~n1�d~̀2;

~r12
k~r12k4

�

+
I

∂A2

~n1 � (~r12�d~̀2)

k~r12k4

�
2

Q(~r12;~r12)

k~r12k2 � I
�!

Si nous supposonsun émetteur polygonal, le Hessien s’exprime comme une somme
de termes (on reprend les notations de 8.4) :

H =�2B0ρ
2π ∑

i

Z 1

0
Pidy = �2B0ρ

2π ∑
i

Hi

avec :

Pi = Q
�
~n1�~ei;

~ri+y~ei

k~r12k4

�
+

~n1 � (~ri�~ei)

k~r12k4

�
2

Q(~r12;~r12)

k~r12k2 � I
�

Q(~r12;~r12) = Q(~ri;~ri)+y2Q(~ei;~ei)+2yQ(~ri;~ei)

Hi = Q
�
~n1�~ei;

Z 1

0

~ri+y~ei

k~r12k4 dy

�
� I~n1 � (~ri�~ei)

Z 1

0

dy
k~r12k4

+ 2~n1 � (~ri�~ei)
Z 1

0

1
k~r12k6

�
Q(~ri;~ri)+y2Q(~ei;~ei)+2yQ(~ri;~ei)

�
dy

Hi = Q(~n1�~ei;~riI2+~eiJ2)�~n1 � (~ri�~ei)I2I

+ 2~n1 � (~ri�~ei)(Q(~ri;~ri)I3+Q(~ei;~ei)K3+2J3Q(~ri;~ei))

On a repris la notationIn, Jn introduite plus haut (section 8.4), et introduit par sur-
croı̂t Kn :

Kn =
Z 1

0

y2dy
k~r12k2n

=
1
e2

i

�
In�1� r2

i In�2(~ri �~ei)Jn
�

On voit que la plupart des termes de notre expression du Hessien s’expriment en
fonction d’éléments déja` calculés lors du calcul de la radiosite´. Une fois de plus, le cal-
cul simultané de la radiosite´, du gradient et du Hessien se fera plus rapidement que les
calculs se´parés.
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8.8 Implémentation du Hessien
L’implémentation du Hessien se fait en recopiant la formule donne´e plus haut. Les

calculs sont plus coûteux que pour le gradient, puisqu’on doit effectuer des calculs ma-
triciels : le calcul deQ(~ri;~ei) représente ainsi 24 opérations, et celui deQ(~ri;~ri) en re-
présente 18. Chaque ope´ration sur les matrices (addition, multiplicationpar un scalaire)
représente 9 ope´rations, et ainsi de suite.

Le calcul du Hessien repre´sente ainsi 138n+ 11 opérations pour un e´metteur a` n
côtés. On diminue le nombre de calculs en effectuant d’abord les opérations sur des
scalaires avant de travailler sur des matrices, par exemple en calculant d’abord~a= 2~n1�
(~ri�~ei)I3~ri, puisQ(~a;~ri), ce qui coûte 24 ope´rations, plutoˆt que de calculerQ(~ri;~ri),
puis de multiplier parI3, puis par 2~n1 � (~ri�~ei), ce qui couˆterait 45 ope´rations.

Le tableau 8.3 donne les temps de calcul compare´s de la radiosite´ seule et de la
radiositéconjointement avec le gradient et le Hessien.

Approximativement, le temps de calcul du Hessien correspond au temps de calcul
de la radiosité ; pour calculer ensemble la radiosite´ et ses deux premie`res dérivées, il
faut donc 2;5 fois plus de temps que pour calculer la radiosite´ seule.

TAB. 8.3 –Coûts comparés du Hessien et de la radiosité (nombre d’additions équi-
valent).

Ordinateur B(x) B(x) et HB(x) Surcoût
SGI, par de´faut 156n+3 340n+16 120 %
SGI,-mips2 111n+3 295n+16 164 %
LC 630 100n+3 284n+16 186 %

Qui plus est, pour tirer du Hessien la valeur de la de´rivée seconde dans une direction
donnée~u, il faut calculerH~u (15 opérations), puis~u � (H~u) (5 opérations), soit un total
de 20 ope´rations.

Enfin, si l’on veut savoir si la fonction de radiosité est concave en un point, il faut
calculer deux vecteurs~u et~v orthonormés et contenus dans le plan, faire ope´rer le Hes-
sien sur ces deux vecteurs pour en tirerr, s et t, puis calculerrt� s2.

En reprenant la scène de tests de la figure 8.2, on peut calculer le Hessien en tous
les points du re´cepteur. Ce Hessien ne peut pas eˆtre visualise´ en tant que tel. On peut
cependant visualiser son déterminantrt� s2, qui est positif seulement sur un convexe,
négatif partout ailleurs (voir figure 8.7). A` l’aide de la ligne de niveau 0, on remarque
que le déterminant est bien positif seulement sur un convexe. On remarque aussi de
larges «pics» qui correspondent aux coins du carré, des points où courbure de la radio-
sitéest très forte. En effet, le de´terminant du Hessien est lie´ à la courbure de la surface.

On peut aussi utiliser le Hessien pour calculer la valeur de la de´rivée seconde par
rapport àx de la radiosite´ (voir figure 8.9). Le gradient nous donne la de´rivée premie`re
(voir figure 8.8). On voit sur la figure 8.9 que sur une droite dirige´e parx la dérivée
seconde de la radiosité est positive, sauf sur un convexe borne´ oùelle est ne´gative.
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FIG. 8.7 –Le déterminant du Hessien de la radiosité.
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FIG. 8.8 –La dérivée de la radiosité suivant x.
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FIG. 8.9 –La dérivée seconde de la radiosité suivant x.
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9.

Le gradient de radiosité en présence
d’obstacles

L E CALCUL du gradient est – somme toute – fort simple en l’absence d’obstacles
entre l’émetteur et le re´cepteur. Ici, nous nous inte´ressons au cas ou` des obs-
tacles sont pre´sents. De`s lors, la surface sur laquelle porte l’inte´gration (ou son

contour) varie en fonction de la position du point récepteur (voir figure 9.1).

x

A (x)2

→

A
1

FIG. 9.1 –Exemple d’émetteur partiellement bloqué.

Nous allons voir maintenant comment les re´sultats du chapitre pre´cédent s’étendent
aux cas où il y a des obstacles. Ces re´sultats ont de´jà été établis par Arvo, en 1994 [3] ;
nous retrouvons ici les meˆmes résultats, en utilisant une autre me´thode. La section 9.5
étend cette me´thode au calcul du Hessien de la radiosite´ en présence d’obstacles, un
résultat entie`rement nouveau.
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9.1 Première étude, théorique
Ainsi qu’on l’a vu au chapitre 4, section 4.6, lorsque l’émetteur dépend du pointx,

le gradient de la radiosite´ s’écrit (voir équation 4.4) :

∇ B(x) = ∇ E(x)+

ρ
π

�Z
A2(x)

B(y)∇
�

cosθ1cosθ2

kr12k2

�
dA2+J

�Z
A2(x)

�
B(y)

cosθ1cosθ2

kr12k2 dA2

�

Il est clair que le gradient deB, dans le cas ge´néral, s’écrit comme une somme de
deux termes, le premier tenant compte de la variation de la fonction a` intégrer,I∇ f , et
le deuxième tenant compte de la variation du domaine d’intégration, à cause des condi-
tions de visibilité entre la source et le re´cepteur.

Nous avons étudie´ le premier terme au chapitre pre´cédent, le deuxie`me terme reste
àétudier. Cette e´tude théorique ne nous donne pas de formules explicites le concernant.
Pour le connaı̂tre mieux, il faut se pencher sur l’expression du Jacobien de l’ope´rateur
d’intégration :

J
�Z

A2(x)

�
f

9.2 Étude de la dérivée de l’opérateur d’intégration
Il nous faut revenir a` la définition de la dérivée suivant un vecteur ; conside´rons

donc la fonctione :
e(h) = B(x+h~v)�B(x)

La valeur qui nous inte´resse est celle de la de´rivée deB(x) suivant le vecteur~v, soit :

lim
h!0

1
h

e(h)

Si nous notonsA2(x) la surface de l’e´metteur qui est visible du pointx – celle sur
laquelle porte l’inte´gration – nous avons :

e(h) =
Z

A2(x+h~v)
f (x+h~v;y)dA2�

Z
A2(x)

f (x;y)dA2

La figure 9.1 montre un exemple de calcul de radiosite´ en présence d’obstacles,
avecA2(x) et deA2(x+h~v).

Ou encore :

e(h) =
Z

A2(x+h~v)
f (x+h~v;y)dA2

�
Z

A2(x+h~v)
f (x;y)dA2

+
Z

A2(x+h~v)
f (x;y)dA2

�
Z

A2(x)
f (x;y)dA2 (9.1)



151

Donc :

e(h) =
Z

A2(x+h~v)�A2(x)
f (x;y)dA2

+
Z

A2(x+h~v)
( f (x+h~v;y)� f (x;y))dA2

Si on introduit le gradient def ,

e(h) =
Z

A2(x+h~v)�A2(x)
f (x;y)dA2+h~v �

Z
A2(x)

∇ f (x;y)dA2+o(h)

On retrouve une somme de deux termes. Le deuxième terme est ce que nous avons
étudiéau chapitre pre´cédent. Le premier est la variation de la radiosite´ due aux chan-
gements des conditions de visibilité, pour lequel il nous reste à trouver une formule
explicite.

La partie inconnue, celle qui nous reste a` calculer, est :

e1(h) =
Z

A2(x+h~v)�A2(x)
f (x;y)dA2

En appliquant le the´orème de Stokes (voir équation 4.1, page 60), nous avons :

e1(h) = ~n1 �
Z

∂A2(x+h~v)�∂A2(x)

~r12

k~r12k2 �d~̀2

= ~n1 �~e2(h)

Le contour deA2(x+h~v) peut se calculer a` partir du contour deA2(x) et du Jacobien
de chacun des sommets. Si nous notonsEi les sommets deA2(x), Ji leur Jacobien, les
sommets deA2(x+h~v) sont :

E0i = Ei +hJi~v+~o(h)

Nous avons donc une de´finition de~e1(h) :

~e1(h) =~n1 �∑
i

Z E0

i+1

E0

i

~r12

k~r12k2 �d~̀2�
Z Ei+1

Ei

~r12

k~r12k2 �d~̀2+o(h) (9.2)

Sur le segment[EiEi+1],

~r12 =
�!
xEi +y

���!
EiEi+1 =~ri +y~ei

d~̀2 = ~eidy

~r12�d~̀2 = ~ri�~eidy

Sur le segment[E0
iE

0
i+1],

δJi = Ji+1�Ji

~r12 =
�!
xE0

i +y
���!
E0

iE
0
i+1

= ~ri +y~ei +hJi~vh(Ji+1�Ji)~v

= ~ri +y~ei +h(Ji +yδJi)~v

d~̀2 = (~ei +h(Ji+1�Ji)~v)dy

= (~ei +hδJi~v)dy

~r12�d~̀2 = ~ri�~ei +h(~ri� (Ji+1�Ji)~v�~ei�Ji~v)

= ~ri�~ei +h(~ri�Ji+1~v� ri+1�Ji~v)
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Un bref calcul montre que :

lim
h!0

1
h

e1(h) = ∑
i

I1 [(~ri+1�~n1) �Ji~v� (~ri�~n1) �Ji+1~v]

+ 2~n1 � (~ei�~ri) [(~riI2+~eiK2) �δJi~v+(~ei �Ji~v+~ri �δJi~v)J2]

On a réintroduit la notationIn, Jn utilisée àla section 8.4, etKn introduite àla sec-
tion 8.7.

Ce que nous voulons, c’est exprimer limh!0
1
he1(h) sous la forme~G �~v. De la sorte,

~G représentera la contribution des obstacles au gradient deB(x). Le Jacobien des som-
metsJi est une matrice 3�3. On peut remarquer que ce Jacobien n’apparaı̂t que dans
des expressions de la forme~a � (Ji~v). Par de´finition du produit scalaire et de la transpo-
sée,

~a � (Ji~v) = (tJi~a) �~v
Donc,

~G = ∑
i

I1
�tJi(~ri+1�~n1)� tJi+1(~ri�~n1)

�
+ 2~n1 � (~ei�~ri)

�tδJi(~riI2+~eiK2)+
�tJi~ei +

tδJi~ri
�

J2
�

Nous avons ainsi la contribution des obstacles au gradient de radiosité, en fonction
des Jacobiens des sommets du polygone, ou plutôt de leur transposée. Voyons mainte-
nant l’expression du Jacobien d’un sommet et de sa transpose´e.

9.3 Le Jacobien d’un sommet, étude des quatre types de som-
mets

Le Jacobien d’un sommet deA2(x) dépend de son origine. Distinguons dans le
contour deA2(x) les arêtes réelles, qui sont les areˆtes originales du polygone (meˆme si
elles ne sont pas parcourues de bout en bout) et les arêtes virtuelles qui sont les areˆtes
dues a` la présence d’un obstacle entre le point de re´ception,x et l’émetteur (voir fi-
gure 9.2).

xA
1

arêtes réelles

xA
1

arêtes virtuelles

FIG. 9.2 –Arêtes du contour de A2(x).

On a alors quatre type de sommets deA2(x) (voir figure 9.3) :

1. l’intersection de deux areˆtes réelles ;
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2. l’intersection d’une areˆte réelle et d’une areˆte virtuelle ;

3. l’intersection de deux areˆtes virtuelles provenant du même obstacle ;

4. l’intersection de deux areˆtes virtuelles provenant de deux obstacles diffe´rents.

type 1 type 2 type 3 type 4

FIG. 9.3 –Différents types de sommets.

Le Jacobien d’un sommet est l’ope´rateur linéaire tel que :

dM
d~v
= J~v

Pour connaı̂tre le Jacobien, il suffit donc de calculer la de´rivée suivant un vecteur
quelconque.

9.3.1 Type 1

Le premier cas, intersectionde deux areˆtes réelles, est re´glétout de suite : le sommet
ne dépend pas de la position dex. Son Jacobien est donc nul.

9.3.2 Type 2

Le deuxième cas de figure est l’intersection d’une areˆte réelle et d’une areˆte vir-
tuelle.

E

F

M

x

P

Q

FIG. 9.4 –Type 2 : intersection d’une arête réelle et d’une arête virtuelle.
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Une arête virtuelle est la projection sur l’émetteur de l’areˆte d’un obstacle (voir fi-
gure 9.4). Notons[EF] l’arête réelle du polygone e´metteur et[PQ] l’arête de l’obstacle
qui est à l’origine de l’areˆte virtuelle.

Le sommet,M, s’exprime comme :

M = E +

�!
xP � (�!PQ��!EP)
�!
xP � (�!PQ��!EF)

�!
EF

Et sa de´rivée suivant la direction~v est :

dM
d~v

=
~v � (�!PQ��!PF)

[
�!
xO � (�!PQ��!EF)]2

�!
EF

Notons que cette de´rivée peut s’exprimer sous la forme :

dM
d~v

= (~m �~v)�!EF (9.3)

9.3.3 Type 3

E

M

x

O

FIG. 9.5 –Type 3 : intersection de deux arêtes virtuelles dues au même obstacle.

Le troisième cas de figure est l’intersection de deux areˆtes virtuelles provenant du
même obstacle.

Ce sommet est la projection sur l’e´metteur du sommet d’un obstacle. NotonsM le
sommet de type 3,P le sommet de l’obstacle qui en est l’origine. Notons~n2 la normale
à l’émetteur etd la distance a` l’origine de l’émetteur (voir figure 9.5). Une équation de
l’émetteur est alors :

�!
OM �~n2 = d

Le sommet,M, s’exprime comme :

M = x+
d��!Ox �~n2�!

xP �~n2

�!
xP

Et sa de´rivée suivant la direction~v est :

dM
d~v

=

�!
OP �~n2�d

(
�!
xP �~n2)2

~n2� (~v��!xP)
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E

M

x

O

O
P

P

1

1

2
2

FIG. 9.6 –Type 4 : intersection de deux arêtes virtuelles provenant de deux obstacles
différents.

9.3.4 Type 4
Le quatrième cas possible est l’intersection de deux areˆtes virtuelles provenant de

deux obstacles diffe´rents.
Chaque areˆte virtuelle est la projection sur l’émetteur de l’areˆte d’un obstacle (voir

figure 9.6). NotonsM le sommet obtenu,[P1Q1] l’arête du premier obstacle,[P2Q2] celle
du deuxième obstacle. Notons comme pre´cédemment~n2 la normale a` l’émetteur etd
la distance a` l’origine de l’émetteur.

On pose :

~e1 =
��!
P1Q1

~e2 =
��!
P2Q2

~m1 =
�!
xP1�~e1

~m2 =
�!
xP2�~e2

~u = ~m1� ~m2

Le sommet,M, s’exprime comme :

M = x+
d��!Ox �~n2

~u �~n2
~u

Et sa de´rivée suivant la direction~v est :

dM
d~v

=
~n2�

(~u �~n2)2

h
(~m2 �~v)~m1(~u �~n2� (~m1 �~e2)(d��!Ox �~n2))

� (~m1 �~v)~m2(~u �~n2+(~m2 �~e1)(d��!Ox �~n2))
i

9.3.5 La transposée du Jacobien
Nous avons une expression de la de´rivée suivant un vecteur des sommets du poly-

gone. Pour calculer le gradient de radiosité, on utilise la transposée du Jacobien.
Il y a deux méthodes pour calculer la transposée du Jacobien d’un sommet :

– nous pouvons exprimer le Jacobien sous forme matricielle et transposer cette
forme matricielle. L’application de la transpose´e du Jacobien a` un vecteur se fait
alors par une multiplication matrice-vecteur ;
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– en utilisant les formes particulie`res du Jacobien d’un sommet que nous avons ob-
tenu plus haut, et en utilisant la définition meˆme de la transposée d’un ope´rateur,
nous pouvons tirer une expression plus simple de la transpose´e.

Dans ce dernier cas, le Jacobien est l’opérateur line´aire tel que :

JM :~v 7! dM
d~v

La transposée du Jacobien est donc l’ope´rateur linéaire tel que :

tJM :~a 7!~k

~a �JM~v = tJM~a �~v =~k �~v
La première méthode, l’expression matricielle du Jacobien a pour elle la simplicite´

d’emploi, d’expression et d’implémentation. En revanche, elle nécessite davantage de
calculs.

La deuxième méthode est plus difficile a` implémenter, puisqu’il faut distinguer les
différents types de sommets au cœur de l’implémentation, mais elle nécessite moins de
calculs pour les cas simples, comme les sommets de type 1,2 ou 3.

Type 1
Le Jacobien d’un sommet de type 1 est nul, sa transpose´e est aussi nulle :

tJM :~a 7!~0

Type 2
Le Jacobien d’un sommet de type 2 peut se mettre sous la forme :

JM :~v 7! (~m �~v)�!EF

Sa transpose´e s’exprime par :

tJM :~a 7! (~a ��!EF)~m

Ou encore (voyez figure 9.4 pour les notations) :

tJM :~a 7! (~a ��!EF)

�!
PQ��!PF

[
�!
xO � (�!PQ��!EF)]2

Type 3
Le Jacobien d’un sommet de type 3 peut se mettre sous la forme :

JM :~v 7!C~n2� (~v�~m)

Sa transpose´e s’exprime par :

tJM :~a 7!C~m� (~a�~n2)

Ou encore (figure 9.5) :

tJM :~a 7!
�!
OP �~n2�d

(
�!
xP �~n2)2

�!
xP� (~a�~n2)
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Type 4

Le Jacobien d’un sommet de type 4 peut se mettre sous la forme :

JM :~v 7! (~m1 �~v)~C1+(~m2 �~v)~C2

Sa transpose´e s’exprime par :

tJM :~a 7! (~C1 �~a)~m1+(~C2 �~a)~m2

Ou encore (figure 9.6) :

tJM : ~a 7! 1
(~u �~n2)2

h
(~a � (~n2�~m1))~m2(~u �~n2� (~m1 �~e2)(d��!Ox �~n2))

� (~a � (~n2� ~m2))~m1(~u �~n2+(~m2 �~e1)(d��!Ox �~n2))
i

9.4 Implémentation et résultats
Le principal proble`me lors de l’implémentation consiste a` calculer la portion de

l’émetteur qui est visible du récepteur, et les Jacobiens des sommets qui ne sont pas
fixes, s’il y a lieu. C’est un problème classique de visibilite´.

Étant donné le pointx où l’on veut calculer le gradient, on proce`de de manière in-
crémentale, en maintenant en permanence une liste d’areˆtes correspondant a` la partie de
l’émetteur qui est encore visible. Pour chaque obstacle, on traite les arêtes de l’obstacle
les unes après les autres. Pour chaque arête, on prend le planP défini par l’arête et par
x ; on parcours ensuite la liste des areˆtes de l’émetteur, et on cherche les intersections
entre les arêtes et le plan.

On voit sur la figure 9.7 la radiosité et la norme du gradient de radiosite´ dû à un
demi-plan qui masque partiellement un e´metteur carre´. On peut se´parer dans les calculs
deux parties pour le gradient, d’un coˆté le terme que l’on a calcule´ au chapitre pre´cé-
dent, qui est l’intégrale sur le contour deA2(x) du gradient def (x;y), et de l’autre le
terme calcule´ ici, qui est une somme de termes dépendant du Jacobien des sommets.
Tous deux de´pendent de la visibilite´, mais de fac¸on différente : le premier ne de´pend
que de la partie de la source qui est visible, le deuxie`me dépend aussi des obstacles.

Ces deux composantes, ou plutôt leurs normes, sont visualisés figure 9.8. On voit
que le terme qui de´pend des obstaclesa une influence tre`s localisée. Sur une petite partie
du récepteur, il est préponde´rant, et ne´gligeabledevant le premier terme partout ailleurs.

Si on rapproche l’obstacle de l’e´metteur (voir figure 9.9), la variation de radiosite´
due à l’obstacle devient plus douce, la pente diminue. Si l’on observe les deux termes
du gradient (figure 9.10), on voit que le terme duˆ aux obstacles est devenu ne´gligeable
presque partout.

9.5 Calcul du Hessien
Nous avons vu que pour calculer le Hessien, il faut calculer la de´rivée seconde sui-

vant deux vecteurs :
∂2B
∂~u∂~v

(x)
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FIG. 9.7 –La radiosité et la norme du gradient en présence d’obstacles.
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FIG. 9.8 –Les deux composantes du gradient en présence d’obstacles.
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FIG. 9.9 –Lorsque l’obstacle se situe plus près de la source.
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FIG. 9.10 –Les deux composantes du gradient en présence d’obstacles.

puis chercher un ope´rateurH tel que :

∂2B
∂~u∂~v

(x) = t~uH~v

Comme nous n’avons pas d’expression complète du Jacobien de l’ope´rateur d’in-
tégration, il nous faut revenir a` la définition première de la de´rivée seconde, comme
limite double :

∂2B
∂~u∂~v

(x;y) = lim
h!0

lim
h0!0

1
h

1
h0

�Z
A2(x+h~v+h0~u)

f (x+h~v+h0~u;y)dA2�
Z

A2(x)
f (x;y)dA2

�

Un travail de re´écriture simple, comme celui effectue´ dans e´quation 9.1, nous per-
met de se´parer l’expression de la de´rivée seconde en plusieurs termes :

∂2B
∂~u∂~v

(x) =
Z

A2(x)

t~uH f~vdA2+~v �P(~u)+~u �P(~v)

+ lim
h!0

lim
h0!0

1
h

1
h0

�Z
A2(x+h~v+h0~u)�A2(x+h~v)�A2(x+h0~u)+A2(x)

f (x;y)dA2

�

On a note´ :

P(~u) = lim
h0!0

1
h0

Z
A2(x+h0~u)�A2(x)

∇ f (x;y)dA2

Ce terme apparaıt̂ deux fois dans l’expression de la de´rivée seconde. On peut aussi
le voir comme la de´rivée par rapport aux changements de visibilite´ du terme calcule´
au chapitre 8 pour le gradient deB(x). On le décompose en somme sur les areˆtes du
polygone :

P(~u) =�B0ρ
2π ∑

i

~n1� ∂
∂~u
(~eiI1)+2~n1 � ∂

∂~u
((~ri�~ri+1)(~riI2+~eiJ2))

On a en fait exprime´ par ∂
∂~u une dérivée qui ne porte que sur la variation du domaine

d’intégration.

∂
∂~u
(~eiI1) = δJiI1~u� I2(Ji~u �~ri)~ei�J2(δJi~u �~ri+Ji~u �~ei)~ei�K2(δJi~u �~ei)~ei
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Cette de´rivée sera utilise´e dans une expression de la forme :

~v � ∂
∂~u
(~eiI1)+~u � ∂

∂~v
(~eiI1) =

t~vH0;i~u

où H0;i est une matrice symétrique. En utilisant les techniques de´crites section 4.7, on
peut exprimerH0;i :

H0;i = I1(δJi +
tδJi)� I2Q(tJi~ri;~ei)�J2Q(tδJi~ri+

tJi~ei;~ei)�K2Q(tδJi~ei;~ei)

De la même manie`re, le terme du Hessien duˆ à:

2~v �~n1 � ∂
∂~u
((~ri�~ri+1)(~riI2+~eiJ2))+2~u �~n1 � ∂

∂~v
((~ri�~ri+1)(~riI2+~eiJ2)) =

t~vH1;i~u

se calcule et donne :

H1;i = Q(tJi+1(~n1�~ri)� tJi(~n1�~ri+1);~riI2+~eiJ2)

+ ~n1 � (~ri�~ri+1)(I2(Ji+
tJi)+J2(δJi +

tδJi))

� 4~n1 � (~ri�~ri+1)(Q((I3
tJi +J3

tδJi)~ri;~ri)+Q((J3
tJi +K3δJi)~ri;~ei))

� 4~n1 � (~ri�~ri+1)(+Q((J3
tJi+K3δJi)~ei;~ri)+Q((K3

tJi +L3δJi)~ei;~ei))

AvecH0;i et H1;i, on a calculé la partie du Hessien qui est duˆ aux variations croi-
sées : la compose´e d’une dérivation avec variation du contour (la fonction inte´grée res-
tant fixe) et d’une dérivation de la fonction inte´grée, le contour restant fixe.

Le terme qui nous reste à calculer est le terme correspondant a` la dérivée seconde
du contour :

t~vH3~u = lim
h!0

lim
h0!0

1
h

1
h0

�Z
A2(x+h~v+h0~u)�A2(x+h~v)�A2(x+h0~u)+A2(x)

f (x;y)dA2

�

On peut aussi exprimerH3 comme une intégrale de contours :

t~vH3~u =~n1 � lim
h!0

lim
h0!0

1
h

1
h0

�Z
∂A2(x+h~v+h0~u)�∂A2(x+h~v)�∂A2(x+h0~u)+∂A2(x)

~r12

k~r12k2 �d~̀2

�
(9.4)

Pour l’instant, supposonsque nous sachions calculer le Hessien d’un sommet ; dans
ce cas, on a (en reprenant les notations de la figure 9.1) :

E0i = Ei +hJi~v+h2t~vHi~v+~o(h2)

Si on effectue un de´veloppement limite´ de l’intégrale de l’équation 9.4, les termes
enh, h2, h3,... s’éliminent, de meˆme que les termes enh0, h02, h03,..., et de meˆme que
le terme constant. D’autre part, les termes enhnh0n

0

avecn et n0 strictement supe´rieurs
à un ont une limite nulle apre`s division parhh0. Il ne reste donc que le terme enhh0 à
calculer dans le de´veloppement limite´ de l’intégrale.

t~vH3~u = ~n1 �∑
i

t~vH3;i~u

t~vH3;i~u = �
Z 1

0

t~v(Hi +yδHi)~u � (~ri+y~ei)

k~r12k4 dy

+ 2
Z 1

0

(Ji~u+yδJi~u) � (~ri+y~ei)(Ji~v+yδJi~v) � (~ri+y~ei)

k~r12k6 dy
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Le terme où apparaıt̂ le Hessien des sommets est un terme ou le Hessien ope`re sur
deux vecteurs (~u et~v), ce qui donne un vecteur (le Hessien d’un sommet est un ope´-
rateur 3�3). On prend ensuite le produit scalaire de ce vecteur avec~ri et~ei. Au prix
d’une réorganisation deHi, on peut e´crire l’opération deHi sur les deux vecteurs~u et
~v comme :(Hi~u)~v. Auquel cas,

((Hi~u)~v) �~ri =
t~ri(Hi~u)~v = (t(tHi~ri)~u)~v

Nous verrons plus loin quelle forme prend le Hessien d’un sommet, et surtout sa trans-
posée.

Avec ces notations,

H3;i = �
Z 1

0

(tHi+ytδHi)(~ri+y~ei)

k~r12k4 dy

+ 2
Z 1

0

Q((tJi +yδtJi)(~ri+y~ei)(~ri+y~ei);(
tJi+yδtJi)(~ri+y~ei)(~ri+y~ei))

k~r12k6 dy

H3;i = �tHi(~riI2+~eiJ2)� tδHi(~riJ2+~eiK2)

+ Q(tJi~ri; I3
tJi~ri+J3(

tδJi~ri+
tJi~ei)+K3

tδJi~ei)

+ Q(tδJi~ri+
tJi~ei;J3

tJi~ri+K3(
tδJi~ri+

tJi~ei)+L3
tδJi~ei)

+ Q(tδJi~ei;K3
tJi~ri+L3(

tδJi~ri+
tJi~ei)+M3

tδJi~ei)

On voit que le Hessien est calculable, bien que complexe, et qu’il se décompose
en trois termes : le premier est le terme que nous avions au chapitre 8, une inte´grale
sur l’émetteur, et correspond aux variations de la fonction inte´grée sur l’émetteur, en
ne tenant pas compte des variations de surface de l’émetteur, le dernier correspond a`
la dérivée seconde des sommets de l’e´metteur, a` cause des obstacles entre l’e´metteur
et le récepteur, et le terme central correspond aux effets conjoints de la de´rivée de la
radiositésur l’émetteur et de la de´rivée de l’émetteur a` cause des obstacles.

Contrairement au gradient de radiosite´, qui dépendait presque exclusivement du Ja-
cobien des sommets, parmi les nombreux termes qui composent le Hessien de la radio-
sité, un seul nécessite le calcul du Hessien des sommets. On pourrait donc envisager
de calculer une valeur approchée du Hessien de la radiosite´ en utilisant uniquement les
termes inde´pendants du Hessien des sommets.

Pour calculer de fac¸on complète le Hessien de la radiosite´ en présence d’obstacles,
il faudrait calculer le Hessien des sommets de l’e´metteur. Un sommet ayant trois pa-
ramètres(x;y;z), son Jacobien est une matrice 3� 3, et son Hessien est un opérateur
3�3�3. Plutôt que l’expression du Hessien, nous devrons rechercher l’expression de
l’opérateurM tel que(t~vHi~u) �~ri =

t~v(M~ri)~u.
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10.

Extension au cas des émetteurs non
constants

NOUS avons vu aux chapitres pre´cédents comment une simple manipulation de
l’équation de radiosite´ donnait acce`s àdes informations supple´mentaires, et
notamment a` une expression exacte du gradient de la radiosite´.

Ce calcul de l’expressiondu gradient reposait en grande partie sur l’existence d’une
expression de la radiosité sous forme d’une intégrale de contour. Nous avons vu au
chapitre 4 que lorsque la radiosite´ sur l’émetteur n’est pas constante, il est impossible
d’avoir une expression de la radiosite´ sur le récepteur sous forme d’une inte´grale de
contour. En revanche, on a une expression de la radiosité sous forme d’une somme,
d’une part une intégrale de contour, et d’autre part une inte´grale surfacique :

B(x) = E(x)�~n1 � ρ
2π

I
∂A2

B(y)
~r12�d~̀2

k~r12k2 �~n1 � ρ
2π

Z
A2

 
~k(y)�~r12

k~r12k2

!
dA2

Où on a note´ ~k(y) = ~n2� ∇ B(y). Cette expression de la radiosite´ permet parfois
de calculer la radiosite´ et son gradient de fac¸on plus pre´cise qu’avec la seule inte´grale
surfacique.

10.1 Calcul de la radiosité
Le calcul de l’intégrale surfacique est un point de´licat. On peut remarquer que le

terme surfacique :

TS =�~n1 � ρ
2π

Z
A2

 
~k(y)�~r12

k~r12k2

!
dA2

peut s’exprimer en fait comme :

TS = �~n1 � ρ
2π

Z
A2

~k(y)� ∇ ln(r12)dA2

Nous ne pouvons pas aller plus loin sans introduire des hypothèses sur le compor-
tement deB et, partant, de~k. Ces hypothe`ses de´pendent en fait de la façon dont on re-
présente la radiosite´ sur l’émetteur ; si on choisit une base de fonctions, on décompose
B sur cette base de fonctions,~k est ainsi de´composé en somme de composantes, et l’on
calculeTS pour chacune de ces composantes.
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Par exemple, si on suppose une radiosité qui varie de fac¸on linéaire sur l’émetteur,
∇ B est constant, et~k aussi. Dans ce cas, il ne nous reste qu’a` calculer :

~m =
Z

A2

∇ ln(r12)dA2 =
Z

A2

~r12

kr12k2dA2

On peut exprimer directement~m en utilisant une approximation de l’inte´grale vec-
torielle. On peut aussi remarquer que~m�~n2 peut être transforme´ en une inte´grale de
contours en utilisant le the´orème d’Ostrogradsky (voir équation 4.2) :

~m�~n2 =
Z

A2

∇ ln(r12)�d~A2 =
Z

∂A2

ln(r12)d~̀2

Dans ce cas, il ne nous reste plus qu’a` calculer~m �~n2. Si nous sommes dans un cas
où ~m n’est pas nul, alors la distancer12 ne s’annule jamais surA2. Par ailleurs,~r12 �
~n2 ne varie par lorsque le point courant de´crit A2. On peut choisir un e´vénement~rO

quelconque,

~m �~n2 =~r0 �~n2

Z
A2

dA2

kr12k2 =~r0 �~n2X1

La fonction dont on doit calculer l’inte´grale surfacique est 1
kr12k2 ; on connaıt̂ les

bornes du domaine d’intégration, et on peut calculer la distance minimale entrex et
l’émetteur, ainsi que la distance maximale. On a alors un minorant et un majorant de
l’intégrale.

On pourrait aussi calculer une approximation plus pre´cise de l’intégrale, en utili-
sant les diffe´rentes me´thodes d’approximation des inte´grales (me´thode des rectangles,
méthode de Simpson, méthode de Romberg...). L’important est de conserver toujours
un encadrement de l’intégrale et non une simple valeur approchée, afin de pouvoir juger
de la précision sur la radiosite´ au cours des calculs.

Une fois qu’on connaıt̂ ~m �~n2 et~m�~n2, on peut calculer~m :

~m = (~m �~n2)~n2+~n2� (~m�~n2)

D’où l’expression de la radiosité due a` un émetteur sur lequel la radiosite´ varie de
façon linéaire :

B(x) =E(x)�~n1� ρ
2π

I
∂A2

B(y)
~r12�d~̀2

k~r12k2 � ρ
2π
~n1�(~k�~n2)(~m�~n2)� ρ

2π
(~n1�~n2)(~k�(~m�~n2))

(dans cette expression, on a utilise´ le fait que~k �~n2= 0). Si l’on exprime~m�~n2 comme
une intégrale de contour, il vient :

B(x) = E(x)�~n1 �
ρ
2π

I
∂A2

B(y)
~r12�d~̀2

k~r12k2

� ρ
2π
~n1 � (~k�~n2)(~r0 �~n2)X1� ρ

2π
(~n1 �~n2)(~k �

Z
∂A2

ln(r12)d~̀2)

L’encadrement sur la valeur deX1 donne, non pas une valeur exacte pourB(x), mais
un encadrement :

Bsup > B(x)> Bin f
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On remarque que l’incertitude surX1 a étémultipliée par~n1 �(~k�=n2) =~n1 � ∇ B(y),
qui est inférieur àla norme de∇ B(y). On retrouve ainsi que l’on a une valeur exacte
lorsque la radiosité est constante sur l’émetteur.

On remarque aussi que l’incertitude est annulée lorsque~n1 � ∇ B(y) = 0. Ceci est
en particulier ve´rifié si~n1 et~n2 sont colinéaires. Donc si l’émetteur et le re´cepteur sont
parallèles, on a a` nouveau une valeur exacte.~n1 � ∇ B(y) est aussi ve´rifié dans certains
cas, si le plan re´cepteur est judicieusement disposé par rapport a` l’émetteur.

Comme∇ B(y) et~n2 sont perpendiculaires, on peut les utiliser comme base pour

bâtir un repère orthonorme´ direct :( ∇ B
k∇ Bk;

~k
k~kk

;~n2). On peut ensuite exprimer la position

de~n1 dans ce repère, puis la convertir en coordonnées sphériques(θ;φ). L’incertitude
surX1 est alors multiplie´e par sinθcosφk∇ B(y)k. On peut calculer la moyenne de ce
terme multiplicateur :12k∇ B(y)k. En moyenne, l’erreur surX1 sera donc multiplie´e par
1
2k∇ B(y)k. On constate que l’utilisation du the´orème d’Ostrogradsky a permis de re´-
duire l’erreur sur la radiosite´, et de la localiser dans une seule direction, ce que l’on
n’aurait pas obtenu avec une approximation directe de~m. Dans ce contexte, la formule
introduite au chapitre 4 a bel et bien permis d’augmenter la pre´cision par rapport a` l’ap-
proximation nume´rique directe sur l’inte´grale surfacique.

En particulier, le terme multiplicatifT =~n1(~k�~n2)(~r0 �~n2) peut être calculéavant
l’approximation de l’intégraleX1. Si l’on sait que l’on veut mode´liser la radiosite´ à ε
près, il suffit de calculerX1 à ε

T près.

10.2 Calcul du gradient
Dans l’expression deB, ci-dessus, le premier terme est exactement celui que nous

avions au chapitre 8, la seule différence e´tant que la radiosite´ de l’émetteur a cesse´
d’être supposée constante, et donc a e´tépasse´e sous le signe d’intégration. CommeB(y)
ne dépend pas de la position du pointx, la dérivation formelle de ce terme se conduit
de la même manie`re qu’au chapitre 8. Le deuxie`me terme contient une inte´grale sur
un contour, qui se de´rive également sans peine. Le terme en~m �~n2 introduit quelques
difficultés :

∇
�
~r12�~n2

kr12k2

�
=

~n2

kr12k2 �2~r12
~r12 �~n2

kr12k4

D’où :

∇ (~m �~n2) = ∇
�Z

A2

~r12�~n2

kr12k2 dA2

�
=~n2

Z
A2

dA2

kr12k2 +(~n2 �~r0)~p

On a note´ :

~p =
Z

A2

� 2~r12

kr12k4 dA2 =
Z

A2

∇
�

1
kr12k2

�
dA2

On remarque que~p�~n2 se calcule aise´ment, en utilisant a` nouveau le the´orème
d’Ostrogradsky:

~p�~n2 =
Z

∂A2

d~̀2

kr12k2

Pour calculer~p �~n2, on est a` nouveau obligé de reque´rir à une approximation :

~p �~n2 = (~n2 �~r0)
Z

A2

1
kr12k4 dA2 = (~n2 �~r0)X2
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On a donc l’expression du gradient dans le cas particulier ou` on s’est place´ :

∇ B(x) = ∇ E(x)+~n1� ρ
2π

I
∂A2

B(y)
d~̀2

k~r12k2

+ 2
ρ
2π

I
∂A2

B(y)
~n1 �~r12

kr12k4 (~r12�d~̀2)

� ρ
2π

(~n1 �~n2)
Z

∂A2

~r12

kr12k2(
~k �d~̀2)

� ρ
2π

~n1 � (~k�~n2)

 
X1~n2+(~r0 �~n2)

2X2~n2+(~r0 �~n2)~n2�
I

∂A2

d~̀2

kr12k2

!

10.3 Implémentation
On reprend les notations de 8.4, en paramétrant chaque areˆte pary 2 [0;1] :

~r12 = ~ri +y~ei

d~̀2 = ~eidy

~r12�d~̀2 = (~ri�~ei)dy

= (~ri�~ri+1)dy

B(y) = Bi +yδBi

δBi = Bi+1�Bi

De la même façon qu’aux chapitres 8 et 9, on introduit les quantite´s In, Jn et Kn :

In =
Z 1

0

dy
k~r12k2n

Jn =
Z 1

0

ydy
k~r12k2n

Kn =
Z 1

0

y2dy
k~r12k2n

On connaıt̂ les valeurs deIn, Jn et Kn (voir section 8.4 et section 8.7). On introduit
par surcroıt̂ la valeurL1 :

L1 =
Z 1

0
ln(r12)dy

On a :

L1 =
1
e2

i

((~ri+1 �~ei) ln(ei+1)� (~ri �~ei) ln(ei)+2k~ri�~eikγi)

On obtient l’expression deB :

B(x) = E(x)� ρ
2π∑

i

~n1 � (~ri�~ei)(BiI1+δBiJ1)

� ρ
2π

~n1 � (~k�~n2)(~r0 �~n2)X1

� ρ
2π

(~n1 �~n2)(~k �∑
i

L1~ei)
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Cette expression s’implémente de la meˆme manie`re qu’aux chapitres 8 et 9. La fi-
gure 10.2 montre un exemple de radiosite´ sur le récepteur due a` un émetteur sur lequel
la radiositévarie de fac¸on linéaire (voir figure 10.1). La figure 10.3 montre la norme du
gradient de radiosité due a` cet émetteur.On remarque que la norme du gradient s’annule
en un point, qui correspond au maximum de la radiosite´ sur l’émetteur.

Le calcul pratique du gradient se conduit de la meˆme manière :

∇ B(x) = ∇ E(x)+~n1� ρ
2π∑

i

(BiI1+δBiJ1)~ei

+ 2
ρ
2π∑

i

(~ri�~ei)(Bi(~n1 �~ri)I2+(Bi(~n1 �~ei)+δBi(~n1 �~ri))J2+δBi(~n1 �~ei)K2)

� ρ
2π
(~n1 �~n2)∑

i

(~k �~ei)(~riI1+~eiJ1)

� ρ
2π

~n1 � (~k�~n2)

 
X1~n2+(~r0 �~n2)

2X2~n2+(~r0 �~n2)~n2�∑
i

~eiI1

!

FIG. 10.1 –Une scène de tests pour un émetteur sur lequel la radiosité n’est pas
constante.
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FIG. 10.2 –La radiosité due à cet émetteur.
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FIG. 10.3 –Le gradient de la radiosité due à cet émetteur.
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11.

Conclusion et futures directions

L E CONTRÔLE de l’erreur au sein des algorithmes de simulation physique – par
exemple des algorithmes de simulation physique de la lumie`re – est l’un des
défis les plus prometteurs des anne´es àvenir. La connaissance de l’erreur com-

mise dans la modélisation d’un processus physique permet a` la fois de valider l’algo-
rithme de re´solution et de réduire le couˆt de la résolution nume´rique en concentrant les
ressources du système sur les points où l’erreur est importante.

Nous avons pre´sentéun critère de raffinement pour un algorithme de radiosite´ per-
mettant un contrôle total de l’erreur commise sur chaque interaction, ainsi qu’un début
de contrôle de l’erreur de discre´tisation. Ce crite`re de raffinement est inte´gréau sein
d’un algorithme de radiosite´ hiérarchique, permettant ainsi de ne mode´liser les inter-
actions que jusqu’a` la précision souhaite´e, économisant ainsi les ressources syste`me
(temps processeur et mémoire). Cet algorithme de contrôle de l’erreur est un outil pre´-
cieux pour toute application industrielle de la me´thode de radiosite´ hiérarchique. Ce
critère de raffinement pourrait e´galement eˆtre intégréau sein d’un algorithme de radio-
sitéprogressive (tel celui décrit par Cohenet al., 1988 [6]), puisqu’il ne de´pend pas de
la structure interne du programme de résolution.

Nous avons e´galement pre´sentéun critère de raffinement, dit «simplifie´», qui, tout
en permettant le meˆme contrôle de l’erreur commise sur chaque interaction que le cri-
tère complet, permet de réduire de façon significative le nombre de liensne´cessaires a` la
modélisation de l’interaction. Cette re´duction du nombre de liens permet une économie
supplémentaire des ressources du syste`me, àla fois en temps et en me´moire.

Ces deux crite`res de raffinement s’appuient d’une part sur un calcul exact des de´ri-
vées de la radiosite´, provenant d’une analyse de l’expression de la radiosite´, et d’autre
part sur des conjectures de concavite´, qui sont basées sur une analyse du comportement
de la radiosite´ due àun émetteur convexe.

Notre algorithme repose fortement sur ces deux conjectures de concavité, qui pour
l’instant encore ne sont pas démontrées, mais pour lesquelles on ne connait pas de si-
tuations ou` elles soient prises en de´faut. Ces conjectures repre´sentent un re´sumédes
propriétés de la radiosite´ qui sont ne´cessaires au controˆle de l’erreur. Une de´monstra-
tion des conjectures de concavite´ permettrait d’une part de mieux comprendre le com-
portement de la radiosité, et d’autre part de mieux la mode´liser.
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Ces proprie´tés de concavite´ de la radiosite´ ne sont pas maintenues en pre´sence
d’obstacles, même si ces obstacles sont convexes. Notre algorithme de controˆle de l’er-
reur repose donc sur le calcul d’un e´metteur minimal et d’un e´metteur maximal pour
chaque interaction, tous deux convexes et encadrant la partie de l’émetteur qui est ef-
fectivement visiblede chacun des points du récepteur. Une extensiondes conjectures de
concavitéau cas d’un émetteur convexe en présence d’obstacles, conjointement avec
une implémentation du Hessien en présence d’obstacles, permettrait de re´duire les cal-
culs nécessaires pour le controˆle de l’erreur en pre´sence d’obstacles.Dans cette optique,
il faudrait calculer non plus l’e´metteur minimal et l’émetteur maximal, mais l’obstacle
maximal et l’obstacle minimal, encadrant les obstacles réels, et chacun d’eux étant tel
que la conjecture de concavite´ est respecte´e et que l’on sait calculer le Hessien.

L’obstacle maximal et l’obstacle minimal, pour que la conjecture de concavite´
puisse eˆtre respecte´e, doivent eˆtre de forme tre`s simple. Remarquons que lorsqu’une
seule arête de l’obstacle vient bloquer la visibilite´ de l’émetteur depuis le re´cepteur,
l’obstacle minimal et l’obstacle maximal coı̈ncident. Dans ce cas, on peut espe´rer une
réduction substantielle du nombre de facettes ne´cessaires, surtout en utilisant le crite`re
«simplifié». Remarquons aussi qu’il est plus facile de calculer le Hessien des sommets
lorsqu’il n’y a qu’un seul obstacle de forme demi-plan.

Nous avons donne´ dans les chapitres pre´cédents une expression des de´rivées de la
radiosité. Cette expression est directement imple´mentable, par un simple travail de tra-
duction. En revanche, sa complexité devient quasiment prohibitive dans le cas du Hes-
sien en pre´sence d’obstacles. Les travaux futurs devront porter sur une simplification
de notre expression des de´rivées successives de la radiosite´, permettant ainsi une im-
plémentation effective du Hessien de la radiosite´ en présence d’obstacles.

Cette expression des de´rivées successives de la radiosite´ (gradient et Hessien) pour-
rait aussi être utilise´e dans une imple´mentation de la radiosite´ utilisant des fonctions de
base d’ordre supérieur (voir Troutman [43]), ou` on calcule la radiosité sur les facettes
par une interpolation polynomiale a` partir des valeurs de la radiosite´ et de ses de´rivées
calculées aux sommets des facettes.

Nous avons e´galement pre´sentéune méthode de re´écriture de l’expression de la ra-
diositéen un point sous l’influence d’un e´metteur sur lequel la radiosite´ est quelconque.
L’expression ainsi obtenue permet un encadrement pre´cis de la radiosite´ en ce point.
Une application au cas ou` la radiositésur l’émetteur varie de fac¸on linéaire a été intro-
duite. On a dans ce cas une expression de la radiosité et de son gradient en tout point de
l’émetteur, sous forme d’une somme de deux termes, l’un qui est exact, et l’autre pour
lequel on dispose d’un encadrement. On a ainsi presque tous les outils ne´cessaires a`
un algorithme de radiosite´ linéaire avec un contrôle complet de l’erreur commise sur
chaque interaction. Pour pouvoir imple´menter comple`tement cet algorithme de radio-
sitélinéaire, il est encore ne´cessaire, d’abord d’obtenir une expression du Hessien dans
le cas de la radiosité line´aire, et ensuite d’adapter les conjectures de concavite´ àce cas
précis – en particulier, il est possible que dans certaines configurations les conjectures
de concavite´ ne soient pas ve´rifiées. On ne pourra donc utiliser l’hypothe`se de la radio-
sité linéaire sur l’émetteur que dans certains cas pre´cis. Néanmoins, lorsqu’on pourra
l’utiliser, on peut s’attendre a` une réduction substantielle du nombre de facettes et de
liens nécessaires pour mode´liser les interactions.
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Notre algorithme de controˆle de l’erreur en pre´sence d’obstacles repose sur le cal-
cul de l’émetteur minimal et de l’e´metteur maximal, qui dépendent tous deux de la fa-
cette réceptrice. Tel qu’il a e´té présenté, l’algorithme est indépendant de la structure
du maillage utilise´ sur les objets composant la scène, et il fonctionne même lorsque ce
maillage est un simple arbre quadtree. Cependant, il serait intéressant d’inte´grer notre
algorithme de contrôle de l’erreur au sein d’un algorithme de maillage de discontinuite´,
tel que labackprojection décrite par Drettakis [12, 10]. Dans ce cadre, le calcul des
émetteurs minimaux et maximaux serait simplifie´ au sein de chaque cellule du maillage,
puisqu’on a une connaissance pre´cise des areˆtes des obstacles qui influent sur la visi-
bilité de l’émetteur. Cette inte´gration peut se faire de fac¸on simplea posteriori, l’algo-
rithme de contrôle de l’erreur sur chaque interaction e´tant utilisépour calculer la vali-
ditéde chacune des facettes cre´ées, et pour les raffiner si besoin est. Mais on peut aussi
imaginer une inte´gration de l’algorithme de controˆle de l’erreur au sein meˆme de l’al-
gorithme debackprojection, qui permettrait d’indiquer si le niveau du maillage de´jà
obtenu est suffisant au regard de la pre´cision souhaite´e, ou s’il est ne´cessaire de pour-
suivre les calculs.

Nous avons e´galement pre´sentéune analyse complète de l’algorithme de radiosite´
hiérarchique, qui a permis de souligner les points les plus de´licats de cet algorithme et
ses goulots d’e´tranglement, confirmant par exemple que les calculs de visibilité consti-
tuent jusqu’a` 80 % du couˆt total de l’algorithme. Cette analyse est en grande partie lie´e
à une implémentation spe´cifique de la méthode de radiosite´ hiérarchique, donc à une
méthode spe´cifique de calcul de la visibilite´. Une telle analyse demande a` être conduite
de façon plus syste´matique : sur un plus grand nombre de sce`nes, de complexite´ plus
grande, et avec diffe´rentes imple´mentations de la me´thode de radiosite´ hiérarchique.
On pourra ainsi quantifier l’inte´rêt des choix d’imple´mentation, a` la fois en termes de
rapiditéet de pre´cision. Le jeu de scènes employé pour cette analyse pourrait eˆtre dif-
fuséde façon internationale, ce qui permettrait de conduire une se´rie de tests a` grande
échelle, et une comparaison des diffe´rents algorithmes de rendu et de mode´lisation de
la lumière en fonction de la complexite´ de la sce`ne.

En conclusion, nous avons montré qu’il est possible de controˆler l’erreur commise
par l’algorithme de radiosite´ hiérarchique dans la mode´lisation des interactions entre
les objets. Graˆce àce contrôle, il est possible de garantir les re´sultats de l’algorithme
de mode´lisation de l’éclairage. La fiabilite´ ainsi obtenue dans la résolution se fait pour
l’instant au détriment de la rapidite´ de la résolution. Par ailleurs, le controˆle de l’erreur
se fait pour l’instant au niveau des interactions entre les objets, ce qui peut eˆtre insuffi-
sant lorsque la sce`ne de départ est déja` trop raffinée. La recherche d’un controˆle com-
plet de l’erreur commise au cours de l’ensemble du processus de mode´lisation, ainsi
que l’optimisation des me´thodes de controˆle de l’erreur afin de re´duire les surcouˆts en
terme de temps de calcul sont des pistes de recherche fondamentales pour les anne´es à
venir.
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fan), éditeurs,Photorealistic Rendering Techniques, Focus on Computer Gra-
phics, p. 105–117, Berlin, 1995 (actes duFifth Eurographics Workshop on Ren-
dering, Darmstadt, Allemagne, 13-15 juin 1994), Springer.

[37] , «A Unified Hierarchical Algorithm for Global Illumination with Scat-
tering Volumes and Object Clusters »,IEEE Transactions on Visualization and
Computer Graphics, 1, no 3, septembre 1995, p. 240–254.

[38] SILLION (François) et DRETTAKIS (George), «Feature-Based Control of Visibi-
lity Error: A MultiresolutionClustering Algorithm for Global Illumination», dans
Computer Graphics Proceedings, Annual Conference Series, p. 145–152, (ACM
SIGGRAPH ’95 Proceedings), 1995.

[39] SILLION (François) et PUECH (Claude),Radiosity and Global Illumination, San
Francisco, CA, Morgan Kaufmann, 1994.

[40] SMITS (Brian E.), ARVO (James R.), et SALESIN (David H.), «An Importance-
Driven Radiosity Algorithm »,Computer Graphics (ACM SIGGRAPH ’92 Pro-
ceedings), 26, no 4, juillet 1992, p. 273–282.

[41] TELLER (Seth J.), «Computing the Antipenumbra of an Area Light»,Computer
Graphics (ACM SIGGRAPH ’92 Proceedings), 26, no 4, juillet 1992, p. 139–148.

[42] TELLER (Seth J.) et HANRAHAN (Patrick M.), « Global Visibility Algorithms
for Illumination Computations», dansComputer Graphics Proceedings, Annual
Conference Series, p. 239–246, (ACM SIGGRAPH ’93 Proceedings), 1993.

[43] TROUTMAN (Roy) et MAX (Nelson L.), « Radiosity Algorithms Using Higher
Order Finite Element Methods», dansComputer Graphics Proceedings, Annual
Conference Series, p. 209–212, (ACM SIGGRAPH ’93 Proceedings), 1993.

[44] VEDEL (Christophe), «Improved Storage and Reconstruction of Light Intensities
on Surfaces», dansThird EurographicsWorkshopon Rendering, p. 113–121,Bris-
tol, UK, mai 1992.

[45] WARD (Gregory J.) et HECKBERT (Paul), «Irradiance Gradients», dansThird Eu-
rographics Workshop on Rendering, p. 85–98, Bristol, UK, mai 1992.
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