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INTRODUCTION 1

Introduction

Ce travail se situe dans le domaine de l'optimisation combinatoire.
Selon Sakarovitch [53], ((la classe de probl�emes qui d�e�nit ce champ
semble �a premi�ere vue d'une trivialit�e d�econcertante. Un coût (ou un
poids) ayant �et�e a�ect�e �a chaque �el�ement d'un ensemble �ni, il s'agit de
choisir un meilleur �el�ement (de coût minimum ou de poids maximum))).
Cependant, le nombre d'�el�ements peut être tr�es grand, ce qui rend
leur �enum�eration tr�es longue et coûteuse �a traiter. Par cons�equent, la
r�esolution de certaines classes de probl�emes se trouve, �a ce jour, au del�a
de la capacit�e des ordinateurs existants.

On appelle classe des probl�emes NP-complets l'ensemble des pro-
bl�emes dont la complexit�e interdit { jusqu'�a maintenant { toute solu-
tion algorithmique. Les probl�emes les plus di�ciles comme le voyageur
du commerce, le multi
ot, la coloration de sommets d'un graphe, se
situent dans cette classe. En outre, quand l'ensemble de solutions est
d�e�ni �a partir des propri�et�es de ses �el�ements, v�eri�er que cet ensemble
n'est pas vide { le probl�eme de faisabilit�e { peut s'av�erer aussi di�cile
que trouver un meilleur �el�ement.

Dans ce document nous traitons d'abord le probl�eme de multi
ot, o�u
plusieurs types de produits doivent être transport�es des sources de ces
produits �a des destinations pr�ecises, �a travers un r�eseau, par exemple,
routier. Chaque route a une capacit�e de transport, et il y a des de-
mandes associ�ees �a chaque paire de source-destination. Le r�eseau qui
connecte les sources aux destinations peut être mod�elis�e comme un
graphe, ou, d'une fa�con plus g�en�erale, comme un matro��de. Le probl�eme
consiste donc �a trouver une famille de ((chemins)) entre les sources et
les destinations, ou, si chaque paire de source-destination est reli�e par
une arête, trouver une famille de cycles contenant ces arêtes. Quand
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il s'agit seulement d'un type de produit et d'une seule source, le pro-
bl�eme est facile �a r�esoudre [15], mais d�ej�a avec deux types de produits
ce probl�eme est NP-complet [11].

L'aspect qui nous concerne dans la premi�ere partie de ce travail
est la faisabilit�e du probl�eme de multi
ot ; c'est-�a-dire, �etant donn�ee la
sp�eci�cation du probl�eme, avec le r�eseau, les capacit�es et les demandes,
on veut d�emontrer l'existence ou la non-existence d'une solution.

Une fa�con d'aborder ce probl�eme est de donner des conditions n�eces-
saires et su�santes pour l'existence d'un multi
ot, comme celle connue
par condition de coupe (CC). Une coupe est un ensemble de routes qui
d�econnecte le r�eseau si on l'�elimine. Alors, la quantit�e de produit de-
mand�e qui doit traverser cette coupe doit être inf�erieure �a sa capacit�e
de transport des produits. Nous pr�esentons la condition (CC;K5; F7),
qui g�en�eralise la condition de coupe et ((ra�ne)) une autre condition
existante (la (CC3) [58]).

La structure du probl�eme de multi
ot nous permet aussi de regarder
un probl�eme �etroitement associ�e, celui du ((packing)) de m�etriques. On
veut trouver des ((barri�eres)) qui s�eparent les sources des destinations,
ce qui revient �a chercher une famille (((packing))) soit de coupes, soit
de structures appel�ees m�etriques qui g�en�eralisent les coupes. Quand il
s'agit de trouver une famille de m�etriques �a coe�cients fractionnaires,
les th�eor�emes sur la faisabilit�e de multi
ot fournissent directement des
r�esultats sur le packing de m�etriques, mais dans le cas entier, et cette
d�erivation ne peut se faire automatiquement.

Nous traitons le cas des packings entier et demi-entier, quand la
famille de m�etriques comprend les m�etriques CC3 et les m�etriques K5

et F7. Nous caract�erisons la classe de graphes et, plus g�en�eralement de
matro��des, o�u l'on peut trouver des packings entier et demi-entier, sous
quelques hypoth�eses additionnelles.

Les cycles, qui jouent un rôle important dans le probl�eme de multi-

ot, sont aussi fondamentaux dans le deuxi�eme th�eme de ce m�emoire.
Le probl�eme est de trouver un ensemble de sommets dans un graphe,
deux �a deux non-adjacents (un stable) de cardinalit�e maximum. Il est
bien connu grâce �a ses applications et �a sa di�cult�e. Quand la classe de
graphes est constitu�ee des graphes h-parfaits et t-parfaits, ce probl�eme
peut être r�esolu. Les d�e�nitions de ces classes d�ependent fortement des
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cycles impairs, et incluent la d�e�nition de la classe des graphes parfaits
[3, 4].

Nous nous int�eressons aux propri�et�es g�en�erales de ces graphes, puis
au probl�eme de coloration. Il s'agit alors d'a�ecter une couleur �a chaque
sommet, de fa�con �a ce que deux sommets adjacents aient des couleurs
di��erentes. On cherche le nombre minimum de couleurs n�ecessaires,
appel�e le nombre chromatique du graphe. Shepherd a conjectur�e une
valeur constante pour le nombre chromatique des graphes t-parfaits
[67]. Les r�esultats que nous pr�esentons donnent des bornes pour ce
nombre, et des classes qui satisfont la conjecture.

Ce travail est organis�e de la fa�con suivante. Le premier chapitre
contient les principales notations et d�e�nitions utilis�ees, comprenant
les outils les plus utilis�es, comme la programmation lin�eaire, la th�eorie
des graphes et des matro��des, et les m�etriques.

Dans le deuxi�eme chapitre, nous traitons le probl�eme de multi
ot
et le packing de m�etriques. Une premi�ere partie est consacr�ee au pro-
bl�eme de multi
ot et de la faisabilit�e d'un probl�eme de multi
ot ; nous
y d�emontrons le th�eor�eme principal, o�u nous caract�erisons la classe des
matro��des pour lesquels la nouvelle condition (CC;K5; F7) est n�eces-
saire et su�sante pour l'existence d'un multi
ot. Cette caract�erisation
est donn�ee �a la fois par une composition r�ecursive de matro��des et par
un ensemble de sept matro��des �a exclure. Nous montrons aussi que
pour un matro��de sp�ecial, le R10, une condition analogue existe. Dans
la deuxi�eme partie, nous �etudions d'abord le packing des m�etriques et
son rapport avec le probl�eme de faisabilit�e d'un multi
ot ; nous trai-
tons ensuite le packing entier et demi-entier des m�etriques CC3 et
CC;K5; F7, et caract�erisons les classes de matro��des pour lesquels il
existe un packing d'un de ces types.

Les graphes h et t-parfaits sont trait�es dans le troisi�eme chapitre.
Nous y pr�esentons les d�e�nitions et quelques r�esultats sur la structure de
ces graphes et des classes d�ej�a connues. Ensuite nous montrons quelques
nouveaux exemples de tels graphes. En�n nous �etudions la coloration
des graphes t- et h parfaits { en pr�esentant des bornes sur le nombre
chromatique de ces graphes {, et quelques familles des graphes h et t-
parfaits pour lesquels le nombre chromatique est connu et satisfait une
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conjecture de Shepherd [67].

Le quatri�eme chapitre est consacr�e �a la hi�erarchie des graphes �etu-
di�es, qui est obtenue grâce �a des outils comme les graphes faiblement
bipartis, les anti-cĥ�nes (clutters) binaires et les matrices �a composantes
0,1.

Pour conclure ce m�emoire de th�ese, nous reprendrons les grandes
lignes du travail e�ectu�e et pr�esent�e ici. Plusieurs directions de re-
cherche pourront donner suite �a ce travail. Nous en pr�eciserons quelques
unes qui nous semblent int�eressant �a suivre, aussi bien sur le sujet de la
faisabilit�e des probl�emes de multi
ot, que sur la coloration des graphes
h- et t-parfaits.
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Chapitre 1

Notations et d�e�nitions

Dans ce chapitre, on pr�esente les notions de base dont on se servira,
et les notations qui seront utilis�ees dans la suite de ce travail.

1.1 Notations fondamentales

On note IR (resp. ZZ, Q ) l'ensemble des nombres r�eels (resp. entiers
relatifs, rationnels) et IR+ (resp. ZZ+, Q+) l'ensemble des nombres r�eels
(resp. entiers relatifs, rationnels) non-n�egatifs. �Etant donn�e un nombre
entier naturel n, IRn (resp. ZZn, Qn) est l'ensemble des vecteurs �a n
composantes, chacune dans IR (resp. ZZ, Q). Si E est un ensemble �ni
et R un ensemble quelconque, alors RE est l'ensemble des fonctions de
E sur R. Il est convenable de consid�erer les �el�ements de RE comme des
vecteurs �a jEj composantes, o�u chacune a comme indice un �el�ement
de E. Si x 2 IRE et A � E, alors on note x(A) la somme

P
e2A x(e).

La notation A4B repr�esente l'op�eration di��erence sym�etrique de deux
ensembles A;B : A4B = A nB [B nA.

La somme de vecteurs et la multiplication de vecteurs par un nombre
sont d�e�nies de mani�ere usuelle. Un vecteur peut être un vecteur-
colonne ou vecteur-ligne, selon le contexte. Le produit scalaire de deux
vecteurs x; y 2 IRn est not�e xy et d�e�ni comme

xy =
nX
i=1

xiyi:
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�Etant donn�e un ensemble �ni R, on note par Rm�n l'ensemble
des matrices m � n dont les composantes sont dans R ; dans ce cas,
l'ensemble des indices des lignes est f1; : : : ;mg, et des colonnes est
f1; : : : ; ng. Le symbole 0 (resp. 1) repr�esente la matrice, ou le vecteur,
dont les composantes sont nulles (resp. �egales �a 1).

Un ensemble S intersecte ou rencontre un ensemble T si S \ T 6= ;.
Si R et B sont des ensembles tels que B � R et e 2 B, e0 2 R n B, on
�ecrit B � e+ e0 �a la place de B n feg [ fe0g.

Le vecteur caract�eristique d'un ensemble B � R, R �ni, est le vec-
teur �B 2 f0; 1gR d�e�ni comme

�B(e) =
�
1; si e 2 B,
0; sinon.

�Etant donn�e un ensemble E, si x 2 E peut être d�ecompos�e comme
une somme x = �1x1 + : : : �kxk o�u x1; : : : ; xk 2 R � E, �i � 0,
1 � i � k, alors �1x1+ : : :+�kxk est un packing de x par rapport �a R
ou un x-packing de R.

Une famille F est ferm�ee sous une op�eration p : F ! F s'il est
toujours vrai que

G 2 F ) p(G) 2 F :

1.2 Th�eorie des poly�edres

Nous sugg�erons [55] comme r�ef�erence pour ce sujet et le suivant.

On dira qu'un vecteur x est une combinaison convexe des vecteurs
x1; : : : ; xm 2 IRn s'il existe � 2 IRm

+ tel que
Pm
i=1 �i = 1 et

x =
mX
i=1

�ixi:

L'enveloppe convexe conv(S) d'un ensemble S est l'ensemble de tous les
vecteurs qui sont une combinaison convexe d'un nombre �ni de vecteurs
dans S. Un polytope est l'enveloppe convexe d'un nombre �ni de points.

Si A 2 IRm�n et b 2 IRm, alors Ax � b est un syst�eme d'in�equations.
L'ensemble des solutions fx 2 IRn : Ax � bg d'un syst�eme d'in�equa-
tions est appel�e un poly�edre. Un poly�edre P est de dimension k si le
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nombre maximum de points a�nement ind�ependents dans P est k+1.
(Un ensemble de points x1; : : : ; xk 2 IRn est a�nement ind�ependent si la
seule solution �a

Pk
i=1 �ixi = 0;

Pk
i=1 �i = 0 est �i = 0, pour 1 � i � k.)

Un des r�esultats le plus connu concernant les syst�emes d'in�equations
est le lemme de Farkas [12, 13, 48]. Nous pr�esentons ici une des versions
de ce lemme.

Th�eor�eme 1.1 (Lemme de Farkas) Soit A 2 IRm�n et b 2 IRm. Il
existe x 2 IRn

+ tel que Ax � b si et seulement si yb � 0 pour tout
y 2 IRm

+ tel que yA � 0. ut

Un autre r�esultat que l'on supposera connu est le suivant :

Proposition 1.2 [48] Un poly�edre born�e est un polytope. ut

Une in�equation ax � � est dite valide pour un poly�edre P si
P � fx : ax � �g. Un ensemble F � P est une face de P s'il y a une
in�equation ax � � valide pour P telle que F = fx 2 P : ax = �g. Si
v 2 P est tel que fvg est une face de P , alors v est dit un sommet de
P . Une facette de P est une face F qui satisfait ; 6= F 6= P , et qui est
maximale par rapport �a cette propri�et�e. Si un vecteur v satisfait une
in�equation qui d�e�nit P avec �egalit�e, on dira que cette in�equation est
serr�ee pour v.

Un poly�edre P est entier si ses sommets sont des vecteurs entiers.
Un vecteur r est un rayon de P si, pour tout x 2 P , on a x+ �r 2 P ,
pour tout � � 0. Un rayon r est dit extrême s'il n'existe pas deux rayons
r1; r2 tels que r1 6= �r2, � � 0 et r = 1=2(r1 + r2).

Une in�equation ajx � �j est n�ecessaire pour la description d'un
poly�edre P = faix � �i; i = 1; : : : ;mg s'il existe z 62 P tel que
aiz � �i, 1 � i � m; i 6= j et ajz > �j.

�Etant donn�e un ensemble �ni de points S 2 IRn et P un poly�edre,
tel que conv(S) � P , l'in�equation ax � � est un plan de coupe pour
conv(S) si az � �, pour tout z 2 conv(S), et s'il existe y 2 Pn conv(S)
tel que ay > �.

Le poly�edre polaire d'un poly�edre P est l'ensemble

pol(P ) = fz 2 IRn : zx � 0; 8x 2 Pg
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et le poly�edre anti-bloquant de P est l'ensemble

ab(P ) = fz 2 IRn
+ : zx � 1; 8x 2 Pg:

Th�eor�eme 1.3 [19] Si P = fx : Ax � 1; x � 0g, o�u A 2 IRm�n+ , et
A ne contient pas de colonne enti�erement constitu�ee de 0, alors
(i) ab(ab(P )) = P ;
(ii) si les sommets de P sont b1; : : : ; bk et B est la matrice dont les lignes
sont b1; : : : ; bk, alors ab(P ) = fx : Bx � 1; x � 0g et les sommets de
ab(P ) sont les vecteurs a1; : : : ; am, qui forment les lignes de A ;
(iii) pour tout w 2 IRn+,

minfy1 : yB � w; y � 0g = maxfwa1; : : : ; wamg:
ut

1.3 Programmation lin�eaire et dualit�e

Dans ce travail, le probl�eme suivant aura un rôle fondamental :

Programme lin�eaire : �Etant donn�es une matrice A 2 IRm�n, un vecteur
b 2 IRm et un vecteur c 2 IRn, trouver un vecteur
x� 2 fx 2 IRn : Ax � bg qui maximise la fonction
lin�eaire cx.

Un vecteur x tel que Ax � b est dit une solution r�ealisable du
programme lin�eaire. Une solution r�ealisable x est optimale si cx � cx
pour toute solution r�ealisable x. Dans ce cas, cx est la valeur optimale
du programme lin�eaire. La fonction cx est appel�ee la fonction objective
du programme lin�eaire. Si, pour tout M 2 IR, il existe une solution
x r�ealisable telle que cx > M , alors on dira que la valeur optimale
du programme n'est pas �nie. On dira que l'on peut optimiser sur
un ensemble convexe s'il est possible de trouver une solution optimale
d'une fonction objective cx dans cet ensemble.

On peut associer �a tout programme lin�eaire maxfcx : Ax � bg un
autre programme, son dual, qui est

minfyb : yA = c; y � 0g:
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Les deux r�esultats suivants [49] seront beaucoup utilis�es dans ce
travail :

Th�eor�eme 1.4 (de dualit�e) Soit (P) un programme lin�eaire, et (D)
son dual. Si (P) et (D) poss�edent des solutions r�ealisables, alors les
deux probl�emes ont des solutions optimales et leurs valeurs optimales
sont �egales. ut

Remarque : Dans la suite, d�es que l'on parle d'�egalit�e des valeurs op-
timales de deux programmes lin�eaires, on suppose que les deux pro-
grammes ont des solutions r�ealisables.

Th�eor�eme 1.5 (des �ecarts compl�ementaires) Soient (P) le pro-
gramme maxfAx � bg et (D) son dual minfyA = c; y � 0g, tels que
les deux programmes ont des valeurs optimales �nies. Soient x et y des
solutions r�ealisables pour chaque programme. Les a�rmations suivantes
sont �equivalentes :
(i) x et y sont des solutions optimales pour les programmes correspon-
dants ;
(ii) cx = yb ;
(iii) si une composante de y est positive, alors l'in�equation corres-
pondante dans Ax � b est satisfaite par x avec �egalit�e, c'est-�a-dire,
y(b�Ax) = 0. ut

Un syst�eme d'in�equations lin�eaires Ax � b est totalement dual-
entier (TDI) si le minimum dans le probl�eme

minfyb : yA = c; y � 0g

a une solution optimale enti�ere y pour tout vecteur c entier pour lequel
ce minimum est �ni.

Les prochains r�esultats utilisent l'algorithme des ellipso��des [35]
dans leur d�emonstration. On peut les trouver, par exemple, dans [29].

Th�eor�eme 1.6 �Etant donn�e un point x qui n'appartient pas �a l'en-
veloppe convexe d'un ensemble de points, si on peut trouver en temps
polynômial un hyperplan qui s�epare x de cette enveloppe convexe, alors
on peut optimiser sur cette enveloppe convexe en temps polynômial (et
r�eciproquement). ut
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�Etant donn�es un ensemble K � IRn et un nombre positif r�eel �, on
notera par S(K; �) l'ensemble fx 2 IRn : kx� yk � �; pour un y 2 Kg
et par S(K;��) l 'ensemble fx 2 K : S(x; �) � Kg.

Le probl�eme faible d'optimisation pour une enveloppe convexeK est
le suivant : �etant donn�es un vecteur c 2 Qn et un nombre � 2 Q; � > 0,
on veut trouver un vecteur y 2 Qn tel que y 2 S(K; �) et cx � cy + �
pour tout x 2 S(K;��) (c'est-�a-dire, y est presque dans K et presque
maximise cx sur les points bien dans K), ou bien prouver que S(K;��)
est vide.

Th�eor�eme 1.7 Si on peut r�esoudre en temps polynômial le probl�eme
faible d'optimisation sur une enveloppe convexe, alors on peut optimiser
sur cette enveloppe en temps polynômial ut

1.4 Th�eorie des graphes

On suit essentiellement Berge [5] et Sakarovitch [53], et on essaie
d'utiliser les termes les plus standards possibles.

ARÊTES, VOISINAGE, SOUS-GRAPHES

Un graphe G = (V G;EG) est le couple constitu�e d'un ensemble V G
de sommets fv1; : : : ; vng et d'une famille d'arêtes EG = fe1; : : : ; emg
o�u ei = fui; vig � V G ; on notera aussi e = uivi, mais on n'y verra
pas d'orientation. On dira que ui et vi sont les extr�emit�es de ei et que
ui et vi sont voisins ou adjacents. On notera par N(v) le voisinage de
v, c'est-�a-dire, l'ensemble des sommets voisins de v. Deux arêtes sont
adjacentes si elles ont au moins une extr�emit�e commune, sinon elles
sont disjointes. Un graphe est dit simple s'il ne poss�ede pas deux arêtes
ayant les mêmes extr�emit�es. Le degr�e dG(v) d'un sommet v 2 V G est
le nombre d'arêtes de AG ayant une extr�emit�e en v.

Deux graphes G1; G2 sont hom�eomorphes s'il existe une fonction
� : V G1 ! V G2 telle que �(u)�(v) 2 EG2 pour tout uv 2 EG1.

Le sous-graphe induit par X � V G est le graphe G[X] = (X;EX),
o�u EX est l'ensemble des arêtes ayant leurs deux extr�emit�es dans X.
Un sous-graphe partiel H de G est H = (V H;EH) o�u V H � V G et les
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arêtes de H sont des arêtes de EG qui ont leurs deux extr�emit�es dans
V H.

CLIQUE, GRAPHE BIPARTI, COMPL�EMENTAIRE

Un graphe est dit complet si tout sommet v est adjacent �a V G� v ;
si jV Gj = n, on le notera Kn et on l'appellera n-clique. La 3-clique
sera aussi appel�ee un triangle. On notera !(G) la taille maximum d'un
sous-graphe complet dans G.

Un graphe est biparti si l'ensemble de ses sommets peut être parti-
tionn�e en deux classes V1 et V2 de sorte que deux sommets de la même
classe ne soient jamais adjacents. Il se note parfois G = (V1; V2; EG).

Le graphe compl�ementaire deG est le graphe simpleG = (V G;EG),
o�u EG est l'ensemble de toutes les paires fv;wg 62 EG. Soit S � V G,
alors �(S) d�enotera l'ensemble des arêtes de G avec exactement une
extr�emit�e dans S. Si S = fvg, alors on �ecrit �(v) �a la place de �(fvg),
et on l'appelle �etoile de v. Une coupe W est un ensemble d'arêtes pour
lequel il y a un S � V G tel que W = �(S).

CHAÎNE, CYCLE, TROU, FLOT

Dans un graphe G, une s�equence de la forme

[v0; �0; v1; : : : ; vt�1; �t; vt] (1.1)

o�u v0; : : : ; vt sont des sommets et �1; : : : ; �t sont des arêtes telles que
�i = fvi�1; vig, 1 � i � t, est dite une châ�ne ou une v0-vt châ�ne. Une
châ�ne est simple si la s�equence d'arêtes qui la constitue ne comporte
pas plusieurs fois le même �el�ement. Une châ�ne est �el�ementaire si les
sommets de G sont adjacents �a deux arêtes de la châ�ne au plus ; dans
ce cas, sa longueur est t. Si v0 = vt, (1.1) est un cycle, et si les sommets
v0; : : : ; vt�1 sont distincts, on l'appellera un cycle �el�ementaire. Une arête
qui relie deux sommets dans un cycle, mais qui n'y appartient pas est
dite une corde. La distance entre deux sommets u et v est la longueur
d'une plus courte châ�ne entre u et v.

Un trou est un cycle �el�ementaire sans cordes, et un anti-trou est le
graphe compl�ementaire d'un trou. Si un trou est constitu�e de n som-
mets, on le notera par Cn. Une roue est le graphe constitu�e d'un trou et
d'un sommet, qui n'appartient pas au trou, et qui est adjacent a tout
sommet du trou.
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Un 
ot entre deux sommets u et v, est une fonction f : EG !
IR+ d�e�nie �a partir d'une famille F de u-v châ�nes �el�ementaires non
n�ecessairement distinctes, telle que f(e) est �egal au nombre des châ�nes
auxquelles e appartient. La valeur du 
ot f est le nombre de châ�nes
dans la famille F .

ENSEMBLE STABLE, TRANSVERSAL, COUPLAGE, COLORATION

Un ensemble S de sommets de G = (V G;EG) est un stable si les
sommets de S sont deux �a deux non-adjacents dans G. Le nombre de
stabilit�e de G, �(G), est la taille maximumd'un stable dans G. On dira

qu'un stable S sature un trou impair C si jS \ Cj = jCj�1
2

.

Un ensemble de sommets T est un transversal si chaque arête de G
a au moins une extr�emit�e dans T . Un sous-ensemble E de l'ensemble
des arêtes d'un graphe G = (V G;EG) est un couplage dans G si les
arêtes de E sont deux �a deux non-adjacentes.

On appelle k-coloration d'un graphe G une partition de ses sommets
en k stables (X1;X2; : : : ;Xk). Les sommets de la classe Xj sont colori�es
avec la couleur j, j = 1; : : : ; k. Un graphe admettant une k-coloration
est dit k-coloriable. Le nombre chromatique �(G) d'un graphe G est le
nombre k minimum de couleurs pour lequel G est k-coloriable.

GRAPHE ADJOINT, OP�ERATIONS, MATRICE D'INCIDENCE

Le graphe adjoint L(G) d'un graphe G = (V G;EG) est le graphe
dont les sommets sont les points e1; : : : ; em (repr�esentant les arêtes de
G) et o�u l'on a une arête entre les sommets ei et ej si, dans G, ei et ej
ont une extr�emit�e commune.

L'�elimination d'une arête e est simplement l'op�eration de retirer
l'arête e du graphe. La subdivision d'une arête e = fu; vg est l'op�eration
d'�eliminer e et de cr�eer deux arêtes e1; e2 et un nouveau sommet w tels
que e1 = fu;wg et e2 = fw; vg ; la contraction d'une arête e = fu; vg
est l'op�eration d'�eliminer l'arête e et les sommets u et v et de cr�eer un
nouveau sommet w de fa�con �a ce que N(w) = N(u) [ N(v).

La matrice d'incidence A 2 f0; 1gV G�EG d'un graphe G est la ma-
trice dont les �el�ements sont

av;e =
�
1; si v est une extr�emit�e de e,
0; sinon.



1.5. TH�EORIE DES MATRO��DES 13

1.5 Th�eorie des matro��des

On va supposer connus les principales d�e�nitions et th�eor�emes de
la th�eorie des matro��des (voir [69]).

Un matro��de binaireM est une paire (E(M); C(M)) constitu�ee d'un
ensemble �ni E(M) et une famille de cycles C(M) de sous-ensembles de
E(M) satisfaisant la conditon suivante : si C1 et C2 sont deux membres
de C(M), alors C14C2 2 C(M). Un cycle qui est minimal par rapport
�a l'inclusion et n'est pas l'ensemble vide, est dit un circuit.

D est un cocircuit deM siD est un sous-ensemble minimal non-vide
tel que jC \ Dj 6= 1 pour tout circuit de M . Un cocycle (aussi appel�e
((vecteur))) est l'union disjointe de cocircuits. On note C�(M) l'ensemble
des cocycles de M , et M� est le matro��de dont l'ensemble de cycles est
C�(M), M� est dit le matro��de dual de M . Un circuit de cardinalit�e
1 est une boucle. Si f; g 2 E(M) et ff; gg est un circuit, f et g sont
parall�eles dans M . Si un �el�ement f est parall�ele dans M�, alors f est
s�erie dans M .

M est un matro��de graphique si C(M) est l'ensemble de cycles d'un
graphe G, et dans ce cas on notera M = M(G). M n Z et M=Z sont
les matro��des r�esultant de l'�elimination et contraction de Z � E(M),
respectivement. Un mineur deM est un matro��de qui peut être obtenu
�a partir de M par une s�equence d'�eliminations et de contractions.

Dans ce travail les matro��des suivants jouent un rôle important : F7

est le matro��de de Fano (repr�esent�e par les sept vecteurs dans f0; 1g3 dif-
f�erents de (0; 0; 0)). M(H6) est le matro��de graphique du graphe donn�e
par la �g. 1.1(a). AG(2; 3) est donn�e par les 8 vecteurs dans f0; 1g4

dont la derni�ere composante est un 1. S8 est le matro��de donn�e par
la matrice d'incidence du graphe �g. 1.1(b) avec en plus une colonne
correspondant aux �el�ements entour�es par un cercle. R10 est le matro��de
dont les �el�ements sont les 10 vecteurs dans f0; 1g5 avec trois 1 et deux
0, et qui peut être aussi vu comme le matro��de qui est repr�esent�e par
la matrice d'incidence du graphe K3;3 (voir 1.1(c)), avec en plus une
colonne de 1, ou le matro��de dont les cycles sont les cycles pairs du
graphe K5.
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(a) (b) (c)

Fig. 1.1 - H6, S8 et K3;3

Nous utilisons la caract�erisation suivante des matro��des graphiques :

Th�eor�eme 1.8 [68] Un matro��de est graphique si et seulement s'il est
binaire et ne contient pas les mineurs F7, F �

7 , M
�(K5) et M�(K3;3). ut

Soient M1 et M2 des matro��des binaires et jE(M1) \ E(M2)j = i.
Le matro��deM1

L
i+1M2 est d�e�ni comme �etant le r�esultat de la i+1-

somme de M1 et de M2. C'est-�a-dire, E(M1
L
M2) = E(M1)4E(M2),

et les cycles de E(M1
L
M2) sont les ensembles de la forme C14C2, o�u

Ci 2 C(Mi), i = 1; 2. En particulier :
(i) si E(M1)\E(M2) = ;, alors M1

L
1M2 est la 1-somme de M1 et de

M2 ;
(ii) si E(M1) \ E(M2) = ffg, et f n'est pas une boucle de M1, ni de
M2, alors M1

L
2M2 est la 2-somme de M1 et de M2. Dans ce cas, f

est le marqueur de la 2-somme.

On peut visualiser la 2-somme en termes de matro��des graphiques :
la 2-somme de deux graphes revient �a prendre ces graphes, �a choisir une
arête dans chacun de graphes, �a identi�er les sommets correspondants
et �a �eliminer les deux arêtes.

On aura besoin des th�eor�emes qui a�rment que les matro��des sans
certains mineurs peuvent être obtenus au moyen de ces deux sommes, �a
partir d'une classe simple de matro��des. On utilisera dans le chapitre 2
le th�eor�eme suivant, connu comme le th�eor�eme ((Splitter)) de Seymour.

Th�eor�eme 1.9 [63] Soit F une classe de matro��des binaires ferm�ee
sous les op�erations de ((prendre des mineurs)) et de l'isomorphisme, et
soit N 2 F un matro��de non-vide, connexe, qui n'est pas une roue et
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qui ne contient pas de cycles ou cocycles de cardinalit�e inf�erieure ou
�egale �a 2. On suppose aussi que :
(i) pour tout M 2 F et e 2 E(M) tel que M n e = N , e est une boucle,
co-boucle ou un �el�ement parall�ele de M ;
(ii) pour tout M 2 F et e 2 E(M) tel que M=e = N , e est une boucle,
co-boucle, ou un �el�ement s�erie de M .
Alors tout matro��de de F peut être obtenu au moyen de 1- et 2-sommes
de matro��des de F , qui ne contiennent pas de mineurs isomorphes �a
N , et des copies de N . ut

1.6 M�etriques

Soit M un matro��de. Une fonction m : E(M) ! IR+ est une m�e-
trique sur M si m(e) � m(C � e) pour tout cycle C de M , et tout
�el�ement e de C. La �g. 1.2(a) donne un exemple de m�etrique sur un
graphe. �Etant donn�ee une fonction l : E(M) ! IR+, la fonction m
d�e�nie comme

m(e) = minfl(X) : X = feg ou X = C � e pour un cycle C; e 2 Cg

est la m�etrique induite par l.

(a) (b)

4

2

3

3

2
2

1

2

2

32 11

1

1
11

0

0

0

0

Fig. 1.2 - Exemple d'une m�etrique et d'une m�etrique primitive : un
cocycle

� est une famille de m�etriques si, pour tout matro��de binaire M ,
�(M) est un ensemble de m�etriques d�e�nies sur E(M). Par exemple,
on consid�erera la famille �A des m�etriques ayant des valeurs dans un
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sous-ensemble A de ZZ+, ainsi �A(M) est l'ensemble des m�etriques m :
E(M) ! A. Une m�etrique m est bipartie si m(C) est paire sur tout
cycle C de M .

L'ensemble cône(�A(M)) est l'ensemble

f�1m1 + : : : �kmk; k � 0; �i � 0; mi 2 �A(M); i = 1; : : : kg:

Les rayons extrêmes de l'ensemble cône(�A(M)) sont appel�es des m�e-
triques primitives. Par exemple, �etant donn�e un matro��de M , les vec-
teurs �C, o�u C est un cocycle deM , sont des m�etriques primitives (voir
�g. 1.2(b)).
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Chapitre 2

Multi
ots et m�etriques

On traitera, en premier lieu, le probl�eme de multi
ot en pr�esentant
une d�e�nition de ce probl�eme et plusieurs formes de l'�ecrire, les r�esultats
ant�erieurs qui concernent cette �etude, et les nouveaux r�esultats obtenus.
Ensuite, on introduira le probl�eme de packing de m�etriques et le rapport
entre celui-ci et le probl�eme de multi
ot, et en�n notre contribution �a
ce sujet.

2.1 Multi
ots dans les graphes et matro��-

des

Le probl�eme de multi
ot a �et�e �etudi�e par beaucoup d'auteurs, du
fait de son intêret pratique et th�eorique. Pour l'aspect algorithmique
on peut citer par exemple [59], pour la faisabilit�e [43, 64], pour la com-
plexit�e [47], et l'excellent tour d'horizon de Frank [16], entre autres.
Dans ce travail, on traitera la faisabilit�e du probl�eme, en �etudiant sur-
tout quelles sont les conditions n�ecessaires et su�santes pour l'existence
d'une solution dans des di��erentes classes de graphes et matro��des.
Voyons d'abord une d�e�nition du probl�eme.
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2.1.1 D�e�nition du probl�eme et r�esultats fonda-

mentaux

Soit G = (V G;EG) un graphe et (s1; t1); : : : ; (sk; tk) des paires (pas
n�ecessairement distinctes) de sommets de G, si est un sommet-source,
ti est un sommet-destination. On associe �a chaque arête e 2 EG une
capacit�e c(a) � 0, c 2 ZZ

jEGj, et �a chaque paire (si; ti) une demande qi
(1 � i � k), q 2 ZZ

k.

Le probl�eme de multi
ot est le suivant : trouver des 
ots fi (voir
chapitre 1) de si �a ti de valeur qi, tels que pour toute arête e 2 EG

X
fi(e) � c(e):

On r�eecrit ce probl�eme pour rendre les notations plus convenables.
On relie les sommets si; ti, (1 � i � k) par des arêtes ei ; on note F
l'ensemble de ces arêtes fei; 1 � i � kg dites arêtes de demande et C
l'ensemble des cycles C de G [ F , tels que jC \ F j = 1. Si on pose
c(ei) = qi, pour ei 2 F , on cherche f : C ! Q+, telle que

P
C2C;e2C f(C) � c(e); pour tout e 2 EG � F ;P
C2C;ei2C f(C) = c(ei); pour tout ei 2 F:

On verra la famille C comme un 
ot, et on regardera f comme les
multiplicit�es des �el�ements de C, une solution du probl�eme (G;F; c).

La �g. 2.1(a) donne un exemple d'un probl�eme de multi
ot dans un
graphe. Les arêtes en gras sont dans F , les demandes et les capacit�es
sont indiqu�ees sur la �gure. Dans ce cas, on cherche une famille de
cycles, chacun contenant seulement une arête de F , et chaque arête e
appartenant �a au plus c(e) cycles, si e 62 F , et �a exactement c(e), sinon.
Une solution possible est donn�ee par la �g. 2.1(b).

On peut donc d�e�nir un probl�eme de multi
ot en donnant soit les
paires de sommets-source et destination, soit les arêtes de demande.
Dans ce dernier cas, comme la d�e�nition n'utilise pas la notion de
sommet, et seulement de cycle, c'est �evident que l'on peut parler de
matro��des �a la place de graphes.

La notation et certaines formules deviennent plus simples si, au lieu
de G et des arêtes de demande, seul H = G [ F et p : E(H) ! ZZ
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Fig. 2.1 - Exemple d'un probl�eme de multi
ot

sont donn�es. On ((d�ecode)) F et les demandes de la fa�con suivante :
�Etant donn�e un matro��de M et une fonction p : E(M) ! ZZ, on posera
que les valeurs n�egatives de p repr�esentent des demandes et les non-
n�egatives repr�esentent des capacit�es, et on notera F (p) l'ensemble
fe 2 E(M) : p(e) < 0g. Le probl�eme de multi
ot est une paire (M;p)
qui a une solution s'il y a une fonction f : Cp(M) ! IR+, d�e�nie sur
l'ensemble Cp(M) (ou simplement Cp) de tous les cycles C de M avec
jC \ F (p)j = 1, telle que

X
C2Cp;e2C

f(C) =
�
� p(e); si e 2 E(M)� F (p),
= �p(e); si e 2 F (p).

Si on peut trouver une fonction f enti�ere, on dira que (M;p) a une
solution enti�ere.

Dans ce travail, les questions fondamentales sur les multi
ots sont
les suivantes : �Etant donn�e un probl�eme de multi
ot, existe-t-il une
solution? Existe-t-il des conditions n�ecessaires et su�santes qui garan-
tissent l'existence d'une solution pour un probl�eme de multi
ot? C'est
ce probl�eme que l'on va �etudier maintenant : la faisabilit�e d'un probl�eme
de multi
ot (M;p).

La proposition suivante, connue comme th�eor�eme Japonais [30, 52]
pour le cas de matro��des graphiques, donne une condition pour l'exis-
tence d'un multi
ot.
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Proposition 2.1 ([60]) Un probl�eme de multi
ot (M;p) a une solution
si et seulement si

mp � 0 pour tout m 2 �ZZ+
(M);

c'est-�a-dire, si et seulement si p 2 pol(�ZZ+
(M)).

D�em. : On va noter �C;e, C 2 Cp; e 2 F (p) \ C, le vecteur carac-
t�eristique du cycle C, o�u la composante e vaut {1, et �e le vecteur
caract�eristique de l'�el�ement e.

Le probl�eme de multi
ot (M;p) peut être reformul�e comme : on
cherche des coe�cients �C;e � 0, (C 2 Cp; e 2 F (p) \ C) et �e � 0,
e 62 F (p), de fa�con �a ce que

p =
X

C2Cp;e2C

�C;e�
C;e +

X
e62F (p)

�e�
e:

D'apr�es le lemme de Farkas 1.1, on sait que ce probl�eme a une
solution si et seulement si pour tout m tel que(

m�C;e � 0; si C 2 Cp, et e 2 C, et
m�e � 0; si e 62 F (p);

(�)

on a pm � 0:

(�) �equivaut �a : m(C � e)�m(e) � 0, C 2 Cp; e 2 F (p)\C, et m(e) �
0; e 62 F (p).

Remarquons que m peut être n�egative si e 2 F (p). Mais si mf < 0,
pour f 2 F (p), alors m(C � f)�m(f) > m(C � f) � 0, et ainsi, si on
remplace m(f) par maxfm(f); 0g, on obtient un vecteur qui satisfait
(�), et en plus

X
e2E(M)�f

peme � 0)
X

e2E(M)�f

peme + pfmf � 0;

qui est la condition de l'�enonc�e. ut

Ce r�esultat est d'une grande port�ee, dans la mesure o�u il s'agit de
v�eri�er une condition qui est n�ecessaire et su�sante pour l'existence
d'un multi
ot dans un matro��de quelconque. Mais existe-t-il des classes
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de matro��des pour lesquelles les conditions sont plus simples et les fa-
milles de m�etriques plus ((petites))?

Soit � une famille de m�etriques et (M;p) un probl�eme de multi
ot.
Consid�erons la condition

mp � 0; pour toute m�etrique m 2 �(M): (CN)

Il est facile d'observer que (CN) est n�ecessaire pour l'existence d'un
multi
ot.Un matro��de binaireM pour lequel la condition (CN) est aussi
su�sante pour l'existence d'une solution de (M;p) dont la fonction p
est arbitraire, est dit 
uant par rapport �a �. Si (CN) est su�sante pour
l'existence d'une solution enti�ere pour tout probl�eme (M;p) Eul�erien,
alors M est dit cyclant par rapport �a �. (Un probl�eme de multi
ot
(M;p) est Eul�erien si p(D) est paire pour tout cocycle D de M , et,
dans ce cas, p est dite Eul�erienne.)

Notons que la propri�et�e d'être cyclant par rapport �a � implique
la propri�et�e d'être 
uant par rapport �a �, puisque si (M;p) satisfait
mp � 0 pour tout m 2 �(M), alors (M; 2p) est Eul�erien et satisfait la
même condition ; par cons�equent il existe une solution enti�ere f pour
(M; 2p), et 1=2f est une solution pour (M;p).

Remarquons aussi que l'implication non-triviale de la proposition
2.1 nous dit que tout matro��de binaire est 
uant par rapport �a �ZZ+

.

Proposition 2.2 [64] La propri�et�e d'être 
uant (ou cyclant) par rap-
port �a un ensemble de m�etriques � est preserv�ee par l'op�eration de
prendre des mineurs.

D�em. : Consid�erons un matro��de binaire M et supposons que M soit

uant par rapport �(M). On montrera que, pour tout �el�ement e,M ne
etM=e sont 
uants par rapport �a �(M ne) et �(M=e), respectivement.

Soit f 2 E(M) et (Mnf; p) un probl�eme de multi
ot. Si ce probl�eme
a une solution, il n'y a rien �a faire. Sinon, il existe une m�etrique m 2
�ZZ+

(M n f) telle que mp < 0. Soit p0 : E(M) ) ZZ+ la fonction
suivante :

p0(e) =
�
p(e); si e 6= f ,
0; si e = f ,



22 CHAPITRE 2. MULTIFLOTS ET M�ETRIQUES

et m0 : E(M) ) ZZ+ la fonction suivante :

m0(e) =
�
m(e); si e 6= f ,
minfm(C � f); f 2 C 2 C(M)g; si e = f .

Il est facile de v�eri�er que m est une m�etrique et que p0m0 < 0. Ainsi
le probl�eme (M;p0) n'a pas de solution et, par hypoth�ese, il existe une
m�etriquem00 2 �(M) telle quem00p0 < 0. Si l'on restreintm00 �a E(M)�
f , on obtiendra une m�etrique m̂ 2 �(M n f), telle que m̂p < 0. Donc
M n f est 
uant par rapport �a �(M n f).

Soit maintenant (M=f; p) un autre probl�eme de multi
ot. Comme
dans le cas pr�ec�edant, si ce probl�eme a une solution, il n'y a rien �a
faire. Sinon, il existe une m�etrique m 2 �ZZ+

telle que mp < 0. Soit
p0 : E(M) ) ZZ+ la fonction suivante :

p0(e) =
�
p(e); si e 6= f ,
minfp(C � f); f 2 C 2 C�(M)g; si e = f ,

et m0 : E(M) ) ZZ+ comme

m0(e) =
�
m(e); si e 6= f ,
0; si e = f .

Il est aussi facile de v�eri�er que m0 est une m�etrique et que p0m0 < 0.
Comme m est 
uant par rapport �a �(M), m0 peut être d�ecompos�ee
en une somme de m�etriques mi 2 �(M), i = 1; : : : ; n, o�u mi(f) = 0
et il existe une m�etrique mj, 1 � j � n, telle que mjp

0 < 0. Si l'on
restreint mj �a E(M), on obtiendra une m�etrique m̂ 2 �(M=f), telle
que m̂p < 0. Ainsi m=f est 
uant par rapport �a �(M=f).

Pour voir que M n e et M=e sont cyclings par rapport �a �(M n e) et
�(M=f), respectivement, il su�t de remarquer que si p est Eul�erienne,
alors p0 d�ecrite dans les deux cas ci-dessus, est aussi Eul�erienne, et une
solution enti�ere de (M;p0) est aussi une solution enti�ere pour (M n e)
ou (M=e; p). ut

�Etant donn�ee une famille �A de m�etriques, une fa�con possible de
caract�eriser les matro��des 
uants par rapport �a cette famille est donn�ee
par la proposition suivante.

Proposition 2.3 [58] Soit M un matro��de et A � ZZ+. M est 
uant
par rapport �a �A si et seulement si �ZZ+

(M) � cône(�A(M)).
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Fig. 2.2 - Exemple de non-su�sance de la condition de coupe

D�em. : La partie ((si)) est une cons�equence directe du th�eor�eme Ja-
ponais 2.1. Pour la partie ((seulement si)) on suppose que la m�etrique
m ne peut pas être exprim�ee comme une combinaison non-n�egative de
m�etriques de �A(M). Par le lemme de Farkas 1.1, il y a une fonction
p : E(M) ! ZZ telle que m0p � 0 pour toute m0 2 �A(M), mais
mp < 0. Ceci est contraire �a l'hypoth�ese que M est 
uant par rapport
�a �A. ut

2.1.2 La condition de coupe

Une des familles de m�etriques la plus simple que l'on peut consid�e-
rer est �f0;1g. Une autre famille a les mêmes propri�et�es : soit �(CC)(M)
l'ensemble des vecteurs caract�eristiques des cocycles deM . �Etant donn�e
un matro��de binaire M , on peut v�eri�er facilement que si m 2 �f0;1g,
alors m est une somme positive de vecteurs caract�eristiques de cocycles
de M . On va dire que (M;p) satisfait la condition de coupe si et seule-
ment si

mp � 0 pour tout m 2 �(CC)(M): (CC)

Le th�eor�eme Japonais 2.1 nous montre que cette condition est n�e-
cessaire, mais elle n'est pas su�sante. La �g. 2.2 donne un probl�eme
de multi
ot qui satisfait la condition de coupe, mais n'admet pas de
solution. Les arêtes de demande F sont en gras, et p(e) = 1, si e 62 F ,
p(e) = �1, sinon. Il su�t de tester la condition mp � 0 pour la m�e-
trique suivante : m(e) = 2, si e 2 F , m(e) = 1, sinon. Le r�esultat est
mp = �8 + 6 = �2, et il en d�ecoule que (M;p) n'est pas faisable.
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Le r�esultat suivant, d�emontr�e par Seymour [64], caract�erise la classe
de matro��des 
uants par rapport �a �f0;1g et �(CC).

Th�eor�eme 2.4 SoitM un matro��de binaire. Les a�rmations suivantes
sont �equivalentes :
(i) M est cyclant par rapport �a �(CC) ;
(ii) M est 
uant par rapport �a �f0;1g ;
(iii) M ne contient pas les mineurs F7, R10 ou M(K5). ut

La sch�ema de la d�emonstration est le suivant. Seymour montre que
F7, R10 et M(K5) ne sont pas 
uants par rapport �a �f0;1g, et que les
matro��des binaires qui ne les contiennent pas comme mineurs peuvent
être obtenus au moyen de 1-, 2- et 3-sommes de matro��des �el�ementaires,
qui sont cyclants par rapport �a �f0;1g. Comme il montre que les 1-
, 2- et 3-sommes pr�eservent la propri�et�e d'être cyclant, on toutes les
implications d�esir�ees sont obtenues.

2.1.3 Les conditions CC3, K5 et F7

En voulant �etendre la condition de coupe, Schw�arzler et Seb}o [58]
d�e�nissent la condition CC3. Soit �(CC3)(M) l'ensemble de toutes les
fonctions m : E(M)! ZZ+ pour lesquelles il existe trois cocycles de M
D1, D2 et D3 et

m(e) =

8<
:
1; si e 2 D1,
2; si e 2 (D2 [D3)�D1,
0; sinon.

Il est facile de v�eri�er que ces fonctions sont des m�etriques. La condi-
tion (CC3) suivante revient maintenant �a la restriction de (CN) aux
m�etriques dans �(CC3)(M)

mp � 0 pour toute m 2 �(CC3)(M): (CC3)

Cette condition g�en�eralise les m�etriques introduites par Karzanov [33]
pour les graphes, appel�ees m�etriques bip(r;s). En traduisant son r�esultat
en termes de (CC3), on retrouve que

Proposition 2.5 M(K5) est cyclant par rapport �a �(CC3). ut
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Schw�arzler et Seb}o prouvent le r�esultat suivant, analogue �a celui
obtenu par Seymour, pour les m�etriques CC3.

Th�eor�eme 2.6 SoitM un matro��de binaire. Les a�rmations suivantes
sont �equivalentes :
(i) M est cyclant par rapport �a �(CC3)(M) ;
(ii) M est 
uant par rapport �a �f0;1;2g(M) ;
(iii)M ne contient pas les mineurs AG(2; 3), S8, R10,M(H6), F7

L
2 F7,

M(K5)
L

2M(K5) et M(K5)
L

2 F7. ut

Leur d�emonstration suit de pr�es la d�emonstration de Seymour, en
montrant que les mineurs exclus ne sont pas 
uants par rapport �a
�(CC3)(M), et que les pi�eces de base pour la construction de matro��des
sans ces mineurs sont cyclants par rapport �a �(CC3)(M) ; mais la forme
de la construction n'est pas exactement la même, puisque la 2-somme
ne pr�eserve pas la propri�et�e en question. Nous verrons une d�emonstra-
tion analogue en d�etail dans la sous-section 2.1.4, adapt�e au r�esultat
plus aigu�e 2.10 que nous pr�esentons.

Nous voulons maintenant introduire deux nouvelles m�etriques qui
peuvent ra�ner CC3, dans le sens o�u elles sont primitives dans la
famille �(CC3), et nous obtiendrons un r�esultat plus pointu que le th�eo-
r�eme 2.6.

On notera �K5
(M) (�F7(M), resp.) la classe de m�etriques

m 2 �f0;1;2g(M), dites m�etriques K5 (m�etriques F7, resp.), telles que si
l'on contracte les �el�ements e tels que m(e) = 0, on obtient M(K5) (F7,
resp.), avec probablement quelques �el�ements parall�eles, et dont les poids
sont les suivants (voir �g. 2.3). Si on note f1; 2; 3; 4; 5g les sommets de
K5, et par ij l'arête entre les sommets i et j, alors

m(ij) =
�
2; si ij 2 f12; 23; 13; 45g,
1; sinon.

Si C est un circuit de cardinalit�e 3 de C(F7), alors

m(e) =
�
2; si e 2 C,
1; sinon.

Il est clair que les m�etriques K5 et F7 sont dans �(CC3). Pour le
graphe K5 et la m�etrique indiqu�ee dans la �g. 2.3, il su�t de prendre
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Fig. 2.3 - Les poids des m�etriques K5 et F7

D1 = f14; 15; 24; 25; 34; 35g, D2 = f12; 13; 14; 25; 35; 45g et D3 =
f13; 23; 34; 35g, et pour le matro��de F7 et la m�etrique indiqu�ee dans la
�g. 2.3, on prend D1 = f4; 5; 6; 7g, D2 = f1; 2; 4; 5g, D3 = f2; 3; 5; 6g.
Dans les autres matro��des, il su�t de d�efaire la contraction faite pour
obtenir M(K5) ou F7, et �etendre les cocycles d�ecrits ci-dessus aux �el�e-
ments correspondants.

En fait, on verra que ces deux m�etriques sont les seules importantes
dans la famille �(CC3). On montre maintenant que ces m�etriques sont
primitives, c'est-�a-dire qu'elles sont des rayons extrêmes du cône de
m�etriques.

D'abord, on ennonce un lemme facile �a v�eri�er.

Lemme 2.7 Soit m une m�etrique sur un matro��de binaire M telle que
m(f) = 0, pour un �el�ement f 2 E(M), et soit m0 : E(M n f)! ZZ+ la
m�etrique donn�ee par m0(e) = m(e); e 2 E(M) n f . Si m0 est primitive
en M n e, alors m est primitive en M . ut

Corollaire 2.8 Si la m�etrique K5 (F7, resp.) est primitive en M(K5)
(F7, resp.), alors les m�etriques K5 (F7, resp.) sont primitives. ut

Maintenant on prouve le r�esultat pour les m�etriquesK5 et F7 prises
sur M(K5) et F7.

Lemme 2.9 Les m�etriques K5 et F7 sont primitives.

D�em. : V�eri�ons l'a�rmation pour la m�etrique F7 (pour la m�etrique
K5, on proc�ede de même pour la d�emonstration, qui est bien connue ;
on la trouve par exemple dans [33]).
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On peut supposer qu'une m�etrique F7 m est donn�ee sur le ma-
tro��de F7. Si m n'est pas un rayon extrême du cône �ZZ+

, alors on
peut lui trouver une d�ecomposition en m�etriques primitives, et les �ega-
lit�es m(C � e) = m(e) satisfaites par m doivent être aussi satisfaites
par toute m�etrique primitive dans cette d�ecomposition. Nous cherchons
donc les solutions pour ce syst�eme d'�egalit�es.

Sans perte de g�en�eralit�e, soit m la m�etrique F7 indiqu�ee dans la
�g. 2.3 et x une m�etrique dans une d�ecomposition de m. Notons xi la
valeur de l'�el�ement i, i 2 E(F7), en suivant la num�erotation indiqu�ee
dans la �g. 2.3. On �ecrit les �egalit�es satisfaites par m et x :

x1 = x4 + x7 = x5 + x6
x2 = x5 + x7 = x4 + x6
x3 = x6 + x7 = x4 + x6

9>=
>;)

x5 = x4; x6 = x7;
x4 = x7; x5 = x7;

et ceci implique que

x1 = x2 = x3 = 2x4 et x4 = x5 = x6 = x7:

Cette solution correspond exactement �a m et ses multiples positifs et
ceci prouve que m est un rayon extrême de cône(�ZZ+

) et primitive.
ut

Maintenant on va restreindre la condition (CC3) �a la condition
suivante. (M;p) satisfait la condition CC;K5, F7 si

mp � 0 pour toute m 2 �(CC;K5;F7)(M): (CC;K5; F7)

La condition de coupe est toujours n�ecessaire pour l'existence d'un
multi
ot, et ainsi la classe de matro��des 
uants par rapport �a �(CC)

peut être consid�er�ee comme la premi�ere dans une ((hyerarchie))de classes
de matro��des. Pour les classes sup�erieures, Novick et Seb}o ont conjectur�e
[50] que, si un matro��de binaireM n'est pas 
uant par rapport �a �(CC),
alors il existe au moins une parmi les m�etriques K5, F7 et R10 (voir
sous-section 2.1.5 pour la d�e�nition de �(R10)) dans �ZZ+

(M).

Le th�eor�eme present�e dans la prochaine sous-section renforce cette
conjecture, en avan�cant d'un pas vers sa direction. Nous montrons
que la conjecture est vraie pour une classe ferm�ee sous l'op�eration de
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((prendre des mineurs)) et qui contient les matro��des minimaux non-

uants M(K5) et F7, et les 
uants par rapport �a �(CC).

On peut voir aussi que le r�esultat 2.10 implique que la condition
(CC;K5; F7) est �equivalente �a la condition (CC3) en ce qui concerne
la caract�erisation des matro��des qui sont 
uants par rapport �a �f0;1;2g.
C'est-�a-dire, �(CC;K5;F7) concentre toute l'information essentielle de
�f0;1;2g et �(CC3) pour ces matro��des. Mais il faut bien remarquer que
cela ne veut pas dire que �(CC3) ou �f0;1;2g ne contiennent pas d'autres
m�etriques primitives, pour les matro��des qui ne sont pas 
uants par
rapport �a �f0;1;2g.

2.1.4 Le th�eor�eme

La forme la plus ra�n�ee du th�eor�eme 2.6 que nous allons prouver
est la suivante.

Th�eor�eme 2.10 Soit M un matro��de binaire. Les a�rmations sui-
vantes sont �equivalentes :
(i) M est cyclant par rapport �a �(CC;K5;F7)(M) ;
(ii) M est 
uant par rapport �a �f0;1;2g(M) ;
(iii)M ne contient pas de mineur AG(2; 3), S8, R10,M(H6), F7

L
2 F7,

M(K5)
L

2 F7 et M(K5)
L

2M(K5).

On va montrer tout d'abord que les mineurs exclus n'ont pas la
propri�et�e en question.

Proposition 2.11 AG(2; 3), S8, R10 et M(H6) ne sont pas 
uants par
rapport �a �f0;1;2g.

D�em. : Il y a plusieurs fa�cons de d�emontrer ce r�esultat. Schw�arzler
et Seb}o [58] v�eri�ent qu'il y a des probl�emes de multi
ot pour ces
matro��des qui n'ont pas de solution, mais dont les fonctions de multi
ot
p satisfont la condition (CN) avec A = f0; 1; 2g.

Nous allons montrer qu'il existe des m�etriques primitives pour ces
matro��des qui ne sont pas dans �f0;1;2g, c'est-�a-dire qu'il ne pas vrai
que �ZZ+

6� cône(�f0;1;2g), et, grâce �a la proposition 2.3, on en d�eduit
qu'ils ne sont pas 
uants par rapport �a �f0;1;2g.
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Soit S8 le matro��de repr�esent�e par la matrice de la �g. 2.4. On va
prouver le r�esultat pour S8 (pour les autres le raisonnement est tout �a
fait similaire et peut être retrouv�e dans l'annexe A).

2
6664
1 0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 1 0 0 1 1

3
7775

Fig. 2.4 - Repr�esentation matricielle de S8

Soitm = (2; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 3). On utilise la technique utilis�ee pour d�e-
monstrer la proposition 2.9, en �ecrivant les contraintesm(C � e)�m(e),
C 2 C(S8), satisfaites avec �egalit�e par la m�etriquem, et on cherchera les
solutions du syst�eme ainsi obtenu, qui seront des m�etriques pr�esentes
dans une d�ecompostiont de m en m�etriques primitives. Sachant que mi

correspond �a la valeur de m de l'�el�ement repr�esent�e par la colonne i de
la matrice, le syst�eme est le suivant :

m1 = m2 +m5 m1 = m3 +m6 m1 = m4 +m7

m8 = m2 +m3 +m7 m8 = m2 +m4 +m6 m8 = m3 +m4 +m5

m8 = m5 +m6 +m7:

Ces �equations sont a�nement ind�ependantes, et les solutions de ce sys-
t�eme sont les vecteurs (2a; a; a; a; a; a; a; 3a), a � 0, qui sont des mul-
tiples non-n�egatifs de m. Cela implique que m est primitive, mais elle
n'est pas un vecteur dans �f0;1;2g(S8) et ainsi S8 n'est pas 
uant par
rapport �a cette famille de m�etriques. ut

Les autres matro��des qui sont exclus ne sont pas non plus 
uants
par rapport �a �f0;1;2g. Ce r�esultat est donn�e par la proposition suivante,
dont la d�emonstration suit le sch�ema d�ej�a utilis�e plus haut.

Proposition 2.12 Les matro��des M(K5)
L

2M(K5), F7
L

2M(K5) et
F7
L

2 F7 ne sont pas 
uants par rapport �a �f0;1;2g.
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D�em. : Soit M(K5)
L

2M(K5) comme repr�esent�e �g. 2.5, le marqueur
est indiqu�e en pointill�e, et soit � : E(M(K5)

L
2M(K5))! ZZ tel que

�(x) =

8><
>:
4; si x 2 fj; l; o; rg,
2; si x 2 fa; c; i; k;m; n; p; qg,
1; sinon.

j

r

p

o

l

q k

n

m

d

cf e
g

h

b

a

i

Fig. 2.5 - M(K5)
L

2M(K5)

Les in�equations �(C � e) � �(e) satisfaites avec �egalit�e par � sont
les suivantes (on note par l'�el�ement x la valeur de l'�el�ement �(x)) :

r = p + q r = m+ k j = n+ q j = k + f + d
j = k + g + h l = p+ n l = m+ f + d l = m+ g + h
o = k + q o = p+m o = n+ f + d o = g + h+ n
a = f + e a = h+ b i = b+ g i = d+ e
c = e+ b c = f + h c = d+ g

et il n'est pas di�cile de constater que les solutions de ce syst�eme sont
les vecteurs de la forme

�(x) =

8><
>:
4�; si x 2 fj; l; o; rg,
2�; si x 2 fa; c; i; k;m; n; p; qg,
1�; sinon,

o�u � � 0. Ces solutions sont des multiples non-n�egatifs de m et m est
donc un rayon extrême de �ZZ+

(M(K5)
L

2M(K5)). La proposition 2.3
nous aide �a conclure que ce matro��de n'est pas 
uant par rapport �a
�f0;1;2g.

La v�eri�cation des autres cas est analogue et elle est d�etaill�ee dans
l'annexe A. ut
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Maintenant, on va consid�erer les pi�eces de base pour la construction
des matro��des 
uants par rapport �a �f0;1;2g. En utilisant deux fois le
th�eor�eme ((Splitter)) de Seymour (voir chapitre 1), on obtient le r�esultat
suivant.

Proposition 2.13 [63] Tout matro��de binaire qui ne contient pas les
mineurs AG(2; 3), S8, R10, M(H6) peut être obtenu par 1- et 2-sommes
de matro��des cyclants par rapport �a �(CC) et des copies de M(K5) et
F7. ut

Les matro��des cyclants par rapport �a �(CC) �evidemment sont aussi

uant par rapport �a �f0;1;2g, ainsi queM(K5) (proposition 2.5). Il faut
donc v�eri�er cette propri�et�e pour le matro��de F7. On suit la d�emons-
tration de Schw�arzler et Seb}o [58], en rempla�cant (CC3) par (CC;F7).

Proposition 2.14 F7 est cyclant par rapport �a �(CC;F7).

D�em. : Soit p : E(F7)! ZZ une fonction Eul�erienne et supposons que
pm � 0 pour toute m 2 �(CC;F7). Il faut montrer que (F7; p) a une
solution enti�ere. Tout mineur propre de F7 est cyclant par rapport �a
�(CC), d'apr�es le th�eor�eme 2.4, on peut donc supposer que p(e) 6= 0
pour tout e 2 E(F7).

Si jF (p)j � 2 et (F7; p) est Eul�erien, alors (F7; p) a toujours une
solution enti�ere ((13.3) de [64]). Si jF (p)j � 5, alors F (p) contient un
cocycle, et la condition (CC) est toujours viol�ee.

Soit jF (p)j = 4 et F (p) = fe1; e2; e3; e4g ne formant pas de co-
cycle. Alors il est facile de v�eri�er les seuls cycles possibles pour une
solution sont fe1; e5; e6g, fe2; e5; e7g, fe3; e6; e7g et fe4; e5; e6; e7g. Une
solution est possible si et seulement si p(e5) � p(e1) + p(e2) + p(e4),
p(e6) � p(e1) + p(e3) + p(e4) et p(e7) � p(e2) + p(e3) + p(e4) ; comme
fe1; e2; e4; e5g, fe1; e3; e4; e6g et fe2; e3; e4; e7g sont des cocycles, cela im-
plique que la condition de coupe est su�sante.

Si jF (p)j = 3 et F (p) n'est pas un cycle, soit F (p) = fe1; e2; e4g,
sans perte de g�en�eralit�e. On montrera par r�ecurrence sur

P
jp(e)j que si

(F7; p) satisfait la condition (CC;F7), alors il existe un 
ot entier pour
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(F7; p). On soustrait de p le cycle fe1; e5; e6g, qui passe par l'�el�ement
e1, et on d�e�nit p0 de la fa�con suivante :

p0(ei) =

8><
>:
p(ei) + 1; si i = 1,
p(ei)� 1; si i 2 f5; 6g,
p(ei); sinon.

Remarque 1 : p0 satisfait la condition (CC;F7).

Soit m une m�etrique F7. Alors p0m = pm+m(e1)�m(e5)�m(e6) �
pm�2, puisque fe1; e5; e6g est un cycle et m est bipartie. On consid�ere
2 cas :
(i) si m = 2�fe1;e5;e6g+�fe2;e3;e4;e7g, alors pm = p(e1; e2; e4; e5) +p(e1; e3;
e5; e7) +2p(e6) � 2 ;
(ii) si m = 2�C + �E(F7)�C , o�u e1 62 L et jL \ fe5; e6gj = 1 ; sans perte
de g�en�eralit�e, soit L = fe2; e5; e7g. Alors m = 2�fe2;e5;e7g + �fe1;e3;e4;e6g

et mp = p(e1; e2; e4; e5) + p(e2; e3; e5; e6) + 2p(e7) � 2. Ainsi on conclut
que p0m � 0, pour toute m 2 �(F7)(F7).

Supposons maintenant que p0(D) < 0, pour un cocycle D. Alors
D = fe4; e5; e6; e7g ou D = fe2; e3; e6; e7g. Dans ces deux cas, p0(D) =
p(D)� 2, et ceci implique que p(D) = 0. Si D = fe4; e5; e6; e7g, comme
p(e1; e2; e4; e5) � 0, alors �p(e4; e5; e6; e7) + p(e1; e2; e4; e5) � 0 et on
obtient que 0 � p(e1)+p(e2)�p(e6)�p(e7) < 0, qui contradit la hypo-
th�ese de que p(e) > 0, e 2 E(F7). De même pour D = fe2; e3; e6; e7g.

ut

Par r�ecurrence il existe donc un multi
ot pour (F7; p
0) ; en y ajoutant

le cycle fe1; e5; e6), on obtient une solution pour le probl�eme (F7; p).

Finalement, soit F (p) un cycle �a trois �el�ements, par exemple F (p)
est fe1; e4; e7g. On d�e�nit p0 comme pr�ec�edement, et p00 : E(F7) ! ZZ

comme :

p00(e) =

8><
>:
p(ei) + 1; si i = 1,
p(ei)� 1; si i 2 f2; 3g,
p(ei); sinon.

Les deux fonctions p0 et p00 sont paires sur les cocycles. Comme dans le
cas ant�erieur, on en d�eduit le r�esultat par r�ecurrence sur jp(e1)j, si l'un
des probl�emes (F7; p

0), (F7; p
00) a une solution enti�ere. Supposons donc
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que non, alors, par l'hypoth�ese de r�ecurrence, il existe des m�etriques
m0;m00 2 �(CC;F7)(F7) telles que m0p0 < 0 et m00p00 < 0.

Remarque 2 : m0;m00 2 �(CC)(F7).

Pour un cocycle arbitraire D, soit mD = �D+2�E(F7)�D la m�etrique
F7 associ�ee. Il est facile de v�eri�er que mD1

p0 = mD1
p, pour D1 =

fe2; e3; e5; e6g. Et aussi, mDp
0 � mD1

p0 � 0, puisque E(F7) � D1 =
F (p). pour un cocycle D quelconque ; de même pour p00. Ceci prouve la
remarque. ut

Maintenant, il y a seulement un choix pour m0 et m00. Soient les
cocircuits D0 = fe4; e5; e6; e7g et D00 = fe2; e3; e4; e7g, alors m0 = �D

0

et
m00 = �D

00

. Ainsi m0p0 = m00p00 = �2 et m0p = m00p = 0. Ceci implique
que p0(D0) = p00(D00) = �2 et p(D0) = p(D00) = 0 et

0 � mD1
p �m0p�m00p = 2p(e1) < 0;

ce qui est une contradiction. Ainsi par r�ecurrence, un parmi (F7; p
0) et

(F7; p
00) a une solution, et le probl�eme (F7; p) aussi.

Donc pour toute cardinalit�e de F (p), le probl�eme (F7; p) a une so-
lution si et seulement si la condition (CC;F7) est v�eri��ee par (F7; p).

ut

Maintenant, pour construire les matro��des 
uants par rapport �a
�f0;1;2g, les 1- et 2-sommes seront utilis�ees. La 1-somme de matro��des
binaires pr�eserve la propri�et�e d'être 
uant par rapport �a �f0;1;2g, mais
comme le montre la proposition 2.12, la 2-somme ne la pr�eserve pas.
Dans [58] on retrouve une 2-somme ((partielle)) de matro��des, o�u une
propri�et�e plus forte est exig�ee d'une des composantes de la somme. Le
r�esultat suivant est une reformulation de ce r�esultat, en rempla�cant la
condition (CC3) par (CC;K5; F7), et qui peut être aussi retrouv�e dans
la forme o�u on utilise comme ensemble de m�etriques l'ensemble �ZZ+

dans [60].

Th�eor�eme 2.15 La 2-sommeM1
L

2M2 d'un matro��deM1 cyclant par
rapport �a �(CC;K5;F7) et d'un matro��de M2 cyclant par rapport �a �(CC)

est cyclant par rapport �a �(CC;K5;F7).
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D�em. : Soient E(M1) \ E(M2) = ffg, M = M1
L

2M2 et la fonction
p : E(M) ! ZZ tels que (M;p) est Eul�erien et (CC;K5; F7) est satis-
faite. On d�e�nit des fonctions pi : E(Mi) ! ZZ, i 2 f1; 2g, de la fa�con
suivante :

pi(e) =
�
p(e); si e 2 E(Mi)� f ,
(�1)i�1q; si e = f ,

o�u q = minfp(D� f) : f 2 D 2 C�(M2)g. Soit D0 un cocycle de M2 tel
que p(D0 � f) = q.

Remarque 1 : pi (i 2 f1; 2g) est une fonction paire sur les cocycles.

Soit Di un cocycle deMi. Si f 62 Di, alors pi(Di)= p(Di)� 0 mod2,
puisque Di est un cocycle aussi de M . Si f 2 Di, alors

pi(Di) = pi(Di � f) + pi(f)
� p(Di � f) + p(D0 � f) � p(Di4D0) mod 2;

puisque Di4D0 est un cocycle de M . ut

Remarque 2 : (M2; p2) satisfait (CC).

Soit D 2 C�(M2). Si f 62 D, alors D est un cocycle de M et
p2(D) = p(D) � 0, puisque l'on a suppos�e que (CC;K5; F7), et en
particulier (CC), est satisfaite par (M;p). Si f 2 D, alors la d�e�nition
de q implique l'in�egalit�e suivante :

p2(D) = p2(D � f) + p2(f) = p(D � f) � p(D0 � f) � 0:

ut

Remarque 3 : (M1; p1) satisfait (CC, K5, F7).

Il faut montrer que p1m1 � 0 pour tout choix dem12 �(CC;K5;F7)(M1).

Si m1 est une m�etrique dans �(CC), alors tout se passe comme dans
la remarque 2. Sinon, on associe �a m1 une m�etriquem 2 �(CC;K5;F7)(M)
d�e�nie comme

m(e) =

8><
>:
m1(e); si e 2 E(M1)� f ,
m1(f); si e 2 D0 � f ,
0; sinon.

Il est facile de voir que si m1 2 �(K5;F7)(M1), alors m 2 �(K5;F7)(M).
Donc on obtient
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p1m1 =
X

e2E(M1)

p1(e)m1(e)

=
X

e2E(M1)

p1(e)m1(e) + p1(f)m1(f)

=
X

e2E(M)�D0

p(e)m(e) + p(D0 � f)m1(f)

=
X

e2E(M)

p(e)m(e)

� 0;

puisque (M;p) satisfait (CC;K5; F7). ut

Comme par hypoth�eseM1 (respectivementM2) est cyclant par rap-
port �a �(CC;K5; F7) (respectivement�(CC)), les remarques ant�erieures
garantissent l'existence de 
ots entiers fi pour (Mi; pi), i 2 f1; 2g.
Dans ce cas, fi est une liste de cycles de Cpi(Mi). Supposons, sans
perte de g�en�eralit�e, que exactement les ki premiers cycles de chaque
liste contiennent l'�el�ement f . Il d�ecoule de la d�e�nition d'un 
ot que
k1 � q = k2. Apr�es avoir �elimin�e les premiers k2 � k1 cycles de la
deuxi�eme liste f2, l'union des deux listes contiendra exactement k1
cycles de C(M1) et k1 cycles de C(M2) qui passent par l'�el�ement f .
On construit k1 paires (C1; C2), (Ci 2 C(Mi)), de cycles contenant f et
on remplace chaque paire par C14C2. Il n'est pas di�cile de v�eri�er
que la liste de cycles ainsi obtenue est une solution pour le probl�eme
(M;p). ut

Preuve du th�eor�eme 2.10

(i) ) (ii) Trivial.

(ii)) (iii) Les propositions 2.11 et 2.12 fournissent l'implication, puisque
la propri�et�e d'être 
uant par rapport �a �f0;1;2g est h�er�eritaire, grâce �a
la proposition 2.2.

(iii) ) (i) Les matro��des M(K5) et F7 sont 
uants par rapport �a
�(CC;K5;F7) (propositions 2.5 et 2.14), et en utilisant le th�eor�eme 2.15
et la proposition 2.13 on obtient facilement le r�esultat. ut
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2.1.5 Le cas du matro��de R10

On va traiter dans cette sous-section le troisi�eme matro��de exclu
de la classe de matro��des 
uants, caract�eris�ee par Seymour (th�eor�eme
2.4). On montrera que si on d�e�nit une m�etrique R10, comme il a �et�e
fait pour les cas F7 et M(K5), alors on peut donner une condition par
rapport �a laquelle le matro��de R10 est 
uant.

�Etant donn�e un matro��de binaire M , on dira qu'une m�etrique m :
E(M) ! f0; 1; 3g est une m�etrique R10 si, apr�es avoir contract�e les
�el�ements e tels que m(e) = 0, on obtient un matro��de R10, avec la
possibilit�e d'avoir des �el�ements parall�eles, et m est comme il suit. Il
existe un cycle C de taille 4, et fa; b; cg � C tel que

m(e) =
�
3; si e 2 fa; b; cg,
1; sinon.

Dans ce cas on notera cette m�etrique m(a;b;c). La d�emonstration de la
proposition 2.11 (dans l'annexe A) montre que m(a;b;c) est primitive
dans �ZZ+

(R10).

De fa�con analogue �a la condition (CC;F7;K5), on dira que (M;p)
satisfait la condition (CC;R10) si

mp � 0; pour toute m 2 �(CC;R10)(M): (CC;R10)

On va consid�erer le matro��de R10 comme �etant repr�esent�e par la
matrice d'incidence du graphe K3;3 indiqu�e dans la �g. 2.6, plus une
colonne de 1, qui sera appel�ee l'�el�ement t. On utilisera la num�erotation
donn�ee par la �g. 2.6 au cours de cette sous-section.

1 2

3 4
5

7

8
9

6

Fig. 2.6 - K3;3

Avec cette repr�esentation, les cycles qui contiennent t sont les t-
joints dans K3;3, c'est-�a-dire, tout ensemble d'arêtes T pour lequel
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dT (v) � 1 mod 2, pour tout v 2 V (K3;3) ; les cycles qui ne contiennent
pas t sont exactement les cycles de K3;3. On peut aussi v�eri�er que les
cocycles qui contiennent t sont les ensembles C + t, o�u C est une t-
coupe, c'est-�a-dire, si C = �(X), pour X � V (K3;3), alors on a l'�egalit�e
jX \ V (K3;3)j = jXj � 1 mod 2 ; les cocycles qui ne contiennent pas t
sont les cocycles de K3;3 qui ne sont pas de t-coupes.

On utilisera toutes ces remarques pour prouver le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.16 Le matro��de R10 est cyclant par rapport �a
�(CC;R10)(R10).

D�em. : �Etant donn�ee une fonction p 2 ZZ
E(R10) pour laquelle (R10; p)

est un probl�eme de multi
ot Eul�erien, et pm � 0, pour toute m�etrique
m 2 �(CC;R10), on prouvera, par r�ecurrence sur

P
e2E(R10) jp(e)j, qu'il

existe un multi
ot entier pour (R10; p). On supposera que p(e) 6= 0,
pour tout e 2 E(R10), puisque sinon, comme tout mineur de R10 est
cyclant par rapport �a �(CC) (th�eor�eme 2.4), il existe un multi
ot entier
pour (R10; p).

Si jF (p)j � 2, alors, comme R10 est 2-cyclant ((14.7) de [64]),
il existe un multi
ot entier pour (R10; p). Si jF (p)j � 6, alors F (p)
contient un cocycle, et la condition de coupe est toujours viol�ee.

Pour les autres cas, on proc�edera de la fa�con suivante. On supposera
que t 2 F (p), sans perte de g�en�eralit�e, et on cherchera tout cycle �el�e-
mentaireC tel que C\F (p) = ftg. (On utilisera dans cette sous-section
le terme ((cycle)) �a la place de ((cycle �el�ementaire)).) Pour un cycle C,
on d�e�nit pC : E(R10)! ZZ comme

pC(e) =

8><
>:
p(e) + 1; si e = t,
p(e)� 1; si e 2 C � t,
p(e); sinon.

Si on v�eri�e qu'il existe un cycle C, comme d�e�ni ci-dessus, tel que
(R10; pC) satisfait (CC;R10), alors on pourra appliquer la r�ecurrence
sur (R10; pC) et en d�eduire le r�esultat d�esir�e.

Un cocycle D empêche un cycle C si pC(D) < 0. On voudrait mon-
trer qu'il existe un cycle C tel que C \ F (p) = ffg, pour lequel il
n'existe pas de cocycle qui l'empêche.
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D'abord, on donnera quelques r�esultats concernant des cocycles qui
ne peuvent pas empêcher un cycle. Tous les lemmes qui suivent ont
comme hypoth�eses les conditions que l'on a suppos�ees jusqu'�a mainte-
nant, c'est-�a-dire, p(e) 6= 0, pour tout e 2 E(R10), et p(t) < 0.

Lemme 2.17 Si D 2 C�(R10), jDj = 6 et t 62 D, alors p(D) > 0.

D�em. : Si jDj = 6 et t 62 D, alors il existe u1; u2 2 V (K3;3), u1 6= u2,
tels que D = �(u1) [ �(u2). Cela implique que D = D1 4 D2, o�u
Di = �(ui) [ ftg, et Di 2 C�(R10), i = 1; 2. Dans ce cas, p(D) =
p(D1) + p(D2)� 2p(t) > 0. ut

Lemme 2.18 Soit D 2 C�(R10) tel que jDj = 6 et t 2 D. S'il existe
x 2 F (p) nD, x 6= t, alors p(D) > 0.

D�em. : Remarquons d'abord que D = ft; a; b; c; d; eg, o�u fa; b; c; dg
forme un cycle dans K3;3 et e n'est pas adjacente �a fa; b; c; dg. S'il existe
x 2 F (p) nD, alors x est adjacente �a 2 arêtes dans fa; b; c; dg et �a e.
Supposons que x soit adjacente �a a et �a b, et soient D1 = ft; a; b; xg et
D2 = fx; c; d; eg ;D1 est un cocycle, ainsi queD2, puisqueD2 = D4D1.
Dans ce cas, p(D) = p(D1) + p(D2)� 2p(x) > 0. ut

Lemme 2.19 Soit D 2 C�(R10) tel que jDj = 4 et t 62 D. S'il existe
x 2 F (p) nD, x 6= t, telle que x est adjacente �a toutes les arêtes de D,
alors p(D) > 0.

D�em. : Dans ce cas, D = �(u)4�(v), o�u u; v 2 V (K3;3), u 6= v, et u
est adjacent �a v. Comme x est adjacente �a toutes les arêtes de D, cela
implique que x 2 �(u) \ �(v) et D = D14D2, o�u D1 = �(u) [ ftg et
D2 = �(v) [ ftg. Remarquons que x 2 D1 \ D2 et D1;D2 2 C�(R10) ;
ceci implique que p(D) = p(D1) + p(D2)� 2p(x)� 2p(t) > 0 ut

Lemme 2.20 Soit D 2 C�(R10) tel que jDj = 4 et t 62 D. S'il existe
deux arêtes x; y 2 F (p) n D, x 6= t 6= y, et a 2 D, pour lesquelles
a \ x \ y = fug, u 2 V (K3;3), alors p(D) > 0.
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D�em. : SoientD = fa; b; c; dg,D1 = ft; a; x; yg et D2 = ft; x; y; b; c; dg.
Il est facile de voir que D1 2 C�(R10), et comme D2 = D4D1, il s'en
suit que D2 2 C

�(R10). Ainsi

0 � p(D1) + p(D2) = 2p(t) + 2p(x) + 2p(y) + p(D);

et puisque x; y; t 2 F (p), ceci implique que p(D) > 0. ut

Lemme 2.21 Soient D1;D2 2 C�(R10) tel que jD1j = jD2j = 4, t 62
D1[D2, et D1\D2 6= ;. S'il existe un sommet u tel que �(u) � D1[D2,
alors p(D1) + p(D2) > 0.

D�em. : Soient D1 = fa; b; c; dg, D2 = fa; x; y; zg et �(u) = fa; b; xg.
On peut facilement v�eri�er que D3 = ft; a; b; xg est un cocycle, et ceci
implique que D4 = ft; a; c; d; y; zg = D14D24D3 est aussi un cocycle.
Dans ce cas, p(D1) + p(D2) = p(D3) + p(D4)� 2p(t) > 0. ut

Maintenant, on consid�erera les m�etriquesR10. En fait, ces m�etriques
ne posent pas de probl�eme, grâce aux r�esultats suivants.

Lemme 2.22 Soient m(a;b;c) 2 �(R10) et C 2 C(R10), jCj = 4, tels
que C \ F (p) = ftg et pC�D � 0, pour tout cocycle D. Alors on a les
in�egalit�es suivantes :

m(a;b;c)p �

8>>><
>>>:
8; si jC \ fa; b; cgj = 3,
6; si jC \ fa; b; cgj = 2,
4; si jC \ fa; b; cgj = 1,
2; si jC \ fa; b; cgj = 0.

D�em. : Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que C = ft; e1; e5; e9g.
Dans un premier cas, on consid�ere m(1;5;9), et on a que
m(1;5;9)p =

p(t; e1; e2; e3) + p(t; e4; e5; e6) + p(t; e7; e8; e9) + 2p(e1; e5; e9)�2p(t):

Ceci implique que m(1;5;9) � 8, puisque on a suppos�e que p(e) 6= 0,
pour tout e 2 E(R10).

Supposons maintenant que fa; bg = f1; 5g et, sans perte de g�en�era-
lit�e, c = 2. On a l'�egalit�e suivante :
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m(1;2;5)p =

p(t; e1; e2; e3) + p(e2; e4; e6; e8) + p(e2; e5; e7; e9) + 2p(e1; e5):

Comme pC(e2; e5; e7; e9) � 0, ceci implique que m(1;2;5) � 6.

Si jC\fa; b; cgj = 1, on peut supposer que fa; b; cg = f1; 2; 4g. Dans
ce cas, on a l'in�egalit�e suivante :
m(1;2;4)p = p(t; e1; e2; e4; e5; e9)+p(e2; e3; e4; e7)+p(e2; e4; e6; e8)+2p(e1)
puisque par hypoth�ese pC(t; e1; e2; e4; e5; e9) � 0, et p(e1) < 0, on ob-
tient que m(1;2;4) � 4.

Le dernier cas est jC \ fa; b; cgj = 0. Supposons sans perte de g�en�e-
ralit�e que fa; b; cg = f1; 4; 5g et on a l'�egalit�e suivante :

m(1;4;5)p =

p(t; e1; e4; e7) + p(t; e4; e5; e6) + p(t; e1; e2; e4; e5; e9) +

p(e1; e3; e5; e8)� 2p(t)
et ceci implique que m(1;4;5) � 2. ut

Corollaire 2.23 Soit C 2 C(R10) tel que jCj = 4 et C \ F (p) = ftg.
S'il n'existe pas de cocycle D qui empêche C, alors pCm � 0, pour toute
m 2 �(CC;R10)(R10).

D�em. : Il su�t de remarquer que

pCm(a;b;c) � pm(a;b;c) �

8>>><
>>>:
8; si fa; b; cg � C,
6; si jfa; b; cg \ Cj = 2,
4; si jfa; b; cg \ Cj = 1,
2; sinon,

et d'utiliser le lemme 2.22. ut

Dans la suite on traitera les cas 3 � F (p) � 5, et on utilisera les
r�esultats pr�ec�edents.

Si jF (p)j = 3, on peut avoir deux cas possibles.

(a) F (p) = ft; a; bg, o�u a et b sont adjacentes.

Sans perte de g�en�eralit�e, soit F (p) = ft; e1; e2g. Comme les cycles
qui contiennent t doivent contenir l'arête e3, les cycles possibles sont
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C1 = ft; e3; e5; e7g, C2 = ft; e3; e4; e8g, C3 = ft; e3; e4; e5; e6; e9g et
C4 = ft; e3; e6; e7; e8; e9g.

On v�eri�e d'abord qu'un probl�eme parmi (R10; pCi
), i 2 f1; 2; 3; 4g,

satisfait la condition de coupe. Les cocycles qui peuvent empêcher C1

sont fe2; e3; e4; e7g, fe2; e5; e7; e9g, fe1; e3; e5; e8g et fe1; e5; e6; e7g, et
des cocycles de taille 6, mais qui satisfont les hypoth�eses du lemme
2.17 ou 2.18 ; les cocycles qui peuvent empêcher C2 sont fe2; e3; e4; e7g,
fe1; e3; e5; e8g, fe2; e4; e6; e8g, fe1; e4; e8; e9g, et des cocycles de taille 6
qui satisfont les hypoth�eses des lemmes 2.17 ou 2.18. Remarquons que
tous ces cocycles de taille 4 peuvent aussi empêcher C3 et C4, ainsi on
consid�erera seulement les cas des cycles C1 et C2.

Les cocycles fe2; e3; e4; e7g et fe1; e3; e5; e8g satisfont les hypoth�eses
du lemme 2.19, ils ne peuvent donc pas empêcher les cycles C1 et C2.
On va traiter les cas o�u un cocycle empêche C1 et un autre empêche
C2. Mais il n'est pas possible que p(e2; e5; e7; e9) = p(e2; e4; e6; e8) =
0, ou p(e2; e5; e7; e9) = p(e1; e4; e8; e9) = 0, ou p(e1; e5; e6; e7) =
p(e2; e4; e6; e8) = 0 ou p(e1; e5; e6; e7) = p(e1; e4; e8; e9) = 0, puisque
toutes ces paires satisfont les hypoth�eses du lemme 2.21.

Grâce au corollaire 2.23, on sait que si Ci, i 2 f1; 2g, est tel que
(R10; pCi

) satisfait la condition de coupe, alors (R10; pCi
) satisfait aussi

la condition (CC;R10). Maintenant on peut appliquer la r�ecurrence sur
(R10; pCi

) et obtenir le r�esultat.

(b) F (p) = ft; a; bg, o�u a et b ne sont pas adjacentes.

Sans perte de g�en�eralit�e, supposons que fa; bg = fe1; e5g. Dans ce
cas, un cycle C tel que C \ F (p) = ftg doit contenir l'�el�ement e2
ou e3. Les cycles possibles sont C1 = ft; e2; e4; e9g, C2 = ft; e3; e4; e8g,
C3 = ft; e2; e6; e7g et C4 = ft; e3; e6; e7; e8; e9g. Les cocycles qui peuvent
empêcher C1 sont fe1; e2; e6; e9g, f e3; e4; e5; e9 g, f e1; e4; e8; e9 g,
fe2; e5; e7; e9g et le seul cocycle de taille 6 qui ne satisfait pas les hypo-
th�eses des lemmes 2.17 et 2.18 est ft; e1; e2; e4; e5; e9g ; les cocycles qui
peuvent empêcher C2 sont fe1; e3; e5; e8g, fe3; e4; e5; e9g, fe1; e4; e8; e9g
et des cocycles de taille 6 qui satisfont les conditions soit du lemme
2.17 soit du lemme 2.18 ; les cocycles qui peuvent empêcher C3 sont
fe1; e2; e6; e9g, fe1; e5; e6; e7g, fe2; e5; e7; e9g, et les cocycles qui peuvent
empêcher C4 sont tous les cocycles de taille 4 donn�es ci-dessus.
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Ainsi on doit v�eri�er que l'on n'a pas

p(e1; e3; e5; e8) = p(e1; e2; e6; e9) = 0; ou
p(e3; e4; e5; e9) = p(e1; e5; e6; e7) = 0; ou
p(e1; e3; e5; e8) = p(e2; e5; e7; e9) = 0; ou
p(e3; e4; e5; e9) = p(e1; e2; e6; e9) = 0; ou
p(e1; e5; e6; e7) = p(e1; e4; e8; e9) = 0; ou
p(e1; e4; e8; e9) = p(e2; e5; e7; e9) = 0;

mais tous ces cas satisfont les hypoth�eses du lemme2.21 ; pour les autres
cas :

p(e2; e5; e7; e9) + p(e3; e4; e5; e9) =

p(t; e1; e3; e5; e7; e9) + p(t; e1; e2; e4; e5; e9)� 2p(t) � 2p(e1) > 0 et

p(e1; e2; e6; e9) + p(e1; e4; e8; e9) =

p(t; e1; e2; e4; e5; e9) + p(t; e1; e5; e6; e8; e9)� 2p(t)� 2p(e5) > 0:

Il faut v�eri�er aussi qu'il n'est pas possible que ft; e1; e2; e4; e5; e9g,
fe1; e3; e5; e8g et fe1; e5; e6; e7g n'empêchent pas C1, C2 et C3 au même
temps. Mais

m(t;1;5) =

= 3p(t; e1; e5) + p(e2; e3; e4; e6; e7; e8; e9)

= p(e1; e3; e5; e8) + p(e1; e5; e6; e7) + p(t; e1; e2; e4; e5; e9) + 2p(t) � 0

et cela nous donne qu'un parmi p(e1; e3; e5; e8), p(e1; e5; e6; e7) et
p(t; e1; e2; e4; e5; e9) doit être positif.

En utilisant le corollaire 2.23, on sait que si (R10; pCi
), i 2 f1; 2; 3g,

satisfait la condition de coupe, alors (R10; pCi
) satisfait aussi la condi-

tion (CC;R10), et on peut obtenir le r�esultat par r�ecurrence sur (R10; pCi
).

Si jF (p)j = 4 ou jF (p)j = 5, on proc�edera de la même fa�con, et les
d�etails peuvent être v�eri��es dans l'annexe B. ut

2.2 Packing de m�etriques

On va pr�esenter d'abord la d�e�nition du probl�eme et les r�esultats
ant�erieurs sur le packing de m�etriques. Ensuite, on donnera un r�esul-
tat sur un packing entier, mais qui concerne la famille de m�etriques
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CC3, qui, comme on a vu �a la section pr�ec�edente, n'est pas la plus
importante dans la caract�erisation des matro��des 
uants par rapport �a
�f0;1;2g. On montrera un r�esultat concernant les m�etriques K5 et F7,
qui contiennent d'une certaine mani�ere l'information donn�ee par les
m�etriques (CC3), mais qui ne su�sent pas �a fournir une d�ecomposi-
tion enti�ere de m�etriques, mais demi-enti�ere. Finalment on donnera un
th�eor�eme qui caract�erise la classe de matro��des qui sont packing, dans
un sens ((large)).

2.2.1 Le probl�eme

D'une certaine fa�con le probl�eme de multi
ot consiste �a trouver
une sorte de packing de cycles particuliers. Un probl�eme ((polaire)) �a
ce probl�eme peut-être celui de trouver un packing de m�etriques pour
une m�etrique m donn�ee, c'est-�a-dire, trouver une d�ecomposition d'une
m�etriquem en des m�etriques primitives. Cette polarit�e a �et�e d�ej�a utilis�e
pour prouver les propositions 2.1 et 2.3.

Le probl�eme de packing de m�etriques par rapport �a une famille A de
m�etriques est le suivant. On veut �ecrire une m�etriquem donn�ee comme
une somme �1m1 + : : :+ �kmk, �i 2 IR+, mi 2 �A(M), 1 � i � k, mi

primitive.

En fait, ce qui nous int�eresse est d'obtenir des coe�cients �i entiers
{ un packing entier, mais si on n'a aucune hypoth�ese en plus, cela est
trop restrictif. On va donc exiger que la m�etriquem soit bipartie (m est
bipartie si elle est paire sur tout cycle du matro��de). Si un matro��deM
a cette propri�et�e, alors on va dire que M est packing par rapport �a �A

(remarquer l'analogie avec cyclant par rapport �a �A). Si les coe�cients
de la d�ecomposition sont des multiples entiers de 1/2, alorsM est demi-
packing par rapport �a �A.

Les premiers �a avoir mentionn�e ce probl�eme sont Lomonosov [39],
Karzanov [31] et Seymour [62]. Dans les deux derniers articles, les au-
teurs s'int�eressent �a la d�ecomposition d'une m�etrique sur un graphe ou
sur un matro��de en une somme de coupes ou cocycles, la famille en ques-
tion est donc CC. En ce qui concerne les m�etriques plus g�en�erales, Avis
[1] a �etudi�e les rayons extrêmes du cône de m�etriques, et Lomonosov et
Seb}o [41] se sont int�eress�es �a la d�ecomposition conique des ((fonctions
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de distance)). Ces r�esultats sont li�es aux plongements isom�etriques des
graphes (voir le tour d'horizon de Laurent [37]).

2.2.2 Packing de coupes

Les premiers r�esultats sur le packing de coupes portent surtout sur
la possibilit�e de d�ecomposer une m�etrique en coupes, �etant donn�ees
quelques hypoth�eses sur le graphe ou sur la m�etrique elle-même. Par
exemple, un premier r�esultat est donn�e par Karzanov [32] en utilisant
le concept de graphe extrême.

H(m) est le graphe extrême d'une m�etrique m sur un graphe G si,
pour arête e = fxyg 2 H(m), il n'y a pas de sommet z 2 V G�fx; yg tel
que m(xz) = m(xy)+m(yz) ou m(yz) = m(xy)+m(xz). Son r�esultat
est le suivant.

Th�eor�eme 2.24 [32] Soit G un graphe complet. Si m : EG ! ZZ+

est une m�etrique bipartie et H(m) 2 fK4; C5g ou est l'union de deux
�etoiles, alors m peut être �ecrite comme une somme des cocycles �a coef-
�cients entiers. ut

Comme on a d�ej�a remarqu�e, il y a une relation de polarit�e entre les
probl�emes de multi
ot et la d�ecomposition de m�etriques, et ce th�eo-
r�eme peut être vu comme le r�esultat polaire du th�eor�eme suivant sur
le multi
ot, de Lomonosov.

Th�eor�eme 2.25 [40] Soit donn�e un probl�eme de multi
ot (G [ F; c).
Si les arêtes de demande F forment un K4, un C5 ou si elles sont
l'union de deux �etoiles, et c est paire sur les cocycles, alors la condition
de coupe est su�sante pour garantir l'existence d'un 
ot entier. ut

Dans cet article, Karzanov prouve aussi que le probl�eme ou bien de
d�ecomposer l : EG ! ZZ+ en cocycles, ou bien de trouver un vecteur
tel que cl < 0 et cm � 0 pour toute m 2 �(CC), est NP-di�cile.

Dans le même esprit de polarit�e des r�esultats, �a partir du th�eor�eme
suivant, montr�e par Okamura [51], Schrijver [56] donne un r�esultat sur
les graphes planaires, et une autre d�emonstration du th�eor�eme 2.24.

Th�eor�eme 2.26 [51] Soit donn�e un probl�eme de multi
ot (G [ F; c).
Si G est planaire et qu'il existe deux faces O et I telles que siti 2 O ou
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siti 2 I, ei = fsitig 2 F , et c est paire sur les coupes, alors la condition
de coupe est su�sante pour l'existence d'un 
ot entier. ut

Et le th�eor�eme de Schrijver est le suivant.

Th�eor�eme 2.27 [56] Soit G un graphe planaire biparti, plong�e dans
le plan Euclidien, et O et I deux faces de G. Alors il existe des coupes
disjointes �(X1); : : : ; �(Xt) telles que pour toute paire de sommets v;w,
o�u v;w 2 O ou v;w 2 I, la distance de v �a w dans G est �egale au
nombre de coupes �(Xj) s�eparant v et w. ut

Pour d'autres r�esultats sur le packing de coupes, Frank [16] a e�ec-
tu�e un tour d'horizon relativement complet.

Maintenant, si on regarde un packing de cycles quelconques et non
pas un probl�eme de multi
ot, on peut aussi obtenir des r�esultats int�e-
ressants en dualisant des th�eor�emes sur ce sujet. Par exemple, la notion
suivante a �et�e introduite dans [62].

On dira qu'un matro��de M a la propri�et�e de somme de cycles si les
a�rmations suivantes sont �equivalentes pour toute p : E(M)! ZZ+:
(i) il existe une fonction � : C(M) ! IR+ telle que

P
�(C)�C = p ;

(ii) pour tout cocycle D et f 2 D, p(f) � p(D � ffg).

Seymour [64] caract�erise les matro��des qui ont la propri�et�e de somme
des cycles ; ils sont exactement les duaux de ceux qui sont 
uants par
rapport �a �(CC). Il a aussi conjectur�e le r�esultat suivant, prouv�e dans
[17].

Th�eor�eme 2.28 Soit M un matro��de binaire qui ne contient pas de
mineur F �

7 , R10, M�(K5) ou M(P10). Si p satisfait (ii) et est paire sur
tout cocycle de M , alors il existe un � entier qui satisfait (i). ut

M(P10) est le matro��de graphique du graphe de Petersen P10 (�g. 2.7).
Il est int�eressant de remarquer que, contrairement �a ce qui se passe avec
le probl�eme de multi
ot, o�u la propri�et�e d'être 
uant implique la pro-
pri�et�e d'être cyclant, dans le cas de la somme des cycles la même chose
ne se passe pas pour les cas �etudi�es dans ce travail.

Le graphe de Petersen a la propri�et�e de somme de cycles fraction-
naire, puisqu'il est 
uant par rapport �a �(CC)(P10) ; c'est-�a-dire qu'il
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Fig. 2.7 - Un couplage dans P10

existe un � fractionnaire qui satisfait (i), mais même en exigeant que
p soit paire sour les cocycles, il n'existe pas de fonction � enti�ere qui
satisfasse (i).

Par exemple, soit F un couplage sur P10, et p d�e�nie de la fa�con
suivante :

p(e) =
�
2; si e 2 F ,
1; sinon.

Dans ce cas p est paire sour les cocycles, p satisfait (ii), mais il n'y a
pas de solution enti�ere pour (i), seulement 1/2 enti�ere (voir [62]).

En dualisant le th�eor�eme 2.28, on obtient une premi�ere classe de
matro��des packings.

Corollaire 2.29 Un matro��de binaireM ne contient pas de mineur F7,
R10, M(K5) ou M�(P10) si et seulement si M est packing par rapport
�a �(CC)(M). ut

2.2.3 Packing de m�etriques CC3

On voudrait maintenant suivre le raisonnement du th�eor�eme 2.6
pour obtenir une classe de matro��des packings par rapport �a �(CC3), en
utilisant les matro��des packings par rapport �a �(CC). On aura aussi un
r�esultat constructif, avec une 2-somme sp�eciale de matro��des.

Th�eor�eme 2.30 La 2-somme M1
L

2M2 d'un matro��de M1 packing
par rapport �a �(CC3) et d'un matro��de M2 packing par rapport �a �(CC)

est packing par rapport �a �(CC3).
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D�em. : Soient E(M1)\E(M2) = ffg et M = M1
L

2M2. On choisit

m : E(M)! ZZ+ de fa�con �a ce que m soit une m�etrique bipartie. On
d�e�nit des fonctions mi : E(Mi) ! ZZ+, i 2 f1; 2g, de la mani�ere
suivante :

mi(e) =
�
m(e); si e 2 E(Mi)� f ,
q; si e = f ,

o�u q = minfm(C � f) : f 2 (C(M1) [ C(M2))g. Soit C0 un cycle de
C(M1) [ C(M2) qui contient f et tel que m(C0 � f) = q.

Remarque : mi, i = 1; 2, est une m�etrique bipartie.

Soit Ci un cocycle deMi. Si f 62 Ci, alorsmi(Ci�e) � mi(e); e 2 Ci,
et mi(Ci) = m(Ci) � 0 mod 2, puisque Ci est aussi un cycle de M .

Si f 2 Ci, alors mi(Ci � f) � mi(f) = m(Ci) � m(C0) � 0, �a
cause de la d�e�nition de C0. Pour toute e 6= f , mi(Ci � e) � mi(e) =
m(Ci � e) + m(C0) � m(e) � 0 ; et mi(Ci) = mi(Ci � f) + mi(f) =
m(Ci � f) +m(C0 � f) � m(Ci4C0) � 0 mod 2, puisque Ci4C0 est
un cycle de M . ut

CommeM1 (respectivementM2) est par hypoth�ese packing par rap-
port �a �(CC3) (respectivement �(CC)), la remarque pr�ec�edente garantit
l'existence de cocycles C1; : : : ; Cr 2 C(M2) tels que

rX
i=1

�Ci = m2;

de cocyclesD1; : : : ;Ds 2 C(M1) et de m�etriques l1; : : : ; lt 2 �(CC3)(M1)
tels que

sX
i=1

�Di +
tX

i=1

li = m1:

On va maintenant construire la liste de cocycles et de m�etriques
CC3. Sans perte de g�en�eralit�e on suppose qu'exactement les premiers
ki cocycles dans chaque liste contiennent f , et que les k premi�eres m�e-
triques parmi l1; : : : ; lt sont non-nulles �a la position de l'�el�ement f .

On peut commencer la liste de cocycles et de m�etriques CC3 avec
les m�etriques li, k < i � t, et les cocycles Di, k1 < i � s, et Ci,
k2 < i � r. Maintenant �a partir de chaque paire (Ci;Di), 1 � i � k1,
on construit le cocycle Ci4Di, et on l'ajoute �a la liste du packing.
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Grâce �a la d�e�nition de m�etrique CC3, on sait que pour chaque
m�etrique li il existe trois cocycles K i

1;K
i
2 et K i

3 tels que

li(g) =

8><
>:
1; si e 2 K i

1,
2; si e 2 (K i

2 [K i
3)�K i

1,
0; sinon.

�Etant donn�ee une m�etrique li, 1 � i � k, il y a deux cas possibles.
Si li(f) = 1, comme m2(f) = m1(f) = q, il y a un cocycle Cj,
j 2 f1; : : : ; k1g, qui peut être associ�e �a K i

1, et on ajoute �a la liste
la m�etrique CC3 donn�ee par (K i

14Cj;K
i
2;K

i
3). Si li(f) = 2, alors il

y a deux cocycles Cj et Ch, j; h 2 f1; : : : ; k2g, qui peuvent être as-
soci�es �a li ; on ajoute donc �a la liste la m�etrique CC3 donn�ee par
(K i

1 [ (Cj4Ch);K i
24Cj;K

i
34Ch).

La liste ainsi obtenue est une d�ecomposition de m en cocycles et
m�etriques CC3. ut

On voudrait maintenant montrer que les matro��des M(K5) et F7

sont packings par rapport �a �(CC3). On prouvera que l'on peut res-
treindre encore plus la famille de m�etriques en question, et consid�erer
�(CC;K5) et �(CC;F7).

Le premier r�esultat est en fait une cons�equence connue d'un th�eo-
r�eme de Karzanov [34] ; on donnera toutefois une d�emonstration (nou-
velle et) simple pour rendre ce travail complet, �etant donn�ee aussi l'ana-
logie entre les d�emonstrations pour les cas K5 et F7.

Pour simpli�er les notations, on dira que l'on peut soustraire une
m�etrique m2 d'une m�etrique m1 si m1�m2 est une m�etrique. Triviale-
ment si m1 et m2 sont biparties, alors m1 �m2 est aussi bipartie.

Proposition 2.31 Le matro��de M(K5) est packing par rapport �a
(CC;K5).

D�em. : Soit m une m�etrique bipartie sur K5. D'apr�es le th�eor�eme 2.10
et la proposition 2.3, m peut être d�ecompos�ee comme

m = �1�
C1 + : : :+ �n�

Cn + �1m1 + : : :+ �kmk;

o�u Ci 2 C(M(K5)), mi 2 �(K5)(M(K5)) et �i; �j > 0, 1 � i � n,
1 � j � k.
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Remarque 1 : Soit D un cocycle dans K5. Si (m��D)(C � e)� (m�
�D)(e) < 0, pour un cycle C et e 2 C, alors il existe un triangle T dans
K5, et un �el�ement f 2 T pour lequels (m��D)(T�f)�(m��D)(f) < 0.

Soit l = m � �D. Si jCj = 4, alors il existe un triangle T tel que
jT \ Cj = 2, T n C = ffg, T \ C = feg. Soit T 0 = C4T . Alors
0 < l(C � e) � l(e) = l(T � e) � l(e) + l(T 0 � f) � l(f) et ainsi il est
vrai que soit l(T � e)� l(e) < 0, soit l(T 0 � f) � l(f) < 0.

Si jCj = 5, alors il existe un triangle T , jT \ Cj = 2, T n C = ffg,
T \C = feg, et un cycle C 0 = C4T , jC 0j = 4, tels que l(C�e)� l(e) =
l(T�e)�l(e)+l(C 0�f)�l(f). Maintenant, soit on obtient la conclusion
directement, soit on utilise le cas prec�edant pour y arriver. ut

Remarque 2 : Si Ci est un cocycle, alors �Ci peut être soustrait de m.

Si m��Ci n'est pas une m�etrique, alors grâce �a la remarque prec�e-
dante il existe un triangle T , et un �el�ement e 2 T tels que

(m� �C
i )(T � e)� (m� �Ci(e) < 0: (�)

Commem(T � e)�m(e) = 0 implique que �Ci(T � e)��Ci(e) = 0, on
peut supposer quem(T�e)�m(e)� 2 ; comme�Ci(T�e)��Ci(e) � 2,
on obtient une contradiction �a (�). ut

Remarque 3 : Si mi et mj sont deux m�etriques K5 di��erentes, alors
mi +mj peut être �ecrite comme une somme de coupes.

La �g. 2.8 montre la somme de deux m�etriquesK5, dont la d�ecompo-
sition en coupes est la suivante (on utilise la num�erotation de la �g. 2.3) :
f15; 25; 35; 14; 24; 34g+f15; 25; 45; 13; 23; 34g+f12; 13; 15; 24; 34; 45g+
f12; 14; 15; 23; 34; 35g. Il est facile de v�eri�er la même chose pour les
autres cas. ut

Les remarques prec�edantes impliquent que l'on peut obtenir d'une
d�ecomposition de m une d�ecomposition enti�ere de m. ut

Pour le matro��de F7, on peut prouver un r�esultat analogue.

Proposition 2.32 Le matro��de F7 est packing par rapport �a �(CC;F7).
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Fig. 2.8 - Sommes de deux m�etriques K5 et deux m�etriques F7

D�em. : Soit m une m�etrique bipartie sur F7. En utilisant le th�eor�eme
2.10 et la proposition 2.3, m peut être d�ecompos�ee comme

m = �1�
C1 + : : :+ �n�

Cn + �1m1 + : : :+ �kmk;

o�u Ci 2 C(F7), mi 2 �(CC;F7)(F7) et �i; �j > 0, 1 � i � n, 1 � j � k.

Remarque 1 : Si Ci est un cocycle, alors �Ci peut être soustrait de
m.

On veut montrer que

m(C � e)�m(e) � �Ci(C � e)� �Ci(e); pour toute e 2 C 2 C(F7):

L'�egalit�e m(C � e)�m(e) = 0 implique que �Ci(C � e)� �Ci(e) = 0 ;
si m(C � e) �m(e) � 2, alors jCi \ Cj � 0 mod 2, puisque F7 est un
matro��de binaire ; on regardera donc seulement le cas o�u jCi \ Cj = 4.
Dans ce cas C = Ci et e 2 Ci \C, alors �Ci(C � e)��Ci(e) � 2, et on
obtient le r�esultat. ut

Remarque 2 : Si mi et mj sont deux m�etriques F7 di��erentes, alors
mi +mj peut être d�ecompos�ee comme une somme de coupes.

La �g. 2.8 montre une somme de deux m�etriques F7, dont la d�ecom-
position en coupes est : f1; 2; 4; 5g+f1; 3; 5; 7g+f1; 2; 6; 7g+f1; 3; 4; 6g+
f2; 3; 4; 7g (avec la num�erotation de la �g. 2.3). Les autres cas sont si-
milaires. ut

Les deux remarques impliquent que m est une somme enti�ere de
coupes et au plus d'une m�etrique F7, avec un coe�cient entier aussi ;
en e�et, comme on peut toujours soustraire les coupes avec un coe�-
cient entier, en rep�etant ce proc�ed�e, on obtiendra une m�etrique F7, et
n�ecessairement avec un coe�cient entier. ut
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L'ensemble des derniers r�esultats nous donne le th�eor�eme suivant,
une sorte d'extension du th�eor�eme 2.6.

Th�eor�eme 2.33 Si un matro��de binaire ne contient pas de mineur
M�(P10), alors les a�rmations suivantes sont �equivalentes :
(i) M est cyclant par rapport �a �(CC3) ;
(ii) M est 
uant par rapport �a �f0;1;2g ;
(iii)M ne contient pas de mineur AG(2; 3), S8, R10,M(H6), F7

L
2 F7,

M(K5)
L

2 F7 et M(K5)
L

2M(K5);
(iv) M est packing par rapport �a �(CC3).

D�em. : Pour compl�eter les �equivalences :

(ii)) (iv) SiM est cyclant par rapport �a �(CC3)(M), alorsM peut être
obtenu au moyen de 1- et 2-sommes de matro��des cyclants par rapport
�a �(CC)(M) et une copie de F7 ou (exclusif) une copie de M(K5).
Par le corollaire 2.29 et l'hypoth�ese que M ne contient pas de mineur
M�(P10), on sait que M peut être obtenu au moyen de 1- et 2-sommes
de matro��des packings par rapport �a �(CC)(M) et une copie de F7 ou
(exclusif) une copie de M(K5).

Maintenant, en utilisant le th�eor�eme 2.30, il s'ensuit que M est
packing par rapport �a �(CC3)(M).

(iv) ) (iii) Des propositions 2.11 et 2.12, on peut d�eduire que ces
matro��des ne sont pas packing par rapport �a �(CC3)(M), puisqu'il existe
des m�etriques primitives pour chacun d'entre eux qui n'appartiennent
pas �a �f0;1;2g(M). ut

Si on restreint ce r�esultat au cas des matro��des graphiques, en utili-
sant la caract�erisation donn�ee par le th�eor�eme 1.8 on obtient une s�erie
d'�equivalences plus forte :

Th�eor�eme 2.34 Si G est un graphe, alors les a�rmations suivantes
sont �equivalentes :
(i) G est 
uant par rapport �a �f0;1;2g ;
(ii) G est cyclant par rapport �a �(CC3) ;
(iii) G ne contient pas de mineur H6, K5

L
2K5 ;

(iv) G est packing par rapport �a �(CC3). ut
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2.2.4 Packing de m�etriques CC, K5 et F7

Le th�eor�eme 2.30 nous donne une fa�con de d�ecomposer une m�etrique
bipartie en m�etriquesCC3, mais quelques fois le r�esultat �nal ne semble
pas être vraiment une d�ecomposition. Par exemple, la �g. 2.9(a) donne
la 2-somme d'un graphe packing par rapport �a �(CC3) (K5) et d'un
graphe packing par rapport �a �(CC), et une m�etrique bipartie sur la
2-somme. Le r�esultat de la d�ecompostition donn�ee par le th�eor�eme 2.30
est constitu�e d'une seule m�etrique, la m�etrique initiale, qui est en fait
une m�etriqueCC3, mais pas primitive, puisque l'on peut la d�ecomposer
comme le montre la �g. 2.9 (b). Cette d�ecomposition demi-enti�ereutilise
deux m�etriques K5, comme on peut le v�eri�er facilement.

(a) (b)

2 2

2

1 1

1 1

1

1 1 2 0 0 2

2 2

2

2

2 2

2

2

1

1

1

1

1 1

1

1
1

1

1

= 1/2 1/2

1 1

2

Fig. 2.9 - D�ecomposition demi-enti�ere d'une m�etrique bipartie

De cette fa�con, on observe que l'on ne peut pas simplement duali-
ser le th�eor�eme 2.10, puisque la garantie de l'existence d'une solution
enti�ere pour un probl�eme de multi
ot n'implique pas l'existence d'une
solution aussi enti�ere pour la d�ecomposition d'une m�etrique bipartie.

Le mieux que l'on pourrait obtenir est une d�ecomposition demi-
enti�ere et c'est cela que nous allons prouver maintenant. Il faut d'abord
remarquer que d'apr�es le th�eor�eme 2.10, on ne fait pas la somme de deux
matro��des M(K5) ou F7, ou d'un M(K5) et d'un F7. Par cons�equent,
on peut supposer qu'un matro��de cyclant par rapport �a �(CC;K5;F7) est
en fait le r�esultat de plusieures 2-sommes de matro��des packings par
rapport �a �(CC) et soit d'un M(K5), soit d'un F7. On utilise ce fait
pour montrer le r�esultat suivant, qui, contrairement aux th�eor�emes 2.10
et 2.30, n'est pas un r�esultat de construction r�ecurrente, mais donne
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directement un moyen de d�ecomposer une m�etrique bipartie

Proposition 2.35 Un matro��de M r�esultant de 2-sommes d'une copie
de M(K5) ou de F7 et de matro��des packings par rapport �a �(CC), est
demi-packing par rapport �a �(CC;K5;F7)(M).

D�em. : On trouvera un packing de m�etriques demi-entier sur M �a
partir des packings dans chaque composante de la 2-somme.

Il su�t de regarder le cas o�u tous les marqueurs sont dansM(K5) ou
dans F7, puisque le r�esultat de la 2-somme de deux matro��des packings
par rapport �a �(CC) est aussi packing par rapport �a �(CC). Soit donc
M = M0

L
2M1

L
2 : : :

L
2Mn, o�u M0 est soit un M(K5), soit un F7, et

chaque Mi, 1 � i � n, est un matro��de packing par rapport �a �(CC)

qui est somm�e �a M0. Soit fi = E(M0) \ E(Mi); 1 � i � n.

Soit m : E(M) ! ZZ+ une m�etrique bipartie. On va restreindre m
�a chaque matro��de Mi, 0 � i � n, pour y trouver un packing. Soit
m0

0 : E(M1)! ZZ+ tel que :

m0
0(e) =

(
m(e); si e 2 E(M0)� ffj; 1 � j � ng,
qi; si e = fj,

o�u qi = minfm(C�fi) : C 2 C(Mi)g; 1 � i � n. On d�e�nit maintenant
des fonctions mi : E(Mi) ! ZZ+; 0 � i � n, de la mani�ere suivante :
m0(e) = minfm0

0(X) :X = feg o�u X=C�e pour un C2C(M0); e2Cg
et pour 1 � i � n,

mi(e) =
�
m(e); si e 2 E(Mi)� fi,
m0(fi); sinon.

Soit C0
i 2 fC(Mi) [ C(M0

L
2 : : :

L
2Mi�1

L
2Mi+1

L
2 : : :

L
2Mn)g

o�u fi 2 C0
i et m(C0

i � fi) = mi(fi); 1 � i � n.

Remarque 1 : mi; 1 � i � n, est une m�etrique et elle est bipartie.

Soit Ci un cycle deMi. Si fi 62 Ci, alors mi(Ci�e) � mi(e); 8e 2 Ci,
et mi(Ci) = m(Ci) � 0 mod 2, puisque Ci est aussi un cycle de M .

Si fi 2 Ci, alorsmi(Ci�fi)�mi(fi) = m(Ci)�m(C0
i ) � 0, grâce �a la

d�e�nition de C0
i ; pour e 6= fi, mi(Ci�e)�mi(e) = m(Ci�e)+m(C0

i )�
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m(e) � 0 et mi(Ci) = mi(Ci�fi)+mi(fi) = m(Ci�fi)+m(C0
i �fi) �

m(Ci4C0
i ) � 0 mod 2, puisque Ci4C0

i est un cycle de M . ut

Remarque 2 : m0 est une m�etrique bipartie.

Puisque m0 est une m�etrique induite, on doit v�eri�er seulement que
m0 est bipartie. Soit C un cycle de M0 et L= fj : il existe fj 2Cg,
alors

m0(C) = m0(Cnffj : j 2 Lg) +
X
j2L

m0(fj)

= m(C n ffj : j 2 Lg) +
X
j2L

m(Cj � fj)

� m(C4j2L C
0
j )

� 0 mod 2;

puisque C4j2L(C0
j ) est un cycle de M . ut

Comme M0 (resp. Mi, 1 � i � n) est par hypoth�ese packing par
rapport �a �(CC;K5;F7) (resp. �a �(CC)), les remarques 1 et 2 garantissent

l'existence de cocycles C i
1; : : : ; C

i
ri
2 C�(Mi) tels que

Pri
j=1 �

Ci
j = mi, de

cocycles C0
1 ; : : : ; C

0
r0
2 C�(M0) et de m�etriques l1; : : : ; lt 2 �(K5;F7)(M0)

tels que
Pr0

j=1 �
C0

j +
Pt

j=1 lj = m0:

Maintenant, on va construire la liste des cocycles, et des m�etriques
K5 ou F7 qui d�ecomposent m. On peut d�ej�a ajouter �a la liste �nale du
packing tout cocycle C0

j (j = 1; : : : ; r0) si C0
j ne contient pas le mar-

queur ; pour les autres C0
j (j = 1; : : : ; r0) qui contiennent le marqueur,

on proc�edera de la même fa�con que le cas I d�ecrit ci-dessous.

On consid�ere deux cas s�epar�ement :

Cas I : li(fj) = 1, i 2 f1; : : : ; tg, j 2 f1; : : : ; ng
�A chaque m�etrique li telle que li(fj) = 1, on associe un cocycle Cj

k,
k 2 f1; : : : ; rjg, o�u fj 2 Cj

k et on joint li �a Cj
k pour cr�eer une m�etrique

l0i 2 �(K5;F7)(M).

Il n'est pas di�cile de voir comment on ((colle)) li et C
j
k : les �el�ements

de Cj
k remplaceront fj, cr�eant peut-être quelques �el�ements parall�eles

dans la nouvelle m�etrique K5 ou F7. On remplace li par l0i, s'il y a un
j0 tel que li(fj0) = 2 ; sinon l0i est ajout�e au packing.

Cas II : li(fj) = 2, i 2 f1; : : : ; tg, j 2 f1; : : : ; ng
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Pour chaque li et chaque Mj pour lesquels on a li(fj) = 2, comme
m0(fj) = mj(fj), on peut associer deux cocycles Cj

1; C
j
2 2 C(Mj), tels

que fj 2 Cj
1 \ Cj

2. On construit maintenant deux listes Lk, k = 1; 2
avec ces Ck

j , pour tout j o�u li(fj) = 2. On va transformer la m�etrique li
et les listes L1, L2 en deux m�etriques K5 ou F7 de la mani�ere suivante
(k = 1; 2) :

lki (e) =

8><
>:
li(e); si e 6= fj; 8j 2 f1; : : : ng,
2; si e 2 C 2 Lk; e 6= fj,
0; sinon.

Il n'est pas di�cile de v�eri�er que l1i ; l
2
i sont des m�etriques de �(K5;F7)(M),

et que
1

2
l1i +

1

2
l2i = li +

X
C2L1

�C�fj +
X
C2L2

�C�fj :

�A la �n, on rajoute �a la liste les m�etriques correspondant aux cocycles
qui ne contiennent pas le marqueur. Et ainsi on �nit la d�ecomposition.

ut

On peut utiliser ce r�esultat pour �etendre le th�eor�eme 2.10 avec une
a�rmation en plus, quoique il va nous falloir une condition pour assurer
maintenant les �equivalences ; on exige que le matro��de ne contienne
pas de mineurs M�(P10), comme cela a �et�e fait pour le th�eor�eme 2.33.
Remarquons que maintenant la proposition 2.35 fournit un packing
demi-entier, et non plus entier.

Th�eor�eme 2.36 Si un matro��de binaire M ne contient pas de mineur
M�(P10), alors les a�rmations suivantes sont �equivalentes :
(i) M est cyclant par rapport �a �(CC;K5;F7)(M) ;
(ii) M est 
uant par rapport �a �f0;1;2g(M) ;
(iii) M ne contient pas de mineur AG(2; 3), S8, R10, M(H6), F7

L
2 F7,

M(K5)
L

2 F7 et M(K5)
L

2M(K5) ;
(iv) M est demi-packing par rapport �a �(CC;K5;F7)(M).

D�em. : Pour compl�eter les �equivalences :

(i) ) (iv) Si M est cyclant par rapport �a �(CC;K5;F7)(M), alors M
peut être obtenu au moyen de 1- et 2-sommes de matro��des cyclants
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par rapport �a �(CC)(M) et d'une copie de F7 ou (exclusif) d'une copie
de M(K5). Par le Corollaire 2.29 et l'hypoth�ese que M ne contient pas
de mineur M�(P10), on sait que M peut être obtenu au moyen de 1-
et 2-sommes de matro��des packings par rapport �a �(CC)(M) et d'une
copie de F7 ou (exclusif) d'une copie de M(K5).

Maintenant, en utilisant la proposition 2.35, il s'ensuit que M est
demi-packing par rapport �a �(CC;K5;F7)(M).

(iv)) (iii) D'apr�es les propositions 2.11 et 2.12 on peut d�eduire que ces
matro��des ne sont pas demi-packing par rapport �a �(CC;K5;F7), puisqu'il
existe des m�etriques primitives pour chacun d'entre eux qui n'appar-
tiennent pas �a �f0;1;2g. ut

Comme M�(P10) n'est pas graphique, si on restreint le th�eor�eme
2.36 aux graphes, on obtiendra

Th�eor�eme 2.37 Pour un graphe G les a�rmations suivantes sont
�equivalentes :
(i) G est cyclant par rapport �a �(CC;K5)(G) ;
(ii) G est 
uant par rapport �a �f0;1;2g(G) ;
(iii) G ne contient pas de mineur H6, K5

L
2K5 ;

(iv) G est demi-packing par rapport �a �(CC;K5)(G). ut

2.2.5 Les matro��des packings

On dira qu'un matro��de binaire M est packing si M est packing par
rapport aux m�etriques primitives existentes dans �ZZ+

(M).

Bien sûr, les matro��des qui sont packings par rapport �a �(CC), ainsi
que les matro��des M(K5) et F7, sont packings dans ce sens plus large.
On montrera dans la suite que le matro��de R10 est aussi packing.

Th�eor�eme 2.38 Le matro��de R10 est packing par rapport �a �(CC;R10).

D�em. : Soit m une m�etrique bipartie sur R10. Puisque R10 est 
uant
par rapport �a �(CC;R10) (th�eor�eme 2.16), on peut d�ecomposer m en une
somme de cocycles Ci, 1 � i � k et de m�etriques R10 lj, 1 � j � n :

m = �1�
C1 + : : :+ �k�

Ck + �1l1 + : : : �nln; (2.1)
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o�u �i > 0, �i > 0, 1 � i � n, 1 � j � k.

On va raisonner par r�ecurrence sur
P

e2E(R10)m(e), et ainsi on peut
supposer que �i < 1, �j < 1, 1 � i � k, 1 � j � n.

Comme par le th�eor�eme 2.4 R10 est minimal non-
uant, on peut
supposer sans restreindre la g�en�eralit�e, que m(e) > 0, pour tout e 2
E(R10). On consid�erera le matro��de R10 comme le matro��de dont les
cycles sont les cycles pairs du graphe K5, et dont les cocycles sont les
cocycles de K5 et les compl�ements de cocycles de K5. On utilisera la
num�erotation donn�ee dans la �g. 2.10.

1
3

4

5

6
7 8

9

10

2

Fig. 2.10 - Num�erotation des arêtes de K5

On prouvera dans la suite quelques lemmes concernant des sommes
de m�etriques, o�u un des op�erants est un m�etrique R10.

Lemme 2.39 La somme de deux m�etriques R10 peut être d�ecompos�ee
comme une somme enti�ere de cocycles.

D�em. : On pr�esentera les trois cas possibles de somme entre deux
m�etriques R10, m(a;b;c) et m(e;f;g), o�u fa; b; cg 6= fe; f; gg.

(I) fa; b; cg\fe; f; gg = ;. Sans perte de g�en�eralit�e, soitm(a;b;c) etm(e;f;g)

comme indiqu�ees dans la �g 2.11, les arêtes fa; b; cg sont en gras, et les
arêtes fe; f; gg sont en pointill�es. Le r�esultat de la d�ecomposition est
indiqu�e aussi sur la �g. 2.11.

(II) jfa; b; cg \ fe; f; ggj = 1. Sans perte de g�en�eralit�e, soit m(a;b;c) et
m(e;f;g) comme indiqu�ees dans la �g 2.12, les arêtes fa; b; cg sont en gras,
et les arêtes fe; f; gg sont en pointill�es. Le r�esultat de la d�ecomposition
est indiqu�e sur la �g. 2.12.

(III) jfa; b; cg \ fe; f; ggj = 2. Sans perte de g�en�eralit�e, soit m(a;b;c) et
m(e;f;g) comme indiqu�ees dans la �g 2.13, les arêtes fa; b; cg sont en gras,
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Fig. 2.11 - D�ecomposition de la somme de deux m�etriques R10 - cas I
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Fig. 2.12 - D�ecomposition de la somme de deux m�etriques R10 - cas II

et les arêtes fe; f; gg sont en pointill�es. Le r�esultat de la d�ecomposition
est indiqu�e aussi sur la �g. 2.13. ut

Lemme 2.40 La somme d'une m�etrique R10, m(a;b;c) et un cocycle C,
jCj = 4,, tels que C \fa; b; cg = ;, peut être d�ecompos�ee en une somme
enti�ere de cocycles.

D�em. : Dans un premier cas, supposons que C correspond �a l'�etoile
d'un sommet. Sans perte de g�en�eralit�e, soitm(a;b;c) et C comme indiqu�es
dans la �g 2.14, les arêtes fa; b; cg sont en gras, et C est en pointill�es.
Le r�esultat de la d�ecomposition est indiqu�e aussi sur la �g. 2.14.

Supposons maintenant que C est le compl�ement d'un cocycle de K5

�a 6 �el�ements. Sans perte de g�en�eralit�e, soit m(a;b;c) et C comme indiqu�es
dans la �g 2.15, les arêtes fa; b; cg sont en gras, et C est en pointill�es.
Le r�esultat de la d�ecomposition est indiqu�e aussi sur la �g. 2.15. ut
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Fig. 2.13 - D�ecomposition de la somme de deux m�etriques R10 - cas
III
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Fig. 2.14 - D�ecomposition de la somme d'une m�etrique R10 et de
l'�etoile d'un sommet

Lemme 2.41 La somme d'une m�etrique R10 m(a;b;c) et d'un cocycle �a
6 �el�ements, o�u jC \ fa; b; cgj � 2, peut être d�ecompos�ee en une somme
enti�ere de cocycles.

D�em. : Consid�erons les cas possibles :

(I) fa; b; cg \ C = ;. Comme fa; b; cg appartient �a un cycle D, cela
implique que D \ C = ;, mais dans ce cas, D \ C recouvrent E(R10),
ce qui est impossible dans R10.

(II) jfa; b; cg \ Cj = 1. Sans perte de g�en�eralit�e, soient C et m(a;b;c)

comme indiqu�es sur la �g. 2.16, les arêtes fa; b; cg sont en gras, et
les arêtes de C sont en pointill�es. Le r�esultat de la d�ecomposition est
indiqu�e aussi sur la �g. 2.16.

(III) jfa; b; cg \ Cj = 2. Sans perte de g�en�eralit�e, soient C et m(a;b;c)
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Fig. 2.15 - D�ecomposition de la somme d'une m�etrique R10 et d'un
cocycle �a 4 �el�ements qui n'est l'�etoile d'un sommet
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Fig. 2.16 - D�ecomposition de la somme d'une m�etrique R10 et d'un
cocycle �a 6 �el�ements - cas II

comme indiqu�es sur la �g. 2.17, les arêtes fa; b; cg sont en gras, et les
arêtes de C sont en pointill�es. La d�ecomposition obtenue y est aussi
repr�esent�ee. ut

En utilisant tous ces lemmes, on conclut facilement que, dans la
d�ecomposition de m, il peut exister au plus une m�etrique R10, m(a;b;c),
et dans ce cas, les cocycles intersectent fa; b; cg.

Lemme 2.42 La somme de deux cocycles C1, C2 de cardinalit�e 6, dont
l'intersection est inf�erieure �a 4, peut être d�ecompos�ee en un somme
enti�ere de cocycles de cardinalit�e 4.

D�em. : Il est facile de voir que 3 � jC1 \ C2j � 4. En e�et, comme
12 = jC1j + jC2j = jC1 \ C2j + jC1 [ C2j, si jC1 \ C2j < 3, alors
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Fig. 2.17 - D�ecomposition de la somme d'une m�etrique R10 et d'un
cocycle �a 6 �el�ements - cas III

jC1 [ C2j � 10 ; c'est-�a-dire que C1 [ C2 recouvrent E(R10). Comme
E(R10) � C1 est un cocycle, on conclut que C2 \ C1 est un cocycle de
cardinalit�e 2 ou 1, mais cela est impossible.

Si jC1 \ C2j = 3, supposons sans perte de g�en�eralit�e que C1 et C2

sont comme indiqu�es sur la �g. 2.18, les arêtes de C1 sont en gras, et les
arêtes de C2 sont en pointill�es. La d�ecomposition obtenue y est aussi
repr�esent�ee. ut

Fig. 2.18 - D�ecomposition de la somme de deux cocycles �a 6 �el�ements
dont l'intersection est de 3 �el�ements

Lemme 2.43 Si deux cocycles C1; C2 de cardinalit�e 6 sont tels que
jC1 \ C2j = 4, alors C1 \ C2 est un cycle.

D�em. : Soit C1 = fa; b; c; d; e; fg, o�u fa; b; c; dg; fb; e; f; dg; fa; c; e; fg
sont des cycles de cardinalit�e 4. Alors C2 doit intersecter chacun de
ces cycles dans un nombre pair d'�el�ements, et et jC1 \ C2j = 4, cela
implique que C1 \ C2 est un de ces cycles. ut
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Ces deux derniers lemmes impliquentque, dans la d�ecomposition (2.1)
les cycles de cardinalit�e 6 doivent s'intersecter dans un cycle de cardi-
nalit�e 4. Il est facile de voir que, si on �xe un cycle de cardinalit�e 4, il
y a seulement 3 cocycles de cardinalit�e 6 qui le contiennent.

Supposons maintenant qu'il existe un cocycle C dans la d�ecomposi-
tion (2.1) tel que jCj = 4. Pour tout cycle K tel que m(K� e) = m(e),
on a �C(K � e) = �C(e), puisque C est dans la d�ecomposition (2.1). Si
jKj = 4 et m(K � e)�m(e) � 2, comme �C(K � e)��C(e) � 2, alors
(m��C)(K� e)� (m��C)(e) � 0. Donc, si on ne peut pas soustraire
C de m, cela veut dire qu'il existe un cycle K de cardinalit�e 6 tel que

(m� �C)(K � e)� (m� �C)(e) < 0

et cela implique que C � K et qu'il existe un �el�ement e tel que m(K �
e)�m(e) = 2. Dans ce cas on dira que K est un cycle quasi serr�e et e
est l'�el�ement quasi serr�e de K.

Lemme 2.44 Si C1 et C2, C1 6= C2, jC1j = jC2j = 6, sont deux cycles
quasi serr�es, avec f1, f2 leurs �el�ements quasi serr�es, respectivement,
alors f1 62 C2 et f2 62 C1

D�em. : Supposons que f2 2 C1, f1 6 C2. Soient C1; C2 tels que jC1 \
C2j = 3 et, sans perte de g�en�eralit�e, soient C1 = fe1; e4; e5; e6; e7; e10g,
o�u f1 = e1 et C2 = fe2; e4; e5; e7; e8; e9g, et f2 = e4 (ei repr�esente
l'�el�ement correspondant �a l'arête i du graphe K5, comme indiqu�e dans
la �g. 2.10). Alors,

m(e1) = m(e4; e5; e6; e7; e10)� 2

m(e4) = m(e2; e5; e7; e8; e9)� 2

et ceci implique quem(e1) = m(e2; e6; e8; e9; e10)+2m(e5; e7)�4 ; comme
m(e1) � m(e2; e7; e10), puisque fe1; e2; e7; e10g est un cycle pair, on en
d�eduit que 4 � m(e6; e7; e8; e9) + 2m(e5) et ceci n'est pas possible,
puisque que l'on a suppos�e que m(e) � 1, pour tout e 2 E(R10).

Maintenant, soient C1; C2 tels que jC1\C2j = 4 et f2 2 C1, f1 62 C2.
Alors

m(f2) = m(C2 � f2)� 2

m(f1) = m(C1 � f1 � f2) +m(f2)� 2
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et ceci revient �a �ecrire

m(f1) = m(C2 � f2) +m(C1 � f1 � f2)� 4

= m(C14C2 � f1) + 2m(C1 \ C2 � f2)� 4:

Mais C14C2 est un cycle, jC14C2j = 4 et f1 2 C14C2, donc m(f1) �
m((C14C2)�f1). Ceci implique que 2m(C1\C2�f2) � 4, qui est une
contradiction aux faits que jC1 \ C2 � f2j = 3 et m(e) � 1 pour tout
e 2 E(R10).

Soient C1; C2, jC1 \ C2j = 4 et ff1; f2g � C1 \ C2. Alors

m(f2) = m(C2 � f2 � f1) +m(f1)� 2

m(f1) = m(C1 � f1 � f2) +m(f2)� 2;

et ceci implique que m(C14C2) + 2m((C1 \C2)� f1� f2) = 4. Mais le
membre de gauche de cette �egalit�e vaut au moins 6, puisque m(e) � 1,
pour tout e 2 E(R10), jC1 \ C2 � f1 � f2j = 2 et jC14C2j = 4. On
obtient donc une contradiction. ut

Lemme 2.45 Pour la m�etrique m, il existe au plus 3 cycles �a 6 �el�e-
ments quasi serr�es. S'il en existe trois, soient C1; C2; C3 les cycles, et
f1; f2; f3 leurs �el�ements quasi serr�es. Alors f1 62 C2 [ C3, f2 62 C1 [ C3

et f3 62 C1 [ C2.

D�em. : On va montrer que jC1[C2[C3j = 10, et ainsi on ne peut pas
avoir un quatri�eme cycle quasi serr�e.

S'il existe i; j, 1 � i < j � 3 tel que jCi \Cjj = 3, alors jCi [Cjj =
12 � 3 = 9, et ainsi E(R10) � (Ci \ Cj) = fk, o�u k = 6 � i� j, et cela
implique que jC1 [ C2 [ C3j = 10.

Sinon, on a jCi \ Cjj = 4, pour 1 � i < j � 3. Dans ce cas, en
dualisant le lemme 2.43, on remarque que Ci \ Cj est un cocycle de
cardinalit�e 4, et jCi [ Cjj = 8, 1 � i < j � 3 . Si jC1 [ C2 [ C3j = 9,
alors jC3\ (C1[C2)j est impair. Comme jC14C2j = 4 et jC1\C2j = 4,
un parmi C3 \ (C14C2) et C3 \ (C1 \ C2) est impair. Mais

jC3 \ (C14C2)j = jC3 \ (C1 �C2)j+ jC3 \ (C2 � C1)j

= jC3 \ C1j � jC3 \ C1 \ C2j+ jC3 \ C2j

�jC3 \ C2 \ C1j

= 4 � 4 � 2jC3 \ C1 \ C2j � 0 mod 2
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et jC3 \ C1 \ C2j est pair, puisque C1 \ C2.

Le lemme 2.44 conclut la d�emonstration. ut

Lemme 2.46 Soient C1; C2; C3 trois cycles distincts de cardinalit�e 6
quasi serr�es, et f1; f2; f3 leurs �el�ements quasi serr�es, respectivement. Si
ff1; f2; f3g est contenu dans un cycle de cardinalit�e 4, alors la m�etrique
m est une m�etrique R10 ; sinon, m peut être d�ecompos�ee en une somme
enti�ere de cocycles.

D�em. : Nous montrerons l'a�rmation pour 2 cas particuliers, et les
autres cas peuvent être r�eduits �a ceux-ci.

(I) Soient C1 = fe3; e4; e5; e6; e8; e9g, C2 = fe1; e4; e5; e8; e9; e10g et
C3 = fe1; e2; e3; e4; e7; e8g, et f1 = e6, f2 = e10, f3 = e7. Notons que
fe6; e7; e10g n'appartient pas �a un cycle de taille 4. Puisque C1; C2 et
C3 sont quasi serr�es, on a l'�egalit�e suivante

m(e6; e10; e7) = m(e3; e4; e5; e8; e9) +m(e1; e4; e5; e8; e9) +

+m(e1; e2; e3; e4; e8)� 6:

Comme m(e6) � m(e1; e4; e8), m(e7) � m(e3; e4; e5) et
m(e10) � m(e2; e4; e9), alors on obtient que 6 � m(e1)+m(e3)+m(e5)+
2m(e8)+m(e9), et cela implique quem(e1) = m(e3) = m(e5) = m(e8) =
m(e9) = 1. En utilisant aussi que m(e10) � m(e3; e4; e8) et m(e7) �
m(e1; e4; e9) et m(e6) � m(e1; e4; e8), on obtient 6 � m(e2) +m(e3) +
2m(e5) +m(e8) +m(e9), qui nous donne m(e2) = 1.

On conclut donc que m(e6) = m(e7) = m(e10) = m(e4)� 2, et que
la m�etrique m est comme montre la �g. 2.19, o�u x 2 IN; x � 2. La
d�ecomposition de m y est aussi donn�ee.

(II) Soient C1 = fe1; e2; e3; e4; e6; e9g, C2 = fe2; e3; e5; e7; e9; e10g et
C3 = fe1; e4; e5; e8; e9; e10g, et f1 = e6, f2 = e7, f3 = e8. Notons que
fe6; e7; e8g est contenu dans un cycle de taille 4. Puisque C1; C2 et C3

sont quasi serr�es, on a l'�egalit�e suivante

m(e6; e7; e8) = m(e1; e2; e3; e4; e9) +m(e2; e3; e5; e9; e10) +

+m(e1; e4; e5; e9; e10)� 6:
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Fig. 2.19 - M�etrique obtenue �a partir de 3 cocycles serr�es

Comme m(e6) � m(e2; e4; e5), m(e7) � m(e1; e4; e9) et
m(e8) � m(e1; e2; e5), alors on obtient que 6 � 2m(e3) + 2m(e9) +
2m(e10), et cela implique que m(e3) = m(e9) = m(e10) = 1. Et comme
m(e6) � m(e5; e9; e10) etm(e8) � m(e3; e4; e10), etm(e7) � m(e1; e4; e9),
on obtient que 6 � m(e1) + 2m(e2) +m(e3) +m(e5) +m(e9), qui nous
donne les �egalit�es m(e1) = m(e2) = m(e3) = m(e5) = m(e9) = 1.

On conclut donc quem(e6) = m(e7) = m(e8) = 3, et que la m�etrique
m est une m�etrique R10.

Les autres cas peuvent être d�emontr�es de la même fa�con. ut

D'apr�es ce dernier lemme, on d�eduit que il y a seulement deux cycles
quasi serr�es, et ceci implique qu'il y a au plus 2 cocycles de cardinalit�e
4 dans la d�ecomposition (2.1).

Tous les r�esultats pr�ec�edents nous donnent comme conclusion que
dans la d�ecomposition (2.1) il y a

1. au plus une m�etrique R10, m(a;b;c) ;

2. au plus 2 cocycles C1; C2 de cardinalit�e 4 (et qui intersectent
fa; b; cg, s'il y a une m�etriqueR10 m(a;b;c) dans la d�ecomposition) ;

3. au plus 3 cocycles de cardinalit�e 6 C3; C4; C5, dont l'intersection
est un cycle de cardinalit�e 4 (qui contient fa; b; cg, s'il y a une
m�etrique R10 m(a;b;c) dans la d�ecomposition).

On v�eri�e maintenant les cas possibles. Sauf indication contraire, si
un coe�cient � apparâ�t dans la d�ecomposition consid�er�ee, on suppose
que � > 0.

� m = �m(a;b;c)+�i�
Ci, 1 � i � 5 ou m = �m(a;b;c)+�1�

C1 +�2�
C2
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ou m = �m(a;b;c) + �i�
Ci + �j�

Cj 3 � i < j � 5 ;

Dans ces cas, il existe un �el�ement e 62 fa; b; cg tel que m(e) =
�m(a;b;c)(e), et ceci contredit le fait que m est enti�ere.

� m = �1�
C1 + �3�

C3 ou m = �1�
C1 + �3�

C3 + �4�
C4 ou m =

�1�
C1 + �2�

C2 + �3�
C3 ;

Dans ce cas, il y a au moins un �el�ement qui appartient �a seulement
un cocycle Ci ; ainsi �i = 1, et ceci n'est pas possible.

� m = �1�
C1 + �2�

C2 + �3�
C3 + �4�

C4 + �5�
C5.

Dans ce cas, en utilisant le fait que 0 < �i < 1, 1 � i � 5,
qu'il existe au moins deux �el�ements qui appartiennent �a seulement
deux cocycles, et quem est bipartie, on conclut que m est une des
m�etriques montr�ees dans la �g. 2.20, et ces m�etriques sont toutes
d�ecomposables en une somme enti�ere de cocycles.
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Fig. 2.20 - M�etriques obtenues �a partir de la somme de 5 cocycles

� m = �m(a;b;c) + �1�
C1 + �2�

C2 + �3�
C3 + �4�

C4 + �5�
C5, ou 1 >

�i � 0, 4 � i � 5 ;

Soit fa; b; c; dg le cocycle qui contient fa; b; cg. Si C \ fa; b; cg =
fa; cg et C2 \ fa; b; cg = fa; bg, alors m(a) = m(c) + �2, et ainsi
�2 est entier, mais ceci n'est pas possible. Si C1 \ fa; b; cg = fag
et C2 \ fa; b; cg = fa; bg, alors m(a) = m(b) + �1, et ainsi �1 est
entier, mais ceci aussi n'est pas possible. Si C1fa; b; cg = fa; bg et
C2 \ fa; b; c; dg = fc; dg, alors m(a; b; c; d) = 2m(a) + 2m(d) + 2�
et ainsi on conclut que � = 1=2 et que m(c) � m(d) + 1 mod 2 ;
donc m(a; b; c; d) � 1 mod 2, mais ceci contredit l'hypoth�ese que
m est bipartie. Si C1 \ fa; b; cg = C2 \ fa; b; cg = fa; bg, alors
m(a; b; c; d) = 2m(a) + 2m(d) + 2�, et on �nit comme pour le cas
pr�ec�edent. Tous les autres cas peuvent être r�eduits �a ceux-ci.
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� m = �m(a;b;c) + �1�
C1 + �3�

C3 + �4�
C4 + �5�

C5, ou 1 > �i � 0,
3 � i � 5 ;

Si C1 \ fa; b; cg = fag ou C1 \ fa; b; cg = fa; bg, alors m(a) =
m(c) + �1, et ainsi �1 est entier, mais ceci contredit l'hypoth�ese
initiale.

Ainsi on �nit la v�eri�cation de cas, et on arrive �a la conclusion qu'il
n'existe pas de d�ecomposition fractionnaire pour m qui ne puisse pas
être transform�ee en une d�ecomposition enti�ere, et cela prouve que R10

est packing par rapport �a �(CC;R10). ut

L'exemple donn�e par la �g. 2.9 implique que le r�esultat de la 2-
somme de deux matro��des packings n'est pas forcement packing. Mais
cet exemple est essentiellement le seul, o�u on ((2-somme)) un M(K5),
un F7 ou un R10 avec un matro��de qui est constitu�e de deux cycles
�el�ementaires C1; C2 tels que C1 \ C2 = ffg, o�u f est le marqueur, et
jC2j � 3. On appellera cette con�guration un K5, un F 7 et un R10

respectivement.

Pour achever une bonne caract�erisation des matro��des packings, on
aura besoin du lemme suivant :

Lemme 2.47 Le matro��de M , r�esultant de la 2-somme d'un matro��de
M1 packing par rapport �a �(CC;K5;F7;R10)(M1) et d'un matro��de M2 qui
est un cycle �el�ementaire, est packing par rapport �a �(CC;K5;F7;R10)(M).

D�em. : �Etant donn�ee une m�etrique bipartie m : E(M) ! ZZ+, on
trouvera une d�ecomposition enti�ere de m en cocycles, et en m�etriques
K5 ou F7. Si M1 ne contient pas de mineur M(K5), F7, le r�esultat est
trivial. Supposons donc l'autre cas. Soit ffg = M1 \M2.

Comme dans la d�emonstration de la proposition 2.35, on d�e�nit
deux m�etriques m1 : E(M1)! ZZ+ et m2 : E(M2)! ZZ+ telles que

mi(e) =
�
m(e); si e 2 E(Mi)� f ,
q; si e = f ,

o�u q = minfm(C � f) : C 2 C(M1) [ C(M2)g.
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Il s'agit d'un raisonnement similaire �a celui des remarque 1 et 2 dans
la d�emonstration de la proposition 2.35 qui nous permet de prouver
que mi (i = 1; 2) est une m�etrique bipartie ; il existe donc des cocycles
C1; : : : ; Cr 2 C�(M2) tels que

Pr
i=1 �

Ci = m2, et D1; : : : ;Ds 2 C�(M1)
et des m�etriques K5 ou F7 l1; : : : ; lt tels que

Ps
i=1 �

Di +
Pt

j=1 lj = m1.
On suppose que les k2 premiers cocycles Di contiennent f , que les k1
premiers cocycles Di contiennent f , et que les k3 premi�eres m�etriques
li sont telles que li(f) = 1. Notons que k2 = k1 + k3 + 2(t� k3).

Aux m�etriques li telles que li(f) = 1 et aux cocycles Dj, 1 � j � k2,
on associe un cocycle Ck, 1 � k � k2, et on remplace dans li ou Dj

l'�el�ement f par Ck � f . Le r�esultat sera clarement une m�etrique K5,
F7, ou un cocycle dans M .

Maintenant on associe �a chaque m�etrique li, k3 + 1 � i � t, deux
cocycles Cj, Ck contenant f , et on les remplace par B1 et B2 d�e�nis
comme il suit. Soit B1 = Cj4Ck ; B1 est un cocycle dans M2, et aussi
dans M . Soit B2 = Cj \ Ck ; si jB2j � 0 mod 2, alors, comme M2 est
un cycle �el�ementaire, B2 est un cocycle dans M2 et on peut construire
une nouvelle m�etrique l0i �a partir de li et B2 � f de la fa�con suivante :

l0i(e) =

8><
>:
li(e); si e 62 E(M2)� f
2; si e 2 B2 = f
0; sinon.

Si jB2j � 1 mod 2, alors on d�ecompose li, avec li(f) = 0, en cocycles
dans M1, et on les ajoute �a la liste ; dans ce cas, si B2 � f 6= ;, on
ajoute B2�f aussi (avec un coe�cient 2), puisque j(B2�f)\E(M2)j �
0 mod 2, et B2 � f est donc un cocycle dans M2 et dans M .

En proc�edant ainsi on trouve un packing entier de m�etriquesK5 ou
F7 et de cocycles pour m.

Pour le cas du matro��de R10, la d�emonstration est similaire, mais
on remplace les coe�cients 2 par des coe�cients 3. ut

Maintenant le th�eor�eme est le suivant :

Th�eor�eme 2.48 Un matro��de binaire est packing si et seulement si M
ne contient pas de mineur K5, F 7, R10 et M�(P10).

D�em. : Il est facile de voir que si M contient un des mineurs exclus,
alors M n'est pas packing. En e�et, M�(P10) n'a pas la propri�et�e de
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somme de cycles enti�ere et l'exemple de la �g. 2.9 montre que K5 (et
analoguement F 7 et R10) n'est pas packing. Consid�erons maintenant un
matro��de binaire M qui ne contient aucun des mineurs exclus. SiM ne
contient pas de M(K5), F7 ou R10, alors, par le corollaire 2.29, M est
packing par rapport �a �(CC). Sinon, chaque composante connexe de M
est le r�esultat des plusieurs 2-sommes d'un seulM(K5), F7 ou R10 avec
des matro��des qui sont des cycles �el�ementaires (sinonM contiendrait un
K5, F 7 ou R10 comme mineur). En utilisant le lemme 2.47, on conclut
que M est packing. ut

On observe que ce r�esultat est restrictif, puisque seulement des con�-
gurations ((simples)) sont permises dans la 2-somme.Mais il contient une
bonne et compl�ete caract�erisation des matro��des qui sont packings, dans
le sens plus g�en�eral.
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Chapitre 3

Graphes t-parfaits et

h-parfaits

On a remarqu�e que les circuits ont jou�e un rôle tr�es important dans
le chapitre prec�edent, comme une mani�ere d'interpreter la solution d'un
probl�eme de multi
ot. Nous verrons dans ce chapitre un autre sujet o�u
les circuits { maintenant impairs { sont tr�es importants.

Nous introduisons d'abord les d�e�nitions des graphes t- et h-parfaits,
et donnons des r�esultats ant�erieurs et quelques remarques nouvelles
concernant leur structure. Ensuite, nous pr�esentons des classes connues
des graphes h-parfaits seront �etudi�ees et caract�erisons les graphes h-
parfaits dans des nouvelles classes. Nous donnerons �a la �n notre contri-
bution pour le probl�eme de coloration de graphes t- et h-parfaits, avec
des r�esultats nouveaux et des bornes pour le nombre chromatique.

3.1 Les origines des graphes t-parfaits et

h-parfaits

Les graphes t- et h-parfaits sont d'une certaine fa�con une g�en�era-
lisation des graphes parfaits. La d�e�nition d'un graphe parfait est la
suivante. Un graphe G est dit parfait si

�(H) = !(H); pour tout sous-graphe induit H de G;
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o�u �(H) est le nombre chromatique de H et !(H) est la taille d'une
clique maximum de H.

Le polytope des stables d'un graphe G est l'enveloppe convexe des
vecteurs caract�eristiques des stables deG. La proposition suivante donne
une propri�et�e des graphes parfaits qui est pr�esent�ee parfois comme une
d�e�nition �equivalente.

Proposition 3.1 [18, 42, 20, 8] Un graphe G est parfait si et seule-
ment si son polytope des stables est donn�e �a partir des in�equations

x(K) � 1; pour toute clique maximale K de G; (3.1)

x � 0:
ut

Les in�equations (3.1) seront appel�ees in�equations de clique.

Une des classes de graphes parfaits la plus simple est celle des
graphes bipartis.�A partir de la proposition 3.1, on remarque que le po-
lytope des stables d'un tel graphe G est tr�es simple, et donn�e �a partir
des in�equations

x(e) � 1; pour toute arête e de G;
x � 0:

Par contre, il est facile d'observer que les trous impairs ne sont pas
parfaits, puisque le vecteur (1=2; : : : ; 1=2) 2 IRV C est un sommet du
polytope d�e�ni par les in�equations de non-n�egativit�e et de cliques d'un
trou impair C.

Pour �etendre la classe des graphes parfaits de fa�con �a inclure aussi
les trous impairs, Chv�atal [8] introduit en 1975 les graphes t-parfaits.
Un graphe G est t-parfait si les in�equations suivantes d�e�nissent le
polytope des stables de G :

x(e) � 1; pour toute arête e de G;

x(C) �
jCj � 1

2
; pour tout trou impair C de G; (3.2)

x � 0:

Les in�equations (3.2), appel�ees in�equations de trou, ((coupent)) le point
(1=2; : : : ; 1=2) 2 IRV C du polytope d�e�ni seulement par les in�equations
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d'arêtes et de non-n�egativit�e pour un trou impair C, c'est-�a-dire que ce
point n'appartient plus au polytope d�es qu'on y rajoute les in�equations
de trou. Ainsi, ce nouveau syst�eme, s'il est d�e�ni pour un trou impair,
donne un polytope �a sommets entiers.

Les in�equations de trou sont en fait de plans de coupes (((cutting
planes))), et apparaissent comme le r�esultat de la somme des in�equations
des arêtes sur un trou impair, divis�e par 2, et puis arrondit.

La d�e�nition d'un graphe h-parfait est similaire. Un graphe G est
dit h-parfait si son polytope des stables est donn�e par les in�equations
de clique, de trou et non-n�egativit�e, c'est-�a-dire, �a partir de

PP (G)

8><
>:

x(K) � 1; pour toute clique K de G;

x(C) � jCj�1
2 ; pour tout trou impair C de G;

x � 0:

On remarque qu'un graphe t-parfait est toujours h-parfait, mais un
graphe h-parfait est t-parfait seulement si la taille de sa clique maximum
est 3.

D'apr�es ces d�e�nitions, on peut facilement d�eduire qu'un sous-graphe
induit H d'un graphe t- ou h-parfait G est lui aussi t- ou h-parfait. Le
polytope des stables de H, �etant une face de PP (G), contient seulement
des sommets entiers. Ainsi, comme cons�equence directe, on conclut
qu'un graphe t- ou h-parfait qui n'a pas de trou impair est parfait.

3.2 R�esultats g�en�eraux

On �etudiera maintenant la structure des graphes t- et h-parfaits.
Comme la classe des graphes h-parfaits contient celle des graphes t-
parfaits, on parlera maintenant seulement de graphes h-parfaits. En-
suite, on pr�esentera un algorithme polynômial, d�ej�a connu dans la lite-
rature, pour trouver un stable maximum dans un graphe t-parfait, en
utilisant l'algorithme des ellipso��des.

3.2.1 Structure des graphes h-parfaits

Puisque les graphes h-parfaits ont �et�e d�e�nis �a partir de leur poly-
topes des stables, on peut tirer plusieurs conclusions sur des caract�eris-
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tiques des stables dans ces graphes. Notons par 2l(G)+ 1 la cardinalit�e
d'un trou impair minimum, et par 2L(G) + 1 celle d'un trou impair
maximum. On utilisera l (L respectivement) �a la place de l(G) (L(G)
respectivement) quand cela ne pose pas de probl�eme de contexte.

Fait 3.2 Si G est un graphe h-parfait, et !(G) � 3, alors il existe un
stable qui intersecte toutes les !(G)-cliques. Si !(G) = 2 et G n'est pas
biparti, alors il existe un stable qui intersecte tous les trous impairs de
cardinalit�e minimum 2l(G) + 1.

D�em. : Le syst�eme d'in�equations qui d�e�ni le polytope des stables de
G peut être re�ecrit comme

PP (G)

8><
>:
x(K) � 1; pour toute clique K de G;

2
jCj�1x(C) � 1; pour tout trou impair C de G;

x � 0;

et son poly�edre anti-bloquant (voir chapitre 1) est

ab(PP )

(
x(S) � 1; pour tout stable S de G;
x � 0:

On en d�eduit donc que les sommets de ab(PP ) sont les vecteurs �K, pour
toute !-clique K, et les vecteurs 2

jCj�1�
C, pour tout trou impair C. Si

on consid�ere le programme lin�eaire

max
x2ab(PP )

1x;

alors on sait que les solutions optimales sont les !(G)-cliques, si !(G) �
3, et elles sont les vecteurs 2

jCj�1�
C, pour tout trou impair C de car-

dinalit�e minimum, si !(G) = 2 et G n'est pas biparti. Par le th�eo-
r�eme 1.5 (�ecarts compl�ementaires), le stable S correspondant �a une
variable duale yS positive dans un solution duale optimale intersecte
toutes les solutions primales optimales et on �nit la d�emonstration.

ut

Les r�esultats suivants caract�erisent partiellement les voisinages dans
un graphe h-parfait.

Fait 3.3 Si G est h-parfait, alors, pour tout sommet v 2 V G, le voisi-
nage N(v) de v ne contient pas de trou impair induit.
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D�em. : Supposons v 2 V G est tel que N(v) contient un trou impair
induit C, o�u jCj = 2k+1. Si on consid�ere la fonction objective suivante :

w(u) =
�
1; si u 2 C [ fvg,
0; sinon,

alors le point x donn�e par

x(u) =

8><
>:

1
2k+1

; si u = v,
k

2k+1
; si u 2 C,

0; sinon,

appartient �a PP (G) et wx = k + 1
2k+1 > w�S, pour tout stable S de

G[v + C]. Ceci implique que G n'est pas h-parfait. ut

Corollaire 3.4 Si G est h-parfait, alors le sous-graphe induit par le
voisinage de chaque sommet est parfait. ut

Le r�esultat suivant permettra quelques fois de prouver qu'un graphe
est h-parfait.

Proposition 3.5 Soit G un graphe tel que !(G) � 3. S'il existe un
trou impair C dans G qui est satur�e par tout stable maximal, et si
G[V G � D] est h-parfait pour tout ensemble de sommets D, D � C,
alors G est h-parfait.

D�em. : Soit P (G;w) le programme lin�eaire

maxfwx : x 2 PP (G)g

et opt(G;w) la valeur optimale de P (G;w). Supposons qu'il y ait un
trou impairC satur�e par tout stable maximal. On notera par a la valeur
minfw(e) : e 2 Cg, et par Ga le graphe obtenu en �eliminant les �el�ements
e pour lesquels (w � a�C)(e) est �egal �a z�ero. Alors

opt (Ga; w � a�C) = opt (G;w)� a(
jCj � 1

2
):
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En e�et, si x� est une solution optimale de P (G;w), alors

opt (Ga; w � a�C) � (w � a�C)x� = opt (G;w)� a(
jCj � 1

2
)

) opt (G;w) � opt (Ga; w � a�C) + a(
jCj � 1

2
:)

Soit x̂ est une solution optimale de P (w � a�C). Comme Ga est h-
parfait, x̂ correspond �a un stable maximal de Ga. Soit ^̂x un ensemble
maximal de G, qui est �egal �a x̂ quand restreint �a Ga, ^̂x sature C, par
hypoth�ese. Donc,

opt (G;w) � w^̂x = wx̂+ a(
jCj � 1

2
) = opt (Ga; w� a�C)+ a(

jCj � 1

2
):

Il s'ensuit que ce stable �etendu ^̂x est une solution optimale enti�ere de
P (w). ut

Maintenant, si l'on consid�ere seulement la classe des graphes sans
triangle, on peut, par exemple, d�eduire une borne inf�erieure pour le
nombre de stabilit�e d'un tel graphe :

Proposition 3.6 Si G est un graphe h-parfait sans triangle, alors il
existe un stable S tel que jSj � 0; 4jV Gj et S sature chaque trou impair
de cardinalit�e minimum.

D�em. : Soit y� une solution optimale du programme lin�eaire

8><
>:

min1yP
i ySi

�Si � 1; pour tout stable Si de G; i = 1; : : : ; p;
y � 0:

On sait que
P

i y
�
Si
�Si(v) = 1, v 2 V G, et

P
i y

�
Si

= 2 + 1
l(G) , puisque ce

programme est le dual de
max

x2ab(PP )
1x:

Ainsi,

jV Gj =
X
i

y�Si
jSij � (

X
i

y�Si
)max

i
jSij � (2 +

1

l(G)
)max

i
jSij
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et on obtient que

max
i

jSij �
jV Gj

2 + 1
l(G)

�
jV Gj

2; 5
= 0; 4jV Gj:

ut

On pourrait aussi penser que pour cette classe est ferm�ee par rap-
port �a l'op�eration de ((prendre des sous-graphes partiels)). Voici un
contre-exemple.

Le graphe G sur la �g. 3.1(a) est h-parfait. En e�et, il su�t d'utiliser
le r�esultat donn�e par la proposition 3.5, en remarquant que le trou
impair dessin�e en gras est satur�e par tout stable maximal de G. Mais le
graphe G contient un sous-graphe partiel qui n'est pas h-parfait (voir
�g. 3.1(b)). Ce sous-graphe est un K4 impair, qui sera �etudi�e en d�etail
dans la sous-section 3.3.2.

(a) (b)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

6

7

8

9 10

3

4
5

1

2

Fig. 3.1 - Un graphe h-parfait sans triangle (a) contenant un sous-
graphe partiel qui n'est pas h-parfait (b).

3.2.2 Un algorithme polynômial pour le probl�eme

de l'ensemble de poids maximum

Un probl�eme d'optimisation directement li�e aux graphes t- et h-
parfaits est de trouver un stable de poids maximum, selon une fonc-
tion de poids w. On pr�esentera dans la suite un algorithme pour les
graphes t-parfaits, et quelques notes sur les algorithmes existants pour
les graphes h-parfaits.

Ces algorithmes utilisent l'algorithme des ellipso��des et ne sont pas
e�caces dans le sens pratique. La th�eorie concernant cet algorithme, et
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des cons�equences sur l'optimisation combinatoire peuvent être retrou-
v�es dans [27]. (Voir chapitre 1 pour quelques r�esultats.)

Maintenant, grâce aux r�esultats de [27], on sait que l'on peut r�e-
soudre avec un algorithme polynômial le probl�eme de trouver un stable
de poids maximum, s'il existe un algorithme polynômial de s�eparation
pour l'enveloppe convexe du polytope des stables d'un graphe t-parfait.
Ainsi on a besoin d'un algorithme polynômial pour le probl�eme suivant :

Soient un graphe G = (V G;AG), z 2 IRV G
+ et A la matrice d'inci-

dence de G. On veut d�ecider si(
Az � 1;

z(C) � jCj�1
2 ; pour tout trou impair C de G;

ou bien trouver une contrainte viol�ee.

L'algorithme suivant est bien connu et peut être retrouv�e, par exemple,
dans [23] :

1. v�eri�ez d'abord que Az � 1 ; si une des contraintes est viol�ee,
c'est �ni ;

2. sinon, il faut v�eri�er les contraintes de trou impair. Il n'est pas
di�cile de voir que pour z � 0 satisfaisant Az � 1 les deux
syst�emes suivants sont �equivalents :

z(C) �
jCj � 1

2
; C trou impair (sommets), (3.3)

l(C) � 1; C trou impair (arêtes), (3.4)

o�u l 2 IRAG
+ est d�e�ni comme l = 1 � Az, on dira que le est la

longueur de l'arête e ;

(En e�et, (3.4) est �equivalent �a

(1 �Az)(C) � 1 ,

jCj �Az(C) � 1 ,

Az(C) � jCj � 1 ,

z(C) �
jCj � 1

2
:)
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3. maintenant pour v�eri�er (3.4), on construit un nouveau graphe H
�a partir de G de la fa�con suivante. Pour chaque sommet u 2 V G,
on cr�ee deux sommets u+ et u�, et pour toute e = fuvg 2 AG,
on cr�ee des arêtes fu+v�g et fu�v+g, de longueur le.

Les trous impairs C de G correspondent �a des châ�nes dans H de
u+ �a u� pour un sommet u de G. Donc, trouver un trou impair
C qui viole (3.3) est �equivalent �a trouver une châ�ne de de u+ �a
u� de longueur inf�erieure �a 1 pour un sommet u. Ceci peut être
fait en temps polynômial, avec un algorithme de la plus courte
châ�ne (par exemple, voir [9]).

Comme r�esultat �nal :

Th�eor�eme 3.7 [23] Le probl�eme de trouver un stable de poids maxi-
mum dans un graphe t-parfait peut être r�esolu en temps polynômial. ut

Pour les graphes h-parfaits il existe aussi des algorithmes pour trou-
ver un ensemble de poids maximum [28, 29, 46], mais ils sont moins
�evidents que celui pr�esent�e pour les graphes t-parfaits.

Gr�otschel, Lov�asz et Schrijver donnent en [28] une relaxation du
polytope des stables d'un graphe G, en utilisant des in�equations qua-
dratiques (orthogonales) qui d�e�nissent un ensemble convexe. Plus pr�e-
cis�ement :

Soit G = (V G;AG) un graphe. Une repr�esentation orthonormale de
G dans IRn est une s�equence (uv : v 2 V G) tel que uv 2 IRn, kuvk = 1
pour tout v 2 V G, et uvuw = 0 pour toute paire vw de sommets non-
adjacents. Soit x : V G ! IR+ une fonction de poids sur V G. On d�e�ni

�(G;x) := min(max
v2VG

xv
(cuv)2

);

o�u le minimum est pris sur tous les vecteurs c avec kck = 1 et toutes les
repr�esentations orthonormales (uv) de G. (Pour le cas de xv = 1, cette
fonction �(G) a �et�e introduite par Lov�asz pour estimer la capacit�e de
Shannon d'un graphe [44].)
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Pour un graphe G on d�e�ni aussi l'ensemble

TH(G) := fx 2 IRVG+ : �(G;x) � 1g:

Soient St(G) l'enveloppe convexe des vecteurs caract�eristiques des sta-
bles deG, StK(G) le polytope d�e�ni par les contraintes de non-n�egativi-
t�e et de clique, et StT (G) le polytope d�e�ni par les contraintes de non-
n�egativit�e et de trou. Alors, les deux r�esultats suivants sont prouv�es
dans [28].

Th�eor�eme 3.8 St(G) � TH(G) � StK(G). ut

Th�eor�eme 3.9 Le probl�eme faible d'optimisation pour TH(G) peut
être r�esolu en temps polynômial. ut

Ces deux r�esultats impliquent le th�eor�eme suivant en utilisant ces
r�esultats.

Th�eor�eme 3.10 [28] Il existe un algorithme en temps polynômial pour
le probl�eme de trouver un stable de poids maximum dans un graphe h-
parfait.

D�em. : Si un graphe G est h-parfait, alors St(G) = StK(G)\StT (G)
et St(G) = TH(G) \ StT (G). En utilisant les th�eor�emes 3.7 et 3.9, il
est possible de r�esoudre le probl�eme faible pour TH(G) et StT (G), et,
grâce au corollaire 3.4 de [27], ce probl�eme peut aussi être r�esolu pour
leur intersection. Le th�eor�eme 1.7 implique que le probl�eme original
d'optimisation peut être r�esolu en temps polynômial. ut

Dans [46] une autre d�emonstration des th�eor�emes 3.7 et 3.10 est
donn�ee, en utilisant une m�ethode de projection. L'id�ee est que la pro-
jection d'un polytope peut avoir plus de facettes que le polytope lui-
même. Cette remarque sugg�ere que même si P a un nombre exponentiel
de facettes, on peut peut-être le repr�esenter comme la projection d'un
polytope Q, dans une dimension sup�erieur �a celle de P .
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Lov�asz et Schrijver donnent un proc�ed�e g�en�eral pour cr�eer de tels
((liftings)), bas�e sur la m�ethode de repr�esentation orthonormale. Ils re-
pr�esentent un sous-ensemble pouvant être une solution non par son
vecteur caract�eristique v, mais par la matrice vvT ; ils transforment un
programme lin�eaire f0; 1g �a n variables en un programme �a n2 variables,
et ensuite le projettent sur l'espace de dimension n de fa�con �a ce que
des plans de coupes soient introduits dans le syst�eme.

En appliquant cette m�ethode au polytope des stables, le r�esultat
obtenu est que, si le graphe est parfait, t- ou h-parfait, alors le probl�eme
de trouver un stable de poids maximum peut être r�esolu en temps
polynômial.

3.3 �Etude de quelques classes

On pr�esentera maintenant quelques classes de graphes t- et h-parfaits,
et des caract�erisations de ces graphes dans des classes particuli�eres. La
caract�erisation la plus compl�ete des graphes t-parfaits au moment de
la r�edaction de ce travail a �et�e faite par Gerards [24]. Il montre qu'un
graphe qui n'a pas de sous-graphe partiel hom�eomorphe �a un K4, dont
les cycles correspondants aux triangles sont impairs, est t-parfait. Les
r�esultats ant�erieurs �a [24] m�eritent aussi d'être pr�esent�es.

3.3.1 R�esultats connus

Graphes compos�es

Une des classes la plus simple de graphes h-parfaits est celle des
graphes bipartis. Grâce �a la forme de sa matrice d'incidence (qui est to-
talement unimodulaire), le fait que le polytope des stables d'un graphe
biparti est entier est un r�esultat assez simple et connu (voir par exemple
[55]).

A partir de cette classe, une autre classe a �et�e d�ecouverte, celle des
graphes obtenus par l'identi�cation des sommets d'un graphe biparti.
Soit G = (V1; V2; AG) un graphe biparti et b; c deux sommets de G non-
adjacents. Si l'on �elimine b et c de G et que l'on rajoute un nouveau
sommet a, qui aura comme voisinage l'union des voisinages de b et c,
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le r�esultat est un nouveau graphe G = (V G;AG), qui est le graphe
obtenu de G par identi�cation de b et c. Cette classe peut aussi être
d�e�nie comme la classe des graphes pour lesquels il existe un sommet
u contenu dans tout cycle impair.

Fonlupt et Uhry ont prouv�e le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 3.11 [14] Un graphe obtenu par identi�cation de deux som-
mets non-adjacents d'un graphe biparti est h-parfait. ut

Sbihi et Uhry �etendent ce r�esultat en prouvant :

Th�eor�eme 3.12 Soit G = (V G;AG) un graphe h-parfait et a 2 V G
avec exactement deux voisins b et c. Si b et c ne sont pas adjacents,
alors le graphe obtenu de G en �eliminant a et identi�ant b et c est
aussi h-parfait. ut

L'op�eration de composition suivante a �et�e introduite dans [54], et
augmente la classe des graphes h-parfaits. Soit G = (V G;AG) un
graphe, a; b 2 V G et G0 = (V 0

1 ; V
0
2 ; AG

0) un graphe biparti. Soit
G� = (V G�; AG�) le graphe r�esultant d'une des op�erations suivantes :

i. si a; b sont adjacents, on identi�e a et b avec deux sommets adja-
cents en G0, en �eliminant l'arête double ;

ii. si a; b ne sont pas adjacents et sont reli�e par une châ�ne induite
paire, on identi�e a et b avec deux sommets non-adjacents en G0

et appartenant l'un �a V 0
1 et l'autre �a V 0

2 , et on enl�eve la châ�ne ;

iii. si a; b ne sont pas adjacents et sont reli�e par une châ�ne induite
impaire, on identi�e a et b avec deux sommets non-adjacents soit
en V 0

1 soit en V 0
2 , et on enl�eve la châ�ne ;

Remarquons que (ii) n'exclue pas (iii) et vice-versa.

Sbihi et Uhry utilisent l'op�eration inverse de la composition utilis�ee
pour construire un graphe G� �a partir d'un graphe G h-parfait et un
graphe biparti G0, pour trouver un ensemble de poids maximum dans
G, et montrer le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 3.13 [54] Si G est h-parfait, alors G� est h-parfait. ut
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Graphes s�erie-parall�eles

Une autre classe des graphes t-parfaits est celle des graphes s�erie-
parall�eles [6]. Un graphe G est s�erie-parall�ele s'il ne contient pas de sous-
graphe partiel hom�eomorphe �a un K4. Un graphe s�erie-parall�ele sans
point d'articulation peut être aussi vu comme le r�esultat de subdivisions
et doublement d'arêtes �a partir d'une arête double (d'o�u le nom s�erie-
parall�ele).

Boulala et Uhry donnent en [6] un algorithme polynômial qui trouve
le stable de poids maximum, et d�emontrent la conjecture propos�ee par
Chv�atal [8] en 1975 :

Th�eor�eme 3.14 Si G est un graphe s�erie-parall�ele, alors G est t-
parfait. ut

Graphes sans K4 impair

Dans [24], Gerards prouve un r�esultat plus g�en�eral, qui est bas�e sur
la notion de K4 impair. Un K4 impair est un sous-graphe partiel de G
hom�eomorphe �a un K4, dans lequel tous les triangles correspondent �a
des cycles impairs (voir �g. 3.2), les lignes en pointill�es sont des châ�nes
disjointes, sauf pour leurs extr�emit�es, et le mot ((impair)) indique que
la face correspondante est un cycle impair).

impair

impair

impair

Fig. 3.2 - K4 impair

En utilisant une fa�con de d�ecomposer les graphes qui n'ont pas de
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K4 impair, il prouve le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 3.15 [24] Si G ne contient pas de K4 impair, alors G est
t-parfait. ut

Gerards pr�esente aussi un algorithme, qui utilise cette d�ecomposi-
tion pour trouver un stable de poids maximum dans un graphe sans K4

impair. De plus, il montre aussi le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 3.16 Si G ne contient pas de K4 impair, alors le syst�eme
qui d�e�ni son polytope des stables est totalement dualement int�egral.

ut

Le th�eor�eme 3.15 n'est pourtant pas une caract�erisation compl�ete
des graphes t-parfaits, puisque, par exemple, le graphe donn�e �g. 3.3
est un K4 impair t-parfait. On montrera une caract�eriseration des K4

impairs qui sont t-parfaits dans la sous-section 3.3.2.

Fig. 3.3 - K4 impair t-parfait

Motiv�e par ce r�esultat, Shepherd introduit le concept de graphe
super t-parfait : Un graphe G est super t-parfait si tout sous-graphe
partiel de G est t-parfait. Remarquons que cette classe contient tous les
graphes qui n'ont pas deK4 impair, mais elle en contient aussi quelques
uns qui ont des K4 impair t-parfaits, appel�es K4 impairs courts (on les
verra dans la sous-section 3.3.2). Avec ces d�e�nitions Shepherd prouve :

Th�eor�eme 3.17 [67] G est super t-parfait si et seulement si, soit G
ne contient pas de K4 impair, soit il contient seulement des K4 impairs
courts. ut
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Compl�ement des graphes adjoints

Dans la classe des graphes qui sont des compl�ements de graphes
adjoints, Shepherd [66] caract�erise ceux qui sont h-parfaits, puisque il
y a des graphes dans cette classe qui n'ont pas cette propri�et�e. Par
exemple la roue �a 5 sommets est le compl�ement d'un graphe adjoint,
mais elle n'est pas h-parfait, comme on a vu dans la d�emonstration du
fait 3.3. Pour �enoncer son r�esultat, on a besoin d'une nouvelle d�e�nition.

Dans un graphe G, soit fC1; : : : ; Ckg une famille d'ensembles de
sommets disjoints deux �a deux, tels que toutes les arêtes entre des
di��erents Ci existent. Le joint de ces ensembles est l'in�equation

kX
i=1

1

�(Ci)
�Cix � 1:

Le r�esultat de Shepherd est le suivant :

Th�eor�eme 3.18 [66] Si G est le compl�ement d'un graphe adjoint,
alors toute facette di��erente d'une contrainte de non-n�egativit�e est don-
n�ee comme le joint d'une clique avec des anti-trous. ut

De ce r�esultat il s'ensuit :

Corollaire 3.19 [66] Si G est le compl�ement d'un graphe adjoint, alors
G est h-parfait si et seulement s'il ne contient pas de roue �a 5 sommets
et pas d'anti-trou impair �a plus de 7 sommets.

D�em. : Le joint d'une clique avec un anti-trou impair est toujours
di��erent des facettes d'un graphe h-parfait, sauf s'il s'agit d'un joint
simple fCg, o�u C est une clique, ou d'un C5, qui est un trou et un
anti-trou au même temps.

Donc, si G ne contient pas de joint d'un sommet et d'un trou �a 5
sommets, dont le r�esultat est une roue, et pas d'anti-trou �a plus de 7
sommets, grâce au th�eor�eme 3.18, on conclut que G est h-parfait. ut
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3.3.2 Caract�erisation des K4 impairs

Comme on a vu pr�ec�edemment, la caract�erisation donn�ee par le
th�eor�eme 3.15 n'est pas compl�ete, puisqu'il existe des K4 impairs qui
sont t-parfaits et ne doivent pas être exclus.

On montrera quels sont lesK4 impairs qui sont t-parfaits. Le r�esultat
lui-mêmenous a �et�e communiqu�e par Gerards. Ici nous pr�esentons notre
mani�ere de v�eri�er ce r�esultat.

On donnera d'abord quelques notations. On notera P (I, resp.), une
châ�ne qui a un nombre pair (impair, resp.) d'arêtes entre ses extr�e-
mit�es ; on notera [IJ ] l'ensemble de sommets dans la châ�ne reliant les
sommets I et J , sans I et J ; et x[IJ ] d�enotera

P
v2[IJ] xv.

Les K4 impairs non t-parfaits

On va consid�erer 3 cas, selon la parit�e des châ�nes qui composent
les circuits impairs.

On va montrer que le polytope des stables d'un graphe G qui est un
K4 impair est strictement contenu dans PP (G). Le proc�ed�e est toujours
le même : pour ce graphe G on obtient �a partir des in�equations de trou
et d'arête une in�equation �a des coe�cients entiers, dont le membre
de droite est non-entier et peut être arrondit. L'in�egalit�e obtenu reste
valide pour les points entiers de PP (G), mais cette nouvelle in�equation
s�epare un point fractionnaire de PP (G) du polytope des stables de G.
Cette in�equation est donc n�ecessaire �a la description du polytope des
stables de G, sans être une in�equation de non-n�egativit�e, d'arête ou de
trou impair.

Premier cas. Soit G un K4 impair, dont les 6 châ�nes entre les sommets
de degr�e 3 ont un nombre impair d'arêtes.
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1

2 3

4

I I I

II

I

Fig. 3.4 - Premier cas de K4 impair non t-parfait

Dans ce cas, on somme les in�equations de trou suivantes

x1 + x[12] + x2 + x[24] + x4 + x[14] �
3 + j[12]j+ j[24]j+ j[14]j � 1

2

x1 + x[13] + x3 + x[34] + x4 + x[14] �
3 + j[14]j+ j[34]j+ j[13]j � 1

2

x1 + x[12] + x2 + x[23] + x3 + x[13] �
3 + j[12]j+ j[23]j+ j[13]j � 1

2

x2 + x[23] + x3 + x[34] + x4 + x[24] �
3 + j[23]j+ j[34]j+ j[24]j � 1

2

avec l'in�equation suivante, qui r�esulte de la somme de quelques in�equa-
tion d'arête

x[IJ ] �
j[IJ ]j

2
; 1 � I < J � 4:

Ceci nous donne

3x1 + 3x2 + 3x3 + 3x4 + 3
X

1�I<J�4

x[IJ ]� 4 + 3
X

1�I<J�4

j[IJ ]j

2
:

Et on divise l'in�equation par 3 :

x1 + x2 + x3 + x4 +
X

1�I<J�4

x[IJ ]� 4=3 +
X

1�I<J�4

j[IJ ]j

2
:

En arrondissant les deux côt�es, nous obtenons

x1 + x2 + x3 + x4 +
X

1�I<J�4

x[IJ ] � 1 +
X

1�I<J�4

j[IJ ]j

2
:
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Celle-ci est une in�equation valide pour tous les points entiers de
PP (G). Mais on peut donner un point fractionnaire y qui est dans PP (G),
et qui ne satisfait pas cette in�equation. Soit yi = 1=3, si i 2 f1; 2; 3; 4g,
et yv 2 f1=3; 2=3g, pour v 2 V G � f1; 2; 3; 4g, de fa�con �a ce que
yu = 1 � yv, pour chaque arête fu; vg, quand cela est possible, en
respectant les contraintes d'arête. On peut facilement v�eri�er que y 2
PP (G).

Pour y la valeur du membre de gauche de cette in�equation est 4=3+P
1�I<J�4

j[IJ ]j
2

, qui est strictement plus grand que la valeur du membre
de droite. Cette in�equation s�epare y du polytope des stables G et elle
est donc n�ecessaire �a la description du polytope des stables de ce K4

impair. Ceci prouve que G n'est pas t-parfait.

Deuxi�eme cas. Soit G un K4 impair dont les châ�nes entre les sommets
1 et 2, 1 et 3, 2 et 3 ont un nombre impair d'arêtes, et les autres en ont
un nombre pair.

1

2 3

4

I P I

P
P

I

1

2 3

4 a

P P I

PI

P

Fig. 3.5 - Deuxi�eme et troisi�eme cas de K4 impair non t-parfait

Troisi�eme cas. Soit G le K4 dont les châ�nes ont les parit�es indiqu�ees
dans la �g. 3.5, avec la propri�et�e que la châ�ne entre les sommets 1 et
3 a au moins 3 arêtes.

Les v�eri�cations de ces deux cas sont similaires �a celle du premier
cas, et peuvent être retrouv�ees en d�etails dans l'annexe C

Le K4 impair t-parfait

Proposition 3.20 Soit G un K4 impair de la forme de celui pr�esent�e
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au troisi�eme cas, mais qui a exactement une arête entre les sommets 1
et 3, et une entre les sommets 2 et 4. G est t-parfait.

1

2 3

4

P P

P

P

Fig. 3.6 - K4 impair t-parfait

D�em. : Supposons par l'absurde, qu'il existe un sommet fractionnaire
y de PP (G). Alors toutes les composantes de y sont fractionnaires. En
e�et, s'il y a une composante yv = 0, alors y restreint au graphe G0 =
G[V G� v] est un sommet de PP (G0). Comme G0 est t-parfait, puisqu'il
ne contient pas de K4 impair, y est entier, et ceci est une contradiction.
S'il y a une composante yv = 1, alors yu = 0 pour tout voisin u de v,
et ceci n'est pas possible.

Donc y satisfait seulement des contraintes de trou et d'arêtes avec
�egalit�e, et comme PP (G) est de dimension jV Gj, y doit satisfaire jV Gj
in�equations.

Soit S un stable construit de la fa�con suivante : si la châ�ne entre les
sommets 1 et 2 est fa1; a2; : : : ; a[12]g, on prendra pour S les sommets
ai, i impair, et de même pour les autres châ�nes, de fa�con �a ce que
jSj = j[12]j+1

2
+ j[14]j+1

2
+ j[34]j+1

2
+ j[23]j+1

2
.

On a�rme que �S satisfait avec �egalit�e toutes les in�equations d'arête
et de trou, sauf les contraintes x1 + x3 � 1 et x2 + x4 � 1. En e�et,
on observe que �S satisfait avec �egalit�e les contraintes d'arête, puisque
l'on a mis dans S une extr�emit�e de chaque arête de G, exception faite
pour les arêtes f13g et f24g. Pour les trous impairs, on peut v�eri�er
facilement que �S sature tout trou impair. Par exemple, pour le trou
C = f1; [12]; 2; 4; [14]g,

�S(C) =
j[12]j+ 1

2
+
j[14]j+ 1

2
=
jCj � 1

2
:
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Remarquons que le sommet y satisfait avec �egalit�e une in�equation
parmi x1+x3 � 1 et x2+x4 � 1. Sinon, l'ensemble de contraintes serr�ees
pour y serait contenu dans celui que d�e�ni �S, et cela impliquerait que
y n'est pas un sommet de PP (G).

Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que y2+y4 = 1. On va compter
le nombre des contraintes possiblement serr�ees pour y.

Consid�erons les in�equations de trou suivantes :

x1 + x[12] + x2 + x4 + x[14] � 1 +
j[12]j+ j[24]j

2

x2 + x[23] + x3 + x[34] + x4 � 1 +
j[23]j+ j[34]j

2
:

Elles sont associ�ees aux trous que recouvrent toutes les arêtes, sauf
f13g, et leur intersection est l'arête f24g. Il su�t donc de compter le
nombre des contraintes possiblement serr�ees dans ces deux trous et de
rajouter les contraintes de trou et la contrainte x1 + x3 � 1.

Dans le trou f1; [12]; 2; 4; [41]g, il y a au plus 1+ j[12]j+j[14]j
2 contraintes

d'arête serr�ees disjointes, sinon ceci nous donnerait qu'il existe une
variable z�ero, contredisant le fait que y soit fractionnaire. Le nombre
maximumde contraintes d'arête serr�ees est donc j[12]j+j[14]j, y compris
la contrainte x2 + x4 = 1. De même, le cycle f2; [23]; 3; [34]; 4g contient
au plus j[23]j+ j[34]j contraintes d'arête serr�ees, y compris x2+x4 = 1.
On peut avoir aussi les in�equations de trou et l'in�equation x1 + x3 � 1
satisfaites avec �egalit�e, le r�esultat �nal est

j[12]j+ j[14]j+ j[23]j+ j[34]j � 1 + 4 + 1

= j[12]j+ j[14]j+ j[23]j+ j[34]j+ 4

= jV Gj:

Il s'ensuit que y satisfait avec �egalit�e toutes ces contraintes.

On remarque pourtant que l'ensemble des 4 in�equations de trou
et des contraintes x1 + x3 � 1, x2 + x4 � 1 n'est pas lin�eairement
ind�ependant. En e�et, consid�erons les in�equations serr�ees

x1 + x[12] + x2 + x4 + x[14] � 1 +
j[12]j+ j[14]j

2
(3.5)
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x1 + x3 + x[34] + x4 + x[14] � 1 +
j[34]j+ j[14]j

2
(3.6)

x1 + x[12] + x2 + x[23] + x3 � 1 +
j[12]j+ j[23]j

2
(3.7)

x1 + x3 � 1 (3.8)

x2 + x4 � 1 (3.9)

Maintenant on v�eri�e que la quatri�eme in�equation de trou peut être
obtenue �a partir de cet ensemble.

x2 + x[23] + x3 + x[34] + x4 =

(3:6)(3:7)
=

j[12]j+ j[23]j

2
+ 1� (x1 + x[12]) +

j[14]j+ j[34]j

2
+1� (x1 + x3 + x[14])

= 1 +
j[23]j+ j[34]j

2
+
j[12]j+ j[14]j

2
+ 1� (2x1 + x[12]

+x3 + x[14])

(3:5)
= 1 +

j[23]j+ j[34]j

2
� (x1 + x3) + (x2 + x4)

(3:8)(3:9)
= 1 +

j[23]j+ j[34]j

2
:

Ainsi, on observe que le syst�eme d'in�equations qui d�e�nit y n'est
pas lin�eairement ind�ependant, mais ceci est absurde, puisque l'on a
suppos�e que y est un sommet de PP (G). Il n'y a donc pas de sommet
fractionnaire dans PP (G), et G est t-parfait. ut

3.3.3 Graphes adjoints

On pr�esente ici un r�esultat qui caract�erise les graphes h-parfaits
dans la classe de graphes adjoints. Pour cela, il nous faut quelques
d�e�nitions de la th�eorie des couplages. Une oreille (impaire) d'un graphe
G, relative �a un sous-graphe G0 de G, est une châ�ne (de longueur
impaire) avec seulement ses extr�emit�es dans G0 ; l'oreille est dite ouverte
si ses extr�emit�es sont di��erentes. Un graphe G est hypocouplable si G�v
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contient un couplage parfait pour tout v 2 G. Lov�asz et Plummer ont
montr�e le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 3.21 [45] Un graphe G est hypocouplable si et seulement
si G peut être d�ecompos�e comme P0 +P1 + : : :+Pr, o�u P0 est un cycle
impair, et Pi est une oreille impaire pour tout i. ut

On utilisera ce r�esultat pour montrer le suivant.

Proposition 3.22 Soit G un graphe simple. Les a�rmations suivantes
sont �equivalentes :
(i) le graphe adjoint L(G) de G est h-parfait ;
(ii) les seuls sous-graphes hypocouplables de G sont les trous impairs ;
(iii) G ne contient pas de cycle impair avec une oreille ouverte comme
sous-graphe induit.

D�em. : Il est facile de voir qu'il y a une correspondance entre les stables
dans L(G) et les couplages dans G. Ainsi le polytope des stables de L(G)
est �egal au polytope des couplages de G [10]:

x(�(v)) � 1; pour tout v 2 V G; (3.10)

x(E(S)) �
jSj � 1

2
; pour tout S � V G hypocouplable (3.11)

x � 0:

o�u E(S) est l'ensemble d'arêtes de EG qui ont les deux extrêmit�es dans
S.

Les in�equations d'�etoile (3.10) correspondent aux in�equations de
clique et d'arête pour PP (L(G)). Pour que L(G) soit h-parfait, il faut
donc que les in�equations (3.11) correspondent exactement aux in�equa-
tions de trou. Comme le graphe adjoint d'un graphe hypocouplable H
est un trou impair si et seulement si H est un trou impair, on voit
l'�equivalence des a�rmations. ut

Une caract�erisation plus pr�ecise est donn�ee par le r�esultat suivant.

Corollaire 3.23 Si G est le graphe adjoint d'un graphe simple, alors
G est h-parfait si et seulement si G ne contient pas la con�guration
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montr�ee par �g. 3.7 comme sous-graphe induit, o�u Pi est la châ�ne
entre ei et fi qui ne passe pas par ej, j 6= i, jP3j est impaire, jP1j et
jP2j sont paires, et P1; P2 et P3 sont mutuellement disjoints.

e1

e2

f1

f2

P1

P2

e3 f3P3

Fig. 3.7 - Con�guration interdite dans les graphes adjoints h-parfaits

D�em. : Le graphe adjoint d'un cycle impair avec une oreille impaire
ouverte est exactement la con�guration donn�ee par �g. 3.7. En utilisant
la proposition 3.22, on obtient la conclusion d�esir�ee. ut

3.3.4 Graphes bipartis plus un triangle

On va maintenant �etudier la classe de graphes bipartis plus un tri-
angle, Gbip;4

. Un graphe G appartient �a Gbip;4
s'il y a trois arêtes

qui forment un triangle, dont l'�elimination rend le graphe biparti. Pour
cette classe, on a le r�esultat suivant :

Proposition 3.24 Soit G un graphe dans Gbip;4
. G est t-parfait si

et seulement si G ne contient pas de K4 impair non t-parfait comme
sous-graphe partiel.

D�em. : Si G ne contient pas de K4 impair, alors, par le th�eor�eme 3.15,
G est t-parfait.

Supposons donc que G ait un K4 impair comme sous-graphe partiel.
Comme dans le K4 impair les châ�nes entre les sommets de degr�e 3 sont
mutuellement disjointes, dans G un de 4 cycles impairs est le triangle
T = fa; b; cg, dont l'�elimination des arêtes rend le graphe biparti. On a
les con�gurations possibles pour le K4 impair donn�ees par �g. 3.8, o�u
I (P resp.) indique une châ�ne de longueur impaire (paire resp.), et les
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a a

b c b c

P

P P

I

I I

Fig. 3.8 - K4 impairs possibles

lignes en gras correspondent �a des arêtes. Remarquons que ces deux K4

impairs ne sont pas t-parfaits.

Une arête e est traversante si e a ses extr�emit�es en deux châ�nes
distinctes du K4 impair. On pr�esentera un m�ethode pour trouver, �a
partir d'un K4 impair, un autre qui a moins d'arêtes traversantes ; ceci
nous permettra d'obtenir en temps polynômial un K4 impair comme
sous-graphe induit.

On d�ecrira un K4 impair par ses 4 sommets de degr�e 3. Soit abcd
un K4 impair avec une arête traversante e = fxyg, telle que x est sur
la châ�ne entre a et d, sans perte de g�en�eralit�e, et y est sur la châ�ne
entre c et d, y 6= d, de fa�con �a ce que x soit le sommet plus proche de
a parmi toutes les paires des sommets xy qui satisfont les conditions
mentionn�ees (voir �g. 3.9).

c

a

b

d

x

y

Fig. 3.9 - Arête traversante dans un K4 impair

Il n'est pas di�cile de voir que abcx d�e�ni un K4 impair qui n'utilise
pas la châ�ne entre les sommets d et y. En e�et, comme le graphe est
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dans Gbip;4
, les parit�es des châ�nes entre les sommets a; x et b; x et

c; x sont �egales, et cela implique qu'il s'agit d'un K4 impair. En plus, le
K4 impair abcx a moins d'arêtes traversantes, puisqu'il est strictement
contenu dans le K4 impair abcd.

Ainsi, si G contient un K4 impair non t-parfait comme sous-graphe
partiel, alors G contient un K4 impair non t-parfait comme sous-graphe
induit, et ceci implique que G n'est pas t-parfait. ut

3.4 Coloration des graphes t-parfaits et h-

parfaits

Plusieurs probl�emes pratiques peuvent être vus comme des pro-
bl�emes de coloration des sommets d'un graphe, c'est-�a-dire, des va-
riantes du probl�eme de trouver un recouvrement des sommets d'un
graphe par des stables. Trouver le nombre chromatique �(G) revient �a
trouver la taille minimum d'un tel recouvrement, et c'est ce probl�eme
que nous traitons maintenant.

La coloration des sommets d'un graphe, dans le cadre le plus g�e-
n�eral possible, est NP-di�cile, et la question, ((Un graphe G est-il
k-coloriable ?)) pour un k � 3 �x�e, est un probl�eme de d�ecision NP-
complet [21].

Pour les graphes parfaits, il existe un algorithme polynômial pour
le probl�eme de coloration, qui utilise l'algorithme de l'ellipso��de [29],
mais, pour certaines classes de graphes parfaits, ce probl�eme peut être
r�esolu simplement, comme pour les graphes bipartis (r�esultat facile),
les graphes adjoints de graphes bipartis [36], les graphes triangul�es [22],
entre autres.

Le travail qui suit traite le probl�eme de trouver le nombre chroma-
tique des graphes t- et h-parfaits. On �etudiera le nombre chromatique
fractionnaire des ces graphes, et on pr�esentera quelques conjectures
concernant �(G). Ensuite, nous essayerons d'aborder une de ces conjec-
tures de plusieurs fa�cons, avec des r�esultats sur des bornes pour �(G)
et, �nalement, nous montrerons des classes de graphes qui satisfont
cette conjecture.
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3.4.1 Conjectures

Le probl�eme de la coloration peut être abord�e par une analyse po-
ly�edrale de la fa�con suivante :

min1y = �(G)

X
v2S;Sstable

yS�
S � 1; pour tout v 2 V G; (3.12)

yS � 0; pour tout S stable, (3.13)

yS entier, pour tout S stable. (3.14)

Les in�egalit�es (3.12) nous disent que y est un packing de stables qui
recouvrent les sommets de V G. Si maintenant on consid�ere le même
programme lin�eaire sans les contraintes (3.14), alors la valeur mini-
mum correspondra au nombre chromatique fractionnaire ��(G) de G,
et une solution optimale y correspondra �a une coloration fractionnaire
de V G. Il est clair que ��(G) � �(G), et en g�en�eral ces deux valeurs
sont di��erentes. Par exemple, le trou �a 5 sommets C5 est 3-coloriable,
mais son nombre chromatique fractionnaire est 2,5 ; on peut voir une
coloration fractionnaire du C5 donn�ee par la �g. 3.10. Chaque symbole
repr�esente un stable (une couleur), qui participe du packing (3.12) avec
coe�cient 1=2.

+

*

+

*

Fig. 3.10 - Coloration fractionnaire du C5 : chaque ((couleur)) participe
avec un coe�cient de 1=2.
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Le r�esultat suivant sur la coloration fractionnaire d'un graphe h-
parfait a men�e �a plusieurs conjectures.

Proposition 3.25 [54] Si G est h-parfait non-biparti, alors

��(G) =

(
!(G); si !(G) � 3,
2 + 1

l(G)
; si !(G) = 2.

D�em. : Comme on l'a vu, le probl�eme de d�eterminer ��(G) peut être
formul�e comme

8>><
>>:
min1yX
v2S;S stable

ys � 1; pour tout v 2 V G,

y � 0;

dont le programme dual est

maxf1x : x 2 ab(PP (G))g;

o�u ab(PP (G)) est le poly�edre anti-bloquant de PP (G). On sait que les
sommets de ab(PP (G)) correspondent �a des in�egalit�es qui d�e�nissent
des facettes de PP (G) (voir chapitre 1), et ainsi,

maxf1x : x 2 ab(PP (G))g = maxf!(G); 2 +
1

l(G)
g:

Ceci implique le r�esultat d�esir�e. ut

Dans [54], on trouve une premi�ere conjecture sur la coloration de
graphes h-parfaits :

Conjecture 3.26 Un graphe G h-parfait est !(G)-coloriable.

Shepherd [65] a restreint cette conjecture pour les graphes t-parfaits,
en remarquant que 2 + 1

l
� 3, pour l � 1.

Conjecture 3.27 Un graphe t-parfait est 3-coloriable.
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H

Fig. 3.11 - Le compl�ement du graphe adjoint de H est t-parfait, mais
il n'est pas 3-coloriable

Mais ces conjectures ne sont pas vraies, puisqu'il existe un contre-
exemple, donn�e par Laurent, Seymour et Schrijver, [38]. Le graphe G
en question est le compl�ement du graphe adjoint du graphe H donn�e
par la �g. 3.11.

Le graphe G est h-parfait, grâce au corollaire 3.18, et !(G) est �egal
�a la cardinalit�e maximum d'un couplage dans H, c'est-�a-dire 3, mais
�(G) est �egal �a la cardinalit�e minimum d'un transversal de H, c'est-�a-
dire 4.

Shepherd a donc pos�e une nouvelle conjecture [66] :

Conjecture 3.28 Un graphe t-parfait est 4-coloriable.

Dans cette section on travaillera sur une g�en�eralisation de la conjec-
ture pr�ecedente, �etendue aux graphes h-parfaits.

Conjecture 3.29 Un graphe G h-parfait est (!(G) + 1)-coloriable.

3.4.2 Vers la conjecture

On �etudiera le probl�eme de trouver une borne pour le nombre chro-
matique d'un graphe h-parfait. D'abord on g�en�eralisera un r�esultat qui
est pr�esent�e dans [54].

Proposition 3.30 Si G est h-parfait, alors

�(G) � !(G) + t(G);

o�u t(G) est le nombre de di��erentes tailles de trous impairs dans G.
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D�em. : En utilisant le fait 3.2, on sait qu'il existe un stable qui inter-
secte toute solution optimale du programme lin�eaire8<

:
max1x
x(S) � 1; S stable,
x � 0;

et ainsi, il existe un stable qui intersecte toutes les !(G)-cliques, si
!(G) � 3. En �eliminant cet ensemble du graphe, on obtiendra un graphe
G0 qui est h-parfait, et on peut donc reutiliser ce proc�ed�e et trouver
un stable dans G0 qui intersecte toute !(G0)-clique, c'est-�a-dire, toute
(!(G) � 1)-clique.

On continue jusqu'�a ce que le graphe Gf r�esultant des �eliminations
successives des stables ait !(Gf ) = 2. Dans ce cas, le fait 3.2 nous
dit qu'il existe un stable qui intersecte tous les trous de cardinalit�e
minimum. Si on �elimine cet stable, on obtiendra un graphe G� h-parfait,
o�u t(G�) < t(Gf ). Cette op�eration est appliqu�ee jusqu'�a obtenir un
graphe biparti.

�A la �n, on a trouv�e au plus !(G)� 2 + t(G) ensembles stables, et
un graphe biparti pour colorier G ; ceci prouve l'a�rmation. ut

Remarque 3.31 Cette d�emonstration nous donne un moyen de r�e-
duire le probl�eme de colorier un graphe h-parfait au probl�eme de co-
lorier un graphe t-parfait sans triangle. Soit f une fonction enti�ere sur
l'ensemble de graphes, monotone d�ecroissante par rapport �a des sous-
graphes induits. Si �(G) � f(G) pour tout graphe G t-parfait sans
triangle, alors �(H) � !(H)+f(H)�2, pour tout graphe H h-parfait.

Ainsi, dans la suite on �etudiera les graphes t-parfaits sans triangle,
en sachant que, �a chaque r�esultat pour un tel graphe, on a un r�esultat
pour les graphes h-parfaits.

Pour un graphe G, on note Y = Y (G) la valeur maximum d'une
variable duale optimale du programme lin�eaire

maxf1x : x 2 ab(PP (G))g:

Proposition 3.32 Soient G un graphe t-parfait sans triangle et S un
stable qui correspond �a une variable dans une solution duale optimale
de valeur Y . Si Y > 1

l(G) �
1

L(G), alors le graphe G[V G n S] est biparti.
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D�em. : Comme S est un stable qui correspond �a une variable dans une
solution duale optimale de valeur Y , on sait que

max
n
(1� Y �S)x : x 2 ab(PP (G))

o
= 2+

1

l
�Y < 2+

1

l
�
1

l
+

1

L
= 2+

1

L
:

Donc S \ C 6= ; pour tous les trous impairs C, jCj � 2jLj + 1, et par
cons�equent, pour tous les trous impairs de G. ut

Comme principale cons�equence on obtient les r�esultats qui suivent :

Th�eor�eme 3.33 Si G est un graphe t-parfait sans triangle et Y (G) >
1
l
� 1

L
, alors �(G) � 3. ut

Corollaire 3.34 Si G est un graphe t-parfait sans triangle et l(G) �
jVGj�1

4
, alors �(G) � 3.

D�em. : On peut supposer que L(G) � n�1
2 , o�u n = jV Gj. Donc 1

l
� 1

L
�

2
n�1 : Soit y une solution de base optimale duale. On choisit les indices
de fa�con �a ce que yi > 0) i � n. Alors

nX
i=1

yi = 2 +
1

l

et

Y = max
1�i�n

yi �
2 + 1

l

n
�

2 + 4
n�1

n
=

2(n + 1)

n(n� 1)
>

2

n� 1
:

Ainsi les conditions du th�eor�eme sont satisfaites. ut

Par rapport �a la taille d'un graphe G h-parfait !(G) + 1-coloriable,
on peut conclure �a partir du dernier r�esultat que :

Corollaire 3.35 Un graphe G h-parfait tel que jV Gj � 6 + !(G) est
(!(G) + 1)-coloriable.

D�em. : Il su�t de remarquer qu'un graphe t-parfait sans triangle avec
au plus 8 sommets est 3-coloriable, en utilisant le th�eor�eme ant�erieur.
La remarque 3.31 compl�ete la preuve. ut
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Maintenant, un autre raisonnement nous permet d'obtenir une borne
plus juste pour le nombre chromatique d'un graphe t-parfait sans tri-
angle.

Proposition 3.36 Si G est un graphe t-parfait sans triangle, alors

�(G) <
log jV Gj

log 5
3

:

D�em. : Grâce �a la proposition 3.6, on sait qu'il y a un stable S qui
sature chaque C5 et jSj � (0; 4)jV Gj. Si on �elimine ce stable du graphe
et r�ep�ete l'op�eration, on peut continuer �a trouver des stables et les
�eliminer x fois, jusqu'�a ce que (0; 6)x jV Gj < 1. Ainsi,
x < � log0;6 jV Gj, et on en d�eduit le r�esultat. ut

Cette derni�ere proposition m�ene facilement au corollaire suivant.

Corollaire 3.37 �Etant donn�e 0 < � � 1, on note par G(�) la famille
des graphes h-parfaits G tels que 2l(G) + 1 � �jV Gj. Alors pour tout
� > 0 il existe une constante c(�) telle que, pour tout G 2 G(�), on a
�(G) � c(�).

D�em. : Par le même raisonnement du r�esultat ant�erieur, on remarque
que (0; 6)�(G)�2jV Gj < 2l(G) + 1. Ainsi log0;6 2l(G) + 1� log0;6 jV Gj �
�(G). Comme 2l(G) + 1 � �jV Gj, on obtient que log0;6 � > �(G), c'est-
�a-dire, �(G) < log5=3

1
�
. ut

3.4.3 �Etudiant la taille des graphes t-parfaits sans

triangle 3-coloriables

�Etant donn�e un graphe G t-parfait sans triangle, on sait que l'on
peut obtenir un stable S qui rencontre chaque trou impair de cardinalit�e
minimum 2l+1. Maintenant on voudrait que cet ensemble S intersecte
tous les trous impairs de cardinalit�e 2k+1, o�u k 2 f0; : : : ; (0; 3)jV Gjg.
(Notons que l'on exige 0; 3jV Gj comme borne sup�erieure parce que

2:(0; 3)jV Gj+ 1 = 0; 6jV Gj + 1 > jV Gj � jSj
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et ainsi G ne contient pas de trou impair de cardinalit�e plus grande que
2:(0; 3)jV Gj+ 1.)

En suivant le raisonnement de la proposition 3.32, on peut être sûr
que S rencontre tous les trous impairs si Y (G) > 1=l � 1=L

Y (G) >
1

l(G)
>

1

l
�

1

0:3jV Gj

et comme on peut supposer que Y (G) � 2+1=l
jV Gj

, cela implique que

l >
3jV Gj � 3

16
: (3.15)

Ainsi si (3.15) est v�eri��ee, G est 3-coloriable. En consid�erant (3.15)
comme une borne pour jV Gj, il s'ensuit que si jV Gj � 11, et la taille
d'un trou minimum est 5, alors G est 3-coloriable. �A partir de (3.15) on
construit le tableau 3.1, qui nous donne le rapport entre jV Gj et l(G)
pour un graphe t-parfait sans triangle qui est certainement 3-coloriable.

l(G) jV Gj �
2 11
3 16
4 22
5 27
6 33

Tab. 3.1 - Un rapport entre l(G) et jV Gj pour un graphe t-parfait sans
triangles 3-coloriable

Comme conclusion, on a le r�esultat suivant :

Proposition 3.38 Si G est un graphe t-parfait sans triangle, avec
l(G) = 2, tel que jV Gj � 11, alors G est 3-coloriable. ut

Maintenant on essaiera d'am�eliorer la borne ((jV Gj � 11)). On utili-
sera beaucoup le deux prochains lemmes.
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Lemme 3.39 Soient un graphe G t-parfait sans triangle et contenant
un C5, S un stable saturant tout C5, et C un trou �a 7 sommets disjoint
de S. Si v 2 S, alors v est adjacent �a au plus 2 sommets de C, et s'il
y a �egalit�e, alors les 2 voisins de v sont �a distance 2 dans C.

D�em. : En e�et, comme G ne contient pas de triangle et tout C5 est
satur�e par S, la distance entre deux voisins de v ne peut être ni 1, ni
3 dans C. Si v est adjacent �a exactement 2 sommets dans C, alors ils
sont �a distance 2. ut

Lemme 3.40 Sous les mêmes hypoth�eses du lemme 3.39, C [ S ne
contient pas de trou �a 5 sommets.

D�em. : Supposons le contraire, et soit C� = fa; v; b; y; xg un trou �a 5
sommets satur�e par S, et fa; bg = C� \ S (voir �g. 3.12). Comme x et

a

v

b

yx

C

C*

Fig. 3.12 - Un C5 contenu dans C [ S

y sont des voisins dans C�, et C ne contient pas de corde, alors xy 2 C.
Or, v 2 C, et par le lemme pr�ec�edent, v est �a distance 2 de x et y dans
C, mais ceci est impossible, puisque xy 2 C. ut

Proposition 3.41 Si G est un graphe t-parfait sans triangle, avec
l(G) = 2, tel que jV Gj � 13, alors G est 3-coloriable.

D�em. : Si jV Gj � 11, alors la proposition 3.38 fournit le r�esultat. Si
jV Gj = 12, alors on ajoute un sommet arti�ciel au graphe. On montrera
qu'il existe un stable dans G qui intersecte tout trou impair.
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D'apr�es la proposition 3.6, on sait qu'il existe un stable S tel que
jSj � 6 et S sature chaque C5, et intersecte tout C9, C11 et C13. S'il
existe un trou �a 7 sommets disjoint de S, alors, par les lemmes 3.39
et 3.40, on remarque que G ne contient pas de C5, et ceci contredit
l'hypoth�ese initiale. Ainsi S rencontre chaque trou impair et G est 3-
coloriable. ut

Proposition 3.42 Si G est un graphe t-parfait sans triangle, avec
l(G) = 2, tel que jV Gj = 14, alors G est 3-coloriable.

D�em. : Toujours par la proposition 3.6, on sait qu'il existe un stable S
associ�e �a une variable yS > 0 optimale pour le programme lin�eaire qui
donne une coloration fractionnaire, tel que jSj � 6. Comme yS > 0, on
sait que S sature chaque C5, et intersecte tout C9, C11 et C13, puisque
jV Gj � jSj � 8.

Si jSj � 7, alors, grâce au lemme 3.40, on conclut que S rencontre
chaque C5 et C7, et c'est �ni.

Si jSj = 6, il y peut avoir un trou �a 7 sommets C non intersect�e par
S. Soit u = V G � (S [ C). Par lemme 3.40, on sait que u est contenu
dans tout C5 (sinon il n'y aurait pas de C5, contraire �a l'hypoth�ese
initiale). Consid�erons le programme lin�eaire

maxfcx : x 2 ab(PP )g (3.16)

o�u

c(v) =
�
2=3; si v = u,
1; sinon.

Les solutions optimales du programme (3.16) sont tous les vecteurs

2 �C

jCj�1
o�u C est un C5 ou un C7 qui ne contient pas u. Ainsi un

stable dans une solution dual de (3.16) sature les C5 et les C7 qui
ne contiennent pas u.

En raisonnant de la même fa�con que dans la d�emonstration de la
proposition 3.6, il n'est pas di�cile de voir qu'il existe un stable S0

associ�e �a une variable duale yS0 du programme (3.16) tel que jS0j � 6.
Si u 2 S0, S0 intersecte tout trou impair ; sinon, il y a peut-être un
trou �a 7 sommets C qui contient u, mais qui est disjoint de S0. Soit
x = V G� (C [ S0).
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Par le lemme 3.39, les sommets dans V G � C sont adjacents �a au
plus deux sommets dans C, donc le nombre d'arêtes entre S0 et C7 est
au plus 12, et on sait qu'il existe au moins deux sommets vi; i = 1; 2
dans C qui ont seulement un voisin wi; i = 1; 2 dans S0. On remplace
wi par vi, obtenant Si, i = 1; 2.

Si intersecte chaque C5 et chaque C7 qui ne contient pas u, et inter-
secte C. S'il y a un trou qui est disjoint de Si, il doit contenir le sommet
x 2 V G � S0 � wi, qui est adjacent au deux sommets de C qui sont
voisins de vi, mais, dans ce cas, ces deux sommets sont les seuls voisins
de x, grâce au lemme 3.39. Comme jV Gj = 14, cette con�guration (voir
�g. 3.13) peut exister seulement pour un des sommets v1 et v2. Ainsi
ou S1 ou S2 intersecte donc tout trou impair. ut

x

C

v2

v1

Fig. 3.13 - Un trou �a 7 sommets disjoint de Si

Comme remarque, on peut aussi prouver le r�esultat suivant, qui
concerne maintenant la 4-colorabilit�e.

Corollaire 3.43 Si G est un graphe t-parfait sans triangle, tel que
jV Gj � 28, alors G est 4-coloriable.

D�em. : Si jV Gj � 14, on sait que G est 3-coloriable. Dans les autres
cas, il su�t de noter qu'il existe un stable S, qui sature tout trou �a
5 sommets, tel que jV Gj � jSj � 16. On utilise le tableau 3.1 pour
conclure le r�esultat. ut
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3.4.4 Classes qui satisfont la conjecture

Parmi les classes des graphes vus dans la sous-section 3.3, on vou-
drait montrer ici les graphes pour lesquels la conjecture 3.29 est vraie.

� Comme cons�equence directe de la d�e�nition, un graphe G h-
parfait sans trou impair est !(G)-coloriable (en fait G est, dans
ce cas, un graphe parfait).

� Les graphes bipartis sont trivialement bicoloriable, et il est clair
que le graphe r�esultant de d'identi�cation de deux sommets non-
adjacents d'un graphe biparti est 3-coloriable.

� Un graphe G r�esultant de la composition de Sbihi et Uhry (voir
sous-section 3.3.1) est !(G)+1-coloriable, si le graphe initial l'est
aussi, puisqu'il su�t d'�etendre les couleurs des sommets a; b �a
chaque côt�e de la bipartition.

� Les graphes s�erie-paral�elles sont 3-coloriables. �A partir de la d�e-
�nition constructive de ces graphes (subdivision et doublement
d'arêtes), on peut facilement donner une 3-coloration �a un tel
graphe G, qui sera donc !(G) ou !(G) + 1-coloriable, selon la
taille d'une clique maximum (3 ou 2).

� En ce qui concerne les graphes sans K4 impair, Catlin [7] a prouv�e
que ces graphes sont 3-coloriables (une autre d�emonstration peut
être trouv�ee dans [23]). Et il n'est pas di�cile de voir que le
seul K4 impair qui est t-parfait est 3-coloriable. En e�et, si on
supprime les deux arêtes qui relient les sommets de degr�e 3, on
aura un cycle pair, que peut être bicolori�e ; en remettant les arêtes,
on aura 2 con
its de couleurs, qui peuvent être r�esolus en utilisant
une troisi�eme couleur.

� Dans la classe de graphes qui sont des compl�ements de graphes
adjoints, ceux qui sont h-parfaits satisfont la conjecture 3.29, selon
le r�esultat suivant.

Proposition 3.44 Si G est le compl�ement d'un graphe adjoint
et G est h-parfait, alors G est !(G) + 1-coloriable.
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D�em. : Grâce �a la proposition 3.30, on sait qu'un graphe G h-
parfait peut être colori�e avec !(G) + t(G) couleurs. Un graphe
adjoint a des anti-trous de taille au plus 5, puisque le graphe
donn�e par �g. 3.14 est une con�guration interdite dans un graphe
adjoint et apparâ�t comme sous-graphe induit de l'anti-trou �a 7
sommets.

Fig. 3.14 - Sous-graphe interdit pour un graphe adjoint

Ainsi, G a des trous impairs de taille au plus 5, et cela implique
que G est (!(G) + 1)-coloriable. ut

� Pour les graphes adjoints, on a le r�esultat de Vizing que nous
montre que tous les graphes dans cette classe satisfont la conjec-
ture en question :

Th�eor�eme 3.45 Si G est un graphe adjoint, alors G est
!(G) + 1-coloriable. ut

� G�en�eralisant un peu cette classe, on a la classe des graphes sans
�etoile (((claw-free))), c'est-�a-dire, des graphes o�u chaque sommet
n'a pas trois voisins mutuellement non-adjacents. Notons qu'un
graphe sans �etoile et sans triangle est constitu�e d'un seul trou, et
ainsi 3-coloriable. En utilisant la remarque 3.31, on conclut qu'un
graphe G sans �etoile est !(G) + 1-coloriable.

� Les graphes dans la classe Gbip;4
sont 3-coloriables, puisqu'ils

sont dans la classe des graphes sans K4 impair.
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Chapitre 4

Une hi�erarchie des graphes

�etudi�ees

Nous allons maintenant �etudier les liens entre les deux sujets prec�e-
dement expos�es dans ce travail. Ce sont les graphes faiblement bipartis
qui jouent le rôle de pont entre le probl�eme du multi
ot et la carac-
t�erisation des graphes t-parfaits, ainsi que les clutters (anti-châi nes)
binaires.

Dans ce chapitre, nous voulons montrer une relation entre ces en-
tit�es, �a travers quelques propri�et�es �equivalentes et des caract�erisations
communes. On commencera par la d�e�nition des graphes faiblement
bipartis ; on pr�esentera une caract�erisation de graphes sans K4 impair
qui apparâ�t �a partir d'une propri�et�e de la matrice d'incidence d'un
graphe ; ensuite, nous �etudierons la propri�et�e 
ot-max coupe-min des
clutters et nous �nirons par les relations entre ces sujets.

4.1 Les graphes faiblement bipartis

La d�e�nition de ces graphes est donn�ee par une propri�et�e poly�edrale,
comme il a �et�e fait pour les graphes t-parfaits. Un graphe G est faible-
ment biparti si le poly�edre IF (G) donn�e �a partir des in�equations

�
xe � 0; pour toute e 2 EG,
x(C) � 1; pour tout cycle minimal impair C
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est entier, c'est-�a-dire, si les sommets de ce poly�edre sont des vecteurs
x 2 f0; 1gEG.

Nous verrons tout au long de ce chapitre des exemples et des caract�e-
risations des graphes faiblement bipartis, ainsi que des propri�et�es �equi-
valentes concernant les graphes, les matrices d'incidence de graphes, et
les syst�emes d'in�equations, et nous expliquerons leurs relations avec les
sujets de cette th�ese.

4.2 La propri�et�e Edmonds-Johnson

Dans [26], Gerards et Schrijver �etudient une propri�et�e de matrices,
qui est motiv�ee par la caract�erisation d'Edmonds du polytope de cou-
plages [10]. Cette propri�et�e permet de caract�eriser les graphes sans K4

impair.

On dira qu'une matrice A �a m lignes et n colonnes a la propri�et�e
Edmonds-Johnson si, pour tour choix des vecteurs d1; d2; b1; b2 (de tailles
appropri�ees), l'enveloppe convexe des solutions enti�eres de

d1 � x � d2; b1 � Ax � b2; (4.1)

est obtenue �a partir de (4.1) en ajoutant les in�equations, des ((coupes
de Gomory)),

cx � b�c; (4.2)

o�u cx � � est une in�equation valide pour toutes les solutions de (4.1)
et c est entier.

�Etant donn�e un graphe G, si on consid�ere d1 = 0; d2 = 1; b1 = 0,
b2 = 1 et A comme �etant la matrice d'incidence de G, alors l'enve-
loppe convexe des solutions enti�eres de (4.1) correspond au polytope
des stables de G. Si A a la propri�et�e Edmonds-Johnson, alors pour
avoir une description du polytope des stables de G, il su�t d'ajou-
ter �a (4.1) les in�equations (4.2). Dans ce cas, �a quoi correspondent les
in�equations (4.2)?

La proposition suivante, prouv�ee par Gerards et Schrijver, nous
donne une r�eponse qui nous m�ene directement aux graphes t-parfaits.
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Proposition 4.1 [26] Soit un graphe G = (V G;EG), A sa matrice
d'incidence et b 2 ZZ

E. Alors le syst�eme

Ax � b

cx � b�c (avec Ax � b implique cx � �; o�u c est entier);

a les mêmes solutions que le syst�eme

Ax � b (4.3)

x(C) � b
b(C)

2
c; C cycle minimal impair. (4.4)

ut

Donc, �etant donn�e un graphe G, si sa matrice d'incidence a la
propri�et�e Edmonds-Johnson, alors G est t-parfait. Le r�esultat suivant
donne une caract�erisation des certaines matrices enti�eres { comprenant
les matrices d'incidence de graphes { qui ont la propri�et�e Edmonds-
Johnson :

Th�eor�eme 4.2 [26] Une matrice A �a composantes enti�eres telle que

nX
j=1

jaijj � 2; i = 1; : : : ;m;

a la propri�et�e Edmonds-Johnson si et seulement si A ne peut pas être
transform�ee en la matrice d'incidence de la clique K4 en utilisant une
suite d'op�erations du type :
(i) �eliminer ou permuter lignes ou colonnes, ou en multiplier une par
-1 ;

(ii) remplacer la matrice

 
1 g
f D

!
par la matrice D � fg. ut

L'op�eration (ii) est appel�ee contraction ; f est un vecteur-colonne
et g est un vecteur-ligne, de fa�con �a ce que la matrice fg ait la même
dimension que la matriceD. La matrice d'incidence d'un graphe G peut
être transform�ee par (ii) en la matrice du graphe obtenu �a partir de G,
par contraction de l'arête correspondant au vecteur f .
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On peut v�eri�er aussi qu'une suite d'op�erations (i) et (ii) permet de
transformer la matrice d'un graphe G en la matrice d'incidence de K4,
si G contient un K4 impair. Ainsi, le th�eor�eme 4.2 et la proposition 4.1
fournissent le r�esultat suivant, d�ej�a �enonc�e (th�eor�eme 3.15) :

Th�eor�eme 4.3 [24] Si un graphe G ne contient pas de K4 impair,
alors G est t-parfait. ut

4.3 La propri�et�e 
ot-max coupe-min

Les graphes faiblement bipartis peuvent être vus comme des graphes
dont l'ensemble des cycles impairs minimaux a des propri�et�es tr�es sp�e-
ciales. Pour mieux �etudier ces propri�et�es, on introduit la notion de
clutter binaire et son bloqueur, et la propri�et�e 
ot-max coupe-min.

Un clutter (ou une anti-cĥ�ne) est une famille de sous-ensembles
d'un ensemble �ni, o�u il n'existe pas deux membres A;B de la famille
tels que A � B. Une anti-châ�ne F est binaire si, pour tout choix
de E1; E2; E3 2 F , alors E14E24E3 contient un membre de F . On
noteraM(F) la matrice d'incidence de F . Le clutter bloqueur deF , not�e
b(F(G)), est le clutter constitu�e des �el�ements minimaux de l'ensemble
fF : jF \ Gj � 1; pour tout G 2 Fg. Si F est un clutter, et Z un
ensemble, on d�e�nit

FnZ = fA 2 F : A \ Z = ;g

et F=Z est la famille des membres minimaux de fA � Z : A 2 Fg.
On appelle ces op�erations �elimination et contraction, respectivement.
Le mineur d'un clutter F est un clutter qui peut être obtenu �a partir
de F par une suite de contractions et �eliminations.

Soit F un clutter ; si F 6= f;g, on dira que F a la propri�et�e ZZ+-
ot-
max coupe-min (ou est Meng�erien, ou a la propri�et�e 
ot-max coupe-min
forte) si, pour tout vecteur entier w � 0, les programmes duaux

maxf1y : yM(F) � w; y � 0g et minfwx :M(F)x � 1; x � 0g (4.5)

ont des solutions optimales enti�eres. C'est-�a-dire que la cardinalit�e d'un
w-packing maximumd'�el�ements de F est �egal �a la valeur minimumde w
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calcul�ee sur les �el�ements de b(F). Cette propri�et�e est aussi �equivalente
�a dire que le syst�eme

M(F)x � 1; x � 0 (4.6)

est TDI.

Si F 6= f;g, on dira que F a la propri�et�e Q+-
ot-max coupe-min (ou
la propri�et�e 
ot-max coupe-min faible) si le probl�eme de minimisation
de (4.5) a toujours une solution optimale enti�ere. Ceci implique que le
poly�edre donn�e par les in�equations (4.6) est entier et que ses sommets
sont les vecteurs caract�eristiques des �el�ements de b(F).

Th�eor�eme 4.4 [61] Si un clutter F a la propri�et�e ZZ+-
ot-max coupe-
min (Q+-
ot-max coupe-min, resp.), alors tous ses mineurs ont aussi
cette propri�et�e.

Le rapport entre les clutters binaires et la propri�et�e Z+-
ot-max
coupe-min a �et�e �etudi�e par Seymour, qui a trouv�e une bonne caract�e-
risation pour les clutters Mengeriens :

Th�eor�eme 4.5 [61] Un clutter binaire a la propri�et�e ZZ+-
ot-max coupe-
min si et seulement s'il ne contient pas Q6 comme mineur.
(Q6 est le clutter des triangles de K4.) ut

Maintenant, on peut exhiber le clutter qui a un rapport direct avec
les graphes faiblement bipartis : �etant donn�e un graphe G, on d�e�nit
F(G) comme �etant la famille des cycles minimaux impairs de G. D'une
mani�ere plus g�en�erale, on peut d�e�nir F(G) pour un graphe sign�e. Un
graphe sign�e est une paire (G;R), o�u G = (V G;EG) et R � EG, et
les cycles impairs de (G;R) sont les cycles C de G tels que jC \ Rj �
1 mod 2.

Remarque 4.6 Pour tout graphe sign�e (G;R), la famille F(G) forme
un clutter binaire. ut

Il est facile de voir que G est faiblement biparti si et seulement si F
a la propri�et�e Q+-
ot-max coupe-min. Ainsi on en d�eduit que la classe
des graphes faiblement bipartis est ferm�ee sous l'op�eration de prendre
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de sous-graphes. En ce qui concerne la propri�et�e ZZ+-
ot-max coupe-
min, le th�eor�eme 4.5, appliqu�e au clutter F(G), donne la caract�erisation
suivante :

Corollaire 4.7 [61] Un graphe G ne contient pas de K4 impair si et
seulement si le syst�eme

�
x(C) � 1; pour tout cycle mininal impair C,
xe � 0; pour toute arête e

est TDI. ut

Remarquons que ce r�esultat caract�erise d'une mani�ere poly�edrale
les graphes sans K4 impair. En utilisant les r�esultats de la section pr�e-
c�edente, on obtient les �equivalences suivantes :

Th�eor�eme 4.8 [26, 61] �Etant donn�es un graphe G et sa matrice d'in-
cidence A, les a�rmations suivantes sont �equivalentes :
(i) A a la propri�et�e Edmonds-Johnson ;
(ii) le syst�eme qui d�ecrit IF (G) est TDI ;
(iii) G ne contient pas de K4 impair. ut

Dans le cas des graphes sans K4 impair, on peut rajouter de plus :

Proposition 4.9 [26, 61] Si G est un graphe qui ne contient pas de
K4 impair, alors
(i) G est faiblement biparti ;
(ii) G est t-parfait ;
(iii) A a la propri�et�e Edmonds-Johnson ;
(iv) le syst�eme qui d�ecrit IF (G) est TDI. ut

4.4 Quelques relations entre les probl�emes

On va �etablir maintenant quelques relations entre les sujets abord�es.
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4.4.1 Les graphes faiblement bipartis et les graphes

t-parfaits

D'une part, la proposition 4.9 nous a donn�e une forte relation entre
les graphes t-parfaits sans K4 impair et les graphes faiblement bipartis.

D'autre part, on a d�ej�a rencontr�e le syst�eme d'in�equations que
d�e�nit un graphe faiblement biparti dans la sous-section 3.2.2. Nous
avons vu l'�equivalence entre les deux syst�emes suivants. �Etant donn�e
un graphe G :

l(C) � 1, pour tout cycle minimal impair C (arêtes) dans G, et

z(C) � jCj�1
2 , si Az � 1, z � 0,

pour tout cycle minimal impair C (sommets) dans G, o�u A est la ma-
trice d'incidence de G et l = 1�Az.

Ceci nous donne le r�esultat suivant [25] :

Proposition 4.10 Soit G un graphe o�u il existe un sommet z adjacent
�a tout autre sommet de G. Si G est faiblement biparti, alors G� z est
t-parfait. ut

Une troisi�eme relation nous est fournie grâce au r�esultat suivant, de
Gerards.

Th�eor�eme 4.11 [25] Soit G un graphe impair sans K4 impair. Le
graphe H, construit �a partir de G en ajoutant un sommet z adjacent �a
tout sommet de G, est faiblement biparti. ut

Notons que ce th�eor�eme, avec l'�equivalence d�ecrite ci-dessus, nous
donne une autre mani�ere de d�emontrer le th�eor�eme 4.9. Observons aussi
qu'il nous permet de construire un graphe G faiblement biparti qui n'est
ni t-parfait, ni h-parfait. La �g 4.1 donne un graphe G construit selon
les hypoth�eses du th�eor�eme 4.11, mais G n'est pas t-parfait, puisque G
contient un K4 impair non t-parfait comme sous-graphe induit.
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z

4K   pair

Fig. 4.1 - Exemple d'un graphe faiblement biparti qui n'est pas t-parfait

4.4.2 Les graphes faiblement bipartis et le pro-

bl�eme du multi
ot

D'une certaine fa�con les graphes faiblement bipartis et le probl�eme
du multi
ot sont tr�es reli�es. On verra que l'on peut caract�eriser les
graphes faiblement bipartis comme �etant les graphes pour lesquels la
condition de coupe (voir sous-section 2.1.2) est su�sante pour l'exis-
tence d'un multi
ot dans G, pour certains ensembles d'arêtes de de-
mande dans G.

Le prochain r�esultat nous donne exactement cette caract�erisation,
�a partir du clutter F(G), d�e�ni dans la sous-section 4.3. Remarquons
que cette caract�erisation apparâ�t la premi�ere fois formul�ee en termes
de ((lifts)) de matro��des [64]. Pour compl�etude nous joignons une d�e-
monstration.

Proposition 4.12 Soient G un graphe et F 2 b(F(G)). G est faible-
ment biparti si et seulement si la condition de coupe est su�sante pour
l'existence d'un multi
ot pour le probl�eme (G;F;w), pour toute fonction
w : EG! ZZ+.

D�em. : Soient F 2 b(F(G)) et w : EG ! ZZ+ tels que (G;F;w)
satisfait la condition de coupe. Supposons aussi que le poly�edre IF (G)
est entier et ainsi le minimum de

minfwx : x 2 IF (G)g (4.7)
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est atteint par un �el�ement de b(F(G)). Nous d�emonstrons que la condi-
tion de coupe implique que le minimum est atteint par �F .

En e�et, supposons que w�F n'est pas le minimum. Alors, puisque
IF (G) est entier, il existe F 0 2 b(F(G) tel que w�F

0

< w�F . Dans ce
cas,

w�FnF
0

+ w�F\F
0

= w�F > w�F
0

= w�F
0nF + w�F\F

0

:

Si on note D = F4F 0, on obtient l'in�egalit�e suivante :

w(�DnF )� w(�D\F ) < 0:

On peut v�eri�er que D est un cocycle ; donc la condition de coupe
est viol�ee.

�Etant donn�e w : EG! ZZ+, soit F 2 b(F(G)) tel que

w�F = minfw�D : D 2 b(F(G))g:

Si la condition de coupe est su�sante pour l'existence d'une solu-
tion, et si w la satisfait, on sait qu'il existe un vecteur y� � 0 qui est
une solution du probl�eme (G;F;w).

On v�eri�e facilement que y� est aussi une solution r�ealisable du dual
du probl�eme (4.7) ; de plus, comme �F 2 IF (G) et y� et �F satisfont
les conditions des �ecarts compl�ementaires, on en d�eduit que �F est une
solution optimale du probl�eme (4.7).

Comme ceci est vrai pour toute fonction w : EG! ZZ+, on conclut
que IF (G) est entier. ut

Remarquons que d'apr�es la d�emonstration de cette proposition on
obtient l'�equivalence suivante : chercher une solution pour le probl�eme
du multi
ot (G;F;w) �equivaut �a chercher un packing de circuits impairs
dans le graphe sign�e (G;F ). Et voil�a une des clefs de la relation entre les
clutters binaires et les matro��des qui sont 
uants par rapport �a �(CC).

On connâ�t une caract�erisation des graphes qui sont 
uants par
rapport �a (CC) ; ce sont ceux qui ne contienent pas K5 comme mineur
(th�eor�eme 2.4). Ainsi on obtient :

Proposition 4.13 [64] Si un graphe G ne contient pas un K5 comme
mineur, alors G est faiblement biparti. ut
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Ce r�esultat implique la proposition suivante [2] :

Proposition 4.14 Soit G un graphe dans lequel il existe 2 sommets
u; v, tels que G � fu; vg est un graphe biparti. Alors G est faiblement
biparti. ut

En revanche, le graphe K5 n'est pas faiblement biparti. L'exemple
illustr�e dans la �g. 2.2 montre un ensemble F 2 b(F(K5)) et une fonc-
tion w : EG ! ZZ+, tels que (G;F;w) satisfait la condition de coupe,
mais il n'existe pas de solution pour le probl�eme du multi
ot.

On peut r�esumer d'une fa�con les r�esultats de ce chapitre par la
proposition :

Proposition 4.15 [26, 61] Soit G un graphe sans K4 impair et A sa
matrice d'incidence. Alors
(i) G est t-parfait ;
(ii) A a la propri�et�e Edmonds-Johnson ;
(iii) F(G) a la propri�et�e ZZ+-
ot-max coupe-min ;
(iv) la condition de coupe est su�sante pour l'existence d'un multi
ot
pour le probl�eme (G;F;w), o�u F 2 b(F(G)). ut

On veut compl�eter maintenant l'�etude de l'hi�erarchie des graphes
qui contiennent un K4 impair.

Remarque 4.16 Il est connu que le clutter des cycles impairs d'un
K5 subdivis�e (un K5 subdivis�e est un graphe obtenu par subdivision
des arêtes d'un K5) a la propri�et�e Q+-
ot-max coupe-min, sauf si c'est
le clutter d'unK5 impair. (UnK5 impair est K5 subdivis�e, de fa�con �a ce
que chaque cycle impair original reste impair.) (Pour ceux qui veulent
se convaincre, on peut utiliser [64] and [57].)

D'ailleurs, dans [61], Seymour a conjectur�e que si un graphe ne
contient pas de K5 impair comme sous-graphe, alors il est faiblement
biparti.

En utilisant cette remarque, on peut construire un graphe qui n'est
pas 
uant par rapport �a �(CC), mais qui est faiblement biparti et est
t-parfait : soit K+

5 le graphe indiqu�e dans la �g. 4.2. Ce graphe est une
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Fig. 4.2 - K+
5 : un graphe faiblement biparti et t-parfait qui n'est pas

cycling par rapport �a �(CC)

subdivision non-impaire d'un K5, et il ne contient pas de K4 impair
non t-parfait comme sous-graphe partiel.

On peut aussi exhiber un graphe qui n'est pas faiblement biparti,
mais qui est t-parfait. Soit K�

5 le graphe donn�e par la �g. 4.3, construit
�a partir d'un K4 impair non t-parfait et d'un nouveau sommet u reli�e
par des châ�nes disjointes aux sommets de degr�e 3 du K4 impair. Ce
graphe est un K5 impair et contient un seul K4 impair non t-parfait,
celui du d�epart. En ajoutant l'arête ab, on obtient un graphe t-parfait,
puisque le triangle fa; b; cg est satur�e par tout stable maximal, et ainsi
K�

5 satisfait les hypoth�eses de la proposition 3.5.

a b

u

Fig. 4.3 - K�
5 : un graphe t-parfait qui n'est pas faiblement biparti

Le diagramme donn�e par la �g. 4.4 r�esume maintenant d'une autre
fa�con les r�esultats. On note ((
uant (CC))) la classe des graphes 
uants
par rapport �a �(CC) ; K5 pair d�enote le graphe r�esultant de la subdivi-
sion de chaque arête d'un K5 ; le graphe indiqu�e comme K4 + z est le
graphe donn�e par la �g. 4.1.
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K 4impair t-parfait

sans K
impair

K

K

4

5

faiblement
biparti

 pair

graphes

4

t-parfait

K4

fluant
(CC)

K3,3

+ z

5K

5K

5K

-

+

Fig. 4.4 - Relations entre les classes de graphes �etudi�ees



CONCLUSION 121

Conclusion

L'optimisation combinatoire est un domaine tr�es vaste, o�u des pro-
bl�emes tr�es simples et tr�es complexes coexistent. Les probl�emes d'opti-
misation di�ciles �a r�esoudre r�esistent même �a une approche sur leurs
faisabilit�es, quand on pose la question, ((Existe-t-il une solution pour
ce probl�eme?)).

Dans ce travail nous avons trait�e le probl�eme de la faisabilit�e d'un
multi
ot, en pr�esentant une nouvelle condition n�ecessaire et su�sante
pour l'existence d'une solution. Cette condition g�en�eralise la condi-
tion de coupe, mais d'une mani�ere plus aigu�e que celle de la condi-
tion (CC3), puisque les m�etriques qui sont pr�esentes dans la condition
(CC;K5; F7) sont primitives, ce qui ne se passe pas dans le cas de
(CC3).

Nous avons �etudi�e aussi le probl�eme dual du probl�eme de multi
ot,
celui de packing de m�etriques. Face �a l'impossibilit�e de d�eriver automa-
tiquement des th�eor�emes sur le packing entier �a partir des th�eor�emes
sur la faisabilit�e du probl�eme de multi
ot, nous avons caract�eris�e d'une
autre fa�con plus directe les classes de matro��des pur lequels il existe un
packing entier et demi-entier des m�etriques CC;K5; F7. D'une mani�ere
encore plus pr�ecise, nous avons donn�e une caract�erisation compl�ete des
matro��des binaires packings, en prouvant pour cela deux nouveaux r�e-
sultats sur le matro��de R10.

Les cycles dans les graphes peuvent jouer un rôle important non
seulement pour repr�esenter un multi
ot, mais aussi pour d�e�nir les
graphes h et t-parfaits. Nous avons donn�e dans ce document plusieurs
r�esultats sur la structure de ces graphes et �etudi�e quelques exemples
nouveaux de graphes h-parfaits. Nous avons aussi donn�e des bornes
pour le nombre chromatique de ces graphes, en montrant que le pro-
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bl�eme de colorier un graphe h-parfait revient �a celui de colorier un
graphe t-parfait sans triangles.

En�n, nous avons trait�e la hi�erarchie des classes des graphes �etudi�es,
comprennant les 
owings par rapport �a �(CC) et les t-parfaits. En utili-
sant d'autres outils de la combinatoire, nous avons d�elimit�e les classes et
trouv�e des exemples qui montrent les intersections et les non-inclusions
des classes, caract�erisant d'une fa�con claire les rapports existants.

Les sujets abord�es sont tr�es riches en informations et implications,
et les directions de recherche sont vari�ees. Parmi toutes celles-l�a nous
nous nous int�eressons �a la caract�erisation compl�ete des matro��des cy-
clings par rapport �a �(CC;R10). Ceci comporte l'�etude de la 2-somme et
des matro��des minimaux qui n'ont pas la propri�et�e en question. Nous
esp�erons en tirer des renseignements plus solides pour avancer dans la
r�esolution d'une conjecture de Novick et Seb}o [50].

D'autre part, les id�ees apport�ees pour la coloration de graphes t- et
h-parfaits encouragent �a aller plus loin dans la direction de la conjecture
de Shepherd [67]. Une approche poly�edrale, o�u on cherche une fonction
objective qui puisse fournir directement l'existence d'une 3-coloration
de graphes t-parfaits sans triangles, est bien prometteuse. La recherche
d'un algorithme qui soit utilisable dans la pratique pour colorier ces
graphes est aussi motivante.

L'�etude des clutters des K5 impairs nous semble être tr�es int�eres-
sante, surtout pour pouvoir caract�eriser les graphes faiblement bipartis
et �eclaircir plus toutes les relations possibles entre les matro��des 
owings
par rapport �a �(CC), les clutters binaires et les graphes t-parfaits.
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Annexe A

Pr�esentation de m�etriques

primitives pour S8, R10,

M(H6), F7
L
2M(K5) et F7

L
2F7

Proposition A.1 Les matro��des S8, R10 et M(H6) ne sont pas 
o-
wings par rapport �a �fCC;K5;F7g.

D�em. : Il nous faut montrer qu'il y a des m�etriques primitives pour
S8, R10 et M(H6) qui ne sont pas dans �fCC;K5;F7g.

Soit R10 repr�esent�e par la matrice

2
6666664

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1 1 1

3
7777775

et soit m = (3; 3; 1; 1; 3; 1; 1; 1; 1; 1). Les �egalit�es suivantes sont des in-
�egalit�es m(C � e) � m(e), serr�ees pour m :

m1 = m3 +m7 +m9 m2 = m3 +m7 +m8 m5 = m6 +m8 +m9

m1 = m4 +m10 +m8 m2 = m6 +m7 +m10 m5 = m4 +m7 +m8

m1 = m3 +m4 +m6 m2 = m4 +m9 +m10 m5 = m3 +m9 +m10:
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Ce syst�eme a comme solution seulement les vecteurs

(3a; 3a; a; a; 3a; a; a; a; a; a); a � 0;

qui d�e�nissent le rayon extrême donn�e par m, et ainsi on conclut que
m est primitive.

On repr�esente AG(2; 3) par la matrice2
6664
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

3
7775

et soit m = (1; 1; 1; 4; 1; 1; 1; 1). Les in�egalit�es m(C � e) � m(e) serr�ees
pour m sont

m4 = m1 +m2 +m7 m4 = m1 +m3 +m6 m4 = m1 +m5 +m8

m4 = m2 +m3 +m8 m4 = m2 +m5 +m6 m4 = m3 +m5 +m7

m4 = m6 +m7 +m8:

et ce syst�eme a comme seules solutions les vecteurs (a; a; a; 4a; a; a; a),
a � 0, et ces vecteurs sont des multiples du rayon extrême d�e�ni par
m, et cela implique que m est primitive.

Pour le graphe H6, on utilisera la notation donn�ee dans la �g. A.1.

a

b

c

d

e

f g h
i

j
k

l

Fig. A.1 - H6

La m�etrique m 2 �ZZ+
(H6) que l'on consid�erera est la suivante :

m(x) =

8<
:
3; si x = a,
2; si x 2 fc; eg,
1; sinon.
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Les in�egalit�es m(C � e) � m(e) qui sont serr�ees pour m sont les sui-
vantes :

a = b+ k + g = h+ j + f = b+ i+ f = h+ d+ g;
c = i+ j = k + d = b+ h;
e = i+ k = j + d = f + g:

Ce syst�eme a comme solutions les vecteurs t donn�es par

t(x) =

8<
:
3�; si x = a,
2�; si x 2 fc; eg,
1�; sinon.

o�u � � 0, et qui sont des multiples non-n�egatifs de m, montrant que m
est primitive. ut

Proposition A.2 Les matro��des F7
L

2M(K5) et F7
L

2 F7 ne sont pas

owings par rapport �a �fCC;K5;F7g.

D�em. : La �g. A.2 donne F7
L

2M(K5) et F7
L

2 F7, les marqueurs
sont indiqu�es en pointill�e, et soient m1 : E(F7

L
2M(K5)) ! ZZ et

m2 : E(F7
L

2 F7)! ZZ les m�etriques telles que

m1(x) =

8><
>:
4; si x 2 fg; h; i;mg,
2; si x 2 fe; f; j; k; l; n; og,
1; sinon,

m2(x) =

8><
>:
4; si x 2 fa; b; eg,
2; si x 2 fc; d; f; l;mg,
1; sinon.

Les in�egalit�es m(C � e) � m(e) qui sont serr�ees pour m1 sont les
suivantes :

g = o+ a+ c = o + b+ d = k + j
i = k + n = o + l
h = l+ a+ c = l + b+ d = j + n
m = j + a+ c = j + b+ d = o + k = l+ n
e = b+ a = c+ d
f = a+ d = b+ c:
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e f

c
db

a g

h

j l

k
i

m

n

o
a

b

e

c
d

f

h

i j
k

l m

Fig. A.2 - F7
L

2M(K5) et F7
L

2 F7

Ce syst�eme a comme solutions les vecteurs qui sont des multiples posi-
tifs de la m�etrique m1, et m1 est donc primitive.

Les in�egalit�es m(C � e) � m(e) qui sont serr�ees pour m2 sont les
suivantes :

a = d+ k + h = d + j + i
b = c+ k + h = c+ j + i
e = f + k + h = f + j + i
l = i+ h = j + k
m = j + h = i+ k

j + i = k + h:

Ce syst�eme a comme solutions les vecteurs qui sont des multiples posi-
tifs de la m�etrique m2, et m2 est donc primitive. ut
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Annexe B

V�eri�cation du fait que R10
est 
owing par rapport �a

�(CC;R10)

On continue ici la d�emonstration du th�eor�eme 2.16. Si jF (p)j = 4,
alors on a les cas suivants :

(a) F (p) = ft; a; b; cg, o�u F (p) est un cycle.

On peut supposer que F (p) = ft; e1; e5; e9g. Dans ce cas, comme les
cycles qui contiennent t sont des t-joints, alors les seuls cycles possibles
sont C1 = ft; e2; e6; e7g et C2 = ft; e3; e4; e8g. Les cocycles qui peuvent
empêcher C1 sont fe1; e2; e6; e9g, fe1; e5; e6; e7g et fe2; e5; e7; e9g, et des
cocycles de taille 6 qui satisfont les hypoth�eses du lemme 2.17 ou celles
du lemme2.18 ; les cocycles qui peuvent empêcherC2 sont fe1; e3; e5; e8g,
fe3; e4; e5; e9g et fe1; e4; e8; e9g et des cocycles de taille 6 qui satisfont
aussi les hypoth�eses du lemme 2.17 ou celles du lemme 2.18.

Parmi les cas o�u p(D1) = p(D2) = 0, o�u D1 peut empêcher C1 et
D2 peut empêcher C2, et D1 et D2 ne satisfont pas les hypoth�eses du
lemme 2.21, on a les paires suivantes :

p(e1; e2; e6; e9) = p(e1; e4; e8; e9) = 0;
p(e1; e5; e6; e7) = p(e1; e3; e5; e8) = 0 et
p(e2; e5; e7; e9) = p(e3; e4; e5; e9) = 0:
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Mais il est facile �a voir que

p(e1; e2; e6; e9) + p(e1; e4; e8; e9) =

p(t; e1; e2; e4; e5; e9) + p(t; e1; e5; e6; e8; e9)� 2p(t)� 2p(e5) � 0;

p(e1; e5; e6; e7) + p(e1; e3; e5; e8) =

p(t; e1; e3; e5; e7; e9) + p(t; e1; e5; e6; e8; e9)� 2p(t)� 2p(e9) � 0 et

p(e2; e5; e7; e9) + p(e3; e4; e5; e9) =

p(t; e1; e3; e5; e7; e9) + p(t; e1; e2; e4; e5; e9)� 2p(t)� 2p(e1)

et tout cela implique qu'il n'existe pas une paire (D1;D2) commed�ecrite
ci-dessus telle que p(D1) = p(D2) = 0. Ainsi, il existe un cycle Ci,
i 2 f1; 2; 3g, tel que (R10; pCi

) satisfait la condition de coupe, et grâce
au corollaire 2.23, il satisfait aussi la condition (CC;R10). On peut donc
appliquer la r�ecurrence sur (R10; pCi

) et obtenir le r�esultat d�esir�e.

(b) F (p) = ft; a; b; cg, o�u fa; b; cg est une châ�ne.

Sans perte de g�en�eralit�e, soit fa; b; cg = fe1; e2; e5g. Dans ce cas,
les cycles possibles contiennent les arêtes 2 et 8, et ils sont C1 =
ft; e3; e4; e8g et C2 = ft; e3; e6; e7; e8; e9g. Les cocycles qui peuvent em-
pêcherC1 sont fe2; e3; e4; e7g, fe2; e4; e6; e8g, fe1; e3; e5; e8g, fe3; e4; e5; e9g
et fe1; e4; e8; e9g, et des cocycles de taille 6 qui satisfont les hypoth�eses
du lemme 2.17 ou celles du lemme 2.18. Ces cocycles de taille 4 peuvent
empêcher aussi le cycle C2, on peut consid�erer donc seulement C2.

Les cocycles fe2; e3; e4; e7g, fe1; e3; e5; e8g et fe2; e4; e6; e8g satisfont
les hypoth�eses du lemme 2.19, fe1; e4; e8; e9g et fe3; e4; e5; e9g celles du
lemme 2.20 et ils ne peuvent pas empêcher C1.

Grâce au corollaire 2.23 on sait qu'un probl�eme (R10; pCi
), i 2 f1; 2g,

satisfaisant la condition de coupe, satisfait aussi la condition (CC;R10),
et on �nit ce cas en appliquant la r�ecurrence sur (R10; pCi

).

(c) F (p) = ft; a; b; cg, o�u a; b sont adjacentes et c n'est pas adjacente �a
fa; bg.

Sans perte de g�en�eralit�e, soit F = ft; e1; e5; e6g. Comme tout cycle
qui contient t doit contenir l'�el�ement 4, les seuls cycles possibles sont
C1 = ft; e2; e4; e9g et C2 = ft; e3; e4; e8g, puisque on veut C \ F (p) =
ftg.
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Les cocycles qui peuvent empêcherC1 : fe1; e2; e6; e9g, fe2; e4; e6; e8g,
fe3; e4; e5; e9g, fe1; e4; e8; e9g, fe2; e5; e7; e9g, et des cocycles de taille 6
qui satisfont les hypoth�eses du lemme 2.17 ou celles du lemme 2.18. Les
cocycles qui peuvent empêcher C2 sont fe1; e3; e5; e8g, fe2; e4; e6; e8g,
fe3; e4; e5; e9g, fe3; e6; e7; e8g, fe1; e4; e8; e9g et des cocycles de cardina-
lit�e 6 qui satisfont les conditions du lemme 2.17 ou celles du lemme
2.18.

Il est facile de voir que les cocycles fe2; e4; e6; e8g et fe3; e4; e5; e9g
satisfont les hypoth�eses du lemme 2.19, et fe1; e4; e8; e9g satisfait celles
du lemme 2.20. Et il est impossible d'avoir les cas suivants :

p(e1; e2; e6; e9) = p(e1; e3; e5; e8) = 0;
p(e1; e2; e6; e9) = p(e3; e6; e7; e8) = 0;
p(e2; e5; e7; e9) = p(e3; e6; e7; e8) = 0 et
p(e2; e5; e7; e9) = p(e1; e3; e5; e8) = 0;

grâce au lemme 2.21. Ainsi il existe un cycle Ci; i 2 fi; 2g, pour lequel
(R10; pCi

) satisfait la condition de coupe. En utilisant le corollaire 2.23,
on conclut que l'on peut appliquer la r�ecurrence sur ce probl�eme, et on
�nit ce cas.

Si jF (p)j = 5, alors on a les cas suivants :

(a) F (p) = ft; a; b; c; dg, o�u fa; b; c; dg forment une châ�ne.

Sans perte de g�en�eralit�e, soit F (p) = ft; e1; e2; e5; e6g. Dans ce cas,
un cycle C tel que C \ F (p) = ftg doit contenir les arêtes 3 et 4, et la
seule possibilit�e est C = ft; e3; e4; e8g. Les cocycles qui peuvent empê-
cher C sont fe2; e3; e4; e7g, fe1; e3; e5; e8g, fe2; e4; e6; e8g, fe3; e4; e5; e9g
(mais ces cocycles satisfont les hypoth�eses du lemme 2.19) ; aussi les
cocycles fe1; e4; e8; e9g et fe3; e6; e7; e8g (qui satisfont les hypoth�eses du
lemme 2.20), et des cocycles de taille 6 qui satisfont les hypoth�eses du
lemme 2.17 ou celles du lemme 2.18.

Maintenant, grâce au corollaire 2.23, on peut �nir la d�emonstration
en utilisant la r�ecurrence sur (R10; pCi

).

(b) F (p) = ft; a; b; c; dg, o�u fa; b; c; dg forme un cycle.

Sans perte de g�en�eralit�e, soit F (p) = ft; e1; e2; e4; e5g. Il est facile de
voir que le seul cycle tel que C\F (p) = ftg est C = ft; e3; e6; e7; e8; e9g.
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Les cocycles qui peuvent empêcherC sont fe2; e3; e4; e7g, fe1; e3; e5; e8g,
fe1; e5; e6; e7g, fe2; e4; e6; e8g, qui satisfont les conditions du lemme2.19 ;
les cocycles fe1; e2; e6; e9g, fe3; e4; e5; e9g, fe1; e4; e8; e9g, fe2; e5; e7; e9g,
qui satisfont les hypoth�eses du lemme 2.20, et des cocycles de taille 6,
qui satisfont les conditions du lemme 2.17 ou ou celles du lemme 2.18.

Comme la cardinalit�e de C est 6, on ne peut pas utiliser le corol-
laire 2.23. Mais on proc�edera de la même fa�con pour prouver que, si
pc�

D � 0, pour tout cocycle D, alors m(a;b;c)pC � 0, pour m(a;b;c) 2
�(R10)(R10).

Remarquons d'abord que

pCm(a;b;c) � p(a;b;c) �

8>>><
>>>:
10; si fa; b; cg � C,
8; si jfa; b; cg \ Cj = 2,
6; si jfa; b; cg \ Cj = 1,
4; sinon.

Si fa; b; cg � C, on suppose que fa; b; cg = fe7; e8; e9g, sans perte
de g�en�eralit�e. Alors

3p(e7; e8; e9) + p(e1; e2; e;e4; e5; e6; t) =

= p(t; e1; e2; e4; e5; e9) + 3p(e7; e8) + 2p(e9) + p(e6) + p(e3)

� 0 + 6 + 2 + 1 + 1 � 10:

Si jfa; b; cg \ Cj = 2, on supposera, sans perte de g�en�eralit�e, que
fa; b; cg = fe1; e3; e7g. Alors

3p(e1; e3; e7) + p(t; e2; e4; e5; e6; e8; e9) =

= p(t; e1; e2; e3) + p(e1; e4; e8; e9) + p(e1; e5; e6; e7) + 2p(e3; e7)

� 0 + 2 + 2 + 4 � 8:

Si jfa; b; cg \ Cj = 1, en supposant sans perte de g�en�eralit�e que
fa; b; cg = fe1; e5; e9g, on a que

3p(e1; e5; e9) + p(t; e2; e3; e4; e6; e7; e8) =

= p(t; e1; e2; e4; e5; e9) + p(t; e1; e5; e6; e8; e9) + p(t; e1; e3; e5; e7; e9)

�2p(t)

� 0 + 2 + 2 + 2 � 6:



131

Si jfa; b; cg \ Cj = 0, on supposera sans perte de g�en�eralit�e que
fa; b; cg = fe1; e4; e5g. Alors

3p(e1; e4; e5) + p(t; e2; e3; e6; e7; e8; e9) =

= p(t; e1; e2; e4; e5; e9) + p(t; e1; e4; e7) + p(e1; e3; e5; e8)

+2p(t; e4; e5; e6)� 2p(t)

� 0 + 0 + 2 + 0 + 2 � 4:

On conclut que m(a;b;c)pC � 0, pour m(a;b;c) 2 �(R10)(R10), et on
peut appliquer la r�ecurrence sur (R10; pCi

).

(a) F (p) = ft; a; b; c; dg, o�u fa; b; cg forment une châ�ne et b n'est pas
adjacente �a fa; b; cg.

On peut supposer que F (p) = ft; e1; e2; e5; e9g. Dans ce cas, un cycle
C tel que C \ F (p) = ftg doit contenir les arêtes 3 et 8, et le seul pos-
sible est C = ft; e3; e4; e8g. Les cocycles qui peuvent empêcher C sont
fe2; e3; e4; e7g, fe1; e3; e5; e8g, fe2; e4; e6; e8g, qui satisfont les hypoth�eses
du lemme 2.19 ; et les cocycles fe3; e4; e5; e9g et fe1; e4; e8; e9g, qui sa-
tisfont les hypoth�eses du lemme 2.20 ; et des cocycles de cardinalit�e 6
qui satisfont les hypoth�eses du lemme 2.17 ou celles du lemme 2.18.

En utilisant le corollaire 2.23 on sait que (R10; pCi
) satisfait la condi-

tion (CC;R10), et on �nit ce cas par r�ecurrence.

Dans les autres cas o�u jF (p)j = 5, F (p) contient un cocycle. ut
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Annexe C

Deux K4 impairs non

t-parfaits

On pr�esente la suite de la caract�erisation des K4 impairs non t-
parfaits donn�ee dans la sous-section 3.3.2

Deuxi�eme cas. Soit G un K4 impair dont les châ�nes entre les sommets
1 et 2, 1 et 3, 2 et 3 ont un nombre impair d'arêtes, et les autres en ont
un nombre pair.

1

2 3

4

I P I

P
P

I

Fig. C.1 - Deuxi�eme cas de K4 impair non t-parfait

Comme pr�ec�edemment, on somme les quatre in�equations de trou et
les in�equations suivantes, qui sont des sommes d'in�equations d'arête :

x4 + x[14] � j[14]+1
2 x[12] � j[12]j

2

x4 + x[24] � j[24]+1
2

x[13] � j[13]j
2

x4 + x[34] � j[34]+1
2 x[23] � j[23]j

2 :
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On obtient l'in�equation suivante :

3x1 + 3x2 + 3x3 + 6x4 + 3
X

1�I<J�4

x[IJ ] �

4 + 3=2(j[12]j + j[23]j+ j[13]j) + 3=2(
X

I=1;2;3

j[I4]j) + 3=2;

et en divisant l'in�equation par 3 :

x1 + x2 + x3 + 2x4 +
X

1�I<J�4

x[IJ ] �

4=3 + 1=2(j[12]j + j[23]j+ j[13]j) + 1=2(
X

I=1;2;3

j[I4]j) + 1=2;

On arrondit les deux côt�es de l'in�equation, obtenant

x1 + x2 + x3 + 2x4 +
X

1�I<J�4

x[IJ ] �

1 + 1=2(j[12]j + j[23]j+ j[13]j) + 1=2[(
X

I=1;2;3

j[I4]j) + 1];

qui est une in�equation valide pour tous les points entiers de PP (G). Il
existe pourtant un point fractionnaire dans PP (G) qui est s�epar�e du
polytope des stables de G par cette in�equation. Soit yi = 1=3, si
i 2 f1; 2; 3g, y4 = 2=3, et yv 2 f1=3; 2=3g, pour v 2 V G � f1; 2; 3; 4g,
de fa�con �a ce que yv = 1 � yu pour chaque arête fu; vg, quand cela
est possible, en respectant les contraintes d'arête. On peut v�eri�er que
y 2 PP (G).

En calculant le membre de gauche de l'in�equation obtenu pour y, on
a 4=3+1=2(j[12]j+ j[23]j+ j[13]j)+1=2[(

P
I=1;2;3 j[I4]j)+1], qui d�epasse

la valeur du membre de droite. Cette in�equation est donc n�ecessaire �a la
description du polytope des stables de G, pour s�epare y de ce polytope.

Troisi�eme cas. Soit G le K4 dont les châ�nes ont les parit�es indiqu�ees
�g. C.2, avec la propri�et�e que la châ�ne entre les sommets 1 et 3 a au
moins 3 arêtes. Soit a le sommet adjacent au sommet 3 sur cette châ�ne.

Comme dans le cas pr�ec�edent, on somme les quatre contraintes de
trou et on ajoute �a cette somme les in�equations suivantes, qui sont des
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1

2 3

4 a

P P I

PI

P

Fig. C.2 - Troisi�eme cas de K4 impair non t-parfait

sommes d'in�equations d'arête :

x1 + x[12] � j[12]+1
2 x1 + x[14] � j[14]j+1

2

x1 + x[13]� xa �
j[13]
2 x3 + x[34] � j[34]j+1

2

x3 + x[23] � j[23]+1
2 x[24] � j[24]j

2

x3 + xa � 1

On obtient

6x1 + 3x2 + 6x3 + 3x4 + 3
X

1�I<J�4

x[IJ ] � 7 + 3=2
X

1�I<J�4

j[IJ ]j:

En divisant par 3 :

2x1 + x2 + 2x3 + x4 +
X

1�I<J�4

x[IJ ] � 7=3 + 1=2
X

1�I<J�4

j[IJ ]j;

et en arrondissant on obtient l'in�equation suivante, qui est valide pour
tout point entier dans PP (G)

2x1 + x2 + 2x3 + x4 +
X

1�I<J�4

x[IJ ]� 2 + 1=2
X

1�I<J�4

j[IJ ]j:

Maintenant, on montre un point fractionnaire qui appartient �a PP (G),
et qui ne satisfait pas cette in�equation. Soit yi := 1=3, si i = 2; 4,
yi := 2=3, si i = 1; 3, et yv 2 f1=3; 2=3g, pour v 2 V G � f1; 2; 3; 4g,
de fa�con �a ce que yv = 1 � yu pour chaque arête fu; vg, quand cela
est possible, en respectant les contraintes d'arêtes. On peut v�eri�er que
y 2 PP (G).



136 ANNEXE C. DEUX K4 IMPAIRS NON T -PARFAITS

La valeur du membre de gauche de cette in�equation calcul�ee pour y
est 7=3 + 1=2

P
1�I<J�4 j[IJ ]j, qui est sup�erieur �a la valeur du membre

de droite. On conclu que le polytope des stables de G est strictement
contenu dans PP (G), G n'est donc pas t-parfait. ut
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