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INTRODUCTION 1

Introduction

Ce travail se situe dans le domaine de 'optimisation combinatoire.
Selon Sakarovitch [53], «la classe de problemes qui définit ce champ
semble a premiere vue d’une trivialité déconcertante. Un cotit (ou un
poids) ayant été affecté a chaque élément d’un ensemble fini, il s’agit de
choisir un meilleur élément (de colit minimum ou de poids maximum)».
Cependant, le nombre d’éléments peut étre tres grand, ce qui rend
leur énumération tres longue et coiiteuse a traiter. Par conséquent, la
résolution de certaines classes de problemes se trouve, a ce jour, au dela
de la capacité des ordinateurs existants.

On appelle classe des problemes NP-complets I’ensemble des pro-
blemes dont la complexité interdit — jusqu’a maintenant — toute solu-
tion algorithmique. Les problemes les plus difficiles comme le voyageur
du commerce, le multiflot, la coloration de sommets d’'un graphe, se
situent dans cette classe. En outre, quand ’ensemble de solutions est
défini a partir des propriétés de ses éléments, vérifier que cet ensemble
n’est pas vide — le probleme de faisabilité — peut s’avérer aussi difficile
que trouver un meilleur élément.

Dans ce document nous traitons d’abord le probleme de multiflot, ou
plusieurs types de produits doivent étre transportés des sources de ces
produits a des destinations précises, a travers un réseau, par exemple,
routier. Chaque route a une capacité de transport, et il y a des de-
mandes associées a chaque paire de source-destination. Le réseau qui
connecte les sources aux destinations peut étre modélisé comme un
graphe, ou, d’une facon plus générale, comme un matroide. Le probleme
consiste donc a trouver une famille de «chemins» entre les sources et
les destinations, ou, si chaque paire de source-destination est relié par
une aréte, trouver une famille de cycles contenant ces arétes. Quand
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il s’agit seulement d’un type de produit et d’une seule source, le pro-
bleme est facile a résoudre [15], mais déja avec deux types de produits
ce probleme est NP-complet [11].

[’aspect qui nous concerne dans la premiere partie de ce travail
est la faisabilité du probleme de multiflot ; ¢’est-a-dire, étant donnée la
spécification du probleme, avec le réseau, les capacités et les demandes,
on veut démontrer I'existence ou la non-existence d’une solution.

Une facon d’aborder ce probleme est de donner des conditions néces-
saires et suffisantes pour 'existence d’un multiflot, comme celle connue
par condition de coupe (CC). Une coupe est un ensemble de routes qui
déconnecte le réseau si on I’élimine. Alors, la quantité de produit de-
mandé qui doit traverser cette coupe doit étre inférieure a sa capacité
de transport des produits. Nous présentons la condition (CC, K5, Fr),
qui généralise la condition de coupe et «raffine» une autre condition

existante (la (CC3) [58]).

La structure du probleme de multiflot nous permet aussi de regarder
un probleme étroitement associé, celui du «packing» de métriques. On
veut trouver des «barrieres» qui séparent les sources des destinations,
ce qui revient a chercher une famille («packing») soit de coupes, soit
de structures appelées métriques qui généralisent les coupes. Quand il
s’agit de trouver une famille de métriques a coefficients fractionnaires,
les théoremes sur la faisabilité de multiflot fournissent directement des
résultats sur le packing de métriques, mais dans le cas entier, et cette
dérivation ne peut se faire automatiquement.

Nous traitons le cas des packings entier et demi-entier, quand la
famille de métriques comprend les métriques C'C3 et les métriques K5
et F;. Nous caractérisons la classe de graphes et, plus généralement de
matroides, ou I'on peut trouver des packings entier et demi-entier, sous
quelques hypotheses additionnelles.

Les cycles, qui jouent un réle important dans le probleme de multi-
flot, sont aussi fondamentaux dans le deuxieme theme de ce mémoire.
Le probleme est de trouver un ensemble de sommets dans un graphe,
deux & deux non-adjacents (un stable) de cardinalité maximum. Il est
bien connu grace a ses applications et a sa difficulté. Quand la classe de
graphes est constituée des graphes h-parfaits et ¢-parfaits, ce probleme
peut étre résolu. Les définitions de ces classes dépendent fortement des
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cycles impairs, et incluent la définition de la classe des graphes parfaits
(3, 4].

Nous nous intéressons aux propriétés générales de ces graphes, puis
au probleme de coloration. Il s’agit alors d’affecter une couleur a chaque
sommet, de facon a ce que deux sommets adjacents aient des couleurs
différentes. On cherche le nombre minimum de couleurs nécessaires,
appelé le nombre chromatique du graphe. Shepherd a conjecturé une
valeur constante pour le nombre chromatique des graphes t-parfaits
[67]. Les résultats que nous présentons donnent des bornes pour ce
nombre, et des classes qui satisfont la conjecture.

Ce travail est organisé de la facon suivante. Le premier chapitre
contient les principales notations et définitions utilisées, comprenant
les outils les plus utilisés, comme la programmation linéaire, la théorie
des graphes et des matroides, et les métriques.

Dans le deuxieme chapitre, nous traitons le probleme de multiflot
et le packing de métriques. Une premiere partie est consacrée au pro-
bleme de multiflot et de la faisabilité d’un probleme de multiflot ; nous
y démontrons le théoreme principal, ou nous caractérisons la classe des
matroides pour lesquels la nouvelle condition (C'C, K, Fr) est néces-
saire et suffisante pour l'existence d’un multiflot. Cette caractérisation
est donnée a la fois par une composition récursive de matroides et par
un ensemble de sept matroides a exclure. Nous montrons aussi que
pour un matroide spécial, le Ryo, une condition analogue existe. Dans
la deuxieme partie, nous étudions d’abord le packing des métriques et
son rapport avec le probleme de faisabilité d’un multiflot ; nous trai-
tons ensuite le packing entier et demi-entier des métriques C'C3 et
CC, K5, F;, et caractérisons les classes de matroides pour lesquels il
existe un packing d’un de ces types.

Les graphes h et t-parfaits sont traités dans le troisieme chapitre.
Nous y présentons les définitions et quelques résultats sur la structure de
ces graphes et des classes déja connues. Fnsuite nous montrons quelques
nouveaux exemples de tels graphes. Enfin nous étudions la coloration
des graphes t- et h parfaits — en présentant des bornes sur le nombre
chromatique de ces graphes —, et quelques familles des graphes h et ¢-
parfaits pour lesquels le nombre chromatique est connu et satisfait une
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conjecture de Shepherd [67].

Le quatrieme chapitre est consacré a la hiérarchie des graphes étu-
diés, qui est obtenue grace a des outils comme les graphes faiblement
bipartis, les anti-chines (clutters) binaires et les matrices & composantes
0,1.

Pour conclure ce mémoire de these, nous reprendrons les grandes
lignes du travail effectué et présenté ici. Plusieurs directions de re-
cherche pourront donner suite a ce travail. Nous en préciserons quelques
unes qui nous semblent intéressant a suivre, aussi bien sur le sujet de la
faisabilité des problemes de multiflot, que sur la coloration des graphes
h- et t-parfaits.



Chapitre 1

Notations et définitions

Dans ce chapitre, on présente les notions de base dont on se servira,
et les notations qui seront utilisées dans la suite de ce travail.

1.1 Notations fondamentales

On note IR (resp. Z, Q ) 'ensemble des nombres réels (resp. entiers
relatifs, rationnels) et IRy (resp. Zy, Q) 'ensemble des nombres réels
(resp. entiers relatifs, rationnels) non-négatifs. Etant donné un nombre
entier naturel n, R" (resp. Z", Q") est ’ensemble des vecteurs a n
composantes, chacune dans IR (resp. Z, Q). Si E est un ensemble fini
et R un ensemble quelconque, alors R est I’ensemble des fonctions de
E sur R. 1l est convenable de considérer les éléments de R¥ comme des
vecteurs a |F/| composantes, ou chacune a comme indice un élément
de E.Si z € R¥ et A C E, alors on note z(A) la somme Y, 4 z(e).
La notation AA B représente I'opération différence symétrique de deux

ensembles A, B: AAB=A\ BUB\ A.

La somme de vecteurs et la multiplication de vecteurs par un nombre
sont définies de maniere usuelle. Un vecteur peut étre un vecteur-
colonne ou vecteur-ligne, selon le contexte. Le produit scalaire de deux
vecteurs =,y € IR™ est noté zy et défini comme

Y = Z TilYi-
i=1
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Etant donné un ensemble fini R, on note par R™*" l’ensemble
des matrices m x n dont les composantes sont dans R; dans ce cas,
I’ensemble des indices des lignes est {1,...,m}, et des colonnes est
{1,...,n}. Le symbole 0 (resp. 1) représente la matrice, ou le vecteur,
dont les composantes sont nulles (resp. égales a 1).

Un ensemble S intersecte ou rencontre un ensemble T'si S NT # .
Si R et B sont des ensembles tels que BC Rete€ B, ¢ € R\ B, on
écrit B — e+ €’ ala place de B\ {e} U{¢'}.

Le vecteur caractéristique d’'un ensemble B C R, R fini, est le vec-
teur B € {0, 1} défini comme
17

X(e) = {07

sie€ B,
sinon.

Etant donné un ensemble E. st x € E peut étre décomposé comme
une somme r = a1&] + ...QETE ou x1,...,0, € R C K, oy > 0,
1 <1<k, alors oy + ... + arxy est un packing de x par rapport a R
ou un z-packing de R.

Une famille F est fermée sous une opération p : F — F §’il est
toujours vrai que

GeF=pG)eF

1.2 Théorie des polyedres

Nous suggérons [55] comme référence pour ce sujet et le suivant.

On dira qu’un vecteur = est une combinaison convere des vecteurs
Ti,..., 7, € IR" ¢l existe o € IRY tel que 3772 a; = 1 et

m
T = E a,Z;.
=1

L’enveloppe convere conv(S) d’'un ensemble S est I’ensemble de tous les
vecteurs qui sont une combinaison convexe d’un nombre fini de vecteurs
dans S. Un polytope est I’enveloppe convexe d’un nombre fini de points.

SiAeIR™ " et be IR, alors Ax < best un systéme d’inéquations.
[’ensemble des solutions {x € R" : Az < b} d’un systeme d’inéqua-
tions est appelé un polyédre. Un polyedre P est de dimension k si le
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nombre maximum de points affinement indépendents dans P est k& + 1.
(Un ensemble de points @1, ..., 25 € IR" est affinement indépendent si la
seule solution a Zle A =0, Zle Ai=0est A, =0, pour 1 <i<k.)

Un des résultats le plus connu concernant les systemes d’inéquations
est le lemme de Farkas [12, 13, 48]. Nous présentons ici une des versions
de ce lemme.

Théoréeme 1.1 (Lemme de Farkas) Soit A € R™*" et b € R™. Il
existe v € IRY tel que Ax < b si et seulement si yb > 0 pour tout
y € RY tel que yA > 0. O

Un autre résultat que ’on supposera connu est le suivant :
Proposition 1.2 [/8] Un polyédre borné est un polytope. 0

Une inéquation ax < « est dite valide pour un polyedre P si
P C{z :ax < a}. Un ensemble F' C P est une face de P s’il y a une
inéquation ax < « valide pour P telle que F' = {z € P : ax = a}. Si
v € P est tel que {v} est une face de P, alors v est dit un sommet de
P. Une facette de P est une face F' qui satisfait ) = F # P, et qui est
maximale par rapport a cette propriété. Si un vecteur v satisfait une
inéquation qui définit P avec égalité, on dira que cette inéquation est
serrée pour v.

Un polyedre P est entier si ses sommets sont des vecteurs entiers.
Un vecteur r est un rayon de P si, pour tout + € P,ona x4+ Ar € P,
pour tout A > 0. Un rayon r est dit extréme s’il n’existe pas deux rayons
r1,1o tels que rq # pre, > 0 et r =1/2(ry +r2).

Une inéquation a;x < «; est nécessaire pour la description d'un
polyedre P = {aq;x < oy, @ = 1,...,m} ¢’il existe z € P tel que
aiz <o, 1 <i1<m,1#jetaz> .

Etant donné un ensemble fini de points S € IR" et P un polyedre,
tel que conv(S) C P, I'inéquation ax < « est un plan de coupe pour
conv(S) si az < «, pour tout z € conv(S), et s’il existe y € P\ conv(S)
tel que ay > a.

Le polyedre polaire d’un polyedre P est ’ensemble

pol(P)={z€ R": zx <0, Yz € P}
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et le polyedre anti-bloquant de P est ’ensemble
ab(P)={z€ R} : za <1, Vo € P}.

Théoréme 1.3 [19] Si P = {z: Az <1, + >0}, ou A € RT*", et
A ne contient pas de colonne entierement constituée de 0, alors

(i) ab(ab(P)) = P;

(i) si les sommets de P sont by, ..., by, et B est la matrice dont les lignes
sont by, ..., by, alors ab(P) = {x: Bax <1, © > 0} et les sommets de
ab(P) sont les vecteurs ay,. .., am, qui forment les lignes de A ;

(iii) pour tout w € RY,

min{yl : yB > w, y > 0} = max{way,...,wa,}.

1.3 Programmation linéaire et dualité

Dans ce travail, le probleme suivant aura un réle fondamental :

Programme linéaire: Etant donnés une matrice A € IR™ ", un vecteur
b€ IR™ et un vecteur ¢ € IR", trouver un vecteur
z* € {x € R": Az < b} qui maximise la fonction
linéaire cz.

Un vecteur T tel que AT < b est dit une solution réalisable du
programme linéaire. Une solution réalisable T est optimale si ¢x > cx
pour toute solution réalisable x. Dans ce cas, ¢T est la valeur optimale
du programme linéaire. La fonction cx est appelée la fonction objective
du programme linéaire. Si, pour tout M € IR, il existe une solution
T réalisable telle que ¢z > M, alors on dira que la valeur optimale
du programme n’est pas finie. On dira que 1'on peut optimiser sur
un ensemble convexe s’il est possible de trouver une solution optimale
d’une fonction objective cx dans cet ensemble.

On peut associer a tout programme linéaire max{cz : Az < b} un
autre programme, son dual, qui est

min{yb: yA =¢, y > 0}.
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Les deux résultats suivants [49] seront beaucoup utilisés dans ce
travail :

Théoréme 1.4 (de dualité) Soit (P) un programme linéaire, et (D)
son dual. Si (P) et (D) possédent des solutions réalisables, alors les
deux problémes ont des solutions optimales et leurs valeurs optimales
sont €gales. O

Remarque : Dans la suite, des que 'on parle d’égalité des valeurs op-
timales de deux programmes linéaires, on suppose que les deux pro-
grammes ont des solutions réalisables.

Théoréme 1.5 (des écarts complémentaires) Soient (P) le pro-
gramme max{Ax < b} et (D) son dual min{yA = ¢, y > 0}, tels que
les deuz programmes ont des valeurs optimales finies. Soient T et § des
solutions réalisables pour chaque programme. Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

(i) T et § sont des solutions optimales pour les programmes correspon-
dants ;

(i) cT =7b;

(iii) si une composante de § est positive, alors linéquation corres-
pondante dans Ax < b est satisfaite par T avec égalité, c’est-a-dire,

7(b— A7) = 0. a

Un systeme d’inéquations linéaires Ax < b est totalement dual-
entier (TDI) si le minimum dans le probleme

min{yb: yA=¢, y >0}

a une solution optimale entiere y pour tout vecteur ¢ entier pour lequel
ce minimum est fini.

Les prochains résultats utilisent 1’algorithme des ellipsoides [35]
dans leur démonstration. On peut les trouver, par exemple, dans [29].

Théoréme 1.6 FEtant donné un point x qui n'appartient pas a l'en-
veloppe convexe d’un ensemble de points, si on peut trouver en temps
polynomial un hyperplan qui sépare x de cette enveloppe convexe, alors
on peut optimiser sur cette enveloppe convexe en temps polynomial (et
réciproquement). O
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Etant donnés un ensemble K C IR” et un nombre positif réel €, on
notera par S(K, €) I'ensemble {z € R" : ||z — y|| < ¢, pour un y € K}
et par S(K, —¢) | ’ensemble {x € K : S(x,¢) C K}.

Le probléeme faible d’optimisation pour une enveloppe convexe K est
le suivant : étant donnés un vecteur ¢ € Q" et un nombre e € Q, € > 0,
on veut trouver un vecteur y € Q" tel que y € S(K,¢) et cx < ey + ¢
pour tout @ € S(K, —¢) (c’est-a-dire, y est presque dans K et presque
maximise cx sur les points bien dans K'), ou bien prouver que S( K, —¢)
est vide.

Théoreme 1.7 Si on peut résoudre en temps polynomial le probleme
faible d’optimisation sur une enveloppe convexe, alors on peut optimiser
sur cette enveloppe en temps polynomial O

1.4 Théorie des graphes

On suit essentiellement Berge [5] et Sakarovitch [53], et on essaie
d’utiliser les termes les plus standards possibles.

ARETES, VOISINAGE, SOUS-GRAPHES
Un graphe GG = (VG EG) est le couple constitué d’un ensemble V&

de sommets {vy,...,v,} et d'une famille d’arétes EG' = {eq,..., e}
ou ¢; = {u;,v;} € VG; on notera aussi ¢ = u;v;, mais on n’y verra
pas d’orientation. On dira que u; et v; sont les extrémités de e; et que
u; et v; sont voisins ou adjacents. On notera par N(v) le voisinage de
v, c’est-a~dire, I’ensemble des sommets voisins de v. Deux arétes sont
adjacentes si elles ont au moins une extrémité commune, sinon elles
sont disjointes. Un graphe est dit simple s’il ne possede pas deux arétes
ayant les mémes extrémités. Le degré dg(v) d'un sommet v € VG est
le nombre d’arétes de AG ayant une extrémité en v.

Deux graphes G,Gy sont homéomorphes s’il existe une fonction
¢ VG = VG, telle que o(u)p(v) € EG, pour tout wv € EG,.

Le sous-graphe induit par X C VG est le graphe G[X] = (X, FX),
ou EX est I’ensemble des arétes ayant leurs deux extrémités dans X.

Un sous-graphe partiel H de G est H = (VH, EH) ou VH C V{ et les
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arétes de H sont des arétes de EG' qui ont leurs deux extrémités dans

VH.

CLIQUE, GRAPHE BIPARTI, COMPLEMENTAIRE

Un graphe est dit complet si tout sommet v est adjacent a VG — v;
si [VG| = n, on le notera K, et on l'appellera n-cliqgue. La 3-clique
sera aussi appelée un triangle. On notera w((G) la taille maximum d’un
sous-graphe complet dans (.

Un graphe est biparti si 'ensemble de ses sommets peut étre parti-
tionné en deux classes Vi et V5 de sorte que deux sommets de la méme
classe ne soient jamais adjacents. Il se note parfois G = (V1, Vs, EG).

Le graphe complémentaire de (i est le graphe simple G = (V G, EG),
ot EG est I'ensemble de toutes les paires {v,w} ¢ EG. Soit S C VG,
alors 6(5) dénotera I'ensemble des arétes de (& avec exactement une
extrémité dans S. Si S = {v}, alors on écrit §(v) a la place de §({v}),
et on "appelle étoile de v. Une coupe W est un ensemble d’arétes pour

lequel il y a un S C VG tel que W = §(5).

CHAINE, CYCLE, TROU, FLOT

Dans un graphe G, une séquence de la forme

[U07a07vlv'"7Ut—17atvvt] (11)

ou vp,...,v; sont des sommets et aq,...,q; sont des arétes telles que
a; = {vi_1, v}, 1 <0 <, est dite une chaine ou une vg-vy chaine. Une
chaine est simple si la séquence d’arétes qui la constitue ne comporte
pas plusieurs fois le méme élément. Une chaine est élémentaire si les
sommets de G sont adjacents a deux arétes de la chaine au plus; dans
ce cas, sa longueur est 1. Si vg = vy, (1.1) est un eycle, et si les sommets
Vo, - . . , Uy—1 sont distincts, on "appellera un cycle élémentaire. Une aréte
qui relie deux sommets dans un cycle, mais qui n’y appartient pas est
dite une corde. La distance entre deux sommets u et v est la longueur
d’une plus courte chaine entre u et v.

Un trou est un cycle élémentaire sans cordes, et un anti-trou est le
graphe complémentaire d’un trou. Si un trou est constitué de n som-
mets, on le notera par C',. Une roue est le graphe constitué d’un trou et
d’un sommet, qui n’appartient pas au trou, et qui est adjacent a tout
sommet du trou.
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Un flot entre deux sommets u et v, est une fonction f : EFG —
IR, définie a partir d'une famille F de u-v chaines élémentaires non
nécessairement distinctes, telle que f(e) est égal au nombre des chaines
auxquelles e appartient. La valeur du flot f est le nombre de chaines

dans la famille F.

ENSEMBLE STABLE, TRANSVERSAL, COUPLAGE, COLORATION
Un ensemble S de sommets de G = (VG EG) est un stable si les

sommets de S sont deux a deux non-adjacents dans . Le nombre de
stabilité de G, a( (), est la taille maximum d’un stable dans . On dira

qu’un stable S sature un trou impair C' si |[SNC| = |C|T_1

Un ensemble de sommets T" est un transversal si chaque aréte de GG
a au moins une extrémité dans 7. Un sous-ensemble F de ’ensemble
des arétes d'un graphe GG = (VG, EG) est un couplage dans G si les
arétes de F sont deux a deux non-adjacentes.

On appelle k-coloration d’un graphe G une partition de ses sommets
en k stables (X1, Xa,..., X¢). Les sommets de la classe X; sont coloriés
avec la couleur j, 5 = 1,..., k. Un graphe admettant une k-coloration
est dit k-coloriable. Le nombre chromatique x(G) d’un graphe G est le
nombre k£ minimum de couleurs pour lequel (i est k-coloriable.

GRAPHE ADJOINT, OPERATIONS, MATRICE D'INCIDENCE

Le graphe adjoint L(G) d'un graphe G = (VG| EG) est le graphe
dont les sommets sont les points ey, ..., e, (représentant les arétes de
(7) et ou I'on a une aréte entre les sommets e; et ¢; si, dans G, e; et ¢;
ont une extrémité commune.

L’ élimination d’une aréte e est simplement "opération de retirer
laréte e du graphe. La subdivision d'une aréte e = {u, v} est 'opération
d’éliminer ¢ et de créer deux arétes €1, e5 et un nouveau sommet w tels
que e; = {u,w} et e = {w,v}; la contraction d’une aréte ¢ = {u,v}
est 'opération d’éliminer ’aréte e et les sommets u et v et de créer un
nouveau sommet w de facon a ce que N(w) = N(u) U N(v).

La matrice d’incidence A € {0,1}VE*EY d’un graphe G est la ma-
trice dont les éléments sont

a'U75 =

1, siwv est une extrémité de e,
0, sinon.
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1.5 Théorie des matroides

On va supposer connus les principales définitions et théoremes de
la théorie des matroides (voir [69]).

Un matroide binaire M est une paire (£(M),C(M)) constituée d'un
ensemble fini E(M) et une famille de cycles C(M) de sous-ensembles de
FE (M) satisfaisant la conditon suivante: si Cy et Cy sont deux membres
de C(M), alors C1ACy € C(M). Un cycle qui est minimal par rapport
a I'inclusion et n’est pas I’ensemble vide, est dit un circuit.

D est un cocircuit de M si D est un sous-ensemble minimal non-vide
tel que |C' N D| # 1 pour tout circuit de M. Un cocyele (aussi appelé
«vecteur») est 'union disjointe de cocircuits. On note C*(M) I’ensemble
des cocycles de M, et M™ est le matroide dont ’ensemble de cycles est
C*(M), M~ est dit le matroide dual de M. Un circuit de cardinalité
1 est une boucle. Si f,g € E(M) et {f,g} est un circuit, f et g sont
paralléles dans M. Si un élément f est parallele dans M™*, alors f est
série dans M.

M est un matroide graphique si C(M) est ’ensemble de cycles d'un
graphe G, et dans ce cas on notera M = M(G). M\ Z et M/Z sont
les matroides résultant de I’élimination et contraction de Z C FE(M),
respectivement. Un mineur de M est un matroide qui peut étre obtenu
a partir de M par une séquence d’éliminations et de contractions.

Dans ce travail les matroides suivants jouent un role important : Fr
est le matroide de Fano (représenté par les sept vecteurs dans {0, 1}° dif-
férents de (0,0,0)). M(Hg) est le matroide graphique du graphe donné
par la fig. 1.1(a). AG(2,3) est donné par les 8 vecteurs dans {0,1}*
dont la derniere composante est un 1. S est le matroide donné par
la matrice d’incidence du graphe fig. 1.1(b) avec en plus une colonne
correspondant aux éléments entourés par un cercle. Ry est le matroide
dont les éléments sont les 10 vecteurs dans {0, 1} avec trois 1 et deux
0, et qui peut étre aussi vu comme le matroide qui est représenté par
la matrice d’incidence du graphe K33 (voir 1.1(c)), avec en plus une
colonne de 1, ou le matroide dont les cycles sont les cycles pairs du
graphe K.
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€) (b) (©

Fig. 1.1 - H6, Sg et [(33

Nous utilisons la caractérisation suivante des matroides graphiques:

Théoréme 1.8 [68] Un matroide est graphique si et seulement s’il est
binaire et ne contient pas les mineurs 7, FZ, M*(K5) et M*(Ks3). O

Soient My et My des matroides binaires et |E(My) N E(Ms)| = 1.
Le matroide M; @;,; M, est défini comme étant le résultat de la ¢ + 1-
somme de My et de My. C'est-a-dire, F(M, @ My) = E(M;)AE(M,),
et les cycles de F(M; @ M,) sont les ensembles de la forme C; ACy, ou
C; € C(M;), 1 =1,2. En particulier:
(i) st E(My)NE(My) =0, alors My @, M3 est la I-somme de My et de
My;
(ii) si E(My) N E(My) = {f}, et f n’est pas une boucle de M, ni de
M,, alors My @, My est la 2-somme de My et de M,. Dans ce cas, f

est le marqueur de la 2-somme.

On peut visualiser la 2-somme en termes de matroides graphiques:
la 2-somme de deux graphes revient a prendre ces graphes, a choisir une
aréte dans chacun de graphes, a identifier les sommets correspondants
et a éliminer les deux arétes.

On aura besoin des théoremes qui affirment que les matroides sans
certains mineurs peuvent étre obtenus au moyen de ces deux sommes, a
partir d’une classe simple de matroides. On utilisera dans le chapitre 2
le théoreme suivant, connu comme le théoreme «Splitter» de Seymour.

Théoreme 1.9 [63] Soit F une classe de matroides binaires fermée
sous les opérations de «prendre des mineurs» et de lisomorphisme, et
soit N € F un matroide non-vide, connexe, qui n’est pas une roue et
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qui ne contient pas de cycles ou cocycles de cardinalité inférieure ou
€gale a 2. On suppose aussi que :

(i) pour tout M € F et e € E(M) tel que M \ e = N, e est une boucle,
co-boucle ou un élément parallele de M ;

(ii) pour tout M € F et e € E(M) tel que M/e = N, e est une boucle,
co-boucle, ou un élément série de M.

Alors tout matroide de F peut étre obtenu au moyen de 1- et 2-sommes
de matroides de F, qui ne contiennent pas de mineurs isomorphes a
N, et des copies de N. O

1.6 Métriques

Soit M un matroide. Une fonction m : E(M) — IRy est une mé-
trique sur M si m(e) < m(C — e) pour tout cycle C' de M, et tout
élément e de C. La fig. 1.2(a) donne un exemple de métrique sur un
graphe. Ltant donnée une fonction / : E(M) — IRy, la fonction m
définie comme

m(e) =min{l(X): X ={e} ou X =C — e pour un cycle C, e € C'}

est la métrique induite par [.

@ (b)

Fic. 1.2 - Ezxemple d’'une métrique et d’une métrique primitive : un
cocycle

A est une famille de métriques si, pour tout matroide binaire M,
A(M) est un ensemble de métriques définies sur E(M). Par exemple,
on considérera la famille A4 des métriques ayant des valeurs dans un
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sous-ensemble A de Z, ainsi A4(M) est 'ensemble des métriques m :
E(M) — A. Une métrique m est bipartie si m(C') est paire sur tout
cycle C' de M.

[’ensemble cone(A 4(M)) est 'ensemble

{)xlml—l—...)\kmk, kZO, )\z ZO, m; EAA(M),i: 1,k}

Les rayons extrémes de ’ensemble cone(A 4(M)) sont appelés des mé-
triques primitives. Par exemple, étant donné un matroide M, les vec-
teurs x“, ott (' est un cocycle de M, sont des métriques primitives (voir

fig. 1.2(b)).
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Chapitre 2

Multiflots et métriques

On traitera, en premier lieu, le probleme de multiflot en présentant
une définition de ce probleme et plusieurs formes de I’écrire, les résultats
antérieurs qui concernent cette étude, et les nouveaux résultats obtenus.
Ensuite, on introduira le probleme de packing de métriques et le rapport
entre celui-ci et le probleme de multiflot, et enfin notre contribution a
ce sujet.

2.1 Multiflots dans les graphes et matroi-
des

Le probleme de multiflot a été étudié par beaucoup d’auteurs, du
fait de son intéret pratique et théorique. Pour I’aspect algorithmique
on peut citer par exemple [59], pour la faisabilité [43, 64], pour la com-
plexité [47], et I'excellent tour d’horizon de Frank [16], entre autres.
Dans ce travail, on traitera la faisabilité du probleme, en étudiant sur-
tout quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour ’existence
d’une solution dans des différentes classes de graphes et matroides.
Voyons d’abord une définition du probleme.
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2.1.1 Définition du probleme et résultats fonda-
mentaux

Soit GG = (VG, EG) un graphe et (s1,11), ..., (s, tx) des paires (pas
nécessairement distinctes) de sommets de (7, s; est un sommet-source,
t; est un sommet-destination. On associe a chaque aréte e € FG une
capacité ¢(a) > 0, ¢ € Z'P4 et A chaque paire (8i,t;) une demande ¢;
(1<i<k),qcZ"

Le probleme de multiflot est le suivant: trouver des flots f; (voir
chapitre 1) de s; a t; de valeur ¢;, tels que pour toute aréte e € EGG

Zfi(e) < c(e).

On réecrit ce probleme pour rendre les notations plus convenables.
On relie les sommets s;,¢;, (1 < ¢ < k) par des arétes e;; on note F
I’ensemble de ces arétes {e;, 1 < i < k} dites arétes de demande et C
Iensemble des cycles C de G U F', tels que |C' N F| = 1. Si on pose
c(e;) = q;, pour ¢; € I, on cherche f:C — Q7, telle que

Yceceec [(C) < cle),  pour tout e € EG — F';
Yocec e eC f(C) =cle), pour tout e € F.

On verra la famille C comme un flot, et on regardera f comme les
multiplicités des éléments de C, une solution du probleme (G, F, ¢).

La fig. 2.1(a) donne un exemple d’un probleme de multiflot dans un
graphe. Les arétes en gras sont dans F, les demandes et les capacités
sont indiquées sur la figure. Dans ce cas, on cherche une famille de
cycles, chacun contenant seulement une aréte de F', et chaque aréte e
appartenant a au plus ¢(e) cycles, si e € F, et a exactement ¢(e), sinon.
Une solution possible est donnée par la fig. 2.1(b).

On peut donc définir un probleme de multiflot en donnant soit les
paires de sommets-source et destination, soit les arétes de demande.
Dans ce dernier cas, comme la définition n’utilise pas la notion de
sommet, et seulement de cycle, c’est évident que 'on peut parler de
matroides a la place de graphes.

La notation et certaines formules deviennent plus simples si, au lieu

de G et des arétes de demande, seul H = GU F et p: F(H) - Z
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2
@ (b)

Fic. 2.1 - FEzemple d’un probleme de multiflot

sont donnés. On «décode» F' et les demandes de la fagon suivante:
Etant donné un matroide M et une fonction p: E(M) — Z, on posera
que les valeurs négatives de p représentent des demandes et les non-
négatives représentent des capacités, et on notera F(p) I’ensemble
{e € E(M) : p(e) < 0}. Le probléme de multiflot est une paire (M, p)
qui a une solution s’il y a une fonction f : C,(M) — IR, définie sur
I’ensemble C,(M) (ou simplement C,) de tous les cycles C' de M avec
|C'N F(p)| =1, telle que

S €, Si e € E M . F :
OEC%:,SGC 1= {: —}pjgeg, sie € FEp)) (#)

Si on peut trouver une fonction f entiere, on dira que (M, p) a une
solution entiere.

Dans ce travail, les questions fondamentales sur les multiflots sont
les suivantes: Etant donné un probleme de multiflot, existe-t-il une
solution? Existe-t-il des conditions nécessaires et suffisantes qui garan-
tissent ’existence d’une solution pour un probleme de multiflot? C’est
ce probleme que I’on va étudier maintenant : la faisabilité d’un probleme
de multiflot (M, p).

La proposition suivante, connue comme théoréme Japonais [30, 52]
pour le cas de matroides graphiques, donne une condition pour I’exis-
tence d’un multiflot.
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Proposition 2.1 ([60]) Un probléme de multiflot (M, p) a une solution
st et seulement st

mp > 0 pour tout m € Az (M),

¢’est-a-dire, si et seulement st p € pol(Az, (M)).

Dém. : On va noter Y, C € C,, e € F(p) N C, le vecteur carac-
téristique du cycle C'; ou la composante e vaut -1, et y° le vecteur
caractéristique de 1’élément e.

Le probleme de multiflot (M,p) peut étre reformulé comme: on
cherche des coefficients Ac. > 0, (C € Cp, e € F(p)NC) et u. > 0,
e & F(p), de fagon a ce que

p= 3 AoeXT+ D> pext

CeCp,eeC egF(p)

D’apres le lemme de Farkas 1.1, on sait que ce probleme a une
solution si et seulement si pour tout m tel que

mx“c >0, siC€CyeteecC, et (%)

on a pm > 0.
(%) équivaut a: m(C —e)—m(e) >0, C € Cpe € F(p)NC, et m(e) >
0, e & F(p).

Remarquons que m peut étre négative si e € F/(p). Mais si my < 0,
pour f € F(p), alors m(C — f) —m(f) > m(C — f) > 0, et ainsi, si on
remplace m(f) par max{m(f),0}, on obtient un vecteur qui satisfait
(%), et en plus

> peme=>0= > pen.+pymy >0,
e€E(M)—f e€E(M)—f

qui est la condition de I’énoncé. O

Ce résultat est d’une grande portée, dans la mesure ou il s’agit de
vérifier une condition qui est nécessaire et suffisante pour l'existence
d’un multiflot dans un matroide quelconque. Mais existe-t-il des classes
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de matroides pour lesquelles les conditions sont plus simples et les fa-
milles de métriques plus «petites»?

Soit A une famille de métriques et (M, p) un probleme de multiflot.
Considérons la condition

mp > 0, pour toute métrique m € A(M). (CN)

Il est facile d’observer que (CN) est nécessaire pour l'existence d’un
multiflot. Un matroide binaire M pour lequel la condition (CN) est aussi
suffisante pour 'existence d’une solution de (M, p) dont la fonction p
est arbitraire, est dit fluant par rapport a A. Si (CN) est suffisante pour
I’existence d’une solution entiere pour tout probleme (M, p) Eulérien,
alors M est dit cyclant par rapport a A. (Un probleme de multiflot
(M, p) est Eulérien si p(D) est paire pour tout cocycle D de M, et,
dans ce cas, p est dite Fulérienne.)

Notons que la propriété d’étre cyclant par rapport a A implique
la propriété d’étre fluant par rapport a A, puisque si (M, p) satisfait
mp > 0 pour tout m € A(M), alors (M, 2p) est Eulérien et satisfait la
méme condition ; par conséquent il existe une solution entiere f pour
(M, 2p), et 1/2f est une solution pour (M, p).

Remarquons aussi que I'implication non-triviale de la proposition
2.1 nous dit que tout matroide binaire est fluant par rapport a Az, .

Proposition 2.2 [64] La propriété d’étre fluant (ou cyclant) par rap-
port a un ensemble de métriqgues A est preservée par [‘opération de
prendre des mineurs.

Dém. : Considérons un matroide binaire M et supposons que M soit
fluant par rapport A(M). On montrera que, pour tout élément e, M \ e
et M /e sont fluants par rapport a A(M\ e) et A(M/e), respectivement.

Soit f € E(M)et (M\ f,p) un probleme de multiflot. Si ce probleme
a une solution, il n’y a rien a faire. Sinon, il existe une métrique m €

Az, (M \ f) telle que mp < 0. Soit p' : E(M) = Z, la fonction

suivante :
iy _ [ ple), sie# f,
p(e)_{(), Si@:f7
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et m': E(M) = Z la fonction suivante:

min{m(C — f),f e C €C(M)}, sie=f.

Il est facile de vérifier que m est une métrique et que p'm’ < 0. Ainsi
le probleme (M, p') n’a pas de solution et, par hypothese, il existe une
métrique m” € A(M) telle que m”p’ < 0. Si l'on restreint m” a E(M)—
f, on obtiendra une métrique m € A(M \ f), telle que mp < 0. Donc
M\ f est fluant par rapport a A(M \ f).

Soit maintenant (M/f,p) un autre probleme de multiflot. Comme
dans le cas précédant, si ce probleme a une solution, il n’y a rien a
faire. Sinon, il existe une métrique m € Az, telle que mp < 0. Soit
p' E(M) = Z, la fonction suivante:

o (ple) sie# f,
p(e)_{min{p(C-f),fECEC*(M)}v sie=f,

et m': E(M) = Z, comme

o= {5 Gely

Il est aussi facile de vérifier que m’ est une métrique et que p'm’ < 0.
Comme m est fluant par rapport a A(M), m’ peut étre décomposée
en une somme de métriques m; € A(M), i =1,...,n, ou my(f) =0
et il existe une métrique m;, 1 < 7 < n, telle que m;p’ < 0. Si l'on
restreint m; a F(M), on obtiendra une métrique m € A(M/f), telle
que mp < 0. Ainsi m/ f est fluant par rapport a A(M/f).

Pour voir que M \ e et M/e sont cyclings par rapport a A(M \ e) et
A(M/[), respectivement, il suffit de remarquer que si p est Eulérienne,
alors p’ décrite dans les deux cas ci-dessus, est aussi Eulérienne, et une
solution entiere de (M, p') est aussi une solution entiere pour (M \ €)

ou (M/e,p). O

Etant donnée une famille A, de métriques, une facon possible de
caractériser les matroides fluants par rapport a cette famille est donnée
par la proposition suivante.

Proposition 2.3 [58] Soit M un matroide et A C Z,. M est fluant
par rapport a Ay si et seulement si Az, (M) C cone(A4(M)).
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N

Fic. 2.2 - FExemple de non-suffisance de la condition de coupe

Dém. : La partie «si» est une conséquence directe du théoreme Ja-
ponais 2.1. Pour la partie «seulement si» on suppose que la métrique
m ne peut pas étre exprimée comme une combinaison non-négative de
métriques de A4(M). Par le lemme de Farkas 1.1, il y a une fonction
p: E(M) — Z telle que m’p > 0 pour toute m’ € Ay(M), mais
mp < 0. Ceci est contraire a 'hypothese que M est fluant par rapport
a Ay. 0

2.1.2 La condition de coupe

Une des familles de métriques la plus simple que 'on peut considé-
rer est Ayg1y. Une autre famille a les mémes propriétés : soi,t A(Cc)(M)
I’ensemble des vecteurs caractéristiques des cocycles de M. Etant donné
un matroide binaire M, on peut vérifier facilement que si m € Ay,
alors m est une somme positive de vecteurs caractéristiques de cocycles
de M. On va dire que (M, p) satisfait la condition de coupe si et seule-
ment si

mp > 0 pour tout m € Awcey(M). (cao)

Le théoreme Japonais 2.1 nous montre que cette condition est né-
cessaire, mais elle n’est pas suffisante. La fig. 2.2 donne un probleme
de multiflot qui satisfait la condition de coupe, mais n’admet pas de
solution. Les arétes de demande F' sont en gras, et p(e) = 1,si e & F,
p(e) = —1, sinon. Il suffit de tester la condition mp > 0 pour la mé-
trique suivante: m(e) = 2, si e € F, m(e) = 1, sinon. Le résultat est
mp = —8+6 = —2, et il en découle que (M, p) n’est pas faisable.
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Le résultat suivant, démontré par Seymour [64], caractérise la classe
de matroides fluants par rapport a A 1y et Acey.

Théoreme 2.4 Soit M un matroide binaire. Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

(i) M est cyclant par rapport a Accy ;

(ii) M est fluant par rapport a Aoy ;

(iii) M ne contient pas les mineurs Fr, Rig ou M(K5). a

La schéma de la démonstration est le suivant. Seymour montre que
Fr, Rip et M(K5) ne sont pas fluants par rapport a Ag 13, et que les
matroides binaires qui ne les contiennent pas comme mineurs peuvent
étre obtenus au moyen de 1-, 2- et 3-sommes de matroides élémentaires,
qui sont cyclants par rapport a Agy;y. Comme il montre que les 1-
, 2- et 3-sommes préservent la propriété d’étre cyclant, on toutes les
implications désirées sont obtenues.

2.1.3 Les conditions C'C3, K5 et F;

En voulant étendre la condition de coupe, Schwarzler et Sebd [58]
définissent la condition C'C3. Soit Acesy(M) 'ensemble de toutes les
fonctions m : E(M) — Z . pour lesquelles il existe trois cocycles de M
Dy, Dy et D3 et

1, sie € Dl,
m(e):{Z, sie € (DyUDs)— Dy,
0, sinon.

Il est facile de vérifier que ces fonctions sont des métriques. La condi-
tion (C'C3) suivante revient maintenant a la restriction de (CN) aux
métriques dans Aces) (M)

mp > 0 pour toute m € Acosy(M). (CC3)

Cette condition généralise les métriques introduites par Karzanov [33]
pour les graphes, appelées métriques bip, 5). En traduisant son résultat
en termes de (C'C3), on retrouve que

Proposition 2.5 M(K5s) est cyclant par rapport a Accs). O
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Schwarzler et Seb6 prouvent le résultat suivant, analogue a celui
obtenu par Seymour, pour les métriques C'C'3.

Théoreme 2.6 Soit M un matroide binaire. Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

(i) M est cyclant par rapport a Accsy(M) ;

(ii) M est fluant par rapport a Agoq123(M) ;

(iii) M ne contient pas les mineurs AG(2,3), Ss, Rio, M(Hs), Fr @, Fr,
M(Ks) @, M(K5) et M(K5) @, Fr. 0

Leur démonstration suit de pres la démonstration de Seymour, en
montrant que les mineurs exclus ne sont pas fluants par rapport a
Accs)(M), et que les pieces de base pour la construction de matroides
sans ces mineurs sont cyclants par rapport a Az (M) ; mais la forme
de la construction n’est pas exactement la méme, puisque la 2-somme
ne préserve pas la propriété en question. Nous verrons une démonstra-
tion analogue en détail dans la sous-section 2.1.4, adapté au résultat
plus aigue 2.10 que nous présentons.

Nous voulons maintenant introduire deux nouvelles métriques qui
peuvent raffiner C'C'3, dans le sens ou elles sont primitives dans la
famille A(ccs), et nous obtiendrons un résultat plus pointu que le théo-
reme 2.6.

On notera Ak, (M) (Ap (M), resp.) la classe de métriques
m € Nqo24(M), dites métriques K5 (métriques Iy, resp.), telles que si
I'on contracte les éléments e tels que m(e) = 0, on obtient M(Ks) (F~,
resp.), avec probablement quelques éléments paralleles, et dont les poids
sont les suivants (voir fig. 2.3). Si on note {1,2,3,4,5} les sommets de
K, et par 17 'aréte entre les sommets ¢ et j, alors

mii)={*
Si C' est un circuit de cardinalité 3 de C(F%), alors

m(e) = {

. sidj e {12,23,13,45},

, sinon.

2, siee (),
1

, sinon.

Il est clair que les métriques K5 et F7 sont dans A(gesy. Pour le
graphe K et la métrique indiquée dans la fig. 2.3, il suffit de prendre
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Fic. 2.3 - Les poids des métriques Ky et F;

Dy = {14, 15, 24, 25, 34, 35}, Dy = {12,13,14,25,35,45} et D3 =
{13,23,34,35}, et pour le matroide F- et la métrique indiquée dans la
fig. 2.3, on prend D; = {4,5,6,7}, Dy = {1,2,4,5}, D3 = {2,3,5,6}.
Dans les autres matroides, il suffit de défaire la contraction faite pour
obtenir M(Ks) ou Fr, et étendre les cocycles décrits ci-dessus aux élé-
ments correspondants.

En fait, on verra que ces deux métriques sont les seules importantes
dans la famille A¢ggsy. On montre maintenant que ces métriques sont
primitives, c’est-a-dire qu’elles sont des rayons extrémes du cone de
métriques.

D’abord, on ennonce un lemme facile a vérifier.

Lemme 2.7 Soit m une métrique sur un matroide binaire M telle que
m(f) =0, pour un élément f € E(M), et soitm': E(M\ ) = Z4 la
métrique donnée par m’(e) = m(e),e € E(M)\ f. Sim’ est primitive
en M\ e, alors m est primitive en M. ad

Corollaire 2.8 Si la métrique Ky (Fr, resp.) est primitive en M(Ks)
(Fr, resp.), alors les métriques Ks (Fr, resp.) sont primitives. O

Maintenant on prouve le résultat pour les métriques K5 et F; prises

sur M(K5) et Fr.

Lemme 2.9 Les métriques Ky et Fr sont primitives.

Dém. : Vérifions I'affirmation pour la métrique F; (pour la métrique
K5, on procede de méme pour la démonstration, qui est bien connue;
on la trouve par exemple dans [33]).
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On peut supposer qu’une métrique F; m est donnée sur le ma-
troide I%. Si m n’est pas un rayon extréme du cone Az, , alors on
peut lui trouver une décomposition en métriques primitives, et les éga-
lités m(C' — e) = m(e) satisfaites par m doivent étre aussi satisfaites
par toute métrique primitive dans cette décomposition. Nous cherchons
donc les solutions pour ce systeme d’égalités.

Sans perte de généralité, soit m la métrique F; indiquée dans la
fig. 2.3 et  une métrique dans une décomposition de m. Notons z; la
valeur de I’élément i, ¢ € E(F7), en suivant la numérotation indiquée
dans la fig. 2.3. On écrit les égalités satisfaites par m et x:

Ty =x4+ 27 =25+ Ts
To =5+ T7 =24+ T6 | =
T3 =g+ T7 =24+ Ts

Ty = T4, Tg = X7,
Xg = X7, T5 = T7,

et ceci implique que
T =Ty = X3 =2T4 €t T4 = T5 = T = T7.

Cette solution correspond exactement a m et ses multiples positifs et
ceci prouve que m est un rayon extréme de céne(Az, ) et primitive.
O

Maintenant on va restreindre la condition (C'C3) a la condition
suivante. (M, p) satisfait la condition CC, K5, Fr si

mp > 0 pour toute m € Ao x,,m)(M). (CC, Ks, Fr)

La condition de coupe est toujours nécessaire pour ’existence d’un
multiflot, et ainsi la classe de matroides fluants par rapport a Ao
peut étre considérée comme la premiere dans une «hyerarchie» de classes
de matroides. Pour les classes supérieures, Novick et Seb6 ont conjecturé
[50] que, si un matroide binaire M n’est pas fluant par rapport a Acey,
alors il existe au moins une parmi les métriques K5, F7 et Ryo (voir
sous-section 2.1.5 pour la définition de A(g,,)) dans Az, (M).

Le théoreme presenté dans la prochaine sous-section renforce cette
conjecture, en avancant d’'un pas vers sa direction. Nous montrons
que la conjecture est vraie pour une classe fermée sous 'opération de
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«prendre des mineurs» et qui contient les matroides minimaux non-
fluants M(Ks) et I, et les fluants par rapport a Agc).

On peut voir aussi que le résultat 2.10 implique que la condition
(CC, Ks, Fr) est équivalente a la condition (C'C3) en ce qui concerne
la caractérisation des matroides qui sont fluants par rapport a Ay .
C’est-a-dire, A(ce i, /) concentre toute I'information essentielle de
Avo,1,2) et Aoeos) pour ces matroides. Mais il faut bien remarquer que
cela ne veut pas dire que Acesz) ou Agg 2y ne contiennent pas d’autres
métriques primitives, pour les matroides qui ne sont pas fluants par
rapport a A o).

2.1.4 Le théoréme

La forme la plus raffinée du théoreme 2.6 que nous allons prouver
est la suivante.

Théoreme 2.10 Soit M un matroide binaire. Les affirmations sui-
vantes sont équivalentes :

(i) M est cyclant par rapport a Ace iy my(M) ;

(ii) M est fluant par rapport a Agoq123(M) ;

(iii) M ne contient pas de mineur AG(2,3), Ss, Rio, M(Hs), Fr @, Fr,
M(Ks) @, Fr et M(K5) @, M(Ks).

On va montrer tout d’abord que les mineurs exclus n’ont pas la
propriété en question.

Proposition 2.11 AG(2,3), Ss, Rio et M(Hg) ne sont pas fluants par
rapport @ Ao 12

Dém. : Il y a plusieurs facons de démontrer ce résultat. Schwarzler
et Seb6 [58] vérifient qu’il y a des problemes de multiflot pour ces
matroides qui n’ont pas de solution, mais dont les fonctions de multiflot
p satisfont la condition (CN) avec A = {0,1,2}.

Nous allons montrer qu’il existe des métriques primitives pour ces
matroides qui ne sont pas dans Ay 2y, c’est-a-dire qu’il ne pas vrai
que Az, Z cone(Aq2y), et, grace a la proposition 2.3, on en déduit
qu’ils ne sont pas fluants par rapport a A o).
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Soit Sg le matroide représenté par la matrice de la fig. 2.4. On va
prouver le résultat pour Ss (pour les autres le raisonnement est tout a
fait similaire et peut étre retrouvé dans I'annexe A).

10001111
01 001001
00100101
00010011

Fic. 2.4 - Représentation matricielle de Sg

Soit m = (2,1,1,1,1,1,1,3). On utilise la technique utilisée pour dé-
monstrer la proposition 2.9, en écrivant les contraintes m(C — e) > m(e),
C € C(Ss), satisfaites avec égalité par la métrique m, et on cherchera les
solutions du systeme ainsi obtenu, qui seront des métriques présentes
dans une décompostiont de m en métriques primitives. Sachant que m;
correspond a la valeur de m de I’élément représenté par la colonne ¢ de
la matrice, le systeme est le suivant :

my = My + Ms my = ms + Mmeg my = my + mry
Mo+ ms +my Mg =My + My + meg Mg =msg+ my+m;
mg = s + me + mr.

5
I

Ces équations sont affinement indépendantes, et les solutions de ce sys-
teme sont les vecteurs (2a,a,a,a,a,a,a,3a), a > 0, qui sont des mul-
tiples non-négatifs de m. Cela implique que m est primitive, mais elle
n’est pas un vecteur dans A 21(Ss) et ainsi Ss n’est pas fluant par
rapport a cette famille de métriques. O

Les autres matroides qui sont exclus ne sont pas non plus fluants
par rapport a Ay 2y. Ce résultat est donné par la proposition suivante,
dont la démonstration suit le schéma déja utilisé plus haut.

Proposition 2.12 Les matroides M(Ks) @, M(K5), Fr @, M(Ks) et
Fr @, F7 ne sont pas fluants par rapport a Aygq 2y
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Dém. : Soit M(Ks) @, M(K5) comme représenté fig. 2.5, le marqueur
est indiqué en pointillé, et soit p: E(M(K5) P, M(Ks)) — Z tel que

47 Si T E {.]7 l? 07 r}?
27 Si T E {a7 c7i7k7 m7 n7p7 Q}7
1, sinon.

FiGg. 2.5 - M(Ks) @, M(K5)

Les inéquations p(C — e) > p(e) satisfaites avec égalité par p sont
les suivantes (on note par I’élément x la valeur de 1’élément p(x)):

r=p-+gq r=m+k j=n+gq j=k+f+d
j=k+g+h I[=p+n l=m+f4+d [=m+g+h
o=k+gq o=p+m o=n+f+d o=g+h+n
a=f+e a=h+5b 1=b+yg 1=d+e
c=e+b c=f+h c=d+g

et il n’est pas difficile de constater que les solutions de ce systeme sont
les vecteurs de la forme

457 Si T E {.]7 l? 07 r}?
I/(x) = 257 Si T E {a7 c7i7k7 m7 n7p7 Q}7
14, sinon,

ou § > 0. Ces solutions sont des multiples non-négatifs de m et m est
donc un rayon extréme de Az, (M(K5) @, M(K5)). La proposition 2.3
nous aide a conclure que ce matroide n’est pas fluant par rapport a
Afoq,2}-

La vérification des autres cas est analogue et elle est détaillée dans
I’annexe A. O
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Maintenant, on va considérer les pieces de base pour la construction
des matroides fluants par rapport a Ay 2. En utilisant deux fois le
théoreme «Splitter» de Seymour (voir chapitre 1), on obtient le résultat
suivant.

Proposition 2.13 [63] Tout matroide binaire qui ne contient pas les
mineurs AG(2,3), Ss, Rio, M(Hg) peut étre obtenu par 1- et 2-sommes
de matroides cyclants par rapport a Accy et des copies de M(K5) et
Fr. 0

Les matroides cyclants par rapport a A(ggy évidemment sont aussi
fluant par rapport a Ay 93, ainsi que M(Ks) (proposition 2.5). Il faut
donc vérifier cette propriété pour le matroide F;. On suit la démons-
tration de Schwarzler et Sebd [58], en remplacant (C'C3) par (CC, Fr).

Proposition 2.14 [ est cyclant par rapport a Ao ).

Dém. : Soit p: E(F;) — Z une fonction Eulérienne et supposons que
pm > 0 pour toute m € Acg ). 1l faut montrer que (F7,p) a une
solution entiere. Tout mineur propre de F; est cyclant par rapport a
Accy, d’apres le théoreme 2.4, on peut donc supposer que p(e) # 0
pour tout e € E(F7).

Si [F(p)| < 2 et (Fr,p) est Eulérien, alors (F7,p) a toujours une
solution entiere ((13.3) de [64]). Si |F(p)| > 5, alors F'(p) contient un
cocycle, et la condition (C'C') est toujours violée.

Soit |F(p)] = 4 et F(p) = {e1,eq,€3,e4} ne formant pas de co-
cycle. Alors il est facile de vérifier les seuls cycles possibles pour une
solution sont {ey,es,e6}, {€2,€5,¢7}, {e3, 6,7} et {eq, €5, ¢6,¢7}. Une
solution est possible si et seulement si p(es) < p(er) + p(e2) + pleq),
ples) < pler) + ples) + plea) et pler) < plea) + ples) + p(es) ; comme
{e1,e2,e4,e5}, {e1, €3, €4, 6} et {ez, €3, €4, €7} sont des cocycles, cela im-
plique que la condition de coupe est suffisante.

Si [F(p)| = 3 et F(p) n’est pas un cycle, soit F(p) = {e1,eq, €4},
sans perte de généralité. On montrera par récurrence sur 3. |p(e)| que si
(F7, p) satisfait la condition (C'C, Fr), alors il existe un flot entier pour
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(F7,p). On soustrait de p le cycle {ey, es5, €6}, qui passe par I’élément
e1, et on définit p’ de la facon suivante:

ple))+1, sii=1,
J—1, siie {56,

i), sinon.

Remarque 1: p satisfait la condition (C'C, F7).

Soit m une métrique Fr. Alors p'm = pm+m(e;) —m(es) —m(es) >
pm — 2, puisque {eg, €5, €6} est un cycle et m est bipartie. On considere
2 cas:

(i) si m = 2yteveseed gy dezeacact} alors pm = p(ey, e, €4, €5) +p(ey, es,
es, e7) +2p(es) > 2;

(ii) si m = 2 4+ xFUFI=C ol e; &€ L et |L N {es,e6}| = 1; sans perte
de généralité, soit L = {eg, €5, er}. Alors m = 2ylezesert 4y lereacacel
et mp = p(eq, €2, €4, €5) + p(eg, €3, €5, €6) + 2p(er) > 2. Ainsi on conclut
que p'm > 0, pour toute m € Ag)(Fr).

Supposons maintenant que p'(D) < 0, pour un cocycle D. Alors
D = ey, e5,¢e6,e7} ou D = {eg, €3, €6, €7} Dans ces deux cas, p/(D) =
p(D) — 2, et ceci implique que p(D) = 0. Si D = {ey, €5, €6, €7}, comme
pler, e, eq,e5) > 0, alors —p(ey, es, €6, €7) + pler, ea,€4,€5) > 0 et on
obtient que 0 < p(e1)+ p(ez2) — p(es) — pler) < 0, qui contradit la hypo-
these de que p(e) > 0, e € E(F;). De méme pour D = {ey, €3, €6, €7}

O

Par récurrence il existe donc un multiflot pour (F7, p’) ; en y ajoutant
le cycle {e1, €5, €6), on obtient une solution pour le probleme (F7, p).

Finalement, soit F'(p) un cycle a trois éléments, par exemple F'(p)
est {e1, €4, e7}. On définit p’ comme précédement, et p” : E(f7) - Z
comme:

ple))+1, sii=1,
p'le)=q ple) = 1, siie{23},

ple;), sinon.

Les deux fonctions p’ et p” sont paires sur les cocycles. Comme dans le
cas antérieur, on en déduit le résultat par récurrence sur |p(eq)], si 'un
des problemes (Fr, p'), (F7,p") a une solution entiere. Supposons donc
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que non, alors, par I’hypothese de récurrence, il existe des métriques
m',m" € Ae,r)(Fr) telles que m/p" < 0 et m”p"” < 0.

Remarque 2: m',m"” € Ae)(Fr).

Pour un cocycle arbitraire D, soit mp = y? 4+2yFE)=L o métrique
F> associée. 1l est facile de vérifier que mp,p’ = mp,p, pour Dy =
{eq, €3, €5, €6}. Et aussi, mpp’ > mp,p’ > 0, puisque E(Fr) — Dy =
F(p). pour un cocycle D quelconque ; de méme pour p”. Ceci prouve la
remarque. O

Maintenant, il y a seulement un choix pour m’ et m”. Soient les
. . '
cocircuits D' = {ey, €5, €6, €7} et D" = {eq, €3, €4, €7}, alors m’ = P et
H . . . . .
m" = xP". Ainsi m'p’ = m"p" = =2 et m'p = m/p = 0. Ceci implique

que p'(D") =p"(D")= =2 et p(D') =p(D") =0 et
0 < mp,p—m'p—m'p=2p(e;) <0,

ce qui est une contradiction. Ainsi par récurrence, un parmi (Fr,p’) et
(F7,p"”) a une solution, et le probleme (F~, p) aussi.

Donc pour toute cardinalité de F'(p), le probleme (F7,p) a une so-
lution si et seulement si la condition (C'C, Fr) est vérifiée par (Fr,p).
O

Maintenant, pour construire les matroides fluants par rapport a
Ajo,1,2}, les 1- et 2-sommes seront utilisées. La 1-somme de matroides
binaires préserve la propriété d’étre fluant par rapport a Ayq; oy, mais
comme le montre la proposition 2.12, la 2-somme ne la préserve pas.
Dans [58] on retrouve une 2-somme «partielle» de matroides, ou une
propriété plus forte est exigée d’une des composantes de la somme. Le
résultat suivant est une reformulation de ce résultat, en remplacant la
condition (CC3) par (CC, K5, Fr), et qui peut étre aussi retrouvé dans
la forme ou on utilise comme ensemble de métriques I'ensemble Az

dans [60].

Théoreme 2.15 La 2-somme My @B, My d’un matroide My cyclant par
rapport a Ao ks, myy et d’un matroide My cyclant par rapport a Ao
est cyclant par rapport a Ace i, )
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Dém. : Soient E(M;) N E(My) = {f}, M = M, @, M, et la fonction
p: E(M) — Z tels que (M, p) est Eulérien et (CC, K5, F7) est satis-
faite. On définit des fonctions p; : E(M;) — Z, i € {1,2}, de la facon

suivante : (¢) ] B(M) — f
' [ ple), sl ec i) — T
pi(e) = {(—1)i_1q, sie=f,
ou g =min{p(D—f): f € D eC*(My)}. Soit Dy un cocycle de M, tel
que p(Do — f) = ¢.

Remarque 1: p; (¢« € {1,2}) est une fonction paire sur les cocycles.
Soit D; un cocycle de M;. Si f ¢ D;, alors p;(D;)= p(D;)= 0 mod2,
puisque D; est un cocycle aussi de M. Si [ € D;, alors
pi(D;) = pi(Di — f) + pi(f)
= p(Di — )+ p(Do — f) = p(DiADo) mod 2,

puisque D; A Dy est un cocycle de M. O

Remarque 2: (M, py) satisfait (C'C).

Soit D € C*(Msy). Si f ¢ D, alors D est un cocycle de M et
p2(D) = p(D) > 0, puisque I'on a supposé que (CC, K, F7), et en
particulier (C'C), est satisfaite par (M, p). Si f € D, alors la définition
de ¢ implique I'inégalité suivante :

pa(D) = pa(D = [) + p2f) = p(D = [) = p(Do = f) 2 0.

Remarque 3: (M, py) satisfait (CC, K5, F7).
Il faut montrer que pymy > 0 pour tout choix de my € Ace k) (My).
Simy est une métrique dans A(¢¢), alors tout se passe comme dans

la remarque 2. Sinon, on associe a m; une métrique m € A(CC,I«'5,F7)(M)
définie comme

m(e) =

ml(f)v SieEDO_fv

0, sinon.

{ml(e), sie€ E(My)—f,

Il est facile de voir que si my € A, my(My), alors m € A, gy (M).
Donc on obtient
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pimy = Z p1

BEE Ml)

= > pile)mie) + pi(fHmi(f)

BEE(Ml)

= > ple)mle) + p(Do — f)ma(f)

e€B(M)— D0

e€E(M)
>0,

puisque (M, p) satisfait (CC, K5, F7). 0

Comme par hypothese M; (respectivement M3) est cyclant par rap-
port a A(CC, K5, ) (respectivement A(¢¢y ), les remarques antérieures
garantissent l’existence de flots entiers f; pour (M,,p:), 1 € {1,2}.
Dans ce cas, f; est une liste de cycles de C,,(M;). Supposons, sans
perte de généralité, que exactement les k; premiers cycles de chaque
liste contiennent I’élément f. Il découle de la définition d’un flot que
ki < g = k. Apres avoir éliminé les premiers ko — ky cycles de la
deuxieme liste f,, 'union des deux listes contiendra exactement £
cycles de C(M;) et ky cycles de C(My) qui passent par 'élément f.
On construit k; paires (Cy,Cy), (C; € C(M;)), de cycles contenant f et
on remplace chaque paire par C1AC,. 1l n’est pas difficile de vérifier
que la liste de cycles ainsi obtenue est une solution pour le probleme
(M, p). O

Preuve du théoreme 2.10

(i) = (ii) Trivial.

(ii) = (iii) Les propositions 2.11 et 2.12 fournissent I'implication, puisque
la propriété d’étre fluant par rapport a Ayg; oy est héréritaire, grace a
la proposition 2.2.

(iii) = (i) Les matroides M(K5) et Fr sont fluants par rapport a
Ao,k /) (propositions 2.5 et 2.14), et en utilisant le théoreme 2.15
et la proposition 2.13 on obtient facilement le résultat. O
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2.1.5 Le cas du matroide Ry

On va traiter dans cette sous-section le troisieme matroide exclu
de la classe de matroides fluants, caractérisée par Seymour (théoreme
2.4). On montrera que si on définit une métrique Ryo, comme il a été
fait pour les cas Fr et M(K), alors on peut donner une condition par
rapport a laquelle le matroide Rq est fluant.

Etant donné un matroide binaire M, on dira qu'une métrique m :
E(M) — {0,1,3} est une métrique Ryo si, apres avoir contracté les
éléments e tels que m(e) = 0, on obtient un matroide Rjo, avec la
possibilité d’avoir des éléments paralleles, et m est comme il suit. Il
existe un cycle C' de taille 4, et {a,b,c} C C tel que

m(e) = {3, sie € {a,b,c},

1

, sinon.

Dans ce cas on notera cette métrique m, ). La démonstration de la
proposition 2.11 (dans I'annexe A) montre que m(4p.) est primitive
dans Az, (Rio).

De facon analogue a la condition (C'C, Fr, K5), on dira que (M, p)
satisfait la condition (C'C, Ryo) si

mp > 0, pour toute m € Acc r,0)(M). (CC, Ryo)

On va considérer le matroide Rjy comme étant représenté par la
matrice d’incidence du graphe K33 indiqué dans la fig. 2.6, plus une
colonne de 1, qui sera appelée ’élément ¢. On utilisera la numérotation
donnée par la fig. 2.6 au cours de cette sous-section.

Fi1G. 2.6 - Ks3

Avec cette représentation, les cycles qui contiennent ¢ sont les t-
joints dans K33, c’est-a-dire, tout ensemble d’arétes T' pour lequel
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dr(v) = 1 mod 2, pour tout v € V(K33); les cycles qui ne contiennent
pas ¢ sont exactement les cycles de K535. On peut aussi vérifier que les
cocycles qui contiennent ¢ sont les ensembles C' + ¢, ou C est une ¢-
coupe, c’est-a-dire, si C' = §(X), pour X C V(K33), alors on a I’égalité
I X NV(K;53)| = |X]| =1mod 2; les cocycles qui ne contiennent pas ¢
sont les cocycles de K33 qui ne sont pas de {-coupes.

On utilisera toutes ces remarques pour prouver le théoreme suivant :

Théoreme 2.16 Le matroide Rig est  cyclant  par  rapport a

Acc,Rrig)(FR10)-

Dém. : Etant donnée une fonction p € Z¥F0) pour laquelle (R10,p)

est un probleme de multiflot Eulérien, et pm > 0, pour toute métrique
m € A(cc,R,p), ON prouvera, par récurrence sur y.cp(p,,) |p(€)], qu'il
existe un multiflot entier pour (Rig,p). On supposera que p(e) # 0,
pour tout e € F(Ry), puisque sinon, comme tout mineur de Rio est
cyclant par rapport a Acey (théoreme 2.4), il existe un multiflot entier
pour (Rig, p).

Si [F(p)| < 2, alors, comme Rjo est 2-cyclant ((14.7) de [64]),
il existe un multiflot entier pour (Rig,p). Si |F(p)| > 6, alors F(p)
contient un cocycle, et la condition de coupe est toujours violée.

Pour les autres cas, on procédera de la facon suivante. On supposera
que t € F(p), sans perte de généralité, et on cherchera tout cycle élé-
mentaire C' tel que CNF(p) = {t}. (On utilisera dans cette sous-section
le terme «cycle» a la place de «cycle élémentaire».) Pour un cycle C,
on définit pe : E(Rio) — Z comme

ple)+1, sie=t,
pele) =4 ple)—1, siecC—1,
ple), sinon.

Si on vérifie qu’il existe un cycle ', comme défini ci-dessus, tel que
(Ri0, pc) satisfait (CC, Ryg), alors on pourra appliquer la récurrence
sur (Ryo, pc) et en déduire le résultat désiré.

Un cocycle D empéche un cycle C si po(D) < 0. On voudrait mon-
trer qu’il existe un cycle C' tel que C' N F(p) = {f}, pour lequel il
n’existe pas de cocycle qui 'empéche.
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D’abord, on donnera quelques résultats concernant des cocycles qui
ne peuvent pas empécher un cycle. Tous les lemmes qui suivent ont
comme hypotheses les conditions que 'on a supposées jusqu’a mainte-
nant, c’est-a-dire, p(e) # 0, pour tout e € E(Ryo), et p(t) < 0.

Lemme 2.17 Si D € C*(Ryo), |[D| =6 et t € D, alors p(D) > 0.

Dém. : Si |[D| =6 et t & D, alors il existe uy,us € V(Ks3), us # uz,
tels que D = d(uy) U d(uz). Cela implique que D = Dy A Dy, ou
D; = §(w;) UA{t}, et D; € C*(Ry), i = 1,2. Dans ce cas, p(D) =
p(D1) 4 p(D2) — 2p(t) > 0. O

Lemme 2.18 Soit D € C*(Ryg) tel que |D| =6 et t € D. Sl existe
x € F(p)\ D, x #t, alors p(D) > 0.

Dém. : Remarquons d’abord que D = {t,a,b,¢,d, e}, ou {a,b,c,d}
forme un cycle dans K3 3 et e n’est pas adjacente a {a, b, ¢, d}. S’il existe
x € F(p)\ D, alors x est adjacente a 2 arétes dans {a,b,c,d} et a e.
Supposons que x soit adjacente a a et a b, et soient Dy = {¢,a,b, 2} et
Dy ={x,¢,d,e}; Dy est un cocycle, ainsi que Dy, puisque Dy = DAD;.
Dans ce cas, p(D) = p(D1) + p(D3) — 2p(x) > 0. O

Lemme 2.19 Soit D € C*(Ryo) tel que |D| =4 et t & D. Sl existe
x € F(p)\ D, x #1, telle que = est adjacente a toutes les arétes de D,
alors p(D) > 0.

Dém. : Dans ce cas, D = §(u)Ad(v), ot u,v € V(Ks3), u # v, et u
est adjacent a v. Comme z est adjacente a toutes les arétes de D, cela
implique que @ € §(u) N d(v) et D = D1ADy, ou Dy = §(u) U {t} et
Dy = 6(v) U {t}. Remarquons que © € Dy N Dy et Dy, Dy € C*(R1o);
ceci implique que p(D) = p(D1) 4+ p(D3) — 2p(x) — 2p(t) > 0 O

Lemme 2.20 Soit D € C*(Ryo) tel que |D| =4 et t & D. Sl existe
deux arétes v,y € F(p)\ D, @ # 1 # y, et a € D, pour lesquelles
anNeNy=AHu}, u € V(Ks3s), alors p(D) > 0.
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Dém. : Soient D = {a,b,¢,d}, Dy = {t,a,x,y} et Dy = {t,z,y,b, ¢, d}.
Il est facile de voir que Dy € C*(Ryo), et comme Dy = DADy, il s’en
suit que Dy € C*(Ryp). Ainsi

0 < p(D1) + p(D2) = 2p(t) + 2p(z) + 2p(y) + p(D),

et puisque x,y,t € F(p), ceci implique que p(D) > 0. O

Lemme 2.21 Soient Dy, Dy € C*(Ryo) tel que |Di| = |D2| =4, t &
D1UDs, et DiNDy # 0. S7il existe un sommet u tel que §(u) C DyUD,,
alors p(Dy) + p(D2) > 0.

Dém. : Soient Dy = {a,b,c,d}, Dy = {a,z,y,z} et §(u) = {a,b,z}.
On peut facilement vérifier que D3 = {t,a,b,x} est un cocycle, et ceci
implique que Dy = {t,a,¢,d,y,z} = D1 ADy/A D3 est aussi un cocycle.
Dans ce cas, p(D1) 4+ p(D3) = p(D3) + p(D4) — 2p(t) > 0. O

Maintenant, on considérera les métriques Ryo. En fait, ces métriques
ne posent pas de probleme, grace aux résultats suivants.

Lemme 2.22 Soient mpe) € Aryy) ¢t C € C(Ryw), |C| = 4, tels
que C N F(p) = {t} et pcx? >0, pour tout cocycle D. Alors on a les
inégalités suivantes :

8, si|CnN{a,b,c} =3,
6, si|CN{a,bc} =2,

>
@bl = 4 si |0 {a,b e} =1,
2, si|Cn{a,bc}=0.

Dém. : Sans perte de généralité, on suppose que C' = {t,eq,e5,¢e9}.
Dans un premier cas, on considere m; 59y, et on a que
ma59P =
p(t,er,eq9,e3) + p(t, eq, €5, €6) + p(t, €7, s, €9) + 2p(e1, €5, €9) —2p(1).
Ceci implique que m(; 5.9y > 8, puisque on a supposé que p(e) # 0,
pour tout e € E(Ryp).
Supposons maintenant que {a,b} = {1,5} et, sans perte de généra-
lité, ¢ = 2. On a I’égalité suivante:
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ma,2s5)pP =
p(t, €1, e9,€3) + ples, €4, €6, €5) + plea, €5, €7, €9) + 2p(eq, €5).
Comme pc (e, €5, €7, €9) > 0, ceci implique que m(y 25 > 6.
Si |CN{a,b,c}| =1, on peut supposer que {a,b,c} = {1,2,4}. Dans
ce cas, on a l'inégalité suivante:
M 24P = p(t, €1, €9, €4, €5, €9)+plea, €3, €4, €7)+p(ea, €4, €6, €5) +2p(ey)
puisque par hypothese po(t,er, €2, €4, €5,€9) > 0, et p(er) < 0, on ob-
tient que my 24y > 4.
Le dernier cas est |C'N{a,b,c}| = 0. Supposons sans perte de géné-
ralité que {a,b,c} = {1,4,5} et on a I’égalité suivante:
ma,45)P =
p(t, e, eq,er) 4+ p(t, eq, es,e6) + p(t, €1, €2, €4, €5, €9) +
pler, es, e5,€es) — 2p(t)
et ceci implique que my 45 > 2. ad

Corollaire 2.23 Soit C' € C(Ryo) tel que |C| =4 et C'N F(p) = {t}.
S7il n’existe pas de cocycle D qui empéche C, alors pem > 0, pour toute
m € Aco,Ry)(Rio)-

Dém. : Il suffit de remarquer que

8, sida,bc} CC,
6, si|{a,b,c}NC|=2
< . ) s Yy )
Pemittade) = PIaba = 4 6 [{a,b,c} N O] = 1,
2, sinon,
et d’utiliser le lemme 2.22. O

Dans la suite on traitera les cas 3 < F(p) < 5, et on utilisera les
résultats précédents.

Si |F(p)| = 3, on peut avoir deux cas possibles.

(a) F(p) ={t,a,b}, ou a et b sont adjacentes.

Sans perte de généralité, soit F'(p) = {t,e1,e2}. Comme les cycles
qui contiennent ¢ doivent contenir I’aréte ez, les cycles possibles sont
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Ci1 = {t,es,e5,¢e7}, Oy = {t,e3,eq,e3}, C3 = {l,e3,¢e4,¢5,¢6,¢9} €t
Cy = {t,e3,¢5,¢71, €5, €9}

On vérifie d’abord qu’un probleme parmi ( Ry, pc,), ¢ € {1,2,3,4},
satisfait la condition de coupe. Les cocycles qui peuvent empécher C
sont {eq,e3,eq,er}, {e2,65,¢e7,69}, {e1,€3,¢5,e5} et {e1,e5,¢6, €7}, et
des cocycles de taille 6, mais qui satisfont les hypotheses du lemme
2.17 ou 2.18; les cocycles qui peuvent empécher Cy sont {eq, €3, €4, €7},
{e1,e3,€5,es}, {ea,e4,¢6,¢5}, {€1, €4, €5, €9}, et des cocycles de taille 6
qui satisfont les hypotheses des lemmes 2.17 ou 2.18. Remarquons que
tous ces cocycles de taille 4 peuvent aussi empécher C5 et Cy, ainsi on
considérera seulement les cas des cycles C et ().

Les cocycles {eg, €3, €4, €7} et {e1, €3, €5, €s} satisfont les hypotheses
du lemme 2.19, ils ne peuvent donc pas empécher les cycles ('} et C5.
On va traiter les cas ou un cocycle empéche C et un autre empéche
C5. Mais il n’est pas possible que p(es, €5, €7, e9) = pleg, €4, €6, €5) =
0, ou p(eg,es,e7,e9) = pler,eq,es,e9) = 0, ou pley,es, eq,67) =
plez, e4,66,e5) = 0 ou pley, es, €6, €7) = pler, eq,€s,€9) = 0, puisque
toutes ces paires satisfont les hypotheses du lemme 2.21.

Grace au corollaire 2.23, on sait que si C;, ¢ € {1,2}, est tel que
(R10, pc,) satisfait la condition de coupe, alors (R, pc,) satisfait aussi
la condition (C'C, Ryo). Maintenant on peut appliquer la récurrence sur
(R10, pc,) et obtenir le résultat.

(b) F(p) ={t,a,b}, ou a et b ne sont pas adjacentes.

Sans perte de généralité, supposons que {a,b} = {e1,e5}. Dans ce
cas, un cycle C tel que C' N F(p) = {t} doit contenir 1’élément e,
ou e3. Les cycles possibles sont Cy = {{,¢3,¢e4,¢e9}, Cy = {1, €3, €4, €5},
Cs = {t,eq,e6,er} et Cy = {t, €3, €6, €7, €5, €9}. Les cocycles qui peuvent
empécher C sont  {ey,eq,¢6,¢9}, { €3,e4,65,69 ), {e1,€4,68,¢9 },
{ea, €5, 67,69} et le seul cocycle de taille 6 qui ne satisfait pas les hypo-
theses des lemmes 2.17 et 2.18 est {{, ey, €2, €4, €5, €9} ; les cocycles qui
peuvent empécher Cy sont {eq, e3, €5, ez}, {e3, €4, ¢5,¢e9}, {€1,€4,€5, €9}
et des cocycles de taille 6 qui satisfont les conditions soit du lemme
2.17 soit du lemme 2.18; les cocycles qui peuvent empécher C5 sont
{e1,€e2,€6,€9}, {€1,¢5,¢€6,€7}, {€2, €5, €7,€9}, et les cocycles qui peuvent
empécher (4 sont tous les cocycles de taille 4 donnés ci-dessus.
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Ainsi on doit vérifier que 'on n’a pas
pler,es,es,es) = pler, e, e, €9 ou
bl€s, €4,65,69) = Ppl€1,Es,Ep,ET

( )=0

( ) ( er) =0
pler,es,e5,es) = ples,es,er,69) =0, ou

( €9) ( eg) =0

( ) ( )=0

ou

PpleEs, €4, €5, €9 = plég,e2,€66,€9) = U, OU
pler, €5, €, €7 = pl€é1,€4,€8,€9) = U, OU
pler, es,es,e9) = pleg, es,er,e9) = 0;

mais tous ces cas satisfont les hypotheses du lemme 2.21 ; pour les autres
cas:

plez, es,e7,€9) + ples, €4, €5, €9) =

p(t, €1, es,es5,€r,€9) + p(t, €1, €2, €4, €5,€9) — 2p(1) — 2p(er) > 0 et

p(elv €2, €6, 69) + p(€1, €4, €8, 69) =
p(tv €1, €2, €4, €5, 69) + p(tv €1, €5, Cs, €8, 69) - Qp(t) - 2}7(65) > 0.

Il faut vérifier aussi qu’il n’est pas possible que {¢, e, ez, €4, €5, €9},
{e1,e3,€5,¢es} et {eq, e5, €6, 7} n’empéchent pas Cy, Cy et C3 au méme
temps. Mais
Mt,1,5) =

= 3p(t,e1,e5) + plea, €3, €4, €6, €7, €5, €9)

= p(elv €3, €5, 68) + p(€1, €5, Ce, 67) + p(tv €1, €2, €4, Cs5, 69) + Qp(t) >0
et cela nous donne qu’un parmi p(e1, €3, €5, es), pler, es, €6, €7) et
p(t, €1, €9, €4, €5, €9) doit étre positif.

En utilisant le corollaire 2.23, on sait que si (Ryo, pc, ), ¢ € {1,2,3},

satisfait la condition de coupe, alors (Rio, pc,) satisfait aussi la condi-
tion (C'C, Ryp), et on peut obtenir le résultat par récurrence sur (R0, pc; ).

Si |[F(p)] =4 ou |F(p)| =5, on procedera de la méme fagon, et les
détails peuvent étre vérifiés dans ’annexe B. O

2.2 Packing de métriques

On va présenter d’abord la définition du probleme et les résultats
antérieurs sur le packing de métriques. Fnsuite, on donnera un résul-
tat sur un packing entier, mais qui concerne la famille de métriques



2.2. PACKING DE METRIQUES 43

C'C3, qui, comme on a vu a la section précédente, n’est pas la plus
importante dans la caractérisation des matroides fluants par rapport a
Ajo,1,23- On montrera un résultat concernant les métriques K5 et Fr,
qui contiennent d’une certaine maniere l'information donnée par les
métriques (C'C3), mais qui ne suffisent pas a fournir une décomposi-
tion entiere de métriques, mais demi-entiere. Finalment on donnera un
théoreme qui caractérise la classe de matroides qui sont packing, dans
un sens «large».

2.2.1 Le probleme

D’une certaine fagon le probleme de multiflot consiste a trouver
une sorte de packing de cycles particuliers. Un probleme «polaire» a
ce probleme peut-étre celui de trouver un packing de métriques pour
une métrique m donnée, c’est-a-dire, trouver une décomposition d’une
métrique m en des métriques primitives. Cette polarité a été déja utilisé
pour prouver les propositions 2.1 et 2.3.

Le probleme de packing de métriques par rapport a une famille A de
métriques est le suivant. On veut écrire une métrique m donnée comme
une somme Aymy + ...+ Apgmg, Ay € Ry, my € Au(M), 1 <0 <k, m;
primitive.

En fait, ce qui nous intéresse est d’obtenir des coefficients A; entiers
—un packing entier, mais si on n’a aucune hypothese en plus, cela est
trop restrictif. On va donc exiger que la métrique m soit bipartie (m est
bipartie si elle est paire sur tout cycle du matroide). Si un matroide M
a cette propriété, alors on va dire que M est packing par rapport a Ay
(remarquer I’analogie avec cyclant par rapport a Ay4). Siles coefficients
de la décomposition sont des multiples entiers de 1/2, alors M est demi-
packing par rapport a A 4.

Les premiers a avoir mentionné ce probleme sont Lomonosov [39],
Karzanov [31] et Seymour [62]. Dans les deux derniers articles, les au-
teurs s’intéressent a la décomposition d’une métrique sur un graphe ou
sur un matroide en une somme de coupes ou cocycles, la famille en ques-
tion est donc C'C'. En ce qui concerne les métriques plus générales, Avis
[1] a étudié les rayons extrémes du cone de métriques, et Lomonosov et
Seb6 [41] se sont intéressés a la décomposition conique des «fonctions
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de distance». Ces résultats sont liés aux plongements isométriques des
graphes (voir le tour d’horizon de Laurent [37]).

2.2.2 Packing de coupes

Les premiers résultats sur le packing de coupes portent surtout sur
la possibilité de décomposer une métrique en coupes, étant données
quelques hypotheses sur le graphe ou sur la métrique elleeméme. Par
exemple, un premier résultat est donné par Karzanov [32] en utilisant
le concept de graphe extréme.

H(m) est le graphe extréme d’'une métrique m sur un graphe G si,
pour aréte e = {xy} € H(m), il n’y a pas de sommet z € VG—{x,y} tel
que m(xz) = m(zy) + m(yz) ou m(yz) = m(xy) + m(xz). Son résultat
est le suivant.

Théoreme 2.24 [32] Soit G un graphe complet. Si m : EG — Z,
est une métrique bipartie et H(m) € {K4,Cs} ou est U'union de deux
ctoiles, alors m peut étre écrite comme une somme des cocycles a coef-
ficients entiers. O

Comme on a déja remarqué, il y a une relation de polarité entre les
problemes de multiflot et la décomposition de métriques, et ce théo-
reme peut étre vu comme le résultat polaire du théoreme suivant sur
le multiflot, de Lomonosov.

Théoreme 2.25 [/0] Soit donné un probléme de multiflot (G'U F,¢).
St les arétes de demande I forment un Ky, un Cs5 ou si elles sont
["union de deux ctoiles, et ¢ est paire sur les cocycles, alors la condition
de coupe est suffisante pour garantir Uexistence d’un flot entier. O

Dans cet article, Karzanov prouve aussi que le probleme ou bien de
décomposer [ : EG — Z4 en cocycles, ou bien de trouver un vecteur
tel que ¢l < 0 et cm > 0 pour toute m € Agr), est NP-difficile.

Dans le méme esprit de polarité des résultats, a partir du théoreme
suivant, montré par Okamura [51], Schrijver [56] donne un résultat sur
les graphes planaires, et une autre démonstration du théoreme 2.24.

Théoreme 2.26 [51] Soit donné un probléme de multiflot (G'U F,¢).
St G est planaire et qu’il existe deux faces O et [ telles que s;it; € O ou
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sit; € 1, e, ={s;t;} € I, et ¢ est paire sur les coupes, alors la condition
de coupe est suffisante pour lexistence d’un flot entier. O

Et le théoreme de Schrijver est le suivant.

Théoréme 2.27 [56] Soit G un graphe planaire biparti, plongé dans
le plan Fuclidien, et O et I deux faces de . Alors il existe des coupes
disjointes §(X1),...,8(Xy) telles que pour toute paire de sommets v, w,
ou v,w € O ouvyw € I, la distance de v a w dans G est égale au
nombre de coupes §(X;) séparant v et w. O

Pour d’autres résultats sur le packing de coupes, Frank [16] a effec-
tué un tour d’horizon relativement complet.

Maintenant, si on regarde un packing de cycles quelconques et non
pas un probleme de multiflot, on peut aussi obtenir des résultats inté-
ressants en dualisant des théoremes sur ce sujet. Par exemple, la notion
suivante a été introduite dans [62].

On dira qu'un matroide M a la propriété de somme de cycles si les
affirmations suivantes sont équivalentes pour toute p : E(M) — Z.:
(i) il existe une fonction a : C(M) — R, telle que 3" a(C)x" = p;

(ii) pour tout cocycle D et f € D, p(f) < p(D —{f}).

Seymour [64] caractérise les matroides qui ont la propriété de somme
des cycles; ils sont exactement les duaux de ceux qui sont fluants par
rapport a Age). Il a aussi conjecturé le résultat suivant, prouvé dans

[17].

Théoreme 2.28 Soit M un matroide binaire qui ne contient pas de
mineur £, Rig, M*(K5) ou M(Po). St p satisfait (ii) et est paire sur
tout cocycle de M, alors il existe un o entier qui satisfait (i). O

M (Pyp) est le matroide graphique du graphe de Petersen Py (fig. 2.7).
Il est intéressant de remarquer que, contrairement a ce qui se passe avec
le probleme de multiflot, ou la propriété d’étre fluant implique la pro-
priété d’étre cyclant, dans le cas de la somme des cycles la méme chose
ne se passe pas pour les cas étudiés dans ce travail.

Le graphe de Petersen a la propriété de somme de cycles fraction-
naire, puisqu’il est fluant par rapport a Ay(Pro); ¢’est-a-dire qu’il
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Fic. 2.7 - Un couplage dans Pig

existe un « fractionnaire qui satisfait (i), mais méme en exigeant que
p soit paire sour les cocycles, il n’existe pas de fonction « entiere qui
satisfasse (i).

Par exemple, soit F' un couplage sur Pjg, et p définie de la facon

suivante : ]
2, sie€ I,

ple) = { )
Dans ce cas p est paire sour les cocycles, p satisfait (ii), mais il n’y a
pas de solution entiere pour (i), seulement 1/2 entiere (voir [62]).

, sinon.

En dualisant le théoreme 2.28, on obtient une premiere classe de
matroides packings.

Corollaire 2.29 Un matroide binaire M ne contient pas de mineur Fr,
Ry, M(K5) ou M*(Pyo) si et seulement si M est packing par rapport
a A(cc)(M). O

2.2.3 Packing de métriques C'C3

On voudrait maintenant suivre le raisonnement du théoreme 2.6
pour obtenir une classe de matroides packings par rapport a Agcs), en
utilisant les matroides packings par rapport a Acey. On aura aussi un
résultat constructif, avec une 2-somme spéciale de matroides.

Théoreme 2.30 La 2-somme M, @y My d’un matroide My packing
par rapport @ Nccosy et d’un matroide My packing par rapport a Acc)
est packing par rapport a Accs).
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Dém. : Soient E(M;)NE(My) ={f} et M = M; &, My. On choisit

m: E(M) — Z, de fagon a ce que m soit une métrique bipartie. On
définit des fonctions m; : F(M;) — Z4, i € {1,2}, de la maniere

suivante : (©) ) BOM) — |

_ fmle), s1ec€ i) — T
ou ¢ = min{m(C — f) : f € (C(My) UC(M3))}. Soit Cy un cycle de
C(My) UC(M3) qui contient f et tel que m(Cy — f) = q.

Remarque: m;, 1 = 1,2, est une métrique bipartie.

Soit C; un cocycle de M;. Si f & C;, alors m;(C;—e) > my(e), e € C;,
et m;(C;) = m(C;) = 0 mod 2, puisque C; est aussi un cycle de M.

Si f € €, alors mi(C; — f) — mi(f) = m(C;) — m(Cy) > 0, a
cause de la définition de Cy. Pour toute e # f, m;(C; — e) — m(e)
m(C; —e) + m(Co) —m(e) > 0; et my(Cy) = mi(C; — f) +m(f) =
m(C; — )+ m(Co — f) = m(C;ACy) = 0 mod 2, puisque C;ACH est
un cycle de M.

|

Comme M; (respectivement M;) est par hypothese packing par rap-
port a A(cesy (respectivement A(cey), la remarque précédente garantit
Iexistence de cocycles C1,...,C,. € C(My) tels que

r
O.

ZX ' =g,

=1

de cocycles Dy, ..., D, € C(M) et de métriques [y, ..., l; € Aoz (M)
tels que

s t
ZXDi + Zli = my.
=1 =1

On va maintenant construire la liste de cocycles et de métriques
C'C3. Sans perte de généralité on suppose qu’exactement les premiers
k; cocycles dans chaque liste contiennent f, et que les k£ premieres mé-
triques parmi ly,...,[; sont non-nulles a la position de ’élément f.

On peut commencer la liste de cocycles et de métriques C'C'3 avec
les métriques ;, k < @ < t, et les cocycles Dy, ky < 1 < s, et C,
k2 < @ < r. Maintenant a partir de chaque paire (Cy, D;), 1 <1 < ky,
on construit le cocycle C;AD;, et on 'ajoute a la liste du packing.
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Grace a la définition de métrique C'C'3, on sait que pour chaque
métrique [; il existe trois cocycles K, K} et K} tels que

1, siec Ki,
li(g) =142, siec (KiUKL) —Ki,
0, sinon.

Etant donnée une métrique [;, 1 < ¢ < k, il y a deux cas possibles.
Si Li(f) = 1, comme ma(f) = mi(f) = ¢, il y a un cocycle Cj,
g € {l,...,ki}, qui peut étre associé & K!, et on ajoute a la liste
la métrique C'C3 donnée par (KiAC;, Ki, Ki). Si [;(f) = 2, alors il
y a deux cocycles C; et Cy, j,h € {1,... k2}, qui peuvent étre as-
sociés a [;; on ajoute donc a la liste la métrique C'C'3 donnée par
([q U (C]‘Ach), [(%AC]‘, K;)AC;L)

La liste ainsi obtenue est une décomposition de m en cocycles et
métriques C'C'3. O

On voudrait maintenant montrer que les matroides M(Ks) et F:
sont packings par rapport a A(ggsy. On prouvera que I'on peut res-
treindre encore plus la famille de métriques en question, et considérer
Accoxs) et Ao

Le premier résultat est en fait une conséquence connue d'un théo-
reme de Karzanov [34]; on donnera toutefois une démonstration (nou-
velle et) simple pour rendre ce travail complet, étant donnée aussi ’ana-
logie entre les démonstrations pour les cas K5 et F7.

Pour simplifier les notations, on dira que 'on peut soustraire une
métrique my d’une métrique my si m; — mq est une métrique. Triviale-
ment si my et my sont biparties, alors m; — my est aussi bipartie.

Proposition 2.31 Le matroide M(K5) est packing par rapport a
(CC, Ks).

Dém. : Soit m une métrique bipartie sur K’5. D’apres le théoreme 2.10
et la proposition 2.3, m peut étre décomposée comme

mzl/lxcl—|—...—|—1/nXC"—I—)\lml—l—...—l—)\kmk,

ou C; € C(M(Ks)), mi € Ary)(M(Ks)) et v, A; > 0,1 <@ < n,
1 <5<k
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Remarque 1: Soit D un cocycle dans K. Si (m — xP)(C'—e) — (m —
xP)(e) < 0, pour un cycle C' et e € (', alors il existe un triangle 7' dans
Ks, et un élément f € T pour lequels (m—xP)(T— f)—(m—x")(f) < 0.

Soit [ = m — xP. Si |C] = 4, alors il existe un triangle T' tel que
”TNnC|l =2 T\C ={f}, TNnC = {e}. Soit T" = CAT. Alors
0<l(C—e)=Ile)=UT—e)=1lle)+U(T"— f)—=1([f) et ainsi il est
vrai que soit [(T' —e) —l(e) < 0, soit {(T"— f) = 1(f) < 0.

Si |C] = 5, alors il existe un triangle T', [T N C| =2, T\ C ={f},
TNC = {e}, et un cycle C" = CAT, |C'| = 4, tels que [(C'—e)—(e) =
(T—e)—=I(e)+I(C"=f)—I(f). Maintenant, soit on obtient la conclusion

directement, soit on utilise le cas precédant pour y arriver. O

Remarque 2: Si C; est un cocycle, alors y“ peut étre soustrait de m.
Sim — y“ n’est pas une métrique, alors grace a la remarque precé-
dante il existe un triangle 7', et un élément e € T tels que

(m—x{ )T =€) — (m —x“(e) <0. (+)

Comme m(T — ¢) —m(e) = 0 implique que Y (T —¢) — \
peut supposer que m(T —e¢)—m(e) > 2; comme Y (T —e¢)—x“(e) < 2,
on obtient une contradiction a (). O

Remarque 3: Si m; et m; sont deux métriques K5 différentes, alors
m; + m; peut étre écrite comme une somme de coupes.

La fig. 2.8 montre la somme de deux métriques K5, dont la décompo-
sition en coupes est la suivante (on utilise la numérotation de la fig. 2.3):
{15,25,35,14, 24,34} 4+ {15,25,45,13,23,34} + {12, 13, 15,24, 34,45} +
{12,14,15,23,34,35}. 1l est facile de vérifier la méme chose pour les
autres cas. g

Les remarques precédantes impliquent que 'on peut obtenir d’une
décomposition de m une décomposition entiere de m. O

Pour le matroide F;, on peut prouver un résultat analogue.

Proposition 2.32 Le matroide I est packing par rapport @ Ao py.
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Fic. 2.8 - Sommes de deuxr métriques Ky et deur métriques F;

Dém. : Soit m une métrique bipartie sur F7. En utilisant le théoreme
2.10 et la proposition 2.3, m peut étre décomposée comme

m =y a4 Ay . Ay,
ou C; € C(F7), m; € A(CC7F7)(F7) et I/Z',)\]‘ >0,1<L 1 < n, 1 < ] < k.

Remarque 1: Si C; est un cocycle, alors Y% peut étre soustrait de
m.

On veut montrer que
m(C —¢e) —m(e) > x“(C —e) — x“(e), pour toute e € C € C(I%).

L’égalité m(C — ¢) — m(e) = 0 implique que Y (C' — ¢) — x%(e) = 0;
si m(C —e) —m(e) > 2, alors |C; N C| = 0 mod 2, puisque F7 est un
matroide binaire; on regardera donc seulement le cas ou |C; N C| = 4.
Dans ce cas C' = C; et e € C;NC, alors Y% /(C —e) — x%(e) <2, et on
obtient le résultat. O

Remarque 2: 51 m; et m; sont deux métriques F7 différentes, alors
m; + m; peut étre décomposée comme une somme de coupes.

La fig. 2.8 montre une somme de deux métriques £, dont la décom-
position en coupes est: {1,2,4,5}+{1,3,5,7}+{1,2,6,7}+{1,3,4,6}+
{2,3,4,7} (avec la numérotation de la fig. 2.3). Les autres cas sont si-
milaires. O

Les deux remarques impliquent que m est une somme entiere de
coupes et au plus d’'une métrique Fr, avec un coefficient entier aussi;
en effet, comme on peut toujours soustraire les coupes avec un coeffi-
cient entier, en repétant ce procédé, on obtiendra une métrique Fr, et
nécessairement avec un coefficient entier. O
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L’ensemble des derniers résultats nous donne le théoreme suivant,
une sorte d’extension du théoreme 2.6.

Théoreme 2.33 Si un matroide binaire ne contient pas de mineur
M*(Pyo), alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) M est cyclant par rapport & Acesy ;

(ii) M est fluant par rapport a Ao 2y ;

(iii) M ne contient pas de mineur AG(2,3), Ss, Rio, M(Hs), Fr @, Fr,
M(Ks) @, F7 et M(K5) @, M(K5);

(iv) M est packing par rapport a Aces).

Dém. : Pour compléter les équivalences :
(ii) = (iv) Si M est cyclant par rapport a Agcs)(M), alors M peut étre
obtenu au moyen de 1- et 2-sommes de matroides cyclants par rapport
a Awcoy(M) et une copie de Fr ou (exclusif) une copie de M(K).
Par le corollaire 2.29 et ’hypothese que M ne contient pas de mineur
M*(Pyp), on sait que M peut étre obtenu au moyen de 1- et 2-sommes
de matroides packings par rapport a Accy(M) et une copie de Fr ou
(exclusif) une copie de M(K).

Maintenant, en utilisant le théoreme 2.30, il s’ensuit que M est
packing par rapport a Agcs)(M).
(iv) = (iii) Des propositions 2.11 et 2.12, on peut déduire que ces
matroides ne sont pas packing par rapport a Agesy(M), puisqu’il existe
des métriques primitives pour chacun d’entre eux qui n’appartiennent

pas éL A{07172}(M)‘ a

Si on restreint ce résultat au cas des matroides graphiques, en utili-
sant la caractérisation donnée par le théoreme 1.8 on obtient une série
d’équivalences plus forte:

Théoreme 2.34 Si GG est un graphe, alors les affirmations suivantes
sont €quivalentes :

(i) G est fluant par rapport @ Ny 23 ;

(ii) G est cyclant par rapport @ Acesy ;

(iii) G' ne contient pas de mineur Hg, K5 @, Ks ;

(iv) G est packing par rapport @ Accsy. O
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2.2.4 Packing de métriques C'C', k5 et [F7

Le théoreme 2.30 nous donne une facon de décomposer une métrique
bipartie en métriques C'C'3, mais quelques fois le résultat final ne semble
pas étre vraiment une décomposition. Par exemple, la fig. 2.9(a) donne
la 2-somme d'un graphe packing par rapport a Ages) (K5) et d'un
graphe packing par rapport a Acgy, et une métrique bipartie sur la
2-somme. Le résultat de la décompostition donnée par le théoreme 2.30
est constitué d’une seule métrique, la métrique initiale, qui est en fait
une métrique C'C'3, mais pas primitive, puisque 1’on peut la décomposer
comme le montre la fig. 2.9 (b). Cette décomposition demi-entiere utilise
deux métriques K5, comme on peut le vérifier facilement.

@ (b)

Fic. 2.9 - Décomposition demi-entiere d’une métrique bipartie

De cette facon, on observe que I'on ne peut pas simplement duali-
ser le théoreme 2.10, puisque la garantie de ’existence d’une solution
entiere pour un probleme de multiflot n’implique pas 'existence d’une
solution aussi entiere pour la décomposition d’une métrique bipartie.

Le mieux que ’on pourrait obtenir est une décomposition demi-
entiere et c’est cela que nous allons prouver maintenant. Il faut d’abord
remarquer que d’apres le théoreme 2.10, on ne fait pas la somme de deux
matroides M(K5) ou Fr, ou d'un M(K5) et d'un Fr. Par conséquent,
on peut supposer qu'un matroide cyclant par rapport a Acc i, ) est
en fait le résultat de plusieures 2-sommes de matroides packings par
rapport a Ay et soit d’'un M(K5), soit d'un Fr. On utilise ce fait
pour montrer le résultat suivant, qui, contrairement aux théoremes 2.10
et 2.30, n’est pas un résultat de construction récurrente, mais donne



2.2. PACKING DE METRIQUES 33

directement un moyen de décomposer une métrique bipartie

Proposition 2.35 Un matroide M résultant de 2-sommes d’une copie
de M(K5) ou de I et de matroides packings par rapport a Accy, est
demi-packing par rapport @ Ace i, ) (M).

Dém. : On trouvera un packing de métriques demi-entier sur M a
partir des packings dans chaque composante de la 2-somme.

I suffit de regarder le cas ou tous les marqueurs sont dans M(K5) ou
dans F%, puisque le résultat de la 2-somme de deux matroides packings
par rapport a A(cc) est aussi packing par rapport a Agg). Soit donc
M= My@®, Mi B, ...P, M,,, ou My est soit un M(Ks), soit un Fr, et
chaque M;, 1 < i < n, est un matroide packing par rapport a Ace
qui est sommé a My. Soit f; = E(My) N E(M;), 1 <i < n.

Soit m : E(M) — Z, une métrique bipartie. On va restreindre m
a chaque matroide M;, 0 < ¢ < n, pour y trouver un packing. Soit
mg : E(My) — Z 4 tel que:

1 — : <7 <
mg(e) = {Zz(e)v : Z i?J{MO) {fi, 1 <5 <nj,
ou ¢; =min{m(C—f;): C € C(M,;)}, 1 <i < n.On définit maintenant
des fonctions m; : E(M;) — Z,, 0 <1 < n, de la maniere suivante:
mo(e) = min{my(X): X ={e} ot X=C—e pour un C€C(My),ecC}
et pour 1 <17 < n,

o m(e), sie€ E(M;)— fi,
mi(e) = {mo(fi), sinon.

Soit (0 € {C(M;) U C(Mo @y ... 00 Miy @, Misy D, ... 0, M)}
o f; € CP et m(C?— f;) =mi(f:), 1 <i<n.

Remarque 1: m;, 1 < ¢ < n, est une métrique et elle est bipartie.
Soit C; un cyclede M;. Si f; & C;, alors m;(C;—e) > my(e), Ve € C;,
et m;(C;) = m(C;) = 0 mod 2, puisque C; est aussi un cycle de M.
Si f; € Cy, alors my(Cy— fi)—my(fi) = m(C:)—m(CP) > 0, grace ala
définition de C?; pour e # f;, m;(C;—e)—my(e) = m(C;—e)+m(CP)—

K3
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m(e) 2 0 et mi(C7) = mi(C; = fi) + mi( fi) = m(Ci— fi) +m(C? = fi)
m(C;AC?) = 0 mod 2, puisque C;AC? est un cycle de M.

o

Remarque 2: mg est une métrique bipartie.

Puisque mg est une métrique induite, on doit vérifier seulement que
mg est bipartie. Soit C' un cycle de My et L= {j : il existe f; € C'},

alors .
mo(C) = mo(C\{f;:j € L}) + > mao(f;)
jEL
=m(C\{f;:j € LY+ D m(C;—f;)
jEL
= m(CA]‘eL CJO)
= 0 mod 2,
puisque C'Ajer(C?) est un cycle de M. O

Comme My (resp. M;, 1 < i@ < n) est par hypothese packing par
rapport a Ao ks, F) (resp. & A(OO)) les remarques 1 et 2 garantissent
I'existence de cocycles Cf, ..., Cr € C*(M;) tels que Y5, “ = my, de
cocycles C7, .. CO € C*(Mo) et de métriques [y, ..., [ € A, my(Mo)

tels que 3772, x o —I—Z] L L= m.

Maintenant, on va construire la liste des cocycles, et des métriques
K5 ou F; qui décomposent m. On peut déja ajouter a la liste finale du
packing tout cocycle C]Q (J=1,...,r0) si C]Q ne contient pas le mar-
queur ; pour les autres C]Q (j =1,...,7r0) qui contiennent le marqueur,
on procédera de la méme facon que le cas I décrit ci-dessous.

On considere deux cas séparément :

Cas I:[;(f;)=1,0€{l,...,t},7€{l,...,n} 4

A chaque métrique [; telle que [;(f;) = 1, on associe un cocycle Cj,
ke{l,...,r;},ou f; € C} et on joint [; a C} pour créer une métrique
li € Ay, my(M).

Il n’est pas difficile de voir comment on «colle» [; et C ,i : les éléments
de CY{ remplaceront f;, créant peut-étre quelques éléments paralleles
dans la nouvelle métrique K5 ou F7. On remplace {; par [/, s’il y a un
J" tel que ;(fi/) = 2; sinon [/ est ajouté au packing.

Cas IT: 1;(f;) =2, {l,...,t}, 7 €{l,...,n}
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Pour chaque [; et chaque M; pour lesquels on a [;(f;) = 2, comme
mo(f;) = m;(f;), on peut associer deux cocycles Ci,C] € C(M;), tels
que f; € C{ N CJ. On construit maintenant deux listes Ly, k = 1,2
avec ces Cf, pour tout j ou [;(f;) = 2. On va transformer la métrique /;
et les listes Ly, Ly en deux métriques K5 ou F; de la maniere suivante

(k=1,2):

li(e)v s1 € 7£ fjv \V/] S {1,71},
IFle) = { 2, sieec C € Ly, e# [,

0, sinon.

Il n’est pas difficile de vérifier que [}, I} sont des métriques de A g, ) (M),
et que

1, 1
St sl=li+ 3 X ST (O

cely Cels

Ala fin, on rajoute a la liste les métriques correspondant aux cocycles
qui ne contiennent pas le marqueur. Et ainsi on finit la décomposition.
O

On peut utiliser ce résultat pour étendre le théoreme 2.10 avec une
affirmation en plus, quoique il va nous falloir une condition pour assurer
maintenant les équivalences; on exige que le matroide ne contienne
pas de mineurs M*(Pj), comme cela a été fait pour le théoreme 2.33.
Remarquons que maintenant la proposition 2.35 fournit un packing
demi-entier, et non plus entier.

Théoreme 2.36 Si un matroide binaire M ne contient pas de mineur
M*(Pyo), alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) M est cyclant par rapport a Ace iy my(M) ;

(ii) M est fluant par rapport a Agoq124(M) ;

(iii) M ne contient pas de mineur AG(2,3), Ss, Rio, M(Hs), Fr @, Fr,
M(Ks) @, Fr et M(K5) @, M(Ks) ;

(iv) M est demi-packing par rapport & Ace iy my(M).

Dém. : Pour compléter les équivalences :
(i) = (iv) Si M est cyclant par rapport a Ac i, (M), alors M
peut étre obtenu au moyen de 1- et 2-sommes de matroides cyclants
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par rapport a Acey(M) et d'une copie de F7 ou (exclusif) d’une copie
de M(K5). Par le Corollaire 2.29 et I’hypothese que M ne contient pas
de mineur M*(Pyg), on sait que M peut étre obtenu au moyen de 1-
et 2-sommes de matroides packings par rapport a Acc)(M) et d'une
copie de F; ou (exclusif) d’une copie de M(K5s).

Maintenant, en utilisant la proposition 2.35, il s’ensuit que M est
demi-packing par rapport a Acc i, 1) (M).
(iv) = (iii) D’apres les propositions 2.11 et 2.12 on peut déduire que ces
matroides ne sont pas demi-packing par rapport a Ao s, m), puisqu’il
existe des métriques primitives pour chacun d’entre eux qui n’appar-
tiennent pas a Ao 2} O

Comme M*(Pyo) n’est pas graphique, si on restreint le théoreme
2.36 aux graphes, on obtiendra

Théoreme 2.37 Pour un graphe G les affirmations suivantes sont
cquivalentes :

(i) G est cyclant par rapport @ Ace i) (G) ;

(ii) G est fluant par rapport a Agoq.23(G) ;

(iii) G' ne contient pas de mineur Hg, K5 @, Ks ;

(iv) G est demi-packing par rapport a Ace i) (G). 0

2.2.5 Les matroides packings

On dira qu’un matroide binaire M est packing si M est packing par
rapport aux métriques primitives existentes dans AZ+ (M).

Bien siir, les matroides qui sont packings par rapport a A(c¢), ainsi
que les matroides M(K5) et Fr, sont packings dans ce sens plus large.
On montrera dans la suite que le matroide Ryq est aussi packing.

Théoreme 2.38 Le matroide Ryo est packing par rapport a Acc Ry,)-

Dém. : Soit m une métrique bipartie sur Rjo. Puisque Ry est fluant
par rapport a Agc g,,) (théoreme 2.16), on peut décomposer m en une
somme de cocycles (5, 1 <1 < k et de métriques Rig [;, 1 <5 <mn:

m = xS+ A ey ML+ A, (2.1)
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ou Ay >0, u;, >0,1<:<n, 1 <5<k

On va raisonner par récurrence sur 3 .cg(gy,) m(e), et ainsi on peut
supposer que N; < 1, p; <1, 1 <1<k, 1 <35 <n.

Comme par le théoreme 2.4 R;y est minimal non-fluant, on peut
supposer sans restreindre la généralité, que m(e) > 0, pour tout e €
FE(R10). On considérera le matroide Rjo comme le matroide dont les
cycles sont les cycles pairs du graphe K, et dont les cocycles sont les
cocycles de K5 et les compléments de cocycles de K5. On utilisera la
numérotation donnée dans la fig. 2.10.

10

Fia. 2.10 - Numérotation des arctes de K

On prouvera dans la suite quelques lemmes concernant des sommes
de métriques, ou un des opérants est un métrique Ryo.

Lemme 2.39 La somme de deuxr métriques Ryg peut étre décomposée
comme une somme entiere de cocycles.

Dém. : On présentera les trois cas possibles de somme entre deux
métriques Ryo, M(q ) et m(c sq), o1 {a,b,c} # {e, f, g}

(I) {a, b, c}n{e, f,g} = 0. Sans perte de généralité, soit m(qp.c) €t M 1.9)
comme indiquées dans la fig 2.11, les arétes {a, b, ¢} sont en gras, et les
arétes {e, f,g} sont en pointillés. Le résultat de la décomposition est
indiqué aussi sur la fig. 2.11.

(IT) {a,b,c} N {e, f,g}| = 1. Sans perte de généralité, soit m(qp.c) et
m(e f,4) comme indiquées dans la fig 2.12, les arétes {a, b, ¢} sont en gras,
et les arétes {e, f, g} sont en pointillés. Le résultat de la décomposition
est indiqué sur la fig. 2.12.

(III) {a,b,c} N {e, f,g}| = 2. Sans perte de généralité, soit m,p. et
M (e f,4) comme indiquées dans la fig 2.13, les arétes {a, b, ¢} sont en gras,
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RN

Fic. 2.11 - Décomposition de la somme de deuxr métriques Rio - cas [

N NAS
R e

FiG. 2.12 - Décomposition de la somme de deuxr métriques Ryo - cas 11

et les arétes {e, f, g} sont en pointillés. Le résultat de la décomposition
est indiqué aussi sur la fig. 2.13. O

Lemme 2.40 La somme d’une métrique Rio, map.c) et un cocycle C,
|C| = 4,, tels que CN{a,b,c} =0, peut étre décomposée en une somme
entiere de cocycles.

Dém. : Dans un premier cas, supposons que (' correspond a 1’étoile
d'un sommet. Sans perte de généralité, soit m 4, et ' comme indiqués
dans la fig 2.14, les arétes {a,b,c} sont en gras, et C' est en pointillés.
Le résultat de la décomposition est indiqué aussi sur la fig. 2.14.
Supposons maintenant que C' est le complément d’un cocycle de K5
a 6 ¢léments. Sans perte de généralité, soit m, ) et €' comme indiqués
dans la fig 2.15, les arétes {a,b,c} sont en gras, et C' est en pointillés.
Le résultat de la décomposition est indiqué aussi sur la fig. 2.15. O
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Fia. 2.13 - Décomposition de la somme de deuxr métriques Ryy - cas

oy 7
RN

Fia. 2.14 -  Décomposition de la somme d’une métrique Ry et de
Uétoile d’un sommet

Lemme 2.41 La somme d’une métrique Rig m(ap.e) et d’un cocycle a
6 éléments, ou |C N {a,b,c}| <2, peut étre décomposée en une somme
entiere de cocycles.

Dém. : Considérons les cas possibles:

(1) {a,b,c} N C = 0. Comme {a,b,c} appartient a un cycle D, cela
implique que D N C' = (), mais dans ce cas, D N C recouvrent F(Ryp),
ce qui est impossible dans Rjp.

(I1) Ha,b,c} N C| = 1. Sans perte de généralité, soient C' et m(q ;.
comme indiqués sur la fig. 2.16, les arétes {a,b,c} sont en gras, et
les arétes de €' sont en pointillés. Le résultat de la décomposition est
indiqué aussi sur la fig. 2.16.

(III) {a,b,c} N C| = 2. Sans perte de généralité, soient C' et m(q ;.
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Fia. 2.15 - Décomposition de la somme d’une métriqgue Ry et d’un

cocycle a 4 éléments qui n’est ['étoile d’un sommet

Fia. 2.16 - Décomposition de la somme d’une métriqgue Ry et d’un
cocycle a 6 éléments - cas 11

comme indiqués sur la fig. 2.17, les arétes {a,b,c} sont en gras, et les
arétes de ' sont en pointillés. La décomposition obtenue y est aussi
représentée. O

En utilisant tous ces lemmes, on conclut facilement que, dans la
décomposition de m, il peut exister au plus une métrique Rig, m(q.0),
et dans ce cas, les cocycles intersectent {a, b, c}.

Lemme 2.42 La somme de deux cocycles Cy, Cy de cardinalité 6, dont
l'intersection est inférieure a 4, peut étre décomposée en un somme
entiere de cocycles de cardinalité /.

Dém. : 1l est facile de voir que 3 < |C; N Cy| < 4. En effet, comme
12 = |Cl| + |CQ| = |Cl N CQ| + |Cl U CQ|, s |Cl N CQ| < 3, alors
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AL Q+/ﬁ N

Fia. 2.17 - Décomposition de la somme d’une métriqgue Ry et d’un

cocycle a 6 éléments - cas 11

|C1 U Cy| > 10; c’est-a-dire que Cy U Cy recouvrent E(Rjp). Comme
FE(Ry0) — Cy est un cocycle, on conclut que Cy N Cy est un cocycle de
cardinalité 2 ou 1, mais cela est impossible.

Si |Cy N Cy] = 3, supposons sans perte de généralité que C; et Oy
sont comme indiqués sur la fig. 2.18, les arétes de C; sont en gras, et les
arétes de (5 sont en pointillés. La décomposition obtenue y est aussi
représentée. O

N

Fia. 2.18 - Décomposition de la somme de deux cocycles a 6 éléments

dont l'intersection est de 3 éléments

Lemme 2.43 Si deuz cocycles C1,Cy de cardinalité 6 sont tels que
|Cy N Cql =4, alors C; N Cy est un cycle.

Dém. : Soit Cy = {a,b,¢,d, e, f}, ou {a,b,c,d}, {b,e, f,d},{a,c e, [}
sont des cycles de cardinalité 4. Alors (5 doit intersecter chacun de
ces cycles dans un nombre pair d’éléments, et et |C; N Cy| = 4, cela
implique que €y N Cy est un de ces cycles. O
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Ces deux derniers lemmes impliquent que, dans la décomposition (2.1)
les cycles de cardinalité 6 doivent s’intersecter dans un cycle de cardi-
nalité 4. Il est facile de voir que, si on fixe un cycle de cardinalité 4, il
y a seulement 3 cocycles de cardinalité 6 qui le contiennent.

Supposons maintenant qu’il existe un cocycle C' dans la décomposi-
tion (2.1) tel que |C| = 4. Pour tout cycle K tel que m(K —e) = m(e),
ona Y“(K —e) = y“(e), puisque C' est dans la décomposition (2.1). Si
|K| =4 et m(K —e)—m(e) > 2, comme Y (K —¢) — x%(e) < 2, alors
(m —x9)(K —¢€)— (m—x)(e) > 0. Donc, si on ne peut pas soustraire
C' de m, cela veut dire qu’il existe un cycle K de cardinalité 6 tel que

(m =X )NK —e)—(m—x")(e) <0

et cela implique que C' C K et qu’il existe un élément e tel que m( K —
e) —m(e) = 2. Dans ce cas on dira que K est un cycle quasi serré et e
est I’élément quasi serré de K.

Lemme 2.44 Si Cy et Cy, C1 #£ Oy, |Ch] = |Cs| =6, sont deux cycles
quasi serrés, avec f1, fo leurs éléments quasi serrés, respectivement,

alors fi &€ Cy et fo & C

Dém. : Supposons que f; € Cy, fi L5 Soient Cy,Cy tels que |C7 N
Cy| = 3 et, sans perte de généralité, soient C; = {ey, €4, €5, €6, €7, €10},
ou fi = e; et Cy = {eg,eq,65,e7,€5,69}, et fo = eq (e représente
I’élément correspondant a l'aréte : du graphe K, comme indiqué dans

la fig. 2.10). Alors,

m(el) = m(€47€57€67€77 610) -2

m(es) = mleg, es, 67,65, ¢€9) — 2

et ceci implique que m(e1) = m(es, s, €3, €9, €10)+2m(es, e7)—4 ; comme
m(er) < m(eq, er,€10), puisque {e1, €, €7, €10} est un cycle pair, on en
déduit que 4 > m(eq, er, es,€9) + 2m(es) et ceci n’est pas possible,
puisque que 1'on a supposé que m(e) > 1, pour tout e € F(Ryo).

Maintenant, soient C, Cs tels que |C1NCy| =4 et fo € Cy, fi & Ch.
Alors

m(fz) = m(C:—fr) =2
m(fi) = m(Ci— fi = fo) + m(f2) =2
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et ceci revient a écrire

m(fi) = m(Cz= f2) +m(Ci = fi = f2) —4
= m(CHACQ — fl) + 2m(01 N 02 — fg) — 4.

Mais C1ACy est un cycle, |C1ACy| =4 et fi € C1AC,, done m(fi) <
m((C1ACy) — fi). Ceci implique que 2m(Cy N Cy — f3) < 4, qui est une
contradiction aux faits que |Cy N Cy — fo| = 3 et m(e) > 1 pour tout
e € FE(Ro).

Soient Cy,Cy, |C1 N Cyl =4 et {f1, fa} € C1 N Cy. Alors

m(fy) = m(Cy— fa— f1) +m(f1) -2

m(fi) = m(Cy— fi— f2) +m(fy) -2,
et ceci implique que m(C1ACy) +2m((C1 N Cy) — f1 — f2) = 4. Mais le
membre de gauche de cette égalité vaut au moins 6, puisque m(e) > 1,
pour tout e € F(Ry), |C1 N Cy — f1 — fo| = 2 et |C1AC,] = 4. On

obtient donc une contradiction. O

Lemme 2.45 Pour la métrique m, il existe au plus 3 cycles a 6 élé-
ments quast serrés. S’il en existe trois, sotent Cy,Cy, Cs les cyeles, et
f1y f2, f3 leurs €léments quasi serrés. Alors fi € Co U Cs, fo & C1UCy
et f3¢ C1UC,.

Dém. : On va montrer que |C; UCyUC3| = 10, et ainsi on ne peut pas
avoir un quatrieme cycle quasi serré.

S’il existe 1,7, 1 <i < j <3 tel que |C;NC;| =3, alors |C; UC,| =
12—-3 =09, et ainsi E(Ryo) — (C;NC;) = fr,ou k=6—1—7, et cela
implique que |C; U Cy U C5] = 10.

Sinon, on a |C; N Cj| = 4, pour 1 <7 < j < 3. Dans ce cas, en
dualisant le lemme 2.43, on remarque que C; N C; est un cocycle de
cardinalité 4, et |C; UC;| =8, 1 <i<j3<3.81 |C;UCUCs| =9,
alors |C5 N (C1UCy)| est impair. Comme |[C1AC,| =4 et |C1NCy| = 4,
un parmi C3 N (C1ACy) et C5 N (Cy N Cy) est impair. Mais

|03 ﬂ (01A02)| — |03 ﬂ (Cl - Cz)| —|— |03 ﬂ (CQ — Cl)|
— |03ﬂ01|—|Cgﬂ01ﬁ02|—|—|03ﬂ02|
—|Csn Cyn ¢y
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et |C3 N Cp N Oy est pair, puisque C7 N Ch.

Le lemme 2.44 conclut la démonstration. O

Lemme 2.46 Soient Cy,C5, C5 trois cycles distincts de cardinalité 6
quasi serrés, et fi, fo, f3 leurs éléments quast serrés, respectivement. St
{f1, f2, 3} est contenu dans un cycle de cardinalité 4, alors la métrique
m est une métrique Ryg ; sinon, m peut étre décomposée en une somme
entiere de cocycles.

Dém. : Nous montrerons I'affirmation pour 2 cas particuliers, et les
autres cas peuvent étre réduits a ceux-ci.

(I) Soient Cy = {es, eq,e5,¢€6,€5,€9}, Co = {e1,€4,€5,€s5,€9,€10} €t
U3 = {617627637647677 68}7 et fi = es, fo = e10, f3 = e7. Notons que
{eq, €7, €10} nappartient pas a un cycle de taille 4. Puisque C,C; et
('3 sont quasi serrés, on a 1’égalité suivante

m(€67 €10, 67) = m(€37 €4, €5, €3, 69) + m(elv €4, €5, €8, 69) +

‘I’m(elv €2, €3, €4, 68) — 6.

Comme m(es) < mleq,eq, es), m(er) < mles,eq,es) et
m(er) < m(ez, €4, €9), alors on obtient que 6 < m(eq)+m(es)+m(es)+
2m(es)+m(eg), et celaimplique que m(ey) = m(es) = m(es) = m(es) =
m(eg) = 1. En utilisant aussi que m(e1n) < m(es,eq,€s) et m(er) <
m(er, €, €9) et m(eg) < m(eq, ey, es), on obtient 6 < m(ey) + m(es) +
2m(es) + m(es) + m(eg), qui nous donne m(ez) = 1.

On conclut donc que m(eg) = m(er) = m(en) = m(es) — 2, et que

la métrique m est comme montre la fig. 2.19, ou € IN, * > 2. La
décomposition de m y est aussi donnée.
(IT) Soient Cy = {ey, ez, €3, €4,€6,€9}, Cy = {e2,€3,€5,€7,€9,€10} €t
Cs = {e1,eq,65,¢€8,€9,€10}, et f1 = eq, fo = €7, f3 = es. Notons que
{eq, €7, €5} est contenu dans un cycle de taille 4. Puisque C7,Cy et C3
sont quasi serrés, on a l’égalité suivante

m(€67 €7, 68) — m(elv €9, €3, €4, 69) —I' m(€27 €3, €5, €9, 610) ‘I’

‘I’m(€17 €4, €5, €9, 610) — 6.
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X-2 1

Fic. 2.19 - Métrique obtenue a partir de 3 cocycles serrés

Comme m(es) < mez,eq, es), m(er) < meq,eq,eq) et
m(es) < m(eq, ez, es5), alors on obtient que 6 < 2m(es) + 2m(eg) +
2m(eqp), et cela implique que m(es) = m(eg) = m(e) = 1. Et comme
m(es) < m(es, eq, €10) et m(es) < mes, €4, €10), et m(er) < m(eq, ey, €9),
on obtient que 6 < m(e1) + 2m(ez) + m(es) + m(es) + m(eg), qui nous
donne les égalités m(e1) = m(ez) = m(es) = m(es) = m(eg) = 1.

On conclut donc que m(eg) = m(er) = m(es) = 3, et que la métrique
m est une métrique Ryq.

Les autres cas peuvent étre démontrés de la méme facon. O

D’apres ce dernier lemme, on déduit que il y a seulement deux cycles
quasi serrés, et ceci implique qu’il y a au plus 2 cocycles de cardinalité
4 dans la décomposition (2.1).

Tous les résultats précédents nous donnent comme conclusion que
dans la décomposition (2.1) il y a

L. au plus une métrique Rig, map.c);

2. au plus 2 cocycles Cp,Cy de cardinalité 4 (et qui intersectent
{a,b,c}, ¢’il y a une métrique Ryg m(q,) dans la décomposition) ;

3. au plus 3 cocycles de cardinalité 6 Cs, Cy, Cs, dont 'intersection
est un cycle de cardinalité 4 (qui contient {a,b,c}, s’il y a une
métrique o mqp,) dans la décomposition).

On vérifie maintenant les cas possibles. Sauf indication contraire, si
un coefficient ¢ apparait dans la décomposition considérée, on suppose
que € > 0.

> m = Amape X 1< i <5 oum = Amgpe + xS + pax @
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ou m = AMn(gpe) + px< + x93 <1< j <5

Dans ces cas, il existe un élément e ¢ {a,b,c} tel que m(e) =
AM(qp.0)(€), et ceci contredit le fait que m est entiere.

m o= X+ pax® ou m o= px@ + pax® 4 pax@ ou m =
X paX @+ e

Dans ce cas, il y a au moins un élément qui appartient a seulement
un cocycle C;; ainsi y; = 1, et ceci n’est pas possible.

m o= X+ X+ s A+ pax @+ s

Dans ce cas, en utilisant le fait que 0 < p; < 1, 1 < ¢ < 5,
qu’il existe au moins deux éléments qui appartiennent a seulement
deux cocycles, et que m est bipartie, on conclut que m est une des
métriques montrées dans la fig. 2.20, et ces métriques sont toutes
décomposables en une somme entiere de cocycles.

[y
=
[y
N
N

Fia. 2.20 - Métriques obtenues a partir de la somme de 5 cocycles

> m = AMnape) + X+ X+ pax @+ pax @ 4 psx @, ou 1 >

Soit {a,b,c,d} le cocycle qui contient {a,b,c}. Si C N {a,b,c} =
{a,c} et CyN{a,b,c} = {a,b}, alors m(a) = m(c) + p2, et ainsi
2 est entier, mais ceci n’est pas possible. Si Cy1 N {a,b, ¢} = {a}
et CyN{a,b,c} = {a,b}, alors m(a) = m(b) + 1, et ainsi py est
entier, mais ceci aussi n’est pas possible. Si C1{a,b,c} = {a,b} et
CyN{a,b,c,d} =A{e,d}, alors m(a, b, ¢, d) = 2m(a) + 2m(d) + 2X
et ainsi on conclut que A = 1/2 et que m(c¢) = m(d) + 1 mod 2;
donc m(a,b,c,d) = 1 mod 2, mais ceci contredit I’hypothese que
m est bipartie. Si C7 N {a,b,c} = CyN{a,b,c} = {a,b}, alors
m(a,b,c,d) = 2m(a)+ 2m(d) + 2X, et on finit comme pour le cas
précédent. Tous les autres cas peuvent étre réduits a ceux-ci.
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> om o= Anape + X + s 4 pax@ 4 psx @, ou 1> py >0,
3<1<5;

Si Cy N{a,b,c} = {a} ou Cy N{a,b, ¢} = {a,b}, alors m(a) =
m(c) + p1, et ainsi pg est entier, mais ceci contredit I’hypothese
initiale.

Ainsi on finit la vérification de cas, et on arrive a la conclusion qu’il
n’existe pas de décomposition fractionnaire pour m qui ne puisse pas
étre transformée en une décomposition entiere, et cela prouve que Riq
est packing par rapport a A(cc g,)- O

L’exemple donné par la fig. 2.9 implique que le résultat de la 2-
somme de deux matroides packings n’est pas forcement packing. Mais
cet exemple est essentiellement le seul, ot on «2-somme» un M(K),
un F; ou un Rip avec un matroide qui est constitué de deux cycles
élémentaires (', Cy tels que C; N Cy = {f}, ou [ est le marqueur, et
|C2] > 3. On appellera cette configuration un K5, un F7 et un Ry
respectivement.

Pour achever une bonne caractérisation des matroides packings, on
aura besoin du lemme suivant :

Lemme 2.47 Le matroide M, résultant de la 2-somme d’un matroide
M, packing par rapport a Ace iy, pyo)(M1) el d’un matroide My qui
est un cycle élémentaire, est packing par rapport @ Ao ks, rr Rio)(M).

Dém. : Etant donnée une métrique bipartie m : EM) — Z4, on
trouvera une décomposition entiere de m en cocycles, et en métriques
K5 ou F7. Si My ne contient pas de mineur M(K5), Fr, le résultat est
trivial. Supposons donc l'autre cas. Soit {f} = M; N M;.

Comme dans la démonstration de la proposition 2.35, on définit
deux métriques my : B(My) — Z 4 et my : E(My) — Z telles que

oy [ml(e), siee E(M;)—f,
mz(e)—{% sie=f,
ou ¢ =min{m(C — f): C € C(M;)UC(M,)}.
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Il s’agit d’un raisonnement similaire a celui des remarque 1 et 2 dans
la démonstration de la proposition 2.35 qui nous permet de prouver
que m; (i = 1,2) est une métrique bipartie; il existe donc des cocycles
Chy...,Cp € C(My) tels que S0 X% = ma, et Dy,..., D, € C*(M,)
et des métriques K5 ou Fy Iy, ..., tels que 5, P + Z§‘:1 [; = my.
On suppose que les ky premiers cocycles D; contiennent f, que les ky
premiers cocycles D; contiennent f, et que les k3 premieres métriques
[; sont telles que [;(f) = 1. Notons que kg = ky + ks + 2(f — k3).

Aux métriques [; telles que [;(f) = 1 et aux cocycles D;, 1 < j < ky,
on associe un cocycle Oy, 1 < k < ky, et on remplace dans [; ou D;
I’élément f par C) — f. Le résultat sera clarement une métrique K,
F7, ou un cocycle dans M.

Maintenant on associe a chaque métrique [;, ks + 1 < ¢ < ¢, deux
cocycles C;, C) contenant f, et on les remplace par By et By définis
comme il suit. Soit By = C;ACy; By est un cocycle dans My, et aussi
dans M. Soit By = C; N Cy; si |By] = 0 mod 2, alors, comme M, est
un cycle élémentaire, B, est un cocycle dans M, et on peut construire
une nouvelle métrique (! a partir de [; et By — f de la facon suivante:

li(e), sied E(My)—f
lile) =} 2, sie€ By=f

0, sinon.
Si |Bsy] = 1 mod 2, alors on décompose [;, avec [;(f) = 0, en cocycles
dans M, et on les ajoute a la liste; dans ce cas, si By — f # 0, on
ajoute By — f aussi (avec un coefficient 2), puisque |(By— f)NE(Ms)| =
0 mod 2, et By — f est donc un cocycle dans M, et dans M.

En procédant ainsi on trouve un packing entier de métriques K5 ou
F7 et de cocycles pour m.

Pour le cas du matroide Ro, la démonstration est similaire, mais
on remplace les coefficients 2 par des coefficients 3. O

Maintenant le théoréme est le suivant :

Théoreme 2.48 Un matroide binaire est packing si et seulement si M
ne contient pas de mineur Ks, Fr, Rig et M*(Pig).

Dém. : Il est facile de voir que si M contient un des mineurs exclus,
alors M n’est pas packing. En effet, M*(Pyp) n’a pas la propriété de
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somme de cycles entiere et 'exemple de la fig. 2.9 montre que K5 (et
analoguement I'; et Em) n’est pas packing. Considérons maintenant un
matroide binaire M qui ne contient aucun des mineurs exclus. Si M ne
contient pas de M(K3), Fr ou Ry, alors, par le corollaire 2.29, M est
packing par rapport a A(g¢). Sinon, chaque composante connexe de M
est le résultat des plusieurs 2-sommes d’un seul M(K5), F; ou Ry avec
des matroides qui sont des cycles élémentaires (sinon M contiendrait un
K5, F7 ou Ryp comme mineur). En utilisant le lemme 2.47, on conclut
que M est packing. O

On observe que ce résultat est restrictif, puisque seulement des confi-
gurations «simples» sont permises dans la 2-somme. Mais il contient une
bonne et complete caractérisation des matroides qui sont packings, dans
le sens plus général.
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Chapitre 3

Graphes t-parfaits et
h-parfaits

On a remarqué que les circuits ont joué un réle tres important dans
le chapitre precédent, comme une maniere d’interpreter la solution d’un
probleme de multiflot. Nous verrons dans ce chapitre un autre sujet ou
les circuits — maintenant impairs — sont tres importants.

Nous introduisons d’abord les définitions des graphes ¢- et h-parfaits,
et donnons des résultats antérieurs et quelques remarques nouvelles
concernant leur structure. Ensuite, nous présentons des classes connues
des graphes h-parfaits seront étudiées et caractérisons les graphes h-
parfaits dans des nouvelles classes. Nous donnerons a la fin notre contri-
bution pour le probleme de coloration de graphes ¢- et h-parfaits, avec
des résultats nouveaux et des bornes pour le nombre chromatique.

3.1 Les origines des graphes t-parfaits et
h-parfaits

Les graphes t- et h-parfaits sont d’une certaine facon une généra-
lisation des graphes parfaits. La définition d’un graphe parfait est la
suivante. Un graphe G est dit parfait si

X(H) =w(H), pour tout sous-graphe induit H de G,
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ou x(H) est le nombre chromatique de H et w(H) est la taille d’'une
clique maximum de H.

Le polytope des stables d’un graphe GG est I'enveloppe convexe des
vecteurs caractéristiques des stables de (4. La proposition suivante donne
une propriété des graphes parfaits qui est présentée parfois comme une
définition équivalente.

Proposition 3.1 [18, 42, 20, 8] Un graphe G est parfait si et seule-
ment si son polytope des stables est donné a partir des inéquations

z(K)

X

1, pour toute cligue mazximale K de G, (3.1)
0.

IV IA

g

Les inéquations (3.1) seront appelées inéquations de clique.

Une des classes de graphes parfaits la plus simple est celle des
graphes bipartis.A partir de la proposition 3.1, on remarque que le po-
lytope des stables d’un tel graphe G est tres simple, et donné a partir
des inéquations

z(e) <1, pour toute aréte e de (7,
x >0

Par contre, il est facile d’observer que les trous impairs ne sont pas
parfaits, puisque le vecteur (1/2,...,1/2) € IRVY est un sommet du
polytope défini par les inéquations de non-négativité et de cliques d’un
trou impair C'.

Pour étendre la classe des graphes parfaits de fagon a inclure aussi
les trous impairs, Chvatal [8] introduit en 1975 les graphes ¢-parfaits.
Un graphe G est t-parfait si les inéquations suivantes définissent le
polytope des stables de G':

zle) < 1, pour toute aréte e de G,
Cl—1
x(C) < | |2 , pour tout trou impair C' de G, (3.2)
z > 0

Les inéquations (3.2), appelées inéquations de trou, «coupent» le point
(1/2,...,1/2) € IRV du polytope défini seulement par les inéquations
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d’arétes et de non-négativité pour un trou impair €, c’est-a-dire que ce
point n’appartient plus au polytope des qu’on y rajoute les inéquations
de trou. Ainsi, ce nouveau systeme, s’il est défini pour un trou impair,
donne un polytope a sommets entiers.

Les inéquations de trou sont en fait de plans de coupes («cutting
planes» ), et apparaissent comme le résultat de la somme des inéquations
des arétes sur un trou impair, divisé par 2, et puis arrondit.

La définition d’un graphe h-parfait est similaire. Un graphe G est
dit A-parfait si son polytope des stables est donné par les inéquations
de clique, de trou et non-négativité, c’est-a-dire, a partir de

z(K) <1, pour toute clique K de G,
P(G) () < |C|T_1, pour tout trou impair C' de G,
x> 0.

On remarque qu’un graphe t-parfait est toujours h-parfait, mais un
graphe h-parfait est t-parfait seulement si la taille de sa clique maximum
est 3.

D’apres ces définitions, on peut facilement déduire qu’un sous-graphe
induit H d’un graphe ¢- ou h-parfait ¢ est lui aussi t- ou h-parfait. Le
polytope des stables de H, étant une face de P ('), contient seulement
des sommets entiers. Ainsi, comme conséquence directe, on conclut
qu'un graphe t- ou h-parfait qui n’a pas de trou impair est parfait.

3.2 Résultats généraux

On étudiera maintenant la structure des graphes ¢- et h-parfaits.
Comme la classe des graphes h-parfaits contient celle des graphes t-
parfaits, on parlera maintenant seulement de graphes h-parfaits. Fn-
suite, on présentera un algorithme polynémial, déja connu dans la lite-
rature, pour trouver un stable maximum dans un graphe t-parfait, en
utilisant I"algorithme des ellipsoides.

3.2.1 Structure des graphes h-parfaits

Puisque les graphes h-parfaits ont été définis a partir de leur poly-
topes des stables, on peut tirer plusieurs conclusions sur des caractéris-
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tiques des stables dans ces graphes. Notons par 2/(G)+ 1 la cardinalité
d’un trou impair minimum, et par 2L(G) + 1 celle d’un trou impair
maximum. On utilisera [ (L respectivement) a la place de {(G) (L(G)
respectivement) quand cela ne pose pas de probleme de contexte.

Fait 3.2 Si GG est un graphe h-parfait, et w(G) > 3, alors il existe un
stable qui intersecte toutes les w(G)-cliques. St w(G) = 2 et G n'est pas
biparti, alors il existe un stable qui intersecte tous les trous impairs de
cardinalité minimum 21(G) + 1.

Dém. : Le systeme d’inéquations qui défini le polytope des stables de
(G peut étre reécrit comme

z(K) <1, pour toute clique K de G,
P(G) m%lx(C) <1, pour tout trou impair C' de G,
x>0,

et son polyedre anti-bloquant (voir chapitre 1) est

z(S5) <1, pour tout stable S de G,
wp) {105

On en déduit donc que les sommets de ab(P) sont les vecteurs xY*, pour
toute chlique K, et les Vect‘eurs‘ |C|L—1X07 pour tout trou impair C'. Si
on considere le programme linéaire

max lz,
z€ab(P)

alors on sait que les solutions optimales sont les w(G')-cliques, si w(G) >
3, et elles sont les vecteurs |C|L—1X07 pour tout trou impair €' de car-
dinalité minimum, si w(G) = 2 et G n’est pas biparti. Par le théo-
reme 1.5 (écarts complémentaires), le stable S correspondant a une
variable duale ys positive dans un solution duale optimale intersecte
toutes les solutions primales optimales et on finit la démonstration.

g

Les résultats suivants caractérisent partiellement les voisinages dans
un graphe h-parfait.

Fait 3.3 Si G est h-parfait, alors, pour tout sommet v € VG, le voisi-
nage N(v) de v ne contient pas de trou impair induit.
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Dém. : Supposons v € V(G est tel que N(v) contient un trou impair
induit C, ou |C'| = 2k+1. Si on considere la fonction objective suivante :

(1, siueCUA{v},
w(u) = {0, sinon,

alors le point & donné par

ﬁ, siu=wv,
x(u) = —21!:-17 siu e C,
0, sinon,
appartient a P(G) et we = k + ﬁ > wy®, pour tout stable S de

Glv 4 C]. Ceci implique que G n’est pas h-parfait. O

Corollaire 3.4 Si G est h-parfait, alors le sous-graphe induit par le
voisinage de chaque sommet est parfait. O

Le résultat suivant permettra quelques fois de prouver qu’un graphe
est h-parfait.

Proposition 3.5 Soit GG un graphe tel que w(G) < 3. Sl existe un
trou tmpair C' dans G qui est saturé par tout stable mazimal, et st

GIVG — D] est h-parfait pour tout ensemble de sommets D, D C (',
alors G est h-parfait.

Dém. : Soit P(G,w) le programme linéaire
max{wz : x € P(G)}

et opt(G,w) la valeur optimale de P(G,w). Supposons qu’il y ait un
trou impair (' saturé par tout stable maximal. On notera par « la valeur
min{w(e) : e € C'}, et par (G, le graphe obtenu en éliminant les éléments
e pour lesquels (w — ax%)(e) est égal a zéro. Alors

] -1
2

Opt (Gm w = aXO) = Opt (Gv w) - Cl(

).
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En effet, si @* est une solution optimale de P(G, w), alors

] -1
5 )

opt (Gayw —ax®) > (w —ax)a™ = opt (G, w) — a(
5

Soit & est une solution optimale de P(w — ax®). Comme G, est h-

parfait, & correspond a un stable maximal de G,. Soit & un ensemble

maximal de G, qui est égal a & quand restreint a GG,, & sature C, par
hypothese. Donc,

= opt ((,w) < opt (Gu,w —ax) + a

] -1
2

-1
2

opt (G,w) > Wi = wi + a ) = opt (Ga,w—axc) +a(

).

Il s’ensuit que ce stable étendu 7 est une solution optimale entiere de

P(w). 0

Maintenant, si l’'on considere seulement la classe des graphes sans
triangle, on peut, par exemple, déduire une borne inférieure pour le
nombre de stabilité d’un tel graphe:

Proposition 3.6 Si G est un graphe h-parfait sans triangle, alors il
existe un stable S tel que |S| > 0,4|V G| et S sature chaque trou impair
de cardinalité minimum.

Dém. : Soit y* une solution optimale du programme linéaire

min ly
Sys, x> > 1, pour tout stable S; de G, 1 =1,...,p,
y = 0.

On sait que 3, ygixsi(v) =1,v e VG, et Y, y5 =2+ 14, pulsque ce

Gy’
programme est le dual de

max lx.
z€ab(P)

Ainsi,

1
VGl = Xy i < (S i) max |81 < (24 ) max]si
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et on obtient que

VG VG
max |.5;| > | 1| > Vel =0,4|VG|.
4 2—|— m 2,5

g

On pourrait aussi penser que pour cette classe est fermée par rap-
port a l'opération de «prendre des sous-graphes partiels». Voici un
contre-exemple.

Le graphe G sur la fig. 3.1(a) est h-parfait. En effet, il suffit d’utiliser
le résultat donné par la proposition 3.5, en remarquant que le trou
impair dessiné en gras est saturé par tout stable maximal de (. Mais le
graphe G contient un sous-graphe partiel qui n’est pas h-parfait (voir
fig. 3.1(b)). Ce sous-graphe est un K4 impair, qui sera étudié en détail
dans la sous-section 3.3.2.

FiG. 3.1 - Un graphe h-parfait sans triangle (a) contenant un sous-
graphe partiel qui n’est pas h-parfait (b).

3.2.2 Un algorithme polynémial pour le probleme
de I’ensemble de poids maximum

Un probleme d’optimisation directement lié aux graphes t- et h-
parfaits est de trouver un stable de poids maximum, selon une fonc-
tion de poids w. On présentera dans la suite un algorithme pour les
graphes t-parfaits, et quelques notes sur les algorithmes existants pour
les graphes h-parfaits.

Ces algorithmes utilisent ’algorithme des ellipsoides et ne sont pas
efficaces dans le sens pratique. La théorie concernant cet algorithme, et
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des conséquences sur I'optimisation combinatoire peuvent étre retrou-
vés dans [27]. (Voir chapitre 1 pour quelques résultats.)

Maintenant, grace aux résultats de [27], on sait que 1'on peut ré-
soudre avec un algorithme polynomial le probleme de trouver un stable
de poids maximum, s’il existe un algorithme polynomial de séparation
pour ’enveloppe convexe du polytope des stables d’un graphe ¢-parfait.
Ainsi on a besoin d’un algorithme polynémial pour le probleme suivant :

Soient un graphe GG = (VG, AG), =z € IRKG et A la matrice d’inci-
dence de . On veut décider si

z(C) < €I=L " pour tout trou impair C' de G,

ou bien trouver une contrainte violée.

L’algorithme suivant est bien connu et peut étre retrouvé, par exemple,

dans [23]:

1. vérifiez d’abord que Az < 1; si une des contraintes est violée,
c’est fini;

2. sinon, il faut vérifier les contraintes de trou impair. Il n’est pas
difficile de voir que pour z > 0 satisfaisant Az < 1 les deux
systemes suivants sont équivalents:

£0) < |0|2_1

[(C) > 1, C trou impair (arétes), (3.4)

, C trou impair (sommets), (3.3)

oul € IRﬁG est défini comme [ = 1 — Az, on dira que [, est la
longueur de 'aréte e;

(En effet, (3.4) est équivalent a

(1—AC) > 1 —

|IC|—Az(C) > 1 —
Az(C) < [O]=1 —
(o) < 21
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3. maintenant pour vérifier (3.4), on construit un nouveau graphe H
a partir de (¢ de la facon suivante. Pour chaque sommet v € VG,
on crée deux sommets uy et u_, et pour toute ¢ = {uv} € AG,
on crée des arétes {uyv_} et {u_vy}, de longueur ..

Les trous impairs C' de G correspondent a des chaines dans H de
uy a u_ pour un sommet u de GG. Donc, trouver un trou impair
C qui viole (3.3) est équivalent & trouver une chaine de de uy a
u_ de longueur inférieure a 1 pour un sommet u. Ceci peut étre
fait en temps polynomial, avec un algorithme de la plus courte
chaine (par exemple, voir [9]).

Comme résultat final :

Théoreme 3.7 [23] Le probléme de trouver un stable de poids maxi-
mum dans un graphe t-parfait peut étre résolu en temps polynomial. 0O

Pour les graphes h-parfaits il existe aussi des algorithmes pour trou-
ver un ensemble de poids maximum [28, 29, 46], mais ils sont moins
évidents que celui présenté pour les graphes t-parfaits.

Grotschel, Lovasz et Schrijver donnent en [28] une relaxation du
polytope des stables d’un graphe (G, en utilisant des inéquations qua-
dratiques (orthogonales) qui définissent un ensemble convexe. Plus pré-
cisément :

Soit G = (VG, AG) un graphe. Une représentation orthonormale de
G dans IR" est une séquence (u, : v € V@) tel que u, € R, ||u,]| =1
pour tout v € VG, et u,u,, = 0 pour toute paire vw de sommets non-
adjacents. Soit « : VG — IR4 une fonction de poids sur VG, On défini

)7

Ly

(G x) ;== mi
(G10) 1= min{ g 0
ot le minimum est pris sur tous les vecteurs ¢ avec ||c|]| = 1 et toutes les
représentations orthonormales (u,) de G. (Pour le cas de x, = 1, cette
fonction () a été introduite par Lovasz pour estimer la capacité de
Shannon d’un graphe [44].)
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Pour un graphe GG on défini aussi ’ensemble
TH(G):={r e RVGy : 0(G;z) < 1}.

Soient St((G') I'enveloppe convexe des vecteurs caractéristiques des sta-
bles de GG, St K () le polytope défini par les contraintes de non-négativi-
té et de clique, et StT(() le polytope défini par les contraintes de non-
négativité et de trou. Alors, les deux résultats suivants sont prouvés

dans [28].
Théoréeme 3.8 St(G) CTH(G) C StK(G). a

Théoreme 3.9 Le probléeme faible d’optimisation pour TH(G) peut
étre résolu en temps polynomial. O

Ces deux résultats impliquent le théoreme suivant en utilisant ces
résultats.

Théoréme 3.10 [28] Il existe un algorithme en temps polynomial pour
le probleme de trouver un stable de poids maximum dans un graphe h-
parfait.

Dém. : Si un graphe (i est h-parfait, alors St(G) = StK(G)N StT(G)
et St(G) = TH(G) N StT(G). En utilisant les théoremes 3.7 et 3.9, il
est possible de résoudre le probleme faible pour TH(G) et StT(G), et,
grace au corollaire 3.4 de [27], ce probleme peut aussi étre résolu pour
leur intersection. Le théoreme 1.7 implique que le probleme original
d’optimisation peut étre résolu en temps polynémial. O

Dans [46] une autre démonstration des théoremes 3.7 et 3.10 est
donnée, en utilisant une méthode de projection. L’idée est que la pro-
jection dun polytope peut avoir plus de facettes que le polytope lui-
meéme. Cette remarque suggere que méme si P a un nombre exponentiel
de facettes, on peut peut-étre le représenter comme la projection d’un
polytope (), dans une dimension supérieur a celle de P.
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Lovasz et Schrijver donnent un procédé général pour créer de tels
«liftings», basé sur la méthode de représentation orthonormale. Ils re-
présentent un sous-ensemble pouvant étre une solution non par son
vecteur caractéristique v, mais par la matrice vo? ; ils transforment un
programme linéaire {0, 1} & n variables en un programme a n? variables,
et ensuite le projettent sur 'espace de dimension n de facon a ce que
des plans de coupes soient introduits dans le systeme.

En appliquant cette méthode au polytope des stables, le résultat
obtenu est que, si le graphe est parfait, ¢- ou h-parfait, alors le probleme
de trouver un stable de poids maximum peut étre résolu en temps
polynémial.

3.3 Etude de quelques classes

On présentera maintenant quelques classes de graphes t- et h-parfaits,
et des caractérisations de ces graphes dans des classes particulieres. La
caractérisation la plus complete des graphes t-parfaits au moment de
la rédaction de ce travail a été faite par Gerards [24]. Il montre qu’un
graphe qui n’a pas de sous-graphe partiel homéomorphe a un K4, dont
les cycles correspondants aux triangles sont impairs, est t-parfait. Les
résultats antérieurs a [24] méritent aussi d’étre présentés.

3.3.1 Résultats connus
Graphes composés

Une des classes la plus simple de graphes h-parfaits est celle des
graphes bipartis. Grace a la forme de sa matrice d’incidence (qui est to-
talement unimodulaire), le fait que le polytope des stables d’un graphe
biparti est entier est un résultat assez simple et connu (voir par exemple
55))

A partir de cette classe, une autre classe a été découverte, celle des
graphes obtenus par ’identification des sommets d’un graphe biparti.
Soit G = (V4, Vo, AG) un graphe biparti et b, ¢ deux sommets de ¢ non-
adjacents. Si 'on élimine b et ¢ de G et que 1’on rajoute un nouveau
sommet a, qui aura comme voisinage 1'union des voisinages de b et c,
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le résultat est un nouveau graphe G = (VG, AG), qui est le graphe
obtenu de & par identification de b et ¢. Cette classe peut aussi étre
définie comme la classe des graphes pour lesquels il existe un sommet
u contenu dans tout cycle impair.

Fonlupt et Uhry ont prouvé le résultat suivant :

Théoréeme 3.11 [14] Un graphe obtenu par identification de deux som-
mets non-adjacents d’un graphe biparti est h-parfait. O

Sbihi et Uhry étendent ce résultat en prouvant :

Théoreme 3.12 Soit G = (VG, AG) un graphe h-parfait et a € VG
avec exactement deux voisins b et ¢. Si b et ¢ ne sont pas adjacents,
alors le graphe obtenu de GG en éliminant a et identifiant b et ¢ est
aussi h-parfait. O

L’opération de composition suivante a été introduite dans [54], et
augmente la classe des graphes h-parfaits. Soit G = (VG, AG) un
graphe, a,b € VG et G = (V{, V], AG") un graphe biparti. Soit
G* = (VG*, AG™) le graphe résultant d’une des opérations suivantes:

i. si a,b sont adjacents, on identifie a et b avec deux sommets adja-
cents en (¢, en éliminant I'aréte double;

ii. si a,b ne sont pas adjacents et sont relié par une chaine induite
paire, on identifie a et b avec deux sommets non-adjacents en G’
et appartenant I'un a V] et 'autre a V}, et on enleve la chaine;

iil. si a,b ne sont pas adjacents et sont relié par une chaine induite
impaire, on identifie a et b avec deux sommets non-adjacents soit
en V| soit en V), et on enleve la chaine;

Remarquons que (ii) n’exclue pas (iii) et vice-versa.

Shihi et Uhry utilisent l'opération inverse de la composition utilisée
pour construire un graphe G* a partir d’un graphe G h-parfait et un
graphe biparti G', pour trouver un ensemble de poids maximum dans
(7, et montrer le résultat suivant:

Théoreme 3.13 [54] Si G est h-parfait, alors G* est h-parfait. 0
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Graphes série-paralleles

Une autre classe des graphes t-parfaits est celle des graphes série-
paralleles [6]. Un graphe G est série-paralléle il ne contient pas de sous-
graphe partiel homéomorphe a un Ky. Un graphe série-parallele sans
point d’articulation peut étre aussi vu comme le résultat de subdivisions
et doublement d’arétes a partir d’une aréte double (d’ou le nom série-
parallele).

Boulala et Uhry donnent en [6] un algorithme polynémial qui trouve
le stable de poids maximum, et démontrent la conjecture proposée par

Chvatal [8] en 1975:

Théoreme 3.14 Si (' est un graphe série-paralléle, alors G est t-
parfait. O

Graphes sans K, impair

Dans [24], Gerards prouve un résultat plus général, qui est basé sur
la notion de K4 impair. Un K impair est un sous-graphe partiel de ¢
homéomorphe a un Ky, dans lequel tous les triangles correspondent a
des cycles impairs (voir fig. 3.2), les lignes en pointillés sont des chaines
disjointes, sauf pour leurs extrémités, et le mot «impair» indique que
la face correspondante est un cycle impair).

Fic. 3.2 - Ky impair

En utilisant une facon de décomposer les graphes qui n’ont pas de
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K4 impair, il prouve le résultat suivant :

Théoréme 3.15 [24] Si G ne contient pas de Ky impair, alors G est
t-parfait. O

Gerards présente aussi un algorithme, qui utilise cette décomposi-
tion pour trouver un stable de poids maximum dans un graphe sans Ky
impair. De plus, il montre aussi le résultat suivant :

Théoreme 3.16 Si (G ne contient pas de K4 impair, alors le systéeme
qui défini son polytope des stables est totalement dualement intégral.
O

Le théoreme 3.15 n’est pourtant pas une caractérisation complete
des graphes t-parfaits, puisque, par exemple, le graphe donné fig. 3.3
est un Ky impair ¢-parfait. On montrera une caractériseration des Ky
impairs qui sont t-parfaits dans la sous-section 3.3.2.

Fic. 3.3 - Ky impair t-parfait

Motivé par ce résultat, Shepherd introduit le concept de graphe
super t-parfait: Un graphe G' est super t-parfait si tout sous-graphe
partiel de (G est t-parfait. Remarquons que cette classe contient tous les
graphes qui n’ont pas de K4 impair, mais elle en contient aussi quelques
uns qui ont des Ky impair t-parfaits, appelés Ky impairs courts (on les
verra dans la sous-section 3.3.2). Avec ces définitions Shepherd prouve:

Théoréme 3.17 [67] G est super t-parfail si et seulement si, soit G
ne contient pas de K4 impair, soit il contient seulement des K4 impairs
courts. g
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Complément des graphes adjoints

Dans la classe des graphes qui sont des compléments de graphes
adjoints, Shepherd [66] caractérise ceux qui sont h-parfaits, puisque il
y a des graphes dans cette classe qui n’ont pas cette propriété. Par
exemple la roue a 5 sommets est le complément d’'un graphe adjoint,
mais elle n’est pas h-parfait, comme on a vu dans la démonstration du
fait 3.3. Pour énoncer son résultat, on a besoin d’une nouvelle définition.

Dans un graphe G, soit {C1,...,Cx} une famille d’ensembles de
sommets disjoints deux a deux, tels que toutes les arétes entre des
différents C; existent. Le joint de ces ensembles est I'inéquation

k 1 c
Y e < 1.
;a(@)

Le résultat de Shepherd est le suivant:

Théoréme 3.18 [66] Si G est le complément d’un graphe adjoint,
alors toute facette différente dune contrainte de non-négativité est don-
née comme le joint d’une clique avec des anti-trous. O

De ce résultat il s’ensuit :

Corollaire 3.19 [66] Si G est le complément d’un graphe adjoint, alors
G est h-parfait si et seulement s’il ne contient pas de roue a 5 sommets
et pas d’anti-trou impair a plus de 7 sommets.

Dém. : Le joint d’une clique avec un anti-trou impair est toujours
différent des facettes d’'un graphe h-parfait, sauf s’il s’agit d’un joint
simple {C'}, ou ' est une clique, ou d'un Cs, qui est un trou et un
anti-trou au méme temps.

Donc, si GG ne contient pas de joint d’'un sommet et d’un trou a 5
sommets, dont le résultat est une roue, et pas d’anti-trou a plus de 7
sommets, grace au théoreme 3.18, on conclut que GG est h-parfait. O
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3.3.2 Caractérisation des K, impairs

Comme on a vu précédemment, la caractérisation donnée par le
théoreme 3.15 n’est pas complete, puisqu’il existe des Ky impairs qui
sont t-parfaits et ne doivent pas étre exclus.

On montrera quels sont les K4 impairs qui sont ¢-parfaits. Le résultat
lui-méme nous a été communiqué par Gerards. Ici nous présentons notre
maniere de vérifier ce résultat.

On donnera d’abord quelques notations. On notera P (I, resp.), une
chaine qui a un nombre pair (impair, resp.) d’arétes entre ses extré-
mités ; on notera [[.J] ’ensemble de sommets dans la chaine reliant les
sommets [ et J, sans [ et J; et z[[J] dénotera 3=, 1) o

Les K, impairs non {-parfaits

On va considérer 3 cas, selon la parité des chaines qui composent
les circuits impairs.

On va montrer que le polytope des stables d’'un graphe GG qui est un
K4 impair est strictement contenu dans P (). Le procédé est toujours
le méme: pour ce graphe (G on obtient a partir des inéquations de trou
et d’aréte une inéquation a des coefficients entiers, dont le membre
de droite est non-entier et peut étre arrondit. L’inégalité obtenu reste
valide pour les points entiers de P((G'), mais cette nouvelle inéquation
sépare un point fractionnaire de P((G) du polytope des stables de G.
Cette inéquation est donc nécessaire a la description du polytope des
stables de (&, sans étre une inéquation de non-négativité, d’aréte ou de
trou impair.

Premier cas. Soit G un Ky impair, dont les 6 chaines entre les sommets
de degré 3 ont un nombre impair d’arétes.
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2 | 3

Fic. 3.4 - Premier cas de K4 itmpair non t-parfait

Dans ce cas, on somme les inéquations de trou suivantes

3+ |[12]] + [[24]] + [[14]] — 1
3+ |[14]] + |[324]| + 3] - 1
3+ |[12]] + |[223]| + 3] - 1
3+ (23] + [324] +1[24]] — 1

1+ 2[12] + 29 + 2[24] + 24 + 2[14] <

x1 + 2[13] + 25 + 2[34] + 24 + 2[14] <

x1+ 2[12] + 29 + 2[23] + 25 + 2[13] <

To + x[23] + x5 + [34] + 24 + 2[24] <

avec I'inéquation suivante, qui résulte de la somme de quelques inéqua-
tion d’aréte

I
x[[J]ﬁ@, 1<T<J<4.

Ceci nous donne

314 3x2 + 323+ 32, +3 D, [[J]<4+3 D ——.

1<I<J<4 1<I<J<4
Et on divise I'inéquation par 3:
21+ 29+ a5+ a4+ Z z[1J] < 4/3 + Z —.
1<I<J<4 1<I<J<4
En arrondissant les deux cotés, nous obtenons

Tt tastaa+ Y, w[[J]<1+ > =

1<I<J<4 1<I<J<4
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Celle-ci est une inéquation valide pour tous les points entiers de
P(G). Mais on peut donner un point fractionnaire y qui est dans P((),
et qui ne satisfait pas cette inéquation. Soit y; = 1/3, si ¢ € {1,2,3,4},
et y, € {1/3,2/3}, pour v € VG — {1,2,3,4}, de facon a ce que
Y. = 1 —y,, pour chaque aréte {u,v}, quand cela est possible, en
respectant les contraintes d’aréte. On peut facilement vérifier que y €
P(G).

Pour y la valeur du membre de gauche de cette inéquation est 4/3 +
D oi<lc<d HIQ—JH, qui est strictement plus grand que la valeur du membre
de droite. Cette inéquation sépare y du polytope des stables G et elle
est donc nécessaire a la description du polytope des stables de ce K,
impair. Ceci prouve que (i n’est pas t-parfait.

Deuzieme cas. Soit G un K4 impair dont les chaines entre les sommets
let2,1et3, 2et3ont un nombre impair d’arétes, et les autres en ont
un nombre pair.

FiG. 3.5 - Deuzieme et troisieme cas de Ky impair non t-parfait

Troisieme cas. Soit GG le K dont les chaines ont les parités indiquées
dans la fig. 3.5, avec la propriété que la chaine entre les sommets 1 et
3 a au moins 3 arétes.

Les vérifications de ces deux cas sont similaires a celle du premier
cas, et peuvent étre retrouvées en détails dans "annexe C

Le K, impair {-parfait

Proposition 3.20 Soit G un K4 impair de la forme de celui présenté
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au troisieme cas, mais qui a exactement une aréete entre les sommets 1
et 3, et une entre les sommets 2 et 4. G est t-parfait.

1
P »
2 P 3

Fic. 3.6 - Ky impair t-parfait

Dém. : Supposons par I'absurde, qu’il existe un sommet fractionnaire
y de P(G'). Alors toutes les composantes de y sont fractionnaires. En
effet, s’il y a une composante y, = 0, alors y restreint au graphe G' =
G[VG —v] est un sommet de P(G"). Comme G’ est t-parfait, puisqu’il
ne contient pas de K, impair, y est entier, et ceci est une contradiction.
S’il y a une composante y, = 1, alors y, = 0 pour tout voisin u de v,
et ceci n’est pas possible.

Donc y satisfait seulement des contraintes de trou et d’arétes avec
égalité, et comme P((G) est de dimension |V G|, y doit satisfaire |V G|
inéquations.

Soit S un stable construit de la facon suivante: si la chaine entre les
sommets 1 et 2 est {al,az, ..., a2}, on prendra pour S les sommets

a;, 1 impair, et de méme pour les autres chaines, de facon a ce que
|[12]]+1 14)[41 | |[34]]+1 23)|4+1
15| = | 4 ]I 4 ]I 4 ]I

On aﬂirme que X satlsfalt avec egahte toutes les inéquations d’aréte
et de trou, sauf les contraintes x; + a3 < 1 et 3 + x4 < 1. En effet,
on observe que x° satisfait avec égalité les contraintes d’aréte, puisque
I’on a mis dans S une extrémité de chaque aréte de (&, exception faite
pour les arétes {13} et {24}. Pour les trous impairs, on peut vérifier
facilement que x° sature tout trou impair. Par exemple, pour le trou

C ={1,[12],2,4,[14]},

L2 +1 4+t jef-1

S —
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Remarquons que le sommet y satisfait avec égalité une inéquation
parmix;+x3 < 1et xg4a4 < 1. Sinon, 'ensemble de contraintes serrées
pour y serait contenu dans celui que défini x°, et cela impliquerait que
y n’est pas un sommet de P(().

Sans perte de généralité, on suppose que ys +y4 = 1. On va compter
le nombre des contraintes possiblement serrées pour y.

Considérons les inéquations de trou suivantes:

12]] + |[24
x1+x[12]+$2+$4+x[14]§1+w
23]| + |[34
x2‘|’$[23]+x3—|—x[34]—|-:1;4§1+w'

Elles sont associées aux trous que recouvrent toutes les arétes, sauf
{13}, et leur intersection est I'aréte {24}. Il suffit donc de compter le
nombre des contraintes possiblement serrées dans ces deux trous et de
rajouter les contraintes de trou et la contrainte x; + x3 < 1.

Dans le trou {1, [12],2,4,[41]}, il y a au plus 1—I—W contraintes
d’aréte serrées disjointes, sinon ceci nous donnerait qu’il existe une
variable zéro, contredisant le fait que y soit fractionnaire. Le nombre
maximum de contraintes d’aréte serrées est donc |[12]]|+|[14]|, y compris
la contrainte x5 + x4 = 1. De méme, le cycle {2,[23],3,[34],4} contient
au plus |[23]| + |[34]| contraintes d’aréte serrées, y compris xg + x4 = 1.
On peut avoir aussi les inéquations de trou et l'inéquation z; + x5 < 1
satisfaites avec égalité, le résultat final est

020 + |[14]] + 23] + [[34]] — 1 + 4+ 1
= 112)] + 14|+ [[23]] + 1[34]] + 4
- |va).

Il s’ensuit que y satisfait avec égalité toutes ces contraintes.

On remarque pourtant que ’ensemble des 4 inéquations de trou
et des contraintes x; + x5 < 1, x5 + x4 < 1 n’est pas linéairement
indépendant. En effet, considérons les inéquations serrées

[[12]] + [[14]]

r1 4 z[12] + s+ + 2[4 < 1+ 5

(3.5)
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3411 + [[14]]

1+ a3+ 2[34) +ag + 2[14] < 14 5 (3.6)
12 23

1+ 2[12] + a9 + 2[23] + 23 < 1—I—W 3.7)

rp+rs <1 (3.8)

oty <1 (3.9)

Maintenant on vérifie que la quatrieme inéquation de trou peut étre
obtenue a partir de cet ensemble.

v+ 2[23] + s 4 2[34] + a4 =
12]] 4 |[2
(3.6)(5.7 HH;J F1— (2 +2[12]) +

(23] + 13411 [12]] + [[24]]

|[14]] + [[34]]
2

_ 14 . 5 + 1 — (221 + 2[12]
+a3 + x[14])
. 23] + [[34
(25) 1+W—(m1+x3)+($2+x4)
o 23| + |[34
(38&39) 1+ W

Ainsi, on observe que le systeme d’inéquations qui définit y n’est
pas linéairement indépendant, mais ceci est absurde, puisque 'on a
supposé que y est un sommet de P(G). Il n’y a donc pas de sommet
fractionnaire dans P (), et (i est t-parfait. 0

3.3.3 Graphes adjoints

On présente ici un résultat qui caractérise les graphes h-parfaits
dans la classe de graphes adjoints. Pour cela, il nous faut quelques
définitions de la théorie des couplages. Une oreille (impaire) d’un graphe
G, relative a un sous-graphe (' de G, est une chaine (de longueur
impaire) avec seulement ses extrémités dans G’ ; 'oreille est dite ouverte
si ses extrémités sont différentes. Un graphe G est hypocouplable si G—v
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contient un couplage parfait pour tout v € GG. Lovéasz et Plummer ont
montré le résultat suivant.

Théoreme 3.21 [45] Un graphe G est hypocouplable si et seulement
st G peut étre décomposé comme Py + Py + ...+ P, ou Py est un cycle
impair, et P; est une oreille impaire pour tout 1. O

On utilisera ce résultat pour montrer le suivant.

Proposition 3.22 Soit G un graphe simple. Les affirmations suivantes
sont €quivalentes :

(i) le graphe adjoint L(G) de G est h-parfait;

(i) les seuls sous-graphes hypocouplables de G sont les trous impairs ;
(iii) G' ne contient pas de cycle impair avec une oreille ouverte comme
sous-graphe induit.

Dém. : Il est facile de voir qu’il y a une correspondance entre les stables
dans L(G) et les couplages dans (. Ainsi le polytope des stables de L(()
est égal au polytope des couplages de G [10]:

z(6(v)) < 1, pour tout v € VG, (3.10)
[S]—1

H(B(S) <

X

, pour tout S C VG hypocouplable (3.11)

Y

0.

ou E(S) est 'ensemble d’arétes de FG qui ont les deux extrémités dans

S.

Les inéquations d’étoile (3.10) correspondent aux inéquations de
clique et d’aréte pour P(L(()). Pour que L(() soit h-parfait, il faut
donc que les inéquations (3.11) correspondent exactement aux inéqua-
tions de trou. Comme le graphe adjoint d’un graphe hypocouplable H
est un trou impair si et seulement si H est un trou impair, on voit
I’équivalence des affirmations. O

Une caractérisation plus précise est donnée par le résultat suivant.

Corollaire 3.23 Si GG est le graphe adjoint d’un graphe simple, alors
G est h-parfait si et seulement si G ne contient pas la configuration
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montrée par fig. 3.7 comme sous-graphe induit, ou P; est la chaine
entre e; et f; qui ne passe pas par e;, j # 1, |Ps| est impaire, |Py| et
| Py| sont paires, et Py, Py et P3 sont mutuellement disjoints.

=]

Fia. 3.7 - Configuration interdite dans les graphes adjoints h-parfaits

Dém. : Le graphe adjoint d’un cycle impair avec une oreille impaire
ouverte est exactement la configuration donnée par fig. 3.7. En utilisant
la proposition 3.22, on obtient la conclusion désirée. O

3.3.4 Graphes bipartis plus un triangle

On va maintenant étudier la classe de graphes bipartis plus un tri-
angle, gbipA. Un graphe G appartient a gbipA s’il y a trois arétes
qui forment un triangle, dont 1’élimination rend le graphe biparti. Pour
cette classe, on a le résultat suivant :

Proposition 3.24 Soit G un graphe dans gbipA. G est t-parfait si
et seulement si G ne contient pas de K4 impair non t-parfait comme
sous-graphe partiel.

Dém. : 5i (¢ ne contient pas de K4 impair, alors, par le théoreme 3.15,
G est t-parfait.

Supposons donc que G ait un K, impair comme sous-graphe partiel.
Comme dans le iy impair les chalnes entre les sommets de degré 3 sont
mutuellement disjointes, dans ' un de 4 cycles impairs est le triangle
T = {a,b,c}, dont I'élimination des arétes rend le graphe biparti. On a
les configurations possibles pour le K, impair données par fig. 3.8, ou
[ (P resp.) indique une chaine de longueur impaire (paire resp.), et les
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b c b c

Fic. 3.8 - Ky impairs possibles

lignes en gras correspondent a des arétes. Remarquons que ces deux Ky
impairs ne sont pas t-parfaits.

Une aréte e est traversante si e a ses extrémités en deux chaines
distinctes du K4 impair. On présentera un méthode pour trouver, a
partir d’'un K4 impair, un autre qui a moins d’arétes traversantes; ceci
nous permettra d’obtenir en temps polynémial un K, impair comme
sous-graphe induit.

On décrira un K4 impair par ses 4 sommets de degré 3. Soit abed
un K, impair avec une aréte traversante e = {xy}, telle que z est sur
la chaine entre a et d, sans perte de généralité, et y est sur la chaine
entre ¢ et d, y # d, de facon a ce que x soit le sommet plus proche de
a parmi toutes les paires des sommets xy qui satisfont les conditions
mentionnées (voir fig. 3.9).

b

Fic. 3.9 - Aréte traversante dans un Ky impair

Il n’est pas difficile de voir que abex défini un K4 impair qui n’utilise
pas la chaine entre les sommets d et y. En effet, comme le graphe est
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dans gbipA, les parités des chaines entre les sommets a,x et b, x et
¢,z sont égales, et cela implique qu’il s’agit d’'un Ky impair. En plus, le
K4 impair aber a moins d’arétes traversantes, puisqu’il est strictement
contenu dans le K impair abed.

Ainsi, si (¢ contient un A4 impair non ¢-parfait comme sous-graphe
partiel, alors (G contient un A4 impair non ¢-parfait comme sous-graphe
induit, et ceci implique que G n’est pas t-parfait. O

3.4 Coloration des graphes t-parfaits et /-
parfaits

Plusieurs problemes pratiques peuvent étre vus comme des pro-
blemes de coloration des sommets d’un graphe, c’est-a-dire, des va-
riantes du probleme de trouver un recouvrement des sommets d’un
graphe par des stables. Trouver le nombre chromatique y(G') revient a
trouver la taille minimum d’un tel recouvrement, et c’est ce probleme
que nous traitons maintenant.

La coloration des sommets d’un graphe, dans le cadre le plus gé-
néral possible, est NP-difficile, et la question, «Un graphe G est-il
k-coloriable 7» pour un k& > 3 fixé, est un probleme de décision NP-
complet [21].

Pour les graphes parfaits, il existe un algorithme polynémial pour
le probleme de coloration, qui utilise ’algorithme de 1’ellipsoide [29],
mais, pour certaines classes de graphes parfaits, ce probleme peut étre
résolu simplement, comme pour les graphes bipartis (résultat facile),
les graphes adjoints de graphes bipartis [36], les graphes triangulés [22],
entre autres.

Le travail qui suit traite le probleme de trouver le nombre chroma-
tique des graphes ¢- et h-parfaits. On étudiera le nombre chromatique
fractionnaire des ces graphes, et on présentera quelques conjectures
concernant y (). Ensuite, nous essayerons d’aborder une de ces conjec-
tures de plusieurs facons, avec des résultats sur des bornes pour x(G)
et, finalement, nous montrerons des classes de graphes qui satisfont
cette conjecture.
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3.4.1 Conjectures

Le probleme de la coloration peut étre abordé par une analyse po-
lyédrale de la facon suivante:

min ly = y(G)
> ysx” >1, pour tout v € VG, (3.12)
vES,Sstable
ys > 0, pour tout S stable, (3.13)
ys entier, pour tout S stable. (3.14)

Les inégalités (3.12) nous disent que y est un packing de stables qui
recouvrent les sommets de V(. Si maintenant on considere le méme
programme linéaire sans les contraintes (3.14), alors la valeur mini-
mum correspondra au nombre chromatique fractionnaire y*(G) de G,
et une solution optimale y correspondra a une coloration fractionnaire
de VG. 1l est clair que x*(G) < x(G), et en général ces deux valeurs
sont différentes. Par exemple, le trou a 5 sommets Cy est 3-coloriable,
mais son nombre chromatique fractionnaire est 2,5; on peut voir une
coloration fractionnaire du Cs donnée par la fig. 3.10. Chaque symbole
représente un stable (une couleur), qui participe du packing (3.12) avec

coefficient 1/2.

*

+ A

Fic. 3.10 - Coloration fractionnaire du Cs : chaque «couleur» participe
avee un coefficient de 1/2.
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Le résultat suivant sur la coloration fractionnaire d’un graphe h-
parfait a mené a plusieurs conjectures.

Proposition 3.25 [5/] Si G est h-parfait non-biparti, alors

w(G@), st w(G) > 3,

X(G) = {2+ﬁ, si w(G) = 2.

Dém. : Comme on ’a vu, le probleme de déterminer y*(() peut étre
formulé comme

min ly
> ys > 1, pour tout v € VG,

v€s,s stable
y >0,

dont le programme dual est
max{lz : x € ab(P(G))},

ou ab(P(()) est le polyedre anti-bloquant de P(G). On sait que les
sommets de ab(P(()) correspondent a des inégalités qui définissent
des facettes de P(() (voir chapitre 1), et ainsi,

max{lz : x € ab(P(G))} = max{w(G),2 + ﬁ}

Ceci implique le résultat désiré. O

Dans [54], on trouve une premiere conjecture sur la coloration de
graphes h-parfaits:

Conjecture 3.26 Un graphe G h-parfait est w(G)-coloriable.

Shepherd [65] a restreint cette conjecture pour les graphes ¢-parfaits,
en remarquant que 2 + % <3, pour [ > 1.

Conjecture 3.27 Un graphe t-parfait est 3-coloriable.
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Fic. 3.11 - Le complément du graphe adjoint de H est t-parfait, mais
il n’est pas 3-coloriable

Mais ces conjectures ne sont pas vraies, puisqu’il existe un contre-
exemple, donné par Laurent, Seymour et Schrijver, [38]. Le graphe G
en question est le complément du graphe adjoint du graphe H donné
par la fig. 3.11.

Le graphe (¢ est h-parfait, grace au corollaire 3.18, et w(() est égal
a la cardinalité maximum d’un couplage dans H, c’est-a-dire 3, mais
X((G) est égal a la cardinalité minimum d’un transversal de H, c’est-a-
dire 4.

Shepherd a done posé une nouvelle conjecture [66] :
Conjecture 3.28 Un graphe t-parfait est J-coloriable.

Dans cette section on travaillera sur une généralisation de la conjec-
ture précedente, étendue aux graphes h-parfaits.

Conjecture 3.29 Un graphe G h-parfait est (w(G) 4 1)-coloriable.

3.4.2 Vers la conjecture

On étudiera le probleme de trouver une borne pour le nombre chro-
matique d’un graphe h-parfait. D’abord on généralisera un résultat qui
est présenté dans [54].

Proposition 3.30 Si GG est h-parfait, alors
X(G) S w(@) + 1),

o t(() est le nombre de différentes tailles de trous impairs dans G.
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Dém. : En utilisant le fait 3.2, on sait qu’il existe un stable qui inter-
secte toute solution optimale du programme linéaire

max lz
{:1:(5) <1, S stable,
x>0,

et ainsi, il existe un stable qui intersecte toutes les w((G)-cliques, si
w(G) > 3. En éliminant cet ensemble du graphe, on obtiendra un graphe
G’ qui est h-parfait, et on peut donc reutiliser ce procédé et trouver
un stable dans G’ qui intersecte toute w(G’)-clique, c’est-a-dire, toute
(w(G) — 1)-clique.

On continue jusqu’a ce que le graphe GY résultant des éliminations
successives des stables ait w(GY) = 2. Dans ce cas, le fait 3.2 nous
dit qu’il existe un stable qui intersecte tous les trous de cardinalité
minimum. Si on élimine cet stable, on obtiendra un graphe G* h-parfait,
o H(G*) < t(GY). Cette opération est appliquée jusqu’a obtenir un
graphe biparti.

A la fin, on a trouvé au plus w(G) — 2 + t(G) ensembles stables, et
un graphe biparti pour colorier G; ceci prouve 'affirmation. O

Remarque 3.31 Cette démonstration nous donne un moyen de ré-
duire le probleme de colorier un graphe h-parfait au probleme de co-
lorier un graphe t-parfait sans triangle. Soit f une fonction entiere sur
I’ensemble de graphes, monotone décroissante par rapport a des sous-
graphes induits. Si x(G) < f(G) pour tout graphe G t-parfait sans
triangle, alors x(H) < w(H)+ f(H) — 2, pour tout graphe H h-parfait.

Ainsi, dans la suite on étudiera les graphes ¢t-parfaits sans triangle,
en sachant que, a chaque résultat pour un tel graphe, on a un résultat
pour les graphes h-parfaits.

Pour un graphe G, on note Y = Y () la valeur maximum d’une
variable duale optimale du programme linéaire

max{lz : z € ab(P(G))}.

Proposition 3.32 Soient G un graphe t-parfait sans triangle et S un
stable qui correspond a une variable dans une solution duale optimale

de valeur Y. Si Y > ﬁ — ﬁ, alors le graphe G[V G\ S| est biparti.
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Dém. : Comme S est un stable qui correspond a une variable dans une
solution duale optimale de valeur Y, on sait que

1 11 1 1

Sy, . — - _ S H— _
max{(l—YX )x.anb(P(G))}—Z—I—l Y<2+l l—I—L—Z—I—L.
Donc SN C # ) pour tous les trous impairs C, |C] < 2|L| 4+ 1, et par
conséquent, pour tous les trous impairs de (. O

Comme principale conséquence on obtient les résultats qui suivent :

Théoreme 3.33 Si (i est un graphe t-parfait sans triangle et Y (G) >
T — 1, dlors x(G) < 3. 0
Corollaire 3.34 Si (i est un graphe t-parfait sans triangle et [(G) >

%, alors x(G) < 3.

Dém. : On peut supposer que L(G) < ”2;1, ot n = |VG|. Donc %_% >
n%l. Soit y une solution de base optimale duale. On choisit les indices

de facon a ce que y; > 0 = 1 < n. Alors

" 1
Zyi:2‘|‘7

=1

et
241 244 9n+41 2
VY = max v; Z l Z n=1 _ ( + ) > )
1<i<n n n nn—1)" n-—1
Ainsi les conditions du théoréme sont satisfaites. O

Par rapport a la taille d'un graphe GG h-parfait w(G) 4 1-coloriable,
on peut conclure a partir du dernier résultat que:

Corollaire 3.35 Un graphe G h-parfait tel que |VG| < 6 + w(G) est
(w(G) + 1)-coloriable.

Dém. : 1l suffit de remarquer qu’un graphe ¢-parfait sans triangle avec
au plus 8 sommets est 3-coloriable, en utilisant le théoreme antérieur.
La remarque 3.31 complete la preuve. O
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Maintenant, un autre raisonnement nous permet d’obtenir une borne
plus juste pour le nombre chromatique d’un graphe ¢-parfait sans tri-
angle.

Proposition 3.36 Si GG est un graphe t-parfait sans triangle, alors

X(G) < 10?'7‘/5'-

og 3
Dém. : Grace a la proposition 3.6, on sait qu’il y a un stable S qui
sature chaque Cs et |S| > (0,4)|VG|. Si on élimine ce stable du graphe
et répete l'opération, on peut continuer a trouver des stables et les
éliminer = fois,  jusqu’a  ce que (0,6)" VG| < 1. Ainsi,
r < —logy ¢ |V G|, et on en déduit le résultat. a

Cette derniere proposition mene facilement au corollaire suivant.

Corollaire 3.37 Etant donné 0 < ¢ < 1, on note par G(e) la famille
des graphes h-parfaits G tels que 21(G) + 1 > €|V G|. Alors pour tout
€ > 0 il existe une constante c(€) telle que, pour tout G € G(¢), on a

X(G) < cle).

Dém. : Par le méme raisonnement du résultat antérieur, on remarque
que (0,6)XD72V G| < 20(G) + 1. Ainsi logy ¢ 2/(G) + 1 — log, ¢ |V G| >
X(G). Comme 2[(G) +1 > €[V G|, on obtient que logg € > x(G), c’est-
a-dire, x(G) < logs s L 0

3.4.3 Etudiant la taille des graphes t-parfaits sans
triangle 3-coloriables

Etant donné un graphe G t-parfait sans triangle, on sait que 'on
peut obtenir un stable S qui rencontre chaque trou impair de cardinalité
minimum 2/ + 1. Maintenant on voudrait que cet ensemble S intersecte
tous les trous impairs de cardinalité 2k + 1, ou k € {0,...,(0,3)|VG]|}.
(Notons que 'on exige 0, 3|V G| comme borne supérieure parce que

2.(0,3) VG| +1=0,6|VG| +1>|VG] - |9]
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et ainsi (G ne contient pas de trou impair de cardinalité plus grande que
2.(0,3)|VG| + 1.)

En suivant le raisonnement de la proposition 3.32, on peut étre sir
que S rencontre tous les trous impairs si Y(G) > 1/l —1/L

1 1 1
Y(G) > — > - —
(@) Gy 1 03|VdQ|
et comme on peut supposer que Y (G) > 2|‘-|;g/|17 cela implique que
s 3vVal=3 (3.15)

16

Ainsi si (3.15) est vérifiée, (¢ est 3-coloriable. En considérant (3.15)
comme une borne pour |V G|, il s’ensuit que si |[VG| < 11, et la taille
d’un trou minimum est 5, alors G est 3-coloriable. A partir de (3.15) on
construit le tableau 3.1, qui nous donne le rapport entre |V G| et {(G)
pour un graphe t-parfait sans triangle qui est certainement 3-coloriable.

J[IVaI<
11
16
22
27
33

@OT»-&OJ[\DQ

TAB. 3.1 - Un rapport entre [(G) et |V G| pour un graphe t-parfait sans
triangles 3-coloriable

Comme conclusion, on a le résultat suivant :

Proposition 3.38 Si G est un graphe t-parfait sans triangle, avec
I(G) =2, tel que [VG| <11, alors G est 3-coloriable. O

Maintenant on essaiera d’améliorer la borne «|V G| < 11». On utili-
sera beaucoup le deux prochains lemmes.
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Lemme 3.39 Soient un graphe G' t-parfait sans triangle et contenant
un Cs, S un stable saturant tout Cs, et C' un trou a 7 sommets disjoint
de S. Stv €S, alors v est adjacent a au plus 2 sommets de C', et 57l
y a €galité, alors les 2 voisins de v sont a distance 2 dans C'.

Dém. : En effet, comme (' ne contient pas de triangle et tout C5 est
saturé par 5, la distance entre deux voisins de v ne peut étre ni 1, ni
3 dans C. Si v est adjacent a exactement 2 sommets dans (', alors ils
sont a distance 2. O

Lemme 3.40 Sous les mémes hypothéses du lemme 3.39, C'U S ne
contient pas de trou a 5 sommets.

Dém. : Supposons le contraire, et soit C* = {a,v,b,y,x} un trou a 5
sommets saturé par S, et {a,b} = C* N S (voir fig. 3.12). Comme x et

Fic. 3.12 - Un Cs contenu dans C'U S

y sont des voisins dans C*, et (' ne contient pas de corde, alors zy € C.
Or, v € C, et par le lemme précédent, v est a distance 2 de = et y dans
(', mais ceci est impossible, puisque xy € C'. O

Proposition 3.41 Si GG est un graphe t-parfait sans triangle, avec
I(G) =2, tel que [VG| <13, alors G est 3-coloriable.

Dém. : Si |VG| < 11, alors la proposition 3.38 fournit le résultat. Si
|V G| = 12, alors on ajoute un sommet artificiel au graphe. On montrera
qu’il existe un stable dans G qui intersecte tout trou impair.
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D’apres la proposition 3.6, on sait qu’il existe un stable S tel que
|S| > 6 et S sature chaque Cs, et intersecte tout Cy, Cq et Cys. S’il
existe un trou a 7 sommets disjoint de S, alors, par les lemmes 3.39
et 3.40, on remarque que (G ne contient pas de Cs, et ceci contredit
I’hypothese initiale. Ainsi S rencontre chaque trou impair et G est 3-
coloriable. O

Proposition 3.42 Si GG est un graphe t-parfait sans triangle, avec
I(G) =2, tel que [VG| =14, alors G est 3-coloriable.

Dém. : Toujours par la proposition 3.6, on sait qu’il existe un stable S
associé a une variable yg > 0 optimale pour le programme linéaire qui
donne une coloration fractionnaire, tel que |S| > 6. Comme ys > 0, on
sait que S sature chaque Cs, et intersecte tout Cy, Cyy et Cy3, puisque
VG| =15l <8

Si |S| > 7, alors, grace au lemme 3.40, on conclut que S rencontre
chaque Cs et C7, et c’est fini.

Si |[S| =6, il y peut avoir un trou a 7 sommets C' non intersecté par
S. Soit u = VG — (SUC). Par lemme 3.40, on sait que u est contenu
dans tout Cj (sinon il n’y aurait pas de Cj, contraire a I'hypothese
initiale). Considérons le programme linéaire

max{cx : x € ab(P)} (3.16)
ou 23, s
, siv=u,
C(U) - { 1, sinon.

Les solutions optimales du programme (3.16) sont tous les vecteurs
2
stable dans une solution dual de (3.16) sature les C5 et les C7 qui

ou (' est un C5 ou un C; qui ne contient pas w. Ainsi un

ne contiennent pas u.

En raisonnant de la méme facon que dans la démonstration de la
proposition 3.6, il n’est pas difficile de voir qu’il existe un stable S’
associé a une variable duale ys du programme (3.16) tel que |S'] > 6.
Siu € 5, 5" intersecte tout trou impair; sinon, il y a peut-étre un
trou a 7 sommets C' qui contient w, mais qui est disjoint de S’. Soit

r=VG—(CUS.
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Par le lemme 3.39, les sommets dans VG — ' sont adjacents a au
plus deux sommets dans €', donc le nombre d’arétes entre S” et C'; est
au plus 12, et on sait qu’il existe au moins deux sommets v;,72 = 1,2
dans €' qui ont seulement un voisin w;,7 = 1,2 dans S’. On remplace
w; par v;, obtenant 5;, 1 = 1, 2.

S; intersecte chaque C5 et chaque C'7 qui ne contient pas u, et inter-
secte C'. S’il y a un trou qui est disjoint de 5, il doit contenir le sommet
xr € VG — 5" —w;, qui est adjacent au deux sommets de C' qui sont
voisins de v;, mais, dans ce cas, ces deux sommets sont les seuls voisins
de x, grace au lemme 3.39. Comme |V G| = 14, cette configuration (voir
fig. 3.13) peut exister seulement pour un des sommets vy et vy. Ainsi
ou 57 ou Sy intersecte donc tout trou impair. O

Vo

C
Fic. 3.13 - Un trou a 7 sommets disjoint de S;

Comme remarque, on peut aussi prouver le résultat suivant, qui
concerne maintenant la 4-colorabilité.

Corollaire 3.43 Si GG est un graphe t-parfait sans triangle, tel que
VG| < 28, alors G est J-coloriable.

Dém. : Si |VG| < 14, on sait que GG est 3-coloriable. Dans les autres
cas, 1l suffit de noter qu’il existe un stable S, qui sature tout trou a
5 sommets, tel que |VG| — |S] < 16. On utilise le tableau 3.1 pour
conclure le résultat. O
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3.4.4 Classes qui satisfont la conjecture

Parmi les classes des graphes vus dans la sous-section 3.3, on vou-
drait montrer ici les graphes pour lesquels la conjecture 3.29 est vraie.

>

Comme conséquence directe de la définition, un graphe G h-
parfait sans trou impair est w((G')-coloriable (en fait G est, dans
ce cas, un graphe parfait).

Les graphes bipartis sont trivialement bicoloriable, et il est clair
que le graphe résultant de d’identification de deux sommets non-
adjacents d’un graphe biparti est 3-coloriable.

Un graphe GG résultant de la composition de Shihi et Uhry (voir
sous-section 3.3.1) est w(()+ 1-coloriable, si le graphe initial I’est
aussi, puisqu’il suffit d’étendre les couleurs des sommets a,b a
chaque coté de la bipartition.

Les graphes série-paralelles sont 3-coloriables. A partir de la dé-
finition constructive de ces graphes (subdivision et doublement
d’arétes), on peut facilement donner une 3-coloration a un tel
graphe (i, qui sera donc w((G) ou w(G) 4 l-coloriable, selon la
taille d'une clique maximum (3 ou 2).

En ce qui concerne les graphes sans K4 impair, Catlin [7] a prouvé
que ces graphes sont 3-coloriables (une autre démonstration peut
étre trouvée dans [23]). Et il n’est pas difficile de voir que le
seul Ky impair qui est t-parfait est 3-coloriable. En effet, si on
supprime les deux arétes qui relient les sommets de degré 3, on
aura un cycle pair, que peut étre bicolorié ; en remettant les arétes,
on aura 2 conflits de couleurs, qui peuvent étre résolus en utilisant
une troisieme couleur.

Dans la classe de graphes qui sont des compléments de graphes
adjoints, ceux qui sont h-parfaits satisfont la conjecture 3.29, selon
le résultat suivant.

Proposition 3.44 Si GG est le complément d’un graphe adjoint
et G est h-parfait, alors G est w(G) + 1-coloriable.
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Dém. : Grace a la proposition 3.30, on sait qu’un graphe G h-
parfait peut étre colorié avec w(G) + t(G) couleurs. Un graphe
adjoint a des anti-trous de taille au plus 5, puisque le graphe
donné par fig. 3.14 est une configuration interdite dans un graphe
adjoint et apparait comme sous-graphe induit de 'anti-trou a 7
sommets.

Fic. 3.14 - Sous-graphe interdit pour un graphe adjoint

Ainsi, ' a des trous impairs de taille au plus 5, et cela implique

que G est (w(G) 4 1)-coloriable. O

> Pour les graphes adjoints, on a le résultat de Vizing que nous
montre que tous les graphes dans cette classe satisfont la conjec-
ture en question :

Théoreme 3.45 Si G est un graphe adjoint, alors G est
w(G) + 1-coloriable. O

> Généralisant un peu cette classe, on a la classe des graphes sans
étoile («claw-free»), c’est-a-dire, des graphes ou chaque sommet
n’a pas trois voisins mutuellement non-adjacents. Notons qu’un
graphe sans étoile et sans triangle est constitué d’un seul trou, et
ainsi 3-coloriable. En utilisant la remarque 3.31, on conclut qu’un
graphe (i sans étoile est w((G') + 1-coloriable.

> Les graphes dans la classe gbipA sont 3-coloriables, puisqu’ils

sont dans la classe des graphes sans K impair.
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Chapitre 4

Une hiérarchie des graphes
étudiées

Nous allons maintenant étudier les liens entre les deux sujets precé-
dement exposés dans ce travail. Ce sont les graphes faiblement bipartis
qui jouent le réle de pont entre le probleme du multiflot et la carac-
térisation des graphes t-parfaits, ainsi que les clutters (anti—chai nes)
binaires.

Dans ce chapitre, nous voulons montrer une relation entre ces en-
tités, a travers quelques propriétés équivalentes et des caractérisations
communes. On commencera par la définition des graphes faiblement
bipartis; on présentera une caractérisation de graphes sans K4 impair
qui apparalt a partir d’'une propriété de la matrice d’incidence d’un
graphe ; ensuite, nous étudierons la propriété flot-max coupe-min des
clutters et nous finirons par les relations entre ces sujets.

4.1 Les graphes faiblement bipartis

La définition de ces graphes est donnée par une propriété polyedrale,
comme il a été fait pour les graphes t-parfaits. Un graphe G est faible-
ment biparti si le polyedre F((G) donné a partir des inéquations

{:1;6 >0, pour toute e € EG,
z(C) > 1, pour tout cycle minimal impair C
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est entier, c’est-a-dire, si les sommets de ce polyedre sont des vecteurs
x € {0, 1}FC.

Nous verrons tout au long de ce chapitre des exemples et des caracté-
risations des graphes faiblement bipartis, ainsi que des propriétés équi-
valentes concernant les graphes, les matrices d’incidence de graphes, et
les systemes d’inéquations, et nous expliquerons leurs relations avec les
sujets de cette these.

4.2 La propriété Edmonds-Johnson

Dans [26], Gerards et Schrijver étudient une propriété de matrices,
qui est motivée par la caractérisation d’Edmonds du polytope de cou-
plages [10]. Cette propriété permet de caractériser les graphes sans K,
impair.

On dira qu’une matrice A a m lignes et n colonnes a la propriété
FEdmonds-Johnson si, pour tour choix des vecteurs dy, dz, by, by (de tailles
appropriées), 'enveloppe convexe des solutions entieres de

dl S T S dg, bl S Az S bz, (41)

est obtenue & partir de (4.1) en ajoutant les inéquations, des «coupes
de Gomory»,

cx < |4], (4.2)

ou cx < ¢ est une inéquation valide pour toutes les solutions de (4.1)
et ¢ est entier.

Etant donné un graphe G, si on considere dy =0, dy =1, by =0,
by = 1 et A comme étant la matrice d’incidence de G, alors I'enve-
loppe convexe des solutions entieres de (4.1) correspond au polytope
des stables de . Si A a la propriété Edmonds-Johnson, alors pour
avoir une description du polytope des stables de G, il suffit d’ajou-
ter a (4.1) les inéquations (4.2). Dans ce cas, a quoi correspondent les
inéquations (4.2)7

La proposition suivante, prouvée par Gerards et Schrijver, nous
donne une réponse qui nous mene directement aux graphes t-parfaits.
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Proposition 4.1 [26] Soit un graphe G = (VG, EG), A sa matrice
d’incidence et b € ZF. Alors le systéme

Ax

b
cx |0] (avee Ax < b implique cx < §, ou c est entier),

IA A

a les mémes solutions que le systéme

Az < b (4.3)
z(C) < L@J, C' cycle minimal impair. (4.4)
O

Donc, étant donné un graphe G, si sa matrice d’incidence a la
propriété Edmonds-Johnson, alors G est t-parfait. Le résultat suivant
donne une caractérisation des certaines matrices entieres — comprenant
les matrices d’incidence de graphes — qui ont la propriété Edmonds-
Johnson :

Théoreme 4.2 [26] Une matrice A a composantes entieres telle que
Z|aij| SQ, 1= 1,...,m,
J=1

a la propriété Edmonds-Johnson si et seulement st A ne peut pas étre
transformée en la matrice d’incidence de la clique K4 en utilisant une
suite d’opérations du type :

(i) éliminer ou permuter lignes ou colonnes, ou en multiplier une par
-1

Y

(ii) remplacer la matrice ( ) par la matrice D — fg. O

g
f D
Lopération (ii) est appelée contraction; f est un vecteur-colonne
et g est un vecteur-ligne, de facon a ce que la matrice fg ait la méme
dimension que la matrice D. La matrice d’incidence d’un graphe G peut

étre transformée par (ii) en la matrice du graphe obtenu a partir de G,
par contraction de I'aréte correspondant au vecteur f.
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On peut vérifier aussi qu'une suite d’opérations (i) et (ii) permet de
transformer la matrice d’un graphe G en la matrice d’incidence de Ky,
si G contient un K4 impair. Ainsi, le théoreme 4.2 et la proposition 4.1
fournissent le résultat suivant, déja énoncé (théoreme 3.15):

Théoreme 4.3 [2/] Si un graphe G ne contient pas de K, impair,
alors G est t-parfait. O

4.3 La propriété flot-max coupe-min

Les graphes faiblement bipartis peuvent étre vus comme des graphes
dont ’ensemble des cycles impairs minimaux a des propriétés tres spé-
ciales. Pour mieux étudier ces propriétés, on introduit la notion de
clutter binaire et son bloqueur, et la propriété flot-max coupe-min.

Un clutter (ou une anti-chine) est une famille de sous-ensembles
d’un ensemble fini, ou il n’existe pas deux membres A, B de la famille
tels que A C B. Une anti-chaine F est binaire si, pour tout choix
de Ey, Iy, 53 € F, alors FyAE;/AE3 contient un membre de F. On
notera M (F)la matrice d’incidence de F. Le clutter blogueur de F, noté
b(F((G)), est le clutter constitué des éléments minimaux de ’ensemble
{F : [FNG| > 1, pour tout G € F}. Si F est un clutter, et Z un
ensemble, on définit

F\Z={AcF:ANZ =0}

et F/Z est la famille des membres minimaux de {A — 7 : A € F}.
On appelle ces opérations élimination et contraction, respectivement.
Le mineur d’un clutter F est un clutter qui peut étre obtenu a partir
de F par une suite de contractions et éliminations.

Soit F un clutter; si F # {0}, on dira que F a la propriété Z -flot-
max coupe-min (ou est Mengérien, ou a la propriété flot-max coupe-min
forte) si, pour tout vecteur entier w > 0, les programmes duaux

max{ly : yM(F) <w,y > 0} et min{wz : M(F)x > 1,2 >0} (4.5)

ont des solutions optimales entieres. C’est-a-dire que la cardinalité d’un
w-packing maximum d’éléments de F est égal a la valeur minimum de w
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calculée sur les éléments de b(F). Cette propriété est aussi équivalente
a dire que le systeme

M(F)z>1, 2 >0 (4.6)

est TDIL.

Si F # {0}, on dira que F a la propriété Q_-flot-max coupe-min (ou
la propriété flot-max coupe-min faible) si le probleme de minimisation
de (4.5) a toujours une solution optimale entiere. Ceci implique que le
polyedre donné par les inéquations (4.6) est entier et que ses sommets
sont les vecteurs caractéristiques des éléments de b(F).

Théoreme 4.4 [61] Si un clutter F a la propriété Z ,-flot-maz coupe-
min (Q-flot-max coupe-min, resp.), alors tous ses mineurs ont aussi
cette propriété.

Le rapport entre les clutters binaires et la propriété Z,-flot-max
coupe-min a été étudié par Seymour, qui a trouvé une bonne caracté-
risation pour les clutters Mengeriens:

Théoréme 4.5 [61] Un clutter binaire a la propriété Z, -flot-maz coupe-
min si et seulement s’il ne contient pas Qg comme mineur.
(Qs est le clutter des triangles de Kj.) O

Maintenant, on peut exhiber le clutter qui a un rapport direct avec
les graphes faiblement bipartis: étant donné un graphe G, on définit
F(G) comme étant la famille des cycles minimaux impairs de G. D’une
maniere plus générale, on peut définir F(G) pour un graphe signé. Un
graphe sign€é est une paire (G, R), ou G = (VG,EG) et R C EG, et
les cycles impairs de (G, R) sont les cycles C' de G tels que |C N R| =
1 mod 2.

Remarque 4.6 Pour tout graphe signé (G, R), la famille F(G) forme
un clutter binaire. a

Il est facile de voir que (G est faiblement biparti si et seulement si F
a la propriéte @), -flot-max coupe-min. Ainsi on en déduit que la classe
des graphes faiblement bipartis est fermée sous 'opération de prendre
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de sous-graphes. En ce qui concerne la propriété Z,-flot-max coupe-
min, le théoreme 4.5, appliqué au clutter F(('), donne la caractérisation
suivante :

Corollaire 4.7 [61] Un graphe G ne contient pas de K4 impair si et
seulement si le systéme

{:1;(0) > 1, pour tout cycle mininal impair C',
x. >0, pour toute aréte e

est T'DI. O

Remarquons que ce résultat caractérise d’'une maniere polyedrale
les graphes sans K4 impair. En utilisant les résultats de la section pré-
cédente, on obtient les équivalences suivantes :

Théoreme 4.8 [20, (1] Etant donnés un graphe G et sa matrice d’in-
cidence A, les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) A a la propriété Edmonds-Johnson ;

(ii) le systéme qui décrit F(G) est TDI;

(iii) G' ne contient pas de K4 impair. O

Dans le cas des graphes sans K4 impair, on peut rajouter de plus:

Proposition 4.9 [26, 61] Si G est un graphe qui ne contient pas de
Ky tmpair, alors

(i) G est faiblement biparti;

(ii) G est t-parfait;

(iii) A a la propriété Edmonds-Johnson ;

(iv) le systéeme qui décrit F(G') est TDI. 0

4.4 Quelques relations entre les problemes

On va établir maintenant quelques relations entre les sujets abordés.
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4.4.1 Les graphes faiblement bipartis et les graphes
t-parfaits

D’une part, la proposition 4.9 nous a donné une forte relation entre
les graphes t-parfaits sans K4 impair et les graphes faiblement bipartis.

D’autre part, on a déja rencontré le systeme d’inéquations que
définit un graphe faiblement biparti dans la sous-section 3.2.2. Nous
avons vu l’équivalence entre les deux systemes suivants. Etant donné
un graphe G':

[(C) > 1, pour tout cycle minimal impair C' (arétes) dans G, et

Z(C)ng_l,siAzgl,ZZO,

pour tout cycle minimal impair C' (sommets) dans (7, ou A est la ma-
trice d'incidence de G' et [ =1 — Az.

Ceci nous donne le résultat suivant [25]:

Proposition 4.10 Soit G un graphe ou il existe un sommet z adjacent
a tout autre sommet de G. Si G est faiblement biparti, alors G — z est
t-parfait. O

Une troisieme relation nous est fournie grace au résultat suivant, de

Gerards.

Théoréme 4.11 [25] Soit G un graphe impair sans Ky impair. Le
graphe H, construit a partir de G' en ajoutant un sommet z adjacent a
tout sommet de G, est faiblement biparti. O

Notons que ce théoreme, avec ’équivalence décrite ci-dessus, nous
donne une autre maniere de démontrer le théoreme 4.9. Observons aussi
qu’il nous permet de construire un graphe G faiblement biparti qui n’est
ni t-parfait, ni h-parfait. La fig 4.1 donne un graphe ' construit selon
les hypotheses du théoreme 4.11, mais G n’est pas t-parfait, puisque G
contient un K4 impair non ¢-parfait comme sous-graphe induit.
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K4 pair

Fic. 4.1 - Ezemple d’un graphe faiblement biparti qui n’est pas t-parfait

4.4.2 Les graphes faiblement bipartis et le pro-
bleme du multiflot

D’une certaine facon les graphes faiblement bipartis et le probleme
du multiflot sont tres reliés. On verra que l'on peut caractériser les
graphes faiblement bipartis comme étant les graphes pour lesquels la
condition de coupe (voir sous-section 2.1.2) est suffisante pour ’exis-
tence d’un multiflot dans G, pour certains ensembles d’arétes de de-
mande dans .

Le prochain résultat nous donne exactement cette caractérisation,
a partir du clutter F((), défini dans la sous-section 4.3. Remarquons
que cette caractérisation apparait la premiere fois formulée en termes
de «lifts» de matroides [64]. Pour complétude nous joignons une dé-
monstration.

Proposition 4.12 Soient G un graphe et F' € b(F(G)). G est faible-
ment biparti si et seulement si la condition de coupe est suffisante pour
Uexistence d’un multiflot pour le probléeme (G, F,w), pour toute fonction

w: G —Z,.

Dém. : Soient F' € b(F(G)) et w : EG — Z4 tels que (G, F,w)
satisfait la condition de coupe. Supposons aussi que le polyedre F(G)

est entier et ainsi le minimum de

min{wz : x € F(G)} (4.7)
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est atteint par un élément de b(F((')). Nous démonstrons que la condi-
tion de coupe implique que le minimum est atteint par y*.

En effet, supposons que wy! n’est pas le minimum. Alors, puisque
F(G) est entier, il existe I’ € b(F(G) tel que wy® < wx?. Dans ce

cas,

FI\F FOF!

oV o = o F s o = wy +wy

Si on note D = FAF’ on obtient I'inégalité suivante :

D\F) _ DOF)

w(x w(x < 0.

On peut vérifier que D est un cocycle; donc la condition de coupe
est violée.

Etant donné w : EG — Z,, soit F € b(F(G)) tel que
wx" = minf{wy? : D € b(F(G))}.

Si la condition de coupe est suffisante pour I'existence d’une solu-
tion, et si w la satisfait, on sait qu’il existe un vecteur y* > 0 qui est
une solution du probleme (G, F, w).

On vérifie facilement que y* est aussi une solution réalisable du dual
du probleme (4.7); de plus, comme Y € F(G) et y* et x!" satisfont
les conditions des écarts complémentaires, on en déduit que x* est une
solution optimale du probleme (4.7).

Comme ceci est vrai pour toute fonction w : FG — Z ., on conclut
que F(G) est entier. O

Remarquons que d’apres la démonstration de cette proposition on
obtient 1’équivalence suivante: chercher une solution pour le probleme
du multiflot (G, F, w) équivaut a chercher un packing de circuits impairs
dans le graphe signé (G, F'). Et voila une des clefs de la relation entre les
clutters binaires et les matroides qui sont fluants par rapport a A(cc).

On connait une caractérisation des graphes qui sont fluants par

rapport a (C'C); ce sont ceux qui ne contienent pas K5 comme mineur
(théoreme 2.4). Ainsi on obtient:

Proposition 4.13 [6/] Si un graphe G ne contient pas un K5 comme
mineur, alors G est faiblement biparti. O
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Ce résultat implique la proposition suivante [2]:

Proposition 4.14 Soit G un graphe dans lequel il existe 2 sommets
u,v, tels que G — {u,v} est un graphe biparti. Alors G est faiblement
biparti. O

En revanche, le graphe K5 n’est pas faiblement biparti. L’exemple
illustré dans la fig. 2.2 montre un ensemble F' € b(F(K)) et une fonc-
tion w : EG — Z4, tels que (G, F,w) satisfait la condition de coupe,
mais il n’existe pas de solution pour le probleme du multiflot.

On peut résumer d’une facon les résultats de ce chapitre par la
proposition :

Proposition 4.15 [26, 61] Soit G un graphe sans K, impair et A sa
matrice d’incidence. Alors

(i) G est t-parfait;

(ii) A a la propriété Fdmonds-Johnson ;

(ti1) F(G) a la propriété Z, -flot-max coupe-min ;

(tv) la condition de coupe est suffisante pour Uexistence d’un multiflot

pour le probléme (G, F,w), ou F € b(F(G)). O

On veut compléter maintenant 1’étude de ’hiérarchie des graphes
qui contiennent un K4 impair.

Remarque 4.16 Il est connu que le clutter des cycles impairs d’un
K5 subdivisé (un K5 subdivisé est un graphe obtenu par subdivision
des arétes d'un Ks) a la propriété Q) -flot-max coupe-min, sauf si c’est
le clutter d’un K5 impair. (Un K5 impairest K5 subdivisé, de fagon a ce
que chaque cycle impair original reste impair.) (Pour ceux qui veulent
se convaincre, on peut utiliser [64] and [57].)

D’ailleurs, dans [61], Seymour a conjecturé que si un graphe ne
contient pas de K5 impair comme sous-graphe, alors il est faiblement
biparti.

En utilisant cette remarque, on peut construire un graphe qui n’est
pas fluant par rapport a Acc), mais qui est faiblement biparti et est
t-parfait : soit K le graphe indiqué dans la fig. 4.2. Ce graphe est une
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F1G. 4.2 - K3 : un graphe faiblement biparti et t-parfait qui n'est pas
cycling par rapport a Acc)

subdivision non-impaire d’'un Kjs, et il ne contient pas de K4 impair
non t-parfait comme sous-graphe partiel.

On peut aussi exhiber un graphe qui n’est pas faiblement biparti,
mais qui est t-parfait. Soit K5 le graphe donné par la fig. 4.3, construit
a partir d’'un K impair non t-parfait et d’un nouveau sommet u relié
par des chaines disjointes aux sommets de degré 3 du K, impair. Ce
graphe est un KA’5 impair et contient un seul K impair non ¢-parfait,
celui du départ. En ajoutant I’aréte ab, on obtient un graphe ¢-parfait,
puisque le triangle {a, b, ¢} est saturé par tout stable maximal, et ainsi
Ky satisfait les hypotheses de la proposition 3.5.

N

N
O

Fia. 4.3 - Kg : un graphe t-parfait qui n’est pas faiblement biparti

u

Le diagramme donné par la fig. 4.4 résume maintenant d’une autre
fagon les résultats. On note «fluant (C'C)» la classe des graphes fluants
par rapport a Acey; K pair dénote le graphe résultant de la subdivi-
sion de chaque aréte d'un K5 ; le graphe indiqué comme Ky + z est le
graphe donné par la fig. 4.1.
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FiG. 4.4 - Relations entre les classes de graphes étudiées
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Conclusion

L’optimisation combinatoire est un domaine tres vaste, ou des pro-
blemes tres simples et tres complexes coexistent. Les problemes d’opti-
misation difficiles a résoudre résistent méme a une approche sur leurs
faisabilités, quand on pose la question, «Existe-t-il une solution pour
ce probleme7».

Dans ce travail nous avons traité le probleme de la faisabilité d’un
multiflot, en présentant une nouvelle condition nécessaire et suffisante
pour l'existence d’une solution. Cette condition généralise la condi-
tion de coupe, mais d’'une maniere plus aigué que celle de la condi-
tion (C'C3), puisque les métriques qui sont présentes dans la condition
(CC, Ks, Fr) sont primitives, ce qui ne se passe pas dans le cas de
(CC3).

Nous avons étudié aussi le probleme dual du probleme de multiflot,
celui de packing de métriques. Face a I'impossibilité de dériver automa-
tiquement des théoremes sur le packing entier a partir des théoremes
sur la faisabilité du probleme de multiflot, nous avons caractérisé d’une
autre facon plus directe les classes de matroides pur lequels il existe un
packing entier et demi-entier des métriques C'C', K5, 7. D’une maniere
encore plus précise, nous avons donné une caractérisation complete des
matroides binaires packings, en prouvant pour cela deux nouveaux ré-
sultats sur le matroide R;jg.

Les cycles dans les graphes peuvent jouer un réle important non
seulement pour représenter un multiflot, mais aussi pour définir les
graphes h et t-parfaits. Nous avons donné dans ce document plusieurs
résultats sur la structure de ces graphes et étudié quelques exemples
nouveaux de graphes h-parfaits. Nous avons aussi donné des bornes
pour le nombre chromatique de ces graphes, en montrant que le pro-
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bleme de colorier un graphe h-parfait revient a celui de colorier un
graphe t-parfait sans triangles.

Enfin, nous avons traité la hiérarchie des classes des graphes étudiés,
comprennant les flowings par rapport a Acey et les ¢-parfaits. En utili-
sant d’autres outils de la combinatoire, nous avons délimité les classes et
trouvé des exemples qui montrent les intersections et les non-inclusions
des classes, caractérisant d’une facon claire les rapports existants.

Les sujets abordés sont tres riches en informations et implications,
et les directions de recherche sont variées. Parmi toutes celles-la nous
nous nous intéressons a la caractérisation complete des matroides cy-
clings par rapport a A(gc,r,,). Ceci comporte ’étude de la 2-somme et
des matroides minimaux qui n’ont pas la propriété en question. Nous
espérons en tirer des renseignements plus solides pour avancer dans la
résolution d’une conjecture de Novick et Sebd [50].

D’autre part, les idées apportées pour la coloration de graphes ¢- et
h-parfaits encouragent a aller plus loin dans la direction de la conjecture
de Shepherd [67]. Une approche polyedrale, ot on cherche une fonction
objective qui puisse fournir directement I'existence d’une 3-coloration
de graphes t-parfaits sans triangles, est bien prometteuse. La recherche
d’un algorithme qui soit utilisable dans la pratique pour colorier ces
graphes est aussi motivante.

L’étude des clutters des K5 impairs nous semble étre tres intéres-
sante, surtout pour pouvoir caractériser les graphes faiblement bipartis
et éclaircir plus toutes les relations possibles entre les matroides flowings
par rapport a A(cc), les clutters binaires et les graphes {-parfaits.



123

Annexe A

Présentation de métriques
primitives pour Sy, Ry,
M(Hg), Freo M(K5) et Fre Iy

Proposition A.1 Les matroides Ss, Rio et M(Hg) ne sont pas flo-
wings par rapport a Ajcc i, -

Dém. : Il nous faut montrer qu’il y a des métriques primitives pour
Ss, Ry et M(Hg) qui ne sont pas dans Ayee i, m1-

Soit Ryg représenté par la matrice

1111110000
1110001110
1001101101
061 01011°0T171
0601 01101T11

et soit m = (3,3,1,1,3,1,1,1,1,1). Les égalités suivantes sont des in-
égalités m(C — e) > m(e), serrées pour m:

my = ms+mr+mg Mg=m3+mr+mg M5 = Mg+ Mg+ Mg
My = My + Mg+ Mg Mg = Mg+ M7+ Mg M5 = M4+ M7+ mg
My = M3+ Mg+ Mg Mg =My + Mg+ Mg M5 = M3+ Mg+ Myo.
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Ce systeme a comme solution seulement les vecteurs
(3a,3a,a,a,3a,a,a,a,a,a), a>0,
qui définissent le rayon extréme donné par m, et ainsi on conclut que

m est primitive.

ar la matrice

On représente AG(2,3) p
00010111
001 11010
01 110001
1111111

et soit m = (1,1,1,4,1,1,1,1). Les inégalités m(C — e) < m(e) serrées

b b b b b b b
pour m sont

My =my+mg+my Mg =my +m3+me Mg =mg+ms+ms
My = Mg+ M3+ mg Mg =My + M5+ Mg Mg =Mm3g+ M5+ ms
Mg = e + My + ms.

et ce systeme a comme seules solutions les vecteurs («a, a, a,4a,a,a,a),

a > 0, et ces vecteurs sont des multiples du rayon extréme défini par
m, et cela implique que m est primitive.

Pour le graphe Hg, on utilisera la notation donnée dans la fig. A.1.

d
Fic. A.1- Hg

La métrique m € Az, (Hs) que 'on considérera est la suivante:

3, sizx=a,
m(:z;):{Q, six €{c, e},

sinon.
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Les inégalités m(C' — e) > m(e) qui sont serrées pour m sont les sui-
vantes :

a=biktg =htj+f =btitf =h+d+g,
c=1+4+7 =k4+d =b+h,
e=1-+k =74+d =f+g.

Ce systeme a comme solutions les vecteurs ¢ donnés par

Ja, six = a,
t(z) = {2@, six €{c, e},
lar,  sinon.

ou « > 0, et qui sont des multiples non-négatifs de m, montrant que m
est primitive. ad

Proposition A.2 Les matroides F'r @, M(K5) et Fr @, Fr ne sont pas
flowings par rapport a Ajcc i, Fo1-

Dém. : La fig. A.2 donne F; @, M(Ks5) et F: @, F7, les marqueurs
sont indiqués en pointillé, et soient my : E(Fr @, M(K5)) — Z et
my : E(Fr @, F7) — Z les métriques telles que

4, st € {gvhvivm}v
ml(x): 27 Sil’E{@,f,j,k,l,n,O},
1, sinon,

4, siz € {a,b, e},
mz(l') = 27 sz € {C, d7 fvlvm}v
1

sinon.

Les inégalités m(C' — e) > m(e) qui sont serrées pour my sont les
suivantes :

g =o4+a+c =o+b+d =k+

1 =k4+n =0+

h =l+a+c =l4+b+d =j5+n
=j4+a+c =54+4b+d =0+k =l+n
e =b+a =c+d

f =a+d =b+e.

3



126 ANNEXE A. PRESENTATION DE METRIQUES PRIMITIVES

e f | m
Fic. A.2 - F7@2 M([(5) et F7@2 Fr

Ce systeme a comme solutions les vecteurs qui sont des multiples posi-
tifs de la métrique my, et m; est donc primitive.

Les inégalités m(C — e) > m(e) qui sont serrées pour mgy sont les

suivantes :
a =d+k+h =d+j+1
b =c+k+h =c+j+1
¢ =[f+k+h =f+i+i
[ =1+h =7+k
m =j3+h =14k
j+i=k+nh

Ce systeme a comme solutions les vecteurs qui sont des multiples posi-
tifs de la métrique msy, et my est donc primitive. O
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Annexe B

Vérification du fait que Ry
est flowing par rapport a

A(CC,Ryp)

On continue ici la démonstration du théoreme 2.16. Si |F(p)| = 4,
alors on a les cas suivants:

(a) F(p) ={t,a,b,c}, ou F(p) est un cycle.

On peut supposer que F'(p) = {t, €1, e5,€e9}. Dans ce cas, comme les
cycles qui contiennent ¢ sont des ?-joints, alors les seuls cycles possibles
sont Cy = {t,e3,¢eq,¢7} et Cy = {1, ¢3,¢e4,¢e5}. Les cocycles qui peuvent
empécher C7 sont {eq, €3, €6, €9}, {€1, €5, ¢6,¢7} et {eq, €5, €7, ¢9}, et des
cocycles de taille 6 qui satisfont les hypotheses du lemme 2.17 ou celles
dulemme2.18 ; les cocycles qui peuvent empécher Cy sont {eg, €3, €5, es},
{e3,€e4,€5,e9} et {e1,e4,¢5, €9} et des cocycles de taille 6 qui satisfont
aussi les hypotheses du lemme 2.17 ou celles du lemme 2.18.

Parmi les cas ou p(Dy) = p(D2) = 0, ou Dy peut empécher C; et
Dy peut empécher Cy, et Dy et Dy ne satisfont pas les hypotheses du
lemme 2.21, on a les paires suivantes:

p(elv €2, €6, 69) = p(el, €4, €8, 69) =0,
pler, es, e6,€7) = pleg, es,e5,es5) = 0 et
pleq, €5, e7,e9) = ples, eq, €5,€9) = 0.
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Mais il est facile a voir que

p(elv €2, €g, 69) + p(elv €4, €g, 69) =

p(tv €1, €2, €4, €5, 69) —I_p(tv €1, €5, g, €8, 69) - Qp(t) - 2}7(65) > 07

pler, es, €6, €7) + pleq, €3, €5, €5) =

p(tv €1, €3, €5, €7, 69) + p(tv €1, €5, g, €3, 69) - Qp(t) - 2}7(69) > 0 et

p(€27 €5, €7, 69) + p(€37 €4, €5, 69) =

p(tv €1, €3, €5, €7, 69) + p(tv €1, €2, €4, €5, 69) - 2p(t) - 2p(€1)

et tout cela implique qu’il n’existe pas une paire (Dy, Dy) comme décrite
ci-dessus telle que p(Dy) = p(Dy) = 0. Ainsi, il existe un cycle C;,
i € {1,2,3}, tel que (R0, pc,) satisfait la condition de coupe, et grace
au corollaire 2.23, il satisfait aussi la condition (C'C, Ryg). On peut donc
appliquer la récurrence sur (Rio, pc,) et obtenir le résultat désiré.

(b) F(p) ={t,a,b,c}, ou {a,b,c} est une chaine.

Sans perte de généralité, soit {a,b,c} = {e1,eq,e5}. Dans ce cas,
les cycles possibles contiennent les arétes 2 et 8, et ils sont ('} =
{t,e3,e4,¢e3} et Cy = {t, e3,¢€6,¢7,¢5,€9}. Les cocycles qui peuvent em-
pécher (' sont {eq, €3, €4, €7}, {€2, €4, €6, €3}, {€1, €3, €5, €3}, {€3, €4, €5, €9}
et {e1, eq, €5, €9}, et des cocycles de taille 6 qui satisfont les hypotheses
du lemme 2.17 ou celles du lemme 2.18. Ces cocycles de taille 4 peuvent
empécher aussi le cycle Cy, on peut considérer donc seulement C5.

Les cocycles {eq, €3, €4, €7}, {€1,€3,¢5, €5} et {ea, €4, €6, €5} satisfont
les hypotheses du lemme 2.19, {eq, 4, €5, €9} et {e3, €4, €5, €9} celles du
lemme 2.20 et ils ne peuvent pas empécher (.

Grace au corollaire 2.23 on sait qu'un probleme (Ryq, pc, ), ¢ € {1,2},
satisfaisant la condition de coupe, satisfait aussi la condition (C'C, Ryo),
et on finit ce cas en appliquant la récurrence sur (R, pc, ).

(¢) F(p) = {t,a,b,c}, ou a,bsont adjacentes et ¢ n’est pas adjacente a
{a,b}.

Sans perte de généralité, soit I' = {t, ey, €5, €6}. Comme tout cycle
qui contient ¢ doit contenir ’élément 4, les seuls cycles possibles sont
C1 = {t, ez, e4,e9} et Cy = {t, €3, €4, €3}, puisque on veut C' N F(p) =

{t.
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Les cocycles qui peuvent empécher Cy : {eq, eq, €5, €9}, {€2, €4, €6, €3},
{es,€eq,€5,e9}, {€1,€4,€5,¢€9}, {€2,€5,¢7, €9}, et des cocycles de taille 6
qui satisfont les hypotheses du lemme 2.17 ou celles du lemme 2.18. Les
cocycles qui peuvent empécher Cy sont {ey,es, e5,¢es}, {e2,€4,¢6,¢s},
{es,€eq,€5,e9}, {e3,¢6,¢7, €5}, {€1,¢€4,€s5,€9} et des cocycles de cardina-
lité 6 qui satisfont les conditions du lemme 2.17 ou celles du lemme
2.18.

Il est facile de voir que les cocycles {ey, ey, €6, €5} et {e3, €4, €5,¢9}
satisfont les hypotheses du lemme 2.19, et {e1, €4, €3, €9} satisfait celles
du lemme 2.20. Et il est impossible d’avoir les cas suivants:

p(€17€27€67€9) p(€17€37€57€8) 0,
pler, ez, €6, €9) = ples, es, €7, ¢8) = 0,
plea, es, €7, ¢9) = p(es, e, €7, ¢8) = 0 et
plez, s, €7, €9) = ple, 3,65, €5) = 0,

grace au lemme 2.21. Ainsi il existe un cycle C;, i € {7,2}, pour lequel
(R10, pc,) satisfait la condition de coupe. En utilisant le corollaire 2.23,
on conclut que I'on peut appliquer la récurrence sur ce probleme, et on
finit ce cas.

Si |F(p)| =5, alors on a les cas suivants:

(a) F(p) ={t,a,b,c,d}, ou {a,b,c,d} forment une chaine.

Sans perte de généralité, soit F'(p) = {t, ey, e, €5,€6}. Dans ce cas,
un cycle C' tel que C'N F(p) = {t} doit contenir les arétes 3 et 4, et la
seule possibilité est C' = {{, e3, €4, €s}. Les cocycles qui peuvent empé-
cher C' sont {ey, e3,¢eq4,e7}, {e1, €3, 65, e}, {€a,e4,¢6,¢8}, {€3,€4,¢5, €9}
(mais ces cocycles satisfont les hypotheses du lemme 2.19); aussi les
cocycles {ey, eq, €5, €9} et {es, €6, €7, €3} (qui satisfont les hypotheses du
lemme 2.20), et des cocycles de taille 6 qui satisfont les hypotheses du
lemme 2.17 ou celles du lemme 2.18.

Maintenant, grace au corollaire 2.23, on peut finir la démonstration
en utilisant la récurrence sur (Rio, pc;).

(b) F(p) ={t,a,b,e,d}, ou{a,b,ec, d} forme un cycle.
Sans perte de généralité, soit F'(p) = {t, e1, €2, €4, e5}. Il est facile de
voir que le seul cycle tel que CNF(p) = {t} est C = {t, e3, €6, €7, €5, €9}.
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Les cocycles qui peuvent empécher C sont {ey, €3, €4, e7}, {e1, €3, €5, €3},
{e1, 5, €6, €7}, {€2, €4, €6, €3 }, qui satisfont les conditions du lemme 2.19 ;
les cocycles {e1, e, €6, €9}, {€3,€4,€5,e9}, {€1,€4,¢5, 69}, {€2,€5, €7, €9},
qui satisfont les hypotheses du lemme 2.20, et des cocycles de taille 6,
qui satisfont les conditions du lemme 2.17 ou ou celles du lemme 2.18.

Comme la cardinalité de € est 6, on ne peut pas utiliser le corol-
laire 2.23. Mais on procédera de la méme facon pour prouver que, si
pex? > 0, pour tout cocycle D, alors Mape)pe = 0, pour mep. €
A(Rlo)(Rlo)‘

Remarquons d’abord que

10, si{a,b,c} CC,
si {a,b,e} N C| =2,
si {a,b,e} N C| =1,

sinon.

pcm(a,b,c) Z p(a,b,c) -

%“@JOO

Si {a,b,c} C C, on suppose que {a,b,c} = {er,es, €9}, sans perte
de généralité. Alors

3p(€77 €s, 69) + p(elv €2, € €4, €5, Cq, t) =
= p(t,e1, e, 64,65, €9) + 3p(er, es) + 2p(eg) + ples) + ples)
> 04+6+2+1+1>10.

Si {a,b,¢} N C| = 2, on supposera, sans perte de généralité, que

{a,b,c} = {ey,e3,er}. Alors

3p(er, es, e7) + p(t, 2, €4, €5, €6, €5, €9) =
= p(tv €1, €2, 63) + P(ela €4, €8, 69) + p(elv €5, €6, 67) + 2}?(63, 67)
> 04+24+2+4>8.

Si [{a,b,c} N C| = 1, en supposant sans perte de généralité que

{a,b,c} ={e1,e5,¢9}, on a que

3p(er, es, €9) + p(t, €2, €3, €4, €6, €7, €5) =
= p(t,e1, €2, €, 65,€9) + p(i, €1, €5, €6, €8, €9) + p(t, €1, €3, €5, €7, €9)
—2p(t)
> 0+24+2+422>6.
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Si |{a,b,c} N C| = 0, on supposera sans perte de généralité que

{a,b,c} = {ey,eq,e5}. Alors

3p(er, eq, e5) + p(t, €2, €3, €6, €7, €5, €9) =
= p(t,e1, €2, €4, 65,€9) + p(t, €1, €4, €7) + pleq, €3, €5, €5)
+2p(t, eq, €5, €6) — 2p(t)
> 04+04+24+0+22>4.

On conclut que mp,pc = 0, pour mep.) € A(Rlo)(ﬁ)lo), et on
peut appliquer la récurrence sur (Ryo, pc,).

(a) F(p) = {t,a,b,e,d}, ou {a,b,c} forment une chaine et b n’est pas
adjacente a {a,b, c}.

On peut supposer que F(p) = {t,e1, €2, €5, €9}. Dans ce cas, un cycle
C tel que C'N F(p) = {t} doit contenir les arétes 3 et 8, et le seul pos-
sible est C' = {t, e3, €4, €s}. Les cocycles qui peuvent empécher C' sont
{ea,e3,€4,er}, {e1, €3, €5, €5}, {€2, €4, €6, €3}, qui satisfont les hypotheses
du lemme 2.19; et les cocycles {es, €4, €5,¢e9} et {e1, €4, €5,€9}, qui sa-
tisfont les hypotheses du lemme 2.20; et des cocycles de cardinalité 6
qui satisfont les hypotheses du lemme 2.17 ou celles du lemme 2.18.

En utilisant le corollaire 2.23 on sait que (Ryo, pc, ) satisfait la condi-
tion (C'C, Ryg), et on finit ce cas par récurrence.

Dans les autres cas ou |F(p)| =5, F(p) contient un cocycle. 0
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Annexe C

Deux K, impairs non
t-parfaits

On présente la suite de la caractérisation des K4 impairs non t-
parfaits donnée dans la sous-section 3.3.2

Deuzieme cas. Soit G un K4 impair dont les chaines entre les sommets
let2,1et3, 2et3ont un nombre impair d’arétes, et les autres en ont
un nombre pair.

Fia. C.1 - Deuzxieme cas de Ky impair non t-parfait

Comme précédemment, on somme les quatre inéquations de trou et
les inéquations suivantes, qui sont des sommes d’inéquations d’aréte :

oy +a[14) < M o 9) < 102
vyt [24] < BIH g3 < I
vy + o34 < B gpo3) < 11

v ‘

2
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On obtient I'inéquation suivante:

1<I<J<4
4+ 3/2(|[12]] + [[23]] + |[13]D) +3/2( > [[14]]) +3/2,
=123
et en divisant I'inéquation par 3:

Tt atas+ 2+ Y, z[lJ]<
1<I<J<4

4/3 + 1/2(112)) + |[23]] + [[13])) + 1/2( >_ |[14]]) + 1/2,
=123
On arrondit les deux cotés de I'inéquation, obtenant

Tt artas+2e+ Y, z[lJ]<
1<I<J<4

L+ 172011201+ 12311+ 31D + 120 3 (1241 + 11,

qui est une inéquation valide pour tous les points entiers de P(G). 1l
existe pourtant un point fractionnaire dans P(G) qui est séparé du

polytope des stables de GG par cette inéquation. Soit y; = 1/3, si
i €41,2,3}, ys = 2/3, et y, € {1/3,2/3}, pour v € VG — {1,2,3,4},
de facon a ce que y, = 1 — y, pour chaque aréte {u,v}, quand cela

est possible, en respectant les contraintes d’aréte. On peut vérifier que
y € P(G).

En calculant le membre de gauche de I'inéquation obtenu pour y, on
a 4/3+1/2(1[12]) + 23]+ I[3]]) + L/21(S 1o |14} + 1], qui dépasse
la valeur du membre de droite. Cette inéquation est donc nécessaire a la
description du polytope des stables de GG, pour sépare y de ce polytope.

Troisieme cas. Soit GG le K dont les chaines ont les parités indiquées
fig. C.2, avec la propriété que la chaine entre les sommets 1 et 3 a au
moins 3 arétes. Soit @ le sommet adjacent au sommet 3 sur cette chaine.

Comme dans le cas précédent, on somme les quatre contraintes de
trou et on ajoute a cette somme les inéquations suivantes, qui sont des
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Fia. C.2 - Troisiéme cas de Ky impair non t-parfait

sommes d’inéquations d’aréte:

z1 + 2[12] < |[122]+1 z1 + z[14] < HM%'—H
1+ 2[13] — 2, < @ x3 + z[34] < |[34%|+1
v3 + 2[23] < g4 2[24] < [l
T3+ T4 <1

On obtient

1<I<J<4 1<I<J<4

En divisant par 3:

201 + a0+ 205 +aa+ ., 2[LJ]<T/3+1/2 > |[1J]]],

1<I<J<4 1<I<J<4

et en arrondissant on obtient I'inéquation suivante, qui est valide pour
tout point entier dans P(()

201+ o+ 225 tagt+ Y, [lJ]<241/2 > L]

1<I<J<4 1<I<J<4

Maintenant, on montre un point fractionnaire qui appartient a P((),

et qui ne satisfait pas cette inéquation. Soit y; := 1/3, si ¢ = 2,4,
vy = 2/3,si1 = 1,3, et y, € {1/3,2/3}, pour v € VG — {1,2,3,4},
de facon a ce que y, = 1 — y, pour chaque aréte {u,v}, quand cela

est possible, en respectant les contraintes d’arétes. On peut vérifier que

y € P(G).
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La valeur du membre de gauche de cette inéquation calculée pour y
est T/3 + 1/23 1 <icyes [[IJ]], qui est supérieur a la valeur du membre
de droite. On conclu que le polytope des stables de G est strictement
contenu dans P((), GG n’est donc pas t-parfait. 0
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