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Introduction

L�imagerie m�edicale est devenue un outil essentiel d�aide au diagnostic et

�a la chirurgie� Les techniques d�imagerie sont de plus en plus perfectionn�ees

et aboutissent �a des r�esultats assez spectaculaires� En tomographie� les progr�es

sont surprenants et d�ici peu� nous verrons appara��tre de mani�ere routini�ere

des scanners tridimensionnels� Le principal probl�eme pos�e par cette technique

d�imagerie est la dose que l�on doit injecter au patient� En e�et� cette technique

est bas�ee sur la mesure de l�att�enuation d�un rayon X �a travers un tissu� Plus

la dose est �elev�ee� et en g�en�eral� plus l�information est pr�ecise� Mais� pour des

raisons �evidentes� la dose doit �etre limit�ee et certaines nouvelles techniques en

tomographie sont orient�ees dans cette direction 


� L�utilisation de d�etecteurs ASi �Amorphous Silicium� de tr�es haute r�eso�

lution �plans ou non� et de petite taille �jouant un r�ole important dans

la d�e�nition� permet de limiter la dose d�elivr�ee �a une r�egion d�int�er�et�

Ce type de d�etecteurs peut��etre utilis�e sur la ligne m�edicale de l�ESRF

�European Synchrotron Radiation Facility�� En e�et la source est quasi�

ment mono�energ�etique� conduisant �a un faisceau �etroit ne n�ecessitant pas

de grands d�etecteurs� En outre pour des d�etecteurs plans� la r�esolution

diminue quand la taille cro��t�

� Lors d�un examen m�edical� on est souvent int�eress�e �a ne reconstruire

qu�une partie locale du corps humain� il semble alors raisonnable de ne

pas exposer le reste du corps aux radiations� a�n de diminuer la dose�
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� La diminution du nombre de donn�ees �a traiter entra��ne une diminution

du temps de calcul�

La tomographie consiste �a recueillir des mesures d�att�enuation �projections�

d�un rayon X �a travers un tissu et �a partir de ces projections de reconstruire

la carte de densit�e de ce tissu� En dimension �� �g�en�erer une image �D �a partir

de projections �D�� la reconstruction n�est pas locale� c�est��a�dire que la re�

construction d�une fonction en un point x requiert toutes les projections qui

intersectent le support de la fonction� Ceci signi�e qu�un patient est expos�e �a

une dose relativement importante� m�eme si la zone d�int�er�et est petite� Beau�

coup de travaux sont men�es dans le but de reconstruire localement une r�egion

d�int�er�et �a partir des projections intersectant uniquement cette zone�

Le rapport suit le sch�ema suivant 


� Le premier chapitre consiste en la description du probl�eme de reconstruc�

tion en tomographie�

� Dans le second chapitre� nous d�ecrivons plus particuli�erement le probl�eme

de tomographie locale et nous donnons �egalement un �etat de l�art sur le

sujet� Nous verrons que les techniques les plus performantes conduisent �a

des reconstructions qualitatives� Or dans certains cas� il peut s�av�erer tr�es

int�eressant de disposer des cartes exactes de densit�e� ceci peut servir� par

exemple� �a comparer deux images faites �a des temps di��erents�

� Dans le troisi�eme chapitre� nous pr�esentons notre approche conduisant �a

des reconstructions locales quantitatives� Elle est bas�ee sur l�introduction

d�information a priori �mise en correspondance avec les projections lo�

cales�� Les projections locales sont suppos�ees �a tr�es haute r�esolution� ainsi

la reconstruction d�une image comprend deux r�esolutions di��erentes� une

plus haute r�esolution �etant souhait�ee dan la r�egion d�int�er�et�

� Dans le quatri�eme chapitre� nous abordons la deuxi�eme partie du tra�

vail� qui consiste �a appliquer les techniques d�ondelettes au probl�eme de
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reconstruction locale en tomographie� Dans ce chapitre� nous pr�esentons

rapidement les ondelettes�

� Dans le cinqui�eme chapitre� nous pr�esentons un �etat de l�art sur les m�e�

thodes de reconstruction bas�ees sur les techniques d�ondelettes� et nous

proposons une adaptation des techniques existantes pour le probl�eme

trait�e�

� En�n le dernier chapitre est consacr�e �a une mise en oeuvre parall�ele des

algorithmes pr�esent�es dans le chapitre 	�



Tomographie � G�en�eralit�es �

Chapitre �

Tomographie � G�en�eralit�es

Dans ce chapitre� nous pr�esentons d�une part la mod�elisation d�un examen

de tomodensitom�etrie et d�autre part les principaux r�esultats math�ematiques

li�es au probl�eme �voir �	�� �� ��

��� Mod�ele physique

Un examen de tomodensitom�etrie consiste �a recueillir des informations sur

l�att�enuation d�un rayon X �a travers un milieu� Un algorithme de reconstruction

permet� �a l�aide de ces informations� de retrouver la fonction d�att�enuation

caract�eristique du milieu� des tissus en m�edecine�

Soit f�x� la fonction d�att�enuation au point x du tissu� Supposons�la constante

sur l�intervalle �x� !x � Soit !I la variation d�intensit�e du rayon X au passage

dans la zone x � !x� Elle est donn�ee par la loi de Lambert�Beer 


!I
I � �f�x�!x

En int�egrant la fonction I�x� de x� �a x�� I�x�� �etant l�intensit�e initiale du

faisceau et I�x�� �etant l�intensit�e apr�es passage dans les tissus selon la trajectoire

L �voir �gure ����� nous obtenons 


I�
I� � e

�
R
L
f�x�dx
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1

x0

x DétecteurOrgane

L
Source

Fig� ��� � Att�enuation sur la trajectoire L du faisceau

La transformation qui permet de passer d�une fonction de IR� �a l�ensemble

de ses int�egrales sur les hyperplans de IR� s�appelle la transform�ee de Radon�

Elle s��ecrit 


Rf��� s� �

Z
hx��i	s

f�x�dx � x � IR� �����

avec hx� �i � s� droite de IR�� x � IR�� � � �cos�� sin��t � S�� s � IR�

Le probl�eme de reconstruction de f�x� �a partir de ses int�egrales sur des

hyperplans de IR� est l�inversion de la transform�ee de Radon� L�arrangement

des droites d�e�nit la g�eom�etrie d�acquisition� On distingue classiquement deux

g�eom�etries 
 parall�ele et en �eventail�

� G�eom�etrie parall�ele 
 un syst�eme form�e par une source et un d�etecteur�

dans une position angulaire donn�ee� subit des mouvements de translation� Une

droite est d�e�nie par deux param�etres� le vecteur unitaire de direction � � S�

et s � IR� le param�etre de translation �voir �gure �����

� G�eom�etrie en �eventail �Fan�Beam� 
 pour chaque position angulaire�

la source est �xe� et les d�etecteurs sont sur un c�one ayant comme point de fuite

la source� Le syst�eme subit �egalement des rotations� Une droite est d�e�nie par

deux param�etres angulaires� � et 	 �voir �gure ��	�� On peut se ramener par

un changement de variable aux param�etres de la g�eom�etrie parall�ele 


s � r sin �� � � 	 � � � 


�
�����

o�u r est la distance de la source au centre du domaine �etudi�e�
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θ

DétecteurSource
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Translation

Détecteur

Source

s

Fig� ��� � G�eom�etrie parall�ele

DétecteurSource

Rotation

α

β
r

Source

Détecteur

Fig� ��	 � G�eom�etrie en �eventail

��� D�e�nitions�Th�eor�emes fondamentaux

Dans ce paragraphe� nous pr�esentons les r�esultats classiques sur la trans�

form�ee de Radon �pour les d�emonstrations voir ��� �� Ils permettent de com�

prendre� d�analyser les di"cult�es li�ees aux donn�ees manquantes lors d�un exa�

men de tomodensitom�etrie� Les d�e�nitions de l�op�erateur de Radon� de son dual

�l�op�erateur de r�etroprojection� sont donn�ees� ainsi que les principaux th�eor�emes

qui constituent les instruments de base de certains algorithmes d�inversion�

����� D�e�nitions

La transform�ee de Radon d�une fonction f � d�e�nie par l�expression �����

est une fonction paire par rapport aux deux variables� c�est��a�dire Rf��� s� �

Rf�����s� sur le cylindre unit�e Z � Sn�� � IR�

Un r�esultat essentiel est le th�eor�eme de coupe�projection� Il lie la transform�ee

de Fourier de Rf prise en la variable radiale �a la transform�ee de Fourier de f
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prise en les deux variables�

Th�eor�eme ��� Pour f � S�IRn�� ��
��n�����Fnf���� � F�Rf��� ��� � � IR

Le deuxi�eme r�esultat concerne l�op�erateur de r�etroprojection� Nous verrons

ult�erieurement que ce th�eor�eme aboutit �a un algorithme standart de recons�

truction�

D�e�nition ��� L�op�erateur de r�etroprojection s��ecrit �

�g � S�Z��R�g�x� �

Z
S
n��

g��� hx� �i�d�

Th�eor�eme ��� Pour f � S�IRn�� g � S�Z�� �R�g� � f � R
��g �Rf�

Le produit de convolution � est dans IRn alors que le produit de convolution �

agit sur IR �sur la variable radiale de la fonction��

����� Inversion de la transform�ee de Radon

La formule d�inversion ���� p���� n�est pas directement utilis�ee dans les al�

gorithmes� mais elle permet de mettre en avant les probl�emes de reconstruction

li�es aux donn�ees manquantes� en particulier le caract�ere non local de l�inversion

pour les dimensions paires� Il faut au pr�ealable d�e�nir l�op�erateur de Riesz 


Fn�I�f���� � j�j��Fnf���� � � IR� � � n ���	�

et la transform�ee de Hilbert 


�� � IR� �h � S�IR�� F��H h���� � �isgn���F�h���

L�op�erateur de Riesz peut s�exprimer en fonction de la transform�ee de Hilbert 


I��nh � H n��h�n���� avec H n�� �

�����
�����n�����H � n pair

�����n����� � n impair

Th�eor�eme ��� Soit f � S�IRn�� Alors� pour � � n�

f �
�

�
��
���nI��R�

I
��n��g� g � Rf
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En donnant la forme explicite de R� avec � � � ���� p����� on obtient le

r�esultat 


f�x� �
�

�
��
���n

�����
�����n��

�
�
R
Sn�� Hg�n������ hx� �i�d� n pair

�����n��
� �

R
Sn�� g�n������ hx� �i�d� n impair

�����

Remarque � g��� hx� �i� est l�int�egrale de f sur des hyperplans passant par x

perpendiculaires au vecteur directionnel �� En dimension impaire� la reconstruc�

tion a un caract�ere local 
 la fonction est d�etermin�ee en un point par l�int�egrale

sur des hyperplans passant par un voisinage du point �du fait de la d�eriv�ee de la

transform�ee de Radon dans la formule d�inversion�� Ce n�est pas vrai en dimen�

sion paire car la transform�ee de Hilbert n�est pas locale� Le potentiel de Riesz

est donc un op�erateur local si et seulement si � est pair dans la relation ���	��

��� M�ethodes classiques de reconstruction

Deux types d�approches sont consid�er�ees� Elles conduisent toutes deux �a

des algorithmes de reconstruction� La premi�ere approche �analytique� consiste

�a discr�etiser une formule d�inversion �etablie en continu� La seconde approche

�alg�ebrique�� part du principe que les donn�ees �projections� sont discr�etis�ees� A

partir de ces donn�ees discr�etes� on cherche �a reconstruire la fonction de densit�e�

Dans les deux cas� on se place en dimension n � �� On notera p le nombre de

rotations de la source et q le nombre de points �echantillonn�es pour une position

angulaire donn�ee �dans les deux g�eom�etries��

����� Approche analytique � r�etroprojection �ltr�ee

Ces m�ethodes sont bas�ees sur la discr�etisation d�une formule d�inversion�

Nous pr�esentons plus particuli�erement la m�ethode de r�etroprojection �ltr�ee�

construite �a partir du th�eor�eme ���� Il s�agit de la m�ethode la plus couramment

utilis�ee en reconstruction� Il existe d�autres m�ethodes� par exemple celle bas�ee

sur le th�eor�eme de coupe�projection ��� ����� 
� �� Cette m�ethode est assez

peu utilis�ee car elle n�ecessite l�interpolation d�une grille cart�esienne �a partir de
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donn�ee sur une grille polaire� probl�eme d�elicat et co�uteux� La r�etroprojection

�ltr�ee est plus couramment impl�ement�ee dans les dispositifs industriels�

M�ethode de r�etroprojection �ltr�ee

Cette m�ethode s�inspire directement du th�eor�eme ��� que nous rappelons 


Pour f � S�IRn�� g � S�Z�� �R�g� � f � R��g �Rf�

L�id�ee est de choisir g � wb tel que Wb � R�wb soit une bonne approximation

de la distribution de Dirac� Ainsi nous avons 


f � Wb � f � R��wb �Rf�

Wb est suppos�e �etre un �ltre passe�bas avec une fr�equence de coupure b 


F�Wb��� � ��
��n��F�#�
j�j
b

� o�u � 	 F�# 	 � et F�#��� � � pour � 
 �

�����

Pour plus de d�etails� voir ��� �

Pour calculer Wb � f � il faut proc�eder dans un premier temps �a une �etape

de convolution discr�ete 


wh
b � g��j� s� � h

l	q��X
l	�

wb�s� sl�g��j� sl�

puis dans un second temps �a une �etape de r�etroprojection discr�ete� Pour cela�

nous utilisons la formule discr�ete exacte sur des polyn�omes trigonom�etriques

pairs de degr�e �p �voir ��� �VII���� 


Z
S�

v���d� �
�


p

pX
j	�

v��j�

Ce qui donne la forme discr�ete suivante 


R�
p v�x� �

�


p

pX
j	�

v��j� hx� �ji� ���
�

On remarque que la complexit�e de l�algorithme de r�etroprojection est en O�M�
p � q�� M �etant le nombre de pixels dans l�image� p le nombre de rotations et
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q le nombre de mesures par rotation� Or� en pratique� on r�eduit la complexit�e

d�un ordre� Pour cela� on calcule aux points sk de la discr�etisation les valeurs de

convolution� Puis au lieu de calculer la r�etroprojection aux points ��j� hx� �ji��
selon l�equation ���
�� on estime ces valeurs �a partir d�une interpolation lin�eaire

entre les valeurs connues de v aux points de discr�etisation� A �j �x�e� on d�eter�

mine l�indice k tel que sk 	 s � sk��� s � hx� �ji� et on calcule l�approximation

lin�eaire entre les deux valeurs v��j� sk� et v��j� sk���� Cette m�ethode doit �etre

adapt�ee aux param�etres de la g�eom�etrie en �eventail�

G�eom�etrie parall�ele

Soit ��j� sl�� j � � � � �p� �� l � � � � � q � � les variables d�e�nissant les droites

de rayonnement� �j �

�B� cos�j

sin�j

	CA� avec �j � �j
p

et sl � �l
q�� � �� Les �ltres

sont d�e�nis de fa$con explicite dans ��� �p������ Ils doivent �etre adapt�es pour

la g�eom�etrie en �eventail� L�algorithme s��ecrit 


� Etape de convolution 


vj�k �
�

q � �

q��X
l	�

wb�sk � sl�g��j� sl�� k � � � � � q � � �����

� Etape de r�etroprojection
 On d�etermine l�indice k tel que 
 sk 	 s �

sk��� s � h�j � xi� La valeur de v��j� h�j� xi� est calcul�ee selon l�approxi�

mation lin�eaire 
 v��j� h�j� xi� � �� � u�v��j� sk� � uv��j� sk��� avec u �

sk���s
sk���sk � La r�etroprojection discr�ete devient 


fFB�x� �
�


p

p��X
j	�

���� u�vj�k � uvj�k��� �����

G�eom�etrie fan�beam

Pour travailler en g�eom�etrie en �evantail et utiliser le �ltre wb� on consid�ere

le changement de variables suivant 


s � r sin �� � � 	 � � � 


�
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avec r distance de la source au centre du disque unit�e� Par cons�equent� g��� 	� �

Rf��� s�� Il faut �ecrire la r�etroprojection �ltr�ee

Wb � f�x� �

Z
S�

Z �

��
wb�hx� �i � s�Rf��� s�dsd�

en fonction des param�etres � et 	� Le jacobien de la transformation est jrcos�j�
Pour le terme jhx� �i� sj� on d�e�nit y comme la projection de x sur la droite de

rayonnement et 
 comme l�angle entre les vecteurs �a et x� a� voir �gure ����

On a alors jhx� �i� sj � jx� yj � jx� ajj sin�
 ���j� De plus� le �ltre v�eri�e la

propri�et�e 
 wb��s� � ���w�b�s�� La r�etroprojection �ltr�ee devient 


Wb � f�x� � r

Z ��

�
jx� aj��

Z ���

����
wbjx�aj�sin�
 � ���g��� 	�j cos�jd�d	

La fr�equence de coupure est chang�ee en bjx � aj� On pr�ef�erera utiliser une

fr�equence de coupure �x�ee c 
 bjx�aj� par exemple c � ���r�b� Les param�etres

α , β )L(

Trajectoire de la source

a

x
y

α
γ

θ

β

à reconstruire
Support de la fonction

Fig� ��� � Passage des coordonn�ees parall�eles aux coordonn�ees en �eventail

d�e�nissant la g�eom�etrie d�acquisition sont discr�etis�es en 	j � ��j
p
� j � � � � �p��

et �l � hl � �max� avec �max � arcsin��
r
� et h � �

q�� arcsin��
r
�� r �etant la

distance entre la source et le centre du disque unit�e �voir �gure �����

L�algorithme est alors similaire au pr�ec�edent�

� Etape de convolution 
 elle est calcul�ee aux points de discr�etisation ��l� 	j� 


vj�k � h
q��X
l	�

wc�sin��k � �l��g�	j� �l� cos��l�� k � � � � �q � � �����
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maxα

d=1
r

Source

Détecteur

Fig� ��� � D�etermination de �max

� Etape de r�etroprojection 
 on d�etermine l�indice k tel que �k 	 � � �k���

avec � � arccos �aj �x�aj	

jaj�xjjajj � o�u aj est la position de la source d�etermin�ee

par r et 	j �voir �gure ��
� et on calcule la valeur de la r�etroprojection

en ��� 	j� par une approximation lin�eaire 
 v��� 	j� � �� � u�v��k� 	j� �

uv��k��� 	j�� o�u u � �k����
�k����k � La r�etroprojection discr�ete s��ecrit 


fFB�x� �
�
r

p

pX
j	�

jx� aj j������ u�vj�k � uvj�k��� ������

j x-

βj

a

O

r
x

aj

α

Fig� ��
 � Calcul de � en fonction de x et aj

����� Approche alg�ebrique

Introduction

Les m�ethodes alg�ebriques sont bas�ees sur l�hypoth�ese que les donn�ees sont

discr�etes� Pour calculer une estimation de la solution� plusieurs techniques sont
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consid�er�ees et aboutissent �a des algorithmes di��erents� Nous pr�esenterons bri�e�

vement trois de ces m�ethodes� ART� SIRT� et les m�ethodes alg�ebriques directes�

pour ensuite se focaliser sur la premi�ere m�ethode� impl�ement�ee dans le cadre

de notre travail� Pour les m�ethodes ART et SIRT� on discr�etise l�estimation de

f cherch�ee �voir ���� ��� 		 �� Pour cela� on choisit un nombre �ni de fonctions

%j 
 � � IR� j � � � � �M � et on cherche une solution de la forme 


f�x� y� �
MX
j	�

Xj%j�x� y� ������

Cette m�ethode conduit au calcul des coe"cients Xj� et donc� �a la r�esolution

d�un syst�eme lin�eaire�

La fonction est donn�ee �a traversRf � int�egrale de f sur des droites d��equation

hx� �i � s� o�u s � ������ et � � �cos�� sin��� � � ��� 
 � x � � � ������ �
��� 
 � On discr�etise s et � pour obtenir des droites Li� i � �� ��� N� i � �k �
��L� l� k � � � � �K� l � � � � �L�N � KL tel que 


Li � f�x� y� � �� x cos�k � y sin �k � slg

Les donn�ees sont discr�etes et le probl�eme s��ecrit 


� #i� f ��
Z Z



#i�x� y�f�x� y�dxdy � gi ������

avec 


� #i� i � �� ��� N 
 distributions d�e�nissant l�appareil de mesure �par exemple�

une indicatrice sur les droites Li��

� gi� i � �� ��� N 
 mesures r�ealis�ees sur f �att�enuation de la densit�e f selon

la direction Li� �a travers le corps �etudi�e�

En injectant l�expression ������ dans ������� on obtient le syst�eme lin�eaire 


gi �
MX
j	�

Xj � #i�%j � � i � �� ��� N ����	�

o�u

Aij �� #i�%j � telle que 
 ������
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g � AX ������

o�u 


� g � IRN 
 vecteur des mesures�

� X � IRM 
 vecteur des valeurs de la fonction �a reconstruire�

� A �N�M� 
 matrice d��el�ements � #i�%j ��

Remarque � en r�ealit�e� les donn�ees sont bruit�ees 
 gi �
PM

j	�Xj � #i�%j �

�ei � i � �� ��� N o�u ei est un bruit �gaussien� poissonnien������ On le n�egligera

dans la suite�

Un cas courant est de discr�etiser en pixels le support de la fonction f et

donc de d�e�nir les fonctions %j comme les indicatrices sur les pixels� Un �el�e�

ment de la matrice est alors la longueur de l�intersection entre un pixel et une

droite� Ceci correspond aux m�ethodes ART et SIRT� La di��erence entre les

deux m�ethodes est la technique de r�esolution du syst�eme obtenu� Dans le cas

de ART� la r�esolution se fait avec la m�ethode de Kaczmarz �d�etaill�e dans la

section suivante� et dans le cas des m�ethodes SIRT� elle se fait par la m�ethode

de Richardson �voir �		 ��

Les m�ethodes alg�ebriques directes reviennent �a calculer la solution de moindres

carr�es de moindre norme �solution normale f�� dans un espace de Hilbert �ici

L��IR���� Les mesures sont exprim�ees de mani�ere discr�ete �a l�aide des indica�

trices sur les bandes mod�elisant le rayonnement gi � h�Li � fiL��IR�� et la solu�

tion normale f� est 
 f� �
P

i fi�Li � La r�esolution d�un tel probl�eme conduit �a

des matrices bloc�circulantes ��		� �� � 
 par exemple� en g�eom�etrie parall�ele� la

fonction %j est l�indicatrice sur des bandes �le rayonnement n�est plus mod�elis�e

par une droite mais par une bande� dispos�ees de telle mani�ere que la matrice

des produits scalaires soit bloc�circulante� Le calcul du pseudo�inverse peut �etre

e�ectu�e par une m�ethode de r�esolution faisant intervenir des transform�ees de

Fourier discr�etes pour bloc�diagonaliser la matrice�
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Algorithme ART �Algebraic Reconstruction Technic�

On discr�etise �� le support de la fonction en pixels Sm� m � �� ���M � et

on fait l�hypoth�ese que f est constante sur chacun des pixels� Ceci revient �a

remplacer f par un vecteur X� X � IRM tel que la jieme composante de X est

la valeur de f sur Sm� Un �el�ement de la matrice A d�e�nie par l�expression ������

est donc l�intersection entre une droite de mesure Li et un pixel Pj 


� #i�x� y� � �Li�x� y� indicatrice sur la droite�

� %j�x� y� � �Sj �x� y� indicatrice sur le pixel�

donc Ai�j � &�Li � Sj� �� #i�x� y��%j�x� y� ��

Remarque � Si M �
p
M �pM est le nombre de pixels dans la grille carr�ee�

Li rencontre au plus �
p
M pixels de � �voir �gure �����donc la matrice A est

tr�es creuse �Lj rencontre de � �a �
p
M � � pixels��

= Aij L i Pj = d

Pj

L i

Nombre de pixels intersectés:7 (<2.max(4,4))

d

Nombre de pixels: 16

Fig� ��� � Matrice

Le syst�eme lin�eaire �a r�esoudre est 


AT
i X � gi � i � �� ��� N AT

i � �Ai�� ���� AiM�T ����
�

On applique� pour la r�esolution du syst�eme� la m�ethode de Kaczmarz �����

�� �� ce qui donne l�it�eration 


X �i� � X �i��� �
�

jAij� �gi �AT
i X

�i����Ai� i � �� ��� N

� est un param�etre de relaxation� � � � � ��
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Ceci d�ecrit une �etape de l�algorithme ART� qui transforme Xi � X ��� en

Xi�� � X �N��

Complexit�e

� Pour une it�eration de ART

Pour chaque droite Li� on d�etermine les pixels rencontr�es par cette droite �et

la longueur du segment r�esultant de cette intersection�� On sait que chaque

droite rencontre ��
p
M� pixels� M �etant le nombre total de pixels sur la grille�

Le calcul de la matrice A demande ��N
p
M� calculs d�intersections entre une

droite et un pixel� �N �etant le nombre de mesures��

� Exemple en g�eom�etrie Fan�Beam 


� p � nombre de sources�

� q � nombre de mesures par position de source�

� NX � NY � nombre de pixels sur x et sur y�

Donc N � p � q et M � NX � NY � Si le syst�eme lin�eaire compte autant

d��equations que d�inconnues� alors NX � NY � p � q� La complexit�e du pro�

bl�eme est 
 ��N
p
M� � ��max�p� q��

p
�max�p� q��� � ��max�p� q����

Remarques � il s�agit du co�ut pour une it�eration� C�est aussi le co�ut total

pour une m�ethode analytique �par exemple� la r�etroprojection �ltr�ee�� Cet al�

gorithme a l�avantage de s�adapter �a n�importe quelle g�eom�etrie d�acquisition

�parall�ele� fan�beam�� Les modi�cations dues �a la g�eom�etrie sont au niveau du

calcul de la matrice� la m�ethode de r�esolution du syst�eme ne changeant pas� En

g�en�eral� la convergence est tr�es rapide� quelques it�erations su"sent �	 ou ��� En�

�n� l�introduction d�informations a priori dans la reconstruction est facilement

r�ealisable avec de telles m�ethodes�
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��	 Conclusion

Nous avons �evoqu�e les r�esultats fondamentaux li�es �a l�inversion de la trans�

form�ee de Radon ainsi que les principales m�ethodes de reconstruction� Ceci va

nous permettre d�introduire les probl�emes de reconstruction �a partir de don�

n�ees manquantes et de mettre en avant les di"cult�es rencontr�ees dans le cadre

particulier de la tomographie locale� Ensuite nous adapterons les m�ethodes pr�e�

sent�ees �a notre probl�eme�
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Chapitre �

Reconstruction �a partir de

donn�ees manquantes

��� Introduction

Dans ce chapitre nous abordons les di��erentes techniques pour la reconstruc�

tion d�une fonction �a partir de donn�ees manquantes� Apr�es une description des

di��erents types de probl�emes pr�esentant des donn�ees manquantes� nous nous

int�eresserons au probl�eme dit �int�erieur� �les mesures �etant connues sur une

r�egion d�int�er�et�� et plus particuli�erement �a la non�unicit�e de la reconstruction�

Nous pr�esentons les techniques d�ej�a existantes pour r�esoudre ce probl�eme� Elles

sont g�en�eralement bas�ees sur l�approximation des donn�ees manquantes et'o�u

l�introduction de connaissance a priori� Les techniques les plus r�ecentes� tomo�

graphie locale et pseudo�locale� techniques tr�es performantes� ne n�ecessitent pas

de connaissance a priori� La tomographie locale permet de reconstruire la ra�

cine carr�ee du laplacien de la fonction f � Or les surfaces de discontinuit�e de f

et celles de la racine carr�ee du laplacien de f sont identiques� La tomographie

pseudo�locale permet maintenant de quanti�er les sauts de discontinuit�e� Les

tr�es bons r�esultats obtenus avec les m�ethodes de tomographie locale et pseudo�

locale laissent supposer que les prochaines techniques industrielles seront bas�ees
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sur ces m�ethodes�

��� Probl�eme th�eorique � Non unicit�e

����� D�e�nition de probl�emes pr�esentant des donn�ees manquantes

Un probl�eme est dit �a donn�ees compl�etes si g � Rf est discr�etis�ee sur le

domaine Z � S� � ������ �on suppose que le support de f est contenu dans

le disque unit�e dans IR��� Si on ne dispose pas des donn�ees sur la totalit�e du

domaine Z� le probl�eme de reconstruction est dit �a donn�ees incompl�etes� Voici

quelques exemples de probl�emes de ce type 


� Le probl�eme int�erieur 
 �� � S�� Rf��� s� n�est donn�ee que pour jsj 	
a� � � a � �� Alors f�x� est �a d�eterminer pour jxj 	 a �voir �gure �����

� Le probl�eme ext�erieur 
 �� � S�� Rf��� s� n�est donn�e que pour jsj 

a� � � a � �� Alors f�x� est �a d�eterminer pour jxj 
 a�

� Le probl�eme �a angle de vue limit�e 
 Rf��� s� n�est donn�e que pour � dans

un sous�ensemble de la demi�sph�ere unit�e�

Nous nous int�eresserons dans la suite uniquement au probl�eme int�erieur�

����� Non	unicit�e du probl�eme int�erieur

Dans le cas d�un probl�eme int�erieur� Rf��� s� est donn�e sur Za� S� �
��a��a � � � a � �� et f�x� est reconstruite pour jxj 	 a� La non�unicit�e

de la solution est d�emontr�ee dans ��� �p��
��� Nous rappelons la d�emonstration

ainsi que les r�esultats permettant d��etablir la non�unicit�e�

Th�eor�eme ��� Soit g � S�IR�� et g��� s� � g�����s�� et soit pm��� un poly�

n�ome homog�ene de degr�e m en � tel que 	

Z
IR

smg��� s�ds � pm���
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Région d’intérêt

à reconstruire

Détecteur

Dans cette zone,

de toutes les données

on ne dispose pas

Le domaine n’est pas totalement recouvert par 

le rayonnement

Source

Source

Rayonnement

Détecteur

Support de la fonction

Fig� ��� � Donn�ees partielles � probl�eme int�erieur

Alors� il existe f � S�IR�� telle que g � Rf � De plus� si g��� s� � � pour jsj 
 a�

alors f�x� � � pour jxj 
 a�

Remarque � l�hypoth�ese
R
IR s

mg��� s�ds � pm��� polyn�ome homog�ene s��etablit si

f � S� Il su"t d�une part d��ecrire la transform�ee de Radon comme suit 


Rf��� s� �

Z
��
f�s� � y�dy

o�u x est �ecrit sous la forme x � s� � y� y � ��� La relation hx� �i � s devient

hs��y� �i � s�hy� �i � s car hy� �i � �� On e�ectue d�autre part le changement

de variable hx� �i � s� pour obtenir 


Z
IR

smRf��� s�ds �
Z
IR�
hx� �imf�x�dx

On a bien un polyn�ome homog�ene de degr�e m en ��

D�emonstration de la non�unicit�e

Soit h une fonction paire� dans C��IR�� et qui s�annule sur ��a� a � � � a �

�� Soit g��� s� � h�jsj�� radiale et paire� Cette fonction v�eri�e les hypoth�eses du
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th�eor�eme d�existence ��� 
 g � C��IR�� � g��� s� � g�����s� etZ
IR

smg��� s�ds �

Z
IR

smh�jsj�ds � pm���

avec pm ind�ependant de ��

D�apr�es ce th�eor�eme� on peut a"rmer l�existence d�une solution u 
 
u �
C�
� �IR��� telle que Ru � g� Pour les fonctions radiales� on a la formule d�inver�

sion de mani�ere explicite ��� �p��
� 


u�x� � � �




Z �

jxj
�s� � jxj������h��s�ds �����

Pour jsj 	 a� g��� s� � h�jsj� � �� ce qui implique que Ru � � pour jsj 	 a�

Pour jxj � a� l�int�egrale ����� n�est pas toujours nulle� suivant le choix de h 


u�x� �
��




Z a

jxj
�s� � jxj������h��s�ds �

��




Z �

a

�s� � jxj������h��s�ds

Le premier terme est nul mais le second ne l�est pas si h��s� ne s�annule pas

partout sur �a���� Ainsi il existe des fonctions non nulles dans la r�egion d�int�er�et

pour qui les projections intersectant cette r�egion sont nulles �appartenant au

noyau de R� 
 Ru � � pour jsj � a n�implique pas u � � pour jxj � a et l�unicit�e

n�est pas �etablie� Ces fonctions varient en g�en�eral peu dans la r�egion d�int�er�et�

et une approximation grossi�ere des projections manquantes permet d�approcher

f dans la r�egion d�int�er�et �a une constante additive pr�es�

����� Reconstruction �a une constante additive pr�es

La fonction reconstruite nous fournit des informations qualitatives� �a une

constante additive pr�es ��� � Soit une fonction u tel que Ru � � sur I � ��a� a �

La formule explicite d�inversion dans IR� ���� �p���� donne 


u�x� �
�

�
�

Z
S�

Z
jsj�a

Ru��� s��

� x� � � �sdsd�

En int�egrant par partie 


u�x� �
�

�
�

Z
S


�
Ru��� s�

� x� � � �s
���
a

�
Z
jsj�a

Ru��� s�

�� x� � � �s��ds


d�
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Ru��� a� � Ru������ � � donc 


u�x� �
��

�
�

Z
S

Z
jsj�a

Ru��� s�

�� x� � � �s��dsd�

On a alors� pour jxj 	 b � a 


ju�x�� u���j �
�

�
�

Z
S�

Z
jsj�a

j �

s�
� �

�� x� � � �s�� j�jRu��� s�jdsd�

ju�x�� u���j 	 C��a� b�kRukL� �����

avec C��a� b� � �
���

�
R ��
�

R
jsj�a�

�
�s�b cos
�� � �

s�
��dsd����� � � � �cos�� sin��t

Les valeurs de C��a� b�� sont en g�en�eral tr�es petites� ��� �p������

Application directe

Soit gc un jeu de donn�ees complet tel que gc � g sur I � La r�esolution de

Rf c � gc a une solution unique� La fonction u � f � f c est telle que Ru � �

sur I � On applique donc le r�esultat pr�ec�edent ����� 


�j�f � f c��x�� �f � f c����j 	 C��a� b�kg� gckL��Z�I� � x 	 b � a

Une approximation assez grossi�ere de g dans la zone manquante permet de d�e�

terminer f de mani�ere assez pr�ecise pour x 	 b �a une constante additive pr�es�

On obtient un r�esultat qualitatif� qui montre les variations de f �

Si on s�int�eresse �a la reconstruction de f sans chercher une approximation

de Rf dans la zone manquante� on se tourne naturellement vers les m�ethodes

alg�ebriques de reconstruction qui ne n�ecessitent pas de jeu complet� Si le jeu est

complet� ces m�ethodes convergent vers la solution de moindre norme de l��equa�

tion g � Rf sur I � S�il est incomplet� l�algorithme converge vers une autre

solution de moindre norme fM � On sait majorer la variation jf � fM j � u�

ju�x�� u���j 	 C��a� b�kfkL��
�� avec C��a� b� � �
p

��� a�����C��a� b�
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Ceci signi�e que si C��a� b� est su"samment petit� alors fM est proche de

f �fM � f �a une constante additive pr�es��

����
 Conclusion

Nous avons d�ecrit le probl�eme de la non�unicit�e de l�inversion de la trans�

form�ee de Radon en dimension paire� lorsque l�on dispose uniquement des pro�

jections intersectant une r�egion d�int�er�et� La formule d�inversion �ecrite en di�

mension quelconque n fait intervenir essentiellement deux op�erateurs� la r�etro�

projection et le potentiel de Riesz� L�op�erateur de r�etroprojection� quelque soit

la dimension est un op�erateur local� Par contre� la localit�e du potentiel de Riesz

d�epend de la parit�e de la dimension consid�er�ee� En e�et� en dimension impaire�

le potentiel de Riesz fait intervenir uniquement des d�eriv�ees� et est donc un op�e�

rateur local� En dimension paire� il fait intervenir la transform�ee de Hilbert� qui

n�est pas local 
 la fonction est d�etermin�ee en un point �a partir des int�egrales sur

toutes les droites� et non pas sur celles passant dans un voisinnage du point� Le

probl�eme de reconstruction en dimension � n�est ainsi pas local� et n�admet pas

de solution unique� Dans ce cadre� pourtant� il est possible� en approximant les

donn�ees manquantes de reconstruire f �a une constante additive pr�es� Dans la

section suivante� nous pr�esentons un �etat de l�art sur les di��erentes techniques

traitant le probl�eme int�erieur�

��� Etat de l
art

����� Introduction

Dans la plupart des m�ethodes traitant de reconstruction �a partir de donn�ees

incompl�etes� plusieurs points communs se d�egagent 


� Approximation des donn�ees manquantes�

� Introduction d�information a priori�
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� Reconstruction �a partir des donn�ees locales seulement�

Nous allons pr�esenter les di��erentes m�ethodes existantes �enum�er�ees selon les

di��erents points �evoqu�es�

����� Approximation des donn�ees manquantes

Nous avons vu pr�ec�edemment que l�unicit�e de la reconstruction est un point

crucial pour le probl�eme dit �int�erieur�� Pour le probl�eme ext�erieur� l�unicit�e

peut �etre �etablie si l�approximation des donn�ees manquantes reste dans l�image

de l�op�erateur de Radon� Nous pr�esenterons notamment trois m�ethodes fai�

sant appel �a une approximation des donn�ees manquantes� Les deux premi�eres

� ���� ��� �
 � sont mieux adapt�ees au probl�eme ext�erieur� et ont �et�e impl�emen�

t�ees dans ce sens� La troisi�eme m�ethode ���� � sp�eci�que au probl�eme int�erieur

conduit �a une reconstruction qualitative ��a une constant additive pr�es��

Approximation des donn�ees manquantes dans l�espace de Fourier

Cette m�ethode explicit�ee dans ��� � est d�edi�ee �a la tomographie d��emission�

Le dispositif mis en oeuvre est particulier 
 entre chaque d�etecteur non courbe

�formant une structure polygonale r�eguli�ere�� on observe des �trous� de � de�

gr�es� Les mesures correspondant au passage d�un rayonnement dans ces �trous�

ne sont pas d�etect�ees� Pour estimer les donn�ees manquantes� un �ltrage est

op�er�e dans l�espace des fr�equences� en prenant la transform�ee de Fourier bi�

dimensionnelle des mesures� Les fr�equences erron�ees peuvent �etre localis�ees et

modi��ees par un �ltrage� En�n� on calcule la transform�ee inverse� Cet algo�

rithme est it�eratif� L�image est ensuite reconstruite par un algorithme standard

de r�etroprojection �ltr�ee� Cette m�ethode est appliqu�ee donc �a un probl�eme dit

�a angle limit�e�
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Approximation des donn�ees manquantes par un algorithme de r�etro�

projection �ltr�ee it�eratif

Cette m�ethode� explicit�ee dans ���� �
 a �et�e impl�em�ent�ee sur des disposi�

tifs commercialis�es pour traiter le probl�eme ext�erieur� Elle est aussi bas�ee sur

une approximation des donn�ees par it�erations successives d�un algorithme de

r�etroprojection� Le but est de trouver une approximation consistante a�n de

reconstruire une solution unique �l�approximation des donn�ees doit se trouver

dans l�image de l�op�erateur de Radon�� Soit (gi l�approximation des donn�ees g

dans la zone manquante� et gc les donn�ees observ�ees� Le principe de la m�e�

thode et de construire un op�erateur T tel que (gi soit un point �xe 
 T (gi � (gi�

L�algorithme sous�jacent est 
 T (gik�� � Tgik � RiCimR�

�B� Cigik

y

	CA� Cim est un

op�erateur de contrainte qui peut servir �a am�eliorer la qualit�e de l�image et Ci

est un op�erateur de contrainte sur les donn�ees manquantes� Ces contraintes sont

consid�er�ees comme une connaissance a�priori �voir section ��	�	��

Approximation par d�ecomposition en valeurs singuli�ers de R

Cette m�ethode que l�on doit �a A�K� Louis ���� �� est bas�ee sur la d�ecom�

position en valeurs singuli�eres de R� dans le cadre des g�eom�etries en �evantail

c�est��a�dire pour la transform�ee en rayon X divergent 


Df�a� �� �
Z �

�
f�a � t��dt

Il s�agit de l�int�egrale de f sur la demi�droite issue du point a et dans la direction

d�etemin�ee par �� En dimension n � � la transform�ee de Radon et la transfor�

m�ee en rayon X co)�ncident� A�K� Louis propose une d�ecomposition en valeurs

singuli�eres pour le cas o�u les projections sont donn�ees sur une r�egion d�int�er�et

��� ainsi que le probl�eme d�angle limit�e ��� � Il en d�eduit une approximation

des donn�ees manquantes� Les reconstructions �a partir de donn�ees int�erieures ne

sont pas quantitatives� L�image� �a la fronti�ere de la r�egion d�int�er�et� se d�egrade�

mais elle est nettement am�elior�ee �a l�int�erieur de celle�ci�
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����� Projections sur des Ensembles Convexes

L�introduction de connaissances a priori sur la fonction �a reconstruire peut

venir compl�eter l�approximation des donn�ees manquantes� La m�ethode des �pro�

jections sur des ensembles convexes�� d�evelopp�ee dans ���� �	� 
�� �
� 
�� �� 
��


	� �	 sous de multiples formes est bas�ee sur une approche g�eom�etrique� uti�

lisant la th�eorie des projections sur des ensembles convexes dans un espace de

Hilbert� Les informations disponibles sur la fonction sont �ecrites sous la forme

de contraintes sur des ensembles convexes ferm�es� La fonction f �a reconstruire

est suppos�ee appartenir �a une espace de Hilbert H� Chaque type d�informa�

tion �ou contrainte� sur f est associ�ee �a un ensemble convexe ferm�e Ci �H�

i � � � � �Nc� Ainsi le probl�eme est 


Trouver f dans H telle quef � �Nc
i	�Ci � C ���	�

Les conditions d�existence et d�unicit�e pour la reconstruction de f ainsi que les

r�esultats g�en�eraux sur cette approche sont donn�ees dans ���� �� � Pour expliciter

l�expression ���	�� on introduit des op�erateurs de projections Pi� i � � � � �Nc� sur

les convexes Ci �selon la norme d�e�nie dans H�� Si gi � Pih� alors gi est l��el�ement

appartenant �a Ci le plus proche de h �au sens de la norme�� Dans ce cadre la

solution f cherch�ee sera un point �xe de l��equation 


fk�� � PcPc�� � � �P�fk� k � �� �� � � �

On utilisera plut�ot la forme 


fk�� � TcTc�� � � �T�fk� k � �� �� � � � � o�u Ti � �� � �i�I � �iPi

Les �i sont des param�etres de relaxation� avec � � �i � �� Si H est un espace

de dimension �nie alors la s�equence ffkg converge au sens de la norme d�e�nie

dans H vers f �

Plusieurs applications des cette formulation sont �etudi�ees� Les contraintes

sont inject�ees dans l�espace direct� dans le cadre de m�ethodes alg�ebriques��
�� ��


	 � ou bien dans l�espace de Fourier��
�� �	 � en utilisant la m�ethode bas�ee sur
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le th�eor�eme de coupe�projection ���� ��� � Voici quelques exemples de contraintes

utilis�ees dans les m�ethodes cit�ees 


Repr�esentation des donn�ees �en dimension n � ��

Dans les m�ethodes alg�ebriques� les donn�ees sont discr�etes et la transform�ee

de Radon est donn�ee en ces points de discr�etisation 
 Ri � Rf�sm� �n�� m �

� � � �Ns � �� n � � � � �N� � �� Ceci permet de d�e�nir les ensembles convexes

ferm�es suivants 


Ci � fh � H �Rih � gig

La relation f � �Ni	�Ci est v�eri��ee� La projection Q d�une fonction q � H sur

chacun des Ci s��ecrit dans le cas discret


Q�xk� yl� �

�����
q�xk� yl� si (gi � gi �(gi

def
� Riq�

q�xk� yl� � gi� 
giP
X

m��

P
Y

n��
r�
i
�xm�yn�

ri�xk� yl� si (gi �� gi

o�u 


�gi est la mesure de f �fonction exacte� sur le rayonnement Li�

�bgi est la mesure estim�ee de q sur ce m�eme rayonnement�

�ri�xl� yj� est l�intersection entre le pixel �xl� yj� et la ieme droite de rayonne�

ment�

Si on applique uniquement ces contraintes� on obtient l�algorithme ART�

Autres exemples de projections

CSL � fh � H � �x� y� �� A � h�x� y� � �g� Q � PSLq �

�����
q�x� y� �x� y� � A
� �x� y� �� A

Il s�agit de l�ensemble des fonctions s�annulant en dehors d�une r�egion A�

Cp � fh � H � h�x� y�
 �� ��x� y� � �g� Q � Ppq �

�����
q�x� y� q 
 �

� q � �
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Il s�agit de l�ensemble des fonctions positives�

CE � fh � H � khk� 	 E � ��g� Q � PEq �

�����
q kqk 	 �q

E
kqkq kqk � �

Il s�agit de l�ensemble des fonctions qui sont born�ees en �energie�

CR � fh � H � kh� fRk 	 �Rg� Q � PRq �

�����
q kq � fRk 	 �R

fR � �R
q�fR
kq�fRk kq � fRk � �R

Il s�agit de l�ensemble des fonctions qui sont �a une distance inf�erieure �a �R d�une

fonction de r�ef�erence fR�

CAL � fh � H � a 	 h 	 bg� Q � PALq �

�������������
a q�x� y� � a

q�x� y� a 	 q�x� y� 	 b

b q�x� y� � b

Il s�agit de l�ensemble des fonctions qui sont comprises entre les constantes a

est b�

En pratique� ces contraintes ont pour but de r�eduire le diam�etre de l�en�

semble des solutions� et donc et forcer la fonction reconstruite �a �etre plus proche

de f �au sens de la norme��

Prenons le cas de la contrainte CR 
 l�e"cacit�e d�une telle projection est

directement li�ee �a �R� Plus �R est petit� plus la contrainte sur l�ensemble des

solutions est forte �plus le diam�etre de l�ensemble est petit�� Mais si �R est trop

petit� alors on peut avoir 
 CR � C� � * � C� � �Ni	�Ci� Mais si �R est trop

grand� alors la contrainte peut s�av�erer ine"cace� Pour un probl�eme int�erieur�

la fonction de r�ef�erence fR peut��etre� par exemple 


+ Une image reconstruite provenant d�un examen ant�erieur�

+ Une moyenne d�une certaine population

fR peut �egalement� dans un probl�eme de type donn�ees partielles� �etre utilis�ee

comme information a priori�
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����
 Tomographie locale et pseudo	locale

Introduction

En tomographie classique� la reconstruction implique une op�eration de convo�

lution avec un noyau k qui n�a pas de support compact� Ainsi la reconstruction

en un point x requiert les mesures d�att�enuation sur toutes les droites du plan

contenant x� En tomographie locale� l�objectif est de reconstruire une fonction

uniquement �a partir de donn�ees locales� Dans ce cadre� ce n�est pas la fonc�

tion qui est reconstruite mais la racine carr�ee du laplacien positif� ,f telle que

F��,f���� � F�f���j�j� Cet op�erateur , supprime les basses fr�equences et met

en avant les hautes� Le r�esultat est donc la d�etection des discontinuit�es de la

fonction� La tomographie locale� ainsi que la tomographie pseudo�locale sont

essentiellement qualitatives� Il existe n�eanmoins pour la tomographie pseudo�

locale� un algorithme ��
� �chap���sect� ���� permettant de quanti�er les sauts de

discontinuit�e de f � Les algorithmes de tomographie locale et pseudo�locale ont

�et�e �etudi�es et impl�ement�es au sein du laboratoire TIMC par Lo)�c Benayoun ��
 �

et Charles Soussen ���� ��

Tomographie locale

La tomographie locale ���
� ��� �� � est bas�ee sur la formule d�inversion

donn�ee dans le th�eor�eme ��	 


f �
�

�

I��R�I����Rf�

re��ecrite en ���� �p����� 


I�f �
�

�

R�I����Rf�

Si � est impair� ��� est pair� donc I��� est local� L�op�erateur de r�etroprojection

est un op�erateur local car R�g�x� ne d�epend que de g��� � �� x �� pour tout

� de S�� Dans la travaux de A� Faridani ���� �� il est montr�e que I� poss�ede

exactement les m�emes points de discontinuit�e que f � Il est donc possible de

d�etecter� �a partir de donn�ees locales� les points de discontinuit�e de f �
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En pratique� on consid�ere � � � ou � � ��� et on reconstruit I��f � ,f et

If � ,��f � o�u , est d�e�ni en dimension � par 


�f � H�� �x � IR�� ,f � C��� ��
�X

j	�

xj
jxj �

�f

�xj
� C��� �� �

-���� �����

��
-�����

�f � H�� �� � IR��F��,f���� � j�j F��f���� �����

L�op�erateur , est directement li�e au laplacien par ,� � �� �� d�esigne le

laplacien�� Pour n 
 �� l�op�erateur ,�� est un op�erateur de convolution R��f�x�

tel que 
 R��f�x� �
R
R��x�y�f�y�dy� Le noyau R� est la transform�ee de Fourier

inverse de ��
��n��j�j��� c�est��a�dire le noyau de convolution de Riesz 


R��x� �
�


jSn��j jxj
��n �����

Sur un domaine o�u f est constante �on peut en g�en�eral supposer la fonction

f approximativement constante par morceaux�� ,f est convexe �forme de bol�

et ,��f est concave� A� Faridani et al� ont montr�e dans ��� qu�avec un choix

judicieux d�un param�etre � �� ��� param�etre dit de contre�bol� ,f ��,��f est

approximativement constante par morceaux� C�est pour cela qu�on ne recons�

truit pas directement ,f mais ,f��,��f � La param�etre � est tel que � � cr���

o�u r est un r�eel v�eri�ant a 	 r 	 �� � est le rayon du support de l�objet �sph�ere

unit�e�� a est le rayon de la zone d�int�er�et� et c est un r�eel ind�ependant de r

proche de 
�

La proposition suivante permet d��etablir un lien entre la fonction f et les

transformations ,f et ,��f �

Proposition ��� La convolution R��f�x� existe 
en convergence absolue� pour

au moins un x si et seulement si f � �� � jxj���n � L�	 si c�est le cas� R� � f
existe presque partout et est localement int�egrable� Des relations 
��
� et 
�����

on d�eduit �

,��f�x� � R� � f�x� �

Z
R��x� y�f�y�dy

et

,f�x� � �R� � �f�x� � �
Z
R��x� y��f�y�dy
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Pour �etablir une formule de reconstruction� il est pratique de d�e�nir la transfor�

m�ee en rayon divergent �g�eom�etrie fan�beam en dimension �� et la transform�ee

en faisceau parall�ele �qui co)�ncide avec la transform�ee de Radon en dimension

�� 


D�e�nition ��� La transform�ee en rayon divergent est d�e�nie selon �

Df�a� �� �

Z �

�
f�a � t��dt� � � S�� t � IR

D�e�nition ��� La transform�ee en rayon parall�ele est d�e�nie selon �

Pf��� x� �
Z ��

��
f�x � t��dt� � � S�� t � IR� x � IR�

La formule de reconstruction locale� �etablie dans ���� � est 


Th�eor�eme ��� Si e � H���� �� � jxj���e � L�� F�e���j�j � L�
loc alors

e � f�x� �

Z
C

Z
S
�
�Daf��� �Daf�����jha� �ijk�E��x� a��d�da

o�u k � �
�R
C��� ��,Pe� La source est d�eplac�ee sur un cercle C de rayon R � ��

autour du support de f � E� est la projection orthogonale sur le sous�espace ���

Pour la tomographie locale� e est remplac�e par ,e� En utilisant le r�esultat 


,� � ��� le th�eor�eme ��� devient 


Th�eor�eme ��� Si e � H���� �� � jxj���e � L�� alors

,e � f�x� �

Z
C

Z
S
�
�Daf��� �Daf�����jha� �ijK�E��x� a��d�da

avec K � � �
�R
C��� ���Pe�

De mani�ere g�en�erale� le noyau k du th�eor�eme ��� est tel que F�k��� � j�jF�e����

avec F�e��� �� �� �� Ainsi son support n�est pas born�e� Par contre le noyau K

du th�eor�eme ��	 a un support de petite taille si e a un support born�e� Ainsi

la reconstruction est locale� Le d�etail de la m�ethode en dimension � se trouve

dans �
 �
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Tomographie pseudo�locale

La tomographie locale permet donc de d�etecter les discontinuit�es d�une

image� Mais l�information est enti�erement qualitative� La tomographie pseudo�

locale� introduite par A� Ramm ��
�� �� �� poss�ede �egalement des propri�et�es de

r�egularit�e et la fonction reconstruite poss�ede les m�emes sauts de discontinuit�e

que f �ce qui n�est pas le cas en tomographie locale�� La tomographie pseudo�

locale en dimension � s�appuie sur la formule de reconstruction du th�eor�eme ��	�

en prenant � � � et n � ��

f�x� �
�

�

R�I��Rf �

�

�

R�H � �

�s
Rf

car I��h � H h���� h��� �etant la d�eriv�ee premi�ere par rapport �a la variable ra�

diale� En explicitant la transform�ee de Hilbert� on aboutit �a la formule de re�

construction 


f�x� �
�

�
�

Z
S�

Z
IR

�
�t
g�t� ��

hx� �i � t
dtd� ���
�

La formule locale de reconstruction� qui ne conduit pas �a f est obtenue

en consid�erant l�int�egrale en t dans l�expression ���
� sur l�intervalle �hx� �i �
d� hx� �i� d�� d � � 


fd�x� �
�

�
�

Z
S�

Z hx��i�d

hx��i�d

�
�t
g�t� ��

hx� �i � t
dtd�

Cette formule est locale car la fonction fd�x� est calcul�ee �a partir des mesures

d�att�enuation passant par le disque de rayon jhx� �i � tj 	 d�

��	 Conclusion

Nous avons parcouru les di��erentes m�ethodes de reconstruction �a partir de

donn�ees locales� Les plus performantes semblent �etre les techniques de tomo�

graphie locale et pseudo�locale� Cependant m�eme si les sauts de discontinuit�e

sont estim�es� les r�esultats restent qualitatifs� Or� il est pr�ef�erable� dans certains

cas de vouloir une information quantitative� Par exemple� lors de contr�ole de

tumeur� la densit�e peut permettre de d�ecider si la tumeur est maligne ou non�
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Dans le prochain chapitre� nous pr�esentons une m�ethode de reconstruction �a

partir de donn�ees locales d�une part� et de connaissance a priori d�autre part�

permettant de reconstruire des images quantitatives�
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Chapitre �

Maillages adaptatifs

��� Introduction

Nous avons montr�e dans la section ����	 que si l�on dispose d�un jeu de don�

n�ees locales� alors il est possible de reconstruire la fonction f l �a une constante

additive pr�es� l�introduction d�information a priori permettrait d�annuler cette

constante�

Dans le cadre de notre travail� le jeu de donn�ees locales gl pr�esente une

r�esolution �ne �examen e�ectu�e avec un d�etecteur performant mais de petite

taille ou avec une source fortement collimat�ee�� La connaissance a priori est un

jeu de donn�ees complet� concernant le m�eme organe que pour le jeu local� mais

de faible r�esolution� Le but est� apr�es une mise en correspondance pr�ealable

des deux jeux de donn�ees� de reconstruire f l� Dans ce cas� nous reconstruisons

e�ectivement f l� la constante additive �etant nulle� Dans ce chapitre nous pr�esen�

tons les di��erentes m�ethodes de reconstruction mises en oeuvre� Ces m�ethodes

sont des adaptations des m�ethodes classiques de reconstruction� Nous pr�esen�

tons l�adaptation de deux m�ethodes alg�ebriques� ART et le gradient conjugu�e

r�egularis�e� ainsi que l�adaptation d�une m�ethode analytique� la r�etroprojection

�ltr�ee ���� �� Des r�esultats sur des donn�ees simul�ees et r�eelles sont donn�ees �a la

�n du chapitre�
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��� Principe

Deux types d�information sont pris en compte dans la reconstruction 


� L�information a priori 
 ces mesures forment un jeu de donn�ees complet� de

faible r�esolution� On peut par exemple consid�erer qu�il s�agit d�un premier

examen e�ectu�e avec un scanner standard�

� L�information locale 
 ces mesures de tr�es haute r�esolution concernent une

r�egion d�int�er�et� On peut par exemple consid�erer qu�il s�agit d�un examen

suppl�ementaire demand�e au vue des r�esultats d�un examen standard� Cet

examen est e�ectu�e avec du mat�eriel plus performant que le premier� par

exemple avec des d�etecteurs de haute r�esolution mais de petite taille�

ou bien alors une source fortement collimat�ee� Ce dernier exemple rentre

dans le cadre des exp�erimentations e�ectu�ees �a l�European Synchrotron

Radiation Facility de Grenoble� sur la ligne m�edicale ID��� Les donn�ees

r�eelles avec lesquelles nous avons test�e nos algorithmes proviennent de

l�ESRF�

La mise en correspondance des deux jeux de mesures est abord�ee en �n

de chapitre� Cette partie ne rentre pas dans le cadre de ce travail et nous

montrerons succinctement les solutions envisag�ees� N�eanmoins� apr�es la fusion�

on obtient un jeu de donn�ees complet mais �a r�esolution variable� voir �gure 	���

Région d’intérêt

Source

Vecteur
de données

pour une 
fusionné

position 
de source 
par jeu

Mesure globale

Mesure locale

Source

Fig� 	�� � Fusion des mesures
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La di��erence de r�esolution est aussi prise en compte dans de l�image recons�

truite 
 la r�esolution en terme de pixels est plus �ne dans la r�egion d�int�er�et� et

plus grossi�ere autour� n�ecessitant l�utilisation de deux maillages� voir �gure 	���

Région d’intérêt

Fig� 	�� � Di��erentes r�esolutions dans l�image reconstruite

����� Notations

Soient d�une part les notations portant sur les mesures et d�autre part les

notations portant sur l�image reconstruite 


� Gc 
 le vecteur des mesures du jeu de donn�ees compl�etes gc de dimension

N l�

� Gl 
 le vecteur des mesures du jeu de donn�ees locales gl de dimension N l�

� G 
 le vecteur constitu�e de ces mesures de dimension N � N l � N c tel

que 


G �

�B� Gc

Gl

	CA Gj �

�����
Gc
j si � 	 j � N c

Gl
j si N c 	 j � N

�	���

� Ic 
 la grille de pixels portant sur la totalit�e du support de l�organe� com�

pos�ee de M c pixels �grille �basse r�esolution���

� Il 
 la grille de pixels portant sur la r�egion d�int�er�et dans l�organe compos�ee

de M l pixels �grille �haute r�esolution���

� M � M c � M l 
 le nombre total de pixels dans l�image�
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��� Approche alg�ebrique

Les m�ethodes alg�ebriques sont souvent utilis�ees dans le cas de probl�emes

�a donn�ees incompl�etes� Ces m�ethodes s�adaptent facilement �a des g�eom�etries

particuli�eres� sans alourdir la r�esolution du syst�eme lin�eaire sous�jacent�

����� Syst�eme lin�eaire

D�apr�es la section ��	��� le syst�eme lin�eaire �a r�esoudre est 
 AX � G� o�u

G est d�e�ni selon la relation �	���� X est le vecteur inconnu form�e de deux

blocs correspondant aux deux r�egions �dans la r�egion d�int�er�et et autour� 
 X �

�Xc� X l�t� et la matrice A� dite matrice ART est d�e�nie selon l�expression �������

c�est��a�dire qu�un �el�ement de la matrice est la mesure de l�intersection entre

une droite de rayonnement et un pixel� Dans le cas pr�esent� la matrice ART est

constitu�ee de quatre blocs� prenant en compte les deux jeux de mesures et les

deux r�esolutions dans l�image 


A �

�B� Acc � Acl

Alc � All

	CA �	���

avec 


� Acc
ij � h�ci � �c

ji� i � � � � �N c � �� j � � � � �M c � � est le produit scalaire

entre l�indicatrice sur la droite de mesure du jeu complet num�ero i et

l�indicatrice sur le pixel num�ero j de la grille globale�

� Acl
ij � h�ci � �l

ji� i � � � � �N c � �� j � � � � �M l � � est le produit scalaire

entre l�indicatrice sur la droite num�ero i de mesure du jeu complet et

l�indicatrice sur le pixel num�ero j de la grille locale�

� Alc
ij � h�li� �c

ji� i � � � � �N l��� j � � � � �M c�� est le produit scalaire entre

l�indicatrice sur la droite num�ero i de mesure du jeu local et l�indicatrice

sur le pixel num�ero j de la grille globale�
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� All
ij � h�li� �l

ji� i � � � � �N l��� j � � � � �M l�� est le produit scalaire entre

l�indicatrice sur la droite num�ero i de mesure du jeu local et l�indicatrice

sur le pixel num�ero j de la grille locale�

De mani�ere plus explicite� on obtient 


Gi �

�����
Gc
i �

PMc��
j	� Xc

j h�ci � �c
ji�

PM��
j	Mc X l

jh�ci � �l
ji si � 	 i � N c

Gl
i �

PMc��
j	� Xc

j h�li� �c
ji�

PM��
j	Mc X l

jh�li� �l
ji si N c 	 i � N

�	�	�

La matrice A est tr�es creuse� car au plus �
p
M c � �

p
M l �el�ements par ligne

sont non nuls� Un stockage adapt�e devra �etre impl�ement�e�

Valeur calcul�ee en un point x quelconque de ������ �

Suivant la position du point x� deux cas se pr�esentent �voir �gure 	�	� 


� Si x est dans la fronti�ere ou �a l�int�erieur de la r�egion d�int�er�et� il appar�

tient au pixel k de la grille locale et au pixel t de la grille globale� La valeur

d�att�enuation calcul�ee f�x� est X l
k � Xc

t �

� Si x n�est pas dans la r�egion d�int�er�et� c�est��a�dire s�il appartient au pixel

k de la grille globale alors la valeur calcul�ee f�x� est Xc
k�

+

c

clX

X

X

Fig� 	�	 � Valeur calcul�ee au point x

����� Algorithme ART

L�algorithme ART est inchang�e� Seul le calcul de la matrice est modi��e et

la kieme it�eration de l�algorithme s��ecrit 


X �k� � X �k��� �
�

jAi�j� �Gi �AT
i�X

�k����Ai�� i � �� � � � � N
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� est un param�etre de relaxation� � � � � � et Ai� est la ieme ligne de la

matrice�

����� Algorithme de gradient conjugu�e r�egularis�e

Pour r�esoudre le syst�eme lin�eaire pr�ec�edemment d�e�ni �section 	���� on uti�

lise ici une m�ethode de gradient conjugu�e sur le syst�eme r�egularis�e� Pour cela�

on r�egularise selon la m�ethode de Tikhonov�Philipps ���� �� et les param�etres

de r�egularisation sont estim�es par une m�ethode de validation crois�ee g�en�era�

lis�ee �		� 	�� 	�� 	
� 	� � Le probl�eme de minimisation aux moindres carr�es

r�egularis�ee est le suivant 


min
X�IRM

kAX �Gk� � � c�cXck� � � lk�lX lk� �	���

et la solution r�egularis�ee v�eri�e 


S
X
 � AtG� avec S
 � �AtA � � c�c � � l�l�

Puisqu�on utilise deux grilles d��echantillonnages� on introduit deux param�etres

de r�egularisation
 � � �� c� � l�� Le laplacien doit �egalement �etre adapt�e au pro�

bl�eme� Il faut calculer sa valeur pour chaque pixel� provenant des deux grilles

d��echantillonnages� Les laplaciens sont calcul�es sur chaque grille de mani�ere in�

d�ependante� On d�e�nit deux op�erateurs P c et P l agissant sur les valeurs prises

par les pixels de chacune des grilles Ic et Il 


P c�Xc
j � �

�����
Xc
j si le pixel j est dans le disque unit�e

� sinon

P c�X l
j� �

�����
X l
j si le pixel j est dans la r�egion d�int�er�et

� sinon

Au lieu de calculer �Xc et �X l� nous calculons �P cXc et �P lX l� Le

probl�eme �	��� devient 


min
X�IRM

kA�PX � Gk� � � lk�lP lX lk� � � ck�cP cXck� � PX � �P cXc� P lX l�t



Maillages adaptatifs ��

Estimation des param�etres de r�egularisation

Une technique� pour obtenir une estimation optimale des param�etres de r�e�

gularisation� est de minimiser la fonction de validation crois�ee g�en�eralis�ee ��	� ��

d�e�nie ci�dessous 


V CG��� �
�
M
kG� G
k�

� �
M
tr�I �A
 ���

� avec A
 � AS��
 AT et G
 � A
G �	���

La principale di"cult�e est le calcul de tr�I � A
 �� Il requiert le calcul de S��
 �

probl�eme mal pos�e et tr�es co�uteux� D� Girard a propos�e dans �	�� 	
 de rem�

placer dans la relation �	��� �
M
tr�I � A
 � par un estimateur statistique sans

biais� Cet estimateur se construit de la fa$con suivante 


� � est un bruit gaussien centr�e� r�eduit� � � IRM � E��� � �� var��� � ��

� � ���� � � � � �M�T �

� Calculer �
 � A
�� Pour cela� on ne cherchera pas �a inverser S
 � On intro�

duit un vecteur �
 � solution du syst�eme S
�
 � AtG et� par cons�equent�

�
 � A�
 �

� Un estimateur de �
M
tr�I�A
 � est donn�e par T ���� � �T ����� �

�T�
� �� �T��

�T�

Le calcul de la fonction VCG��� suit le sch�ema suivant 


� Choisir des valeurs initiales pour � l et � c�

� G�en�erer le vecteur gaussien centr�e r�eduit ��

�� Calcul de la matrice 
 S
 � AtA � � l�l � � c�c�

�� Gradient conjugu�e pour r�esoudre le syst�eme r�egularis�e
 S
X
 � AtG�

	� Calcul du num�erateur de la fonction de validation crois�ee g�en�eralis�ee 


Num � �
M
kG�G
k�� avec G
 � AX
 �

�� Gradient conjugu�e pour r�esoudre le syst�eme S
�
 � At�� puis calcul de

�
 � A�
 �
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�� Calcul du d�enominateur de la fonction de validation crois�ee g�en�eralis�ee 


Den � ��� �T��
�T�

���


� Calcul de VCG��� � Num�Den� et remise �a jour des param�etres� L�al�

gorithme est recommenc�e �a partir de ��� tant que le minimum n�est pas

atteint�

A � �x�e� le calcul d�une valeur de VCG n�ecessite deux algorithmes de gra�

dient conjugu�e� On limitera donc le nombre de valeurs de � � La valeur minimale

est approch�ee en �essayant� plusieurs valeurs� En pratique� cela su"t pour avoir

une estimation satisfaisante des param�etres�

��	 Approche analytique � la r�etroprojection �ltr�ee

Nous rappelons que cette m�ethode est bas�ee sur le r�esultat 
 Wb�f � R��wb�

Rf�� avec Wb � R�wb choisi pour �etre une approximation de la distribution de

Dirac �voir section ��	���� Les phases classiques de �ltrage et de r�etroprojection

sont adapt�ees �a la nouvelle g�eom�etrie� De plus� deux probl�emes apparaissent 
 le

choix de la fr�equence de coupure b dans �l�arrangement� des donn�ees �la mise

en correspondance est suppos�ee e�ectu�ee� et la phase de �ltrage �

��
�� La fr�equence de coupure

Soit une fonction f essentiellement b�bande limit�ee 


Z
j�j�b

F�f���d� 	 �

La fr�equence de coupe b est telle que au del�a de celle�ci F�Rf est n�egligeable�

Cette bande intervient dans le calcul du �ltre�

La di��erence de r�esolution entre les deux jeux de donn�ees conduit �a choi�

sir deux fr�equences de coupure bc et bl dans les deux r�egions correspondantes

Rc�disque unit�e centr�e� et Rl�disque de rayon a� � � a 	 � centr�e�� Notons

NRc �resp� NRl� le nombre de projections pour le jeu de donn�ees basse �resp�
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haute� r�esolution et NT c �resp� NT l� le nombre de mesures par projections�

Les relations sur les conditions d��echantillonnage donn�ees dans ��� sont 


bc � NRc et bc � 

NT c

�
pour la basse r�esolution

bl � NRl et bl � 

NT l

�
pour la haute r�esolution

Le nombre de donn�ees �id�eal� au sens de Shannon est 
 NRc � NT c � �bc
�

�

�resp� NRl �NT l � �bl
�

�
�� Le nombre de donn�ees dans la r�egion d�int�er�et �etant

sup�erieur �du �a la nature du probl�eme� �a celui du jeu de donn�ees global� la

fr�equence de coupure dans la r�egion d�int�er�et sera plus �elev�ee� Le passage de

bc �a bl� suivant le param�etre s se fait �a l�aide d�une fonction �lissante�� par

exemple 


b �

�����
bc jsj � a

jsj�bc�bl�
a

� bl jsj 	 a
� a �etant le rayon de la r�egion d�int�er�et

��
�� Les donn�ees

Pour calculer la r�etroprojection discr�ete en un point x� on e�ectue une

approximation lin�eaire entre les valeurs de la fonction prise aux deux points

de discr�etisation� par exemple sk et sk�� tels que pour � �x�e� hx� �i � s et

sk 	 s � sk�� �en g�eom�etrie parall�ele�� Il faut donc� pour toute valeur de s

acc�eder aux points de discr�etisation sk et sk�� qui encadrent au mieux s� L�in�

dice k ainsi d�etermin�e peut correspondre �a une mesure provenant de l�un des

deux jeux de mesures� Ceci n�ecessite un certain �arrangement� pr�ealable des

donn�ees� Il suit le d�eroulement suivat 


� Si deux positions de source �correspondant �a une projection de chaque

jeu de mesures� co)�ncident� les mesures sont intercal�ees� voir �gure 	���

� Si on ne peut pas trouver dans le jeu haute r�esolution� un position angu�

laire de la source correspondant au jeu basse r�esolution 


� Les donn�ees globales sont stock�ees sans augmentation de la r�esoution

dans la zone correspondant �a la r�egion d�int�er�et�
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mesures
intercalées
dans une 
position
angulaire

vecteur des

2

droite de rayonnement haute résolution
droite de rayonnement basse résolution

Région d’intérêt

x

0

1

-1

-a

a

s

1

x

Fig� 	�� � arrangement des donn�ees lorsque deux positions angulaires co��nci�

dent�

� Les donn�ees haute r�esolution sont locales� Dans une position angu�

laire�les donn�ees manquantes sont estim�ees �a l�ext�erieur de la zone

d�int�er�et� voir �gure 	��� Pour cela� on proc�ede �a une interpolation

des donn�ees manquantes �a partir des donn�ees compl�etes basse r�eso�

lution�

Ainsi un ensemble de mesures issu de la fusion du jeu de donn�ees basse r�esolution

et du jeu de donn�ees locales poss�ede pour une projection� soit une discr�etisation

r�eguli�ere �la moins �ne�� soit une double discr�etisation �plus �ne dans la zone

appartenent �a la r�egion d�int�er�et�� comme le montre la �gure 	�
�

Interpolation

La formule d�interpolation utilis�ee est issue de la g�en�eralisation du th�eor�eme

de Shannon� le th�eor�eme de Peterson�Middleton ��� �p�
��� Nous l�exprimons

en dimension n � �� Si une fonction g � IR� est �echantillonn�ee sur une grille

fWl� l � ZZ�g� o�u W est une matrice r�eelle ��� �� non singuli�ere� alors g peut



Maillages adaptatifs ��

mesure interpolée

Région d’intérêt

x

0

1

-1

-a

a

s

1

x
2

droite de rayonnement basse résolution extrapolée
droite de rayonnement haute résolution

mesure locale

vecteur des
mesures
après
estimation
des données
manquantes

Fig� 	�� � estimation des donn�ees�

θ

s

Fig� 	�
 � Discr�etisation de l�ensemble des mesure fusionn�ees�
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�etre reconstruite �a partir de ses valeurs aux points d��echantillonnage g�Wl�

selon la formule 


SWg�x� �
det�W �

�


X
l

g�Wl�F��K�x�Wl� �	�
�

o�u �K est la fonction caract�eristique sur un ouvert K de IR�� On a le r�esultat

suivant 


Th�eor�eme ��� Si les ensembles fK��
�W���tk� k � ZZ�g sont mutuellement

disjoints� si g � S� alors il existe une fonction �x � L��IR�� s�annulant sur K

avec j�xj 	 � telle que �

�SWg � g��x� �
�




Z
IR�

�x���F�g���d�

La preuve du th�eor�eme est donn�ee dans ��� �

Lorsque l�ouvert K contient le support essentiel de la transform�ee de Fou�

rier de la transform�ee de Radon de la fonction� la norme kSWg � gk� est

petite� Une fois K �x�e� on d�etermine la matrice W telle que les ensembles

fK� �
�W���tk� k � ZZ�g soient disjoints et det�W � petit� Le sch�ema d��echan�

tillonnage est alors d�e�ni� On peut ainsi d�eterminer des sch�emas d��echantillon�

nages optimaux� avec detW minimum �pour plus d�informations� se reporter

�a ���� �
� ��� ��� ��� �� ��

Application 
 le but est donc� pour une position angulaire du jeu haute r�e�

solution d�interpoler les donn�ees manquantes� Pour cela� on utilise uniquement

le jeu de donn�ees basse r�esolution� et on interpole aux points voulus les valeurs

de la transform�ee de Radon� On utilise le jeu basse r�esolution pour limiter le

co�ut de l�interpolation et les r�esultats obtenus sont satisfaisants� La �gure 	��

montre �a gauche l�interpolation des donn�ees manquantes �a partir des mesures

basse r�esolution et �a droite un jeu de mesure fusionn�e apr�es interpolation� L�in�

terpolation s��ecrit 


SWRf��� s� �
det�W �

�


X
l

Rs�Wl�F��K���� s��Wl�
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o�u la matrice W est 
 W �

�B� 
�pc �

� ���qc � ��

	CA� pc est le nombre de rota�

tions de la source et qc le nombre de mesures par position de source� K est le

carr�e centr�e de c�ot�e bc� il satisfait ainsi la condition de non�recouvrement de

la transform�ee de Radon� si la fonction �a reconstruire Rf est essentiellement

bc�bande�limit�ee� Cette approche conduit en pratique �a de bons r�esultats m�eme

si la r�esolution est suppos�ee plus �ne dans la r�egion d�int�er�et�

s

θ

mesure localemesure basse résolution
mesure interpolée

zone correspondant aux données locales

s

θ

Fig� 	�� � Gauche � interpolation des mesures � Droite � jeu de mesures fusionn�e

��
�� Le �ltrage et la r�etroprojection

Les �etapes de �ltrage et de r�etroprojection sont similaires �a celles utilis�ees

pour une g�eom�etrie standard� tout en prenant soin de prendre les bonnes valeurs

aux points d��echantillonnage correspondant aux deux jeux de mesures� Le �ltre

impl�ement�e est celui propos�e dans ��� �p����� dans lequel b varie en fonction

de s 


wb�s� �
b�

�
�
�u�bs�� v�bs��
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avec

u�s� �

�����
cos s��
s�

� sin s
s
� s �� �

�
� � s � �

et v�s� �

�����
� cos s
s�

� ��� �
s�

� sin s
s
� s �� �

�
� � s � �

La �gure 	�� montre l��evolution d�un �ltre en fonction de s� Le rayon de la

r�egion d�int�er�et est a � ����
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-1.0

0.0

1.0

2.0

|s| > a

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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|s| < a

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
-10.0

-5.0

0.0

5.0

10.0

15.0

20.0

|s| << a

Fig� 	�� � Evolution d�un �ltre wb� b variant en fonction de s

��� R�esultats

Nous donnons des reconstructions e�ectu�ees �a partir de donn�ees simul�ees et

r�eelles� Les donn�ees r�eelles ont �et�e obtenues �a l�ESRF sur la ligne m�edicale ID���

Pour chaque s�erie de tests� une reconstruction �a partir des donn�ees locales avec

une m�ethode alg�ebrique directe bas�ee sur les pixels naturels est propos�ee pour

comparaison� Cette derni�ere m�ethode donne des reconstructions qualitatives�

����� Reconstructions �a partir de donn�ees simul�ees

Le rayon de la r�egion d�int�er�et est a � ���� Pour toutes les reconstructions�

le nombre de mesures dans le jeu de donn�ees globales est ����� et le nombre de

pixels autour de la r�egion d�int�er�et est 	��	�� Nous avons observ�e l�am�elioration

de la reconstruction locale en fonction de l�augmentation du nombre de donn�ees

locales� La �gure 	�� �gauche� repr�esente le sinogramme des donn�ees compl�etes

��� � �� mesures�� Les �gures 	�� �centre� et �droite� montre le sinogramme

des donn�ees locales� avec �� � �� mesures pour la �gure du centre et �� � ��

mesures sur la �gure de droite�
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Fig� 	�� � Gauche � singramme des donn�ees compl�etes 
�� � �� mesures� �

Centre � sinogramme des donn�ees locales 
����� mesures� � Droite � sinogramme

des donn�ees locales 
��� �� mesures��

Notons fin la fonction reconstruite dans la r�egion d�int�er�et et f�in la fonction

exacte dans cette m�eme r�egion� Les trois m�ethodes de reconstruction �r�etro�

projection �ltr�ee� ART et gradient conjugu�e r�egularis�e� donnent des r�esultats

assez similaires� Les meilleurs r�esultats sont obtenus avec la m�ethode ART� Le

tableau suivant donne un r�ecapitulatif des tests e�ectu�es�

�g� alg� &pixelsin &datain
kfin�f�ink
kf�ink

� FBP 
�� 
� ��� �� �����

� RCG 
�� 
� ��� �� �����

	 ART 
�� 
� ��� �� �����

� ART 
�� 
� �
�� ��	 �����


� ART 	�� 	� ��� �� �����


 ART 	�� 	� ��� �� �����

Pour un nombre de donn�ees locales �egal �a �� � ��� le meilleur r�esultat est

obtenu avec la m�ethode ART �avec 	� � 	� pixels�� voir les �gures 	��� 
����	

et lignes du tableau correspondantes� Ce r�esultat est moins bon que celui ob�
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tenu avec le m�eme nombre de donn�ees locales mais un plus grand nombre de

pixels� voir �gures 	���
	 et 	���

 ainsi que les lignes du tableau correspon�

dantes� L�erreur correspondant �a la reconstruction 
 est plus faible que la re�

construction 	 car le syst�eme est sous�discr�etis�e pour la premi�ere reconstruction

et sur�discr�etis�e pour la seconde�

Dans un deuxi�eme temps� si on augmente le nombre de donn�ees locales sans

changer le nombre de pixels� l�erreur diminue� voir d�une part les �gures 	���
	

et 	���
�� et d�autre part les �gures 	���
� et 	���

� La �gure 	��� �gauche�

montre la fonction de r�ef�erence et la �gure 	��� �droite� montre la reconstruction

par une m�ethode alg�ebrique directe�

Fig� 	��� � Gauche � image de r�ef�erence � Droite � reconstruction de la r�egion

d�int�er�et avec une m�ethode alg�ebrique directe 
����� donn�ees et 
��
� pixels��

����� Reconstruction �a partir de donn�ees r�eelles

L�objet reconstruit est une coupe de citron� Le rayon de la r�egion d�int�er�et

est de ����� Le nombre de donn�ees dont nous disposons est �������� A partir de

ce jeu de mesures� nous avons cr�ee un jeu de mesures globales basse r�esolution

comprenant �
���� mesures �soit � fois moins� et un jeu de mesures locales en

ne prenant que les mesures passant strictement dans un disque centr�e de rayon

����� soit ����		� La �gure 	��� �gauche� montre le sinogramme associ�e au jeu

de mesures compl�etes et la �gure 	��� �droite� montre le sinogramme associ�e
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Fig� 	��� � Trois premi�eres lignes � Reconstructions �a partir des g�eom�etries

donn�ees dans le tableau� Premi�ere ligne � � � �� Seconde ligne� � � 
� Troisi�eme

ligne � � � ��
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au jeu de mesures locales�                        

Fig� 	��� � Gauche � sinogramme de la coupe de citron pour les donn�ees com�

pl�etes � Droite � sinogramme de la coupe de citron pour les donn�ees locales�

Les �gures 	��	 et 	��� montrent des reconstructions �a partir des trois m�e�

thodes pr�esent�ees pr�ec�edemment� La �gure 	��� �gauche� est un zoom de la

r�egion d�int�er�et et la �gure 	��� �droite� est la reconstruction obtenue �a partir

des donn�ees locales avec une m�ethode alg�ebrique directe�

Fig� 	��	 � R�etroprojection �ltr�ee � Gauche � 
��
� pixels pour les deux grilles


basse et haute r�esolution� � Droite � 	��	� pixels pour la grille basse r�esolution

et ���� ��� pixels �a l�int�erieur de la r�egion d�int�er�et
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Fig� 	��� � Reconstructions avec 
�� 
� pixels pour les deux grilles 
basse et

haute r�esolution� � Gauche � ART � Droite � Gradient conjugu�e r�egularis�e

Fig� 	��� � Gauche � zoom sur la r�egion d�int�er�et reconstruite avec la r�etropro�

jection �ltr�ee� Droite � reconstruction �a partir d�une m�ethode alg�ebrique directe

sur les donn�ees locales	 du fait des probl�emes au bord de la r�egion d�int�er�et�

seulement ��� de la r�egion d�int�er�et est repr�esent�e�
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����� Conclusion

Au vu des r�esultats� il semble que la m�ethode la plus performante est la

m�ethode ART� Les erreurs calcul�ees sur les simulations sont plus faibles que

pour les autres m�ethodes� De plus si on augmente le nombre de donn�ees locales�

l�erreur diminue� La qualit�e de la reconstruction est augment�ee si on augmente

le nombre de donn�ees locales�

��
 Mise en correspondance

����� Le probl�eme

L��etape de reconstruction ne peut se faire que si la mise en correspondance

des jeux de mesures a �et�e e�ectu�ee� Le probl�eme est alors tridimensionnel� En

e�et� nous consid�ererons la mise en correspondance de deux volumes ou d�une

surface dans un volume� le cas bidimensionnel ne pouvant faire l�objet d�une

fusion�

Le probl�eme consiste donc �a trouver une transformation entre deux volumes

de donn�ees� Ces donn�ees peuvent correspondre soit aux mesures� soit �a la fonc�

tion reconstruite� suivant la m�ethode envisag�ee�

� Les donn�ees �a fusionner correspondent aux mesures 
 le premier volume des

mesures �a basse r�esolution est une succession coupes bidimensionnelles�

En e�et elles proviennent g�en�eralement d�une examen scanner classique�

Pour avoir e�ectivement un volume de donn�ees� il faut interpoler entre

deux coupes� Des techniques d�evelopp�ees au sein du laboratoire TIMC

permettent ais�ement de proc�eder �a cette interpolation ��
�� 
� ��

� Les donn�ees �a fusionner correspondent aux images reconstruites� Les re�

constructions sont calcul�ees ind�ependamment et les volumes reconstruits

sont fusionn�ees�

Nous pr�esentons une technique de mise en correspondance� utilisant des
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capteurs externes� cette technique est d�ej�a utilis�ee pour beaucoup d�autres pro�

bl�emes de mise en correspondance et s�av�ere tr�es performante� Nous pr�esentons

�egalement rapidement d�autres techniques� n�utilisant pas de capteurs externes�

bas�ees sur des m�ethodes de corr�elation�

����� Utilisation de capteurs externes

Les capteurs sont utilis�es dans l�une� voire les deux modalit�es d�image� Le

capteur est li�e �a la premi�ere modalit�e �basse r�esolution� par une relation Rc et

�a la seconde modalit�e �haute r�esolution� par une relation Rl� voir �gure 	��
�

Ces relations sont estim�ees par calibrage�

Rc
R l

CAPTEUR

volume basse résolution volume haute résolution

Fig� 	��
 � Utilisation d�un capteur externe

On distingue g�en�eralement des capteurs de forme et des capteurs de posi�

tion� Dans le premier cas� le capteur de forme permet d�acc�eder �a des struc�

tures anatomiques� comme par exemple la surface du visage ��
� �� Il permet

d�acqu�erir un ensemble de points 	D� dont on conna��t les coordonn�ees dans le

r�ef�erentiel du capteur� par calibrage� Rentrent dans ce cadre les capteurs utili�

sant un balayage laser ��� � ou bien utilisant un projecteur �xe capable de cr�eer

un codage lumineux de la surface �Gray code Range Finder�� Dans le second

cas� les syst�emes de localisation fournissent la position et l�orientation de solides

ind�eformables dans le r�ef�erentiel li�e au localisateur �par calibrage�� Ces solides
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sont g�en�eralement �x�es �a l�objet que l�on veut localiser� Le syst�eme de localisa�

tion utilis�e au laboratoire est le syst�eme Optotrak �une utilisation possible est

d�etaill�ee dans ��� ��

Principe g�en�eral de la m�ethode

La mise en correspondance consiste �a estimer la relation entre les deux

r�ef�erentiels Ref c et Ref l li�es aux deux modalit�es� Dans chaque modalit�e� la

position d�un point de la surface de r�ef�erence �capt�ee� dans le r�ef�erentiel associ�e

est assur�ee par une m�ethode de calibrage� De plus amples informations sur

le calibrage peuvent se consulter dans ��� ��� �� � La mise en correspondance

consiste alors �a trouver une transformation T entre les deux r�ef�erentiels� Dans la

cadre de la m�ethode impl�em�ent�ee au laboratoire� la transformation est suppos�ee

rigide� et donc d�etermin�ee par 	 param�etres de translation et 	 param�etres de

rotation 
 M c � TM l� avec 
 inconnues �a trouver� Cette transformation est

la solution d�un probl�eme de minimisation aux moindres carr�es d�une fonction

d�erreur estimant la distance entre un point quelconque de la premi�ere surface

ayant subi la transformation et la deuxi�eme surface� La distance entre un point

et une surface est d�e�nie comme �etant la distance minimale entre le point et

tous les points de la surface� Les distances sont sign�ees� Pour �eviter de trop

nombreux calculs de distance et pour �eviter �egalement de stocker un trop grand

nombre de valeurs� S� Lavall�ee et R� Szeliski proposent d�utiliser une structure de

donn�ees adaptatives 
 les cartes de distances octree�spline� Cette repr�esentation

g�eom�etrique a l�avantage de fournir d�autant plus d�informations qu�on est pr�es

de la surface de l�objet ����� �� ��

Remarque

On pourrait �eventuellement supprimer le capteur externe dans l�une des

deux modalit�es d�image� En e�et si par exemple on reconstruit le volume �haute�

r�esolution� avec une technique de tomographie locale� et que l�on sait extraire
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l�information correspondant �a la surface acquise dans l�autre modalit�e avec le

capteur� alors on peut envisager une technique de mise en correspondance si�

milaire� Ceci �evite d�installer le dispositif externe dans l�un des deux examens�

ce qui repr�esente une avantage non n�egligeable� l�installation de ces dispositifs

n��etant pas toujours ais�ee�

Dans la suite� nous allons aborder les probl�emes de mise en correspondance

sans utilisation de capteurs�

����� Mise en correspondance des volumes reconstruits

Il semble di"cile de mettre en correspondance les deux jeux de donn�ees

directement� En e�et� les dispositifs sont di��erents dans les deux processus

d�acquisition� Il faut d�eterminer la transformation entre les sinogrammes 	D�

Les sources et les d�etecteurs peuvent �etre plac�es di��eremment autour du pa�

tient� Si on prend l�exemple de deux d�etecteurs identiques� la valeur aux pixels

pourra �etre totalement di��erente� la trajectoire du rayon X �etant di��erente� voir

�gure 	���� Le recalage est possible si on conna��t la position de la source et du

Organe

S
c

S l

D
l

D
c

Pixel

Fig� 	��� � Sinogrammes �D des deux examens

d�etecteur par rapport �a l�organe dans les deux examens�

Une premi�ere solution serait de reconstruire un seul des deux volumes� celui

correspondant aux donn�ees basse r�esolution� Le but est alors de situer de ma�
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ni�ere pr�ecise la g�eom�etrie d�acquisition du second jeu de mesures haute r�esolu�

tion dans le volume reconstruit� On pourra calculer dans le volume reconstruit�

les projections correspondant �a la g�eom�etrie d�acquisition des donn�ees haute

r�esolution�

On peut �egalement envisager de mettre en correspondance les volumes re�

construits� La r�egion d�int�er�et est reconstruite avec une m�ethode de tomogra�

phie locale ou pseudo�locale� Le volume basse�r�esolution est reconstruit avec la

m�eme technique� Le recalage peut alors �etre e�ectu�e avec des m�ethodes n�utili�

sant pas de capteurs externes� On utilisera par exemple des m�ethodes bas�ees sur

la maximisation d�informations mutuelles �d�e�nies �a partir de l�entropie� ���� �

ou bien des m�ethodes de corr�elation ��	� �� On pourra �egalement tirer partie des

deux r�esolutions des volumes �a mettre en correpondances� Le premier volume

pourrait �etre mod�elis�e �a l�aide de surface �dans chaque coupe�� discr�etis�ees avec

un maillage plus �n dans la r�egion d�int�er�et ��	� ��

����
 Mise en correspondance directe des jeux de donn�ees

Le probl�eme est plus complexe que le pr�ec�edent� Les dispositifs �etant dif�

f�erents dans les deux processus d�acquisition� la transformation entre les sino�

grammes 	D doit �etre d�etermin�ee� Une solution est de d�eterminer la position

de la source et du d�etecteur par rapport �a l�organe dans les deux examens�

Le recalage sera rendu possible� Une solution est de reconstruire les images

pr�ealablement et ind�ependamment� le centre entre la source et le d�etecteur ap�

paraissant dans l�image� La mise en correspondance peut alors se faire comme

dans la section pr�ec�edente�

Les techniques envisag�ees n�ont pas �et�e test�ees et ne sont �a l�heure actuelle

que des solutions potentielles �a notre probl�eme� Elle devront faire l�objet d�une

�etude plus d�etaill�ee et surtout d�exp�erimentations�



Maillages adaptatifs 
	

��� Conclusion

Les di��erentes m�ethodes que nous proposons apportent une solution nou�

velle aux probl�emes de tomographie locale� Les m�ethodes alg�ebriques directes

donnent des images de qualit�e satisfaisante mais qualitatives� Les techniques

de ��tomographie �tomographie locale� et de tomographie pseudo�locale sont

tr�es performantes et donnent des images de bonne qualit�e et pr�ecises� mais l�a

encore qualitatives� Notre approche a quelques applications cliniques int�eres�

santes� puisqu�elle propose des reconstructions quantitatives� On peut songer

par exemple au suivi d��evolution d�une tumeur� la mesure de densit�e jouant

une r�ole d�ecisif dans la d�etermination �eventuelle d�une intervention chirurgi�

cale� La di��erence pr�ecise entre deux niveaux de gris d�un m�eme pixel sur deux

images devient importante et l�aspect quantitatif est alors n�ecessaire pour d�e�

cider d�un �eventuel changement et donc du diagnostic �etabli par le chirurgien�

Notre m�ethode ne peut �etre impl�ement�ee cliniquement que si le probl�eme de

la mise en correspondance a �et�e r�esolu� Une des techniques de mise en corres�

pondance� bas�ee sur l�utilisation de capteurs externes� pourrait �etre facilement

mise en oeuvre� elle est d�ej�a utilis�ee pour des exp�eriences en cours de validation

clinique� et donne des r�esultats tr�es performants� Il reste donc �a e�ectuer des

tests sur d�autres donn�ees r�eelles et une validation clinique pourra d�emarrer�
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Chapitre �

Ondelettes � g�en�eralit�es

	�� Introduction

La d�ecomposition en ondelettes d�un signal sert �a extraire des informations �a

la fois sur l�espace direct� et sur l�espace des fr�equences� Il faut donc le d�ecompo�

ser sur des fonctions concentr�ees en temps et en fr�equence� Cette d�ecomposition

se heurte au principe d�incertitude de Heisenberg 


Le produit de �l��etalement� d�une fonction et de sa transform�ee de Fourier

doit �etre sup�erieur �a une certaine quantit�e �x�ee	 d�autre part si F est une fonc�

tion �a support compact� alors le support de FF sera IR tout entier� donc l�une

des deux fonctions F ou FF sera totalement d�elocalis�ee�

Toutefois� il existe des fonctions assez bien localis�ees en temps et en fr�e�

quence� appel�ees ondelettes� On approche une fonction f par une s�erie de co�

e"cients calcul�es �a partir de la fonction ondelette dilat�ee et translat�ee� Il est

possible� dans certains cas de reconstruire la fonction f �a partir de ses coe"�

cients� Les fonctions d�ondelettes sont souvent choisies pour leurs propri�et�es de

r�egularit�e� de d�ecroissance rapide� ��� � On distingue �egalement deux transfor�

m�ees en ondelettes� continue ou discr�ete� Dans cette section� nous pr�esentons
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les outils et r�esultats utilis�es dans les di��erentes m�ethodes traitant de la re�

construction par ondelettes� En particulier� nous rappelons les d�e�nitions de

la transform�ee en ondelettes continue� les structures obliques� la transform�ee

en ondelettes discr�ete� les bases orthogonales d�ondelettes� et en�n nous don�

nons quelques exemples standards d�ondelettes� Dans l�ensemble du chapitre�

les r�esultats sont donn�es en dimension n � � ou n � �� pour une pr�esentation

g�en�erale sur les ondelettes� se r�eferrer �a ���� ��� �	� ��� �� � Les r�esultats �enonc�es

dans ce chapitre sont d�emontr�es dans ���� ��� �� �

	�� D�e�nition

D�e�nition ��� La condition d�admissibilit�e est la condition n�ecessaire pour

qu�une fonction � � L��IR� non nulle soit une ondelette analysante �

C� � �

Z jF�����j�

j�j� d� �� �����

Remarques �

� Si � � L��IR� �F�� est alors continue� et si F����� � � alors la condition

����� est v�eri��ee�

� Si � � L��IR�� F����� � � et si on rajoute la condition suppl�ementaire 



� � ��

Z
�� � jxj��j��x�jdx ��� alors jF�����j 	 Cj�j�� 	 � min��� ��

on a alors l��equivalenve avec la relation ������

Une famille de fonctions est issue de l�ondelette analysante par translation

et par dilatation 


�a�b�x� � jaj������
x� b

a
�� a� b � IR� a �� �� x � IR �����

La fonction �a�b est centr�ee en b� Plus a est grand� plus l�ondelette sera �etal�ee�

En dimension �� si l�ondelette analysante est invariante par rotation� la

condition d�admissibilit�e s��ecrit de la m�eme mani�ere 


C� � ��
��
Z jF�����j�

j�j� d� �� � � � IR�� � � L��IR�� ���	�
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Mais en g�en�eral� les ondelettes en dimension � sont orient�ees� et en plus des

param�etres de dilatation et de translation� s�ajoute un param�etre de rotation �

tel que 


�a�b���x� � jaj����r��� �
x� b

a
��� a � IR� a �� �� b � IR�� x � IR�

La rotation r� est d�e�nie par la matrice 


�B� cos � � sin �

sin � cos �

	CA� La condition d�ad�

missibilit�e s��ecrit 


C� � ��
��
Z �

�

dr

r

Z ��

�
jF���r cos �� r sin ��j�d� ��

A�n d��etablir d�autres r�esultats ou simplement d�un point de vue num�erique�

des propri�et�es suppl�ementaires peuvent �etre assign�ees �a l�ondelette analysante 


� � peut �etre �a support compact �centr�ee en x�� ou sinon �a d�ecroissance

rapide autour de x��

� La transform�ee de Fourier de � est maximale en � � k�� et d�ecro��t rapi�

dement autour de cette valeur�

	�� Transform�ee en ondelettes continue

La transform�ee en ondelettes continue d�un signal �D �resp� �D� est fonc�

tion de � �resp� �� param�etres� un param�etre de dilatation a� un �resp� deux�

param�etres de translation b �et en dimension � un param�etre de rotation ��� On

d�e�nit �a partir de cette famille� la d�ecomposition d�une fonction de L��IRn�� n �

�� � 


Tf�a� b� � hf� �a�bi �

Z
f�x�jaj�n����

x� b

a
�dx �����

Th�eor�eme ��� En dimension N � �� on a

�f� g � L��IR��
Z ��

��

Z ��

��
Tf�a� b�Tg�a� b�

�

a�
dadb � C�hf� gi

o�u C� est d�e�nie par l�expression 

����
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Une fonction f � L��IR� peut��etre reconstruite �a partir de ses coe"cients d�e�nis

par la relation ����� 
 Ce qui donne la formule de reconstruction suivante 


�f � L��IR�� f�x� � C��
�

Z ��

�

�

a�

Z ��

��
Tf�a� b��a�bdbda

La d�emonstration de ce th�eor�eme ainsi que d�autres r�esultats sont donn�es dans

�	� ��� 	� � En dimension �� on obtient un r�esultat similaire 


�f � L��IR��� f�x� � C��
�

Z ��

�

�

a�

Z
IR�

Z ��

�
Tf�a� b� ���a�b��d�dbda �����

En pratique� on �xe deux param�etres sur quatre� soit a et �� soit b� La trans�

form�ee devient alors une fonction des deux param�etres restant� On remarque

dans l��equation �����que pour des grandes valeurs de a� la transformation met

en avant la forme globale du signal� Pour des valeurs de plus en plus petites de

l��echelle� sont d�etect�es des d�etails de plus en plus �ns dans le signal� ��	 �� D�un

point de vue num�erique� la transformation est co�uteuse� La base n��etant pas or�

thogonale� l�information obtenue est redondante �voir �	 �� Pour envisager une

impl�ementation num�erique� l�int�egrale est remplac�ee par une somme discr�ete

faisant intervenir une famille de fonction �ai��j �bk appel�ee frame ou structure

oblique� d�e�nies par I� Daubechies�

	�	 Transform�ee discr�ete � structures obliques

Les structures obliques ou frame sont des ensembles de vecteurs non lin�eai�

rement ind�ependants dans un espace de Hilbert H � La d�ecomposition d�une

fonction dans une telle base n�est pas unique et est redondante� La particularit�e

de ces structures est leur construction� qui est privil�egi�ee par rapport �a l�ortho�

gonalit�e� La d�ecomposition est alors stable et la base est relativement facile �a

g�en�erer� La base form�ee est issue comme dans la section pr�ec�edente de dilata�

tions� translations �et rotations en dimension �� d�une ondelette analysante� On

restreint les param�etres �a des valeurs discr�etes 
 a � am� � b � nb�� b� � �� a� �

�� en pratique� m�n � ZZ � On consid�ere alors la famille suivante 


�m�n�x� � a
�m��
� ��a�m� x� nb��� x � IR



Ondelettes 
 g�en�eralit�es 
�

Apr�es avoir donn�e la d�e�nition d�une structure oblique nous verrons d�une part

que les coe"cients calcul�es caract�erisent compl�etement une fonction et que

d�autre part� il est possible de retrouver une fonction �a partir de ses coe"�

cients� Les d�emonstrations des r�esultats �enonc�es sont dans ���� ��� 	� �

D�e�nition ��� Soit l�ensemble de fonctions lin�eairement ind�ependantes f�j � j �

�m�n� � Jg� J est l�ensemble des couples d�indices pris par �m�n�� et soit H un

Hilbert� Si �

� ��� �j � J� �j � H �

� ��� 
 des constantes A et B� appel�ees bornes des structures obliques telles

que � �f � H �

Akfk�H 	
X
j�J

j � �j� f �H j� 	 Bkfk�H ���
�

alors f�j� j � Jg est un structure oblique sur K�

Remarques 


�� Si les fonctions f�j � j � Jg sont lin�eairement ind�ependantes� alors elles

d�e�nissent une base de Riesz de H �

La famille fen� n � � � � �Ng forme une base de Riesz si les en sont lin�eai�

rement ind�ependants et s�ils v�eri�ent 



� � �� 	 �� tels que �kuk� 	
X
n

jhu� enij� 	 	kuk�� u � H �����

�� Si A � B �� � dans la relation ���
� la base est orthogonale et on a la

formule de reconstruction 
 f � A��P
m�nhf� �m�ni�m�n�

De plus� �a chaque structure oblique� on associe un op�erateur F 


D�e�nition ��� Si ��j�j�J est une structure oblique dans H alors l�op�erateur

induit est un op�erateur lin�eaire de H dans l��J� � fc � �cj�j�J � kck� �
P

j�J jc�j j �
�g tel que � �Ff�j � hf� �ji
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D�apr�es l�expression ���
�� F est born�e �kFfk� 	 Bkfk�� et on d�e�nit F �

l�op�erateur adjoint 
 F � �
P

j�J cj�j � La relation ���
� devient 


A Id 	 F �F 	 B Id

F �F est inversible et on a 
 B�� Id 	 �F �F ��� 	 A�� Id� A � �� En appliquant

cet op�erateur �a l�ensemble des fonctions f�j� j � Jg� on obtient une autre famille

de fonctions (�j � �F �F ����j �

Th�eor�eme ��� La famille de fonctions � (�j�j�J constitue une structure oblique

de constante B�� et A�� �

B��kfk� 	
X
j�J

jhf� (�jij� 	 A��kfk��

L�op�erateur associ�e est (F 
 H � l��J�� tel que � (Ff�j � hf� (�ji� Il v�eri�e les

relations � (F � F �F �F ���� (F � (F � �F �F ���� (F �F � Id � F � (F et (FF � � F (F �

est la projection orthogonale de l��J� dans Im�F � � Im� (F��

On aboutit ainsi �a la relation suivante� qui donne un moyen de retrouver f

�a partir des produits scalaires hf� �ji et elle montre qu�il est possible d��ecrire f

en fonction des �j�

X
j�J
hf� �ji(�j � f �

X
j�J
hf� (�ji�j

Remarques 


�� Si les bornes sont �egales �a �� alors la structure oblique est une base or�

thonorm�ee�

�� Si les bornes sont �egales ou sensiblement �egales� la reconstruction de f �a

partir de Ff est num�eriquement stable� Des estimations et des r�esultats

sur les bornes des structures obliques sont donn�es dans ��� �

Ces r�esultats sont g�en�eraux et s�appliquent aux ondelettes si elles v�eri�ent la

condition d�admissibilit�e� Celle�ci s��ecrit en fonction des bornes A et B de la
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structure oblique associ�ee 


Th�eor�eme ��� Si la famille �m�n�x� � a
�m��
� ��a�m� x�nb��� m� n � ZZ est une

structure oblique sur L��IR� avec A et B les bornes correspondantes� et si � est

une ondelette analysante� alors

b� ln a�
�


A 	
Z ��

�

jF�����j�
�

d� 	 b� ln a�
�


B

et

b� ln a�
�


A 	
Z ��

��

jF�����j�
j�j d� 	 b� ln a�

�

B

	�� Bases orthogonales


���� D�e�nition

Il est possible �egalement de construire des bases orthogonales dans L��IR�

ou L��IR��� La discr�etisation est similaire �a celle utilis�ee pour les structures

obliques et les valeurs prises pour les param�etres de dilatation et de rotation

sont g�en�eralement a� � � et b� � �� Le r�eseau de discr�etisation ainsi form�e

est le r�eseau dyadique� Une fonction f � L��IR� admet alors une et une seule

d�ecomposition et il est possible de retrouver f �a partir de ses coe"cients dans la

base� Y� Meyer dans ��� d�e�nit les ondelettes de classe m� ondelettes satisfaisant

des propri�et�es de r�egularit�e et de localisation�

D�e�nition ��� Un ondelette est dite de classe m si les propri�et�es suivantes

sont satisfaites �

� 
i� Si m � �� ��x� � L��IR� et si m 
 �� ��x� ainsi que toutes ses

d�eriv�ees jusqu��a l�ordre m appartiennent �a L��IR��

� 
ii� ��x� ainsi que toutes ses d�eriv�ees jusqu��a l�ordre m� sont �a d�ecrois�

sance rapide �a l�in�ni�

� 
iii�
R�
�� xk��x�dx � �� �k� � 	 k 	 m�
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� 
iv� La collection des fonctions ��j������jx � k�� j � ZZ� k � ZZ est une

base orthonorm�ee de L��IR��

Les fonctions �I � ��j������jx�k�� j � ZZ� k � ZZ sont les ondelettes g�en�er�ees

par l�ondelette m�ere �� et I est un intervalle du r�eseau dyadique et not�e I �

�k�j� �k � ���j�� L�ondelette �I est essentiellement concentr�ee sur I ���� �� On

a alors le r�esultat suivant 


�f � L��IR�� f�x� �
X
j�k

hf� �j�ki�j�k�x�


���� Construction de bases orthonorm�ees de L
��IR� � analyse

multir�esolution

La plupart des exemples d�analyses multir�esolution viennent des suites em�

bo��t�ees de fonctions splines associ�ees �a des ra"nements de maillages� Les bases

d�ondelettes utilis�ees sont orthonorm�ees et la transform�ee est alors inversible 


on peut d�ecomposer une fonction dans une base et la reconstruire �a partir de

ses coe"cients d�ondelettes� Une description plus d�etaill�ee et compl�ete se trouve

dans ����� ��� ��� �� ��

D�e�nition ��� Une analyse multir�esolution de L��IR� est une suite d�espaces

embo��t�es Vj� j � ZZ �� � �V� � V� � V� � V�� � V�� � � � �� de sous�espaces

vectoriels ferm�es de L��IR
�� ayant les propri�et�es suivantes �

� ���
��Vj � f�g� ���

��Vj � L��IR��

� �f � L��IR�� �j � ZZ � f�x� � Vj � f��jx� � V��

� �f � L��IR�� �n � ZZ � f�x� � V� � f�x� n� � V��

� Il existe une fonction g�x� � V� telle que la suite g�x�n�� n � ZZ soit une

base de Riesz de l�espace V� 
voir la d�e�niftion 

�����

On en d�eduit la propri�et�e suppl�ementaire 
 �f � Vj� �n � ZZ� f�x � �jn� � Vj�

On d�e�nit une base orthonorm�ee sur chacun des Vj 
 f�j�n� n � ZZg telle que 


�j�n � ��j������jx� k�� �j� k � ZZ�
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Soit Pj la projection orthogonale d�une fonction de L��IR� sur Vj� Alors�on

d�e�nit une seconde fonction � telle que 
 Pj��f � Pjf �
P

k�ZZ � f� �j�k � �j�k

et �j�k�x� � ��j������jx � k�� �j� k � ZZ � La fonction �j�k est �a valeurs sur un

espace Wj qui est le compl�ementaire de Vj dans Vj��� On a les m�emes propri�et�es

de translation� de dilatation sur �j�k que sur �j�k 


� Vj�� � Vj �Wj �

� �f � L��IR�� f�x� � Wj � f��jx� � W��

� �f � L��IR�� �n � ZZ � f�x� � W� � f�x� n� � W��

Remarque 
 � est appel�ee la fonction d��echelle� et � l�ondelette m�ere�

D�e�nition ��
 Une analyse multir�esolution Vj� j � ZZ de L��IR� est r�r�eguli�ere�

r � IN� si l�on peut choisir � telle que 
����� �

j d
�

dx
��x� j	 Cm�� � jxj��m � �m � IN� � 	 r

Pour construire une base orthonorm�ee ����� �� �� on se donne une fonction

une analyse multir�esolution r�r�eguli�ere de L��IR�� On peut trouvre dans cette

analyse multir�esolution une fonction �� qui v�eri�e les conditions suivantes 
 
� �
V� telle que 


� j � d
dx

�k��x� j	 CN�� � jxj��N � �N 
 �� � 	 k 	 r�

� f��x� k�� k � ZZg est une base orthonorm�ee de V��

� est le point de d�epart de la construction de la base orthonorm�ee d�ondelettes�

On utilise ses propri�et�es� On a par d�e�nition 
 � � V�� et V� � V��� On �ecrit �

dans la base de V�� 


� �
X
n�ZZ

hn����n avec hn �� �� ����n � et
X
n�ZZ

jhnj� � �

Si on d�eveloppe 
 ��x� �
p

�
P

n hn���x�n� et F����� � �p
�

P
n hne

�in�
�F��� ����

On en d�eduit le r�esultat suivant 


F����� � m��
�

�
�F���

�

�
� avec m���� �

�p
�

X
n

hne
�in�
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Ces r�esultats sont r�eunis dans un th�eor�eme fondamental ���� � 


Th�eor�eme ��� Si une suite d�espaces embo��t�es �Vj�j�ZZ�� L��IR� est une ap�

proximation multir�esolution de L��IR�� alors il existe une base orthonorm�ee

d�ondelettes f�j�k� j� k � ZZg pour L��IR� telle que 
en reprenant les notations

pr�ec�edentes� �

Pj�� � Pj� � �� �j�k � �j�k avec �j�k � ��j������jx�k� et �j�k � ��j������jx�k�

Une possibilit�e pour la construction d�une ondelette � �a partir d�une fonction

d��echelle � est �

F����� � ei
�
�m��

�

�
� 
�F���

�

�
� avec m���� �

�p
�

X
n

hne
�in�

o�u� de fa�con �equivalente �

� �
X
n

gn����n et � �
X
n

hn����n

avec

hn �� �� ����n �� gn � ����nh��n

On peut alors construire � de deux mani�eres di��erentes 


� par sa transform�ee de Fourier 
 F����� � ei���m��
�
�

� 
�F��� �
�
�

� par le �ltre de quadrature 
 hn �� �� ���n � et ��x� �
P

n gn���n�x� avec

gn � ����nh��n�


���� Construction de bases orthonorm�ees de L��IR��

La m�ethode la plus courante est d�utiliser le produit tensoriel de deux ana�

lyses multir�esolutions unidimensionnelles ����� �� �� On d�e�nit les espaces Vi

et Wi issus d�une analyse multir�esolution de L��IR�� On contruit les espaces

embo��t�es de L��IR��� Vj� j � ZZ tels que 


� V� � V� � V� � �F �x� y� � f�x�g�y�� f� g � V� 
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� F � Vj � F ��j �� �j�� � V�

Alors les Vj forment une analyse multir�esolution dans L��IR�� telle que 


� � � �V� � V� � V� �V�� � V�� � � �

�
T
j�ZZVj � � et

S
j�ZZVj � L��IR��

De la m�eme fa$con qu�en dimension �� on construit le compl�ementaire de Vj

dans Vj�� 
 Wj � tel que Vj�� � Vj �Wj 


Wj � ��Wj � Vj�� �Vj �Wj�� �Wj �Wj� 

Ainsi Wj est d�e�ni en trois parties avec pour chaque partie une base orthonor�

m�ee� Ceci permet de d�e�nir trois ondelettes 


� L�ondelette �horizontale� #h�x� y� � ��x���y� �pour l�espace �Vj �Wj���

� L�ondelette �verticale� #v�x� y� � ��x���y� �pour l�espace �Wj � Vj���

� L�ondelette �diagonale� #d�x� y� � ��x���y� �pour l�espace �Wj �Wj���

Une base orthonorm�ee pour Wj est 


f%�
j�n��n�

�n�� n� � ZZ� � � h� v� dg

et pour L��IR�� 


f%�
j�n��n�

�n�� n� � ZZ� j � ZZ� � � h� v� dg

Ces ondelettes sont appel�ees �horizontale���verticale��ou �diagonale� car les

coe"cients de la d�ecomposition re.�etent les d�etails horizontaux� verticaux et

diagonaux de la fonction ����� �� ��

	�
 Algorithmes

Dans le cas de bases orthonorm�ees sur le r�eseau dyadique� S� Mallat ���� �

a propos�e des algorithmes pyramidaux de d�ecomposition et reconstruction� Ces
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algorithmes sont bas�es sur des convolutions avec des �ltres issus des ondelettes�

Ceci est donc tr�es avantageux du point de vue du co�ut� On en d�eduit des

algorithmes rapides �voir aussi dans ���� ��� 
� �� Le d�etail de la construction des

algorithmes est pr�esent�e dans ��� � Deux �ltres sont d�e�nis ainsi que leur miroir

associ�e� �a partir de la fonction d��echelle et de l�ondelette �voir le th�eor�eme �����

Ces algorithmes ne sont performants que si la base est �a support compact et

donc le nombre de coe"cients des �ltres est �ni�

Soient H � �hn�n�ZZ le �ltre associ�e �a la fonction d��echelle� (H � �h�n�n�ZZ

le �ltre miroir associ�e� et soient G � �gn�n�ZZ le �ltre associ�e �a l�ondelette�

(G � �g�n�n�ZZ le �ltre miroir associ�e� gn � ����nh��n�


���� D�ecomposition et reconstruction d
un signal unidimen	

sionnel

Le principe est de calculer des approximations de f � ainsi que les di��e�

rences d�informations entre deux �etapes successives appel�ees le signal de d�e�

tail� Le sch�ema ��� �gauche� repr�esente une �etape de la d�ecomposition et le

sch�ema ��� �droite� repr�esente une �etape de la reconstruction� On note Dj le

d�etail �a l��echelle j et Cj les coe"cients de la d�ecomposition �a l��echelle j�

2 : rajouter un zéro entre deux éléments
2

X : convolution avec le filtre X

: prendre un élément sur 2

Cj-1

Dj-1 2

H

j

G

2G

H Dj-12

2 Cj-1

Cj C

Fig� ��� � algorithmes de d�ecomposition 
gauche� et de reconstruction
droite�

d�un signal unidimensionnel
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���� D�ecomposition et reconstruction d
un signal bidimension	

nel

Le principe est le m�eme que pour la dimension �� La base est construite

�a partir du produit tensoriel de deux analyses multir�esolutions unidimension�

nelles� L�algorithme est une s�equence de convolutions discr�etes avec les deux

�ltres issus de la fonction d��echelle et de l�ondelette �D� Lors de la d�ecomposi�

tion� trois types de d�etails sont construits� horizontal� vertical et diagonal� Le

sch�ema ��� �gauche� repr�esente une �etape de la d�ecomposition et le sch�ema ���

�droite� repr�esente une �etape de la reconstruction� On note Cj les coe"cients

de la d�ecomposition �a l��echelle j� Dh
j le d�etail horizontal� Dv

j le d�etail vertical�

et Dd
j le d�etail diagonal�

G 2 c

Cj

G

H

G

H 2 l

2 l

2 l

2 l

H 2 c

Cj-1

Dj-1
d

Dj-1
v

Dj-1
h

Cj-1

Dj-1
d

Dj-1
v

Dj-1
h

2 c

2 c

2 c

+

2 c

G

G

H

H

2 l

2 l

G

H

Cj

X : convolution avec le filtre X

2 l
2 c

: prendre une ligne sur deux 
: prendre une colonne sur deux 2 c

2 l : rajouter une ligne de zéros entre deux lignes
: rajouter une colonne de zéros entre deux colonnes

+

+

Fig� ��� � algorithmes de d�ecomposition 
gauche� et de reconstruction
droite�

d�un signal bidimensionnel

	�� Exemples

Dans cette section nous pr�esentons rapidement deux ondelettes� continues

que nous avons utilis�e dans nos travaux� Nous avons impl�ement�e des ondelettes

continues bidimensionnelles� le chapeau mexicain et l�ondelette de Morlet� Le

choix de l�ondelette �a utiliser est souvent di"cile� De mani�ere g�en�erale� on choisit



Ondelettes 
 g�en�eralit�es ��

des ondelettes qui ont montr�e dans la pratique� des r�esultats satisfaisants�

Deux exemples d�ondelettes sont g�en�eralement cit�es dans le cas continu 


l�ondelette de Morlet et le chapeau mexicain� Nous donnerons l�expression bi�

dimensionnelle de ces ondelettes extraites de �	 �les formes unidimensionnelles

se trouvent dans ��� ��

Le chapeau mexicain a �et�e utilis�e en particulier en analyse de la vision� Il

s�agit du laplacien d�une gaussienne� Cette ondelette a la particularit�e de d�e�

tecter les singularit�es� les discontinuit�es dans toutes les directions �si on choisit

l�ondelette isotropique��

��x� � ��� hx�Axi e�hx�Axi�� et F���k� � jdet�B�jhk� Bkie�hk�Bki�� �����

avec A une matrice � � � sym�etrique d�e�nie positive� Si A � �I � elle est

invariante par rotations et donc ne privil�egie aucune direction donn�ee� De ma�

ni�ere g�en�erale� on choisit A � diag������ � 
 �� La �gure ��	 �gauche� est une

repr�esentation de l�ondelette et la �gure ��	 �droite� est une repr�esentation de

sa transform�ee de Fourier�

Fig� ��	 � Chapeau mexicain 
gauche� et transform�ee de Fourier du chapeau

mexicain 
droite�

L�ondelette de Morlet privil�egie une direction donn�ee et est complexe� Elle

est adapt�ee �a l��etude de la r�egularit�e d�une fonction� On la consid�ere num�eri�
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quement �a support compact� Elle est bien localis�ee en temps et en fr�equence�

��x� � eik�xe�hx�Axi�� � ehk��Bk�i��e�hx�Axi�� �����

F���k� � jdetBj����e�hk�k��B�k�k��i�� � e�hk��Bk�i��e�hk�Bki�� ������

avec k� � IR� � A est une matrice sym�etrique d�e�nie positive et B � A���

On peut choisir jk�j 
 ��� �voir �	 � pour que le second terme dans les expres�

sions ����� et ������ soit n�egligeable �ce terme assure l�admissibilit�e de l�on�

delette�� En g�en�eral� A est diagonale� A � diag����� ��� La �gure ��� et ���

repr�esentent le module de l�ondelette de Morlet ��a gauche� et la transform�ee de

Fourier r�eelle ��a droite��

Fig� ��� � Module de l�ondelette de Morlet 
gauche� et module de sa transform�ee

de Fourier 
droite� k� � ��� ��t et � � �
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Fig� ��� � Module de l�ondelette de Morlet 
gauche� et module de sa transform�ee

de Fourier 
droite� k� � ��� ��t et � � �
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Chapitre �

Ondelettes et tomographie

��� Introduction

L�int�er�et des ondelettes en tomographie provient essentiellement de la re�

marque suivante 


Si on consid�ere la r�etroprojection �ltr�ee f � R��w�Rf��� s���F�w��� � j�j�
on remarque que le �ltre n�est localis�e ni en temps� ni en fr�equence� Une bonne

localisation spatiale permettrait �egalement de reconstruire une fonction f �a

partir de projections partielles �localis�ees par une d�ecomposition en ondelettes��

M� Holschneider a �etabli un premier r�esultat dans ��� � en �ecrivant la trans�

form�ee de Radon comme une transform�ee en ondelettes� l�ondelette �etant la

distribution de Dirac� De nombreux travaux sont principalement bas�es sur l�uti�

lisation des ondelettes dans le but de modi�er le �ltre de la r�etroprojection�

L�objectif est d�assurer au nouveau �ltre une bonne localisation en temps et en

fr�equence� On �evalue les coe"cients de la d�ecomposition en ondelettes bidimen�

sionnelles de la fonction �a reconstruire f � On d�e�nit une ondelette dans IR��

�a�x� � a������x
a
�� L�id�ee est d��ecrire la formule de r�etroprojection �ltr�ee pour

la fonction �a � f � On obtient ainsi une formule de reconstruction de �a � f en

fonction des projections de f 


�a � f � R��R��a � w �R�f� � R��wa�� �R�f�� wa���t� � �w �R��a��t�
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Les coe"cients de la d�ecomposition en ondelettes de f sont 


ca�t� � a����hf�x�� ��
x

a
� t�i � R��wa�� �R�f��x�jx	t�a

Localisation du �ltre

Si l�ondelette est bien choisie� le �ltre wa�� est mieux localis�e que w� Prenons

l�exemple de l�ondelette chapeau mexicain �d�e�nie en ������� et prenons pour

�ltre w celui d�e�ni dans ��� �p����� pour les g�eom�etries parall�eles �en prenant

� � �� 


wb�s� �
b�

�
�

�����
cos�bs���

�bs��
� sin�bs�

�bs�
� s �� �

�
�

� s � �

La �gure ����gauche� visualise de la transform�ee de Radon de l�ondelette dilat�ee

�a� a � ������ pour un angle � quelconque �cette ondelette est invariante par

rotation�� La �gure ��� �centre� visualise le �ltre w� La fr�equence de coupure

du �ltre b est choisie telle que b � Npts� b � Npts� Npts �etant le nombre de

points de discr�etisation� La �gure ��� �droite� repr�esente la convolution des deux

fonctions� le �ltre et la transform�ee de Radon de l�ondelette dilat�ee�
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Fig� ��� � Localisation du �ltre modi��e � Gauche � transform�ee de Radon de

l�ondelette dilat�ee � Centre � �ltre de la r�etroprojection �ltr�ee � Droite � �ltre

modi��e par la convolution w �R��a

Cette id�ee est d�evelopp�ee dans toutes les m�ethodes pr�esent�ees dans cette

section� L�approche et les centres d�int�er�et di��erent� Les m�ethodes proposant

un nouveau �ltre adapt�e �a une analyse multir�esolution sont tout d�abord pr�e�

sent�es ���� �� �	� 	�� �� � bas�ees sur la transform�ee en ondelettes discr�ete� Puis
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une approche par la transform�ee en ondelette continue est abord�ee ��

� 
� ��

permettant d��etablir un lien entre la d�ecomposition des projections et la d�ecom�

position de la fonction �a reconstruire� Dans une troisi�eme partie� des m�ethodes

permettant de d�ecomposer la transform�ee de Radon tout en restant dans l�es�

pace image de l�op�erateur sont expos�ees ����� ��� �	� ��� �� �� En�n� dans la

derni�ere partie� l�aspect local de l�inversion est trait�e ���� ��� ��� �� ��

��� Approche discr�ete

����� Reconstruction multir�esolution

L�objectif de cette m�ethode� propos�ee par A�H� Delaney et Y� Bresler dans ��	 �

est de reconstruire l�approximation de la solution �a une certaine r�esolution �a

partir des projections� Nous verrons dans la section ��	 une approche continue

et une relation entre les d�ecompositions en ondelette de la solution et de ses

projections�

La m�ethode d�ecrite par les auteurs est appliqu�ee �a des probl�emes de re�

construction o�u l�image reconstruite poss�ede une r�esolution plus �ne dans une

r�egion d�int�er�et�

Pr�eliminaires et notations

L�algorithme de reconstruction standard utilis�e est l�algorithme de r�etropro�

jection �ltr�ee 
 f�x� y� � R��w �Rf��

La m�ethode est bas�ee sur la transform�ee bidimensionnelle discr�ete� Les �ltres

passe�haut et passe�bas �et leur miroir� sont �etablis �a partir d�une ondelette et

d�une fonction d��echelle unidimensionnelles� Ils seront not�es h et g �H et G

pour leur transform�ee de Fourier discr�ete�� Le cas bidimensionnel est construit

�a partir du produit tensoriel des espaces multir�esolutions unidimensionnels� Les

ondelettes ainsi form�ees sont s�eparables �voir la section ����	��

Soit fA� � f � fA� � l�image discr�ete �l�approximation �a la r�esolution la plus
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�ne�� Elle est d�ecompos�ee en une s�erie d�approximations successives PhlfA� aux

r�esolutions l � � � � �L� associ�ee �a une s�erie d�images de d�etail PglfA� aux m�emes

r�esolutions� De mani�ere plus pr�ecise� l�approximation d�une image fA� � not�ee

PhlfA� s��ecrit en fonction des coe"cients de la d�ecomposition en ondelettes 


PhlfA� �
�X

i�k	��
fA��lhl�m� �li�hl�n� �lk�

o�u fAq�m�n� �
P�

i�k	�� fA��i� k�(hq��qm� i�(hq��qn� k�� l� �� q sont des entiers

positifs� La s�equences ffAq�m�n�g�m�n��ZZ� est la s�equence des coe"cients �a la

r�esolution q� De mani�ere similaire� l�image de d�etail �a la r�esolution l s��ecrit 


�X
i�k	��

f
���
Dl��

�i� k�hl�m� �li�gl�n� �lk� �

�X
i�k	��

f
���
Dl��

�i� k�gl�m� �li�hl�n� �lk� �

�X
i�k	��

f
���
Dl��

�i� k�gl�m� �li�gl�n� �lk�

o�u 


f
���
Dq

�m�n� �
�X

i�k	��
fA��i� k�(hq��

qm� i�(gq��
qn� k�

f
���
Dq

�m�n� �
�X

i�k	��
fA��i� k�(gq��

qm� i�(hq��
qn� k�

f
���
Dq

�m�n� �
�X

i�k	��
fA��i� k�(gq��

qm� i�(gq��
qn� k�

La s�equence fF �p�
Dq

�m�n�� p � f�� �� 	gg�m�n��ZZ� forme l�ensemble des coe"cients

de d�etail �a la r�esolution q�

Reconstruction

Pour obtenir l�approximation de l�image �a reconstruire �a une r�esolution don�

n�ee� on pourrait reconstruire la fonction par r�etroprojection �ltr�ee� calculer la

d�ecomposition �approximation et coe"cients de d�etails� �a la r�esolution souhai�

t�ee et en�n calculer �a partir de cette d�ecomposition la fonction� Ceci alourdit



Ondelettes et tomographie ��

la m�ethode de r�etroprojection sans l�am�eliorer vraiment� Dans la m�ethode pr�e�

sent�ee� les �etapes sont interverties� et l�algorithme de r�etroprojection �ltr�ee est

appliqu�e sur la transform�ee en ondelettes des projections� On obtient alors la

d�ecomposition de l�image �a la r�esolution souhait�ee� Le �ltre utilis�e dans la r�e�

troprojection est modi��e et d�epend alors des �ltres associ�ee �a l�ondelette et �a

la fonction d��echelle utilis�ee� La formule de reconstruction porte ainsi sur les

coe"cients de l�approximation et de d�etail �a une r�esolution donn�ee� Les auteurs

d�emontrent que 


� Si la fonction f�x� y� est bande�limit�ee 

R
��B jF����jd� 	 ��

� Si fA� est le r�esultat de la discr�etisation de la fonction f�x� y� �suppos�ee

B�bande limit�ee� sur une grille uniforme avec un pas de discr�etisation T��

tel que B 	 �
T�

�

� Si Tp est le pas de discr�etisation selon la variable radiale des projections

tel que B 	 �
Tp

Alors 


fAl�m�n� � R�
d KhlRd��

lm
T�
Tp
� �ln

T�
Tp

�

avec R�
d est la discr�etisation de l�op�erateur R� et Rd est la discr�etisation de

l�op�erateur R� Le �ltrage KhlRf�m� �� � khl�� �Rf���m� est est d�e�ni par la

transform�ee de Fourier discr�ete du �ltre khl���m�� o�u pour j�j 	 
 


Khl����� �
T�
Tp�


j�jHl��
T�
Tp

cos��Hl��
T�
Tp

sin��W ���� � � �cos�� sin��t

avec W est une fen�etre spectrale �egale �a � sur le support de FA����� c�est��a�dire

pour j�j 	 BTp�

De m�eme� pour les coe"cients de d�etail� on a une formule similaire 


f
�p�
Dl

�m�n� � R�
d KglRd��

lm
T�
Tp
� �ln

T�
Tp

�

Le �ltre associ�e est d�e�ni par sa transform�ee de Fourier discr�ete� comme pr�ec�e�

demment 


K
���
gl��

��� �
T�
Tp�


j�jHl��
T�
Tp

cos��Gl��
T�
Tp

sin��W ���
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K
���
gl��

��� �
T�
Tp�


j�jGlj�j��T�
Tp

cos��Hl��
T�
Tp

sin��W ���

K
���
gl��

��� �
T�
Tp�


j�jGl��
T�
Tp

cos��Gl��
T�
Tp

sin��W ���

Reconstruction localis�ee

La reconstruction obtenue pr�esente une r�esolution plus �ne dans une partie

de l�image� Ceci permet d�une part de r�eduire la dose administr�ee au patient et

d�autre part de r�eduire �egalement le co�ut de l�algorithme� Le principe g�en�eral

est de reconstruire la fonction sur l�ensemble de son support �a la r�esolution la

plus faible et de calculer les coe"cients de d�etail jusqu��a la r�esolution la plus

�ne dans la r�egion d�int�er�et� On pourra ainsi� gr�ace �a l�approximation de la

fonction �a la r�esolution la plus faible et aux coe"cients de d�etail� remonter �a

l�approximation de la fonction �a la r�esolution la plus �ne dans la r�egion d�int�er�et�

Ceci ne peut se concevoir que si les �ltres utilis�es n�ont qu�un nombre �ni de

coe"cients signi�catifs ��a support compact� car la convolution est alors locale�

Il faut tenir compte de la longueur du support du �ltre dans la convolution et

agrandir su"samment la r�egion d�int�er�et pour obtenir une convolution correcte

aux bords� D�autre part� comme il est pr�ecis�e dans les travaux de T� Olson et

J� Destefano ���� �� plus la r�esolution est faible� et et plus le support du �ltre

est grand et donc plus la r�egion d�int�er�et est grande� Ainsi� A� Delaney et Y�

Bresler donnent des r�esultats d��echantillonnage des projections en fonction du

support du �ltre et de la r�esolution� On peut ainsi s�autoriser une r�esolution

�ne dans la r�egion d�int�er�et et moins �ne autour sans d�egrader pour autant

l�image�

����� Approche matricielle

Cette m�ethode� d�evelopp�ee par M� Bathia dans ��� � propose une m�ethode

de reconstruction bas�ee sur la transform�ee en ondelettes discr�ete unidimen�

sionnelle des projections� Deux m�ethodes de reconstruction sont adapt�ees� la

r�etroprojection �ltr�ee et l�approche bas�ee sur les pixels naturels� Dans les deux
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cas� les projections sont discr�etis�ees sous la forme 


yk�l� �

Z Z


f�u� v�Tkl�u� v�dudv� k � �� � � � � N�� l � �� � � � � Ns

Donc� yk � Tkf o�u Tk est une matrice de dimension Ns �N�
s � �il y a N�

s pixels

dans l�image�� repr�esentant fTkl�u� v�� l � �� � � � � Nsg� La fonction �a reconstruire

est discr�etis�ee sur son support en N�
s pixels� Etant donn�e ces projections� l�es�

timation discr�ete de la solution 


(f �
N�X
k	�

T t
kxk

Dans le cas de la r�etroprojection �ltr�ee� le vecteur xk �de taille Ns� est le r�esultat

du �ltrage des donn�ees xk � Kyk� pour la position angulaire k� Pour l�ensemble

des donn�ees� cela s��ecrit 


x �

����������

K � � � � �

� K � � � �

� � �

� � � � � K

����������
y

Dans le cadre de la seconde approche� le vecteur x est solution du syst�eme

y � �T tT �x� C � T tT est la matrice contenant les produits scalaires entre les

indicatrices sur les bandes� Cette matrice est de taille importante �N�Ns�N�Ns�

et est pleine�

Notations

La transform�ee en ondelette unidimensionnelle est not�ee sous forme matri�

cielle� Il s�agit d�une convolution� La notation matricielle se retrouve dans �
� �

pour les ondelettes de I� Daubechies� La transform�ee en ondelettes d�un vecteur

s��ecrit 


Wx �

����������

��N���

���

����

x���

����������
� �
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W est unitaire W�� � W t� x��� est le vecteur des coe"cients de la d�ecomposi�

tion et ��j� est le vecteur de d�etail �a la l��echelle j� Cette repr�esentation d�ecrit

la transform�ee en ondelettes jusqu��a la r�esolution la plus grande possible� Si on

d�esire avoir une repr�esentation interm�ediaire� x�m�� on applique l�op�erateur ma�

triciel A�m� annulant les N�m sous�vecteurs � et ne retenant que l�information

associ�ee �a l��echelle m 


A�m� � BlocDiag����N��m�� I��m� 

o�u Iq est l�identit�e de taille q � q et �p est la matrice de z�eros de taille p � p�

On d�e�nit par ailleurs l�op�erateur matriciel qui ne retient que le d�etail �a la

r�esolution m� D�m� 


D�m� � BlocDiag����N��m���� I��m�� ���m� 

Repr�esentation multi��echelle

On applique la transformation en ondelettes au vecteur xk 


�k � Wxk

La repr�esentation multi��echelle de la fonction est 


(f �
N�X
k	�

�T t
kW

t��Wxk� �
N�X
k	�

T t
k �k

o�u Tk � WTk� A la r�esolution m� les coe"cients et le d�etail associ�e de la solution

sont 


(f �m� �
N�X
k	�

T t
k �A�m��k� � ! (f �m� �

N�X
k	�

T t
k �D�m��k�

Pour passer �a la r�esolution sup�erieure� on a 
 (f �m��� � (f �m� � ! (f �m��

Adaptation de la r�etroprojection �ltr�ee

Dans le cadre de la r�etroprojection �ltr�ee� l�algorithme s��ecrit 


�� calcul de la matrice K � WKW t� La matrice r�esultante est presque dia�

gonale�
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�� pour chaque position angulaire k 


� calcul de la transform�ee des projections 
 �k � Wyk�

� calcul de �k � K�k�

� r�etroprojection de �k 
 T t
k �k�

	� Calcul de
P

k T t
k �k�

Remarque �

X
k

T t
k �k �

X
k

T t
kK�k �

X
k

T t
kKWyk �

X
k

T t
kWKW tWyk

�
X
k

T t
kW

tWKyk �
X
k

T t
kKyk �

X
k

T t
kxk � (f

Adaptation de la m�ethode bas�ee sur les pixels naturels

Dans cette approche� le vecteur x est d�eduit de y par la r�esolution du sys�

t�eme y � T tTx � Cx�C � T tT � La matrice C est grande et pleine� Une

transformation de cette matrice dans une base orthogonale appropri�ee permet

de la rendre creuse et donc d�acc�el�erer la r�esolution du syst�eme� La base choisie

dans �� est la base de Haar� conduisant �a une repr�esentation multi��echelle�

Soit W la matrice de transformation multi��echelle unidimensionnelle d�un

vecteur de taille Ns� W est unitaire et W�� � W t� On en d�eduit la matrice

Wbd � BlocDiag�W �� form�ee de N� blocs� avec chaque bloc �egal �a la matrice

W � On a 


(f �
X
k

T t
kxk �

X
k

T t
kW

tWxk �
X
k

T t
k �k

Pour calculer �k� on d�e�nit le vecteur �k � Wyk� L��equation yk � Ckxk� en

utilisant le fait que W est unitaire� devient 


yk � Ckxk � W t�k � CkW
t�k � �k � WCkW

t�k

La changement de base est donc 
 Ck � WCkW
t� et la matrice r�esultante est

creuse �voir �� �� Le syst�eme lin�eaire peut alors �etre r�esolu en temps raisonnable�
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Cependant l�algorithme classique de reconsruction sous�jacent �m�ethode alg�e�

brique directe� fait intervenir des matrices bloc�circulantes� ce qui est aussi un

avantage au niveau du co�ut de l�algorithme� On peut donc se demander laquelle

des deux m�ethodes est la plus performante�

����� R�etroprojection et analyse en ondelettes de Haar

J�P� Gu�edon et Y� Bizais propose une m�ethode de reconstruction bas�ee sur la

r�etroprojection �ltr�ee et sur le �ltre de Haar ��	� �� Le signal est �echantillonn�e

dans la base de Haar et ensuite reconstruit par r�etroprojection �ltr�ee� Dans

une approche classique� la forme discr�etis�ee de la r�etroprojection �ltr�ee consiste

�a �evaluer la densit�e en chaque pixel� en consid�erant la fonction constante sur

chaque pixel de l�image� La fonction est ainsi d�ecompos�ee dans une base de

fonctions indicatrices sur les pixels de l�image� Dans l�approche de J�P� Gu�edon

et Y� Bizais� la fonction �a reconstruire est discr�etis�ee dans la base de Haar�

Apr�es avoir rappel�e la formule de reconstruction �etablie en continu� ils donnent

le sch�ema de discr�etisation classique� puis leur sch�ema dans la base de Haar�

Approche continue

La r�etroprojection �ltr�ee s��ecrit� de mani�ere habituelle 


�f � S� x� y � IR� f�x� y� � R��KRf��� s���x� y�

o�u le �ltrage KRf est tel que 
 KRF ��� s� � Rf��� s��k�s� � k�s� � �F��
� �
j�j���s��

Approche discr�ete classique

La fonction �a reconstruire est suppos�ee constante sur chaque pixel� Cela se

traduit par un produit de convolution� c�est��a�dire un pr�e�ltrage par un �ltre

b�x� y� 


fd�k� l� � b�x� y� � f�x� y�jx	k�y	l � R�K�pb��� s� � pf��� s��
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o�u pb��� s� � Rb��� s� et pf��� s� � Rf��� s�� On d�e�nit ainsi le �ltre kb��� s� �

Kpb��� s�� La forme discr�ete s��ecrit 


fd�k� l� � R��kb � pf ��� s��jx	k�y	l� kb��� s� � F��
� �
j�jF�pb��� ���

Approche discr�ete dans la base de Haar

Une fonction continue peut s��ecrire en fonction de ses valeurs �echantillonn�ees

dans la base de Haar selon 


f��x� y� �
�X

k�l	��
f��k� l�s����x� k� y � l�

o�u ! est la taille d�un pixel du support de la fonction� La base de Haar est

d�e�nie comme 


s����x� y� � s����x�s����y� et s����z� �

�������������
� si jzj � �

�

�
� si jzj � �

�

� si jzj � �
�

On a alors la forme de reconstruction suivante 


f��k� l� � R��K����� s� � pf ��� s��

o�u ����� s� � Rs���� Le �ltre associ�e pour la r�etroprojection �ltr�ee s��ecrit 


k���� s� � F��
� �
j�jF������� ���

Nouveau �ltre

La �ltre ainsi d�e�ni est calcul�e et les auteurs donnent une forme expli�

cite� La fonction � s��ecrit �egalement sous la forme 
 ����� s� � s���cos
�t� �

s���sin
�t�� � � �cos�� sin��t� Sa transform�ee de Fourier n�est autre que le pro�

duit de deux sinus cardinaux 
 F�������� �� � !�sinc��! cos��sinc��! sin���

Le �ltre devient� dans le domaine de Fourier 


F��k����� �� � !�
j�jsinc��! cos��sinc��! sin��

L�inversion donne la forme explicite dans le domaine direct� pour s �� � et � �� � 


k��� s� �
�


 sin ��

�
log

����s� � !�

�
�� � sin ���

����� log

����s� � !�

�
��� sin ���

�����
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����
 D�ecomposition temps	fr�equence sous contraintes

Cette m�ethode� propos�ee par B� Sahiner et A�E� Yagle dans ��� permet de

r�eduire le bruit dans les images reconstruites� En e�et� dans la m�ethode de r�e�

troprojection �ltr�ee� le �ltre K tel que F�K��� � j�j ampli�e les composantes

hautes fr�equences du bruit� Avant donc de reconstruire� les projections sont

g�en�eralement �ltr�ees dans l�espace fr�equentiel� o�u les fr�equences pour lesquelles

l��energie du signal est inf�erieure �a l��energie du bruit sont annul�ees� L�id�ee est

d�appliquer ce seuillage dans une repr�esentation temps�fr�equence du signal� pour

n�annuler les fr�equences que dans les r�egions concern�ees et ne plus appliquer

un �ltrage global �a l�image� En e�et� un �ltrage trop brutal nuit �a la r�esolution

du signal et inversement un �ltrage trop faible n��elimine pas le bruit� Les au�

teurs utilisent deux types de repr�esentation temps�fr�equence� la transform�ee de

Fourier fen�etre et la transform�ee en ondelettes discr�ete� Pour la deuxi�eme� le

�ltrage associ�e au d�ebruitage est appliqu�e �a la repr�esentation des projections �a

une �echelle donn�ee La d�ecomposition des projections� pour une vue donn�ee ��

�x�e� s��ecrit 


W�lR�f�m� �
X
k

g�m� �k�R�fl�k�

o�u

R�fl�m� �
X
k

h�m� �k�R�fl���k�

h et g sont les �ltres associ�es aux ondelettes� Le seuillage des projections est 


W�l
(R�f�m� � W�lR�f�m�Z�l�m�

o�u Z�l�m� est d�e�ni dans le plan temps�fr�equence par 


Z�l�m� �

�����
� si jW�lR�f�m�j� 
 ��l�

� sinon

o�u ��l� est un seuil d�e�ni par l�observation�

Dans un deuxi�eme temps� les auteurs pr�esentent une m�ethode de reconstruc�

tion sous contraintes incluant une connaissance a priori de l�image� La contrainte
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est que les coe"cients de la transform�ee en ondelettes� �a une r�esolution su"�

samment �ne sont nuls autour d�une r�egion A� Ceci signi�e que cette r�egion

correspond �a une r�egion dans l�image originale o�u il y a peu de variations bru�

tales �ar�etes������ Annuler les coe"cients dans cette r�egion revient �a appliquer

un �ltre passe�bas� L�avantage ici est que le �ltrage devient local �a une r�e�

gion� La contrainte est exprim�ee comme un seuillage sur la valeur absolue de la

transform�ee en ondelettes de l�image� Le probl�eme s��ecrit comme un probl�eme

de minimisation sous contraintes 
 �etant donn�ees les projections p��� s� d�une

image f�x� y�� et la transform�ee en ondelettes de l�image W z
l f�x� y�� z � �� �� �� 	

donn�ee sur L r�esolutions 


� les projections p��� s� sont perturb�ees en (p��� s� pour satisfaire les contraintes

sur les ondelettes�

� La distance entre les projections et les projections perturb�ees est minimi�

s�ee�

L�image (f �x� y� est reconstruite par une r�etroprojection �ltr�ee classique �a partir

des donn�ees perturb�ees� L�avantage de ces deux m�ethodes est que le �ltrage est

appliqu�e dans un espace temps�fr�equence et donc local �a certaines r�egions de

l�image� Les auteurs remarquent que l�am�elioration par un �ltrage local est

e�ective sur la globalit�e de l�image�

��� Lien entre les d�ecompositions de la fonction �a

reconstruire et des projections � approche conti�

nue

Cette m�ethode est propos�ee par F� Peyrin ��

� 
� �� Elle est bas�ee sur la

transform�ee en ondelettes continue� Le principe est d��etablir une relation entre

la transform�ee en ondelettes continue des projections �unidimensionnelle par

rapport �a la variable radiale� et la transform�ee en ondelettes continue de la
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fonction �a reconstruire� On obtient ainsi une formule de reconstruction� L�on�

delette bidimensionnelle g�en�er�ee �a partir de la d�ecomposition des projections est

dans un premier temps invariante par rotation� mais une extension est ensuite

propos�ee par les auteurs pour les ondelettes directionnelles�

R�esultats pr�eliminaires sur Rf

Soit la fonction �a reconstruire f�x� y� � C��IR�� �a support compact� Les

projections de f � en g�eom�etrie parall�ele �voir �gure ����� s��ecrivent 


p��s� � Rf��� s� �

Z
IR�

f�x� y���x cos� � y sin��dxdy� � � �cos�� sin��t

o�u � est la distribution de Dirac�

La formule d�inversion utilis�ee dans cette approche est la r�etroprojection

�ltr�ee 


f�x� y� � R��p� � k��x� y�

o�u k est le noyau de convolution tel que 
 F�k��� � j�j�

Transform�ee en ondelettes continue des projections

Soit ��x� une ondelette analysante admissible sur IR �voir l�expression �������

La transform�ee en ondelettes continue des projections �selon la variable radiale

s� est 


W ��� f��a� b� �
Z
IR

p��s���
s � b

a
�

�p
a
ds� a � � � b � IR

On note W ��� p���a� �� � p� � (�a avec �a�s� � �p
a
�� s

a
� et (�a�s� � �a��s��

Passage �a la transform�ee en ondelettes continue bidimensionnelle de

f

On note Sa � fW ��� p���a� ��� � � ��� 
�g l�ensemble des projections �a l��echelle

a� La fonction fa�x� y� est l�image reconstruite par r�etroprojection �ltr�ee �a partir

des projections de Sa 


fa�x� y� � R��p� � (�a � k��x� y�
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F� Peyrin ��

� 
� � montre que fa�x� y� est la transform�ee en ondelettes bidi�

mensionnelle de f et donne l�ondelette associ�ee 


fa�x� y� � R��p� � (�a � w��x� y� � R��p� � k��x� y� �R�� (�a � k��x� y�

fa�x� y� � f �R�� (�a � k��x� y�

On note (ma�x� y� � R�� (�a �k��x� y�� La fonction ma�x� y� peut s��ecrire sous la

forme 


ma�x� y� �
�

a
p
a
R��� � k��

x

a
�
y

a
�

Donc ma�x� y� peut s�interpr�eter comme la version dilat�ee �a l��echelle a de

m�x� y� � R��� � k�� Si la fonction � est admissible sur IR� alors il est d�e�

montr�e ��

 � que cette fonction est admissible sur IR�� F� Peyrin d�e�nit ainsi

la transform�ee en ondelettes continue de f comme �etant 


W �m� f��a� x� y� �
p
afa�x� y�

����� Inversion

On peut appliquer la formule de reconstruction classique pour les ondelettes

invariantes par rotation �se reporter �a la relation ������ 


f�x� y� � c��m

Z �

�
�W �m� f��a� �� �� �ma��x� y�

�

a�
da

avec cm � ��
��
R
IR�

jF�m�u�v�j�
j�u�v�j� dudv �� �condition d�admissiblit�e��

����� Extension aux ondelettes directionnelles

En plus des param�etres de dilatation et de translation� on rajoute un pa�

ram�etre de rotation �� L�ondelette directionnelle �ecrite �a l��echelle a s��ecrit 


�a���x� y� � �
a
�� �

a
r��x� y�� avec r��x� y� � �x cos� � y sin �� x sin � � y cos ���

La transform�ee en ondelettes continue d�une fonction f devient 


W ��� f��a� �� x� y� � �f � (�a����x� y�
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La formule d�inversion s��ecrit 


f�x� y� � c��m

Z �

�

Z �

�
�W ��� f��a� �� �� �� �ma��x� y�

�

a�
da

avec cm d�e�ni par la relation ���	���� Ainsi� en partant de la transform�ee en

ondelettes des projections� on aboutit d�une part �a la transform�ee en ondelettes

de la fonction et d�autre part �a une formule d�inversion de la transform�ee de

Radon�

��	 D�ecomposition sur l
espace de Radon Im�R�

��
�� D�ecomposition dans des structures obliques

S� Izen ���� � d�e�nit une d�ecomposition en ondelettes �structures obliques�

voir la section ���� sur l�espace image de l�op�erateur R� Il �etablit ensuite une

relation entre la d�ecomposition sur cet espace et la d�ecomposition dans L��IR��

de la fonction �a reconstruire� Pour cela� il utilise les r�esultats sur Rf dans les

espaces de Sobolev ���� ��

Estimation de R dans l�espace de Sobolev H����Z�

Soit H����Z� l�espace de Sobolev d�ordre �
�

d�e�ni sur le cylindre unit�e Z�

muni du produit scalaire 


� f� g �H���
�Z�

�
Z
IR

Z
S�
F�f��� ��F�g��� ���� � ������d�d�

La transform�ee de Fourier est prise par rapport �a la variable radiale�

Le th�eor�eme suivant donne un encadrement de Rf dans cet espace ���� � 


Th�eor�eme ��� Soit f � L��IR��� Alors Rf � H����Z� et

ckfk�L�
�IR��

	 kRfk�
H���

�Z�
	 Ckfk�L�

�IR��

avec c � �
 et C � �
p

�
��
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L�op�erateur Q

Cet op�erateur Q d�e�nit le lien entre L��IR��� l�espace de la fonction �a re�

construire et l�espace H � Im�R� �H����Z��

D�e�nition ��� Soit l�op�erateur Q tel que �

Q 
 L��IR�� � H

Q � R�l � �dR

o�u les op�erateurs �l et �d sont d�e�nis comme suit �

�l 
 L��IR�� � L��IR��

F��lf�k� � �p
��
jkj����� � jkj������F�f�k�

�d 
 H� H

F��d��k� �� � �p
��
jkj����� � k������F����k� ��

Remarques �

�� 
e�� e� telles que e�kgk�L�
�IR��

	 k�l gk�L�
�IR��

	 e�kgk�L�
�IR��

�

�� Les deux op�erateurs s�entrelacent 
 R�l � �dR�

	� Si � � H� alors �d� � H�

�� � f� g �L�
�IR��

�� Qf�QG �H� donc Q 
 L��IR�� � H est une isom�etrie�

Cet op�erateur permet d��etablir un lien entre les deux espaces� Dans la suite�

S�Izen met en avant les propri�et�es des ondelettes sur les deux espaces�

Structure oblique induite sur H

S� Izen d�emontre que l�op�erateur Q pr�eserve la structure oblique 


Th�eor�eme ��� Soit f��g� � � �i� k� ��� k � �kx� ky�� � � �h� d� v�� une structure

oblique sur L��IR��� avec F l�op�erateur associ�e� A�B ses bornes et f (��g la

structure oblique duale� On d�e�nit �� � Q��� Alors f��g est une structure

oblique sur H� La structure oblique duale est donn�ee par fQ(��g�
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Dans L Dans H

f �
P

� � f� �� � (�� � �
P

� � �� �� � (��

�
P

� � f� (�� � �� �
P

� � ��Q�� � Q(��

�
P

� � �� (�� � ��

�
P

� � ��Q(�� � Q��

Bornes

Akfk�
L�

�IR��
	P

� jh��� fij�L�
�IR��

	 Bkfk�
L�

�IR��
Ak�k�H 	P

� jh��� �ij�H 	 Bk�k�H

Les deux structures obliques associ�ees ont les m�emes bornes� Donc si l�une

constitue une base orthonorm�ee sur son espace� l�autre constitue aussi une base

orthonorm�ee�

Formule d�inversion

Soit fa�g les coe"cients de la d�ecomposition de f � L��IR�� dans une

structure oblique f��g� on a la relation 


f �
X
�

hf� ��iL�
�IR��

(�� � a� (��

a� � hf� ��iL�
�IR��

� hQf�Q��iH � hQf� ��iH

Pour conna��tre les coe"cients fa�g� il faut calculer les coe"cients de la d�ecom�

position de Qf dans la structure oblique sur H � f��g � fQ��g� Cela s��ecrit 


a� �
Z
IR

Z
S�
F�Qf ��� ��� �z �

���

F�Q����� ��� �z �
���

�� � ������d�d�

� ��� � F�����
d Rf ��� �� � �p

��
j�j����� � j�j������F�Rf ��� ���

� ��� � F�����
d R����� �� � �p

��
j�j����� � j�j������F�R����� ���

En utilisant le th�eor�eme de coupe�projection �voir le th�eor�eme ����� on ob�

tient 


��� � j�j����� � j�j������F����� cos�� � sin ��� � � �cos�� sin��t
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La formule d�inversion est donc 


a� �
�p
�


Z
IR

j�j
Z
S�
F�Rf��� ��F����� cos�� � sin ��d�d� �����

Dans cette m�ethode� deux approches ont �et�e �combin�ees� 
 la premi�ere

consistant �a estimer la d�ecomposition dans l�espace image de l�op�erateur de Ra�

don et l�autre consistant �a �etablir un lien entre la d�ecomposition en ondelettes

de la fonction �a reconstruire et la d�ecomposition en ondelettes des projections�

��
�� D�ecomposition en ondelettes	vaguelettes

Cette m�ethode propos�ee par D� Donoho ����� ��� �	 � conduit �a la m�eme

formule d�inversion que celle propos�ee par S�Izen ���� �� Mais les contraintes sur

les ondelettes sont plus fortes dans l�approche de D� Donoho� D�Donoho s�appuie

sur une m�ethode bas�ee sur une d�ecomposition en valeurs pseudo�singuli�eres de

R� Pour cela� il introduit la notion de vaguelettes� d�e�nies par Y� Meyer� La

transform�ee en ondelettes est discr�ete� E� Kolaczyk ���� � propose �egalement une

autre formule d�inversion bas�ee sur la d�ecomposition en ondelettes�vaguelettes�

D�ecomposition en valeurs singuli�eres	 rappels

On se limite au cas de probl�emes mal�pos�es au sens de Hadamard� lin�eaires

dans des espaces de Hilbert� On dispose d�un op�erateur A lin�eaire born�e de H

vers K �espaces de Hilbert�� Le probl�eme est


Etant donn�e g � K� trouver f � Htelle que Af � g

Une solution �a ce probl�eme est l�ensemble des fonctions qui minimisent kAf�gk�
Ceci a un sens si g � Im�A� � �Im�A���� On choisit alors la solution de norme

minimale et on obtient l�inverse g�en�eralis�e A� �au sens de Moore�Penrose�


Th�eor�eme ��� f� � A�g est la solution unique de A�Af � A�g dans Im�A��

La d�ecomposition en valeurs singuli�ere de A� si elle existe s��ecrit


Af �
�X
k	�

�k � f� fk � gk
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o�u �fk� et �gk� sont des syst�emes orthogonaux dans H et K tels que 


A�gk � �kfk et Afk � �kgk

Les �k sont des nombres positifs� appel�es les valeurs singuli�eres de A� Si la

s�equence des �k est born�ee� alors A est un op�erateur lin�eaire born�e continu de

H dans K ayant un adjoint A� tel que


A�g �
�X
k	�

�k � g� gk � fk

Th�eor�eme ��� Si A admet une d�ecomposition en valeurs singuli�ere� alors

A�g � f� �
�X
k	�

��k � g� gk � fk� �
�
k �

�����
�
�k

si �k � �

� sinon

Cette m�ethode a ses limites� Les fonctions propres fk sont souvent di"�

ciles �a calculer et ne donnent pas toujours des r�esultats satisfaisants �pas assez

lisses������ On pr�eferre alors utiliser une base dont on conna��t la r�egularit�e�

M�ethode

Soit y � Rf � z o�u z est un bruit gaussien centr�e r�eduit� pris en compte ou

non dans l�inversion� La d�ecomposition en ondelettes�vaguelettes �discr�ete� est

bas�ee sur le sch�ema suivant 


� On se donne 	 types de fonctions� l�une �etant une base orthonorm�ee d�on�

delettes �D� ��� � � �j� k� ��� k � �kx� ky�� � � h� v� d �base construite �a

partir du produit tensoriel d�espaces multir�esolution� voir la section ����	��

et deux collections de fonctions �u�� et �v�� non�orthogonales�

� Des relations type �valeurs quasi�singuli�ere� 


R�� � kjv� et R�u� � kj�� �����

� Une relation de bi�orthogonalit�e 


� u�� v� �� ���� ���	�
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� Des relations de presque�orthogonalit�e 
 il existe des constantes b�� b� et

c�� c� te

b�ku�kl� 	 k
X
�

a�u�k 	 b�ku�kl� et c�kv�kl� 	 k
X
�

a�v�k 	 c�kv�kl�
�����

Cette d�ecomposition� si elle existe� produit la formule de reconstruction 


f �
X
�

� Rf� u� � k��j ��

Remarques 
On aboutit �a un algorithme d�inversion� Si on veut travailler

avec les donn�ees y � Rf � z o�u z est un bruit gaussien� il faut seuiller les

donn�ees pour ne retenir que l�information importante� Ce seuil est d�e�ni par

�t�y� � sign�y��jyj � t��� La reconstruction est alors 
 Ff �
P

� �tj�� Y� u� �

k��j ���

L�op�erateur de Radon 	 un op�erateur faiblement inversible

Dans cette section� on donne des r�esultats portant sur la base� et qui abou�

tissent �a un inverse de R au sens faible d�e�ni ci�dessous�

R est un op�erateur de D�R� � Im�R�� Le but est est de trouver une

fonctionnelle continue qui v�eri�e 


c��� 
 L��IR�� � IR�

c�Rf� �� �� f �

Si un telle fonctionnelle existe� on peut retrouver de mani�ere stable de l�in�

formation sur � �� f �� �a partir des donn�ees bruit�ees de Rf � Si on observe que

y � Rf � z� avec z bruit blanc gaussien de norme kzk� alors 


jc�y�� � �� f � j 	 kck�kzk�

et donc c�y� est une bonne approximation de � �� f � pourvu que kzk� soit

su"samment petit�
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Les lemmes suivants nous donnent des indications sur le choix de la fonc�

tionnelle�

Lemme ��� Soit D�R� dense dans L��IR��� Alors� les 	 propositions sont �equi�

valentes �

�� 
 une fonctionnelle lin�eaire continue born�ee c��� de L��IR�� qui satisfait

c�Rf� �� �� f �� �f � D�R��

�� �f � D�R�� j � �� f � j 	 C�kRfk��

�� � � Im�R���

Lemme ��� Si �� � D�R�
T
Im�R��� ��� alors la collection des fonctionnelles

�c�� repr�esente un inverse non born�e de R dans le sens alg�ebrique suivant � pour

toutes les sommes �nies f �
P

� ����� on a �

f �
X
�

c��Rf���

R est un op�erateur faiblement inversible�

Remarques �

� c� born�ee et � L��IR�� � c� admet un repr�esentant de Riesz 
� tel que 


c��g� �� 
�� g ��

Soit �� tel que �� � R��� Alors 
 c����� � c��R��� �� ��� �� �� ����� et

donc 


� 
�� �� �� ����

Les fonctions 
� et �� sont biorthogonales� On remarque le lien avec la rela�

tion ���	�� Les fonction u� et v� vont d�ependre des fonctions 
� et ���

� Soit G l�op�erateur de Gram associ�e �a R� G � R�R� G est faiblement

inversible s�il existe une fonctionnelle lin�eraire s�� born�ee� v�eri�ant 


s��Gf� �� ��� f � �����
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G est un op�erateur de D�G� dans Im�G� inclus dans L��IR��� On a 
� � R��

et �� est le repr�esentant de Riesz de s�� On retrouve la relation de biorthogo�

nalit�e ����� exprim�ee de mani�ere formelle en fonction de ���

� 
�� �� ��� R���R�� ��� ���R
�R�� ��� ��� G�� �� s��G��� �� ��� �� �� ����

D�etermination des fonctionnelles

On a 
R�f�s� �
R
IR f�s cos����t sin�����s sin����t cos����dt� � � �cos�� sin��t�

On applique le th�eor�eme de coupe�projection et l��egalit�e de Parseval 


Z �

�

Z
IR

R�f�s�R�g�s�dsd� � �

Z
��IR�

F�f���F�g����
�

j�jd� ���
�

o�u le produit scalaire hR�f�R�gi est exprim�e dans le cylindre unit�e Z�

Le premier terme est la repr�esentation de � Rf�Rg � et le second la re�

pr�esentation de � R�Rf� g � dans le domaine fr�equentiel� D�apr�es les rela�

tions ����� et ���
� la fonctionnelle s� a un repr�esentant �� caract�eris�e par 


� ���R
�Rf ��� ��� f �

Dans le domaine des fr�equences� cela donne 


�

Z
F�f���F������

�

j�jd� �
Z
F�f���F������d�� �f � L��IR��

On peut donc �ecrire de mani�ere formelle 


F������ �
�

�

j�jF������

Ainsi� pour trouver 
�� le repr�esentant de c�� on a la relation 
� � R��� et

en utilisant le th�eor�eme de coupe�projection� on obtient 



���� u� �
�

��
��

Z
IR

jvjF����v cos�� v sin��eiuvdv� � � j� k� �

On �ecrit la fonction dilat�ee translat�ee ��� � � j� k� �� j � IN� k � �kx� ky�t �
IN�� � � h� v� d �pour di��erencier les d�etail horizontaux� verticaux et diagonaux�
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en fonction de ������ 
 �j�k�� � �j��������
jx � kx� �

jy � ky�� Ceci donne 
j�k�� en

fonction de 
����� 



j�k����� u� � �j
�������
ju� kx cos�� ky sin�� ��� � � �cos�� sin��t

et f peut �etre reconstruite suivant la formule 


f �
X
�

c��Rf��� �
X
�

� 
��Rf � �� avec � 
��R�� �� ����

Du point de vue des normes 


k��k � �jk������k et k
�k � �j��k
�����k

Repr�esentation �a l�aide de �Vaguelettes�

Il est montr�e dans ��� que les c� ont une norme croissant g�eom�etriquement

avec le degr�e de r�esolution� avec un exposant � � ���� car kc�k � �j���Const�

Const � k
�����k�
Les fonctions u� � ��j�
� sont presque normalis�ees et ku�k � Const�

Les fonctions v� � �j�R�� sont �egalement presque normalis�ees et kv�k �

Const�

Les conditions �enonc�ees dans le premier paragraphe sont partiellement v�e�

ri��ees 


� On a �� base d�ondelettes orthogonales� �u�� et �v�� sont des familles de

fonctions d�e�nies comme ci�dessus�

� �u�� et �v�� v�eri�ent la relation de bi�orthogonalit�e 
 hu�� v�i � �����

� Du fait de leur construction� elles v�eri�ent les relations de type �valeurs

quasi�singuli�ere� 
 R�� � ��j��v� et R�u� � ��j�����

Les d�emonstrations des r�esultats �enonc�es se trouvent dans ��� �
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Il reste �a prouver la relation de �quasi�orthogonalit�e�� Pour cela� il faut ra�

jouter des conditions suppl�ementaires qui sont tr�es restrictives� Pour d�emontrer

la presque�orthogonalit�e� on utilise les r�esultats connus sur les vaguelettes� Les

vaguelettes ont �et�e d�e�nies par Y�Meyer ���
 �� Cette d�e�nition ainsi que les

r�esultats permettant d�aboutir �a la quasi�orthogonalit�e sont rappel�es dans ��� �

Pour la transform�ee de Radon �d�autres types de probl�emes inverses �etant abor�

d�es�� la quasi�orthogonalit�e est obtenue pour des ondelettes ayant un degr�e de

r�egularit�e au mois �egal �a � pour la dimension ��

R�ecapitulatif

Soit ���� une base orthonorm�ee d�ondelettes �a support compact� provenant

d�une ondelette m�ere ayant au moins M 
 � moments nuls et M 
 � d�eriv�ees

continues� Il existe alors une d�ecomposition en ondelettes�vaguelettes avec 


u� � ��j��
� � v� � �j��R��


� � R�� � F������ �
j�j
�

F������


��u� �� �
�

��
��

Z
IR

jvjF����v cos�� v sin ��eiuvdv

Et donc

f �
X
�

hRf� u�i�j����

f �
X
�

hRf� 
�i�� �
X
�

hRf�R��i��

Lien avec la m�ethode pr�ec�edente �S�Izen�

On utilise le produit scalaire dans L��Z�� o�u Z est le cylindre unit�e
 �

Rs�Rt �
L��Z��

R �
�

R
IRR�s�u�R�t�u�dud�� Donc


hRf�R��iL��Z� �

Z �

�

Z
IR

R�f�u�R����u�dud�

On �emet l�hypoth�ese que R�f et R��� appartiennent �a S�Z�� On utilise alors

l��egalit�e de Parseval 


hRf�R��iL��Z�
�

Z �

�

Z
IR

F�R�f�k�F�R����k�dkd�
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On applique ensuite le th�eor�eme de coupe�projection


hRf�R��iL��Z�
�
p

�

Z �

�

Z
IR

F�R�f�k�F����k cos�� k sin ��dkd�

On remplace F����k cos�� k sin �� par jkj
��
F����k cos�� k sin���

hRf�R��i �
p

�

Z �

�

Z
IR

F�R�f�k�
jkj
�

F����k cos�� k sin��dkd�

�
�p
�


Z
IR

jkj
Z �

�
F�R�f�k�F����k cos�� k sin��dkd�

On retrouve la m�eme d�ecomposition que celle pr�esent�ee par S�Izen� d�ecrite

dans la relation ������ S� Izen prend l�hypoth�ese que l�ensemble des dilat�ees�

translat�ees doit former une structure oblique� ici� la base est orthonorm�ee et les

ondelettes choisies sont su"samment r�eguli�eres�

Un algorithme rapide

Cet algorithme est propos�e par E�D� Kolaczyk dans ��� � Il fait le lien entre la

d�ecomposition en ondelettes vaguelettes de l�op�erateur de Radon et l�op�erateur

de r�etroprojection� Il �ecrit la formule d�inversion donn�ee dans le th�eor�eme ��	

pour � � n � �� n � � 


f � F��
�

� jkj
�

F��R

�Rf�

�

En utilisant la relation hRf� 
�i � hf� ��i� on obtient les coe"cients de la

d�ecomposition en fonction de la r�etroprojection des donn�ees g � Rf 


hRf� 
�i � F��
�

� jkj
�

F���F��R

�Rf�

�

avec F������ � �
�j

�F��
�����

�j
�� en prenant � � �j� k� ��� Dans cette formulation�

le facteur F��R
�Rf� n�est calcul�e qu�une seule fois� L�algorithme pyramidal est

donc 


�� R�etroprojection des donn�ees

�� FFT bidimensionnelle
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	� Pour chaque niveau de r�esolution j � C� � � �� J � �

� �i� Multiplication par la fonction j�jF������� � � IR�j � IR�j �

� �ii� FFT inverse bidimensionnelle �avec �j points dans chaque direc�

tion��

� �iii� Prendre un �el�ement sur deux �comme dans l�algorithme de S�

Mallat� pour ne retenir que �j�� points�

� �iv� j 
� j � � � retour �a �i��

��� Localisation et inversion de la transform�ee de

Radon en dimension paire

����� Localisation

Le r�esultat �enonc�e dans ce paragraphe est issu du travail de J� DeStefano

et T� Olson ���� �� Ils rappellent le caract�ere non local de l�inversion de la

transform�ee de Radon en dimension paire et l�importance de ce r�esultat pour

la reconstruction �a partir de donn�ees manquantes� Pour introduire un caract�ere

local �a l�inversion� les auteurs utilisent les ondelettes de I� Daubechies car elles

sont bien localis�ees en temps et en fr�equence� Les propri�et�es de localisation

de ces ondelettes ne sont pas modi��ees par une convolution� Dans ce cadre� la

transform�ee en ondelettes discr�ete unidimensionnelle est utilis�ee� elle porte donc

sur les projections Rf��� s�� �a � �x�e� La fonction f est suppos�ee essentiellement

bande limit�ee sur le cercle de rayon r� r ��� Les auteurs d�e�nissent l�op�erateur

F par 
 F�Rf��� s�� � Rf��� s� � F��
� �j�j���r�r������s�� o�u F��

� �j�j���r�r������s�

est le �ltre utilis�e dans la r�etroprojection �ltr�ee� Celle�ci s��ecrit 


f�x� �
Z
S�
Rf��� h�� xi��F��

� �j�j���r��r������h�� xi�d� �
Z
S�

F�Rf��� h�� xi��d�
�����

La transform�ee de Radon est alors d�ecompos�ee en ondelettes 


Rf��� s� �
X
�

c������� c���� � hR�f� ��i �����
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o�u � � j� k� �� avec j � IN ��echelle�� k � IN� �translation�� � � h� v� d �d�etail

horizontal�vertical et diagonal�� La relation ����� est inject�ee dans la relation

����� 


f�x� �

Z
S�

F�
X
�

c�������h�� xi��d� �

Z
S�

X
�

c����F����h�� xi��d�

Si l�ondelette est su"samment r�eguli�ere� le �ltre conserve cette r�egularit�e� En

fait� si le support de l�ondelette est su"samment petit� c�est��a�dire si la r�eso�

lution est su"samment �ne� alors la d�ecomposition en ondelettes est locale� et

l�inversion �egalement� Pour les termes de faible r�esolution� ceci n�est plus vrai�

Dans ce cadre� les auteurs poursuivent leur d�emarche en utilisant la repr�esen�

tation de la transform�ee de Radon en fonction des polyn�omes de Chebyschev

donn�ee dans ��� 


Rf��� s� � ��� s������
�X
l	�

Tl�s�hl��� �����

o�u les Tl�s� sont les polyn�omes de Chebyschev de premi�ere esp�ece et les hl���

sont des polyn�omes trigonom�etriques d�ordre l� Les coe"cients de la d�ecompo�

sition sont re�ecrits en utilisant la relation ����� 


c���� � h���s�� ��� s������
�X
l	�

Tl�s�hs���i

En utilisant l�isom�etrie de la transform�ee de Fourier on obtient 


c���� � hF�������
�X
l	�

Jl���hl���i �
�X
l	�

hF������Jl���ihl��� ������

o�u les Jl��� sont les fonctions de Bessel de premi�ere esp�ece� Les fonctions de

Bessel approchent � dans des intervalles �nis autour de �� De plus si pour une

faible r�esolution� le support de l�ondelette est tr�es grand� ce qui est le cas� la

transform�ee de Fourier de l�ondelette est bien localis�ee en fr�equence et les valeurs

de �� sont tr�es faibles� Ainsi� la fonction de Bessel prend des valeurs non nulles

l�a o�u �� est presque nulle et inversement� L�expression ������ n�a qu�un nombre

�ni de coe"cients signi�catifs� Seuls les polyn�omes trigonom�etriques de faible

degr�e contribuent au calcul des coe"cients basse�r�esolution� La bande�limite
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radiale de l�ondelette devient angulaire sur les coe"cients de la d�ecomposition

en ondelettes�

Th�eor�eme ��� Les coe�cients d�ondelette cm�n���� quand on les interpr�ete

comme des fonctions de la variable � sont essentiellement bande�limit�es�

Les reconstructions sont e�ectu�ees �a partir de projections portant sur une

r�egion d�int�er�et pour certaines positions angulaires et compl�etes pour les autres

positions angulaires �voir �gure ����� Les projections sont compl�et�ees en pro�

c�edant �a une interpolation selon la variable angulaire sur les coe"cients de la

d�ecomposition des projections compl�etes�

s

θ

Fig� ��� � Projections incompl�etes

Sch�ema de l�algorithme

Dans un premier temps� on calcule la d�ecomposition en ondelettes discr�etes

des projections compl�etes et locales� Cette d�ecomposition se traduit par un

�ltrage� phase d�ecrite dans la section ��
�

La seconde phase consiste �a calculer les coe"cients de basse r�esolution pour

les angles o�u les donn�ees sont tronqu�ees� Pour cela� on utilise les coe"cients

issus de la d�ecomposition �a partir des projections globales 
 les valeurs sont

interpol�ees �il s�agit donc d�une interpolation selon la variable angulaire��

On calcule ensuite un transform�ee en ondelettes inverse� et an�n� un algo�

rithme de reconstruction standard peut �etre appliqu�e� voir �gure ��	�
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G

H 2

2

2

2
2

: prendre un élément sur 2

FBP : appliquer la méthode de rétroprojection filtrée

INT : ajouter une projection interpolée entre deux

X : convolution avec le filtre X

: ajouter un zéro entre deux éléments

Image

locales
Projections

Projections
globales N/2

N/2

N/2

N/4 N/2 N

N/2 NN

N/2
INT

H

G

2

FBP

Transformée en

ondelettes 1D ondelettes inverse 1D
Transformée en

reconstruite

Fig� ��	 � Algorithme sur un niveau de r�esolution � on calcule la transform�ee

en ondelettes discr�ete des projections fusionn�ees et des projections uniquement

globales� Puis on estime �a partir des coe�cients issus de la seconde transfor�

mation les coe�cients basse r�esolution� par une interpolation selon la variable

angulaire� On calcule ensuite la transform�ee inverse et on peut alors reconstruire

par un algorithme standard�



Ondelettes et tomographie ���

����� Inversion locale de la transform�ee de Radon dans le plan

Cette m�ethode est propos�ee par D� Walnut ���� �� Il propose une formule de

reconstruction �locale� de f �a partir de Rf bas�ee sur la transform�ee en onde�

lettes continue� Pour reconstruire la fonction f au point x� seules les projections

passant dans une r�egion d�e�nie autour de x sont prises en compte� D� Walnut

�etablit un lien entre la transform�ee en ondelettes continue des projections �uni�

dimensionnelle par rapport �a la variable radiale� et la transform�ee en ondelettes

continue de la fonction �bidimensionnelle�� Des estimations d�erreurs sont pro�

pos�ees pour la formule de reconstruction �locale�� Apr�es avoir rappel�e quelques

r�esultats sur Rf et les ondelettes� nous pr�esentons la formule d�inversion �etablie

par D� Walnut ainsi que les estimations d�erreurs correspondantes�

R�esultats pr�eliminaires sur la transform�ee de Radon

La formule de r�etroprojection �ltr�ee R��k�Rf� � f �R�k� k �etant un �ltre

d�e�ni sur ��� �
��IR� est explicit�ee sous la forme suivante 


Z ��

�

Z
IR

k��� s�Rf��� x� cos� � x� sin �� s�dsd�

�
Z
IR�

f�y�
Z ��

�
k��� �x� � y�� cos� � �x� � y�� sin��d�dy

R�esultats pr�eliminaires sur les ondelettes

Dans un premier temps� on d�e�nit une ondelette % radiale� admissible �voir

la relation ���	�� et bidimensionnelle� Pour calculer les coe"cients� on forme

la famille des fonctions dilat�ees et translat�ees 
 %a�b�x� � a��%�x�b
a

�� On d�e��

nit �egalement %a����x� � (%a�x�� La transform�ee en ondelettes continue de la

fonction f dans IR� s��ecrit 


W �%� f��a� b� �
Z
IR�

f�x�%a�b�x�dx � �f � (%a��b�� b � IR�� a � �
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D�e�nition ��� Soient deux fonctions # et % d�e�nies sur IR�� Elles forment

une paire d�ondelettes admissible si les deux fonctions sont admissibles et si �Z �

�
F�%�� cos�� � sin��F�#�� cos�� � sin ��

d�

�
� �� �� � ��� �
�

Le lemme suivant fournit la formule de reconstruction 


Lemme ��� Soient # et % une paire d�ondelettes radiales� admissibles� � L��
L��IR��� Soit f d�e�nie sur L��IR��� et soient � et � tels que � � � � � � ��

On d�e�nit �

f ����x� �

Z �

�

Z �

�
W �%� f��a� b�#a�b�x�

�

a�
dbda

Alors f ��� � L��IR�� et

F�f
������ � F�f���

Z �

�

F�%�aj�j�F�#�aj�j�
a

da

Lemme ��� Soient # et % une paire d�ondelettes radiales� admissibles� � L��
L��IR��� Si f � L��IR��� alors �

lim
�������

kf � f ���k� � �

Remarque 
 pour des ondelettes % et # admissibles� radiales si � ��� les basses

fr�equences de f sont reconstruites� et si �� �� ce sont les hautes fr�equences qui

sont reconstruites� La convergence est �etudi�ee dans le lemme suivant 


Lemme ���

B� �

Z �

�

jF�%�r�j�
r

dr� B� �

Z �

�

jF�#�r�j�
r

dr ������

On d�e�nit � � � et A � � tels que �Z �

A

jF�%�r�j�
r

dr � ��

Z �

A

jF�#�r�j�
r

dr � �

Alors� si f � L��IR��� alors

k f � f ���k� 	 c���� � �kfk� � c��f� ��

avec c��f� ��
� � B�B�

R
j�j	A�� jF�f���j�d�� lim��� c���� � � �
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Si � � � et � � �� on retrouve la formule de reconstruction de f �a partir

de ses coe"cients d�ondelettes� Les estimations d�erreurs sur f sont exprim�ees

en fonction de � et �� ces param�etres faisant appara��tre la localit�e� Plus � est

grand et � petit� plus la r�egion autour de x sera grande pour reconstruire la

fonction f au point x�

Inversion de la transform�ee de Radon

Pour aboutir �a l�inversion� un lien doit �etre �etabli entre la transform�ee en

ondelettes des projections et la transform�ee en ondelettes de la fonction �a re�

construire� D� Walnut et C� Berenstein proposent d��etablir un lien direct entre

les deux ondelettes �unidimensionnelle et bidimensionnelle�� Ils utilisent le r�e�

sultat suivant� exprim�e ici en dimension n � �� ��� � 


Lemme ��
 Une fonction d�e�nie sur IR� est radiale s�il existe une fonction

f� d�e�nie sur ������ telle que f�x� � f��jxj�� Si f � L��IR�� est radiale� alors

F�f l�est aussi� Dans ce cas� F�f��� � F��j�j� et f � ff�F� � L��IR��g� alors

f��r� � �

Z �

�
tF��t�J���
rt�dt

Ils d�e�nissent une ondelette sur IR� admissible et radiale� telle que 


sup
��������

Z
IR

jF������j�
��

d� �� ������

Soit % une ondelette admissible dans IR� et radiale� On �ecrit la d�ecomposition

de f 


W �%� f��a� b� �
Z
IR�

f�x�%a�b�x�dx � �f � (%a��b�� b � IR�� a � �

La fonction �� est li�ee �a % par 


%�x� � �


Z �

�
F������J���
�jxj�d�

ou dans l�espace fr�equentiel par 


F�R�%��� � F�%�� cos�� � sin�� � �F������j�j��� � � IR� � � ��� �
� ����	�
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Par cons�equent� on a la relation 
 %�x� �
R ��
� ���x� cos�� x� sin ��d� � R����

On a la formule de reconstruction suivante 


W �%� f��a� b� � a����
Z ��

�
W ���� R�f��a� b� cos� � b� sin��d�

La d�emonstration des r�esultats �enonc�es se trouve dans ��� �� �

Formule locale de reconstruction

Le principal r�esultat est le th�eor�eme donnant la formule de reconstruction

�locale� 


Th�eor�eme ��
 Soit f��g������� une famille de fonctions paires� �a valeurs dans

IR et admissibles sur IR� v�eri�ant la relation 
������ telle que la fonction ��

s�annule en dehors de l�intervalle ������ pour tout � � ��� 
�� Soit % une

ondelette admissible d�e�nie par l�expression 
����� et soit # une autre ondelette

admissible telle que la paire %�# forme une paire d�ondelette admissibles� La

d�ecomposition par la transform�ee en ondelettes continue s��ecrit �

W �%� f��a� b� � a����
Z
S
�
W ���R�f��a� hb� �i�d�

De plus� la fonction f ���R �x� avec R � �� � � � � � ��� � � ��� �
� est le r�esultat

de la reconstruction �a partir des coe�cients d�ondelettes pr�ec�edents selon �

f ���R �x� �
Z ��

�

Z �

�

a����
Z
jbj	R��

W ����R�f��a� b� cos��b� sin��#a�b�x�
�

a�
dbdad�

������

On a dans ce cas �egalement un r�esultat de convergence 


Th�eor�eme ��� Etant donn�e � � �� 
A � � tel que �R � � et f � L��L��IR���

on a �
Z
B���R�

jf�x�� f ���R �x�j�dx

���

� c������kfk���B�B��
���


Z
j�j	A��

jF�f���j�d�

���

B�� B�� c� sont d�e�nis dans les relations 
����� et 
�����
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�� s�annule en dehors de ������ donc � (���a s�annule en dehors de ���� ��� a �
��� ��� Donc 


R�f � � (���a�s� �
Z ��

��
R�f�s� t�� (���a�t�dt �

Z s��

s��
R�f�u�� (���a�s � u�du

On en d�eduit alors la formule locale de reconstruction 


Th�eor�eme ��� Soit �� � L� � L��IR�� �a valeurs r�eelles� admissible� et paire�

telle qu�elle satisfait les relations ������ dkd�k
F������

����� 	 C�� � j�j���� dk

d�k
F������ � �

Soit % d�e�nie comme pr�ec�edemment� et soit # �a valeurs r�eelles� radiale� telle

que le support de # est contenu dans la boule unit�e� et telle que la paire %�#

soit admissible� Alors� pour � � �� � � S�� f � L� � L�� on d�e�nit �

W�����R�f��a� s� � W ���� �R�f��a� s���������s�

et pour R � �� � � � � �� on d�e�nit �

f ���R �x� �

Z
S
�

Z �

�

a����
Z
jbj	R��

WR������R�f��a� b� cos��b� sin��#a�b�x�db
da

a�
d�

Alors �

f ���R �x� � f ����x�� pour jxj 	 R

On a alors uniquement besoin des projections se trouvant dans l�intervalle �s�
�� s�� pour calculer le produit de convolution� Ainsi� pour calculer W ����R�f��b� cos��

b� sin��� on a besoin des projection R�f�u� pour � � ��� �
� et u � ��R���� R�

�� �on utilise jbj 	 R � � � jb� cos� � b� sin�j 	 jR� �j�� Le calcul de f �R�x��

avec a � ��� ��� � � ��� �
� requiert les projections de f se trouvant dans une

boule centr�ee en l�origine de rayon R � ��� Plus � est grand� plus la pr�ecision

est grande �egalement�

Le dernier r�esultat donne une m�ethode pour construire une ondelette � �a

partir de l�ondelette bidimensionnelle % radiale et admissible�

Lemme ��� Soit % � L� � L��IR��� radiale� admissible� �a valeurs r�eelles� On

suppose qu�il existe un entier M 
 � tel que F�% ait des d�eriv�ees continues
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jusqu��a l�ordre M 	 pus pr�ecis�ement� on a ������ dkdrkF�%�r�

����� 	 C�� � jrj���� k � �� � � � �M

et on suppose que �

dk

drk
F�%��� � �� k � �� � � � �M � �

On d�e�nit alors � par �

��t� �
Z �

�
F�%���� cos��
t��d�

Alors � est r�eelle� radiale� admissible telle que �

R
�� � %

��
 Maillages adaptatifs

Notre approche est similaire �a celle pr�esent�ee au chapitre 	� Nous �emettons

toujours l�hypoth�ese que nous disposons d�information a priori� donn�ee sous la

forme d�un jeu de mesures complet basse r�esolution� Cette information vient

compl�eter le jeu de mesures locales haute r�esolution� Les deux jeux de mesure

ont �et�e pr�ealablement mis en correspondance�

Un coe"cient de d�ecomposition de f se calcule par 


W �%� f��a� b� � hR�f� k �R�%a�bi �
Z
S�

Z
�������

R�f�s��k �R�%a�b��s�dsd�

cette formule se discr�etise en 


W �%� f��a� bk� �
NRX
i	�

NTX
j	�

gijk �R�i%a�bk�sj�

o�u NR est le nombre de projections et NT le nombre de mesures par projection�

et gij est la mesure num�ero i �NT � j� Les mesures gij sont le r�esultat de la

fusion des deux jeux de mesures complet et local� La fusion est e�ectu�ee de la

m�eme mani�ere que dans le chapitre 	 
 si pour une position de source donn�ee�

seules les mesures locales sont disponibles� alors les mesures sont interpol�ees
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�suivant la basse r�esolution� pour obtenir des donn�ees compl�etes� Cette partie

est d�ecrite dans la section 	�
� La convolution k�R�i%a�bk est calcul�ee en tenant

compte de la double r�esolution �egalement� En�n la double r�esolution appara��t

dans l�image reconstruite� Le param�etre de translation b � �bx� by�
t est discr�etis�e

sur deux grilles d��echantillonnage� la grille correspondant �a la r�egion d�int�er�et

�etant plus �ne� Le �ltre �etant ici localis�e en temps� la di��erence de densit�e �a la

fronti�ere de la r�egion d�int�er�et s�att�enue�

��� Impl�ementation

Nous avons e�ectu�e trois s�eries de tests�

� La premi�ere consiste �a calculer la d�ecomposition de la fonction f en

ondelettes� c�est �a dire W �f�%��a� b� �a partir des projections compl�etes

Rf�s� ���

� La seconde consiste �a calculer la d�ecomposition locale de f �a partir de la

d�ecomposition en ondelettes des projections 


W�����R�f��a� s� � W ����R�f��a� s���������s��

� La troisi�eme consiste �a utiliser notre approche et �a introduire deux jeux

de donn�ees �complet et local �a des r�esolutions di��erentes� et �a obtenir une

d�ecomposition en ondelettes avec deux r�esolutions �egalement�

Pour tous les r�esultats� l�ondelette utilis�ee est l�ondelette chapeau mexicain� Elle

est invariante par rotations� sa transform�ee de Radon est identique pour chaque

valeur de �� La �gure ��� montre la largeur du support selon la variable radiale

de la transform�ee de Radon de l�ondelette� Pour une �echelle de �� le support est

approximativement compris dans l�intervalle ���� � �

On observe �egalement que le support de la transform�ee de Fourier du cha�

peau mexicain est inclus dans l�intervalle ���� � � pour une �echelle a � �� Donc

pour une �echelle a � �
�i � i � IN � le support de la transform�ee de Fourier du
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Fig� ��� � Evolution du support de la transform�ee de Radon de % en fonction

du param�etre d��echelle a

chapeau mexicain est inclus dans l�intervalle ���i ��� �i�� � La �gure��� montre

l��evolution du support de la transform�ee de Fourier du chapeau mexicain en

fonction de l��echelle a� Nous notons dans la suite C une fr�equence de coupure
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Fig� ��� � Evolution du support de la transform�ee de Fourier de % en fonction

du param�etre d��echelle a

possible pour chapeau mexicain� Par exemple C � �� pour a � �
� �

����� Premi�ere s�erie

Les d�ecompositions sont donc e�ectu�ees �a partir des projections compl�etes

de la fonction� Deux formules ont �et�e discr�etis�ees�

La premi�ere m�ethode se r�eferre aux travaux de S�Izen ���� �� La d�ecompo�

sition en ondelettes de la fonction f s��ecrit en fonction de la transform�ee de

Fourier des projections 


W �f�%��a� b� �
�p
�


Z
IR

j�j
Z
S
F�Rf��� ��F�%a�b�� cos�� � sin��d�d�

avec � � �cos�� sin��t�
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Cette m�ethode fait intervenir �egalement la transform�ee de Fourier bidi�

mensionnelle de l�ondelette� Cette transform�ee de Fourier est calcul�ee analy�

tiquement� alors que la transform�ee de Fourier des projections se calcule par

une transform�ee de Fourier discr�ete� Nous avons test�e cette m�ethode sur un

exemple simple� l�indicatrice sur un carr�e centr�e de cot�e �� �c� pour ainsi calcu�

ler de mani�ere analytique la transform�ee de Fourier des projections �en utilisant

le th�eor�eme de coupe�projection� 
 F�R�c��� �� �
p

�
F��c�� cos �� � sin �� �

sinc�� cos �� �sinc�� sin �� ��

La seconde m�ethode se r�eferre aux travaux de D� Walnut et �a ceux de F�

Peyrin� La d�ecomposition en ondelettes de la fonction f s��ecrit en fonction de

ses projections 


W �f�%��a� b� �

Z
S

Z
IR
R�f�s��k �R�%a�b��s�dsd� � hR�f� k �R�%a�bi

point de vue pratique� si on note � � b� cos� � b� sin �� on a 


� R%a�b��� s� � R%a��� s� ��� avec %a�x� � �
a
%�x

a
�� a � �� x � IR��

� �k �R�%a�b��s� � �k �R�%a��s� ���

Les d�ecompositions sont calcul�ees pour des �echelles a �x�ees�

Dans les deux cas� la reconstruction de f �a partir de ses coe"cients d�onde�

lettes est 


f�x� y� �

Z
IR

Z
IR�

W �f�%��a� b�%a�b�x� y�
da

a�
db

Nous avons d�ecompos�e f suivant quelques valeurs de a� La reconstruction

en fonction de ces valeurs permet de calculer f ��� 


f ����x� y� �
Z �

�

Z
IR�

W �f�%��a� b�%a�b�x� y�
da

a�
db ������

R�esultats

La �gure ��
 montre un exemple de d�ecomposition de l�indicatrice d�un

carr�e �a partir de ses projections calcul�ee avec les deux m�ethodes� Il s�av�ere que
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Fig� ��
 � Gauche � d�ecomposition �a l��echelle �
�
�a partir des projections dans

l�espace des fr�equences � Droite � d�ecomposition �a l��echelle �
�
�a partir des projec�

tions dans l�espace direct�

la seconde m�ethode est nettement meilleure que la premi�ere� Les tests suivants

seront donc e�ectu�es avec la seconde m�ethode�

Les r�esultats suivants repr�esentent dans un premier temps des d�ecomposi�

tions de la fonction de r�ef�erence �a partir de ses projections� La �gure ����gauche�

repr�esente la fonction de r�ef�erence et la �gure ����droite� repr�esente son sino�

gramme�
                        

Fig� ��� � Gauche � image de r�ef�erence � Droite � sinogramme associ�e

Pour chaque d�ecomposition� le nombre de mesures est 
��
� et le nombre de

pixels est �egalement 
��
�� Les d�ecompositions sont e�ectu�ees pour des valeurs

de l��echelle a �egales successivement �a �
� �

�
� �

�
� �

�
�� �

�
�� �

�
�� � Elles sont repr�esent�ees
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sur la �gure ����

Remarque � pour une �echelle a 	 �
�� � on observe un recouvrement de spectre�

En e�et� nous discr�etisons l�intervalle ���� � en 
� points� soit un pas de dis�

cr�etisation h � �
��

� ���	���� Pour ne pas avoir de recouvrement de spectre�

nous devons satisfaire la relation h 	 ��
C

� C �etant la fr�equence de coupure du

chapeau mexicain d�e�nie pr�ec�edemment� Elle est v�eri��ee pour C 	 ���� et donc

pour a � �
��

�
                        

                        

                        

Fig� ��� � D�ecomposition de la fonction test �a partir de 
�� 
� mesures sur


�� 
� pixels� Premi�ere ligne � a � �
�

gauche� et a � �

�

droite�� Seconde ligne �

a � �
�

gauche� et a � �

��

droite�� Troisi�eme ligne � a � �

��
et a � �

��

droite��

Les r�esultats suivants montrent des reconstructions hi�erarchiques de f ��� �voir
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la relation ����� pour des valeurs de a discr�etes� Les reconstructions prennent

successivement les d�ecompositions pr�ec�edentes� Les r�esultats sont visualis�es sur

la �gure ���� Les reconstructions ne sont pas tr�es satisfaisantes� Il faudrait tenir

compte de beaucoup plus de coe"cients de d�ecomposition ��a d�autres �echelles

que celles d�ej�a calcul�ees� pour am�eliorer la qualit�e de l�image� Ceci augmenterait

le co�ut du calcul� d�ej�a relativement �el�ev�e�

����� Seconde s�erie

Nous avons calcul�e des d�ecompositions en ondelettes locales �a partir de

projections locales� Nous avons utilis�e la m�eme formule que dans la premi�ere

s�erie mais avec des projections locales� Le rayon de la zone d�int�er�et est ����

W����%� f��a� b� � a����
Z
S
W�������R�f��a� hb� �i�d�

avec

W����%�R�f��a� s� � W ����R�f��a� s�������������s�

R�esultats

� La �gure ���� repr�esente � d�ecompositions �a partir des projections locales

aux �echelles a � �
�
� �
��
� �
��
� �
��

respectivement et une reconstruction e�ec�

tu�ee �a partir de ces � d�ecompositions� L�image comporte 
�� 
� pixels et

les d�ecompositions sont calcul�ees �a partir de 
�� 
� mesures�

� La �gure ���� repr�esente 	 d�ecompositions �a partir des projections locales

aux �echelles a � �
��
� �
��
� �
��

respectivement et une reconstruction e�ectu�ee

�a partir de ces 	 d�ecompositions� L�image comporte ��� � ��� pixels et

les d�ecompositions sont calcul�ees �a partir de ���� ��� mesures�

Remarque � pour �eviter un �eventuel recouvrement de spectre� nous n�avons

pas calcul�e des coe"cients pour des �echelles trop petites�
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Fig� ��� � Reconstruction de la fonction f ��� �a partir de 
�� 
� mesures sur


�� 
� pixels� Premi�ere ligne � a � f��g 
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Fig� ���� � Premi�ere et seconde ligne � d�ecompositions �a partir des projections

locales aux �echelles a � �
�
� �
��
� �
��
� �
��

respectivement � Troisi�eme ligne � recons�

truction �a partir des � d�ecompositions�
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Fig� ���� � Premi�ere et seconde ligne 
gauche� � d�ecompositions �a partir des

projections locales ayx �echelles a � �
��
� �
��
� �
��

respectivement � Seconde ligne


droite� � reconstruction �a partir des 	 d�ecompositions�
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����� Troisi�eme s�erie

Comme dans le chapitre 	� les mesures sont donn�ees sur deux niveaux de

r�esolution avec une r�esolution plus �ne dans la r�egion d�int�er�et� Nous disposons

donc de deux jeux de mesures� l�un couvrant S � ������ de faible r�esolution

et l�autre couvrant S� ���������� �a haute r�esolution� La fonction reconstruite

poss�ede une r�esolution �ne sur le disque centr�e de rayon ��� et plus grossi�ere

autour� Nous rappelons qu�un coe"cient de d�ecomposition de f �a partir de ses

projections se calcule par la relation 


W �%� f��a� bk� �

NRfX
i	�

NTfX
j	�

gij�k �R�i%a�bk�sj�

Le premier terme gij est une mesure appartenant au vecteur des donn�ees apr�es

mise en correspondance� Le second terme� analytique est calcul�e au point voulu�

suivant la discr�etisation� La bande du �ltre k est adapt�ee �a la discr�etisation et

interpol�ee �a la fronti�ere de la r�egion d�int�er�et� La convolution s��ecrit 


k �R��a�b�s� �
Z
IR

k�s� � � t�R�%a�t�dt

avec %a�x� y� � �
a
%�x

a
� y
a
� et � � b� cos�� b� sin�� b� et b� �etant les param�etres

de translation dans la transform�ee en ondelette�

D�ecomposition 	 r�esultats

Deux s�eries de tests sont pr�esent�ees correspondant �a des r�esolutions di��e�

rentes avec� dans chaque s�erie� les d�ecompositions suivant des valeurs d��echelle

a �egales �a �
�
� �
�
� �
��
� �
��
� �
��

� et la reconstruction prenant en compte les � �echelles�

Pour la premi�ere s�erie nous disposons de 	�� 	� mesures pour le jeu complet

et 
� � 
� mesures pour le jeu local� Le nombre de pixels est alors 
� � 
�

dans la r�egion d�int�er�et et 	�� 	� autour� Nous montrons des d�ecompositions

sur deux jeux de donn�ees simul�ees� Les �gures ���� et ���	 repr�esentent les �

d�ecompositions e�ectu�ees pour la premi�ere s�erie pour les deux jeux de mesures�

Remarque � dans pour les r�esultats pr�ec�edents� nous ne calculons pas au del�a

de l��echelle a � �
��

a�n d��eviter le recouvrement des spectres� En e�et� pour la
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grille globale� le pas de discr�etisation est h � �
��

� �
��

� La fr�equence de coupure

doit satisfaire h 	 ��
C

et donc C 	 ��� �de mani�ere approximative�� Ainsi il y

a recouvrement pout a 	 �
��

� Nous avons n�eammoins calcul�e la d�ecomposition

pour a � �
��

car dans ce cas� il n�y a pas recouvrement sur la grille globale�

En e�et� sur cette grille il y a recouvrement pour des �echelles a 	 �
��� � La

d�ecomposition pour a � �
��

est satisfaisante� alors que pour des �echelles plus

petites� on observe assez nettement le recouvrement�

Pour la seconde s�erie� le monbre de donn�ees locales ainsi que la r�esolution

est identique� Nous augmentons le nombre de donn�ees du jeu complet� qui passe

�a 
� � 
� pour un nombre de pixels �egal �
� � 
��� La �gure ���� repr�esente

les 
 d�ecompositions e�ectu�ees pour la seconde s�erie� Pour �eviter �a nouveau le

recouvrement des spectres� nous avons calcul�e les d�ecompositions pour a 	 �
��

�

��� Conclusion

Nous avons pr�esent�e un �etat de l�art d�etaill�e sur le m�ethodes de reconstruc�

tion en tomographie et en tomographie locale li�ees aux m�ethodes d�ondelettes�

Le r�esultat marquant de l�ensemble de ces techniques est la localisation en temps

du �ltre� ce qui n�est pas le cas dans la m�ethode classique de r�etroprojection

�ltr�ee� La m�ethode de D� Walnut se rapproche ainsi de la tomographie locale�

Nous avons �egalement pr�esent�e notre approche pour r�esoudre un probl�eme lo�

cal� bas�e sur l�introduction d�information a priori basse r�esolution� Les r�esultats

obtenus pour cette m�ethode sont tr�es encourageants� Les d�ecompositions sont�

pour des �echelles petites� tr�es proches de l�image initiale� N�eammions il serait

di"cile de calculer des estimations d�erreurs comme dans le chapitre 	� La fonc�

tion reconstruite avec une telle m�ethode est la fonction d�e�nie par D� Walnut�

f ��� et non pas f � Il reste donc �a �etudier dans quelle mesure la fonction f ��� peut

approcher f � Ces m�ethodes� quelqu�elles soient� sont co�uteuses� Le chapitre sui�

vant est consacr�e �a la mise en oeuvre parall�ele de certains algorithmes�
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Fig� ���� � D�ecomposition de la fonction test �a partir de 
� � 
� mesures

locales et 	�� 	� mexures pour le jeu de mesures complet� Le nombre de pixels

est 
��
� pixels dans la r�egion d�int�eret et 	��	� autour� Premi�ere ligne � a � �
�


gauche� et a � �
�

droite�� Seconde ligne � a � �

��

gauche� et a � �

��

droite��

Troisi�eme ligne � a � �
��
�
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Fig� ���	 � D�ecomposition de la fonction test �a partir de 
� � 
� mesures

locales et 	�� 	� mexures pour le jeu de mesures complet� Le nombre de pixels

est 
��
� pixels dans la r�egion d�int�eret et 	��	� autour� Premi�ere ligne � a � �
�


gauche� et a � �
�

droite�� Seconde ligne � a � �

��

gauche� et a � �

���

droite��

Troisi�eme ligne � a � �
��
�
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Fig� ���� � D�ecomposition de la fonction test �a partir de 
��
� mesures locales

et 
��
� mexures pour le jeu de mesures complet� Le nombre de pixels est 
��
�

pixels dans la r�egion d�int�eret et 
��
� autour� Premi�ere ligne � a � �
�

gauche�

et a � �
�

droite�� Seconde ligne � a � �
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gauche� et a � �

��

droite�� Troisi�eme
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Chapitre �

Mise en oeuvre parall�ele sur

un CRAY T�D

Etant donn�es les temps de calcul et le nombre de donn�ees �a stocker� nous

avons impl�ement�e certaines m�ethodes �les plus co�uteuses� sur une machine mas�

sivement parall�ele� le CRAY T	D� associ�ee �a une biblioth�eque de communica�

tions par �echanges de messages �Parallel Virtual Machine� �PVM�� Apr�es une

br�eve description de la machine et des outils utilis�es �pour plus d�informations�

se reporter �a �� et �a �� �� nous pr�esenterons les di��erentes impl�ementations

e�ectu�ees� et en�n pour chacune� les performances obtenues� L�algorithme pa�

rall�elis�e le plus co�uteux est le gradient conjugu�e r�egularis�e� Il fait intervenir des

produits matrice�vecteur et matrice transpos�ee�vecteur� Nous pr�esentons deux

approches pour le calcul des matrices et des produits associ�es�


�� Pr�esentation de la machine et de PVM

����� Le CRAY T�D

La machine sur laquelle ont �et�e e�ectu�es les tests est constitu�ee de ���

processeurs� Chaque processeur poss�ede sa propre m�emoire et les connections

n�ecessaires pour communiquer avec n�importe quel autre processeur� Un pro�



Mise en oeuvre parall�ele sur un CRAY T	D �	�

cesseur est dot�e de trois types de m�emoire 


� La m�emoire locale� de 
� Mo� c�est��a�dire ����� mots de � octets�

� La m�emoire cache qui stocke les donn�ees locales les plus fr�equemment ou

r�ecemment utilis�ees� Elle comprend ���� mots de � octets� r�epartis en ��


lignes�

� La m�emoire ��a distance� qui permet �a un processeur d�acc�eder �a la m�e�

moire locale de n�importe quel autre processeur� La distance entre deux

processeurs n�augmente le temps de communication que de fa$con n�egli�

geable par rapport au co�ut m�eme d�une communication� et c�est un point

dont nous ne tiendrons pas compte dans la parall�elisation�

La communication entre deux processeurs se fait de la fa$con suivante 
 deux

types d�information transitent 
 des requ�etes et des r�eponses� De plus� seuls les

deux processeurs invoqu�es dans la communication entrent en jeu� Les proces�

seurs interm�ediaires sont transparents pour l�utilisateur� un contr�oleur de circuit

g�erant le trajet des informations� L�information se d�eplace dans la direction X�

puis dans la direction Y et en�n dans la direction Z� Les communications peu�

vent �etre plus ou moins explicites� Soit on indique dans le code qu�une informa�

tion va �etre communiqu�ee entre certains processeurs� soit� par d�efaut� une don�

n�ee est accessible par tous les processeurs� sans avoir �a expliciter sa localisation�

Deux processeurs quelconques ont ainsi la possibilit�e d��echanger des informa�

tions� En particulier� les processeurs se trouvant sur les sommets de la structure

peuvent communiquer� Si on d�ecrit les liens possibles entre les processeurs d�un

r�eseau� on obtient la structure r�eelle du CRAY T	D� un tore �voir �gure 
����

����� La biblioth�eque PVM

Cette biblioth�eque permet de faire fonctionner un r�eseau d�ordinateurs h�e�

t�erog�enes comme une machine parall�ele� Un avantage important de PVM est sa
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Fig� 
�� � tore tridimensionnel sur � processeurs

portabilit�e� moyennant une recompilation des codes� Ce syst�eme est compos�e

de deux parties 


� Un �d�emon�� qui r�eside sur toutes les machines constituant la machine

parall�ele virtuelle� L�utilisateur lance le d�emon PVM sur une machine s�il

d�esire qu�elle rejoigne le r�eseau� Les processus sont di��erenci�es par un

identi�cateur �entier tid��

� Une librairie contenant toutes les fonctions de communications� d�inter�

face���� �

Il est par ailleurs possible d�utiliser PVM sur le CRAY T	D� On ne peut

faire ex�ecuter qu�un seul processus par processeur� donc chaque processus est

identi��e par un processeur� Par exemple� si on ex�ecute un programme sur �

processeurs� ils seront num�erot�es de � �a �� ce qui simpli�e l�identi�cation d�un

processus pour l�utilisateur�

����� Modes de communication

Suivant la r�epartition des donn�ees sur les processeurs ou l�algorithme de

calcul� plusieurs modes de communication sont envisag�es� Les deux modes que

nous avons principalement utilis�es sont la r�eduction'di�usion et la circulation
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sur un anneau de processeurs�

� La r�eduction 
 si chaque processeur poss�ede des r�esultats partiels� et que

ces r�esultats doivent par exemple �etre stock�es dans un �chier� ils doivent

�etre accessibles� Un processeur est d�esign�e pour recevoir toutes les in�

formations partielles et les stocker dans sa m�emoire locale� pour ensuite

proc�eder au stockage dans un �chier� voir �gure 
���

� La di�usion 
 l�information doit �etre donn�ee �a tous les processeurs� Par

exemple� la lecture d�un �chier se fait sur un processeur �lecture et sto�

ckage dans un bu�er�� et l�information contenue dans ce bu�er est ensuite

di�us�ee �a l�ensemble des processeurs�

Pe 0

Pe 1 Pe 2 Pe 3 Pe 4

Pe 0

Pe 1 Pe 2 Pe 3 Pe 4

Fig� 
�� � Gauche � l�information est r�ecup�er�ee sur le processeur � � r�eduction

� Droite � l�information est donn�ee �a tous les processeurs � di�usion

� La circulation sur un anneau 
 Elle se produit par exemple quand chaque

processeur poss�ede un r�esultat partiel concernant des donn�ees non distri�

bu�ees� Pour mettre �a jour les donn�ees� chaque processeur doit envoyer �a

tous les autres ses informations locales et de plus doit recevoir de tous les

autres processeurs les informations qu�ils contiennent� On forme alors une

structure en anneau o�u chaque noeud est un processeur� et les informa�

tions stock�ees dans un bu�er circulent de noeud en noeud jusqu�au retour

de l�information sur son noeud d�origine� voir �gure 
�	�
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buffer(pe3)buffer(pe4)

buffer(pe2)buffer(pe1)

buffer(pe4) buffer(pe2)
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Pe 1 Pe 2

Pe 3Pe 4

buffer(pe4)
buffer(pe1)

buffer(pe2)

buffer(pe2)
buffer(pe3)

buffer(pe2)
buffer(pe1)

buffer(pe3)
buffer(pe4)

Pe 1 Pe 2

Pe 3Pe 4

buffer(pe3)

buffer(pe4)

buffer(pe1)

Fig� 
�	 � Circulation sur un anneau


�� Les matrices �ART� � algorithmes de calcul

Les modes de calcul et de stockage de la matrice jouent un r�ole essentiel

dans la parall�elisation� Du mode de calcul d�ecoule souvent le mode de stockage�

On rappelle que � est le support de la fonction �a discr�etiser� Dans le cas des

m�ethodes alg�ebriques �cf x I������ � est discr�etis�e en pixels Sj� j � � � � �M

�� est un carr�e de c�ot�e c�� D�autre part� la g�eom�etrie de mesures est d�e�nie

par un ensemble de droites Li� i � � � � �N � Un �el�ement Aij de la matrice ART

A�N �M� est la mesure de l�intersection entre une droite Li et un pixel Sj 


Aij � &�Li � Sj�� o�u &E d�esigne la longueur de E� La matrice ainsi d�e�nie

est creuse� une droite intersectant au plus �
p
M pixels �cf xI������ mais non

structur�ee� Deux modes de calcul de la matrice sont envisageables 


� Le mode �ray�tracing�consiste �a calculer pour chaque droite les intersec�

tions avec les pixels rencontr�es�

� Le mode �ray�tracing transpos�e� consiste pour chaque pixel� �a calculer les

intersections avec les droites qui le coupent�

�Mode Ray�Tracing�

C�est l�algorithme de calcul le plus naturel� Les �el�ements de la matrice sont

calcul�es ligne par ligne� Pour chaque droite de rayonnement� on suit son par�

cours dans la grille de pixels et pour chaque pixel intersect�e� on calcule cette
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intersection� Pour stocker cette matrice� sont d�e�nis deux tableaux 
 le pre�

mier contient les valeurs des intersections non nulles et le deuxi�eme� tableau

d�indirections contient les num�eros des pixels correspondant aux intersections

calcul�ees� Si on a N droites de mesure et M pixels alors le tableau T stockant

les valeurs des intersections sera de dimension N � �
p
M � On ajoutera un ta�

bleau d�indirections J tel que T �i� k � A�i� J�i� k��� voir �gure 
��� On aurait

pu aussi utiliser un stockage de type morse compress�e� le gain en m�emoire �etant

probablement multipli�e par �� Nous avons choisi le premier mode de stockage�

la taille des matrices ainsi stock�ees restant raisonnable� Pour des probl�emes de

dimension 	� il faudrait utiliser le stockage morse compress�e dans la mesure o�u

le stockage est encore envisageable �la matrice n�est g�en�eralement pas stock�ee

et les �el�ements sont recalcul�es��

J[i,.] = (3,7,6,10,14,0,0,0)

Ligne i du tableau de valeurs et de l’indirection

0

1

2

T[i,.] = (d1,d2,d3,d4,d5,0,0,0)

3

i

4

6

8

9

10

5

7 11

12

13

14

15d1
d2

d4
d5

d3

L

Fig� 
�� � Mode  ray�tracing�

�Mode Ray�Tracing Transpos�e�

Les �el�ements de la matrice sont calcul�es colonne par colonne� Pour chaque

pixel� sont calcul�ees les droites qui le coupent� Prenons le probl�eme en g�eom�etrie

parall�ele 
 pour chaque position de source donn�ee� au plus une seule droite doit

intersecter un pixel� ceci signi�e que l�ecart entre deux droites de mesures �pour

une position de source donn�ee� doit �etre sup�erieur �a la diagonale d�un pixel� voir

�gure 
��� Si on note !s le pas de discr�etisation entre deux droites et h la largeur

d�un pixel� on a la relation 
 !s � h
p

�

Si le nombre maximum de droites intersectant un pixel est N�� et que le
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s

h   2

s > h   2∆

h   2

∆ s
∆

∆ s < h   2

Fig� 
�� � Droites intersectant un pixel�

nombre de pixels est M alors le tableau stockant les valeurs des intersections

sera de dimension M � N� et lui sera associ�e un tableau d�indirections J tel

que T �i� k � A�J�i� k�� k� �voir �gure 
�
�� En pratique� le nombre d��el�ements

non�nuls est le m�eme� la dimension de la matrice est inchang�ee par rapport

au premier mode de calcul et donc N� � N �elle est stock�ee sous sa forme

transpos�ee��

J[j,.]=[i,i+Nt,i+2NT,i+3NT,...]

NT est le nombre de translations
pour une position de source 

T[j,.]=[d1,d2,d3,d4,...]

Ligne j du tableau T

L(i+2NT)

d1

d2 d3

L(i+3NT)

L(i+NT)

L(i)

pixel j
d4

Fig� 
�
 � Mode ray�tracing transpos�e
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�� Parall�elisation des produits �matrice�vecteur� et

�matrice transpos�ee�vecteur�

Dans cette section nous �etudions l�in.uence du mode de calcul sur l�impl�e�

mentation parall�ele de ces deux op�erations� Le mode �ray�tracing transpos�e�

semble le plus performant pour une mise en oeuvre parall�ele ���� ��

Les produits matrice�vecteur et matrice transpos�ee�vecteur appara��ssant

dans l�algorithme du gradient conjugu�e r�egularis�e constituent les op�erations

les plus co�uteuses� Apr�es avoir pr�esent�e l�algorithme� nous explicitons la paral�

l�elisation de ces deux produits� suivant le mode de calcul de la matrice envisag�e�

����� Rappel de l
algorithme du gradient conjugu�e du syst�eme

r�egularis�e

Nous rappelons que le probl�eme de minimisation est 


min
X�IRM

kAX � Gk� � � lk�lX
lk� � � ck�cX

ck�

La solution est donn�ee par 


X
 � S��
 ATG� avec S
 � �AtA � � l�l � � c�c�

o�u


� X
 est la solution r�egularis�ee�

� G le vecteur contenant les mesures�

� � � �� c� � l�t 
 les param�etres de r�egularisation pour a grille de pixels de la

r�egion d�int�er�et �haute r�esolution� et la grille de pixels ext�erieure �basse

r�esolution��

� � est un laplacien adapt�e tel que �X � ��lX l��cXc�t�

� A est la matrice ART form�ee de � blocs 
 A �

�B� Ac�c Ac�l

Al�c Al�l

	CA� Ac�c est la

matrice d�intersections entre la grille de pixels basse r�esolution et le jeu
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de mesures complet� Ac�l est la matrice d�intersections entre la grille de

pixels haute r�esolution et le jeu de mesures complet� Al�c est la matrice

d�intersections entre la grille de pixels basse r�esolution et le jeu de mesures

portant sur la r�egion d�int�er�et� Al�l est la matrice d�intersections entre la

grille de pixels haute r�esolution et le jeu de mesures portant sur la r�egion

d�int�er�et�

Le param�etre de r�egularisation est estim�e par validation crois�ee g�en�eralis�ee sto�

chastique� et cette m�ethode� pour un param�etre �x�e n�ecessite deux algorithmes

de gradient conjugu�e� La parall�elisation sera ax�ee sur cette m�ethode de r�esolu�

tion�

L�algorithme de gradient conjugu�e ���
��

� X� donn�e

� P� � R� � G�AX�

Pour k � �� �� � � �

�� �k � kRkk�
�S�Pk�Pk	

�� Xk�� � Xk � �kPk

	� Rk�� � Rk � �kS
Pk

�� 	k�� � kRk��k
kRkk�

�� Pk�� � Rk�� � 	kPk

Le test d�arr�et porte sur kRkk�
L�op�eration la plus co�uteuse est le produit S
Pk � �AtA���Pk� Il n�ecessite

tout d�abord le calcul de APk puis le produit du r�esultat par At�
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����� Parall�elisation en mode �Ray	tracing�

Un �el�ement A�i� j� de la matrice devient T �i� J �i� k  � o�u T est le tableau

contenant les valeurs et J le tableau d�indirections� T est de dimensions N �
�
p
M � Dans ce mode d�adressage� les donn�ees sont distribu�ees de fa$con naturelle�

et la matrice est distribu�ee en lignes�

Produit Y � AX

Si le vecteur X n�est pas distribu�e �pr�esent dans sa globalit�e sur tous les

processeurs�� alors aucune communication n�est e�ectu�ee pour le calcul de AX

et le vecteur Y est distribu�e 


Pour tout processeur PEl

pour tout i distribu�e sur PEl

Y �i �
P

k T �i� k X �J �i� k  

Produit X � AtY

Sur chaque processeur� on n�obtient que des r�esultats partiels� Pour que le

vecteur X soit pr�esent sur tous les processeurs� il faut envisager de communiquer

chaque r�esultat partiel de chaque processeur sur tous les autres processeurs�

Pour tout processeur PEl

pour tout i distribu�e sur PEl

pour tout k

XPEl �J �i� k  � XPEl �J �i� k  � T �i� k Y �i 

Envoyer XPEl �a tous les autres processeurs

Recevoir XPE�
l
� l� �� l� l� � � � � �&PE

Mise �a jour XPEl � XPEl �
P�PE

l�	��l� 
	lXPE�
l

����� Parall�elisation en mode �ray	tracing transpos�e�

Dans ce mode de calcul� A est stock�ee sous sa forme transpos�ee� Le tableau

T est de dimensions M � N� et l�indirection associ�ee est telle que 
 T t�j� k �



Mise en oeuvre parall�ele sur un CRAY T	D ���

A�J �j� k � j�� Le vecteur X est distribu�e naturellement et A est distribu�ee en

colonnes�

Produit Y � AX

Sur chaque processeur� on n�obtient que des r�esultats partiels� Pour que le

vecteur Y soit complet sur tous les processeurs� il faut envisager de communi�

quer chaque r�esultat partiel de chaque processeur sur tous les autres processeurs�

Pour tout processeur PEl

pour tout j distribu�e sur PEl

Y �J �j� k  � Y �J �j� k  � T t�j� k X �j 

Produit X � AtY

Si le vecteur Y est dupliqu�e sur tous les processeurs� alors aucune commu�

nication n�est e�ectu�ee pour le calcul de AtY et le vecteur X est distribu�e 


Pour tout processeur PEl

pour tout j distribu�e sur PEl

X �j �
P

k T
t�j� k Y �J �j� k  


�	 R�esultats et discussion

Le co�ut d�un gradient conjugu�e a �et�e mesur�e� suivant les deux modes de cal�

cul de la matrice� Les tests ont �et�e e�ectu�es sur le Cray T	D� Le temps mesur�e

est le temps maximun d�ex�ecution sur les processeurs 
 T � maxi�Ti�� o�u i est le

i�eme processeur� La �gure 
�� montre les temps mesur�es en fonction du nombre

de processeurs pris en compte dans l�ex�ecution� Les deux jeux de donn�ees ont

chacun ��� �� mesures� Le rayon de la r�egion d�int�er�et est de ���� Le nombre

de pixels est le m�eme dans chaque zone 
 
�� 
�� soit une r�esolution deux fois

plus �ne dans la r�egion d�int�er�et� Les temps s�equentiels sont assez similaires�

Par contre pour un nombre croissant de processeurs� la di��erence de comporte�

ment devient plus importante� Le mode �ray�tracing transpos�e� est nettement
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meilleur en parall�ele� D�autre part� un trop grand nombre de processeurs mis

en jeu d�egrade les performances et la parall�elisation est avantageuse pour �


processeurs� Le mode �ray�tracing transpos�e� semble beaucoup mieux adapt�e �a

0.0 16.0 32.0 48.0 64.0 80.0 96.0 112.0 128.0
Nombre de processeurs

0.0
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2.0

3.0

4.0

5.0
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7.0

8.0

T
=

m
ax

(t
i)

Ray-tracing
Ray-tracing transpose

Fig� 
�� � Mesures de temps sur le Cray T�D

une parall�elisation car le vecteur inconnu X est distribu�e naturellement� Dans

le mode �ray�tracing�� le vecteur X est stock�e sur tous les processeurs� ainsi

que les vecteurs intervenant dans l�algorithme de gradient conjugu�e� Ceci im�

plique des remises �a jour de vecteur par r�eduction� ce qui n�est pas le cas dans

le mode �ray�tracing transpos�e� car ces vecteurs sont alors naturellement dis�

tribu�es� Pour le produit �matrice�vecteur� et �matrice transpos�ee�vecteur�� les

deux modes de calcul sont similaires� La di��erence se fait au niveau de la remise

�a jour des vecteurs dans le gradient conjugu�e �voir les instructions � et � de

l�algorithme��
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Conclusion

Le travail que nous avons pr�esent�e peut se r�esumer en trois parties relative�

ment distinctes�

La premi�ere partie a fait l�objet d�une �etude d�etaill�ee sur les m�ethodes en

tomographie et surtout en tomographie locale� Nous avons dans un premier

temps �evoqu�e les di"cult�es de la reconstruction �a partir de donn�ees tronqu�ees�

et en particulier la non�unicit�e� Nous avons d�ecrit �a travers un �etat de l�art

les di��erentes m�ethodes existantes pour r�esoudre le probl�eme local� La lambda�

tomographie� ainsi que la tomographie pseudo�locale sont certainement les m�e�

thodes les plus performantes et actuellement les plus �etudi�ees� Dans un second

temps� nous avons d�ecrit notre approche� Elle est bas�ee sur l�introduction d�in�

formation a priori dans le processus de reconstruction� Cette information est

donn�ee sous la forme de projections compl�etes basse r�esolution� obtenues par

exemple avec un scanner classique� Cette information doit �etre mise en corres�

pondance avec le jeu de donn�ees locales haute r�esolution dont on dispose �obtenu

par exemple avec des d�etecteurs plans� de haute r�esolution et de petite taille��

La partie de mise en correspondance n�a pas fait partie de notre travail� Nous

avons d�ecrit succintement une m�ethode utilisant des capteurs externes pour le

recalage� cette m�ethode est assez lourde �a mettre en oeuvre car il faut dans au

moins l�un des deux examens installer le capteur� calibrer���� � Un travail futur

serait d��etudier des m�ethodes de mise en correspondance sans capteur externe�

comme par exemple les m�ethodes de corr�elation� On peut envisager �egalement

de nouveaux types de scanner int�egrant dans les d�etecteurs deux r�esolutions�
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l�une plus �ne dans une r�egion d�int�er�et� ceci toujours dans le but de r�eduire

la dose� Nous avons impl�ement�e des algorithmes standards de reconstruction�

en tenant compte d�une part de la di��erence de r�esolution des deux jeux de

mesures et d�autres part de la haute r�esolution voulue dans la r�egion d�int�er�et�

Ces m�ethodes aboutissent �a des solutions quantitatives�

La deuxi�eme partie est consacr�ee �a l�analyse en ondelettes� Nous avons pr�e�

sent�e en d�etail les di��erentes m�ethodes de reconstruction en tomographie g�en�e�

rale et locale utilisant l�analyse en ondelettes� De nombreux algorithmes propo�

s�es dans la litt�erature ont �et�e impl�ement�es� L�analyse en ondelettes continues

permet d�extraire certaines informations notamment les contours� De plus� les

�ltres utilis�es dans les m�ethodes classiques et adapt�es �a l�analyse en ondelettes

deviennent locaux� On se rapproche ici de la tomographie locale� En e�et� si

l�ondelette analysante est �a support compact� alors� la reconstruction� m�eme en

dimension paire� aura un caract�ere local� Notre contribution est similaire �a la

premi�ere partie� Nous avons mis en oeuvre certains algorithmes de reconstruc�

tion� sur des jeux de donn�ees complets� sur des jeux de donn�ees ne concernant

qu�une r�egion d�int�er�et et en�n sur deux jeux de donn�ees pr�ealablement mis

en correspondance� avec toujours cette di��erence de r�esolution dans l�image

reconstruite�

La troisi�eme partie� a d�ecoul�e naturellement des deux premi�eres� En e�et�

les m�ethodes de reconstruction sont assez co�uteuses et dans notre approche�

nous augmentons consid�erablement la taille du probl�eme� Nous pr�esentons dans

cette partie la parall�elisation de certains algorithmes� Nous avons compar�e les

performances de deux parall�elisations possibles pour les m�ethodes de recons�

truction alg�ebriques� Ces m�ethodes aboutissent �a un syst�eme lin�eaire� Notre

analyse montre que les performances sont modi��ees suivant le mode de calcul

de la matrice envisag�e�

Avant d�envisager une mise en oeuvre clinique de notre m�ethode� il faudra

impl�ementer la phase de mise en correspondance et le probl�eme en dimension
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	� Les algorithmes �ecrits en �D devront �etre adapt�es� Une mise en oeuvre pa�

rall�ele deviendra probablement indispensable� Alors� de nombreux tests sur des

donn�ees r�eelles devront �etre e�ectu�es� pour d�ecider de l�implantation de nos

m�ethodes dans un contexte m�edical�
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