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Introduction

L’imagerie médicale est devenue un outil essentiel d’aide au diagnostic et
a la chirurgie. Les techniques d’imagerie sont de plus en plus perfectionnées
et aboutissent a des résultats assez spectaculaires. En tomographie, les progres
sont surprenants et d’ici peu, nous verrons apparaitre de maniere routiniere
des scanners tridimensionnels. Le principal probleme posé par cette technique
d’imagerie est la dose que 'on doit injecter au patient. En effet, cette technique
est basée sur la mesure de 'atténuation d’un rayon X a travers un tissu. Plus
la dose est élevée, et en général, plus 'information est précise. Mais, pour des
raisons évidentes, la dose doit étre limitée et certaines nouvelles techniques en

tomographie sont orientées dans cette direction :

— L’utilisation de détecteurs ASi (Amorphous Silicium) de tres haute réso-
lution (plans ou non) et de petite taille (jouant un role important dans
la définition) permet de limiter la dose délivrée & une région d’intérét.
Ce type de détecteurs peut-étre utilisé sur la ligne médicale de 'ESRF
(European Synchrotron Radiation Facility). En effet la source est quasi-
ment monoénergétique, conduisant a un faisceau étroit ne nécessitant pas
de grands détecteurs. En outre pour des détecteurs plans, la résolution

diminue quand la taille croit.

— Lors d’un examen meédical, on est souvent intéressé a ne reconstruire
qu’une partie locale du corps humain; il semble alors raisonnable de ne

pas exposer le reste du corps aux radiations, afin de diminuer la dose.
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— La diminution du nombre de données & traiter entraine une diminution

du temps de calcul.

La tomographie consiste a recueillir des mesures d’atténuation (projections)
d’un rayon X a travers un tissu et a partir de ces projections de reconstruire
la carte de densité de ce tissu. En dimension 2, (générer une image 2D a partir
de projections 1D), la reconstruction n’est pas locale, c’est-a-dire que la re-
construction d’une fonction en un point z requiert toutes les projections qui
intersectent le support de la fonction. Ceci signifie qu’un patient est exposé a
une dose relativement importante, méme si la zone d’intérét est petite. Beau-
coup de travaux sont menés dans le but de reconstruire localement une région
d’intérét a partir des projections intersectant uniquement cette zone.

Le rapport suit le schéma suivant :

— Le premier chapitre consiste en la description du probleme de reconstruc-

tion en tomographie.

— Dans le second chapitre, nous décrivons plus particulierement le probleme
de tomographie locale et nous donnons également un état de 'art sur le
sujet. Nous verrons que les techniques les plus performantes conduisent a
des reconstructions qualitatives. Or dans certains cas, il peut s’avérer tres
intéressant de disposer des cartes exactes de densité; ceci peut servir, par

exemple, a comparer deux images faites a des temps différents.

— Dans le troisieme chapitre, nous présentons notre approche conduisant a
des reconstructions locales quantitatives. Elle est basée sur I'introduction
d’information a priori (mise en correspondance avec les projections lo-
cales). Les projections locales sont supposées a trés haute résolution, ainsi
la reconstruction d’une image comprend deux résolutions différentes, une

plus haute résolution étant souhaitée dan la région d’intérét.

— Dans le quatrieme chapitre, nous abordons la deuxieme partie du tra-

vail, qui consiste a appliquer les techniques d’ondelettes au probleme de
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reconstruction locale en tomographie. Dans ce chapitre, nous présentons

rapidement les ondelettes.

Dans le cinquieme chapitre, nous présentons un état de I'art sur les mé-
thodes de reconstruction basées sur les techniques d’ondelettes, et nous
proposons une adaptation des techniques existantes pour le probleme

traité.

Enfin le dernier chapitre est consacré a une mise en oeuvre parallele des

algorithmes présentés dans le chapitre 3.
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Chapitre 1

Tomographie - Généralités

Dans ce chapitre, nous présentons d’une part la modélisation d’un examen
de tomodensitométrie et d’autre part les principaux résultats mathématiques

liés au probleme (voir [30, 59]).

1.1 Modele physique

Un examen de tomodensitométrie consiste a recueillir des informations sur
I’atténuation d’un rayon X a travers un milieu. Un algorithme de reconstruction
permet, a l'aide de ces informations, de retrouver la fonction d’atténuation
caractéristique du milieu, des tissus en médecine.

Soit f(z) lafonction d’atténuation au point & du tissu. Supposons-la constante
sur I'intervalle [z + Az]. Soit AZ la variation d’intensité du rayon X au passage
dans la zone x + Az. Elle est donnée par la loi de Lambert-Beer :

AVA
En intégrant la fonction I(z) de x¢ a @y, I(2) étant l'intensité initiale du

faisceau et I (x,) étant I'intensité apres passage dans les tissus selon la trajectoire

L (voir figure 1.1), nous obtenons:

g — e fo(x)dx

Ly
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Détecteur

Source

Fia. 1.1 -  Atténuation sur la trajectoire L du faisceau

La transformation qui permet de passer d’une fonction de IR* & I’ensemble
de ses intégrales sur les hyperplans de IR” s’appelle la transformée de Radon.
Elle s’écrit :

Rf(0,s) :/( . f(z)dz , z € IR® (1.1)
avec (x,0) = s, droite de IR*,z € IR* 6 = (cos¥,sin9)! € S', s € IR.

Le probleme de reconstruction de f(z) a partir de ses intégrales sur des
hyperplans de IR® est I'inversion de la transformée de Radon. L’arrangement
des droites définit la géométrie d’acquisition. On distingue classiquement deux
géométries: parallele et en éventail.

e Géométrie paralléle : un systéme formé par une source et un détecteur,
dans une position angulaire donnée, subit des mouvements de translation. Une
droite est définie par deux parametres, le vecteur unitaire de direction 8 € S*
et s € IR, le parametre de translation (voir figure 1.2).

e Géométrie en éventail (Fan-Beam) : pour chaque position angulaire,
la source est fixe, et les détecteurs sont sur un céne ayant comme point de fuite
la source. Le systeme subit également des rotations. Une droite est définie par
deux parameétres angulaires, o et 5 (voir figure 1.3). On peut se ramener par

un changement de variable aux parametres de la géométrie parallele :

s:rsina,ﬁ:ﬁ—l—a—g (1.2)

ou r est la distance de la source au centre du domaine étudié.
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Source

Rotation

/\ > 5

Sourcef { ) Détecteur

\V Trandlation \V /

Détecteur

Fic. 1.2 - Géométrie paralléle

Rotation Source

RN
a
"N\
%ur@% Détecteur

%étecteur

1.2 Définitions-Théorémes fondamentaux

Fia. 1.3 - Géoméirie en éventail

Dans ce paragraphe, nous présentons les résultats classiques sur la trans-
formée de Radon (pour les démonstrations voir [59]). Ils permettent de com-
prendre, d’analyser les difficultés liées aux données manquantes lors d’un exa-
men de tomodensitométrie. Les définitions de 'opérateur de Radon, de son dual
(lopérateur de rétroprojection) sont données, ainsi que les principaux théorémes

qui constituent les instruments de base de certains algorithmes d’inversion.

1.2.1 Définitions

La transformée de Radon d’une fonction f, définie par I’expression (1.1)
est une fonction paire par rapport aux deux variables, c’est-a-dire Rf(6,s) =
Rf(—6,—s) sur le cylindre unité 7= 8""" x IR.

Un résultat essentiel est le théoreme de coupe-projection. Il lie la transformée

de Fourier de R f prise en la variable radiale a la transformée de Fourier de f
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prise en les deux variables.
Théoréme 1.1 Pour f € S(IR"), 2r)"~V/2F, f(0f) = FiRf(0,0), 0 € IR

Le deuxieme résultat concerne 'opérateur de rétroprojection. Nous verrons
ultérieurement que ce théoreme aboutit a un algorithme standart de recons-

truction.

Définition 1.1 L’opérateur de rétroprojection s’écrit:

Vg € S(2), RFg(o) = [ _, g(6,(2,6))d8
Théoréme 1.2 Pour f € S(IR"),g € 5(Z), (R*g) « f = R* (g« Rf)

Le produit de convolution x est dans IR" alors que le produit de convolution %

agit sur IR (sur la variable radiale de la fonction).

1.2.2 Inversion de la transformée de Radon

La formule d’inversion ([59] p.18) n’est pas directement utilisée dans les al-
gorithmes, mais elle permet de mettre en avant les probléemes de reconstruction
liés aux données manquantes, en particulier le caractere non local de I'inversion

pour les dimensions paires. Il faut au préalable définir I'opérateur de Riesz :
Fol2)E) = €] Fuf(€), 0 € IR,a < n (1.3)
et la transformée de Hilbert :
Vo € IR,Vh € S(IR), Fi(H h)(c) = —isgn(o)F h(o)

L’opérateur de Riesz peut s’exprimer en fonction de la transformée de Hilbert :

—1)*=2/2H | 1 pair
I'"h=H"'h"Y avecH" ! = =1 P
(=1)(n=0)/2 , N impair

Théoréme 1.3 Soit f € S(IR"). Alors, pour o < n:

1
f=500)' TR, g = Rf
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En donnant la forme explicite de R¥* avec a = 0 ([59] p.20), on obtient le

résultat:

(~1)(252) fgoms Hg"=0, {x,6))d8 n pair

fl@) = %(%)1‘” (1.4)

(—1)(252) Jgn—r g7 D(0, (2,6))d6  n impair
Remarque : (0, (z,0)) est I'intégrale de f sur des hyperplans passant par
perpendiculaires au vecteur directionnel 8. En dimension impaire, la reconstruc-
tion a un caractere local : la fonction est déterminée en un point par 'intégrale
sur des hyperplans passant par un voisinage du point (du fait de la dérivée de la
transformée de Radon dans la formule d’inversion). Ce n’est pas vrai en dimen-
sion paire car la transformée de Hilbert n’est pas locale. Le potentiel de Riesz

est donc un opérateur local si et seulement si a est pair dans la relation (1.3).

1.3 Méthodes classiques de reconstruction

Deux types d’approches sont considérées. Elles conduisent toutes deux a
des algorithmes de reconstruction. La premiere approche (analytique) consiste
a discrétiser une formule d’inversion établie en continu. La seconde approche
(algébrique), part du principe que les données (projections) sont discrétisées. A
partir de ces données discretes, on cherche a reconstruire la fonction de densité.
Dans les deux cas, on se place en dimension n = 2. On notera p le nombre de
rotations de la source et ¢ le nombre de points échantillonnés pour une position

angulaire donnée (dans les deux géométries).

1.3.1 Approche analytique: rétroprojection filtrée

Ces méthodes sont basées sur la discrétisation d’une formule d’inversion.
Nous présentons plus particulierement la méthode de rétroprojection filtrée,
construite a partir du théoreme 1.2. 1l s’agit de la méthode la plus couramment
utilisée en reconstruction. Il existe d’autres méthodes, par exemple celle basée
sur le théoreme de coupe-projection 1.1 ([59, 61]). Cette méthode est assez

peu utilisée car elle nécessite 'interpolation d’une grille cartésienne a partir de
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donnée sur une grille polaire, probleme délicat et cotiteux. La rétroprojection

filtrée est plus couramment implémentée dans les dispositifs industriels.

Méthode de rétroprojection filtrée

Cette méthode s’inspire directement du théoreme 1.2 que nous rappelons :
Pour f e S(IR"),g € 5(2), R*g) + f = R* (9 xR )

L’idée est de choisir ¢ = w, tel que W, = R¥w, soit une bonne approximation

de la distribution de Dirac. Ainsi nous avons:
f=Wyx f=R*(w, xRf)
W, est supposé étre un filtre passe-bas avec une fréquence de coupure b:

FiWy(o) = (2%)_”/2f1(1>(|;)ﬂ) ou 0 < F®d<1et Fid(o)=0pouroc>1
(1.5)
Pour plus de détails, voir [59],
Pour calculer Wy, * f, il faut procéder dans un premier temps a une étape

de convolution discrete:

l=g—1

wg *g(;,5) =h Z wy(s — s1)9(8;, s1)

puis dans un second temps a une étape de rétroprojection discrete. Pour cela,
nous utilisons la formule discrete exacte sur des polynémes trigonométriques

pairs de degré 2p (voir [59](VII-2)):
o= 2520
1 P =
Ce qui donne la forme discrete suivante :

= —Zv (1.6)

On remarque que la complexité de I’algorithme de rétroprojection est en O(M X

p X q), M étant le nombre de pixels dans 'image, p le nombre de rotations et
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¢ le nombre de mesures par rotation. Or, en pratique, on réduit la complexité
d’un ordre. Pour cela, on calcule aux points s; de la discrétisation les valeurs de
convolution. Puis au lieu de calculer la rétroprojection aux points (6;, (z,6;)),
selon I’equation (1.6), on estime ces valeurs a partir d’une interpolation linéaire
entre les valeurs connues de v aux points de discrétisation. A 6, fixé, on déter-
mine lindice & tel que s, <'s < s441,5 = (z,0;), et on calcule 'approximation
linéaire entre les deux valeurs v(6;, sx) et v(f;, si41). Cette méthode doit étre

adaptée aux parametres de la géométrie en éventail.

Géométrie parallele

Soit (8;,s),j=0...p—1,1=0...¢— 1 les variables définissant les droites

cos v, ,

de rayonnement, §; = ,avec ¥; = et 5 = 2 — 1. Les filtres
. P g—1
sin v,

sont définis de fagon explicite dans [59] (p.109). Ils doivent étre adaptés pour

la géométrie en éventail. L’algorithme s’écrit :

— Etape de convolution :

2
q—l

Zwb )9(8;,8),k=0...q—1 (1.7)

— Etape de rétroprojection: On détermine l'indice k tel que: s, < s <
Sk41,5 = (0;,2). La valeur de v(8;, (0;,z)) est calculée selon I'approxi-

mation linéaire: v(6;,(6;,2)) = (1 — u)v(;, si) + uv (b}, s541) avec u =

Sk41—38

Py La rétroprojection discrete devient :
—

o7 =1
frp(e) = s Z((l — )0k + UV k1) (1.8)

Géométrie fan-beam

Pour travailler en géométrie en évantail et utiliser le filtre w,, on considere

le changement de variables suivant :

s:rsina,ﬁ:ﬁ—l—a—g
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avec r distance de la source au centre du disque unité. Par conséquent, g(a, §) =

Rf(#,s). Il faut écrire la rétroprojection filtrée

Wy # f(z) = /Sl/_l1 wo((2,8) — )RS (6, 5)dsdb

en fonction des parametres « et 3. Le jacobien de la transformation est |rcosal.
Pour le terme |(z, #) — s|, on définit y comme la projection de z sur la droite de
rayonnement et v comme ’angle entre les vecteurs —a et « — a, voir figure 1.4.
On a alors |(z,0) — s| = |z — y| = |* — al| sin(y — @)|. De plus, le filtre vérifie la

propriété: w,(ps) = p~2w,(s). La rétroprojection filtrée devient :

27 w/2
Wy f(z) = r/o |a — a|_2/ B Whlo—a|(sin(y — @) g(av, B)] cosa|dadp

-7
La fréquence de coupure est changée en blz — a|. On préferera utiliser une

fréquence de coupure fixée ¢ > b|z —al, par exemple ¢ = (14r)b. Les parametres

Trajectoiredelasource  Support de lafonction
areconstruire

Fia. 1.4 - Passage des coordonnées paralleles aux coordonnées en €ventail

définissant la géométrie d’acquisition sont discrétisés en §3; = Z%j,j =0...p—-1

et oy = hl — gy, AVEC g, = arcsin(f) et h = q_%arcsin(%), r étant la

distance entre la source et le centre du disque unité (voir figure 1.5).

L’algorithme est alors similaire au précédent.

— Etape de convolution : elle est calculée aux points de discrétisation («y, 3;) :

g—1

v = thc(sin(ak —))g(Bj,ap) cos(ey), k=0...¢—1 (1.9)

=0
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Détecteur

FiGg. 1.5 - Détermination de o,

— Etape de rétroprojection: on détermine l'indice k tel que oy, < o < oyeqq,

<aj.x,a;>

avec o = arccos ,
laj—z||a;]

ou a; est la position de la source déterminée
par r et 3; (voir figure 1.6) et on calcule la valeur de la rétroprojection

en («, ;) par une approximation linéaire: v(a, ;) = (1 — u)v(ag, 8;) +

wv(ogt1, B), ol u = :::71__01 La rétroprojection discrete s’écrit :
271 & 9
frp(e) = s D le =g A1 = W)+ wj ) (1.10)
7=0

FiG. 1.6 - Calcul de o en fonction de x et a;

1.3.2 Approche algébrique
Introduction

Les méthodes algébriques sont basées sur ’hypothese que les données sont

discretes. Pour calculer une estimation de la solution, plusieurs techniques sont
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considérées et aboutissent a des algorithmes différents. Nous présenterons brie-
vement trois de ces méthodes, ART, SIRT, et les méthodes algébriques directes,
pour ensuite se focaliser sur la premiere méthode, implémentée dans le cadre
de notre travail. Pour les méthodes ART et SIRT, on discrétise I’estimation de
f cherchée (voir [59, 40, 33]). Pour cela, on choisit un nombre fini de fonctions

W, :Q—=IR,j=1...M, et on cherche une solution de la forme:

f(wyy)IZXj‘I’j(%y) (1.11)

Cette méthode conduit au calcul des coefficients X, et donc, a la résolution
d’un systeme linéaire.

La fonction est donnée a travers R f, intégrale de f sur des droites d’équation
(z,0) =s,ou s €[-1,+1] et 8 = (cos?,sind),d € [0,7], 2 € Q= [-1,+1] x
[0,7]. On discrétise s et @ pour obtenir des droites L;, i = 1,..,N, i = (k —

NL4+Lk=1...K,l=1...L,N = KL tel que:
Li = {(z,y) € Q,zcos?y, + ysin ¥y, = s}
Les données sont discretes et le probleme s’écrit :

<Oy, f>= //Q Qi (z,y) f(x,y)drdy = g (1.12)
avec .

- ®,;, : =1,.., N:distributions définissant I'appareil de mesure (par exemple,

une indicatrice sur les droites L;).

~ ¢iy 1 =1,.., N: mesures réalisées sur f (atténuation de la densité f selon

la direction ;) a travers le corps étudié.

En injectant I’expression (1.11) dans (1.12), on obtient le systeéme linéaire :
M
Gi=Y_X; <P, ¥ >, i=1,.,N (1.13)
j=1
ol

A =< ®;,¥; > telle que: (1.14)
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g = AX (1.15)
ol :
— g € IRY : vecteur des mesures.
— X € IRM : vecteur des valeurs de la fonction & reconstruire.
— A (N, M): matrice d’éléments < ®;, ¥; >.

Remarque : en réalité, les données sont bruitées: g; = ijzl X; < 9,05 >
+e; , i =1,..,N ol ¢; est un bruit (gaussien, poissonnien,...). On le négligera
dans la suite.

Un cas courant est de discrétiser en pixels le support de la fonction f et
donc de définir les fonctions W; comme les indicatrices sur les pixels. Un élé-
ment de la matrice est alors la longueur de l'intersection entre un pixel et une
droite. Ceci correspond aux méthodes ART et SIRT. La différence entre les
deux méthodes est la technique de résolution du systeme obtenu. Dans le cas
de ART, la résolution se fait avec la méthode de Kaczmarz (détaillé dans la
section suivante) et dans le cas des méthodes SIRT, elle se fait par la méthode
de Richardson (voir [33]).

Les méthodes algébriques directes reviennent a calculer la solution de moindres
carrés de moindre norme (solution normale f*) dans un espace de Hilbert (ici
L*(IR%)). Les mesures sont exprimées de maniere discrete & 1’aide des indica-
trices sur les bandes modélisant le rayonnement g; = (xr,, f)r2r) et la solu-
tion normale f* est: ft =3". fixz,. La résolution d’un tel probléme conduit a
des matrices bloc-circulantes ([33, 59]) : par exemple, en géométrie parallele, la
fonction ¥; est I'indicatrice sur des bandes (le rayonnement n’est plus modélisé
par une droite mais par une bande) disposées de telle maniére que la matrice
des produits scalaires soit bloc-circulante. Le calcul du pseudo-inverse peut étre
effectué par une méthode de résolution faisant intervenir des transformées de

Fourier discretes pour bloc-diagonaliser la matrice.
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Algorithme ART (Algebraic Reconstruction Technic)

On discrétise €2, le support de la fonction en pixels S,,,m = 1,.., M, et
on fait I’hypothese que f est constante sur chacun des pixels. Ceci revient a
remplacer f par un vecteur X, X € IRM tel que la j*™° composante de X est

la valeur de f sur S,,. Un élément de la matrice A définie par ’expression (1.14)

est donc 'intersection entre une droite de mesure L; et un pixel P;:
- ®;(z,y) = xr,(z,y) indicatrice sur la droite.
— U(z,y) = xs,(z,y) indicatrice sur le pixel.

done A; ; = #(L; N S;) =< ®;(z,y), V;(z,y) >.

Remarque : Si M = /M x v/ M est le nombre de pixels dans la grille carrée,
L; rencontre au plus 2y/M pixels de © (voir figure 1.7),donc la matrice A est

tres creuse (L; rencontre de 0 & 2v/ M — 1 pixels).

L.
|
Nombre de pixels: 16
Nombre de pixels intersectés: 7 (< 2.max(4,4))
Aj j= Li ﬂ Pj =d

Fic. 1.7 - Matrice
Le systeme linéaire a résoudre est:

On applique, pour la résolution du systéme, la méthode de Kaczmarz ([59,
40]), ce qui donne l'itération :

w

x@ — x-1)
T AP

(gz - AZTX(Z_l))Az7 1= 17 B N

w est un parametre de relaxation, 0 < w < 2.
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Ceci décrit une étape de I'algorithme ART, qui transforme X; = X(© en
Xigg = XW,

Complexité

e Pour une itération de ART
Pour chaque droite L;, on détermine les pixels rencontrés par cette droite (et
la longueur du segment résultant de cette intersection). On sait que chaque
droite rencontre O(W) pixels, M étant le nombre total de pixels sur la grille.
Le calcul de la matrice A demande 0(N+v/M) calculs d’intersections entre une

droite et un pixel, (N étant le nombre de mesures).

e Exemple en géométrie Fan-Beam :
— p = nombre de sources.

— g = nombre de mesures par position de source.

NX = NY = nombre de pixels sur x et sur 3.

Done N = pxqget M = NX x NY. Si le systeme linéaire compte autant

d’équations que d’inconnues, alors NX x NY = p X ¢. La complexité du pro-

bleme est : 0(N+/M) = 0(max(p, ¢)*v/(max(p, ¢)2) = 0(max(p, q)).

Remarques : il s’agit du colt pour une itération. C’est aussi le colt total
pour une méthode analytique (par exemple, la rétroprojection filtrée). Cet al-
gorithme a "avantage de s’adapter a n’importe quelle géométrie d’acquisition
(parallele, fan-beam). Les modifications dues a la géométrie sont au niveau du
calcul de la matrice, la méthode de résolution du systéme ne changeant pas. En
général, la convergence est tres rapide, quelques itérations suffisent (3 ou 4). En-
fin, introduction d’informations a priori dans la reconstruction est facilement

réalisable avec de telles méthodes.
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1.4 Conclusion

Nous avons évoqué les résultats fondamentaux liés a 'inversion de la trans-
formée de Radon ainsi que les principales méthodes de reconstruction. Ceci va
nous permettre d’introduire les problemes de reconstruction a partir de don-
nées manquantes et de mettre en avant les difficultés rencontrées dans le cadre
particulier de la tomographie locale. Ensuite nous adapterons les méthodes pré-

sentées a notre probleme.
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Chapitre 2

Reconstruction a partir de

données manquantes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous abordons les différentes techniques pour la reconstruc-
tion d’une fonction a partir de données manquantes. Apres une description des
différents types de problemes présentant des données manquantes, nous nous
intéresserons au probleme dit “intérieur” (les mesures étant connues sur une
région d’intérét), et plus particulierement a la non-unicité de la reconstruction.
Nous présentons les techniques déja existantes pour résoudre ce probleme. Elles
sont généralement basées sur "approximation des données manquantes et/ou
I'introduction de connaissance a priori. Les techniques les plus récentes, tomo-
graphie locale et pseudo-locale, techniques tres performantes, ne nécessitent pas
de connaissance a priori. La tomographie locale permet de reconstruire la ra-
cine carrée du laplacien de la fonction f. Or les surfaces de discontinuité de f
et celles de la racine carrée du laplacien de f sont identiques. La tomographie
pseudo-locale permet maintenant de quantifier les sauts de discontinuité. Les
tres bons résultats obtenus avec les méthodes de tomographie locale et pseudo-

locale laissent supposer que les prochaines techniques industrielles seront basées
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sur ces méthodes.

2.2 Probleme théorique - Non unicité

2.2.1 Définition de probléemes présentant des données manquantes

Un probleme est dit & données completes si ¢ = Rf est discrétisée sur le
domaine Z = S" x [~1,41] (on suppose que le support de f est contenu dans
le disque unité dans IRZ). Si on ne dispose pas des données sur la totalité du
domaine Z, le probleme de reconstruction est dit a données incompletes. Voici

quelques exemples de problemes de ce type:

~ Le probleme intérieur: V6 € S', Rf(6,s) n’est donnée que pour |s| <

a,0 < a < 1. Alors f(z) est & déterminer pour |z| < a (voir figure 2.1).

~ Le probleme extérieur: V6 € S', Rf(6,s) n’est donné que pour |s| >

a,0 < a < 1. Alors f(z) est a déterminer pour |z| > a.

— Le probleme a angle de vue limité: R (6, s) n’est donné que pour 6 dans

un sous-ensemble de la demi-sphere unité.

Nous nous intéresserons dans la suite uniquement au probleme intérieur.

2.2.2 Non-unicité du probleme intérieur

Dans le cas d’un probléeme intérieur, Rf(f,s) est donné sur 7= S' x
[—a,+a],0 < a < 1, et f(z) est reconstruite pour |z| < a. La non-unicité
de la solution est démontrée dans [59](p.169). Nous rappelons la démonstration

ainsi que les résultats permettant d’établir la non-unicité.

Théoréme 2.1 Soit g € S(IR), et g(0,s) = g(—0, —s), et soit p,,(8) un poly-

nome homogene de degré m en 0 tel que;

/IR s"g(0,s)ds = p,(0)
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Source

Le domaine n’est pas totalement recouvert par
le rayonnement

Dans cette zone,

on ne dispose pas Région d'intérét
de toutes les données
Support de lafonction

areconstruire

Détecteur

Fia. 2.1 - Données partielles : probléeme intérieur

Alors, il existe f € S(IR), telle que g = Rf. De plus, si g(8,s) = 0 pour |s| > a,

alors f(z) = 0 pour |z| > a.

Remarque : ’hypothese [,,s"¢g(0,s)ds = p,,(0) polynéme homogene s’établit si

f € 5. 1l suffit d’une part d’écrire la transformée de Radon comme suit :

Rf(0,5) = [ Fs6+y)dy

gL

oll z est écrit sous la forme x = s6 + y,y € 0*. La relation (z,6) = s devient
(sO0+y,0) = s+ (y,0) = s car (y,0) = 0. On effectue d’autre part le changement

de variable (z,6) = s, pour obtenir:

/IR sS"Rf(8,s)ds = / (z,0)" f(2)dz

IR?

On a bien un polynéme homogene de degré m en 6.

Démonstration de la non-unicité

Soit h une fonction paire, dans C*(IR), et qui s’annule sur [—a, a],0 < a <

1. Soit ¢g(0, s) = h(|s|), radiale et paire. Cette fonction vérifie les hypotheses du
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théoreme d’existence 2.1: g € C®(IR?), g(8,s) = g(—0, —s) et

/msmg(H,s)dSZ/ s"h(|s])ds = pn(6)

IR

avec p,, indépendant de 6.
D’apres ce théoreme, on peut affirmer I'existence d’une solution w: Ju €
CSO(IRZ), telle que Ru = g. Pour les fonctions radiales, on a la formule d’inver-

sion de maniere explicite [59](p.26):

uav:—l 0082—$2_1/2/88 )
() /|< o)~ 12h (s)d (2.1)

T Ja|
Pour |s| < a, g(6,s) = h(|s|) = 0, ce qui implique que Ru = 0 pour |s| < a.
Pour |z| < a, I'intégrale (2.1) n’est pas toujours nulle, suivant le choix de h:

-1 ¢ T
uw) =~ [ = ) s+ — [ Jal) N (s)ds

T Jlal
Le premier terme est nul mais le second ne 'est pas si h/(s) ne s’annule pas
partout sur [a, oo[. Ainsi il existe des fonctions non nulles dans la région d’intérét
pour qui les projections intersectant cette région sont nulles (appartenant au
noyau de R): Ru = 0 pour |s| < a n’implique pas u = 0 pour |z| < @ et I'unicité
n’est pas établie. Ces fonctions varient en général peu dans la région d’intérét,
et une approximation grossiere des projections manquantes permet d’approcher

[ dans la région d’intérét a une constante additive pres.

2.2.3 Reconstruction a une constante additive pres

La fonction reconstruite nous fournit des informations qualitatives, a une
constante additive pres [59]. Soit une fonction u tel que Ru = 0 sur [ = [—a, a].

La formule explicite d’inversion dans IR* ([59],p.21) donne:

u(z) // Rul6,5) a0
471'2 Is|>a < T,0 > —s

En intégrant par partie:

o [ ([B] - [ ) o
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Ru(6,a) = Ru(§, +o0) = 0 donc:

0, 5)
—————F—dsdf
4772//||>a (< z, 0>—s) §

On a alors, pour |z| < b < a:

— — Ru(6 dsdf
Ju(z) = w( 471'2/ /||>a 52 (<, 0> )|| w(f, s)lds

[u(2) — u(0)] < Cy (a,b)[|Rull (2.2)

avec (' (a,b) = = ( ozﬂuﬁsga((% — L)2dsdd)? | 9 = (cosd,sind)’

s—bcosd)

Les valeurs de ('y(a, b), sont en général tres petites, [59] (p.170).

Application directe

Soit g° un jeu de données complet tel que g° = g sur I. La résolution de
R f¢ = g° a une solution unique. La fonction v = f — f¢ est telle que Ru =0

sur I. On applique donc le résultat précédent (2.2):

(I(f = ) @) = (f = N0 < Cila, b)|lg = g°ll2z-1y» 2 S b <a

Une approximation assez grossiere de ¢ dans la zone manquante permet de dé-
terminer f de maniere assez précise pour x < b a une constante additive pres.

On obtient un résultat qualitatif, qui montre les variations de f.

Si on s’intéresse a la reconstruction de f sans chercher une approximation
de Rf dans la zone manquante, on se tourne naturellement vers les méthodes
algébriques de reconstruction qui ne nécessitent pas de jeu complet. Si le jeu est
complet, ces méthodes convergent vers la solution de moindre norme de I’équa-
tion ¢ = Rf sur I. S’l est incomplet, 'algorithme converge vers une autre

solution de moindre norme f¥. On sait majorer la variation |f — fM| = u.

lu(z) — w(0)] < Cy(a,b)||fllraazy avec Chla,b) =2y/7(1 —a?)/*Ci(a,b)
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Ceci signifie que si Cy(a,b) est suffisamment petit, alors f¥ est proche de

f (/™ = f a une constante additive pres).

2.2.4 Conclusion

Nous avons décrit le probleme de la non-unicité de 'inversion de la trans-
formée de Radon en dimension paire, lorsque ’on dispose uniquement des pro-
jections intersectant une région d’intérét. La formule d’inversion écrite en di-
mension quelconque n fait intervenir essentiellement deux opérateurs, la rétro-
projection et le potentiel de Riesz. L’opérateur de rétroprojection, quelque soit
la dimension est un opérateur local. Par contre, la localité du potentiel de Riesz
dépend de la parité de la dimension considérée. En effet, en dimension impaire,
le potentiel de Riesz fait intervenir uniquement des dérivées, et est donc un opé-
rateur local. En dimension paire, il fait intervenir la transformée de Hilbert, qui
n’est pas local : la fonction est déterminée en un point a partir des intégrales sur
toutes les droites, et non pas sur celles passant dans un voisinnage du point. Le
probleme de reconstruction en dimension 2 n’est ainsi pas local, et n’admet pas
de solution unique. Dans ce cadre, pourtant, il est possible, en approximant les
données manquantes de reconstruire f a une constante additive pres. Dans la
section suivante, nous présentons un état de ’art sur les différentes techniques

traitant le probleme intérieur.

2.3 Etat de l’art

2.3.1 Introduction

Dans la plupart des méthodes traitant de reconstruction a partir de données

incompletes, plusieurs points communs se dégagent :
— Approximation des données manquantes.

— Introduction d’information a priori.
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— Reconstruction a partir des données locales seulement.

Nous allons présenter les différentes méthodes existantes énumérées selon les

différents points évoqués.

2.3.2 Approximation des données manquantes

Nous avons vu précédemment que 'unicité de la reconstruction est un point
crucial pour le probleme dit “intérieur”. Pour le probleme extérieur, I'unicité
peut étre établie si ’approximation des données manquantes reste dans I'image
de l'opérateur de Radon. Nous présenterons notamment trois méthodes fai-
sant appel a une approximation des données manquantes. Les deux premieres
( [44, 54, 76]) sont mieux adaptées au probléeme extérieur, et ont été implémen-
tées dans ce sens. La troisieme méthode ([51]) spécifique au probleme intérieur

conduit & une reconstruction qualitative (& une constant additive pres).

Approximation des données manquantes dans ’espace de Fourier

Cette méthode explicitée dans [44], est dédiée a la tomographie d’émission.
Le dispositif mis en oeuvre est particulier : entre chaque détecteur non courbe
(formant une structure polygonale réguliere), on observe des “trous” de 5 de-
grés. Les mesures correspondant au passage d’un rayonnement dans ces “trous”
ne sont pas détectées. Pour estimer les données manquantes, un filtrage est
opéré dans 'espace des fréquences, en prenant la transformée de Fourier bi-
dimensionnelle des mesures. Les fréquences erronées peuvent étre localisées et
modifiées par un filtrage. Enfin, on calcule la transformée inverse. Cet algo-
rithme est itératif. L’image est ensuite reconstruite par un algorithme standard
de rétroprojection filtrée. Cette méthode est appliquée donc a un probleme dit

a angle limité.
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Approximation des données manquantes par un algorithme de rétro-

projection filtrée itératif

Cette méthode, explicitée dans [54, 76] a été impléméntée sur des disposi-
tifs commercialisés pour traiter le probleme extérieur. Elle est aussi basée sur
une approximation des données par itérations successives d’un algorithme de
rétroprojection. Le but est de trouver une approximation consistante afin de
reconstruire une solution unique (I’approximation des données doit se trouver
dans I'image de l'opérateur de Radon). Soit §' ’approximation des données ¢
dans la zone manquante, et ¢¢ les données observées. Le principe de la mé-
thode et de construire un opérateur 7' tel que §' soit un point fixe: 73" = §'.

C'g;,

L’algorithme sous-jacent est: Tgi,, = T'gi = R'C'""R¥* . C'™ est un

Y
opérateur de contrainte qui peut servir a améliorer la qualité de I'image et ("

est un opérateur de contrainte sur les données manquantes. Ces contraintes sont

considérées comme une connaissance a-priori (voir section 2.3.3).

Approximation par décomposition en valeurs singuliérs de R

Cette méthode que 'on doit & A.K. Louis [51, 50] est basée sur la décom-
position en valeurs singulieres de R, dans le cadre des géométries en évantail

c’est-a-dire pour la transformée en rayon X divergent :

Df(a,0) = /000 Fla+t0)dt

Il s’agit de I'intégrale de f sur la demi-droite issue du point a et dans la direction
déteminée par 8. En dimension n = 2 la transformée de Radon et la transfor-
mée en rayon X coincident. A.K. Louis propose une décomposition en valeurs
singulieres pour le cas ou les projections sont données sur une région d’intérét
[51] ainsi que le probleme d’angle limité [50]. Il en déduit une approximation
des données manquantes. Les reconstructions a partir de données intérieures ne
sont pas quantitatives. L'image, & la frontiere de la région d’intérét, se dégrade,

mais elle est nettement améliorée a l'intérieur de celle-ci.
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2.3.3 Projections sur des Ensembles Convexes

L’introduction de connaissances a priori sur la fonction & reconstruire peut
venir compléter I’approximation des données manquantes. La méthode des “pro-
jections sur des ensembles convexes”, développée dans [80, 73, 61, 76, 60, 2, 62,
63, 53] sous de multiples formes est basée sur une approche géométrique, uti-
lisant la théorie des projections sur des ensembles convexes dans un espace de
Hilbert. Les informations disponibles sur la fonction sont écrites sous la forme
de contraintes sur des ensembles convexes fermés. La fonction f a reconstruire
est supposée appartenir a une espace de Hilbert H. Chaque type d’informa-
tion (ou contrainte) sur f est associée & un ensemble convexe fermé C; CH,

t=1...N.. Ainsi le probleme est :
Trouver f dans H telle quef € N;*,C; = C (2.3)

Les conditions d’existence et d’unicité pour la reconstruction de f ainsi que les
résultats généraux sur cette approche sont données dans [80, 81]. Pour expliciter
I’expression (2.3), on introduit des opérateurs de projections P;, ¢ =1...N,, sur
les convexes C; (selon la norme définie dans H). Si g; = P;h, alors g; est ’élément
appartenant a C; le plus proche de h (au sens de la norme). Dans ce cadre la

solution f cherchée sera un point fixe de ’équation :
frvi=F.FP._1...Pifi,k=0,1,...
On utilisera plutot la forme:
femi =TTy ... Ty fi,k=0,1,..., 0uT; = (1 + X)) + N B

Les A; sont des parametres de relaxation, avec 0 < A; < 2. Si H est un espace
de dimension finie alors la séquence {fi,} converge au sens de la norme définie
dans H vers f.

Plusieurs applications des cette formulation sont étudiées. Les contraintes
sont injectées dans ’espace direct, dans le cadre de méthodes algébriques([60, 2,

63]) ou bien dans 'espace de Fourier([62, 73]) en utilisant la méthode basée sur
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le théoreme de coupe-projection 1.1, [59]. Voici quelques exemples de contraintes

utilisées dans les méthodes citées:

Représentation des données (en dimension n = 2)

Dans les méthodes algébriques, les données sont discretes et la transformée
de Radon est donnée en ces points de discrétisation: R; = Rf(sp,0,), m =
0...N, —1,n = 0...Nyg — 1. Ceci permet de définir les ensembles convexes
fermés suivants :

La relation f € N/, C; est vérifiée. La projection @ d’une fonction ¢ € H sur
chacun des C,; s’écrit dans le cas discret:

o~ ~ def
Q(xkvyl) St g; = g; (gi = Rz’f])
Q(xkvyl) =

q(xn, ) + 5% f"/_g;Q(xm yn)f‘i(ﬂﬁm Y) st Gi g

m=1 n=1 1

ol :

eg; est la mesure de f (fonction exacte) sur le rayonnement L,.

eg; est la mesure estimée de q sur ce méme rayonnement.

or;(x;,y;) est U'intersection entre le pixel (z;,y;) et la ¢*™¢ droite de rayonne-

ment.

Si on applique uniquement ces contraintes, on obtient ’algorithme ART.
Autres exemples de projections

q(z,y) (v,y) € A
0 (z,y) ¢ A

Csp={heH;(z,y) ¢ A= h(z,y) =0},Q = Pspq =

Il s’agit de ’ensemble des fonctions s’annulant en dehors d’une région A.

q(z,y) ¢>0

0 g<0

Cp={h el h(z,y) >0,V(z,y) € Q},Q = Fq=



Reconstruction a partir de données manquantes 33

Il s’agit de ’ensemble des fonctions positives.

q lall < p
Cp={heH;|h|’<E=p"},Q=Prqg= _
Nl >p

Il s’agit de ’ensemble des fonctions qui sont bornées en énergie.

q llg = frll < €r
Cr={h e H;||h— frl| < €r},Q = Prqg =

=7
fR‘I’eR”Z_fi” Hq_fRH > €R
Il s’agit de I’ensemble des fonctions qui sont a une distance inférieure a eg d’une

fonction de référence fr.

a q(z,y) < a
Car=1{heH;a<h<b0},Q=Parg=19 qz,y) a<qz,y)<b

b q(z,y) > b

Il s’agit de I’ensemble des fonctions qui sont comprises entre les constantes a
est b.

En pratique, ces contraintes ont pour but de réduire le diametre de 'en-
semble des solutions, et donc et forcer la fonction reconstruite a étre plus proche
de f (au sens de la norme).

Prenons le cas de la contrainte Cg: efficacité d’une telle projection est
directement liée a €. Plus €p est petit, plus la contrainte sur 'ensemble des
solutions est forte (plus le diametre de ’ensemble est petit). Mais si €x est trop
petit, alors on peut avoir: CR NCy = @ , C; = NY,C;. Mais si eg est trop
grand, alors la contrainte peut s’avérer ineflicace. Pour un probléme intérieur,
la fonction de référence fr peut-étre, par exemple:

* Une image reconstruite provenant d’un examen antérieur.
* Une moyenne d’une certaine population
fr peut également, dans un probleme de type données partielles, étre utilisée

comme information a priori.
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2.3.4 Tomographie locale et pseudo-locale
Introduction

En tomographie classique, la reconstruction implique une opération de convo-
lution avec un noyau k qui n’a pas de support compact. Ainsi la reconstruction
en un point z requiert les mesures d’atténuation sur toutes les droites du plan
contenant z. En tomographie locale, ’objectif est de reconstruire une fonction
uniquement a partir de données locales. Dans ce cadre, ce n’est pas la fonc-
tion qui est reconstruite mais la racine carrée du laplacien positif, A f telle que
Fo(Af)(o) = Faf(o)|o]. Cet opérateur A supprime les basses fréquences et met
en avant les hautes. Le résultat est donc la détection des discontinuités de la
fonction. La tomographie locale, ainsi que la tomographie pseudo-locale sont
essentiellement qualitatives. Il existe néanmoins pour la tomographie pseudo-
locale, un algorithme ([69],chap.4,sect. 4.2) permettant de quantifier les sauts de
discontinuité de f. Les algorithmes de tomographie locale et pseudo-locale ont
été étudiés et implémentés au sein du laboratoire TIMC par Loic Benayoun ([6])

et Charles Soussen ([75]).

Tomographie locale

La tomographie locale ([26, 27, 28]) est basée sur la formule d’inversion

donnée dans le théoreme 1.3:

_i—oc #ro—1
= TR (RY)

re-écrite en ([59],p.171):
1
I'f = —R*I""'(R
=1 (Rf)

Si « est impair, a—1 est pair, donc 7*~! est local. L’opérateur de rétroprojection
est un opérateur local car R#g(w) ne dépend que de ¢g(6,< 6,2 >) pour tout
 de S'. Dans la travaux de A. Faridani ([28]), il est montré que I* possede
exactement les mémes points de discontinuité que f. Il est donc possible de

détecter, & partir de données locales, les points de discontinuité de f.
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En pratique, on considére . = 1 ou & = —1, et on reconstruit I"' f = Af et
If = A~'f, ot A est défini en dimension 2 par:
2
L((2-0a)/2)
H, IR?, A 2,1)y L« 2, 0) = ———+4L 2
Vie H Vxe IR, Af = C( gx 8% ,C(2, ) 2erT(a)2)
Vf e H\VE € IR, Fo(Af)(€) = €] Fa()(€) (2.4)

L’opérateur A est directement lié au laplacien par A*? = —A (A désigne le
laplacien). Pour n > 2, 'opérateur A~! est un opérateur de convolution R;* f(z)
tel que: Ryxf(2) = [ Ri(2—y) f(y)dy. Le noyau R; est la transformée de Fourier
inverse de (27)~"/2[¢]7!, c’est-a-dire le noyau de convolution de Riesz :

1
7T|Sn—2|

Ry (x) = Eli (2.5)

Sur un domaine ou f est constante (on peut en général supposer la fonction
f approximativement constante par morceaux), A f est convexe (forme de bol)
et A7'f est concave. A. Faridani et al. ont montré dans [27] qu’avec un choix
judicieux d’un parametre u (> 0), parametre dit de contre-bol, A f + uA~" f est
approximativement constante par morceaux. C’est pour cela qu’on ne recons-
truit pas directement A f mais A f+pA~! f. La parametre u est tel que u = cr=2,
ou r est un réel vérifiant @« < r < 1, 1 est le rayon du support de I'objet (sphére
unité), a est le rayon de la zone d’intérét, et ¢ est un réel indépendant de r
proche de 6.

La proposition suivante permet d’établir un lien entre la fonction f et les

transformations Af et A7 f.

Proposition 2.1 La convolution R, f(x) existe (en convergence absolue) pour
au moins un x si et seulement si f x (14 |z|)'™" € L'; si c¢’est le cas, Ry x f
existe presque partout et est localement intégrable. Des relations (2.4) et (2.5),

on déduit :
A @) = Box f@) = [ Bae =) f()dy
et

Af(z) = —Ri*x Af(a /Rlx—yAf()
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Pour établir une formule de reconstruction, il est pratique de définir la transfor-
mée en rayon divergent (géométrie fan-beam en dimension 2) et la transformée
en faisceau paralléle (qui coincide avec la transformée de Radon en dimension

2):
Définition 2.1 La transformée en rayon divergent est définie selon:
Df(a,6) :/ fla+t0)dt, 6 € S, t € IR
0

Définition 2.2 La transformée en rayon paralléle est définie selon :

+oo
P/ (6, ) :/ fla+10)dt,0 € S, t € IR, = € IR

— 00

La formule de reconstruction locale, établie dans ([74]) est:

Théoréme 2.2 Siec H/? (14 |z|)te e L', %ﬁl € L}, alors

4 f(@)= [ [ (Dut8) + Duf(=0)l(a.0)[k(Eufa — a))dbda

ot k = ﬁC(Q, 1)APe. La source est déplacée sur un cercle C de rayon R > 1,

autour du support de f. Ey est la projection orthogonale sur le sous-espace 6+.

Pour la tomographie locale, e est remplacé par Ae. En utilisant le résultat:

A? = — A, le théoréme 2.2 devient :

Théoréme 2.3 Sie e H'? (14 |z))"'e € L', alors

Aex flz) = /C /Sl(Daf(O) + D f(=6))|(a, 8)| K (o — a))dbda
avec K = —7=C(2,1)APe.

De maniere générale, le noyau k du théoreme 2.2 est tel que F2k(&) = [£|Fqe(§),
avec Fe(0,0) # 0. Ainsi son support n’est pas borné. Par contre le noyau K
du théoreme 2.3 a un support de petite taille si e a un support borné. Ainsi
la reconstruction est locale. Le détail de la méthode en dimension 2 se trouve

dans [6].
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Tomographie pseudo-locale

La tomographie locale permet donc de détecter les discontinuités d’une
image. Mais l'information est entierement qualitative. La tomographie pseudo-
locale, introduite par A. Ramm ([69, 70]), possede également des propriétés de
régularité et la fonction reconstruite possede les mémes sauts de discontinuité
que f (ce qui n’est pas le cas en tomographie locale). La tomographie pseudo-
locale en dimension 2 s’appuie sur la formule de reconstruction du théoreme 1.3,
en prenant o = 0 et n = 2.

R S R A
J(x) = ;-R*I"'Rf = —R*Hl ' RS

car I"'h = H AW, h(Y) étant la dérivée premiere par rapport i la variable ra-

diale. En explicitant la transformée de Hilbert, on aboutit a la formule de re-

= / /m mg dtd0 (2.6)

La formule locale de reconstruction, qui ne conduit pas a f est obtenue

construction :

en considérant l'intégrale en ¢ dans l’expression (2.6) sur U'intervalle ((z,8) —

d,(x,0)+d),d>0:

(z,0)+d 0
fal@) 4772// mg )dtdO

Cette formule est locale car la fonction fy(z) est calculée a partir des mesures

d’atténuation passant par le disque de rayon |(z,8) —t| < d.

2.4 Conclusion

Nous avons parcouru les différentes méthodes de reconstruction a partir de
données locales. Les plus performantes semblent étre les techniques de tomo-
graphie locale et pseudo-locale. Cependant méme si les sauts de discontinuité
sont estimés, les résultats restent qualitatifs. Or, il est préférable, dans certains
cas de vouloir une information quantitative. Par exemple, lors de controle de

tumeur, la densité peut permettre de décider si la tumeur est maligne ou non.
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Dans le prochain chapitre, nous présentons une méthode de reconstruction a
partir de données locales d’une part, et de connaissance a priori d’autre part,

permettant de reconstruire des images quantitatives.
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Chapitre 3
Maillages adaptatifs

3.1 Introduction

Nous avons montré dans la section 2.2.3 que si 'on dispose d’un jeu de don-
nées locales, alors il est possible de reconstruire la fonction f' & une constante
additive pres. I'introduction d’information a priori permettrait d’annuler cette
constante.

Dans le cadre de notre travail, le jeu de données locales ¢' présente une
résolution fine (examen effectué avec un détecteur performant mais de petite
taille ou avec une source fortement collimatée). La connaissance a priori est un
jeu de données complet, concernant le méme organe que pour le jeu local, mais
de faible résolution. Le but est, apres une mise en correspondance préalable
des deux jeux de données, de reconstruire f'. Dans ce cas, nous reconstruisons
effectivement f', la constante additive étant nulle. Dans ce chapitre nous présen-
tons les différentes méthodes de reconstruction mises en oeuvre. Ces méthodes
sont des adaptations des méthodes classiques de reconstruction. Nous présen-
tons 'adaptation de deux méthodes algébriques, ART et le gradient conjugué
régularisé, ainsi que 'adaptation d’une méthode analytique, la rétroprojection
filtrée ([71]). Des résultats sur des données simulées et réelles sont données a la

fin du chapitre.
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3.2 Principe

Deux types d’information sont pris en compte dans la reconstruction :

— L’information a priori : ces mesures forment un jeu de données complet, de
faible résolution. On peut par exemple considérer qu’il s’agit d’un premier

examen effectué avec un scanner standard.

L’information locale : ces mesures de trés haute résolution concernent une
région d’intérét. On peut par exemple considérer qu’il s’agit d’un examen
supplémentaire demandé au vue des résultats d’un examen standard. Cet
examen est effectué avec du matériel plus performant que le premier, par
exemple avec des détecteurs de haute résolution mais de petite taille,
ou bien alors une source fortement collimatée. Ce dernier exemple rentre
dans le cadre des expérimentations effectuées a ’European Synchrotron
Radiation Facility de Grenoble, sur la ligne médicale ID15. Les données

réelles avec lesquelles nous avons testé nos algorithmes proviennent de

IPESRF.

La mise en correspondance des deux jeux de mesures est abordée en fin
de chapitre. Cette partie ne rentre pas dans le cadre de ce travail et nous
montrerons succinctement les solutions envisagées. Néanmoins, apres la fusion,

on obtient un jeu de données complet mais a résolution variable, voir figure 3.1.

i e Vecteur
Région d'intérét _ de données
Sou!‘ ————————— fusionné
Source pour une
position
de source
par jeu

« Mesureglobale
o Mesurelocale

Fic. 3.1 - Fusion des mesures



Maillages adaptatifs 41

La différence de résolution est aussi prise en compte dans de 'image recons-
truite : la résolution en terme de pixels est plus fine dans la région d’intérét, et

plus grossiére autour, nécessitant ’utilisation de deux maillages, voir figure 3.2.

| Régiond'intérét

Fic. 3.2 - Différentes résolutions dans 'image reconstruite

3.2.1 Notations

Soient d’une part les notations portant sur les mesures et d’autre part les

notations portant sur 'image reconstruite :

— G°: le vecteur des mesures du jeu de données completes g¢ de dimension

Nl
— (' : le vecteur des mesures du jeu de données locales ¢' de dimension N'.

— (&: le vecteur constitué de ces mesures de dimension N = N' 4+ N¢ tel

que:
Ge G si 0<j<Ne
G: Gj:
G GYosi N°<j<N

(3.1)
— 7°: la grille de pixels portant sur la totalité du support de 'organe, com-
posée de M¢ pixels (grille ”basse résolution”).

— T':lagrille de pixels portant sur la région d’intérét dans ’organe composée

de M' pixels (grille "haute résolution”).

— M = M¢+ M': le nombre total de pixels dans I'image.
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3.3 Approche algébrique

Les méthodes algébriques sont souvent utilisées dans le cas de problemes
a données incompletes. Ces méthodes s’adaptent facilement & des géométries

particulieres, sans alourdir la résolution du systeme linéaire sous-jacent.

3.3.1 Systéme linéaire

D’apres la section 1.3.2, le systeme linéaire a résoudre est: AX = G, ol
G est défini selon la relation (3.1), X est le vecteur inconnu formé de deux
blocs correspondant aux deux régions (dans la région d’intérét et autour) : X =
(X°, X", et la matrice A, dite matrice ART est définie selon 1’expression (1.14),
c’est-a-dire qu’un élément de la matrice est la mesure de l'intersection entre
une droite de rayonnement et un pixel. Dans le cas présent, la matrice ART est
constituée de quatre blocs, prenant en compte les deux jeux de mesures et les

deux résolutions dans I'image :

avec:

= A7 = (¢5,95),t = 0...N°— 1,5 = 0...M° — 1 est le produit scalaire

entre l'indicatrice sur la droite de mesure du jeu complet numéro 7 et

I'indicatrice sur le pixel numéro j de la grille globale.

[ — c oI\ s ¢ S { 3 7
- A = (g5,05),i = 0...N° = 1,5 = 0...M" — 1 est le produit scalaire

entre l'indicatrice sur la droite numéro ¢ de mesure du jeu complet et

I’indicatrice sur le pixel numéro j de la grille locale.

- Aﬁj = ﬁ,zbj%z =0...N'=1,7=0...M¢—1 est le produit scalaire entre
I'indicatrice sur la droite numéro ¢ de mesure du jeu local et I'indicatrice

sur le pixel numéro j de la grille globale.
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— Al = (¢, ¥h),i=0...N'=1,j =0...M"—1 est le produit scalaire entre
I'indicatrice sur la droite numéro ¢ de mesure du jeu local et I'indicatrice

sur le pixel numéro j de la grille locale.

De maniere plus explicite, on obtient :

o] G = EILTXR u) + e X, ) st 0<i <N 53)

Me—1 yrc c M-1 . ¢
Gi’ = Zj:o Xj< i’v¢j>‘|‘2j:McX;'< £7¢§> st N<i1<N
La matrice A est tres creuse, car au plus 2v M¢ + 2v M? éléments par ligne

sont non nuls. Un stockage adapté devra étre implémenté.

Valeur calculée en un point = quelconque de [-1, +1]?

Suivant la position du point z, deux cas se présentent (voir figure 3.3):

e Si z est dans la frontiere ou a l'intérieur de la région d’intérét, il appar-
tient au pixel k de la grille locale et au pixel ¢ de la grille globale. La valeur
d’atténuation calculée f(z) est Xi + X{.

e Si z n’est pas dans la région d’intérét, c’est-a-dire s’il appartient au pixel

k de la grille globale alors la valeur calculée f(z) est X}.

z X€

x|

Xl +xC

Fic. 3.3 - Valeur calculée au point x

3.3.2 Algorithme ART
L’algorithme ART est inchangé. Seul le calcul de la matrice est modifié et
la kie™e itération de l'algorithme s’écrit :

w

|A; |?

X® = x k-1 4 Gy — ATX%=04,  i=1,...,N
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w est un parametre de relaxation, 0 < w < 2 et A; est la 7 ligne de la

matrice.

3.3.3 Algorithme de gradient conjugué régularisé

Pour résoudre le systéme linéaire précédemment défini (section 3.2), on uti-
lise ici une méthode de gradient conjugué sur le systeme régularisé. Pour cela,
on régularise selon la méthode de Tikhonov-Philipps ([59]), et les parametres
de régularisation sont estimés par une méthode de validation croisée généra-
lisée [33, 34, 35, 36, 37]. Le probleme de minimisation aux moindres carrés
régularisée est le suivant :

min [JAX — G| + FAX 2 + 7| AT X2 (3.4)

XeIRM

et la solution régularisée vérifie:
S, X, = A'G, avec S, = (A'A+ T°A° 4+ ' AY)

Puisqu’on utilise deux grilles d’échantillonnages, on introduit deux parametres
de régularisation: 7 = (7%, 7'). Le laplacien doit également étre adapté au pro-
bleme. Il faut calculer sa valeur pour chaque pixel, provenant des deux grilles
d’échantillonnages. Les laplaciens sont calculés sur chaque grille de maniére in-
dépendante. On définit deux opérateurs P°¢ et P' agissant sur les valeurs prises

par les pixels de chacune des grilles 7¢ et 7':

X sile pixel j est dans le disque unité

0 sinon

X} si le pixel 7 est dans la région d’intérét
0 sinon

Au lieu de calculer AX¢ et AX', nous calculons AP°X¢ et AP'X'. Le
probleme (3.4) devient :

min [JA.PX — G|> + 7| AP X2 + 7| APCXC|)?, PX = (P°X°, PXY)

XeIrRM
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Estimation des parameétres de régularisation

Une technique, pour obtenir une estimation optimale des parametres de ré-
gularisation, est de minimiser la fonction de validation croisée généralisée ([37]),

définie ci-dessous :

allG = Gal

(Lir (= A,)) avec A, = ASTTAT et G, = A, G (3.5)

VCG(r) =

La principale difficulté est le calcul de tr(I — A,). Il requiert le calcul de S7*,
probleme mal posé et tres coliteux. D. Girard a proposé dans [34, 36] de rem-
placer dans la relation (3.5) -tr(I — A;) par un estimateur statistique sans

biais. Cet estimateur se construit de la facon suivante:

~ w est un bruit gaussien centré, réduit. w € IRM, E(w) = 0,var(w) = 1,

w=(wi,...,on)".

— Calculer w, = A,w. Pour cela, on ne cherchera pas a inverser S,. On intro-
duit un vecteur u,, solution du systeme S,u, = A’G et, par conséquent,
w, = Ap,.

il

w' (w=—w;) _ 1_wTw,-
wTw - wTw

— Un estimateur de 57tr(/ — A, ) est donné par T*(w) =
Le calcul de la fonction VCG(7) suit le schéma suivant :
— Choisir des valeurs initiales pour 7* et 7¢.

— Générer le vecteur gaussien centré réduit w.

1. Calcul de la matrice: S, = A'A 4+ 7' Al 4 ¢ A\,
2. Gradient conjugué pour résoudre le systeme régularisé: S, X, = A'G.

3. Calcul du numérateur de la fonction de validation croisée généralisée:

Num = (|G = G, |]?, avec G, = AX,.

4. Gradient conjugué pour résoudre le systeme S,u, = A'w, puis calcul de

w, = Ap,.
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5. Calcul du dénominateur de la fonction de validation croisée généralisée:

Den = (1 — 452=)2,

wTw

6. Calcul de VCG(1) = Num/Den, et remise a jour des parametres. L al-
gorithme est recommencé a partir de 1., tant que le minimum n’est pas

atteint.

A 7 fixé, le calcul d’une valeur de VC'G nécessite deux algorithmes de gra-
dient conjugué. On limitera donc le nombre de valeurs de 7. La valeur minimale
est approchée en “essayant” plusieurs valeurs. En pratique, cela suffit pour avoir

une estimation satisfaisante des parametres.

3.4 Approche analytique : la rétroprojection filtrée

Nous rappelons que cette méthode est basée sur le résultat : Wyx f = R# (wpx
Rf), avec W, = R#w, choisi pour étre une approximation de la distribution de
Dirac (voir section 1.3.1). Les phases classiques de filtrage et de rétroprojection
sont adaptées a la nouvelle géométrie. De plus, deux probléemes apparaissent : le
choix de la fréquence de coupure b dans “I’arrangement” des données (la mise

en correspondance est supposée effectuée) et la phase de filtrage .

3.4.1 La fréquence de coupure

Soit une fonction f essentiellement b-bande limitée :

fzf(f)df <e¢

|€1>b

La fréquence de coupe b est telle que au dela de celle-ci FiR f est négligeable.
Cette bande intervient dans le calcul du filtre.

La différence de résolution entre les deux jeux de données conduit a choi-
sir deux fréquences de coupure b¢ et b' dans les deux régions correspondantes
R°(disque unité centré) et R'(disque de rayon a,0 < a < 1 centré). Notons

NER¢ (resp. NR') le nombre de projections pour le jeu de données basse (resp.
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haute) résolution et N7T°¢ (resp. NT') le nombre de mesures par projections.

Les relations sur les conditions d’échantillonnage données dans [59] sont :

c

NT
b < NRetb*<m pour la basse résolution

NT
b < NRl et b < x

pour la haute résolution

2
2b°

Le nombre de données “idéal” au sens de Shannon est: NR¢ x NT¢ = -

(resp. NR' x NT' = #) Le nombre de données dans la région d’intéréet étant
supérieur (du a la nature du probléeme) a celui du jeu de données global, la
fréquence de coupure dans la région d’intérét sera plus élevée. Le passage de
b¢ a b', suivant le parametre s se fait & ’aide d’une fonction “lissante”, par

exemple :

be |s| > a . e
b= , a étant le rayon de la région d’intérét

[s](bo—bi) + b, |s| <a

a

3.4.2 Les données

Pour calculer la rétroprojection discrete en un point z, on effectue une
approximation linéaire entre les valeurs de la fonction prise aux deux points
de discrétisation, par exemple s, et s,y tels que pour 8 fixé, (z,6) = s et
sp < s < Spy1 (en géométrie parallele). Il faut donc, pour toute valeur de s
accéder aux points de discrétisation s, et sy qui encadrent au mieux s. L’in-
dice k ainsi déterminé peut correspondre a une mesure provenant de 'un des
deux jeux de mesures. Ceci nécessite un certain “arrangement” préalable des

données. 11 suit le déroulement suivat :

— Si deux positions de source (correspondant a une projection de chaque

jeu de mesures) coincident, les mesures sont intercalées, voir figure 3.4.

— Si on ne peut pas trouver dans le jeu haute résolution, un position angu-

laire de la source correspondant au jeu basse résolution :

— Les données globales sont stockées sans augmentation de la résoution

dans la zone correspondant a la région d’intérét.
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vecteur des
mesures
intercal ées
dans une
position
angulaire

O OCeo0000000 O

= droite de rayonnement haute résolution
—— droite de rayonnement basse résolution

Fic. 3.4 -  arrangement des données lorsque deux positions angulaires coinci-

dent.

— Les données haute résolution sont locales. Dans une position angu-
laire,Jes données manquantes sont estimées a ’extérieur de la zone
d’intérét, voir figure 3.5. Pour cela, on procede & une interpolation
des données manquantes a partir des données completes basse réso-

lution.

Ainsi un ensemble de mesures issu de la fusion du jeu de données basse résolution
et du jeu de données locales posséde pour une projection, soit une discrétisation
réguliere (la moins fine), soit une double discrétisation (plus fine dans la zone

appartenent & la région d’intérét), comme le montre la figure 3.6.

Interpolation

La formule d’interpolation utilisée est issue de la généralisation du théoreme
de Shannon, le théoreme de Peterson-Middleton [59](p.62). Nous I’exprimons
en dimension n = 2. Si une fonction g € IR’ est échantillonnée sur une grille

{Wl,l e Z}, ou W est une matrice réelle (2 x 2) non singuliere, alors g peut
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FiGc. 3.6 -

vecteur des
mesures
apres
estimation
des données
manquantes

O 000000000 O

Région d'intérét

= droite de rayonnement haute résolution

--- droite de rayonnement basse résolution extrapolée
o mesure interpol ée

[ mesure locale

Fic. 3.5 -  estimation des données.

o 0 O O
o 0 O O
o 0 O O

O O 0000000 O O O
O O 0000O0OOo O O O
O O 0000000 O O O
O O 0000000 O O O

Discrétisation de l'ensemble des mesure fusionnées.
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étre reconstruite a partir de ses valeurs aux points d’échantillonnage ¢(W1)

selon la formule:

det(W)
27

Swyg(z) = Zg(Wl)szK(x - Wi (3.6)

oll Y est la fonction caractéristique sur un ouvert K de IR”. On a le résultat

suivant :

Théoréme 3.1 Si les ensembles { K 427 (W=1)'k, k € Z*} sont mutuellement
disjoints, si g € S, alors il existe une fonction x, € Lo, (IR*) s’annulant sur K

avec | x| < 1 telle que:

Swy—0)@0 == [ @Ry

T

La preuve du théoreme est donnée dans [59].

Lorsque 'ouvert K contient le support essentiel de la transformée de Fou-
rier de la transformée de Radon de la fonction, la norme [|Swg — ¢l est
petite. Une fois K fixé, on détermine la matrice W telle que les ensembles
{K+27(W~Y)k, k € Z*} soient disjoints et det(W) petit. Le schéma d’échan-
tillonnage est alors défini. On peut ainsi déterminer des schémas d’échantillon-
nages optimaux, avec detW minimum (pour plus d’informations, se reporter
a [15, 16, 17, 18, 25, 59]).

Application : le but est donc, pour une position angulaire du jeu haute ré-
solution d’interpoler les données manquantes. Pour cela, on utilise uniquement
le jeu de données basse résolution, et on interpole aux points voulus les valeurs
de la transformée de Radon. On utilise le jeu basse résolution pour limiter le
coit de l'interpolation et les résultats obtenus sont satisfaisants. La figure 3.7
montre a gauche 'interpolation des données manquantes a partir des mesures
basse résolution et a droite un jeu de mesure fusionné apres interpolation. L’in-

terpolation s’écrit:

det(W)

27

SwRf(0,s) = > Rs(WI)Foxg ((8,s) — WI)
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N , /P 0
ol la matrice W est: W = , p¢ est le nombre de rota-

0 2/(¢°=1)

tions de la source et ¢° le nombre de mesures par position de source. K est le
carré centré de coté b°, il satisfait ainsi la condition de non-recouvrement de
la transformée de Radon, si la fonction a reconstruire R f est essentiellement
b*-bande-limitée. Cette approche conduit en pratique a de bons résultats méme
si la résolution est supposée plus fine dans la région d’intérét.

O mesure basse résolution ® mesure locale
@ mesureinterpolée

—t—t——t— - S ——t——t— S
+~ 00 0 0 0 0 0 O - 0o 00 O0O0O0oO
+—- 00 0 00 0 0 O oo oo o0 o0 0O
+~ 00 0 0 0 0 0 O oo oo o0 o0 oO0oO
+ 0 010 O O 0,0 O F O O 0000000 O O

o o e o © © 0000000 O ©
=+ 0 0o 0 0 0,0 O O O eeeeee® O O

e o, e @ © © eeeo000 © ©
= 0 0,0 0 0 010 O - 0O O 0000000 O O

o o, e o © © eee0000 O O
T 000 00 00 0 F 0O O eeeeeee® O O
+ o0 o o olo 0 0 © oo oo o0 o0 oO0oO
+ o0 o0 0 0ol0 O 0 © oo oo o0 o0 0O
1 1
0 0

zone correspondant aux données locales

Fic. 3.7- Gauche : interpolation des mesures - Droite : jeu de mesures fusionné

3.4.3 Le filtrage et la rétroprojection

Les étapes de filtrage et de rétroprojection sont similaires & celles utilisées
pour une géomeétrie standard, tout en prenant soin de prendre les bonnes valeurs
aux points d’échantillonnage correspondant aux deux jeux de mesures. Le filtre
implémenté est celui proposé dans [59] (p.109) dans lequel b varie en fonction
de s:

b2
wy(s) = 17— (u(bs) — v(bs))

 4x?
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avec

coss—1 sin s 2cos s 2 \sin s
RS LS s £ 0 4 (1= 5)=, s#0

u(s) = et v(s) =
%, s=0

, s=0

Wl

La figure 3.8 montre I’évolution d’un filtre en fonction de s. Le rayon de la

région d’intérét est ¢ = 0.5.

Is|>a JLlsl<a sl |5/ <<a

Fic. 3.8 - Fvolution d’un filtre wy, b variant en fonction de s

3.5 Résultats

Nous donnons des reconstructions effectuées a partir de données simulées et
réelles. Les données réelles ont été obtenues a ’ESRF sur la ligne médicale ID15.
Pour chaque série de tests, une reconstruction a partir des données locales avec
une méthode algébrique directe basée sur les pixels naturels est proposée pour

comparaison. Cette derniere méthode donne des reconstructions qualitatives.

3.5.1 Reconstructions a partir de données simulées

Le rayon de la région d’intérét est @ = 0.5. Pour toutes les reconstructions,
le nombre de mesures dans le jeu de données globales est 40 x 27 et le nombre de
pixels autour de la région d’intérét est 32 x32. Nous avons observé ’amélioration
de la reconstruction locale en fonction de 'augmentation du nombre de données
locales. La figure 3.9 (gauche) représente le sinogramme des données complétes
(40 X 27 mesures). Les figures 3.9 (centre) et (droite) montre le sinogramme
des données locales, avec 40 X 27 mesures pour la figure du centre et 80 x 51

mesures sur la figure de droite.
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Fic. 3.9 - Gauche : singramme des données compléetes (40 x 27 mesures) -

Centre : sinogramme des données locales (40 x 27 mesures) - Droite : sinogramme

des données locales (80 x 51 mesures).

Notons f;, la fonction reconstruite dans la région d’intérét et f7 la fonction

exacte dans cette méme région. Les trois méthodes de reconstruction (rétro-

projection filtrée, ART et gradient conjugué régularisé) donnent des résultats

assez similaires. Les meilleurs résultats sont obtenus avec la méthode ART. Le

tableau suivant donne un récapitulatif des tests effectués.

fig. | alg. | #pizels;, | #data;, W
1| FBP | 64 x64 80 x 51 0.158
2 | RCG | 64 x64 80 x 51 0.179
3| ART | 64 x64 80 x 51 0.148
4| ART | 64 x64 | 160 x 103 | 0.0916
5| ART | 32x 32 40 x 27 0.202
6| ART | 32x 32 80 x 51 0.121

Pour un nombre de données locales égal & 80 x 51, le meilleur résultat est

obtenu avec la méthode ART (avec 32 x 32 pixels), voir les figures 3.11:1,2,3

et lignes du tableau correspondantes. Ce résultat est moins bon que celui ob-



Maillages adaptatifs 54

tenu avec le méme nombre de données locales mais un plus grand nombre de
pixels, voir figures 3.11:3 et 3.11:6 ainsi que les lignes du tableau correspon-
dantes. L’erreur correspondant a la reconstruction 6 est plus faible que la re-
construction 3 car le systeme est sous-discrétisé pour la premiere reconstruction
et sur-discrétisé pour la seconde.

Dans un deuxiéme temps, si on augmente le nombre de données locales sans
changer le nombre de pixels, 'erreur diminue, voir d’une part les figures 3.11:3
et 3.11:4, et d’autre part les figures 3.11:5 et 3.11:6. La figure 3.10 (gauche)
montre la fonction de référence et la figure 3.10 (droite) montre la reconstruction

par une méthode algébrique directe.

", e
- o
gy
Fic. 3.10 -  Gauche : image de référence - Droite : reconstruction de la région

d’intérét avec une méthode algébrique directe (80 x 51 données et 64 x 64 pizels).

3.5.2 Reconstruction a partir de données réelles

L’objet reconstruit est une coupe de citron. Le rayon de la région d’intérét
est de 0.25. Le nombre de données dont nous disposons est 192x 129. A partir de
ce jeu de mesures, nous avons crée un jeu de mesures globales basse résolution
comprenant 96 x 129 mesures (soit 2 fois moins) et un jeu de mesures locales en
ne prenant que les mesures passant strictement dans un disque centré de rayon
0.25, soit 192 x 33. La figure 3.12 (gauche) montre le sinogramme associé au jeu

de mesures completes et la figure 3.12 (droite) montre le sinogramme associé
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Fic. 3.11 - Trois premiéres lignes: Reconstructions a partir des géométries
données dans le tableau. Premiere ligne: 1 - 2. Seconde ligne: 3 - 4. Troisieme

ligne: 5 - 6.
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au jeu de mesures locales.

"l

Fic. 3.12 -  Gauche : sinogramme de la coupe de citron pour les données com-

pletes - Droite : sinogramme de la coupe de citron pour les données locales.

Les figures 3.13 et 3.14 montrent des reconstructions & partir des trois mé-
thodes présentées précédemment. La figure 3.15 (gauche) est un zoom de la
région d’intérét et la figure 3.15 (droite) est la reconstruction obtenue a partir

des données locales avec une méthode algébrique directe.

Fic. 3.13- Rétroprojection filtrée - Gauche : 64 X 64 pizels pour les deux grilles

(basse et haute résolution) - Droite : 32 X 32 pizels pour la grille basse résolution

el 128 x 128 pizels a Uintérieur de la région d’intérét
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F'1G. 3.14 - Reconstructions avec 64 x 64 pizels pour les deux grilles (basse et

haute résolution) - Gauche : ART - Droite : Gradient conjugué régularisé

Fic. 3.15 - Gauche : zoom sur la région d’intérét reconstruite avec la rétropro-
jection filtrée. Droite : reconstruction a partir d’une méthode algébrique directe
sur les données locales; du fait des problemes au bord de la région d’intérét,

seulement 80% de la région d’intérét est représenté.
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3.5.3 Conclusion

Au vu des résultats, il semble que la méthode la plus performante est la
méthode ART. Les erreurs calculées sur les simulations sont plus faibles que
pour les autres méthodes. De plus si on augmente le nombre de données locales,
Ierreur diminue. La qualité de la reconstruction est augmentée si on augmente

le nombre de données locales.

3.6 Mise en correspondance

3.6.1 Le probleme

L’étape de reconstruction ne peut se faire que si la mise en correspondance
des jeux de mesures a été effectuée. Le probleme est alors tridimensionnel. En
effet, nous considérerons la mise en correspondance de deux volumes ou d’une
surface dans un volume, le cas bidimensionnel ne pouvant faire 'objet d’une
fusion.

Le probleme consiste donc a trouver une transformation entre deux volumes
de données. Ces données peuvent correspondre soit aux mesures, soit a la fonc-

tion reconstruite, suivant la méthode envisagée.

— Les données a fusionner correspondent aux mesures : le premier volume des
mesures a basse résolution est une succession coupes bidimensionnelles.
En effet elles proviennent généralement d’une examen scanner classique.
Pour avoir effectivement un volume de données, il faut interpoler entre
deux coupes. Des techniques développées au sein du laboratoire TIMC

permettent aisément de procéder & cette interpolation ([65, 64]).

— Les données a fusionner correspondent aux images reconstruites. Les re-
constructions sont calculées indépendamment et les volumes reconstruits

sont fusionnées.

Nous présentons une technique de mise en correspondance, utilisant des
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capteurs externes; cette technique est déja utilisée pour beaucoup d’autres pro-
blemes de mise en correspondance et s’avere tres performante. Nous présentons
également rapidement d’autres techniques, n’utilisant pas de capteurs externes,

basées sur des méthodes de corrélation.

3.6.2 Utilisation de capteurs externes

Les capteurs sont utilisés dans I'une, voire les deux modalités d’image. Le
capteur est lié a la premiere modalité (basse résolution) par une relation R° et
a la seconde modalité (haute résolution) par une relation R', voir figure 3.16.

Ces relations sont estimées par calibrage.

CAPTEUR
C

R!

R

e
|
1
|
|

volume basse résolution volume haute résolution

Fic. 3.16 - Utilisation d’un capteur externe

On distingue généralement des capteurs de forme et des capteurs de posi-
tion. Dans le premier cas, le capteur de forme permet d’accéder & des struc-
tures anatomiques, comme par exemple la surface du visage ([64]). Il permet
d’acquérir un ensemble de points 3D, dont on connait les coordonnées dans le
référentiel du capteur, par calibrage. Rentrent dans ce cadre les capteurs utili-
sant un balayage laser ([9]) ou bien utilisant un projecteur fixe capable de créer
un codage lumineux de la surface (Gray code Range Finder). Dans le second
cas, les systemes de localisation fournissent la position et I'orientation de solides

indéformables dans le référentiel lié au localisateur (par calibrage). Ces solides
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sont généralement fixés a I’objet que I'on veut localiser. Le systeme de localisa-

tion utilisé au laboratoire est le systeme Optotrak (une utilisation possible est

détaillée dans [49]).

Principe général de la méthode

La mise en correspondance consiste a estimer la relation entre les deux
référentiels Ref¢ et Ref' liés aux deux modalités. Dans chaque modalité, la
position d’un point de la surface de référence “captée” dans le référentiel associé
est assurée par une méthode de calibrage. De plus amples informations sur
le calibrage peuvent se consulter dans [9, 10, 29]. La mise en correspondance
consiste alors a trouver une transformation 7" entre les deux référentiels. Dans la
cadre de la méthode impléméntée au laboratoire, la transformation est supposée
rigide, et donc déterminée par 3 parametres de translation et 3 parametres de
rotation: M¢ = TM!', avec 6 inconnues a trouver. Cette transformation est
la solution d’un probleme de minimisation aux moindres carrés d’une fonction
d’erreur estimant la distance entre un point quelconque de la premiere surface
ayant subi la transformation et la deuxieme surface. La distance entre un point
et une surface est définie comme étant la distance minimale entre le point et
tous les points de la surface. Les distances sont signées. Pour éviter de trop
nombreux calculs de distance et pour éviter également de stocker un trop grand
nombre de valeurs, S. Lavallée et R. Szeliski proposent d’utiliser une structure de
données adaptatives: les cartes de distances octree-spline. Cette représentation
géométrique a ’avantage de fournir d’autant plus d’informations qu’on est pres

de la surface de 'objet ([47, 48]).

Remarque

On pourrait éventuellement supprimer le capteur externe dans l'une des
deux modalités d’image. En effet si par exemple on reconstruit le volume “haute-

résolution” avec une technique de tomographie locale, et que ’on sait extraire
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I'information correspondant a la surface acquise dans 'autre modalité avec le
capteur, alors on peut envisager une technique de mise en correspondance si-
milaire. Ceci évite d’installer le dispositif externe dans 'un des deux examens,
ce qui représente une avantage non négligeable, 'installation de ces dispositifs
n’étant pas toujours aisée.

Dans la suite, nous allons aborder les problemes de mise en correspondance

sans utilisation de capteurs.

3.6.3 Mise en correspondance des volumes reconstruits

Il semble difficile de mettre en correspondance les deux jeux de données
directement. En effet, les dispositifs sont différents dans les deux processus
d’acquisition. Il faut déterminer la transformation entre les sinogrammes 3D.
Les sources et les détecteurs peuvent étre placés différemment autour du pa-
tient. Si on prend 'exemple de deux détecteurs identiques, la valeur aux pixels
pourra étre totalement différente, la trajectoire du rayon X étant différente, voir

figure 3.17. Le recalage est possible si on connait la position de la source et du

Organe |
D D

Fic. 3.17 - Sinogrammes 3D des deux examens

détecteur par rapport a l'organe dans les deux examens.
Une premieére solution serait de reconstruire un seul des deux volumes, celui

correspondant aux données basse résolution. Le but est alors de situer de ma-
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niere précise la géométrie d’acquisition du second jeu de mesures haute résolu-
tion dans le volume reconstruit. On pourra calculer dans le volume reconstruit,
les projections correspondant a la géométrie d’acquisition des données haute
résolution.

On peut également envisager de mettre en correspondance les volumes re-
construits. La région d’intérét est reconstruite avec une méthode de tomogra-
phie locale ou pseudo-locale. Le volume basse-résolution est reconstruit avec la
méme technique. Le recalage peut alors étre effectué avec des méthodes n’utili-
sant pas de capteurs externes. On utilisera par exemple des méthodes basées sur
la maximisation d’informations mutuelles (définies a partir de 'entropie) ([79])
ou bien des méthodes de corrélation ([32]). On pourra également tirer partie des
deux résolutions des volumes & mettre en correpondances. Le premier volume
pourrait étre modélisé a I’aide de surface (dans chaque coupe), discrétisées avec

un maillage plus fin dans la région d’intérét ([31]).

3.6.4 Mise en correspondance directe des jeux de données

Le probleme est plus complexe que le précédent. Les dispositifs étant dif-
férents dans les deux processus d’acquisition, la transformation entre les sino-
grammes 3D doit étre déterminée. Une solution est de déterminer la position
de la source et du détecteur par rapport a l'organe dans les deux examens.
Le recalage sera rendu possible. Une solution est de reconstruire les images
préalablement et indépendamment, le centre entre la source et le détecteur ap-
paraissant dans "image. La mise en correspondance peut alors se faire comme
dans la section précédente.

Les techniques envisagées n’ont pas été testées et ne sont a I’heure actuelle
que des solutions potentielles a notre probleme. Elle devront faire 'objet d’une

étude plus détaillée et surtout d’expérimentations.
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3.7 Conclusion

Les différentes méthodes que nous proposons apportent une solution nou-
velle aux problemes de tomographie locale. Les méthodes algébriques directes
donnent des images de qualité satisfaisante mais qualitatives. Les techniques
de A-tomographie (tomographie locale) et de tomographie pseudo-locale sont
tres performantes et donnent des images de bonne qualité et précises, mais la
encore qualitatives. Notre approche a quelques applications cliniques intéres-
santes, puisqu’elle propose des reconstructions quantitatives. On peut songer
par exemple au suivi d’évolution d’une tumeur, la mesure de densité jouant
une role décisif dans la détermination éventuelle d’une intervention chirurgi-
cale. La différence précise entre deux niveaux de gris d’un méme pixel sur deux
images devient importante et "aspect quantitatif est alors nécessaire pour dé-
cider d’un éventuel changement et donc du diagnostic établi par le chirurgien.
Notre méthode ne peut étre implémentée cliniquement que si le probleme de
la mise en correspondance a été résolu. Une des techniques de mise en corres-
pondance, basée sur 'utilisation de capteurs externes, pourrait étre facilement
mise en oeuvre; elle est déja utilisée pour des expériences en cours de validation
clinique, et donne des résultats tres performants. 1l reste donc a effectuer des

tests sur d’autres données réelles et une validation clinique pourra démarrer.
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Chapitre 4
Ondelettes: généralités

4.1 Introduction

La décomposition en ondelettes d’un signal sert a extraire des informations a
la fois sur ’espace direct, et sur I’espace des fréquences. 1l faut donc le décompo-
ser sur des fonctions concentrées en temps et en fréquence. Cette décomposition

se heurte au principe d’incertitude de Heisenberg:

Le produit de "l’étalement” d’une fonction et de sa transformée de Fourier
doit étre supérieur a une certaine quantité fizée; d’autre part si ' est une fonc-
tion a support compact, alors le support de FF sera IR tout entier, donc l'une

des deux fonctions I ou FF sera totalement délocalisée.

Toutefois, il existe des fonctions assez bien localisées en temps et en fré-
quence, appelées ondelettes. On approche une fonction f par une série de co-
efficients calculés a partir de la fonction ondelette dilatée et translatée. Il est
possible, dans certains cas de reconstruire la fonction f a partir de ses coeffi-
cients. Les fonctions d’ondelettes sont souvent choisies pour leurs propriétés de
régularité, de décroissance rapide, ... . On distingue également deux transfor-

mées en ondelettes, continue ou discrete. Dans cette section, nous présentons
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les outils et résultats utilisés dans les différentes méthodes traitant de la re-
construction par ondelettes. En particulier, nous rappelons les définitions de
la transformée en ondelettes continue, les structures obliques, la transformée
en ondelettes discrete, les bases orthogonales d’ondelettes, et enfin nous don-
nons quelques exemples standards d’ondelettes. Dans ’ensemble du chapitre,
les résultats sont donnés en dimension n = 1 ou n = 2; pour une présentation
générale sur les ondelettes, se réferrer a [12, 24, 43, 58, 57]. Les résultats énoncés

dans ce chapitre sont démontrés dans [12, 52, 55].

4.2 Définition

Définition 4.1 La condition d’admissibilité est la condition nécessaire pour

qu’une fonction ¢ € L*(IR) non nulle soit une ondelette analysante :

C, = 277/ %df < oo (4.1)

Remarques :
e Si ¢ € L'(IR) (F,¢ est alors continue) et si F;¢(0) = 0 alors la condition
(4.1) est vérifiée.

e Si ¢ € L'(IR), F1¢(0) = 0 et si on rajoute la condition supplémentaire :
Jo > 0,/(1 + |2])¥|p(z)|dx < oo, alors | Fi6(€)| < C|€|°, 3 = min(a, 1)

on a alors I’équivalenve avec la relation (4.1).
Une famille de fonctions est issue de I'ondelette analysante par translation

et par dilatation :
—b
Gunlx) = la| 7V ?6(—=),a,b € [R,a# 0.2 € IR (4.2)

La fonction ¢, ; est centrée en b. Plus @ est grand, plus I'ondelette sera étalée.
En dimension 2, si 'ondelette analysante est invariante par rotation, la

condition d’admissibilité s’écrit de la méme maniere:

Cy = (277)2/ %df <oo, LR ¢ € LM(IRY) (4.3)
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Mais en général, les ondelettes en dimension 2 sont orientées, et en plus des
parametres de dilatation et de translation, s’ajoute un parametre de rotation ¢

tel que:

r—10

Sapc(r) =lal"'o(r (—=)),a € [R,a#0,b€ IR v € IR

] ] ) cos( —sin( .
La rotation r. est définie par la matrice: . La condition d’ad-
sin(  cos(

missibilité s’écrit :
. o0 dT‘ 27 . .
Cy = (27) / 7/ | Fagp(r cos ¢, rsin ¢)]7d¢ < oo
0 0

Afin d’établir d’autres résultats ou simplement d’un point de vue numérique,

des propriétés supplémentaires peuvent étre assignées a I’'ondelette analysante:

— ¢ peut étre a support compact (centrée en zy) ou sinon a décroissance

rapide autour de .

— La transformée de Fourier de ¢ est maximale en & = kg, et décroit rapi-

dement autour de cette valeur.

4.3 Transformée en ondelettes continue

La transformée en ondelettes continue d’un signal 1D (resp. 2D) est fone-
tion de 2 (resp. 4) parameétres, un parametre de dilatation a, un (resp. deux)
parametres de translation b (et en dimension 2 un parametre de rotation ¢). On
définit & partir de cette famille, la décomposition d’une fonction de L?(IR"), n =
1,2:

—nj2 T b
Tf(“v b) = <f7 ¢a,b> = f(ac)|a| ¢(T)d$ (44)

Théoreme 4.1 En dimension N =1, on a

400 ptoo
Wge R, [ [ T Toi D pdadh = Co(f.g)

ou C'y est définie par Uexpression (4.1).
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Une fonction f € L?(IR) peut-étre reconstruite a partir de ses coefficients définis

par la relation (4.4): Ce qui donne la formule de reconstruction suivante :

too +eo
Vf € L*(IR), f(x) = C3 / —2/ T f(a,b)bu sdbda
0 a —o0
La démonstration de ce théoreme ainsi que d’autres résultats sont donnés dans

[3, 12, 39]. En dimension 2, on obtient un résultat similaire :

+001

Ve L*(IRY), f(x) :C;l/o /m/o WTf(a,Q, ()oupcdCdbda  (4.5)

a3

En pratique, on fixe deux parametres sur quatre, soit ¢ et (, soit b. La trans-
formée devient alors une fonction des deux parametres restant. On remarque
dans I’équation (4.4)que pour des grandes valeurs de «a, la transformation met
en avant la forme globale du signal. Pour des valeurs de plus en plus petites de
I’échelle, sont détectés des détails de plus en plus fins dans le signal, ([3]). D’un
point de vue numérique, la transformation est coiteuse. La base n’étant pas or-
thogonale, I'information obtenue est redondante (voir [3]), Pour envisager une
implémentation numérique, l'intégrale est remplacée par une somme discrete

faisant intervenir une famille de fonction ¢y, ¢, s, appelée frame ou structure

oblique, définies par 1. Daubechies.

4.4 Transformée discrete: structures obliques

Les structures obliques ou frame sont des ensembles de vecteurs non linéai-
rement indépendants dans un espace de Hilbert H . La décomposition d’une
fonction dans une telle base n’est pas unique et est redondante. La particularité
de ces structures est leur construction, qui est privilégiée par rapport a l'ortho-
gonalité. La décomposition est alors stable et la base est relativement facile a
générer. La base formée est issue comme dans la section précédente de dilata-
tions, translations (et rotations en dimension 2) d’une ondelette analysante. On
restreint les parametres & des valeurs discretes: a = af', b = nbg, by > 0,ay >

1, en pratique, m,n € Z. On considere alors la famille suivante:

b () = ag ™ dlag™x — nby), x € IR
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Apres avoir donné la définition d’une structure oblique nous verrons d’une part
que les coefficients calculés caractérisent completement une fonction et que
d’autre part, il est possible de retrouver une fonction a partir de ses coeffi-

cients. Les démonstrations des résultats énoncés sont dans [11, 12, 39].

Définition 4.2 Soit 'ensemble de fonctions linéairement indépendantes {¢;, j =
(m,n) € J}, J est 'ensemble des couples d’indices pris par (m,n), et soit H un

Hilbert. Si:
() Vjed el

~ (2) d des constantes A et B, appelées bornes des structures obliques telles

que:Yfe H,

Alfly <D 1< i f>p P<BIfIy (4.6)

JjeJ
alors {¢;,j € J} est un structure oblique sur K.

Remarques:

1. Si les fonctions {¢;,j € J} sont linéairement indépendantes, alors elles

définissent une base de Riesz de H .

La famille {e,,n =1...N} forme une base de Riesz si les e, sont linéai-

rement indépendants et s’ils vérifient :
Ja > 0, < oo tels que af|ul]* < Z [(u, e,)|* < Bllu|)®,u e H (4.7)
2. Si A = B # 0 dans la relation (4.6) la base est orthogonale et on a la
formule de reconstruction: f = A~'3"  (f, G n)Pmn-
De plus, a chaque structure oblique, on associe un opérateur F':

Définition 4.3 Si (¢;);es est une structure oblique dans H alors Uopérateur
induit est un opérateur linéaire de H dans 1*(J) = {c = (¢;)jes; ||cl* = 25|51 <

oo} tel que: (Ff); = (f, o)
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D’apres lexpression (4.6), F' est borné (||Ff||* < B|f||*) et on définit F*

lopérateur adjoint : F* = 3. ; c;¢;. La relation (4.6) devient :
Ald< FFF < BId

F*F est inversible et on a: B~ [d < (F*F)™' < A~! Id, A > 0. En appliquant
cet opérateur a ’ensemble des fonctions {¢;, j € J}, on obtient une autre famille

de fonctions ¢; = (F*F)~'¢;.

Théoréme 4.2 La famille de fonctions (qgj)jej constitue une structure oblique
de constante B=! et A=t :
BAIP < Do < AT
Jjed
L’opérateur associé est ' : H — 12(J), tel que (Ff)] = (f, qgj> 1l vérifie les
relations : I = F(F*F)™', *F = (F*F)~', F*F = Id = F*F et FI* = FF*

est la projection orthogonale de I*(J) dans Im(F) = Im(F).

On aboutit ainsi a la relation suivante, qui donne un moyen de retrouver f
a partir des produits scalaires (f, ¢;) et elle montre qu’il est possible d’écrire f

en fonction des ¢;.

SN oidi=f = (f. )

JjeJ JjeJ
Remarques:

1. Si les bornes sont égales a 1, alors la structure oblique est une base or-

thonormeée.

2. Si les bornes sont égales ou sensiblement égales, la reconstruction de f &
partir de F'f est numériquement stable. Des estimations et des résultats

sur les bornes des structures obliques sont donnés dans [12].

Ces résultats sont généraux et s’appliquent aux ondelettes si elles vérifient la

condition d’admissibilité. Celle-ci s’écrit en fonction des bornes A et B de la
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structure oblique associée:

Théoreme 4.3 Si la famille ¢, , () = ao_m/qu(agmx —nby), m,n € Z est une
structure oblique sur L*(IR) avec A et B les bornes correspondantes, et si ¢ est

une ondelette analysante, alors

bo lnaoAS /-I—oo |]:1¢(€)|2d€§ bo IHQOB
27 0 ¢ 27

et

bO lnaoA S /+0 |f1¢(€)|2d€ S bo 1naJOB
27 —eo €] 27

4.5 Bases orthogonales

4.5.1 Définition

Il est possible également de construire des bases orthogonales dans L*(IR)
ou L*(IR*). La discrétisation est similaire & celle utilisée pour les structures
obliques et les valeurs prises pour les parametres de dilatation et de rotation
sont généralement aqg = 2 et by = 1. Le réseau de discrétisation ainsi formé
est le réseau dyadique. Une fonction f € L?(IR) admet alors une et une seule
décomposition et il est possible de retrouver f a partir de ses coefficients dans la
base. Y. Meyer dans [55] définit les ondelettes de classe m, ondelettes satisfaisant

des propriétés de régularité et de localisation.

Définition 4.4 Un ondelette est dite de classe m si les propriétés suivantes

sont satisfaites:

— (i) Sim =0, ¢(x) € L¥(IR) et si m > 1, ¢(x) ainsi que toutes ses

dérivées jusqu’a l'ordre m appartiennent a L™ (IR).

~ (1) ¢(x) ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre m, sont a décrois-

sance rapide a 'infini.

— (iii) [Z 2" P(x)dx = 0,Vk,0 < k < m.
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— (iv) La collection des fonctions 271/2¢(271x — k),j € Z. k € Z est une

base orthonormée de L*(IR).

Les fonctions ¢5 = 27112¢(279x —k),j € Z,k € Z sont les ondelettes générées
par 'ondelette mere ¢, et [est un intervalle du réseau dyadique et noté I =
[k27, (k4 1)2/[. L’ondelette ¢ est essentiellement concentrée sur I ([55]). On

a alors le résultat suivant :

Vf e L*(IR), f(z) = Z<f7 G k) Bi k(@)

ik
4.5.2 Construction de bases orthonormées de L*(/R): analyse

multirésolution

La plupart des exemples d’analyses multirésolution viennent des suites em-
boitées de fonctions splines associées a des raflinements de maillages. Les bases
d’ondelettes utilisées sont orthonormées et la transformée est alors inversible :
on peut décomposer une fonction dans une base et la reconstruire a partir de
ses coefficients d’ondelettes. Une description plus détaillée et complete se trouve

dans ([12, 14, 52, 55]).

Définition 4.5 Une analyse multirésolution de L, (IR) est une suite d’espaces
emboités V;,j € Z (---Vo C Vi C Vo C V_; C Vo, C ---) de sous-espaces

vectoriels fermés de LQ(IRZ) ayant les propriétés suivantes:
- NERV; = {0}, UIZV; = Ly(IR).
-VfeL(IR\WjeZ, f(z) eV, & f(2z) € V.
- VfeLy(IR),Nne Z , f(z) e Vo< f(e —n) € V.

— Il existe une fonction g(z) € V; telle que la suite g(x —n),n € ZZ soit une

base de Riesz de Uespace Vy (voir la définiftion (4.7)).

On en déduit la propriété supplémentaire: Vf € V;,¥n € Z, f(z — 2/n) € V}.
On définit une base orthonormée sur chacun des V; : {¢;,,n € Z} telle que:

G =27720(270 — k),Vj, k € Z.
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Soit P; la projection orthogonale d’une fonction de L,(/R) sur V;. Alors,on
définit une seconde fonction ¢ telle que: Py f = Pif + 2 jcp < fitbin > 5k
et ¥, x(z) = 27922792 — k),Vj, k € Z. La fonction v, est a valeurs sur un
espace W; qui est le complémentaire de V; dans V;_,. On a les mémes propriétés

de translation, de dilatation sur v¥; ; que sur ¢, :
Vi = Ve W,
- Vf e Ly(IR), f(z) € W; & f(27a) € W,.
- VfeL,(IR),Vne Z , f(z) e Wy & f(z —n) € W,.
Remarque: ¢ est appelée la fonction d’échelle, et i) 'ondelette mere.

Définition 4.6 Une analyse multirésolutionV;, j € ZZ de L*(IR) est r-réguliére,
r € IN™ si l'on peut choisir ¢ telle que ([55]):

dO{
| %Cb(f) I<Chn(1+|z))™,Vme IN,a<r

Pour construire une base orthonormée ([12, 55]), on se donne une fonction
une analyse multirésolution r-réguliere de L?(IR). On peut trouvre dans cette
analyse multirésolution une fonction ¢, qui vérifie les conditions suivantes: ¢ €

Vo telle que:
() role) [KCOnA+]2])™, YN >1,0< k< r.
— {¢(z — k), k € Z} est une base orthonormée de V4.

¢ est le point de départ de la construction de la base orthonormée d’ondelettes.
On utilise ses propriétés. On a par définition: ¢ € Vi, et Vo C V_;. On écrit ¢
dans la base de V_;:

¢ = Z hn¢—1,n avec hn =< ¢7 ¢—1,n > et Z |hn|2 =1

neZ neZ
Sion développe : ¢(x) = V23, hnd(2z—n) et F1o(§) = 45 52, hae " F18(5).

On en déduit le résultat suivant :

g)}-ﬂb(g) avec my(§) = % Zhne—mg

n

F16(&) = mo(
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Ces résultats sont réunis dans un théoreme fondamental ([12]):

Théoréme 4.4 Si une suite d’espaces emboités (V;);ez, € L*(IR) est une ap-
prozimation multirésolution de L*(IR), alors il existe une base orthonormée
d’ondelettes {1; x;j, k € Z} pour L*(IR) telle que (en reprenant les notations

précédentes) :
Pi_y =P+ < ;5 > 1 avec ) = 271227 g —k) et Gjp = 2791227 e —k)

Une possibilité pour la construction d’une ondelette 1 a partir d’une fonction

d’échelle ¢ est:

Fi(§) = ei%mo(g + ﬂ)f1¢(§) avec mo(§) = % Zhne—mﬁ

ot, de facon équivalente :

¢ = Zgn¢—1,n et ¢ = Zhn¢—1,n

avec

hn =< ¢7 ¢—1,n >y Gn = (_1)nh1—n

On peut alors construire ¢ de deux manieres différentes:
— par sa transformée de Fourier: Fy1(&) = €¢/2mo (& + 7) F19(%)

— par le filtre de quadrature: h,, =< ¢, ¢y, > et ¥(z) =3, ¢, 1 () avec

gn = (_1)nh1—n

4.5.3 Construction de bases orthonormées de L?(IR?)

La méthode la plus courante est d’utiliser le produit tensoriel de deux ana-
lyses multirésolutions unidimensionnelles ([12, 52]). On définit les espaces V;
et W, issus d’une analyse multirésolution de L*(IR). On contruit les espaces

emboités de L2(IR*), V;,j € Z tels que:

- Vo=Vox Vo= [F(z,y) = f(2)g(y): f.g € Vi
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- FeV, & F(22.,2) eV,
Alors les V; forment une analyse multirésolution dans L?(IR*) telle que:
-V, CViCVoCV_ CV_,y--
~Njez Vi =0et Ujez V; = L*(IR?)
De la méme fagon qu’en dimension 1, on construit le complémentaire de V;
dans V;_i: Wj, tel que V,_;, =V, & W;:

W; =W,V & (V; @ W;) & (W; @ W))]

Ainsi W est défini en trois parties avec pour chaque partie une base orthonor-

mée. Ceci permet de définir trois ondelettes:
— L’ondelette “horizontale” ®"(z,y) = ¢(z)¥(y) (pour l'espace (V; @ W,)).
— L’ondelette “verticale” ®"(z,y) = 1 (x)¢(y) (pour 'espace (W; @ V;)).
— L’ondelette “diagonale” ®%(z,y) = ¢ (2)¥(y) (pour lespace (W; @ W;)).
Une base orthonormée pour W est :

{\IIA 'nhanZ,AIh,U,d}

Jm1,n2?

et pour L*(IR*):

{\IIA ;nhanZ,jEZ,AIh,U,d}

Jyn1,n2

? “verticale” jou “diagonale” car les

Ces ondelettes sont appelées “horizontale
coefficients de la décomposition refletent les détails horizontaux, verticaux et

diagonaux de la fonction ([12, 52]).

4.6 Algorithmes

Dans le cas de bases orthonormées sur le réseau dyadique, S. Mallat ([52])

a proposé des algorithmes pyramidaux de décomposition et reconstruction. Ces
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algorithmes sont basés sur des convolutions avec des filtres issus des ondelettes.
Ceci est donc tres avantageux du point de vue du coit. On en déduit des
algorithmes rapides (voir aussi dans [12, 52, 68]). Le détail de la construction des
algorithmes est présenté dans [52]. Deux filtres sont définis ainsi que leur miroir
associé, a partir de la fonction d’échelle et de 'ondelette (voir le théoréeme 4.4).
Ces algorithmes ne sont performants que si la base est & support compact et
donc le nombre de coefficients des filtres est fini.

Soient H = (hy,)nez le filtre associé a la fonction d’échelle, H = (h_n)nez
le filtre miroir associé, et soient G = (gn)nez le filtre associé a l'ondelette,

G = (g_n)nez le filtre miroir associé, g, = (—=1)"hy_p,.

4.6.1 Décomposition et reconstruction d’un signal unidimen-

sionnel

Le principe est de calculer des approximations de f, ainsi que les diffé-
rences d’informations entre deux étapes successives appelées le signal de dé-
tail. Le schéma 4.1 (gauche) représente une étape de la décomposition et le
schéma 4.1 (droite) représente une étape de la reconstruction. On note D; le

détail a I’échelle j et C; les coefficients de la décomposition a I’échelle j.

®G |2 —=Cj1 Cj1—12 ®HTV

Cj +—=Cj

oH |2~ Dj.1 Dj1 —12 @GJ

|2 : prendre un éément sur 2
12 : rajouter un zéro entre deux ééments
&® X : convolution avec lefiltre X

F1G. 4.1 - algorithmes de décomposition (gauche) et de reconstruction(droite)

d’un signal unidimensionnel
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4.6.2 Décomposition et reconstruction d’un signal bidimension-

nel

Le principe est le méme que pour la dimension 1. La base est construite
a partir du produit tensoriel de deux analyses multirésolutions unidimension-
nelles. L’algorithme est une séquence de convolutions discrétes avec les deux
filtres issus de la fonction d’échelle et de 'ondelette 1D. Lors de la décomposi-
tion, trois types de détails sont construits, horizontal, vertical et diagonal. Le
schéma 4.2 (gauche) représente une étape de la décomposition et le schéma 4.2
(droite) représente une étape de la reconstruction. On note C les coefficients
de la décomposition a I’échelle j, Df le détail horizontal, D} le détail vertical,
et D;l le détail diagonal.

d d

r@é |21—=Dj.1  Dj-1—+12¢ @G

®G 12¢c
L@ﬁ 21— dj-l Ijlj_]_%TZC ®@H

r@é |21}- Dj.1  Dj.g— 120 ©G

[, I

&H |2¢
L@ﬁ |21}~ Cj.1  Cj.1—+12c @H

|21 : prendre unelignesur deux 121 : rgjouter une ligne de zéros entre deux lignes
|2 ¢ prendre une colonne sur deux 12 c: rajouter une colonne de zéros entre deux colonnes
® X : convolution avec lefiltre X

F'1G. 4.2 - algorithmes de décomposition (gauche) et de reconstruction(droite)

d’un signal bidimensionnel

4.7 Exemples

Dans cette section nous présentons rapidement deux ondelettes, continues
que nous avons utilisé dans nos travaux. Nous avons implémenté des ondelettes
continues bidimensionnelles, le chapeau mexicain et 'ondelette de Morlet. Le

choix de 'ondelette & utiliser est souvent difficile. De maniére generale, on choisit

+—= CJ
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des ondelettes qui ont montré dans la pratique, des résultats satisfaisants.

Deux exemples d’ondelettes sont généralement cités dans le cas continu:
I’ondelette de Morlet et le chapeau mexicain. Nous donnerons ’expression bi-
dimensionnelle de ces ondelettes extraites de [3] (les formes unidimensionnelles
se trouvent dans [12]).

Le chapeau mexicain a été utilisé en particulier en analyse de la vision. 1l
s’agit du laplacien d’une gaussienne. Cette ondelette a la particularité de dé-
tecter les singularités, les discontinuités dans toutes les directions (si on choisit

I’ondelette isotropique).
(x) = [2 — (x, Az)]e™ A2 ot Fop(k) = |det(B)|(k, Bk)e ®PE/2 (4.8)

avec A une matrice 2 X 2 symétrique définie positive. Si A = A, elle est
invariante par rotations et donc ne privilégie aucune direction donnée. De ma-
niere générale, on choisit A = diag(1/¢),e¢ > 1. La figure 4.3 (gauche) est une
représentation de l'ondelette et la figure 4.3 (droite) est une représentation de

sa transformée de Fourier.

F1G. 4.3 - Chapeau mezicain (gauche) et transformée de Fourier du chapeau

mexicain (droite)

L’ondelette de Morlet privilégie une direction donnée et est complexe. Elle

est adaptée a ’étude de la régularité d’une fonction. On la considere numéri-
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quement a support compact. Elle est bien localisée en temps et en fréquence.

¢($) — eiguxe—(x,Ax)/Z _ e(ED,BED)/Ze—(x,Ax)/Z (49)

Foop(k) = |detB|1/2[6‘@‘50’3(5‘50»/2 — e—(ED,BED>/2€—(E,BE>/2J (4.10)

avec k, € IR® | A est une matrice symétrique définie positive et B = A~".
On peut choisir |ky| > 5.5 (voir [3]) pour que le second terme dans les expres-
sions (4.9) et (4.10) soit négligeable (ce terme assure l'admissibilité de 'on-
delette). En général, A est diagonale, A = diag(1/¢,1). La figure 4.4 et 4.5
représentent le module de I'ondelette de Morlet (a gauche) et la transformée de

Fourier réelle (& droite).

F'1G. 4.4 - Module de l'ondelette de Morlet (gauche) et module de sa transformée

de Fourier (droite) ko = (0,8)" et e =1
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Fic. 4.5- Module de l'ondelette de Morlet (gauche) et module de sa transformée

de Fourier (droite) ko = (0,8)" et e =8
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Chapitre 5
Ondelettes et tomographie

5.1 Introduction

L’intérét des ondelettes en tomographie provient essentiellement de la re-
marque suivante :

Si on considere la rétroprojection filtrée f = R¥ (wxRf(6, s)), Frw(o) = |a|,
on remarque que le filtre n’est localisé ni en temps, ni en fréquence. Une bonne
localisation spatiale permettrait également de reconstruire une fonction f a
partir de projections partielles (localisées par une décomposition en ondelettes).

M. Holschneider a établi un premier résultat dans [41], en écrivant la trans-
formée de Radon comme une transformée en ondelettes, 'ondelette étant la
distribution de Dirac. De nombreux travaux sont principalement basés sur I'uti-
lisation des ondelettes dans le but de modifier le filtre de la rétroprojection.
L’objectif est d’assurer au nouveau filtre une bonne localisation en temps et en
fréquence. On évalue les coefficients de la décomposition en ondelettes bidimen-
sionnelles de la fonction & reconstruire f. On définit une ondelette dans IR,
Pa(x) = a_1/2¢(§). L’idée est d’écrire la formule de rétroprojection filtrée pour
la fonction 1, x f. On obtient ainsi une formule de reconstruction de 1, x f en

fonction des projections de f:

e x [ = R#(R9¢a *wxRyf) = R#(wa,e *Rof), wae(t) = (wxRythy)(t)
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Les coeflicients de la décomposition en ondelettes de f sont:

calt) = ™A (@), 65 = 1)) = R (w00 % Rof) ()i

Localisation du filtre

Si I’ondelette est bien choisie, le filtre w, ¢ est mieux localisé que w. Prenons
I’exemple de I'ondelette chapeau mexicain (définie en (4.8)), et prenons pour

filtre w celui défini dans [59](p.109) pour les géométries paralleles (en prenant

e L
2
4 % , s=20

La figure 5.1(gauche) visualise de la transformée de Radon de I'ondelette dilatée
a,a = 0.125, pour un angle § quelconque (cette ondelette est invariante par
rotation). La figure 5.1 (centre) visualise le filtre w. La fréquence de coupure
du filtre b est choisie telle que b < Npts, b =~ Npts, Npts étant le nombre de
points de discrétisation. La figure 5.1 (droite) représente la convolution des deux

fonctions, le filtre et la transformée de Radon de 'ondelette dilatée.

200.0 200.0 15000.0

12500.0
10000.0
7500.0
5000.0

50.0 4 2500.0

0.0
0.0
-2500.0
-5000.0
-50.0 4
-7500.0

-100.0 -100.0 -10000.0
1.0 08 05 -02 00 02 05 08 10 1.0 08 -05 -02 00 02 05 08 10 1.0 08 -05 -02 00 02 05 08 10

Fic. 5.1 - Localisation du filtre modifié - Gauche : transformée de Radon de
Uondelette dilatée . Centre: filtre de la rétroprojection filtrée - Droite : filtre

modifi¢ par la convolution w * Ry,

Cette idée est développée dans toutes les méthodes présentées dans cette
section. L’approche et les centres d’intérét different. Les méthodes proposant
un nouveau filtre adapté a une analyse multirésolution sont tout d’abord pré-

sentés ([4, 5, 13, 38, 72], basées sur la transformée en ondelettes discrete. Puis
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une approche par la transformée en ondelette continue est abordée ([66, 67]),
permettant d’établir un lien entre la décomposition des projections et la décom-
position de la fonction a reconstruire. Dans une troisieme partie, des méthodes
permettant de décomposer la transformée de Radon tout en restant dans ’es-
pace image de 'opérateur sont exposées ([21, 22, 23, 42, 45]). Enfin, dans la

derniere partie, I’aspect local de l'inversion est traité ([7, 20, 77, 78]).

5.2 Approche discrete

5.2.1 Reconstruction multirésolution

L’objectif de cette méthode, proposée par A.H. Delaney et Y. Bresler dans [13],
est de reconstruire 'approximation de la solution a une certaine résolution a
partir des projections. Nous verrons dans la section 5.3 une approche continue
et une relation entre les décompositions en ondelette de la solution et de ses
projections.

La méthode décrite par les auteurs est appliquée a des problemes de re-
construction ou I'image reconstruite possede une résolution plus fine dans une

région d’intérét.

Préliminaires et notations

L’algorithme de reconstruction standard utilisé est ’algorithme de rétropro-
jection filtrée: f(z,y) ~ R¥ (wx Rf).

La méthode est basée sur la transformée bidimensionnelle discrete. Les filtres
passe-haut et passe-bas (et leur miroir) sont établis a partir d’une ondelette et
d’une fonction d’échelle unidimensionnelles. Ils seront notés h et g (H et G
pour leur transformée de Fourier discrete). Le cas bidimensionnel est construit
a partir du produit tensoriel des espaces multirésolutions unidimensionnels. Les
ondelettes ainsi formées sont séparables (voir la section 4.5.3).

Soit fa,, f = fa,, 'image discréte (I’approximation a la résolution la plus
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fine). Elle est décomposée en une série d’approximations successives P, fa, aux
résolutions [ = 1...L, associée a une série d’'images de détail P, f4, aux mémes
. . . , , . . , . .
résolutions. De maniere plus précise, I'approximation d’une image f4,, notée
Py, fa, s’écrit en fonction des coefficients de la décomposition en ondelettes :

Pofa, = > faphi(m—=2")h(n—2'k)

i k=—oco
ot fa,(m,n) =35 fa, (3, k)hg(29m — iYh, (290 — k), I, 1, q sont des entiers
positifs. La séquences {fa, (7,7)}n n)cz? est la séquence des coefficients a la
résolution ¢. De maniere similaire, I'image de détail & la résolution [ s’écrit:

S b0 k) hu(m = 2 )gi(n — 2'F) +

i, k=—00

S I G kg = 25 hy(n — 2'k) +

i, k=—00

So S, k) gi(m = 2)gi(n = 2'F)

i, k=—00

ou :

Fmony = 32 falis k) hg(29m — §)g,(2%0 — k)

i, k=—00

P mny = 3 fa, (6, k) §y(2%m — i)y (200 — k)

i, k=—00

for(mon) = 37 fan(i,k)3,(29m — §)g,(2'n — k)

i, k=—00
La séquence {Fl()pq) (m,n),p € {1,2,3}}(nn)cz forme I'ensemble des coefficients

de détail a la résolution q.

Reconstruction

Pour obtenir I’approximation de I'image a reconstruire a une résolution don-
née, on pourrait reconstruire la fonction par rétroprojection filtrée, calculer la
décomposition (approximation et coefficients de détails) a la résolution souhai-

tée et enfin calculer a partir de cette décomposition la fonction. Ceci alourdit
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la méthode de rétroprojection sans ’améliorer vraiment. Dans la méthode pré-
sentée, les étapes sont interverties, et I’algorithme de rétroprojection filtrée est
appliqué sur la transformée en ondelettes des projections. On obtient alors la
décomposition de I'image a la résolution souhaitée. Le filtre utilisé dans la ré-
troprojection est modifié et dépend alors des filtres associée a 'ondelette et a
la fonction d’échelle utilisée. La formule de reconstruction porte ainsi sur les
coefficients de I'approximation et de détail & une résolution donnée. Les auteurs

démontrent que:

— Si la fonction f(z,y) est bande-limitée : f§>B | Fa(&)|dE < e.

— Si fa, est le résultat de la discrétisation de la fonction f(z,y) (supposée
B-bande limitée) sur une grille uniforme avec un pas de discrétisation 75,

tel que B < To

— Si T, est le pas de discrétisation selon la variable radiale des projections

tel que B < -
Alors:
Ty Ty

fAl (m, n) = Rd#I(hIRd(leT7 2%17)

P P

avec R¥ est la discrétisation de 'opérateur R¥ et Ry est la discrétisation de
lopérateur R. Le filtrage K, Rf(m,0) = ky, o * Rf(0, m) est est défini par la

transformée de Fourier discrete du filtre kp, 4(m), ot pour [A| < 7:

Ty
1,27

— . T — . T
IANH (A== cos 9)H (A== sin 9) W (X), 8 = (cos 9, sin 9)*

K A) =
hzﬁ( ) Tp Tp

avec W est une fenétre spectrale égale a 1 sur le support de Fy, (), c’est-a-dire
pour |A| < BT,.
De méme, pour les coefficients de détail, on a une formule similaire :
T T
fl()]i)(m7 n)= Rd#Kgle(leTO, anfo)

P P

Le filtre associé est défini par sa transformée de Fourier discrete, comme précé-

demment :

T — T — T
S N[H (A== cos 9) G (A= sin 9) W ())

KN () =
W =727 T, T,

91,0
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. To i T Ty .

K30 = Tp;ﬂ|/\|G,|A|(/\7§ cos ﬁ)H,(ATE sin )W (X)
. To o T T, .

Ky(A) = Tp;ﬂum,uﬁcos ﬁ)G,(Aff sin 9) W ()

Reconstruction localisée

La reconstruction obtenue présente une résolution plus fine dans une partie
de I'image. Ceci permet d’une part de réduire la dose administrée au patient et
d’autre part de réduire également le cotit de ’algorithme. Le principe général
est de reconstruire la fonction sur I’ensemble de son support a la résolution la
plus faible et de calculer les coefficients de détail jusqu’a la résolution la plus
fine dans la région d’intérét. On pourra ainsi, grace a I'approximation de la
fonction a la résolution la plus faible et aux coefficients de détail, remonter a
I’approximation de la fonction a la résolution la plus fine dans la région d’intérét.
Ceci ne peut se concevoir que si les filtres utilisés n’ont qu’un nombre fini de
coefficients significatifs (& support compact) car la convolution est alors locale.
Il faut tenir compte de la longueur du support du filtre dans la convolution et
agrandir sufisamment la région d’intérét pour obtenir une convolution correcte
aux bords. D’autre part, comme il est précisé dans les travaux de T. Olson et
J. Destefano ([20]), plus la résolution est faible, et et plus le support du filtre
est grand et donc plus la région d’intérét est grande. Ainsi, A. Delaney et Y.
Bresler donnent des résultats d’échantillonnage des projections en fonction du
support du filtre et de la résolution. On peut ainsi s’autoriser une résolution
fine dans la région d’intérét et moins fine autour sans dégrader pour autant

I'image.

5.2.2 Approche matricielle

Cette méthode, développée par M. Bathia dans [4, 5] propose une méthode
de reconstruction basée sur la transformée en ondelettes discrete unidimen-
sionnelle des projections. Deux méthodes de reconstruction sont adaptées, la

rétroprojection filtrée et 'approche basée sur les pixels naturels. Dans les deux
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cas, les projections sont discrétisées sous la forme:

yk(l):// flu,v)T(u,v)dudv, k=1,...,Ny, I =1,..., N
Q

Donc, y, = T) f ot Ty est une matrice de dimension N, x N2, (il y a N? pixels
dans 'image), représentant {7y, (u,v);l = 1,..., N, }. La fonction & reconstruire
est discrétisée sur son support en N2 pixels. Etant donné ces projections, ’es-

timation discrete de la solution :

Dans le cas de la rétroprojection filtrée, le vecteur z; (de taille N,) est le résultat
du filtrage des données x, = Ky, pour la position angulaire k. Pour I’ensemble

des données, cela s’écrit :

K 0 0
0 K 0

v = Y
0 0 ... K

Dans le cadre de la seconde approche, le vecteur x est solution du systeme
y = (T'T)x, C = T'T est la matrice contenant les produits scalaires entre les
indicatrices sur les bandes. Cette matrice est de taille importante (NyN; X Ny N,)

et est pleine.

Notations

La transformée en ondelette unidimensionnelle est notée sous forme matri-
cielle. Il s’agit d’une convolution. La notation matricielle se retrouve dans [68],
pour les ondelettes de I. Daubechies. La transformée en ondelettes d’un vecteur
s’écrit :

g(N—l)

Wax
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W est unitaire W1 = W, 2(% est le vecteur des coefficients de la décomposi-
tion et £€U) est le vecteur de détail & la 1’échelle j. Cette représentation décrit
la transformée en ondelettes jusqu’a la résolution la plus grande possible. Si on
désire avoir une représentation intermédiaire, (™), on applique 'opérateur ma-
triciel A(m) annulant les N —m sous-vecteurs £ et ne retenant que l'information

associée a ’échelle m :
A(m) = BlocDiag[0v_omy, [(3m)]

ou I, est I'identité de taille ¢ x ¢ et 0, est la matrice de zéros de taille p x p.
On définit par ailleurs 'opérateur matriciel qui ne retient que le détail a la

résolution m, D(m):

D(m) = BlocDiag[O(zN—2m+1)v Tiomy, 0(2"‘)]

Représentation multi-échelle

On applique la transformation en ondelettes au vecteur xy :
& = Way,
La représentation multi-échelle de la fonction est:

Ny Ng
f = Z(T,ﬁWt)(ka) = Zﬁfk
k=1

k=1

ou 7, = WT. A la résolution m, les coefficients et le détail associé de la solution

sont :
N B No
FO = STTHAM)E)  AFOY =3 THD(m)E)
k=1 k=1

Pour passer i la résolution supérieure, on a: f(m+1) = fm) 4 A fm),

Adaptation de la rétroprojection filtrée
Dans le cadre de la rétroprojection filtrée, ’algorithme s’écrit :

1. calcul de la matrice K = W KW?". La matrice résultante est presque dia-

gonale.
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2. pour chaque position angulaire k :

— calcul de la transformée des projections: n, = Wy
— calcul de &, = Kn.

— rétroprojection de &, : T/&,.
3. Calcul de >~ T,%¢,.

Remarque :

ST =S T K = STk Wy = S TEW KW Wy,
k k k

k

= TIWWEKy,=> TiKy.=> Tiax= [
k k k

Adaptation de la méthode basée sur les pixels naturels

Dans cette approche, le vecteur z est déduit de y par la résolution du sys-
teme y = T'Tz = Cz,C = T'T. La matrice C est grande et pleine. Une
transformation de cette matrice dans une base orthogonale appropriée permet
de la rendre creuse et donc d’accélérer la résolution du systeme. La base choisie
dans [5] est la base de Haar, conduisant & une représentation multi-échelle.

Soit W la matrice de transformation multi-échelle unidimensionnelle d’un
vecteur de taille V,. W est unitaire et W= = W On en déduit la matrice
Wyd = BlocDiag(W), formée de Ny blocs, avec chaque bloc égal a la matrice
W.On a:

f = ZTéﬂfk = ZTéth% = Zﬁfk
k k k
Pour calculer &, on définit le vecteur n, = Wy,. L’équation y, = Cyray, en

utilisant le fait que W est unitaire, devient :
yr = Cry & Wine = CW'E & ne = WCW'E,

La changement de base est donc: C, = WC,W?*, et la matrice résultante est

creuse (voir [5]). Le systéme linéaire peut alors étre résolu en temps raisonnable.
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Cependant 'algorithme classique de reconsruction sous-jacent (méthode algé-
brique directe) fait intervenir des matrices bloc-circulantes, ce qui est aussi un
avantage au niveau du coit de I"algorithme. On peut donc se demander laquelle

des deux méthodes est la plus performante.

5.2.3 Rétroprojection et analyse en ondelettes de Haar

J.P. Guédon et Y. Bizais propose une méthode de reconstruction basée sur la
rétroprojection filtrée et sur le filtre de Haar ([38]). Le signal est échantillonné
dans la base de Haar et ensuite reconstruit par rétroprojection filtrée. Dans
une approche classique, la forme discrétisée de la rétroprojection filtrée consiste
a évaluer la densité en chaque pixel, en considérant la fonction constante sur
chaque pixel de 'image. La fonction est ainsi décomposée dans une base de
fonctions indicatrices sur les pixels de I'image. Dans "approche de J.P. Guédon
et Y. Bizais, la fonction a reconstruire est discrétisée dans la base de Haar.
Apres avoir rappelé la formule de reconstruction établie en continu, ils donnent

le schéma de discrétisation classique, puis leur schéma dans la base de Haar.
Approche continue
La rétroprojection filtrée s’écrit, de maniere habituelle :
VfeS xy€lR, f(z,y)=R¥(KRS(9,5))(z,y)
ot le filtrage KR f est tel que: KRF(6,5) = Rf (0, s)xk(s) , k(s) = (F7 ' (x|a]))(s).

Approche discréte classique

La fonction a reconstruire est supposée constante sur chaque pixel. Cela se

traduit par un produit de convolution, c’est-a-dire un préfiltrage par un filtre

b(z,y):

fd(kv l) = b(xv y) * f(xv y)lxIR,yIl = R#I((pb(ev 5) * Py (07 8))
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ol p,(#,s) = Rb(B, s) et pr(f,s) = Rf(0,s). On définit ainsi le filtre k, (6, s) =

Kpy(8,s). La forme discréte s’écrit :

Falk, 1) = R* (ky % py (0, 5)) o=k y=ty (0, 5) = F' (z]o]| Fapu (6, 0))

Approche discréte dans la base de Haar

Une fonction continue peut s’écrire en fonction de ses valeurs échantillonnées

dans la base de Haar selon:

hla= S folkDsoale—ky—1)

kil=—o0

ou A est la taille d’un pixel du support de la fonction. La base de Haar est

définie comme:

1 silzl< 2
s0,a(%,y) = s0.a(%)s0aly) et soalz) = Losifz| =2
0 silz|>%

On a alors la forme de reconstruction suivante:
folk, 1) = R¥*(Kwy (6, 5) % ps (8, 5))
ol wo(f,s) = Rsg a. Le filtre associé pour la rétroprojection filtrée s’écrit :

ko(6,5) = i (wlo| Fi(w) (6, o))

Nouveau filtre

La filtre ainsi défini est calculé et les auteurs donnent une forme expli-
cite. La fonction w s’écrit également sous la forme: wy(6,s) = 5q acoso(t) *
So asinw(t), @ = (cos¥,sin )", Sa transformée de Fourier n’est autre que le pro-
duit de deux sinus cardinaux: Fy(wo)(8,0) = A%sinc(ocA cos?)sinc(ocA sin 9).

Le filtre devient, dans le domaine de Fourier :
Fi(ko)(8,0) = A’x|o|sinc(oc A cos ?)sinc (oA sin )
L’inversion donne la forme explicite dans le domaine direct, pour s # 0 et § # 0:

k(0,s) = ! (log

7 sin 26

2

A
s — T(l + sin 20)‘ — log

AZ
s — T(l — sin 20)‘)
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5.2.4 Décomposition temps-fréquence sous contraintes

Cette méthode, proposée par B. Sahiner et A.E. Yagle dans [72] permet de
réduire le bruit dans les images reconstruites. En effet, dans la méthode de ré-
troprojection filtrée, le filtre K tel que F,K (o) = |o| amplifie les composantes
hautes fréquences du bruit. Avant donc de reconstruire, les projections sont
généralement filtrées dans ’espace fréquentiel, ou les fréquences pour lesquelles
I’énergie du signal est inférieure a I’énergie du bruit sont annulées. L’idée est
d’appliquer ce seuillage dans une représentation temps-fréquence du signal, pour
n’annuler les fréquences que dans les régions concernées et ne plus appliquer
un filtrage global a 'image. En effet, un filtrage trop brutal nuit a la résolution
du signal et inversement un filtrage trop faible n’élimine pas le bruit. Les au-
teurs utilisent deux types de représentation temps-fréquence, la transformée de
Fourier fenétre et la transformée en ondelettes discrete. Pour la deuxieme, le
filtrage associé au débruitage est appliqué a la représentation des projections a
une échelle donnée La décomposition des projections, pour une vue donnée (¢
fixé) s’écrit :

WaRg f(m) = g(m — 2k)Rq fi (k)
k
ol

Ry fi(m) =Y h(m —2k)Ry fi_; (k)

k

h et g sont les filtres associés aux ondelettes. Le seuillage des projections est :
WaRg f(m) = WaRy f(m)Z (1, m)
ou Z(l,m) est défini dans le plan temps-fréquence par:

sy d LS RO 2 ()

0 sinon

ot () est un seuil défini par I'observation.
Dans un deuxieme temps, les auteurs présentent une méthode de reconstruc-

tion sous contraintes incluant une connaissance a priori de I’image. La contrainte
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est que les coefficients de la transformée en ondelettes, a une résolution suffi-
samment fine sont nuls autour d’une région A. Ceci signifie que cette région
correspond a une région dans I'image originale ou il y a peu de variations bru-
tales (arétes,...). Annuler les coefficients dans cette région revient a appliquer
un filtre passe-bas. L’avantage ici est que le filtrage devient local a une ré-
gion. La contrainte est exprimée comme un seuillage sur la valeur absolue de la
transformée en ondelettes de 'image. Le probleme s’écrit comme un probleme
de minimisation sous contraintes: étant données les projections p(f,s) d’une
image f(z,y), et la transformée en ondelettes de I'image W7 f(z,y),z2=0,1,2,3

donnée sur L résolutions:

— les projections p(, s) sont perturbées en p(6, s) pour satisfaire les contraintes

sur les ondelettes.

— La distance entre les projections et les projections perturbées est minimi-

sée.

L’image f(ac, y) est reconstruite par une rétroprojection filtrée classique a partir
des données perturbées. [’avantage de ces deux méthodes est que le filtrage est
appliqué dans un espace temps-fréquence et donc local a certaines régions de
I'image. Les auteurs remarquent que 'amélioration par un filtrage local est

effective sur la globalité de I'image.

5.3 Lien entre les décompositions de la fonction a
reconstruire et des projections: approche conti-

nue

Cette méthode est proposée par F. Peyrin ([66, 67]). Elle est basée sur la
transformée en ondelettes continue. Le principe est d’établir une relation entre
la transformée en ondelettes continue des projections (unidimensionnelle par

rapport a la variable radiale) et la transformée en ondelettes continue de la
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fonction & reconstruire. On obtient ainsi une formule de reconstruction. L’on-
delette bidimensionnelle générée a partir de la décomposition des projections est
dans un premier temps invariante par rotation, mais une extension est ensuite

proposée par les auteurs pour les ondelettes directionnelles.

Résultats préliminaires sur Rf

Soit, la fonction & reconstruire f(z,y) € C°(IR*) & support compact. Les

projections de f, en géométrie parallele (voir figure 1.2), s’écrivent :
pe(s) =Rf(0,s) = / f(x,y)d(x cos? + ysin V)dady, 8 = (cos 9, sin J)"
IR?

ol & est la distribution de Dirac.

La formule d’inversion utilisée dans cette approche est la rétroprojection

filtrée:
f(x,y) = R*(py % k) (2,y)

ol k est le noyau de convolution tel que: Fik(o) = |o|.

Transformée en ondelettes continue des projections

Soit 1 () une ondelette analysante admissible sur IR (voir I’expression (4.1)).
La transformée en ondelettes continue des projections (selon la variable radiale

s) est:
s—=0b, 1

IR a )\/__

a
On note TV (1, pa)(a,.) = pa % 5, avee ,(s) = =0h(2) et du(s) = th,(—s).

W (4, f)(a, b) :/ Do ()0 ds, a>0,be IR

Passage a la transformée en ondelettes continue bidimensionnelle de

f

On note S, = {W (2, py)(a,.),0 € [0, 7]} 'ensemble des projections a I’échelle
a. La fonction f,(z,y) est 'image reconstruite par rétroprojection filtrée a partir

des projections de S, :

Fale,y) = R¥ (pg x b, % k) (2, y)
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F. Peyrin ([66, 67]) montre que f,(z,y) est la transformée en ondelettes bidi-

mensionnelle de f et donne "ondelette associée:

Fal,y) = R*(py b, % w) (2, y) = R¥ (py % k) (2, y) x R* (&, x k) (2, 9)

fla,y) = [« R*(, % k) (2, y)

On note 7, (2,y) = R* (¢, xk) (2, y). La fonction m,(z,y) peut s’écrire sous la

forme:
1
arv/a

ma(a,y) = —=R* (4« k) (=, 2)

Donc mg(z,y) peut s’interpréter comme la version dilatée a ’échelle a de
m(z,y) = R¥ (¢« k). Si la fonction ¢ est admissible sur IR, alors il est dé-

montré ([66]) que cette fonction est admissible sur IR*. F. Peyrin définit ainsi

la transformée en ondelettes continue de f comme étant:
W(m, f)(a,z,y) = Vafa(z,y)

5.3.1 Inversion

On peut appliquer la formule de reconstruction classique pour les ondelettes

invariantes par rotation (se reporter a la relation (4.5)):

1

a2

Flosg) = it [ OV0m e, ma) (o) 2o

[Famw)l® g,y < oo (condition d’admissiblité).

avec ¢, = (27)7 [ I

5.3.2 Extension aux ondelettes directionnelles

En plus des parametres de dilatation et de translation, on rajoute un pa-
rametre de rotation (. L’ondelette directionnelle écrite & 1’échelle a s’écrit:
Vac(@,y) = 2 (2re(2,y)) avee re(a,y) = (xcos¢ — ysin ¢, zsin ¢ + ycos ().

La transformée en ondelettes continue d’une fonction f devient:

W(¢7f)(a7<=7x7y) = (f * ¢a,§)($7y)
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La formule d’inversion s’écrit :

fla,y)=c} /077/000(1/[/@7 fla, ¢, . )xmg)(a, y)%da

avec ¢, défini par la relation (5.3.1). Ainsi, en partant de la transformée en
ondelettes des projections, on aboutit d’une part a la transformée en ondelettes
de la fonction et d’autre part a une formule d’inversion de la transformée de

Radon.

5.4 Décomposition sur ’espace de Radon Im(R)

5.4.1 Décomposition dans des structures obliques

S. Izen ([42]) définit une décomposition en ondelettes (structures obliques,
voir la section 4.4) sur l'espace image de l'opérateur R. Il établit ensuite une
relation entre la décomposition sur cet espace et la décomposition dans LZ(IRZ)
de la fonction a reconstruire. Pour cela, il utilise les résultats sur Rf dans les
espaces de Sobolev ([59]).

Estimation de R dans ’espace de Sobolev H'/?(Z)

Soit Hl/Z(Z) I’espace de Sobolev d’ordre % défini sur le cylindre unité Z,

muni du produit scalaire :

_ T A~ N 2\1/2
<19 > g = /m/slflf(a,o)flg(a,o)(ua) dbdo

La transformée de Fourier est prise par rapport a la variable radiale.

Le théoréme suivant donne un encadrement de R f dans cet espace ([59]):

Théoréme 5.1 Soit f € L*(IR?). Alors Rf € H'*(Z) et

AW ey < IR W g < CUIN e

avec ¢ = 41 et C' = 8272
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L’opérateur @)

Cet opérateur () définit le lien entre LZ(IRZ)7 Iespace de la fonction a re-

construire et espace H= I'm(R) N H'*(7).
Définition 5.1 Soit 'opérateur @ tel que :

Q : L*(IR")—H
Q - RA[ - AdR

ot les opérateurs /\; et Ay sont définis comme suit :

A . L(IR?) — L*(IR?)

Folsif(k) = = |k (L 4 |k?) VAT f (k)
Ad : H— H
Filan(k,0) = S=[k["*(1+ k) Fi((k, 0)

Remarques:

1. Jey, e, telles que es]g]|3 2 ) < A gl 2 o) < engHZLQ(IRQ).

2. Les deux opérateurs s’entrelacent : RA; = A R.

3. Sine€ H, alors Ayn € H.

4. < f,¢g > 12 rs =< Qf,QG >y, donc Q : I*(IR*) — H est une isométrie.
Cet opérateur permet d’établir un lien entre les deux espaces. Dans la suite,
S.Izen met en avant les propriétés des ondelettes sur les deux espaces.
Structure oblique induite sur H

S. Izen démontre que 'opérateur () préserve la structure oblique :

Théoréeme 5.2 Soit {o\}, A= (¢, k,¢), k= (ks, ky),e = (h,d,v), une structure
oblique sur L*(IR*), avec F lopérateur associé, A, B ses bornes et {o\} la
structure oblique duale. On définit 1y = Qox. Alors {1y} est une structure

oblique sur H. La structure oblique duale est donnée par {QQBA}
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Dans L Dans H
fo= Sa<[fior>n o= La<ma>
= Y, <[ioa> = T, <7,Qbx> Qs
= T\ <>y
= YL <1Q0s > Qb
Bornes
AN s < S 160 D3 < BITI | Al < S5 e bl < Bllally

Les deux structures obliques associées ont les mémes bornes. Donc si 'une
constitue une base orthonormée sur son espace, ’autre constitue aussi une base

orthonormeée.

Formule d’inversion

Soit {ay} les coefficients de la décomposition de f € L*(IR*) dans une

structure oblique {¢,}. on a la relation :
/= Z<f7 ¢A>L2(IRQ)<IBA = GACZBA
A

ay = <f7 ¢>‘>L2(IR2) = <Qf7 Q¢A>H: <Qf7 ¢>\>H

Pour connaitre les coefficients {a, }, il faut calculer les coefficients de la décom-

position de @) f dans la structure oblique sur H, {1} = {Q¢,}. Cela s’écrit:

a = /Iﬂ>/Sl W]‘]Q(?\)(g? 0)(1 + 02)1/2d0dg

~ ()= FLAYRf(0,6) = o2 (1 + |o|*)"VAF R f(0,6).

- (2)= flAf/zquA(a, ) = |a|'?(1 + |o]?) "1 F R (0, 6).

27

En utilisant le théoreme de coupe-projection (voir le théoréme 1.1), on ob-

tient :

(2) = |o|'*(1 + |o]?) V4 Fydy (0 cos ¥, osin 9), 6 = (cos ¥, sin 9"
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La formule d’inversion est donc:

a

1 .

= — o FiR f(o,0)F o cos, osin ¥)dddo 5.1
7= o1 o PRI 0t (o cos 0, rsin ) (5.1
Dans cette méthode, deux approches ont été “combinées” : la premiere
consistant a estimer la décomposition dans ’espace image de 'opérateur de Ra-

don et autre consistant a établir un lien entre la décomposition en ondelettes

de la fonction a reconstruire et la décomposition en ondelettes des projections.

5.4.2 Décomposition en ondelettes-vaguelettes

Cette méthode proposée par D. Donoho ([21, 22, 23]) conduit & la méme
formule d’inversion que celle proposée par S.Izen ([42]). Mais les contraintes sur
les ondelettes sont plus fortes dans ’approche de D. Donoho. D.Donoho s’appuie
sur une méthode basée sur une décomposition en valeurs pseudo-singulieres de
R. Pour cela, il introduit la notion de vaguelettes, définies par Y. Meyer. La
transformée en ondelettes est discrete. E. Kolaczyk ([45]) propose également une

autre formule d’inversion basée sur la décomposition en ondelettes-vaguelettes.

Décomposition en valeurs singuliéres: rappels

On se limite au cas de problémes mal-posés au sens de Hadamard, linéaires
dans des espaces de Hilbert. On dispose d’un opérateur A linéaire borné de H

vers K (espaces de Hilbert). Le probleme est:
Etant donné ¢ € K, trouver f € Htelle que Af = ¢

Une solution & ce probleme est ’ensemble des fonctions qui minimisent || A f—g]||.
Ceci a un sens si g € Im(A) + (Im(A))*. On choisit alors la solution de norme

minimale et on obtient I'inverse généralisé At (au sens de Moore-Penrose):

Théoréme 5.3 fT = Atg est la solution unique de A*Af = A*g dans Im(A*)

La décomposition en valeurs singuliere de A, si elle existe s’écrit:

Af =30k < fifu > gk

k=1
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ol (fi) et (gx) sont des systémes orthogonaux dans H et K tels que:

A'gp = op fi, et Afy = okgs

Les o4 sont des nombres positifs, appelés les valeurs singulieres de A. Si la
séquence des o}, est bornée, alors A est un opérateur linéaire borné continu de
H dans K ayant un adjoint A* tel que:
Ag=> 01 < g, 9:> fx
k=1

Théoréme 5.4 Si A admet une décomposition en valeurs singuliére, alors

L si0,>0

(o)
A+g:f+zzglj<g7gk>fk7 O-I;I—: 7
k=1 0 sinon

Cette méthode a ses limites. Les fonctions propres f, sont souvent diffi-
ciles a calculer et ne donnent pas toujours des résultats satisfaisants (pas assez
lisses,...). On préferre alors utiliser une base dont on connait la régularité.

Méthode

Soit y = Rf 4 z ol z est un bruit gaussien centré réduit, pris en compte ou
non dans l'inversion. La décomposition en ondelettes-vaguelettes (discréte) est

basée sur le schéma suivant :

— On se donne 3 types de fonctions, I’'une étant une base orthonormée d’on-
delettes 2D, ¥y, A = (4, k,e), k = (k;, ky),e = h,v,d (base construite a
partir du produit tensoriel d’espaces multirésolution, voir la section 4.5.3),

et deux collections de fonctions (u,) et (vy) non-orthogonales.
— Des relations type ”valeurs quasi-singuliere” :

R¢A = k‘j?})\ et R*U)\ = kjlﬁA (52)

— Une relation de bi-orthogonalité:

< Uy, UN >= 5>\7N (53)
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— Des relations de presque-orthogonalité: il existe des constantes by, by et

cy, Cy te

billurlliz <1 axunl] < boflunlliz et erfloalliz < 13- aroall < eaf|valli

' ' (5.4)

Cette décomposition, si elle existe, produit la formule de reconstruction :

f=3 <Rfouy >kl
A

Remarques :On aboutit & un algorithme d’inversion. Si on veut travailler
avec les données y = Rf + z ou z est un bruit gaussien, il faut seuiller les
données pour ne retenir que 'information importante. Ce seuil est défini par
6 (y) = sign(y)(|y| — t)4. La reconstruction est alors: Ff = 37, 0, (< Y, uy >
k)

L’opérateur de Radon: un opérateur faiblement inversible

Dans cette section, on donne des résultats portant sur la base, et qui abou-
tissent a un inverse de R au sens faible défini ci-dessous.
R est un opérateur de D(R) — Im(R). Le but est est de trouver une

fonctionnelle continue qui vérifie :

c(): L*(IR*) — IR,

c(Rf) =< ¥, f >

Si un telle fonctionnelle existe, on peut retrouver de maniere stable de I’in-
formation sur < 4, f >, a partir des données bruitées de R f. Si on observe que

y=Rf+ z, avec z bruit blanc gaussien de norme ||z||, alors:

le(y)— <, f> [ < lell]]=]]

et donc ¢(y) est une bonne approximation de < 1, f > pourvu que ||z||2 soit

suffisamment petit.
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Les lemmes suivants nous donnent des indications sur le choix de la fonc-

tionnelle.

Lemme 5.1 Soit D(R) dense dans L*(IR*). Alors, les 3 propositions sont équi-

valentes :

1. 3 une fonctionnelle linéaire continue bornée c(.) de L*(IR*) qui satisfait

c(Rf) =<1, f>Vf € DR).
2. Vf € D(R),| <, f> | < C[Rf|..

3. ¢ € Im(R%).

Lemme 5.2 Si € D(R) N\ Im(R¥),Y\, alors la collection des fonctionnelles
(¢x) représente un inverse non borné de R dans le sens algébrique suivant : pour

toutes les sommes finies f =", axiby, on a:

/= ZCA(Rf)¢A

R est un opérateur faiblement inversible.

Remarques:

e ¢, bornée et € LZ(IRZ) = ¢, admet un représentant de Riesz v, tel que:
a(g) =< 9>
Soit &, tel que & = Rapy. Alors: ¢,(€,) = ex(Ry,) =< ¥y, ¥, >= 8y, et
donc:

< 7>\7€u >= 5>\,u

Les fonctions v, et &, sont biorthogonales. On remarque le lien avec la rela-
tion (5.3). Les fonction wu, et v, vont dépendre des fonctions v, et &,.
e Soit G lopérateur de Gram associé 3 R, G = R¥R. ¢ est faiblement

inversible s’il existe une fonctionnelle linéraire sy, bornée, vérifiant :

sy (Gf) =<y, f> (5.5)
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G est un opérateur de D(G) dans Im(G) inclus dans L?(IR*). On a v, = Ro,
et oy est le représentant de Riesz de sy. On retrouve la relation de biorthogo-

nalité (5.5) exprimée de maniere formelle en fonction de .

<&y >=< Roy, R, >=< 0, R¥FR, >=< 05, Gip, >= 5,(Gh,) =< by, 10, >= 65,

Détermination des fonctionnelles

Ona:Ryf(s) = [z f(scos(P)+tsin(d), —ssin(Pd)+t cos(?))dt, 8 = (cos ¥, sin 9)".

On applique le théoreme de coupe-projection et ’égalité de Parseval :

/0 ' [ Rof (o Ragls)dsat = 2 /w Fof (@) Fagle)—dw  (5.6)

€IR? ||
ou le produit scalaire (Ry f, Ryg) est exprimé dans le cylindre unité Z.
Le premier terme est la représentation de < Rf, Rg > et le second la re-
présentation de < R¥Rf, g > dans le domaine fréquentiel. D’aprés les rela-

tions (5.5) et (5.6) la fonctionnelle s, a un représentant o, caractérisé par:
<onRFRf >=< 4y, f>
Dans le domaine des fréquences, cela donne:
zﬂ/fz W) Faor(w dw - /}'2 ) Fatr (w)dw, Yf € L*(IR?)
On peut donc écrire de maniere formelle :
1
Foon(w) = §|w|f2¢>\(w)

Ainsi, pour trouver vy, le représentant de ¢y, on a la relation v, = Ro,, et

en utilisant le théoreme de coupe-projection, on obtient :
1 . TUv .
a0, u) = W . |v|Fapr(veosd,vsind)edv, A= j, ke

On écrit la fonction dilatée translatée ), A = j,k,e,7 € INk = (k;, ky)*

IN?, e = h,v,d (pour différencier les détail horizontaux, verticaux et diagonaux)
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en fonction de Yoot V5. = 294pg o (22 — Ky, 27y — ky). Ceci donne v, . en

fonction de vy . :
Yige(0,u) = 27700 (27 u — k, cosd — k,sind,6),0 = (cos 9, sin ¥)"
et f peut étre reconstruite suivant la formule:

f= ZCA(Rf)QbA = Z <, Rf >, avee < v, Ry, >= 0, ,
) )

Du point de vue des normes:
loall = 2 [lo0,0.ll et I7all = 2771700,

Représentation a ’aide de ”Vaguelettes”

Il est montré dans [22] que les ¢y ont une norme croissant géométriquement
avec le degré de résolution, avec un exposant o = 1/2, car ||c,|| = 2//2.Const,
Const = [|70,0.|l-

Les fonctions uy = 279%y, sont presque normalisées et ||u,|| = Const.

Les fonctions vy = 2/*R1), sont également presque normalisées et ||v,|| =

Const.

Les conditions énoncées dans le premier paragraphe sont partiellement vé-

rifiées :

— On a 1, base d’ondelettes orthogonales. (u,) et (v,) sont des familles de

fonctions définies comme ci-dessus.
— (uy) et (vy) vérifient la relation de bi-orthogonalité: (uy,v,) = oy -

— Du fait de leur construction, elles vérifient les relations de type ”valeurs

quasi-singuliere” : Rep, = 277/%0, et R¥u, = 277/%4,.

Les démonstrations des résultats énoncés se trouvent dans [22].
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Il reste a prouver la relation de ”quasi-orthogonalité”. Pour cela, il faut ra-
jouter des conditions supplémentaires qui sont tres restrictives. Pour démontrer
la presque-orthogonalité, on utilise les résultats connus sur les vaguelettes. Les
vaguelettes ont été définies par Y.Meyer ([56]). Cette définition ainsi que les
résultats permettant d’aboutir a la quasi-orthogonalité sont rappelés dans [22].
Pour la transformée de Radon (d’autres types de probléemes inverses étant abor-
dés), la quasi-orthogonalité est obtenue pour des ondelettes ayant un degré de

régularité au mois égal a 4 pour la dimension 2.

Récapitulatif

Soit (1)) une base orthonormée d’ondelettes & support compact, provenant
d’une ondelette mere ayant au moins M > 4 moments nuls et M > 4 dérivées

continues. Il existe alors une décomposition en ondelettes-vaguelettes avec:

uy =277, vy = 2Ry

_ Il
27

1 : Tuv
a(u,0) = W/IR|U|]:2¢>\(UCOS19,USIH 9)e"dv

7» = Roy foA(W) leﬁx(w)

Et donc

/= Z<Rf7 UA>2j/2¢A

A

f = Z<Rf7 7>\>¢>\ = Z<Rf7 RO—A>¢>\

A A

Lien avec la méthode précédente (S.Izen)

On utilise le produit scalaire dans L?(Z), ol Z est le cylindre unité: <

Rs, Rl >, 7= [0 s Res(u) Ryt (u)dudf. Donc:

<Rf7 RUA>L2(Z) = /Oﬂ— . Ref(U)RgO'A(u)dudO

On émet I’hypothese que Ry f et Ryo, appartiennent a S(Z). On utilise alors

I’égalité de Parseval :

<Rf7 RUA>L2(Z) = /0 IRflRGf(k)]_—lRGO-)\(k)dkde
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On applique ensuite le théoreme de coupe-projection:
(Rf.Ray),. 7 = V2 /0 [ FiRa ()T (k cos 0, ksin ) dkdd

On remplace Fyo, (kcos ¥, ksin 9) par mlebx(k cos ¥, ksin 9).

27

T kl__
(Rf,Ro,) = \/277/ FRy £ Xk cos 0, ke sin 0) ded
0 JIR

2
1 " _
_ E/mw/ Fi R f (k) Faton(k cos 0, k sin 9)dkdd
0

On retrouve la méme décomposition que celle présentée par S.lzen, décrite
dans la relation (5.1). S. lzen prend I’hypothése que ’ensemble des dilatées-
translatées doit former une structure oblique; ici, la base est orthonormeée et les

ondelettes choisies sont suffisamment régulieres.

Un algorithme rapide

Cet algorithme est proposé par E.D. Kolaczyk dans [45]. 1l fait le lien entre la
décomposition en ondelettes vaguelettes de 'opérateur de Radon et 'opérateur
de rétroprojection. Il écrit la formule d’inversion donnée dans le théoreme 1.3

pourao=n—1,n=2:
_ 5 (Mg rer
f 2 47T 2( f)

En utilisant la relation (Rf,vy) = (f,1¥\), on obtient les coefficients de la

décomposition en fonction de la rétroprojection des données ¢ = R f:

]

HEnR®R)

(R =75

avec Fathy (w) = 55 (Fo107)(52), en prenant A = (j, k, ). Dans cette formulation,
le facteur fz(R# R f) n’est calculé qu’une seule fois. L’algorithme pyramidal est

donc:
1. Rétroprojection des données

2. FFT bidimensionnelle
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3. Pour chaque niveau de résolution j =C,...,J —1

(1) Multiplication par la fonction |w|Fythy(w),w € IR* x IR” .

~ (4t) FFT inverse bidimensionnelle (avec 2/ points dans chaque direc-
tion).

— (7i7) Prendre un élément sur deux (comme dans 'algorithme de S.

Mallat) pour ne retenir que 2/=! points.

~ (iv) j:=j — 1 - retour a (7).

5.5 Localisation et inversion de la transformée de

Radon en dimension paire

5.5.1 Localisation

Le résultat énoncé dans ce paragraphe est issu du travail de J. DeStefano
et T. Olson ([20]). Ils rappellent le caractere non local de l'inversion de la
transformée de Radon en dimension paire et I'importance de ce résultat pour
la reconstruction a partir de données manquantes. Pour introduire un caractere
local a P’inversion, les auteurs utilisent les ondelettes de 1. Daubechies car elles
sont bien localisées en temps et en fréquence. Les propriétés de localisation
de ces ondelettes ne sont pas modifiées par une convolution. Dans ce cadre, la
transformée en ondelettes discrete unidimensionnelle est utilisée; elle porte donc
sur les projections Rf(0,s), a 0 fixé. La fonction f est supposée essentiellement
bande limitée sur le cercle de rayon r, r < oco. Les auteurs définissent 'opérateur
Fopars FRF(8,5)) = RF(8,8) % FH |0 1x(rny(0))(5), 0t F7 (ol x(r (7)) (5)

est le filtre utilisé dans la rétroprojection filtrée. Celle-ci s’écrit :
F@) = [ RE@ 0.2 (o Inran (@) (0.2))d0 = [ F(RF(9.(0,)))do
(5.7)

La transformée de Radon est alors décomposée en ondelettes :

Rf(0,s) = ZCA(O)(bM cx(0) = (Ry f, ér) (5.8)

A
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ott A = j, k,e, avec j € IN (échelle), k € IN? (translation), ¢ = h, v, d (détail
horizontal,vertical et diagonal). La relation (5.8) est injectée dans la relation

(5.7):

/ FO~en(0) ({8, 2)) d0_/ ZcA A((8,2)))de

Si 'ondelette est suffisamment réguliere, le filtre conserve cette régularité. En
fait, si le support de 'ondelette est suffisamment petit, c’est-a-dire si la réso-
lution est suffisamment fine, alors la décomposition en ondelettes est locale, et
Iinversion également. Pour les termes de faible résolution, ceci n’est plus vrai.
Dans ce cadre, les auteurs poursuivent leur démarche en utilisant la représen-
tation de la transformée de Radon en fonction des polynémes de Chebyschev

donnée dans [59]:

Rf(0,s) = (1 — 5% WZT, (5.9)

ou les Ti(s) sont les polynémes de Chebyschev de premiére espeéce et les h;(6)
sont des polyndmes trigonométriques d’ordre [. Les coeflicients de la décompo-

sition sont reécrits en utilisant la relation (5.9):

cx(0) = (da(s), (1 - 57) 1/2ZTl

En utilisant 'isométrie de la transformée de Fourier on obtient :

CA(O) ]:1¢>\ ZJl i ]:1¢>\ )>hl(0) (5-10)

ot les J;(o) sont les fonctions de Bessel de premiere espece. Les fonctions de
Bessel approchent 0 dans des intervalles finis autour de 0. De plus si pour une
faible résolution, le support de 'ondelette est tres grand, ce qui est le cas, la
transformée de Fourier de 'ondelette est bien localisée en fréquence et les valeurs
de ), sont tres faibles. Ainsi, la fonction de Bessel prend des valeurs non nulles
la ol 9, est presque nulle et inversement. L’expression (5.10) n’a qu’un nombre
fini de coefficients significatifs. Seuls les polynémes trigonométriques de faible

degré contribuent au calcul des coefficients basse-résolution. La bande-limite
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radiale de 'ondelette devient angulaire sur les coeflicients de la décomposition

en ondelettes.

Théoréme 5.5 Les coefficients d’ondelette c,, ,(0), quand on les interprete

comme des fonctions de la variable § sont essentiellement bande-limités.

Les reconstructions sont effectuées a partir de projections portant sur une
région d’intérét pour certaines positions angulaires et complétes pour les autres
positions angulaires (voir figure 5.2). Les projections sont complétées en pro-
cédant a une interpolation selon la variable angulaire sur les coefficients de la

décomposition des projections completes.

0

Fic. 5.2 - Projections incomplétes

Schéma de P’algorithme

Dans un premier temps, on calcule la décomposition en ondelettes discretes
des projections completes et locales. Cette décomposition se traduit par un
filtrage, phase décrite dans la section 4.6.

La seconde phase consiste a calculer les coefficients de basse résolution pour
les angles ou les données sont tronquées. Pour cela, on utilise les coeflicients
issus de la décomposition a partir des projections globales: les valeurs sont
interpolées (il s’agit donc d’une interpolation selon la variable angulaire).

On calcule ensuite un transformée en ondelettes inverse, et anfin, un algo-

rithme de reconstruction standard peut étre appliqué, voir figure 5.3.
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Projections N/ 2; 1 N ‘ N/2 ‘ N |
locales 126G 12 = =12 ®@H Tv
N2 | | ' _|rep . | IMmage
| 0 N/4 N/2 N ! reconstruite
— N | | J
Projections| . | H |2 == INT =12 ®G
globales N/2' | | !
Transformée en Transformée en
ondelettes 1D ondelettesinverse 1D

|2 : prendre un élément sur 2

12 : gouter un zéro entre deux éléments
® X : convolution avec lefiltre X

INT : gjouter une projection interpol ée entre deux
FBP : appliquer laméthode de rétroprojection filtrée

Fic. 5.3 - Algorithme sur un niveau de résolution: on calcule la transformée
en ondelettes discrete des projections fusionnées et des projections uniquement
globales. Puis on estime a partir des coefficients issus de la seconde transfor-
mation les coefficients basse résolution, par une interpolation selon la variable
angulaire. On calcule ensuite la transformée inverse et on peut alors reconstruire

par un algorithme standard.
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5.5.2 Inversion locale de la transformée de Radon dans le plan

Cette méthode est proposée par D. Walnut ([78]). Il propose une formule de
reconstruction “locale” de f a partir de Rf basée sur la transformée en onde-
lettes continue. Pour reconstruire la fonction f au point x, seules les projections
passant dans une région définie autour de z sont prises en compte. D. Walnut
établit un lien entre la transformée en ondelettes continue des projections (uni-
dimensionnelle par rapport a la variable radiale) et la transformée en ondelettes
continue de la fonction (bidimensionnelle). Des estimations d’erreurs sont pro-
posées pour la formule de reconstruction ”locale”. Apres avoir rappelé quelques
résultats sur R f et les ondelettes, nous présentons la formule d’inversion établie

par D. Walnut ainsi que les estimations d’erreurs correspondantes.

Résultats préliminaires sur la transformée de Radon

La formule de rétroprojection filtrée R* (kxRf) = f+R¥k, k étant un filtre

défini sur [0, 2r[x IR, est explicitée sous la forme suivante :

2w
/ / k(0,s)Rf(0, 2, cos?+ xqsin ¥ — s)dsdv
o JIr
2w
=/ f(y)/ (8, (x1 — y1) cos ¥ + (za — ys) sin 9)dddy
2 0

Résultats préliminaires sur les ondelettes

Dans un premier temps, on définit une ondelette ¥ radiale, admissible (voir
la relation (4.3)) et bidimensionnelle. Pour calculer les coefficients, on forme
la famille des fonctions dilatées et translatées: W, ,(z) = a~'W(ZL). On défi-
nit également W, ,(—2) = ¥,(z). La transformée en ondelettes continue de la

fonction f dans IR* s’écrit:

W (W, f)(a,b) = / F(@) W y(@)de = (f + B)(b),b € IR, a> 0
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Définition 5.2 Soient deuz fonctions ® et U définies sur IR”. Elles forment

une paire d’ondelettes admissible si les deux fonctions sont admissibles et si:

oo d
/ FoW (o cos, osin 9) Fo®(0 cos ¥, osin ) - 1, V9 € [0,27]
0 o
Le lemme suivant fournit la formule de reconstruction :

Lemme 5.3 Soient ® et ¥ une paire d’ondelettes radiales, admissibles, € L' N
L*(IR?). Soit f définie sur L*(IR*), et soient § et € tels que 0 < € < § < .
On définit :

90 (0) = /j/ooo W, f)(a,g)qw(x)%dgda

Alors f¢° € L*(IR?) et

Ryt = At | ZHHDERE,

¢ a

Lemme 5.4 Soient ® et ¥ une paire d’ondelettes radiales, admissibles, € L' N

L*(IR%). Si f € L*(IR?), alors:

lim [|f = fll.=0

e—=0,6—00

Remarque : pour des ondelettes W et & admissibles, radiales si § — 00, les basses
fréquences de f sont reconstruites, et si € — 0, ce sont les hautes fréquences qui

sont reconstruites. La convergence est étudiée dans le lemme suivant :

Lemme 5.5

o0 \I; 2 o0 @ 2
B :/ EEIG] dr, Bzz/ [722()F (5.11)
0 0

r r

On définit n > 0 et A > 0 tels que:

o0 \Il 2 o0 q) 2
[, [TIEROR,
r r

A A

Alors, si f € L*(IR*), alors
1S =102 < cole) +nllflla + e (S, 6)

avec ¢(f,0)* = BiBs [ g a5 | Fof(E)PdE, limeo co(e) =0
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Si d — oo et € — 0, on retrouve la formule de reconstruction de f a partir
de ses coeflicients d’ondelettes. Les estimations d’erreurs sur f sont exprimées
en fonction de ¢ et ¢, ces parametres faisant apparaitre la localité. Plus § est
grand et e petit, plus la région autour de z sera grande pour reconstruire la

fonction f au point z.

Inversion de la transformée de Radon

Pour aboutir a 'inversion, un lien doit étre établi entre la transformée en
ondelettes des projections et la transformée en ondelettes de la fonction a re-
construire. D. Walnut et C. Berenstein proposent d’établir un lien direct entre
les deux ondelettes (unidimensionnelle et bidimensionnelle). lls utilisent le ré-

sultat suivant, exprimé ici en dimension n = 2, ([7]):

Lemme 5.6 Une fonction définie sur IR® est radiale s’il existe une fonction
fo définie sur [0, +oo[ telle que f(x) = fo(|z|). Si f € L' (IR?) est radiale, alors
Fof Uest aussi. Dans ce cas, Fof(€) = Fy(|€]) et f € {f, Fo € L*(IR*)}, alors

folr)=2m /000 tFo () Jo(2mrt)dt

Ils définissent une ondelette sur IR, admissible et radiale, telle que:

sup /IR Wda < 00 (5.12)

3
8ef0,2n[ g

Soit W une ondelette admissible dans IR” et radiale. On écrit la décomposition
de f:
WO Nt = [ f@Tgaids = (£ T,)b).be IR a> 0

IR?

La fonction 1, est liée & W par:
() :477/ Fie(0)3o(2m0lz|)do
0
ou dans ’espace fréquentiel par:

FiRyY(0) = Fy¥(ocosd, osind) = 2F ¢ (0)|o| ™" o € IR, 0 € [0,27] (5.13)
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Par conséquent, on a la relation : W(z) = [ by (2, cos 9 + 24 sin 9)dd = R¥1h,.

On a la formule de reconstruction suivante :
27
W, f)(a,b) = a™'/? / W (e, Ro f)(a, by cos ¥ 4 by sin 9)dd
0

La démonstration des résultats énoncés se trouve dans [7, 78].

Formule locale de reconstruction

Le principal résultat est le théoreme donnant la formule de reconstruction

“locale” :

Théoréme 5.6 Soit {1 }sefo,-; une famille de fonctions paires, a valeurs dans
IR et admissibles sur IR, vérifiant la relation (5.12), telle que la fonction 1y
s’annule en dehors de Uintervalle [—1,+1] pour tout 6 € [0,7[. Soit U une
ondelette admissible définie par lexpression (5.13) et soit ® une autre ondelette
admissible telle que la paire W, ® forme une paire d’ondelette admissibles. La

décomposition par la transformée en ondelettes continue s’écrit:

WO f)ab) = @™ [ W Raf)(as (0, 0)d8

De plus, la fonction féé(ac) avec R > 0,0 < € < § < 00,0 € [0, 2] est le résultat

de la reconstruction a partir des coefficients d’ondelettes précédents selon :

27 pd 1
Eé(x):/ / a_l/z/ W (5, Ro f)(a, by cos i-+by sin 9)®, () —dbdadi)
o Je BI< R+ =

(5.14)

On a dans ce cas également un résultat de convergence:

Théoréme 5.7 Etant donnén > 0, 3A > 0 tel que VR > 0 et f € L'NL*(IR?),

on a:

|<A/s

1/2 1/2
( | - ;5<x>|2dx) = cold)ll (B Bo) ( / |f2f<5>|2d5)
B(O,R) 13

By, By, ¢q sont définis dans les relations (5.11) et (5.5).
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g s’annule en dehors de [—1,+1] donc (159)@ s’annule en dehors de [—4, 6, a €
[0, 0[. Donc:
+6

Rofx (00)a(9) = [ Rafts =000t = [ Raf(u)(u)als — i

On en déduit alors la formule locale de reconstruction :

Théoréme 5.8 Soit ¥y € L' N L*(IR), a valeurs réelles, admissible, et paire,

telle qu’elle satisfait les relations:

k

<Ctlo) Lm0y =0

dok

k
‘d—f1¢9(0)

dok

Soit W définie comme précédemment, et soit ® a valeurs réelles, radiale, telle
que le support de ® est contenu dans la boule unité, et telle que la paire W, ®

soit admissible. Alors, pour a > 0,0 € §*, f € L' N L?, on définit :

Woc(¢€7 RGf) (av 5) = W(¢79 ) R9f) (av S)X[—Omoé](s)

et pour R > 0,0 < ¢ < d, on définit :

s d
il (x) = /Sl/ a_l/z/ Wris(e, R f)(a, by cos 9+b, sin ﬁ)q)ayb(x)db—;ldﬁ
e |b| < R45 a

Alors :

i (x) = [ (x), pour|z| < R

On a alors uniquement besoin des projections se trouvant dans 'intervalle [s —
9, s40] pour calculer le produit de convolution. Ainsi, pour calculer W (1, Ry f) (b, cos 94
by sin ¥), on a besoin des projection Ry f(u) pour 6 € [0,27[et u € [-R—25, R+
28] (on utilise [b] < R+ & = |blcosd + bysin | < |R+ §]). Le caleul de f§(z),
avec a € [0,6[,0 € [0,2x[ requiert les projections de f se trouvant dans une
boule centrée en l'origine de rayon R + 26. Plus § est grand, plus la précision
est grande également.
Le dernier résultat donne une méthode pour construire une ondelette @ a

partir de 'ondelette bidimensionnelle W radiale et admissible.

Lemme 5.7 Soit ¥ € L' N L*(IR?), radiale, admissible, a valeurs réelles. On

suppose qu’il existe un entier M > 2 tel que FoV ait des dérivées continues
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jusqu’a Uordre M ; pus précisément, on a:

d* _
szq’(f‘) <CA+r)? k=0,....M
et on suppose que :
dk
sz\p(()):o, k=0,...,.M -2

On définit alors ¥ par:
P(t) = / Fo¥(o)ocos(2nto)do
0
Alors 1 est réelle, radiale, admissible telle que :

R*¥¢yp =10

5.6 Maillages adaptatifs

Notre approche est similaire a celle présentée au chapitre 3. Nous émettons
toujours ’hypothese que nous disposons d’information a priori, donnée sous la
forme d’un jeu de mesures complet basse résolution. Cette information vient
compléter le jeu de mesures locales haute résolution. Les deux jeux de mesure
ont été préalablement mis en correspondance.

Un coefficient de décomposition de f se calcule par:

WV, f)(a,b) = (Rof, kx Ry W, ;) = /s /[_1 o Ry f(s)(k * ReW, ;) (s)dsdf

cette formule se discrétise en:
NR NT
W, f)(a,bk) =D gijk * R, Wap, (s;)
i=0 j=0
ol VR est le nombre de projections et NT le nombre de mesures par projection,
et g;; est la mesure numéro 7 * N1 + j. Les mesures g¢;; sont le résultat de la
fusion des deux jeux de mesures complet et local. La fusion est effectuée de la

méme maniere que dans le chapitre 3: si pour une position de source donnée,

seules les mesures locales sont disponibles, alors les mesures sont interpolées
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(suivant la basse résolution) pour obtenir des données completes. Cette partie
est décrite dans la section 3.6. La convolution k+ Ry, W, ;, est calculée en tenant
compte de la double résolution également. Enfin la double résolution apparait
dans I'image reconstruite. Le parametre de translation b = (b,, b,)" est discrétisé
sur deux grilles d’échantillonnage, la grille correspondant a la région d’intérét
étant plus fine. Le filtre étant ici localisé en temps, la différence de densité a la

frontiere de la région d’intérét s’atténue.

5.7 Implémentation

Nous avons effectué trois séries de tests.

— La premiere consiste a calculer la décomposition de la fonction f en
ondelettes, c’est a dire W (f,¥)(a,b) & partir des projections completes
Rf(s,0).

— La seconde consiste a calculer la décomposition locale de f a partir de la

décomposition en ondelettes des projections:

Woc(¢€7 RGf) (av 5) = W(¢97 R9f) (av S)X[—Omoé](s)'

— La troisieme consiste a utiliser notre approche et a introduire deux jeux
de données (complet et local & des résolutions différentes) et a obtenir une

décomposition en ondelettes avec deux résolutions également.

Pour tous les résultats, 'ondelette utilisée est 'ondelette chapeau mexicain. Elle
est invariante par rotations, sa transformée de Radon est identique pour chaque
valeur de 6. La figure 5.4 montre la largeur du support selon la variable radiale
de la transformée de Radon de 'ondelette. Pour une échelle de 1, le support est
approximativement compris dans intervalle [—5, 5].

On observe également que le support de la transformée de Fourier du cha-

peau mexicain est inclus dans 'intervalle [—5, 5], pour une échelle @ = 1. Donc

1

57,1 € IN, le support de la transformée de Fourier du

pour une échelle ¢ =



1000 1000 1000 1000
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a1 a=05 a=0.25 a=0.125

Fic. 5.4 - FEwvolution du support de la transformée de Radon de W en fonction

du paramétre d’échelle a

chapeau mexicain est inclus dans I'intervalle [—2¢ % 5, 2/ ¥ 5]. La figure5.5 montre
I’évolution du support de la transformée de Fourier du chapeau mexicain en

fonction de I’échelle a. Nous notons dans la suite C' une fréquence de coupure

ol a=0.25 ooz | 8=0.03125 001 [4=0,01562
a1 -

06 015
oot 0.009

s 012 oois 0007

04 010 0013 0.006
0010 0005

0007 0.00

0.005 0.00

o1 003 0.003 0.001

0.00 o

o 0 000
200 150 100 50 00 50 100 150 200 2000 1500 1000 500 00 500 1000 1500 2000 4000 3000 2000 1000 0.0 1000 2000 3000 4000

Fic. 5.5 - Fvolution du support de la transformée de Fourier de W en fonction

du paramétre d’échelle a

possible pour chapeau mexicain. Par exemple C' = 20 pour a = i.

5.7.1 Premiere série

Les décompositions sont donc effectuées a partir des projections completes
de la fonction. Deux formules ont été discrétisées.

La premieére méthode se réferre aux travaux de S.Izen ([42]). La décompo-
sition en ondelettes de la fonction f s’écrit en fonction de la transformée de

Fourier des projections:

W(f,¥)(a,b) /IR|U|/S]:1Rf(U7 0)Fo W, (0 cos?, osin 9)dddo

1
T Ve

avec # = (cos,sin ¥)".
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Cette méthode fait intervenir également la transformée de Fourier bidi-
mensionnelle de 'ondelette. Cette transformée de Fourier est calculée analy-
tiquement, alors que la transformée de Fourier des projections se calcule par
une transformée de Fourier discrete. Nous avons testé cette méthode sur un
exemple simple, I'indicatrice sur un carré centré de coté 1, x., pour ainsi calcu-
ler de maniére analytique la transformée de Fourier des projections (en utilisant

le théoreme de coupe-projection) : FiRx.(0,0) = vV2rFx.(0cosf, osinf) =

sinc(”;se)sinc(”izne).

La seconde méthode se réferre aux travaux de D. Walnut et a ceux de F.
Peyrin. La décomposition en ondelettes de la fonction f s’écrit en fonction de

ses projections:
W) a,6) = [ Raf(s)(k s Ry (s)dsdd = (Rofo ke« Ro )
point de vue pratique, si on note 1 = by cos¥ + by sin ¥, on a:
- RV, ,(0,s) = RU, (6,5 — ), avec ¥, (z) = LW(Z), a >0, v € IR".
— (kxRgW,p)(s) = (k xRy, ) (s —n).

Les décompositions sont calculées pour des échelles a fixées.
Dans les deux cas, la reconstruction de f a partir de ses coeflicients d’onde-

lettes est:
da
= [ [ W))Wl y) b
IR JIR? a

Nous avons décomposé f suivant quelques valeurs de a. La reconstruction

en fonction de ces valeurs permet de calculer f&9:
s J da
P = [ WS b)) (5.15)

Résultats

La figure 5.6 montre un exemple de décomposition de l'indicatrice d’un

carré a partir de ses projections calculée avec les deux méthodes. Il s’avere que
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Fic. 5.6 - Gauche : décomposition a ’échelle i a partir des projections dans
Uespace des fréquences - Droite : décomposition a [’échelle i a partir des projec-

tions dans [’espace direct.

la seconde méthode est nettement meilleure que la premiere. Les tests suivants
seront donc effectués avec la seconde méthode.

Les résultats suivants représentent dans un premier temps des décomposi-
tions de la fonction de référence a partir de ses projections. La figure 5.7(gauche)
représente la fonction de référence et la figure 5.7(droite) représente son sino-

gramme.

\OI

Fic. 5.7 - Gauche : image de référence - Droile : sinogramme associé

Pour chaque décomposition, le nombre de mesures est 64 x64 et le nombre de

pixels est également 64 x 64. Les décompositions sont effectuées pour des valeurs

de D’échelle a égales successivement & £, 1 L L L L TFlles sont représentées
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sur la figure 5.8.

1

=2+ on observe un recouvrement de spectre.

Remarque : pour une échelle a <

En effet, nous discrétisons 'intervalle [—1, 1] en 64 points, soit un pas de dis-

crétisation h = 31—2 = 0.03125. Pour ne pas avoir de recouvrement de spectre,

nous devons satisfaire la relation h < %’T, C' étant la fréquence de coupure du

chapeau mexicain définie précédemment. Elle est vérifiée pour C' < 200, et done

1
pour a > .

Fic. 5.8 - Décomposition de la fonction test a partir de 64 X 64 mesures sur

64 X 64 pizels. Premiére ligne: a = & (gauche) et a = 1 (droite). Seconde ligne :

a = % (gauche) et a = & (droite). Troisiéme ligne: a = & et a = Z (droite).

Les résultats suivants montrent des reconstructions hiérarchiques de f° (voir
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la relation 5.15) pour des valeurs de a discretes. Les reconstructions prennent

successivement les décompositions précédentes. Les résultats sont visualisés sur

la figure 5.9. Les reconstructions ne sont pas tres satisfaisantes. Il faudrait tenir

compte de beaucoup plus de coefficients de décomposition (a d’autres échelles

que celles déja calculées) pour améliorer la qualité de I'image. Ceci augmenterait

le colt du calcul, déja relativement élévé.

5.7.2 Seconde série

Nous avons calculé des décompositions en ondelettes locales a partir de

projections locales. Nous avons utilisé la méme formule que dans la premiere

série mais avec des projections locales. Le rayon de la zone d’intérét est 0.5.

avec

Wo,s(q;,f)(a,b):a—l/z/swof,(w,mf)(a, (b, 6))d

Wo.s(\py Ref) (a7 5) = W(¢97 Ref) (a7 S)X[—o.s,o.s](s)

Résultats

La figure 5.10 représente 4 décompositions a partir des projections locales

11 1

4 — 1
aux échelles a = ¢, ¢, 55, &

respectivement et une reconstruction effec-
tuée a partir de ces 4 décompositions. L’image comporte 64 x 64 pixels et

les décompositions sont calculées a partir de 64 x 64 mesures.

La figure 5.11 représente 3 décompositions a partir des projections locales
1 1
1

aux échelles a = =, ==

61—4 respectivement et une reconstruction effectuée

a partir de ces 3 décompositions. L’image comporte 128 x 128 pixels et

les décompositions sont calculées a partir de 128 x 128 mesures.

Remarque : pour éviter un éventuel recouvrement de spectre, nous n’avons

pas calculé des coefficients pour des échelles trop petites.
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FiG. 5.9 - Reconstruction de la fonction f©° a partir de 64 x 64 mesures sur

64 x 64 pizels. Premiére ligne: a € {1} (gauche) et a € {1, 1} (droite). Seconde

ligne: a € {3, 1,5} (gauche) et a € {1,1, %, =} (droite). Troisiéme ligne: a €
1Ll L Ly gauche) et a = {11 1 L L Liidroite).

27478716732 27478716732764
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Fic. 5.10 -  Premiére et seconde ligne : décompositions d partir des projections

11
b

3 1 N . i C . i
locales aux échelles a = 3, 1, 55, 5 respectivement - Troisieme ligne : recons

truction a partir des 4 décompositions.
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F1G. 5.11 - Premiére et seconde ligne (gauche): décompositions a partir des
projections locales ayx échelles a = 11—6, 31—2, é respectivement - Seconde ligne

(droite) : reconstruction a partir des 3 décompositions.
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5.7.3 Troisiéeme série

Comme dans le chapitre 3, les mesures sont données sur deux niveaux de
résolution avec une résolution plus fine dans la région d’intérét. Nous disposons
donc de deux jeux de mesures, I'un couvrant S x [—1,41] de faible résolution
et 'autre couvrant S X [—0.5,4-0.5] & haute résolution. La fonction reconstruite
possede une résolution fine sur le disque centré de rayon 0.5 et plus grossiere
autour. Nous rappelons qu’un coefficient de décomposition de f & partir de ses

projections se calcule par la relation :

NR; NT;

W, f)(a,by) =D > gijkx Ry, Wap, (s5)

i=0 j=0

Le premier terme g;; est une mesure appartenant au vecteur des données apres
mise en correspondance. Le second terme, analytique est calculé au point voulu,
suivant la discrétisation. La bande du filtre k est adaptée a la discrétisation et

interpolée a la frontiere de la région d’intérét. La convolution s’écrit :

k% Ryt o (s) :/ k(s — n— R, W (1) dt

IR
avec W, (z,y) = W (L, L) et = by cos 9+ bysind, by et by étant les parametres

de translation dans la transformée en ondelette.

Décomposition : résultats

Deux séries de tests sont présentées correspondant a des résolutions diffé-
rentes avec, dans chaque série, les décompositions suivant des valeurs d’échelle
a égales a i, é, 51390 540 €t la reconstruction prenant en compte les 5 échelles.
Pour la premiere série nous disposons de 32 X 32 mesures pour le jeu complet
et 64 X 64 mesures pour le jeu local. Le nombre de pixels est alors 64 x 64
dans la région d’interét et 32 X 32 autour. Nous montrons des décompositions
sur deux jeux de données simulées. Les figures 5.12 et 5.13 représentent les 5
décompositions effectuées pour la premiere série pour les deux jeux de mesures.

Remarque : dans pour les résultats précédents, nous ne calculons pas au dela

de I’échelle a = 61—4 afin d’éviter le recouvrement des spectres. En effet, pour la
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grille globale, le pas de discrétisation est h = 32—2 = 11—6 La fréquence de coupure

doit satisfaire h < %” et donc C' < 100 (de maniére approximative). Ainsi il y

a recouvrement pout a < é Nous avons néammoins calculé la décomposition

pour a = 61—4 car dans ce cas, il n’y a pas recouvrement sur la grille globale.

En effet, sur cette grille il y a recouvrement pour des échelles a < %. La

décomposition pour a = é est satisfaisante, alors que pour des échelles plus
petites, on observe assez nettement le recouvrement.

Pour la seconde série, le monbre de données locales ainsi que la résolution
est identique. Nous augmentons le nombre de données du jeu complet, qui passe
a 64 X 64 pour un nombre de pixels égal (64 x 64). La figure 5.14 représente

les 6 décompositions effectuées pour la seconde série. Pour éviter a nouveau le

recouvrement des spectres, nous avons calculé les décompositions pour a < 61—4.

5.8 Conclusion

Nous avons présenté un état de ’art détaillé sur le méthodes de reconstruc-
tion en tomographie et en tomographie locale liées aux méthodes d’ondelettes.
Le résultat marquant de ’ensemble de ces techniques est la localisation en temps
du filtre, ce qui n’est pas le cas dans la méthode classique de rétroprojection
filtrée. La méthode de D. Walnut se rapproche ainsi de la tomographie locale.
Nous avons également présenté notre approche pour résoudre un probléeme lo-
cal, basé sur 'introduction d’information a priori basse résolution. Les résultats
obtenus pour cette méthode sont tres encourageants. Les décompositions sont,
pour des échelles petites, tres proches de I'image initiale. Néammions il serait
difficile de calculer des estimations d’erreurs comme dans le chapitre 3. La fonc-
tion reconstruite avec une telle méthode est la fonction définie par D. Walnut,
o9 et non pas f. Il reste donc a étudier dans quelle mesure la fonction f&° peut
approcher f. Ces méthodes, quelqu’elles soient, sont cotiteuses. Le chapitre sui-

vant est consacré a la mise en oeuvre parallele de certains algorithmes.
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w» g
4

Fic. 5.12 - Décomposition de la fonction test a partir de 64 X 64 mesures
locales et 32 x 32 mexures pour le jeu de mesures complet. Le nombre de pizels

est 64X 64 pizels dans la région d’intéret et 32 x 32 autour. Premiére ligne : a = i

(gauche) et a = £ (droite). Seconde ligne: a = = (gauche) et a = 5 (droite).

C . o1
Troisieme ligne: a = &;.
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Fic. 5.13 - Décomposition de la fonction test a partir de 64 X 64 mesures
locales et 32 x 32 mexures pour le jeu de mesures complet. Le nombre de pizels

est 64X 64 pizels dans la région d’intéret et 32 x 32 autour. Premiére ligne : a = i

(gauche) et a = % (droite). Seconde ligne: a = i (gauche) et a = o (droite).

C . o1
Troisieme ligne: a = &;.
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& %
1Oy 2Oy

Fic. 5.14- Décomposition de la fonction test d partir de 64 X 64 mesures locales
el 64X 64 mezures pour le jeu de mesures complet. Le nombre de pizels est 64 x64
pizels dans la région d’intéret et 64 X 64 autour. Premiéere ligne: a = % (gauche)
et a = 1 (droite). Seconde ligne: a = % (gauche) et a = = (droite). Troisiéme

ligne: a = 35 (gauche) et a = 2 (droite).
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Chapitre 6

Mise en oeuvre parallele sur

un CRAY T3D

Etant donnés les temps de calcul et le nombre de données a stocker, nous
avons implémenté certaines méthodes (les plus colteuses) sur une machine mas-
sivement parallele, le CRAY T3D, associée a une bibliotheque de communica-
tions par échanges de messages “Parallel Virtual Machine” (PVM). Apres une
breve description de la machine et des outils utilisés (pour plus d’informations,
se reporter a [1] et a [8]), nous présenterons les différentes implémentations
effectuées, et enfin pour chacune, les performances obtenues. L’algorithme pa-
rallélisé le plus coiiteux est le gradient conjugué régularisé. Il fait intervenir des
produits matrice-vecteur et matrice transposée-vecteur. Nous présentons deux

approches pour le calcul des matrices et des produits associés.

6.1 Présentation de la machine et de PVM

6.1.1 Le CRAY T3D

La machine sur laquelle ont été effectués les tests est constituée de 128
processeurs. Chaque processeur possede sa propre mémoire et les connections

nécessaires pour communiquer avec n’importe quel autre processeur. Un pro-
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cesseur est doté de trois types de mémoire:
— La mémoire locale, de 64 Mo, c’est-a-dire 8.10° mots de 8 octets.

— La mémoire cache qui stocke les données locales les plus fréquemment ou
récemment utilisées. Elle comprend 1024 mots de 8 octets, répartis en 256

lignes.

— La mémoire “a distance” qui permet a un processeur d’accéder a la mé-
moire locale de n’importe quel autre processeur. La distance entre deux
processeurs n’augmente le temps de communication que de fagon négli-
geable par rapport au cotit méme d’une communication, et c¢’est un point

dont nous ne tiendrons pas compte dans la parallélisation.

La communication entre deux processeurs se fait de la facon suivante: deux
types d’information transitent: des requétes et des réponses. De plus, seuls les
deux processeurs invoqués dans la communication entrent en jeu. Les proces-
seurs intermédiaires sont transparents pour 'utilisateur, un contréleur de circuit
gérant le trajet des informations. L’information se déplace dans la direction X,
puis dans la direction Y et enfin dans la direction Z. Les communications peu-
vent étre plus ou moins explicites. Soit on indique dans le code qu’une informa-
tion va étre communiquée entre certains processeurs, soit, par défaut, une don-
née est accessible par tous les processeurs, sans avoir a expliciter sa localisation.
Deux processeurs quelconques ont ainsi la possibilité d’échanger des informa-
tions. En particulier, les processeurs se trouvant sur les sommets de la structure
peuvent communiquer. Si on décrit les liens possibles entre les processeurs d’un

réseau, on obtient la structure réelle du CRAY T3D, un tore (voir figure 6.1).

6.1.2 La bibliotheque PVM

Cette bibliotheque permet de faire fonctionner un réseau d’ordinateurs hé-

térogenes comme une machine parallele. Un avantage important de PVM est sa
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e

B

Fic. 6.1 - tore tridimensionnel sur 8 processeurs

portabilité, moyennant une recompilation des codes. Ce systeme est composé

de deux parties:

— Un “démon”, qui réside sur toutes les machines constituant la machine
parallele virtuelle. L’utilisateur lance le démon PVM sur une machine s’il
désire qu’elle rejoigne le réseau. Les processus sont différenciés par un

identificateur (entier tid).

— Une librairie contenant toutes les fonctions de communications, d’inter-

face,... .

Il est par ailleurs possible d’utiliser PVM sur le CRAY T3D. On ne peut
faire exécuter qu’un seul processus par processeur, donc chaque processus est
identifié par un processeur. Par exemple, si on exécute un programme sur 8
processeurs, ils seront numérotés de 0 a 7, ce qui simplifie Iidentification d’un

processus pour l'utilisateur.

6.1.3 Modes de communication

Suivant la répartition des données sur les processeurs ou l'algorithme de
calcul, plusieurs modes de communication sont envisagés. Les deux modes que

nous avons principalement utilisés sont la réduction/diffusion et la circulation
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sur un anneau de processeurs.

— La réduction : si chaque processeur possede des résultats partiels, et que
ces résultats doivent par exemple étre stockés dans un fichier, ils doivent
étre accessibles. Un processeur est désigné pour recevoir toutes les in-
formations partielles et les stocker dans sa mémoire locale, pour ensuite

procéder au stockage dans un fichier, voir figure 6.2.

— La diffusion : I'information doit étre donnée a tous les processeurs. Par
exemple, la lecture d’un fichier se fait sur un processeur (lecture et sto-
ckage dans un buffer), et I'information contenue dans ce buffer est ensuite

diffusée a I’ensemble des processeurs.

Fic. 6.2 - Gauche : Uinformation est récupérée sur le processeur 0: réduction

- Droite : Uinformation est donnée a tous les processeurs: diffusion

— La circulation sur un anneau: Elle se produit par exemple quand chaque
processeur possede un résultat partiel concernant des données non distri-
buées. Pour mettre a jour les données, chaque processeur doit envoyer a
tous les autres ses informations locales et de plus doit recevoir de tous les
autres processeurs les informations qu’ils contiennent. On forme alors une
structure en anneau ou chaque noeud est un processeur, et les informa-
tions stockées dans un buffer circulent de noeud en noeud jusqu’au retour

de I'information sur son noeud d’origine, voir figure 6.3.
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buffer(pel) buffer(pe2)
buffer(ped) buffer(pel)

buffer(ped)
Pel Pe2

buffer(pe2)

buffer(pel)

buffer(pe2) buffer(pe3) buffer(pel)

Pe4 Pe3
buffer(pe2)

buffer(pe3) buffer(ped) buffer(pe3)

buffer(pe3) buffer(pe2)

Fic. 6.3 - Circulation sur un anneau

6.2 Les matrices “ART” - algorithmes de calcul

Les modes de calcul et de stockage de la matrice jouent un role essentiel
dans la parallélisation. Du mode de calcul découle souvent le mode de stockage.
On rappelle que €2 est le support de la fonction a discrétiser. Dans le cas des
méthodes algébriques (cf § 1-4-2), Q est discrétisé en pixels S;,j = 1...M
(2 est un carré de coté c). D’autre part, la géométrie de mesures est définie
par un ensemble de droites L;,7 = 1...N. Un élément A;; de la matrice ART
A(N X M) est la mesure de l'intersection entre une droite L; et un pixel S;:
A = #(L; N S;), ot #E désigne la longueur de . La matrice ainsi définie
est creuse, une droite intersectant au plus 2v/M pixels (cf §1-4-2), mais non

structurée. Deux modes de calcul de la matrice sont envisageables :

— Le mode “ray-tracing”consiste a calculer pour chaque droite les intersec-

tions avec les pixels rencontrés.

— Le mode “ray-tracing transposé” consiste pour chaque pixel, a calculer les

intersections avec les droites qui le coupent.

“Mode Ray-Tracing”

C’est 'algorithme de calcul le plus naturel. Les éléments de la matrice sont
calculés ligne par ligne. Pour chaque droite de rayonnement, on suit son par-

cours dans la grille de pixels et pour chaque pixel intersecté, on calcule cette
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intersection. Pour stocker cette matrice, sont définis deux tableaux: le pre-
mier contient les valeurs des intersections non nulles et le deuxieme, tableau
d’indirections contient les numéros des pixels correspondant aux intersections
calculées. Si on a N droites de mesure et M pixels alors le tableau T stockant
les valeurs des intersections sera de dimension N x 2¢/M. On ajoutera un ta-
bleau d’indirections J tel que T[i, k] = A(¢,J (7, k)), voir figure 6.4. On aurait
pu aussi utiliser un stockage de type morse compressé, le gain en mémoire étant
probablement multiplié par 2. Nous avons choisi le premier mode de stockage,
la taille des matrices ainsi stockées restant raisonnable. Pour des problemes de
dimension 3, il faudrait utiliser le stockage morse compressé dans la mesure ot
le stockage est encore envisageable (la matrice n’est généralement pas stockée

et les éléments sont recalculés).

~4&_ d1 7| 1] 15
3\%

a?\% - Lignei du tableau de valeurs et de I’indirection
2 6 10 14
\ T[i,.] = (d1,d2,d3,d4,d5,0,0,0)
1 5 9 13 Li

Ji,] = (3,7,6,10,14,0,0,0)

Fic. 6.4 - Mode “ray-tracing”

“Mode Ray-Tracing Transposé”

Les éléments de la matrice sont calculés colonne par colonne. Pour chaque
pixel, sont calculées les droites qui le coupent. Prenons le probléeme en géométrie
parallele : pour chaque position de source donnée, au plus une seule droite doit
intersecter un pixel; ceci signifie que I’ecart entre deux droites de mesures (pour
une position de source donnée) doit étre supérieur a la diagonale d’un pixel, voir
figure 6.5. Si on note As le pas de discrétisation entre deux droites et h la largeur
d’un pixel, on a la relation: As > hy/2

Si le nombre maximum de droites intersectant un pixel est N*, et que le
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\AS
As

As>hl/2 As<hV/2
Fic. 6.5 - Droites intersectant un pizel.

nombre de pixels est M alors le tableau stockant les valeurs des intersections
sera de dimension M X N* et lui sera associé un tableau d’indirections .J tel
que T[i, k] = A(J (¢, k), k) (voir figure 6.6). En pratique, le nombre d’éléments

non-nuls est le méme, la dimension de la matrice est inchangée par rapport

au premier mode de calcul et donc N* = N (elle est stockée sous sa forme
transposée).
, L(i+2NT)
L(i+3NT)
Lignej du tableau T .
L(3i+NT)
T[j,]=[d1,d2,d3,04,...] pixel |
d4
T, J=10i+NLi+2NT,i+3NT,..] L0
i
NT est e nombre de trandlations d;/
pour une position de source $o” d3

Fic. 6.6 - Mode ray-tracing transposé
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6.3 Parallélisation des produits “matrice-vecteur” et

“matrice transposée-vecteur”

Dans cette section nous étudions I'influence du mode de calcul sur I'implé-
mentation parallele de ces deux opérations. Le mode “ray-tracing transposé”
semble le plus performant pour une mise en oeuvre parallele ([19]).

Les produits matrice-vecteur et matrice transposée-vecteur apparaissant
dans l’algorithme du gradient conjugué régularisé constituent les opérations
les plus coiiteuses. Apres avoir présenté I'algorithme, nous explicitons la paral-

lélisation de ces deux produits, suivant le mode de calcul de la matrice envisagé.

6.3.1 Rappel de ’algorithme du gradient conjugué du systeme

régularisé
Nous rappelons que le probleme de minimisation est:

min_[|[AX — G||* + 7| A X + 7o AXC?

XeIrRM

La solution est donnée par:
X, =S7TATG, avee S, = (A"A + 7T AL+ 70N
ou:
— X, est la solution régularisée.
— (' le vecteur contenant les mesures.

— 7= (7¢,7)": les parametres de régularisation pour a grille de pixels de la
région d’intérét (haute résolution) et la grille de pixels extérieure (basse

résolution).
~ A est un laplacien adapté tel que AX = (A'X! AcXe).

Acc Ac,l
— A est la matrice ART formée de 4 blocs: A = , A€ est la
Abe ALl

matrice d’intersections entre la grille de pixels basse résolution et le jeu
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de mesures complet, A%’ est la matrice d’intersections entre la grille de
pixels haute résolution et le jeu de mesures complet, A*¢ est la matrice
d’intersections entre la grille de pixels basse résolution et le jeu de mesures
portant sur la région d’intérét, A" est la matrice d’intersections entre la
grille de pixels haute résolution et le jeu de mesures portant sur la région

d’intéret.

Le parametre de régularisation est estimé par validation croisée généralisée sto-
chastique, et cette méthode, pour un parametre fixé nécessite deux algorithmes
de gradient conjugué. La parallélisation sera axée sur cette méthode de résolu-

tion.

L’algorithme de gradient conjugué ([46])
— X, donné
- Fh=Ry=G - AX,
Pour £ =0,1,...

1. Oék_—“—“—Rk °

T <S- Py, Py>
2. Xppr = Xy +ap B
3. Rk+1 = Rk - OékSTPk

_ Bl
4. ﬁk+1 GAE

5. Pop1 = Rygr + 51 By

Le test d’arrét porte sur || Ryl
L’opération la plus coiiteuse est le produit S, P, = (A'A+ A)P,. Il nécessite

tout d’abord le calcul de AP, puis le produit du résultat par A°.
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6.3.2 Parallélisation en mode “Ray-tracing”

Un élément A(¢,j) de la matrice devient T[i, J[¢, k]], ot T est le tableau
contenant les valeurs et .J le tableau d’indirections. T est de dimensions N X
2v/ M. Dans ce mode d’adressage, les données sont distribuées de facon naturelle,

et la matrice est distribuée en lignes.

Produit YV = AX

Si le vecteur X n’est pas distribué (présent dans sa globalité sur tous les
processeurs), alors aucune communication n’est effectuée pour le calcul de AX
et le vecteur Y est distribué:

Pour tout processeur PFE;

pour tout : distribué sur PF;

Y[d =32, T, kIX[J[2, k)

Produit X = A'Y

Sur chaque processeur, on n’obtient que des résultats partiels. Pour que le
vecteur X soit présent sur tous les processeurs, il faut envisager de communiquer
chaque résultat partiel de chaque processeur sur tous les autres processeurs.

Pour tout processeur PFE;

pour tout : distribué sur PF;
pour tout k
X [l ) = Xom [0, K]) + T, YT
Envoyer Xpg, a tous les autres processeurs
Recevoir Xpp/,l' #1,I'=1...4PFE

.. _ #PE
Mise a jour Xpg, = Xpg, + 21121,117&1 XPE,’

6.3.3 Parallélisation en mode “ray-tracing transposé”

Dans ce mode de calcul, A est stockée sous sa forme transposée. Le tableau

T est de dimensions M x N* et l'indirection associée est telle que: T*[j, k] =
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A(J[j, k], 7). Le vecteur X est distribué naturellement et A est distribuée en

colonnes.

Produit YV = AX

Sur chaque processeur, on n’obtient que des résultats partiels. Pour que le
vecteur Y soit complet sur tous les processeurs, il faut envisager de communi-
quer chaque résultat partiel de chaque processeur sur tous les autres processeurs.

Pour tout processeur PFE;

pour tout j distribué sur PFE;

Y[JG, k] =Y, kIl + T'[, k1 XTj]

Produit X = A'Y

Si le vecteur Y est dupliqué sur tous les processeurs, alors aucune commu-
nication n’est effectuée pour le calcul de A'Y et le vecteur X est distribué:
Pour tout processeur PFE;

pour tout j distribué sur PFE;

X[1= 2T, KIY 15, K]

6.4 Résultats et discussion

Le cotit d’un gradient conjugué a été mesuré, suivant les deux modes de cal-
cul de la matrice. Les tests ont été effectués sur le Cray T3D. Le temps mesuré
est le temps maximun d’exécution sur les processeurs: 7' = max;(71};), ou ¢ est le
ieme processeur. La figure 6.7 montre les temps mesurés en fonction du nombre
de processeurs pris en compte dans I’exécution. Les deux jeux de données ont
chacun 80 x 51 mesures. Le rayon de la région d’intérét est de 0.5. Le nombre
de pixels est le méme dans chaque zone: 64 x 64, soit une résolution deux fois
plus fine dans la région d’intérét. Les temps séquentiels sont assez similaires.
Par contre pour un nombre croissant de processeurs, la différence de comporte-

ment devient plus importante. Le mode “ray-tracing transposé” est nettement
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meilleur en parallele. D’autre part, un trop grand nombre de processeurs mis
en jeu dégrade les performances et la parallélisation est avantageuse pour 16

processeurs. Le mode “ray-tracing transposé” semble beaucoup mieux adapté a

80
70 8
6.0
5.0
40
30
20
10 ||

00,

®—® Ray-tracing
A—A Ray-tracing transpose

max(ti)

T=i

.0 lé.O 32‘.0 48‘.0 611.0 86.0 Qé,O 11‘2.0 128.0
Nombre de processeurs

Fic. 6.7 - Mesures de temps sur le Cray T3D

une parallélisation car le vecteur inconnu X est distribué naturellement. Dans
le mode “ray-tracing”, le vecteur X est stocké sur tous les processeurs, ainsi
que les vecteurs intervenant dans I'algorithme de gradient conjugué. Ceci im-
plique des remises a jour de vecteur par réduction, ce qui n’est pas le cas dans
le mode “ray-tracing transposé” car ces vecteurs sont alors naturellement dis-
tribués. Pour le produit “matrice-vecteur” et “matrice transposée-vecteur”, les
1
deux modes de calcul sont similaires. La différence se fait au niveau de la remise
a jour des vecteurs dans le gradient conjugué (voir les instructions 2 et 5 de

lalgorithme).
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Conclusion

Le travail que nous avons présenté peut se résumer en trois parties relative-
ment distinctes.

La premiere partie a fait 'objet d’une étude détaillée sur les méthodes en
tomographie et surtout en tomographie locale. Nous avons dans un premier
temps évoqué les difficultés de la reconstruction a partir de données tronquées,
et en particulier la non-unicité. Nous avons décrit a travers un état de D’art
les différentes méthodes existantes pour résoudre le probleme local. La lambda-
tomographie, ainsi que la tomographie pseudo-locale sont certainement les mé-
thodes les plus performantes et actuellement les plus étudiées. Dans un second
temps, nous avons décrit notre approche. Elle est basée sur 'introduction d’in-
formation a priori dans le processus de reconstruction. Cette information est
donnée sous la forme de projections completes basse résolution, obtenues par
exemple avec un scanner classique. Cette information doit étre mise en corres-
pondance avec le jeu de données locales haute résolution dont on dispose (obtenu
par exemple avec des détecteurs plans, de haute résolution et de petite taille).
La partie de mise en correspondance n’a pas fait partie de notre travail. Nous
avons décrit succintement une méthode utilisant des capteurs externes pour le
recalage; cette méthode est assez lourde a mettre en oeuvre car il faut dans au
moins 'un des deux examens installer le capteur, calibrer,... . Un travail futur
serait d’étudier des méthodes de mise en correspondance sans capteur externe,
comme par exemple les méthodes de corrélation. On peut envisager également

de nouveaux types de scanner intégrant dans les détecteurs deux résolutions,
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I’une plus fine dans une région d’intérét, ceci toujours dans le but de réduire
la dose. Nous avons implémenté des algorithmes standards de reconstruction,
en tenant compte d’une part de la différence de résolution des deux jeux de
mesures et d’autres part de la haute résolution voulue dans la région d’intérét.
Ces méthodes aboutissent a des solutions quantitatives.

La deuxieme partie est consacrée a ’analyse en ondelettes. Nous avons pré-
senté en détail les différentes méthodes de reconstruction en tomographie géné-
rale et locale utilisant 'analyse en ondelettes. De nombreux algorithmes propo-
sés dans la littérature ont été implémentés. L’analyse en ondelettes continues
permet d’extraire certaines informations notamment les contours. De plus, les
filtres utilisés dans les méthodes classiques et adaptés a "analyse en ondelettes
deviennent locaux. On se rapproche ici de la tomographie locale. En effet, si
I’ondelette analysante est a support compact, alors, la reconstruction, méme en
dimension paire, aura un caractere local. Notre contribution est similaire a la
premiere partie. Nous avons mis en oeuvre certains algorithmes de reconstruc-
tion, sur des jeux de données complets, sur des jeux de données ne concernant
qu’une région d’intérét et enfin sur deux jeux de données préalablement mis
en correspondance, avec toujours cette différence de résolution dans I'image
reconstruite.

La troisieme partie, a découlé naturellement des deux premieres. En effet,
les méthodes de reconstruction sont assez coiteuses et dans notre approche,
nous augmentons considérablement la taille du probleme. Nous présentons dans
cette partie la parallélisation de certains algorithmes. Nous avons comparé les
performances de deux parallélisations possibles pour les méthodes de recons-
truction algébriques. Ces méthodes aboutissent & un systéeme linéaire. Notre
analyse montre que les performances sont modifiées suivant le mode de calcul
de la matrice envisagé.

Avant d’envisager une mise en oeuvre clinique de notre méthode, il faudra

implémenter la phase de mise en correspondance et le probleme en dimension
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3. Les algorithmes écrits en 2D devront étre adaptés. Une mise en oeuvre pa-
rallele deviendra probablement indispensable. Alors, de nombreux tests sur des
données réelles devront étre effectués, pour décider de 'implantation de nos

méthodes dans un contexte médical.
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