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Introduction

Ce travail concerne des problemes géométriques sur des polytopes nouveaux :
les sommes de Minkowski de triangles. L'origine de ce probléme est une modélisation
géométrique de la fabrication des mélanges. Une autre motivation de notre étude, est
de considérer ces objets comme une généralisation de la somme de segments, appelée
zonotope, car ces polytopes ont suscités beaucoup d'intéréts.

Les zonotopes apparaissent dans des domaines d'applications tels que :

- I'économie, ou les productions possibles d'un groupe d'entreprises sont modélisées
par un zonotope [Hil81],
- les problemes de pavages [Gro78], [Cox62].

Le terme zonoédre (zonotope de dimension 3) a été introduit E.S. Fedorov
dans le domaine de la cristallographie. L'auteur s'intéressait particulierement aux
zonoeédres qui pavent I'espace. Les zonotopes ont fait I'objet de nombreuses études qui
ont révélé leurs propriétés géométriques et combinatoires. Les principaux résultats sont
apparus dans les travaux de H.S. Coxeter, E.D. Bolker, P. McMullen et G.C.
Shephard. Citons quelques sujets d'étude :

- la caractérisation des zonotopes par des propriétés de symétrie de leur faces,
- les zones,

- les types combinatoires,

- les diagrammes projectifs pour les zonoedres.

Les zonotopes interviennent dans le modele géométrique des procédés de
fabrication de mélanges. A partir de la représentation vectorielle des produits,
P.Valentin a développé le concept de convexe de mélanges. Ce convexe est un
zonotope associé aux produits de base disponibles. Il représente I'ensemble des
mélanges faisables, de sorte que la faisabilité d'un mélange s'exprime par
I'appartenance d'un point, représentation vectorielle du mélange, au zonotope. Cette
modélisation a été a l'origine de différents travaux (cf. [Sla86], [Gir86], [Gir&Val89],
[LSV91], [Lac&Val93], [Sza9l], [Da095] ...).

En général, la facon de fabriquer un produit n'est pas unique, d'ou
I'élaboration d'un critere de gestion des mélanges. Ce critere a pour but de consommer
les produits de base de fagon a ce que les produits restant aprés fabrication du mélange
permettent de fabriquer le plus grand éventail de mélanges possibles.

Apres avoir traité le probleme d'un seul mélange, les impératifs de la fabrication
ont amené a considérer la fabrication de plusieurs mélanges. Différentes solutions ont
été envisagées avec succes pour l'utilisation du modele dans la pratique : optimisation
de la fabrication d'un mélange pour préserver les opérations futures, résolution
numérique de la fabrication de plusieurs mélanges en utilisant la programmation
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linéaire.

Pour fabriquer plusieurs mélanges, plutét qu'une stratégie séquentielle de
fabrication, ou la faisabilité d'un second mélange dépend du choix fait pour la
fabrication d'un premier mélange, on regarde si globalement ces mélanges sont
faisables. Ce probleme est énoncé sous la forme plus générédesdbilité
simultanée de q mélangeéspartir des produits de base, et est également appelé
probléme deoexistencele deux familles de vecteurs.

La modélisation géomeétrique de ce probléme introduite dans [Lac&Val93]
généralise le convexe de mélanges a celui de g-mélanges. Ces nouveaux ensembles
résultent de la somme de g-simplexes et la faisabilité simultanée des mélanges est
équivalente a lI'appartenance d'un point a ce convexe. La faisabilité simultanée de 2
melanges conduit a I'étude de la somme de triangles.

En dehors du contexte des mélanges, il nous a paru intéressant d'étudier les
sommes de triangles en tant que généralisation des sommes de segments, et d'étudier
la structure de ces polytopes et des méthodes de constructions. On pourrait élargir cette
étude aux sommes de simplexes. Cette voie n'a pas été abordée dans cette these, mais
les méthodes développées pourraient certainement s'adapter.

Dans le chapitre |, on effectue des rappels sur les polytopes et on introduit les
outils utilisés dans cette thése : les faisceaux de normales, les arrangements
d'hyperplans et le premier diagramme projectif, ainsi que les raffinements de faisceaux
de normales qui sont fondamentaux pour la suite. On rappelle également certaines
propriétés des zonotopes. Ces notions sont empruntées soit a la géométrie classique
soit a la géométri L €.

La somme 5
concernent esse \ omplexité combinatoire de la somme et sa construction.
lls s'appuient s “fille d@@a somme de polytopes faite par P. Gritzmann et B.

p triangles dans DIP) et cette complexité est atteinte.

Une propriété géométrigue similaire a celle des zones d'un zonotope est mise en
évidence. De méme gu'a un vecteur correspond une zone d'un zonotope, a un triangle
correspond trois "demi-zones" sur le polytope.

La construction en dimension 2 ne présente pas de difficulté. Sa description
nous permet d'expliquer les deux étapes de la somme. En dimension 3, la construction
est plus délicate mais on se ramene a un probléme dans le plan, de fusion de
subdivisions convexes traité par L.J. Guibas et R. Seidel dans [Gui&Sei87].

On propose, pour la construction de la somme de triangles en dimension

quelconque (®3), une méthode qui permet d'extraire la structure combinatoire du



polytope (ou graphe d'incidence) d'un arrangement d'hyperplans par des opérations de
fusion de faces.
La constructigaagtia
évidence la notion {
L'algorithme
une complexité

Qe qui résulte de la méthode, permet de bien mettre en
e I'on illustre sur un certain nombre d'exemples.
sion 3 se généralise en dimension supérieure avec

Dans le
géométrique de

pmme de triangles étudiée est issue du modele
)€e de deux mélanges. La représentation vectorielle

des produits d
I'étude menée

mlxe de dimension 6. C'est le prolongement de
2s binaires (i.e. pour une représentation vectorielle des

produits dans 1 B]. La faisabilité s'exprime par I'appartenance d'un
point au convexe de 2-mélanges, ceci a orienté notre étude vers I'énumération des
facettes du convexe. Celles-ci permettent d'obtenir un systeme d'inégalités équivalent a
la faisabilité des deux mélanges.

Cette énumération a permis d'établir la "lecture” des facettes a partir du premier
diagramme projectif. Il en résulte également que le nombre de facettes peut atteindre
O(p®) pour p produits de bases. Le cas de la sélectivité réguliére, c'est a dire celui ou
tout vecteur n'est pas combinaison linéaire positive des autres, donne lieu a une
propriété remarquable : les mélanges Bt M, sont simultanément faisables si et
seulement si chacun des mélanges M-, et M; + M, est faisable. Ceci correspond
effectivement a une dégénérescence du convexe de 2-mélanges qui ne comporte plus
que O(p) facettes. Cette simplification avait déja été observée dans la fabrication d'un
seul mélange, et interprétée par une dégénérescence du zonoedre [Lac&Sza96].

Dans le chapitre 1V, on aborde le sujet de la décomposition d'un polytope en
somme de polytopes. On donne un apercu des résultats existants. Dans le plan tout
polygone convexe peut s'écrire comme la somme de segments et de triangles. En
dimension supérieure le probleme de décomposition est beaucoup plus complexe.

On propose une expression de la "soustraction” a un convexe d'un de ses
sommandes, sous forme d'intersection de translatés. Et on tente d'examiner ce que
cette expression peut apporter du point de vue algorithmique.
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Chapitre |

Polytopes et Somme de MinkowskKi :
Rappels

Introduction

Les polytopes convexes ont donné lieu a de nombreuses études. Elles portent sur
des aspects combinatoires et géomeétriques, ou encore sur des problemes de pavage par
des polytopes. On trouvera dans les ouvrages suivants un éventail des problemes
abordés : B. Grinbaum [Gru63], P. McMullen & G.C. Shephard [McM&She71] et
G.M. Ziegler [Zie95].

Ce chapitre est une introduction aux problemes posés dans cette these : ony
décrit les notions fondamentales pour I'étude et la construction de la somme de
Minkowski de polytopes. L'exemple des zonotopes donne une illustration des
problémes traités.

La premiére partie est consacrée a des rappels sur les polytopes et sur les outils
lies a la somme de Minkowski de polytopes. La plupart des notions décrites sont
spécifiques au cas des polytopes convexes, dans lequel notre probléme se pose :
hyperplan d'appui, et faisceau de normales.

Le principal outil de notre étude est le faisceau de normales d'un polytope qui
permettra de calculer la somme de polytopes avec sa géométrie et sa combinatoire. C'est
un complexe polyédrique particulier. Il permet de ramener la somme de polytopes au
calcul du raffinement commun de faisceaux de normales.

Dans la seconde partie, nous présentons les zonotopes, cas particulier de la
somme de Minkowski, abondamment étudié par les géométres. Les principaux résultats
sont la caractérisation des zonotopes par des propriétés géométriques de leurs faces,
leur lien avec les arrangements d'hyperplans (outil usuel de la géométrie algorithmique),
et les diagrammes projectifs associés aux zonoedres.
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1. Rappels,définitions et notations

Dans tout ce qu alace dans l'espalille ensialn, muni du
produit scalaire Euclidig
1.1. Somme de Min
Définition 1 : Lasom M ousomme vectoriellede deux ensembles

guelconque® etQ de

Définition 2 : SoitP
dans la direction O
h(P u) = sup\<x u) /xOP }

Propriété 1 [Vale64]: SoientP un ensemble convexe (
fonction support, alorB vérifie :

P={x /(xu)<h(Pu) pour touu O

Ainsi, un ensemble convexe compact est complétement déterminé par sa fonction
support. De sorte qu'on peut exprimer la somme de Minkowski de tels ensembles par
leurs fonctions supports.
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Propriété 2 [Gri67]: SoientP etQ deux ensembles conve
et h@Q, .) leurs fonctions supports respectives. La so
étant I'ensemble convexe fermé dont la fonction support est

hP+Q,u) = h(P,u) + h(Q,u), pour touu [

Dans le cas des polytopes, la somme de Minkowski peut également s'exprimer
de la fagon suivante :
Propriété 3 : SoientP etQ des polytopes. Soiept (i=1,..., K les sommets de
Petqg (=1,..,m les sommets d@.
P+Q = Conv {pi+ ¢ /i=1,..., ketj=1,..., m},
ou Conv désigne I'enveloppe convexe.

1.2. Outils pour la somme de Minkowski de polytopes

Dans ce paragraphe, nous introduisons les principales notions et notations
relatives aux polytopes. On rappelle, pour commencer, les définitions des hyperplans
d'appui, des points d'appui et des k-faces d'un polytope. Puis, on introduit les notions
de cone normal a une face d'un polytope et g normales d'un polytope.
Toutes ces notions seront fortement utiles par s de détails, on peut se
référer a [Gri&Stu91l] et [Gru67].

* Polytopes

Définition 3 : Un polytopeP est une partie de
ensemble fini de points.

De fagon équivalente, un polytope est défini comme une partie borné@itle
intersection finie de demi-espaces fermés.

bppe convexe

On trouvera donc les deux expressions suivantes pour définir un pd¥ytope
- P=Conv ), ouV =ensemble des sommetsRkie

- P= n Hj, ou H estle demi-espace fermé de frontiére I'hyperplan H

Figure 2 : P enveloppe convexe de ses sommets, ou intersection de demi-plans.



» Hyperplans d'appui, points d'appui €

Définition 4 : SoientS un ensemble ¢
appellehyperplan d'appuide Sde normal
H(S,U ={x O

Remarque 2 : L'hyperplan d'appui(S,J doit vérifier :

- S est contenu dans le demi espace fermé de normale extéuielékémité par
H(S.U,

-et H(S,y nS# 0.

Figure 3 : Hyperplan d'appui.

Définition 5 : Si P est un polytope, alors

FP,u=HPu)nP
est une face dP (ensemble depoints d'appui). On parlera d&-facedeP pour
désigner une facgé(P,u) de dimensiork (0< k < n-1). La dimension dé-(P,u)
est celle du plus petit sous espace affine contén®#u).

On remarque que la faégqP,u) est constituée de I'ensemble des point®de
qui maximisent la fonctionnelle linéaixe— (x,u),
F(Pu) = {x OP /{(xu)= MaxyDP<y,u>}.

~ — FP,u) =P nH(P,u)

o= ] — H(P,U)

0]
Figure 4 : Ensemble des points d'appul.



Les O-facé c ' : Bppelées respectivement

sommets, arétes . ( @mn). De la méme facon, on
parlera den-polytopepou nsmon

Onnote: P)TI ension k pour k = 0,.n;1.
f(P ) désigne le carding ble de toutes les facedde

Remarque 3 : SoientP unn-polytope et {,,..., fr,_,p)} 'ensemble de ses facettes.
A chague facettg correspond le demi-espace ferig contenan® et délimité par
I'nyperplan d'appui §.

La représentation minimalde P, sous forme d'intersectio
fermés, est donnée par :

demi-espaces

Cette représentation est ditg
espacesl;” sans modifieP.

upprimer I'un des demi-

Définition 6 : On dit quef etg sontincidentessif & A ou sig

5 et dimf = dimg -1, alg sous-face

es seront fréquemment utilé ite.

Propriété 4 .., Pcdes polytopes de P soitl un
vecteur de lation

F(P1+... +Py,u) = F (Py,u)+...+F (Py,u).
Exemple :

. FP, +Pu) =

\\F(Pz,u) FP.u) +F(P,,u)

Figure 5 : Points d'appui dans une direction donnée.
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Dans certains article ) >f@lition suivante (cf.
[Gri&Stu93]) :

En fait

ou Int Rel (S) désigne l'intérieur st a dire l'intérieur de
I'ensemble S pris dans le plus petit

Et réciproquement

ou Cl désigne la fermeture d'un ensemble.

Dans toute la sugeggatilicera la définition (*).

Figure 6 : Cones de normales.
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Définition 8 : On appellefaisqme ormal fan")
I'ensemble des cones norm P eton le note

Exemple :

~
~

Figure 7 : Un cube et

* Propriétés du faisceg ﬁ

Définition 9 [Gru67]: U
(i) Toute face d'un H

(i) L'intersection d¥

donc un élément de d'aprée

DI St Epeléeo L 4 .
d o[ -

Propriété 6 : L'ensemyg Dlixe de legec

est constitué de coni® (g8 driques de ensSion

L'ensemble d4s , (P), do une part ‘

formée de cbnes polY qué

Propriété 7 : nt donné B, I'applicgimon qui @ sso(
une bijection € P) et I giscea e normalg$’ _—
A chaq én-Jlcellule de (PR

n-1. (Voir figu

Propriéas 8 : @ibient ytopRe. Sif est incluse dang,
alors (g, inclus da
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Figure 8 : RjSce

Les définitions suivantes s®
de normales assggiés alamanlyto

Définition 108 U
seulement si to

Ceci incir u
Définition 11
seulementsi 'e

Définition 12 :
communde et g

c'estadire le p

Propriété 9 : §

(T7 (

(T )=

Figure 9 : Raffinement commun des faisceaux de normales de deux triangles.

(T
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Définition 13 : do Oyt QP ond
ntreP etR bih R ciR' QPPMEmet

ijeCliveentre® “mble &2
Mites les faces dg telle g

t a dife &i etf, deux faces W te

@ f S t eme

F |
sont tels qu® -
e bijection entr® et tellej@®e la facé

deP et la face (f) d€ méme con
2-  Pour que deux @lllygones aientiadi G ol binatoire il suffit qu'ils aient le

méme nombre de cotés ‘ -
- ’

* Rappels et notations sur les arrange VPE 5 b jitre 1])

SoitH un ensemble de hyperplans de

Un arrangement d'hyperplans daniist il partiti
ensembleH d'hyperplans. Il est constitué d'un ensem{iie dilcellul@g de dimension 0 &
n. Lesn-cellules de 'arrangement sont depolytopes cliE, Non essairement
bornés, qui sont les plus grands ensembles de pointdl& It pas sEMrés par un
hyperplan deH. L'intérieur relatif des k-faces @ k < n-1) de cem-polytopes
forment les k-cellules de I'arrangement.

‘espde induite par un

description ci-dessus

suite, on considérera (
des k-faces du partitionnement.
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On note :
- f(H) le nombre de k-faces d'un arrangemeiT);
- ff(“)(p) = max{ f«(H) / H ensemble d@ hyperplans de

sur tous les arrangementsplbyperplans,
- ik(H) le nombre d'incidences entre k-faces et (k+1)-f3ue lement,

- et fk”)(p) =max { ik(H) / H ensemble dp hyperplans de

Propriété 10 [Ede86] : Poun>1letp=>1,

Définition 14 : Un arrangement ( ‘ ns de (
toute intersection de hyperplans dél est reduite a un point et | tion de
n+1 hyperplans dél est vide.

Les arrangements simples max ombre de f ires de faces

Propriété 11 [Ede86] : SoitH un ense g erplans de
i i(n)
i "(P)

Une autre expression (équivalente) gl‘é(p) est donnée par R.C. Buck (cf.
[Buc43]) :
O=C" 5 Coun (1)
i=0,..k
Dans cet article, I'auteur donne également le nombre de faces b{j}?ﬂ(gﬁgg‘p) d'un
arrangement simple.
Propriété 12 [Buc43]:
f(kn )bornéép) = _ Z (_1)n+i Cin-k Cp (2)

i=n-k,...,n
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2. Zonotopes

Dans ce paragraphe, nous rappelons les principaux résultats relatifs au cas
particulier de la somme de Minkowski de segments de droites.

2.1 Définitions et propriétés

Définition 15 : Unzonotopeest un polytope défini par la somme de Minkowski de
segments de droites fermés

D'apres la remarque 1 (Ziegler), un zonotope sommp segments est la
projection d'un parallélotope de dimensppn

Ces polytopes patrticuliers ont fait I'objet de nombreuses études de la part de
Coxeter, McMullen, Shephard... Dans leurs travaux Coxeter et Fedorov traitent des
zonotopes de dimension 2 et 3 appelés respectivement zonogones et zonoedres.

Exemple :
Zonoédre : Somme de segments
/ —_—
/
/
O
O
Figure 11 : Zonoédre somme de quatre
Définition 16 : Soient N, N, ..., N, des vecteurs de Al SSOCié a
ces vecteurs s'écrit :
Z( Ny,..., Ny = z 10, N, (3).
i=1,...p

Tout zonotope s'écrit sous cette forme a une translation pres. En effet, soit le Z'

zonotope défini par Z' = Z 'Aj, Bij|. Si on pose NBj-Aj, on a
i=1,..., p

Z'= Z A + Z [0, B-Aj] = Z A+ Z(Ny,..., Np).

i=1,....p i=1,....p i=1,....p
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Ainsi sans perte de généralité, on parlera, dans la suite, de zonotope de la forme
(3), associé a un ensemble de vecteurs.

Les zonotopes prés Qoriétés géométriques remarquables.

Soit Z le zonotope :
de symeétrie, le point | obte

teursy{N., No}. Z admet comme centre

i=1,...p
Or

N; si Nu) >0,
F([O, Ni],u) = [0, Nﬂ Si<Ni,U> =0,
\ 0 Si{Nj,u) <0.

Donc toute face d2 s'écrit sous la forme :

FZ,u) = N + [0, N, 4)

i=1,.., pgod uN>0 i=1,.., pgod uN=0

c'est & dire comme étant la somme de segments.FBn) est un zonotope.

Ceci entraine que toute face d'un zonotope est a symétrie centrale. La réciproque
est vraie, d'ou la caractérisation suivante des zonotopes donnée dans [She67].
Propriété 13 : Un zonotope est un polyto centrale, dont toutes les faces
sont a symétrie centrale.

Remarque 5 :
- Tout polygone (en dimension 2) a s
- Par contre un polytope a symeétri

(n=3). Par exemple le cocube
Ch :{(xl, X2...y X ) O

le est un zonotope.
pas forcément un zonotope

est a symétrie centrale, mais porBrses 2-faces sont des triangles, donc ce n'est pas
un zonotope.
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Figure 12 : Cocube de dimension 3.

A. D. Alexandrov donne la propriété suivante.
Propriété 14 [Ale33]: SoitP un polyedre (i.e. un polytope de dimension 3). Si
toutes ses facettes sont a symétrie centrale, Rlest & symeétrie centrale (donc c'est
un zonoedre).

Cette propriété a été généralisée par Shephard en dimension quelconque.
Théoréme 1[She67] Si toutes les j-faces d'un n-polytofesont a symétrie
centrale, ou j est un entier donné vérifiagt 2< n, alors les k-faces de sont a
symeétrie centrale pour tout k tel que k < n.

P étant lui méme considéré comme wAkace, le théoreme implique gieest
a symétrie centrale.

Si on appliqgue ce théoréeme avec j = 2, on obtient une caractérisation des
zonotopes (cf. [McM 70]).
Propriété 15 : Un polytope dont toutes les faces de dimension deux sont & symétrie
centrale est un zonotope.

En effet, du théoreme 1 on déduit que toutes les k-faces du polytope sont a

symétrie centrale poueR (pour k= 0 et 1 c'est toujours le cas), donc un tel polytope
est un zonotope (d'apres la propriété 13).

2.2 Zonotopes et arrangements d'hyperplans
Dans ce paragraphe, on rappelle la relation entre les zonotopes et les

arrangements d'hyperplans, et comment elle permet de calculer le nombre de faces d'un
zonotope.
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* Lien entre arrangement d'hyperplans et zonotopes

Le
orthogon
frontiere

associé

ormales associé a un segment est constitué de I'hyperplan H
et privé de l'origine, ainsi que des deux demi-espaces fermés de
I'origine. Or eslap € 9, le fgikceau de normales

z 0, tler t congliiun des fgj

Posons H = {H;

est le complexepolys & e me yperpld
dire, toute cellulSge ée de I'8 e.

L'arrangement ( ditcent 5 hyperplans passent par l'origine.

e Complexité de Z et de (

Notation : Une fonction g(p) , Si et seulement si, il existe un entier

Po et une constantetels que :

H). ) p)
Une fonc st dite en(h(g SCUMment si, il exi
conse ; que : ‘
Op=po, dEh(P ¢ h(p).
-

Lagdmplé de 7 elle de
( est pas 5 0
Cependant, on peut faircjes
Si les segmepts quUEENge

tout n-uplet de gmals, le
l'intersection de ( gvec un
arrangement simple de dimensiosl.
affines de dimension-2 définis par G=

De méme, si on prend l'intersection dé . rapport a

Mrangement(

Gi, G U G} de sous espaces affines de dimensi@hdans F].
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Les hyperpl
incluses dans I'h
I'origine). Da : & Ont TR US

cune face d Vo’
On co i FiChant queEEEEE k-face dé bupe :
plarfg 6u {1) en une (k-1)-face bornée dg

bornées. D'ou

fH2) = fa(G+ "6z,
en remplagantfy(Gy) et £%"9G,") par les expressions (1) et (2) & P(p) et
f(n-1) {p), on obtient :

k-1, borné
fi(Hz) = 2G5 S
j=0,... k-

Et d'apres la correspondance entre k-faces d (n-k)-faces de son faisceau

de normales, on retrouve le résultat :
Propriété 16 [Gri&Stu93] : Le nomj
somme d¢ segments en position gé

f(Z) = fn k(HZ)

ope généré par la
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 Zone du zonotope et zone dans l'arrangement d'hyperplans

Définition 17 : On appellezoneassociée au segmeft N;|, I'ensemble des faces
du zonotope Z(N,..., Ny) qui sont l'intersection de Z(N..., N,) avec un hyperplan
d'appui de normale orthogonale au vectgur N

Si les vecteurs N(i -1
zonotope avec p zones.

En dimension 3, l'aréte commune entre 2 facettes adjacentes de la zone est
parallele au segmelrt, N;|.

0) sont deux a deux non colinéaires alors Z est un

Figure 14 : Zonoedrgeet ' des segments.

Dans l'arrangement " : : 3 ee a |

formée de I'ensemble des fac g par Het de leurs faces
incidentes.
Les cOnes normau

[0, N, sont les faces de (

Cellules de l'arrangement appartenant a
la zone associée a h :

e eto O-cellules
—_— 1-cellules

2-cellules

Coénes normaux aux faces d'une zone de Z :

S
o N
N

Figure 15 : Zone d'un arrangement de droites.



Polytopes et Somme de Minkwoski : Rappels 21

2.3 Diagrammes

Des diagrammes spécifiques ont été associés aux zona
zonal" [McM71], le premier diagramme projectif et le deuxieme
[Cox62].

Dans le chapitre Ill, on utilisera la notion de p
introduite par Coxeter dans [Cox62] pour la classifi

permettra de représenter

linéaires. On
plinéaires par leur

On suppose que le
pourra toujours se rame
vecteur somme.

SOit{Nl, No,..., Np

sont tels qu'il existg [
en remplagant lesiNels que Nj, u) < 0, p
translaté de Z(N,..., Ny) par le vecteur -}

Soit Iy, le plan défini par :
Définition 18 : On appellepremier diagramme projectiissocié aux vecteurs
{N1, Na,..., Ny}, le diagramme dans le plél, construit de la maniére suivante :

Pour chaque Non calcule Pl'intersection de la demi-droite d'origine O passant
par N, avec le plarfil,. Dans ce plan, on considere I'ensemble des droites passant par

deux points distincts d®, P»,..., B).

‘3’\\
/2N \NEC

Figure 16 : Premier Diagramme projectif.
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Soient u O}t le pla u ={x/xu)=0}. Soit O, la droite
d'intersection entrél, et[]y. La droite [} est orientée de telle sorte que la partie du plan
My a droite de R(quand on voit le plafl,, depuis un point x tel quex, 1) >1), notée

4, corresponde a la projection du demi-esgage { x/(x,u)> 0} surlly,.

Pour tout vecteur N[, son image Rdans le P.D.P. appartient au demi-plan
D{, de méme que siNI[]y, alors ROD,. Et d'apres I'expression (4) &%Z,u), on
voit que si la droite Pcontient :

- aucun point R alorsFZ,u) est un sommet de Z,

- un point B, alorsF(Z,u) est une aréte de Z,

- deux points Pou plus, alor${(Z,u) est une facette de Z.

On peut donc décrire les faces du zonoedre ZE [0, N;|, & partir du P.D.P.
i=1,..., p

Dans I'exemple ci-dessoUqZ,u) est un sommet de Z.
. Di
* P tel que(Nj, u) <0 7

Figure 17 : Premier Diagramme Projectif associé aux vecteyrs N

Dans le chapitre Ill, on rappellera comment on peut décrire les faces du zonoedre

Z= Z |0, Ni|, a partir du P.D.P. On introduira également le deuxiéme diagramme
i=1,..., p
projectif.
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Chapitre |l

Sommes de Minkowski de Triangles

Introduction

Les zonotopes sont la somme de simplexes de dimension 1 (segments). Ces
polytopes présentent des propriétés géométriques remarquables (voir chapitre 1). Une
perspective de généralisation des zonotopes est de prendre la somme de simplexes et en
particuliers de triangles.

Dans la premiére partie, on présente certains résultats de Gritzmann et Sturmfels
sur la somme de polytopes (cf. [Gri&Stu93]) qui nous seront utiles par la suite. Il s'agit
de résultats combinatoires et d'un algorithme de construction.

La seconde partie porte sur I'étude de la somme de triangles. Elle traite essen-
tiellement de sa complexité, a savoir le comportement asymptotique du nombre de faces
en fonction du nombre de triangles. Sur I'aspect géométrique, on ne retrouve pas les
propriétés de symétrie des zonotopes. Par contre la propriété de zone se "généralise”,
sous la forme de trois "demi-zones" associées a chaque triangle. Cette notion est
illustrée en dimension 3.

La derniére partie est consacrée au probléme de construction de la somme de
triangles. Les méthodes proposées reposent essentiellement sur les faisceaux de
normales. Des méthodes spécifiques aux dimensions 2 et 3 sont décrites. Elles utilisent
des résultats classiques de géométrie algorithmique (fusion de subdivisions planes). La
difficulté, pour généraliser la méthode en dimension supérieure, est le calcul du
raffinement commun des faisceaux de normales. On propose une méthode qui calcule le
raffinement de faisceau de normales en fusionnant des faces d'un arrangement
d'hyperplans. La méthode est décrite en dimension 3 et elle est généralisable en
dimension quelconque.
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Dans ce chapitre, on reprendra les ites dans le chapitre 1.

1. Généralités

Dans ce paragraphe, on rappelle ltats concernant la somme de
polytopes (voir [Gri&Stu93]).
Soient R, P,..., B p polytopes de

Le probléme est de déterminer la frontiere du polytope résultant, c'est a dire de

connaitre I'ensemble de ses faces (i.e. ses k-fagek,On-1), leur nombre et leurs
relations d'incidence.

L'écriture d'une face de la somme de polytopes (voir chapitre 1, propriété 4)
montre la fagon dont les faces 8gsont formées. Par exemple, les sommets de la
sommeS, sont la somme de sommets appartenant a différents polytopes (voir chapitre
1, propriéte 3 et la figure 1 ci-dessous). Mais reconstituer I'ensemble des f&es de
en testant toutes les combinaisons possibles de sommes de faces est une solution trop
colteuse. En effet, pour déterminer 'ensemble des sommets de la somme des polytopes
Pi, il y a fo(P1)x.. xfo(Pp) combinaisons a tester (og(.) désigne le nombre de
sommets d'un polytope), ce qui pour la somme de triangles d8romrinaisons.

Cette méthode donnerait une complexité exponentielle par rapport au nombre de
polytopes et de plus le résultat obtenu est une liste de faces non ordonnées, c'est a dire
sans relation d'adjacence ou d'incidence.

Pl + P2
P1
P,
0] O O

fod Py)xfoP2) =12 combinaisons possibles
pour les sommets

Figure 1 : Somme de polygones.

Si les faisceaux de normales sont représentés par une structure d'incidence entre
les cellules, et si le raffinement commun des faisceaux de normales est calculé avec ses
relations d'incidences, alors on obtient I'ensemble de toutes les faces du polytope
somme ainsi que leur graphe d'incidence. On trouve des méthodes directes pour
construire le faisceau de normales dans les petites dimensions (c'est a dire 2 et 3), mais
en dimension supérieure le probléme est plus complexe. On passera par le calcul
intermédiaire d'un complexe plus fin, un arrangement d'hyperplans, pour obtenir le
faisceau de normales de la somme.
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Gritzmann et Sturmfels dans |
polytope R par le "plus petit" z
segments qui le géneérent) tel qué
Z(P)) associé ajkrest défini de la fagon suivant

Z(Pp= Z e.

ed PR)

Propriété 2 [Gri&Stu93] :
Alors

-
1IN

Le faisceau de normales d'un zonotope est un arrangement d'hyperplans passant

Fig

% ent dg

Ainsi on obtient :
Propriété 3 [Gg&Stu ] SG PP P es de

(F
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de complexité sur les arrangements peuvent
ue les algorithmes de constructions. Ces deux

Slibsé&e

Proprieté 4 [Gri&Stu93]: Soient R,..., R, p polytopes de tile nomb tal

d'arétes non paralléles des polytopesH3,..., B.

Ona
n-1- k

2

=0

fiP1t...+ B) 1k 2)

avec l'égalité si tous |
génératrices sont en p

lyt

preuve : Dans le cha
cellule de dimensiom
nombre derf-k)-

)< T Z(P)+...+ Z(R)) = FZ(SP)) = fuad - (
€ 16 (chapitre 1), on obtient la majoration (2).

(mn- out k. Nous reviendrons, dans le paragraphe 2, sur |'estimation du

» Construct mme de polytopes : Algorithme

els proposent un algorithme
polyt . 5 Igorithme repose sur le fait g

Cet algorithme consiste a associer a chaque ar&e ehaque polytope un
hyperplan H orthogonal a igpassant par l'origine. On noteral'ensemble de ces
hyperplans. L'algorithme se déroule alors de la fagon suivante :
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1-  Calcul de I'arrangement(
2-  Pour chaque-cellule C de (

a- Calcul d'un point z "échantillon" de C.  [{dniRg
b- CalcybdaF(IP+ ...+ Raz). (Face d'appui & 3

c- F(Py b, Z il retenu dagns une liste pas
dei s 4
éja. ]

Certain - SElusieurs fois \ sommet du
polytope $ ASSocCie JS (S, N de
cellules de X ¢ 3 joure Imat L, @bpartie t a deux
cellules o T (T\y) = A, p).

(:

Figure 4 :

Dans [Gri&Stu93], le b )
mais d'étudier la calculabilité du PIron
probleme en temps polynomial ?). L'al
de R+ ...+ RB,. Pour obtenir |ggeelllis d
relations d'incidences) dey =

hme fournit la list
hces (i.e. I'ensemble dg
S progesent d'appliqug
d complexité suiva

d'enveloppe convexe a la listg €

Proprieté 5 [Gri&Stu93] : Soientn=3 et R+ ...+ B, p polytopes de
chacun par I'ensemble de ses sommets. Le treillis des faces de+PR, peut étre
calculé en Qf"s2m-1) opérations arithmétiques, stdésigne le nombre maximum de
sommets d'un polytope,.P
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Les algorithmes de calcul d'arrangement d'hyperplans donnent en général le
treillis (ou graphe d'incidence) des faces de I'arrangemeffE(&f86], [Boi&YVi95]).
La méthode proposée ci-dessus n'utilise pas l'information d'incidence et d'adjacence
contenue dans l'arrangement pour réaliser I'étape 2-b et pour déterminer I'ensemble des
faces. Dans le cas particulier de la somme de triangles (voir paragraphe 4), nous
verrons comment décrire I'ensemble des faces ga& $artir de l'arrangement
d'hyperplans et avec une complexité optimale (proportionnelle au nombre de faces de

Sp)-

2. Complexité de la somme de triangles

Dans ce paragraphe, nous tentons d'évaluer la complexité de la so
triangles. C'est a dire le n es du polytope résultant de cette s@EMElen
fonction du nombre de trig ir
propriété 16, chapitre 1) qu
est de l'ordre dp™1 pour k

Dans toute la suite d
triangles T, To, ..., Tode

Convention : Un ensemble de triangl
généralesi et seulement si :

Tout ensemble de arétes prises p
deux arétes d'un méme triangle, engena

Propriété 6 : Le nombre de k-faces de la sommeydeangles de
et cette borne est atteinte.

preuve : Si on applique la propriété 4 au cas particulier de la somme de triangles, on
obtient la majoration :

j=0,..., n-1- k
ombre de k-faces. Il reste a

Ceci donne une majd
complexité de |3

Onse d ..., No} une famille
heest len®MEyecteur ¢

A partir de , on cong
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=Conv{0, N, N; - € &y},
et avecE >0 suffisamment petit pour que
(Ni - €en, &) >0, pour toutide 1 p.

Figure 5 : Dans

Les arétes de; Bont numérotées de la facon suivante :
=[0,N], &=[N;, Ni-€er]ete=[0, N - € &].

On note

ﬁ’, le demi-hyperplan contena al a I'a{’ém iangle T,
Hji I'hyperplan contenat!, et
Hn I'hyperplan orthogonal au ant par l'origine.
On fait les observations suivantes :

Les cones normaut; = {x O allx, &) > 0 } se trouvent dans
le demi-espace = { x / (X, &) > 0 } délimité par I'hyperplan § alors que les cones
normauxH? sont inclus dans = {x/({x,&)<0} etles coénebl? sont inclus dans
H, (voir figure 6).

Figure 6 : Position du faisceau (T

La restriction du faisceau de normale{T? p) au devli-espace fHest

identique la restriction de I'arrangement des hyperplar$lde {Hil , 1=1,...p} a
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Hf. De méme ( 2mi-espace, Est identique a la restriction

de l'arrangement des i = 1,...p} & Hp.
Or le nombre ¢ n arrangement central de p hyper
(i.e. les hype e ) est de l'ordre"de @hacun des

arrangement (
§2.2), donc leur co

par rapport a l'origine (cf. cha
lement de I'ortiéerpspectivement suriHet s
Hpn. Donc le nomb i di de la somme des triangles de la fam#ist e

O(p™d).

Exemples (dans

Ni=N-e& N1+N2
Ni
A N;+N.,
N}
N2
N5
0 0

Somme de deux triangles.

Figure 7 : Exemples.

Remarque : Soit Sy le polytope somme des triangles de la familledécrite
dessus. La partie de frontiere dedBientée positivement par rapport au vectguii.e.
I'ensemble des facettes dont la normale extérieuéeifie : (v, &, > 0 ) est identique, a

une translation pres, a celle du zonotope Z i 0, N
i=1,.., p
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On fait la méme observation pour les faces orientées négativement par raparea e
zonotope Z' = z 0, Ni-ee,]. Ces deux parties de la frontiére dessnt reliées

par les faces derSy mal inclus dans le plan(\ir figure 7).

Pour les dime
somme de triangles,

on peut donner une complexité plus précise de la
ils sont en position générale.

Complexité dans

Propriété 7: Soient p polygones Py, ... et B dans le plan, dont les arétes sont
deux a deux non colinéaires. Le nombre d'arétes de leur somme est alors donné par :

f1(P),

ce qui donne pour la

preuve : Evidente.

Complexité dans

En dimension trois, la géométrie particuliére des f rmales associés

aux triangles permet d'obtenir un encadrement du nombr

Propriété 8: Soient Ty, T, ... et T, des triangles de
triangles sont en position générale. On a alors :
2p + 4C5 < fyTy+- -+ Tp) < 2p + 5Cp,

3p + 8CH< fy(Ty+ .-+ Tp) < 3p 2

2+p+4Co< fyTyt -+ Tp)<2+

Afin de déter re de 1-cellules déT?

€ par les vecteyrstrm.
nsemble des cdnes normaux aux arétes des triamgles T

deux sous ensembles : deux cénes d'un c6té du plan H et
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un de l'autre (voir figure 8).
n

<

B et pour (T

Figure 8 : Répartition des con riangle par rapport a H.

* Si le cone normal a l'arét H que le c6ne normal a

l'aréte & de T,, alors ces deux i-droite

Figure 9 : Intersection de deux cdénes normaux a des arétes.

* Soit H' le demi-espace fermé de frontiere H conte eS a

deux arétes de Tet demi-€ e contegit le cone n¢ de
T,. Deux cas se pré t, H' Nt SOeux cones n(
un seul. p

Le premier cag@lo (=) . (5 O dans
H'. Comme k& congin e chaque triangle, il y a une
intersection (€7 (S total.

Le second cas dogge defik igiec les dans H' et deux dans H",

donc quatre intersections(€;} (e tout (voir figure 10).
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11

¥ /
R

(

Second cas4 intersections

Figure 10 : Raffinemen

* Les 1-cellules de (T7

ectio b 2-cellule d'ufT; une

Nt les intMlisections décrites ci-dessus).

ellules est de 2p pour le cas (i) (i.e. 2 par triangles) et de4 ou 5
pour le cas (ii). Donc au total nombre de 1-cellules de
p) est d'2Mmoins 2p +@f, et d'au plus 2p + 53%. D'ou I'encadrement

du nombre de facettes de.S
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+ Les 1-faces de{Scorrespondent aux c'est a dire a des

parties (de dimension 2) des demi-plans. L demi-plans,
chaque intersection entre deux demi-plans crée deux 2-faces supplémentaires
de voir que nombre d'intersectiongS;) - 2p est compris entre@% et 5C2, d'ou
f1(Sr) =3p +2(K(Sp) -2p) =2 §(Sy) - p (
et I'encadrement de(Sy).
* Enfin, de la formule d'Eulepf f; + fy=2 et de (4), on déduigt=2 - p + §
et un encadrem

o de sommets.

Remarque :Da
dégénérées et
position général

2, les deux configurations (cas 1 et cas 2) sont non
lexités différentes. Donc les sommes de p triangles en
s la méme complexité, contrairement aux arrangements
d'hyperplans et topes. Les arrangememtsyeerplans en position
générale dans nombre de faces, méme si entre eux il n'y a pas
équivalence combinatoire, et ce nombre majore la complexité de tous les arrangements
dep hyperplans (cf. chapitre 1).

3. Propriété des tr

Dans ce paragraf e de quelle facon la propriété de zone des
zonotopes se généralise de triangles.

Considérons dans
guelconque de sommets S §
La somme de K avectSse

me $
3. On noteratett
duit de la

 p triangles T(i=1,...,p) et K un
aimlicUX 2-facas du tri
Stgians |g

normales.
Le faisceau de normales d gle part
trois catégories. Sod un cone qu N El

se présentent :
() Oi0{1, 2, 3} tepmuec |

N
on noterap = {C UlguulsT \= R
L]
(i) Oi, j (1<i<j<3 D[4 E ‘
\ 1},

1

on notera;; = {c

et

@)y cn (19 .
on noterab . g c [ (ST

¢.={cO ecn

(
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Lorsqu'on fait la somme de K aveg, $a frontiére de $+K se déduit de celle derSle
la fagon suivante :

(a) Les trois ensembles de faces, dont les cones normaux appartiennent a un
méme ensemblg (pour i =1, 2, 3), correspondent a trois parties de la frontiére de
St. Chacune de ces parties est translatée du vecwnmrespondant, pour donner trois
parties disjointes de la frontiére de+&.

(b) Trois ensembles de faces derK résultent de la somme de l'arétgg$

(1=i<j<3) avec I'ensemble des faces correspondant aux colgs haque ensemble
de faces ainsi obtenu relie 2 a 2 les trois parties de la frontiererBed8crite dans (a),
on les appellera "demi-zones".

(c) Les deux ensembles de faces geddnt les cones normaux appartiennent
aux ensemble¢ ;. et¢., donnent deux ensembles de faces gekS Ces deux
ensembles sont adjacents aux trois ensembles de faces décrites dans (b).

On remarque que le point (b), développé ci-dessus, présente u
la propriété des zones d'un zonotope. Par analogie, on donne le no
ces ensembles de faces :

Définition 1 : On appelle demi-zone associée a une aeétbBun t
I'ensemble des faces de+&K q ala somme davec leggface

le cOne normal a une intersec|

remarque : On peut égaleme
St+K dont le cone normal est

Remarquons que, dans
une demi-droite et coupe un uniqug,cone metde §. La
translatant K par le vecteur
s. Ainsi les 2 ensembles de faces (décrits au point (c)) sont réduits a une face : le
triangle K a une translation prés (voir figure 11).

On reprendra le terme de prézone utilisé dans [Sza91] pour les zonotopes.
Définition 2 : On appelle "prézone" deySpar rapport a l'aréte j[sj] de K
I'ensemble des faces dg &ont le cone normal appartiena;.
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Exemple :
Soit Sy et un triangle K.

St

\V,

Les prézones der&issociées a K :

St

— "Prézone" associée a K :

faces d&r  dont le cone
normal appartient a I'un

desy;

St+K

Les trois parties d8r translatées
dans les trois directiorss  i=1,..., 3. /__J les trois "demi-zones"

Figure 11 : Passage defsx St+K.

Propriété 9 : A chaque triangle {Tcorre r la frontiere ge S

associées a chacune des arétesde T
Ces demi-zones se rejoignent en
effectuant la somme dg @vec les

r les faces obtenues en
+...+T, corres-

pondant aux cénes intersectés pdt
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11 triangles

Figure 12 : Exemple de la somme de triangles et les trois demi-zones
associées a un triangle.

a une aréte e d'un

nombre de cellules de
le cbn a ' i | est majoré par le nom-
bre de cellules intersectées pafe i rte en OfB).

On pourrait envisager de repre
construction optimale de la somme de
structure combinatoire (ou graphe d'inci
des segments. Cette méthode nécessite

Le codt de calcul de la pré
nombre de faces descellules de (
ne peut pas appliquer le théorem jorer ce nombre par le nombre de
faces de la zone de l'arrangemer ive 3 perplan orthogonal 3,

On ne peut donc pas prouver l'optimalité de cette méthode pour la somme de triangles.
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4. Construction de la somme de triangles

Nous décomposons la construction de la somme en deux étapes. De méme que
pour la construction des zonoedres (cf. [Sza9l]), la premiére étape consiste a
déterminer la structure combinatoire, et la seconde a calculer les informations
géométriques permettant de définir complétement le polytope résultant. On entend par
structure combinatoire, la donnée de lI'ensemble des faces et de leur relations
d'incidences; et par informations géométriques, les coordonnées des sommets, les
éguations des hyperplans d'appui aux facettes, etc...

Le premier point sera réalisé par I'utilisation de la notion de faisceau de normales.
L'information sur les faces
€galement géométrique, le f
faces.

de sera pas uniquement combinatoire, mais

ales fournissant également l'orientation des

4.1. Construction dans le

La description, dans ion de la somme de triangles, nous
permet d'illustrer le principe général utilisé en dimension supérieures. Le calcul du
raffinement commun des faisceaux de normales ne présente pas de difficulté, ceci vient
du fait que sa représentation est simple. En effet, le faisceau de normales associé a un
polygone convexe du plan est complétement défini par la donnée de la liste ordonnée
des normales extérieures aux arétes (par exemple, les normales sont ordonnées par
l'angle qu'elles forment avec l'axe des abscisses).

N

ap<ox<..<gj<..<apdou (

o )

Figure 13 : Faisceau de normales d'un polygone.

Propriété 11 : Le colt de la construction de la somme de Minkowski de p triangles
du plan est en O(p log p).
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preuve : La construction se fait selon les deux étapes suivantes:

» Premiére étape : Calcul du faisceau de normal

Le raffinement commun des faisceaux de normales des triangles, se calcule en
ordonnant les normales extérieures aux arétes, d'ou un codt en temps de O(p log p).

Le cas dégénéré pouvant survenir a cette étape est celui de deux arétes colinéaires
ayant méme normales extérieures. Il se regle en confondant les deux normales en une
seule et en lui associant la somme des deux arétes.

» Seconde étape : Calcul des sommets

Méme si cette étape est triviale, il faut effectuer les calculs de facon a avoir un
algorithme optimal en temps.

On note Pos(.) I'enveloppe positive d'un ensemble de vecteurs (i.e. I'ensemble
obtenu par des combinaisons linéaires positives des vecteurs)

Calcul d'un sommetde § de cone normal &= Pos(n,ny) :
Soitn un vecteur de IntRel £

s= Y F@n). )

Le calcul du terme F({Jn) s'effectue en déterminant le sommeke T, qui maximise
(v,n) (d'ot un codt de 3 produits scalaires).

Soit un codt pour tous les K(}) en O(p), plus le colt de la somme en O(p).
Donc le calcul d'un sommet se fait en O(p)

Si on procédait de la méme facon pour tous les sommets, le co(t total serait en

().

Pour effectuer les calculs de fagcon optimale, on calculera un premier sggnmet s
de cbne normal Pos{my) par la méthode décrite ci-dessus (colt O(p)). Puis on
calculera les autres sommets de proche en proche. Pour passer du cone jrormal C
Pos(n,ni+1) du sommet;sau cone normal ¢ du sommet;s;, on traverse la normale
ni+1 a une aréte d'un des triangles. Ce qui signifie que dans (5) un seul terme de la
somme change de valeur : soit () ce terme. Soientd IntRel G, v O IntRel G4,
alors le sommet.g s'écrit :

Si+1=§ + F(Tk,V) - F(Ti,U).
Donc le calcul dejs; a partir de scolte 2 additions de vecteurs et est constargnar

rapport a p. On répete ce calcul O(p) fois, d'ou un codt total pour I'enseme des
sommets de O(p).
Le co(t total de la construction est donc en O(p log p).
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Remarques :
* Le méme algorithme peut s'appliquer a la somm
nombre total d'arétes des polygones, la complexité sera

Dlygoj@s. Si m désigne le

» Pour réaliser le calcul des sommets en dimensk era selon la

méme méthode. Les cOones normaux a des sd DN n, et deux

cOnes adjacents ont en commun une (n-1)-c n sommet a
l'autre, il faut connaitre I'aréte associée ala (n
Donc lorsqu'on calcule le faisceau de nd

1)-cellule I'aréte correspondante.

associer a chaque (n-

4.2. Calcul de la somme de triangles de

Dans ce paragraphe, on décrit une méthode de constructid de
normales de 5selon la méthode "diviser pour régner". .

Guibas et Seidel (cf. [Gui&Sei87]) décrivent un 3 ' ¢ [ ERelll: &
la sortie, permettant la fusion de deux subdivisio

respectives net rp, a ne conmygixité en temps ©f
taille de la subdiv ltank

C . llles

Cet algorit
complexité prop
[Gui&Sei87]).
de normalg

i uer a la som
ille e la sortie (cf.

faisceau

ne subdivision

(

e de fusion

convexe '(P e plan, dé

rsection du

de deux subdivisions cogas ent I'

raffinement commun g ssant l'intersection du

faisceau de normales (F : Gl | Jly métriques par rapport a
l'origine, alors on peut

Pour la sommgeo m .
plans[]1 et[]2 p ( ‘I - prin®
on reconstitue (St 7

isions planaires S des

ivide and conquer”. Puis,
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S, des plang]; et[]2 (ou raffinement commun des(T;
méthode division-fusion. A chaque étape de l'algorithme on applique I'algorithme de
fusion de deux subdivisions convexes du plan.

La taille d'une subdivision planaire, obtenue par l'intersection d'un plan avec les
faisceaux de normales de p triangles, est eA)OFd on note T(p) le colt en temps du
calcul de la subdivision planaire formée par les faiscea
intersectant un plaf]; (resp.[]2), on a :

0 =215)+ o).
Et finalement, T§) est en Qf 2).

» La seconde étapest la reconstruction de (
sions planaires.

Les éléments non bornés des deux subdivisions sont des cellul
coupent[]1 et[]2. On identifie les paires de cellules (non
subdivisions) identiques, en calculant leurs positions par rapport

Le nombre de 2-cellules non bornées est en O(p).

On majore le nombre de 1-cellules les bordant par le nombre to
car on ne peut pas appliquer le théoreme de la zone a "l'arrangement
remarque a la fin du paragraphe 3). Donc on majore le co(t de cette étape)par O(p

» La troisieme étape calcul des sommets, s'effectue comme dans le plan,
avec un temps proportionnel au nombre de sommets, c'est a dire2en O(p
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Propriété 12 Instruire la somme de p

triangles de

4.3. Calcul de la somme de triangles de

En dimension deux et trois, on a pu se ramener a des problémes plus simples
pour calculer le raffinement isceaux de normales, mais en dimension
Supérieure nous ne connais éthode pour calculer le raffinement commun
de subdivisions convexes de

Le but de ce paragrap
résultant de la som

ir le faisceau de normales d'un polytope S
, ..., Tp a partir d'un arrangement

d'hyperplans (i.e. de (

4.3.1 Préliminairg

Comme dan{ Qnosé par Gritzman et Sturmfels (voir [Gri&Stu93]
ou paragraphe 1 { on associe a chaque aréte de chaque triangle un
hyperplan orthogo
On note :

- d un vecte

» Particularités (ou dégénérescences) de l'arrangement(

Dans le cas présent, tous les hyperplans passent par l'origine, do

des O-faces de l'arrangement est réduit a un élément {0}. Toutes les 1-fac@s
lui sont incidentes, et toutes les faces de cet arrangement sont des cénes.
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Les trois hyperplans (resp. plans, poe) H, HZ et H® orthogonaux a
arétes de {Ts'intersectent en un méme sous espace vectoriel de dimergites
une méme droite).

Dans le chapj
en®(pnd), i.e. |

e 1, on a vu que la complexité d'un arrangement c
-1) pour tout k, & k< n.

-faces &

e Structure dejlo dlrcsentation il U ila . ent ou d'un
complexggpoly@lriqué Di&YVi95])
( (St I ! édqnu nt représentés par le

graphe d'i e de leurs fa
Cony¥ un ensgynmble £ ‘

En B0 S Profmes . q faces impropres : la
(-1)-face(met la )-face ( & - inie comme étant
inCEme Nt tou SOMMEva—.e ﬂ us lefaces

(

Définition 3 : Le graphe cig

Pour chaque k-face f de( = -1, 0, I n, n+1) ,(H
qui représente f. Et on établit des connections entre les nceuds des
la dimension differe de 1.

9
tes dont

b &

Arrangement de 2 droites dans le plan

Graphe d'incidence entre les faces de
I'arrangement

Figure 15 : Arrangement de droites, et sa représentation par un graphe d'incidence.
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Une k-facef est représentée par des informations auxiliaires et deux listes de
pointeurs sur les sous-faces et super-faceg (@eir définitions chapitre 1). Les
informations auxiliaires, pour une k-face f, sont par exemple :

- un point pf) appartenant a IntRglet
- si k = n-1, I'hyperplan i—auquelf appartient,
- etc...

Informations auxiliaires| @
coordonnées de v, ... ®

Figure 16 : Repr, 40 ) : G nhe d'incide

* Adaptation de ce normales

Notations : On appeller
initialement égale &
Soit f une face de (

Pour un arrangement simple
2(n-k); elle ne dépend donc pas d
contre, la taille de la liste des
est p-n+k et dépend de p.

Méme, si I'arrangement (
lorsque les triangles sont en position générale.

stes de super-faces d'une k-face est de
I'hyperplans de I'arrangement. Par
u moins k+1, mais la borne supérieure

)n peut faire les méme remarques

Pour effectuer certaines opérations élémentaires sur les listes, on ajoute a la
structure décrite ci-dessus des pointeurs supplémentaires :

- Double chainage des listes de sous-faces et super-faces pour effectuer des
suppressions en temps constant.

- Soit g une sous-face de f. Pour accéder, a partir de g a son représentant dans la liste
i(f) des sous-faces de f, il faut parcourir cette liste, d'ou un co(t proportionnel a sa taille
card(i(f) ). Or on a vu que card( i(f) ) peut dépendre de p. Pour effectuer cette opération
avec un co(t constant, on ajoute au représentant de f dans I(g) un pointeur sur le
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représentant de g dans la liste des sous-faces de f. Exemple, dans la figure ci-dessous
avec l'aréte get la face ¢ On verra l'utilité de ce pointeur supplémentaire dans la
deuxiéme étape de l'algorithme décrit en annexe du chapitre.

Informations auxiliaires | @ o-=i-~o
coordonnées d'un pointde F  g@—t——p»| @ o » Nil
* * |
Pointeurs
& e supplémentaires
position de ¢ dans la
C1 Ca liste de sous-faces c .

>
O=

> Nil

i.
oo

Informations auxiliaires| @
coordonnées d'un pointde 4 @

o
— 1 & Nil

Figure 17 : Représen ‘ A ncidences.

.

* Lien entre faces de (

Soitf une k-face de (S
incluses dank On a :

Définition 2

g U Rel Intf est unique, car
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Chlsitre Il

Soient g et @ Flces agificentes de( L S J

commune. Deux cas PNt ( figure ci-dessgals),

- soit g et @ apfl a e k-face f déSt est incl
alorsgetgp O (f). Con dim f, g4t fausse.

- soit elles apggrtienjignt & 8 i i, diferentes de (Sy S
la (k-1)-face h de (S7 mune aj Al 9. Comme h et g d

dimension, g est valide.

coupe de ( n plan
coupe des demi-hyperplans n'appartenant pagsy

c1 <\

X~
~/ NN
/ \

A\
A\

a une fs
sion.

" me
ple dilisN ( (ST \

C toute n¥Mce

e rpldndd Hr,
‘appartie

t incluse

donc SN i€ u demi-hyperplhauquel ca

ité_des

"

~

pas aH! aloflil & : geut donc déterggi

adjacentes de (
b appartiennggt a
sinon elles appart éme n-face @7 .
ité, les 1-faces valiges dé
faisceau (S7 a di est une 1-face de (S 5 (g) es
élément.
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a traiter dans un premier temps les
n-faces et y ourant le graphe d'adjacence des
1)-faces et on formera les n-faces

5 de dimension plus petite, jusqu'a

s faces valides (de dimension k<n-1)
aces, que nous donnons dans la

Propriété 13 : Une k-facef de (
Card{ g I(f)

preuve : Soitf une k-face de (

* Pour la premiere implication, supposons €ast valide.
Sif est valide alors elle est incluse dans une unique k-falee (

On veut montrer que Cardfalige(f ) ) = Carg
- Soit g0 lyaiige(f ), alors il existe
k+1 telle que g g'. On a

f'ng O
or dimf =k, donc la dimension dén g' e

- Réciproquement
de(k+1l)-faces valides de

(@) ={0n :
Orf est incluse danis qui est une face de g™ i tiere de g'.
Donc il existe une unique (k+1)-facélg (g') inC
On conclut qu' a toute face g' d&')(correspons ! Jlface g dang I(

D'ou
Card( Laiige(f) ) = Cé
Or f'est une k-face @n-2) d'un complexe de
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——et—— Coupe de (

Chapitre I

— Coupe de (

* Pour démontrer la réciproque, on va montrer que :
f non valide entrg

contientest de
s la frontierd ges'est a dire

Si f n'est pas validé
dimension j avec j>k. D8

*)

- Premier cas j = k+1.
L'ensemble (f') nE [ élément, tar strictement dans.

L'ensemble des cellules de( ' forme un complexe t() de
dimension k+1. La ion k coupe l'intérieur du complexi)cglle a
donc exactement 2 aficidentes (incluses dan3. Soient g, g ces

faces, dim g=dim ', donc g et [ lyaige(f ).

Supposons
ces faces, g

f'zf')de (

ienne d'autres faces queej . Soi
ais g est valide, donc il existe u

na
wnf' Of"nf'.
, dorfic'nf"' est une face de (

etf". Et d'apres (*)f ne peut étre incluse dans une facé'db'ou contradiction.
Doncf ne peut avoir d'autres (k+1)-faces incidentes que celles incluset.da

Card( Laiige(f) ) = 2.

- Second cask+1
OgO I(f),
n'est pas valide.

If O IntRelf'. Et dim g = k+1 < dinf’, do

Exemple : Dans

e 1-faces valides
/ e 1-faces non valides

dl §)=2

valide

. u%a_rd !/alide(r )

>2

Figure 19 : Coupe de ( tere de validité des 1-faces.
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-
|

On décrit e [ g plgori 2 De
a parcourir le g i : ipmde ruire
ensembles (f) de chaque 3-face f ¢&7 éterming

ables de
les 2-faces

la validité des 2-faces de( étape, on construit le
2-faces a fusionner, et on détermine la validité des 1-faces, pa
valides.

® Descriptionde la € étape : FUSI0 Q bs et va Q

le graphggd'adj@llence 5 3-face gia de
ets du grgmhe , gF'F |'e ble de §s art Chagque sommet du
aune 3 trgareux ¢ ets du graphe

sentent sont adjacentes dT9FC est a dirSEllES ont une
commun (voir figure ci-dessous). Donc, chaque 2-face de

—— arétes du graphe G

o sommets du graphe G

Figure 20 : Graphe d'adjacence G des 3-faces de I'arrangement.

Définition 5 : On appellgraphe partield'un graphe G = (V,E), le graphe notg &
défini par :
Gp=(V,Ep), oufkOE.

En fait, Go est un graphe ayant les mémes sommets que G, mais dont les arétes sont un
sous-ensemble des arétes de G.
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a G le graphe partigl 5(V,Ep) defini par
te de E, ou u et v sont les noeuds repr
ce commune;&f .

L'aréte e est aussi une aréte gesket seulement sig e
c'est a dire sisfet , appartiennent a la méme 3-faces

Graphes :
Arétes de g ¢

Arétes de G, n
0 Sommets des

Intersection des .
normales avec @D \
~-

Fi ; : S graphe 3

Observa te connexe (G
3-face f ( . SO (dgerap e la composante connexe
reggesen S f) des

(

du g e G correspond a une

Oe ( Cluses d@ a méme 3-face f de

Cefeomp tes connexes forment une partition de I'ensemble des 3-faces de

sous-e bles.
Les composantes connexes de §bnt déterminées g

un algorithme de

parcours dans le graphe G.

Parcours dans le graphe d'adjacence ave( ation des

composantes connexes

Les relations d'adjacences e bhe G. On
applique un alggs ; a ce graphe (cf.

[Xu092]), mais ité & - exegs (e
signifie que lors [ , i
appartenant a | P iter d'autres

sommets du gr i ! ks i€ posante connexe
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visité pour déterminer une autre composa
Pour chaque aréte rencontrée da

aréte de . C'est a dire, si la 2-face g dg
n'est pas valide.

Mise a jour de la structure d'incidence

Durant le déroulement de I'algorithme de parcours d
mises a jour de la structure de graphe d'incidence. On noté&£s
auquel on applique l'algorithme, il est initialisé par le graphe d'i

Lors du parcours de 1a®R® composante connexe (fy) le
suivantes apparaissent :
I'algorithme arrive a une 3-face f, et consulte une de ses sous-faces g

une face adjacentg it Hhyperplan contenant g.

faces de ( i r obtenir la nouvelle fageet i(fi) contient les sous-
faces deyf.

Il faut égalemen : gventuelles informations auxiliaires concernant
les 3-faces : la donnée l'intérieur de la face f, etc...

® 2-faces a suppri

(fk)




Chapitre I
a premieresiape

— cOnes normaux aux arétes des triangles
[ J
—— hyperplans complets

degl -fac

el

ent & une méme 2-face de

appa nent a la méme 2-
valide (respectivement n'appar-

On aura donc besoin a cette

étape d'appliquer le critere de validité, donné par la propriété 13, aux 1-faces de
l'arrangement.

e 1-faces valides
1-faces non valides

| (h)>2

valide

Figure 24 : Eléments de ap premiere
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Parcours

Cette étape s'effectue commy
graphe d'adjacence des 2-face
qui détermine les composagis

n algorithme de parcours du
a la premiére étape),
es 2-faces a fusionner (voir algorithme).

On remarque que Je
fausses (Cardgkjige(s)=0
raison que les 1-faces dg

On peut remarquer uj
effet, le sous graphe corrg
chaine. On peut alors simg

t comme 2-faces incidentes que des faces
ntes par l'algorithme. C'est pour cette
lisées comme étant fausses.

e des composantes connexes des 2-faces. En
ne composante connexe des 2-faces est une
e de parcours dans la composante connexe.

Mise a jour de
Dans le graphe d'incidence, la mise a jour des incidences entre 2-faces et 1-faces
est gérée comme celle des incidences entre 3-faces et 2-faces a I'étape précédente.
A cette étape, il faut également mettre a jour les incidences entre 3-faces et 2-
faces. Par exemple, dans la figure 25, la 3-face f a parmi ses sous-faces g' et g", or a

cette étape g' et g" deviennent une seule faaogc i(f) devient i(f)J{g;}\{g",9"}.
Par contre I(9 =I(g")=I(g").

1-faces

Apres la deuxiéeme étape

® faces a supprimer

Figure 25 : Mise a jour des structures de données.

L'algorithme de cette deuxiéme étape est donné en annexe.



54

Chapitre I

® Complexité de l'algorithme

La complexité d'un algorithme de parcours dans un graphe est linéaire par
rapport au nombre de sommets plus le nombre d'arétes du graphe.

Complexité de la premiere étape :
Le graphe G comportg(Ht) sommets et;{H) arétes, donc son parcours est en

O(p?).

Les instructions supplémentaires au parcours dans un graphe sont :

- déterminer la validité de chaque 2-face.

- le passage d'un sommet v a un sommet voisin du graphe, c'est a dire d'une 3-
face f a une 3-face adjacente en passant par leur 2-face commune.

- la mise a jour des super-faces des 2-faces.

- la construction de la liste des sous-faces des nouvelles 3-faces.
Ces opérations s'effectuent en colt constant a ue étape du parcou

s 7

Donc, la premiére étape de l'algorithme s'e ec une complexite e

O(p?).

Complexité de la deuxiéme étape :

L'algorithme parcourt le graphe ' -faces valide
une complexité proportionnelle a(lf 1 '
d'incidences entre 1-faces et 2-faces d

Ofp
Les instructions supplémentaires au parcours du graphe sont :
- déterminer la validité des 1-faces, en comptant leurs super-faces valides. Le
co(t total est majoré pay(Ht),ge qui donne un colt en Gjp
- mise a jour des sq s des 3-faces.

Propriété 14 :La
de l'arrangement (

Le graphe d'incidence de (S5 +Sen inversant la
: k)-faces de-.SPar
exemple, le point intérieur a une 1-face d ale extérieure a une
facette du polytope.

Pour calculer les sommets, on procéede comme au 84.1. On calcule un premier
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sommet, en déterminant sa position par ra
avec un codt en O(p). Puis on calcule les
parcourant le graphe d'adjacence des 3-fag
d'un sommet a son voisin est constant, don

O(p?).

de norng
oche en proche, en

de ca®ul pour passer
du calcul des sommets est en

H I“" Kité en temps

Propriété 15 : La somme de p triangleq@e
de O(P).

4.3.3 Extension

La pregmere amaecelle décge d3 git S’lnner les
n-faces de ( g Cele un parcOWls du graphe
d'adjacence des n-fz

Les étages sufntes 3 étape 2 a différents niveaux du graphe

d'incidence .
A une étape de l'algoghme P

- les j-faces de (ST
- les (k+1)-faced % A V3

- les i-faces de ( Jour Ki<k+

Un parcours parmi les (k+1)-faces valides d
- fusionner les (k+1)-faces incluses dans la méme (k+1)-face(
- déterminer la validité des k-faces,

- et mettre a jour les incidences entre les faces de dimensions k+2, k+1 et k.

Il faut répéter ces étapes jusqu'a la fusion des 2-faces et suppression des 1-faces.

Complexité de l'algorithme

La complexité d'une éta
des k-faces, plus celui des inci
d'incidence sera utilisée au plu
Or,on a

rdre du nombre de (k+1)-faces, plus celui
+1)-faces et k-faces. Car chaque relation

ik(Ht
ou ik(Ht) désigne le nombre d

(p™Y),
re les faces de dimension k et k+1 d'un

)(IO) = max { k(H) / pour tout
er Chapitre 1)

arrangement de I'ensembier
ensembleéd dep hyperplans de
Donc le codt d'une étape est de l'ordre de

frea(HT) + fi(HT) + ik(HT) = ©(p-Y).



C eé est @fp"-1) pour k =n-2 a1, donc rtir de

ec un co temps @gpn-1).

Le faisceau de normales de doone le granhe d'ing G Qe calcul des
sommets se fait selon la méthode

Propriété 16 : Le calcul de la so
dans ce paragraphe s'effectue en

A

appliquer l'algorithme de calcul des sommets.

Conclusion : La méthode décrite ici n'est pas spécifique aux triangles. La méme
technigue peut s'appliquer aux polytopes, a savoir obtenir la graphe d'incidence de la
somme a partir de celui d'un arrangement d'hyperplans. Par contre, dans ce cas
I'optimalité de I'algorithme n'est pas prouvée car elle dépend de la complexité effective
de la somme des polytopes, par rapport a celle de l'arrangement engendré par les
hyperplans orthogonaux aux arétes des polytopes (cette derniére induit la complexité de
l'algorithme).
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Sommes de Minkowski de triangles

Exemples de somme de triangles

S.

® Triangles quelconques

Somme de deux triangles.

i
|
J

—— ——

894 facettes, 1768 arétes et 876 sommets

Somme de 20 triangles quelconques.
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® Triangles avec des sommets régulierement répartis sur des cercles :

1- Somme de 13 triangles :

364 facettes, 715 arétes et 353 sommets.
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triangles

Sommes de Minkowski de

338 facettes, 663 arétes et 327 sommets.

Somme de 13 triangles.
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6. Annexe

u graphe d'incidence

« Remarques préalabl

La structure e isée par Tlgraphe d'i

L'algorithme est celui du parcours en he auquel est ajouté des

instructions qui nous permettent de modifie@ u parcours.

F et Q sont des files d'attentes. Q correspond aux éléments de la composante
connexe en attente d'étre visités, alors que dans F on met les éléments non atteints et ne
faisant pas partie de la composante connexe courante.

A un moment donné du p sommet du graphe est dans l'un des 3
cas suivants :
soit il n'est pas atteint par le par
soit il est atteint (c'est a dire qu'
soit il a été visité (c'est a dire att

moins une des files d'attente F ou Q),
S voisins sont atteints).

Ainsi, a chaque face fde € iee une Tmarque (f_marque) qui prend les valeurs:

- "non atteinte”, son état n'a pas encore été déterminé.

- "atteinte”, son état est connu mais elle n'est pas encore traitée.

- "traitée", soit elle est dans la file d'attente pour subir d'éventuelles modifications,
soit elle les a déja subies.
Et on associe également a f un état qui prend les valeurs : "vraie", si la face f valide
(respectivement "fausse” sinon).
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(

s connexes (ou 3-faces du f

F={f o};ouf -faCe quelconque de
Pour f O (H) f f_marque = non atteinte
- - -}
Tant que F # 0O faire
k=k+1; g o = PrendPremierFile(F) ;
Q=(9 o)
Tant que Q # O faire {- parcours de la composant
f = PrendPremierFile(Q) ; (2) (f W=
if = 0,

Pour a 0Oi(f) faire
Si a_marque = non atteinte
al ors
f=1)\{f} 3)
a_marque = atteinte
Si a O Ha)(7)
al ors
a_état = fausse
Si f'_marque = n@
al ors
Q=Q
(f )=

f_marque = atteinte ;

si non
a_état = vraie ;
if «)=i(f k) O{a}
(@) =1(a) Of{f «I\{f};
Si f'_marque = non atteinte
al ors
F=F O{f} 4
f _marque = atteinte ;
sinon
si a_état = vraie
al ors 1(a) =1(a) O{f «}\{f};
i(f k) = i(f k) O {a};
fin pour
f_marque = traitée ;
fin tant que Q # 0;
Tant que PremierFile(F)_marque = traitée (6)
faire SupprimePremier(F);
fin tant que F # [;

(5)
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Notes sur l'algorithme :

(1) g est la premiere face de la liste F.

(2) f est la premiéere face de la liste Q.

(3) Card I(a) = 2, donc la d-face f' = I(a) \ {f} est bien définie.

(4) Laface f' est mise a la queue de la file d'attente.

(5) Une face "atteinte” est différente de "traitée”, cela signifie qu'elle est mise en
attente dans la file d'attente F ou Q, et que la composante connexe a laquelle elle
appartient n'a toujours pas été explorée. Une face est dite "traitée" lorsque tous ses
Voisins sont atteints.

(6) On dépile les éléments de F jusqu'a trouver un élément non traité.

Instructions supplémentaires au parcours du graphe :

- Le test (7) s'effectue par un produit scalaire d'un point p(a) de a avec un vecteur.
En effet, pour déterminer si une 2-faxest incluse dans le demi-plai(a) du
faisceau de normales d'un triangle, il suffit de tester le sighe(d}y ).

Ou le demi-plarH(a) est défini par les deux vecteurgetv tels que

H@ ={x, (xn)=0et(xyv) >0}

- Le passage d'un sommet v & un sommet voisin du graphe, c'est a dire d'une 3-
face f & une 3-face adjacente, se fait de la fagon suivante. Soit g une sous-face de f,
I'ensemble I(g) des super-faces de g ne contient que deux faces : f et f' adjacentes.
Donc la face voisine f' = I(g)\f est déterminée avec un co(t constant (instruction (3)).

De plus, le parcours en largeur du graphe permet de consulter linéairement les
listes des sous-faces (sans faire d'aller retour).

- La mise a jour des super-faces d'une 2-faces a "vraie", se fait par l'instruction
[ @] avec un codt constant, car Card (I(a)) =2.

- la construction de la liste des sous-faces de la nouvellefaeeféit en temps
proportionnel aux nombres de sous-faces dad fur et a mesure du parcours

(instruction b ]).

Ainsi, ces intructions n‘augmentent pas l'ordre de grandeur de la complexité du
parcours du graphe d'adjacence des 3-faces de l'arrangement.
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» Algorithme de la deuxiém

Notations :
lvalidd @) :{f i = fauss}e

Algorithme : Soitgu
Pour f O oH f

arque = non atteinte fin pour;

Pour f O q(H) f f état = fausse fin pour;
F={g o}; k=0,
Tant que F # 0O faire

f = PrendPremierFile(F) ; Q=

k=k+1;

if W= 0;

Tant que Q # O {Visitedelak nte

f = PrendPremierFile(Q);
Pour s 0Oi(f) faire
Si s_marque = non atteinte
al ors calculer |
s_marque = ati@g
Si Card(l vaide
al ors s_étg
f=l
(f W)=
Q=Q O{t}
si non s_état = vraie;
I(s) = I(s) of{f G\ @
F=F O{g O lvaide (S)\f}etg_eétat #traitée};(3)
if ) =i(f k) O{s};

de I'état de s}

sinon
si s_état = vrai al ors I(s) = I(s) Off «}\f}
if =it «) O{s};
fin pour s
Pour g LI(f k) faire i(@ =i@)\f, (2)
f_marque = traitée;
fintant que Q z 0O,
I =10 (3)
Pour g OI(f k) faire
i(9) =i(9) Off «h
Tant que PremierFile(F)_marque = traité
f ai re PrendPremierFile(F);
fin tant que F z [0O;
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pitre 1l

ote
(3) Lafag & s faces f(€lg. L I(f)
sont des faces (S7
Instructions supplémentaires a
- Pour chaque 1-face s de( [ p 2-face valide, on construit

lvalige(S)- Ceci se fait en temps proportionnel au nombre d'éléments de I(s). Donc le
co(t total est majoré pay(Ht), ce qui donne un colt en Gjp

- Réaliser la mise a jour de super-faces des 1-faces valides par l'instruction (1). Il
faut trouver le représentant de f dans la liste I(s). Ceci se fait en temps constant car Card
I(s) est borné par une constante indépendante de p.

- Reéaliser la mise a jour de sous-faces des 3-faces par l'instruction (2). Ceci se
fait en temps constant grace aux pointeurs ajoutés entre les listes de sous-faces et super-
faces.

Donc ces intructions n‘augmentent pas lI'ordre de grandeur de la complexité du
parcours des 2-faces valides.
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Chapitre Ill

Application : Modélisation geomeétrigue
de la fabrication des melanges

Introduction

Les sommes particuliéres de triangles étudiées dans ce chapitre apparaissent dans
le contexte de la modélisation géométrique de la fabrication des mélanges.

La faisabilité d'un mélange se traduit par l'appartenance d'un point,
représentation vectorielle du mélange, au convexe de mélange (zonotope).

Le probleme de fabrication simultanée des mélanges se pose différemment : on

connait I'ensemble de mélaaaasamatabriguar,..., M g de déterminer
globalement s'ils peuvent ét . gppelé probleme de
coexistence de famille de veq [ : i e de ce probléme
introduite dans [Lac&Val93 ' g-
mélanges. Ces nouveaux d g-simplexes dans un
espace de dimension gn.

L'étude menée ici se i - ne representation
vectorielle des produits dansiel|dile place O ‘ ilité selraduit par

I'appartenance d'un point au convexe, ce qui nous conduit a rechercher les facettes de
ce convexe, dans le but d'obtenir un systeme d'inégalités permettant d'établir la
faisabilité des deux mélanges.

L'énumération des facettes se fait par une étude des différentes combinaisons
possibles de somme d'arétes et de triangles. On peut décrire les facettes du convexe de
2-mélanges a partir du premier diagramme projectif, comme pour les zonoédres. Le
nombre de facettes se comporte enPD€pcette borne peut étre atteinte.

Pour le cas particulier ou les vecteurs représentant les produits de base vérifient
la sélectivité réguliére, le nombre de facettes du convexe de 2-mélanges se comporte en
O(p?). Dans ce cas, on montre que la faisabilité simultanée des mélanged/Mest
équivalente a la faisabilité des mélanges M, et M1+ My, propriété qui est fausse en
général.

Dans la derniere partie, on illustre par un exemple comment décrire les
adjacences entre les facettes du convexe de 2-mélanges a partir du premier et deuxieme
diagramme projectif. Ceci pourrait permettre de proposer des algorithmes pour décider
de la faisabilité des 2-mélanges.
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1. Rappel de la modélisation géomeétrique de
d'un mélange

Dans le modele géométrique de fabrication des mélange
dans [Val86], les produits sont représentés par des vecteurs
composantes d'un vecteur correspond a une propriété du produit représe ,
appelé espace des especes. Ces propriétés doivent étre additives et elles représentent les
guantités de certains caracteres physico-chimiques : volume, masse, quantité de soufre.

Définition 1 : Une propriétat d'un produit est ditadditive si le mélange de deux
produitsA et B, donne un produiC vérifiant :

m(C) = T(A) + T(B).

Si la masse des produits est une propriété additive, la densité d'un pro
teneur en certaines substances ne le sont pas, dans ce cas il faut se ra
propriété additive. Par exemple, la masse volumique est remplacée par le volu

Ainsi, si les propriétés sont additives et si onja Nb et N; trois vecteurs de
représentant chacun un produit, alors lorsqu'on mélange ces produits, en prenant une
fractiona; de chaque produitjNe mélange obtenu a pour représentation vectorielle :

M =a1N1 + asNo+ a3Ns.

N3

Fabrication de M a partir des
produitsN; N, el

Définition 2 : On dit qu'un produitM de tir des produits de

base si et seulement si

p
OA,0<A <1li=1,.p tels queM:z Ai N
i1
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On considére I'application G qui au vecthux()\l, Az,...)\p) fait correspondre
p
G =3 NN,
i=1

le produit fabriqué. L'ensemble de
est I'image du cuh®,1/P par G.

aisables a partir des produits de base N

zonotope.

i
Cet ensemble est appe
{N1, No,...,Ny} et se note &1, N

meélangassocié a la famille
traine la propriété suivante :

Propriété 1 : Le mélangeM O
seulement g\l appartient a N1, No,...

hrtir des produits de base si et

O

Figure 2 : Z convexe de mélange associé a N et Ns; et M un mélange faisabl

Remarques:
Si le mélangéV est faisable, alors en général le vecfeur()\ 1, Az,...)\p) q

donne le produiM n'est pas unique. On désigne par Eensemble ded [
p
vérifiant M = Z Ai Ni, Em est un sous espace affine de dimension au plus p-n.

L'ensemble des solutlons du probleme de fabricatioM dsst I'intersection depE
avec le cubg0,1/P

Uw =By n[0,1]P.
Exemple n =2 et p = 3. i} I'ensemble dek solutions est en général l'intersection de

[0, 1 3avec une droite.
A
1 |
:ZP: 1 A N

[\
.
=T,
/ ///b _______ /1
1)

Figure 3 : Uy I'ensemble dea solutions.
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Choix optimal :

Le choix d'un vecteux parmi I'ensemble des solutions peut se faire par la prise
en compte d'un critere & maximiser. Il s'agit en général d'un critere linéaire représentant
un codt, ou d'un critére plus géométrique représentant le volume du zonotope résiduel.
Si des fraction(?\ 1, A2seess )\p) des produits Nont été consommeées pour la fabrication

deM, alors lezonotope résidued'écrit
p

ZRAN) = 5 (1-A)[0 N

=1

O

Figure 4 : ZR, le zonotope résiduel apres fabrication de M.

Le critéere du volume résiduel maximum, consiste a choisir dgn$elrecteui
maximisant le volume du zonotope résiduel. Ce critéere vise a élargir la gamme de
produits faisables, apres fabrication du mélavige

On remarque que la faisabilité d'un second méldtigepres fabrication dil,
est liée au choix d qui a permis de fabriquév (c'est a direM' est faisable si et

seulement SM'OZR(A) ).

2. Faisabilité de plusieurs mélanges

Ici, plutét qu'une stratégie séquentielle de fabrication des mélanges, ou la
faisabilité d'un second mélange dépend du choix fait pour la fabrication d'un premier
mélange X[OUy), on regarde si globalement ces deux mélanges sont faisables. Ce
probléme est énoncé sous la forme plus générale de faisabilité simultanée de g mélanges
M1, My,..., My & partir des produits de base,Wy,..., N,, et est également appele
probléme deoexistencele deux familles de vecteurs.
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Définition 3 : Soient - N\ s Mg} deux
familles de vecteurs de
On dit que la famille ,, coexi g p-uplets

0 Q

tels que :

(S) 2 0sA (1)

2.2. Quelques résultats

Pour le zonotope résiduel on
Propriété 2 [Sla86] : Soit M [
base. Quel que sait1Uy, on a:

ZRA) O Zn (Z-M).

Propriété 3 [Sla86]: Dans un espace de

volume résiduel maximal est donné pan
zonotopes résiduels.

Une condition nécessaire de coexistence est
Propriété 4 [Lac&Val93] : Sila famille ,, coexi
zonotope M1, Mo, ... dans le zonolOpE\4, No,.

De plus, cette conditig tion suffisante pour des vecteu

Corollaire 1: Lafa coexiste dans la famille \ de veg
si et seulement si M : ANt faisables dans la familley,

Contre exemple dans

1 0
SoientN=(0 [ N2=[ 1
0 0

0 1
, N3 :( 0 )et Ny :( 1 ) les produits de base et
1 1
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1 0
Mi=| o letMo=| 1 ) les mélanges a fabriquer.1IMM, et M; + M5 sont faisables et
1 1

pourtant M et M, ne sont pas faisables simultanément. En effet
M1=N71+ N3, Mo=N>+ N3 et
M1+ Mo = N3 + Ny.

3. Modélisation géométrique

q

On définit les vecteursl* de_I'I1
| =
comme suit :

Ce qui donne :

Ni. 2
,0,..,0), N

Soient Iﬁ,j:1,..., P, If



ent faisables

ement $ point (

onvexe de g-mélanges associé a la famille
Démonstration : Voir [Lac&Val93].

Ainsi le probléme de coexistence se résout en déterminant l'appar
point (M,,..., M) au convexe de g-mélangKsassocié a la famille . Pour
nous utiliserons la représentation du polytépsous forme d'intersection 0e demi
espaces. Pour cette raisGg hera dans la suite a déterminer I'ensemble des
facettes dg¢ ﬂ yteme d'inégalités, conditign

4

résOmhts suivants :

..., Ny} une famille de p vecteurs de
ition nécessaire pour qu'un vecteur non nul X = (u,

3-face du convexe de 2-mélanges assoqig ast

qu'il existe ji{1, 2,...,0 et Iﬁ un vecteur non nul orthogonal g Nels que I'on ait
une des trois conditions suivantes :

() (V) = (N),
(i) (uv) = (O,
(i) (uv) = (UND).

Démonstration : cf. [Lac&Val93].

Remarque : théoreme, on retrouve le résult

facettes d'un convexe de 2

élanges associé a la famille= {N

de Minkowski de trianglesd@ans
paragraphe est de déterminer les facettds,d# en particulier leurs normales et les
valeurs de la fonction support dans ces directions.
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4.1. |dée de base de I'énumération de

Pour déterminer I'ensemble des fac
suivrons la méthode donnée dans [Lac&
directions des normales extérieures aux fac
L'idée est la suivante:

xe de 2-mékangess
, qui permet d'obtenir les

Soient Q, i = 1 a p des polytopes dand
somme des polytopes,@'écrit :

F(i :Z pQ,ﬂ) ) i:Z pF(Qm' (cf. chapitre I, propriété 5)

On voit que la dimension dé( Z Q,n), dépend de la dimension des termes

F(Q ;n)de la somme, de la fagon suivante :

dimF( ) Q,n):dim( Y F(Q,n))

i=1,..p i=1,..., p
< > dimF(Qn)
i=1,..., p
< Min ( z dim Q.,n), n-1).
D'ou la remarque : e
Si F( ette de z iQilors
..... i=1..,p
imF(Q,n)=n-1
Facettes d
Appliquons jette tes d'un zonoéedre.

10, NJ.

.....

Pourn U
Fzn)= > HO,Nn)
i=1,.., p
(N sNi,n) > 0,
F(0, NJn) ={ [0, N si(Ni,n) = 0,
\ 0 si(Nj,n) < 0.



Application : Modélisation géométrique de la fabrication des mélanges 73

Or dim 0, NiJ,n) = 0 ou 1, donc au moins deux termes parmi [g& K;|,n) (i =
1,..., p), sont de dimension 1. Supposons qu'il s'agit des termes d'indice j etik, alors
est orthogonal aux vecteurs & N,. Ce qui donne deux directions normales possibles

-NjCNg et NONK.

N2 [ON4

@ <
N1

Figure 6 : Facettes du zonoédre.

Ecrivons Z,.) pour ces deux directions :

FZNONG =0, NJ+[0, NG+ Y N+ 5 0+ 5 [ONj,
i=1,..,p i=1,..p i=1,.,pet #k
<Nj|:Nk,Ni> >0 <Nj[Nk,Ni> <0 <Nj|:Nk,Ni> =0

FZNGEON)=[0, NJ+ [0, N+ 5 0+ Y N+ 5 [ONL
i=1,..,p i=1,..p i=1,.,pet #k
(NCNGN) >0 (NN < 0 (NN = 0

Donc les vecteurs NIN et Nc[ON; sont des normales a des facettes de Z si et

seulement si Net N¢ ne sont pas colinéaires.
p
Et on remarque que ces deux facettes sont symétriques par r%@rﬂ\a.
i=1

Propriété 6 : Un point M appartient a Z si et seulement si il vérifie les inégalités :
pour tout {j, k} { 1, 2,...,p} , Kj<k<p
[ { MNKDNG ) < HZ, NN,

| { MNjONK ) < HZ, NN,
ou h(Z, .) est la fonction support de Z.

Dans le premier diagramme projectif la face d'app{[LO,FNk] , NiDNJ-) est
donnée par la position du point,Rssocié vecteur\Npar rapport a la droite passant
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par les points Fet B. En effet les déterminandet( PP, PiPx) et de(N;, N;, Ni) ont
méme signe, d'ou :

Ny si ddtP,P; , PiPy) > 0,
F[0, N.NiONj) =1 [0, N si def PP, , P,Py) = 0,
10 si det( PP, , PiPy) < 0.

X

[N;CNj,Ny >0

X (N;ENj, Ny <0

Figure 7 : Premier diagramme projectif dey.

le maximum s'écrit
MAX (y,n)= MAX (A1 (N;,u) #A2 (N;i,v) ).

yDKi A1, A2 =0
A+ A<l
A2
1
0 1 >)\1

Figure 8 : Domaine de variation ({él,)\z).
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Quatre cas donnent lieu a des ens tio(l?sl,é@) de dimension

supérieure ou égale a un :

4 .2 . Enumération des facettes

normales
s et les

Dans la premiére partie, I'énumération des cas donne lej
aux facettes d&. Dans la seconde partie, on obtient I'expres
valeurs de la fonction support dans ces directions.

® Enumération des

Etant donnée l'exp [ rmale [

(1)

une condition nécessaire pour i facette di, c'est a dire une face
de dimension 5, est que la somme (1) comporte :

soit deux termes de dimension 2 (i.e. deux triangles) et un terme (au moins) de
dimension 1 (i.e. une aréte),

soit un e g ensioy t trois termes dimalllibn 1,

S0it cing teTme dimgieen 1.
Q -
— d
1T B
!}

Np) S0

étre en position générale, c'est a dire, tout triplet de vecteurs,aageng

FIK, )= i Minkowski),

Dans la suite,
- Cyi, la cO
- Int, l'intérieur

g NOL

- Pos( ), I'env

-~
Pos E
..

-Lin( ), le sous

Lin( )=/
>

Rappelons quhl. =(N;,0) etNI =(0,N;).

Lorsgu'on ne le précise pas, les vecteurs de=
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A- Facettes obtenues a partir de la somniatdangles et au moins une aréte :

Pour avoir dans la somme (1), deux termes qui soient des triangles, on impose au
vecteur (u,v) deux conditions du typeJC

(Ci): (uN)=0 et(v,N)=0,

(Cy): (uN)=0 et{v,N;)=0,avec#.
D'ou on peut déduire que u et v s'écrivent sous la forme :

u=a Nij[N; et v=BN;IN;j, oua et sont des reels.

Pour atteindre la dimension 5, on ajoute une condition pour qu'un autre terme de la
somme (1) soit une aréte. Par exemple une aréte du triap(aedC ki, k#)):

- s'il s'agit de I'arétb : Nﬂ , 0N aura
| a { NiON;,Nk ) < 0,
(C3k): (u,Ng)<O0 et{v,Ng)=0, qui donner 0
v=0,
_ sl s'agit de l'aréted , N , on aura

(Cok): (u,N¢)=0 et(v,N¢)<0, qui entraTnenI u=0o

- et s'il s'agit de laretdll , N2/, on aura
(C4k): (u,N¢) =(Vv,Ng)>0,
d'ou
u=v=a.Ni[Njaveca du signe dé N;

Conclusion A: Soient N et N deux vecteurs de y, avec es vecteurs
n=(N;ONi, 0), n=(0, NON;) et ny=(NIEN; , NiOIN; ),

sont des normales extérieures aux facettes du convexe de 2-mékangiest

seulement si, il existeK {1, 2,...,p tel que< Nic, NiON; > > 0.

De méme les vecteurs

ng=(NiCNj, 0), 5 =(0, NON;) et i = (NjON; , NN ),
sont des normales extérieures aux facettes du convexe de 2-mékangiest
seulement si, il existe K {1, 2,...,p tel que< Ni, Nj ON; > <0.

B- Facettes obtenues a partir de la sommnietdangle et 3 arétes :

Pour avoir un triangle dans (1), le vecteur (u,v) doit vérifier une condition du type (C
(Cqi): (uN)=0 et(v,N)=0.

Il faut alors au moins 3 arétes pour obtenir la dimension 5.
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Quels sont les choix de 3 arétes qui permettent d'obtenir une facette ?

- Si on choisit 2 arété@,ﬁﬂ et O,NE|, le vecteur (u,v) doit vérifier en plus deq{;
deux conditions (§) :

(Cy): (uN)=0 et(v,Nj) <0,

(CK): (uN¢)=0 et{v,Ng)<DO.
Ce qui entraine u = 0 et rend les conditions de tyge €C(Cy) irréalisables pour le
vecteur (u,v). Or une troisieme condition()Ghe permet pas d'obtenir la dimension 5.
En effet la dimension de la somme de Minkowsk| +l{0 NH + {O,Nﬂ + {ONH est
égale a 4, car les vecteurs;(®) , (O,N), (N;,0), (Nk,0) et (N,0) engendrent un
espace de dimension 4.

- De la méme fagon, on remarque que si le vecteur (u,v) vérifie en plugigdd
conditions (Gj) et (C3k), alors v = 0. Et quelque soit la troisieme aréte choisie, on
n'obtient pas de normale a une 5-face du convexe de 2-mélanges.

- Si on choisit 2 arétéﬁjl,ﬁﬂ et NL,N2| | les conditions (@) et (C4k) sur le vecteur
(u,v) entrainent: u=v , etalors les conditiong &€ (G;) ne peuvent étre vérifiees
par le vecteur (u,u). Et comme précédemment une troisieme aréte du méme type :

'Nit,N?| ne donne pas une somme de dimension 5.

Finalement, il est impossible d'ajouter deux arétes de méme type, donc la seule
combinaison restante est de prendre une aréte de chaqu%ﬂwmﬁé, J0NZ|, NENZ
Ce choix donne les conditions suivantes sur le vecteur (u,v) :

(Cl): (uN)=0 et{v,N;)<0,

(C3k): (uNg)<O et(v,Ng)=0,
d'ou on peut déduire que u et v sont de la forme :

u=a Ni[N; et v=3N;INy, oua etp sont des réels;
et &h: (uN) =(v,N)>0,
donne la relation :

al NiON;, N J=B( NiONg, N> 0 @)
entrea et3.

Les conditions sur les signsent :
{(uN¢)<0,(uN)>0,(Vv,Nj)<Oet v,N)>0,
et remplagant u et v par leurs valeurs on a,
poura :
af NiON;, N <Oeta( NiON;, N ) >0, (s1)
et pourf :
Bl NNk, N J<0etB( NiTNe, Nj) > 0. (s2)

Or un tela existe si et seulement si
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[ NiON; , Ne ). NiENj, Ny ) <0, (p1)
et un telp existe si et seulement si
[ NiONk , Ny ) -{ NiCNy, Ny | < 0. (p2)

S'il existea et vérifiant les conditions (s1) et (s2), alors la direction normale

(u,v) est bien définie, car la proportion erdret3 est donnée par (a), et leur signe par
(s1) et (s2). Ainsi (u,v) est orthogonal a une 5-fack.de

Géométriguement la condition (p1) signifie que & N sont de part et d'autre
du plan engendré par les vecteurt\N, et la condition (p2) quejNt N sont de part

et d'autre du plan engendré par les vecteuet Ny.

N

e

Figure 9 : Configuration des vecteurs;,N\;, Ny et N.

Conclusion B :  Soient NN;j, N et N quatre vecteurs distincts dg. Les teurs
ny =( c.NiONj, B.NiENK ) et =( B.NiIN, o.NiEN; ),
ou les réelsn et vérifient les conditions (s1), (s2) et (a), sont des normales

extérieures a des facettes du convexe de 2-mél&ngest seulement si,
les vecteurs N N;, Ny et N verifient (pl) et (p2).

En effectuant une permutation circulaire sur les indices j, k et |, dans les relations
(s1), (s2) et (a), et dans les expressionsgey) on obtient deux autres couples de
normales a des facetteside

C- Facettes obtenues a partir de la somne atétes :

Sion prend 3 arétes de méme type :

Le vecteur (u,v) vérifie trois conditions £z donc u est nul et les conditions du
type (G) et (Gy) ne peuvent plus étre vérifiees. De méme si on impose 3 conditions du
type (&), la nullité de v ne permet pas de vérifier les conditions du type(@Cy).

Et le choix de 3 conditions du type{Centraine 'égalité de u et v qui contredit des
conditions de type (§ et (&).
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Et si on prend plus de trois arétes du méme type, la dimension de la somme de
ces arétes reste 3. Finalement, on ne peut pag deux arétes du méme type
pour obtenir une 5-face dée

Donc il faut choisir 5 arétes parmi les troig
de méme type. Donc la seule combinaison reg
puis 2 d'un autre type et la cinquiéme du type ré

\vec au plus deux arétes
Brendre 2 arétes d'un type,

1) Si on commence par les 2 condition

uestdelaforme u@a Nj[N;
et v Vérifie les inégalités N; , v) <0

a-  Soit on ajoute 2 conditions 4K) et
u vérifie les inégalitéSNy , u) <0

et v s'écrit v N[N, ouf O
il ne reste alors que le choix d'une condition de typen
a{ NiDN;, N ) =B NNy, (a1)
b-  Soit on ajoute 2 conditions 4K) et (Gyl), ce qui €
Nk et N, et s'écrit :

e st orthogonal a

V-u=BNON;, ouf O
et les inégalités Ny , u) >0 et(N;, u) >0,
(Ng,v)>0 etN;,v)>0.
Il ne reste qu'un cas possible;(d), on obtient
(V, N)=B{ NeONp, Nep ) + o [ NiN;j , Nip ) =0, (e1)
et (u,Np)=al NNj, Ny <0, (i1)
puis (el) et (i1) entraTnentl3< NN, Nm > > 0.

Notons que si a la place de uc=N;[N;j, on pose u = e N;[Nj, on aura la méme
relation (al) entre et que dand) a- et les méme inégalités relativea a

jvec la somme de 5 arétes,

I, N?| et/o, NE/.

2) Reste une derniere combinaison pour obte
il s'agit d'avoir dans (1) des tern{@s, Nﬂ {O ,
Ceci donne les conditions suivantes sur le veg
- (G3i) et (Gy) qui impliquent
u vérifie les inégalités( Nj , u) <0 et N; ,
et vestdelaforme v=oNN; (@O
- puis (GK) et (Gl) qui donnent
-o | NiONj, Ny ) =/
“a | NNy, Ny ) =
etu-vestdelaforneNyN, @O
- et finalement (gm)

(i2)
(i3)
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B NKON; , Nin | - & NiCNj, Niy ) =0, (e2)
-al NilN; , Ny ) <0, (i4)
qui entraTnentB< NkCN; Nm> > 0.

Dans les trois cas, la proportion erdret3 est donnée par (al), c'est a dire :
o { NiTIN; , Ni | =B [ NNy, Ny ),
et les conditions sur les signes deet3 sont :
al NiON;, N <0, af NiCN;, Nyj<0eta | NiCN;, Ny ) >0,

et
Bl NKONi, Ni) <0, Bl NONy, N )< 0 et B{ NNy, Ny ) >0.

Or, il existe un réat vérifiant les inégalités de (a2) si et seulement si :
(NN, Ni) [ NiDNj, N J> 0 et] NiON; , Ni | [ NiON
Ce qui signifie que le plan engendré par les vecteue

De méme, il existe un réplvérifiant les inégalités de (a3) si : B
[ NKONG, NG ) NGENG, N> 0 et NENG, N ) NeENIENGRE ) < 0. %R (pa2)

Ici, le plan engendré par les vecteugsailN partage
ouverts, I'un contenant les vecteufseNN et l'autre le vecteur

Les conditions (pal) et (pa2) portent sur les positions relatives entre les vecteurs
Ni, Nj, Nk, Nj et Np.

N /(Nm
Figure 10 : Corgm rsi,\Nj, Nk, N et N,
La direction normal@ est bi MWOIS Cas :
dansl) a-par :
),
dansl) b- par :
o N - o NiEN; ),

et dan<?) par :
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Conclusion C : Soient N Nj, N, N| et Ny, cing vecteurs distincts dey. Le
vecteurs

ny = (o NiN; , B NNy

nz=(- a NiON; , B NONj - @ NiCN;j) et

nz =( B NkON; - o NiONj, - a NiONj),
oua et vérifient les conditions (al), (a2) et (a3), sont des normales extérieures aux

facettes du convexe de 2-mélangesi et seulement si,
Ni, Nj, Ni, Nj et Ny, verifient (pal) et (pa2).

Ceci finit I'énumération des cas.

® Descriptions des facettes et calcul des valeurs de la fonction support

Maintenant, reprenons un par un les cas, en précisant pour chacun d'eux
I'expression des facettes correspondantes et la valeur de la fonction support.

- Faces du cas A :
Considérons la normale

n = (NJON;, 0).

Que valent les termes F(J{;) de la somme (1), pourr=1apett, et k?
On connait les termes F(i{;) pour r =i, j et k, ils sont respectivement eégaux; Ak
et 0, N2,
Pour r#i, jetk:
F(Knny) =| POK,, (P )= MAX (Qn)|,
QUK ’

J POK,; (Pn)= MAX Al Ny, NONG
AA2=20 etA+A<1 ’

dépend du signe (QeNr,Nj [N >
Sicomme pour N on a
[ N,,N;ON; | <0, alors F(iny) = | 0, N2,
par contre s(i Ny, NjON; > > 0, alors
F(Kr.ny) = (N7,
et enfin si on a un vecteur;, khéairement dépendant de & N, la face d'appui est
F(Kr,n) = K.

Pour chaque couple d'indice (i,j) de ... p}, notons 1(i,j) , 19i,j) et Ii,j) les sous
ensembles formant une partition de | et définis par :
1*ip)={ r, r=1,.p | { N\ON;N; >0},
1%,§)={ r, r=1,..p | { NiONj,N, ) =0},
{r,r=1,..p| [ N\ON;,N; ) <O}.
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En fait, F(K ; n) est de dimension 5 si il existe au moins un# {r]j) tel que
<NjDNi, Nr>< 0, c'est le cas ici carl& I*(i,j). Il en est de méme p rzn:(o , NDNi)
et ng = (NGON; , NN ).

De méme si il existe®{1,..., g tel que rO Ii,j)
na=(NiIN;, 0), i =(0, NON;) et
sont les directions des normales extérieures a des fa

Conclusion A: Soient N et N deux vecteurs dey, avegf J. L'ensemble(i,j)# O,

si et seulement si, les vecteurs
ny=(NONi, 0), m=(0, NON;) et ng = (NiIN; , NN ),

sont des normales extérieures aux facettes du convexe de 2-m&aqges'écrivent

respectivement :

Fkn)= Y (0N + T k+ 3 (N,

ront,j) roi9i,j) rai@,j)
FKmp = 5 0N + F k+ ¥ (N2,
raIt(i,j) ro%i,) rar(i)
Fk= 5 NANZ + Y k+ 5 (0}
ra (i) ro19i,) roi(ij)

De méme I'ensembildilj) # [, si et seulement si, les vecteurs

ny=(NiN;, 0), =(0, NONj) et iy = (N;ON; , NN )
sont des normales extérieures aux facettes du convexe de 2-mé&anggém obtient
en échangeant dans les expressions ci-dessus les rof(*g)de dle I(i,j).

De plus, on remarque que la fonction suppoi deérifie:
h(K,m) =hK, o) =hK,ne) = > < Ny, N;ON; >
ro (i)
h(K,ng) =hK, ) =hK.ng) = 5 [ Ne, NN ).
r01*(i,j)

En effet, la fonction support s'écrit :
h(K,ny) =(x, i) quelque soit XJ F(K,n)
= Z <er : n_L>, car les autres termes F(K),igontiennent I'origine
r01,j)
=5 [Ny, NON; ),
ro 1, j)
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hKn)= Y (NZ, n
roI(G,j)
z < Ny, NJDN,> on retrouve la méme valeur que pout,h().

r0 1, j)

hKng= Y (aNt+@-a) N = 5 (N} g
r[ll(l i) ro (G, j

=3 (N NDNG)

ro1i.j)

Remarques :
1- La condition f(i,j) # O d'existence s facette§&

F(K,ng), traduit le fait que le demi espac

contient au moins un point Nde . Da
condition se traduit de la fagcon suivante :
Si on note ¢l la droite orientée passant par les pointst® (images de Net N

dans le P.D.P.), de directi(ﬂ?Pj, alors q le demi plan ouvert a gauche dg (@i
xOH;, alors son image dans le P.D.P. est de’ﬁmsmhtient au moins un point P 1<
r<p.

e premier diagramme projectif, cette

i,

1: Premier diagramme

2- Naalaaclil o i N tc PogNEcoupe l'intérieur
de Pos ( es de & legaCoupleml Nj) de vecteurs de
I v‘ ere ) géngEnt 3 facettes #e

Exemple :
Pos(N;,Ny) sur la frontiere de P@EER) - =0 - 3 facettes.
Pos(Ns,Ng) n Int(Pos ( ) ) zJF11(3,4% 0 et 1(3,4%#0 - 6 facettes.




84 Chapitre 111

Ny
N3

Pog(N3, Ny

— vecteurs sur la frontiere d@os(

—» vecteurs a l'intérieur d@os( N)

Figure 12 : Une famille de vecteurs y.

- Faces du

Valeurs des rrzij,ketl.

F(Kl’!nl) :’ P
\ 1A220 etA+A<1

MAX  Apal Ny, NONj) + Az B Ny, NiDNk>},

C1={x0 BN N > 0 el NiONX) . | NiONK,N; ) > 0,
N,OCy O f 0 etB{NONK,N,) <0,
0 ) = (0,0).
Co={x0 BN, N > 0 el NiONX) . | NN, Ny ) > 0,
N, 0 Cy :)> 0 etB | NiTN,N; ) > a { NiONG, N |
et F(Kr,nz)z{ﬁrl}.
Cs={xD WNj) > 0 el NiONG,X) . { NiONGNy | > 0,

N;OCs O o NiONj,N; />0 etB | NiONk,N;) <ar | NiON;,N, ),
0 AKenng) = {NH et AK,np) = {N2).

Cas dégénérésN; appartient a l'un des demi plans séparant les cellyleS@t G.

N, linéairement dépendant de &t N, et< N;CNy, N DNr> >0
= Ny OCy nCp {pNi; u>0}
0 HKy,m) :{01 er} et K,ny) :{0’ NH

N, linéairement dépendant de &t N et < NiDNj,NiDNr> >0
= Ny OCy n C3\uN;; p>0)
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O HKyng)= [0 Nr}etF(Kr,nZ) [0 Nr}

N, linéairement dépendant de & N et< N;CN;, N; DNr> >0
< N,OC; n C3\{uNj; u>0)
0 FKp,m) = AK,np) = NE, N2

C'1, C» et C3 sont les images respectives des ensembje€Let G dans le
premier diagramme projectif :

Figure 13 : Découpage du P.D.P selon les valeurs (¥,f1) et HK,ny).

Conclusion B : Soient N Nj, Nx et N quatre vecteurs distincts dey. Les
Ni, Nj, Nk et N verifient (pl1) et (p2) si et seulement si les vecteurs

ny =( c.NiONj, B.NiENy ) et =( B.NiIN, . NiEN; ),
ou les réelsn et vérifient les conditions (s1), (s2) et (a), sont des normales
extérieures a des facettes du convexe de 2-mél&nges s'écrivent :

Fiknp= Yy o+ Y NP+ Y Nr + K +|NH NP+ 0 NH+lo N

r=1,.,p r=1,..p r=1,..,

FKn)= Y 0+ Y Nr+ Y N +K + NE N?| + 0 N2 +]0 NE
T 1

La fonction support d& prend la méme valeur pour @t rp :
h(K,n) = hK,np)
= ¥ BINDNKNj+ 3 o NiONGN  + a (NiDNG, Ny

En effectuant une permutation circulaire sur les indices j, k et |, dans les relations
(s1), (s2) et (a), et dans les expressions;des F(K,m) et F(K,p), on obtient deux
autres couples de normales et de facettés de
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Remarques :
1- N; peut s'écrire ¢ on linéaire ¢gleNN et N, c'est a dire
il existea;, ok eta; O e N=q; okNg + oN;.
(p1) s'ecrito; det(N;,Nj, Ng). ay det(N,Nj,N;) <0, soita; .ax >0
et (p2)a; a; > 0.
On en déduit que;j, ak eta; sont de méme signe. ON;, 1) > 0 pour i =1 a p, donc
N; est combinaison positive dg,NNi et N;.
Réciproquement siiNJ Int(Pos( N, Nk, N;)), alors (p1) et (p2) sont vérifiees.
Donc
les conditions (pl) et (p2) sont équivalentes a I'appartenanbl dd'intérieur de
I'enveloppe positive des vectetNs Ny etN;.

Figure 14 : Configuration des vecteursi\N;j, Ny et N;.

2- Dans le premier diagramme projectif, les conditions (pl) et (p2) sur les vecteurs
se traduisent par le fait que dit étre a l'intérieur de I'enveloppe convexe de R,
P) .

Pk

Figure 15 : Premier diagramme projectif y.

3-  Chaque quadruplet (NNj, Ny, Nj) de vecteur de n dans
dessus (c.a.d. Nest a l'intérieur de I'enveloppe positive dg,(
facettes dé&k en permutant les roles de, Ny, N;.

nfiguration ci-
, N|) ) donne 6



Application : Modélisation géométrique de

- Faces du

Valeurs des DUr £ i

On int
Lin(Ni,Nj) et

ent a l'intersection des plans
m) >0 et ITNmx )| 1IN, N ) > 0.

\

/

N )> 0 et ION;,x .l IONj,Ny ) > 0.
k>> 0et< IDNk,x>.< |DNk,Nj>> O}.

\

di2=| m)>0et IINpx)= 0.
dyz=|xD BN, >0 et ION;x)=0).
dy3=|x0 «)>0ef ItNx | = 0},

C'1, C» et C3 sont les images respectives des ensembje€Let G dans le
premier diagramme projectif :

Figure 16 : Partition du plan suivant les valeurs B&,,n;).

ny = (a0 NiON; , B N ON)
na = (- o NiON; , B NN - o NiEN)
ns = (B NKON; - a NiDN;, - o NiON;)

Valeurs de [K,n):

N, O G di 2 Co da 3 Cs di 3
m | (N | [NENZ | (NoO [lONY | (00 | ON?

N2 (0, Nr)

[
g (N,O | [ONY | (009 |[oNZ |(onNy | [NENZ
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Conclusion C : Si les vecteurs,\Nj, N, N; et Ny, de
alors il existen et3 vérifiant les conditions (al), (a2) et (a3), de Sorte que
n1 = (o NiONj, B NKON)
Nz =(- a NiON; , B NN, - a NiDN;j),
nz =( B NkON; - o NiONj, - a NiONj),
sont des normales extérieures aux facettes du convexe de 2-m&aqgges'écrivent

respectivement :
FKmn= S FKen) + 0N + 0N+ 0Ng +[0,NF| +Ny,, NZ
r =1,...,p

tel que rl]{i,j,k,l,m}

FK= Y FKem) +10 N + 0 N} +[Ng g+ [NF, N7 +[0 N3

tel que r{i,j,k,1,m}

FKn)= S F(Keng +10 NP + 0 N?| + Nk, NE| + NE NP+ 0 Nfy
=1,...,
telqutrerlj{i,j,kp,l,m}

On obtient trois autres normales aux facette& den échangeant les roles de
(Ni, Nj) et de (N,, N;) dans les conditions (al), (a2) et (a3), dans les expressions de
Ny, Ny, g et des facettes correspondantes. On note ces normales :

na=(B NNy, o NiEIN; ), 15 =(-B NNy, o NiEN; -B NN )
et =( o NiONj -B NkONy , B NN ).

Et on a pour la fonction support Hdes égalités suivantes :

h(K,nz) = hK,ng)

= 3 (BNON-a NONp L N+ S -al NN N
r/ NOC, r/ N{OC30O{ NN}

et hK,ns) = hK,n

=2

r/ N.OC,

ON, N, )+ S -B NKONj , N, ).
r/ NeOC30 { NN}

Remarques C :
1- Comme dan$3- e combinaison linéaire dg,\Ny et N;. |I
existea, ay eta; O + axNk + ajN;. On remplace Npar son
expression dansNiCN; , Ne ). [ NiON; , Ny )> 0 et NkONy , N ) .{ NeONy, N, | > 0,
d'ou on tire :

ag a; <0 eta; > 0.
Donc soitay > 0 eta; < 0, soitay < 0 eta; > 0. Donc les quatre vecteurs, W;, Ny et
N; sont sur la frontiere de I'enveloppe positive{dg N;j, Ni, Ni}. Sur la figure ci
dessous, les parties opeut se trouver dans le diagramme projectif sont coloriées.
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Figure 17 : Positions de Rlans le P.D.P.

De plus, les conditionsNiN; , Nin | - [ NiN; , Ni et 1) < O et| NNy, Neg |
< NN, N; etj> < 0 donnent la position de,Npar rapport aux plans Lin(NN;) et
Lin(Nk, Nj).

Notons G le cone PcN;, N;, N¢, Njj, et G le cone PcN;, Nj, Nk, Ni, Nm}.

En premier lieu on remarque que,Nl C4, car NON; est une normale a une
facette de @, et< NiON; Nm> .<NiDNj . Nk et|> < 0 (or N\OCy). Les facettes deC
qui sont visibles depuis N sont a l'intérieur de £ C'est le cas de Fd, N;) et
PogNy, N}. Or ces deux facettes ne sont pas adjacentes (pas de rayon commun), donc
nécessairement une troisieme facette glest visible depuis N et elle est a l'intérieur
de G.
En conclusion,

les conditions (pal) et (pa2) impliquent que deux vecteurs pyrdj, Ny et N,
sont a l'intérieur deCs.

Figure 18 : Configuration des vecteurs; NNj, Ny, Nj et Np,.
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2-  Cidessous le premier diagr ' correspondant aux conditions (pal) et
(pa2):

On introduit un vecteur(D nt a l'intersection de(NipN;)
et Lin(N,N;). Et on note P(I) I''mage de | dans le premier diagramme projectif. La
droite passant par; Bt B separe R des points Pet R, de méme que la droite passant
par R et R sépare R des points Fet B.

Figure 19 : Positions des points PR, R,

3- Chaque sous ensemble de 5 vecteurs gevérifi
(pa2) donne 6 facettes He en échangeant les roles dg,

es conditions (pal) et
i) et (Nk, Nj).

5. Bilan de I'étude des facettes.

5.1. Cas général
de celles énumérées dans les

S sont exactes pour des vecteurs
@rants pour des vecteurs en position

Dans le cas générd{, aura de
partiesA-, B- etC-. Les valeurs d
N1,..., N, en position générale, et
dégénérée.

Posons

n(i,j,k) = Card({ND (Pos{ N.Ni,Ni }) }).

Propriété 7 : Le nombre de facettes onnées dans la parte est :
na = 6 C5-t]+3t,

out (3<t< p) est le nombre de vecteurs qui sont des rayons extrémes de l'enveloppe
positive de{N1,..., Ny}.
Les facettes de la parte sont au nombre de :

ng=6x Y n(ijk),

{ijk}O{1,.p)

et enfin le nombre de facettes issues de la partest :

Nc = 6x z Cﬁ(”k)

{iik}O{1, p)
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Le nombre total de facettes Heest donné pag(K ) =y + ng +
On remarque que
- na est erd(p2) quelque soit la position des vecteurs dg,

tandis que les valeurs
- ng varie entre zéro (dans le cas de |a sélectiviie Jqguliére, définie dans le

paragraphe suivant) &(p4) (voir figure
- nc varie entre zéro (pour la
exemple de la figure 20).

Le nombre total de facettes HefsK ), est a
©(p®) suivant les positions des vecteurs dg. No
attendue pour une somme de triangles quelconques d

Dans les figures ci dessous on répartit p vecteurs sur chaque cercle :

| ~ ~
1 T~ oo N © -
] 1 ~ - ~ - ~ . ) -
~ o - ” Y P -~
'I 'I O //,’:/\”~ [ O\ //,:/,’ ~ o
b T T |1/ =X
o L
O Ry
- T //
ng est erd(p?) c @st e®(pd)

Figure 20 : Répatrtition des vecteurs dans le P.D.P.

Etant donnée la dépendance g&1) vis a vis de la configuration des vecteurs
N;, on s'interroge sur la complexité moyenne € j, pour des vecteurs distribués
aléatoirement. Une distribution uniforme des vecteuts tlans[0, 1 3, donne
expérimentalement (moyenne sur 100 tirages) une évolutichcennpmbre moyen de

facettes.
On regarde expérimentalement le comportement asymptotique du nombre de

facettes pour quelques configurations particulieres de vecteurs.

Exemples :
Soitk une constante entiéggtendant vers l'infini.

1-  ppoints répartis uniformément dans le cihd],
2- p-k points répartis sur un grand cerclekgtoints a l'intérieur d'un petit cercle

inclus dans le grand cercle,
3-  p-k points répartis sur un grand cercl& @bints a I'extérieur.
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Pz Pz

@
)

: . 1
Px, Py et Pz les images respectives dans le P.D.P des ve((og)e(%))s

Py

J e
1

Px 2. Py  px -3-

Figure 21 : Trois répartitions différentes des images des vecteurs dans le P.D.P.

A Nombre de facettes 1
du convexe de 2-mélange cas
1013
cas 3
10114 cas 2
101}
10°
108
T + -
20 40 60 80 100 140 170 P
Equations des droites de moindres carrées: y=ax+b

1) a=4,98436 etb =-4,824955
2) a=3,323037 et b = 0,739825
3) a=4,434148 et b = -3,489202

Figure 22 : Comportement asymptotique du nombre moyen de facettes.
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5.2. Cas de la sélectivité

Définition 5 :
Oio{1,.p)

alors on dit que electivité réguliere.

Exemple dans

urs vérifiant la sélectivité rég

ans le cas ou la famillgy vérifi
élangemssocié a cette famille, &ra pour facettes
s la parti€n effet, les configurations de vecteurs,
etC- a des facettes d€ sont telles qu'au moins
erieur de l'enveloppe positive de trois autres vecteurs de

peut paS se produire dans le cas de la sélectivité réguliére.

un vecteur
Nn-Ceq

Conséquences :
1- De cette remarque, on déduit immédiatement que le nom
convexe de 2-mélanges associé a une famille de vecteurs vérifi

réguliére, est e®(p2). Son nombre exact est :
fsK)=¢ C% -p]+ 3 p, carily ap paires de vecteurs dont I'enveloppe posi
est sur la frontiere de I'enveloppe positivende

2-  Dans le cas de la sélectivité réguliere, I'appartenand¢clé,) aK se réduit a
vérifier uniqguement les inégalités données par les facettes décrites dans I&-p&itie
on écrit les inégalités correspondant a ces facettes, on en déduit la propriété suivante :



94 Chapitre 111

e de vecteurs de c BNt |3 sé[@mivité réguliere,
de vectedre et

Propriété 8 : Soit \ une fag
si on noteK le convexe de*Z-mélaggs .
zonotope associé a cette méme fale, alors
@ MOz, MOt
En terme de faisabilité de mélanges, l
Propriété 9 : Soit une famille y de yg p } §rOweNts de

(b) (M1,Mp) 0O K.
base et vérifiant la sélectivité réguligie res mé - taggment
faisablessi et seulement si les mélang B et ‘? 18 |

preuve : On noteh(Z,.) la fonction support d
Tous les couples de vecteur$\;,N;) N> a tels que
Pog N;,N;) coupe l'intérieur de Pos(y), dong les inég a5 (T1), (i2), (i3), (i4),
(i5) et (i6), tandis que si PBl;,N; ) coupe POS( ) sur sgiontieére on aura soit les
inégalités (i1), (i2) et (i3), soit (i4), (i5) et (i6).

ey =( NON;, 0)

(MLMg), )< 5 [ NGNON; ) = [ My,NiONG) < h(Z, NONG). (i)
r=1,...,
01]<Nr,Ni[Nj>p< 0

« np =(0,N;ON;)

(MiM2), )< S [ NGNINi) = MaNONi| < h(Z, NIN).  (i2)
r=1,...,
OU<Nr,NiENj>p< 0

e ng =( NiON;j, NiCN; )
(MiMz) s S [ NLNIONj) = [ MM NiON; | < h(Z, NON)).  (i3)
r=1,...,
OU<N,,NiENj>p> 0

«ng=( NON;, 0)

(MLM2) s S [ NGNON) = ( MUNDNj) < h(Z, NONy).  (i4)
r=1,...,
OL‘J<Nr,NiENj>p> 0

« ns =(0,NiON;)

(MiM2), g < S [ NLNONj) = { MaNiONj) < h(Z, NON).  (i5)
r=1,...,
OU<Nr,NiENj>p> 0
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« g =( N;ON;, N;ON; )

(MiM2), e < S [ NGNONi) = ( MMz NON;| < h(Z, NON).  (i6)
r=1,...,
00<N,,Ni[Nj>p< 0

Ci-dessus on a les inégalités d'appartenance devw et My+M, aZ, sauf
pour les couples de vecte(ins;,N; ) tels que soit *{i,j)= O, soit Ii,j) =

Si I*(i,j)= O, (M1,My) vérifie les inégalités (i4), (i5) et (i6). Or dans (i4) et (i5)
h(Z,N;0N;) = 0, d'ol en additionnant ces 2 inégalités on obtient (i3) :

| My+M2,NiCN; | < 0 =h(Z, NiCN;).
En écrivant (i6) comme suit :
[ MLN;ON; ) +( Ma,NiTN; ) < h(Z, NiONG),

et en tenant compte de (i4) et (i5) on obtient (i1) et (i2) :
M1, N;ON; ) < h(Z, NjON;),
M2,N;EN; ) < h(Z, N;ON)).

De méme, sili,j) = O, (M1,My) vérifie les inégalités (i1), (i2) et (i3), on en
déduit qu'il vérifie aussi les inégalités (i4), (i5) et (i6).
Donc méme sili,j)= O, ou si Ii,j)= O, M1 et My vérifient toutes les inégalités (i1),

(i2), (i3), (i4), (i5) et (i6).

Finalementon a:
(M1,M2) UK,
est équivalent a
M1 et My Vérifient les inégalités (il), (i2), (i3), (|4) (i5) et (i6), pour

couple de vecteu(sN;,N; ), 1<i<j<p, qui sont les jp&
M, et Mi+Ms aZ.

Dans le cas de la sélectivité réguliere, cette
significative, la complexité du probleme de I'appart

d un systeme de( ﬁ‘ﬁ inégalités

Propriété 10: Ung

dans la famille g .
Z{Mq, N lus dans le zonotopg M, N,...,N, .

Car dans lalénéraliscbn a g mélanges se fait grace a la propriété
d'inclusion de tous les zonotopes résiduels dans le zonotope résiduel de volume
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maximum Zn (Z-M).

Pour les vecteurs de el propriéte®'inclusion dans le zonotope résiduel de
volume maximum n'est plus vraie, méme urs veérifiant la sélectivité
réguliere comme le montre I'exemple suivant

Exemple:
-1 -1 1
SoientN =[-1|, No=[ 1|, N3=| -1 roduits de base et M
1 1 1
=| 0 |le mélange a réaliser. Les vecteuide la forme :
1 0 a
A=a| 0|+ @) |z | ago,1
0 1 1-a
1 0 a

Les zonotopes résiduels s'écrivent sous la forme :
ZR(A) = (1) ([0,N1] +[0,Ng] ) +a ([0,N2] +[0,N3] ), oualJ[0,1].

La famille de vecteurs {N, N2, N3, N4} vérifie la sélectivité réguliere, mais on voit
gu'il ne peut pas y avoir inclusion des zonotopes résiduels dans I'un d'entre eux (en
l'occurence celui de volume maximum).

On ne sait pas si la propriété 8 est propre au cas particulier étudié ici (c'est a dire
g=2, etn=3), ou si elle peut étre généralisée a la fabrication de plus de deux mélanges
(g>2) ou pour des mélanges représentés dans un espace des especes de dimension plus
grande (>3). Mais pourg>2 etn>3, il parait difficile de mener une étude des
facettes du convexe de g-mélang¢esapamaaaaeade combinaisons possibles pour
énumérer les facettes Heaugmente conj pvec la dimension ¢n de

6. Relations d'Adjacence e

Dans cette partie on étudie les rgantiqus jMence entre facettes du &nvexe
de 2-mélanges associé a des vecteurs il > baragraphes 4 et 5).

On décrit ces relations d'adjacence dans le premier diagramme projectif.
Rappelons que deux facettesKlsont dites adjacentes, si elles partagent une
méme sous-face (4-face).

On compte cing différents types d'adjacence :

- trois types entre deux faces d'un méme cas : A, B ou C,
- entre une face du cas A et une face du cas B,

- et entre une face du cas B et une face du cas C.
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A titre d'exemple, on étudiera ici uniguement les adjacences entre cas C.
L'énumération et la description compléte de tous les cas serait trop fastid

Soient Ni, Nj, N, N| et Ny, cing vecteurs distincts dey veri
conditions (pal) et (pa2) (voir paragraphe 4.2.). La facette de Mormake n
(o NiON; , B NKONy), ot et vérifienta ( NiON; , Ny | = B { NONy , Ny ) > 0,
s'écrit :

FiKn) = Y F(Kem) +0,NH +[0 Nt +]0,N2| + 0, N?| + N& , N2,
r =1,...,
rD{i,j,k,I,r‘;}

Soit F une sous-face dek-(n;), qui s'écrit :
F= Y F(n) + 0, N+ 0 N+ 0, NE[ +0+NG, , NG

r=1,...p
r D{ i,j.k,1,m } .
Notons F' I'unique facette deayant me SQI face commune avéc,R() et

n; sa normale extérieure.

Comment déterminer F' a partir du ( i ne projectif ?

Aux points N, No,..., N, de
Soit | l'intersection entre les droites (i,j) et (k).

N

Nf sirdCy
FK, 0y )= N} sirDC',
\l 0 sird C's

Figure 24 : Configuration dans le P.D.P. correspondant & une face du cas C.

Si F' est une face du cas C, alors
Fkim) =0 NE . Fosn) =0, N

F(Kom) =0,NZ,  F(Knm) = N&, N2

et un terme de
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rD{i,j,k,I,m}
n'est pas réduit a un sommet deeKprend comme valeur sbﬁrl , Nﬂ soit[o , Nﬂ
Soit I' l'indice correspondant a ce terme.
Le terme F(K.ny) :[O Nﬂ prend alors la valeur F(i;) = 0. Donc | passe dans le
nouveau céne gtorrespondant a la configuration des cing points {i, j, k, I', m}.

Soit h la demi-droite contenant k et dont I'extrémité, notée c, est sur la droite
(i.J)-

Soith' la demi-droite contenant m et dont I'extrémité ¢, commumeeat sur la
droite (i,)).

La position initiale déh est celle de la demi droite [I,k). Puis la demi drbite
pivote autour de k. De mémig',a pour position initiale celle de la demi droite [I,m)
(i.e. le point c est confondu avec |), et pivote autour de m quand c¢ se déplace sur (i,)).
Les demi droited eth' pivotent jusqu'a ce que I'une d'elles contienne un point I' du
P.D.P. (différent de k et m).

Trois situations se présentent (voir figure 25) :

1- SiF(Ky,ny) :{0 , Nﬂ alorsh est la premiere demi-droite a rencontrer le point I' du
P.D.P.

2- SiF(K,ny) =N}, N?| alorsh’ est la premiére demi-droite & rencontrer le point I

du P.D.P.

3- heth' pivotent et ne rencontrent aucun point du P.D.P. avant que leur extrémité c
se confonde avec i. On se trouve alors dans une configuration de 4 points qui
correspond a une face du cas B etift{ = K.

On note I', l'intersection des demi-droitesth’ avec la droite (i,j), en position
finale.
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. partieZ; .

partieZ, .

Les partiesZ; e¥#Z, coloriées du P.D.P. ne
cas 3 doivent contenir aucun point de {1,...,p}.

Figure 25 : Les trois cas possibles d'adjacence a partir d'une face du cas C.

NotonsZ la partie hachurée du P.D.P. (cf. figure 25). Elle est constituée de
deux parties {et Z,.
On note

I = (1-O)1+t et I(t) = (1-) | + tI' pour[o,1].

Z, est l'intersection de I'ensemble des points balayes par les droites (k, I(t)),
guand t décrit l'intervalle ]0,1[, et du demi-plan délimité par (i,j) contenant k.
De méme Z est l'intersection de I'ensemble des points balayés par les droites (m, I(t)),

quand 1]0,1[, et du demi plan délimité par (i,j) contenant m.

cas 1 :Sil' est sur la demi-droite [I',k), alors la face adjacenteka,R{) a pour
normale
n, = ( a' NiDNj, B' NkDNr),
ou a'et (' vérifient :
a'( NilNj, Ny ) =B' [ NgONy, Ny ) > 0.

Elle s'écrit :

FKm)= Y F(Keny) + 0 N +[0 Nf +[0,NE + 0 +Nf, , N& +0, N7,
r=1,...p
rD{i,j,k,I,m, I'}

ot F(K,,nm;) = F(K,,m) pour toutr=1,..., pet#i, j, k, I, m, I'.
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cas 2 : SiI' est sur la demi-droite [I'ym), alors la face adjacenteka, k) a pour
normale
= (-G' NiDNj, B' NmCNy - o NiDNj)
ou a'et ' vérifient :
a'( NiONj, Ne ) =B' [ NNy, Ng | > 0.

Elle s'écrit :
F(K ) = > F(Kr,ny) + 0 “NJH +[0 Nﬂ +{O, Nﬂ +0 +[N}n , ern} +m%, Nﬂ
=T,
rD{ri,j,k,I,m,pI'}

ot F(K,,nm;) = F(K,,m) pour toutr=1,..., pet#i, j, k, I, m, I'.

cas 3 : Sil' est le point i, alors la face adjacente & ) correspond a une face du
cas B de normale
= (o' NiON;j, B' NiONy)
ou o'et ' vérifient :
a'( NifNj, Ny ) =B' [ NiTNi, Nip ) > 0.
Elle s'écrit :
F(K ) = +3 NF+Y 0+K+ 0 N +[0,Ng|+0+ N, NG|,
G, rac;

uxieme diagramme projectif

te, on se restreint a I'étude du cas 1.
ent déterminer le point I' sans tester un a un tous les vectales N

kKieme diagramme projectif.

On note D la transformation géomé
plan en une droite et réciproquement. $a
lui associe la droitd défini par :

te qui transforme un point du
différent de I'origine, on

d=D(p) = \ qO
Et & une droite d (ne passant pas par Ionglne) on associe le point p = D(d) vérifiant :
Ogtd, (p.q) =

Observation: La transformation D préserve l'incidence et 'ordre.

En effet, soient p un point et d une droite du plan. On a les assertions suivantes :
() sipOd, alors D(dYID(p),

(i) sipOd" (resp. d), alors D(d)d D(p)* (resp. D(p)).

Ou dt est le demi plan ouvert contenant 0 et délimité par la droite d}'atitte demi
plan délimité par d.
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Définition : On appelledeuxieme dig

ensemble de vecteurs {N.., N} de ( an, dual du P.D.P.
A chaque vecteur Ncorrespond une : gD .D.P. et les points
d'intersections entre les droites du D.D.P J#8 lroites du P.D.P.

}F Représentation dans le D.D.P. de la configuration de 5 points du

points i, |, k, | et m du P.D.P., qui correspondent a des vecteurs de
tions (pal) et (pa2).

- La premiére condition (pal) :
k et | sont du méme c6té de la droite (i,j) (i.e. droite passant par les points i et j)
et m est de l'autre coté de cette droite. C'est a dire :
Soit ket (i,))T et nil(i,j)", soit k et 10 (i,j)~ et n(i,j) .
En appliquant (ii), on obtient les conditions équivalentes dans le D.D.P. :
D( (i,j) ) = D(i)n D(j) appartient soit & D(K) D()*, et D(m)
soit & DEkP(I)” et D(m)'.

- La seconde condition (pa2) :
i et j sont du méme coété de la droite (k,l) (i.e. droite passant par les points k et )
et m est de l'autre c6té de cette droite.
En appliquant (ii), on obtient les conditions équivalentes dans le D.D.P.:
D( (k,l) ) = D(k)nD(l) appartient soit & D(f), D())* et D(mY,
soit a D))" et D(m)'.

Exemple : Ici D( (k,I) ) appartient & D(f), D())™ et D(m) et D( (i,j) ) appartient &
D(k)*, D()* et D(m).
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D( (k,I) ) doit appartenir
a l'une des deux partie

D( (i,j) ) doit appartenir
a l'une des deux partieg”:

D())
D(K)

D(I)

o 1images des droites (i,j), (I,k) et (m,I)
Figure 26 : Configuration dans le D.D.P. associée a une facette du cas C.

* Second point : Représentation des relations d'adjacence dans le D.D.P.

Dans le P.D.P. les facesk-(n;) et FK ,n;) sont adjacentes a condition que Z,
la partie hachurée du P.D.P., (cf. figure 25) ne contienne aucun point.

Etant donnée un pointlf1,2,...,p} du P.D.P., r appartient soit au demi-plan délimité
par (i,j) contenant k, soit au demi-plan délimité par (i,j) contenant m.

Dans le premier cas, r ne doit pas appartenir a l'une des droites (k, I(t)), quand t
décrit l'intervalle [0,1].

Dans le second cas, r ne doit pas appartenir a I'une des droites (m, I(t)), quand t
décrit [0,1].

- cas 1.0t [O]0,1], r(k, I(t)) = Ot0O[0,1], D( (k, I(t)) Y2 D(r).
Si les droites (k, I(t)) ne rencontrent pas l'origine, quand t décrit l'intervalle
[0,1], alors le point D( (k,I(t)) ) décrit le segment d'extrémités D( (k,I) ) et D( (k,I") ),
sinon D( k,I(t) ) décrit les deux demi-droites portées par D(k) et d'extrémités
respectives D(k,I) ) et D( (k,I') ) (voir figure 27).

- cas 2 {1t0][0,1], rd(m, I(t)) = Ot0O[0,1], D( (m,I(t)) )OI D(r).
Comme dans le cas précédent D( (m,I(t)) ) décrit soit un segment de droite soit deux
demi-droites portées par D(m).
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Si OOk, I(t)) pour tout £1[0,1] :

D()
D(I"

D(K)

F——1 Image de{ (k,I(t))), tO[0,1]} par D.

Figure 27 : Description du cas 1.

Ainsi le point I' correspond a la premiere droite D(I') qui intersecte D(k) en
partant du point D( (k,l) ) sur D(k) et qui vérifie :

si D(i,j)dD(l)* alors D(i,jaD(IN*

et si D(i,j)ID(l)™ alors D(i,j)ID(I").

La direction dans laquelle est parcourue D(k) a partir de D( (k,I) ) dépend du sens
ou la droite [c,k) tourne autour de k. Dans le sens choisit ici, [c,k) doit rencontrer le
point i avant le point j, donc dans le D.D.P. on choisit la direction sur la droite D(k)
dans laquelle le point D( (i,k) ) est rencontré avant D( (j,k) ).

Dans la figure ci-dessous la premiére intersection rencontrée avec la droite D(k)
en partant du point D( (k,l) ) est celle avec la droite D(r). Or D( (Lj)D(l)" et
D( (i,j) ) O D(n)*, donc D(r) ne vérifie pas les conditions. La seconde droite coupée par
D(k) est la droite D(I") qui vérifie D( (i,j) )J D(I')", donc I' est le point cherché.
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D()

D(r)

intervalles [D( (k,1) ), D( (kI )]
et [D((m,1) ), D((m,))]

o images des droites (i,j), (I'k) et (m,I

D(K)

ooy

D(I")

Figure 28 : Représentation des adjacences dans le D.D.P. .

Applications :
1-  Construction des facettes du convexe de mélange K en temps optimal.

Une énumération systématique des configurations de deux, quatre et cing points
dans le P.D.P., ce fait en OJt donne I'ensemble des facettekd#lais le colt de
calcul de l'inéquation correspondant a une facette est de

- O(1) pour la normale,

- O(p) pour la fonction support (nécessite de connaitre un point de la facette),
d'ou un codt total en Ofp.

Ce colt est d0 aux configurations de cing points. Mais si on utilise les relations
adjacences entre ces facettes, on peut calculer la fonction support d'une facette avec un
codt constant si on connait la facette voisine. Cela nécessite un prétraitement qui
consiste a calculer de I'arrangement des droites D(1),..., D(p) avec un col€gn O(p
d'ou le co(t total en Ofp.

2-  Coupes du convexe K par un plan.

La connaissance de toutes les adjacences entre facettes (dont nous avons
seulement décrit un exemple) a partir du P.D.P. et du D.D.P. peut permettre la
construction de coupes d€ par des plans en utilisant la méthode de suivi
d'intersection, et cela sans construire toutes les facettes du pddytope

Le probleme se pose de déterminer une premiere facette intersectée par le plan de
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coupe avec un colt de calcul faible (i.e. trii g cettes). On
peut estimer ce colt dans le cas de plans ¢ brication des
mélanges.

Soient deux mélanges Met M, [
vecteurs (M,0) et (0,M) contient, par définition, Iorlglne O
comme sommet sont les facettes du cas A associées aux couplé
que :

Pos(N,N;) est sur la frontiere de Pos().
On compte au plus 3p de ces facettes (dans le cas de la sélect®ité réguliere).

Dans ce cas, le suivi d'intersection peut étre initialisé avec un colt de O(p). Puis
le colt du suivi d'intersection est proportionnel au nombre de facettes intersectées par le
plan de coupe, plus le nombre de sous-faces (4-faces) qui les bordent.
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Chapitre IV

Décomposition

Introduction

Le calcul des sommes de Minkowski méne naturellement a I'étude de la
décomposition d'un convexe en somme de convexes plus simples et également a I'étude
des sommandes dg c'est a dire des ensemblegels qu'il existeB vérifiantA=B
+C. Ce probleme a été étudié surtout de facon théorique.

Le chapitre commence par une présentation des résultats sur la décomposition des
polytopes. La notion d'indécomposabilité a été introduite par D. Gale, dans [Gal54] ou
il énumeére un certain nombre de convexes indécomposables. Puis G.C. Shephard (cf.
[She63]) donne une caractérisation des sommandes qui fait intervenir la notion de
faisceaux de normales. Deux problémes sont repris par plusieurs auteurs : I'énoncé de
conditions nécessaires et suffisantes de décomposabilité ou d'indécom-posabilité, et la
décomposition en sommandes indécomposables.

En dimension 2, le probleme de la décomposabilité a une solution simple : dans
le plan tous les convexes sont décomposables excepté le triangle et le segment. Ceci
permet d'établir une méthode et un algorithme de décomposition d'un polygone
convexe et il apparait que cette décomposition n'est pas unique (en général).

Dans la suite, étant donné un ensemblet un sommand€, on cherche a
déterminerB vérifiant A=B + C. On constate quB n'est pas unique, mais on peut
obtenir une expression générale du plus grand ensarelequeB+C [JA.Dans le
cas de convexe compact I'expression est affinée en utilisant les points extrémaux.

Des algorithmes sont proposés dans le cas des polygones et des polyedres soit
pour détermineB, soit pour déterminer € est un sommande de
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1. Définitions et principaux résultats s gton
de polytopes

Définition 1 : Soit A un ensemble convexe dan

MinkowskideA est une paire d'ensembles conveBe$sC dans
A=B+C.

Les ensembleB et C sont appelésommandedeA.

On remarque que tout convexe est trivialement décomposable sous la forme
A=(AA+X) + ((1-A) A-X),
ouAd[0,1. Ainsi on s'intéressera aux sommandes non homothétidgues a

Définition 2 : Un ensembléA est ditdécomposabla'il admet un sommande non
homothétique a lui méme.

Le principal probleme traité, par les différents auteurs, est de déterminer les
classes de convexes décomposables et indécomposables; et aussi celui de la
caractérisation des sommandes.

D. Gale s'est intéressé a déterminer quelles classes de convexes étaient
décomposables, ses résultats sont apparus sous forme de résumé dans [Gal54], mais
les démonstrations n'ont jamais été publiées.

Il cite pour les ensembles convexes décomposables :

- les ensembles suffisamment lisses (par exemple les ensembles dont la frontiére est
deux fois différentiable),

- les ensembles de dimension deux, excepté les triangles,

- les polytopes simples (i.e. chaque sommet est commun a exacteffaeettes),
excepté les simplexes.

puis pour les indécomposables :

- les simplexes,

- raccord ("join") d'un point avec un ensemble de dimension inférieuréi.a.
enveloppe convexe du point et de I'ensemble),

- octahedron, icosahedron.

®* | es sommandes

Un résultat important est la caractérisation des sommandes donnée par G.C.
Shephard (cf. théoreme (4) [She63], ou ci-dessous théoreme 1). Cette caractérisation
permet a l'auteur de dégager des conditions suffisantes pour qu'un polytope soit
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indécomposable ou décomposable.

Quelgues remarques préalables sont nécessjiie Sl I'éno de ce théoréme.

Définition 3 [She63]: Deux polytoped etQ de itlocaldent similaires
Si
dim F(P,u) = dim FQ,u), pour touu # O. (1)

On remarque que $ etQ sont localement similaires alors ils ont le méme
faisceau de normales.

Si P etQ sont localement similaires, ils ont le méme nombre de k-faces et en
particuliers de sommets. Soient,p., g, les sommets de et ¢y,..., g, les sommets
correspondants d@ (ou f = fo(P) désigne le nombre de sommetR)e

A chaque aréte de d'extrémités pet j correspond une aréte Qed'extremités
gi et g, ces deux arétes sont paralléles et on a :

pi - B =\ - g), (2)
ou le scalaira>0 dépend de I'aréte considérée.

P, P' et P" sont localement similaires, P et P" sont homothétiques.
Figure 1 : Polygones localement similaires.

Si, a la place de (1) on impose la condition

dim F(P,u) = dim FQ,u), pour touu# 0 (3)
a chague sommet dRecorrespond un sommet @ mais la réciproque n'est pas vraie
car a plusieurs sommets @epeut correspondre le méme sommetQeainsi les
di,..., 4, ne sont pas forcement distincts.

Définition 4 : On noteP = Q, si les polytope® etQ vérifient (3) et la relation (2)

pour chaque aréte de@avec &@A<1 etA prenant la valeur zéro quand gt g
coincident.
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Théoreme 1[She63]: SiP etQ sont des polytopes convexes, al@sest un
sommande dP si et seulement §1 = Q.

Par la suite, d'autres auteurs considérent uniguement la condition (3) sans les
contraintes de taille sur les arétes@etP. Cette condition est équivalente a la
propriéte :

Q est homothétique a un som
On noterd) <y P cette relation.
Meyer da héoreme 2) :
Propriété
suivanteg

S propriétés

)ar consequence

Une autre propriété intéressante des som
Propriété 2 [Mey74] : SoientP un polytope de = {u,, My }l'ensemble
des normales extérieures aux facetteP.dgi Q est homothétique a un sommande de
P, alors

Q={x; (x,u)sh@Q w) i=1,...f.4P)} 4

En effet d'aprés la condition (3),@iadmet une facette de normale extérieyrdors
P en admet une également, donest colinéaire a I'un des vecteurs Donc
I'ensemble des normales aux facette®Qdest un sous ensemble de ainsiQ peut
s'écrire sous-la forme (4) (cf. Chapitre 1, remarque 3).

* Décomposabilité

Les résultats sur la décomposabilité portent essentiellement sur deux points, le
premier consiste a donner des conditions suffisantes "simples" de décomposabilité et
indécomposabilité (exemple [Gal54], [She63],...); le second point est la reformulation
du probleme de facon a obtenir des conditions nécessaires et suffisantes de
décomposabilité d'un polytope et a établir une décomposition en sommandes
indécomposables.
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* Conditions suffisantes

Shephard donne une condition suffisante pour qu'un polytope soit indécomposable.
Pour cela, il introduit la notion de chaine de faces :

Une suite finie de faced,..., Fg} est appeléehaine de facesi chaque face
Fi est de dimension supérieure ou égale a 2 et les intersdgtidhs, (i = 1,..., s-1)
sont de dimension strictement supérieure a 0.
Proposition 1[She63]: Un polytope convexP est indécomposable s'il existe une
aréte e* a laquelle chaque sommet est connecté par une chaine de faces indécom-
posables.

Par conséquent, on a :
Corollaire 1 [She63]: Si toutes les 2-faces d'un polytopeconvexe sont des
triangles alor$ est indécomposable

Définition 5 : SoitP un polytope de dimensiom Un sommet dé& est ditsimple
s'il est contenu dans exactemarfacettes dé. Le polytopeP estsimplesi tous ses
sommets sont simples.

Définition 6 : Un polytope essimplicial si toutes ses faces sont des simplexes.

Une condition suffisante pour qu'un polytope soit décomposable est donnée par :
Proposition 2 [She63]: SoitP un polytope. SP admet une facetté en position
générale (i.e. dont tous les sommets sont simples) et s'il existe au moins deux sommets

deP n'appartenant pas alorsP est décomposable.

En conséquence des propositions 1 et 2, les polytopes simpliciaux sont
indécomposables et les polytopes simples (excepté les simplexes) sont décomposables.

» Décomposition en sommandes indécomposables

Un probléme abordé dans les différents articles es
d'un polytope en sommandes indécomposables (cf. [Mey74], |

NotonsU = {uy,...,u, } 'ensemble des normales extéri
Les auteurs abordent le probléme en se plagant dans la fan(ip(® Bpes (pas
forcément de dimension n) obtenus par l'intersection de demi-espaces fermés de
normales extérieures u..,u, . Nous donnons, ici, un apercu des techniques utilisées
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et des principaux résultats, mais pour plus de détails il faut se référer aux articles
correspondants.

- Résultats de W. Meyer :

En premier lieu, W. Meyer (cf. [Mey74]) associe au polytépen systeme
d'égalités et d'inégalités homogenes. Les inconnues sont les valeunfQ,u;) de la
fonction support dans les directions(woir propriété 2); les équations et inéquations
traduisent pour chaque sommetRIéa condition (a) de la propriété 1 (équivalente a
(3)), de la fagon suivante :

Chaque sommet est incident a au maingacettes. On appelle ensemble
d'indices pour un sommstdeP, les sous ensembles del indices i,..., in, in+1,
tels que les indicesj..., iy correspondent a des facettesPdeontenant le sommset
(in+1 €tant quelconque).

On a donc pour k = 1,n, (s, uj) = hP,u;,).

Et puisques appartient &, alors y,,, vérifie

(i) soit(s, Ui,.,) = hP,ui,.,),

(i) soit(s, ui,.,) < hP,u,.,).

Lesn+1 vecteurs i sont linéairement dépendants, donc il existe des scataitess

que Z ag u, = 0.
Si y,,, vérifie (i), on pose I'équation :

S o, =0, (5)

n+l

(6)

Les solutionsr{,..., ns,,) de ce system
les directions ) elles définissent des po

s des fonctions supports dans
Btiques a des sommariles de

L'ensemble des solutions est un cone s extrémes représentent les
sommandes indécomposables. Si ce cbne est de dimension 1,Pakst
indécomposable. La dimensikmlu cone est donnée par la formule :

k = f,_1 - n-rang du systeme d'équations (5).
Sik > 1, alorsP est décomposable et peut s'écrire comme la somme de ak plus
polytopes indécomposables. Dans le ca® @st simple, le systeme ne comporte pas
d'équations d'ok = f,,_1 - n et on retrouve la propriété que tout polytope simple est
décomposable cag f; - n>1 (excepté le simplexe car dans ce gasfn = 1).



Application : Modélisation géométrique de la fabrication des mélanges 113

Une partie de l'article de D.M. Mount
de la complexité de cette méthode opes de dimension 3. Les auteurs
énoncent le résultat suivant :

Théoreme 2 :SoitP un polytope de

« La décomposabilité de peut étre déterminée en temps €)(Npar le calcul du
rang d'une matrice de dimension O(N).
» Une décomposition de e aglytopes indécomposables peut étre

- Résultats de Mg

Par ailleu
représentation d ‘ , Jpes dans un espace gamtlisasias
Cette représenty e a partir des dépendances
extérieures aux ne dépendance linéaire dé¢

(ag,..., af, ) de f

—+

Les dépendances li

fo-1-n. Si @yj,..., Of,, forme une base de Uf, on pose

Ay, 1

pUS ses translatés

Cette représentation a la propriété d'as

une unique représentation : pomnt
polyédriqueP (non vide) de (U) P®
(the close inner region of Pbk) définie par :

clir U=n {PosUY u}; j=1,.., fhi

imagele tout ensemble
atioro appartient a la région de POs
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lonnée en cdnes relativement ouverts (de sommet 0), appelés
correspondent aux différents types combinatoires de la famille
sion debne typecontenant(P) détermine, comme dans [Mey74],

la décomposabilité de@ et le nombre de polytopes indécomposables permettant
d'obtenir une décomposition de Et de méme que dans [Mey74], on conclut a la
décomposabilité des polytopes simples.

- Résultats de Z. Smilansky :

Plus tard, Z. Smilansky [Smi87] utilise les dépendances affinesal@le sous-
ensembles d& pour déterminer si un polytoge est décomposable. Rappelons
gu'une dépendance affine deest une dépendance linéaioe, (..., oz _,) qui veérifie la

condition supplémentaire : Z a; = 0. Par cette approche, l'auteur redémontre les
i=1,..., fn.1
propositions 1 et 2 énoncées par Shephard, ainsi que de nouvelles conditions

suffisantes de décomposabilité. Les plus originales sont des conditions purement
combinatoires sur le polytope. Par exemple, pour les polyédres (polytopes de
dimension 3) on a le théoréme suivant :

Théoreme 3[Smi87]: Soitv etf des entiers}/2 v+2<f<2v-4.

(a) Sif <v, alors tout polyedre avew sommets etf facettes est
décomposable.

(b) Sivs f<2v -7, alors il existe des polyedr@setQ ayant chacurv
sommets et facettes tels quie est décomposable @test indécomposable.

(c) Si 2v-6<f<2v-4, alors tout polyedre avecsommets et facettes
est indécomposable.

Et plus généralement, pour des pol
le théoréme suivant :
Théoreme 4 :SoitP un
notons F(¢) le nombre de fac®ies

2 K

v o(P)
alorsP est décomposable.

opes de dimemsigdnSmilanski énonce

imension. Pour chaque sommetdeP,
nanv. Si

™o(P) < fra(P) - n,

D'autres auteurs (cf. [Sal71] et [Sil73]) ont abordé le probleme de la décom-
position par I'étude de la fonction support d'un ensemble convexe. R. Silverman donne
une démonstration de la propriété énoncée par D. Gale [Galz}s le plan les seuls
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ensembles convexes indécomposables sont les triangles et les seGiniergallee
étudie la décomposition de convexes généraux, c'est a dire dont la frontiere peut étre
lisse.

2. Décomposition d'un polygone convexe en somme de
segments et de triangles

Le cas des polygones est particulier, car tout polygone correse simple,
donc décomposable (sauf le triangle). En appliquant le résultat de W.Meyer ou de
P.McMullen, on obtient qu® peut s'écrire comme la somme de au pl(P) - 2
polygones indécomposables.

Remarque : On observe qu'une décomposition en polygones indécomposables
n'est pas unique en général (figure 2).

\/o \//(N S,

Figure 2 : Deux décompositions de Z.

D'aprés ce qui précéde, on sait que tout polygone peut s'écrire sous la forme
d'une somme de triangles et de segments.

Cette propriété permet d'établir une méthode pour décomposer les polygones en
sommandes indécomposables. Elle consiste a construire des sommandes du polygone
P a partir de son faisceau de normales, et de les retranBhaun &ur et a mesure. On
cherche dans un premier temps les sommandes de type segment, puis les sommandes
de type triangle. Et a chaque étape, la soustraction d'un sommande supprime au moins
un cété du polygone, donc la décompositiorPdeera réalisée en au plugR) - 2
étapes (ou;{P) est le nombre d'arétes He

Pour construire un triangle sommande dP, il suffit de choisir trois arétes de
P telles que leurs normales extérieures engendrent le plan par des combinaisons
linéaires positives.
La représentation de est telle que I'on peut choisir trois arétePdeérifiant ces
conditions en temps constant.
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Elle est constituée de :
- la liste ordonnée des arétesRie;.

Et chaque arétg est représentée par :
- la normalen; a g extérieure &,
- la longueut; de l'arétes;,
et deux pointeurs sur deux aréégsetex choisies telles; précede nj dans
I'ordre trigonomeétrique ety lui succede. Ainsi les vecteurs, n; et ny
engendrent positivement le plan.

nj: - Nk

Figure 3 : Représentation de.

1- Identifier les éventuels segments sommandes.
- En construisant la représentation Be On retiendra les paires de
normalesi; ,ny) de directions opposées; (= N ).
- Calculer les segments sommandes correspondants.
- Soustraire les segments et mise a jour de la représentaion de *
2- Construire les triangles sommandes.
Tant quele nombre d'aréte de P > 3
- Prendre une arétg ainsi que les deux aréteset e, qui lui sont
associées dans la structure.
- Calculer le triangle sommande : le plus grand triangle de normales
ni, n; etngde coted;, I; etly vérifiant :
lil<lal, lj| <|g| etllk| <|ex| , ol au moins une égalité est realisee.
- Soustraire le triangleR et mise a jour de la représentatiorPdg)
fin tant que

(*)  Au moins une aréte de est supprimée. Soff cette aréte, il faut mettre a jour
les arétes qui pointaient sgr (pour former un triangle). Elles doivent pointer sur
I'aréte précedente ou suivantegle
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Par cette méthode, on obtient une décompositidghetesommandes indécomposables
avec un temps de calcul en ¢f)).

En effet, a chaque étape, on supprime complétement un c6té du polygone. Donc
on obtient une décomposition dRen sommandes indécomposables en au plus
f1(P) -2 étapes. Chaque étape a un colt constant (par rappeP)y, fet la
représentation de est obtenue en Q(P)) si lI'ordre des arétes &eest connu.

3. "Soustraction" de Minkowski de deux ensembles

Le but de ce paragraphe est de donnegguine oxpression d'un so

aucune hypothée

(8),

Alors B est le plu

preuve : En effet [ &tC [0 A, s'écrit
s={bO
b0 b0

dou S=nNngcA-c.

Exemple :

Figure 4 : B.
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Remarque : On peut voirB comme I'ensemble d ameadansA.
Cet ensemble a été considéré dans le problé ent de polygones et de

polyedres.

mmande de alors ensembi (sommande dé)

Toutb B, V& OA, etainsib B.D ion deB dansB.
Donc
B+COB+C
or B+C=Aet B+C O A.

Dol B+C=B+C= A.

L'hypotheseC sommande dé ne donne pas l'unicité de I'ensemBl¢el que
B + C = A, en voici quelques exemples :
» SoientA=]0,2[ etC =]0,1].
Les ensembleB; = ]0,1[ etB, = [0,1] vérifientC + B; = A.
*» Avec des ensembles non bornés :
SoientA = [0, +oo[ et C = [0, +oo].
Tous les ensemblé&s= [0,a] oua= 0, vérifientC + B = A.
* Si on ne se restreint pas aux sommaimiesnvexes :
SoientA = [0,2] etC = [0,1].
Les ensemble8; = [0,1] etB, = {0,1} vérifientC + B; =C +B

Propriété 5 : SoientA etC deux ensembles de points d un erl@mble
convexe, fermé &€ est un sommande decompact et non forcément convexe.
Alors l'unique convex8 vérifiantB + C = A est donné par

B=B= NcocA-C.

preuve : D'aprés la propriété & est le plus grand sommande de A, tel BE =
A. Supposons qu'il existe un autre sommande conBede A avecB+C = A,
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alors
BOBetB#B.
Donc il existe un poinp O B tel quep O B.

Les ensemblespf} et B sont convexes, non vides, disjoints, de fusst
fermé et f} est compact. On peut donc appliquer le théoreme d'Hahn Banach a ces
deux ensembles. Ce qui donne I'existence d'un hyperplan H qui sépare stric@ment {
etB.

C'est a dire, si H a pour équatigtv) = a, alors on a
Ox OB, (xVv)<a<(pyv)
D'ou

h(B,v) = sup(xV) < a <(p,v)< sup(xV)=
xB XDE
gui donne l'inégalité stricte

h(B,v) < h(B,v). (9)

Or pour toutB etC tels queB+C=A, on a
h(A,u) = h@B,u) + h(C,u) pour toutu [

O}

De plus, on remarque que dans la directida fonction support dé : h(A,v) est
forcément bornée, car sinon on aurait :
h(Av) = hB,v) + h(C,v) =+ o,
avec hC,v) bornée d'ou Ig,v) = +0, ce qui est en contradiction avec
h(B,v) < a <(pv).

Donc

h(A,v) =hB,v) + hCyv) =
est en contradiction avec (9).

Définition 7 : SoitC un convexe fermé&
extrémaldeC, s'il n'existe pas de seg
dans son intérieur relatif (ceci est équiva

On note ExtC), 'ensemble des poi

Théoreme 5(Krein-Milman) : Soit S convexe compact. Al&rs
coincide avec I'enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux.
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Théorém athéodory) SoitS un ensemble de points quelconques
alors eulement si peut s'écrire comme ¢ nvexe de
n+1

C, SiS est un ensemble convexe compact, a®
X Spe comme combinaison convexea-epoints EfRux d8.

t tout

Propriété 6 : SoientA un ensemble convexe compact ddiiét Glin son@ande
fermé (compact) d&\, alors l'unigue sommandB de A vérifiant B + C = A,
s'écrit :

Ng xt(C)A'C-

preuve osonsP C i R montron$ s .

B .
"” "
P B: N
Toutc C
( Carathéodor d
A ‘
Pour to l
'

n+1 réelsis > Ol S s L etc =)0 (o

a ps
Orx P, ﬂl_ O (c), X3 ’
convexe de ces ;

es coefficie é
=X+ 50 ( R

xX+c A pol

ints ext

1

points de Ex ; et

bmbinaison

ci-di®¥Sus on obtient ;

D'ol x B.

Ainsi Nspexc) A- s =B et d'aprés la propriété 5 cet ensentblest I'uni

sommande dé tel queB + C = A.

Dans le cas oA est un polvilpe, alor s sont des polytopes. On
a le résultat suivay®
Corollaire 2 : polytope eC ommande d& alors le
convexeB vérifia
B=nNc¢no o(C)A (20)
comme l'intersection d' re fini de translates.de

On rappelle que o(C) e nsemble des sommetsGle

L'expression (10) est utilisée dans [Avn&Boi87].
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Exemple :

C o)

Figure 5 : B intersection de translatés 4B+ C = A,

® Algorithme de calcul dB en dimension 2
A partir de I'expression (10), comment calculeBde plus grand ensemble tel
queB+C O A
B est l'intersection de tran
sont paralleles a celles de et de

e polyfofizonc les facettes d&
pleg des normales (unitaires) aux

facettes d& est inclus dans Acel e (unitaires) aux facefie®oncB

est défini par
<h(B,u)} (12).

Orh@B,u) = h(n.ov A-c,u), ouV est'ensemble des sommetsAde

=Min h(A-c,u) = h(A,u) - h(C,u).
cov

- Calcul des valeurs B(u) pour toutu OUp :

On commence par une facetteAdde normale w0 Ua. On cherche un sommet
s deC vérifiant(s,u;) = h(C,up) et on en déduit Bu;).

Puis on parcourt les facettesAl@ar leur graphe d'adjacences. Lorsqu'on passe
d'une facette da& de normale ua une facette adjacente de normaj¢, wn cherche le
sommets deC qui Vérifies,ui+1) = h(C,Uj+1).

Pour des polygones etC ayant respectivemeng etnc arétes, on obtient les
équations des plans d'appuilleans les directions JUa en temps Qxa + nc).
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Figure 6 : Calcul de la fonction support d&

- Calcul deB :

L'écriture deB sous la forme d'intersection de demi-espaces n'est pas forcément
minimale et n'est pas structurée.

Dans le plan, on obtient le polygoBeen construisant itérativement l'intersection
des demi-plans. On ajoute les demi-plans dans l'ordre correspondant a celui des arétes
deA (voir figure 7).

Figure 7 : Calcul de la fonction support d&

Propriété 7 : SoientA et C deux polygones convexes, ayant respectivemgeet nc
arétes, alors on peut calculer le convBxen temps linéaire par rappogt + nc.

Conséquence :On peut déterminer € est sommande dA (et calculerB tel
B+C=A, dans le cas ou la réponse est positive) ep Ofc.).

En effet, & la suite du calcul @on construiB+C et on vérifie sB+C = A.
Pour des polygones convexes, le codt total est linéaire par ragpart.
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D.M. Mount et R. Silverman traitent cette question pour les polyédres. lls
énoncent le résultat suivant :
Propriété [Mou&Sil91] : Soient des polyédres convexk®tC. On peut répondre
aux questions suivantes en temps lin€aire par rapport au nombre de fadsttes de

(i) SiC=syA.

(i) Si C <y A, trouver le scalairex (maximum) tel quex C soit un

sommande da.

(i) Si C est un sommande de alors trouveB tel queB + C = A.

Remarque : En dimension trois, la détermination B&omme intersection de demi-
espaces se ferait de fagon analogue (au cas des polygonesiaett @{.) par un
parcours par adjacence des facettes.de calcul deB se ferait alors en @ log na)

si on n'exploite aucune information supplémentaire.
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Conclusion

Le travail de cette these nous a permis d'avancer sur les principes mathématiques et
leurs implications algorithmiques relatifs au somme de Minkowski (de polytopes
convexes).

Les sommes de triangles introduites au chapitre Il sont des objets nouveaux, ils
généralisent les zonoedres et pourraient étre étudiés en tant que tel. Certaines questions
se posent encore concernant la complexité en dimension supérieure a 3. Ainsi il n'est

pas prouvé qu'elle est &{pn-1), pour des triangles en position générale.

Les algorithmes proposés ne sont pas spécifiques aux triangles, ils pourraient étre
adaptés a un cadre plus général, en particuliers ceux qui reposent sur les arrangements
de faisceaux de demi hyperplans.

Cette généralisation des zonotopes pourrait s'étendre aux sommes de simplexes,
Voir aux sommes mixtes segments-triangles. Les méthodes de construction étudiées ici
semblent pouvoir également s'adapter a ces objets.

En ce qui concerne le modéle des mélanges qui a servi de point de départ a cette
thése, la compréhension de la faisabilité de plusieurs mélanges se révéele trés complexe,
méme pour des mélanges a seulement 3 composantes.

De nombreuses questions sont encore posées :

- les O(P¥) conditions linéaires sont t-elles effectivement nécessaires pour décider de la
faisabilité de 2 mélanges ?

- peut on effectuer de fagon simple le passage a plus de 2 mélanges?

- comment exploiter de fagon pratique cette formulation géométrique pour obtenir une

décomposition et I'optimiser ?

- quelle est la réelle signification mathématique de la sélectivité réguliere?

Enfin, les procédés continus de fabrication d'un mélange font apparaitre la limite
(au sens de la métrique de Hausdorff) de sommes de segments, appelé zonoide. Les
études les concernant portent entre autre sur leur approximation par des sommes de
segments ([BLM89],[Dao95]), ou encore sur I'étude de leur surface [DLSV94]. Que
donnerait la généralisation continue des sommes de triangles?

Quant au probleme de la décomposition de polytopes, des progrés sembleraient
possibles sur l'aspect spécifique de la dimension trois par exemple. On pourrait
considérer des sommes mixtes segments, triangles et simplexes pour approcher des
objets convexes quelconques (c'est a dire pas forcément décomposables). Ceci
permettrait de coder ces objets de fagon plus économique.
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