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Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons une méthode de résolution du Pro-
bleme de Tournées de Véhicules grace a une approche polyédrale. Un état de
I’art est fait sur la connaissance du polyedre correspondant aux solutions de
ce probleme et de nouvelles inégalités valides (et induisant des facettes) sont
présentées pour ce polyedre. Nous décrivons ensuite des heuristiques pour
la séparation des contraintes les plus importantes ainsi qu’un algorithme de
«Branchement et Coupe» qui nous permet d’améliorer les résultats connus
pour la résolution exacte du probleme de tournées.

Mots clefs: routage, probleme de tournées, branchement et coupe, ap-
proche polyédrale, facettes.

Abstract

This thesis deals with the vehicle routing problem which is the problem
of designing optimal routes of vehicles from a depot to a set of customers.
Up to now, only heuristic methods have been used in practice. In this work,
we focus on the polyhedral approach of the problem, it means on an exact
method based on the polyhedral representation of the convex hull of feasible
solutions. More precisely, we present a ”Branch and Cut” algorithm for the
classical vehicle routing problem with any unsplitable demands and identical
vehicles located in a same depot.

The originality of our work appears in three points: i) the discovery of
new valid inequalities; ii) separation methods for these inequalities; iii) a
"Branch and Cut” algorithm which combines the use of these methods with
new enumeration strategies. This algorithm allows us to solve many instances
from the literature, some of them which have never been solved to optimality
before.

Key words: vehicle routing, branch anf cut, polyhedral approach, facets.
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Introduction

Dans cette these, nous étudions une approche polyédrale du Probleme de
Tournées de Véhicules. Plus précisément, nous présentons un algorithme de
«Branchement et Coupe» pour résoudre le probleme classique de tournées,
c’est-a-dire avec des demandes quelconques et non découpables, des véhicules
identiques localisés en un méme dépot.

Dans le premier chapitre, nous présentons le domaine d’application de
cette étude, le probleme classique de tournées de véhicules et ses variantes.
Nous décrivons les méthodes de résolution (heuristiques et exactes) les plus
récentes. En particulier, nous introduisons 1’approche polyédrale des pro-
blemes d’optimisation combinatoire.

Ce type d’approche implique d’abord des recherches théoriques sur le po-
lytope enveloppe convexe des solutions du probleme de tournées. Ceci est
traité au chapitre 2. Nous rappelons les inéquations linéaires valides connues
pour la description de ce polytope. Ces inéquations sont majoritairement
dérivées d’un probleme voisin, celui du voyageur de commerce. Nous nous
sommes plutot concentrés sur la recherche d’inéquations plus spécifiquement
liées a la capacité des véhicules. De nouvelles inéquations valides sont pré-
sentées ainsi que leur propriétés faciales.

La seconde partie de notre travail est algorithmique. Nous avons écrit un
algorithme pour la résolution exacte du probleme de tournées. Celui-ci est
basé sur un programme de «Branchement et Coupe» et utilise bien str les
résultats théoriques décrits auparavant.

Le chapitre 3 présente des algorithmes de séparation pour des inéquations
valides du polytope. Nous étudions leur efficacité dans le cadre de notre
algorithme.

Dans le chapitre 4, nous décrivons plus en détail I’algorithme de «Branchement
et Coupe». La gestion du programme linéaire y apparait comme un point im-
portant pour que l'algorithme soit rapide. Nous présentons surtout de nou-
velles stratégies de branchement qui améliorent de facon notable la phase



d’énumération de l'algorithme. Les résultats numériques que nous avons ob-
tenus montrent 'intérét des algorithmes que nous avons écrits et des in-
équations introduites. Ils nous permettent d’améliorer les bornes inférieures
jusqu’ici obtenues par les méthodes exactes et de résoudre de nombreux pro-
blemes.
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Chapitre 1

Présentation du probleme, état
de l’art

1.1 Domaine d’application

Le probleme de tournées de véhicules est dérivé d’un probleme plus connu,
celui du voyageur de commerce. Considérons un représentant habitant une
ville donnée et qui doit visiter un ensemble de clients lors de sa tournée jour-
naliere. Il désire bien évidemment optimiser certains criteres en particulier
minimiser la longueur du trajet total effectué. On définit ainsi le probleme du
voyageur de commerce (PVC). Si plusieurs représentants d’une méme agence
doivent se partager un ensemble de clients, le probleme devient alors un
«multi-voyageurs de commerce» (mPVC). Enfin, si des contraintes annexes
leur sont imposées, par exemple, si le nombre de clients qu'un représentant
peut visiter est limité, pour une raison quelconque, on parle alors de probleme

de tournées de véhicules (PTV).

Nous présentons d’abord quelques applications pratiques du probleme de
tournées. L’application principale est la distribution, ou la collecte de biens
depuis un ou plusieurs dépots, a des clients dispersés géographiquement. La
livraison de colis, la collecte du lait, la collecte d’argent (distributeurs) sont
les exemples les plus connus. Ils font apparaitre une contrainte de capacité sur
les véhicules utilisés lors des tournées. Le probleme de tournées de véhicules
apparait aussi dans la distribution de services : visites a domicile de médecins,
de représentants de commerce, d’agents de maintenance. Dans ces derniers
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cas, la notion de véhicule et celle de capacité peuvent étre remplacées par
d’autres. Par exemple, notre représentant de commerce voudra planifier ses
visites hebdomadaires. Supposons qu’il travaille cing jours par semaine, qu’il
rentre chez lui tous les soirs et que la durée et/ou I'heure de ses visites est
fixée ou estimée. Il doit alors résoudre 1’équivalent d’un probleme de tournées
a cinq véhicules avec des contraintes annexes de temps.

Un autre domaine d’application est 'atelier de production, et par exemple
le probleme de machines paralleles avec changements d’outils. Considérons
des produits différents devant étre fabriqués sur plusieurs machines iden-
tiques. Chaque produit nécessite un changement d’outils sur la machine. Le
temps du changement d’outils dépend du produit actuellement sur la ma-
chine et du produit a installer. Le probleme de la minimisation de la durée
totale d’utilisation des machines pour une journée de travail est équivalent
a un probleme de tournées de véhicules. Une tournée correspondra a la liste
des opérations sur une machine. Notons que dans ce cas, la longueur d’une
tournée est limitée, ce qui introduit une nouvelle variante du probleme.

1.2 Probleme académique et variantes

Vu le nombre de parametres et contraintes annexes dans les exemples
donnés a la section précédente, on imagine mal pouvoir formuler le PTV de
maniere générale et exhaustive. Nous définissons donc un PTV de base qui
correspond au probleme académique étudié le plus largement. Nous présen-
terons ensuite les autres variantes étudiées dans la littérature.

Un ensemble de £ véhicules pouvant transporter un volume C' de mar-
chandises doivent livrer n commandes de biens a partir d’un dépot unique.
Chaque commande i a un volume d; (i = 1,...,n) non séparable et on connait
les distances [;; entre les lieux ou doivent étre livrées les commandes ¢ et
J (1,7 =0,...,n), le lieu indexé 0 représentant le dépot. Les véhicules effec-
tuent des tournées T; (¢ = 1,..., k), qui partent du dépot et qui y reviennent.
Le probleme est de minimiser la somme des longueurs des tournées. Ce pro-
bleme a été tres largement étudié dans la littérature (voir les états de I'art

de Christophides [Chr85], Laporte et Norbert [LN87] et Laporte [Lap92]).

La figure (1.1) décrit les données d’un probleme de la littérature (dans
ce probleme le dépdt est le sommet numéro 1). Les chiffres associés aux
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sommets sont les numéros et les demandes i(d;). Les distances [;; sont les
distances euclidiennes entre les clients. Les arétes du dessin correspondent a
une solution réalisable du probleme.

Du fait de I'extréme simplification de ce modele par rapport aux pro-
blemes réels, certains auteurs, Bodin et al. [BG81], Christofides [Chr85] Des-
rochers et al. [DL.S90] ont tenté de définir une classification des problemes
de tournées a partir des parametres suivants, dont la combinaison permet de
mieux approcher les problemes réels:

1. distances entre les villes:

(a) ces distances sont ou ne sont pas euclidiennes ;

b) la distance pour aller d’une ville A a une autre ville B est la méme
( p
que pour aller de la ville B & la ville A (Probleme Symétrique);

(c) ces distances sont différentes (Probleme Assymétrique);
2. nombre de dépots:

(a) un dépot (le PTV Classique);
(b) plus d'un dépot ;

3. taille de la flotte de véhicules:

(a) un véhicule (le PVC);
(b) plus d’'un véhicule (le PTV);

4. type de la flotte de véhicules:

(a) homogene: tous les véhicules sont identiques (le PTV Classique);

(b) hétérogene: au moins un véhicule est différent ;
5. nature de la demande des villes:

(a) déterministe (le PTV Classique);
(b) stochastique;
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6.

10.

11.

12.

restrictions de la capacité des véhicules:

(a) données et égales pour tous les véhicules (le PTV Classique);
(b) données et différentes pour au moins un véhicule;

(c) pas de restriction de capacité (le mPVC);
longueur maximale d’une tournée:

(a) donnée et identique pour toutes les tournées ;

(b) donnée et non identique pour toutes les tournées ;

(c¢) non donnée (le PTV Classique);
temps maximal d’une tournée :

(a) donné et identique pour toutes les tournées;

(b) donné et non identique pour toutes les tournées;

(c¢) non donné (le PTV Classique);
type de services:

(a) un type (le PTV Classique);
(b) plusieurs mais unique pour un véhicule donné;

(¢) plusieurs pour un méme véhicule;
couts:

(a) seulement dans les tournées (le PTV Classique);

b) dans les tournées et des opérations fixes (exemple: achat de véhi-
P P
Cules) 3

objectif:

(a) minimiser les cotits inclus dans les tournées (le PTV Classique);
(b) minimiser la somme des cotts fixes et variables;

(c) minimiser le nombre de véhicules achetés;
contraintes horaires de service dans une ville :

a) spécifié et préfixé:
p p ;
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(b) spécifié par un intervalle de temps dans chaque ville (fenétres ho-
raires) ;

(c¢) non spécifié (le PTV Classique) ;
13. nature des tournées:

(a) un véhicule ne peut servir que dans une tournée seulement (le

PTV Classique) ;

(b) un véhicule peut servir dans plus d’une tournée (ici, le temps total
des tournées d’un véhicule est généralement limité).

Pour une liste de références sur la résolution de toutes ces variantes,
le lecteur se reportera aux «états de 'art» déja cités et a Christofides et

Mingozzi [CM90].

1.3 Complexité du probleme

Le probleme de tournées de véhicules est un probleme NP-difficile comme
I'immense majorité des problemes de routage (cf Lenstra et Rinnooy Kan
[LK81]). Le probleme du voyageur de commerce peut se transformer en un
probleme de tournées de véhicules a un seul véhicule sans contraintes annexes.
Le probleme de partition d’un ensemble de nombres entiers peut lui aussi se
transformer en un probleme de tournées, ou tous les clients sont situés au
méme endroit. Ces deux problemes sont bien entendus NP-difficiles (cf Karp
[Kar72] , Garey et Johnson [GJ79]).

Notons que si la capacité des véhicules est supérieure a la somme des
demandes, le PTV se réduit a un mPVC. Inversement, on peut imaginer
qu’il n’y ait qu’une affectation possible des clients aux véhicules satisfaisant
les contraintes de capacité. On pourrait alors séparer la résolution en deux
phases. D’abord, on résout un probleme de bin-packing (i.e. le probleme
de ranger des éléments de taille donnée dans des boites de taille donnée,
cf [MT90a]). Dans notre cas, les éléments sont les commandes et les boites
sont les véhicules. Ensuite, on résout k problemes de voyageur de commerce.
Le PTV est donc souvent vu comme l'intersection de deux problemes NP-
difficiles. C’est la raison pour laquelle la majorité des méthodes de résolution
ont d’abord été des heuristiques. Ce n’est qu’a partir des années 80 qu’ont été
présentées des méthodes exactes. Nous présentons ces deux types d’approches
dans les prochaines sections.
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1.4 Classification des heuristiques

Nous reprenons ici une classification établie par Christofides [Chr85] et
revue par Taillard [Tai93]. Il existe quatre types de méthodes heuristiques

— les méthodes constructives qui élaborent les tournées des véhicules en
ajoutant I'une apres 'autre toutes les commandes (cf Clarke et Wright
[CW64], Desrochers et Verhoog [DV89], Dror et Levy [DL86], Gaskel
[Gas67], Mole et Jamerson [MJ76], Nelson et al. [NNGW85], Passens
[Pas88], Yellow [Yel70]);

— les méthodes qui procedent en deux phases, groupement des villes puis
résolution de problemes de voyageur de commerce, ou bien résolution
d’un probleme de voyageur de commerce puis décomposition en tour-
nées admissibles (cf Christofides [Chr85], Fisher et Jaikumar [FJ81],
Gillet et Miller [GM74], Haimovich et Rinnoy Kan [HK85], Wren et
Holliday [WHT72]);

— celles basées sur une énumération implicite partielle (Christophides

[Chr85])

— les méthodes d’amélioration par recherches locales (ou méthodes ité-
ratives) (Gendreau et al. [GAGY92], Osman [Osm93], Pureza et Franca
[PF91], Taillard [Tai93], Hilquebran et al.[HASG94], Noon et al. [NJR94]).

Parmi ces méthodes nous détaillerons uniquement 1’algorithme que nous
utilisons dans la phase d’initialisation de notre algorithme de «Branchement
et Coupe». Cet algorithme est basé sur la méthode tabou et entre donc dans
la quatrieme catégorie, d’ou sont issus les meilleurs algorithmes connus a ce
jour.

1.5 Un algorithme basé sur la méthode tabou

L’heuristique que nous utilisons pour obtenir une borne supérieure de la
solution optimale est basée sur un schéma de recherche itérative. Une ité-
ration du programme consiste a choisir une solution réalisable non dans le
voisinage de la solution courante. La solution finale est bien sur la meilleure
solution «visitée» pendant 1’algorithme. Nous définissons maintenant les no-
tions de voisinage d’une solution et de solution tabou. Une solution s’ est
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dans le voisinage N(s) de la solution s si s’ peut étre construite a partir de s
grace a une des deux transformations suivantes: la réaffectation d’un client
a une tournée différente ou I’échange de deux clients entre les deux tournées
correspondantes dans s.

Le choix du voisin dans N(s) s’effectue dans I'ordre suivant. On explore
d’abord les voisins obtenus par réaffectation d’un client, puis ceux obtenus
par échange de clients. Si un voisin conduit a une amélioration de la fonction
objective, on le choisit et on aréte I’exploration, sinon on choisit le voisin
qui détériore le moins la solution. Les solutions visitées sont sauvegardées et
déclarées tabou de maniere a ne pas visiter plusieurs fois une solution (en
fait ce sont certaines transformations qui sont déclarées tabou). La procédure
est arrétée, si aucune amélioration de la solution n’est apparue pendant un
nombre fixé d’itérations.

Lorsque I'on évalue un voisin, on effectue la mise a jour des routes avec
la procédure classique d’insertion au mieux. Pour cette raison, la qualité
des routes peut se détériorer, c’est-a-dire que la route correspondant a un
ensemble de clients ne sera pas une solution optimale du PVC correspondant.
Cependant, a intervalles réguliers, on appliquera individuellement a toutes
les routes de la solution courante, I'algorithme du voyageur de commerce
de Lin et Kernighan [LK73]. On mettra a jour en cas de succes la solution
courante.

Une description formelle et précise de 1’algorithme utilisé est la suivante.

procédure tabou();

/* initialisation */

Trouver une solution réalisable s;

MI=0; /* meilleure itération */

MO=s; /* meilleure solution */

MV=longueur(s) /* meilleure fonction objective */
OC=MO; /* solution courante */

nbiter=0; /* itération courante */

/* méthode tabou */

tant que (nbiter - MI < mbmax) faire
nbiter=nbiter+1 ;
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recherche_meilleur_voisin(SC) ;

mise_a_jour_liste_tabou ;

si (longueur(OC) < MV) alors
MV=longueur(OC);

MO=0C;
MI=nbiter ;
fin (si)

fin (tant que)
fin (procédure)

Les différents parametres du programme (solution initiale, taille et implé-
mentation de la liste tabou) sont expliqués par Campos et Mota [CM94] qui
ont réalisé I'implémentation de 1’algorithme que nous utilisons. La comparai-
son de différentes implémentations de recherches itératives est présentée par

Taillard [Tai93].

1.6 Les méthodes exactes

Nous présentons maintenant des méthodes exactes de résolution du PTV.
On peut trouver dans Laporte [Lap92] un état de 'art de ces méthodes. 1l
n’est pas facile de les classifier, car il y a de nombreuses imbrications entre
elles. En particulier, on peut retrouver pour une méme formulation plusieurs
approches, et inversement, une méme approche appliquée a des formulations
différentes. On peut formuler le PTV de la maniere suivante:

1. comme un probleme de k-arbre avec contraintes ;
2. comme un probleme de partition ;

3. comme un probleme de flot de véhicules;

4. comme un programme linéaire entier ;

5. comme un probleme de flot de commodités ;

6. comme un probleme d’affectation généralisé.

Les techniques de résolution employées sont

a. les relaxations avec pénalités ;
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b. la génération de colonnes;
c. la programmation dynamique;
d. la méthode «Branchement et Coupe».

Nous allons décrire maintenant quatres méthodes qui couvrent la majorité
des formulations et techniques de résolution. Nous laissons de coté, les for-
mulations 4 (cf [ACI91] [DLI1]) et 5 (cf [WMGS5H7], [FCG84], [DKL86]), car
aucun résultat numérique n’est a notre connaissance disponible dans le cas du
PTV classique. La formulation 5 est cependant intéressante pour son adap-
tabilité aux problemes réels. La formulation 6 (Fisher and Jaikumar [FJ78])
ne sera pas traitée non plus, car Fisher a introduit depuis une méthode plus
performante.

Les quatres approches que nous allons décrire utilisent les formulations
1 a 3 et les techniques a a d. Nous donnons maintenant quelques notations
et définitions. On définit un graphe complet GG = (V, E') avec n + 1 sommets
(correspondant aux clients et au dépot) et m arétes. On notera Vg I'ensemble
des sommets qui sont des clients. Le terme tournée et les notations k (nombre
de véhicules), C' (capacité), d; (demande du client i), [;; (longueur du trajet
entre 7 et j, ¢ < j) sont ceux de la définition du probleme académique de
tournées. Les termes route, tour et tournée sont équivalents. La demande (ou
charge) d’une tournée est la somme des demandes des clients visités dans la
tournée. Enfin, la demande d(5) d’un ensemble de clients S est la somme des
demandes des clients.

1.6.1 Probleme de k-arbre avec pénalités

Fisher [Fis94a] propose une relaxation du PTV basée sur la notion de
k-arbre (un ensemble de n + k arétes induisant un graphe connexe). Toute
solution du PTV est alors un k-arbre. La figure (1.2) montre un exemple de
2-arbre qui n’est pas une solution de PTV. Dans cet exemple, la capacité des
deux véhicules disponibles est de 10 unités et les demandes sont indiquées
a coté des sommets. On voit que des contraintes de capacité et de degré
propres au PTV ne sont pas satisfaites par ce k-arbre. Le PTV est en fait
équivalent a un probleme de k-arbre avec des contraintes annexes de degré
et de capacité.
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dépot

Fic. 1.2 - Une solution du probleme de k-arbre, C=10

La méthode de Fisher s’inspire de celle de Held et Karp [HK71] pour le
voyageur de commerce. Ces derniers calculent un l-arbre de longueur mi-
nimale (un arbre de poids minimal sur tous les sommets moins un, plus les
deux arétes les plus petites adjacentes au sommet restant). Des pénalités sont
introduites dans le vecteur distance (I;;) comme indiqué plus loin si des som-
mets ont un degré différent de 2 dans le 1-arbre. Les contraintes de degré sont
donc dualisées pour obtenir un probleme lagrangien et le résultat de ce pro-
bleme est une borne inférieure utilisable dans un algorithme de «Branchement
et Evaluation» («Branch and Bound» en anglais). Fisher, quant & lui, mo-
délise le probleme de tournées comme la recherche d’un k-arbre minimum
avec 2k arétes incidentes au dépot. Si on compare ce probleme avec celui du
l-arbre, des contraintes de capacité apparaissent en plus de celles de degré.
Fisher donne dans [Fis94b] un algorithme polynoémial pour rechercher un k-
arbre minimum avec le degré d’un des sommets fixé, et utilise la méthode de
sous-gradient détaillée dans [Fis81] pour obtenir une borne inférieure de la
solution optimale du probleme.

Soit S C V, on définit [d(5)/C] comme le plus petit entier supérieur a
d(S)/C et §(5) comme ’ensemble des arétes ayant exactement une extrémité
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dans S. Pour une aréte e € E, on dénote z. la variable qui prend la valeur
1 si aréte e est utilisée dans la solution et la valeur 0 sinon. On note x le
vecteur de dimension m correspondant a ces variables. Soit X = {z : =«
est le vecteur d’incidence d’un k-arbre de degré 2k au dépot}, la solution du
probleme de k-arbre avec contraintes (KAC) est alors

Z(KAC) = min SGZ;E l. . (1.1)
t.q.
. =2, VieV (1.2)
ee5({i})
Z re >2 [d(S)/C], VS C VW @ |S]>2 (1.3)

c€5(S)

On définit u;, 1 € V et vg > 0 pour S C V, |S]| > 2 comme les multipli-
cateurs lagrangiens respectivement pour les contraintes de degré (1.2) et de
capacité (1.3), on a alors la relaxation lagrangienne suivante :

ZD(u,v):géi)? Zlé T. + 2 Zn: u; + 2 Z vs [d(S)/C] (1.4)

c€E 1 SCV;
N L
avec ug = 0 et pour e = (iy) : [l =1. — wi — uj— Xscv : ees(s) Vs

La borne inférieure définie par Zp = max, >0 Zp(u,v) est approximée
grace a la méthode de sous-gradient alors que Zp(u,v) est obtenue grace a
I’algorithme décrit dans [Fis94b]. A la premiere itération, on calcule un k-
arbre minimal avec les cotits initiaux, c’est-a-dire avec u; = vg = 0, pour tour
1 € V, S C V. On identifie ensuite les contraintes de degré et de capacités
violées et on les ajoute dans la fonction objective, et ainsi de suite. Cette
méthode permet a Fisher de résoudre de maniere optimale des problemes
réels de taille importante (en particulier une instance avec 100 clients).

1.6.2 Probleme de partition avec génération de colonnes

Cette formulation a été introduite par Balinski et Quandt [BQ64] et re-
prise par plusieurs auteurs [Orl76], [DSD84], [AMSS89]. Le principe est de for-
muler le probleme de tournées comme un probleme de partition et de résoudre
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ce dernier par la méthode de génération de colonnes. On note R = (1,...,r)
I’ensemble indexé de toutes les tournées et B; C R le sous-ensemble des tour-
nées contenant le sommet ¢. De méme, on note respectivement ¢; et R; le cout
et 'ensemble des sommets visités par la tournée t. Notons que le calcul de
¢; est déja un probleme difficile (de PVC). On peut représenter une solution
du PTV par un vecteur = de dimension r dont la t-ieme composante x; vaut
1 si la tournée d’indice ¢t est utilisée dans la solution et 0 sinon. Le probleme
de partition (SP) se formule alors

min Z(SP) = Z Ct Ty (1.5)

teER

t.q.

Sooa =1, i=1,...,n (1.6)
teER;

tER
2, €01, t€R (1.8)

Notons SPL le probleme obtenu en relaxant les contraintes d’intégrite
de SP. Le nombre de tournées r est trop grand pour que SPL soit résolu
directement, méme pour n petit. La méthode de génération de colonnes est

une méthode itérative. A chaque itération, on résout un probleme SPL(R)

obtenu a partir de SPL en remplacant R par un sous-ensemble de tournées R.
La solution optimale de SPL(R) est solution optimale de SPL si pour toute
tournée t ¢ R, le coiit réduit de la variable z; relativement & la solution
optimale de SPL(R) est négatif. S’il existe une variable (colonne) dont le
cotit est négatif, on I'ajoute & R. Le choix des colonnes de SP & générer est
donc le probleme crucial, le second étant I’obtention d’une solution entiere. Ce
second probleme est en général résolu avec un algorithme de «Branchement

et Evaluation».

Agarwal et al. [AMS89] considerent une solution optimale du probleme
SPL(R). On note B la base correspondante, et respectivement cg et u =
cg.B71, le vecteur coiit des variables de base et le vecteur des variables
duales. Le sous-probleme consistant a chercher une colonne entrante se modé-
lise comme un probleme de voyageur de commerce avec récompense (PVCR,
«Price Collecting Travelling Salesman Problem» en anglais). Ce nouveau pro-

bleme est de trouver une colonne avec un cotut réduit négatif (voir minimal),



16 Présentation ...

ou de montrer qu’il n’existe pas une telle colonne. Une colonne peut se défi-
nir comme un vecteur y de taille n dont la i-eme composante y; vaut 1 si le
sommet ¢ est inclus dans la tournée correspondante. Une colonne «entrante»
y sera la solution optimale du PVCR suivant

min Z(PVCR) = ¢, — Zuiyi (1.9)
=1
t.q.
Y diyi < C (1.10)
=1
yi=0oul (i=1,...,n) (1.11)

ou ¢, est le coit d’un tour optimal sur les sommets de la tournée induite par
Y.

Ce sous-probleme peut étre résolu par approche polyédrale (cf Balas
[Bal89], [Bal93]) en rajoutant des variables de flot de fagon a écrire ¢, comme
une formule linéaire.

Agarwal choisit plutét de construire une fonction linéaire f(y) qui est
une borne inférieure de ¢,, ce qui lui permet d’obtenir une borne inférieure
de la solution du PVCR. 1l utilise cette borne dans un arbre d’énumération
implicite pour obtenir une solution optimale de PVCR. A un nceud donné de
cet arbre, soit S I’ensemble des sommets i tel que y; soit fixé a 1. On note f(.5)
une borne inférieure de la solution du PVC sur S, m(.S) le nombre maximum
de sommets pouvant étre ajoutés a S pour former une route réalisable. Pour
i € Vo \ S, on définit ¢;(S) = minjpes(li; + lin — jn). Pour toute tournée y
contenant S, on a alors ¢, > f(y) = f(5)+ Zievp\s(@(S)/m(S))y:. A chaque
neeud de I'arbre, on doit donc résoudre un probleme de sac a dos (deux en
fait car m(9) est aussi le résultat d’un probleme de sac a dos). Agarwal et
al. arrivent a résoudre des instances de petite taille (autour de 20 villes).
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1.6.3 Probleme dual de partition

Mingozzi et al. [MCH94] résolvent le probleme dual de la relaxation de
(SP) de maniere heuristique. On note DSP ce probleme, qui se formule de la
maniere suivante :

max Z(DSP) = Z u; + k ug (1.12)
=1
t.q.
Z u, < ¢, teER (1.13)
1€ER:
u; non restreint, 1 =0,...,n (1.14)

Plusieurs heuristiques sont utilisées pour résoudre le probleme (DSP). Soit
(ul),i = 0,...,n la solution de la premiere heuristique. La seconde heuris-
tique va s’appliquer au probleme modifié

max Z(DSP) = Z u; + k ug (1.15)
=1
t.q.
dooug < ¢ =), ul,teR (1.16)
1€ER: 1€ER:
u; non restreint, 1 =0,...,n (1.17)

et ainsi de suite. La solution finale, s’il y a r heuristiques, sera la somme des
solutions des r sous-problemes. Mingozzi et al. présentent trois heuristiques.

La premiere heuristique utilise le fait qu'une solution du PTV est un k-
arbre, c’est-a-dire utilise des arguments décrits dans une section antérieure.
La recherche d’un k-arbre minimum est par contre modélisée comme un pro-
bleme de transport, ce qui permet de transformer la solution du probleme en
une solution du DSP.

Dans la seconde heuristique, on calcule des tournées de longueur mini-
male passant par chaque sommet ce qui permet de définir une solution du
DSP comme une certaine combinaison réalisable de tournées minimales. Soit
R; , Uensemble des tournées de charge ¢ visitant le client i. Soit ¢;(¢q), i =
1,....n; g=d;, ...,C, une borne inférieure de la longueur de la plus courte
tournée de R;,. Les n 4 1 variables, by = 0 et b; = d; ming <,<c{®i(q)}, 1 =
1,...,n, forment une solution réalisable du DSP. Les v,;(¢) sont calculés en
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utilisant la programmation dynamique (cf [CMT81]). On sélectionne ensuite
pour chaque sommet 7 , la tournée minimale parmi celles obtenues en cal-
culant les ¢;(¢). Il est alors possible de calculer le degré d’'un sommet dans
cette liste de tournées (en fait un degré pondéré), et d’utiliser une méthode
de sous-gradient (dans ’esprit de celle utilisée par Fisher) pour obtenir une
solution qui soit aussi réalisable pour (SP).

Dans la troisieme heuristique, on considere une liste F' de tournées telle
que toutes les tournées hors de cette liste soient plus longues que la plus
longue de F'. Le probleme (SP) est alors équivalent a un probleme de partition
sur cet ensemble réduit de tournées avec des variables correctives

min Z(RSP) = Z c Ty + Z Ly; (1.18)
teF eV
t.q.
Soa + oy = 1, i=1,...,n (1.19)
teF;
da + yo = k (1.20)
teEF
2, >0, teF (1.21)
yi >0, i€V (1.22)

ou F; = RN F and L; = dimax{¢;, t € F}/Q,i = 1,...,n. Le calcul de
F'est ’élément le plus complexe de I’heuristique. Il est décrit dans [Bal94].
La combinaison des trois heuristiques présentées permet dans tous les cas
d’obtenir une borne inférieure de la solution de (SP) utilisable dans un pro-
gramme de «Branchement et Evaluation». Mingozzi et al. arrivent a résoudre
des problemes jusqu’a 50 clients.
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1.6.4 Approche polyédrale

L’approche polyédrale des problemes d’optimisation doit son succes gran-
dissant a ses bons résultats quand elle est appliquée au probleme du voyageur
de commerce. Padberg et Rinaldi [PR9I1], Grotschel et Holland [GH91] et ré-
cemment Applegate et al. [ABCC94] ont résolu des instances de PVC de tres
grande taille (plusieurs milliers de sommets). Ces résultats sont dus a une
bonne connaissance du polyedre enveloppe convexe des solutions du PVC
ainsi qu’au développement d’algorithmes performants autant pour 1’analyse
des solutions des relaxations linéaires du PVC que pour l'utilisation des
bornes obtenues dans des procédures d’énumérations.

Nous présentons ici la méthode de maniere générale et son application au
PVC, ceci en suivant la méthode et la terminologie de Grotschel et Padberg
[GP85] et Padberg et Rinaldi [PRI1]. La formulation et la résolution du
PTV est bien str détaillée dans les chapitres suivants. Cette comparaison
PVC-PTYV va en particulier nous permettre d’introduire les grands axes de
la recherche que nous avons réalisée.

Considérons un graphe complet & n sommets K, = (V, E). Soit T un
cycle hamiltonien (ou tour) dans ce graphe, on définit le vecteur d’incidence
2T € RY par ses composantes 2l =15sieeT,0 autrement. Nous appelons
STSP(n) 'enveloppe convexe des vecteurs d’incidence de tous les tours de
K, et A la matrice d’incidence sommet-aréte de K,. Les équations Ax = 2
sont les équations de degré. Le polytope ST'SP(n) peut alors étre décrit par
une famille finie de contraintes L,, :

STSP(n) ={z € R¥ | Az =2, azx < aq, pour tout (a,a¢) € L,}

La solution optimale du PVC peut alors étre obtenue par résolution du
programme linéaire suivant

min Z(PVC(L,)) = lx (1.23)

t.q.
Ar =2 (1.24)
axr < ag pour tout (a,ap) € L, (1.25)

Il faut noter que notre connaissance de L, n’est que tres partielle et que
le nombre de contraintes dans L,, est de toute facon trop important pour les
lister de maniere explicite dans un programme linéaire.
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Soit L C L, et z la solution de la relaxation du programme linéaire
PVC(L) obtenu en remplagant L, par L. Dans un algorithme de coupe, on
résout a chaque itération le programme linéaire. Si la solution x est entiere
alors  est la solution optimale du PVC. Sinon, on recherche une ou des
contraintes de L,, violée par = et on 'ajoute au programme linéaire. On itere
cette phase «résolution-séparation» jusqu’a ce qu’on obtienne une solution
entiere ou que l'on ne trouve pas de contrainte violée. Dans ce dernier cas,
la solution du programme linéaire est une borne inférieure de la solution op-
timale. Une telle borne peut étre calculée a chaque nceud d’un algorithme
d’énumération implicite. On parle alors d’algorithme de «Branchement et
Coupe». Le terme «branchement» désigne la séparation en sous-problemes
dans I'arbre d’énumération. Le terme «coupe» désigne la phase «résolution-
séparation» exécutée a chaque nceud de cet arbre. L’originalité supplémen-
taire de l'algorithme de «Branchement et Coupe» est de pouvoir ajouter a
tous les noeuds de ’arbre d’énumération, des contraintes de L,, qui sont aussi
valides pour les autres nceuds.

La premiere étape du travail est donc d’obtenir une description partielle
suffisante de L,,. De nombreux travaux sur la structure faciale du polytope du
PVC ont été réalisés. Plusieurs classes de facettes autres que les contraintes
d’élimination de sous-tour ont été découvertes. Les plus connues sont les
contraintes de peigne (Chvétal [Chv73], Grotschel et Padberg [GPT79]), ou les
contraintes de chemins (Cornuejols et al. [CFN85]). Naddef [Nad90] donne
un état de 'art des classes de contraintes de manches et de dents qui sont
les diverses extensions des contraintes de peignes.

L’approche polyédrale du PTV a logiquement été menée d’abord dans le
prolongement de celle sur le PVC. Laporte et Norbert [LN87], Cornuejols et
Harche [CH93], Araque [Ara89] ont montré que la validité des contraintes
connues pour le PVC était conservée pour le PTV. Les problemes résul-
tants des demandes et des capacités conduisent en fait a généraliser les
contraintes du PVC. Les contraintes de capacité [LN87] sont une généra-
lisation des contraintes de sous-tours. Les contraintes de peigne (plus géné-
ralement de chemin) sont généralisables sous un grand nombre de formes en
fonction d’une part des demandes des divers éléments du peigne, et aussi de
la position du dépot relativement a ces éléments. Araque et al. [AHM90], en
étudiant le PTV pour des commandes unitaires, introduisent de nouvelles
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familles de contraintes tout comme Harche et Rinaldi [HR91]. Nous en in-
troduirons aussi de nouvelles. Ces contraintes sont héritées moins du PVC
que des problemes de bin-packing et de sac a dos. Rinaldi [Rin] présente par
ailleurs des contraintes valides pour le mPVC. La synthese de ces résultats
fait I’objet d’une partie du chapitre 2 de cette these.

Le second point expliquant le succes de I'approche polyédrale du PVC est
la qualité des algorithmes de séparation, c’est-a-dire de I’analyse des solutions
fractionnaires de PVC(L). Les contraintes les plus utilisées peuvent étre sé-
parées par des algorithmes exacts (sous-tour, 2-couplage) [GP85] ou des heu-
ristiques rapides (peignes) [PR90], [CN94]. L'importance de ces contraintes
pour le PTV est souvent faible. Les contraintes obtenues par généralisation
et adaptation au probleme de capacité ont plus de poids. Malheureusement,
aucun algorithme exact n’est connu pour les séparer. Les premiers efforts
dans ce sens ont été faits par Araque et al. [AKMP94] et Harche et Rinaldi
[HRI1]. Nous présentons au chapitre 3 des algorithmes plus efficaces pour le
probleme de séparation des contraintes spécifiques au PTV.

Enfin, un des obstacles majeurs a la résolution des problemes est la gestion
du nombre important de variables. Certaines spécificités du PTV font que ce
probleme est souvent moins bien «conditionné» que le PVC. Deux exemples
le font comprendre tres clairement. La solution optimale d’'un PVC n’incluera
que rarement des arétes de grande longueur, c’est-a-dire qu'un sommet sera
a priori relié a un de ses voisins les moins éloignés. Dans le cas du PTV, une
contrainte de capacité peut amener a construire des tournées complexes, par
exemple a avoir des tournées avec des arétes longues ou méme des arétes qui
se croisent alors que ceci est impossible dans le cas du PVC avec distances
euclidiennes. La principale conséquence est la difficulté d’éliminer des arétes
a priori. C'est cette élimination (présélection en fait) qui permet de traiter
des problemes de PVC de tres grande taille. Le deuxieme argument s’appuie
sur 'expérience numérique lors de la phase d’énumération implicite. Rinaldi
[HRI1] a conclu de ses tests que la séparation en sous-problemes en fixant
la valeur d’une variable était moins efficace dans le cas du PTV que pour
le PVC. Ceci a donc aussi guidé notre recherche, outre le fait d’obtenir de
meilleures bornes vers le test d’alternatives a la séparation sur la valeur des
variables. Ceci sera discuté au chapitre 4.
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Chapitre 2

Etude polyédrale du PTV

2.1 Formulation du probleme

Nous présentons maintenant la terminologie et la formulation utilisées
dans notre travail. Cette derniere entre dans la catégorie des formulations
comme un probleme de flot de véhicules. Il s’agit d’une dérivation de celle
largement utilisée pour le PVC, c’est-a-dire la formulation comme un «flot
de véhicules a deux index». Soit (¢ = (V, F) un graphe complet non orienté
contenant n + 1 sommets numérotés 0,1, ..., n. Le sommet 0 correspond au
dépot et les autres sommets correspondent aux clients. L’ensemble des clients
sera noté Vg (ainsi V' = Vo U {0}). A chaque client 7 € V5 , est associée une
demande d;. A chaque aréte e € E, est associée un cout [, qui correspond
a la distance entre les deux extrémités de I'aréte e. Soit k le nombre fixé de
véhicules disponibles au dépét et €' leur capacité. Pour un sous-ensemble F
d’arétes de F, G(F') définit le sous-graphe (V(F'), F') induit par F, ou V(F)
est I’ensemble de sommets incidents a au moins une aréte de F' .

Une route est définie comme un ensemble F' non vide d’arétes de E tel
que le sous-graphe induit G(F') est un cycle élémentaire contenant le dépot 0
(i.e. 0 € V(F), G(F) est connexe et le degré de chaque sommet de V(F') dans
G(F) est 2) et tel que la demande totale des clients dans Vo(F) = V(F)\{0}
ne dépasse pas la capacité (. Une telle route représente le trajet d’un véhicule
partant du dépot, délivrant la commande des clients dans V(') (en circulant
le long des arétes de F') et retournant au dépot. La longueur d’une route est
la somme des longueurs des arétes la définissant. Notons que si |V (F)| = 2
pour une route F', cette route contient deux fois la méme aréte et sa longueur
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est deux fois celle de 'aréte. Dans les autres cas (i.e. [V(F)| > 2 ), une aréte
ne peut apparaitre qu'une seule fois dans une route. Une k-route est définie
comme un sous-ensemble R d’arétes de F qui peut étre partitionné en k
routes Ry, R, ..., Ry et tel que chaque client 7 € V4 appartient a exactement
un des ensembles V(R;), 1 < j < k. La longueur d’une k-route est la somme
des longueurs des k routes la définissant. Chaque k-route définit une solution
réalisable du PTV. Le probleme d’optimisation que nous traitons est celui
de trouver une k-route de longueur minimale. La figure (2.1) représente une
3-route dans une instance de PTV avec 7 clients. Les chiffres indiqués a coté
des sommets sont les demandes.

5 5

494

Fic. 2.1 - Une solution d’un probleme avec n=7, k=3, C=10

Pour formuler le PTV comme un programme en nombres entiers, nous
associons une variable x. a chaque aréte de F qui représente le nombre de
fois ot I'aréte e est utilisée dans la solution (k-route). Quelquefois, il est plus
pratique d’écrire x;; au lieu de ., ou e est ’aréte entre les sommets ¢ et 7, 1 <
7. C’est de cette écriture qu’est tiré le terme «deux index». Nous utiliserons
aussi les notations suivantes. Pour des sous-ensembles de sommets S, 5" C V,
I’ensemble §(5) (cocycle de S) est 'ensemble des arétes avec une extrémité

dans S et 'autre dans V' \ 5, (6(S) ={e=(i,7) € E : 1 €5, j €V \S5}).
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[’ensemble (5 : S") (coupe entre S et ') est 'ensemble des arétes avec une
extrémité dans S et 'autre dans 5" ((S:5")={e=(1,j) € F : 1€ S5, j€
S'}). L’ensemble v(.5) est 'ensemble des arétes dont les deux extrémités sont
dans S (v(5) = {e = (4,7) € E : 4,5 € S}). La quantité d(5) désigne
la demande totale dans I'ensemble S (d(S) = Y ;csd;). Pour chaque sous-
ensemble U d’arétes, x(U) est la somme des valeurs . pour toutes les arétes
e € U . Maintenant, nous pouvons formuler le PTV comme le programme en
nombres entiers suivant :

min Z(PTV) Zl Te (2.1)
x(6({0})) = (2.2)
:1;(5({@})) =2 Vie W (2.3)

z(6(5)) > 2 {@-‘ VS C Vo, S#£0 (2.4)
0<z. <1 Ve € 4(Vo) (2.5)
0<z.<2 Ve € 6({0}) (2.6)

x. entier Ve e F. (2.7)

La fonction objectif a minimiser, définie en (2.1) est la longueur d’une k-
route. La contrainte (2.2) est la contrainte de degré du dépot imposant que
k véhicules quittent et reviennent au dépot. Les contraintes (2.3) sont les
contraintes de degré de chaque sommet client. Elles imposent que chaque
véhicule soit servi par exactement un véhicule. Les contraintes (2.4) sont les
contraintes de capacité. On définit [o/] comme le plus petit entier supérieur
ou égal a . Ces contraintes expriment que pour un sous-ensemble donné
de sommets S, au moins [d(.5)/C'] véhicules sont nécessaires pour satisfaire
la demande dans 5. Comme le dépot est hors de S, chaque véhicule doit
entrer et ressortir de S. De plus, comme pour les contraintes d’élimination
de sous-tour dans le cas du PVC, ces contraintes sont nécessaires pour obtenir
une solution connexe. Les contraintes (2.5 - 2.7) imposent l'intégrité et les
bornes des variables. Une variable . liant directement un client au dépot
(2.5) peut prendre une valeur de 2 quand cette aréte e est la seule dans la
route. Nous appellerons XTTV T’ensemble des solutions du (PTV), i.e. les
vecteurs satisfaisant (2.2 - 2.7). L’enveloppe convexe des vecteurs de X77V
sera appelée conv(XTTV) et aussi (par abus de langage) le polytope PTV.

Cette formulation a été utilisée par Laporte et al. [LND85], [LN87] puis
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par Harche et Rinaldi [HR91], Cornuejols et Harche [CH93] et Achuttan et

al. [ACH]. Son avantage est d’avoir un petit nombre de variables (exactement

n(n +1)/2).

Campos et al. [CCM91] ont analysé la dimension du polyedre PTV dans
certains cas particuliers, comme celui ou toutes les commandes valent 1. Dans
le cas général, le calcul de la dimension du polytope est un probleme NP-
difficile (ce calcul contient un probleme de bin packing). Cela rend difficile
les démonstrations de facettes pour le PTV. A cause de cela, notre démarche,
et la suite de ce chapitre ont été organisées de la maniere suivante: trouver
des contraintes valides pour PTV, puis choisir un polyedre lié a PTV, si
possible de pleine dimension et pour lequel il est plus facile de décider si une
contrainte valide induit une facette de ce polyedre.

2.2 Contraintes connues

2.2.1 Contraintes de capacité

Les contraintes de capacité (2.4), aussi appelées contraintes de sous-tour
généralisées sont suffisantes pour obtenir une formulation entiere du PTV
mais ne sont pas, en général, des facettes du PTV. Des versions plus fortes de
ces contraintes ont été présentées par Laporte et al. [LMN87] puis Cornuejols
et Harche [CH93].

Notons r(S) le nombre minimum de véhicules nécessaires pour satisfaire
la demande dans un ensemble S de clients. Ce calcul est fait avec les données
suivantes, la capacité des véhicules C' et les demandes individuelles d; pour
i € S. La valeur r(5) est la solution d’un probleme de bin packing, ¢’est-a-dire
le nombre minimum de boites de taille C' nécessaires pour ranger |S| objets
respectivement de taille d;, 1 € S. Ceci donne une contrainte de capacité
renforcée

z(6(5)) = 2 r(9) VS CV, S#0 (2.8)
La contrainte (2.8) est encore une contrainte locale au sens ou les clients qui
ne sont pas dans S et le nombre de véhicules k sont ignorés dans le calcul de
r(S). Une contrainte globale peut étre construite en calculant, pour chaque
sous-ensemble de clients, le nombre minimum de véhicules nécessaires pour
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servir S parmi toutes les solutions de XTTV. Notons cette quantité R(S).
Nous donnons maintenant une formulation mathématique de R(S5).

Une k-partition 7 = (Py, Ps, ..., P;) est une partition des sommets de V4
en k sous-ensembles telle que chaque sous-ensemble satisfait les contraintes
d(P;) < C pour 1 < j < k. Soit I 'ensemble de toutes les k-partitions. Pour
une k-partition donnée m = (Py, Ps,..., P;) et un ensemble de sommet S ,
on note (3,(5) le nombre de membres de cette partition contenant au moins
un sommet de S, c’est-a-dire

B=(5) = Hied{l,....k} : P05 # 0} (2.9)
\V/Sg‘/o,ﬂ':(Pl,PQ,,Pk)EH

En associant chaque k-partition a une affectation réalisable des clients aux
véhicules, on obtient pour S C Vj

R(S) = min (3,(5)) (2.10)

mell

et les contraintes de capacité globales

2(8(8)) > 2R(S)  VSCVi, S#£0 (2.11)

Il est clair au vu de la présentation précédente que
d(s
R(S) > r(S5) > {%-‘ VS C W. (2.12)

De plus, Cornuejols et Harche [CH93] présentent une instance du PTV ou
les contraintes de (2.12) sont strictes (voir la figure 2.2). Notons aussi que
si le nombre de véhicules est illimité, on a r(S) = R(S). D’un point de vue
pratique, le calcul de R(S) est plus difficile que celui de r(5). Lorsque le
nombre de clients dans S est petit, r(.9) peut étre calculé de maniere exacte
(cf Martello et Toth [MT90b]) et pour des ensembles de plus grande taille
une borne inférieure non triviale peut étre calculée (et substituée a r(S) dans
(2.8)) en un temps raisonnable (cf Martello et Toth [MT90a]). Si les calculs
de r(S) ou d’une borne inférieure deviennent trop cotiteux, alors on utilisera
la contrainte (2.4)
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4 4
4

Fic. 2.2 - Solution réalisable pour un probleme, ou k = 4 et C' = 7. L’en-
semble S satisfait R(S) > r(S5) > {@-‘

2.2.2 Contraintes de peigne

Cette famille contient toutes les contraintes traduisant un probleme de
parité. Les contraintes de peignes ont été introduites par Chvétal [Chv73]
et Grotschel et Padberg [GP79] pour le probleme du voyageur de com-
merce. Elles jouent un role tres important dans la résolution du PVC par
«Branchement et Couper». Un peigne est défini par un manche H et des
dents T7,...,T, ayant les propriétés suivantes

) H T, Ty, T,CV (2.13)
) T\NH#D V1<j<s
(i) TiNH#D Y1<j<s
) TNT, =0 Y1<i<j<s
)

s > 3 et impair

On peut définir alors la contrainte suivante

rGU) + X b)) < [H + ST - Bs + 12 (@210

i=1
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La figure (2.3) représente un support de peigne avec 3 dents.

F1G. 2.3 - Un support classique (et une violation) de peigne a 3 dents

Dans le cas du PVC, pour chaque ensemble S C V4 de sommets et chaque
solution x satisfaisant les contraintes de degré , I’équation 2x(y(5)) = 2|S| —
x(5(9)) est toujours satisfaite. 1l s’agit en fait de la somme des contraintes de
degré sur tous les sommets de S. Avec ce résultat, les contraintes de peigne
peuvent étre écrites de facon équivalente bien que moins standard

S

2($(H) = (s +1) = 3 [2(5(17)) — 2] (2.15)
j=1

Cette écriture a un intérét double. Elle ne prend pas en compte le nombre
d’éléments dans les différents ensembles. Elle s’interprete facilement en terme
de cocycle. Si la contrainte de sous-tour x(6(7;)) > 2 est serrée pour tout
i =1,...,s alors la valeur du cocycle §( H) est au moins s + 1. Cette borne
peut étre diminuée de deux unités si une contrainte de sous-tour n’est pas
serrée et ainsi de suite. Nous utiliserons de nouveau cette écriture dans les
sections suivantes.

Pour le cas du PTV et en tenant compte du degré du dépét, Cornuejols et
Harche [CH93] ont prouvé que les contraintes de peigne (2.15) restent valides
indépendamment de la place du dépot dans le manche et/ou dans une dent.

Lorsque le dépdt appartient a une dent mais pas au manche (i.e. sans perte
de généralité, quand 0 € T} \ H), Cornuejols et Harche [CH93] prouvent que
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la contrainte de peigne

S

2(6(H) > (s +1) = [2(8(Th) = 2p| = 2 |2(8(T) = 2| (2.16)

7=2
est valide pour p = R(V \ T1).

D’autre part, lorsque le dépot est a l'extérieur du support du peigne,
ie. H Ty, Ty, ..., T, C Vg, Laporte et Norbert [LN84] et Araque [Ara90b]
présentent des généralisations de la contrainte de peigne prenant en compte
I'aspect «capacité» du probleme. La premiere contrainte, due a Laporte et
Norbert, prend en compte les capacités a l'intérieur de chaque dent T; a
travers la solution de bin packing r(7}). Cette contrainte peut étre écrite
dans une forme différente, mais au moins aussi forte.

S

o(8(H)) > (s+1) — 3 [2(8(Ty)) — 2r(T))] (2.17)

i=1

ou toutes les dents T, 1 < j < s, doivent satisfaire: »(T;\ H)+r(T; N H) >
r(T5).

Araque considere le cas spécial des demandes unitaires, d; = 1 pour ¢ € V4.
Sa contrainte de peigne prend en compte la demande de chaque dent T ainsi
que la demande de 'union de deux dents. Les dents doivent satisfaire la
condition [d(T})/C = [d(T; \ H)/C] ce qui implique [d(T; N H)/C] < 1.
On distinguera deux types de dents. Une dent T' est dite large si pour toute
autre dent T, [d(T U T)/C] = [d(T)/C] + [d(T)/C]. Une dent T est dite
petite si pour toute autre dent non large 7' du peigne, [d(T U T)/CW =
[d(T)/C] + [d(T)/C] — 1. La contrainte de peigne d’Araque n’est définie
que lorsqu’on peut classer toutes les dents dans I'une ou "autre des catégories.
La condition (v) dans la liste de propriétés (2.13) du peigne est remplacée
par s = s; + & (ou s, est le nombre de petites dents et s; est le nombre de
grandes dents) avec s, impair ou nul. La contrainte de peigne d’Araque peut
étre écrite

2(8(H)) > 2{85 ;r IJ + 25 — ZS: [$(5(Tj)) - Q[dgj)u

i=1
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2.2.3 Contraintes de capacité généralisée

Harche et Rinaldi [HR91] généralisent les contraintes de capacité (2.11)
en considérant en meéme temps plusieurs sous-ensembles de sommets. Soit

Q={5,95,,...,55} une famille d’ensembles disjoints de V5. On définit

R(Q) = min ( Zﬁw (2.19)

mell

ou [3,(5;) est défini dans (2.9)). Le nombre R(Q) est le nombre minimum de
fois, parmi toutes les k-partitions, ou un véhicule visite un ensemble 5;, 1 <
J < s. Ceci donne directement la contrainte de capacité généralisée

S

> w(6(S55) > 2 R(Q) (2.20)

=1
La contrainte (2.20) est au moins aussi forte que la somme des contraintes
(2.11) sur tous les sous-ensembles S;, 1 < j < s car

) > Z mm B(S ZR (2.21)

et la contrainte (2.20) est plus forte que la somme des contraintes (2.11)
si les 2(4(5;)), 1 < j < s, ne prennent pas leur valeur minimum 2R(S;)
en méme temps. C’est le cas dans la figure (2.4), ou la demande des trois
sous-ensembles est 6, alors que I'on dispose de deux véhicules de capacité 10.

2.2.4 Contraintes d’étoiles

Araque et al. [AHMO90] ont introduit diverses contraintes valides pour le
probleme de tournées de véhicules lorsque les commandes des clients sont
toutes égales a l'unité. Ces contraintes restent en général valides pour le cas
de demandes non unitaires. Nous présentons ici celle que nous utilisons dans
notre algorithme de «Branchement et Coupe».

Soit v un sommet de Vg et @ = {7; : ¢ = 1,...,s} une famille de
sous-ensembles de V4 satisfaisant les conditions suivantes
(1) d(T;) <C Y1
(i) d(T;UT;)>C Yi,ji#j
(vie) T;NT,={v} Yi,ji#j
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FIG. 2.4 - Cas ou la contrainte R(2) > 373_| R(S;) est stricte. On a C' = 10,
k=2cets=3.

alors la contrainte d’étoile suivante

S 2(8(1) = 4s —2 (2.22)

=1

est valide pour le PTV.

La figure (2.5) montre un support de contrainte d’étoile.

Vv
1

5

FiG. 2.5 - Support d’une contrainte d’étoile, C=10
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Nous présentons plus loin une généralisation de cette contrainte.

2.3 Nouvelles contraintes

Les résultats contenus dans cette section sont le fruit d’une collaboration
avec Yves Pochet. L’essentiel des résultats de (2.3.3) sont dus a Yves Pochet,
et inversement pour (2.3.2).

2.3.1 Contraintes de boite

Nous étudions maintenant le cas ou {2 est une famille d’ensembles tous
disjoints, sauf un ensemble incluant tous les autres. Nous présentons d’abord
le cas ou les sous-ensembles disjoints ont chacun une demande totale infé-
rieure a la capacité. Soient H, Ty, ..., T des sous-ensembles de V; ayant les
propriétés suivantes

dT)<C ¥Y1<j<s (2.23)

Nous définissons maintenant un probleme de bin packing sur H. Soit [ I’en-
semble des objets de ce probleme. Chaque ensemble T}, 1 < 7 < s définit un
objet de taille d(7}) dans I. Chaque client : € H \ (U3_,T;) définit un objet
de taille d; dans 1. La taille des boites est égale a la capacité d’un véhicule C.
Soit bp(H|T,...,Ts) le nombre minimum de boites nécessaires pour ranger
les objets de [.

Proposition 2.3.1 La contrainte

S

2(8(H)) > 2 bp(H|Ty,....T,) — Z[x(a(Tj))—z} (2.24)

J=1
est valide pour le polyédre PTV.
Cette contrainte se lit de la maniere suivante. Si tous les cocycles x(6(7}))

sont serrés (i.e. égaux a la valeur minimum possible), la quantité 2bp( H |17, . . .
est une borne inférieure du cocycle 2(6(H)). Si un des cocycles (par exemple

1)
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x(6(T1))) est lache, on peut diminuer de 2(6(71)) — 2 la borne inférieure et
ainsi de suite.

Un exemple de point fractionnaire violant une contrainte de ce type peut
étre trouvé dans la section (3.3) sur la séparation de ces contraintes.

Preuve:

Nous appellerons coupure d’un objet ¢ dans I, 'opération suivante: on
retire t de I et on ajoute a [ deux nouveaux objets dont la somme des tailles
est égale a la taille de ¢. Une propriété du probleme de bin packing est qu’on
économise au plus une boite en effectuant une opération de coupure. En effet,
supposons que la solution du probleme de bin packing apres une coupure soit
p. On peux alors construire une solution du probleme de bin packing initial
avec seulement p + 1 boites. Il suffit pour cela d’ajouter a la solution avec p
boites, une boite ou on placera les 2 parties de I’'objet coupé. On a donc p +
L > bp(H|TY,...,Ts). Comme ’ensemble d’objets obtenus apres une coupure
satisfait encore les conditions (2.23), une récurrence simple permet de voir que
si on fait ¢ coupures, on économisera au plus ¢ boites. En terme de solution
du PTV, la quantité w = 3>7%_, [x((S(Tj)) — ZT représente exactement deux
fois le nombre de coupures dans I pour la solution x. Le nombre de véhicules
nécessaires pour servir H dans x est supérieur au résultat du probleme de
bin packing apres w/2 coupures et donc a bp(H|Ty,...,Ts) —w/2 ©

Notons que la contrainte précédente a un intérét seulement si

bp(H|Ty,...,Ts) > r(H). Dans le cas contraire, la contrainte est I’addition
de contraintes de capacité. De plus, comme x(6(7;)) > 2 dans toute solution
de PTV, un ensemble T} ne sera mis dans la contrainte que si son retrait fait
réduire la valeur de la solution du sous-probleme de bin packing. Autrement,
la contrainte sans I’ensemble 7T, dominerait celle avec Tj.

Dans le cas général, ou la condition (i) de (2.23) n’est pas satisfaite,
I’ensemble [ n’est pas défini. On définit alors un nouveau probleme de bin
packing. Soit I’ 'ensemble des objets de ce probleme. Tout sommet ¢ €
H \ (U5_,T;) correspond a un objet de taille d(z). Tout ensemble T; : j =
1,...,s satisfaisant (i) correspond a un objet de taille d(7};) dans I'. Tout
autre ensemble T} correspond dans I’ a ¢ objets de taille C' et un objet de
taille d(T;) — qC avec ¢ = |d(T;)/C]. On note encore bp(H|T,...,T;) la

solution de ce probleme de bin packing. On dira que I’ est un découpage des
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T;
Lemme 2.3.2 Soit (H,Ty,...,Ts) une famille d’ensembles satisfaisant les
conditions (ii), (iii) et (iv) de (2.23).

Si [d(Ty UTy)/C = [d(T1)/C] + [d(T2)/C], on a

bp(H|T17 et TS) Z bp(H|T1 U T27 T37 et TS) (225)
et sitnon
bp(H|T1, ce ,TS) + 1 Z bp(H|T1 U TQ, Tg, ceey TS) (226)
Preuve:
Considérons le découpage I’ pour les ensembles 77, ..., Ts. Soient t; et

ty des objets issus respectivement de 17 et T, de taille minimum. Notons
que tous les autres objets issus de T} et T, ont une taille égale a C'. Si
d(t1) + d(t2) < C, on peut transformer la solution optimale du probleme
de bin packing défini sur (H,Ti,...,Ts) en une solution avec une boite de
plus contenant uniquement t; et ¢;. Cette derniere solution est aussi une
solution réalisable du probleme de bin packing défini sur (H, Ty UTs, ..., T;),
car elle partitionne Ty U Ty en ([d(T1)/C] — 1) + ([d(T2)/C] — 1)+ 1 =
[d(Ty U Ty)/C] objets dont au plus un n’est pas de taille C'. On a dans ce
cas bp(H|Ty,...,Ts) + 1 > bp(H|TY U Ty, 15, ..., T5).

Si d(t1) + d(tz) > C, notons by et by les boites auxquelles ces objets
sont affectés dans la solution optimale du probleme de bin packing défini
sur (H,Ty,...,Ts). On remplace alors ces 2 objets par le couple d’objets de
taille respectvement C' et d(t1) + d(t3) — C', On met dans by 'objet de taille
C et dans by celui de taille d(t1) + d(t3) — C et tous les autres objets se
trouvant au départ dans b; ou by. Ceci forme une solution qui partitionne
TiUTy en [d(Th)/C) + [d(T3)/C] = [d(Ty U T3)/C'] objets dont au plus un
n’est pas de taille C'. C’est donc une solution réalisable du probleme de bin
packing défini sur (H, ThUT, T, ..., T;). On a dans ce cas bp( H|T,...,Ts) >
bp(H|Ty U Ty, Ts, ..., Ts). Notons que (H, Ty U Ty, Ts, ..., T,) satisfait encore
les conditions (ii), (iii) et (iv) de (2.23) ©

Théoréme 2.3.3

S

2(8(H)) 22 bp(H|Ty, ..., T) = 37 [2(8(1y)) =2 [d(T)/C1]  (2.27)

J=1
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est valide pour le PTV.

Preuve:

Soit x une solution du PTV. Pour chaque j = 1,...,s, cette solution
partitionne 7} en p(3) = 1/2 x(6(T})) sous-ensembles tels que chaque sous-
ensemble Tjk, E = 1,..,p(y) satisfait :z:(Tjk) = 2. Il suit de la proposition
(2.3.1) que

w(8(H)) > 2bp(H|T}, ..., TPV 1L, . TP,

Pour chaque ensemble T}, on applique itérativement p(j) —1 fois le lemme
(2.3.2) en regroupant a chaque fois deux sous-ensembles de T;. Notons «, le
nombre de fois ou on diminue la borne de 1 pour les p premieres itérations. Le
lemme (2.3.2) exprime que oy = [d(T7})/C+[d(T?)/C| = [d(T}UT?)/C| =
2 — [d(T} UT?)/CY. Supposons que o, = p+ 1 — [Y0, d(T})/C], on a
alors apy1 = a, + [d(T]T)/C] + [Ty d(T)/C] =[S d(T])/0] =
p+2— [0 d(T?)/C]. On tire de cette récurence que

2(8(H) > 2bp(H|Ty,... . T) — 2 Yoy [p(5) — [d(1)/C]].

ce qui est le résultat annoncé o

Un cas particulier de cette contrainte est obtenu avec H = V4. On re-
trouve alors la contrainte de capacité généralisée de la section précédente. La
contrainte (2.24) peut s’écrire

Yoo x(6(1y) =2 p(H|Ty, ..., Ts) — 2k + 2.

On a donc R(T4,...,Ts) > bp(Wo|Ty, ..., Ts) + s — k.

2.3.2 Contraintes d’hypotour

Nous présentons maintenant une nouvelle classe de contraintes valides
pour le PTV. Nous allons rechercher des sous-graphes (V, F') du graphe com-
plet (V, E) dans lequel on ne peut pas construire de solution du PTV. Cette
étude a déja été réalisée pour le PVC. Grotschel [Gro80], Papadimitriou et
Yannakakis [PY84] ont dérivé des contraintes a partir de certaines classes
de graphes non hamiltoniens. L’intérét de ces contraintes est limité dans le
cas du PVC par la complexité de leur identification (cf Grotschel et Pad-
berg [GP85]). Dans le cas du PTV, les demandes sur les clients introduisent
de nouveaux criteres pour savoir si un sous-graphe contient une solution
réalisable. Dans leur expérimentation de 1’algorithme de «Branchement et
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Couper, Cornuejols et Harche [CH93] identifient visuellement de tels sous-
graphes et nomment les contraintes correspondantes des contraintes d’hypo-
tour, suivant le nom donné par Grotschel et Padberg pour le PVC. Nous pré-
sentons maintenant deux types de sous-graphe pouvant mener a des contraintes
valides puis nous donnerons quelques extensions et montrerons que ces contraintes
généralisent des contraintes connues.

Soit .5, 'ensemble des sous-ensembles d’arétes de solutions de PTV. Pour
chaque sous-ensemble F' C E, on peut définir un nombre r(F') appelé rang
de F, r(F) = max{|S| : S C Fet S € S,}. Une conséquence triviale de
la définition est que la contrainte x(F') < r(F') est valide pour le polyedre
PTV. Ces contraintes sont d’ailleurs valides pour tout probleme combinatoire
et sont en général appelées des contraintes de rang. Pour tout sous-graphe
G’ de G, on note par V(G') et E(G") ’ensemble des sommets et des arétes de
G’. On dit que E(G') est un hypotour, si F(G") ne contient pas de solution
de PTV mais que E(G') U{e} en contient pour toute aréte e € £\ E(G").
Comme le nombre d’arétes de toute solution réalisable est n+k, la contrainte
d’hypotour z(F(G")) < n+k—1 est une contrainte de rang valide pour PTV.
Le but des paragraphes qui suivent est de décrire quelques classes de graphes
qui sont des hypotours.

Contrainte d’arbre de rang 1

Une définition plus restrictive du rang permet d’obtenir un premier type
de contrainte. Soit v un sommet de V et S, ’ensemble des sous-ensembles
d’arétes de routes contenant v dans les solutions du PTV. Pour chaque sous-
ensemble F' C F, on définit le nombre r,(F') = max{|S| : SC FetSe€S,}.
Pour un sommet v € V, on définit alors une contrainte d’arbre (ce nom
sera justifié plus loin) a partir d’un ensemble d’arétes F, qui intersecte tous
les tours contenant v. La contrainte x(F,) > n + k — r,(E \ F,) est alors
valide et équivalente a la contrainte de rang x(E \ F,) < r,(E\ F,).

Sir,(E\F,) =n+k—1, la contrainte «(F,) > 1 est une contrainte d’arbre
de rang 1. Si F), est un ensemble minimal pour cette propriété, x(F,) > 1
est une contrainte d’hypotour. Pour donner une idée de la structure et de la
puissance des contraintes d’arbre, nous introduisons maintenant un support
générique de ces contraintes.
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Soit v € V la racine d’un arbre A C (. On partitionne V(A) en deux
ensembles, Ny 'ensemble des feuilles de A et N, ; I'ensemble des sommets
qui ne sont pas des feuilles. On appellera A-chemin un chemin inclus dans
A entre deux feuilles de A et contenant la racine v. On appellera v-chemin
un chemin dans A entre v et une feuille de A. On note par ailleurs F/(A)
I’ensemble des arétes incidentes aux sommets de N, ; U {v} qui ne sont pas

dans 'arbre A: F(A) = (y(Nps U{o}) US(N,; U{v}))\ E(A).

Lemme 2.3.4 Si v n'est pas un sommet pendant de A, on a:

toute tournce dans G contenant v contient au moins un A-chemin ou une
aréte de F(A);

toute tournce dans G contenant v contient au moins un v-chemin ou deux

arétes de F'(A).

Preuve:

Soient x une solution de PTV et T, la tournée contenant v induite par
x. Si T, ne contient pas d’arétes de F/(A), toutes les arétes de T), incidentes
aux sommets de N, s sont dans F(A). Il existe alors un A-chemin dans 7. Si
T, contient exactement une aréte de F'(A), toutes les arétes de T, incidentes
aux sommets de N, ; sauf une sont dans E(A). Il existe alors un v-chemin
dans T, ¢

Si v est un sommet pendant de A, un v-chemin est aussi un A-chemin et
on a le lemme suivant.

Lemme 2.3.5 Si v est un sommet pendant de A, on a:
toute tournée dans G contenant v contient au moins un v-chemin ou deuz

arétes de F'(A).

Preuve:

Soient x une solution de PTV et T, la tournée contenant v induite par x.
Comme le degré de v est deux dans T, et un dans F(A), T, contient au moins
une aréte de F'(A). Si elle en contient exactement une, toutes les autres arétes
de T, incidentes aux sommets de N, s U {v} sont dans E(A) et T, contient
un v-chemin ¢

Ces deux lemmes appliqués a des conditions sur les A-chemins ou les v-
chemins d’un arbre A vont nous permettre de définir des contraintes valides
de PTV. Supposons que tous les A-chemins ont une demande strictement
supérieure a la capacité. On peut alors définir un sous-graphe incluant A et
ne contenant pas de tournées passant par v.
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Lemme 2.3.6 Soit (A, v, N¢, N,,y) un arbre tel que v n'est pas une feuille de
A et tel que tout A-chemin P satisfait d(V(P)) > C alors la contrainte

w(E(A)) + 2(y(Nns)) <2 [Nog| =1 (2.28)
est équivalente a la contrainte d’arbre
z(F(A) > 1 (2.29)
et elle est valide pour PTV.

Preuve:

En ajoutant les contraintes de degré pour tous les sommets de N, s, on
obtient :

2 [Negl = 2 2(3(Nap)) + 2(8(Nog))=
P (Nap)) + (1 Nag) US(Nap)) 1 ECAY) + 2((3(Nag) US(Nu))\ E(A)),

Comme E(A) € 7( N, )US(Nag), on a2 [Nogl = 2(+(Nug)) + o( E(A)) 1
2((1(Nag) U S(Nup) \ E(A)).

Comme F(A) = (v(Nns) US(Noyp)) \ E(A). La contrainte (2.28) est équi-
valente a @(F(A)) > 1. La condition du lemme implique qu’aucune tournée
contenant v ne contient de A-chemin ce qui grace au lemme (2.3.4) permet
de conclure ¢

La figure (2.6) montre un arbre A satisfaisant les conditions du lemme
précédent pour €' = 10 et N,y = {v,4}. A cet arbre correspondent 7 A-
chemins tous de demande 11.

En réalité, la contrainte x(F(A)) > 1 peut étre renforcée facilement. Nous
présenterons plus loin une procédure permettant d’obtenir une meilleure
contrainte lorsque le nombre de véhicules est illimité. Dans le cas général,
on peut quand méme renforcer la contrainte précédente. Pour cela, on étend
les notions de A-chemin et de v-chemin. Pour un sous-graphe 7' C (&, on dira
que P est un A-chemin de T si P C T et P contient au moins la racine de
A et deux feuilles de A. On dira aussi que P un v-cheminde T'si P C T et
P contient au moins la racine v de A et une feuille de A différente du sommet
v.

Théoreme 2.3.7 Soient (A,v, Ny, Nys) un arbre et A, un sous-graphe de
G tel que:
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1 1 1

FiG. 2.6 - Support d’une contrainte d’arbre

(1) V(A) = V(A

(i) E(A) € E(A.) C E(A) Uy(Nog) US(Noy)

(iii) tout A-chemin P de A satisfait d(V(P)) > C
alors

2((Y(Nag) U (Nap)) \ B(AT)) 21 (2.30)

est une contrainte valide pour PTV.

Preuve:

La condition du théoreme implique la condition du lemme précédent donc
z(F(A)) > 1 est valide pour PTV. Soit « une solution de PTV. Supposons
2(F(A)) =x(F(A)N E(A")), alors toutes les arétes incidentes aux sommets
de N, s sont dans E(A*). Il existe donc un A-chemin de A* dans la route
contenant v. Ceci est impossible vu la condition (iii). On a donc x(F'(A)) >

z(F(A)N E(A%)) ce qui implique 2((y(Nyf) US(Npp)) \ E(A%) > 1 ¢

Notons que le théoreme reste valide si on remplace d(V(P)) > C par
R(V(P)) > 1 dans la condition (iii). Les démonstrations sont inchangées si on
modifie la définition d’une route F', en remplagant la condition d(Vo(F')) < C
par R(Vo(F)) =1, ce qui est tout a fait valide.
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Fig.2.7- ¢ =10

La figure (2.7) montre un graphe avec 8 sommets. Les chiffres indiqués
sont les demandes et les lignes pointillées correspondent a I’arbre A. L’en-
semble d’arétes F'(A) a été remplacé par ’ensemble F, pour obtenir une
contrainte d’arbre minimale. Pour cela, on a construit un graphe A* conte-
nant A et les arétes entre les sommets de demande 5 et 4. Ce graphe satisfait
les propriétés du théoreme. L’ensemble F, = F(A)\ E(A*) est dessiné en
lignes pleines.

La figure (2.8) est une solution fractionnaire qui viole xz(F(A)) > 1 et
x(F,) > 1. On peut vérifier par énumération que les différentes contraintes
de capacité sont satisfaites par cette solution.

Contrainte de forét

La non faisabilité d’un sous-graphe va maintenant étre caractérisée comme
une violation de bin packing. Soit S = {v; : i =1,...,s}, un ensemble de
sommets qui sont les racines des arbres d’une forét A(S) = {A; : @ =
1,...,s}. On définit pour chaque arbre A; I’ensemble des feuilles N;(A;) et
celui des non feuilles N, ;(A;). Si v; est une feuille de A;, on définit un A;-
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Fic. 2.8 - Violation de contrainte d’arbre de rang 1

chemin de A; comme un chemin entre v; et une autre feuille de A;. Sinon,
un A;-chemin de A; est défini comme a la section précédente. Pour donner
une idée simple de la signification d’une contrainte de forét, nous faisons le
parallele avec les contraintes de capacité généralisée. Dans ces dernieres, on
additionne des contraintes de capacité en remarquant que ces contraintes de
capacité ne peuvent étre serrées en méme temps. Ici, on suppose que tout
A;-chemin de A; peut étre un sous-graphe d’une k-route, mais que ce n’est
pas le cas pour une forét de s chemins respectivement A;-chemins de A;,
pour ¢ = 1,...,s. La figure (2.9) montre un exemple de forét. Il y a dans
cet exemple trois A;-chemins possibles tous de demande 5, exactement un
As-chemin et un As-chemin tous les deux de demande 6. Comme la capacité
est 10 et le nombre de véhicules 2, cette forét satisfait bien les conditions
précédentes.

Pour i = 1,...,s, on notera F/(A;) = (v(Nns(Ai) U{vi}) US(Npp(A;) U
{oih) \ E(A).

Théoreme 2.3.8 Si la condition suivante est satisfaite :
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3

Fia. 2.9 - Support d’une contrainte de forét, C=10, k=2

pour toute famille (Py, ..., Ps) de chemins tels que P;, 1 =1,...,s est un

A;-chemin, on a bp(Vo|V(P1),...,V(Fs)) > k , la contrainte

S

S e(F(A)) 2 14 3N (A) 1 {0 (231)

=1 =1
est valide pour PTV.

Preuve:

Soit = une solution réalisable de PTV. Notons d’abord, indépendamment
de 'hypothese du théoreme, que la quantité Y-,o; x(F(A;)) est toujours su-
périeure au nombre d’éléments v; qui sont des feuilles. Ceci justifie le terme
Sier INf(A;) N {v;}. L’hypothese du théoreme implique par ailleurs qu’il
existe au moins un indice 1 € {1,...,s} tel que le graphe induit par = ne
contienne pas de A;-chemin de A;. Cette propriété et les lemmes (2.3.4) et
(2.3.5) permettent de conclure ¢

Contrainte d’arbre généralisée

Considérons maintenant une généralisation des contraintes d’arbre. Le
support d’une contrainte d’arbre généralisée sera dérivé d’un support de
contrainte d’arbre en remplacant les feuilles de 1’arbre par des cliques. La
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figure (2.10) montre le support d’une contrainte d’arbre généralisée, obtenu
en modifiant légerement ’exemple illustrant les contraintes d’arbre de rang
1. On a dans cet exemple une clique formée de deux sommets, une clique
formée de trois sommets et trois cliques formées d’un seul sommet.

\Y

1 1 1

Fic. 2.10 - Support d’une contrainte d’arbre généralisée, C=10

Soit v € V' un sommet non pendant d’un arbre A. Soient N; et N, les
ensembles des feuilles et non feuilles de A.

On définit (W, v(W;)), i € [1,...,p], p cliques disjointes telles que tous
les éléments d’une clique sont des feuilles et tous les éléments d’une méme
clique ont le méme pere dans A. On supposera par ailleurs que toute feuille
appartient a exactement une clique et que d(W;) < C, i=1,...,p.

Proposition 2.3.9 Si la condition suivante est satisfaite :
pour tout A-chemin P entre i € Ny et j € Ny, 7 # 1, on a d(PUW; U
W;) > C, alors

#(E(A) + «(v(Nog)) + '_lw(v(Wi)) < 2 [Nog

(W) —1 (2.32)

=1
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est une contrainte valide de PTYV.

Preuve:
La contrainte est équivalente a
Loy (W) < S — 1)) + o(F(A) —1

qui est la somme de p contraintes de sous-tour a un terme pres. Ce terme
z(F(A)) — 1 est toujours supérieur a —1, ce qui implique que la contrainte
est satisfaite par toute solution de PTV pour laquelle au moins une des p
contraintes de sous-tour est lache. Dans le cas contraire, aucune tournée dans
cette solution ne peut contenir de A-chemin, car celui ci contiendrait alors
deux cliques et aurait par hypothese une demande supérieure a C'. On peut
alors utiliser le lemme (2.3.4) pour conclure ¢

Notons que si N,y = {v}, la contrainte (2.32) est la contrainte d’étoile
décrite dans la section (2.2.4).

Contrainte d’arbre de rang 2

Nous considérons maintenant un ensemble d’arétes F' tel que r,(E\ F') =
n+ k—2 (la quantité r, est définie en section (2.3.2)). On peut alors dériver
de nouvelles contraintes méme si £\ F' n’est plus un hypotour, au sens ou
nous 'avons défini.

Soit v € V' la racine d’un arbre A tel que v ne soit pas une feuille de A.
Soient Ny et N, les ensembles des feuilles et non feuilles de A. Pour chaque
sommet 1 € Ny, on définit P; le v-chemin entre v et 7 dans A.

Proposition 2.3.10 Si pour tout i € Ny, d(P;) > C alors
z(F(A)) >2 (2.33)
est valide pour PTV.

Preuve:
La condition de la proposition implique qu’une tournée contenant v ne
contient pas de v-chemin, ce qui permet de conclure en utilisant le lemme

(2.3.5) o
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Comme exemple de support de contrainte d’arbre de rang 2, on peut
prendre la figure (2.6) en supposant cette fois la capacité égale a 5.

2.3.3 Contraintes de chemin-boite

Nous présentons dans cette section la contrainte de chemin-boite pour
le polyedre du probleme de tournées de véhicules. Cette contrainte est une
extension des contraintes de peigne et de boite présentées auparavant, i.e.
elle prend en compte a la fois les problemes de parité et de bin packing.

Les contraintes de peigne pour le PTV ne considerent pas I"aspect «capacité»
(ou «bin packing» de maniere globale mais cet aspect est vu au mieux pour
les dents prises séparément ou par deux. De méme, les contraintes de boite
ne prennent pas du tout en compte les problemes de parité. Le but des
contraintes de chemin-boite est d’intégrer ces aspects, en conservant un sup-
port de contrainte proche de celui d’un peigne.

Le support d’'une contrainte de chemin-boite est défini par un manche H
et un certain nombre de sous-ensembles T, T5, ..., T, appelés dents ou spots
satisfaisant les conditions suivantes

() H,Ty,Ts....T, C Vi (2.34)
(i) dT;))<C V1<j3<s

(i) TNH#AD Y1<j<s

(1v) nT;=0 V1<i<j<s

(v) s> 1

La différence par rapport a un peigne classique est que la demande de
chaque dent T} est inférieure a C' et qu'une dent T} peut étre totalement
incluse dans le manche. Une telle dent sera appelée un spot. On réservera
par la suite le nom de dent a un ensemble qui n’est pas un spot. La figure
(2.11) représente le support d’une contrainte de chemin-boite avec 3 dents
Ty, Ty, T5 et 1 spot T4. Les chiffres indiqués a coté des sommets sont les
demandes.

Nous associons au support d’une telle contrainte le sous-probleme de bin
packing avec contraintes défini comme suit :
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Fic. 2.11 - Un support de chemin-boite avec 3 dents et 1 spot.

Soit [ ’ensemble des objets de ce probleme. Chaque dent ou spot Tj, 1 <
J < s définit un objet de taille d(T;). Chaque sommet ¢ € H \ UI_,T; dé-
finit un objet de taille d; dans [. La taille des boites est fixée a C'. Notons
r(H|Ty,...,Ts) le nombre minimum de boites nécessaires pour ranger tous
les éléments de [ avec la contrainte additionnelle qu'une boite peut contenir
au plus deux dents (les spots ne sont pas concernés par cette restriction). Le
sous-probleme de chemin-boite associé au support de la figure (2.11) est:

— 3 objets de taille 3 ne pouvant étre rangés tous les trois dans la méme
boite.

— 2 objets de taille 5

Si €' = 10, le résultat du sous-probleme est r(H|T,...,Ts) = 3, ce qui
correspond par exemple a la solution décrite dans la figure (2.12).

On remarque que la seule différence avec les contraintes de boite réside
dans la contrainte additionnelle, et donc que ces dernieres contraintes sont
un cas particulier des contraintes de chemin-boite. Si on fixe toutes les de-
mandes a zéro, le probleme de chemin-boite conserve un intérét car il permet
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Fia. 2.12 - Solution partielle correpondant a un sous-probléme de chemin-
boite

d’exprimer les problemes de parité, et la contrainte obtenue est alors une
contrainte de peigne.

Pour lier ce probleme de bin packing avec contraintes aux solutions de
PTV, nous constatons que la valeur du cocycle de H dans une solution de
PTV n’est pas vraiment liée au nombre minimum de véhicules nécessaires
pour servir H. Un méme véhicule peut entrer et sortir plusieurs fois de H
et chaque entrée et sortie doivent étre comptabilisées dans le cocycle de
H. Le nombre r(H|Ty,...,T;) exprime alors le nombre minimum d’entrées
de véhicules dans H avec la condition que les sommets a l'intérieur d’un
ensemble donné T} sont servis par un seul véhicule et en une fois, i.e. en
entrant une seule fois dans la dent. En effet, le nombre d’entrées dans H
est exactement le nombre de composantes connexes induites par la solution
dans H. Une de ces composantes connexes ne peut intersecter plus de deux
dents si la condition précédente sur les dents est repectée. Ceci explique la
contrainte annexe du probleme de bin packing.

Exprimé comme nous 'avons fait, le calcul de bin packing est local en
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ce sens que l'on ne tient pas compte des demandes hors du support de la
contrainte de chemin-boite. Notre calcul donne donc une borne inférieure du
nombre minimum parmi toutes les solutions x de PTV de véhicules entrant
dans H avec les contraintes annexes déja exprimées. Ce résultat est formalisé
par la contrainte suivante

Proposition 2.3.11 Si x est une solution de PTV telle que x(6(T;)) = 2,
1 <5 <s, alors

<(8(H)) > 2 r(H|TY,....T)) (2.35)

Preuve:

Soit 2* une solution de PTV minimisant la valeur «(6( H)). Considérons le
graphe induit sur H par la solution a*. La valeur @*(6(H)) est exactement le
double du nombre de composantes connexes de ce nouveau graphe. Supposons
qu'une composante connexe dans le graphe intersecte strictement plus de
deux dents dans un ordre Ty, Ti, Tio. Alors la dent T;; ne peut satisfaire
2(6(T;1)) = 2 car elle contient au moins un élément hors de H. Vu I’hypothese
de la proposition, on en conclut que les routes définies par a* satisfont les
contraintes annexes du probleme de bin packing ¢

Théoreme 2.3.12 Soit (H,T,...,Ts) un support de chemin-boite, la contrainte
de chemin-boite
2(8(H)) = 2r(H|Ty,..., T — 3 [«(8(1)) - 2] (2:36)

i=1

est valide pour PTV.

Preuve:

Le probleme de bin packing avec contraites annexes a la méme propriété
que le probleme de bin packing sans contraintes annexes. Soit p la solution
du probleme de bin packing avec contraintes apres une coupure de [. En
regroupant les deux parties de l'objet coupé dans une nouvelle boite, on
obtient une solution avec p+ 1 boites qui satisfait la proposition (2.3.11). On
adonc p+1 > r(H|Ty,...,Ts). On peut utiliser la méme fin de démonstration
que pour les contraintes de boite ¢
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Fig. 2.13 -

Solutions serrées pour un probléeme de chemin-boite
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La figure (2.13) représente 2 points serrés de la contrainte de chemin-
boite (points satisfaisant celle-ci avec égalité) utilisant le méme support qu’en
figure (2.11). L’un des deux a une dent découpée en deux, I'autre un spot.

Le calcul de r(H|Ty, ..., Ts) est bien str plus difficile que celui de bp(H|Th, . ..

Cependant les mémes idées que pour le bin packing sans contraintes annexes
peuvent étre utilisées. Pour de petits ensembles H, 1’algorithme exact pour
le bin packing de Martello et Toth [MT90a] peut étre adapté pour gérer
les contraintes additionnelles. Pour des ensembles plus grand, on fera de
méme avec la procédure de Martello et Toth [MT90b] donnant une borne
inférieure de bp(H|Ty,...,Ts). Enfin, deux bornes inférieures triviales de
r(H|Ty,...,Ts)sont [t/2] ou t est le nombre de dents et [d(HU(UZ_, T;))/C].
Commer(H|Ty,...,Ts) n’apparait que dans le membre de droite de (2.36), on
peut remplacer sa valeur par une borne inférieure en obtenant une contrainte
encore valide.

Comme x(8(7})) > 2 dans toute solution de PTV, un ensemble 7T} ne sera
mis dans la contrainte que si son retrait fait réduire la valeur de la solution
du sous-probleme de chemin-boite. Autrement, la contrainte sans 1’ensemble
T; dominerait celle avec T}.

En modifiant les contraintes annexes du sous-probleme de bin packing, on
peut construire une contrainte de chemin-boite qui généralise les différents
types de peignes présentés dans la littérature. Pochet ([Poc]) a prouvé la
validité d’une formulation des contraintes de chemin-boite intégrant des dents
de taille quelconque (peignes de Laporte et al.), des dents petites et larges
(peignes introduit par Araque), des dents contenant le dépot (peignes de
Cornuejols et Harche).

2.4 Combinaison de contraintes

Soit une famille de contraintes valides pour PTV, C, = {a'z > a}) : 1 =
1,...,s}. Pour simplifier on supposera que les a‘z prennent uniquement des
valeurs paires dans PT'V. On peut définir un nombre p(C,) qui représente
le nombre minimum de contraintes de C, non serrées pour une solution de
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PTV. 1l est clair que la contrainte
Z o'z > Z ozé + 2 p(C,) (2.37)
=1 =1

est alors valide pour PT'V. Le probleme est de calculer un tel nombre p(C,).
Nous I'avons déja fait (voir section «contraintes de capacité généralisées»)
en combinant des contraintes de sous-tour pour obtenir une contrainte de
capacité généralisée. Le calcul de p(C,) dans ce cas revient au calcul d’un
bin packing r(V4|71, ..., Ts). Les s ensembles correspondent aux s contraintes
de sous-tour.

Plus généralement, placons nous a un neceud et une itération quelconque
de notre algorithme de «Branchement et Coupe». Si certaines variables, ou
certains cocycles, ont été fixés par une contrainte de branchement, cela veut
dire que 1’on optimise non plus sur PT'V mais sur une face de PT'V. Nous
considérons dans cette section des contraintes valides dans une certaine face
du polyedre PTV, mais pas forcement valides pour PT'V. On transformera
ces contraintes en contraintes valides pour PTV.

Nous allons présenter deux cas que nous avons rencontrés lors de notre
expérimentation numérique. Le premier combine une contrainte d’arbre et
une contrainte de sous-tour. Le second considere la transformation d’une
contrainte de peigne lorsqu’une ou plusieurs routes sont fixées dans la solu-
tion.

2.4.1 Combinaison a base d’arbre

Les contraintes d’arbre peuvent étre combinées avec les autres contraintes.
Soit (A,v, Ny, N,s) un arbre dont v n’est pas une feuille et soit S C V4 un
ensemble de sommets contenant v et tel que d(S) < C. On définit encore

F(A) = (7 (Nag) U o(Nog)) \ E(A).
Proposition 2.4.1 Sitout A-chemin P satisfait d(V(P)US) > C, la contrainte
x(6(5)) >4 — 22(F(A)) (2.38)

est valide pour PTV.
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Preuve:

Soit x une solution de PTV. Si la contrainte de sous-tour sous-jacente a
(2.38) est lache, (2.38) est satisfaite par la solution x. Sinon, la solution x ne
peut contenir de A-chemin et on peut appliquer le lemme (2.3.4) ©

Ce genre de combinaison est possible pour les autres contraintes d’arbre.
Nous présenterons dans le chapitre sur la séparation, une liste de contraintes
utiles de ce type. Nous donnons seulement ici une seconde contrainte dans la
mesure, ou elle généralise la contrainte «one connector partial multistar» dé-
finie dans Araque et al. [AHM90]. Il s’agit de la combinaison d’une contrainte
de sous-tour et d’une contrainte d’arbre de rang 2. Elle est définie a partir
des mémes données v, S, A que la combinaison précédente.

Proposition 2.4.2 Si tout v-chemin P de A satisfait d(V(P)US) > C, la
contrainte

z(6(5)) >4 —x(F(A)) (2.39)
est valide pour PTV.

Preuve:

Toute solution x de PTV pour laquelle la contrainte de sous-tour est
lache, satisfait (2.39). Les autres solutions ne peuvent contenir de v-chemin
de A et on peut utiliser le lemme (2.3.5) pour conclure ¢

2.4.2 Combinaison a base de peigne

Considérons une solution fractionnaire x, ou un certain nombre de routes
sont completement fixées. Notons W C V; I'ensemble des sommets qui n’ap-
partiennent pas & ces routes. On a alors z(W : W) = 0. Dans W U {0}, on
peut définir un support de contrainte de peigne (H, Ty, ..., Ts) tel que la dent
T} contienne le dépdt. Si ce support satisfait les conditions de la contrainte
de peigne (2.16), on a

o(8(H)) > (s+1) — [2(8(T >>—2R<V\T1>}
- Sl -2

Cette contrainte est globale dans la mesure ou le terme R(V \ T}) est calculé
en tenant compte de toutes les demandes. Pour les solutions telles que x(W :
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W) =0, on est tenté de écrire la contrainte en fonction de R(W \ T}). Nous
présentons maintenant une condition permettant cette écriture.

Proposition 2.4.3 Si RW\T, )+ R(W)= R(V\T)) + 1, la contrainte

suivante
2(§(H)) > (s+1) — 2(x(W: W) - 1) (2.40)
[2(6

— [2(8(10)) = 2R(V\ T1)| - Z_: (1)) - 2]

est valide pour PTV .

L’hypothese exprime que le nombre de véhicules nécessaires pour servir
V \ T1 augmente d’une unité quand Ty, W\ T} et W sont servis de maniere
indépendante. La contrainte se lit alors: si z(W : W) = 0, le second membre
de I'inégalité de peigne initiale est augmenté de deux.

Preuve:

Soit = une solution du PTV. Le cas (W : W) > 1 est trivial, car
le second membre est alors plus petit que dans la premiere contrainte. Si
(W : W) = 0, la restriction 2" de z & W U {0} satisfait la contrainte de

peigne
V(S(H)) = (s +1) — [ W(8(T))

—2R(W\ T1)| — Z [V (8(1y)) — 2] (2.41)
dans le polyedre PT'VW, défini a partir des vecteurs de PTV, par leurs com-
posantes dans y(W U {0}). Comme z(8(T})) = 2"V(8(Ty)) + 2R(W) et

aW(§(T;)) = 2(8(T})), 1 = 2,...,s, on en déduit que z satisfait (2.40) si la
condition R(W \ Ty )+ R(W) = R(V\Ti) + 1 est respectée o

2.5 Polyedres en relation avec PTV

Prouver qu’une contrainte valide de PTV est une facette de PTV est
un probleme difficile, car le polyedre PTV n’est pas de pleine dimension. Par
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ailleurs, dans le cas général, on ne peut calculer la dimension de PTV. Chaque
solution de PTV est en effet en méme temps la solution d’'un probleme de
bin packing. Il est donc impossible d’utiliser les méthodes usuelles de preuve
de facette, en particulier d’énumérer des solutions génériques serrées. Pour
contourner ce probleme, il est usuel de travailler dans un polyedre P tel
que PTV C P ayant de meilleures propriétés. Cornuejols et Harche [CH93]
introduisent ainsi la relaxation graphique du PTV (que nous appellerons
GPTV). Araque et al. [AHM90] ne fixent pas le nombre de véhicules (on
notera PT'V le polyedre correspondant). Grace a un changement de variable,
ils éliminent aussi les arétes incidentes au dépot ce qui permet de travailler
sur un polyedre de pleine dimension. Nous rappelons maintenant quelques
uns de ces résultats car nous allons aussi utiliser ces polyedres plutot que le
PTV pour préciser les propriétés des contraintes valides pour PTV.

2.5.1 Les polyedres PTV et PPC

On considere maintenant le probleme, ou le nombre de véhicules n’est pas
fixé. On peut donc éventuellement avoir autant de véhicules que de clients.
En terme de programmation entiere, on considérera le programme suivant
identique a celui associé au PTV moins la contrainte (2.2).

min Z(PTV) =Y 1. z.
2(6({i})) =2 VieV
2(5(8)) > 2 V(SW VS CVy, S#D

C
0<z.<1 Vee~vW)
0<z, <2 Veed(W)
z, entier Vee I/

On note PTV le polyedre défini par 'enveloppe convexe des solutions réali-
sables de ce programme. Soit F' I’ensemble des arétes qui n’appartiennent a
aucune solution, i.e. les arétes ij telles que d(z) + d(j) > C, on a alors

Proposition 2.5.1

dim(PTV)=m — n —|F| (2.42)
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Preuve:

m — |F| est le nombre de variables pouvant apparaitre dans une solution.
De plus, les n contraintes de degré limitent la dimension de PTV &am —
n — |F|. Pour chaque aréte e = (u,v) € E\ F'\ §({0}), on peut construire
la solution T, = {(0,u,v,0),(0,¢,0) : V¢ & {u,v}}. En ajoutant la solution
T ={(0,t,0) : Vt &€ g}, on obtient un ensemble de n — |F| + 1 solutions
indépendantes de PT'V et donc la dimension du polyedre PTV o

On supposera dans toute la suite du document et pour faciliter les dé-
monstrations que |F'| = 0.

En terme d’optimisation, travailler sur PTV et PT'V peut étre tres dif-
férent. Le probleme de bin packing sous-jacent a PTV peut engendrer une
solution optimale avec des arétes tres longues qui ne seront pas dans la solu-
tion optimale de PTV. Méme si on choisit comme valeur de & le plus petit
nombre de véhicules pour lequel il existe une solution, on pourra avoir une
solution strictement plus petite pour PTV que pour PTV. Dans notre expé-
rimentation numérique, nous avons rencontré ce cas une seule fois en traitant
une centaine de problemes.

Il est souvent délicat de travailler sur un polyedre qui n’est pas de pleine
dimension. Queyranne et Wang [QW93] décrivent cependant une procédure
de normalisation des contraintes qui simplifie les démonstrations dans ce
cas. Cette procédure est applicable a PTV. Sans entrer dans les détails, cela
revient a soustraire a une contrainte donnée les équations de degré pour les
clients, pondérées par les coefficients adéquats, de maniere a éliminer tous les
coefficients des arétes adjacentes au dépot. Une autre facon équivalente de
faire est donnée par Araque [Ara90al. Il transforme (avec le méme objectif
que Queyranne et Wang) le probleme du PTV en un probleme de partition de
chemins. Pour toute aréte 13 € £, ¢ € V|, 7 € V, on définit s;; = Lo+ 10— ;.
Ces couts sont égaux aux «savings» définis dans I'heuristique de Clarke et
Wright [CW64]. Le PTV est alors équivalent au probleme de partition de
chemin PPC suivant

max Z(PPC) = Z Se Te
e€E\§({0})
2(6({i})) <2 pour tout 1 € Vj
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z(v(9)) < |9] — {@-‘ pour tout S C Vg, S £ 0

C
0<z. <1 pour tout e € y(Vp)
z. entier pour tout e € £\ 6({0})

Le polyedre PPC, qui correspond a I’enveloppe convexe des solutions de ce
programme est de pleine dimension. Les résultats de Queyranne et Wang
permettent d’associer & toute contrainte valide de PT'V une contrainte nor-
malisée telle que tous les coefficients des arétes incidentes au dépot soient
nuls et telle que cette contrainte soit valide pour PPC.

2.5.2 Le polyedre GPTV

Dans la relaxation graphique du PTV, un véhicule peut passer par un
sommet sans prendre la commande du client correspondant (mais aussi peut
passer plusieurs fois par le méme sommet). En terme de programmation
entiere cela conduit a relaxer les contraintes de degré ainsi que les bornes
supérieures sur la valeur des variables. Notons que si le graphe est complet
et si les coefficients [, e € F, dans (2.1) satisfont 'inégalité triangulaire,
Ioptimisation dans GPTV est équivalente a 'optimisation dans PTV.

La relaxation graphique a d’abord été introduite dans le cas du PVC par
Cornuejols et al. [CFN85] et utilisée depuis comme un outil pour étudier la
structure du polyedre du PVC (cf Naddef et Rinaldi [NR91]). Cornuejols
et Harche ont par la suite étudié le cas du PTV [CH93|. Nous présentons
maintenant ce polyedre en suivant leurs notations.

Un tour T(F,U) est défini comme une famille non vide d’arétes F' de E
(une aréte donnée peut apparaitre plusieurs fois dans un tour) et un sous-
ensemble de sommets U C Vo(F') tels que G(F) est un cycle contenant le
dépot (i.e. 0 € V(F)), G(F) est connexe, le degré de chaque sommet dans
G(F) est pair) et d(U) < C. Un tour représente le voyage associé a un véhi-
cule et son ensemble U représente les clients affectés au véhicule. Rappelons
que ce tour peut passer par des clients qui ne lui sont pas affectés.

Un k-tour est un ensemble de routes {T1(Fi,U1),...,Te(Fi,Ur)} (ou

k n’est pas fixé mais k > r(Vp) pour que la solution soit réalisable) telle



58 Etude polyédrale du PTV

que chaque sommet 1 € V; appartienne a exactement un des ensembles
U;,1 < j < k. Chaque k-tour définit une solution réalisable de GPTV. La
longueur d’un k-tour est la somme pondérée (i.e. en tenant compte des arétes
multiples) des longueurs des arétes le définissant. GPTV est le probleme de
trouver un k-tour de longueur minimum. Notons qu’un k-tour est une solu-

tion du PTV si V(F;) = U; U{0} et |F;| = |U;| — 1, pour tout ¢ = 1,... k.

- | o

Fic. 2.14 - Un exemple de k-tour qui n’est pas une solution de PTV, C=10,
demandes unitaires

La figure (2.14) donne un exemple de 2-tour qui n’est pas une solution
de PTV (i.e. pas une 2-route). La capacité est 10 et les commandes sont
unitaires. On peut extraire 3 solutions differentes du PTV de ce 2-tour.

Sinous définissons la variable x, comme le nombre de fois o1 € € E est uti-
lisée dans une solution de GPTV, on peut associer un vecteur z € R*"+1)/2
a toute solution de GPTV et définir le polyedre GPTV comme 'enveloppe
convexe de toutes les solutions de GPTV, X1V < Rprint1)/2,

Proposition 2.5.2 Si le probleme PTV a au moins une solution alors

dim(GPTV)=m (2.43)
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Preuve:

PTV est une face de GPTV. Soit « une solution de PTV et pour e € F on
définit y© = (y¢) le m-vecteur tel que y¢ = 1 et toutes les autres composantes
sont nulles. Alors les m solutions z° = a 4 2y° forment un ensemble de
vecteurs affinement indépendants o

2.6 Résultats de facettes

Soit ax > «g une contrainte valide d’'un polyhedre P de dimension
dim(P). On dit que ax > «g est une facette de P si le sous-espace {x €
P : ax = ap} est de dimension dim(P) — 1. On trouve dans la littérature
des conditions pour que les contraintes présentées jusqu’ici soient des facettes
de PTV,GPTV,ou PTV. Ces conditions sont en général longues & énumé-
rer et difficiles a vérifier lorsqu’on veut utiliser une contrainte dans le cadre
d’un algorithme de coupe. Nous ne présentons donc aucun détail. Le lecteur
se reportera aux articles cités.

Cornuejols et Harche [CH93] donnent des conditions suffisantes (resp.
nécessaires et suffisantes) pour que la contrainte de capacité (2.11) soit une
facette de PTV (resp. GPTV). Araque et al. [AHM90] donnent aussi des
conditions suffisantes pour que les contraintes de capacité soient facettes
de PPC. Ils étudient le cas ou toutes les demandes sont unitaires et les
contraintes (2.4), (2.8) et (2.11) sont alors identiques.

Cornuejols et Harche donnent des conditions suffisantes pour que la contrainte
de peigne soit une facette du PTV et GPTV. Ces conditions sont en fait don-
nées pour les contraintes de chemin qui sont une généralisation des contraintes
de peigne.

Harche and Rinaldi [HR91] donne des conditions nécessaires et suffisantes
pour que les contraintes (2.20) soient des facettes de GPTV. Araque et al.
donnent des conditions suffisantes pour que les contraintes d’étoile soient des

facettes de PPC.

Nous présentons maintenant le méme genre de conditions, pour les nou-
velles contraintes décrites dans ce travail.
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Comme nous 'avons déja mentionné, certaines contraintes décrites sont
locales dans le sens ou elles n’utilisent que les informations sur les sommets
de leur support. Parce que le nombre de véhicules k est fixé, une solution
partielle © restreinte au support d’une contrainte peut étre serrée pour ce
dernier, sans pour autant donner une solution de PTV réalisable. Plutot que
de donner une liste de conditions pour qu’une contrainte locale induise une
facette, nous étudierons seulement les cas ou la contrainte est une facette
locale. Nous formalisons ce concept dans la définition suivante.

Définition Une contrainte induit une facette locale de PTNV si et seulement
si elle permet de définir une facette du probleme relaxé PTV.

Soit F' C F un sous-ensemble d’arétes, on définit PTV(F) I'enveloppe
convexe des solutions de PTV qui sont dans F'. On définit de la méme maniere

PTV(F) et on continuera d’écrire PTV=PTV(E), PTV = PTV(E).

Soit
Z arry < ag (2.44)
JEF

une contrainte valide de PTV dont le support est un ensemble d’arétes F' C

E.

Proposition 2.6.1 Si (2.44) est une facette de PTV(F U §({0})) alors il
existe des coefficients Be,e € E\ F tels que

o oagep + Y Brap <ag (2.45)

feF FEE\F

soit une facette de PTV .

Preuve:

Nous allons appliquer a notre probleme le principe décrit par Padberg
[Pad75] pour obtenir des facettes d’un polyedre a partir de facettes d’un
polyedre de dimension inférieure. Ce principe porte le nom de «sequential
lifting ». Supposons que (2.44) soit une facette de PTV(F U §({0})) et soit
e € B\ (FUJ({0})). Considérons le probleme suivant :

min Z(e) =ag — Z asxy (2.46)
JEF
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t.q.
! € PTV(FUS{0}) U {e}) (2.47)

re =1 (2.48)

Notons qu’il existe une solution réalisable de ce probleme qui ne contient que
des routes avec un client, plus une route avec deux clients contenant ’aréte
e. La validité de (2.44) assure par ailleurs que la solution optimale de ce
probleme Z(e) est positive. On pose 3. = Z(e), il est clair que la contrainte

Z ajry + fere < o (2.49)
JEF

est une facette de PTV(F U§({0}) U {e}). Comme on peut réitérer le calcul
sur F'U{e} pour une aréte de £ dont le coefficient n’a pas encore été calculé.
On peut obtenir une contrainte

Yo oagey + Y Brep<ag (2.50)

feF FEE\F

qui est une facette de PT'V. Notons que cette contrainte dépend de l'ordre

dans lequel on considere les variables de £\ (F'UJ({0})) ¢

2.6.1 Contraintes de chemin-boite

Nous avons trouvé des instances de PTV (i.e. des distributions de de-
mande) et des supports de contrainte de chemin-boite qui constituent des
facettes du polytope PTV correspondant. Dans ces instances de petite taille,
nous avons énuméré toutes les solutions serrées. Comme toute solution ser-
rée pour une telle contrainte est solution d’un probleme de bin packing, il
semble plus difficile de donner des conditions générales de facettes pour les
contraintes de chemin-boite. Ce travail est en cours.

2.6.2 Contraintes d’arbre

Nous donnons maintenant des conditions suffisantes pour qu’une contrainte
d’arbre de rang 1 soit une facette locale de PTV. Soit un arbre (A, v, N¢, N, /)
tel que v n’est pas une feuille et tout A-chemin a une demande supérieure a
la capacité (. Nous avons déja montré que la contrainte suivante est valide.

2(E(A) + 2(v(Nog)) < 2 [Ny = 1 (2.51)
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Théoreme 2.6.2 Si de plus les deux conditions suivantes sont satisfaites,

(i) pour tout A-chemin P = (f,...,v,...,¢9), on a d(V(P)\{f}) < C et
AV(P)\ {g}) < C

(ii) pour tout s € Ny \{v}, il existe un chemin P dans A contenant s et
dont les extrémités sont des feuilles de A et satisfaisant d(V(P)) < C

alors la contrainte (2.51) est une facette locale de PTV.

La figure (2.15) montre un arbre satisfaisant pour C' = 10 la condition de
validité de (2.51) et les deux conditions du théreme (2.6.2).

Preuve:

Considérons d’abord le polytope PTV(E(A) U d({0})), c’est-a-dire I'en-
veloppe convexe des solutions du probleme PT'V dont le support est inclus
dans I’ensemble d’arétes E(A) U §({0}). Nous allons d’abord montrer que
(2.51) est une facette de ce polytope, puis nous utiliserons la proposition
précédente pour conclure.

Soit @ I’ensemble des solutions de PTV(E(A) U §({0})) qui satisfont
(2.51) avec égalité. On définit plus facilement @) par 'autre forme (cf section
2.3.2) de la contrainte (2.51), c’est-a-dire

z(F(A) > 1 (2.52)
ou F(A) = (v(Nuys) US(Nuys)) \ E(A). En effet, U'intersection de F(A) et
de E(A) Ud({0}) se réduit a I’ensemble d’arétes (N, : {0}). On a donc
Q ={x € PTV(E(A)Ud({0})) : «(Nns :{0}) = 1} ce qui permet de

vérifier facilement qu’une solution est dans ).

On fixera par ailleurs comme écriture normalisée des contraintes de PTV
(cf Queyranne et Wang [QW93]), celle ou tous les coefficients des arétes
incidentes au dépot sont nuls.

Soit
ozr < ag (2.53)

une contrainte normalisée telle que = € ) implique o © = «ay. On a en
particulier ag,; = 0, pour tout ¢ € V5. Nous allons montrer que (2.53) est un
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multiple de la contrainte (2.51). Pour cela, on va calculer itérativement tous
les coefficients du vecteur o en comparant des solutions génériques de ().

Soient f € Ny et h € N,y deux sommets ayant v pour seul ancétre com-
mun dans A. Nous appellerons solution générique z;, associée a (f, h) la solu-
tion construite de la maniere suivante. La premiere route (0, f,...,v,...,h,0)
existe grace a la condition (i) appliquée a f et une feuille descendante de h.
Les autres routes sont construites de maniere itérative. A un moment donné
de la construction, on choisit le sommet ¢ non utilisé le plus proche de v
(en terme de profondeur dans A). Aucun de ses descendants n’est encore
inclus dans la solution partielle. La condition (ii) permet de construire une
route contenant t sans arétes dans (N,; : {0}). Enfin, pour les sommets
t € V\ V(A), on ajoute une route (0,%,0). I est clair que cette solution
est dans () car seule la premiere des routes construites contient une aréte de
N, : {0} et exactement une. La figure (2.15) montre un arbre de racine v et
deux solutions génériques zj, et zsp, ou h' est le pere de h.

Soient f et g deux feuilles de A ayant v comme seul ancétre commun dans
A. Soient f" et ¢ leur pere respectif. Les deux solutions génériques zy, et
z4p satisfont azpy = az,p. Ceci est équivalent a oy, = oy car ces deux
solutions ne different que par ces deux arétes et des arétes incidentes au
dépot. Comme ceci est vrai pour toute paire de feuilles f, g ayant v comme
seul ancétre commun, c’est aussi vrai par transitivité pour toute paire de
feuilles. On notera & cette valeur commune.

Nous allons maintenant calculer par construction la valeur des autres
coefficients. Soit A un sommet de A différent de v. Soit A’ son pere dans A.
On définit A" le sous-graphe de (i induit par les descendants de h dans A.
Pour z € @, on définit enfin M"(z) = X can a. z..

Supposons que h n’est pas une feuille et que toute aréte ij € A" satisfait :
;=0 st1=0o0ujy=0
dsiiEanetjEan

Q= sinon.

Nous allons montrer que ayp) = 2a.
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Zth

Fia. 2.15 - Arbre et solutions génériques
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Soit f € Ny un sommet tel que le seul ancétre en commun de f et h
soit v. Soilent zs; et zpp les solutions génériques correspondantes. Notons
hiy © = 1,...,s les fils de h. L’équation az;, = azsp est équivalente a
app 4+ 5, M (z41,) = M"(241/). On peut facilement calculer M”(z ) car
on connait grace a notre hypotheése tous les coefficients des arétes de A”.
Soit p le nombre de routes dans z s qui intersectent N, ; NV (A"). Ces routes
définissent 2p arétes incidentes a des feuilles car toutes ces routes contiennent
deux feuilles. Notons ¢ le nombre d’arétes de (N, s NV (A")) dans ces routes.
En sommant les degrés des sommets de N,; N V(A") on obtient 2|N,; N
V(A" = 2p + 2q donc g = |N,; N V(A")| — p. On conclut que M"(z4/) =
2p & + (|N.y N V(AM)| — p) 2& = 2&|N,; N V(AM)]. Le méme résultat peut
étre obtenu pour le calcul de M"(z;,), 1 = 1,...,s sauf si h; est une feuille
ot on a M"(z,) = 0. Ceci nous permet de calculer M"(zpp) —

iz M" (24n) = 26(|Noy O V(AN = Eiy [Nop 0 V(AM)]) = 26,

On peut donc effectuer ce calcul pour les sommets dont tous les fils sont
des feuilles puis le réiterer autant de fois que nécessaire sur les sommets h tel
que tous les coefficients des arétes de A" sont connus. Ainsi, on calcule tous
les coefficients du membre de gauche de ax < ay.

La facon dont a été construite z;, permet aussi de calculer ag. Soit nc le
nombre de routes intersectant N, ; dans z,. Le nombre d’arétes dans E(A)N
d(Nyy) est 2 ne—1. On en déduit en sommant les degrés des sommets de N, ¢
le nombre d’arétes de z;, dans E(A) N v(N,s). Ce nombre est exactement
|IN,s| — ne. On a donc ag = azgy = 2& (|Nyy| —ne) +a (2 ne — 1) =
&(2 [Nyl — 1). On peut donc conclure que (2.53) et (2.51) sont les mémes
A un scalaire prés. (2.51) est donc une facette de PTV(E(A) U §({0})). La
procédure générale de lifting décrite plus haut nous assure donc d’obtenir
une facette de PTV & partir de (2.51) et montre donc que (2.51) est une
facette locale de PTV ©

En conclusion de ces descriptions de contraintes, nous présentons un
schéma (figure 2.16) de leurs interactions.



66 Etude polyédrale du PTV

arbre géneéralisée

arbre étendue

arbre de rang 1

. arbre de rang

peignes avec le dépot

peignes aves petites
et grandes dents

peignes avec
dents larges

peignes PVC chemin-boite

FiG. 2.16 - Résumé: Les contraintes valides du PTV
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2.7 Autres formulations d’intérét pour l’ap-
proche polyédrale

Nous présentons maintenant une autre formulation du PTV, la formu-
lation a trois index. Cette formulation plus complexe a été introduite par
Fisher et Jaikumar [FJ81]. Elle utilise le numéro du véhicule comme troi-
sieme index. Soit @ le nombre de fois ot 'aréte e € E est utilisée par le
véhicule h dans la solution (k-route). Soit y une variable prenant la valeur
1, si le véhicule & visite le client ¢, et la valeur 0 dans le cas contraire. Le
PTV peut alors se formuler ainsi en utilisant ces variables

h=1 :=0 3=0
t.q.
Zk:yh—{k sii=0 (2.55)
= 1 Vi=1,...,n
Ndy!<C  Yh=1,...k (2.56)
=1
injh:yjh ‘v’j:(),...,n \V/hzl,...,k (257)
=0
injh:yih ‘v’i:(),...,n \V/hzl,...,k (258)
7=0

D> g <IS|—-1  ¥SCN\{0}, S#£0  Vh=1,....k (2.59)

1€S JES

yh e {0,1} etz € {0,1} (2.60)
Vi=0,...,n, 7=0,....n Vh=0,....k

Cette formulation est utilisée par Kubo [Kub92] avec la contrainte (2.59)
remplacée par

SN g <Dyl -1 VSCN\{0}, S£Deth=1,....,k (2.61)

1€S JES €S
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L’avantage est que cette formulation fait apparaitre le probleme de sac a dos
sous-jacent au PTV. En revanche, le nombre de variables dans cette formu-
lation est tres grand (& peu pres k fois celui de la formulation précédente).
D’autre part, on peut a partir d’une solution de PTV obtenir d’autres solu-
tions par permutation des indices des véhicules. Ceci risque d’engendrer pour
notre méthode de nombreux problemes.

Une formulation tres similaire est utilisée par Balas [Bal89], [Bal93] pour
le probleme du voyageur de commerce avec récompense. Ce probleme consiste
a chercher dans un graphe un cycle (pas forcement hamiltonien) de longueur
minimale. Des commandes sont aussi définies sur les sommets du graphe ainsi
qu’une contrainte imposant que la somme des commandes correspondant a
un cycle réalisable soit supérieure a une valeur fixée C,,;,. Ce probleme se
formalise ainsi.

=0 5=0
t.q.
=1

=y, Vi=0,...,n (2.64)

=0
inj:yi ‘v’i:(),...,n (265)

7=0

1€S JES

y; € {0,1} x;; €40,1} Vi=1,...,n Vi=1,....,n (2.67)
xo; €40,1,2} Vi=1,...,n (2.68)
xo; €40,1,2} Vi=1,...,n (2.69)
Remarquons, que pour une valeur donnée des variables &k, C, {d; : ¢ =
1,...,n}, on peut construire un PVCR tel que toute route faisant partie

d’une k-route réalisable de PTV soit une solution réalisable de PVCR. 1l
suffit de fixer Cmin = C — (k* C — ¥, d;). Réciproquement, une solution
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du PVCR sera aussi une route d’une k-route si elle respecte des conditions (de
type bin-packing) simple. Pour les deux problemes, toutes les contraintes de
type sac a dos sont valides en particulier les théoremes de lifting de facettes
(voir encore Kubo et Balas pour chacun des deux problemes).

Nous présentons maintenant une formulation prenant en compte a la fois
le probleme de sac a dos et de bin packing mais contenant moins de variables.
Associons deux variables z;; et y;; a chaque aréte de 1) € E qui représentent,
pour x;;, le nombre de fois, ou I’aréte 75 est utilisée dans la solution (k-route),
et pour y,;, le fait que les 7 et j sont ou non servis par le méme véhicule (on
fixera par ailleurs y; = 1 et yo; = 0). Une k-route minimale est alors solution
du probleme suivant.

min Z(PTV3) = Z l. z. (2.70)
t.q. N
H(5({01) = 2k

z(6({1})) = Viel
z(6(5)) > 2 VSCVW, S#£0 (2.71)
e < ye Vee F\d(H{0}) (2.72)
Yij T Yk <1+ Yis \V/iv.jvke Vo (273)
Supd <O Viel (2.74)

- Ye € {07 1} Vee 7(‘/0)
z. €{0,1} Vee (W)
z. € {0,1,2} Veed({0})

Les contraintes (2.71) assurent la connexité et les contraintes (2.74) imposent
les contraintes de capacité. Le lien entre les contraintes x. et y. est fait par
les deux autres contraintes (2.72) et (2.73).

Nous avons expérimenté les formulations PTV2 et PTV3 dans un algo-
rithme de coupe, c’est-a-dire introduit des variables supplémentaires a la fin
de Palgorithme appliqué a la formulation a deux index. Nous avons alors
essayé, sans succes, de trouver visuellement des contraintes violées de type
sac a dos. Dans le cas du probleme PTV3, nous avons en revanche trouvé
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des violations du type suivant. Posons Cyiy = C' — (k+ C — 37 d;) et pour
i=1,...,n, 2 =30, diyi;. Soient j et h deux sommets de V4, la contrainte
suivante

Z;+ zp > C+ Crin — yjh(c - Cmin) (2'75)

est valide pour le polyedre associé aux solutions de PTV3. Cette contrainte
se lit ainsi. Si j et h ne sont pas servis par le méme véhicule, la somme des
charges de deux véhicules concernés est supérieure a C'+C,;,,. Une contrainte
identique peut étre obtenue en considérant p > 2 clients.

La découverte de telles violations incite a étudier dans le futur 'aspect
bin packing du PTV avec une formulation comme celle que nous venons de
présenter PTV3 donnant plus d’informations sur ce sous-probleme que la
formulation classique a deux index.
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2.8 Difficulté de la formulation de GPTV

Nous présentons dans cette section, deux points qui sont solutions du

systeme :
(1) z. >0 Vee I
(1)  x(6({0})) > 2k et pair
(1i1) z((v)) > Yo € Vo
(1v) x(6(9)) > ZR(S) VSCVW, S#0D
(v) x. entier Vee I

mais qui ne sont pas des solutions de GPTV. Ces points violent respecti-
vement une contrainte de boite (figure 2.17) et une contrainte d’arbre de
rang 2 (figure 2.18). Dans la premiere instance, considérons la partition de

LS

o)

FiG. 2.17 - Violation d’une contrainte de boite, C' = 10, commandes unitaires

Vo en quatre ensembles T4, ..., T, définis sur le dessin. La demande des trois
derniers ensembles est respectivement 6,5,6 et on a r(Vo|Ts,...,Ts) = 3.
On conclut que la contrainte de boite associée a (Vo,Ts...,T4) est violée,
c’est-a-dire:

w(8(Vo)) + > 2(d(T) = 12 (2.76)
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Fia. 2.18 - Violation d’une contrainte d’arbre, C' =4

Dans la seconde instance, nous présentons un exemple classique introduit
par Fleischmann [Fle82]. On considere 'arbre A C v(V4) de racine a obtenu
en supprimant les arétes incidentes au dépot dans la solution dessinée figure
(2.18). Comme tous les chemins entre ce sommet et les feuilles de I’arbre ont
une demande strictement supérieure a la capacité C' = 4, on peut générer
une contrainte d’arbre de rang 2. L’ensemble des feuilles de I'arbre est N; =
{e,d, e} alors que ’ensemble des non feuilles est N,,; = {a, b}. Notons F/(A) =
(Y(Nus) US(N,f)) \ E(A). La contrainte suivante

r(F(A) + > =(8(i) =8 (2.77)

’iENf

est valide pour GPTV et violée par le point de la figure (2.18). En fait cette
contrainte correspond a la contrainte d’arbre de rang 2 (2.33) pour le PTV.

Nous n’avons pas d’exemple pour 'instant de points satisfaisant a la fois
le systeme précédent, et les familles de contraintes de boite et d’arbre, mais
qui ne soit pas une solution de GPTV.
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Chapitre 3

Les problemes de séparation

3.1 Généralités

Les résultats exposés dans ce chapitre sont le fruit de collaborations avec
J.M. Belenguer, E. Benavent, J.M. Clochard, A. Corberan, D. Naddef et G.
Rinaldi.

Comme nous ’avons mentionné dans le premier chapitre, la connaissance
partielle du polyedre du PTV doit étre associée a de bons algorithmes pour
I’analyse des solutions fractionnaires. Le lien entre le sous-probleme de sépa-
ration et le probleme principal d’optimisation est précisé par les résultats de
Grotschel et al. [GLS81] et Padberg et Rao [PR81]. Considérons un polytope

P dans R™, ¢ un m-vecteur et les deux problemes suivants:

Probleme principal d’optimisation

min cx

xre P

Probleme de séparation

Soit un vecteur & € R™, trouver une contrainte valide pour P violée par

ou prouver qu’il n’existe pas de telle contrainte.

Le premier probleme peut étre résolu par un algorithme polynomial si
et seulement si le second peut étre résolu de maniere polynomiale pour tout
vecteur rationnel z.
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Dans le cas du PTV, nous connaissons deux types de contraintes pour les-
quelles existe un algorithme polynoémial d’identification. Il s’agit des contraintes
de sous-tour et de 2-couplage (cf [GP85] pour la description de ces algo-
rithmes). Pour les autres contraintes intégrant la capacité, il est prouvé que
le probleme d’identification est NP-difficile. Nous présentons dans les sec-
tions suivantes des heuristiques pour résoudre les problemes d’identification
correspondant a chaque contrainte, c’est-a-dire

Soit L une famille de contraintes valides du PTV, soit un point # € R™,
trouver une contrainte appartenant a L violée par .

On notera x la solution fractionnaire (optimale) du programme linéaire
a une itération donnée et G(x) le sous-graphe induit par les arétes telles que
xe > 0.

3.2 Séparation des contraintes de capacité

Nous rappelons d’abord la contrainte de capacité sur laquelle nous allons
travailler (contrainte 2.4).

2(8(S)) > 2 {—w VS C Vo, S 40

Les idées de base pour la séparation des contraintes de capacité ont été
données par Harche et Rinaldi [HR91]. Elles sont développées dans le pa-
ragraphe suivant. Araque et al. [AKMP94] ont écrit en méme temps que
nous des algorithmes de contraction gloutons. Un algorithme glouton est dé-
crit dans la procédure (3.2.1). Enfin, nous présenterons un algorithme de
recherche tabou (procédure (3.2.2)). Les résultats numériques obtenus mon-
treront I'importance des contraintes de capacités.

Harche et Rinaldi ont montré que le probleme de séparation pour la
contrainte (2.4) était NP-complet et ont écrit plusieurs heuristiques d’iden-
tification qui vont étre décrites brievement maintenant.

heuristique 1) Vérifier si (2.4) est satisfaite pour I'ensemble des som-
mets correspondant a chaque composante connexe de G(x) et de

G(2) \ {0}.
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heuristique 2) Contracter récursivement les arétes e non incidentes
au dépot telles que x. > 1 (voir Padberg and Rinaldi [PR91] pour
une description détaillée de la procédure de contraction dans le
cas du PVC). Contracter une aréte e revient a remplacer les deux
extrémités de e par un super sommet dont la demande est égale a
la somme des demandes des extrémités de e. Si le super sommet a
une demande supérieure a C, ’ensemble des sommets du graphe
d’origine «inclus» dans le super sommet induit une violation de
(2.4).
Soit (GS(x) le graphe contracté obtenu. Il peut étre facilement
montré que la recherche d’une contrainte de capacité violée dans
G/(x) est équivalente a la recherche d’une contrainte violée dans
G'S(x). A partir de maintenant, toutes les heuristiques de capacité
seront appliquées a GS(x), mais pour limiter les notations, nous
dirons qu’elles sont appliquées a G(x).

heuristique 3) La contrainte de capacité fractionnaire est obtenue en
remplacant [ﬂcﬁlw dans (2.4) par ﬂcﬁl. Soit f(5) = :1;(5(5))—2@.
Il est possible de trouver un ensemble S C V4 pour lequel f(5) est
minimum en utilisant un algorithme de flot maximum. Si f(5) <
0, la contrainte de capacité fractionnaire et la contrainte (2.4)
correspondante sont violées. Sinon, I'ensemble S est un candidat
uniquement pour une violation de (2.4).

Nous avons implémenté toutes ces procédures. En les utilisant conjoin-
tement, on obtient les résultats présentés dans les tables (3.5.1) (colonne

«Harche et Rinaldi») et (3.5.2) (colonne «H. et R.»).
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Algorithme glouton de contraction
Procédure 3.2.1 (Procédure gloutonne)

G.1. Choisir un ensemble initial S

G.2. Sile dépot appartient a S, vérifier que (2.4) n’est pas violée pour 'en-
semble Vo \ S, autrement vérifier (2.4) a la fois sur S et V5 \ S.

G.3. Choisir un sommet dans v € Vo \ S qui mazimise x(S : {v}), c’est a
dire la somme des valeurs des arétes entre S et v. En cas d’égalité, on
chotsit de préférence un sommet non adjacent au dépot, puis s’il reste
des ex aquo, on choisit aléatoirement un de ces sommets. Ajouter v a

S et aller a G.2.

Voici une liste de candidats pour figurer comme ensemble initial. Pour
chaque catégorie, on choisira plusieurs instances d’ensemble et on exécutera
autant de fois la procédure gloutonne.

1 - Un ensemble composé d’un sommet de V4

2 - Les extrémités d’une aréte e

3 - Un ensemble correspondant a une contrainte de capacité serrée actuel-
lement dans le programme linéaire

4 - Le complémentaire d’un tel ensemble

5 - Un ensemble tiré aléatoirement dans Vg

6 - Un ensemble tiré aléatoirement contenant le dépot

Dans les stratégies (1 - 4), le nombre d’instances possibles est limité, alors
que dans les deux dernieres, on peut générer aléatoirement autant d’instances
que de sous-ensembles de V. Nous avons fixé dans ce dernier cas un nombre
maximum d’appel égal a 10 fois le nombre de sommets. Notons, aussi, que les
stratégies (1, 2, 3, 5) reviennent a élargir de maniere gloutonne un ensemble
de sommets. Les stratégies (4, 6) reviennent au contraire a réduire de maniere
gloutonne la taille d’un ensemble de sommets. Les meilleurs résultats ont été
obtenus avec la stratégie (5), puis renforcés en utilisant en méme temps les
stratégies (1) (la moins coiteuse) et (5). Ces résultats sont présentés en
table (3.5.1) et (3.5.2). La suite logique de cette étude était d’envisager une
heuristique capable de revenir quelquefois en arriere ce qui a été fait par
Belenguer et Benavent sous la forme d’une heuristique de recherche tabou.
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Algorithme de recherche tabou

Soit S un sous-ensemble de V5, on note N*(S) I'ensemble des sommets
de V5 \ S adjacents a au moins un sommet de S et par N~(5) I'ensemble
des sommets de S adjacents a au moins un sommet de V4 \ S. Etant donné
un ensemble de sommets 5, tel que d(S) et #(5(5)) ont été calculés pour
vérifier (2.4), il est facile de faire de méme pour les ensembles S U {v}, pour
v e NT(5), et S\ {v}, pour v € N7(S5).

A chaque itération de la procédure, un ensemble S est modifié en lui ajou-
tant, ou retirant, un sommet puis (2.4) est vérifiée pour le nouvel ensemble.
La procédure peut se décomposer en deux phases, la phase d’expansion et la
phase d’échange qui sont appliquées itérativement. A chaque itération de la
phase d’expansion (resp. d’échange) un sommet est ajouté (resp. ajouté ou
retiré) a S. La phase d’expansion se termine si aucun sommet ne peut étre
ajouté a S sans violer d(S) > (p + ulimit)C, ou ulimit est un parametre
donné, et p prend les valeurs 1 a £ — 1 pendant I"algorithme. Dans la phase
d’échange, les mouvements sont sélectionnés de telle maniere que ’ensemble
S obtenu vérifie (p—limit)C < d(S) < (p+ulimit)C, ou llimit est un autre
parametre.

Définissons, smax = C(p+ulimit)—d(S) et smin = d(S)—C(p—Illimat).
Alors ’ensemble des candidats a I’ajout dans S est C*(S) = {v € NT(S5)
d, < smax} alors que ’ensemble des candidats au retrait de S est C~(5) =
{v e N=(9) : d, < smin}. Si un sommet v est ajouté, ou retiré, de 9, le
mouvement inverse est déclaré tabou pendant t/[ itérations.

A chaque itération des deux phases, I’objectif est de sélectionner un mou-
vement qui conduit a un ensemble S tel que x((.59)) soit le plus petit possible.
Cependant, dans la phase d’expansion, le sommet ajouté est choisi aléatoire-
ment parmi un ensemble de bons candidats (voir le pas E.2 de I’algorithme).
Ainsi, en exécutant plusieurs fois 1’algorithme, on peut obtenir des résultats
différents. Un parametre ntimes détermine le nombre de fois ou I'algorithme
est appelé et le parametre per contréle la taille de 'ensemble des bons can-
didats. L’algorithme suivant est lancé avec S = {i}, pour i = 1,...n.
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Procédure 3.2.2 (Algorithme Tabou)

Fixer p = 1.
Phase d’expansion

E.1. Calculer smax et C*(S). Si C*(S) est vide, aller a 1.0 (Phase
d’échange).

E.2. Calculer M = maz{z((S:v)) : v € CT(S)} et sélectionner
aléatoirement un sommet v € CT(5) parmi ceux qui vérifient
M —per < z((S:v)) <M.

E.3. Ajouter v a S, vérifier (2.4) et aller a E.1.

Phase d’échange

1.0. Fixer ster = 1.
I.1. Calculer smax, smin, Ct(S) et C7(S) . Retirer de C~(S)

(C*(S)) les sommets qui ont été ajoutés (retirés) a S lors des
dernieres tll itérations. Si CT(S)UC™(S) est vide, aller a 1.4.

I.2. Soit v le sommet pour lequel le maximum suivant est atteint

maz{{z((5:j)),j € CT()}Ax((Vo\ 5: 7)) € CT(9)}H}

I.3. Selon que v € C*T(S) ou v € C7(5), ajouter ou retirer v a S
et vérifier (2.4). Fixer iter = iter 4+ 1, Si iter > tope aller a
[.4, autrement, aller a I.1.

I.4. Fixer p=p+1,si p < k—1 aller a E.1. Autrement, stopper.

La procédure précédente est donc appelée ntimes fois avec les parametres
suivants ulimat = 0.3, llimet = 0.1,¢tll = 5, per = 0.2.
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La table suivante compare les résultats obtenus par les trois familles de
procédures décrites. L’algorithme tabou est noté deux fois avec des para-
metres différents. Dans le premier cas, ntimes = 1 et le nombre maximum
d’itérations dans la phase d’échange est fixé a tope = 10. Dans le second cas,
ntimes = 3 et tope = 20.

Le premier tableau donne les résultats pour un certain nombre d’instances
de la littérature. Nous notons les bornes supérieures BS et les bornes infé-
rieures Bl. Les bornes supérieures sont les valeurs des solutions réalisables
obtenues avec une heuristique tabou. On peut a partir du nom de I'instance
retrouver le jeu dont elle est issue, le nombre de sommets et de véhicules. Par
exemple, 'instance E-n101-k8 est issue du jeu E et contient 101 sommets et
8 véhicules. Les jeux d’instances sont décrits dans le dernier chapitre.

Instance BS BI BI BI BI
Harche et Rinaldi | glouton | taboul | tabou?2
E-n22-k4 375 375 375 375 375
E-n23-k3 569 569 569 569 569
E-n30-k3 534 508.5 508.5 508.5 508.5
E-n33-k4 835 831.1 833.5 833.2 833.5
E-n51-k5 521 510.9 514.524 | 514.524 | 514.524
E-n76-k10 832 773.592 787.449 | 787.472 | 789.31
E-n76-k7 683 659.467 660.316 | 660.834 | 661.251
E-n76-k8 735 703.484 710.188 | 709.682 | 711.053
E-n101-k8 817 788.758 795.875 | 795.081 | 796.149
F-n45-k4 724 723.8 723.667 724 724
F-n72-k4 238 232.5 232.5 232.5 232.5
F-n135-k7 || 1166 1154.2 1155.89 | 1157.88 | 1157.55
M-n101-k10 || 820 818.165 819.412 | 819.333 | 819.333

Table 3.5.1: Comparaison des heuristiques d’identification des contraintes de
capacité.

Nous avons effectué les mémes tests sur un plus grand jeu d’instances
(89 problemes). Le tableau suivant détaille les résultats moyens pour 1’écart
(pourcentage restant a combler entre borne inférieure et borne supérieure),
le nombre de coupes, le nombre d’appel de Cplex, et le temps cpu. Tous les
calculs ont été effectués sur une station SUN sparc 10-51 et les temps de
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calcul sont exprimés en secondes de cpu pour cette machine.

‘ procédure H H. et R. ‘ glouton ‘ tabou 1 ‘ tabou 2 ‘
écart 3.29 2.48 2.43 2.51
nombre de coupes 339 946 1908 2299
nombre d’appel de Cplex 45.2 29.9 42.4 41
temps cpu 65.3 62.4 374 263

Table 3.5.2: Comparaison des heuristiques d’identification des contraintes de
capacité.

Notons que les résutats obtenus avec la premiere méthode sont nettement
moins bons que les autres. L’utilisation de la méthode tabou est justifiée par
un meilleur écart moyen alors que I"algorithme glouton obtient des résultats
presque aussi bons en beaucoup moins de temps.

Nous présentons maintenant les résultats globaux pour les procédures de
capacité. Lors de 'algorithme de coupe, celles ci sont exécutées I'une apres
I'autre et seulement si la précédente n’a pas trouvé de contrainte violée.
L’ordre choisi est le suivant: 1) procédure gloutonne, 2) procédure tabou, 3)
procédures «H.R.». Cet ordre tient compte de la rapidité des différentes pro-
cédures. Nous avons testé un ordre différent avec la procédure tabou en téte.
Le nombre d’itérations a été réduit de maniere importante, mais le temps
de calcul a largement augmenté. En fait, ceci est autant dii aux procédures
de séparation qu’a la résolution du programme linéaire. Comme la procédure
tabou trouve plus de contraintes violées la résolution du programme linéaire
est plus lente. Le temps cpu total est la somme du temps pris par la sé-
paration, la résolution du programme linéaire et ’analyse de sensibilité du
programme linéaire. On détaillera cette analyse dans le chapitre suivant.
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Instance BS BI écart cpu cpu | itérations
séparation | Cplex
E-n22-k4 375 375 0 1.06 1.07 22
E-n23-k3 569 569 0 0.42 0.33 9
E-n30-k3 534 | 508.5 4.8 217 1.2 21
E-n33-k4 835 | 833.5 0.18 3.73 2.91 23
E-n51-k5 521 | 514.524 | 1.2 8.01 8.58 25
E-n76-k10 832 | 789.416 | 5.1 152.36 194.42 70
E-n76-k7 683 | 661.256 | 3.2 51.14 95.79 42

E-n76-k8 735 | 711.17 3.2 81.91 176.14 73
E-n101-k8 817 | 796.314 | 2.5 100.09 194.31 56

F-n45-k4 724 724 0 5 2.78 27
F-n72-k4 238 232.5 2.3 8.56 2.87 19
F-n135-k7 | 1166 | 1158.25 | 0.66 1198.07 | 314.79 123
M-n101-k10 || 820 819.5 | 0.061 138.1 42.26 46

Table 3.5.3: Résultats avec I'algorithme glouton plus 1’algorithme tabou.

Sur un jeu de test plus large, nous avons obtenu un écart de 2.37 pour
un temps de calcul moyen de 100 secondes. Ceci constitue une amélioration
par rapport a ’algorithme taboul en terme d’écart (2.37 au lieu de 2.43)
mais surtout en temps (100 au lieu de 374). Pour améliorer encore ces per-
formances, il faudrait envisager une procédure de classement et de sélection
des contraintes violées afin de limiter la taille du programme linéaire.

3.3 Séparation des contraintes de capacité gé-
néralisées

Nous incluerons aussi dans cette famille les contraintes de boite dont
le support est proche. Le probleme d’identification pour les contraintes de
capacités généralisées est NP-complet, car le calcul du second membre de ces
contraintes inclut un calcul de bin packing. Nous allons donc présenter des
heuristiques pour identifier des violations de (2.20) puis de (2.24).

Soit @ = {5,...,5s} une famille d’ensembles disjoints de V5. Dans la
section (2.3.1), nous avons calculé une borne inférieure de £(€2). C’est cette
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borne que nous utilisons et on cherchera donc des violations de la contrainte

S

> (8(5,)) 2 2[bp(ValS,. . 8 — b+ [S)/CT] (3

J=1

Dans la suite, on notera bp(€2) = bp(V5| 51, ..., 55).

Dans la procédure suivante, la valeur de INC RE est égale a la violation
de (2.20) pour une partition § dans le cas ou bp(2) = k+ 1. Chaque fois que
INCRE > 0, il est utile de calculer la valeur de bp(2). Initialement, INC RE
est fixé a la valeur 2 et on travaille sur le graphe contracté. On notera d(u) la
demande d’un super sommet u et GGS(x) le graphe obtenu de G/(x) \ {0} en
contractant récursivement les arétes dont la valeur est supérieure ou égale a
1. Les deux procédures qui suivent sont gloutonnes. La premiere procédure
contracte itérativement ’aréte la plus forte du graphe alors que la seconde
fait de méme au voisinage d’un super sommet.

Procédure 3.3.1 (procédure gloutonne globale)

GG.0) Soit HT (z) = GS(x). Fizer INCRE = 2.

GG.1) Soit Q une partition définie par Uensemble des sommets de

HT(x). Si INCRE > 0, calculer bp(Q); dans le cas bp(Q) > k, la
contrainte (2.20) est violée.

GG.2) Sélectionner Uaréte la plus forte dans HT(x). En cas d’éga-
lité, on sélectionne l'aréte dont la plus petite demande est la plus
grande. Soit (u,v) Uaréte choisie et y sa valeur.

GG.3) Fizer INCRE = INCRE —2(1 —y). Si [Hutdl)) — pdluy o

c
[d(C”)L alors firer INCRE = INCRE + 2.

GG.4) Contracter Uaréte (u,v) et appeler HT'(x) le graphe résultant.
Si HT(x) ne contient pas d’aréte, stopper. Autrement vérifier la

contrainte de capacité (2.4) pour le super sommet que l'on vient
de créer et aller a GG.1.

La figure 3.1 montre une violation de la contrainte (2.20). Dans cet
exemple, le graphe (GS(x) contient 3 super-sommets correspondant aux en-

sembles 51, ..., 55 et 3 sommets Sy, . .., 5 de demandes respectives (3175, 3925, 3700, 1500, 300,
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La capacité est C' = 4500. Dans cette figure et les suivantes, le dépot est le
sommet numéro 1 (et non pas 0). On a donc bp(S,...,5%) = 4 alors que
seulement 3 véhicules sont disponibles.

Nous présentons maintenant une seconde procédure dite «locale» pour la
contrainte (2.20). La procédure locale est appliquée a chaque sommet v de
GS(x) et effectue des contractions a chaque itération dans le cocycle de v.

Procédure 3.3.2 (Procédure gloutonne locale)

GL.0) Soit HT(x) = GS(x). Fizer INCRE = 2.

GL.1) Soit Q wune partition définie par Uensemble des sommets de
HT(x). St INCRE > 0 et bp(Q) > k, la contrainte (2.20) est
violée.

GL.2) Sélectionner Uaréte la plus forte parmi les arétes incidentes a
v dans HT(z). Soit (u,v) laréte choisie et y sa valeur.

GL.3) St INCRE — 2(1 — y) < 0, appliquer alors la procédure de

contraction globale en commencant au pas GG.1.

GL.4) Contracter Uaréte (u,v) et appeler HT'(x) le graphe résultant.
Si HT(x) ne contient pas d’aréte, stopper. Autrement vérifier la

contrainte de capacité (2.4) pour le super sommet que l'on vient
de créer et aller a GL.1.

Maintenant, nous présentons une heuristique de séparation pour la contrainte

de boite (2.24). Elle utilise le méme schéma, mais le calcul de bin packing et
les contractions ne sont pas faits sur V5 mais sur un sous-ensemble H. Nous
générons aléatoirement n ensembles (un pour chaque sommet v de G'S(x))
et nous exécutons alors la procédure gloutonne.

Procédure 3.3.3 (Procédure d’identification pour la contrainte de boite)

0) Sélectionner aléatoirement un ensemble de sommets de Vg de cardi-
nalité 2k. Ajouter v a cet ensemble.

1) Caleuler de maniére heuristique un flot mazimum entre cet ensemble
et le dépot. Soit (H : V\ H) la «pseudo» coupe minimum oblenue
par ce calcul.
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2) Six(6(H)) < 2([@“—1), appliquer la procédure globale de contrac-
tion en commengant au pas GG.1 avee HT (x) égal au graphe in-

duit par H dans GS(z) et INCRE = 2([@} + 1) —x(6(H)).

Les résultats obtenus en utilisant conjointement ces 3 procédures sont
présentés dans la table (3.5.4) (colonne «capacité»).

3.4 Séparation des contraintes de peignes

Nous allons présenter une heuristique pour identifier des peignes violés de
trois types correspondant respectivement a la contrainte de peigne classique
valide pour le PVC (2.15), a I'extension introduite par Laporte et al. (2.17)
et enfin a la contrainte dont le support contient le dépot, introduite par
Cornuejols et Harche (2.16). La procédure suivante est tres proche de celle
utilisée par Padberg et Rinaldi [PRI1] pour le PVC. Elle travaille en deux
étapes. Dans la premiere, on détermine un manche H candidat (ou plusieurs).
Dans la seconde, on recherche des dents appropriées et on teste la violation
des contraintes correspondantes. La principale modification par rapport au
PVC est que I'on doit traiter de nouvelles catégories de dents.

Procédure 3.4.1 étape | (Manches candidats)
Pour chaque valeur de EPS =0, 0.1, 0.2, 0.3, et pour chacun des deux
graphes G(x) and G(x)\{0}, faire:

1.1) Retirer du graphe les arétes dont la valeur est inférieure ou égale
a EPS ou supérieure ou égale a 1-EPS. Soit F(x') le graphe ré-
sultant.

1.2) Trouver les composantes biconnexes de F'(x').

1.3) Les ensembles suivants sont alors considérés comme des manches
candidats

- chaque composante biconnexe (ou bloc),

- pour chaque point d’articulation, v, de F(z'), lunion des blocs
incidents a v.

Remarque 1
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En fonction de certains parametres, on retire plus d’arétes lors de l'étape

1.1:

1.a) les arétes de G(x) (ou G(2)\{0}) a Uintérieur des super sommets
du graphe HS(x),

1.b) les arétes de G(x) (ou G(x)\{0}) @ lintérieur de certains en-

sembles S contenant le dépot tels que x(5(S)) = 2 * r(5), ou
S=V\S.

1.c) les arétes de G(x) (ou G(x2)\{0}) a Uintérieur de certains en-
sembles correspondant a des contraintes de capacité serrées du
programme linéaire courant, i.e. des ensembles S n'incluant pas
le dépot tels que x(6(S)) = 2+ 1(S) et satisfaisant de plus pour au
moins un sommet a € S : r(S\ {a}) =r(5).

Les deux derniers types d’ensembles sont générés en prenant une contrainte
de capacité du programme linéaire et selon la taille de I’ensemble S en consi-
dérant S (premier type d’ensemble pour la contrainte (2.16)) ou S (second
type pour la contrainte (2.17)).

L’étape 2 est appliquée pour chaque manche découvert a I’étape 1. Notons
H un tel manche.

Procédure 3.4.2 étape 2 (identification des dents)

2.1) pour chaque sommet v € H, considérons les dents candidates sui-
vantes :

- les super sommets de HS(x) contenant v et non entiérement
dans H st la remarque 1 a) a été appliquée.

- les ensembles spéciaux contenant v et non entierement dans H
st les remarques 1 b) ou 1 ¢) ont été appliquées.

- les arétes de G(x) incidentes a v et dont Uautre extrémité est

hors de H.

- Siv est un point d’articulation de F(a'), on considére aussi les
ensembles suivants

- les blocs incidents a v non inclus dans H

- les semi-blocs (i.e. un graphe induit dans G(x) par un som-
met v point d’articulation et ses voisins dans le bloc)
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2.1.1) Sélectionner la dent T' qui mazimise Uexpression suivante :
z(E(T)) + R(T) + 1 — |T|. On appellera cette expression

«valeur de la dent».

2.1.2) Si celte valeur est supérieure a 0.5, la dent est ajoutée
au peigne, autrement elle est rejetée. La meilleure des dents
rejetée est cependant sauvée pour étre utilisée au pas suivant.

2.2) Sile nombre de dents est impair, aller a 3). Autrement, soit T' la
dent du peigne dont la valeur est la plus faible, et soit T' la dent
hors peigne sauvée.

- sixp > 1 —ar, ajouter T au peigne

- st xpr < 1 — a7, ou st en fait, aucune dent n'a €té sauvée, on
retire T' du peigne

2.3) Tester sile peigne satisfait les conditions requises (voir la section
(2.2.2), puis tester la violation de ['une des 3 contraintes.

Lorsqu’un peigne est presque violé, nous utilisons une procédure pour élargir

le peigne, ou les dents, décrite dans Clochard et Naddef [CN94].

Nous présentons les résultats obtenus avec cette heuristique dans la table
(3.5.4) (colonne «peigne»). Les parametres utilisés pour obtenir ces résul-
tats sont les suivants. L’algorithme est exécuté d’abord sans les options de
la remarque. On identifie ainsi les contraintes de types PVC. Pour chacun
des ensembles décrits dans la remarque, on lance 1’algorithme ce qui per-
met d’identifier d’autres composantes biconnexes et donc d’autres manches.
Dans ce cas, tous les sommets appartenant a un des ensembles sont marqués
une fois pour toutes, de telle maniere que la recherche des dents de valeur
maximum, pour un manche donné, soit plus facile.

La figure (3.2) montre une violation de contrainte de peigne avec le dépot
dans une dent. La premiere procédure permet d’identifier le manche (4, 11, 13)
comme une composante biconnexe du graphe obtenu a partir des arétes e, 0 <
r. < 1. Le sommet 11 a été marqué au préalable comme appartenant a la
dent Ty, car la contrainte x(8(7})) > 4 est serrée dans le programme linéaire
courant.
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3.5 Séparation des contraintes d’hypotour

Nous étudions maintenant le probleme d’identification pour les contraintes
d’hypotour. Nous présentons d’abord le cas de la contrainte d’arbre de rang

1 (2.30).

3.5.1 Contrainte d’arbre de rang 1

En théorie, on doit trouver un sommet v € V4 et un arbre A de racine v
tels que

(i) tout A-chemin a une demande strictement plus grande que C'

(i) 2((5(Nap) U (Nop)) \ B(A)) < 1

ou N, est 'ensemble des non feuilles de A. Ce n’est pas tout a fait ce
que 'on cherche en pratique. On s’attache seulement a trouver un ensemble
d’arétes qui intersecte toutes les routes contenant un sommet v. La structure
d’arbre ne sera jamais explicite. En fait nous allons procéder en deux phases.
Soit G(xz) = (V, E(x)) le graphe associé a une solution fractionnaire x. On
va d’abord tester si (£ \ E(x)) > 1 est une contrainte valide (elle serait
alors violée). Une condition suffisante est qu’il existe un sommet v tel que
E '\ E(x) intersecte toute les routes contenant v. Ceci est équivalent a dire
que Gi(x) ne contient aucune route contenant v ou encore que tout chemin P
dans G(x) contenant v satisfait au moins une des deux propriétés suivantes:

(i) la demande P est strictement supérieure a C'

(ii) au moins une des extrémités de P n’est pas connectée au dépot dans
Gl(x)

En énumérant tous les chemins de G/(x) contenant v de demande inférieure
a C', on peut donc facilement décider si (£ \ E(x)) > 1 est une contrainte
valide.

Dans la seconde phase, on renforce la contrainte x(E \ FE(x)) > 1. Soit
F C (F\ E(x)) I'ensemble des arétes e telles qu’il existe un chemin conte-
nant v de demande inférieure a C dans (V, F(xz) U {e}). Il est clair que F
intersecte toutes les routes contenant v, et par conséquent que x(F') > 1 est
valide. On peut construire F' en utilisant la méme énumération que dans la
premiere phase. Nous décrivons maintenant plus en détail les deux phases de
I’algorithme.

Procédure 3.5.1 (Recherche d’une violation)
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Enumérer tous les chemins contenant v dans G(x) et de demande infé-
rieure ou €gale a C'.

Si on trouve un chemin dont les extrémités sont connectées au dépot (i.e.
une route), on stoppe car il n’y a pas violation.

Ceci peut étre fait en ajoutant a v, 2 voisins et en construisant de proche
en proche un chemin jusqu’a ce que la demande du chemin dépasse la capacité
C'. 5i on considere a chaque pas toutes les paires de sommets permettant de
prolonger le chemin courant, on obtient effectivement un programme récursif
qui énumere tous les chemins contenant v dans G(z). Si aucune route n’est
trouvée, on obtient une contrainte violée

(E\ E(z)) > 1 (3.2)

Procédure 3.5.2 (Transformation en contrainte d’arbre)

Enumérer tous les chemins contenant v dans G(x) et de demande infé-
rieure ou €gale a C'.

Pour chaque chemin trouvé P, calculer le sous-ensemble Zp C (E\ E(x))
des arétes qui permettent de prolonger P en un chemin de demande inférieure
ou €gale a C.

Si a et b sont les extrémités de P, on a Zp = {e € §({a}) U §({b})
V(P U{e)) = CY\ Bla)

Définissons Z 'union des Zp pour tous les chemins énumérés. La contrainte
x(Z)>1 (3.3)
est la contrainte valide que nous générons dans notre algorithme.

Quelques remarques importantes améliorent les performances de 1’algo-
rithme présenté. Dans la premiere procédure, une énumération complete peut
étre cotteuse en temps de calcul. Notons cependant que le nombre d’arétes
dans G/(x) est en pratique beaucoup plus petit que |E|. Ainsi, le nombre de
paires de voisins a considérer lors d’une itération est petit. Ce nombre peut
étre réduit de la maniere suivante. Dans G/(x), on peut calculer pour chaque
sommet ¢ € Vp, le chemin de demande minimum entre le sommet ¢ et le dépot.
Notons md(i) la demande d’un tel chemin. A une itération de I’algorithme ré-
cursif, notons P le chemin courant et a, b ses extrémités. On peut calculer une
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borne inférieure de la demande du cycle dans G/(x) contenant P et le dépot et
de demande minimum. Si cette borne d(V(P)) 4+ md(a)+ md(b) — d(a) — d(b)
est plus grande que la capacité, il est inutile de continuer de traiter le chemin

P.

La seconde difficulté est alors la profondeur de I’arbre des appels récursifs.
Celui ci dépend clairement du ratio n/k. Dans le cas, ou ce ratio est grand,
on fixera une limite a la profondeur de I’arbre. Notons enfin qu’il serait plus
couteux de rechercher une violation en une seule étape. La premiere procé-
dure est une énumération implicite dans G(z) alors que la seconde est une
énumération explicite dans G. Il est donc important de n’appeler la seconde
procédure que quand on a identifié une violation.

Pour finir, nous précisons le lien entre 'ensemble Z et la structure d’arbre
(v, A, Ny, N, g, A*) définissant les contraintes d’arbre. Notons N, ; 'ensemble
des sommets des chemins énumérés dans la procédure (3.5.2). Notons Ny =
V(Z)\ Nuy et A" = 2((6(Npy) U~(Nug)) \ Z. Soit A un arbre couvrant
les sommets de V(7). La structure (v, A, Ny, N,,p, A*) définit exactement la
contrainte (3.3).

3.5.2 Contrainte d’arbre étendue

Nous présentons maintenant la méthode utilisée pour identifier les contraintes
d’arbre étendues dont nous avons déja présenté un exemple (contrainte (2.38)).
Dans cet exemple, la contrainte d’arbre est combinée avec une contrainte de
sous-tour. La procédure (3.5.1) va alors étre appelée avec un chemin initial
déja construit au lieu du singleton {v}. Si W est I’ensemble de sommets
correspondant a la contrainte de sous-tour, ce chemin sera un chemin hamil-
tonien dans W.

Procédure 3.5.3 (Identification d’arbre étendu)

A.1. Soit un client v, construire de maniére gloutonne (par contraction d’aréte)
un ensemble W contenant v tel que x(6(W)) <4 et d(W) < C.

A.2. Enumérer tous les chemins contenant v dans G(z) N ~(W).

A.3. Utiliser successivement chacun de ces chemins comme entrée de la pro-
cédure récursive (3.5.1).
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Le reste de I'algorithme ne change pas. Si aucune route n’est trouvée, on a
une violation et on génere alors I'ensemble Z avec la procédure (3.5.2).

Nous présentons maintenant d’autres extensions. De maniere générale.
On recherche une contrainte valide ax > ag et un ensemble d’arétes 7 qui
satisfont : si @ est une solution du PTV, alors soit ax > ayg, soit G(z)NZ # 0.
On a alors une contrainte valide

ar + 22(7) > ap + 2 (3.4)

La premiere combinaison a déja été décrite par la contrainte (2.38) comme
la combinaison d’une contrainte de sous-tour et d’une contrainte d’arbre de
rang 1. Cela revient a trouver un ensemble d’arétes Z qui intersecte toutes
les routes qui induisent un chemin hamiltonien sur W. On a alors

2(§(W)) + 22(Z) > 4 (3.5)

Soit e une aréte dans §(W). Si 7 intersecte toutes les routes qui contiennent
e et induisent un chemin hamiltonien sur W, alors

(W) + 22(Z) > 2z, + 2 (3.6)
est une contrainte valide.

Soient e, f deux arétes dans §(W). Si Z intersecte toutes les routes qui
contiennent e et f et induisent un chemin hamiltonien sur W, alors

(W) + 22(Z) > 2. + 2ay (3.7)

est une contrainte valide.

La figure 3.3 montre une violation du type (3.7) dans laquelle W =
{6,15,17,10,14,9,18,19}, e = (6,20), f = (19,4). La capacité vaut 160
et la demande de W U V({e, f}) est 152. Une route contenant W, e et
f ne peut alors contenir qu'un sommet supplémentaire et méme exacte-
ment un sommet parmi les sommets 4, 11 ou 12. L’ensemble d’arétes 7 =
{(1,4),(12,4),(1,11)} intersecte toutes les routes qui contienent e, f et in-
duisent un chemin hamiltonien sur W.
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Soit  ={Q; : i =1,---,p}, une famille d’ensemble de sommets. Si 7
intersecte toutes les k-routes qui induisent un chemin hamiltonien sur chaque
Q;,

Z z(6()+ 22(2) > 2p + 2 (3.8)
i=1,0p

est une contrainte valide.

Si il existe un sommet v tel que v € Q;, ¢ = 1,---,p et si Z intersecte
toutes les routes qui contiennent v et induisent un chemin hamiltonien sur 2
des ensembles €);.

Z z(6())+ 22(2) > 4p — 2 (3.9)

i:17"'7p

est une contrainte valide.

L’identification de ces 4 conditions (et contraintes) se fait en utilisant les
mémes procédures que pour la premiere combinaison. Pour (3.6) (resp. (3.7)),
on ne considérera que les chemins contenant ’aréte e (resp. les arétes e et f).
Pour (3.9) (resp. (3.8)), on travaillera non pas sur G(x) mais sur GS(x) le
graphe contracté défini pour les contraintes de capacité simples, et I’ensemble
() sera un sous-ensemble (resp. 'ensemble) des super sommets de GS(z). En
fait dans le cas de la contrainte (3.8), on recherchera un ensemble d’arétes 7
qui intersecte toute route R; induisant un chemin hamiltonien sur ; et telle
que le résultat du probleme de bin packing appliqué a (V(R;),Qs,...,8,)
soit plus grand que k.

Les résultats de I'utilisation de ces procédures sont présentés dans la
table suivante. Pour chaque type de contrainte, ’algorithme est appliqué
pour chaque sommet de (GS(x). Pour les deux dernieres contraintes, nous
nous sommes apercu qu’il était utile de lancer l'algorithme sur les diffé-
rents graphes contractés obtenus a chaque étape de 1’algorithme pour les
contraintes de capacité généralisées. Par contre, pour que le temps de cal-
cul reste raisonnable, on fixe la profondeur d’exploration dans la procédure
(3.5.1) a 1, c’est-a-dire qu’on se restreint a énumérer les chemins de longueur
2. Une autre amélioration a été apportée a ’algorithme. Dans la premiere
étape , on n’arréte pas forcement 1’énumération quand une route est décou-
verte. On s’autorise a stocker un petit nombre de routes réalisables, puis
ensuite, on recherche dans 6({0}) un ensemble d’arétes F' qui intersecte ces
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routes et tel que x(F) < 1. Ces arétes sont alors ajoutées a l’ensemble 7
trouvé dans I’étape 2 pour obtenir une contrainte effectivement violée.

Les colonnes du tableau suivant représentent les résultats de I'algorithme
de coupe, pour différentes associations des procédures de séparation. En co-
lonne 2, apparaissent les résultats lorsque seules les contraintes de capacité
sont utilisées. En colonne 3, on trouve les résultats pour les contraintes de
capacité + les contraintes de peigne. En colonne 4, on trouve les résultats
pour les contraintes de capacité + les contraintes de capacité généralisée.
En colonne 5, on trouve les résultats pour les contraintes de capacité + les
contraintes d’arbre. En colonne 6, on trouve les résultats quand on utilise
toutes les contraintes.

Les lignes du tableau représentent le type de procédure, le nombre d’ins-
tances résolues, le nombre d’instances améliorées par rapport a la premiere
colonne, "amélioration moyenne pour les instances améliorées, le nombre
moyen de coupes ajoutées au programme linéaire et le temps cpu total moyen
en secondes. Notons que ces résultats sont obtenus pour 1’algorithme de coupe
(donc sans la phase d’énumération implicite).

‘ procédures H capacité ‘ peigne ‘ génér. ‘ arbre ‘ toutes ‘
écart 2.37 2.32 2.28 2.22 2.04
instances résolues 11/89 | 12/89 | 11/89 | 13/89 | 20/89
instances améliorées X 41/78 | 6/78 | 67/78 | 76/78
amélioration moyenne X 0.11 1.3 0.19 0.38
# moyen de coupes 60 61 60 71 73
temps cpu moyen 100 130 100 367 486

Table 3.5.4: Comparaison des classes de contraintes.

On voit sur ce tableau que les contraintes de capacité généralisées ne
concernent qu'un petit nombre d’instances, mais que leur utilité est alors
tres grande. Les contraintes de peignes sont utiles dans la moitié des cas et
celles d’hypotour dans plus des deux tiers. Leur efficacité est relativement
identique. Globalement, toutes les instances sauf deux ont été améliorées en
utilisant les heuristiques autres que celles de capacité simple. On doit quand
méme constater que ces dernieres sont de loin les plus importantes a la fois
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par le nombre de contraintes violées et par leur efficacité.

Nous comparons maintenant nos résultats a ceux de la litterature. La
table suivante présente nos résultats, ceux de Fisher ([Fis94a]), Harche et
Rinaldi ([HR91]) et Mingozzi et al. ([MCH94]). Nous avons comparé les écarts
obtenus avec celui que nous obtenons (colonne 1). Cette table permet aussi
de comparer les temps de calcul.

écart écart écart cpu @ | cpu © | cpu @

Nom écart | [Fis94a] | [HR91] | [MCH94] | cpu @ | Fi. H.R. | Min.
E-n101-k8 2.1 4.87 2.6 1708 | 18480 | 21285
E-n30-k3 0 4.8 30 ?
E-n51-k5 0.67 3.34 1.8 0.71 129 11760 ? 425
E-n76-k10 4.6 9.55 2.2 1919 | 11040 938
E-n76-k8 2.9 3.5 1282 7695
F-n135-k7 0.6 2.57 2024 | 15240
F-n45-k4 0 0.38 12 3000
F-n72-k4 1.26 1.74 59 6300
M-n101-k10 0 0.22 167 15600

(a) secondes sur une Sun Sparc 10
(b) secondes sur un Apollo Domain 3000
(¢) secondes sur une IBM risc 600

(d) secondes sur un intel 486 (33Mhz)

3.6 Améliorations possibles

Nous précisons dans cette section certaines limites de nos procédures de
séparation et les améliorations possibles. En ce qui concerne la séparation
des contraintes de capacité, nous avons de bonnes raisons de penser que nos
algorithmes sont efficaces. En effet, nous avons éxecuté nos procédures glou-
tonnes et tabou avec des parametres tels que le nombre d’ensembles exploré
et le temps de calcul soient tres grand (et déraisonnable dans le cadre de notre
algorithme). Les résultats présentés dans ce chapitre ne sont pratiquement
pas améliorés. En revanche, nous n’avons pas analysé I'influence du choix du
second membre. Rappelons que plusieurs contraintes de capacité sont valides
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pour un ensemble S de clients. Les seconds membres sont alors liés aux va-
leurs [d(.S)/C] ou r(S) ou R(S) selon la maniere (globale ou locale, avec ou
sans probleme de bin packing) de calculer le nombre minimum de véhicules
nécessaires pour servir S. Nous avons utilisé le second membre le plus faible
alors que d’autres stratégies sont possibles: par exemple, rechercher d’abord
des ensembles S tels que R(S) > [d(S)/C'] puis calculer la valeur du cocycle
2(5(9)). Ce travail est donc a faire.

Les contraintes de capacité généralisée apparaissent tres efficaces mais
pour un petit nombre d’instance seulement. La premiere explication tient a
la nature des certaines instances pour lesquelles le probleme de bin packing
peut étre mineur. La seconde est liée a la taille des instances. Lorsque le
nombre de véhicules est grand, le probleme de bin packing peut étre aisé
a résoudre globalement mais difficile a résoudre localement. Les contraintes
de capacité généralisée sont alors inutiles et ce sont les contraintes de boite
et de chemin-boite qui seraient alors utiles. I’algorithme que nous avons
présenté pour les contraintes de boite est simplement hérité de celui pour
les contraintes de capacité généralisée. La suite de notre travail sera donc de
réfléchir a un algorithme plus spécifique et aussi a un algorithme pour les
contraintes de chemin-boite.

Pour les contraintes de peigne, ’amélioration des heuristiques pour le pro-
bleme de voyageur de commerce nous sera directement profitable puisque ces
heuristiques sont en quelque sorte des sous-programmes de notre algorithme.

Les deux points appréciables concernant les contraintes d’arbre sont leur
efficacité en terme d’amélioration de la «borne inférieure» et la rapidité de
détection d’une violation. Le point négatif vient de la difficulté de construire
la contrainte lorsqu’une violation est découverte. Nous avons remédié a ce
probleme en construisant une contrainte qui n’est pas forcement une facette.
En pratique, il arrive souvent que plusieurs contraintes presque identiques
soient introduites dans le programme linéaire a des itérations différentes. Il est
probable dans ce cas que ces contraintes correspondent a une méme facette.
Un travail est donc a faire pour améliorer la construction des contraintes
d’arbre introduites dans le programme linéaire.
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Chapitre 4

Algorithme de «Branchement
et Coupe»

4.1 Structure de l’algorithme

Nous présentons maintenant un algorithme exact pour résoudre le pro-
bleme du PTV, basé sur la méthode de «Branchement et coupe» Notre algo-
rithme s’inspire largement de celui de Clochard et Naddef [CN93] écrit pour
le PVC, qui suit lui méme le modele utilisé par Padberg et Rinaldi [PR91].
Pour le PTV, Laporte et al. [LND85] ont aussi présenté un algorithme assez
similaire. Nous préciserons dans les sections ultérieures les différences entre
ces algorithmes.

Les bases théoriques sur les algorithmes de coupe, de «Branchement
et Evaluation» et de «Branchement et Coupe» peuvent étre trouvées dans
[PRI1]. Le principe de I'algorithme de «Branchement et Coupe» a déja été
developpé a la section (1.6.4). Quatre éléments clefs cités dans [PRI1] carac-
térisent un bon algorithme de «Branchement et Coupe». Il s’agit d’une bonne
heuristique pour trouver une solution réalisable «proche» de la meilleure solu-
tion, d'un ensemble de procédures pour la séparation des contraintes faisant
partie de la description partielle du polyedre du PTV, d’une interface soignée
avec le résolveur de programmes linéaires et enfin d’un programme d’énumé-
ration qui combine séparation en sous-problemes et algorithme de coupe. Ce
sont ces deux derniers éléments que nous traitons dans ce qui suit. Notons que
des résultats numériques partiels sont donnés dans la plupart des sections.
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Les jeux de test sont présentés a la fin du chapitre.

Nous présentons d’abord (page suivante) le diagramme de fonctionnement
de notre algorithme. Dans ce schéma, z* représente la valeur d’une solution
réalisable (et donc une borne supérieure) et z la solution du programme
linéaire courant (et donc une borne inférieure).

Le premier bloc qui concerne le choix du programme linéaire initial est
décrit en section (4.2). Les modules «Résolution du programme linéaire» et
«Gestion des variables et contraintes inutiles» seront traités dans la section
(4.3). Les divers éléments (procédures de séparation) du module «Contraintes
violées générées?» ont été décrits dans le chapitre précédent. Nous précisons
dans la section (4.4) comment nous utilisons ces éléments.

Il nous restera alors a présenter la gestion de l'arbre d’énumération.
Comme nous réalisons une exploration en profondeur d’abord, la sépara-
tion d’un probleme en deux sous-problemes se fait en deux temps. D’abord,
on ajoute une contrainte (dite de branchement, par exemple . = 0 pour une
aréte €) au probleme courant (module «Créer un nouveau sous-probleme»),
on résoud le nceud correspondant puis on modifie la contrainte de branche-
ment précédente (qui devient dans notre exemple x. > 1) pour obtenir le
second sous-probleme. Le module «Mise a jour du sous-probleme» consiste
donc simplement a une modification de la derniere contrainte de branchement
(non modifiée) introduite et a la suppression des contraintes de branchement
déja modifiées. Ces différents modules sont détaillés dans la section (4.6).
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Si la solution d’un sous-probleme est supérieure a la borne supérieure z*,
le sous-probleme est considéré comme résolu. De méme, un sous-probleme
est considéré comme résolu si les deux sous-problemes qu’il a engendré sont
résolus. Enfin, si la solution d’un sous-probleme est entiere, on doit mettre a
jour la borne supérieure z*.
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4.2 La phase d’initialisation

La premiere étape de I'algorithme est ’obtention d’une borne supérieure
et d’un ensemble initial de contraintes. Dans un premier temps, nous avons
utilisé une heuristique améliorant celle de Clarke et Wright [CW64]. Cepen-
dant, les méthodes de recherche itérative apparaissent depuis quelques années
comme les plus efficaces et nous utilisons maintenant une heuristique tabou
que nous avons décrite au premier chapitre.

Le choix du programme linéaire initial est largement inspiré de la for-
mulation du PTV comme un programme en nombres entiers (section 2.1).
Cependant, la relaxation linéaire correspondante ne peut étre utilisée telle
quelle, car le nombre des contraintes de capacité est trop important. On doit
considérer plutot la relaxation ou ces dernieres contraintes sont enlevées. Cor-
nuejols et Harche [CH93] proposent d’anticiper les contraintes de capacité qui
vont étre violées dans la solution de cette relaxation, et de les mettre dans
le programme linéaire initial. Ces contraintes sont obtenues en calculant un
k-arbre minimum sur le graphe et en générant une contrainte pour chaque
chemin entre deux feuilles du k-arbre ainsi que pour le complémentaire de ce
chemin. Nous présentons dans le tableau suivant une comparaison des écarts
et des temps de calcul pour les deux relaxations linéaires (avec et sans un
ensemble initial de contraintes). Ces tests ont été réalisés sur 90 instances.
La premiere colonne indique I’écart moyen (en pourcentage) entre bornes in-
férieure et supérieure. La seconde donne le temps cpu moyen en secondes.
La troisieme colonne et le terme «victoires» indique le nombre de fois ou la
stratégie est meilleure que 'autre en terme d’écart.

‘ Ensemble initial de contraintes ‘ écart ‘ cpu ‘ # victoires ‘
‘ contraintes de degré ‘ 2.04 ‘ 490 ‘ 30 ‘
‘ contraintes de degré et de capacité ‘ 2.04 ‘ 481 ‘ 32 ‘

On voit que la différence est globalement faible entre les deux méthodes.
Par ailleurs quand une méthode est meilleure pour une instance donnée,
I’écart est tres faible.
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4.3 L’aspect programmation linéaire

C’est le logiciel Cplex 2.0 ([Inc93]) qui a été utilisé comme résolveur
de programme linéaire. A chaque itération de ’algorithme, on rajoute des
contraintes violées et on utilise la méthode duale du simplex pour résoudre
le nouveau programme linéaire. On doit veiller a ce que la résolution du pro-
gramme linéaire soit rapide. Pour cela, on doit fixer soigneusement certains
parametres du logiciel Cplex. D’autre part, on doit éviter que la taille du
programme linéaire ne devienne trop importante. Nous décrivons dans cette
section les choix les plus important concernant cette gestion.

La plupart des parametres par défaut de Cplex ont été utilisés. Seules
les tailles des tables représentant le programme linéaire sont fixées par notre
programme. Ce choix est important, car il influe sur le temps de calcul.
Par exemple, si le nombre de coefficients maximum (MATSZ) est fixé trop
petit. Il faudra en cours de résolution ajuster la taille de 'espace des don-
nées. Si au contraire MATSZ est choisi trop grand, le programme va prendre
beaucoup de place en mémoire avec le risque de faire du swapping (trans-
ferts entre la mémoire et le disque de la station). Nous avons choisi de fixer
MATSZ = MATRZ « m/2, ot MATRZ est le nombre maximal de lignes,
fixé lui méme en fonction de la «capacité mémoire» de notre machine (m est
le nombre d’arétes). Une seule mise a jour de 'espace des données est réalisée
avant la premiere séparation en sous-problemes au nceud racine. La valeur
de MATSYZ est alors mise a jour. On calcule d’abord le nombre moyen de
coefficients par lignes du programme linéaire courant et on fixe le nouveau

rapport MATSZ/MATRZ égal a ce nombre.

Des que le programme linéaire est résolu, il est possible de le mettre a
jour par analyse des couts réduits. Pour une variable non basique e dont la
valeur vaut zéro, on sait que la solution optimale ne contient pas e, si la
somme des valeurs du cout réduit correspondant et de la fonction objective
est strictement supérieure a la valeur z* d’une solution réalisable connue. Pour
une variable non basique e dont la valeur vaut un, on comparera z* avec la
valeur de la fonction objective moins le cout réduit (qui est négatif). Dans
le premier cas, on peut alors retirer définitivement la variable du programme
linéaire. Dans le second, on fixe la variable a la valeur 1 dans le programme
linéaire. La fixation de variables intervient toutes les IFIX itérations. Notons
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que dans ces calculs, «a strictement plus grand que b» veut direa > b + ZL,
ou ZL est un parametre que nous avons fixé a 0.001. De plus, une contrainte
sera dite violée si la violation est plus grande que 3 % Z L.

On peut aussi enlever des contraintes du programme linéaire. Nous en-
levons toutes les IREM itérations, les contraintes dont la variable d’écart
associée est basique. Le pool des contraintes supprimées est relu si on ne
peut pas trouver de contrainte violée avec les heuristiques de séparation.
Dans tous les cas si le nombres de contraintes atteint MARSZ, on essaiera
d’éliminer des contraintes avec cette méthode.

La table qui suit donne les statistiques sur les bornes et le temps de calcul
obtenus en fonction de IFIX et IREM. On peut noter le gain de temps obtenu
grace a la gestion des variables et des contraintes. Pour la suite, on utilisera

donc IFIX =1et IREM = 1.

‘ parametres ‘ Borne inférieure ‘ cpu ‘
| IREM=0 IFIX=0 | 2.05 | 668 |
| IREM=0 IFIX=1 | 2.04 [ 513 |
| IREM=10 IFIX=1 | 2.04 | 495 |
| IREM=10 IFIX=10 | 2.04 [ 493 |
| IREM=1 IFIX=1 | 2.04 | 481 |

4.4 Le générateur de contraintes

Les différentes procédures de séparation sont décrites dans le chapitre
précédent. Nous traitons dans cette section des conditions d’appel de ces
heuristiques. Il apparait en effet que 'intérét d’un type de contrainte dépend
du type de probleme traité. Il est en particulier important de bien choisir
I'ordre des procédures de séparation mais aussi de ne pas appeler a toutes
les itérations une procédure qui ne trouve pas de contrainte violée.

Nous avons défini une stratégie basée sur cinq parametres qui traduisent
les dernieres améliorations de la fonction objectif et I'influence de chaque
type de contrainte. Ces parametres sont notmprove, nocap, nogen, nohypo,
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nocomb. Lorsqu’ils sont tous égaux a 0, on a le comportement par défaut du
générateur de contraintes. Dans le diagramme général présenté en début de
chapitre, on peut alors remplacer le bloc «Contraintes violées générées?» par
I’enchainement suivant

Contraintes

de capacité 7 0

Contraintes
de capacité
généralisées 7

N

Contraintes
d’hypotour 7

N

Contraintes
de peigne ? 0

N

Relire la liste
des contraintes
retirées

Si novmprove vaut 1, toutes les procédures de séparations sont exécutées
a la suite pour I'itération courante. La valeur de noimprove change a chaque
itération et vaut 1 si ’amélioration de la fonction objective durant les 10
dernieres itérations a été inférieure a 2 % ZL % z*/100. Si noimprove reste
égal a 1 durant maxznoimprove itérations, aucune procédure de séparation
n’est appelée et on recherche une contrainte pour brancher. Si notmprove
vaut 0 mais un autre parametre vaut 1, la procédure correspondante a ce
parametre n’est pas appelée du tout. Enfin si notmprove vaut 1 mais un autre
parametre vaut 1, la procédure correspondante est appelée mais avec une
limite de temps de calcul. Le calcul des parametres associés aux procédures
de séparation est basé sur le nombre de contraintes violées trouvées pendant
les 3 dernieres itérations. Si aucune contrainte de type capacité (resp. capacité
généralisée, peigne, hypotour) n’a été trouvée lors des 3 dernieres itérations,
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nocap (resp. nogen, nocomb, nohypo) vaut 1. L’intérét de ces parametres
est donc de réduire le temps de calcul global. noimprove a un effet sur le
nombre d’itérations total et conjointement avec les autres parametres permet
d’adapter 'algorithme au type de probleme.

L’influence du parametre maxnoimprove est traduite par la table sui-
vante. La valeur 1000 de maxnoimprove correspond en pratique au choix
d’arréter ’algorithme de coupe uniquement si on ne trouve pas de contrainte
valide violée. Si un tiers des bornes inférieures sont améliorées, ce n’est pas
de maniere significative. Le temps de calcul est en revanche presque doublé.
Il est donc important d’utiliser le parametre maznoimprove.

‘ maxnoimprove ‘ écart moyen ‘ cpu moyen ‘ # victoires ‘
| 10 | 204 [ 481 | 0 |
| 1000 | 204 | 6 [ 34 ]

L’ordre dans lequel nous exécutons les différentes procédure est impor-
tant. L’ordre présenté correspond au meilleur choix en moyenne pour les ins-
tances que nous avons testé, mais on obtient des résultats différents suivant
les problemes. Il est donc difficile de conclure sur un ordre optimal.

Finalement, nous présentons dans la table suivante les résultats obtenus
quand les contraintes éliminées sont sauvegardées et relues lorsque 'on ne
trouve plus de contrainte violée. Au vu de ses résultats, "amélioration en
terme d’écart ne justifie pas I'augmentation de temps de calcul.

‘ Relecture des contraintes éliminées ‘ écart ‘ cpu ‘ #victoires ‘
| oui | 203 [821 ] 47 |
| non | 2.04 | 481 | 0 |

4.5 Particularités de la phase d’énumération

On doit faire la différence entre la phase d’algorithme de coupe initiale et
la phase d’énumération qui suit (on dira aussi phase de branchement). Si on
considere ’arbre d’exploration des solutions, la premiere phase correspond
au neeud racine et la suivante aux autres noeuds.
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Une procédure heuristique est exécutée a intervalles réguliers. Elle utilise
la solution fractionnaire courante pour essayer d’améliorer la borne supé-
rieure. Toutes les arétes dont la valeur est supérieure a un seuil donné sont
fixées a la valeur 1 a priori. L’heuristique des «savings» est alors utilisée pour
générer une solution réalisable et une procédure tabou permet d’améliorer
cette solution. La borne supérieure utilisée par notre algorithme est mise a
jour si I’heuristique trouve une meilleure solution.

Durant la phase de branchement, les variables du programme linéaire
peuvent étre fixées, mais pas retirées du programme linéaire, car les contraintes
de branchement incluses a un instant donné dans le programme linéaire ne
sont pas valides pour les autres nceuds de 'arbre d’exploration. Il y a une
exception cependant, qui correspond au cas ou tous les noeuds pour lesquels
ces contraintes ne sont pas satisfaites ont été éliminés.

On n’a pas intérét a retirer les contraintes suivant le méme critere qu’au
neeud racine. On risquerait en effet de supprimer une contrainte «inutile»
pour le sous-probleme courant et «utile» pour un autre sous-probleme. Pen-
dant la phase de branchement, on ne retirera une contrainte que si elle a été
introduite apres la création du dernier nceud de branchement.

4.6 Les stratégies d’énumération

Nous avons restreint notre étude au cas ou ’exploration prend la forme
d’un arbre binaire. Soit & une solution fractionnaire du programme linéaire
courant L Pz, un vecteur o € R™ et un scalaire oy € IR. On appelle contrainte
de branchement une contrainte non valide de PTV, af > ag. Si ag < ax <
ag + 1, on peut créer deux sous-problemes de LFP; en ajoutant a LFP;
respectivement les contraintes ax > ag + 1 et ax < ag. Par exemple, si la
variable . vaut 0.5, on va créer deux sous-problemes a partir des inéquations
r. > 1 et z. < 0. Nous avons comparé plusieurs stratégies dans le choix de
la contrainte de branchement, nous présentons d’abord celles étudiées dans
la littérature.

Padberg et Rinaldi [PR91] décrivent une sélection de variable de branche-
ment, ou les candidats sont comparés a 'aide des deux criteres suivants: la
valeur de la variable (doit étre la plus proche de 0.5 possible) et la valeur du
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coefficient correspondant dans la fonction objective (doit étre la plus grande
possible). Alors la variable x. choisie est fixée d'un c6té a 0 et de I'autre a
1. Cette expérimentation faite a l'origine sur le PVC a été faite ensuite sur
le PTV donnant des résultats nettement moins bons que pour le PVC. Une
stratégie différente est de choisir une variable proche de 0 ou de 1. Araque et
al. [AKMP94] rapporte de meilleurs résultats en choisissant une aréte proche
de 0.75, plutot que proche de 0.5. Ces tests ont été effectués dans le cas du
PTV avec commandes unitaires. Au contraire, Thienel [Thi94], dans le cas
du PVC a expérimenté que ce genre de sélection était toujours moins bon
que la sélection de Padberg et Rinaldi.

Pour choisir la variable de branchement, on peut aussi estimer a priori
I’augmentation de la fonction objective, lorsque 1’on fixe une variable a 0 ou
1. On peut faire cela en considérant le programme linéaire écrit sous forme
basique. Pour une variable en base, et la ligne correspondante dans le tableau,
on peut calculer a 'aide des cotits réduits "Taugmentation minimale de la
fonction objective, pour un pivotage, lorsque la variable est fixée a 0 ou 1.
On effectue en fait une itération de la méthode duale du simplex. Notons qu’il
s’agit de la regle de branchement du code Land-Powell utilisée par Laporte et
al. [LND85] et Achuttan et al. [ACH] pour le PTV. Si on veut analyser 'effet
au dela d’un pivotage, on doit alors construire le programme linéaire avec la
contrainte de branchement, puis exécuter le nombre voulu d’itérations de la
méthode duale du simplex. Applegate et al. [ABCC94] utilisent avec succes
cette technique pour le PVC apres avoir présélectionné un certain nombre
d’arétes proches de 0.5.

Des alternatives au branchement sur variables ont été envisagées récem-
ment par Clochard et Naddef [CN93] pour le PVC et Fisher [Fis94a] pour
le PTV. Clochard et Naddef comparent le branchement sur variables avec
celui sur des contraintes plus sophistiquées. Ils recherchent un ensemble de
cocycle impair et utilisent le fait que la valeur du cocycle d’'un ensemble
doit étre paire. En particulier, en utilisant les contraintes de sous-tours (i.e.
des ensembles de cocycle proche de 3), ils obtiennent souvent de meilleurs
résultats qu’avec le branchement sur variables. Finalement, ils concluent en
adoptant une stratégie hybride, c’est-a-dire en branchant tantot sur aréte,
tantot sur contrainte de sous-tour. Fisher propose aussi une stratégie hy-
bride. Il propose de brancher soit sur une aréte, soit sur un client, i.e. il
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construit successivement des affectations partielles en ajoutant un client a
chaque fois. Notons que I’arbre d’exploration n’est plus binaire dans ce cas.
Cette technique apparait utile dans le cas, ou les clients sont regroupés dans
des régions précises.

Nous allons proposer maintenant d’autres criteres de branchement afin
de traduire la spécificité du probleme. Auparavant et a titre de comparaison,
nous présentons les résultats obtenus avec les stratégies suivantes.

— Branchement sur I'aréte la plus proche de 0.5 (et en cas d’égalité sur
l’aréte la plus longue);

— Branchement sur I’aréte la plus proche de 0.75 (et si égalité sur I'aréte
la plus longue) ;

— Branchement avec test d’une présélection d’arétes

Dans le dernier cas, on considere, un ensemble de 10 arétes entre 0.45
et 0.65. On calcule pour chaque aréte la solution des deux sous-problemes
correspondants. On choisit alors 'aréte donnant la meilleure amélioration
minimale. On a fixé la profondeur maximale de I"arbre d’énumération a 30
neeuds. Ceci explique que certaines instances ne soient pas résolues. Les ré-
sultats pour ces 3 tests sont présentés dans le tableau suivant. Ils ont été
réalisés sur 15 instances. La premiere colonne indique le nombre d’instances
résolues. La seconde colonne indique le temps total d’exécution. Notons qu’il
est impossible de comparer les temps de calcul des stratégies qui ne résolvent
pas toutes les instances, car dans ce cas la stratégie la plus rapide est en fait
celle qui a échoué le plus vite. Enfin, nous avons classé pour chaque instances
les stratégies en fonction du nombre de nceuds nécessaires pour résoudre
I'instance. La troisieme colonne et le terme «victoires» indiquent le nombre
d’instances ou la stratégie a été premiere dans le classement précédent.

‘ stratégie ‘ instances résolues ‘ temps ‘ # victoires ‘

| 05 | 13 | 24h30 | 0 |
| 075 | 12 | 18h40 | 0 |
| test | 15 | 14h | 15 |

Ces résultats montrent I'intérét de tester plusieurs variables plutot que
d’utiliser un critere fixe.
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Nous allons maintenant comparer ces méthodes avec le branchement sur
contrainte. Nous nous sommes restreints au branchement sur les contraintes
de sous-tour, c’est-a-dire que nous recherchons dans une solution fraction-
naire @ des ensembles de sommets S tels que d(5) < C et 2(§(5)) < 4. Nous
obtenons ce genre d’ensemble avec le méme algorithme glouton que pour la
séparation des contraintes de capacité. Pour chaque sommet de G/(x), on ap-
plique I’algorithme en stoppant des que ’ensemble courant a une demande
supérieure a C. Nous obtenons donc au moins n candidats S qu’il va falloir
départager.

Malgré nos conclusions sur le branchement sur aréte, nous avons essayé
un critere fixe pour choisir 'ensemble S qui sera utilisé pour brancher. Le
choix de I’ensemble S a d’abord été fait avec I'un des criteres suivants.

2(6(S5)) le plus proche de 3

2(6(5)) le plus proche de 2.85;

2(6(5)) le plus proche de 3.15;

2(6(5)) entre 2.75 et 3 tel que d(S) soit maximale;

x(6(95)) entre 2.75 et 3 tel que la distance entre S et le dépdt soit
maximale ;

2(6(95)) entre 2.75 et 3 tel que le nombre de super sommets dans S soit
maximal.

En testant les trois premieres conditions, on essaye de mettre en évidence
I'intérét d’équilibrer 'arbre d’énumération. Il apparait en effet que le coté
de D'arbre correspondant a la contrainte x(4(.5)) > 4 est plus difficile a ré-
soudre que celui ot on introduit «(6(5)) < 2. Les trois dernieres conditions
traduisent le fait que I’on voudrait des sous-problemes plus faciles au sens du
probleme d’identification. On essaye donc soit de créer des super sommets de
forte demande, soit de fixer la solution loin du dépot. Dans tout les cas, les
candidats ex aequo sont départagés par leur demande. Le candidat choisi est
celui qui a la demande la plus forte. Le tableau suivant présente les résultats.
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‘ stratégie ‘ instances résolues ‘ temps ‘ # victoires ‘
| 2.85 | 15 | 14h55 | 7 |
| 3 | 13 | 26h10 | 1 |
| 3.15 | 13 | 26h25 | 1 |
| d(s) | 14 | 5h40 | 4 |
‘ distance ‘ 13 ‘ 5h30 ‘ 3 ‘
‘ nombre de super sommets ‘ 13 ‘ 5h25 ‘ 2 ‘

La premiere stratégie est la meilleure mais elle n’est pas premiere dans la
majorité des instances. Les 3 dernieres stratégies qui sont spécifiques au PTV
montrent aussi leur intérét en prenant la premiere place dans 8 instances sur

15.

Pour améliorer ces résultats, nous allons utiliser, comme pour les arétes,
un test a priori d’une présélection d’ensembles candidats. Dans notre pre-
miere série de tests, nous essaierons tous les ensembles candidats dont le
cocycle se situe respectivement

— entre 2.5 et 2.85;
— entre 2.75 et 3;

— entre 2.85 et 3.1.

Les résultats sont assez ambigus. On ne peut résoudre toutes les instances.
En revanche, ces stratégies se comportent souvent mieux que les précédentes
en terme de nombre de nceuds. La troisieme colonne du tableau suivant donne
le nombre d’instances ou c’est le cas.

‘ stratégie ‘ instances résolues ‘ temps ‘ améliorations ‘

| 2.5-2.85 | 14 | 17h | 4 |
| 2.75-3 | 14 | 5h50 | 4 |
| 2.85-3.1 | 14 | 13h | 2 |

Notre seconde série de tests consiste a présélectionner tous les ensembles
correspondants aux criteres cités plus haut, a savoir les ensembles dont le
cocycle est respectivement le plus proche de 3, de 2.85, de 3.15, et parmi
ceux dont le cocycle est entre 2.75 et 3, celui dont la demande est la plus
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forte, celui dont le nombre de sommets est le plus grand et enfin celui le plus
loin du dépot. On teste ensuite tous ces ensembles afin de choisir le meilleur.
Finalement, nous avons fait la méme expérience en ajoutant aux ensembles
présélectionnés ’aréte la plus proche de 0.75 et les dix arétes les plus proches
de 0.5. Dans la table suivante sont reportés les résultats pour ces stratégies
ainsi qu’une comparaison avec les meilleures stratégies testées auparavant.

stratégie temps | # victoires | # nceuds
cpu moyen
| 2.85 | 14h55 | 0 | 6|
‘ présélection arétes ‘ 14h ‘ 4 ‘ 50 ‘
‘ présélection ensembles ‘ 4h57 ‘ 10 ‘ 45 ‘
| | | |

6 35

présélection ensembles + arétes ‘ 5h51

C’est logiquement une des deux dernieres stratégies que nous utilise-
rons dans notre algorithme. Elles permettent d’avoir un nombre réduit de
neeuds dans 'arbre d’énumération. Le temps dépensé pour la sélection d’une
contrainte de branchement est justifié, car le temps total de calcul est in-
férieur a celui des autres stratégies. Nous n’avons pas réussi a mettre en
évidence que 1'une des deux stratégies était meilleure que ’autre. Nos tests
sur un plus grand nombre d’instances confirment les résultats précédents en
terme de temps moyen de calcul et de nombre de nceuds moyen. Il semblerait
quand méme que pour les instances résolues les plus difficiles, la derniere
stratégie soit meilleure.

Ces résultats nous encouragent a étudier d’autres stratégies, par exemple
I’idée de brancher sur des contraintes de capacité qui ne sont pas de simples
contraintes de sous-tour. Ce sera l'objet de prochains développements.

4.7 Améliorations possibles

Les remarques qui suivent décrivent des méthodes utilisées dans d’autres
algorithmes de «Branchement et Coupe» mais que nous n’avons pas encore
mis en ceuvre. Elles concernent la fixation de variables, la méthode d’ex-
ploration de ’arbre d’énumération et la gestion des colonnes du programme
linéaire.
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L’intérét de la fixation de variables a la valeur zéro a été montré dans la
section (4.3). Nous avons montré comment fixer des variables non basiques
mais il est aussi possible de fixer des variables basiques. On a aussi vu que
la regle de branchement de Land-Powell permettait de trouver une borne
inférieure de "augmentation de la fonction objective, quand une variable en
base est fixée a une de ses bornes. S’il apparait que cette augmentation fait
dépasser la borne supérieure, on peut fixer la valeur de la variable z.. Ceci
peut étre fait lorsque 1’on ne trouve plus de contrainte violée. Si la fixation
d’arétes basiques est possible, on peut résoudre de nouveau le programme
linéaire sans avoir a ajouter de contrainte de branchement.

Le choix de la méthode d’exploration par profondeur a été d’abord conduit
par un souci de facilité d’implémentation théorique mais aussi pratique (code
pour le PVC déja écrit). Il apparait que cette méthode n’est pas la meilleure.
Celle qui consiste a explorer le nceud dont la fonction objective est la plus
faible domine la méthode précédente sauf si la solution optimale est connue a
priori. Un développement ultérieur de 1’algorithme sera donc d’utiliser cette
nouvelle méthode d’exploration. On pourra aussi envisager de séparer un
neeud en plus de deux fils.

La résolution de PVC de grande taille implique une gestion des variables
tres complexe (cf [PR91]). On sépare en général les variables en plusieurs
ensembles, le premier étant utilisé pour construire le programme linéaire
initial. A intervalles réguliers, on regarde dans les autres ensembles si des
variables doivent entrer dans le programme linéaire (en calculant le cout
réduit de la variable). Cette gestion apparait comme un des points les plus
difficiles a implémenter. Dans notre cas, nous avons introduit régulierement
de nouveaux types de contraintes aux supports assez différents. Ceci rendait
encore plus complexe la gestion des colonnes hors programme linéaire et donc
le calcul du cott réduit correspondant. Cette gestion est donc maintenant a
implémenter pour améliorer les performances du systeme.

4.8 Problémes de la littérature

Les premiers jeux de données (jeux E et M) diffusés largement pour le
PTV l'ont été par Christofides et Eilon [CE69] puis Eilon [Eil71]. Ces données

sont des problemes générés aléatoirement ou bien des combinaisons de tels



114 Algorithme de «Branchement et Coupe»

problemes. Un des problemes seulement est construit de maniere a ressembler
a un probleme réel. Les clients ont été répartis en régions. Ce probleme est
un des plus facile a résoudre malgré sa taille.

Des données tirées de problemes réels sont décrites dans Fisher [Fis94a]
(jeu F). Deux problemes (45 et 135 sommets) modélisent un jour de dis-
tribution des terminaux Peterboro and Bramalea et Ontario de la société
National Grocers Limited. Le troisieme (72 sommets) concerne la distribu-
tion de pneus, batteries et accessoires aux stations services (données obtenues
de la société Exxon).

4.9 Nouveaux probléemes

Nous avons crée quatre jeux d’instances particuliers. Pour le premier, les
données sont aléatoires. Pour le second, on a essayé de se rapprocher des
problemes réels en particulier en répartissant les clients en régions. Le troi-
sieme jeux nous permet de tester le cas, ou la capacité n’est pas le probleme
majeur. Nous avons choisi de fixer la capacité a une valeur plus grande que la
somme des commandes. Enfin, un dernier cas permet de voir ce qui se passe
quand le nombre de clients par véhicules est faible. Nous avons donc écrit un
algorithme de génération de problemes que nous présentons maintenant.

Algorithme CréerInstance

(TYPE,NN,CAPACITE,NV,L,INC,MD,DTYPE,0X,0Y)

/* TYPE = ALEATOIRE pour un probléme généré aléatoirement */

/* TYPE = PVC pour un probleme généré aléatoirement avec une capa-
cité plus grande que la demande totale */

/* TYPE = AP pour un probleme généré aléatoirement avec NC régions
et NV < NC-1 véhicules */

/* TYPE = KP pour un probleme généré aléatoirement avec seulement
quelques clients par véhicule */

/* NN nombre de clients */

/* CAPACITE = capacité des véhicules */

/* NV nombre de véhicules */

/* L taille du carré (L?* est en fait la taille réelle) */

/* 1 taille d’une région (I est en fait la taille réelle) */
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/* NC nombre de régions */

/* MD demande moyenne */

/* DTYPE= 0, les demandes sont générées aléatoirement autour de MD
"/

/* DTYPE= p, les demandes sont d’abord générées aléatoirement puis p
d’entre elles sont multipliées par 3 */

/* OX,0Y coordonnées du dépot */

{

/* Générer d’abord les coordonnées */

si(TYPE == AP)

{

GénérerSommet(current NN, L,OX,0Y); /* si non fixé, généré de ma-
niere aléatoire */

pour(i = 1;1 <= NC&&current NN < NN;i+ +)

GénérerCoordonnées( NombreDeClients(N N, current NN), 1, L); /* aléa-
toire dans le carré */

}

alors GénérerCoordonnées(NN, L,OX,0Y);

/* aléatoire dans le carré */

/* Puis générer les demandes */

GénérerDemande(NN,CAPACITY, NV, M D); /* aléatoire dans [1,2 *
D] %)

si(DTY PE > 0)Modi fier Demande(NN,CAPACITY),
/* DTYPE clients ont leur demande multipliée par 3 */

/* Mettre a jour le nombre de véhicules */

si(TYPE == ALATOIRE||TYPE == AP)

MinimiserNV(NN, NV,CAPACITY); /* Modifier le nombre de véhi-
cules pour que le probleme soit serré */

sinon si(TYPE == PV(C)AugmenterCapacité(NN,CAPACITY); /*
Fixer la capacité égale a la demande totale™/

sinon si(TYPFE == KP)ReduireCapacité(NN, NV,CAPACITY); /*
Fixer la capacité égale a la demande maximale et augmenter le nombre de
véhicules */

}
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Le jeu A d’instances a été généré avec les parametres suivants

TYPE = ALEATOIRE

NN = 32 to 69
CAPACITE = 100
MD = 15

DTYPE = NN/10
L = 100

DTYPE = 0

Tous les autres parametres sont ignorés.

Fic. 4.1 - Instance A-n33-k5 générée par le programme

Le jeu B d’instances a été généré avec les mémes parametres excepté

TYPE = AP.

Plutot que de générer des problemes de type PVC et KP avec le pro-
gramme, nous avons préféré modifier les problemes de la littérature de ma-
niere a avoir une base de comparaison. Nous avons donc créé deux jeux de
données a partir des problemes de grande taille pour le premier et de tous
les problemes de la littérature pour le second. Dans le premier (jeu C), la
capacité des véhicules a été fixée a une valeur plus grande que la demande
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Fic. 4.2 - Instance B-n35-k5 générée par le programme

totale des clients. Dans le second (jeu P), nous avons multiplié le nombre de
véhicules par deux et divisé la capacité des véhicules d’autant.

4.10 Analyse des résultats numériques

Cette section présente plusieurs types de remarques concernant les résul-
tats obtenus avec notre algorithme. Nous avons d’abord essayé de dégager
quel était, parmi les parametres du PTV, celui qui influencait le plus la dif-
ficulté de ce probleme. Dans un deuxieme temps, nous analysons de maniere
plus précise Deffet des différentes stratégies de branchement sur nos résul-
tats. Nous revenons aussi sur l'intérét des différentes contraintes valides pour
étayer les résultats du chapitre (3.5.2) par des résultats prenant en compte
la phase d’énumération.

En utilisant les jeux de tests que nous avons créés, nous avons pu comparer
la difficulté des différents types de problemes. Le jeu C correspond a des
problemes de k-TSP (les données sont celles du jeu A excepté la capacité
d’un véhicule qui est supérieure a la demande totale des clients). Toutes les
instances ont été résolues facilement. Notons que le nombre de villes dans ce
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jeu (entre 30 et 80) correspond a un PVC en général facile pour la méthode
polyédrale. Les instances en dehors du jeu C sont serrées, c’est-a-dire que
le rapport demande totale des clients sur capacité totale des véhicules est
grand (proche de 1). Nous n’avons pas généré, ni trouvé dans la littérature
d’instances intermédiaires entre ces instances serrées et les instances de type

k-TSP.

Le tableau suivant permet de comparer les instances aléatoires (jeux A
et E par exemple) a des instances tirées de cas réels ou construites pour
simuler des problemes réels (jeux B et F'). Ces derniers apparaissent a taille
égale plus facile que les premiers. Dans toute la suite, le terme écart désigne
I’écart entre borne supérieure et borne inférieure a la fin de l'algorithme
de coupe (ou nceud racine). L’écart moyen est la moyenne des écarts pour
les instances d’une colonne. Une colonne correspond a un certain nombre
d’instances satisfaisant un certain critere. Par exemple, la premiere colonne
du tableau suivant précise I’écart moyen sur les 14 instances du jeu A ayant
moins de 51 sommets.

jeu A A B B E E F | M
(<50) | (>51) | (£50) | (>51) | (<50) | (>51)

nombre 14 12 12 11 4 7 3 4

écart moyen || 1.65 3.4 0.52 3.4 0 3.7 0.6 | 5.8

Il peut étre intéressant d’analyser quels autres parametres font la difficulté
d’un probleme de tournées. Parmi les arguments traditionnels, citons: la
position du dépdt, le nombre de sommets, le nombre de véhicules, le rapport
«demande totale des clients» sur «capacité totale des véhicules». Nous n’avons
pas fait d’analyse pour le premier argument. L’influence du dernier parametre
est traduite par la facilité des problemes de type k-TSP, mais pour le reste
des instances, nous n’avons pas pu dégager clairement son influence.

Nous présentons en revanche des tableaux montrant I'influence du nombre
de sommets et du nombre de véhicules.

Etant donné la taille de notre jeu de test, ces résultats constituent moins
des «théoremes» que des indications pour comparer la difficulté de deux ins-
tances.

La table suivante montre 'influence du nombre de sommets. Le nombre
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d’instances résolues correspond a la résolution par 1’algorithme complet de
«Branchement et Coupe» alors que I’écart est calculé au nceud racine..

| # sommets [ 19-29 | 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-69 [ 70-99 | 100-200 |
# instances 9 18 12 24 16 10 8

Instances résolues 9 18 11 13 5 2 2
écart moyen 1.17 | 091 | 1.01 | 2.49 3.1 3.42 4.04

La table suivante montre I'influence du nombre de véhicules.

| #véhicules | 2 [3] 4 [ 5 [ 67 [8] 9 [10]11+]
# instances 4 12| 7 20 9 |16 | 9 11 | 14 6
Instances résolues 4 12| 7 19 8 9 4 4 5 2
écart moyen 035101025098 [ 1.6 |25 |3.2]3.98 3.8 5.2

Certaines instances du jeu P sont construites a partir d’autres instances
en diminuant la capacité et en augmentant le nombre de véhicules. A chaque
fois, on constate que le nouveau probleme est plus difficile. On peut aussi
faire la manceuvre inverse et augmenter la capacité en diminuant le nombre
de véhicules. Le nouveau probleme est alors plus facile. Les deux tableaux
suivants montrent 7 couples d’instances et les écarts obtenus.

P-n22-k8 | P-n34-k10 | P-n51-k10 | E-n76 | E-n76 | E-n101 | M-n151
k8 | k10 | -k8 k12
| 17 | 18 | 76 | 29 | 46 | 21 | 62 |

E-n22-k4 | A-n34-k5 | E-nb1-k5 | P-n76 | P-n76 | P-n101 | P-n151
k4 | kb | k4 -k6
| 0o [ 17 ] o067 | 0 [ 23 ] 044 | 31 |

Au vu de ces résultats, le nombre de véhicules semble étre le critere de
difficulté majeur pour le PTV. Nous avons pensé réaliser d’autres comparai-
sons de ce type comme l'influence du nombre de client moyen par véhicules.
Il faudrait pour cela un plus grand nombre d’instances de test.

Pour en terminer avec 'analyse de la difficulté du probleme, nous pré-
cisons maintenant quels problemes sont difficiles pour 'heuristique tabou.
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Notons LB1 la valeur de la solution heuristique obtenue pour 1000 itérations
de I'algorithme tabou. Cette valeur sert de borne inférieure dans notre al-
gorithme de «Branchement et Coupe». Notons OPT la valeur de la solution
obtenue par cet algorithme et LB2 la valeur de la solution heuristique obte-
nue en arrétant ’heuristique au moment ou ’algorithme de «Branchement
et Coupe» se termine. On peut alors classer les instances de notre jeu de test
en quatre catégories.

LB1=OPT | LB2=0OPT | LB2 > OPT | OPT non trouvé
# Instances 50 2 8 39

On voit donc que 80 % des instances que nous pouvons résoudre sont
«faciles» pour I'heuristique tabou. En revanche, nous avons pu résoudre par
«Branchement et Coupe» 8 instances difficiles pour ’heuristique.

Nous présentons maintenant, en terme de gain de temps et de diminu-
tion de D'arbre d’énumération, un résumé des différentes améliorations que
nous apportons par rapport aux algorithmes de «Branchement et Coupe»
existants. Il faut d’abord rappeler que la gestion des contraintes et variables
du programme linéaire permet de diminuer de 30 % le temps total de calcul.
Cette gestion, tout comme celle de ’appel des heuristiques de séparation, est
indispensable dans tout algorithme de «Branchement et Coupe».

Le choix d’une stratégie de branchement sur les inégalités de sous-tour
plutét que sur les valeur des variables est le choix le plus important puis-
qu’il permet de diviser par plus de deux le temps total de calcul (cf chapitre
précédent). Indépendamment de ce choix, I'utilisation de la programmation
linéaire pour la sélection de I'inégalité de branchement permet un gain de
temps du meéme ordre. En utilisant notre meilleure stratégie de branche-
ment, on divise par plus de 6, le temps de calcul par rapport a la stratégie
habituellement utilisée dans la littérature.

La table suivante confirme cette estimation pour des instances plus dif-
ficiles. Le nombre de nceuds indiqué correspond au nombre de nceuds néces-
saires pour combler 0.5% de I’écart a la fin de I’algorithme de coupe. Cela
signifie que 1’on ne développe pas completement ’arbre d’énumération, tres
exactement que ’on élimine un neeud de ’arbre si la solution du programme
linéaire est plus grande que la valeur au nceud racine divisée par 0.995. Cette
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astuce permet de tester notre stratégie sur les instances de grande taille que
nous ne pouvons pas résoudre a l'optimum. La premiere ligne de résultats
indique le nombre de nceuds nécessaires quand on branche sur une variable
en utilisant un critere fixe de choix (dans notre cas, la variable dont la valeur
est la plus proche de 0.5). La seconde colonne correspond au branchement
sur un ensemble sélectionné suivant un critere fixe (dans notre cas, 'ensemble
dont la valeur du cocycle est la plus proche de 2.85). Enfin, la derniere co-
lonne donne le nombre de nceuds obtenu en choisissant un ensemble par
programme linéaire et parmi les ensembles correspondants aux six stratégies
décrites au paragraphe (4.6). Les résultats présentés correspondent a des va-
leurs moyennes sur 20 instances difficiles testées.

stratégie

d’énumeération || une aréte | un ensemble | 6 ensembles
# neeuds 571 163 29
temps cpu 26086 4711 1520

Les gains obtenus sont donc encore plus appréciables pour cette série
d’instances que pour les instances plus faciles que nous avons résolues.

Un second point apparait comme fondamental dans la résolution du PTV
par «Branchement et Coupe»: la nécessité d’une tres bonne heuristique pour
les contraintes de capacité simple. Les algorithmes que nous utilisons pour la
séparation de ces contraintes font diminuer I’écart moyen de pres d’un point
par rapport aux algorithmes utilisés auparavant. Il est intéressant d’analy-
ser la portée de cette amélioration dans I'arbre d’énumération. En ce qui
concerne les instances que nous arrivons a résoudre, 1'utilisation des nou-
velles procédures pour les contraintes de capacité permet de diviser le temps
de calcul par 4 et le nombre de nceuds par 8. En comparaison, les amélio-
rations dues aux autres contraintes pourraient paraitre marginales. Notons
que nous avons fait moins d’efforts de développement pour ces contraintes.
Malgré tout, elles permettent dans quelques cas de diminuer ’écart de ma-
niere notable, en particulier de résoudre des instances sans brancher. Elle
permettent aussi de diminuer de 15 % (en moyenne sur les 39 instances que
nous avons résolues) le nombre de nceuds de I'arbre d’énumération.

En reprenant, notre cadre de travail précédent, c’est a dire en étudiant
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partiellement 1’arbre d’énumération, on peut avoir une autre idée de la dif-
férence d’intérét entre les procédures de séparation. Dans cette expérience,
la borne supérieure est fixée a une valeur inférieure a la valeur réelle. Cette
nouvelle valeur est calculée comme le minimum de la valeur d’une solution
heuristique et de la valeur de la meilleure borne inférieure obtenue divisée
par 0.995. Nous avons testé successivement les procédures de Harche et Ri-
naldi seules, nos procédures pour la séparation des contraintes de capacité,
ces dernieres plus respectivement les contraintes de peigne, les contraintes
d’arbre et les contraintes de capacité généralisées, enfin toutes ces contraintes
réunies. Ces procédures sont utilisées uniquement au neceud racine. Pendant
la phase de branchement proprement dite, on se contente de séparer sur les
contraintes de capacité. Les résultats sont décrits dans le tableau suivant.
Les chiffres représentent des moyennes sur 20 instances difficiles.

‘ stratégie H # de noeuds ‘ temps cpu ‘
H. & R. 310 3100
capacité 38 663

capacité 4+ peigne 45 860
capacité + arbre 36 1425
capacité + généralisée 38 677
toutes contraintes 29 1520

Ces résultats confirment les résultats sur les instances plus faciles en terme
de nombre de nceuds. En terme de temps cpu, les résultats sont faussés par
le fait que le noeud racine est beaucoup plus cotteux en temps que la phase
d’énumeération partielle. Pour estimer les gains en temps, il faudrait allonger
cette phase d’énumération partielle en essayant, par exemple, de combler 1%
ou plus de I’écart au noeud racine.
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Conclusion

Nous avons présenté dans cette these un algorithme de «Branchement et
Coupe» pour le Probleme de Tournées de Véhicules, en particulier des contri-
butions importantes dans les quatre fondements d’un tel algorithme, 1’étude
du polytope PTV, les problemes de séparation pour les contraintes valides,
I'interface avec le résolveur de programme linéaire et ’arbre d’énumération
implicite.

Pour le premier point, nous avons introduit de nouvelles contraintes va-
lides pour le PTV : les contraintes de boite, de chemin-boite et d’arbre. Elles
sont, sous certaines conditions, facettes de polytopes tres proches de PTV.
Ces contraintes généralisent la majorité des contraintes connues et sont origi-
nales par leur lien spécifique a ’aspect «capacité» du probleme de tournées.

Des algorithmes ont été élaborés pour résoudre le probleme de séparation
pour quatre classes de contraintes: capacité, capacité généralisée, peigne et
arbre. Ils permettent de mesurer 'efficacité respective de ces contraintes, mais
aussi la variété des types de problemes de tournées. Une gestion soigneuse du
programme linéaire et de ’appel des algorithmes de séparation nous permet
d’obtenir en un temps raisonnable des bornes inférieures qui améliorent en
général celles trouvées dans la littérature.

Enfin, nous avons mis en évidence 'importance de la phase d’énumération
en comparant différentes stratégies pour choisir une contrainte de branche-
ment. L’augmentation du nombre d’instances que nous pouvons résoudre et
le gain de temps sont tres importants.

Nous n’arrivons pas cependant a résoudre certains problemes difficiles (et
jamais résolus) de la littérature. Ceci pousse bien str a réfléchir aux limites
de notre méthode. Au vu de notre expérience, la principale limite vient de la
formulation entiere choisie. Il nous semble important maintenant d’étudier
une formulation plus puissante du PTV, intégrant de maniere plus explicite
les problemes de sac a dos et de bin packing. Les formulations décrites rapide-
ment dans la section (2.7) satisfont cette condition. Elles permettent de plus
d’utiliser sans modification tous les résultats trouvés pour notre formulation.
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Par ailleurs, de nombreuses améliorations concernant les problemes de
séparation (section 3.6) et le programme de «Branchement et Coupe» (section
4.7) ont été envisagées et seront I'objet de développements futurs.
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