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R�esum�e

Ce m�emoire traite de la compression des images �xes par fractales� fond�ee sur la
th�eorie des syst�emes de fonctions it�er�ees �IFS�� Apr�es quelques rappels sur les princi�
pales m�ethodes de codage entropique et de compression r�eversible et irr�eversible des
images nous introduisons les notions n�ecessaires �a la compr�ehension de la th�eorie des
IFS� Nous d�etaillons ensuite les principaux algorithmes de compression des images
naturelles selon l�approche fractale� Ces derniers consistent �a approximer chacun des
�el�ements d�une partition �a l�aide d�une transformation locale contractante appliqu�ee
sur une autre partie de l�image� Ceci nous conduit �a pr�esenter les mod�eles de parti�
tionnement utilis�es pour coder les similarit�es locales des images� La partie suivante
constitue la contribution majeure du travail� Nous pr�esentons un algorithme de co�
dage par fractales fond�e sur la triangulation de Delaunay� La souplesse de ce mod�ele
nous permet d�utiliser diverses triangulations adapt�ees au contenu de l�image �a com�
presser� Nous proposons ensuite di��erentes solutions ayant pour but d�am�eliorer le
sch�ema de codage�d�ecodage� La premi�ere vise �a r�eduire la complexit�e de la phase
de codage en diminuant le nombre de comparaisons inter�blocs� par un algorithme
de quanti�cation vectorielle de l�espace de recherche� La seconde vise �a r�eduire le
nombre de blocs trait�es tout en am�eliorant les r�esultats visuels� pour des taux de
compression �elev�es� Ceci est fait en introduisant des quadrilat�eres dans la triangu�
lation de l�image� Nous concluons le m�emoire en commentant di��erents r�esultats de
d�ecompression obtenus �a partir des partitionnements �etudi�es� puis comparons ces
r�esultats �a ceux obtenus �a partir de m�ethodes hybrides liant le codage par frac�
tales �a une d�ecomposition multir�esolution de l�image ou �a la transform�ee en cosinus
discr�ete�
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Abstract

This thesis deals with fractal compression of still images� based on the theory of
iterated function systems �IFS�� After an overview of the main lossy and lossless still
image compression methods� we introduce the IFS theory� Then� we detail the main
fractal compression algorithms proposed in the literature� A coder involves compari�
sons between two sets of blocks� A block in the partition of the original image must be
approximated by a collage block� with a contractive function� We therefore present
di�erent partitioning schemes used for the modelisation of the local�similarities in
the images� Thereafter� our algorithm based on the Delaunay triangulation is ex�
plained� which constitutes the major contribution of our work� This �exible scheme
allows to construct di�erent triangulations� in a image content dependant way� In
order to improve the coder�decoder� we propose di�erent solutions� The �rst method
allows to reduce the encoding complexity by the use of a scheme for quantizing the
blocks� The second method makes use of a mixed partition composed of triangles
and quadrilaterals in order to improve the visual decoding quality at low bit rates�
To conclude this work� we compare decoding results computed on di�erent partitio�
ning schemes and we do a comparison between the block based fractal methods and
recent hybrid methods merging fractal image compression and wavelet� or Fourier
transform methods�
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Notations

partition R � � � � � � � � � � � partition de l�image compos�ee de blocs destination�

partition D � � � � � � � � � � � partition de l�image compos�ee de blocs source�

rn � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � bloc destination num�ero n� En anglais � range block�

d
��n� � � � � � � � � � � � � � � � � � bloc source� En anglais � domain block�

b� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � bloc source d�ecim�e� superpos�e au bloc destination�

b� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � bloc constant� dont la luminance des pixels est �egale �a

un�

collage � � � � � � � � � � � � � � � transformation ramenant un bloc source sur un bloc

destination � transformation spatiale � transformation

dans l�espace des luminances de mani�ere �a ce que le

bloc transform�e �r
n
approxime le bloc destination r

n
�

transformation fractale transformation d�une image A �a partir de transforma�

tions �el�ementaires �n composant l�op�erateur W �nale�

ment contractant� de mani�ere �a ce que l�image W �A�

approxime au mieux l�imageA� Une transformation �n

op�ere le collage du bloc source d
��n� sur le bloc desti�

nation rn�
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La soci�et�e actuelle produit un nombre croissant de donn�ees qui doivent �etre
trait�ees� transmises et�ou stock�ees� Celles�ci sont principalement des sons� des images
ou des textes et proviennent de di	�erents secteurs tels que par exemple la phy�
sique� la m�edecine� la biologie� l
industrie� la culture� le tourisme ou la �nance� La
repr�esentation de ces informations sous forme num�erique �abilise leur transmission
au travers des r�eseaux informatiques et facilite leur manipulation� La num�erisation
pr�esente cependant un inconv�enient � elle requiert que les dispositifs de stockage ainsi
que les largeurs des bandes passantes des lignes de transmission soient susamment
importants� Ceci n
est pas toujours possible et il faut dans ce cas faire appel �a des
algorithmes de compression des donn�ees�

Nous nous int�eresserons dans le cadre de cette th�ese �a la compression des images
num�eriques �xes en niveaux de gris� tout en faisant remarquer que les techniques
�etudi�ees peuvent �etre g�en�eralis�ees dans des sch�emas de compression d
images mul�
ticanaux ou de s�equences vid�eo �codage intra�image��
L
id�ee de base de la compression des images est de r�eduire le nombre moyen de bits
par pixel n�ecessaire �a leur repr�esentation� Il est possible dans une certaine limite de
r�eduire ce nombre sans perdre d
information� Au del�a� il est n�ecessaire d
�elaborer
des algorithmes de compression �irr�eversibles� induisant une distorsion pas ou peu
visible dans les conditions normales d
observation des images�
Di	�erentes m�ethodes de compression ont �et�e �etudi�ees dans la litt�erature� Celles�ci
peuvent se diviser en deux classes dont la fronti�ere est de plus en plus dicile �a
d�eterminer � les m�ethodes par transformation et les m�ethodes spatiales�

Les m�ethodes par transformation consistent �a d�ecomposer l
image sur une base
de fonctions orthogonales puis �a quanti�er de mani�ere scalaire ou vectorielle les coef�
�cients �spectraux� d�ecorr�el�es issus de la transformation� Il est �a noter que le fait de
quanti�er les coecients induit une perte d
information et rend ainsi la compression
irr�eversible� La transform�ee en cosinus discr�ete ����� fait partie des m�ethodes les plus
utilis�ees� Elle doit �etre calcul�ee sur des blocs de petite taille de mani�ere �a adapter
la quanti�cation aux propri�et�es statistiques locales de l
image� La transform�ee en
ondelettes orthogonales ou bi�orthogonales est �a la fois bien localis�ee en fr�equence et
dans l
espace� et elle admet la non�stationarit�e du signal� Pour cette derni�ere raison
elle peut �etre calcul�ee sur l
image enti�ere� Elle permet de d�ecrire l
�evolution spatiale
de l
image �a di	�erentes �echelles d
observation� La d�ecomposition de l
image en sous�
bandes est tr�es proche de la transform�ee en ondelettes puisque toutes les deux sont
calcul�ees en pratique �a l
aide de �ltres num�eriques suivant un algorithme pyrami�
dal et fournissent une repr�esentation multi�r�esolution de l
image� La quanti�cation
des coecients des transformations permet la compression de l
information� Elle est
dans ces deux cas r�ealis�ee de mani�ere vectorielle �����

Les m�ethodes spatiales sont g�en�eralement bas�ees sur un partitionnement g�eom�etrique
du support de l
image et op�erent directement sur des blocs de pixels� Les m�ethodes
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de compression dites de seconde g�en�eration ���� bas�ees sur des algorithmes de seg�
mentation r�egions�contours� ainsi que celles qui op�erent des transformations morpho�
logiques sur l
image peuvent �egalement �etre a	ect�ees �a cette classe de m�ethodes� En
marge de celle�ci� les m�ethodes pr�edictives ���� �eliminent l
information redondante
entre les pixels voisins de l
image en ne codant que la di	�erence entre la valeur d
un
pixel courant et sa valeur pr�edite localement�

Nous pr�esentons dans le cadre de cette th�ese une m�ethode de compression des
images selon une approche fractale ����� ����� La m�ethode op�ere sur une partition
de l
image et cherche �a exploiter les redondances entre des blocs de pixels �a diverses
r�esolutions� On parle dans ce cas de transformation �g�eom�etrique� fractale� bas�ee
sur un op�erateur �nalement contractant� Nous faisons ci�apr�es un bref rappel sur
l
historique de la compression par fractales puis donnons le plan de la th�ese�

Suite aux travaux de Hutchinson ���� en ����� Barnsley� Demko et d
autres cher�
cheurs du �Georgia Institut of Technology� d
Atlanta ont d�emontr�e dans une s�erie
d
articles entre ���� et ���� ���� ���� ���� ���� ����� l
int�er�et d
utiliser la th�eorie des
fractales pour coder les images num�eriques� La m�ethode� bas�ee sur le th�eor�eme du
collage ���� montre qu
il est possible d
approximer un objet fractal binaire d�e�ni dans
le plan �a l
aide de quelques transformations contractantes d�e�nissant un syst�eme de
fonctions it�er�ees �IFS�� L
objet est dit aussi auto�similaire dans le sens o�u il est
compos�e de l
union de transformations contractantes de lui�m�eme� L
approximation
d
un objet donn�e constitue un probl�eme inverse dicile �a r�esoudre de mani�ere au�
tomatique et Barnsley proposait �a cette �epoque une solution �manuelle�� L
id�ee fut
ensuite g�en�eralis�ee aux objets en niveaux de gris en les approximant� toujours de
fa�con manuelle� �a l
aide de mesures invariantes normalis�ees d�e�nies sur un support
fractal du plan ���� L
approximation des images naturelles peut �etre faite de la m�eme
mani�ere en les consid�erant comme �etant form�ees de l
union d
objets auto�similaires�
chacun �etant approxim�e ind�ependamment par une mesure invariante� Les images
initialement pr�esent�ees par M� Barnsley �etaient obtenues de cette mani�ere� mais
constituaient des approximations tr�es grossi�eres des images r�eelles ����� ����

Sur la base de ces travaux� Jacquin a propos�e en ���� ���� une approche fractale
ne n�ecessitant pas d
intervention humaine et permettant de coder une image natu�
relle� La m�ethode est bas�ee sur une s�erie de transformations anes contractantes et
�locales� d�e�nissant un op�erateur contractant� Elle a l
avantage d
�etre automatique
mais ne r�esout cependant pas directement le probl�eme inverse d�ecrit par Barnsley
puisque l
image n
est pas consid�er�ee comme une union de transformations d
elle�
m�eme mais comme une union de sous�parties transform�ees d
elle�m�eme� D�es �����
de nombreuses autres recherches ont d�ebut�e ���� ����� ���� visant toutes �a acc�el�erer
la phase de calcul des transformations locales� et�ou �a r�epondre au compromis taux
de compression�distorsion� Une formulation alg�ebrique de l
op�erateur contractant
a permis de d�e�nir d
autres types de transformations locales plus optimales tout
en contr�olant sa propri�et�e de contraction� Fisher a propos�e de r�eduire le nombre
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de transformations en adaptant le partitionnement �a l
image� Il a pour cela utilis�e
un partitionnement en quadtree puis un partitionnement rectangulaire ����� En pa�
rall�ele �a ces travaux visant �a d�e�nir un op�erateur optimal agissant dans l
espace des
niveaux de gris� des chercheurs utilisent actuellement la th�eorie des IFS ainsi que
l
extension propos�ee par Jacquin dans des sch�emas hybrides bas�es sur la transform�ee
en ondelettes ou en cosinus discr�ete�

Notre approche vise �a montrer l
int�er�et d
utiliser un mod�ele de partitionnement
g�eom�etrique beaucoup plus souple que ceux propos�es jusqu
�a pr�esent ���� ���� ����
et �a apporter di	�erentes am�eliorations au sch�ema de compression d�evelopp�e� Cette
caract�eristique de souplesse permet d
envisager ce travail dans une perspective de
d�eveloppement sur les mailles actives qui font l
objet actuellement de nombreux tra�
vaux en vue du codage des s�equences d
images�

L
organisation g�en�erale du m�emoire est d�ecrite ci�dessous�

Le chapitre � est consacr�e �a la pr�esentation des principales m�ethodes de codage
entropique et de compression r�eversibles et irr�eversibles des images �xes en niveaux
de gris� Ces m�ethodes seront �evoqu�ees de nouveau au terme de ce m�emoire dans un
contexte de comparaisons avec l
approche d�evelopp�ee�

Le chapitre � introduit les notions n�ecessaires �a la compr�ehension de la th�eorie
des syst�emes de fonctions it�er�ees �IFS� et pr�esente les principaux algorithmes de
compression des images naturelles selon l
approche fractale sur des blocs de pixels�

Le chapitre � est consacr�e �a l
�etude des partitionnements d�ej�a utilis�es en com�
pression d
images par fractales et pr�esente notre approche fond�ee sur le mod�ele de
partitionnement triangulaire de Delaunay� La souplesse de ce partitionnement nous
permet de proposer trois triangulations adapt�ees au contenu de l
image �a compresser�
La premi�ere est implant�ee dans un contexte algorithmique de type division�fusion
en consid�erant la variance des niveaux de gris �a l
int�erieur de chacun des triangles�
La deuxi�eme partition est implant�ee dans un contexte de type division seule �a par�
tir d
un ensemble dense de points dispos�es sur le support de l
image� La troisi�eme
partition est contrainte par les contours de l
image et permet de se rapprocher des
m�ethodes bas�ees r�egions�contours mentionn�ees auparavant�

Dans le chapitre �� nous montrons comment calculer la transformation fractale
d
une image naturelle �a l
aide des triangulations d�ecrites dans le chapitre �� Nous
d�etaillons l
algorithme de compression�d�ecompression et e	ectuons une �etude com�
parative des di	�erents partitionnements triangulaires propos�es�

Le chapitre � pr�esente des am�eliorations du sch�ema de compression�d�ecompression
�hybrides ou non� propos�ees par di	�erents chercheurs� Dans ce contexte� nous mon�
trons comment optimiser notre propre algorithme� La premi�ere solution que nous
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proposons ���� vise �a r�eduire la complexit�e de la phase de codage en diminuant le
nombre de comparaisons inter�blocs� Elle est fond�ee sur la quanti�cation des vec�
teurs histogrammes du contenu des triangles� La seconde solution ���� ���� vise �a
r�eduire le nombre de blocs trait�es et par cons�equent le nombre de transformations
locales de fa�con �a am�eliorer les r�esultats visuels pour des taux de compression �elev�es�
Ceci est fait en introduisant des quadrilat�eres au sein de la triangulation de l
image�
Nous concluons ce chapitre en commentant di	�erents r�esultats de d�ecodages fractals
obtenus �a partir des mod�eles de partitionnement �etudi�es� Nous comparons aussi ces
r�esultats �a ceux obtenus �a partir de m�ethodes hybrides bas�ees sur une rep�esentation
en sous�bandes de l
image et sur la transform�ee en cosinus discr�ete�

En�n nous concluons ce travail dans le chapitre � en d�egageant ses points impor�
tants� en soulignant ses limites et en discutant les perspectives de recherche sur la
compression des images par fractales�
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��� Introduction

Les m�ethodes de compression et de codage r�eduisent le nombre moyen de bits par
pixel �a stocker ou �a transmettre� en exploitant la redondance informationnelle de
l�image� Les techniques de compression se di��erencient par le fait qu�elles permettent
ou non de compresser sans perte d�information� c�est	�a	dire de mani�ere r�eversible�
Nous pr�esentons dans ce chapitre les principales m�ethodes de codage et de com	
pression des images 
xes� Parmi les m�ethodes de compression non r�eversibles� nous
pr�esentons celles qui prennent en compte directement les pixels de l�image �m�ethodes
spatiales�� les m�ethodes par transformations� ainsi que des m�ethodes hybrides�

��� Besoins en compression

� une image couleur repr�esent�ee dans l�espace Rouge	Vert	Bleu� de taille �� �
�� pixels �� dont chacune des composantes est cod�ee sur � bits par pixel
repr�esente ��� Kilo	octets�

� un 
lm n�egatif �� � �� mm num�eris�e �a �� �m par point retourne une image
de taille ���� � ���� pixels par couleur� � bpp� � couleurs� ce qui repr�esente
�� M�ega	octets�

� une image LANDSAT � ��������� pixels par bande spectrale� � bpp� � bandes�
repr�esente ��� M�ega	octets�

� la transmission d�une s�equence vid�eo ������ � bpp� � couleurs sur une ligne
t�el�ephonique avec un modem �a ���� bauds n�ecessite �� minutes par image�

� la transmission d�une s�equence d�images couleur au format QCIF �echantillonn�ee
�a �� Hertz repr�esente un d�ebit de ���� M�ega	bits par seconde� et de �����
M�egabits par seconde au format CIF ��

��� Nature des images

Les images �a compresser peuvent �etre de di��erentes natures �

� images photographiques � ce sont g�en�eralement des images de sc�enes naturelles
dans lesquelles l�intensit�e lumineuse varie de mani�ere relativement continue�

� les images �modales� dans lesquelles l�intensit�e lumineuse est tr�es changeante
localement �dessins manuels par exemple�� Leur histogramme est multimodal�

La num�erisation des images peut aussi se faire de di��erentes mani�eres� retournant �

� les images binaires� qui contiennent seulement deux niveaux de gris di��erents�

�� pixel signi�e en anglais picture element
�� Le format QCIF �Quart de CIF� est d�e�ni par ��� pixels sur �		 lignes pour la luminance

et 

� �� pixels pour les chrominances� Le format CIF �Common Intermediate Format� est d�e�ni
par �� pixels sur �

 lignes pour la luminance et ���� �		 pixels pour les chrominances�
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� les images multi	niveaux num�eris�ees sur plus d�un bit par pixel�

� les images multi	canaux dont l�exemple classique est celui des images couleurs�

��� Classi�cation des m�ethodes

Les m�ethodes de compression visent �a enlever la redondance pr�esente dans l�image
de mani�ere �a diminuer le nombre de bits n�ecessaires �a sa repr�esentation� Plusieurs
types de redondance en terme de corr�elation peuvent �etre consid�er�es �

� la redondance spatiale entre pixels ou blocs voisins dans l�image�

� la redondance spectrale entre plans de couleur ou bandes spectrales�

� la redondance temporelle entre images successives dans une s�equence vid�eo�

Les m�ethodes de compression peuvent se regrouper en deux classes �

� les m�ethodes sans perte d�information �r�eversibles� � le taux de compression
est limit�e par l�entropie de l�image�

� les m�ethodes avec perte d�information �irr�eversibles� � le taux de compression
est sensiblement sup�erieur �a l�entropie de l�image�

La technologie actuelle est capable de compresser une image couleur �a �� � bpp
�Tc �

�
����

� ��� sans la d�egrader� en consid�erant que la personne regardant l�image
se trouve �a une distance de � fois la hauteur de l�image�

��� El�ements de th�eorie de l	information

A la 
n des ann�ees ����� les premi�eres id�ees sur la compression des donn�ees
�emergeaient� avec le d�eveloppement de la th�eorie de l�information� Les chercheurs
parlaient de concepts tels que l�entropie� la quantit�e d�information� la redondance�
sous l�impulsion de C� Shannon ����� Une opinion voulait que si la probabilit�e d�un
symbole �etait connue� il devait exister une mani�ere de le coder e�cacement�

L�id�ee principale de la th�eorie de l�information ���� est de dire que si il n�y a pas
d�incertitude vis �a vis du message �emis par la source� il n�y a pas d�information �a la
r�eception du message� Consid�erons une source S d�e
nie par deux quantit�es �

� un ensemble 
ni de N symboles �S�N � �s�� s�� � � � � sN � appel�e alphabet�

� un m�ecanisme d��emission de suites de tels symboles� suivant une loi de pro	
babilit�e donn�ee �P �N � �p�s��� p�s��� � � � � p�sN ��� avec

P
p�si� � � et

S
si �

�ev�enement certain�
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Di��erents types de sources

Une source est dite simple ou sans m�emoire si �

� Les symboles successifs �emis par la source sont ind�ependants �variables al�eatoires
ind�ependantes et de m�eme loi��

� La probabilit�e d�une suite de symboles Sn � st�st�st� � � � stn �emis �a des instants
successifs tj est donn�ee selon l��egalit�e ���� La source simple est �equivalente �a
une suite de variables al�eatoires ind�ependantes �a valeurs dans �S�N �

p�st�� st�� st�� � � � � stn� � p�st��p�st�� � � � p�stn� ���

Une source est dite deMarkov �a l�ordre r si l�apparition du symbole st est conditionn�e
par seulement r symboles pr�ec�edents �

p�stjst��� st��� st��� � � � � � p�stjst��� st��� st��� � � � � st�r���t
Par exemple� la parole ne peut pas �etre mod�elis�ee correctement par un mod�ele de
source simple� On pr�ef�ere utiliser un mod�ele de Markov d�ordre un ou deux pour
prendre en compte les e�ets de liaison entre syllabes� et de coarticulation�

Dans ce qui suit� nous ne consid�ererons que des sources simples�

Information associ�ee au symbole d�une source

L�information ��si� associ�ee au r�esultat si est fonction de la probabilit�e d�apparition
de si � ��si� � F �p�si��� Trois conditions permettent de d�eterminer la fonction F �

� si la source ne d�elivre qu�un seul message� l�information associ�ee au message
est nulle � F ��� � ��

� soit si � si� � si� �egal �a la r�eunion de deux �ev�enements ind�ependants� L�infor	
mation ��si� doit �etre �egale �a la somme des informations associ�ees �a si� et si� �
F �p�si�� � F �p�si��� � F �p�si���� Or� de par l�ind�ependance� la probabilit�e
p�si� est �egale �a p�si���p�si��� Donc F �p�si���p�si��� � F �p�si��� � F �p�si����
La fonction F est additive�

� F est continue� monotone et positive�

La fonction F v�eri
ant ces � conditions est �� log���� La quantit�e d�information
associ�ee au message si est donc donn�ee par ��si� � �� log�p�si��� Le coe�cient
� est choisi de mani�ere �a rendre �egale �a � la quantit�e d�information associ�ee aux
symboles d�une source pouvant g�en�erer r symboles di��erents� �equiprobables� Dans
ce cas �� log��

r
� � � et ��si� � � logr�p�si�� unit�es� L�unit�e exprimant la quantit�e

d�information ��si� d�epend du coe�cient de la base du logarithme� Le cas le plus
classique revient �a consid�erer la source comme une source binaire �equiprobable �r �
��� L�unit�e est dans ce cas appel�ee bit� et la quantit�e d�information est donn�ee par �

��si� � � log��p�si�� bits�
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Entropie d�une source simple

L�entropie H�S� d�une source simple �S�N associ�ee �a une loi de probabilit�e �P �N
est d�e
nie selon la formule suivante �

H�S� � �
NX
i��

p�si� log��p�si�� bits�

H�S� est une appr�eciation num�erique globale attach�ee �a une r�ealisation de la source�
Elle d�e
nit l�information moyenne de chaque message �symbole� de la source�

Propri�et�es de H�S�

� H�S� est maximale si tous les symboles �s�� s�� � � � � sN � de �S�N sont �equiprobables�
On a alors p�si� �

�
N

etH�S� � log�N bits� Dans ce cas� l�entropie de la source
est �egale �a l�information associ�ee �a chaque message pris individuellement�
Exemple � au jeu de pile ou face �source binaire� on associe deux messages
�equiproblables� La probabilit�e p�si� est �egale �a �

�
et l�entropie H�S� �a � bit�

� La composition des �ev�enements fait d�ecro��tre l�entropie�
Soit ��S�N� �P �N� une source compos�ee de N symboles� La composition consiste
�a regrouper les symboles si de �S�N de fa con �a g�en�erer une nouvelle source
�R� � �Y�Z� compos�ee de deux groupes Y et Z avec

PY �
kP
i��

p�si� et PZ �
NP

i�k��
p�si�� Dans ce cas� H�S� � H�R��

exemple � regroupement des valeurs positives et n�egatives de �S�N �

� La scission des �ev�enements accro��t l�entropie �extension �a l�ordre N��
exemple � Soit S une source simple avec un alphabet de taille n� Regroupons
les symboles de la source en blocs de N symboles� Chaque bloc peut �etre vu
comme un symbole g�en�er�e par une source simple SN avec un alphabet de sortie
de taille nN � On montre dans ce cas que l�entropie de la nouvelle source SN est
�egale �a N fois l�entropie de la source S� Une telle op�eration de regroupement
en blocs de taille N r�ealise une extension de la source �a l�ordre N �

����� Codage et d�ecodage�

L�alphabet du codeur est form�e de r symboles di��erents� A chaque message si de
�S�N �s�equence de symboles appartenant �a l�alphabet de la source�� le codeur fait
correspondre un message �mot code� ui de �U �N form�e de li symboles�
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source
(r symboles)

N

codeur

[S] [U]N

Fig� � 	 Sch�ema d�un codeur�

D�e�nitions

�� La longueur moyenne des mots codes de �U �N est �egale �a n �
NP
i��

li�p�si��

�� L�ensemble des N mots codes de �U �N constitue le code de la source �S�N�

�� Un code est dit s�eparable ou d�echi�rable lorsqu�il peut �etre lu sans ambigu��t�e
�on peut aussi utiliser des codes de m�eme longueur ou un signe auxiliaire de
s�eparation��

�� Un code s�eparable est dit irr�eductible s�il n�existe aucun couple uiuj pour lequel
le mot code ui soit le d�ebut du mot code uj � aucun ui n�est le pr�e
xe de uj�

In�egalit�e de Kraft

Un code compos�e de N mots code de longueur li �i � � �a N� peut �etre irr�eductible
si et seulement si �

NX
i��

�

rli
� �

o�u r est la taille de l�alphabet du codeur �codeur binaire � r � ���

Condition sur la longueur moyenne n des mots code d�une source S

La longueur moyenne n poss�ede une limite inf�erieure� �egale �a l�entropie H de la
source �

n � �
NX
i��

p�si�� log� p�si��

On peut aussi montrer qu�une source d�entropie H�S� peut toujours �etre cod�ee de
fa con irr�eductible avec un code de longueur moyenne n telle que �

H�S� � n � H�S� � ��
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Th�eor	eme du codage exact de Shannon

En codant des extensions d�ordre k � de plus en plus �elev�e� la longueur moyenne
n des mots code tend vers une limite inf�erieure donn�ee par l�expression suivante �

lim
k��

n � H�S�� ���

Il est possible de coder sans erreur une source d�entropie �egale �a H bits �a l�aide de
mots de longueur moyenne n � H � � bits!symbole o�u � est arbitrairement petit�

D�emonstration �
Soit une source simple �S�N� �P �N v�eri
ant � H�S� � n � H�S� � ��
La source �S��� �P �� �etendue �a l�ordre � v�eri
e � H�S�� � n� � H�S�����
Son entropie est augment�ee d�un facteur deux � H�S�� � ��H�S��
L�extension de la source �a l�ordre k donne � k�H�S� � nk � k�H�S� � ��
en remarquant que nk � k�n� nous avons H�S� � n � H�S� � �

k
et donc

limk�� n � H�S��

��
 Compression r�eversible des donn�ees

��
�� Mod�elisation des donn�ees

Les m�ethodes de codage classiques �elaborent une table de probabilit�es statique
avant de construire le code� La table est calcul�ee lors du codage puis transmise au
d�ecodeur� Elle peut aussi �etre calcul�ee une fois pour toutes� servant ainsi au codage
de plusieurs r�ealisations d�une source �images�� Mais l�utilisation d�un tel mod�ele
statique est dangereux car le "ot d�entr�ee peut ne pas correspondre aux statis	
tiques pr�ec�edemment calcul�ees� Le taux de compression est diminu�e� Une meilleure
compression peut �etre atteinte en augmentant l�ordre de la mod�elisation �exten	
sion d�ordre plus �elev�e de la source�� Le gain en compression r�ealis�e est dans ce
cas annul�e par la taille exponentiellement croissante de la table de probabilit�es� Une
image contenant �� niveaux de gris� vue comme une r�ealisation d�une source simple
�ordre �� n�ecessite la construction d�une table de �� probabilit�es� Une table d�ordre
� contient quant �a elle ��� probabilit�es� Pour ces raisons� on utilise aujourd�hui
des mod�eles adaptatifs� Les statistiques sont continuellement modi
�ees au cours de
la lecture des symboles �a coder� L�avantage de ces m�ethodes par rapport �a celles
bas�ees sur des mod�eles statiques est leur capacit�e d�adaptation aux conditions lo	
cales�
Remarque � Deux op�erations tr�es �etroitement li�ees composent les m�ethodes de com	
pressions de donn�ees � la mod�elisation et le codage� Il existe un grand nombre de
mani�eres de mod�eliser des donn�ees� Un m�eme processus de codage prenant ces
donn�ees en entr�ee permettra des taux de compression tr�es di��erents suivant les
cas�

�� On rappelle que l�extension �a l�ordre k d�une source S de n symboles est une nouvelle source
Sk compos�ee de blocs de k symboles� La nouvelle source a un alphabet de nk symboles�
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��
�� D�e�nition du codage entropique

Consid�erons une image dont chaque pixel est quanti
�e sur B bits 	� L�image �mo	
nochrome� poss�ede �B niveaux de gris di��erents not�es si �i � � � � � �B�� Si les niveaux
de gris sont ind�ependants et �equiprobables �probabilit�e du pixel i � pi � ��B���
l�entropie H de l�image est �egale �a log� �

B � B bits� Chaque pixel porte la m�eme
quantit�e d�information� l�image est �incompressible�� Si les niveaux de gris ne sont
pas �equiprobables �densit�e de probabilit�e non uniforme�� l�entropie H est inf�erieure
�a B� Le but du codage entropique est de coder les pixels �a l�aide de mots code de
longueurs variables� �egales �a � log� pi bits� de mani�ere �a ce que le nombre moyen de

bits par pixel soit �egal �a l�entropie H � � �BP
i��

pi log��pi� bits �H � B�� Le codage est

dans le cas g�en�eral sous	optimal car la quantit�e �� log� pi� est rarement enti�ere� La
limite H peut �etre approch�ee en codant des extensions de la source �en regroupant
les pixels��

��
�� Codage de Shannon�Fano

C� Shannon du laboratoire Bells et R�M� Fano du MIT ont d�evelopp�e �a peu pr�es
en m�eme temps une m�ethode de codage bas�ee sur la simple connaissance de la
probabilit�e d�occurrence de chaque symbole dans un message�

Algorithme de construction de la table de codes irr�eductibles

�� Les probabilit�es d�occurrence de chaque message sont plac�ees dans une liste
dans un ordre d�ecroissant� La liste constitue la racine d�un arbre qui� pour
l�instant� est une feuille�

�� Couper la liste en deux groupes de symboles S� et S�� dont les probabilit�es
totales sont aussi voisines que possible �� �

�
��

�� Le groupe S� est cod�e par un ���� le groupe S� par un ����

�� Si un groupe Si n�a qu�un seul �el�ement� il est appel�e �feuille terminale� et est
inchang�e� Sinon� la proc�edure reprend �a l��etape � sur le groupe Si�

La proc�edure de codage construit un arbre dont les suites de bits � ou � partant de
la racine vers chacune des feuilles constituent les mots code du code�

��
� Codage de Hu�man

Le codage de Hu�man cr�ee des codes �a longueur variable sur un nombre entier
de bits ���� L�algorithme consid�ere chaque message �a coder comme �etant une feuille
d�un arbre qu�il reste �a construire� L�id�ee est d�attribuer aux deux messages de
plus faible probabilit�e� les mots codes les plus longs� Ces deux mots codes ne se

	� Il est �a noter qu�une compression importante a d�ej�a �et�e r�ealis�ee �a ce niveau puisqu�une quantit�e
in�nie �d��el�ements visuels� par unit�e de surface est approxim�ee par l�intensit�e d�un pixel�
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di��erencient que par leur dernier bit� Contrairement au codage de Shannon	Fano
qui part de la racine d�un arbre et �evolue par divisions successives� le codage de
Hu�man part des feuilles de l�arbre et� par fusions successives� redescend vers la
racine ������

Proc�edure de codage

�� Les probabilit�es d�occurrence de chaque message sont plac�ees dans une liste
dans un ordre d�ecroissant� Nous dirons que la liste est compos�ee d�enfants�

�� Les deux probabilit�es les plus faibles sont identi
�ees en 
n de liste�

�� La somme des deux probabilit�es est plac�ee �a sa place dans la liste tri�ee� Elle
constitue un n#ud parent� Les deux enfants sont retir�es de la liste�

�� Le chemin �enfant de plus faible probabilit�e� parent� est cod�e par un �� l�autre
par un ��

� La proc�edure reprend �a l��etape � jusqu��a ce qu�il ne reste plus qu�une proba	
bilit�e dans la liste�

Bilan � Chaque message est cod�e par la suite de � et de � rencontr�es sur le chemin le
menant �a la racine de l�arbre� Cette suite invers�ee constitue le code r�eel du message�
On remarque qu�il existe plusieurs codes de Hu�man possibles pour une distribution
de probabilit�es donn�ee� mais que la longueur totale des codes sera toujours la m�eme�
L�algorithme retourne un dictionnaire ��codebook�� compos�e de mots code de di��erentes
longueurs� La probabilit�e de chacun des messages sert d�index �de point d�entr�ee dans
le dictionnaire� pour retrouver les mots codes�

Exemple � Consid�erons une source �S��� �P �� �
�s�� s�� s�� s	� s��� ����� ���� ���� ���� ����� L�entropie de la source est �egale
�a ������ Le codage de Hu�man retourne les mots codes de longueur
variable suivants � ��� ���� ���� ���� ����� La longueur moyenne des mots
code est dans ce cas �egale �a ��� alors que les messages initiaux �etaient
cod�es sur � bits� Il serait de plus possible de se rapprocher de l�entropie
en codant des extensions �a l�ordre n sup�erieur �a � de la source�

Reconstruction

Le d�ecodeur a besoin de l�arbre de Hu�man �dictionnaire� cr�e�e lors du codage�
Celui	ci est transmis au d�ecodeur� en en	t�ete du 
chier contenant le "ot de mots code�
La reconstruction de chacun des messages cod�es se fait� apr�es lecture du mot code�
en partant de la racine de l�arbre de Hu�man� La suite des bits du mot code indique
le chemin menant au message lui correspondant� Le lecteur trouvera des exemples
de codage	d�ecodage dans diverses r�ef�erences concernant le codage des donn�ees telles
que la r�ef�erence ������
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Codage de Hu�man modi��e

L�algorithme de Hu�man retourne un dictionnaire compos�e de mots codes de
di��erentes longueurs� Les �points d�entr�ee� dans le dictionnaire d�ependent de la
probabilit�e d�occurrence des messages �a coder� G�en�eralement� lorsqu�un 
chier �a
coder est de grande taille� il contient beaucoup de symboles �messages� ayant une
faible probabilit�e d�apparition� Les mots codes codant ces symboles sont de grande
taille �taille � nombre de symboles di��erents dans le 
chier�� puisque cette derni�ere
d�epend de l�information associ�ee au symbole�
Un algorithme de Hu�man plus fr�equemment utilis�e consiste �a r�eunir les symboles
de plus faible probabilit�e dans un �symbole� plus probable appel�e AUTRE et �a
calculer le dictionnaire contenant l�ensemble r�eduit de symboles� Un bit est ensuite
ajout�e au mot code du symbole AUTRE pour identi
er le sous	symbole�
Une solution similaire est utilis�ee dans le standard de compression des facsimil�es�

��
�� Codage arithm�etique

Le codage de Hu�man n�est pas optimal puisque la taille th�eorique du mot code
d�un symbole si� donn�ee par � log� p�si�� n�est pas enti�ere� Consid�erons par exemple
un symbole� avec une probabilit�e d�apparition �egale �a ���� La taille optimale du
code est �egale �a ���� alors que la proc�edure de Hu�man a�ecte un code sur � bit au
symbole� Le codage de Hu�man n�est optimal que si les probabilit�es des di��erents
symboles de la source sont des puissances n�egatives de deux�

Le codeur arithm�etique ����� consiste quant �a lui �a coder une cha��ne de symboles
par un nombre appartenant �a l�intervalle ������ Une �etude compl�ete du codeur est
donn�ee dans la r�ef�erence ����� et di��erents solutions pratiques ont �et�e propos�ees ����
de mani�ere �a faciliter la compression des 
chiers de grande taille sans �etre limit�e par
la pr�ecision des calculs�

Nous d�ecrivons bri�evement ci	dessous la proc�edure de codage arithm�etique dans
le but d�en illustrer le principe� sachant que le d�ecodage op�ere de mani�ere inverse�

� Calculer la probabilit�e associ�ee �a chaque symbole dans la cha��ne �a coder�

� Associer �a chaque symbole un sous	intervalle proportionnel �a sa probabilit�e�
dans l�intervalle ����� �l�ordre de rangement des intervalles sera m�emoris�e car
n�ecessaire au d�ecodeur��

� Initialiser la limite inf�erieure de l�intervalle de travail �a la valeur � et la limite
sup�erieure �a la valeur ��

� Tant qu�il reste un symbole dans la cha��ne �a coder �

� largeur � limite sup�erieure 	 limite inf�erieure

� limite inf�erieure � limite inf�erieure � largeur � �limite basse du sous	
intervalle du symbole�



���� COMPRESSION R�EVERSIBLE DES DONN�EES ��

� limite sup�erieure � limite inf�erieure � largeur � �limite haute du sous	
intervalle du symbole�

� La limite inf�erieure code la cha��ne de mani�ere unique�

On remarque que le premier symbole de la cha��ne 
xe le premier chi�re apr�es la
virgule du code 
nal�

��
�
 Codage 	a base de dictionnaires

Les m�ethodes telles que celle de Hu�man� Shannon	Fano sont bas�ees sur des
mod�eles statistiques plus ou moins complexes �ordres ������ ou mod�eles adaptatifs��
Les m�ethodes de compression par dictionnaire ne traitent quant �a elles pas directe	
ment une cha��ne de bits codant un symbole mais codent un index pointant sur la
cha��ne dans un dictionnaire de symboles�

Les m�ethodes statiques utilisent un dictionnaire pr�e	d�e
ni pour coder les symboles
d�un 
chier� Le dictionnaire est construit avant que la compression ne commence� en
rassemblant un �echantillon de symboles repr�esentatifs� Par exemple� si on veut coder
un 
chier texte �ecrit en langage C� le dictionnaire doit se concentrer sur des mots
comme �read�� �while�� �printf�� Le dictionnaire est utile au codeur et au d�ecodeur
car ceux	ci respectivement g�en�erent et recoivent un index pointant sur un mot dans
le dictionnaire�

Les m�ethodes adaptatives � La compression commence sans dictionnaire� ou avec
un dictionnaire minimum par d�efaut� Lors de l��evolution de l�algorithme� des nou	
velles phrases� ou de nouveaux mots sont ajout�es� utilis�es plus tard pour coder
d�autres mots�

Compression avec fen�etre coulissante � l�algorithme LZ��

L�algorithme propos�e par Ziv et Lempel est bas�e sur l�utilisation d�une fen�etre
de texte� divis�ee en deux ������ La premi�ere partie� de grande taille contient le texte
d�ej�a cod�e� La deuxi�eme� compos�ee d�une dizaine ou d�une centaine de caract�eres
est un tampon de pr�e	lecture� Si le d�ebut du texte dans le tampon est d�ej�a dans
la premi�ere partie� le code correspondant est compos�e de la position du bloc dans
la premi�ere partie� la longueur du bloc� ainsi que le premier symbole di��erent� Le
codeur �emet le code puis fait entrer �longueur � �� symboles suppl�ementaires dans
le tampon� Le processus se r�ep�ete ainsi jusqu��a la 
n du 
chier �a compresser� Si
aucune correspondance n�est trouv�ee entre le symbole dans le tampon et le symbole
dans la premi�ere partie de la fen�etre� le symbole est cod�e par ��� suivi de lui	m�eme�
La d�ecompression ne n�ecessite pas de recherche ou de comparaison entre les di��erents
blocs� L�algorithme lit le premier code� �emet le bloc de symboles indiqu�e� suivi du
symbole suppl�ementaire� d�ecale et recommence�
Un inconv�enient majeur de l�algorithme LZ�� est le temps de calcul important pour
coder un 
chier� Ceci est d�u aux nombreuses comparaisons des blocs entre le tampon
de pr�e	lecture et ceux de la premi�ere partie de la fen�etre� Le d�ecodage est par contre
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tr�es rapide� Aujourd�hui� di��erents archiveurs �arj� lha� zip� zoo� sont bas�es sur des
algorithmes tr�es proches du LZ���

Extension � l�algorithme LZ��

L�algorithme LZ�� utilise une fen�etre de taille 
xe� divis�ee en deux sous	parties�
Celle	ci ne permet pas d�exploiter correctement l�aspect r�ecent du texte� car elle
oublie les mots lorsque ceux	ci sont sortis de la fen�etre coulissante� De plus� la taille
restreinte du tampon de pr�e	lecture limite la longueur des cha��nes �equivalentes�
Une solution �a ces deux probl�emes serait d�augmenter la taille de la fen�etre glissante�
mais cela augmenterait la taille des mots pour coder les positions dans la fen�etre
ainsi que pour coder les longueurs des blocs� Ziv et Lempel ont propos�e en ���� un
algorithme de codage connu sous le nom LZ�� ����� que nous rappelons bri�evement
ci	dessous �

� cha��ne courante � vide

� dictionnaire � cha��ne courante

� r�ep�eter

� lire le caract�ere et l�ajouter �a la cha��ne courante

� si cha��ne courante est dans l�arbre constituant le dictionnaire alors conti	
nuer

� sinon

	 ajouter la cha��ne courante dans le dictionnaire� et �etiquetter la cha��ne

	 �emettre l��etiquette de la cha��ne courante sans le dernier caract�ere

	 �emettre le dernier caract�ere

	 cha��ne courante � vide

� jusqu��a ce qu�il n�y ait plus de caract�ere �a coder�

Une variante de cet algoritme connue sous le nom LZC est utilis�ee dans le pro	
gramme COMPRESS compil�e pour s�ex�ecuter sous le syst�eme d�exploitation UNIX�

��
�� Compression r�eversible des images

La repr�esentation d�une image directement en terme de pixel est ine�cace puisque
la corr�elation inter	pixels est trop importante� L�entropie de l�image LENA cod�ee sur
� bits par pixel est estim�ee �a ��� bits� en supposant que les valeurs des pixels sont
ind�ependantes� Cette valeur 
xant le nombre moyen minimumde bits par pixel pour
coder l�image de mani�ere exacte ne permet pas de compresser sensiblement l�image�
Le but est donc de trouver une repr�esentation de l�image de mani�ere �a d�ecorr�eler les
pixels� et donc �a r�eduire son entropie� Di��erentes techniques ont �et�e propos�ees� et
peuvent se regrouper en deux classes � les techniques pr�edictives� et les techniques
par transform�ees� Celles	ci sont non	r�eversibles si le d�ecodeur ne reconstruit pas
exactement l�image originale et r�eversibles dans le cas contraire�
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Nous pr�esentons dans cette section trois m�ethodes de compression r�eversibles� Il en
existe bien sur d�autres que nous ne d�etaillerons pas dans le cadre de ce m�emoire�

Le codage des images par longueur de s�equence

Cette m�ethode ����� connue sous le terme anglais de RLE �Run Length Encoding�
code une s�equence de pixels identiques sur une ligne d�image �a l�aide de � param�etres �
la position du premier pixel de la s�equence dans l�image� la longueur de la s�equence
ainsi que la valeur du premier pixel� La m�ethode RLE est utilis�ee pour compresser
des images ayant un nombre de niveaux de gris tr�es limit�e� Elle est tr�es comparable
aux m�ethodes de compression �a base de dictionnaires�

Le codage des images par plans de bits

Une image cod�ee sur �n niveaux de gris �n bits par pixel� peut �etre consid�er�ee
comme une superposition de n plans� chacun de hauteur � bit� en isolant �a chaque
fois un bit de m�eme poids pour chaque pixel� Chaque plan de bits �image binaire�
peut �etre cod�e s�epar�ement en utilisant la m�ethode RLE� Le code de Gray est dans
ce cas utilis�e pour augmenter la coh�erence au sein des di��erents plans de bits�
Le codage r�eversible par plans de bits permet des taux de compression compris
entre �� et �� mais pr�esente l�inconv�enient d��etre sensible vis �a vis des erreurs de
transmission� Les plans compos�es des bits de poids fort contiennent la majeure partie
de l�information visuelle de l�image�

Le codage pr�edictif MICD sans perte

L�id�ee du codage pr�edictif �Modulation par Impulsions Cod�ees Di��erentielles� est
de supprimer la redondance entre pixels voisins et de ne coder que la di��erence entre
la valeur du pixel courant et sa valeur pr�edite �a partir des pixels voisins �����
Consid�erons un �echantillon �pixel� u�n�� La quantit�e u�n�� valeur pr�edite de u�n��
est calcul�ee �a partir des �echantillons d�entr�ee pr�ec�edents �
u�n� � 	�u�n � ��� u�n � ��� � � � � o�u 	 est appel�ee r�egle de pr�ediction� L�erreur de

pr�ediction e�n�
def
� u�n�� u�n� est ensuite cod�ee puis transmise ou stock�ee�

Cette m�ethode de codage appliqu�ee aux images op�ere sur des �echantillons d�entr�ee �a
valeurs enti�eres� En imposant au pr�edicteur de ne retourner que des valeurs enti�eres�
le codage est dit �sans perte�� L�image de di��erence compos�ee des �echantillons e�n�
est beaucoup moins corr�el�ee que l�image originale et a une variance tr�es inf�erieure�
L�entropie de celle	ci est donc inf�erieure �a celle de l�image originale compos�ee des
�echantillons u�n�� L�information est dans ce cas compress�ee �a l�aide d�un codeur
entropique �Hu�man ou arithm�etique��
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Fig� � 	 Codage r�eversible par pr�ediction

��� Compression non r�eversible des images

����� Mesure de la qualit�e visuelle de l�image reconstruite

La mesure de la performance d�un codeur en terme de qualit�e visuelle de l�image
reconstruite se fait g�en�eralement en mesurant le rapport signal �a bruit ou le rapport
signal �a bruit de cr�ete dont les expressions sont rappel�ees ci	dessous �
Le rapport signal �a bruit� not�e SNR� entre l�image originale compos�ee de pixels

x�m�n� et l�image d�ecod�ee compos�ee de pixels �x�m�n� est donn�e par �

SNR � �� log��
E�x�m�n���

E��x�m�n�� �x�m�n����

� �� log��

X
m

X
n

�x�m�n���

X
m

X
n

�x�m�n�� �x�m�n���

� �� log��
E�x�m�n���

MSE

Le rapport signal �a bruit de cr�ete� not�e PSNR� �plus souvent utilis�e en compression�
est donn�e par �

PSNR � �� log��
��

E��x�m�n�� �x�m�n����

Ces mesures sont tr�es utilis�ees car tr�es simples �a calculer� Ce ne sont cependant
pas des mesures 
ables de ressemblance visuelle entre deux images ����� Un contre
exemple consiste �a prendre deux images compos�ees d�un bruit blanc� L�erreur MSE
est tr�es grande entre les deux images alors qu�elles sont tr�es semblables visuellement�

����� Quanti�cation scalaire

Quanti�cation scalaire uniforme

Un quanti
cateur scalaire est un op�erateur qui associe �a une variable continue u
une variable discr�ete u� pouvant prendre un nombre plus faible� et 
ni de valeurs ��

� Il est �a noter que les m�ethodes de codage utilisant un quanti�cateur ne sont jamais r�eversibles
parce que l��etape de quanti�cation introduit in�evitablement une distorsion�
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Pour un nombre de niveaux de quanti
cation 
x�e L� on peut choisir les r�egions de
d�ecision ftk� k � � � � � L � �g ainsi que les seuils de d�ecision fr� � � � rLg de fa con
�a minimiser la distorsion entre l�entr�ee et la sortie� Si u se trouve dans la r�egion
�tk� tk���� u� aura pour valeur rk�

u�

rL

rk

t�

u
tk

Fig� � 	 Quanti�cation scalaire uniforme

Quanti�cateur scalaire optimal de Lloyd�Max

Le quanti
cateur de Lloyd	Max minimise l�erreur quadratrique moyenne entre
l�entr�ee et la sortie� pour un nombre de niveaux de quanti
cation donn�e L� Cette
m�ethode a �et�e ind�ependamment propos�ee par Lloyd en ��� ����� et Max en ���� ������
La minimisation de l�erreur quadratique de quanti
cation donn�ee par l�expression �

E��u� u���� �
Z tL��

t�

�u� u���pu�u�du

conduit aux valeurs optimales suivantes �

tk �
rk � rk��

�

rk �

Z tk��

tk

u pu�u�duZ tk��

tk

pu�u�du

o�u pu�u� est la densit�e de probabilit�e continue de la variable scalaire u �approxim�ee
en pratique par l�histogramme de l�image�� Si la densit�e de probabilit�e du signal
d�entr�ee u est uniforme� le quanti
cateur optimal de Lloyd	Max est un quanti
cateur
uniforme �appel�e aussi quanti
cateur lin�eaire� avec q � tL��

L
� tk � tk���q� rk � tk�

q

��



�� CHAPITRE �� COMPRESSION DES IMAGES NUM�ERIQUES FIXES

L�erreur quadratique de quanti
cation est dans ce cas donn�ee par �

E��u� u���� �
�

q

Z q

�

� q

�

u�du �
q�

��
�

L�inconv�enient est qu�en g�en�eral� la densit�e de probabilit�e des signaux �a quanti
er
n�est pas uniforme� Le calcul des seuils et des r�egions de quanti
cation est alors
complexe� Deux lois de probabilit�e sont souvent utilis�ees en fonction de la nature de
la source �

� la loi Gaussienne � pu�u� � �p
����

exp��
u���
�

��� �

� la loi Laplacienne � pu�u� � �p
����

exp�� �
��
ju� �j��

o�u 
� et � d�esignent la variance et la moyenne de u� Des tables donnent les seuils
pour di��erentes valeurs de L� dans le cas des lois de Gauss� Laplace ou Rayleigh�

Quanti�cation visuelle

Lorsqu�une image est quanti
�ee avec un nombre trop faible de niveaux� des faux
contours apparaissent� Les pixels voisins de niveaux de gris similaires se regroupent
pour former des zones homog�enes dont les bords forment des contours�
G�en�eralement� les images sont uniform�ement quanti
�ees� Chaque pixel cod�e sur
� bits peut prendre une parmi �� valeurs de niveaux de gris� Les faux contours
apparaissent lorsque les pixels sont cod�es sur � bits�

� La quanti�cation de contraste � l�image u est transform�ee �a l�aide d�une fonction
non lin�eaire en une image de contraste� puis quanti
�ee� Une transformation
inverse donne l�image r�esultat u��

� La quanti�cation pseudo�al�eatoire � cette m�ethode ajoute du bruit uniforme
dans l�image �a quanti
er de mani�ere �a r�eduire la taille des zones de pixels
�a valeurs identiques� Cela a pour e�et d��eviter l�apparition de faux contours
lorsque l�image est quanti
�ee avec trop peu de niveaux de quanti
cation�

����� Codage pr�edictif MICD �DPCM�

La principale di��erence entre le codage MICD sans perte d�information �sec	
tion ������ et le codage MICD non r�eversible est due �a l�utilisation ou non d�un
quanti
cateur�

Φ

Q

Pred. ΦPred. 

CODEC
e��n� u��n�

u��n�

u�n�

u��n�

e�n�e�n�

Fig� � 	 Codeur MICD�
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La boucle de pr�ediction dans le codeur n�est autre que celle constituant le d�ecodeur�
La quantit�e u��n�� valeur pr�edite� est calcul�ee �a partir des �echantillons pr�ec�edemment
d�ecod�es u��n� ��� u��n� ��� � � � � Elle est donn�ee par �

u��n� � 	�u��n� ��� u��n� ��� � � � ��

La di��erence entre la valeur originale u�n� et la valeur d�ecod�ee u��n� repr�esente l�er	
reur de reconstruction not�ee q�n�� La valeur q�n� est aussi �egale �a e�n� � e��n� et
donc �a l�erreur de quanti
cation de e�n��

Le pr�edicteur MICD re coit en entr�ee des �echantillons quanti
�es� Il prend ainsi en
compte les erreurs de quanti
cation au cours du codage d�une s�equence de pixels et
�evite une accumulation d�erreurs dans le signal reconstruit u�n��

Avantages du codeur MICD par rapport au codeur MIC

Le codeur MIC est compos�e d�un simple quanti
cateur recevant directement les
�echantillons du signal d�entr�ee u�n�� Aucune pr�ediction et r�etroaction n�est mise en
jeu� Il est montr�e ���� que dans ce cas� le nombre moyen minimal de bits par pixel�
not�e RMIC� n�ecessaire �a la quanti
cation d�une variable al�eatoire gaussienne u�n��
tout en tol�erant une distorsion 
�

q � E��u� u���� 
x�ee est donn�e par �

RMIC �
�

�
log��


�
u


�
q

� bits par �echantillon�

o�u u� est l��echantillon quanti
�e� et 
�
u est la variance du signal d�entr�ee ��
�

q est
consid�er�e inf�erieur �a 
�

u��� Dans le cas du codeur pr�edictif di��erentiel MICD� la
quantit�e RMICD est donn�ee par �

RMICD �
�

�
log��


�
e


�
q

� bits par �echantillon�

o�u 
�
u est la variance du signal u�n�� q�n� l�erreur de quanti
cation� e�n� l�erreur de

pr�ediction� 
�
q � E�q�n��� et 
�

e � E�e�n����

Le gain r�ealis�e en utilisant un codeur MICD est alors donn�e par �

RMIC �RMICD �
�

�
log��


�
u


�
e

� bits par �echantillon�

La compression autoris�ee d�epend du facteur ��u
��e

� et donc de la qualit�e de la pr�ediction

des valeurs d�entr�ee u�n�� celle	ci �etant directement li�ee �a la redondance inter	pixels�
Un simple pr�edicteur sous	optimal retournera toujours un signal pr�edit e�n� de va	
riance inf�erieure �a celle de l�entr�ee u�n�� et donc le codage du vecteur e�n� n�ecessitera
un nombre de bits inf�erieur �a celui n�ecessaire au codage du vecteur u�n��
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Ecriture de la r	egle de pr�ediction 	

La r�egle de pr�ediction la plus souvent utilis�ee est une combinaison lin�eaire de
pixels voisins� Les coe�cients du pr�edicteur peuvent varier en fonction des zones de
l�image �a coder �pr�ediction adaptative�� Le pr�edicteur prend en compte les pixels
pr�ec�edents sur la m�eme ligne �cas �D� ou consid�ere aussi les pixels voisins� sur la ou
les lignes pr�ec�edentes �cas �D�� Le nombre de pixels consid�er�es pour pr�edire la va	
leur du pixel courant est appel�e l�ordre du pr�edicteur� Il a �et�e montr�e que la qualit�e
visuelle de l�image reconstruite n�augmentait sensiblement plus �a partir d�un ordre
sup�erieur �a ��

Une solution largement utilis�ee pour calculer les coe�cients optimaux de 	 est de
minimiser l�erreur quadratique moyenne de pr�ediction �


�
e � E��xm �

m��X
i��

�ixi�
��

Cela revient �a rendre l�erreur de pr�ediction orthogonale aux m donn�ees du pr�edicteur
en v�eri
ant l�expression suivante �

E��xm �
m��X
i��

�ixi�xi� � �� �i � � � � �m� ��

Les m produits scalaires doivent �etre nuls� La r�esolution de ces m �equations don	
nant les m coe�cients fait intervenir des termes interm�ediaires d�autocorr�elation�
La r�esolution du syst�eme de m �equations �a m inconnues demande trop de calculs
pour que la pr�ediction se fasse pour chaque image en temps r�eel� Une solution est
de calculer un pr�edicteur global qui puisse �etre utilis�e pour un maximum d�images
di��erentes�
Une fonction d�autocorr�elation s�eparable fr�equemment utilis�ee en traitement d�images
est donn�ee �pour des images �a valeur moyenne nulle� par �

Rk�l � 
��jkjv �
jlj
h

o�u 
� est la variance de l�image� k et l sont les d�eplacements horizontaux et verticaux�
et �h �resp� �v� est le coe�cient de corr�elation dans la direction horizontale et �resp�
verticale��

x
C D

A

B

y

Fig�  	 Pr�ediction �a partir des pixels pr�ec�edents�



���� COMPRESSION NON R�EVERSIBLE DES IMAGES �

Par exemple� un pr�edicteur d�ordre � dont les pixels intervenant dans le calcul des
coe�cients sont ceux de la 
gure  est donn�e par xm � �hA� �v�hB � �vC �cette
formule est correcte pour des images �a valeur moyenne nulle��

Nous donnons ci	apr�es quelques exemples de pr�edicteurs d�ordre �� � ou � utilis�es
pour le codage d�images quelconques �
xm � ����A
xm � ��A� ��C
xm � ���A� ����B � ���C
xm � ���A� ��B � ���C
xm � A�B � C

���� Quanti�cation vectorielle

Les techniques de compression d�images exploitent g�en�eralement la redondance
statistique pr�esente dans l�image� Les di��erentes m�ethodes vues jusqu�ici e�ectuent
une quanti
cation scalaire sur des �echantillons �pixels individuels de l�image�� La
compression par transform�ee �DCT ���� quanti
e les �echantillons issus de blocs
transform�es d�images� Le codage pr�edictif quanti
e une erreur �di��erence� entre
l��echantillon courant et sa pr�ediction� Mais ces valeurs ne sont jamais totalement
d�ecorr�el�ees� ou ind�ependantes� Shannon a montr�e qu�il �etait toujours possible d�am�eliorer
la compression de donn�ees en codant des vecteurs plut�ot que des scalaires� cela
�etant vrai m�eme si la source est sans m�emoire �simple�� La quanti
cation vecto	
rielle� d�evelopp�ee par Gersho et Gray ������ fait aujourd�hui l�objet de nombreuses
publications dans le domaine de la compression des images num�eriques �����

Principe de la quanti�cation vectorielle

Un quanti
cateur peut �etre vu comme une application Q associant �a chaque
vecteur d�entr�ee Xi � �xj� j � � � � � k� un vecteur Yi � �yj� j � � � � � k� � Q�Xi�

choisi parmi un dictionnaire de taille 
nie� C � � �Xl� l � � � � � Nc�� C peut �etre vu
comme un catalogue de formes�

XNc

min d(X, Xi)
i

X1

X3

XNc

X1

X3

index  j

adressage 
du

dictionnaire

DecodeurCodeur

dictionnairedictionnaire

X

vecteur d’entree

Q(X)

vecteur de sortie

Canal de transmission

Fig� � 	 Principe du quanti�cateur vectoriel�
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Le quanti
cateur est compl�etement d�ecrit par �

� le dictionnaire �codebook� C�

� le partitionnement S � �Si� i � � � � � Nc� qui divise l�espace d�entr�ee en Nc

vecteurs Xi� et qui leur fait correspondre un vecteur �reconstruit� Q�Xi� � �Xi�

La quanti
cation vectorielle peut aussi �etre vue comme une combinaison de deux
fonctions �

� un codeur qui prend en entr�ee un vecteur Xi et qui recherche dans un diction	
naire l�adresse du vecteur lui ressemblant le plus�

� un d�ecodeur qui re coit l�adresse et g�en�ere le vecteur �Xi correspondant du
dictionnaire� Ce vecteur est une approximation du vecteur Xi �a coder�

Calcul du taux de compression

Le d�ebit est donn�e par R � log�Nc

k
bits par pixel� Il est li�e �a la dimension k des

vecteurs �a coder de la s�equence d�apprentissage et �a la taille du dictionnaire�

exemple� Pour un d�ebit 
x�e �a un bit par pixel et des vecteurs compos�es
de blocs d�image de taille �� �� le dictionnaire doit contenir �� vecteurs
��� vecteurs repr�esentant ��	 vecteurs possibles�� Si la taille des vecteurs
de l�image �a coder est de � � �� le dictionnaire contient ��� vecteurs
�repr�esentant ���� vecteurs possibles��

Plusieurs questions se posent lors de l��elaboration d�un quanti
cateur vectoriel �

� Le choix de l�entit�e vectorielle � un vecteur peut �etre form�e des niveaux de gris
d�un ensemble de pixels voisins �QV spatiale�� d�une suite de coe�cients issus
de la transformation d�un bloc d�image �QV �a transform�ee�� des � composantes
couleurs d�un pixel� ou autres�

� Le choix d�une mesure de distorsion permettant la construction du dictionnaire
ainsi que la mesure de ressemblance entre vecteurs�

� La g�en�eration du dictionnaire optimal en partant d�un dictionnaire initial �a
construire�

� L�organisation du dictionnaire� facilitant la recherche des vecteurs lors de la
quanti
cation� ou plus g�en�eralement� la structure du quanti
cateur vectoriel�

Mesure de la distorsion

Di��erentes mesures de distorsion ont �et�e propos�ees dans la litt�erature� La mesure
id�eale doit �evaluer la qualit�e subjective de l�image reconstitu�ee�
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Faute de mod�ele 
able de qualit�e subjective� l�erreur quadratique moyenne est la
mesure la plus souvent utilis�ee en raison de sa simplicit�e� Elle s�exprime par �

d�X�Y � �
kX
i��

jxi � yij��

Une mesure plus g�en�erale est l�erreur quadratique moyenne pond�er�ee� donn�ee par �
d�X�Y � � �X � Y �P �X � Y �t �

Pk
i��

Pk
j�� Pi�j�xi � yi��xj � yj�� o�u P est une

matrice carr�ee d�e
nie positive� sym�etrique�

G�en�eration du dictionnaire

Le but est de construire un dictionnaire optimal compos�e de Nc vecteurs� mini	
misant une distorsion moyenne donn�ee par �

D�X�Q�X�� �
�

Nc

NcX
i��

d�Xi� �Xi��

Un algorithme de classi
cation connu sous le nom de LBG� pr�esent�e en ���� par
Linde� Buzo et Gray ������ retourne un dictionnaire localement optimal� Le diction	
naire peut �egalement �etre obtenu �a l�aide de cartes de Kohonen ����� ou de techniques
d�optimisation stochastique telles que le recuit simmul�e� ce dernier permettant d�at	
teindre le minimum global au prix d�un accroissement du co�ut de calculs �����

Algorithme de Linde�Buzo�Gray

Cet algorithme connu sous le nom de LBG est une g�en�eralisation de la m�ethode
non variationnelle propos�ee par Lloyd ����� en ����� pour la quanti
cation scalaire�
Il a pour but de g�en�erer une partition sur une image �s�equence d�apprentissage��
partant d�un dictionnaire initial compos�e de vecteurs les plus ��eloign�es� possible�
Ces vecteurs doivent �etre repr�esentatifs des vecteurs rencontr�es parmi les images �a
coder� L�algorithme it�eratif converge vers un dictionnaire localement optimal�

Un quanti�cateur vectoriel $Q est dit 	globalement
 optimal s�il minimise une distor�
sion D donn�ee� $Q est optimal si pour tout autre quanti�cateur Q compos�e comme
$Q d�un dictionnaire �a Nc vecteurs� on a D� $Q� � D�Q��
Q est localement optimal si D�Q� est un minimum local � une faible perturbation sur
Q augmente la distorsion D�Q��

D�etail de l�algorithme LBG

�� On se donne un dictionnaire initialC� compos�e deNc vecteurs �Xi�i � � � � � Nc��
une mesure de distorsion d� un seuil � � �� un compteur d�it�eration l � �� une
distorsion moyenneDl�� initialis�ee avec une tr�es grande valeur et une s�equence
d�apprentissage compos�ee de n vecteurs �Xj � j � � � � � n��

�� Partant du dictionnaire C l � � �Xi� i � � � � � Nc�� trouver la partition Sl �
�Si� i � � � � � Nc� de la s�equence d�apprentissage minimisant la distorsion �
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Xj 
 Si si d�Xj � �Xi� � d�Xj � �Xm���m� Autrement dit �
� Pour tous les vecteurs Xj de la s�equence d�apprentissage �j � � � � � n�

� Pour tous les vecteurs �Xi du dictionnaire �i � � � � � Nc�
� Si d�Xj � �Xi� � d�Xj � �Xl���l alors Xj 
 Si�

La recherche de la distorsion minimale d�e
nit une r�egion de d�ecision Si pour
chaque vecteur �Xi du dictionnaire� Chaque vecteur Xj de la s�equence d�ap	
prentissage inclus dans la r�egion de d�ecision Si est approxim�e par le vecteur
�Xi associ�e�

�� Calculer la distorsion moyenne � Dl � D�C l� Sl� � �
n

nP
j��

min X�Cl d�Xj � �X��

Cette expression permet de calculer la moyenne des distorsions minimales
entre les n vecteurs Xj de la s�equence d�apprentissage et les vecteurs d�ap	

proximation �X correspondant ��a ce niveau d�it�eration de l�algorithme��

�� Si D
l���Dl

Dl � �� � ������� le dictionnaire C l est conserv�e� La proc�edure s�arr�ete�
Sinon� continuer�

� Rechercher l�ensemble optimal des vecteurs d�approximation �X�Sl� � �X�Si��
�i � � � � � Nc��
�X�Si� � �

jjSijj
P

j�Xj�Si
Xj est le barycentre �centro%�de� de la partition Si� Le

nouveau vecteur d�approximation de chaque partition est le barycentre de tous
les vecteurs de la s�equence d�apprentissage appartenant �a la partition� jjSijj est
le nombre de vecteurs d�apprentissage Xj inclus dans la cellule Si� L�utilisation

de l�erreur quadratique moyenne �RMS� pour le calcul des vecteurs �X�Si�
reviendrait �a calculer la moyenne des vecteurs de la s�equence d�apprentissage
�a l�int�erieur des r�egions Si�

�� Actualiser le dictionnaire � C l�� � �X�Sl�� incr�ementer l et aller �a l��etape ����

Choix du dictionnaire initial

Di��erentes solutions permettent la g�en�eration du dictionnaire initial n�ecessaire �a
l�algorithme LBG� Nous n�en citerons que deux �

� M�ethodes al�eatoires�
Les Nc vecteurs sont regroup�es al�eatoirement pour former le dictionnaire ini	
tial� Une solution est de prendre Nc vecteurs dans la s�equence d�apprentissage�
ou dans di��erentes images� Les vecteurs doivent �etre le plus ��eloign�es� pos	
sible� Ce choix de vecteurs am�ene souvent l�algorithme dans un minimum local
loin du minimum global�

� M�ethode des divisions successives�
Linde� Buzo et Gray ont propos�e de partir de la s�equence d�apprentissage� Le
centro%�de de celle	ci �moyenne de tous les vecteurs de la s�equence� est calcul�e�
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Le vecteur r�esultant est divis�e en deux �la division est r�ealis�ee en ajoutant
une quantit�e � et � au vecteur�� L�algorithme LBG est ensuite ex�ecut�e
pour retourner un dictionnaire optimal de taille �� Le processus est it�er�e pour
retourner un dictionnaire optimal de taille ��� ��� � � � � et en
n Nc�

Organisation du dictionnaire

L�organisation du dictionnaire est tr�es importante car elle facilite la mise en cor	
respondance du vecteur �a quanti
er avec son approximation dans le dictionnaire� Le
crit�ere utilis�e pour la mise en correspondance est la distance quadratique �MSE��

Quanti�cation �a recherche exhaustive�

Pour chaque vecteur d�entr�ee� le vecteur d�approximation est recherch�e dans tout le
dictionnaire� Le co�ut de calcul �evolue en O�n�Nc� o�u n est le nombre de vecteurs �a
quanti
er et Nc le nombre de vecteurs dans le dictionnaire�

Quanti�cation �a recherche arborescente�

Buzo et al� ���� ont propos�e une recherche dans un arbre �TSVQ � Tree Search
VQ�� dans le but d�acc�el�erer la quanti
cation� Le dictionnaire est construit en appli	
quant successivement l�algorithme LBG sur des sous	espaces ind�ependants de taille
d�ecroissante� Si l�arbre est de dimension �� la s�equence �a quanti
er est au d�epart
divis�ee en deux �premier niveau de l�arbre binaire�� Le deuxi�eme niveau de l�arbre
est ensuite compos�e de � n#uds� Le processus s�arr�ete lorsque le nombre de vecteurs�
ou de sous	espaces est su�sant�

exemple� Consid�erons un arbre binaire contenant � vecteurs d�approxi	
mation� La taille de l�arbre est dans ce cas de �� car il faut m�emoriser les
vecteurs interm�ediaires� La recherche d�un vecteur particulier n�ecessite
� calculs de distance au lieu de ��

Avantage de la TSVQ � la recherche dans le dictionnaire est acc�el�er�ee car une partie
seulement de l�arbre est parcourue�
Inconv�enients �

� La taille du dictionnaire est plus importante

� Au cours de la quanti
cation� une fois qu�une branche est s�electionn�ee� le
vecteur recherch�e ne pourra plus �etre compar�e avec les vecteurs d�une branche
voisine�

Quanti�cation 	a codes produits

Lorsqu�un vecteur peut �etre d�ecompos�e en sous	vecteurs ayant des propri�et�es
di��erentes et ind�ependantes� plusieurs quanti
cateurs peuvent �etre d�evelopp�es pour
coder chacun des sous	vecteurs ������ Ce type de quanti
cation est en g�en�eral sous
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optimal lorsqu�on la compare �a la quanti
cation vectorielle �a recherche exhaustive
bas�ee sur un seul dictionnaire de m�eme taille e�ective�
Taille e�ective � Consid�erons deux dictionnaires de tailles N et M � permettant la
quanti
cation de l�orientation et de l�amplitude de vecteurs� La taille e�ective du
dictionnaire global est NC � N �M �N orientations di��erentes pour chaque ampli	
tude� alors que l�on ne m�emorise qu�un dictionnaire de taille N �M � L�avantage de
cette m�ethode est sa robustesse vis �a vis du nombre important d�images di��erentes
�a quanti
er�

Quanti�cation vectorielle spatiale

La quanti
cation vectorielle spatiale ���� op�ere directement sur l�image� Celle	
ci est partitionn�ee en blocs de pixels formant des vecteurs de niveaux de gris�
Di��erentes approches ont �et�e propos�ees dans le but de faciliter la recherche des
vecteurs dans le dictionnaire� et d�am�eliorer la qualit�e de la quanti
cation�

Quanti�cation vectorielle 	a moyenne et�ou gain s�epar�es

Murakami et al� ����� ont propos�e un quanti
cateur vectoriel codant des vecteurs
�blocs d�image� �a moyenne nulle et variance unitaire� La moyenne et la variance sont
quanti
�ees de fa con scalaire� ou par un quanti
cateur vectoriel de dimension ��
Des variantes de cette m�ethode sont la quanti
cation vectorielle �a moyenne s�epar�ee
�M!SVQ � Mean!Shape VQ� �� et la quanti
cation vectorielle r�esiduelle �a moyenne
s�epar�ee �M!RVQ� ���� Dans la premi�ere� la moyenne est quanti
�ee scalairement et le
vecteur �a moyenne nulle est quanti
�e vectoriellement� La deuxi�eme quanti
e de fa con
vectorielle le vecteur d�entr�ee auquel on soustrait au pr�ealable la moyenne du signal
d�entr�ee� quanti
�ee de fa con scalaire� De cette mani�ere� les erreurs de quanti
cation
scalaire et les �e�ets de blocs� trop visibles sont r�eduits�

Quanti�cation vectorielle 	a classi�cation

Une classi
cation est r�ealis�ee sur chaque vecteur image de mani�ere �a utiliser
di��erents dictionnaires pour chaque classe �textures� fronti�eres� homog�enes ���� ����� �����
Cette m�ethode permet de quanti
er plus e�cacement les vecteurs incluant les fronti�eres
de l�image�

Beaucoup d�autres approches ont �et�e pr�esent�ees dans la litt�erature� Nous citerons
la quanti
cation vectorielle hi�erarchique� la quanti
cation vectorielle �a dictionnaire
rafra��chi� la quanti
cation vectorielle pr�edictive ������

Quanti�cation vectorielle 	a transform�ees

L�association de la quanti
cation vectorielle avec une technique de compression
indirecte �op�erant dans un espace transform�e� permet des taux de compression im	
portants� Di��erentes �etudes ont montr�e qu�il �etait judicieux de quanti
er de mani�ere
vectorielle les coe�cients issus d�une repr�esentation multir�esolution de l�image ���
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ou d�une transformation en cosinus discr�ete ����

����� Quanti�cation vectorielle alg�ebrique

La quanti
cation vectorielle alg�ebrique �QVA� ou �Lattice Vector Quantization�
�LVQ� est une m�ethode permettant de r�eduire sensiblement le co�ut des calculs
par rapport aux quanti
cateurs utilisant des m�ethodes d�apprentissage� Ceci est
d�u au fait que le dictionnaire est d�e
ni a priori comme un ensemble de vecteurs
r�eguli�erement r�epartis dans l�espace� Les vecteurs appartiennent �a un r�eseau r�egulier
in
ni de points� La d�e
nition du dictionnaire consiste �a ne conserver qu�un nombre

ni de points dans le r�eseau� �a l�int�erieur d�une pyramide multidimensionnelle ou
d�une hypersph�ere� centr�ee sur l�origine� De plus� la structure r�eguli�ere facilite la
d�e
nition d�algorithmes simples et rapides de quanti
cation au sein du r�eseau ���
������

R�eseaux r�eguliers de points

Un r�eseau r�egulier & de points dans Rn est d�e
ni par ���� �

�n � fY 
 Rn���u�� � � � � un�t 
Zn�X �
nX
i��

uia
t
ig

o�u les vecteurs lin�eairement ind�ependants ai �i � � � � � n� appartiennent �a l�espace
R
m avecm � n� A chacun des points Y du r�eseau est associ�ee une r�egion de Vorono%��

comprenant l�ensemble des points les plus proches de Y 
 &n que de n�importe quel
autre point du r�eseau� Parmi les r�eseaux r�eguliers couramment utilis�es� on peut citer �

Le r�eseau Zn

Ce r�eseau regroupe l�ensemble des points de Rn �a coordonn�ees enti�eres�

Z
n � fY � �y�� � � � � yn� 
 Rn�yi 
Zg

Si n � �� les r�egions de Vorono%� sont des carr�es�

Le r�eseau D n
Ce r�eseau regroupe l�ensemble des points deZn dont la somme des coordonn�ees est
paire�

D n � fY � �y�� � � � � yn� 
Zn�
nX
i��

yi � � mod���g

Si n � �� les r�egions de Vorono%� sont des losanges� Ce r�eseau est utile pour la
d�e
nition des r�eseaux r�eguliers En et &�� �voir ������

Quanti�cation rapide

La quanti
cation consiste �a associer un vecteur d�entr�ee X �a l�un des points du
r�eseau r�egulier� Par exemple� dans le cas simple du r�eseau Zn le point Y du r�eseau
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repr�esentant un vecteur d�entr�ee X r�eel est �

Y � f�x� � �f�x��� � � � � f�xn�� � X 
 Rn et Y 
Zn

o�u f�x� est l�entier le plus proche de x�
D�autres algorithmes de quanti
cation rapide dans les r�eseaux D n � En et &�� ont �et�e
d�evelopp�es par Conway et Sloane �����

Conception du dictionnaire

La conception du dictionnaire consiste �a tronquer le r�eseau r�egulier� de mani�ere
�a ne conserver qu�un nombre 
ni de points� inclus dans une hypersurface� La forme
de l�enveloppe de l�hypersurface d�epend directement de la statistique de la source
�a coder� Dans ���� les auteurs consid�erent des lois Gaussiennes ou Laplaciennes qui
approximent bien les statistiques des sous	images de coe�cients d�ondelettes ou des
images d�erreur de pr�ediction dans les algorithmes de quanti
cation�

L�enveloppe de l�hypersurface est telle que les vecteurs du r�eseau ont m�eme pro	
babilit�e� Pour une loi gaussienne multidimensionnelle donn�ee par

fx�x� �
��



p
��
�n exp

�
� �

�
�

nX
i��

x�i

�
�

les points X qui ont la m�eme probabilit�e d�apparition d�e
nissent une surface �hy	
persph�ere� d��energie constante m� au sens de la norme L� �

nX
i��

x�i � kXk�� � m�

Pour une loi Laplacienne multidimensionnelle donn�ee par

fx�x� �
��



p
�
�n exp

�
�
p
�




nX
i��

jxij
�
�

les points X �equiprobables d�e
nissent une surface �pyramide� d��energie constante
m au sens de la norme L� �

nX
i��

jxij � kXk� � m

Dans chacun des cas� la troncature du r�eseau se fait sur l�hypersph�ere choisie� en
fonction de la statistique de la source� et de l��energie de troncature�
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Fig� � 	 Troncature du r�eseau Z� par une pyramide ��a droite� et une sph�ere ��a gauche� de

rayon � et d�enombrement des points du dictionnaire �points blanc et points noirs�

La phase suivante consiste �a d�enombrer les points inclus dans le dictionnaire� Ces
points sont r�epartis sur des surfaces imbriqu�ees �a la facon des poup�ees Russes� La
taille du dictionnaire est donc calcul�ee en comptant le nombre de points sur chacune
des surfaces puis en en faisant la somme� L�approche classique est d�utiliser les s�eries
g�en�eratrices th�eta ���� pour les sph�eres et les s�eries Nu pour les pyramides�

Principe de quanti�cation d�une source

Un algorithme global de quanti
cation d�une source vectorielle est donn�e dans
���� Dans le cas id�eal o�u le dictionnaire contient tous les vecteurs de la source� un
vecteur r�eel X est cod�e par l�index du point Y le plus proche dans le dictionnaire�
Dans le cas g�en�eral le dictionnaire ne contient pas tous les points de la source�
Une op�eration de normalisation de la source par un facteur d��echelle r est donc
n�ecessaire pour l�adapter au dictionnaire� De plus� di��erentes techniques d�indexage
des vecteurs dans le r�eseau dilat�e ont �et�e �etudi�ees ���� ���� car contrairement au cas
des codeurs vectoriels usuels� l�index d�un vecteur dans le dictionnaire n�est pas une
adresse dans un tableau�

����
 Codage par transform�ee

Les m�ethodes de codage qui invoquent des transformations d�images sont causales�
contrairement au codage pr�edictif qui consid�ere les �echantillons pr�ec�edemment �emis�
Le codage par transform�ee tel que nous le verrons dans la suite de cette section op�ere
sur les blocs d�une image� Une transformation unitaire a pour but de d�ecorr�eler les
�pixels image� �donn�ees d�entr�ee� de mani�ere �a compacter l��energie de l�image trans	
form�ee sur un faible nombre de composantes �coe�cients��

Transformation bidimensionnelle unitaire s�eparable
Nous donnons ci	apr�es les expressions d�une transformation bidimensionnelle di	
recte ��� et inverse ���� L�image originale F est compos�ee de pixels not�es f�i� j��
Les �el�ements g�u� v� sont les coe�cients de la transformation et l�ensemble fg�u� v�g
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constitue l�image transform�ee G�

g�u� v� �
N��X
i�j��

au�i��f�i� j��av�j� � G � AFAT ���

f�i� j� �
N��X
u�v��

a�u�i��g�u� v��a
�
v�j� � F � A�TGA� ���

Les ensembles fau�i�� u � � � � � N��g et fav�j�� v � � � � � N��g constituent deux
bases compl�etes et orthogonales de vecteurs monodimensionnels�

Images de base
Soit a�u le uieme vecteur de A�T � La matriceA�

u�v est d�e
nie par A�
u�v � a�ua

�T
v � L�image

F peut s��ecrire sous la forme F �
N��P
u�v��

g�u� v��A�
u�v

et par cons�equent g�u� v� � � F�A�
u�v ��

L�image transform�ee G s�exprime par une combinaison lin�eaire de matrices carr�ees
�N � N�� formant une �base d�images�� Le coe�cient g�u� v� est issu du produit
scalaire entre l�image �u� v� de la base et l�image F �a transformer � g�u� v� est la
projection de l�image F sur l�image �u� v� de la base�

Propri�et�es de la transformation unitaire

� Conservation de l��energie �
N��P
i�j��

jf�i� j�j� �
N��P
i�j��

jg�u� v�j��
Une transformation unitaire peut �etre vue comme la rotation d�un vecteur
F dans un espace vectoriel de dimension N �la transformation ex�ecute une
rotation des vecteurs de base et les coe�cients g�u� v� sont les projections de
F sur cette nouvelle base��

� Concentration de l��energie�
L��energie moyenne E�jg�u� v�j�� est in�egalement distribu�ee� Une grande partie
est concentr�ee sur un faible nombre de coe�cients�

� D�ecorr�elation�
Lorsque les pixels de l�image d�entr�ee F sont fortement corr�el�es� les coe�cients
transform�es tendent �a �etre d�ecorr�el�es� Les �el�ements en dehors de la diagonale
de la matrice de covariance �Rg � E��G � �g��G � �g��T �� tendent �a devenir
faibles par rapport aux �el�ements de la diagonale�
Remarque � Une matrice de covariance Rg dont seuls les �el�ements sur la diago	
nale sont di��erents de z�ero est la matrice d�une transformation optimale� en
terme de d�ecorr�elation des coe�cients�

Remarque � la transformation unitaire d�ecorr�ele les pixels voisins� compacte l��energie
sur un plus petit nombre de composantes mais ne fait pas de compression� La com	
pression est introduite dans la phase de quanti
cation des coe�cients�
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�Etude de di��erentes transformations d�images

� � Transformation de Karhunen Loeve �KLT�

La KLT est optimale en terme de compactage de l��energie� Les principaux in	
conv�enients de cette transformation sont dus au fait que les images de base sont
d�ependantes de l�image �a transformer�

Rappel � Les composantes y�l� et y�k� sont orthogonales si E�y�l�y�k�� � �� �k �� l�
Elles sont d�ecorr�el�ees si E�y�l�y�k�� � E�y�l��E�y�k�� �k �� l�
De plus� si y�l� et y�k� sont d�ecorr�el�ees et �a valeur moyenne nulle� elles sont ortho	
gonales�

Transform�ee de Karhunen Loeve monodimensionnelle �

Soit deux vecteurs al�eatoires Y � fy���� � � � � y�N�g et X � fx���� � � � � x�N�g
dont les composantes sont des variables al�eatoires� Les composantes du vecteur
d�entr�ee X sont en g�en�eral corr�el�ees entre elles� Le but de la KLT est de construire
le vecteur de sortie Y � UTX tel que ses composantes soient orthogonales� La trans	
form�ee inverse est �egale �a X � UY �

Soit E�XXT � � Rx la matrice d�autocorr�elation �a N � N �el�ements� engendr�ee par
le vecteur X� La matrice de Karhunen Loeve r�eduisant Rx �a sa forme diagonale r
s�exprime par U � �u� � � � uk�� Les vecteurs ui sont les vecteurs propres normalis�es de
la matrice sym�etrique Rx� rang�es dans un ordre d�ecroissant ��� � �� � � � � �N � ���
et �i sont les valeurs propres associ�ees� La forme diagonale de X est donn�ee par �

r � E�Y Y T � � E�UTXXTU � � UTE�XXT �U � UTRxU �

�
��������

�� � � � � �

� �� � � � �
���

���
� � �

���

� � � � � �N

�
							


avec �i �egales aux variances des composantes transform�ees�
Les composantes du vecteur transform�e Y sont orthogonales car la matrice E�Y Y T �
se r�eduit �a une matrice diagonale d��el�ements �i �E�y�k�y�l�� � �k��k � l���
Si la matrice Rx �etait la matrice de covariance de X� alors les composantes de Y
seraient d�ecorr�el�ees�

� � Transformation de Fourier Discr	ete � DFT

La DFT d�ecompose l�image en ses composantes spectrales � f�i� j� � f�u� v��
o�u �u� v� sont les coordonn�ees de l�image dans le domaine des fr�equences spatiales�
La transformation bidimensionnelle est donn�ee par ���� �

g�u� v� �
N��X
i�j��

f�i� j��au�i��av�j�� � � u� v � N � �
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o�u

au�i��av�j� � exp
�
����

�
ui

N
�
vj

N

�

Avantages �

� Le noyau �D de la transformation est s�eparable en deux transformations �D

� Un calcul de transformation rapide existe �FFT�� Le co�ut de calcul est en
O�N log�N� pour une image de taille N �N �

Inconv�enients �

� Les coe�cients g�en�er�es par la DFT sont complexes� au nombre de �N�� A cause
des propri�et�es de sym�etrie� pr�es de la moiti�ee des coe�cients sont redondants�

� Des composantes spectrales de repliement apparaissent� dues �a la p�eriodicit�e
implicite de l�image � �a bas d�ebits� les e�ets de bloc sont tr�es visibles�

� � Transformation en Cosinus Discr	ete � DCT

Lorsque les images pr�esentent une forte corr�elation entre pixels voisins� les images
de base de la DCT tendent �a �etre �egales �a celles de la transformation de Karhunen
Loeve �ces derni�eres d�ependant de l�image �a traiter� �����
La p�eriodicit�e implicite de la DCT� pour transformer une s�equence �D de longueur
n� est de �n� La s�equence est �etendue sur �n points par r�e"exion par rapport �a l�axe
vertical d�origine� Il n�y a pas dans ce cas de discontinuit�es de fronti�eres� contraire	
ment �a la DFT qui a une p�eriodocit�e implicite� pour la m�eme s�equence� de longueur
N � Lorsqu�un bloc d�image est transform�e par DFT� les erreurs apparaissent aux
bords du bloc� et sont beaucoup moins visibles lorsque le bloc est transform�e par
DCT� Pour cette raison� et puisque les calculs des coe�cients de la DCT se font
dans le domaine r�eel� la transformation DCT est tr�es utilis�ee en codage d�images�

����� Codage hi�erarchique

Cette classe de m�ethodes de codage permet la reconstruction progressive� ou
l�acc�es aux images de qualit�e et de r�esolution di��erentes� L�exemple souvent cit�e
est celui de la recherche d�images compress�ees dans une base de donn�ees� Le co	
dage hi�erarchique est aussi utile lorsque l�image compress�ee est utilis�ee par di��erents
�equipements de visualisation ou de transmission � �ecran de t�el�evision haute d�e
nition
�HDTV� avec incrustation d��ecran de moindre qualit�e� image sortie sur une impri	
mante de tr�es haute r�esolution� ou transmise sur une ligne t�el�ephonique �a basse
r�esolution� etc ���

Deux types de hi�erarchies sont �a distinguer �

� La hi�erarchie �a r�esolution 
xe � l�image reconstruite est de m�eme taille que
l�image originale mais chaque pixel est a�n�e au fur et �a mesure du d�ecodage�
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Nous citerons le codage par plan de bits� la quanti
cation vectorielle �a re	
cherche arborescente� le codage par transform�ees �codage zig	zag dans la norme
JPEG��

� La hi�erarchie �a r�esolution variable � la r�esolution spatiale de l�image recons	
truite �evolue� Les m�ethodes de compression sont dans ce cas bas�ees sur une
structure pyramidale r�eguli�ere ou irr�eguli�ere� La pyramide la plus simple est
constitu�ee d�une suite d�images de tailles d�ecroissantes jusqu��a une taille �egale
�a celle du pixel �sommet de la pyramide � apex�� Le passage du niveau �
�image originale� au niveau � se fait par simple moyennage des blocs de �
pixels en blocs de � pixel� Nous citerons dans cette classe les pyramides ob	
tenues par sous	�echantillonnage r�egulier ou irr�egulier� les pyramides obtenues
par moyennage� les pyramides Gaussiennes et Laplaciennes�

Codage par pyramide Laplacienne

Nous pr�esentons dans cette section l�algorithme de Burt et Adelson ���� permet	
tant de calculer la pyramideLaplacienne et montrons l�int�er�et d�une telle repr�esentation
pour la compression des images�
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Fig� � 	 Illustration de l�algorithme de Burt et Adelson�

L�image originale g��x� y� est dans un premier temps 
ltr�ee passe	bas pour re	
tourner une image de pr�ediction g��x� y�� L�image g��x� y� est calcul�ee en moyennant
localement les pixels �a l�aide d�un 
ltre �a r�eponse impulsionnelle proche d�une courbe
Gaussienne et peut donc �etre sous	�echantillonn�ee en vertu du th�eor�eme de Shannon
�le 
ltre utilis�e par Burt et Adelson permet un sous	�echantillonnage d�un facteur �����
La soustraction des deux images pr�ec�edantes avant sous	�echantillonnage de g��x� y�
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retourne une image d�erreur de pr�ediction l��x� y� d�entropie r�eduite� s�exprimant de
la mani�ere suivante �

l��x� y� � g��x� y�� g��x� y��

La proc�edure ainsi d�ecrite est it�er�ee n fois pour retourner deux ensembles gi�x� y� i �
� � � � n et li�x� y� i � � � � � n constitu�es d�images sous	�echantillonn�ees �a chaque niveau
d�un facteur ��� et donc de taille de plus en plus petite� Les deux ensembles forment
respectivement une pyramide Gaussienne et une pyramide Laplacienne� Les images
ln�x� y� et gn�x� y� au sommet des deux pyramides sont �egales et gn�x� y� est issue
de n 
ltrages passe	bas successifs de l�image originale �voir 
gure ���

Un algorithme rapide a �et�e propos�e par Burt et Adelson ���� en ���� pour calculer
la pyramide Laplacienne� Les images g��x� y� et l��x� y� sont obtenues par �

g��x� y� � reduce�g��x� y�� et

l��x� y� � g��x� y�� expand�g��x� y��

o�u la fonction reduce comprend un noyau gaussien �  qui n�est recalcul�e qu�un
�echantillon sur deux� Elle retourne une image de taille deux fois plus petite� 
ltr�ee
passe bas� La fonction expand est l�inverse de la fonction reduce� Elle r�ealise une
interpolation de mani�ere �a compenser la d�ecimation caus�ee par la fonction reduce�
La rapiditit�e en termes de co�uts de calculs de cet algorithme vient du fait que les
fonctions reduce et expand op�erent sur des images de taille de plus en plus petite
au fur et �a mesure de la construction de la pyramide�
De plus� le noyau gaussien peut �etre utilis�e pour d�eterminer la fonction de pond�eration
�equivalente hi�x� y� �a chaque niveau de la pyramide ����� hi�x� y� permet par convolu	
tion avec l�image originale d�obtenir directement l�image du niveau i de la pyramide
Gaussienne� La di��erence entre les deux convolutions de hi�x� y� et hi���x� y� avec
l�image originale retourne directement l�image i de la pyramide Laplacienne�

L�image originale g��x� y� est compl�etement cod�ee par la pyramide Laplacienne� En
n�utilisant pas de quanti
cateur� l�image originale est reconstruite de mani�ere exacte
en partant de l�image basse r�esolution gn�x� y�� En redescendant dans la pyramide�
les images gi�x� y� pour i allant de n� � �a � sont donn�ees par �
gure �� �

gi�x� y� � li�x� y� � expand�gi���x� y���

La compression dans ce sch�ema vient du fait que l�entropie et la variance des images
d�erreur de pr�ediction li�x� y� �du type passe	haut� est r�eduite �l�histogramme de
ces images est tr�es concentr�e sur z�ero�� Il est donc possible de les coder e�cace	
ment �a l�aide de codes �a longueur variable� L�image basse r�esolution gn�x� y� est elle
directement quanti
�ee puisqu�elle est de taille tr�es inf�erieure �a celle de g��x� y��

����� Codage sous�bandes

Le codage sous	bandes a �et�e initialement propos�e pour la compression du signal de
parole ���� en ����� Il consiste �a d�ecomposer le signal ou l�image en di��erentes bandes
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de fr�equences spatiales et �a coder chacune d�entre elles de mani�ere ind�ependante ou
non� Dans les sch�emas classiques� la bande spectrale du signal original est d�abord
divis�ee en deux parties �a l�aide de deux 
ltres num�eriques �passe	bas et passe	haut��
La proc�edure est ensuite r�ep�et�ee dans chacune des sous	bandes fr�equentielles� Le
r�esultat constitue une structure arborescente� sym�etrique ou non� compos�ee d�un
nombre entier de sous	bandes� Le signal est reconstruit par recombinaison des sous	
bandes �a l�aide de 
ltres d�interpolation� La 
gure � illustre une d�ecomposition
en quatre sous	bandes d�une image� L�image centre BF est une sous	image de basse
r�esolution� Les quatre sous	images centre BF� horizontal HF� vertical HF et diagonal
HF correspondent �a quatre sous	bandes fr�equentielles directionnelles�
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Fig� � 	 D�ecomposition d�une image en sous	bandes�

Analyse�synth	ese

Soit un signal d�entr�ee unidimensionnel xn� dont la transform�ee en z est not�ee
S�z�� Le signal est d�ecompos�e en deux signaux �a largeur de bande spectrale limit�ee�
�a l�aide d�un 
ltre passe	bas Ha�z� et d�un 
ltre passe	haut Ga�z�� Les signaux sont
ensuite sous	�echantillonn�es d�un facteur � puis cod�es� Le sous	�echantillonnage per	
met de conserver le m�eme nombre total d��echantillons que dans l�image originale�
La reconstruction se fait par sur	�echantillonnage d�un facteur � en intercalant dans
chacune des sous	bandes des z�eros entre les �echantillons� Les signaux sont ensuite

ltr�es pour interpolation� par respectivement un 
ltre passe	bas Hr�z� et un 
ltre
passe	haut Gr�z�� puis recombin�es pour retourner le signal reconstruit �xn�

La transform�ee en z de �xn est donn�ee par �

�S�z� �
�

�
�Hr�z��Ha�z��Gr�z��Ga�z��S�z��

�

�
�Hr�z��Ha��z��Gr�z��Ga��z��S��z�

Le premier terme repr�esente une version pond�er�ee du signal original� alors que le
deuxi�eme est d�u �a un repliement spectral�
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La reconstruction est exacte si �S�z� � S�z� et donc si

Hr�z��Ha�z� �Gr�z��Ga�z� � �

Hr�z��Ha��z� �Gr�z��Ga��z� � �

Plusieurs solutions ont �et�e propos�ees pour r�esoudre ce syst�eme de � �equations �a �
inconnues� Dans ce cadre� on peut citer les Filtres Miroirs en Quadrature �QMF��
les Filtres Conjugu�es en Quadrature �CQF�� et les Filtres �a Noyau Court�

Les 
ltres QMF propos�es par Esteban et Galand �� sont compos�es d�une paire
de 
ltres �a gains sym�etriques par rapport au quart de la fr�equence de Shannon	
Nyquist �e�et miroir� et �a phases d�ecal�ees de �

�
�quadrature�� Ils sont synth�etis�es

par des 
ltres �a r�eponse impulsionnelle �a dur�ee limit�ee �FIR�� �a phase lin�eaire� avec
un nombre pair de coe�cients� Ils doivent respecter les conditions suivantes �

Ga�Z� � Ha��z�
Hr�z� � Ha�z�

Gr�z� � �Ga�z�

La transform�ee en z de �S�z� est donn�ee par

�S�z� � �H�
a�z��G�

a�z��S�z��

Le terme entre crochets n�introduit pas de distorsion de phase mais son module n�est
pas facile �a rendre �egal �a l�unit�e� Le 
ltre satisfaisant cette derni�ere condition est de
longueur �� En pratique� on tol�ere une certaine distorsion d�amplitude en utilisant
des 
ltres assez longs pour avoir une meilleure s�electivit�e fr�equentielle�

Une solution visant �a �eliminer les � types de distorsion �repliement de spectre� dis	
torsion de phase et d�amplitude� est propos�ee par Smith et Barnwell ���� par l�uti	
lisation de 
ltres CQF� autorisant un retard R sur le signal reconstruit � �sn�R � sn�
Les 
ltres doivent v�eri
er �avec R �egal �a l�ordre des 
ltres� �

Hr�Z� � Ga��z�
Gr�z� � �Ha��z�

Ga�z� � �Ha��z���z�R

Dans ce cas� la transform�ee en z de �S�z� est donn�ee par �

�S�z� � �Ha�z��Ha�z
����Ha��z��Ha��z����z�RS�z��

Le 
ltre Ha�z� est approximativement �a phase lin�eaire� L�inconv�enient est que les

ltres g�en�er�es sont asym�etriques�

Le Gall et Tabatabai ont propos�e ���� des 
ltres �a noyau court� �a phase lin�eaire�
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et permettant une reconstruction exacte du signal original� L�avantage est le faible
co�ut de calcul d�u �a la courte longueur des 
ltres� L�inconv�enient est la faible capacit�e
de s�eparation des bandes fr�equentielles des 
ltres�

Nussbaumer et Vetterli ����� ont quant �a eux propos�e l�utilisation de 
ltres Pseudo	
QMF autorisant une d�ecomposition non exacte mais directe en N sous	bandes par
modulation d�un seul 
ltre passe	bas prototype� La d�ecomposition ne s�e�ectue
pas de mani�ere it�erative comme dans les sch�emas classiques� ce qui implique des
largeurs de bandes constantes� L�avantage de la m�ethode est qu�elle permet une
d�ecomposition du signal en un nombre �elev�e de sous	bandes� contrairement aux
m�ethodes it�eratives pour lesquelles les erreurs se propagent d�un �etage �a l�autre�

Des travaux permettant une d�ecomposition en sous	bandes en une seule �etape ont
aussi �et�e propos�es par Diab dans ����� Les auteurs d�ecomposent le signal en B sous	
bandes fr�equentielles dans le domaine de la Transform�ee en Cosinus Discr�ete� �a l�aide
de 
ltres id�eaux� Par transform�ee en Cosinus Discr�ete inverse� les B sous	images ob	
tenues sont ensuite quanti
�ees et cod�ees �dans le domaine spatial��

Codage�d�ecodage

La quanti
cation et le codage des sous	bandes sont en g�en�eral pr�ec�ed�es d�une
phase d�allocation de bits� Le nombre de bits allou�e �a chacune des sous bandes est
variable et est calcul�e de mani�ere �a r�eduire l�erreur quadratique moyenne de quan	
ti
cation� Cette phase peut elle	m�eme �etre pr�ec�ed�ee d�une phase de pond�eration
psychovisuelle de la variance des sous	bandes� bas�ee sur la sensibilit�e de l�#il hu	
main �a des images de fr�equences spatiales di��erentes ����� �����
La quanti
cation des sous	bandes peut �etre scalaire �uniforme ou optimale� ou bien
vectorielle� Elle se fait de mani�ere ind�ependante sur chacune des images des sous	
bandes�
Le codage peut lui se faire en consid�erant plusieurs images du m�eme type �orienta	
tions horizontales� verticales ou diagonales� dans di��erentes sous	bandes� Le sch�ema
classique utilise un codeur de Hu�man pour chaque sous	bande� Une �etude d�etaill�ee
sur l�utilisation de codeurs pr�edictifs di��erentiels �MICD� adapt�es aux caract�eristiques
des images dans les di��erentes sous	bandes est donn�ee dans la r�ef�erence �����

����� Codage par ondelettes

S� Mallat ����� a propos�e en ���� un op�erateur permettant �

� d�approximer une fonction �a une r�esolution � �m�

� de retrouver la di��erence entre l�approximation �a la r�esolution �m�� et la
r�esolution �m� en d�ecomposant la fonction sur une base d�ondelettes ortho	
gonales�

�� la r�esolution de l�image originale est not�ee ��� et les r�esolutions inf�erieures sont not�ees �m

avec m � ��
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L�ensemble de ces deux op�erations donne lieu �a une repr�esentation multir�esolution
compl�ete et orthogonale appel�ee repr�esentation en ondelettes� que nous introduisons
dans les sections suivantes�

D�e�nition des ondelettes

Les ondelettes sont des fonctions g�en�er�ees �a partir d�une fonction m�ere '� par
dilatations et translations� Dans le cas monodimensionnel� la fonction ' s��ecrit �

'a�b�x� �
�q
jaj

'�
x� b

a
�

o�u l�indice a repr�esente un facteur d��echelle et l�indice b est un facteur de transla	
tion� L�ondelette m�ere ' doit �etre de carr�e int�egrable et doit satisfaire la conditionR j�'���j�j�j��d� ���
L�id�ee de base de la transform�ee en ondelettes est de repr�esenter l�information conte	
nue dans une fonction f�x� de carr�e int�egrable �a une �echelle a et une position b� La
fonction f�x� est vue comme une superposition d�ondelettes�
Dans le cas discret� les coe�cients a et b sont donn�es par �

a � am� et b � nb�a
m
� avec m�n 
 Z� a� � �� et b� � ��

De plus� dans le cas o�u a� � � et b� � �� il est montr�e ����� qu�il existe des fonctions
' telles que l�ensemble f'm�ngm�n�Z� constitue une base orthogonale de fonctions
de carr�e int�egrable� L�ondelette est alors d�e
nie par la relation suivante �

'm�n�x� � �
�m
� '���mx� n�

et la d�ecomposition en ondelettes d�une fonction f�x� s��ecrit �

f �
X
m�n

Dm�n�f� 'm�n

o�u Dm�n est appel�e coe�cient d�ondelette� repr�esentant une mesure des variations
locales du signal� Sa valeur est importante si l�ondelette ' �a l��echelle m et �a la
position n est proche de la structure locale de f �
Les coe�cients d�ondelette Dm�n sont donn�es par la relation suivante �

Dm�n�f� � h'm�n� fi �
Z

'm�n�x�f�x�dx�

De nombreuses bases correspondant �a diverses ondelettes ont �et�e propos�ees ���� �����
����� La plus simple de celles	ci est la base de Haar pour laquelle la fonction '�x�
vaut � sur l�intervalle ��� �� �� 	� sur ���� �� et � ailleurs�

Analyse multir�esolution

Le concept d�analyse multir�esolution fait intervenir deux fonctions �

� l�ondelette m�ere ' et
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� une fonction d��echelle 	 d�e
nie par 	m�n�x� � �
�m
� 	���mx� n��

L�ensemble f	m�n�x�gn�Z constitue une base orthonormale de l�espace vectoriel Vm
�Vm repr�esente l�ensemble de toutes les approximations possibles �a la r�esolution �m

des fonctions dans L��R���
L�approximation du signal �a la r�esolution �m contient toute l�information n�ecessaire
pour calculer le m�eme signal �a une r�esolution inf�erieure �m��� ��m 
 Z� Vm�� � Vm��
Pour une r�esolution m 
x�ee� l�ondelette 'm�n est d�e
nie dans un espace vectoriel
Om qui est le compl�ement orthogonal de Vm dans Vm�� � Om est orthogonal �a Vm�
Om � Vm � Vm���
Dans ce cas� les coe�cients h'm�n� fi �projection orthogonale du signal original
sur Om� repr�esentent l�information perdue en passant de l�approximation de f �a
la r�esolution �m�� �a une r�esolution plus grossi�ere �m�
Remarque � l�approximation �a la r�esolution �m du signal f est �egale �a sa projection
orthogonale hf� 	m�ni sur Vm�

Tout ce qui pr�ec�ede peut �etre transcrit dans un algorithme propos�e par S� Mal	
lat ������ bas�e sur des 
ltres �a r�eponse impulsionnelle 
nie donn�es par �

Dm�n�f� �
X
k

g�n�k Am���k�f� � h'm�n� fi et

Am�n�f� �
X
k

h�n�k Am���k�f� � h	m�n� fi�

o�u �
gl � ����l h��l

hn � �
�

�

Z
	�x� n� 	��x�dx

sont les r�eponses impulsionnelles de 
ltres discrets not�es H et G�
Ces deux �equations d�e
nissent une d�ecomposition en sous	bande du signal� �a partir
d�un 
ltre passe	bas H et un 
ltre passe	haut G�
La reconstruction exacte �due �a l�orthonormalit�e entre les bases d�ondelettes� �a la
r�esolution sup�erieure est donn�ee par �

Am���k�f� �
X
n

�h�n�kAm�n�f� � g�n�kDm�n�f���

S� Mallat d�e
nit quelques contraintes suppl�ementaires sur la construction des 
ltres
h et g� dont nous parlerons pas ici� Le lecteur interess�e se r�ef�erera �a l�article de
Mallat������

La d�ecomposition du signal sur une base d�ondelettes orthogonales relativement
douces permet une reconstruction exacte� Cependant� en compression num�erique�
il est n�ecessaire d�imposer des contraintes sur l��elaboration des 
ltres� Ces derniers
doivent �etre �

� courts ��a support compact� pour minimiser les temps de calcul



�� CHAPITRE �� COMPRESSION DES IMAGES NUM�ERIQUES FIXES

� sym�etriques ��a phase lin�eaire�

Des travaux ant�erieurs ���� ont montr�e que les conditions �enonc�ees ne peuvent pas
�etre satisfaites simultan�ement et qu�une solution est de restreindre la contrainte d�or	
thogonalit�e en utilisant des bases d�ondelettes bi	orthogonales ���� L�approximation
Am�n�f� et la di��erence d�information Dm�n�f� dans la phase d�analyse s��ecrivent
dans le cas bi	orthogonal de la m�eme mani�ere que dans le cas orthogonal� La re	
construction �phase de synth�ese� se fait quant �a elle �a l�aide de deux 
ltres (h et (g
suppl�ementaires �

Am���k�f� �
X
n

�(h�n�kAm�n�f� � (g�n�kDm�n�f���

o�u h� g� (h et (g respectent �

(gn � ����nh��n�

gn � ����n(h��n�

X
n

hn(hn��k � �k���

Application 	a l�image

S� Mallat a d�e
ni une fonction d��echelle �D s�eparable s��ecrivant
	�x� y� � 	m�nx�x�	m�ny�y� � 	�x�	�y�� o�u 	�x� est une fonction d��echelle mono	
dimensionnelle� L�information de di��erence entre deux approximations de l�image
originale se calcule dans ce cas �a partir de trois ondelettes bidimensionnelles d�e
nies
par �

'H�x� y� � 	�x�'�y��

'V �x� y� � '�x�	�y��

'D�x� y� � '�x�'�y��

Une telle repr�esentation multir�esolution de l�image fournit �a chaque �echelle les
quatre sous	images d�ecorr�el�ees suivantes �

� une image de faible r�esolution�

� une image de d�etails horizontaux�

� une image de d�etails verticaux�

� une image de d�etails diagonaux�

Cette d�ecomposition� lorsqu�elle est r�ealis�ee �a l�aide de 
ltres �D est bien s�ur �a
rapprocher du codage en sous	bandes d�ecrit dans la section ������
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Application de la transform�ee en ondelettes 	a la compression des images

Barlaud et al� proposent de quanti
er vectoriellement les coe�cients d�ondelettes
orthogonales ��� puis bi	orthogonales ���� Leur algorithme consiste �a construire un
dictionnaire �multir�esolution�� Chaque sous	image de la d�ecomposition est cod�ee
s�epar�ement� Le dictionnaire est ainsi constitu�e de plusieurs sous	dictionnaires de
petite taille� optimis�es pour le codage de chacune des r�esolutions� Il en r�esulte un gain
de temps au niveau de la recherche des vecteurs de codage� ainsi qu�une meilleure
restitution des hautes fr�equences� qui �etaient liss�ees par l�algorithme LBG appliqu�e
directement sur l�image originale� La quanti
cation est faite de mani�ere plus ou
moins grossi�ere en fonction des r�esolutions� en tenant compte de la sensibilit�e de
l�#il humain�

������ M�ethodes dites de seconde g�en�eration

M� Kunt ���� a utilis�e le terme de seconde g�en�eration pour d�ecrire une classe
de m�ethodes de compression d�images permettant d�atteindre des taux de compres	
sion sup�erieurs �a ���� ou ����� Les algorithmes utilis�es ne sont plus fond�es sur des
pr�edicteurs ou des transformations lin�eaires r�eversibles� mais cherchent �a d�ecrire et
�a coder l�image en terme de r�egions textur�ees et de contours� tels que les r�egions
correspondent le plus 
d�element possible aux objets de l�image� Nous ne citerons
dans cette partie que deux m�ethodes appartenant �a cette classe �

� le codage bas�e sur la croissance de r�egions� L�algorithme de segmentation
retourne des r�egions dont les points int�erieurs partagent la m�eme propri�et�e
�proches d�une m�eme moyenne de niveaux de gris� m�eme �energie� ����� La
croissance des r�egions est pr�ec�ed�ee d�une phase d�att�enuation du bruit dans
l�image tout en pr�eservant les contours� de mani�ere �a limiter l�apparition de
faux contours ainsi que le nombre de r�egions�

� le codage par division et fusion �en anglais split and merge�� Nous montrerons
dans le chapitre � comment utiliser un tel algorithme de division	fusion pour
construire une triangulation de Delaunay adapt�ee au contenu de l�image� en
vue du codage par fractales�

La morphologie math�ematique est un exemple de m�ethode qui o�re des outils
pour le codage de seconde g�en�eration� Elle permet de prendre en compte les ca	
ract�eristiques de l�image en niveaux de gris telles que la taille� la forme� ou le
contraste des objets qui la composent� Le lecteur interess�e trouvera dans ���� les
d�e
nitions math�ematiques des di��erents op�erateurs de base que sont la dilatation�
l��erosion� l�ouverture et la fermeture�
L�ouverture et la fermeture peuvent de plus �etre combin�ees de mani�ere �a former
des 
ltres morphologiques plus complexes� tels que l�ouverture et la fermeture par
reconstruction� adapt�es au type de simpli
cation d�esir�ee de l�image� Dans ces deux
cas� les op�erations de base sont it�er�ees plusieurs fois jusqu��a v�eri
cation d�un crit�ere

x�e� de forme ou de surface des zones aras�ees ou combl�ees�
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La compression par morphologie math�ematique est r�ealis�ee en deux �etapes � La
premi�ere �etape consiste �a simpli
er l�image en faisant appara��tre des zones ho	
mog�enes� tout en pr�eservant les contours originaux� Ceci est fait en utilisant les
principaux op�erateurs morphologiques list�es pr�ec�edemment� La segmentation pro	
prement dite de l�image est r�ealis�ee �a l�aide de l�algorithme de partage des eaux
�watershead� consistant �a d�e
nir plus pr�ecis�ement les contours des r�egions� La se	
conde �etape consiste �a coder les contours d�etect�es ainsi que le contenu des r�egions
homog�enes ou textur�ees� Di��erents r�esultats de compression et de segmentation se	
lon cette approche sont donn�es dans ����� �����

��� Norme de compression JPEG

Le �Joint Photographic Experts Group� a d�e
ni un standard pour compresser les
images 
xes� couleurs ou monochromes� de sc�enes r�eelles� Le programme est e�cace
pour le codage des images naturelles pr�esentant une continuit�e spatiale� mais ne l�est
pas pour les images telles que les bandes dessin�ees� les lettres manuscrites ou dac	
tylographi�ees� La norme JPEG a �et�e d�e
nie pour compresser des images appr�eci�ees
par l�#il humain� et non analys�ees par un ordinateur qui d�etecterait des erreurs non
perceptibles visuellement�

Di��erentes contraintes ont �et�e impos�ees au standard �

� La norme JPEG doit �etre tr�es proche des techniques nouvelles de compression�
en terme de taux de compression� de qualit�e de restitution et de temps de
calculs�

� JPEG doit pouvoir compresser n�importe quel type d�images r�eelles �images
de tailles di��erentes� multi	composantes etc ����

� L�algorithme doit �etre impl�ementable sans trop de probl�emes sur une grande
gamme de CPUs� et sur des cartes sp�ecialis�ees�

� Le codage doit pouvoir �etre s�equentiel� progressif� sans pertes et!ou hi�erarchique�

En ����� le groupe JPEG a retenu l�utilisation de l��ADCT� �Adaptive Discret
Cosinus Transform� bas�ee sur la transformation DCT sur des blocs d�image de taille
�� ��

D�etails de l�algorithme de compression JPEG non�r�eversible �

� L�image est d�ecompos�ee en blocs de taille � � �� Les pixels de chacun des
sous	blocs sont translat�es dans l�intervalle ���p��� �p�� � ��

� Les blocs sont individuellement transform�es par DCT� Les �� � n coe�cients
ainsi obtenus caract�erisent l�image de mani�ere unique�
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� Chaque coe�cient est pond�er�e �normalis�e�� La matrice de pond�eration est
la m�eme pour tous les blocs� Les coe�cients normalis�es sont ensuite uni	
form�ement quanti
�es par arrondi �a l�entier le plus proche� La pond�eration
suivie de la quanti
cation sont la cause d�une perte d�information rendant la
compression non r�eversible�
La norme pr�evoit � tables de pond�eration di��erentes� Celles	ci sont construites
de mani�ere �a rendre les d�egradations �juste perceptibles� visuellement�Chaque
coe�cient issu de la DCT code une information fr�equentielle� Des exp�eriences
psychovisuelles ont permis d��etablir des tables tenant compte de l�importance
perceptuelle de chaque coe�cient�

� Un traitement particulier est port�e au premier coe�cient intitul�e coe�cient
DC� Il correspond �a la valeur moyenne des pixels images du bloc consid�er�e�
Les coe�cients DC de chacun de blocs transform�es contiennent une grande
partie de l��energie totale de l�image� De plus� les coe�cients associ�es �a des
blocs voisins sont corr�el�es� Pour ces raisons ils sont cod�es par une m�ethode du
type DPCM sans perte�

� Les �� autres coe�cients de chacun des blocs sont r�eordonn�es de mani�ere
�a former un vecteur unidimensionnel� Le r�eordonnancement est obtenu par
un parcours en �zig	zag� de la matrice des coe�cients de la transformation
DCT� Les coe�cients qui pond�erent les basses �resp� hautes� fr�equences se
trouvent au d�ebut �resp� �a la 
n� du vecteur� Apr�es les �etapes de pond�eration
et de quanti
cation� le vecteur contient un grand nombre de z�eros associ�es aux
hautes fr�equences spatiales�

� Une compression entropique des coe�cients AC au sein d�un m�eme vecteur
termine la cha��ne de traitement� JPEG propose deux m�ethodes � le codage de
Hu�man� et le codage arithm�etique�

Algorithme JPEG sans perte d�information

La transformation DCT n�est dans ce cas pas utilis�ee� JPEG pr�econise l�utilisa	
tion simple d�une m�ethode pr�edictive suivie d�un codage entropique �Hu�man ou
arithm�etique�� Le traitement se fait sur l�image enti�ere� et non sur des blocs� Ce
type de codage permet des taux de compression en moyenne �egaux �a ��� pour des
images couleurs naturelles�

Codage des images 	a plusieurs composantes

Un en	t�ete est ins�er�e dans le 
chier compress�e JPEG� Son r�ole est de coder
les informations caract�erisant l�image compress�ee� L�en	t�ete est ainsi constitu�ee des
�el�ements suivants �

� le nombre de composantes de l�image� pouvant aller de � �image en niveaux de
gris� �a � �imges multi	spectrales� en passant par � �images couleurs cod�ees
dans l�espace RGB� YUV� CIELUV� CIELAB �����
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� le nombreB de bits codant l��echantillon d�une composante� Ce nombre est �egal
�a � ou �� pour les images n�ecessitant une grande pr�ecision �images m�edicales��
Dans le cas des codeurs JPEG sans perte� B est compris entre � et ���

� des informations sur les dimensions spatiales de chacune des composantes�
celles	ci pouvant �etre �echantillonn�ees di��eremment �codage hi�erarchique��

� la mani�ere dont sont dispos�ees les informations dans le 
chier compress�e�
L�imagemulti	composantes peut �etre reconstruite de mani�ere s�equentielle �com	
posante apr�es composante� ou parall�ele� Chaque donn�ee unit�e �bloc dans une
composante� de taille � � � pixels� peut �etre dispos�ee sur des composantes
entrelass�ees� Une partie seulement des composantes peut �etre entrelass�ee� �a
l�int�erieur de la m�eme image compress�ee �

� la ou les tables de pond�eration �JPEG en autorise � di��erentes ainsi que une
�a quatre tables pour le codage entropique�� Dans l�espace YUV codant des
images couleurs� la chrominance �information couleur� cod�ee par les compo	
santes U et V utilise une table de Hu�man� et la luminance �composante Y�
utilise une deuxi�eme table de Hu�man�

�� Conclusion

Le but de ce chapitre �etait d�introduire di��erentes m�ethodes de codage entropique
et de compression r�eversible ou irr�eversible des images� Certaines d�entre elles sont
incorpor�ees dans des sch�emas hybrides bas�es sur la transformation fractale� Nous
serons ainsi amen�es �a faire appel� dans la suite de ce m�emoire� �a la transformation
en cosinus discr�ete� �a la quanti
cation vectorielle� au codage par ondelettes ainsi
qu�au codage en sous	bandes�



��

Chapitre �

IFS et transformation fractale
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��� Introduction

Nous d�etaillerons dans la section ����� la m�ethode originale de compression des
images naturelles par une approche fractale	 propos�ee par Jacquin en 
���� La sec�
tion ����� pr�esente une formulation alg�ebrique de la transformation fractale� Celle�ci
a �et�e largement utilis�ee dans la litt�erature	 suite aux travaux de Lundheim sur la
compression des signaux monodimensionnels 
���� Nous continuons par une des�
cription succincte de la m�ethode de Fisher	 celle�ci �etant plus longuement discut�ee
dans le chapitre �� Nous terminons en d�etaillant la m�ethode de Dudbridge qui di��ere
des approches classiques puisqu�elle ne n�ecessite pas de mises en correspondance de
blocs �a l�int�erieur de l�image	 et donc de recherches co�uteuses en temps de calculs�

��� Th�eorie des IFS

Nous rappelons dans cette section les principaux aspects de la th�eorie des IFS
permettant le codage et la synth�ese d�images fractales binaires et en niveaux de gris�

����� Transformation Lipschitzienne

Soit � � R� � R
� une transformation d�e�nie sur l�espace m�etrique �R�� d�� d

d�esigne la distance entre deux points de R�� La transformation � est dite Lipschit�
zienne	 avec pour facteur de Lipschitz le r�eel s strictement positif si

d���x�� ��y�� � s�d�x� y� �x� y � R�� ���

����� Transformation contractante

Soit � � R� � R
� une transformation d�e�nie sur l�espace m�etrique �R�� d�� La

transformation � est dite contractante	 avec pour facteur de contraction le r�eel s	
� � s � 
 si

d���x�� ��y�� � s�d�x� y� �x� y � R�� ���

����� Point �xe

Une transformation contractante � poss�ede un unique point �xe xf � R�	 tel que
��xf � � xf � Pour tout point x �el�ement de R�	 la s�equence f�on�x� � n � �� 
� �� � � � g
converge vers xf �

lim
n��

�on�x� � xf �x � R�� ���

����� Distance de Hausdor�

Consid�erons l�espace m�etrique �R�� d�� H�R�� d�esigne l�espace dont les �el�ements
sont les sous�ensembles compacts non vides de R�	 di��erents de l�ensemble vide�
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La distance du point x �el�ement de R� �a l�ensemble B �el�ement de H�R��	 not�ee
d�x�B�	 est d�e�nie par �

d�x�B� � minfd�x� y� � y � Bg�

La distance de l�ensemble A �el�ement de H�R�� �a l�ensemble B �el�ement de H�R��	
not�ee d�A�B�	 est d�e�nie par �

d�A�B� � maxfd�x�B� � x � Ag�

La distance de Hausdor� entre deux ensembles A et B �el�ements de H�R��	 not�ee
hd�A�B�	 est d�e�nie par �

hd�A�B� � maxfd�A�B�� d�B�A�g� ���

����� Transformation contractante sur l	espace H�R��

Soit une transformation contractante � � R� � R
� d�e�nie sur l�espace m�etrique

�R�� d� avec le r�eel s pour facteur de contraction� La transformation � � H�R�� �
H�R�� d�e�nie par �

��B� � f��x� � x � Bg� �B � H�R�� ���

est contractante sur �H�R��� hd�	 avec s pour facteur de contraction� hd d�esigne la
distance de Hausdor��

����
 Syst�eme de transformations it�er�ees

Un IFS d�e�ni dans l�espace m�etrique complet �R�� d� est compos�e d�un ensemble
de N transformations �i � R�� R

� �i � 
� � � � � N�	 �a chacune desquelles est associ�e
un facteur de Lipschitz si�
Dans la suite de cette section nous consid�ererons que les N transformations sont
contractantes � le syst�eme de transformations est dans ce cas appel�e IFS hyperbo�

lique� Le facteur de contraction de l�IFS hyperbolique	 not�e s est �egal �a maxfsi � i �

� � � � � Ng�

���� Attracteur d	un IFS

Soit un IFS fR���i� i � 
� � � � � Ng � Il a �et�e d�emontr�e 
�� que l�op�erateur W �
H�R��� H�R�� d�e�ni par �

W �B� �
N�
i��

�i�B�� �B � H�R�� �
��

est contractant et a pour facteur de contraction celui de l�IFS� L�op�erateurW poss�ede
un unique point �xe At donn�e par �

At � W �At� � lim
n��

W on�X�� �X � H�R�� �

�
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L�objet At est aussi appel�e attracteur de l�IFS� Il est invariant sous la transforma�
tion W et est �egal �a l�union de N copies de lui�m�eme transform�ees par ��� � � � � �N �
L�objet invariant est dit auto�similaire	 ou �auto�a�ne� lorsque les transformations
�el�ementaires �i sont a�nes�

Exemple a� � Soit l�IFS fR���i� i � 
� � � � � �g compos�e des transformations a�nes
suivantes �

��
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Son facteur de contraction est �egal �a �����
L�attracteur cod�e par l�IFS	 appel�e triangle de Sierpinski	 est illustr�e par la �gure

��
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Fig� 
� � Attracteur de l�IFS de l�exemple a� Le carr�e initial centr�e �a l�origine et de cot�es

de longueur �x�� �y� est transform�e en trois carr�es homoth�etiques par les transformations

contractantes ��� �� et ��� Ce processus est ensuite it�er�e�

����� Th�eor�eme du collage

Ce th�eor�eme d�emontr�e dans 
�� fournit une borne sup�erieure �a la distance de
Hausdor� hd entre un point A inclus dans H�R�� et l�attracteur At d�un IFS�

Th�eor�eme �
Soit l�espace m�etrique complet �R�� d�� Soit un point A appartenant �a H�R��	
et un IFS fR����� ��� � � � � �ng avec le r�eel � � s � 
 pour facteur de contraction�
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On v�eri�e la relation �

hd�A�At� �




 � s
hd�A�

N�
i��

�i�A�� �
��

Le th�eor�eme indique que s�il est possible de transformer un objet A de mani�ere �a
v�eri�er A � W �A� tout en s�assurant que W est contractant	 alors le point �xe At

de l�op�erateur W est proche de A� L�op�erateur W 	 d�e�ni dans la section �����	 ca�
ract�erise pleinement dans ce cas l�approximation � At de l�objet A	 et code ce dernier
de mani�ere exacte si A � W �A� 

��

Exemple b� � Consid�erons un carr�e not�e A	 transform�e �a l�aide de quatre transforma�
tions a�nes contractantes de mani�ere �a obtenir quatre sous�carr�es� Si ces derniers
recouvrent exactement le carr�e A de d�epart	 le th�eor�eme du collage est v�eri��e� L�at�
tracteur de l�IFS est alors un carr�e identique au carr�e A� L�IFS fR���i� i � 
� � � � � �g
est compos�e des transformations a�nes suivantes �
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L�attracteur cod�e par cet IFS est illustr�e par la �gure 

� Le processus it�eratif
initialis�e sur un cercle converge vers le carr�e A� On aurait le m�eme r�esultat en
initialisant le processus sur une autre forme qu�un cercle�

�� le codage sera d�autant plus e�cace que l�objet A est auto�similaire
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 � Attracteur de l�IFS de l�exemple b�

����� Transformation �nalement contractante

Soit une transformation Lipschitzienne �� Si il existe un entier n tel que la trans�
formation �on est contractante	 alors � est dite �nalement contractante� L�entier n
est appel�e exposant de contraction�
L�op�erateur W d�e�ni par l��equation �
�� peut �etre �nalement contractant si un
nombre limit�e de transformations �i ne sont pas contractantes�

������ Th�eor�eme du collage g�en�eralis�e

Consid�erons l�op�erateurW �nalement contractant	 avec pour exposant de contrac�
tion l�entier n� il existe alors un unique point �xe xf � R� tel que �

xf � W �xf� � lim
k��

W ok�x� �x � R�

Dans ce cas	

hd�A�At� �




� s


� �n


 � �
hd�A�W �A�� �
��

o�u � est le facteur de Lipschitz deW et s est le facteur de contraction deW on ��� 
����

������ Attracteurs et mesures invariantes

Nous nous contentons seulement d�introduire dans ce paragraphe les principaux
concepts concernant la g�en�eration des objets fractals en niveaux de gris� Le lecteur
int�eress�e trouvera plus d�information dans le chapitre � de la r�ef�erence ���

La g�en�eration d�un objet fractal en niveaux de gris est rendue possible en associant
une probabilit�e pi �a chacune des N transformations �i d�un IFS �

�i� pi � � et
X
i���N

pi � 
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L�objet fractal induit une mesure � � sur son support	 associ�ee �a un op�erateur de
Markov M donn�e par l�expression suivante �

�n�B� �M�n���B� �
X
i���N

pi�n��
	
���i �B�



�
��

o�u B est un sous�ensemble de Borel de R� et �n�B� est la probabilit�e de B �a
l�it�eration n� Il est montr�e qu�un tel op�erateur M est contractant �� �au regard
de la m�etrique de Hutchinson dans l�espace des mesures�	 et donc qu�il existe une
unique mesure � appel�ee mesure invariante de l�IFS	 donn�ee par �

M� � � � lim
k��

Mok����� ���� �
��

De plus	 la mesure invariante � a pour support l�attracteur de l�IFS�

Consid�erons maintenant le cas pratique dans lequel l�objet fractal est une image
num�erique� La valeur normalis�ee d�un pixel B de l�image correspond �a la probabilit�e
du sous�ensemble de BorelB deR�� D�apr�es �
��	 la valeur d�un pixelB dans l�image
�n est �egale �a la somme des valeurs des pixels ���i �B� dans �n��	 multipli�ees par les
probabilit�es pi�

w3  p3

w1  p1

w2  p2

Fig� 
� � Illustration du calcul de la mesure �n�

La mesure invariante associ�ee �a l�attracteur d�un IFS peut aussi s�obtenir en
it�erant un tr�es grand nombre de fois les trois op�erations suivantes	 initialis�ees sur
un point quelconque de R� not�e x� �

� choisir une transformation �i avec la probabilit�e pi	

� calculer x� � �i�x��	

�� Nous rappelons qu�une mesure est au sens physique du terme une grandeur mesurable �in�
tensit�e lumineuse par exemple� qui permet d�associer des poids relatifs aux di	�erentes points de
son support �le support de la mesure est l�ensemble des points sur lesquels elle est d�e
nie��
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� remplacer x� par x�

Lorsque le nombre d�it�erations est su�samment �elev�e	 les points se r�epartissent sur
un ensemble compact de R� d�e�nissant l�attracteur de l�IFS� La densit�e �fr�equence
des visites� en chacun des pixels de l�attracteur d�e�nit la mesure invariante � �voir ���
et le �jeu du chaos� dans ����

������ Probl�eme inverse

La d�e�nition du probl�eme inverse est la suivante �

Etant donn�e un objet A appartenant �a H�R�� et une mesure � sur A �
comment trouver l�IFS et l�ensemble des probabilit�es pi pour lesquels
l�objet A est l�attracteur et � est la mesure invariante�

Di��erents travaux ont tent�e de r�esoudre ce probl�eme d�optimisation sous contraintes
qui est di�cile de par sa grande dimensionnalit�e et l�irr�egularit�e de la fonction �a
minimiser� Les solutions envisag�ees utilisent des techniques diverses bas�ees sur les
algorithmes g�en�etiques 
���	 sur les ondelettes 
���	 et autres 

� 
��� 

�� ���

�
� ����

��� Compression des images naturelles par frac�

tales

����� Introduction

Le but de cette section est d�introduire les m�ethodes de base permettant d�as�
socier �a une image naturelle une transformation �nalement contractante W ayant
pour attracteur une approximation de l�image elle�m�eme� Si ce probl�eme est r�esolu
on peut alors parler de compression d�images puisque la m�emorisation des coe�cients
de W n�ecessite �moins d�information� que la m�emorisation de l�image originale� On
parle aussi de compression avec pertes du fait que l�attracteur ne constitue qu�une
approximation de l�image originale�
Il est �a noter que le probl�eme est di��erent du probl�eme inverse introduit dans la
section ����
� car les transformations spatiales mises en jeu ne sont pas appliqu�ees �a
l�image enti�ere mais �a des sous�parties de l�image puisque celle�ci n�est pas fractale�
Nous verrons que parmi les m�ethodes pr�esent�ees	 la m�ethode de Dudbridge est celle
qui s�en rapproche le plus�

La compression d�une image par fractales repose sur une transformation que nous
appelons transformation fractale et qui consiste �a transformer l�image �a l�aide d�un
op�erateur �nalement contractant	 de mani�ere �a ce que son aspect visuel reste qua�
siment inchang�e� Pour cela	 la transformation de l�image est compos�ee de N sous�
transformations �el�ementaires	 chacune op�erant sur un bloc de l�image	 de la mani�ere
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suivante �voir �g� 
�� �

L�image A est partitionn�ee en N blocs rn appel�es blocs destination� Elle s��ecrit �

A �
N�
n��

rn �
��

Cette partition du support de l�image en blocs destination est appel�ee partition R�

α (n)d

nr

nω

bloc destination

bloc source

Fig� 
� � Blocs destination rn et blocs source d��n	�

Chaque bloc destination est ensuite mis en correspondance avec un autre bloc trans�
form�e �n�d��n	� lui �ressemblant� au sens d�une mesure d�erreur sur les niveaux de
gris� Le bloc d��n		 appel�e bloc source est recherch�e au travers d�une librairie com�
pos�ee de Q blocs appartenant �a l�image � ��n� est donc une application de 
 � � � N �
vers 
 � � � Q�� Les Q blocs ne forment pas n�ecessairement une partition de l�image
mais sont repr�esentatifs de toute l�image� La transformation W de l�image A est
formul�ee �a l�aide de l��equation suivante �

W �A� �
N�
n��

�n�d�n� �
N�
n��

�rn �
��

o�u �rn est l�approximation du bloc destination rn obtenue en transformant le bloc
source d�n par �n �l�op�eration permettant d�obtenir le bloc �rn �a partir du bloc d�n
est appel�ee op�eration de �collage���

����� M�ethode de A� Jacquin

L�approche de A� Jacquin ��� est fond�ee sur une partition R r�eguli�ere �a g�eom�etrie
carr�ee� L�image est partitionn�ee en blocs destination carr�es � de taille �xe �egale �a
B� pixels �B � ��� L�algorithme recherche	 pour chacun des blocs destination rn	

�� Dans la formulation de Jacquin ces blocs portent le nom de blocs parents
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le bloc source d��n	 de taille D� �D � �B� qui minimise l�erreur d�rn��rn� o�u �rn est
l�approximation de rn calcul�ee �a partir du bloc source d��n	� La mesure d�erreur d
est donn�ee par �

d�rn��rn� �
B�X
j��

	
rnj � �rnj


�
����

o�u rnj et �rnj sont respectivement les valeurs des pixels d�indice j �a l�int�erieur du
bloc original rn et du bloc coll�e �rn� L�op�eration de collage	 appel�ee collage parent	
est d�etaill�ee dans le paragraphe suivant�

Collage d	un bloc source sur un bloc destination

L�op�eration de collage d�un bloc source d��n	 sur un bloc destination rn	 r�ealis�ee par
la transformation �n	 se d�ecompose en deux parties �

� une transformation spatiale d�eforme le support du bloc d��n	�

� une transformation �massique� agit sur la luminance des pixels du bloc d��n	
d�eform�e�

Ces deux points sont d�etaill�es dans la suite de ce paragraphe�

La transformation spatiale ram�ene le bloc source d��n	 de taille D� �a l��echelle et

au�dessus du bloc destination rn de taille B�� Le bloc ainsi transform�e	 not�e b
�n	
� 	 est

obtenu par d�ecimation des pixels du bloc source � un pixel de coordonn�ees �xi� yj�

dans b�n	
� est donn�e par l��equation suivante �

b
�n	
� �xi� yj� �




�

h
d��n	�xk� yl� � d��n	�xk� yl
�� � d��n	�xk
�� yl� � d��n	�xk
�� yl
��

i
��
�

dans laquelle �xk� yl� sont les coordonn�ees d�un pixel de niveau de gris not�e d��n	 �a
l�int�erieur du bloc d��n	�

La transformation massique agit sur le bloc b
�n	
� pour approximer le bloc desti�

nation rn� La complexit�e de cette transformation d�epend de la nature du bloc rn
consid�er�e� Jacquin propose pour cela de classi�er les blocs carr�es �a l�aide de la
m�ethode d�evelopp�ee par Ramamurthi et Gersho 
��� � trois classes regroupent les
blocs homog�enes	 les blocs textur�es et les blocs avec contours �simples et divis�es�
de l�image� Selon la classe �a laquelle appartient le bloc destination rn	 une transfor�
mation massique plus ou moins complexe lui est associ�ee� Celle�ci d�epend du bloc
d�ecim�e b

�n	
� et ou d�un bloc constant b

�n	
� form�e de pixels tous �egaux �a un� Au bloc

b
�n	
� sera associ�e un coe�cient d��echelle not�e �

�n	
� et au bloc b

�n	
� un coe�cient de
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d�ecalage not�e �
�n	
� � Le choix du type de transformation est fonction de la proc�edure

suivante �

si le bloc rn est homog�ene � absorption des niveaux de gris de rn� Aucune re�
cherche de blocs source d��n	 n�est e�ectu�ee� La transformation de rn	 cod�ee
sur Is bits	 est donn�ee par �

�rn � �
�n	
� b

�n	
�

o�u l�entier ��n	
� est compris entre � et ����

si le bloc rn est textur�e � recherche du bloc source d��n		 puis modi�cation de
contraste et d�ecalage� La transformation de d��n		 cod�ee sur Im bits	 est donn�ee
par �

�rn � �
�n	
� b

�n	
� � �

�n	
� b

�n	
�

o�u �
�n	
� appartient �a l�ensemble f���� ���� ���� 
��g et l�entier ��n	

� est compris
entre ���� et ����

si le bloc rn contient des contours � recherche du bloc source d��n		 puis mo�
di�cation de contraste	 d�ecalage et isom�etrie discr�ete 	n �rotations de �	 ���	
��� et �
�� degr�es	 r�e!exions suivant les axes de sym�etrie verticaux et hori�
zontaux	 et r�e!exions suivant les deux axes diagonaux�� La transformation de
d��n		 cod�ee sur Ie bits	 est donn�ee par �

�rn � 	n
	
�
�n	
� b

�n	
� � �

�n	
� b

�n	
�




o�u �
�n	
� appartient �a l�ensemble f���� ���� ���� ���� ���� 
��g et ��n	

� est compris
entre ���� et ����

Lorsque le bloc destination est textur�e ou recouvre des contours	 le coe�cient
d��echelle �� est calcul�e de mani�ere �a rendre �egaux les �ecarts types des deux blocs
b
�n	
� et rn� Il est ensuite approxim�e par le coe�cient appartenant �a un ensemble de

valeurs pr�ed�e�nies r�eelles positives	 et inf�erieures �a un� Le coe�cient de d�ecalage ��
est calcul�e de mani�ere �a ce que les moyennes des pixels des deux blocs b�n	

� et rn
soient �egales� Il n�est pas quanti��e�

La recherche exhaustive du bloc source d��n	 est e�ectu�ee en d�epla"cant sur le support
de l�image un bloc carr�e d�un pas de 
h � 
v � � pixels dans les directions horizon�
tales et verticales� Lorsque deux blocs sont compar�es	 les huit isom�etries discr�etes
sont consid�er�ees� Pour une image de taille ��� 	 ���	 une telle recherche est ainsi
e�ectu�ee au travers d�une librairie compos�ee de Q blocs source o�u �

Q � �
�
��� � 
�

�
� 


��

� �����

Dans le cas d�une image de taille �
� 	 �
� pixels	 le nombre Q de blocs source
s��el�eve �a 
������
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Optimisation

Jacquin propose dans un deuxi�eme temps de rediviser les blocs parents coll�es �rn
en quatre sous�blocs destination de taille � 	 � pixels appel�es blocs enfants �voir
�gure 
��� Les blocs obtenus sont compar�es �a leurs correspondants dans l�image
originale	 au sens de la mesure d�erreur donn�ee par la formule ����	 avec B � �� Si
l�erreur est sup�erieure �a un seuil donn�e	 ils sont cod�es s�epar�ement en recherchant
dans l�image le meilleur bloc source de taille �	 �� Le processus de collage est dans
ce cas appel�e collage enfant�
Si	 pour un bloc parent	 trois ou quatre collages enfant sont n�ecessaires	 seuls sont
cod�es les � collages enfant� Si un ou deux collages enfant sont n�ecessaires	 le bloc
parent est cod�e par le collage parent compl�et�e des collages enfants�

1 configuration
4 enfants
pas de parents

6 configurations
2 enfants
1 parent

4 configurations

1 parent
1 enfant

1 configuration
pas d’enfants
1 parent

collage  enfant

collage  parent

Fig� 
� � Partitionnement form�e de blocs parents et enfants�

Codage de l	op�eration de collage sur un bloc destination

La m�emorisation du collage d�un bloc source �parent ou enfant� d��n	 sur un bloc
destination �parent ou enfant� rn comprend �

� l�indice du bloc source d��n	 retenu parmi les Q blocs de la librairie �a condition
que ceux�ci soient rang�es dans une liste de blocs et que leur organisation sur
le support de l�image soit connue� Sinon	 il est n�ecessaire de m�emoriser les
coordonn�ees �xk� yl� d�un pixel de r�ef�erence dans le bloc d��n	 �par exemple le
coin sup�erieur gauche dans le cas d�un bloc carr�e��

� l�isom�etrie utilis�ee lors du collage �une parmi huit�

� les coe�cients �� et �� de la transformation massique

Cette information est associ�ee �a chacun des N blocs destination de la partition R�
Elle est cod�ee sur un nombre variable de bits puisque la m�emorisation de l�ensemble
des trois points n�est pas toujours n�ecessaire� Elle d�epend de la transformation mas�
sique utilis�ee�
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Calcul du d�ebit

Le d�ebit en bits par pixels est donn�e par l�expression suivante �

NpIc �NsIs �NmIm �NeIe

NpB�

o�u Np d�esigne le nombre total de blocs parents destination et Ns	 Nm et Ne d�enotent
respectivement les nombres de blocs �parents et enfants� homog�enes	 textur�es et avec
contours� Un bloc parent peut ne pas �etre divis�e ou �etre divis�e en un	 deux	 ou quatre
blocs enfants� Les 
� con�gurations possibles	 illustr�ees sur la �gure 
�	 sont cod�ees
sur Ic � � bits�

Contr�ole de la contraction de la transformation fractale

Le contr�ole de la contraction de la transformation fractale est un probl�eme dif�
�cile� Jacquin montre que le facteur de contraction d�une transformation massique
d�epend du facteur d��echelle �

�n	
� et est �egal �a ��

�n	
� ��� Le facteur de contraction des

autres transformations massiques �d�ecalage	 absorption� est �egal �a l�unit�e� Il montre
aussi que le facteur de contraction de la transformation spatiale qui ram�ene un bloc
source sur un bloc destination en moyennant les pixels est �egal �a un� L�auteur assure
ainsi la contraction de la transformation fractale en imposant la condition ���n	

� �� � 

quel que soit n dans 
� � � � � Ns � Nm � Ne�� Cette contrainte trop stricte limite la
qualit�e des collages� Nous verrons dans la section ����� qu�il est possible de rel�acher
un peu la contrainte tout en pr�eservant la contraction �nale de la transformation
fractale�

����� Formulation alg�ebrique de la transformation fractale

Suite au travail de Jacquin	 L� Lundheim a tr�es vite propos�e une formulation
alg�ebrique visant �a faciliter la compr�ehension des di��erents probl�emes th�eoriques
et pratiques soulev�es par l�extension de la th�eorie des IFS au codage des images
naturelles 
���� Sa formulation appliqu�ee au signal monodimensionnel a ensuite �et�e
�etendue au cas des signaux bidimensionnels par #ien 
���	 et Leps$y 
����
La formulation que nous donnons ici est utilis�ee dans le cas simple d�une transforma�
tion fractale op�erant sur des blocs source et destination de taille �xe et de g�eom�etrie
simple �carr�ee	 rectangulaire ou triangulaire�� Les blocs source ne se recouvrent pas�
Un bloc est vu comme un vecteur en supposant que les pixels qui le composent sont
connexes �a l�int�erieur de l�image originale�

Consid�erons une image comme un vecteur colonne x compos�e de M� pixels�
La transformation fractale T de l�image x	 compos�ee d�un terme lin�eaire L et d�un
vecteur de translation t s�exprime de la mani�ere suivante �

Tx � Lx� t� ����
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En sp�eci�ant cette transformation au niveau de chacun des blocs destination de la
partition R on peut �ecrire l��equation ���� sous la forme suivante �

Tx �


NX
n��

Ln

�
x�

NX
i��

tn� ����

Nous d�etaillons ci�dessous les transformations �el�ementaires associ�ees �a chacune des
matrices Ln et chacun des vecteurs tn�

La transformation associ�ee �a la matrice �el�ementaire Ln � RM�
� R

M�
op�ere sur

le vecteur source d��n	 de fa"con �a le coller sur le vecteur destination rn� Les vecteurs

source et destination appartiennent respectivement �a RD�
et RB�

	 o�u D � B�
�� La matrice Ln s��ecrit �

Ln � �
�n	
� PnDF��n	� �z �

b
�n�
�

����

o�u


� F��n	 � RM�
� R

D�
s�electionne un bloc source d��n	 de taille D� pixels de

l�image� Des isom�etries peuvent �etre e�ectu�ees �a l�int�erieur du bloc�

�� D � RD�
� R

B�
ram�ene le bloc source s�electionn�e �a la taille d�un bloc des�

tination par sous��echantillonnage ou en moyennant les pixels� Le bloc ainsi
obtenu est appel�e bloc b

�n	
� � Il est �a rapprocher du bloc source d�ecim�e d�ecrit

par Jacquin�

�� Pn � RB�
� R

M�
positionne le bloc source d�ecim�e b

�n	
� sur le bloc destination

rn et annule les autres pixels de l�image�

Un vecteur colonne Lnx est essentiellement compos�e de z�eros	 �a l�exception de la
partie correspondant au bloc destination consid�er�e	 d�indice n� La matrice L donn�ee
par la formule ���� est ainsi compos�ee de sous�matrices associ�ees �a chacun des blocs
rn de l�image	 et de z�eros ailleurs�

L �

�
�����

� � � �
��	
� D � � �

� � � � � � �
�n	
� D

�
�N	
� D � � � � � �

�
����� ����

La position verticale d�une sous�matrice ��n	
� D dans la matriceL correspond �a l�index

n du bloc destination consid�er�e� La position horizontale correspond �a la position du
bloc source qui lui est associ�e�
�� Le vecteur �el�ementaire de translation tn s��ecrit �

tn � �
�n	
� Pnb

�n	
� ����
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o�u �
�n	
� est un coe�cient r�eel� Le bloc constant b

�n	
� 	 non issu de l�image x	 de taille

B� pixels est compos�e de pixels �egaux �a un �b�n	
� � 
� 
� � � � � 
�T ��

Le vecteur t op�erant sur l�image enti�ere s��ecrit ainsi �

t � �
��	
� � �

��	
� � � � � � �

��	
� � �

��	
� � �

��	
� � � � � � �

��	
� � �

�N	
� � �

�N	
� � � � � � �

�N	
� �

T

����

En r�esum�e	 la transformation fractale T de l�image x est donn�ee par l�expression
suivante �

Tx �


NX
n��

�
�n	
� Pnb

�n	
�

�
x�

NX
n��

�
�n	
� Pnb

�n	
� ����

Formulation de la transformation massique

Nous omettrons dans la suite l�op�erateur Pn ainsi que l�indice n dans les expres�
sions de la transformation fractale T 	 dans le but de simpli�er les notations�

Moyennant cette simpli�cation d��ecriture	 l�approximation du bloc r	 not�ee �r	 est
donn�ee par une combinaison lin�eaire de deux blocs	 parmi lesquels le bloc d est
extrait de l�image elle�m�eme� Elle s��ecrit �

�r � ��b� � ��b� ����

αd
bloc source

β1 b
(n)

1

nr
destination

bloc

β2

b
(n)

2

bloc source

(n)

decime

decimation

bloc constant

isometrie

Fig� 
� � Transformation fractale de l�image�

La transformation ainsi r�ealis�ee est celle initialement propos�ee par A� Jacquin en

���� Il est bien s�ur possible de compliquer l�expression ���� dans le but d�am�eliorer
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l�approximation du bloc destination� De mani�ere plus g�en�erale	 l�approximation de
r s�exprime de la mani�ere suivante �

�r � ��b� � ��b� �
KX
i��

�ibi ����

Les blocs bi sont constants et connus du codeur et du d�ecodeur� Ce type d�expression
est notamment utilis�e dans 
��� et ����

bloc b 1

1β

bloc b 3

β3

bloc b 4

β4

bloc b 2

β2

bloc r

Fig� 
� � Ajout de vecteurs �xes pour l�approximation d�un bloc destination�

Vines 
��� propose un autre sch�ema en travaillant sur des blocs carr�es destination
et source d�ecim�es	 de taille �egale �a �	 � pixels� Il construit une base orthonormale
compos�ee des � vecteurs �xes illustr�es sur la �gure 
�	 et de �
 autres vecteurs
obtenus �a partir des vecteurs source d�ecim�es de l�image� Un bloc destination est
ensuite approxim�e par une combinaison lin�eaire de quelques vecteurs de la base� Le
nombre de vecteurs consid�er�es d�epend de la complexit�e du bloc destination�

Contr�ole de la contraction de la transformation fractale

Le facteur de Lipschitz s de l�op�erateur a�ne T ��equation ��� est �egal �a la norme
de la matrice L	 et donc �a la racine carr�ee de la plus grande valeur propre de LTL si
l�on consid�ere la norme L�� Partant de cette remarque	 Lundheim d�e�nit les condi�
tions su�santes qui assurent la contraction de l�op�erateur T 
���	 en consid�erant
que les blocs source ne se recouvrent pas �
Si les collages se font par sous��echantillonnage des blocs carr�es source	 alors s est
donn�e par �

s �

vuutmax
l���Q

X
��n	�l

	
�
�n	
�


�
��
�

o�u Q est le nombre de blocs source utilis�es� La somme consid�ere les coe�cients
d��echelle �

�n	
� associ�es �a l�ensemble des blocs destination rn qui d�ependent du bloc

source d��n	� Si les collages se font en moyennant les pixels des blocs source	 s est
donn�e par �

s �

vuutB

D
max
l���Q

X
��n	�l

	
�
�n	
�


�
����
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j

ri

rk

βk
2 βj

2

r

β
d

i
2

Fig� 
� � Illustration des �equations pr�ec�edentes � pour chacun des blocs source d��n	 on

calcule la somme des coe�cients d��echelle �
�n	
� associ�es aux blocs destination rn qui d�ependent

de d��n	�

L��equation ���� montre que le facteur de Lipschitz s de l�op�erateur T est r�eduit
d�un facteur B

D
lorsque les pixels des blocs source sont moyenn�es� Il d�epend des

coe�cients d��echelle ��n	
� mais aussi de la di��erence de taille des blocs compar�es� La

�contraction spatiale� des blocs in!ue donc dans ce cas sur le facteur de contraction
de T �

����� M�ethode de Y� Fisher

Y� Fisher ��� d�ecrit l�op�eration de collage d�un bloc source sur un bloc destination
en utilisant une formule unique donn�ee par �

�n

�
BBB�
x

y

z

�
CCCA �

�
BBB�
an bn �

cn dn �

� � �
�n	
�

�
CCCA
�
BBB�

x

y

z

�
CCCA�

�
BBB�

en

fn

�
�n	
�

�
CCCA � ����

o�u �x� y� sont les coordonn�ees d�un pixel int�erieur au bloc source d��n		 et z est le
niveau de gris du pixel� an	 bn	 cn	 dn	 en et fn sont les coe�cients de la transfor�
mation spatiale a�ne ramenant les pixels du bloc source d��n	 �a l�int�erieur du bloc

destination rn� �
�n	
� et ��n	

� sont les coe�cients de la transformation du niveau de
gris des pixels�
Alors que les coe�cients de la transformation massique utilis�ee par Jacquin sont
choisis dans des ensembles pr�ed�e�nis de valeurs	 Y� Fisher utilise un quanti�cateur
scalaire uniforme� Jacobs et al� ont montr�e que pour ce type de quanti�cateur	 la
quanti�cation des coe�cients de translation et d��echelle	 respectivement sur � et �
bits	 est optimale en terme de qualit�e visuelle des images reconstruites ����

Calcul des coe�cients optimaux de la transformation massique

Pour un bloc destination r	 l�approximation �r est donn�ee par �

�r � ��b� � ��b�
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Le calcul des coe�cients de la transformation �massique� est un probl�eme d�opti�
misation dans un sous�espace lin�eaire X de l�espace vectoriel RB�

�
Le but est de trouver pour un bloc destination r et un bloc source d�ecim�e b� les
coe�cients �� et �� optimaux minimisant la distance d au sens des moindres carr�es
entre r et son collage �r�

Th�eor�eme de projection � L�approximation optimale au sens de la norme
L� d�un vecteur r �el�ement de RB�

	 dans le sous�espace lin�eaire X est le
vecteur �r �el�ement de X rendant le vecteur r�esiduel r � �r orthogonal �a
tous les vecteurs engendrant le sous�espace X�

Soit le produit scalaire de deux vecteurs x et y sur l�espaceRB�
d�e�ni par l�expression

suivante �

hx�yi �
B�X
j��

�xj � yj�
� �x�y � RB�

D�eterminer les � coe�cients �� et �� optimaux permettant de trouver le vecteur �r
approximant au mieux le vecteur r dans la base b��b� revient �a annuler les deux
produits scalaires � ���

��
hr� ��b� � ��b��b�i � �

hr� ��b� � ��b��b�i � �

Les coe�cients �� et �� optimaux ainsi calcul�es ne sont pas contraints	 et la contrac�
tion de l�op�erateur de collage n�est pas assur�ee� Jacobs et al� montrent que le fait de
�xer un seuil �egal �a 
�� sur le module du coe�cient �� assure la convergence �nale
de la transformation fractale� Nous verrons plus pr�ecis�ement dans la section ��� les
pr�ecautions �a prendre lors du calcul des coe�cients �� des op�erateurs de collage�
H%urtgen propose une �etude d�etaill�ee du contr�ole de la contraction de la transfor�
mation fractale en consid�erant des cas particuliers fond�es sur des partitionnements
carr�es ��� ���	 et le rayon spectral associ�e au terme lin�eaire L introduit par Lund�
heim �eq ������

����� M�ethode de F� Dudbridge

Dudbridge a propos�e en 
��� ��� une m�ethode rapide de compression des images
par fractales bas�ee sur un partitionnement carr�e r�egulier� La rapidit�e de l�algorithme
de compression est due au fait qu�aucune recherche de similarit�e inter�blocs n�est
faite� L�image est partitionn�ee en un ensemble de blocs carr�es	 de taille �xe	 puis
chacun des blocs est cod�e individuellement par une transformation fractale� Au dire
de l�auteur	 la m�ethode donne de moins bons r�esultats que par exemple la m�ethode
de Jacquin� En �n de section	 nous en expliciterons les raisons�

Lorsque nous utiliserons dans la suite de cette section le terme d�image	

cela d�esignera un bloc carr�e issu du partitionnement r�egulier de l�image

originale�
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Codage

Une image est cod�ee �a l�aide d�un ensemble de transformations spatiales contrac�
tantes f��� � � � � �Ng d�e�nies sur R� �IFS� auquel est associ�ee une transformation
contractante G agissant sur la luminance des pixels�
Le support carr�e de l�image transform�ee par l�IFS �a la r�esolution m est donn�e par �

A �
N�
k��

�k�A� �
N�

k���

� � �
N�

km��

�k� 
 � � � 
 �km �A�� �z �
Ak� ���km

����

Nous remarquons ici que la transformation spatiale est appliqu�ee �a A et non �a une
sous�partie de A comme c�est le cas dans l�approche classique de codage d�e�nie par
Jacquin� p � Ak� ���km d�enote un ��el�ement� du support de l�image �a la r�esolution m	
pouvant contenir plusieurs pixels de l�image originale� Lorsque la r�esolution m est
maximale	 la taille de l��el�ement p est �egale �a celle d�un pixel de l�image� L�ensemble
Pm � fAk����km � k�� � � � � km � 
� � � � � Ng contient tous les �el�ements de l�image �a la
r�esolution m�

Nous consid�ererons dans la suite de cette section que l�IFS est compos�e de N � �
transformations a�nes donn�ees par les �equations �
��� L��equation ���� est dans ce
cas illustr�ee sur la �gure 
��

NS
k���

NS
k���

�k� 
 �k��A�A

NS
k���

�k��A�

Fig� 
� � L�image carr�ee A est divis�ee en quatre �el�ements carr�es par quatre transformations

a�nes contractantes �k� �k� � � � � ���� Au centre� Ak� � �k��A� correspond �a l�un des quatre

�el�ements de l�image �a la r�esolution 	� A droite� Ak�k� � �k� � �k��A� correspond �a l�un des

seize �el�ements de l�image �a la r�esolution 
�

La transformation G est donn�ee par l��equation suivante ��� �

Gf�p� �
Z
p
�ak�x� bk�y � tk�� dxdy � sk�v�p� ����

dans laquelle la fonction f � Pm � R retourne le niveau de gris de l��el�ement p	
et v�p� est la somme des niveaux de gris des �el�ements inclus dans le bloc ���k� �p�
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��gure 
�� �

v�p� �
NX
i��

f�Ak����kmi�

Contrairement �a la transformation massique de Jacquin qui ne contient qu�un facteur
d��echelle et un facteur de d�ecalage sur les niveaux de gris	 l��equation ���� contient
deux coe�cients suppl�ementaires	 li�es �a la position �x� y� dans l�image de l��el�ement
�a approximer�

Dudbridge montre que la transformation G est �nalement contractante �a toutes les

r�esolutions m si

����� NP
k���

sk�

����� est inf�erieur �a 
	 en consid�erant la distance Euclidienne�

A

A1111
1112A

1114A

1113

(A       )14411

-1
w

v (A       )1441

Fig� 
� � Exemple pour k� � � �quadrant sup�erieur gauche�� m � � et N  � � v�A����� �
�P
i��

f�A���i�� Dans ce cas particulier� l��el�ement p � A���� atteint la taille d�un pixel de l�image�

Le calcul des coe�cients ak�	 bk� 	 tk� et sk� pour tout k� dans l�ensemble 
 � � � N �
est fait de mani�ere �a minimiser l�erreur au sens des moindres carr�es �a la r�esolution
m entre l�image originale f et sa transform�ee par G� De cette fa"con	 le th�eor�eme du
collage peut �etre v�eri��e� Il su�t pour cela de minimiser la fonction suivante	 pour
tout k� dans l�ensemble 
 � � � N � �

X
p��k��Pm��	

�Z
p
�ak�x� bk�y � tk�� dxdy � sk�v�p�� f�p�

��
����

Les N sommations sont faites sur le sous�bloc k� de l�image originale	 not�e �k��Pm���
�nous rappelons que celui�ci est l�un des quatre quadrants de l�image originale�� La
somme v�p� d�epend de la r�esolution m �a laquelle est approxim�ee la luminance de
l��el�ement p�
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La minimisation de la fonction ���� consiste �a r�esoudre le syst�eme d��equations sui�
vant ��� ��
�����������
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Une image �un bloc carr�e de la partition de l�image originale� est ainsi cod�ee par
une suite de �	 � coe�cients r�eels�

D�ecodage

L�algorithme de d�ecodage reconstruit la fonction invariante g associ�ee �a l�op�erateur
G de mani�ere tr�es rapide	 et non it�erative	 connaissant les coe�cients ak�	 bk� 	 tk� et
sk� associ�es �a chacune des N transformations spatiales �k� �

F� Dudbridge montre que la somme	 not�ee gk� 	 des niveaux de gris des sous��el�ements
inclus dans l��el�ement Ak� est donn�ee par l��equation suivante ��� 

���

gk� � ak�

Z
Ak�

x dxdy � bk�

Z
Ak�

y dxdy � tk�

Z
Ak�


 dxdy � sk�

NX
k��

gk

����

et que par cons�equent	 la somme des niveaux de gris des N �el�ements Ak� est donn�ee
par �

NX
k��

gk �

NP
k��

	
ak
R
Ak
x� bk

R
Ak
y � tk

R
Ak







 �
NP
k��

sk

����

De la m�eme mani�ere	 gk�k� d�esigne la somme des niveaux de gris des sous��el�ements
de Ak�k� et est donn�e par �

gk�k� � ak�

Z
Ak�k�

x dxdy � bk�

Z
Ak�k�

y dxdy � tk�

Z
Ak�k�


 dxdy � sk�

NX
k��

gk�k

����

avec
NX
k��

gk�k � gk�

La proc�edure de d�ecodage se r�esume ainsi �

�
NP
k��

gk est directement calcul�e �a partir des coe�cients de G �formule ���� Le

r�esultat est �egal �a la somme des niveaux de gris des pixels de l�image originale�
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� d�apr�es ����	 gk� �k� � 
 � � � N� est fonction des variables ak�	 bk�	 tk� 	 sk� et de

la valeur
NP
k��

gk pr�ec�edemment calcul�ee

� d�apr�es ����	 gk�k� est fonction des variables ak�	 bk� 	 tk� 	 sk� et de gk� pr�ec�edemment
calcul�e�

� etc � � �

Chacun des �el�ements de la fonction invariante g �a la r�esolution m peut de cette
mani�ere �etre calcul�e r�ecursivement�La proc�edure de reconstruction n�est pas it�erative	
contrairement �a la plupart des algorithmes de d�ecodage par fractales�

42
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3 4
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32

g

g

g gg 12

gg

Fig� �� � D�ecodage �a la r�esolution m � � d�une image ��� selon l�algorithme de Dudbridge�

Les quatre valeurs gk�k� �k� � � � � ��� �a la r�esolution 
 d�ependent de la valeur gk� �a la r�esolution

	 et de leur position dans l�image�

Discussions sur la m�ethode de Dudbridge

La m�ethode pr�esent�ee dans cette section consiste �a approximer la fonction de lu�
minance f dans chacun des blocs carr�es d�une partition de l�image originale� Un bloc
est approxim�e par une fonction invariante g de mani�ere compl�etement ind�ependante
du reste de l�image� L�approximation	 �a une r�esolution donn�ee m	 se fait au sens des
moindres carr�es �a l�aide d�un IFS associ�e �a une transformation �nalement contrac�
tante G dans l�espace des luminances� L�expression de G ��equation ����� est com�
parable �a celle de la transformation massique propos�ee par Jacquin puisqu�elle est
�egalement compos�ee d�un facteur d��echelle sk� et d�un facteur de d�ecalage tk�� Elle
contient deux coe�cients suppl�ementaires ak� et bk�� Ces derniers agissent sur les
coordonn�ees des �el�ements approxim�es �a l�int�erieur du bloc � l�approximation est dans
ce cas faite �a l�ordre un� L��equation ���� est �a rapprocher de l��equation ���� � les co�
e�cients ak� et bk� pond�erent deux plans inclin�es dans l�espace des luminances�

La raison de �l�inf�eriorit�e� de cette m�ethode par rapport au sch�ema de base de
Jacquin vient du fait qu�un bloc n�est approxim�e qu��a partir de lui�m�eme et non pas
�a partir d�un autre bloc de l�image� La transformation G doit dans cas �etre su��
samment complexe pour permettre une bonne approximation du bloc� Dudbridge a
pour cela rajout�e deux param�etres �a l�expression de la transformation massique� La
m�emorisation de ces derniers a pour e�et de r�eduire le taux de compression�
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La m�ethode a cependant l�avantage d��etre tr�es rapide� L�algorithme de codage�
d�ecodage est de plus sym�etrique au niveau des temps de calculs�

Dudbridge ��� avait initialement pr�esent�e cette m�ethode de codage dans sa th�ese
en 
���� L�approche est actuellement g�en�eralis�ee sur des blocs carr�es issus d�un
partitionnement quadtree �
��
L�ajout de coe�cients suppl�ementaires dans l�expression de G pond�erant des termes
en x�	 y�	 x� et y� est �etudi�e par Monro et al� 

�� 

�� 
��� 
���� Les auteurs
g�en�eralisent aussi cette approche �a la compression des s�equences vid�eos 
����

��� Extensions

Le travail initial de Jacquin	 bas�e sur l�utilisation d�un syst�eme de fonctions it�er�ees
locales et contractantes	 a donn�e lieu au d�emarrage de nombreuses autres recherches
sur la compression des signaux r�eels 
D	 �D et �D par fractales 
��� ��� ����
Nous avons d�ecrit dans ce chapitre quelques m�ethodes de base� Quelques m�ethodes
suppl�ementaires de compression des images naturelles par fractales seront d�etaill�ees
dans le chapitre ��
Celles�ci concernent principalement �

� la construction d�une partition optimale pour calculer la transformation frac�
tale �
� ��� ��� ��� 
��� 
��� 
����

� l�acc�el�eration de l��etape de codage 
��� ��� �
��

� l�introduction de vecteurs �xes pour approximer les blocs destination �a partir
des blocs source 
��� ����

� l�utilisation de fonctions �el�ementaires �n non�a�nes permettant de coder la
redondance spatiale de l�image 
����

� l�acc�el�eration du d�ecodage � it�eratif	 non�it�eratif	 hi�erarchique 
��� �� 
����

� l��etude th�eorique de la convergence du d�ecodeur 
��� ��� ����

� l�extension de la m�ethode au codage des images vid�eo ��� ��� ��� ��� ���

�� ��� 

�� 
����

� l�utilisation des fractales dans les sch�emas de codage�d�ecodage hybrides 
��

�� 
�� 
��� ��� ��� 
��� 
��� 
����

��� Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre les bases math�ematiques n�ecessaires �a la
compr�ehension de la th�eorie des syst�emes de fonctions it�er�ees� Nous avons dans une
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deuxi�eme partie pr�esent�e les principaux algorithmes de compression des images na�
turelles selon l�approche fractale fond�ee sur des blocs de pixels�

Peu de recherches ont �et�e faites jusqu��a aujourd�hui en ce qui concerne le mod�ele
de partitionnement �a utiliser pour la compression des images par fractales� Les au�
teurs optimisent le calcul de la transformation fractale sur un partitionnement carr�e
r�egulier	 ou en arbre quaternaire �quadtree�� La qualit�e visuelle de l�image recons�
truite a �et�e sensiblement am�elior�ee par Fisher en proposant un partitionnement
rectangulaire adapt�e au contenu de l�image� Nous verrons dans le prochain chapitre
que ce dernier a l�avantage par rapport aux deux autres partitionnements carr�es de
contenir moins de blocs�
C�est pr�ecis�ement sur ce probl�eme du choix du mod�ele de partitionnement que se
situe notre travail et par cons�equent l�apport personnel� Dans le cadre de cette th�ese
une nouvelle approche bas�ee sur un partitionnement triangulaire irr�egulier est pro�
pos�ee� De la m�ememani�ere que Fisher	 notre but est de minimiser le nombre de blocs
au sein de la partition en l�adaptant au contenu de l�image� Le principal avantage de
la triangulation par rapport au partitionnenent rectangulaire est de pouvoir fournir
des blocs d�orientation quelconque au dessus des contours et des r�egions textur�ees	
ou le long des contours� Nous montrerons aussi que notre m�ethode de codage di��ere
du sch�ema classique dans le sens o�u les recherches de similarit�es se font au travers
d�un seul partitionnement r�egulier� Cette solution pratique est pr�ef�er�ee �a l�autre so�
lution qui consiste �a faire une recherche exhaustive parmi des blocs source dispos�es
sur un r�eseau r�egulier et dense de points�



��

Chapitre �

Partitionnements de l�image
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��� Introduction

Ce chapitre a pour objectif de proposer di��erents mod�eles g�eom�etriques de par�
titionnement d�images pour la compression par fractales	 Nous distinguerons trois
classes de partitionnements 


�	 les partitionnements rigides �Section �	��

	 les partitionnements semi�rigides �Section �	���

�	 les partitionnements souples �Section �	��	

����� Utilit�e du partitionnement g�eom�etrique des images

Les mod�eles de partitionnement sont des outils qui peuvent �etre utiles en analyse
et en traitement d�images� notamment en segmentation� en analyse quantitative�
en codage� en mod�elisation et en restauration	 Nous pr�esentons ci�apr�es quelques
utilisations particuli�eres	

Segmentation

Sur la base d�une repr�esentation en termes de pixels de l�image� la segmentation
a pour objectif de fournir une partition de l�image sous forme de r�egions ou de
contours	 Nous rappelons dans cette partie les principales techniques de segmenta�
tion d�images� qui retournent des r�egions de forme quelconque� directement calcul�ees
�a partir de la surface des niveaux de gris de l�image	 On peut �egalement envisager que
les r�egions soient de forme contrainte par le mod�ele de partitionnement g�eom�etrique
consid�er�e	 Nous verrons que ce type de r�egions peut �etre obtenu selon une approche
par division et fusion	

La segmentation d�une image A est un traitement bas niveau s�appuyant sur une
phase de d�etection et une phase de mise en correspondance	 Il existe principalement
deux approches pour segmenter une image� qui sont respectivement les approches
r�egions et les approches contours	

Les approches contours regroupent un grand nombre de m�ethodes	 Leur but est de
d�etecter les discontinuit�es dans la surface des niveaux de gris de l�image� de mani�ere
�a former des contours ferm�es sur lesquels s�appuient les r�egions de l�image	 Il existe
diverses m�ethodes de d�etection de contours qui sont la plupart du temps bas�ees sur
des op�erateurs de �ltrage di��erentiel	 Elles sont appel�ees m�ethodes d�erivatives	 Les
op�erateurs recherchent les extremas locaux de la norme du gradient de la fonction
des niveaux de gris� les passages par z�ero de la d�eriv�ee seconde� ou bien encore les
zones pr�esentant une forte corr�elation avec un pro�l pr�ed�etermin�e	 L�inconv�enient
du calcul du gradient en un point de l�image est qu�il fait appel �a la premi�ere d�eriv�ee
partielle du signal de luminance	 Il est donc sensible au bruit pr�esent dans l�image	
Pour cette raison� la plupart des m�ethodes de d�etection de contours passent par
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une �etape de pr�etraitement consistant �a diminuer le bruit par une op�eration de �l�
trage ���	
Canny ���� a d�e�ni un op�erateur de �ltrage optimal� satisfaisant les trois contraintes
suivantes� pour une entr�ee en �echelon 


� bonne d�etection des contours�

� localisation pr�ecise des contours�

� faible multiplicit�e des r�eponses de l�op�erateur� dues au bruit	

Deriche ���� part �egalement d�un op�erateur optimal tendant �a v�eri�er les trois
contraintes d�e�nies par Canny et calcule le gradient en chaque point de l�image
�a partir des d�eriv�ees selon les directions m et n de l�image originale liss�ee	 Le �ltre
s�eparable bidimensionnel de lissage� f�m�n�� est donn�e par l�expression suivante 


f�m�n� � k��jmj� ��e��jmjk��jnj� ��e��jnj�

o�u k est une constante	 Les d�eriv�ees directionnelles suivant les directions x et y de
l�image liss�ee sont calcul�ees en convoluant directement l�image originale A�m�n� par
les �ltres directionnels suivants 


fx�m�n� � k�me��jmjk��jnj � ��e��jnj� ����

fy�m�n� � k��jmj� ��e��jmjk�ne��jnj� ����

o�u k et k� sont des constantes de normalisation qui d�ependent de �	 Il est �a noter
que le param�etre � intervient aussi bien sur la phase de lissage �quantit�e de bruit
supprim�e� que sur la phase de d�erivation	 L�op�eration de convolution de l�image
A�m�n� avec l�un des deux �ltres directionnels ���� et ���� est mise en �uvre de
mani�ere r�ecursive� pour limiter le nombre de calculs par pixel	 L�algorithme est
enti�erement d�etaill�e dans ����	 Apr�es calcul de la norme du gradient partant des
images de d�eriv�ees directionnellesAx�m�n� et Ay�m�n�� l�extraction des contours se
fait par la recherche des extr�emas locaux de la norme du gradient� dans la direction
du gradient	 Cette �etape est suivie d�un seuillage par hyst�er�esis pour �eliminer les
artefacts provoqu�es par les contours entrecoup�es	
Nous serons amen�es dans la section �	�	� �page ��� �a faire appel �a cette m�ethode
d�extraction d�attributs de type contours pour contraindre le positionnement de
blocs triangulaires le long des fronti�eres de l�image	

Les approches r�egions sont bas�ees sur la d�e�nition formelle de la segmentation
d�une image relative �a un pr�edicat d�homog�en�eit�e ���� ����� 

Soit un pr�edicat d�homog�en�eit�e� appliqu�e sur un ensemble connexe de pixels com�
posant une r�egion Ri d�une image A	 Alors une segmentation de A en r�egions Ri�
relativement au pr�edicat P v�eri�e 


�	 �i� Ri �� ��
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	 A � �Ri

�	 �i� j et i �� j�Ri �Rj � ��

�	 �i� P �Ri� � vrai�

�	 �i �� j� et Ri� adjacent �a Rj � P �Ri �Rj� � faux	

Le pr�edicat P est fonction d�un attribut scalaire ou vectoriel associ�e �a une r�egion Ri	
Les attributs consid�er�es peuvent �etre de natures tr�es di��erentes	 En voici quelques
exemples 


� la moyenne� la variance des niveaux de gris� le contraste�

� les dimensions fractales et fractales g�en�eralis�ees ����� ����� ���� la lacuna�
rit�e ������

� des attributs g�eom�etriques tels que l�aire� le p�erim�etre� la compacit�e� l�orien�
tation� ou d�autres�

� des attributs de surface� en termes de plateau� bosse� creux� vall�ee� selle� ou
cr�ete	

Nous pr�esentons ici rapidement certaines m�ethodes de segmentation par r�egion	 Le
lecteur interess�e pourra se r�ef�erer �a l�ouvrage collectif impuls�e par le Groupe De
Recherche ��� en Traitement Du Signal et Images du CNRS ����	

Segmenter une image selon une approche par croissance de r�egions consiste �a initia�
liser une partition de l�image en r�egions de base et �a regrouper it�erativement celles
qui poss�edent des attributs scalaires ou vectoriels semblables� jusqu��a ce qu�il n�y
ait plus de regroupements possibles	 Les r�egions de d�epart peuvent �etre r�eduites
�a un seul pixel	 La proc�edure it�erative de regroupement est mod�elis�ee au moyen
d�un graphe d�adjacence des r�egions	 Un graphe d�adjacence est compos�e de n�uds
et d�ar�etes	 Chaque ar�ete connecte les n�uds associ�es �a des r�egions adjacentes dans
l�image	 A chaque ar�ete est associ�ee une mesure de dissimilarit�e entre les deux n�uds
qu�il relie	 Le principe de regroupement de deux r�egions� au travers du graphe� est
de rechercher l�ar�ete minimale du graphe� de r�eunir les deux n�uds �r�egions� que ce
lien connecte� et de recalculer les liens qui connectent le nouveau n�ud au reste du
graphe	
Une autre technique consiste� �a partir d�un ensemencementde quelques pixels �r�egions�
sur le support de l�image� �a faire cro��tre chaque r�egion pixel par pixel selon un crit�ere
d�homon�en�eit�e �x�e	 Avec cette derni�ere approche� on peut ne pas avoir de partition�
nement complet du support de l�image	 L�ensemencement de d�epart peut se faire
par exemple au niveau d�un objet recherch�e	 Les points non a�ect�es �a des r�egions
appartiennent alors �a un ensemble appel�e classe �fond�	

L�approche par division et fusion connue sous le terme anglais de split and merge est
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associ�ee �a un mod�ele de partitionnement de l�image	 La segmentation d�une image
selon cette approche se d�ecompose en deux phases successives� appel�ees phase de
division et phase de fusion� op�erant sur une structuration en blocs de l�image	 La
phase de division est g�en�eralement it�erative	 Un bloc Ri est divis�e selon une me�
sure de non homog�en�eit�e E�Ri� compar�ee �a un seuil T� comme l�indique la relation
suivante 


P �Ri� �

��
�

vrai si E�Ri� � T�

faux sinon

Si le bloc Ri est reconnu homog�ene� il est laiss�e inchang�e	 Sinon� il est divis�e de
mani�ere �a restituer des sous�blocs plus homog�enes	 La fusion� ou le rassemblement
des r�egions� pallie au point faible de la phase de division qui ne r�eunit pas les r�egions
adjacentes identiques	 Le but de la phase de fusion est de regrouper ces r�egions �a
condition que la mesure d�inhomog�en�eit�e provoqu�ee par le regroupement reste au�
dessous d�un seuil T�	 Nous pr�esentons dans la section �		� le partitionnement en
quadtree donnant une repr�esentation pyramidale de l�image	 Ce mod�ele simple et
classique de partitionnement g�eom�etrique est bien adapt�e aux m�ethodes de segmen�
tation par division et fusion	 Nous montrerons dans la suite de la th�ese comment
l�utiliser pour calculer la transformation fractale d�une image	 L�algorithme de di�
vision et fusion sera aussi appliqu�e au cas de la triangulation de Delaunay a�n
d�initialiser la phase de compression par fractales	

Codage

Le codage d�une image �a l�aide de partitionnements consiste �a approcher la sur�
face des niveaux de gris de l�image dans chacun des blocs de la partition au moyen
de fonctions bidimensionnelles	 L�objectif est dans ce cas de construire une partition
dont chacun des blocs v�eri�e un pr�edicat donn�e	
Lorsque le but est de compresser l�image� un compromis doit �etre trouv�e entre� d�une
part la complexit�e du mod�ele de partitionnement et d�autre part celle du codage	
La complexit�e du partitionnement est li�ee �a la g�eom�etrie des blocs et aux relations
de voisinages entre les blocs	 La complexit�e du codage est li�ee aux fonctions d�ap�
proximation utilis�ees pour repr�esenter le contenu des �el�ements de la partition	

Une solution classique consiste �a calculer les param�etres de fonctions quadra�
tiques de la forme �f �x� y� � a� bx� cy � dxy� approximant la surface des niveaux
de gris de l�image dans chacun des blocs d�un quadtree ��	 Un bloc est d�eclar�e ho�
mog�ene si la surface de celui�ci peut �etre approxim�ee par une fonction quadratique�
au sens de la distance L�	 Une fois que le quadtree est calcul�e et cod�e� la r�eduction
de l�information r�esulte du fait que chaque bloc de pixels est cod�e par les quatre
coe cients r�eels ai� bi� ci et di	

Une autre solution consiste �a calculer la partition de Vorono!� d�un ensemble dense
de points positionn�es al�eatoirement sur le support de l�image selon un processus de
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Poisson initialis�e sur un point quelconque ���	 A l�issue du partitionnement de Vo�
rono!�� Ahuja et al	 obtiennent des blocs de petite taille et distribu�es uniform�ement
sur le support de l�image	 Les blocs homog�enes ayant des voisins directs �egalement
homog�enes et de m�eme valeur moyenne sont dans une deuxi�eme phase d�eclar�es in�
utiles et leurs germes sont e�ac�es	 La nouvelle partition est ainsi adapt�ee au contenu
de l�image ��gure ��	 Elle est telle que la taille des blocs est localement maximale 

des blocs de grande taille recouvrent les zones homog�enes de l�image� et des blocs
de petite taille recouvrent les contours	 La compression de l�image est r�ealis�ee en ne
m�emorisant que la r�egle de construction de la partition et le niveau de gris moyen
de chaque bloc	 Le d�ecodeur restitue la partition en ne connaissant que l�intensit�e �
et le point d�initialisation du processus de Poisson ainsi que le drapeau indiquant si
les germes g�en�er�es sont �a conserver ou non	 L�inconv�enient d�une telle approche de
codage est que les contours contrast�es de l�image sont mal restitu�es puisqu�ils sont
approxim�es par une suite de polygones homog�enes et compacts	

�a� Partition d�un ensemble de ���� points
al�eatoires

�b� Fusion

Fig� � � Partitionnements de Vorono�� et approximation du contenu des �el�ements par leur

valeur moyenne�

Nous verrons dans le chapitre � que le codage par fractales calcul�e sur un parti�
tionnement triangulaire �adapt�e de fa"con similaire au contenu de l�image et compos�e
du m�eme nombre de blocs� permet la reconstruction de contours beaucoup plus nets
puisque le contenu des blocs n�est dans ce cas pas homog�ene	

����� R�ole du partitionnement pour la compression par fractales

Le but de la compression par fractales est de �saisir� la redondance visuelle locale
�a l�int�erieur de l�image �a l�aide de transformations contractantes	 La transformation
fractale est directement calcul�ee sur une partition R de l�image� dont les propri�et�es
recherch�ees sont les suivantes 


� la partition R doit �etre adapt�ee �a l�image� de fa"con �a minimiser le nombre de
blocs�
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� la localisation et la �manipulation informatique� des blocs dans la partition
doit �etre facile�

� l�information n�ecessaire �a son codage doit �etre minimale	

Chacun des blocs destination ri de la partition R est mis en correspondance avec
une r�egion source d��i� de l�image� lui �etant proche au sens des moindres carr�es dans
l�espace des niveaux de gris �ceci est d�etaill�e dans la section �	��	
La g�eometrie de la r�egion d��i� doit �etre proche de celle du bloc ri� de fa"con �a limiter
les temps de calcul lors des comparaisons inter�blocs� puisque ceux�ci sont li�es �a
la complexit�e des transformations spatiales utilis�ees	 Par exemple� le contenu d�un
bloc destination carr�e ne sera pas compar�e �a celui d�une r�egion source polygonale ou
ayant des fronti�eres arrondies puisque dans ce cas la transformation spatiale mettant
en correspondance les pixels de chacun des deux blocs est trop complexe	 Dans le
sch�ema de base d�e�ni par Jacquin� les deux formes �carr�ees� sont li�ees par une trans�
formation a ne 
 un bloc destination de la partition R est mis en correspondance
avec un bloc source inclus dans une librairie que l�on appellera librairie D	 Nous uti�
lisons dans la section � des blocs source et destination triangulaires qui peuvent de
la m�eme mani�ere �etre d�eform�es �a l�aide de transformations a nes	 Nous montrons
dans la section �	� �page ���� que la combinaison de triangles et de quadrilat�eres
au sein d�une m�eme partition complique les transformations spatiales utilis�ees pour
comparer le contenu des blocs� mais permet cependant de conserver une qualit�e de
reconstruction convenable �a forts taux de compression	
Une contrainte suppl�ementaire impose que les blocs source soient en moyenne de sur�

face sup�erieure �a celle des blocs destination	 De cette mani�ere� un certain nombre de
transformations spatiales contractantes sont mises en jeu et assurent la contraction
�nale de la transformation fractale	

Pour que le codage par fractales soit e cace� il doit y avoir su samment de si�

milarit�es locales �a diverses �echelles entre les blocs de la partition R et les blocs
source d��i�	 Lorsque les blocs d��i� sont recherch�es dans toute l�image� la condition
est g�en�eralement v�eri��ee� au moins dans le cas des images naturelles ��gure �	 Si
la recherche se fait dans une partition contenant un nombre restreint de blocs� le
codage n�est plus optimal� mais plus rapide	 Le but est de trouver le meilleur com�
promis entre le nombre de blocs d��i� disponibles pour les recherches de similarit�es�
et la ressemblance entre les blocs de la partition R et les blocs d��i�	

Dans la suite de ce chapitre� nous pr�esenterons des partitionnements adaptatifs
rigides �quadtree� et semi�rigides �horizontal�vertical� ainsi que leur utilisation pour
la compression des images par fractales	 Les partitionnements souples �Vorono!� et
Delaunay� sont pr�esent�es dans la section �	�	 Leur application �a la compression par
fractales sera d�ecrite dans le chapitre �	
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Fig�  � A gauche � image pr�esentant des similarit�es locales �a diverses �echelles� A droite �

image auto�similaire� ne pouvant cependant pas 	etre compress�ee par transformation fractale

puisqu
aucune zone de l
image ne ressemble �a une autre zone de taille sup�erieure�

��� Partitionnement rigide

Un partitionnement est quali��e de rigide s�il ne s�adapte pas �a moindre co�ut
aux formes des objets pr�esents dans l�image	 Au travers de tels partitionnements�
tous les blocs ont la m�eme g�eom�etrie �a un facteur d��echelle pr�es	 Par rapport �a un
partitionnement fond�e sur des blocs identiques �carr�es de taille ��� par exemple�� la
notion d��echelle permet l�adaptivit�e au contenu de l�image 
 c�est le cas du quadtree	

����� Quadtree

Le quadtree ou arbre quaternaire est une structure initialement utilis�ee pour
repr�esenter des images binaires ����� ���	 La repr�esentation est exacte lorsque le
processus r�ecursif de sous�division des blocs carr�es descend jusqu��a la taille du pixel	
Chaque bloc est alors compos�e de valeurs toutes �egales �a �� ou toutes �egales �a �	
Le quadtree peut aussi �etre utilis�e pour la repr�esentation des images en niveaux de
gris	 C�est ce dernier cas que nous consid�ererons dans la suite de cette section	 Des
�etudes d�etaill�ees du quadtree sont donn�ees dans ����� �����	

Phase de division

Consid�erons une image initiale de taille m�m� que l�on note �A	 La construction
du haut vers le bas �top�down� du quadtree consiste �a diviser r�ecursivement tout bloc
lAi non homog�ene selon un pr�edicat donn�e� en consid�erant le bloc

�A comme une
seule r�egion de d�epart	 l est le niveau de la repr�esentation pyramidale sous�jacente
au codage du quadtree	 L�indice i �i � �� � � � � �� d�enote le num�ero du sous�bloc	 La
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division d�un bloc lAi de taille m�l � m�l cr�ee quatre sous�blocs carr�es l��Aj �j �
�� � � � � �� de dimension m�l��	 A chaque nouvelle division� les attributs des quatre
blocs cr�e�es sont recalcul�es pour �etre �a nouveau soumis au pr�edicat d�homog�en�eit�e	

Fig� � � A gauche � principe de la division r�ecursive d
une image binaire� A droite � represen�

tation arborescente du quadtree calcul�e sur une image de taille � � � pixels� Les cercles sont

appel�es sommets de l
arbre quaternaire et les carr�es gris et blancs sont appel�es feuilles�

Phase de fusion

La phase de fusion est utilis�ee en segmentation d�images	 Elle consiste �a regrouper
les blocs adjacents �egaux selon le pr�edicat d�homog�en�eit�e consid�er�e	 Il est �a noter
qu��a l�issue de celle�ci� la structure de l�arbre quaternaire est perdue	 L�int�er�et de
cette �etape est de r�eduire le nombre total de r�egions	 Les bords des r�egions sont
aussi beaucoup plus proches des contours r�eels de l�image	
L��etape de fusion n�est cependant pas utilis�ee dans le cas de la compression par
fractales� car les blocs obtenus sont de formes trop complexes �voir section �	�	�	

Impl�ementation du Quadtree

La construction r�ecursive du quadtree n�est pas une solution optimale en terme
de temps de calculs puisque chaque pixel est visit�e un nombre de fois �egal �a sa
profondeur �nale dans l�arborescence	 Une m�ethode plus optimale consiste �a utiliser
la courbe de Peano en Z �ordre de Morton�	
Consid�erons une image de taille m � m dont les pixels sont num�erot�es dans un
ordre croissant� en base quatre� selon la courbe de Peano ��gure ��	 Un pixel de
l�image est num�erot�e sur m chi�res	 Le chi�re de poids le plus signi�catif code
un des quatre quadrants du niveau � dans l�arborescence du quadtree	 La suite
des chi�res d�un m�eme num�ero permet d�atteindre directement un pixel en passant
par chacun des quadrants dont il est issu	 Par exemple� sur la �gure � le pixel
gris dans le dernier niveau �niveau trois� de l�arborescence porte le num�ero �	
Remarquons aussi que tous les pixels d�un m�eme quadrant dans l�arborescence sont
num�erot�es cons�ecutivement	 Cette derni�ere propri�et�e est importante pour calculer
rapidement les feuilles d�un quadtree	 Il su t de parcourir une seule fois les pixels
dans l�ordre de Morton pour extraire les quadrants v�eri�ant le crit�ere d�homog�en�eit�e
�x�e 
 le quadtree est construit �a partir de la base� par fusion des quadtrees partiels
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construits lors du parcours des pixels	

1

3

0

2

Fig� � � A gauche � courbe de Peano parcourant � blocs� A droite � courbe parcourant tous

les pixels d
une image de taille �� ��

Propri�et�es du Quadtree

La repr�esentation d�une image �a l�aide d�un quadtree est �a r�esolution variable
dans le sens o�u la partition exhibe des blocs de tailles di��erentes	 Le partitionne�
ment obtenu est rigide puisqu�il est guid�e par le processus de d�ecoupage r�ecursif en
blocs carr�es	 Il n�est pas adapt�e aux formes des objets pr�esents dans l�image� m�eme
s�il s�adapte au contenu de celle�ci	 Le partitionnement contient un nombre impor�
tant de blocs� si on le compare aux partitionnements de Vorono!� et de Delaunay
�voir section �	��	
Il n�est pas robuste en rotation et en translation	 Ceci peut �etre montr�e par l�exemple
suivant 
 consid�erons un bloc carr�e� noir� de taille  �  pixels� centr�e sur un fond
blanc de taille m � m	 La repr�esentation en quadtree d�une telle image contient
��m � �� feuilles et sommets	 Le fait de d�ecaler le carr�e noir central de un pixel
horizontalement modi�e sensiblement la structure du quadtree qui ne contient plus
que �m� � points� soit de l�ordre de deux fois moins de points	

����� Utilisation du quadtree pour la compression par fractales

Le quadtree est largement utilis�e dans la litt�erature ���� ��� ����� ���� pour la
compression des images selon une approche fractale	
La transformation fractale est dans ce cas calcul�ee au fur et �a mesure de la construc�
tion du partitionnement	 Nous d�etaillerons dans ce paragraphe la proc�edure de co�
dage propos�ee par Y	 Fisher ����	

Proc�edure de codage 

La profondeur du quadtree est �x�ee �a l�avance� ce qui impose la taille minimaleBmin

des blocs destination	 La taille maximale Bmax est aussi impos�ee	 Pour chacun des
N blocs destination rn� de taille B�� l�algorithme recherche un bloc source d��n� de
taille D� avec D � B� centr�e sur l�un des points d�un r�eseau r�egulier	 Fisher d�e�nit
trois types de r�eseaux �a utiliser en fonction de l�image �a compresser� chacun �etant
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Fig� � � Illustration d
un partitionnement quadtree sur l
image Lena �������� compos�e de

��� carr�es� Sur cette �gure� le contenu d
un bloc est constant � il est �egal �a la valeur moyenne

des niveaux de gris du bloc de l
image originale �le taux de compression est dans ce cas �egal

�a ����� sans compter le codage du quadtree et sans quanti�cation ni codage entropique des

luminances��

caract�eris�e par son pas d��echantillonnage p �voir �gure �� 


�	 le r�eseau RES� pour lequel le pas p est constant	 Le dictionnaire complet issu
de ce r�eseau contient en moyenne autant de petits blocs que de grands blocs	
Nous parlons ici de dictionnaire complet parce qu�il regroupe l�ensemble des
blocs de taille Bmin � Bmin �a Bmax � Bmax	

	 le r�eseau RES� pour lequel p � D	 Le dictionnaire complet contient dans ce
cas plus de petits blocs que de grands	

�	 le r�eseau RES� pour lequel p est fonction de Bmin et de Bmax	 Le contenu
du dictionnaire complet est invers�e par rapport �a celui calcul�e sur le r�eseau
RES�	 Il contient plus de grands blocs que de petits	

Le r�eseau RES� est pr�ef�er�e lorsque l�image contient de larges zones homog�enes et
peu de textures �nes	 Il pourrait par exemple �etre utilis�e pour compresser une image
de nuages sur un fond homog�ene	
Le codage d�un bloc destination r se fait par recherche du bloc source d��n� d�ecim�e

qui permet de minimiser l�erreur entre r et l�approximation �r donn�ee par 


min
�����

d�r��r� � min
�����

d�r� ��b� � ��b�� ���

o�u �� et �� sont des coe cients r�eels	 Si la distance minimale demeure sup�erieure �a
un seuil pr�ed�e�ni� et si le niveau de r dans le quadtree demeure inf�erieur �a la pro�
fondeur maximale de ce dernier� alors le bloc destination est redivis�e et la proc�edure
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p = 2 r max 2 rmaxpmax2 rp = cste

p = 2 r minp = cste 2 rmin
p 2 rmin

Fig� � � De gauche �a droite � sch�emas des r�eseaux RES�� RES� et RES� retournant les

dictionnaires de blocs source�

de codage est relanc�ee sur chacun des quatres sous�blocs cr�e�es	 Si la distance mini�
male est inf�erieure au seuil �x�e� le bloc r est cod�e par les coe cients �� et �� de
la transformation massique retournant �r� et par la position dans le dictionnaire du
bloc source d associ�e	 Ces informations codent la transformation �el�ementaire �	
Jacobs et al� proposent de minimiser le nombre de blocs source �a comparer avec
un bloc destination en les classi�ant ���	 Jacquin ���� a �egalement propos�e ce type
d�optimisation en regroupant les blocs dans trois classes constitu�ees de blocs ho�
mog�enes� de blocs textur�es� et de blocs incluant des fronti�eres �voir section �	�	�	
Dans ���� les auteurs consid�erent un bloc carr�e divis�e en quatre quadrants ordonn�es
selon la courbe de Peano ��g	 ��	 Les quatre valeurs Ai repr�esentent les valeurs
moyennes des luminances de chacun des quatre quadrants ordonn�es	 La m�ethode
de classi�cation repose sur le fait qu�il est toujours possible d�orienter le bloc de
mani�ere �a ce que la suite des valeurs Ai v�eri�e l�une des trois in�egalit�es suivantes 


�	 A� 	 A� 	 A� 	 A�

	 A� 	 A� 	 A� 	 A�

�	 A� 	 A� 	 A� 	 A�

Tout bloc carr�e peut donc �etre associ�e �a l�une de ces trois classes	 En calculant les
variances Vi des valeurs de luminance� chacune des trois classes peut en outre �etre
subdivis�ee en �# � � sous�classes	
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��� Partitionnement semi�rigide

����� Partitionnement horizontal � vertical

Fisher et Menlove proposent un partitionnement rectangulaire couramment ap�
pel�e partition H�V pour le codage des images selon une approche fractale ���� ���
gure ��	

Fig� � � Extrait du livre de Y� Fisher � partitionnement H�V calcul�e sur l
image Lena et

compos�e de ���� rectangles�

Un processus r�ecursif de subdivision des blocs en deux sous�rectangles conduit �a
une partition adapt�ee au contenu de l�image	 La partition n�est pas rigide comme le
quadtree puisque la division d�un bloc� qui tient compte de sa texture� ne cr�ee pas
n�ecessairement deux blocs d��egales surfaces	 La partition est semi�rigide dans le sens
o�u les ar�etes des blocs demeurent obligatoirement soit horizontales� soit verticales 

la g�eom�etrie des blocs est �a orientation d�e�nie	

Int�er�et du partitionnement pour la compression par fractales

La r�egle de construction de la partition H�V est proche de celle utilis�ee pour
le calcul du quadtree dans le sens o�u la subdivision horizontale ou verticale d�un
rectangle qui ne v�eri�e pas le crit�ere d�homog�en�eit�e cr�ee de nouveaux rectangles
�en l�occurrence deux�	 Fisher propose deux m�ethodes de division qu�il utilise en
fonction de la nature du rectangle inhomog�ene ��gure �� 


�	 lorsque celui�ci est parcouru par une fronti�ere oblique de l�image� la droite de
s�eparation est choisie de mani�ere �a ce que l�un des sous�blocs soit parcouru dia�
gonalement par la fronti�ere� et que l�autre� s�il existe� reste homog�ene ���� ����	
Lorsqu�un rectangle de grande taille est d�ej�a travers�e par une fronti�ere oblique�
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il est redivis�e de fa"con �a ce que deux sous�rectangles disjoints soient travers�es
diagonalement par la fronti�ere�

	 lorsque le rectangle inclut une fronti�ere horizontale ou verticale� la droite de
s�eparation est choisie de mani�ere �a cr�eer deux sous�blocs homog�enes 
 la droite
est plac�ee sur la fronti�ere ����	

Fig� � � Partitionnement H�V� deux solutions possibles� Illustrations de la m�ethode � �en

haut� et de la m�ethode � �en bas��

La partition H�V retourne les blocs destination �a partir desquels est calcul�ee la
transformation fractale	 Les blocs source peuvent �etre recherch�es au travers de la
m�eme partition	 Pour cela� la technique de division des rectangles selon les diago�
nales �m�ethode � est int�eressante puisque l�union de quatre blocs destination peut
dans certains cas constituer un bloc source �a fronti�ere diagonale	 Un exemple est
donn�e en haut de la �gure � 
 l�union des quatre sous�blocs incluant la fronti�ere
oblique ressemble aux deux sous�blocs �haut droit et bas gauche� qui recouvrent
une partie de la m�eme fronti�ere	 La sous�optimalit�e due au fait que les blocs source
ne sont pas recherch�es dans l�image enti�ere devrait en partie �etre compens�ee par le
fait que la partition est construite de mani�ere �a ce qu�elle fournisse des blocs ou une
union de blocs �auto�similaires �a di��erentes �echelles�	
Fisher montre cependant dans ���� que ce n�est pas le cas	 Il pr�econise plut�ot de
rechercher le bloc source parmi les blocs centr�es sur un r�eseau r�egulier �et dense� de
points du type de ceux repr�esent�es sur la �gure �	 La hauteur �ou la largeur� du
bloc source est contrainte �a �etre sup�erieure �a celle du bloc destination d�un facteur
deux ou trois	
La comparaison ou le collage se fait par sous��echantillonnage spatial ou en moyen�
nant des ensembles de � pixels �a l�int�erieur des rectangles source	 Fisher propose
di��erents niveaux d�optimisation qui se r�esument ainsi� dans un ordre de complexit�e
d�ecroissante 


� Les blocs source sont recherch�es dans toute l�image �r�eseau r�egulier de pas �egal
�a un pixel dans les directions horizontales et verticales�	 Il est �evident que dans
ce cas le temps de codage peut �etre tr�es �elev�e�
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� Lors des comparaisons inter�blocs� les quatre rotations du rectangle source
sont ou ne sont pas consid�er�ees	 Le fait de les prendre en compte revient �a
multiplier par quatre le nombre de blocs sources disponibles	 Il est �a noter que
contrairement au carr�e sur lequel on op�ere huit isom�etries discr�etes �� rotations
et � sym�etries�� le rectangle n�en permet que six �� rotations et  sym�etries
horizontale et verticale��

� Le facteur d��echelle�� de la transformation a ne des luminances� normalement
positif ou n�egatif� peut �etre contraint �a n��etre que positif�

� Di��erents facteurs de taille sur les hauteurs et les largeurs des blocs sont ou
ne sont pas test�es �facteurs � �  � �� �� � et$ou �� ���

� Une classi�cation des rectangles selon une technique proche de celle mise en
�uvre pour classi�er les blocs carr�es au sein d�un quadtree �section �		� peut
�etre utilis�ee� dans le but d�acc�el�erer le codage au d�etriment de la qualit�e de
reconstruction	

Lorqu�un partitionnement quadtree et un partitionnement rectangulaire sont adapt�es
de la m�eme mani�ere au contenu de l�image �en utilisant le m�eme crit�ere d�ho�
mog�en�eit�e des blocs�� le partitionnement rectangulaire fournit moins de bloc que le
partitionnement en quadtree	 Cette propri�et�e vient principalement du fait qu�un rec�
tangle non homog�ene peut �etre divis�e en quatre ou deux parties de tailles di��erentes	
Il appara��t dans ce cas moins de blocs �inutiles� dans la partition	 Le contenu de
chacun des blocs �homog�ene ou �a forte variance� est en outre choisi explicitement
au cours du calcul de la partition	 Ces di��erentes propri�et�es rendent la construction
de la partition tr�es souple par rapport �a celle du quadtree	 Les ar�etes des blocs sont
cependant contraintes �a �etre soit horizontales� soit verticales	

��� Partitionnement souple

Nous d�ecrivons dans cette section le diagramme de Vorono!� ainsi que le graphe
dual de Delaunay� chacun retournant une partition du support de l�image	 L�int�er�et
de ces partitionnements est qu�ils sont souples puisqu�ils sont calcul�es sur un en�
semble de points pouvant �etre positionn�es �a peu pr�es n�importe o�u sur le support de
l�image	 Nous rappelons dans la section �	�	� les principales d�e�nitions et propri�et�es
de ces deux mod�eles de partitionnement du plan� n�ecessaires �a la compr�ehension de
la suite du chapitre	 Nous pr�esentons dans la section �	�	 di��erents algorithmes de
construction des deux diagrammes� en insistant sur la m�ethode incr�ementale	 Cette
derni�ere� de par son aspect dynamique� est utilis�ee pour construire une partition tri�
angulaire adapt�ee au contenu de l�image	 Le calcul de la partition est d�etaill�e dans
la section �	�	�	
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����� Triangulation de Delaunay et diagramme de Vorono	


D�e�nitions et propri�et�es

Points� sites� germes

On d�esigne par P un ensemble compos�e de n points de l�espace R� appel�es aussi
sites ou germes 


P � fpi 
 R
�� i � �� � � � � ng

De mani�ere �a �eviter les ambigu!�t�es sur la topologie des triangles de Delaunay� nous
supposerons dans toute la suite qu�aucun sous�ensemble de P n�est form�e de quatre
points co�circulaires� et qu�aucun sous�ensemble n�est form�e de trois points align�es	

R�egion de Vorono��

Soit p un �el�ement de P 	 La r�egion de Vorono�� not�ee V orP �p� associ�ee �a p est l�en�
semble des points de R� plus proches� au sens de la distance Euclidienne d� de p que
de tous les autres points de P 


V orP �p� � fx 
 R�� d�x� p� � d�x� q���q 
 P � pg

Il est montr�e dans ce cas que chaque r�egion de Vorono!� est polygonale et convexe	
Les polygones de Vorono�� sont soit born�es� soit non born�es �les polygones ouverts sur
l�in�ni sont associ�es aux points pi appartenant �a la fronti�ere de l�enveloppe convexe
de P �	
Le sommet d�un polygone de Vorono!� est appel�e sommet de Vorono��	
Remarque 
 la distance d peut ne pas �etre Euclidienne	 Nous ne parlons pas dans ce
cas de polygones mais simplement de r�egions de Vorono!�	 Les approches discr�etes
par propagation� bas�ees sur les distances discr�etes d�� d	� ou de chanfrein� retournent
ce type de partitionnement	 Nous en reparlerons dans la section �	�		

Diagramme de Vorono��

Le diagramme de Vorono�� appel�e aussi partition de Vorono!� d�un ensemble P de n
points est l�ensemble de tous les polygones de Vorono!� de P 


V ORn�P � �
�
p�P

V orP �p�

Graphe de Delaunay

Le graphe dual du diagramme de Vorono!� d�un ensemble P de n points est le graphe
de Delaunay	 Deux points de P � p et q� cr�eent une ar�ete dans le graphe de Delaunay
�i	e	 p et q sont voisins� si et seulement si� V orP �p� et V orP �q� sont adjacents dans
le Diagramme de Vorono!� 


DEL�P � � hP�E � f�p� q� 
 P �� V orP �p� � V orP �q� �� �gi

Voisinage

Le voisinage au sens de Delaunay d�un point p de P peut aussi �etre d�e�ni par 


Ns�p� � fq 
 P tels que �p� q� 
 Eg
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Fig� � � Partition de Vorono�� d
un ensemble de points de P �

Fig� �� � Diagramme de Vorono�� et graphe de Delaunay�

o�u E est l�ensemble des ar�etes du graphe de Delaunay	

Diagramme de Delaunay

Le graphe de Delaunay de P est consid�er�e comme l�unique triangulation de l�en�
veloppe convexe de P telle que l�int�erieur des cercles circonscrits aux triangles
�pi� pj� pk� de P � ne contienne aucun autre point de P 


DEL�P � � f�pi� pj� pk� 
 P � tel que B�pi� pj � pk� � �P � pi � pj � pk� � �g

Une telle propri�et�e nous permet de consid�erer le graphe de Delaunay comme une
partition triangulaire de l�enveloppe convexe d�un ensemble de points dans R�	 En
disposant des points le long du bord d�une image� il est ainsi possible de construire
une partition du support de cette image	

Triangle de Delaunay
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Un triangle T � �pi� pj � pk� o�u pi� pj� pk sont dans P est un triangle de Delaunay si
et seulement si� l�int�erieur du cercle circonscrit �a T ne contient aucun point de P 


B�pi� pj� pk� � �P � pi � pj � pk� � �

Une propri�et�e int�eressante des triangles de Delaunay est qu�ils sont tous born�es	

Fig� �� � Partition de Delaunay d
un ensemble de points de P �

����� Calcul des partitions

Il existe une multitude d�algorithmes pour construire un diagramme de Vorono!�
ou de Delaunay dans le plan ou dans l�espace ���� �����	 Les m�ethodes peuvent se
d�ecomposer principalement en deux classes 


� les approches globales qui calculent le partitionnement de l�ensembleP pr�ed�e�ni
de points	

� les approches incr�ementales fonctionnant de mani�ere dynamique	 Le partition�
nement est ajust�e apr�es chaque ajout d�un nouveau point dans l�ensemble P 	

M�ethodes globales

La m�ethode la plus connue est la m�ethode d�enomm�ee divide and conquer� d�etaill�ee
dans ����� et dans ���	 Le principal avantage de cet algorithme r�ecursif est que sa
complexit�e est r�eduite� en O�n log n� dans le pire des cas� o�u n d�esigne le nombre de
points de l�ensemble P 	 Son d�efaut est qu�il ne permet pas l�insertion ou la suppres�
sion dynamique de points dans le diagramme de Vorono!�� ni m�eme leur d�eplacement	
Il n�ecessiterait une r�e�evaluation compl�ete du diagramme	

Une autre approche globale est sp�eci�que du caract�ere discret des donn�ees	 Dans
ce cas� P est un sous�ensemble de Z�	 La construction du diagramme s�e�ectue par
propagation autour de chacun des points de l�ensemble P 	 Les ar�etes de Vorono!��
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compos�ees de points de Z�� sont situ�ees �a �egale distance entre deux points voisins
pi et pj de P 	 Pour cela� di��erentes distances discr�etes sont utilis�ees� retournant des
r�egions de Vorono!� 
 la distance aux quatre plus proches voisins not�ee d�� la distance
aux huit plus proches voisins not�ee d	 ���� et les distances du chanfrein permet�
tant de mieux approximer la distance euclidienne ����� ����	 Des algorithmes rapides
de calcul des r�egions de Vorono!� existent ���� mais le d�efaut majeur de l�approche
discr�ete est qu�elle n�est pas structur�ee dans un environnement de graphe contenant
l�information de voisinage entre les polygones� et permettant le passage direct au
diagramme dual de Delaunay	

M�ethodes incr�ementales

Les m�ethodes incr�ementales sont int�eressantes de par leur aspect dynamique	 Le
principe est d��evaluer le diagramme V ORn���P � de l�ensembleP compos�e des points
p� �a pn��� par modi�cation locale du diagramme V ORn�P � pn���� apr�es insertion
du nouveau point pn��	

Structure de donn�ees 	

Bowyer a remarqu�e ��� que les polygones de Vorono!� ont certaines propri�et�es pou�
vant �etre exploit�ees pour la construction d�une structure de donn�ees e cace en
terme de manipulation informatique du diagramme de Vorono!� et de parcours dans
le graphe de delaunay 


� Chaque sommet de Vorono!� provient de l�intersection d�exactement trois po�
lygones de Vorono!� �toujours sous la condition de la non cocircularit�e�	

� Tout sommet s de Vorono!� est �equidistant de � points g�en�erateurs appartenant
�a P 	 Ces points g�en�erateurs sont les sommets du triangle de Delaunay associ�e
�a s et s est le centre du cercle de Delaunay circonscrit au triangle� vide de tout
autre point	 Le triangle est encore appel�e triangle dual du sommet s	 Il est �a
noter que s ne se trouve pas n�ecessairement �a l�int�erieur du triangle	

Partant de la remarque que l�information est born�ee� Bowyer a d�e�ni une structure
de donn�ees associant �a chacun des sommets s de Vorono!� des pointeurs sur 


�	 ses � sommets voisins s�� s� et s� ��eventuellement rejet�es vers l�in�ni dans le
cas des bords de l�enveloppe convexe de P �

	 les � points p�� p� et p� de P � g�en�erateurs de s	

On utilise en outre une num�erotation intelligente des pointeurs� codant la to�
pologie des triangles adjacents	 La num�erotation permet par exemple de retrouver
directement l�ar�ete s�eparant un sommet s courant de son sommet voisin si	 Celle�ci
est port�ee par les points pj pk avec j� k �� i �voir �gure ��	
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Fig� � � Structure de donn�ees�

Nous r�esumons ci�apr�es la m�ethode que nous utilisons pour ins�erer un point pn��
dans le diagramme de Vorono!� V ORn�P �	 L�algorithme est le suivant 


�	 chercher un premier sommet de Vorono!� s �a supprimer	 La localisation se fait
dans le graphe de Vorono!� et consiste �a rechercher le sommet s dont le triangle
dual contient le point pn��	 Cette recherche est initialis�ee sur un sommet quel�
conque de Vorono!�	 Elle est globale� et tend �a suivre la �ligne de plus grande
pente�� le long des ar�etes des polygones de Vorono!� liant le sommet d�initiali�
sation au sommet s �cette recherche est donc faite par un algorithme de type
descente en gradient�	

	 chercher tous les autres sommets de Vorono!� �a supprimer	 De tels sommets
sont plus proches du nouveau point pn�� que de leurs points g�en�erateurs	 Ceci
est �equivalent �a trouver tous les centres des triangles pour lesquels le cercle de
Delaunay contient le point pn��	 Les triangles associ�es �a tous les sommets �a
supprimer forment un polygone �etoil�e	 La recherche est locale	

�	 cr�eer tous les nouveaux sommets de Vorono!�� ainsi que leurs relations de voi�
sinage �mise �a jour des pointeurs�	 Cette �etape reconstruit la nouvelle trian�
gulation de Delaunay int�erieure au polygone �etoil�e	 Les sommets de ce dernier
sont voisins du point pn�� au sens de Delaunay	

Dans ����� les auteurs programment une descente en gradient le long des ar�etes
du graphe de Delaunay initialis�ee sur un point quelconque� dans le but de trouver
le point p le plus proche du nouveau point pn��	 Bowyer recherche le point le plus
proche du nouveau point pn�� au sein du graphe de Delaunay ���	 Partant de ce
point� la recherche du sommet �a supprimer est facile� sachant qu�il fait partie des
sommets plus proches de pn�� que de leurs points g�en�erateurs	 Cette recherche lo�
cale n�ecessite cependant de stocker une liste de points contigus associ�ee �a chacun
des points de P 	
Bertin apporte une am�elioration �a l�algorithme de Bowyer� en e�ectuant la re�
cherche directement dans le graphe de Vorono!�� sans avoir �a m�emoriser de listes
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de points suppl�ementaires ���	 Il utilise pour cela un algorithme initialement donn�e
par Schmitt et Borouchaki dans �����	 L�algorithme consiste �a traverser une ar�ete du
triangle courant lorsque le point pn�� se trouve de l�autre c�ot�e de la droite contenant
cette ar�ete	 Il se r�esume de la mani�ere suivante 


Soit p�� p� et p� les points g�en�erateurs d�un sommet s quelconque du diagramme de
Vorono!�	
� si pour toute ar�ete �pi� pj� �i �� j� i� j 
 f�� � �g� du triangle associ�e au sommet
s courant� le produit scalaire hss�� pipn��i est n�egatif� o�u s� est le sommet voisin de
s sur l�ar�ete de Vorono!� perpendiculaire �a �pi� pj�� alors s est le sommet cherch�e	
pn�� est �a l�int�erieur du triangle associ�e au sommet s� l�algorithme a converg�e	 Cette
condition est illustr�ee sur la �gure ��	
� sinon prendre s� parmi les sommets voisins de s� tel que hss�� pipn��i 	 �� puis
poser s � s� et retourner �a l��etape pr�ec�edente	 Le point s est ainsi d�eplac�e dans le
graphe� en direction du point pn��	

Pn+1

s

s0

i

p
j

p
n+1p

s

s’

Fig� �� � Illustration de l
�etape � de l
algorithme d
insertion�

L��etape � consiste �a parcourir tous les sommets �a supprimer� et pour chacun d�eux
�a e�ectuer le traitement suivant 


Soit s un des sommets �a supprimer� s�� s�� s� ses trois sommets voisins� et p��
p�� p� ses trois points g�en�erateurs	 Pour tout i � � �a ��
� si si n�est pas un sommet �a supprimer� alors cr�eer un nouveau sommet s� centre
du cercle circonscrit au nouveau triangle d�e�ni par les deux points pi et pj cr�eant
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l�ar�ete de Vorono!� �si� s� et par le nouveau point pn��	 On montre que s� est situ�e
sur l�ar�ete �si� s�	 La relation de voisinage entre le nouveau triangle et le triangle
connexe� ext�erieur au polygone �etoil�e reste inchang�ee	
� sinon� ne rien faire	

P1 P2
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P6

Pn+1
P4

S1
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�a� �etape �
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P6
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S8

S’1

S’11

S’10

S’6

S’3

S’9

P3

�b� �etape �

Fig� �� � Illustration des �etapes � et � de l
algorithme d
insertion�

Il reste ensuite �a mettre �a jour les relations de voisinage entre les nouveaux
triangles inclus dans le polygone �etoil�e	

����� Partitionnement triangulaire adapt�e au contenu de l�image

Nous d�etaillons dans cette partie l�algorithme de partitionnement en triangles de
Delaunay du support d�une image en niveaux de gris	 Cette m�ethode est quali��ee
de souple puisqu�elle retoune la triangulation de l�enveloppe convexe d�un ensemble
quelconque de points� distribu�es sur le support de l�image	
Au cours de la construction de la partition� et lorsque celle�ci est enti�erement cal�
cul�ee� chacun des �el�ements triangulaire est caract�eris�e par la valeur moyenne et
l��ecart�type des niveaux de gris qu�il englobe	 Ces param�etres peuvent ensuite �etre
utilis�es directement au cours du codage par fractales	

Algorithme de division et fusion

L�algorithme de division et fusion que nous proposons est une g�en�eralisation de
la m�ethode de split and merge sur l�arbre quaternaire� propos�ee dans ���� et rap�
pel�ee dans la section �		�� page ��	 Il retourne une partition adapt�ee au contenu de
l�image� servant �a initialiser l��etape suivante de compression par fractales	 Le d�etail
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de l�algorithme est donn�e ci�apr�es 


�	 disposer un ensemble r�egulier de points sur le support de l�image� formant un
maillage triangulaire comme indiqu�e sur la �gure ��	 Nous montrerons dans la
section �	�	 l�utilit�e d�une telle initialisation pour la compression par fractales	

	 divisions 
 tant qu�il existe des triangles non homog�enes 


� calculer la triangulation de l�ensemble des points	

� calculer les attributs de chaque triangle ��ecart�type des niveaux de gris
des points image contenus dans le triangle et surface du triangle�	

� ins�erer un nouveau point sur le barycentre de chaque triangle ne v�eri�ant
pas le pr�edicat d�homog�en�eit�e� et dont la surface demeure sup�erieure �a un
seuil T�	 Un bloc est d�eclar�e homog�ene si la variance des niveaux de gris
de celui�ci est inf�erieure �a un seuil T� �cette �etape a pour e�et de diviser
les triangles non homog�enes�	

� r�eit�erer cette phase de division tant qu�il y a des points �a ajouter et donc
des triangles non homog�enes �a surface sup�erieure �a T�	

�	 fusion 
 supprimer tous les points inutiles de la triangulation	 Ces points sont les
points centraux des polygones �etoil�es form�es de l�union de triangles homog�enes
connexes et de m�eme amplitude	 Les blocs inclus dans un m�eme polygone ont
la m�eme amplitude si la di��erence maximale des valeurs moyennes des triangles
demeure inf�erieure �a un seuil T�	

Remarques 

� �  L�ajout d�un nouveau point sur le barycentre du triangle �a diviser est pr�ef�er�e
�a une solution adaptative puisque nous voulons minimiser la quantit�e d�information
n�ecessaire au codage de la partition	 Dans ���� les auteurs proposent une m�ethode
adaptative qui consiste �a positionner le nouveau point �a l�endroit o�u le module de
l�erreur entre les niveaux de gris de l�image et le plan passant par les niveaux de gris
des trois sommets du triangle �a diviser est maximale	 Cette solution ralentit l��etape
de division des triangles� et implique la m�emorisation des coordonn�ees de chacun
des points ajout�es	 Dans notre cas� nous pouvons coder e cacement la triangula�
tion de Delaunay issue des �etapes de division et fusion� sans avoir �a m�emoriser les
coordonn�ees des sommets des triangles	 La m�ethode� proche de celle utilis�ee pour le
codage d�un quadtree� est donn�ee en section �	�		
� �  L��etape it�erative de division rend une image sur�segment�ee� compos�ee d�un
grand nombre de blocs connexes similaires	Dans ���� les auteurs regroupent it�erativement
deux �a deux les triangles similaires au sein de la partition� en consid�erant leur
moyenne de niveaux de gris	 Leur objectif �nal est de retourner une segmentation
de l�image en larges r�egions homog�enes	 Chaque r�egion� form�ee d�un ensemble de
triangles connexes� est de forme polygonale	
Notre approche vise plut�ot �a supprimer directement de la partition un grand nombre
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Fig� �� � Initialisation �en haut �a gauche� suivie des divisions et de la fusion �en bas �a

droite��

de triangles connexes similaires� tout en conservant des blocs triangulaires �	 Le par�
titionnement ainsi simpli��e se compose de triangles allong�es au�dessus des zones
homog�enes� prenant appui sur des petits triangles situ�es au�dessus des zones tex�
tur�ees et des contours de l�image originale	 Ce type de partitionnement est issu de
l��etape de fusion	

Algorithme de fusion simple 	 une variante

Une solution tr�es rapide pour calculer une partition de Delaunay adapt�ee au
contenu de l�image consiste �a n�op�erer qu�une seule �etape de fusion sur la triangu�
lation d�un r�eseau dense et r�egulier de points dispos�es sur le support de l�image	
La �gure �� montre un r�esultat de l�algorithme	 L�inconv�enient d�une telle m�ethode
vient du fait que la mauvaise localisation des triangles de d�epart conduit �a supprimer
un trop grand nombre de triangles au cours de la phase de fusion� en laissant le reste

	� L�algorithme de fusion pr�eservant la forme des blocs de la partition originale n�est pas
r�ealisable dans le cas du quadtree
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Fig� �� � Fusion sur une triangulation �ne�

des blocs inchang�es	 Au terme des phases de division de l�algorithme de �Split and
Merge� la partition est adapt�ee au contenu de l�image	 L��etape de fusion supprime
dans ce cas moins de triangles� et la disposition des autres triangles tient compte de
la texture de l�image	

Triangulation contrainte par les contours

Les approches classiques de partitionnement utilis�ees pour initialiser la phase de
compression par fractales retournent un nombre �elev�e de blocs carr�es ou triangu�
laires� de petite taille� recouvrant les contours de l�image	 Les blocs ne sont cependant
pas tous travers�es par les contours de la m�eme mani�ere� comme le montre la �gure
��	

Fig� �� � Blocs carr�es et triangulaires incluant un contour simple�

Ceci peut �etre un inconv�enient puisque le codage par fractales consiste �a recher�
cher� pour un bloc destination� un bloc source de m�eme nature� de surface plus
grande au sein de la m�eme image	 Le bloc destination avec fronti�ere ne peut donc
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�etre correctement cod�e que si l�image contient une grande diversit�e de blocs source
incluant une fronti�ere	 Une solution �a ce probl�eme� sugg�er�ee par Fisher ���� consiste
�a contraindre le passage des contours �a l�int�erieur des blocs rectangulaires de la par�
tition Horizontale�Verticale �section �	�	�� 
 les contours sont principalement� soit
contre les bords des rectangles� soit diagonaux �a l�int�erieur des rectangles	
Nous pr�esentons dans cette section un autre type de partition contrainte� tirant plei�
nement pro�t de la souplesse du mod�ele de partitionnement de Delaunay	 La par�
tition est telle qu�en moyenne� les bords des triangles s�appuyent sur les fronti�eres
d�orientation quelconque de l�image	 La plupart des blocs ainsi g�en�er�es le long d�un
m�eme contour se ressemblent et sont homog�enes	 Le partitionnement est adapt�e �a
la forme des objets de l�image	

La triangulation contrainte est calcul�ee sur un ensemble P de points obtenus se�
lon l�algorithme d�etaill�e ci�dessous en quatre points 


�	 d�etecter les principaux contours de l�image	

	 �echantillonner les contours en pla"cant des points aux endroits de forte cour�
bure	

�	 ajouter des points r�eguli�erement espac�es sur les contours� entre chacun des
points pr�ec�edemment d�etect�es	 L��ecart entre les points ajout�es est not�e d�	

�	 placer des points suppl�ementaires de chaque c�ot�e des contours� perpendiculai�
rement aux segments	 L�ajout d�un de ces points se fait dans un contexte de
contr�ole de proximit�e vis �a vis des autres points d�ej�a ins�er�es	

L��etape de recherche des contours de l�image s�e�ectue �a l�aide de l�op�erateur de
Deriche ����� pr�esent�e dans la section �	�	�� page ��	 Nous v�eri�ons exp�erimentalement
que la d�elocalisation des contours d�etect�es est d�autant plus perceptible que le pa�
ram�etre � des �ltres directionnels est petit �formules �� et ���	
Ce dernier est �x�e dans notre application �a � � �� puisque ce choix permet de
d�etecter les principaux contours de l�image� tout en limitant le nombre de petits
contours inutiles	

L��etape  consiste �a rechercher les points de forte courbure du contour	 De nom�
breuses �etudes ont �et�e faites sur ce sujet ����	 Nous utilisons dans notre cas une
m�ethode d�approximation it�erative ����� mise en cascade avec un processus de suivi
de contour	 L�algorithme traite les pixels au fur et �a mesure de leur arriv�ee� jusqu��a
ce qu�un crit�ere� remis �a jour apr�es chaque ajout� ne soit plus v�eri��e	
La �gure �� illustre l�algorithme de d�ecoupage recevant en entr�ee la liste des points
c� �a cN d�un contour de l�image	 L�ensemble des points de rupture est not�e P 	

La m�ethode de recherche des points de forte courbure est d�etaill�ee dans ���	 Nous
en rappelons ci�apr�es l�algorithme 
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Fig� �� � Approximation it�erative d
un contour�

ideb � �� err � ��

cideb a pour coordonn�ees �xideb� yideb�� cj a pour coordonn�ees �xj� yj�	

pour j � � �a N faire

err � err � �xj � xideb��yj � yj���� �yj � yideb��xj � xj���

si jerrj 	 �
q
�xj � xideb�

� � �yj � yideb�
� alors

le crit�ere d�erreur n�est plus v�eri��e	

cj�� est l�un des points recherch�es� il est ajout�e �a l�ensemble des points de rupture P 	

ideb � j� err � �	

�n si

�n pour

La valeur � repr�esente le maximum d�erreur cumul�ee admise par unit�e de surface
du segment approximant �cideb� cj�	 L�erreur err correspond �a la somme sign�ee des
surfaces d�e�nies par les triangles �cidebcj��cj�	

A l�issue de l��etape �� les triangles s�appuient contre les contours de l�image� �a
condition que la distance d� soit inf�erieure �a la distance d� ��gure ��	c�	 Dans le
cas contraire� les triangles ont un sommet sur un contour et leur base coupe per�
pendiculairement le contour	 Ces deux solutions nous permettent de contr�oler avec
pr�ecision le contenu des triangles proches des contours	 La partition obtenue peut
ainsi �etre compar�ee �a la partition H�V dans le sens o�u les blocs sont soit homog�enes�
soit travers�es tous de la m�eme mani�ere par un contour	 Les r�egions textur�ees de
l�image sont quant �a elle partitionn�ees de mani�ere quelconque �a l�aide de triangles
de petite taille	
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�a� d�etection des contours �b� positionnement des points de P

d1

d2

�c� positionnement des points de P �d� Triangulation de l�ensemble P

Fig� �� � Triangulation contrainte par les contours�

Autres partitionnements triangulaires

Fisher sugg�ere dans ���� l�utilisation d�une triangulation adapt�ee au contenu de
l�image� sans l�utiliser pour la compression par fractales	 Il propose de diviser dia�
gonalement le support rectangulaire de l�image� puis de subdiviser r�ecursivement
chacun des deux triangles parent en quatre sous�triangles enfants	 La division est
r�ealis�ee en joignant trois points judicieusement choisis sur les ar�etes du triangle
p�ere	 Ce partitionnement� qui est plus %exible que le partitionnement H�V� a l�in�
conv�enient d��etre di cile �a implanter et surtout �a coder	
L�algorithme de calcul r�ecursif du type de celui utilis�e pour la construction du quad�
tree peut aussi �etre implant�e sur des blocs triangulaires en partant du support de
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l�image divis�e diagonalement en deux triangles	 La division peut �etre faite en ajou�
tant un nouveau sommet sur le barycentre du triangle non homog�ene� et en joignant
les trois sommets du triangle �a ce point �	 Cette solution cr�ee tr�es vite des triangles
tr�es �etir�es� di ciles �a traiter dans le cas discret	 Une meilleure solution consiste �a
op�erer une subdivision barycentrique consid�erant l�ensemble des six triangles qui
ont pour sommet commun le barycentre du triangle original	 Ce type de division
r�ecursive est illustr�e sur la �gure ��	

Fig� �� � Subdivision barycentrique r�ecurrente d
un triangle�

La triangulation obtenue �a partir de cet algorithme est adaptative mais non
%exible	 La taille et la forme des blocs est contrainte par le processus de division
r�ecursif� tout comme dans le cas du quadtree	 Pour ces raisons� nous n�avons pas
test�e ce partitionnement triangulaire pour la compression des images par fractales	

��� Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre di��erents mod�eles g�eom�etriques de parti�
tionnement pour la compression par fractales	 Le quadtree g�en�ere une partition en
blocs carr�es� adapt�ee au contenu de l�image	 La r�egle de construction du partition�
nement est rigide mais a l�avantage de pouvoir �etre cod�ee e cacement	 Nous avons
d�ecrit l�algorithme de compression propos�e par Fisher et utilisant ce partitionnement
ainsi que son extention au partitionnement rectangulaire	 Ce dernier est plus souple
que le quadtree � il est par cons�equent plus di cile �a coder	 La troisi�eme partie de ce
chapitre �etait consacr�ee �a la triangulation de Delaunay adapt�ee de fa"con tr�es souple
au contenu de l�image	 Nous avons d�ecrit trois algorithmes permettant de g�en�erer
de telles partitions	 Celles�ci seront utilis�ees pour la compression par fractales dans
le chapitre �	

�� Il est 
a noter que la triangulation adaptative ainsi obtenue ne v�eri�e pas la propri�et�e du cercle
vide de la triangulation de Delaunay�
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��� Introduction

Le codage d�une image A par fractales consiste �a calculer un op�erateur �nale	
ment contractant W tel que W 
A� soit une tr�es bonne approximation de A� Cette
m�ethode s�appuie sur les travaux de Barnsley concernant la th�eorie des IFS�
Nous avons vu dans le chapitre � que l�approximation de l�image A �a partir d�elle	
meme n�est pas facile �a r�ealiser lorsque A n�est pas auto	similaire� La solution �a
ce probl�eme consiste �a approximer chacune des r�egions de l�image �a partir d�autres
r�egions de la meme image� en utilisant des transformations locales� L�image est pour
cela partitionn�ee en N blocs rn� formant une partition R� Chacun des blocs est
ensuite mis en correspondance avec un autre bloc dn de l�image� �a partir duquel il
est possible d�approximer� par une transformation �el�ementaire �n� la fonction des
niveaux de gris de rn�
L�op�erateur W d�e�nissant une transformation fractale de l�image est compos�e de
l�ensemble des N transformations �n� Il est �nalement contractant �a condition qu�un
nombre su�sant de transformations �n soient contractantes�

Le codage de la transformation fractale n�ecessite de m�emoriser les coe�cients des
N transformations �n� Il est donc d�autant plus e�cace que la partition R contient
un nombre r�eduit de blocs�
Les premiers travaux de Jacquin expos�es dans le chapitre � ont d�emontr�e l�int�eret
de s�inspirer de la th�eorie des IFS pour coder des images naturelles mais n�ont ce	
pendant pas permis d�atteindre des taux de compression �elev�es� Cette limitation est
due au fait que la partition R propos�ee est carr�ee r�eguli�ere et donc compos�ee d�un
nombre trop important de blocs rn� Nous avons vu dans le chapitre � que ce prob�eme
a pu etre contourn�e en calculant la transformation fractale sur un partitionnement
carr�e ou rectangulaire adapt�e au contenu de l�image 
quadtree� H	V��

Nous d�ecrivons dans ce chapitre � notre approche qui consiste �a calculer la transfor	
mation fractale de l�image sur un partitionnement triangulaire adapt�e au contenu de
l�image� Divers algorithmes ���� ���� permettant de construire une telle triangulation
ont d�ej�a �et�e pr�esent�es dans le chapitre �� Nous verrons que notre m�ethode de codage
di��ere du sch�ema de base dans le sens o�u les blocs dn ne sont pas recherch�es n�im	
porte o�u dans l�image mais au travers d�une deuxi�eme triangulation� Les contraintes
impos�ees sur les tailles des blocs sources et destination sont en outre plus souples
que celles impos�ees dans les sch�emas classiques puisque les formes respectives des
triangles peuvent etre quelconques�



���� TRANSFORMATION FRACTALE ���

��� Transformation fractale

La compression d�une image A par fractales consiste �a calculer la transformation
�nalement contractante W qui permet de v�eri�er la relation suivante � �

A �
N�

n��

rn � W 
A� �
N�
n��

�n
d��n�� 
���

o�u les N blocs rn sont appel�es blocs destination� et les blocs d��n� sont appel�es blocs
source� Nous rappelons qu�un bloc source d��n� peut etre associ�e �a plusieurs blocs
destination� et que par cons�equent � est une application de �� � � � N � vers �� � � � Q�
o�u Q est le nombre de blocs source utilis�es�

����� Algorithme de codage

Nous d�etaillerons par la suite chacune des �etapes de l�algorithme de codage� Celui	
ci est r�esum�e dans la table a� et illustr�e sur la �gure ���

calculer la triangulation R

calculer la triangulation D

pour i allant de � �a N �i � indice du triangle r�i de R�

�

erreur�min � float�maximum

pour j allant de � �a Q �j � indice du triangle d�j de D�

�

erreur � d�r�i� w�d�j��

si erreur 	 erreur�min alors m
emoriser

�

la combinaison du collage de d�j sur r�i

le coefficient d�
echelle beta���j� optimal

le coefficient de d
ecalage beta���j� optimal

j�min � j

erreur�min � erreur





stocker �

l�indice j�min

la combinaison du collage de d�j�min sur r�i

le coefficient d�
echelle beta���j�min� optimal

le coefficient de d
ecalage beta���j�min� optimal





TABLE a 	 Algorithme de codage�

�� cette notation est indroduite dans le chapitre �
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Nous supposons que la triangulation R 
adapt�ee au contenu de l�image� est com	
pos�ee de N blocs destination ri� et que la triangulation 
r�eguli�ere� D contient Q
blocs source dj � L�algorithme consiste �a associer �a chacun des blocs ri le bloc dj qui
minimise l�erreur d entre la fonction des niveaux de gris du bloc ri et celle du bloc
dj transform�e par ��

On peut d�es �a pr�esent noter que la transformation massique qui r�ealise le collage du
bloc source dj sur le bloc destination ri est la meme que celle utilis�ee par Jacquin

section ������ et Fisher 
section ������� Elle n�est compos�ee que de deux coe�cients �

le coe�cient de d�ecalage �
�i�
� et le coe�cient d��echelle �

�i�
� �

Di,j

Dk Rk

RiRj

Fig� �� 	 Calcul de la transformation fractale� La partition de gauche �D� contient les blocs

source r et la partition de droite �R� contient les blocs destination r�

����� Initialisation � calcul des triangulations

Nous avons vu que le sch�ema de compression classique fond�e sur des blocs rec	
tangulaires recherche� pour un bloc r de la partition R� l��el�ement d au travers d�un
ensemble de blocs dispos�es sur un ou plusieurs r�eseaux r�eguliers de points 
voir �	
gure ��� page ���� Les blocs sources sont aussi contraints �a etre de taille sup�erieure
�a celle des blocs destination d�un facteur � ou � �����

La qualit�e du codage est d�autant meilleure que le nombre de blocs source consid�er�es
au cours du codage est �elev�e� Il est en e�et raisonnable de penser que si l�on compare
un bloc destination avec un tr�es grand nombre de blocs source� l�image transform�ee
W 
A� peut etre tr�es proche de l�image originale A� Cette am�elioration est cepen	
dant faite au d�etriment du temps de calcul de la transformation fractale� et la rend
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en pratique impossible 
selon la qualit�e d�esir�ee� le temps de codage d�une image
��� � ��� sur une machine s�equentielle peut varier de quelques secondes jusqu��a
plus de �� heures ���

Notre m�ethode di��ere de ce sch�ema principalement pour les deux raisons suivantes �

�� les blocs destination et source sont de formes triangulaires

�� les triangles source sont recherch�es parmi une triangulation r�eguli�ere de l�image�
appel�ee triangulation D�

Le point � permet de r�eduire sensiblement le nombre de triangles d consid�er�es�
Ceux	ci sont de taille constante et ne se recouvrent pas 
�gure ���� Le choix d�une
telle partition D permet de r�eduire le temps de codage en limitant le nombre de
comparaisons inter	blocs mais ne permet pas de minimiser l�erreur d
A�W 
A���
Nous montrerons que la qualit�e du codage est cependant acceptable car une partition
D r�eguli�ere recouvre une vari�et�e su�samment importante de r�egions di��erentes� Il
serait possible d�utiliser une deuxi�eme partition D� de mani�ere �a doubler le nombre
de blocs sources disponibles� Cette solution a �et�e test�ee mais s�est r�ev�el�ee etre peu ef	
�cace si l�on compare les temps de calculs par rapport �a la qualit�e de l�image d�ecod�ee�

La triangulation R est quant �a elle adapt�ee au mieux au contenu de l�image puisque
le nombre de triangles ri �xe le taux de compression� Nous pr�esenterons et compa	
rerons dans les paragraphes qui suivent divers r�esultats de compression obtenus �a
partir des triangulations de Delaunay d�ecrites dans le chapitre ��

�a� Pas � �� �b� Pas � �� �c� Pas � ��

Fig� �� 	 Partitions r�eguli�eres D�

����� Utilisation du th�eor�eme du collage

Supposons que l�op�erateur W est contractant� D�apr�es le th�eor�eme du collage ����
l�erreur entre l�image A et l�attracteur At de l�op�erateur W est born�ee de la fa�con
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suivante �

d
A�At� �
�

�� s
d
A�W 
A�� 
���

Le fait de minimiser d
A�W 
A�� ne diminue qu�une partie de la borne sup�erieure�
L�autre terme d�epend du facteur de contraction s de W � qui est fonction des co	
e�cients d��echelle ��n�� de chacune des transformations �el�ementaires �n de W � Ce
facteur est souvent mal ma�tris�e� Il doit cependant ne pas etre trop proche de la
valeur � pour que la borne sup�erieure ne soit pas trop grande�

Supposons maintenant que l�op�erateur W est �nalement contractant et a pour ex	
posant de contraction l�entier n� Cette propri�et�e est souvent autoris�ee en pratique
puisqu�elle permet d�am�eliorer l�approximation des blocs destination rn en imposant
moins de contraintes sur les coe�cients d��echelle �

�n�
� � L�erreur d
A�At� est dans ce

cas born�ee par l�expression suivante �

d
A�At� �
�

� � s
d
A�W on
A�� 
���

o�u s est le facteur de contraction de W on� Il est montr�e ���� que d
A�W on
A�� est
elle	meme born�ee selon l�expression suivante �

d
A�W on
A�� �
� � �n

�� �
d
A�W 
A�� 
���

o�u � est le facteur de Lipschitz de W �
L��equation 
��� peut etre utilis�ee si le facteur s et l�entier n sont connus� En pratique�
ces deux valeurs ne sont pas ma�tris�ees� De plus il est impossible de minimiser l�erreur
d
A�W on
A�� puisque cela n�ecessiterait d�it�erer un grand nombre de fois l�op�erateur
W qui lui	meme est en cours de calcul� La solution qui consiste �a minimiser l�erreur
d
A�W 
A�� dans l��equation 
��� est donc sous	optimale� Malgr�e toutes ces suppo	
sitions� il est v�eri��e exp�erimentalement que l�erreur �nale entre l�image originale A
et l�attracteur At est faible lorsque l�erreur d
A�W 
A�� est faible�

����	 Calcul de la transformation fractale

La transformation �el�ementaire � transformant un bloc source d en un bloc des	
tination r s��ecrit �

�
d� � �
xi� yi� f
xi� yi��

� 
x�i� y
�

i� f
x
�

i� y
�

i��

� 
v
xi� yi�� �� f
xi� yi� � ����

o�u f
xi� yi� est la luminance du pixel de coordonn�ees 
xi� yi� �a l�int�erieur du bloc
source d� f
x�i� y

�

i� est la luminance du pixel de coordonn�ees 
x�i� y
�

i� �a l�int�erieur
du bloc destination r� et v d�enote la transformation spatiale d�un triangle d sur
un triangle r� Les coe�cients �� et �� controlent respectivement le contraste et la
luminosit�e de la fonction des niveaux de gris�
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����� Comparaison des triangles � transformation spatiale

Le sch�ema classique de compression bas�e sur des blocs destination carr�es r de taille
B� et des blocs source carr�es d de taille �B� est le plus simple qui soit � un pixel ri�j
du bloc r est compar�e �a la valeur f 
xi� yi� obtenue en moyennant ��� pixels connexes
dans le bloc source d� La position de l�ensemble des quatre pixels �a l�int�erieur du carr�e
est fonction de l�isom�etrie discr�ete consid�er�ee� Lorsqu�aucune rotation et sym�etrie
par rapport aux axes centr�es verticaux� horizontaux et diagonaux n�est r�ealis�ee�
f
xi� yj� est donn�ee par l�expression suivante ���� �

f
xi� yj� �
��

�

f
xk� yl� � f
xk� yl��� � f
xk��� yl� � f
xk��� yl���� � ��

o�u 
xk� yl� sont les coordonn�ees du pixel dk�l dans le bloc d� La transformation a�ne
n�est pas calcul�ee explicitement puisque les formes et les tailles respectives des blocs
sont connues� L�approche est un peu plus compliqu�ee lorsque les blocs sont rectan	
gulaires� mais le calcul explicite des transformations spatiales n�est �egalement pas
n�ecessaire�

Notre approche� bas�ee sur des blocs source et destination triangulaires� sous	
entend l�utilisation de transformations spatiales pour comparer le contenu des tri	
angles puisque ceux	ci sont a priori de forme et d�orientation quelconques sur le
support de l�image� Pour cela� nous rappelons ci	apr�es les principales propri�et�es de
la transformation a�ne �D�

Transformation a
ne

Une transformation a�ne v � R�� R
� s��ecrit de la mani�ere suivante �

v

�
� x

y

�
A �

�
� x�

y�

�
A �

�
� a b

c d

�
�
�
� x

y

�
A �

�
� e

f

�
A � Lx� t 
���

o�u a� b� c� d� e� et f sont des r�eels� La transformation v op�ere sur le vecteur x
une transformation lin�eaire L suivie d�une translation sp�eci��ee par le vecteur t� Une
telle transformation permet de d�eformer un syst�eme de coordonn�ees initial en un
autre syst�eme de coordonn�ees� Elle poss�ede six degr�es de libert�e�

L�espace transform�e a pour vecteurs de base les vecteurs 
a� c� et 
b� d� et pour
origine le vecteur 
e� f�� La �gure �� montre que la transformation a�ne induit
des changements d��echelle� des translations� des rotations� et des �cisaillements �
Elle pr�eserve les lignes parall�eles et les distances relatives entre les points� Elle peut
donc par exemple transformer un triangle en un autre triangle ou un rectangle
en un parall�elogramme� Il est �a noter que des d�eformations plus complexes telles
que la transformation d�un carr�e en un quadrilat�ere quelconque peuvent se faire �a
l�aide de transformations projectives ou bilin�eaires� Nous verrons dans le chapitre �
l�utilisation de ces transformations pour la compression par fractales utilisant des
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Fig� �� 	 Transformations a�nes �D du bloc carr�e�

quadrilat�eres�

Le calcul des six coe�cients de la transformation a�ne est e�ectu�e en consid�erant
trois points dans l�espace de d�epart et trois points dans l�espace d�arriv�ee� La
d�eformation d�un triangle source peut donc etre calcul�ee �a partir de ses trois som	
mets et des trois sommets du triangle destination� On obtient de cette fa�con six
�equations �a six inconnues donn�ees sous forme matricielle par l�expression suivante �

�
													�

x� y� � � � �

x� y� � � � �

x� y� � � � �

� � � x� y� �

� � � x� y� �

� � � x� y� �

�













�

�
BBBBBBBBBBBBB�
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b
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d

f

�
CCCCCCCCCCCCCA

�

�
BBBBBBBBBBBBB�

x��

x��

x��

y��

y��

y��

�
CCCCCCCCCCCCCA

� 
���

Nous rappelons que le rapport de la surface du triangle source 
transform�e par
v� sur la surface du triangle destination est �egal au module du d�eterminant de la
matrice L 
�equation ����

�Echantillonnage du bloc source

Le calcul de l�erreur d
r� �
d�� consid�ere l�ensemble des pixels inclus dans le tri	
angle r et l��echantillonnage du triangle d par la transformation spatiale v�� 
chaque
pixel ri de r est compar�e au pixel le plus proche de son ant�ec�edent par la transfor	
mation spatiale v�� Si le bloc r contient M pixels� l�erreur d est donn�ee par �

d
r� �
d�� �
MX
i��

h
f
x�i� y

�

i�� �� f
v
��
x�i� y

�

i��� ��
i�


���

o�u 
x�i� y
�

i� sont les coordonn�ees d�un pixel d�indice i dans le bloc destination r�
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υ

υ-1

Fig� �� 	 Comparaison d�un triangle destination et d�un triangle source�

Cette m�ethode simple de comparaison des blocs triangulaires par �echantillonnage
spatial donne de bons r�esultats �a condition que le rapport des surfaces des deux
blocs soit inf�erieur �a une valeur limite que nous �xons en pratique �egale �a ��� La
�gure �� montre quelques exemples d�associations de triangles r et d apr�es calcul
de la transformation fractale� Le parcours des pixels dans un bloc destination se fait
ligne apr�es ligne� Les lignes associ�ees sont visibles sur le triangle source lorsqu�il est
plus grand que le triangle destination � il est dans ce cas sous	�echantillonn�e� Dans le
cas contraire� il est sur	�echantillonn�e 
triangles noirs sur la �gure ����

Fig� �� 	 Relations a�nes entre des triangles destination et leurs triangles source associ�es 	

illustration de l��echantillonnage des blocs source�
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����� Contraction de la transformation fractale

Le facteur de contraction s de l�op�erateur W d�epend des coe�cients d��echelle
si 
i � � � � � N� associ�es aux N transformations �i� Jacobs et al� montrent que
si s � supfsig est strictement inf�erieur �a � alors la transformation fractale est
�nalement contractante� ceci �etant vrai en consid�erant l�erreur quadratique comme
mesure de similarit�e entre les blocs� Nous v�eri�ons exp�erimentalement� tout comme
beaucoup d�autres chercheurs ����� que la transformation fractale reste �nalement
contractante si la valeur maximale des coe�cients fsig est inf�erieure �a ����

����� �Etude de la transformation massique

Nous rappelons que l�erreur d
r� �
d�� entre le bloc destination r et son approxi	
mation r calcul�ee �a partir du bloc source d est donn�ee par �

d
r� �
d�� �
MX
i��

h
f
x�i� y

�

i�� �� f
v
��
x�i� y

�

i��� ��
i�


���

o�u 
x�i� y
�

i� sont les coordonn�ees d�un pixel d�indice i dans le bloc destination r� Les
coe�cients d��echelle �� et de d�ecalage �� optimaux sont calcul�es de fa�con �a annuler
les deux d�eriv�ees partielles de l�erreur d par rapport �a �� et ��� Cette m�ethode est
�equivalente �a celle propos�ee par Fisher et Lundheim qui consid�erent la transforma	
tion massique comme une combinaison lin�eaire de deux vecteurs et qui annulent
deux produits scalaires 
voir section �������
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Fig� �� 	 Rapport signal �a bruit fonction du taux de compression� Les coe�cients d��echelle

et de d�ecalage sont respectivement quanti
�es sur �ns� et �no� bits� L�image Lena ���� ���

est compress�ee sur une partition compos�ee d�approximativement ��� triangles�
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Les coe�cients sont ensuite quanti��es s�epar�ement �a l�aide d�un quanti�cateur
scalaire uniforme� avant d�etre r�eintroduits dans l�expression 
���� Ceci permet de
prendre en compte les erreurs de quanti�cation lors du calcul des similarit�es entre
blocs� La �gure �� pr�esente di��erents r�esultats de d�ecompression obtenus en quan	
ti�ant les coe�cients de d�ecalage et d��echelle respectivement sur no et ns bits� La
con�guration optimale qui donne un taux de compression ainsi qu�un rapport signal
�a bruit maximal se situe en haut �a droite du plan� Elle est �egale �a ns � � et no � �
bits pour ce cas particulier� Nous v�eri�ons exp�erimentalement que la combinaison
ns � no � � bits est dans la plupart des cas l�optimale�

Analyse des coe
cients d��echelle et de d�ecalage

La �gure �� montre les suites de coe�cients �� et �� associ�es �a chacun des blocs
destination apr�es codage de l�image Lena ��� � ���� On note d�es �a pr�esent que
le coe�cient d��echelle �� est centr�e sur la valeur z�ero alors que la moyenne des
coe�cients de d�ecalage �� est positive� Nous discuterons de cette remarque dans
la section ���� Le coe�cient �� quanti��e uniform�ement sur ns bits appartient �a un
ensemble �ni de �ns valeurs� Le coe�cient �� est quant �a lui quanti��e sur no bits de
fa�con �a v�eri�er la relation � � ��f��� � ��� dans laquelle f repr�esente l�amplitude
d�un pixel comprise entre � et ����
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Fig� �� 	 Coe�cients d��echelle �� �a gauche et de d�ecalage �� �a droite associ�es apr�es codage

�a ���� triangles de l�image Lena ���� ����

La �gure �� montre les histogrammes des coe�cients d��echelle �� quanti��es sur
� bits� dont le module est born�e par la valeur ��� 
��a� et ��� 
��b� lors du codage
de l�image Lena� L�histogramme 
non repr�esent�e� est plus plat lorsque la valeur
maximum de �� est �egale �a � puisque les nombreux coe�cients �ecret�ees 
pics sur
les valeurs � et 	�� ont pour e�et d���ecraser l�histogramme� On remarque aussi
que l�histogramme est plus pointu lorsque le module de �� est born�e par la valeur
���� !ien ����� utilise dans ce cas un quanti�cateur optimal de Lloyd	Max 
voir
section ������ sur � ou � bits mais indique qu�il n�am�eliore pas sensiblement ses
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Fig� �� 	 Histogramme des coe�cients d��echelle calcul�es sur l�image Lena et quanti
�es sur

� bits�

r�esultats par rapport �a ceux obtenus avec un quanti�cateur uniforme�
La �gure �� montre que les coe�cients d��echelle et de d�ecalage sont corr�el�es� Il serait
dans ce cas int�eressant d�utiliser un quanti�cateur vectoriel 
cette �etude n�a pas �et�e
r�ealis�ee dans le cadre de cette th�ese�� Nous expliquerons dans la section ��� la raison
de la d�ependance entre les deux coe�cients �� et ���
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Fig� �� 	 Coe�cients de d�ecalage en fonction des coe�cients de d��echelle�

En anticipant sur la section ��� qui traite du d�ecodage� le tableau � montre que le
fait de borner le module des coe�cients d��echelle �� par une valeur comprise entre
��� et � am�eliore la qualit�e de l�image reconstruite �a taux de compression constant�
La qualit�e est inf�erieure lorsque le module de �� n�est pas contraint� et on v�eri�e
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Rapport signal �a bruit 
PSNR�
max�� � ��� ����� dB
max�� � ��� ����� dB
max�� � ��� ����� dB
max�� � ��� ����� dB

Tab� � 	 Rapports signal �a bruit entre l�image originale Lena ���� ��� et l�image d�ecod�ee

en limitant le module du coe�cient d��echelle �a di��erentes valeurs lors du codage�

exp�erimentalement que dans ce cas le d�ecodage it�eratif est plus lent� Pour ces raisons�
nous choisissons dans notre application de limiter le module du coe�cient d��echelle
�� �a la valeur ���� Ce dernier est quanti��e uniform�ement sur � bits�

Erreur entre l�image originale et son collage

La di��erence entre l�image originale et son collage� centr�ee sur le niveau de gris
��� et r�ehauss�ee �a l�aide d�un �egalisateur d�histogramme montre que les erreurs de
collage sont concentr�ees sur les fronti�eres et les structures principales de l�image

�gure ����

Fig� �� 	 Image d�erreur entre l�image originale Lena ������� et l�image originale transform�ee

par la transformation fractale� Le rapport signal �a bruit entre l�image originale et l�image

transform�ee est �egal �a ��� dB�

Ceci s�explique par le fait que les similarit�es inter	blocs ne sont pas exactes� Un
bloc destination incluant un contour est g�en�eralement mis en correspondance avec
un bloc source travers�e par un contour mais de mani�ere di��erente 
l�orientation
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du contour dans les deux triangles n�est pas rigoureusement la meme�� Une r�egion
textur�ee a de la meme mani�ere tr�es peu de chance d�etre associ�ee �a une autre r�egion
textur�ee identique ������

Temps de calcul

Les temps de calculs sont importants pour le codage d�une image� Ils d�ependent
directement du nombre N de triangles dans la partition R ainsi que du nombre Q
de blocs consid�er�es dans la partition D� puisque ND comparaisons inter	blocs sont
r�ealis�ees� Selon la qualit�e de reconstruction d�esir�ee� le codage d�une image de taille
���� ��� sur un ordinateur Silicon Graphics INDIGO varie de � minutes �a � heure
CPU� La version actuelle de notre algorithme de compression est plus couteuse en
temps de calcul que la meme version bas�ee sur un partitionnement carr�e ou rectan	
gulaire ����� Ceci s�explique par le fait que la comparaison des triangles implique le
calcul d�une transformation a�ne pour chaque pixel du triangle destination� Une
version am�elior�ee de l�algorithme consisterait �a m�emoriser �a l�avance les associa	
tions entre pixels de chaque triangle de fa�con �a les retrouver rapidement lors des
comparaisons�

��� Compression de l�image

Le codage de la transformation fractale consiste �a �

� m�emoriser la partition R adapt�ee au contenu de l�image originale"

� m�emoriser l�information n�ecessaire au codage des N transformations � com	
posant l�op�erateur W �

Il est important de trouver le bon compromis entre la quantit�e d�information
codant la partition R et celle associ�ee aux N transformations locales� De mani�ere
g�en�erale� lorsque la partition est adapt�ee au contenu de l�image� le nombre de blocs�
et par cons�equent le nombre de transformations �a m�emoriser� diminue� Lorsque la
partition est trop complexe� sa m�emorisation annule le gain r�ealis�e par la dimi	
nution du nombre de transformations� Ceci a �et�e remarqu�e par Fisher ���� et par
Reusens ����� qui proposaient respectivement une partition triangulaire et une par	
tition polygonale�

����� Codage des transformations locales

Le codage d�une transformation �n comprend �

� l�indice du bloc d��n� �a transformer 
associ�e au bloc rn�� Lorsque le nombre de
triangles source dans la partition r�eguli�ere D est inf�erieur �a ����� l�indice est
cod�e sur ni � �� bits"
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� la mani�ere de coller un bloc sur un autre bloc 
il existe � solutions pour coller
un triangle d sur un triangle r� La combinaison est cod�ee sur nc � � bits"

� le facteur d��echelle �
�n�
� quanti��e uniform�ement sur ns � � bits"

� le facteur de translation �
�n�
� quanti��e uniform�ement sur no � � bits"

Les coe�cients an� bn� cn� dn� en et fn des transformations �n ne sont pas m�emoris�es
puisqu�ils peuvent etre calcul�es par le d�ecodeur qui conna�t la forme des blocs source
et destination� En pratique� une transformation �n est donc cod�ee sur �������� �
�� bits�

����� Codage des partitions

Le codage de la partition triangulaire R d�epend de l�algorithme utilis�e pour sa
construction� Lorsque le partitionnement est contraint par les contours de l�image

les triangles s�appuient contre les contours� il est n�ecessaire de m�emoriser les posi	
tions horizontales et verticales des sommets de chacun des blocs� Consid�erons une
image de taille ��� � ��� partitionn�ee en N triangles de Delaunay 
le nombre de
sommets est approximativement �egal �a N

�
�� Si N � ����� l�ensemble des transfor	

mations �n est cod�e sur �� � ���� � ������ bits� La partition est quant �a elle cod�ee
sur � � � � ���� � ����� bits� et repr�esente ��# de l�information totale m�emoris�ee�

Lorsque la triangulation est calcul�ee �a l�aide des proc�edures de division	fusion ou
de division seule� il est possible de la coder tr�es e�cacement� La proc�edure consiste
dans ce cas �a ne m�emoriser que les �etapes de division et$ou de fusion� en partant
d�un partitionnement r�egulier connu du codeur et du d�ecodeur� Lors des �etapes de
division� l�ajout d�un point sur le barycentre d�un triangle non	homog�ene est cod�e
sur un bit� Lors de l��etape de fusion� la suppression d�un sommet est de la meme
mani�ere cod�ee sur un bit� A titre d�exemple� nous d�etaillons ci	apr�es le codage du
partitionnement de l�image Femme de taille ��� � ��� illustr�e sur la �gure ��� La
triangulation r�eguli�ere contient ��� �el�ements� La triangulation issue de la premi�ere
�etape de division contient ��� triangles � elle est cod�ee sur ��� bits� La triangula	
tion issue de la seconde �etape de division� compos�ee de ���� triangles� est cod�ee sur
��� � ��� � ��� bits� Elle contient ��� sommets� La triangulation �nale obtenue
au terme de l��etape de fusion 
compos�ee de ��� blocs� est cod�ee par une suite de
��� � ��� � ���� bits qu�il est encore possible de compacter �a l�aide d�un codeur
par longueur de s�equence 
section ������� Sans codage entropique� l�information li�ee
�a la partition repr�esente ����# de l�information totale m�emoris�ee�

��� D�ecodage de l�image

L�algorithme de d�ecodage est r�esum�e dans la table b� Il consiste �a it�erer l�op�erateur
W � apr�es reconstruction des partitions R et D� en partant d�une image quelconque
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f�� Le niveau de gris fk
x�i� y
�

i� du pixel inclus dans le bloc r� �a la ke it�eration de
l�op�erateur W est donn�e par �

fk
x
�

i� y
�

i� � �� fk��
v
��
x�i� y

�

i�� � �� 	 
x�i� y
�

i� 
 r� 
���

Le r�esultat converge en pratique au terme de � �a �� it�erations vers l�image recons	
truite� attracteur de la transformation fractale 
�gure ���� Le nombre d�it�erations
d�epend essentiellement du rapport de surface entre les blocs de la partition D et
ceux de la partition R� Au cours des it�erations� le collage d�un bloc d��n� 
recou	
vrant plusieurs blocs r� sur le bloc rn lui correspondant a pour e�et de diminuer
la taille des d�etails �a l�int�erieur des blocs de la partition R� Plus la di��erence de
taille entre les blocs d et les blocs r est importante� plus la convergence est rapide�
Un compromis doit etre fait car dans ce cas les blocs sont moins semblables� et le
point �xe de l�op�erateur W 
l�image reconstruite� peut etre trop �eloign�e de l�image
originale� L��etude th�eorique d�un cas particulier 
partitionnement carr�e� est donn�ee
dans ������

reconstruire la triangulation R

reconstruire la triangulation D

pour it
eration allant de � �a n�it
erations

�

pour i allant de � �a N �i � indice du triangle r�i de R�

�

lire

�

l�indice j du triangle d�j associ
e �a r�i

la combinaison du collage de d�j sur r�i

le coefficient d�
echelle beta���j� optimal

le coefficient de d
ecalage beta���j� optimal



calculer w�d�j�





TABLE b 	 Algorithme de d�ecodage�

La �gure �� illustre le fait qu�un pixel reconstruit apr�es �� it�erations de la trans	
formation fractale est reli�e �a �� autres pixels et que ces derniers sont distribu�es sur
tout le support de l�image�
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�a� it�eration � �b� it�eration �

�c� it�eration � �d� it�eration �

�e� it�eration 
 �f� it�eration �

�g� it�eration �
 �h� image Lena 
�� � 
��

Fig� �� 	 D�ecodage de l�image Lena� it�eration �� 	 Tc � ���� � �� PSNR � ���� dB
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Fig� �� 	 Suivi de la reconstruction d�un pixel au cours du d�ecodage ��� it�erations�� Le

pixel r �a l�int�erieur du petit triangle destination est issu de la transformation du pixel d inclu

dans le triangle source de plus grande taille� Le pixel d est lui�m�eme �a l�int�erieur d�un autre

triangle destination� Il est associ�e �a un autre pixel d�un autre bloc source� En continuant ce

raisonnement� nous remontons jusqu�au quinzi�eme pixel�

Zoom fractal

Nous citerons en guise d�introduction le cas d�un logiciel qui parcourt un en	
semble d�images en les a�chant au fur et �a mesure sur un �ecran d�ordinateur� Les
images a�ch�ees sont g�en�eralement de petite taille pour permettre un parcours ra	
pide� L�int�eret du zoom est dans ce cas �evident et peut etre fait de di��erentes fa�cons�
L�approche la plus simple consiste �a dupliquer quatre fois chaque pixel de l�image
de mani�ere �a quadrupler sa surface� L�image r�esultant d�un tel sur	�echantillonnage
pr�esente des e�ets �d�escalier qui peuvent devenir genants lorsque le facteur de
zoom augmente� D�autres m�ethodes classiques approximent la valeur de points dans
l�image� de coordonn�ees non enti�eres� �a partir d�un ensemble de pixels voisins� L�ap	
proximation est faite dans ce cas par interpolation bilin�eaire ou bicubique ����� en
consid�erant que la fonction des niveaux de gris de l�image est continue�

Le codage par fractales est quant �a lui dit ind�ependant de la r�esolution de l�image
originale� Il est fond�e sur l�hypoth�ese que deux zones similaires de l�image �a une
r�esolution donn�ee restent similaires �a une r�esolution sup�erieure ou inf�erieure� Une
image cod�ee peut donc th�eoriquementetre reconstruite �a n�importe quelle r�esolution ������
Nous avons vu que l�algorithme de codage ne m�emorise pas explicitement les trans	
formations spatiales associ�ees �a chacun des blocs destination puisque celles	ci sont
retrouv�ees par le d�ecodeur qui conna�t les deux partitions R et D et donc la forme
g�eom�etrique des blocs source et destination� Il est ainsi possible de reconstruire
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une image carr�ee de surface n fois sup�erieure �a celle de l�image originale en mul	
tipliant par n

� les dimensions horizontales et verticales des deux partitions puis en
it�erant la transformation fractale sur la nouvelle partition R� L�exemple de la �	
gure 
��� illustre le zoom d�un facteur � sur l�image Lena � la transformation fractale
a �et�e calcul�ee sur l�image originale de taille ��� � ��� permettant un taux de com	
pression de ������� La �gure montre une partie extraite de l�image reconstruite sur
une partition R de taille ���� � ���� �a partir de la meme transformation frac	
tale� On peut consid�erer que la nouvelle image est compress�ee d�un facteur �egal �a
� � ���� � � � ���� � ��

Fig� �� 	 Image Lena ��� � ��� d�ecod�ee avec un facteur d��echelle �egal �a � 	 illustration

d�une partie de l�image reconstruite ����� �����

Cette propri�et�e n�est int�eressante qu��a condition que le codage soit de bonne qua	
lit�e 
au d�etriment du taux de compression et du temps de codage�� Dans le cas
contraire� les d�efauts visibles sur l�image reconstruite sont ampli��es par le zoom et
deviennent tr�es vite genants�

L�ind�ependance du code fractal vis �a vis de la r�esolution permet en outre� lorsque
l�image originale est carr�ee� de la reconstruire sur un support rectangulaire� Il su�t
pour cela d�appliquer des facteurs d��echelle di��erents sur les coordonn�ees horizontales
et verticales des sommets des triangles� de construire les triangulations R et D puis
de calculer la transformation fractale sur les nouveaux blocs�

��� R�esultats

Dans cette section� nous pr�esentons di��erents r�esultats obtenus �a partir d�une
triangulation de Delaunay adapt�ee au mieux �a l�image� La partition est calcul�ee en
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utilisant l�algorithme de division	fusion d�etaill�e dans la section ������ Les taux de
compression sont calcul�es selon la proc�edure d�ecrite dans la section ��� sans utiliser
de codeur entropique�

Histogrammes des images au cours du d�ecodage�

La �gure �� montre l��evolution des histogrammes calcul�es lors d�une reconstruc	
tion it�erative de l�image Lena 
le d�ecodage est initialis�e sur une image noire�� L�his	
togramme de la premi�ere image reconstruite pr�esente un pic sur la valeur ��� puis	
qu�un nombre important de triangles sont �satur�es � Ceci s�explique par le fait que
beaucoup de coe�cients de d�ecalage ��n�� sont sup�erieurs �a ��� 
voir �gure ��� et
qu�ils sont les seuls �a intervenir dans l��equation de d�ecodage 
��� lorsque k � � et
f�
x� y� � � quel que soit 
x� y�� L�histogramme 
b� montre que le nombre de pixels
satur�es diminue� Ce dernie s�annule au bout de la quatri�eme it�eration�

�Evolution de deux pro�ls au cours du d�ecodage

Les images reconstruites par fractales selon l�approche d�evelopp�ee dans cette th�ese
sont peu bruit�ees 
il en est de meme lorsque le codeur utilise des blocs carr�es ou
rectangulaires�� Cette remarque se con�rme en comparant les pro�ls 
g� des images
d�ecod�ees avec les pro�ls de l�image Lena� illustr�es sur les �gures �� et ���

Rapport signal �a bruit en fonction du taux de compression

La �gure �� illustre des r�esultats de d�ecodage des images Lena et Cornouaille �a
di��erents taux de compression� Le fond de l�image Lena est visuellement homog�ene�
Une triangulation grossi�ere de cette partie permet d�augmenter le taux de compres	
sion tout en pr�eservant une qualit�e de reconstruction acceptable� Ceci n�est pas pos	
sible sur l�image Cornouaille qui contient beaucoup plus de d�etails 
cables� �ecritures�
textures �nes� et qui ne peuvent pas etre reconstruits lorsque le taux de compression
d�esir�e est trop �elev�e�
Le r�esultat �Tc � ���� � �� PSNR � �����dB de la �gure �� obtenu apr�es recons	
truction de l�image Lena est �a rapprocher de celui de la �gure �� montrant l�erreur
entre l�image originale et la meme image transform�ee par W � Le rapport signal �a
bruit entre ces deux images �etait de ����� dB�
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Fig� �� 	 Histogrammes des images reconstruites au cours des it�erations du d�ecodage�
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�a� Pro�l �b� Pro�l it�eration �

�c� Pro�l it�eration � �d� Pro�l it�eration �

�e� Pro�l it�eration � �f� Pro�l it�eration �

�g� Pro�l it�eration �
 �h� Pro�l sur l�image Lena

Fig� �� 	 �Evolution d�un pro
l au fur et �a mesure du d�ecodage it�eratif�
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�a� Pro�l �b� Pro�l it�eration �

�c� Pro�l it�eration � �d� Pro�l it�eration �

�e� Pro�l it�eration � �f� Pro�l it�eration �

�g� Pro�l it�eration �
 �h� Pro�l sur l�image Lena

Fig� �� 	 �Evolution d�un pro
l au fur et �a mesure du d�ecodage it�eratif�
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Fig� �� 	 Rapport signal �a bruit fonction du taux de compression� D�ecodage des images Lena

et Cornouaille ���� ����

La �gure �� montre des exemples de reconstruction des images Lena et Cor	
nouaille ainsi que leur triangulation associ�ee� Les d�etails �n inclus dans des triangles
de trop grande taille sont perdus�

In�uence du nombre et de la taille des blocs source

Rapport signal �a bruit Taux de compression
D � ��� ���� dB ����
D � ��� ���� dB ����
D � ��� ���� dB ����

Tab� � 	 In�uence du nombre de blocs source sur la qualit�e du codage 	 la partition R contient

���� blocs�

Nous montrons �a l�aide du tableau � que le nombre de blocs source consid�er�es
lors du codage in%ue sur la qualit�e du d�ecodage� La partition D �etant r�eguli�ere� le
nombre de blocs source impose leur taille� Nous v�eri�ons exp�erimentalement que la
taille des blocs source doit etre sup�erieure en moyenne d�un facteur � �a celle des
blocs destination pour que l�image reconstruite soit de bonne qualit�e� Dans le cas
particulier du tableau �� les ��� blocs sources sont trop petits par rapport aux blocs
���� blocs destination� Lorsque la partition D contient ��� blocs� ceux	ci sont trop
peu nombreux pour permettre une bonne approximation des blocs destination�
On remarque aussi que le taux de compression augmente lorsque le nombre de blocs
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�a� Triangulation R � ���� triangles �b� Tc � �������	 PSNR � ����� dB

�c� Triangulation R � ���� triangles �d� Tc � �����	 PSNR � ���
� dB

Fig� �� 	 Reconstruction des images Lena et Cornouaille ���� ����

source diminue� Ceci vient du fait que l�indice d�un bloc source est cod�e sur un
nombre d�ecroissant de bits�

��	 Comparaisons des triangulations

La �gure �� r�esume les di��erentes triangulations �etudi�ees dans le chapitre �� La
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�a� Divisions et fusion �b� Division seule

�c� Triangulation contrainte � triangles
contre les contours

�d� Triangulation contrainte � triangles ��a
cheval� sur les contours

Fig� �� 	 R�esum�e des di�erents partitionnements de Delaunay �etudi�es�

di��erence entre les deux triangulations contraintes d�epend uniquement du rapport
des distances d� et d� indiqu�ees sur la �gure ��� Dans le cas ��
c�� d� est sup�erieure �a
d�� Dans le cas ��
d�� d� est inf�erieure �a d� de fa�con �a ce que les triangles recouvrent
les contours�

Nous nous proposons d��etudier les avantages et les inconv�enients des triangula	
tions en les regroupant dans les deux classes suivantes �

� les triangulations ��
a�� 
b� et 
d� appartiennent �a la meme classe� Dans cha	
cune des trois� les triangles de petite taille recouvrent les fronti�eres de l�image
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ainsi que les textures"

� la triangulation contrainte ��
c� contient un plus grand nombre de blocs ho	
mog�enes�

La �gure �� montre un triangle source accompagn�e des triangles destination aux	
quels il est associ�e� au terme de la phase de codage� Dans ce cas particulier� le
triangle source est au bord d�une fronti�ere de l�image� La �gure ��
c� montre que le
bloc source est mis en correspondance avec plusieurs blocs destination incluant une
fronti�ere du meme type� Elle montre �egalement qu�un nombre important d�autres
blocs plus homog�enes lui sont associ�es� On v�eri�e exp�erimentalement que dans ce
dernier cas� les modules des coe�cients d��echelle des transformations massiques sont
tr�es faibles et ont pour e�et �d�aplatir le contenu des triangles source� La trian	
gulation contrainte r�eduit le nombre de blocs pour lesquels le collage peut sembler
visuellement faux� Les mises en correspondances dans la �gure ��
d� sont plus vrai	
semblables dans le sens o�u le bloc source ressemble visuellement aux blocs destina	
tions auxquels il est associ�e�
Les erreurs de reconstruction dans l�image ��
a� sont tr�es visibles sur le chapeau
de Lena puisque l�algorithme de division	fusion consid�ere un crit�ere d�homog�en�eit�e
sur les niveaux de gris des triangles� La surface trop homog�ene du chapeau est ainsi
recouverte par des triangles de grande taille� Mises �a part ces erreurs� la qualit�e vi	
suelle moyenne de l�image ��
a� est meilleure que celle de l�image ��
b� reconstruite
sur la triangulation containte � la premi�ere est plus contrast�ee� Ceci peut s�expliquer
en analysant les histogrammes des coe�cients d��echelle 
�gures ��
e� et 
f�� associ�es
�a l�ensemble des triangles destination� Lorsque la triangulation contient un grand
nombre de blocs homog�enes 
triangulation contrainte� les modules des coe�cients
d��echelle sont plus faibles et r�eduisent ainsi sensiblement la variance du contenu des
blocs source d�ecim�es� La sup�eriorit�e en terme de qualit�e visuelle des images recons	
truites sur une triangulation obtenue par division	fusion est con�rm�ee par la mesure
du rapport signal �a bruit 
�gure ���� Ceci est aussi v�eri��e exp�erimentalement sur
d�autres triangulations plus �nes� et d�autres images ������

En terme de compression� il est important de noter que le codage de la trian	
gulation contrainte obtenue apr�es d�etection des contours est moins e�cace que le
codage des �etapes de division	fusion� Ceci implique que pour un taux de compression
constant� la triangulation contrainte poss�ede moins de blocs�
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�a� ���� triangles destination �b� ��� triangles destination

�c� Source �en pointill�e��destinations �d� Source �en pointill�e��destinations
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Fig� �� 	 Comparaison des deux types de triangulation� �A gauche 	 division�fusion� �a droite 	

contrainte



���� COMPARAISONS DES TRIANGULATIONS ���

�a� Triangulation obtenue par division�fusion � ���� triangles	
PSNR � ���� dB

�b� Triangulation contrainte � ��� triangles	 PSNR � ���
�
dB

Fig� �� 	 Reconstruction de l�image Lena �a partir de deux triangulations di��erentes�
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��
 Conclusion

Nous avons d�ecrit dans ce chapitre notre approche de compression fractale fond�ee
sur la triangulation de Delaunay� Le partitionnement� calcul�e sur un ensemble ini	
tial de points� est adapt�e au contenu de l�image� Nous avons montr�e comment coder
e�cacement une telle triangulation� et comment l�utiliser pour le calcul de la trans	
formation fractale� Cette derni�ere di��ere des sch�emas classiques pour la principale
raison suivante � le rapport de taille entre les blocs source et les blocs destination
n�est pas constant 
il peut de plus etre sup�erieur ou inf�erieur �a ��� Les triangles
source sont sous	�echantillonn�es ou sur	�echantillonn�es lors des comparaisons� Nous
montrerons dans le chapitre � que le nombre de triangles source r�eellement uti	
lis�es pour calculer la transformation fractale peut etre tr�es faible� Nous comparerons
aussi nos r�esultats �a ceux obtenus �a partir des autres partitionnements g�eom�etriques
introduits dans le chapitre ��



���

Chapitre �

Am�eliorations et sch�emas hybrides
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��� Introduction

Ce chapitre pr�esente diverses am�eliorations apport�ees au sch�ema de compression�
d�ecompression �hybrides ou non� par di��erents chercheurs	 Nous proposons aussi
deux m�ethodes visant 
a optimiser notre propre algorithme fond�e sur un partitionne�
ment triangulaire	 Nous montrons dans la section �	� comment augmenter le taux de
compression pour une qualit�e de reconstruction d�esir�ee	 Nous montrons aussi dans
la section �	� comment acc�el�erer la phase de codage dune image en r�eduisant le
nombre de triangles source 
a prendre en consid�eration lors du calcul de la trans�
formation fractale	 Nous concluons en pr�esentant di��erents r�esultats de d�ecodage
obtenus 
a partir des principales m�ethodes d�ecrites dans ce chapitre	

��� Acc�el�eration du d�ecodage � orthogonalisation

Nous consid�erons ici que le vecteur �r� �egal 
a lapproximation du vecteur destina�
tion r est donn�e par �

�r � ��b� � ��b�� ����

�r appartient au sous�espace vectoriel engendr�e par les vecteurs b� et b�� o
u b� est
un vecteur de base constant �b� � ��� �� � � � � ��T �� et b� est un vecteur extrait de
limage 
a coder	 Chacun des vecteurs �r� r� b� et b� est de dimension B�	

Le calcul des coe�cients �� et �� soul
eve des probl
emes th�eoriques et pratiques
d�elicats concernant �

�	 lassurance de la convergence du d�ecodeur vers un point proche du collage de
limage originale�

�	 et le maintient des valeurs de luminance des images reconstruites au fur et 
a
mesure des it�erations de d�ecodage 
a lint�erieur de la plage �
�lummin � �� � � � � lummax � ����	

Les coe�cients �� et �� optimaux sont classiquement calcul�es de mani
ere 
a obtenir
la meilleure approximation �r du bloc r� au sens de la norme L�	 Celle�ci s�ecrit �

min
�����

kr� ��b� � ��b�k
�
� ����

Lorsque le calcul nest pas contraint� le coe�cient d�echelle �� peut atteindre des
valeurs �elev�ees largement sup�erieures 
a �� pouvant entra��ner une divergence lors du
d�ecodage it�eratif	 Pour pallier 
a ce probl
eme� les auteurs simposent exp�erimentalement
de borner tous les modules des coe�cients d�echelle �� par une valeur ��max �egale 
a
��� ������	 Cette limite sup�erieure� tout en �etant n�ecessaire� rend les approximations
sous�optimales� et in�ue sur la rapidit�e de convergence du d�ecodeur	 Si ��max est
trop petite �inf�erieure 
a �	��� le d�ecodage est rapide� mais ne converge pas vers le



���� ACC�EL�ERATION DU D�ECODAGE � ORTHOGONALISATION ���

point �xe d�esir�e puisque les collages sont de mauvaise qualit�e	 Si au contraire ��max
est sup�erieure 
a �	�� la convergence nest plus assur�ee	

Le deuxi
eme point cit�e ci�dessus vise 
a r�eduire la propagation des erreurs au cours
du d�ecodage it�eratif	 Il est important de noter que la reconstruction 
a lit�eration
n dun pixel met g�en�eralement 
a contribution n autres pixels r�epartis sur limage
enti
ere �	 Lerreur de reconstruction dune partie de limage in�ue donc sur le reste
de limage	
Les coe�cients �� et �� sont calcul�es pendant la phase de codage pour approximer un
bloc dont les valeurs de luminance sont incluses dans ��� � � � � ����� et sont d�ependants
lun de lautre � par exemple� lorsque le coe�cient d�echelle est �egal 
a ��� le coe��
cient de d�ecalage peut �etre de forte valeur pour ramener la luminance des pixels
int�erieurs au bloc dans la plage autoris�ee	 Lors du d�ecodage� les m�emes coe�cients

2

β1

r

β

2

r

b

Fig� �� � Approximation du bloc r �a partir du bloc b� � illustration sur un pro�l�

�� et �� sont appliqu�es sur les pixels dune image quelconque servant 
a initialiser
le d�ecodeur	 Ils peuvent donc retourner 
a la premi
ere it�eration des valeurs de lumi�
nance sortant largement de lintervalle permis	 Ces erreurs sont en pratique ramen�ees
dans lintervalle ��� � � � � ���� par troncature� mais elles se propagent 
a la deuxi
eme
it�eration sur des zones quelconques de limage	 Elles tendent ensuite 
a sestomper
puisque le coe�cient d�echelle �� est en module inf�erieur 
a un	 Un bloc erron�e �r
�dont les luminances sortent largement de lintervalle ��� � � � � ������ de grande taille�
reste cependant longtemps visible au cours des it�erations� et impose 
a lutilisateur
dit�erer plus longtemps la transformation fractale pour obtenir un r�esultat correct	
Ceci sera illustr�e dans la section �	�	� lorsque nous appliquerons les r�esultats de la
section �	�	� aux triangles de Delaunay	

����� D�ecorr�elation des coe�cients de la transformation massique

Barthel propose dans ���� une solution permettant de restreindre les valeurs de lu�
minance de limage reconstruite 
a la deuxi
eme it�eration dans lintervalle ��� � � � � ����	

�� Ceci est montr�e sur l�exemple de la �gure �� du chapitre �
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Il utilise pour cela la transformation massique suivante �

�r � ���b� � ��� � ���� � ��b�� �� � ��� ����

dans laquelle �� est la valeur moyenne du bloc source d�ecim�e b�	 Le coe�cient
d�echelle �� agit seulement sur la dynamique du bloc b�	 Le coe�cient �� est �x�e 
a
�	�� de mani
ere 
a ce que la valeur ���� puisse �etre consid�er�ee comme une pr�ediction
grossi
ere de la valeur moyenne du bloc destination r	 Le coe�cient de d�ecalage ��
est de cette fa�con d�ecorr�el�e du coe�cient ��� et de variance plus r�eduite que celle du
coe�cient �� pr�ec�edent	 Lint�er�et de la solution pr�esent�ee est de limiter les erreurs
de d�epassement apparaissant 
a lissue dune premi
ere it�eration de la transformation
fractale sur une image quelconque	

����� Orthogonalisation de l�espace de collage

�ien propose dans ����� une solution �el�egante g�en�eralisant la m�ethode de Barthel	
Elle vise 
a acc�el�erer la phase de d�ecompression par orthogonalisation des vecteurs
de base b� et b� engrendrant le sous�espace vectoriel de collage	
Le deuxi
eme avantage de son approche est de ne pas avoir 
a imposer de contraintes
aux coe�cients d�echelle de la transformation fractale	

Orthogonalisation des vecteurs de base

Dans les applications de traitement du signal telles que la compression de donn�ees�
les vecteurs manipul�es sont g�en�eralement repr�esent�es par une combinaison lin�eaire
de fonctions orthogonales	 Lexemple le plus classique est celui de la transformation
de Fourier o
u les fonctions sont des exponentielles complexes	

Lorthogonalisation du bloc d�ecim�e b� par rapport au vecteur de base constant b�
du sous�espace vectoriel peut �etre faite 
a laide de la proc�edure de Gram�Schmidt	
La proc�edure revient 
a multiplier le vecteur b� par la matrice orthogonalisante
O � I � b�b�

T � o
u I est la matrice identit�e de dimension B� � B�	 Le vecteur
orthogonalis�e 	b� est donn�e par

	b� � Ob��

Ceci revient en pratique 
a enlever la composante de b� appartenant au sous�espace
engendr�e par le vecteur b�� et donc 
a annuler la valeur moyenne du bloc b�	
Le nouveau collage� maintenant r�ealis�e dans le sous�espace vectoriel engendr�e par
les vecteurs orthogonaux b� et 	b� est donn�e par �

�ro � ��
	b� � ��b��

Dans ce cas� les coe�cients �i sont ind�ependants les uns des autres	 G	 �ien et S	
Leps�y montrent dans ����� quil nest pas n�ecessaire dorthogonaliser explicitement
les vecteurs pour calculer les coe�cients �� et ��	 Ces derniers sexpriment par les
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relations �

�� � hr�b�i � �
B�

PB�

j�� rj�

�� �
hr�b�i � ��hb��b�i
kb�k

� � hb��b�i
�

�

B�

B�X
j��

rjbj �
B�X
j��

rj
B�X
j��

bj

B�

B�X
j��

bj
� �

�
�

B�X
j��

bj

�
A
�

����

dans lesquelles rj �resp	 bj� sont les pixels int�erieurs au bloc r �resp	 b��	 Les coe��
cients �� et �� sont li�es aux anciens coe�cients �� et �� par les relations �

�� � ���

�� � �� � hb��b�i���

Convergence rapide du d�ecodeur

�ien et Leps�y montrent quen faisant pr�ec�eder la phase de codage par une or�
thogonalisation des vecteurs b� et b�� il est possible dassurer la convergence exacte
du d�ecodeur en un nombre �ni dit�erations	 Limage ainsi reconstruite est identique

a celle calcul�ee sans orthogonalisation	 Leur d�emonstration donn�ee dans ����� est
faite sur un cas particulier� pour lequel �

� le partitionnement R est construit sur un quadtree  

� la d�ecimation dun bloc source est faite par moyenne des pixels  

� et chaque bloc source utilis�e recouvre un nombre entier de blocs destination	

2

2α

b
2

r

b α

r

1

Fig� �� � Approximation du bloc r �a partir du bloc b�� avec orthogonalisation de l�espace

de collage � illustration sur un pro�l�
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Nous avons vu quapr
es orthogonalisation� le coe�cient de d�ecalage �� ��eq	 �����
est �egal 
a la valeur moyenne du bloc destination auquel il est associ�e	 Le code de
la transformation contient ainsi une information directement li�ee au contenu de
limage originale	 Ceci est un point important de lapproche puisquil peut faciliter
les traitements avals visant 
a reconna��tre ou 
a manipuler le contenu de limage�
directement 
a partir du code compress�e	
Lapproche restitue� apr
es la premi
ere it�eration de d�ecodage� une image compos�ee
de blocs de valeur moyenne �egale 
a celle des niveaux de gris quils englobent dans
limage originale	 Limage ainsi obtenue est donc tr
es proche du point �xe recherch�e	
Chacune des it�erations suivantes ajoute de nouveaux d�etails 
a lint�erieur des blocs
de la partition� tout en laissant la valeur moyenne de ces derniers inchang�ee	

����
 Orthogonalisation sur la triangulation de Delaunay

Nous appliquons dans ce paragraphe le processus dorthogonalisation sur les tri�
angles de Delaunay et v�eri�ons ainsi exp�erimentalement la convergence rapide du
d�ecodeur ainsi que la d�ecorr�elation des coe�cients d�echelle et de d�ecalage	

La d�emonstration de convergence donn�ee par �ien et Leps�y ����� est dans notre
cas plus di�cile puisque les triangles source recouvrent un nombre non entier de
triangles destination	 Lorthogonalisation est cependant faite de la m�eme mani
ere et
g�en
ere un code fractal dans lequel les coe�cients de d�ecalage sont �egaux aux valeurs
moyennes de chacun des triangles de la partition R	

Fig� �� � D�ecodage it�eratif de l�image Lena �avec orthogonalisation	�
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Fig� �� � D�ecodage it�eratif de l�image Lena �sans orthogonalisation	�

On v�eri�e sur la �gure �� que la premi
ere it�eration de d�ecodage� initialis�ee sur
une image dans laquelle tous les pixels sont de valeur nulle� est compos�ee de blocs
homog
enes	 La �gure �� �
a comparer avec la �gure ��� con�rme quapr
es orthogo�
nalisation� les coe�cients d�echelle et de d�ecalage sont d�ecorr�el�es	
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Fig� �� � Coe
cients de d�ecalage en fonction des coe
cients d��echelle calcul�es sans ortho�

gonalisation�

La �gure �� montre que lortogonalisation des vecteurs b� et b� nam�eliore pas la
qualit�e des images reconstruites mais acc�el
ere la convergence du d�ecodeur	 Sign
es �����
explique g�eom�etriquement sur un cas simple la raison pour laquelle lorthogonalisa�
tion nam�eliore pas la qualit�e des images reconstruites	
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Fig� �� � Evolution du rapport signal �a bruit au cours du d�ecodage it�eratif de l�image Lena

pour quatre taux de compression di��erents�

��� Acc�el�eration du codage � recherche du plus

proche voisin

D	 Saupe propose dans ����� une proc�edure de codage par fractales de complexit�e
en O�logQ�� o
u Q est le nombre de blocs source� contrairement aux sch�emas tradi�
tionnels de complexit�e en O�Q�	 La proc�edure classique utilisant une transformation
a�ne dans lespace des luminances� recherche pour un bloc destination r � RB�

� un
bloc source b� � RB�

parmi Q� qui minimise

E��r� r� � min
�����

kr� ��b� � ��b�k
�
�

Le calcul des coe�cients optimaux ��� �� ainsi que de lerreur est co�uteux en temps
de calculs	
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Saupe consid
ere la base orthonormale du sous�espace vectoriel de RB�

� engendr�ee
par les vecteurs normalis�es b� �b� � �

B
��� � � � � ���� et ��b��	 � est lop�erateur de

projection rendant ��b�� orthonormal 
a b�	 Il est montr�e dans ce cas ����� que
lerreur E��r� r� est proportionnelle 
a une fonction monotone croissante de la distance
D donn�ee par �

D��r� r� � min�d���b��� ��r��� d����b��� ��r����

Minimiser E��r� r� revient ainsi 
a minimiser D��r� r�� et donc 
a rechercher le plus

proche voisin de ��r� parmi les �Q vecteurs ���b��	 Di��erents algorithmes rapides
de recherche du voisin le plus proche sont propos�es dans la litt�erature	 Dans �����
les auteurs construisent un arbre de dimension B� et d�e�nissent une m�ethode de
recherche de complexit�e en O�logQ�	 Les r�esultats donn�es dans ����� sont obtenus
en fusionnant

� le programme de compression bas�e sur le quadtree �int�egrant une classi�cation
des blocs� de Fisher ���� �section �	�	���

� le programme de recherche dune approximation du plus proche voisin de Arya
et al	 ���� bas�e sur un arbre de dimension B� propos�e dans ����	

Ils montrent quil est possible de gagner un facteur �	� 
a ��	� sur le temps de
compression� sans trop d�egrader la qualit�e de limage reconstruite	 Le gain d�epend
bien s�ur de la nature de limage� et du nombre de blocs source consid�er�es	

��� Compression sur des triangles et des quadri	

lat
eres

Notre approche de compression par fractales repose sur lexploitation dune tri�
angulation de Delaunay� adapt�ee au contenu de limage	 Nous avons vu dans le
chapitre � que la triangulation adapt�ee 
a limage recouvre plus r�eguli
erement les
contours que ne le font les blocs carr�es du quadtree ��gure ���	 Cependant� la
construction par la m�ethode de division et fusion fait appara��tre un nombre impor�
tant de triangles allong�es au�dessus des r�egions homog
enes de limage	 Deux triangles
ayant en commun deux c�ot�es de grande longueur sont tr
es souvent homog
enes et
de m�eme valeur moyenne	 Nous proposons dans cette section de les rassembler sous
forme dun quadrilat
ere convexe� de mani
ere 
a les coder 
a laide dune seule trans�
formation �el�ementaire �i	 Nous montrons dans la suite de ce paragraphe dune part
comment extraire de la triangulation des quadrilat
eres homog
enes et convexes� et
dautre part comment d�ecrire des transformations spatiales non a�nes� n�ecessaires

a leur codage	
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����� Extraction des quadrilat�eres convexes

Etant donn�e deux triangles adjacents semblables �de m�eme niveau de gris moyen��
nous nous proposons de les fusionner dans un quadrilat
ere	 Di��erentes situations
peuvent se pr�esenter et nous ne retenons que celles qui forment des quadrilat
eres
convexes en comparant les signes des deux produits vectoriels v�� v� et v� � v� �voir
�gure �!�	

2

V3

V2

V1

3V

triangle complementaire

V1

V

triangle courant

Fig� �! � D�etection des quadrilat�eres convexes par comparaison des signes des deux produits

vectoriels v� � v� et v� � v��

La �gure �� illustre une partition form�ee de quadrilat
eres et de triangles qui sera
r�eutilis�ee dans la section �	�	� lorsque nous pr�esenterons nos r�esultats de d�ecodage 
a
partir dun partitionnement mixte	 Le choix du seuil sur la di��erence des moyennes
de niveaux de gris permet de contr�oler le nombre de quadrilat
eres cr�e�es	

����� Transformation spatiale des quadrilat�eres

Le codage par fractales implique que nous puissions comparer le contenu de deux
quadrilat
eres source et destination respectivement not�es d et r ��gure ���	 Pour cela�
il nous faut d�e�nir une transformation spatiale mettant en correspondance deux 
a
deux les pixels de chacun des quadrilat
eres de forme quelconque	 Ceci ne peut �etre
fait par une transformation a�ne car celle�ci na pas su�samment de degr�es de
libert�e	 Nous pr�esentons dans les deux paragraphes suivants les transformations
projectives et bilin�eaires �D souvent utilis�ees dans les applications n�ecessitant la
d�eformation de blocs carr�es en quadilat
eres ����	 Nous montrons ensuite les avantages
et les inconv�enients de chacune delles	

Transformation projective

Notre but est ici de d�eterminer les coe�cients dune transformation projective
permettant de d�eformer un quadrilat
ere de la partition D de limage originale en un
autre quadrilat
ere de la partition R calcul�ee sur la m�eme image	 Nous pr�esentons
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Fig� �� � Partition form�ee de ��� triangles et de ��� quadrilataires�

Fig� �� � Deux quadrilat�eres �a comparer�

dans cette partie la g�eom�etrie du probl
eme avant de montrer comment d�eterminer
la transformation recherch�ee	 Nous terminons en mettant en exergue les probl
emes
induits par ce type de transformation	

Consid�erons un rep
ere tridimensionnel �X�Y�Z� associ�e 
a un objet� dont le centre
est not�e O	 Le rep
ere est appel�e rep
ere objet	 Consid�erons un autre rep
ere bidimen�
sionnel �x� y� associ�e 
a limage originale� appel�e rep
ere image	 Ce rep
ere image est
centr�e dans limage� sur le point Oi	 La droite passant par les points Oi et O est
perpendiculaire 
a limage� et la distance entre O et Oi est �egale 
a F �voir �gure ���	

Supposons aussi que le point O est plac�e derri
ere le plan image par rapport 
a
lobjet	 Les coordonn�ees de la projection dun point P de lobjet au temps t� dans
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Fig� �� � Principe de la transformation projective�

le rep
ere image sont donn�ees par les �equations suivantes �

x � F
X

Z
����

y � F
Y

Z

En supposant que lobjet tridimensionnel est soumis 
a une rotation� une transla�
tion et une d�eformation lin�eaire entre un temps t� et un temps t�� les nouvelles
coordonn�ees du point P au temps t� dans le rep
ere objet sont donn�ees par �

�
BBB�

X �

Y �

Z �

�
CCCA � S

�
BBB�

X

Y

Z

�
CCCA� R

�
BBB�

X

Y

Z

�
CCCA�

�
BBB�

"X

"Y

"Z

�
CCCA ����

o
u �"X�"Y�"Z� codent la translation du point� S est une matrice de d�eformation
lin�eaire et �R � I� est une matrice de rotation �I � matrice unitaire � � ��	
L�equation �� peut aussi s�ecrire sous une formulation a�ne de la mani
ere suivante �

�
BBB�

X �

Y �

Z �

�
CCCA �

�
����

a�� a�� a��

a�� a�� a��

a�� a�� a��

�
���	

�
BBB�

X

Y

Z

�
CCCA�

�
BBB�

"X

"Y

"Z

�
CCCA � ����

En consid�erant maintenant que le point P se d�eplace sur un plan d�equation �

apX � bpY � cpZ � �� ��!�

on remarque dapr
es ���� et ��!� que �

z �
F

apx � bpy � cpF
� ����
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Dapr
es ����� ���� et ����� les coordonn�ees de la projection du point P au temps t�
dans limage sont donn�ees par �


����
���

x� � ax � by � e
gx � hy � �

y� � cx � dy � f
gx � hy � �

����

Le lecteur int�eress�e trouvera dans larticle ����� la formulation des huit coe�cients
a� b� c� d� e� f � g et h en fonction des param
etres de rotation et de translation de
lobjet plan ainsi que des param
etres ap� bp et cp	
L�equation ���� d�e�nit� pour un jeu de huit coe�cients a 
a h �x�es� la projection du
rep
ere image �x� y� au temps t� sur un autre rep
ere �x�� y�� dans la m�eme image au
temps t�	 La transformation a huit degr�es de libert�e	
Ce type de transformation peut donc �etre utilis�e pour caract�eriser la d�eformation
dans limage dun quadrilat
ere en un autre quadrilat
ere	 Chaque sommet de coor�
donn�ees �x� y� du quadrilat
ere 
a transformer se projetant sur un sommet de coor�
donn�ees �x�� y�� du deuxi
eme quadrilat
ere fournit deux �equations	 Ces �equations sont
lin�eaires par rapport aux huit param
etres a� b� c� d� e� f � g et h	 Pour calculer ces
derniers� il su�t donc de r�esoudre le syst
eme de huit �equations 
a huit inconnues as�
soci�ees aux quatre sommets du quadrilat
ere 
a transformer	 Ces derni
eres s�ecrivent
sous la forme matricielle suivante �

�
��������������������

u� v� � � � � �u�x� �v�x�

u� v� � � � � �u�x� �v�x�

u� v� � � � � �u�x� �v�x�

u� v� � � � � �u�x� �v�x�

� � � u� v� � �u�x� �v�x�

� � � u� v� � �u�x� �v�x�

� � � u� v� � �u�x� �v�x�

� � � u� v� � �u�x� �v�x�

�
�������������������	

�
BBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

a

b

c

d

e

f

g

h

�
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

�

�
BBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

x�

x�

x�

x�

y�

y�

y�

y�

�
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

� ����

Nous proposons maintenant dutiliser la transformation projective d�e�nie par les
�equations ���� dans notre algorithme de compression par fractales	 Notre but est
de comparer un quadrilat
ere destination r 
a un quadrilat
ere source d� tous les deux
appartenant respectivement aux partitions R et D du support de limage	 Apr
es avoir
identi��e la transformation projective v associ�ee aux deux quadrilat
eres 
a laide de
l�equation ����� chacun des pixels du quadrilat
ere r est compar�e 
a son ant�ec�edent par
la transformation spatiale v �voir la �gure ���	 Ceci revient de mani
ere automatique 
a
sous��echantillonner le quadrilat
ere source si celui�ci est plus grand que le quadrilat
ere
destination� et 
a le sur��echantillonner dans le cas contraire	

La �gure �� illustre la d�eformation dun bloc carr�e en deux quadrilat
eres quel�
conques par une transformation projective qui pr�eserve les lignes droites mais ne
pr�eserve pas les distances relatives entre les points	
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υ

υ
-1

bloc destination r

bloc source d

Fig� �� � Comparaison de deux quadrilat�eres destination et source�

Fig� �� � Transformation projective d�un bloc carr�e en un quadrilat�ere quelconque�

Le sous��echantillonnage est ainsi non r�egulier lorsque les deux quadrilat
eres com�
par�es sont de formes tr
es di��erentes �voir �gure ���	 Ceci sexplique par le fait que�
dapr
es les explications donn�ees en d�ebut de paragraphe� le plan objet intervenant
dans le calcul de la transformation projective nest pas forc�ement parall
ele au plan
image	 Selon linclinaison du plan objet par rapport au plan image� une accumula�
tion de points peut appara��tre sur un sommet ou un c�ot�e du quadrilat
ere source	 Cet
�echantillonnage non r�egulier fausse par cons�equent la comparaison des deux blocs	
Pour pallier 
a ce defaut� nous �etudions dans le paragraphe suivant une autre trans�
formation spatiale souvent utilis�ee dans la litt�erature pour mod�eliser la d�eformation
de blocs carr�es en quadrilat
eres �����	
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Fig� �� � Deux exemples de transformations projectives �i d�un bloc source sur un bloc

destination� Illustration du sous��echantillonnage du bloc source en transformant chaque pixel

du bloc destination par ���i �

Transformation bilin�eaire

Consid�erons deux quadrilat
eres destination et source� de forme quelconque� not�es
respectivement r et d	 Un pixel de coordonn�ees �x�� y�� �resp	 �x� y��� inclus dans le
quadrilat
ere r �resp	 d� est not�e r �resp	 d�	 Nous proposons dans cette section de
calculer la transformation v illustr�ee sur la �gure �� permettant de d�eterminer le
pixel r� image du pixel d	

1 1
b a

2 2
b

3
ba

3
a

4 4
b

-1υ

a

bloc r

(x’3, y’3) (x’4, y’4)

(x’1, y’1)
(x’2, y’2)

(x3, y3)(x4, y4)

(x1, y1) (x2, y2)

(x’, y’)
(x,   y)

υ

bloc d

Fig� �� � Comparaison par interpolations bilin�eaires�

La transformation utilis�ee revient 
a appliquer un facteur d�echelle sur chacune des
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coordonn�ees du pixel d	 Elle s�ecrit de la mani
ere suivante � �


�


x� � ax

y� � by
����

Dans la suite de cette partie� nous montrons comment �evaluer le param
etre a de
la transformation lin�eaire donn�ee par l�equation pr�ec�edente� sachant que lapproche
serait la m�eme pour �evaluer le param
etre b	

Le facteur a est vu comme �etant une valeur prise par la fonction a�x� y� passant
par les quatre valeurs associ�ees aux sommets du quadrilat
ere source d	 Notre but
est donc de d�eterminer la fonction a�x� y� en chacun des pixels int�erieurs au qua�
drilat
ere d	 Lillustration dune telle fonction est donn�ee sur la �gure ��� et montre
que a�x� y� peut �etre approch�ee par la surface dun parabolo#�de hyperbolique	

a
3

4a

2a

d1 d2

d3
d

4a

x

1
y

a

d

a(x,y)

Fig� �� � Interpolation bilin�eaire d�un point�

Les valeurs que prend la fonction a�x� y� en chacun des quatre sommets du quadri�
lat
ere sont not�ees a� 
a a� et b� 
a b�	 Elles sont d�etermin�ees 
a partir des huit �equations
suivantes �


�


x�k � akxk

y�k � bkyk
�k � � � � � � ����

Une approche syst�ematique du probl
eme consiste 
a exprimer a�x� y� comme une
combinaison lin�eaire de quatre fonctions lin�eairement ind�ependantes qui sont xy� x�
y et � �

a�x� y� � 	� � 	�x� 	�y � 	�xy ����

�� En pratique nous op�erons un changement de rep�ere de mani�ere �a ne pas nous pr�eoccuper des
e�ets de bord en x 	 
 et�ou y 	 
�
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Les coe�cients 	� 
a 	� sont d�etermin�es en appliquant ���� sur les quatre valeurs
connues a� 
a a�	 Ils sont ensuite utilis�es pour transformer lensemble des points
int�erieurs au quadrilat
ere	 Ceci s�ecrit sous la forme matricielle suivante ����� �

a�x� y� � �� x y xy� ���

�
�������

a�

a�

a�

a�

�
������	
� o
u � �

�
�������

� x� y� x�y�

� x� y� x�y�

� x� y� x�y�

� x� y� x�y�

�
������	
�

La di�cult�e de cette m�ethode vient du fait que linversion de la matrice � peut �etre
di�cile lorsquelle est calcul�ee sur un quadrilat
ere quelconque	 Linversion est facile
dans le cas classique o
u � est calcul�ee sur un carr�e de r�ef�erence	

Une autre formulation du probl
eme consiste 
a exprimer a en fonction de deux co�
e�cients r�eels � et � compris entre � et � repr�esent�es sur la �gure ��	 a est donn�e
par l�equation suivante �

a � �� � ���� � �� a� � ��� � �� a� � �� a� � �� � ��� a� ����

L�equation ���� r�ealise une interpolation bilin�eaire de la valeur a 
a partir des quatre
valeurs a�� a�� a�� et a�	 Le calcul exact des param
etres � et � est instantann�e lorsque
le bloc est de forme carr�ee	 La solution est cependant moins simple 
a obtenir lorsque
le quadrilat
ere est quelconque	

d

3
d

2
d

1
d

d
6

d
5

4

aα

α

βα

1 − β
1 − α

Fig� �� � Interpolation bilin�eaire du coe
cient a�

a � �Evaluation des coe�cients � et �	

Pour calculer la valeur exacte du coe�cient � il su�t de consid�erer le fait que les
trois points d�� d et d� sont align�es sur la base du quadrilat
ere �ces points indiqu�es
sur la �gure �� sont associ�es aux valeurs a�� a et a��	 Le couple ��� � � �� d�e�nit le
syst
eme de coordonn�ees barycentriques de d� �resp	 d�� par rapport aux points d�
et d� �resp	 d� et d��	 Par cons�equent� les deux valeurs d� et d� sexpriment 
a laide
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des �equations suivantes �

d� � d��� � �� � d�� � ��d� � d�� � d�

d� � d��� � �� � d�� � ��d� � d�� � d�
����

La condition pour que les trois points soient align�es est quil existe u� v et w tels
que �

ux� vy � w � �

ux� � vy� � w � �

ux� � vy� � w � �

����

et donc que le d�eterminant suivant soit nul �

���������

x y �

x� y� �

x� y� �

���������
� � ��!�

Lannulation du d�eterminant implique �

x�y� � y�� � y�x� � x�� � x�y� � x�y� � � ����

On aboutit ainsi� en utilisant les �equations ���� et ����� 
a une �equation du second
degr�e en � du type A���B��C � � 
a partir de laquelle seule la racine � comprise
entre � et � est conserv�ee	
Le coe�cient � est ensuite calcul�e de fa�con analogue	

b � Approximation des coe�cients � et � � solution retenue	
Dans le but de simpli�er le calcul des coe�cients de la transformation bilin�eaire�

nous proposons ici dapproximer les param
etres � et �	 La m�ethode nest pas exacte
puisquelle consid
ere 
a tort que les deux droites 
a partir desquelles sont calcul�es les
coe�cients � et � passent par les points dintersection des droites port�ees par les
c�ot�es oppos�es du quadrilat
ere ��gure �!�	 Lerreur ainsi introduite dans le calcul des
coe�cients peut cependant �etre n�eglig�ee en pratique	

Lalgorithme est le suivant �
Soit la valeur a 
a d�eterminer� associ�ee au pixel d de coordonn�ees �x� y�	 Soit d	 le
point dintersection des droites d�d� et d�d�	 La droite d	d coupe la droite d�d� au
point d�� et la droite d�d� au point d�	 Soit aussi d�� le point dintersection des droites
d�d� et d�d�	 La droite d��d coupe la droite d�d� au point d
� et la droite d�d� au
point d�	 Les param
etres � et � sont obtenus apr
es d�etermination des coordonn�ees
des points d�� d�� d� et d
 
a laide des deux �equations suivantes �

� �
x� x

x� � x


et � �
y � y�
y� � y�

� ����
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Fig� �! � Calcul des param�etres � et ��

La �gure ��� 
a comparer 
a la �gure ��� montre la d�eformation dun bloc carr�e en deux
quadrilat
eres quelconques par une transformation bilin�eaire	 Nous remarquons que
la transformation pr�eserve les droites horizontales et verticales du carr�e de d�epart	
Ceci sexplique par le fait que linterpolation est lin�eaire dans ces deux directions	
Les droites diagonales ne sont quant 
a elles pas pr�eserv�ees	

Fig� �� � Transformation bilin�eaire d�un bloc carr�e en un quadrilat�ere quelconque � les droites

diagonales ne sont pas conserv�ees�

La �gure �� illustre le sous��echantillonnage du m�eme quadrilat
ere que celui de la
�gure ��� 
a laide de la transformation bilin�eaire	 Le sous��echantillonnage du support
du quadrilat
ere est toujours irr�egulier mais les points sont dans ce cas mieux r�epartis
que sur les exemples de la �gure ��	
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Fig� �� � Deux exemples de transformations bilin�eaires �i d�un bloc source sur un bloc

destination� Illustration du sous��echantillonnage du bloc source en transformant chaque pixel

du bloc destination par ���i �

����
 R�esultats

Nous pr�esentons dans ce paragraphe di��erents r�esultats de d�ecodage de limage
Lena ��gure ���	 Les partitions sont compos�ees de triangles et de quadrilat
eres	

A�n de montrer lin�uence de la transformation spatiale sur la qualit�e du d�ecodage�
nous utilisons les deux transformations �etudi�ees dans les paragraphes pr�ec�edents	 Les
coe�cients de la transformation projective sont calcul�es 
a laide de la m�ethode b�

d�ecrite pr�ec�edemment	

projectif bilin�eaire
Tc � ��	��� ��	�� dB ��	!� dB
Tc � ��	!�� ��	�� dB ��	�� dB
Tc � �!	��� ��	�� dB ��	�� dB

Tab� � � R�esultats de d�ecodage de l�image Lena en utilisant des transformations spatiales

projectives et bilin�eaires � rapport signal �a bruit �PSNR	 pour di��erents taux de compression

�Tc	�

La table � con�rme que la transformation spatiale utilis�ee pour comparer le
contenu de deux blocs au cours du codage in�ue sur la qualit�e de limage recons�
truite	 La transformation bilin�eaire am�eliore les r�esultats puisque nous avons vu
que dans ce cas l�echantillonage des blocs source est plus uniforme	 On peut noter
cependant que le gain est tr
es faible �inf�erieur 
a �	�� dB�	
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Fig� �� � Partition R compos�ee de ��� triangles et de ��� quadrilataires� partition D

compos�ee de ��� triangles et de ��� quadrilaterals� It�erations ��  puis �� L�image reconstruite

est en bas �a droite �taux de compression � ����� PSNR � �� dB	�

La �gure �� montre quune partition compos�ee de triangles et de quadrilat
eres
am�eliore les r�esultats lorsque le taux de compression est sup�erieur 
a ���� et les
d�egrade lorsquil est inf�erieur 
a ����	 Quand le but est de compresser une image sans
la d�egrader visuellement� les triangles sur les textures �nes sont tr
es petits �de taille
inf�erieure 
a �� pixels� et il est important dans ce cas de ne pas les regrouper deux 
a
deux	 Dans lautre sens� lam�elioration est constat�ee visuellement mais reste limit�ee�
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Fig� �� � Rapport signal �a bruit fonction du taux de compression� D�ecodage des images

Lena et Cornouaille ���� ��� partitionn�ees en triangles et quadrilat�eres �courbes continues	�

Les courbes en pointill�e sont obtenues �a partir de partitions triangulaires uniquement�

en terme de rapport signal 
a bruit� 
a �	� dB	

��� Acc�el�eration du codage � quanti�cation des blocs

Nous avons vu que la dur�ee importante de la phase de codage par fractales est
essentiellement due au grand nombre de comparaisons entre les blocs destination
de la partition R et les blocs source de la partition D	 Notre but est ici dacc�el�erer
le codage en r�eduisant le nombre de comparaisons	 Pour cela� nous proposons de
quanti�er les triangles source 
a laide dun quanti�cateur vectoriel de fa�con 
a ne
conserver dans la partition D quun nombre r�eduits de triangles $repr�esentatifs% de
limage � ����	 L�etude montre en outre quil nest pas n�ecessaire dutiliser toutes les
parties de limage pour calculer lop�erateur W d�e�nissant la transformation fractale
et que quelques r�egions repr�esentatives peuvent su�re �les collages se font bien s�ur
toujours sur le partitionnement complet R du support de limage�	

���� Quanti�cation des triangles source

Dans le but dacc�el�erer le codage sur un partitionnement carr�e r�egulier� Leps�y �����
organise lensemble des blocs source dans une structure arborescente	 Notre approche
est di��erente puisquelle diminue le nombre de triangles source consid�er�es	

� Cette �etude a �et�e men�ee en collaboration avec M� Antonini et M� Barlaud du laboratoire IS
de l�Universit�e de Nice�Sophia Antipolis
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Il est 
a noter que le fait dutiliser une triangulation D compos�ee de blocs source
qui ne se recouvrent pas est une premi
ere simpli�cation par rapport 
a lapproche
optimale qui consiste 
a rechercher les blocs source parmi tous les blocs possibles de
limage	

Quanti�cation des histogrammes

La quanti�cation des blocs triangulaires en vue du codage par fractales nous a
conduit 
a d�e�nir une m�ethode permettant de comparer le contenu de triangles de
formes et de tailles di��erentes	 Lalgorithme doit s�eparer les triangles incluant un
contour des triangles textur�es ainsi que des triangles homog
enes	 La �gure �� montre
un exemple de deux triangles source qui doivent �etre regroup�es au sein dune m�eme
classe puisquils peuvent �etre associ�es au m�eme triangle destination par le biais dune
transformation a�ne	

Fig� �� � Exemple de deux triangles consid�er�es identiques�

Fig� �� � Exemples d�histogrammes �a quanti�er�

La solution retenue est de calculer lhistogramme centr�e et normalis�e des niveaux
de gris de chaque triangle source de fa�con 
a quanti�er des vecteurs de longueur
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constante et ind�ependants de la forme spatiale des blocs	 La �gure �� montre cinq
histogrammes caract�erisant le contenu de triangles pris au hasard dans limage	

La r�eduction du nombre de triangles source dans la partition D est faite par
quanti�cation vectorielle de leurs histogrammes� en utilisant une version modi��ee
de lalgorithme de Linde� Buzo et Gray ������ d�etaill�e dans la section �	�	�� page ��	
Le crit
ere de distorsion utilis�e lors de la classi�cation des vecteurs histogramme est
celui de lerreur quadratique� donn�e par l�equation suivante �

d�di�dj� �
lhX
k��

�hdi�k� � hdj�k��� ����

dans laquelle lh est la longueur des vecteurs et hdi�k�� hdj�k� sont les amplitudes
dindice k des histogrammes des triangles di et dj 	

Lalgorithme LBG est modi��e de mani
ere 
a ce quil g�en
ere un dictionnaire constitu�e
de vecteurs appartenant 
a la s�equence dapprentissage �partition D�	 Pour cela nous
modi�ons le point � de lalgorithme �d�etaill�e dans la section �	�	�� en ne rete�
nant pas le vecteur $centro#�de% de chacune des partitions du dictionnaire en cours
d�elaboration� mais plut�ot le vecteur histogramme hd le plus proche du centro#�de�
au sens de lerreur ����	

La �gure �� illustre deux exemples de quanti�cation obtenus 
a partir de la version
modi��ee de lalgorithme LBG �	 Les triangles retenus sont en moyenne r�epartis sur
des r�egions repr�esentatives de limage	 Nous montrerons dans la section suivante
que le faible nombre de triangles source ainsi quanti��es permet de calculer une
transformation fractale pour laquelle lattracteur reste proche de limage originale	

Fig� �� � Quanti�cation d�une triangulation de l�image Femme� De gauche �a droite � ���

triangles initiaux puis � et �� triangles quanti��es�

�� La partition initiale est sur cette �gure adapt�ee �a l�image et ne correspond pas �a la partition
r�eguli�ere D utilis�ee par notre algorithme de codage par fractales� La �gure ne fait qu�illustrer
l�algorithme de quanti�cation�
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���� Codage

Lalgorithme de codage est le m�eme que celui d�ecrit dans le chapitre � mis 
a part
le fait quil ne consid
ere quun nombre restreint de triangles source au sein de la
partition r�eguli
ere D	 Lavantage de la m�ethode est double puisquelle permet �

�	 de diminuer tr
es sensiblement la dur�ee du codage �qui est dans ce cas sous�
optimal� 

�	 daugmenter �sous condition� le taux de compression	

Nous donnons ci�dessous les expressions permettant de calculer le taux de com�
pression lorsque lensemble des triangles de la partition D sont consid�er�es �eq	 ���
et lorsque les triangles source sont quanti��es �eq	 ��� �

Tc �
��n � �

N�ni � nc � ns � no� � X
����

T �
c �

��n � �

N�nc � ns � no� � Q�� � � � n� � X
����

Dans les expressions pr�ec�edentes� n est le nombre de bits n�ecessaires au codage
de la largeur de limage suppos�ee carr�ee� N est le nombre de triangles destination� Q
d�esigne le nombre de blocs source retenus apr
es quanti�cation de la partition D et X
le nombre de bits codant la partition R	 Les notations ni� nc� ns et no sont les m�emes
que celles utilis�ees dans la section �	�	�	 L�etape de quanti�cation permet donc daug�
menter le taux de compression si elle v�eri�e lexpression Q�� � � � n� 
 N�ni�	

La �gure �� est obtenue au terme de la phase de codage pr�ec�ed�ee dune �etape de
quanti�cation des triangles source r�eguliers	 La partition R est adapt�ee 
a limage	 Les
cinq sous�images �b�� �c�� �d�� �e� et �f� montrent les triangles destinations associ�es

a cinq triangles source pris au hasard parmi les triangles de la sous�image �a�	 Ces
derniers sont issus de l�etape pr�eliminaire de quanti�cation vectorielle	 La �gure
montre que les triangles source constants �e� ne sont pas utilis�es par le codeur	 Les
blocs textur�es sans contours nets �d� sont aussi peu utilis�es puisque leur contenu
tr
es irr�egulier rend di�cile leur appariement avec un autre bloc	 Les deux triangles
source des images �b� et �c� sont quant 
a eux tr
es sollicit�es	 Ceci sexplique par
le fait que leur surface nest pas constante et peut �etre sensiblement modi��ee par
le facteur d�echelle ��� de fa�con 
a optimiser les collages �linformation surfacique 
a
lint�erieur des deux blocs peut plus facilement �etre appr�eci�ee en regardant une image
de gradient telle que celle donn�ee par la �gure !��	 On remarque sur limage �f� mais
aussi dans beaucoup dautres cas exp�erimentaux quun triangle qui inclut un contour
contrast�e est souvent associ�e aux triangles destination de m�eme nature ainsi quaux
triangles textur�es	
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�a� Extraction de triangles source dk �b� Association d�� ri

�c� Association d� � ri �d� Association d�� ri

�e� Association d� � ri �f� Association d� � ri

Fig� �� � Associations apr�es codage � blocs destination en traits �ns� blocs source en noir�
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���
 R�esultats exp�erimentaux

Nous proposons dans ce paragraphe de tester lalgorithme de codage sur les images
Femme et Poivron de taille ���� ��� pixels	 Les �gure �� et �! montrent di��erents
r�esultats de d�ecodage 
a partir dun nombre variable de triangles source	 L�evolution
de la qualit�e visuelle des images reconstruites� mesur�ee 
a laide du rapport signal 
a
bruit est illustr�ee sur la �gure !�	 Lint�er�et �evident de la quanti�cation des triangles
source est quelle permet de diminuer les temps de calculs	 Lorsque les partitions R
et D contiennent respectivement N et Q blocs� le nombre de comparaisons est �egal

a NQ	 En ne conservant que Q triangles dans la partition D� le temps de calcul
diminue dun facteur Q�Q	 Les r�esultats montrent que le rapport signal 
a bruit
chute de �	� dB lorsque le nombre de triangles source� et par cons�equent le temps
de codage� est r�eduit dun facteur deux	 La diminution rapide du rapport signal 
a
bruit au del
a de cette valeur sexplique par le fait que lerreur entre limage originale
et limage transform�ee est de plus en plus importante	

Fig� �� � De bas en haut et de droite �a gauche � Image Femme ���� ���� reconstruction de

� images �a partir des ��� triangles source de D� puis ��� ��� ��� et � triangles� Les taux

de compression sont respectivement �egaux �a � ����� ����� ��� ��� et ������
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Fig� �! � De bas en haut et de droite �a gauche � Image Poivron ���� ���� reconstruction

de � images �a partir des ��� triangles source de D� puis ��� ��� ��� et � triangles� Les taux

de compression sont respectivement �egaux �a � ����� ����� ����� �� et ������
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Fig� !� � Rapport signal �a bruit fonction du nombre de triangles source consid�er�es dans la

partition D�
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Classi�cation des triangles

Nous nous proposons dans cette section d�etudier lin�uence des blocs source sur
la qualit�e des images d�ecod�ees par fractales	 Une m�ethode simple nous permet de
regrouper les triangles de la partition D dans trois classes distinctes	 Une premi
ere
�etape consiste 
a calculer limage de gradient de limage originale de mani
ere 
a� dans
une seconde �etape� s�eparer les triangles source incluant un contour contrast�e des
autres �voir �gure !��	 Lalgorithme retourne ainsi une premi
ere classe de triangles	
Les blocs nincluant pas de contours sont regroup�es dans deux autres classes en
appliquant un seuil sur la variance du gradient	

Fig� !� � Extraction des triangles incluant un contour �a partir de l�image de gradient�

La quanti�cation des triangles au sein de chacune des trois classes est r�ealis�ee
de la m�eme fa�con que pr�ed�edemment� par quanti�cation vectorielle $modi��ee% �	 La
�gure !� montre trois exemples de vecteurs histogramme 
a quanti�er	

�� Pour des raisons pratiques� l�algorithme de quanti�cation vectorielle est celui de Kohonen ����
Les r�esultats peuvent �etre di��erents de ceux obtenus avec l�algorithme LBG� Ce manque de
pr�ecision est sans importance ici puisque notre but est de montrer �l�in�uence moyenne� du contenu
des blocs source sur la qualit�e du codage�
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Fig� !� � � triangles appartenant �a des classes di��erentes�
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Fig� !� � Histogrammes des � triangles de la �gure pr�ec�edente�

In�uence sur la qualit�e du codage

Di��erents r�esultats de d�ecodage sont pr�esent�es sur la �gure !�	 Ils sont obtenus 
a
partir de �� triangles source �etant chacun extraits de la m�eme classe	 Limage !��c�
montre les triangles quanti��es au sein de la classe $contours%	 Un certain nombre
de triangles homog
enes et textur�es sont retenus 
a cause du fait que la quanti��
cation vectorielle conserve les vecteurs les plus di��erents les uns des autres	 Les
images !��a� et �e� montrent �� triangles issus des classes $homog
enes% et $textu�
res%	 Les images �b�� �d� et �f� obtenues 
a partir de chacun des trois dictionnaires
con�rment limportance des blocs source non homog
enes �de forte variance� pour le
codage par fractales	 Ceci est tr
es visible sur l�epaule de Lena reconstruite 
a partir
de triangles homog
enes	 La valeur maximale� limit�ee 
a �	�� du coe�cient d�echelle
des transformations massiques ne permet pas dans ce cas dapproximer correcte�
ment les contours contrast�es	 Nous avons vu dans la section �	�	� que son �ecr�etage
est cependant utile pour assurer la contraction de la transformation fractale	
Le r�esultat exp�erimental de la �gure !� nous incite 
a conclure quil est inutile de
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consid�erer des blocs source homog
enes lors du codage� et quil est important que
ces blocs incluent des contours et des textures de forte variance	 Ceci est en outre
con�rm�e par une �etude g�eometrique de la transformation massique dun bloc source
dans lespace vectoriel engendr�e par le vecteur constant b� et le vecteur d�ecim�e b�
�eq	 �!� �����	



��� CHAPITRE �� AM�ELIORATIONS ET SCH�EMAS HYBRIDES

�a� � vecteurs homog�enes �b� Reconstruction � PSNR 	 ����� dB

�c� � vecteurs avec contours �d� Reconstruction � PSNR 	 ����� dB

�e� � vecteurs textur�es �f� Reconstruction � PSNR 	 ���
 dB

Fig� !� � Taux de compression � �����
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��� Codage par TCD et fractales

Nous avons vu dans la section �	� que la norme JPEG de compression des images
�xes est fond�ee sur la transformation en cosinus discr
ete �TCD�� calcul�ee sur cha�
cun des blocs carr�es de taille N �N dun partitionnement r�egulier	 La transforma�
tion fournit une repr�esentation dans le domaine fr�equentiel de chacun des blocs de
limage	 Nous rappelons que lavantage de cette transformation est d�etre r�eelle et de
retourner un ensemble de N�N coe�cients concentr�es autour de lorigine �fr�equence
������	 Pour cette raison� la transformation est particuli
erement int�eressante pour
la compression des images	 La compression consiste 
a quanti�er la suite des coe��
cients r�eordonn�es en zig�zag	 Linconv�enient provient du fait que lorsque le taux de
compression demand�e est trop important� tous les coe�cients pond�erant les hautes
fr�equences sont annul�es� et seul reste un nombre tr
es r�eduit de coe�cients pond�erant
les basses fr�equences � limage reconstruite pr�esente des e�ets de blocs tr
es visibles	
Par exemple� un bloc original visuellement homog
ene est approxim�e par un bloc
constant� �egal 
a sa valeur moyenne	

�a� Tc 	 ��� � � �b� Tc 	 �
�� � �

Fig� !� � Deux exemples de compression selon la norme JPEG�

La m�ethode propos�ee par Barthel et al	 dans ���� am�eliore sensiblement les
r�esultats de la norme JPEG� 
a taux de compression �elev�e	 Elle permet en outre
de reconstruire des images de meilleure qualit�e que celles obtenues avec les sch�emas
classiques de compression par fractales dans lespace des luminances� 
a taux de com�
pression �egaux	
Lapproche� bas�ee sur un partitionnement carr�e fournissant des blocs destination�
est hybride	 Elle combine la transformation en cosinus discr
ete �codage de la redon�
dance intra�bloc� et la transformation fractale �codage des similarit�es inter�blocs�	
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La m�ethode consiste� pour un bloc destination donn�e� 
a approximer la majeure partie
de son spectre par une transformation fractale op�erant sur les coe�cients fr�equentiels
dun autre bloc de limage� appel�e bloc source �	 Les coe�cients fr�equentiels du bloc
destination ne pouvant pas �etre correctement approxim�es sont quanti��es s�epar�ement
puis cod�es	 Nous pr�esentons dans la suite de cette section lalgorithme de base� d�ecrit
dans ����	

Consid�erons la repr�esentation fr�equentielle dun bloc destination r �resp	 source
b��� de taille N �N � not�ee F �resp	 G�	 Les coe�cients spectraux correspondants�
r�eordonn�es en zig�zag� sont not�es Fi et Gi	 Lapproximation �F du spectre F est
donn�ee par lexpression suivante �

�F �

�
��������������������

�F�

�F�

�F�

�F�

� � �

�F�

� � �

�FN���

�
�������������������	

�

�
��������������������

��G�

�

��G�

�

� � �

��Gl

� � �

��GN���

�
�������������������	

�

�
��������������������

��

F�

�

F�

� � �

�

� � �

FN���

�
�������������������	

�� � ����

Les coe�cients fr�equentiels Fi �i 	� �� sont quanti��es puis cod�es individuellement	
Lensemble de ces coe�cients est not�e STC	 Le coe�cient �� optimal est donn�e
par �� � F� � ��G�	 Le coe�cient �� optimal sert 
a lapproximation fractale de la
composante dynamique du spectre du bloc destination	 Il est donn�e par �

�� �

X
i��STC

GiFi

X
i��STC

G�

i

�

et doit �etre de module inf�erieur 
a � pour assurer la contraction de la transforma�
tion fractale	 Les trois coe�cients �i sont 
a rapprocher des trois coe�cients �i de
la formule����� mais op
erent ici sur la repr�esentation fr�equentielle du bloc source
d�ecim�e b�	
Lint�er�et de la m�ethode est de ne coder quun nombre tr
es r�eduit de coe�cients
spectraux Fi� sensiblement inf�erieur au nombre de coe�cients cod�es dans le sch�ema
classique de la norme JPEG	 Ceci est possible puisque le reste du spectre est ap�
proxim�e par la transformation fractale� cod�ee par les deux coe�cients �� et ��	 La
�gure !� illustre un r�esultat de d�ecompression obtenu 
a partir de cette m�ethode� et
montre que les e�ets de blocs sont peu visibles	

��On note d�es �a pr�esent que les blocs source et destination sont de m�eme taille� La contraction
spatiale n�est pas n�ecessaire�
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Fig� !� � Codage hybride par TCD et fractales� Taux de compression � ����� PSNR � ����

dB�

�� Multir�esolution et fractales

Le codage dune image par fractales tel que nous lavons vu jusqu
a pr�esent est
fond�e sur des transformations locales qui op
erent sur des blocs de limage	 Les ef�
fets de blocs sont dans ce cas di�ciles 
a masquer lorsque le taux de compression
est �elev�e	 R�ecemment� di��erents checheurs ont montr�e que le sch�ema de codage par
fractales peut �etre utilis�e pour d�e�nir des relations entre les di��erents niveaux dune
d�ecomposition multi�r�esolution de limage �d�ecomposition en sous�bandes ou par
ondelettes�	 Dans ���!�� limage originale est d�ecompos�ee en n sous�bandes not�ees i�
�i � � � � � n���	 Limage basse r�esolution �niveau n��� ainsi que les trois sous�bandes
du m�eme niveau sont cod�ees de mani
ere exacte	 Chacune des trois sous�bandes de
niveau sup�erieur �niveau n � �� sont ensuite cod�ees par une approche fractale � 
a
partir des trois sous�bandes dans le niveau n��	 Le processus continue ainsi jusqu
a
atteindre la r�esolution � de limage originale	
Dautres �etudes cherchent 
a lier plus directement la transformation fractale 
a la
transformation en ondelette de Haar �!�� ����	 Dans tous les cas� les blocs source
et destination sont carr�es	 Simon ����� remarque quil est possible de calculer les
coe�cients de la transformation fractale directement 
a partir des coe�cients de la

�� La recherche des similarit�es au sein des sous�bandes de fr�equences spatiales se fait entre blocs
source et destination de m�eme taille�
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repr�esentation multir�esolution de limage	 Il d�emontre que le coe�cient de d�ecalage
est li�e 
a limage de basse r�esolution �niveau n��� ainsi quaux trois images de d�etail
du m�eme niveau n � �	 Le coe�cient d�echelle d�e�nit un �ltre permettant dinter�
poler les images de d�etail de niveau i inf�erieur 
a n��� 
a partir des images de d�etails
qui leurs sont associ�ees dans le niveau de r�esolution i � �	
Les r�esultats th�eoriques sont d�emontr�es en consid�erant le cas particulier o
u un bloc
source englobe les blocs destination auxquels il est associ�e �ce sch�ema est celui utilis�e
par Dudbridge et Monro dans le domaine spatial� d�etaill�e dans la section �	�	��	

Lavantage de ces m�ethodes est quelles r�eduisent ou annulent les e�ets de blocs
dans les images reconstruites en utilisant respectivement londelette de Haar ou des
ondelettes plus lisses	 La �gure !�� extraite de ����� con�rme cette remarque �la trans�
formation fractale est dans ce cas calcul�ee sur une d�ecomposition multir�esolution de
limage utilisant londelette de Harr et londelette spline�	 Linterpolation des images
de d�etails au travers des di��erentes r�esolutions permet en outre de g�en�erer des sous�
bandes interm�ediaires de fa�con 
a am�eliorer la qualit�e des zooms	

�a� Tc 	 ����� PSNR 	 ���� dB �b� Tc 	 ������ PSNR 	 ���� dB

Fig� !� � Images d�ecompress�ees �a partir du sch�ema de Davis liant le codage par fractales �a

une approche multir�esolution par ondelette de Haar �a	 et par ondelette spline �b	�
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��� R�esultats comparatifs

����� Codage fractal par blocs

Dans le chapitre �� nous avons pr�esent�e les di��erents mod
eles de partitionnement
utilis�es dans la litt�erature pour initialiser la phase de compression par fractales� 
a
savoir �

� le partitionnement en arbre quaternaire �quadtree� 

� le partitionnement Horizontal � Vertical �HV� 

� le partitionnement de Delaunay	

Jacquin a �egalement propos�e le partitionnement pseudo�adaptatif 
a deux niveaux
de r�esolution� pr�esent�e dans la section �	�	�	 Nous ne consid�erons pas ce mod
ele
dans cette section puisquil donne de moins bons r�esultats visuels que le quadtree� 
a
taux de compression �egaux	 Ceci est principalement d�u au fait que les larges zones
homog
enes de limage restent couvertes par des blocs de petite taille� en raison de
la non adaptivit�e du partitionnement	

Fig� !� � Positionnement des blocs en pr�esence d�un contour� De gauche �a droite � quadtree�

partitionnement H�V et triangulation calcul�ee par division�fusion�

La �gure !� illustre le recouvrement des contours de limage par les di��erents
partitionnements �etudi�es	

Dans le cas du quadtree� limage reconstruite pr�esente� 
a des taux de compression
�elev�es ��gures !! et ����� des e�ets de blocs tr
es visibles au niveau des contours
obliques contrast�es	 Ceci peut sexpliquer par le fait que la forme de lenveloppe des
carr�es incluant une partie dun contour est $en escaliers%	 Les bords dun contour
�epais peuvent �etre en partie recouverts par des carr�es de grande taille et apparaissent
d�ecoup�es dans limage reconstruite	 Le processus r�ecursif et rigide de division des
carr�es en quatre sous�carr�es g�en
ere un grand nombre de blocs inutiles au voisinage
des r�egions non�homog
enes au d�etriment du taux de compression	

Les partitionnements rectangulaires ��gure ���� et triangulaires ��gures ��� et
���� am�eliorent quand 
a eux la qualit�e moyenne des images 
a taux de compres�
sion �elev�es	 En e�et� la �gure !� montre que lenveloppe des triangles de Delaunay
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obtenus par division�fusion est plus continue que les deux autres types denveloppe
puisquelle nest pas li�ee 
a la structure discr
ete de limage	 Elle permet ainsi de suivre
des contours obliques et daugmenter sensiblement la qualit�e visuelle des contours
reconstruits par rapport 
a ceux obtenus sur le partitionnement quadtree	 La qua�
lit�e visuelle des images d�ecod�ees est cependant moins bonne que celle des images
d�ecod�ees selon le partitionnement HV	 Ceci sexplique par le fait que ce dernier per�
met une meilleure organisation des blocs sur les r�egions homog
enes et textur�ees de
limage� fait que ne permet la triangulation de Delaunay	

Les courbes suivantes ��gure ���� sont calcul�ees 
a partir des m�ethodes de com�
pression traitant des r�egions carr�ees �quadtree� et quadtree��� rectangulaires �HV� et
triangulaires �Delaunay�	 Les deux m�ethodes quadtree� et quadtree� ������ di�
erent
de par le nombre de blocs source consid�er�es au cours du codage	 Le partitionnement
associ�e 
a la courbe quadtree� est compos�e de carr�es destination de tailles �� � ���
��� ��� �� � et �� �	 Selon leur taille� ils sont compar�es au travers de ����!� �����
���� et ��� blocs source	 La courbe quadtree� est obtenue 
a partir du m�eme parti�
tionnement mais� selon la taille des blocs destination� les blocs source sont recherch�es
parmi ������ ������ ����� et ����! carr�es	

La courbe HV ������ est obtenue 
a partir du partitionnement rectangulaire	 Un
bloc destination de taille n�n est compar�e 
a lensemble des blocs source de limage
de tailles �n � �n� �n � �n� �n � �n et �n � �n	 Le temps de codage dune image
��� � ��� est dans ce cas compris entre �� heures et ���� secondes	

La courbe Delaunay est obtenue 
a partir dune partition R triangulaire	 En fonc�
tion du nombre de triangles dans cette partition� chaque triangle destination est
compar�e 
a ��� ou !�� triangles source �le nombre de triangles dans la partition D
d�epend de la partition R� de fa�con 
a ce que la di��erence de taille moyenne entre les
blocs source et les blocs destination ne soit pas trop importante�	 Ceci nous permet
de coder des images ���� ��� avec des temps de calcul inf�erieurs 
a une heure	 Pour
cette raison� nous ne pouvons comparer directement �en termes de compression�
distorsion� nos r�esultats obtenus 
a partir de la triangulation de Delaunay avec ceux
de Fisher fond�es sur le partitionnement HV	

La �gure ��� con�rme le fait quun partitionnent triangulaire am�eliore les r�esultats
par rapport au partitionnement quadtree� lorsque le taux de compression est sup�erieur

a ����	 Ceci con�rme lint�er�et dutiliser un partitionnement souple pour compresser
les images par fractales	



��
� R�ESULTATS COMPARATIFS ���

Fig� !! � partitionnement quadtree� Tc � ����� PSNR � ��� dB�

Fig� ��� � partitionnement quadtree� Tc � ����� PSNR � ���� dB�
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Fig� ��� � partitionnement HV� Tc � ����� PSNR � �� dB�

Fig� ��� � partitionnement de Delaunay� Tc � ����� PSNR � ���� dB�
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Fig� ��� � partitionnement de Delaunay� Tc � ���� PSNR � ��� dB�
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����� M�ethodes hybrides

Les courbes de la �gure ��� sont calcul�ees 
a partir des m�ethodes de compres�
sion fractale hybrides introduites dans ce chapitre	 Les courbes DCT�fractales� onde�
lette Harr�fractales et ondelette spline�fractales illustrent respectivement les r�esultats
en termes de d�ebit�distorsion de Barthel et al� ���� et Davis ����	 Ces derni
eres
con�rment lint�er�et des m�ethodes hybrides pour la compression des images �xes	
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Fig� ��� � M�ethodes hybrides � rapports signal �a bruit fonctions du taux de compression�

Il faut cependant noter que le partitionnement triangulaire que nous avons pro�
pos�e pour le codage par fractales des images �xes peut �etre �etendu au cas du codage
des s�equences vid�eo	 Des nombreuses �etudes portent actuellement sur le suivi et
linterpolation du mouvement par maillage triangulaire actif	 Nous reviendrons ce
point dans la conclusion de ce m�emoire	
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�a� Image Lena �b� Image Vegas

�c� Image Cornouaille �d� Image Poivron

�e� Image Goldhill �f� Image Femme

Fig� ��� � Di��erentes images ����� ��� et ���� ��� � � bpp	 utilis�ees pour les tests de

compression�
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Nous avons pr�esent�e dans ce m�emoire une m�ethode de compression des images
�xes par fractales� fond�ee sur un partitionnement triangulaire� La souplesse du par�
titionnement et l	approche adaptative de l	algorithme mis en 
uvre pour son calcul
nous ont permis d	am�eliorer la qualit�e visuelle des images reconstruites par rapport
�a celle obtenue �a partir de partitionnements plus rigides tel que le quadtree�

Le d�ebut de ce m�emoire traite des di��erentes m�ethodes de codage des donn�ees�
et de compression des images �xes�

Nous avons ensuite introduit les notions li�ees �a la th�eorie des IFS avant de montrer
comment les utiliser pour compresser les images naturelles� Nous avons pour cela
d�etaill�e la m�ethode originale propos�ee en �� par Jacquin� qui consiste �a coder les
similarit�es entre blocs de l	image �a l	aide de transformations a�nes contractantes�
Nous avons aussi d�ecrit une seconde approche propos�ee en �� par Dudbridge ne
n�ecessitant pas la mise en correspondance des di��erentes r�egions de l	image�

Les m�ethodes classiques de compression par fractales consistent �a approximer
chacun des blocs d	une partition de l	image �a partir d	autres blocs extraits de la
m�eme image� par des transformations contractantes� La compression est dans ce cas
r�ealis�ee en codant les param�etres des transformations� Il est donc important que la
partition contienne un minimum de blocs� et qu	elle soit le mieux possible adapt�ee
au contenu de l	image� Nous avons pour cette raison pr�esent�e les deux mod�eles de
partitionnement utilis�es pour la compression fractale �quadtree� horizontal�vertical��

Notre contribution s	est port�ee essentiellement sur l	�etude d	un mod�ele souple et
adaptatif� �a savoir la triangulation de Delaunay� Nous avons propos�e deux m�ethodes
permettant de calculer une triangulation de l	image� La premi�ere m�ethode de type
division�fusion g�en�ere une partition form�ee de petits triangles au�dessus des zones
textur�ees et des contours de l	image� et de plus grands triangles au�dessus des r�egions
homog�enes� Un algorithme e�cace nous permet en outre de coder une telle partition�
La seconde m�ethode positionne les triangles de petites tailles de mani�ere pr�ecise le
long des principaux contours d�etect�es dans l	image� Un avantage de chacune de ces
deux m�ethodes vient du fait que le positionnement des triangles n	est pas contraint
par la structure discr�ete de l	image� Ceci supprime les e�ets de �marches d	esca�
liers� aux voisinages des contours� e�ets constat�es sur les partitionnements quadtree
et rectangulaires� Nous avons ensuite montr�e comment utiliser une telle partition
triangulaire pour le codage par fractales� et avons d�etaill�e un algorithme de com�
pression� Nous avons en outre propos�e deux optimisations visant �a am�eliorer nos
r�esultats en terme de compression�distorsion� La premi�ere a permis de diminuer le
nombre de blocs en regroupant des triangles voisins au sein de quadrilat�eres� et par
cons�equent d	augmenter le taux de compression �a qualit�e constante� La seconde a
permis d	acc�el�erer la phase de codage en r�eduisant le nombre de comparaisons inter�
blocs par quanti�cation des triangles� Nous avons par ailleurs pr�esent�e un ensemble
de m�ethodes existantes� visant �a optimiser les phases de codage et de d�ecodage�
ainsi que certaines m�ethodes hybrides liant les fractales aux repr�esentations mul�
tir�esolution �ondelettes� et �a la transform�ee en cosinus discr�ete�

Les perspectives et les directions de recherches �a suivre pour am�eliorer nos r�esultats



��

portent �a la fois sur la quanti�cation des coe�cients de la transformation fractale et
sur l	optimisation du partitionnement� Nous avons not�e que les coe�cients d	�echelle
et de d�ecalage des transformations contractantes sont corr�el�es� Il serait dans ce cas
int�eressant d	�etudier la quanti�cation des vecteurs ��echelle�d�ecalage� �de dimension
deux� au cours du calcul de la transformation fractale� La r�epartition g�eom�etrique
particuli�ere des vecteurs sur un plan devrait pouvoir �etre exploit�ee en utilisant un
quanti�cateur vectoriel alg�ebrique�

Le partitionnement triangulaire de Delaunay est le dual du partitionnement de
Vorono��� et celui�ci est directement accessible �a partir de notre structure de donn�ees�
L	avantage d	un tel partitionnement est qu	il contient approximativement deux fois
moins de blocs que la triangulation de Delaunay� L	inconv�enient est que les polygones
qui le composent n	ont pas un nombre constant de sommets et qu	il est dans ce
cas impossible de les d�eformer �a l	aide de transformations g�eom�etriques simples
telles que celles �etudi�ees dans ce m�emoire� La solution serait� pour un polygone
destination r� de consid�erer un ensemble d	autres polygones di� ant�ec�edents deX par
une transformation a�ne contractante� De fa�con �a limiter le nombre de comparaisons
inter�blocs� les polygones di consid�er�es pourraient par exemple �etre centr�es sur les
germes issus du partitionnement de Vorono�� R adapt�e �a l	image� Cette solution
m�eriterait �a mon avis d	�etre test�ee�

La m�ethode de codage pr�esent�ee dans ce m�emoire doit pouvoir en outre �etre di�
rectement �etendue au codage des s�equences d	images� De nombreux travaux portent
aujourd	hui sur le suivi temporel du mouvement �a partir de mailles actives triangu�
laires ou compos�ees de quadrilat�eres� La compensation du mouvement se fait dans
ce cas �a l	aide de transformations a�nes ���� ����� ����� ou bilin�eaires ������ Fisher
et al� ���� ont propos�e un sch�ema de codage vid�eo sur un partitionnement quadtree�
Les carr�es ne pouvant pas �etre compens�es sont approxim�es �a partir d	autres blocs
de l	image de la m�eme mani�ere que dans le cas du codage par fractales des images
�xes� La d�eformation continue de la triangulation permet quand �a elle l	interpolation
temporelle des images� L	adaptation de l	approche fractale sur ce type de partition�
nement ne semble pas avoir encore �et�e test�ee� Le partitionnement de Vorono�� doit
aussi pouvoir �etre utilis�e pour le codage des s�equences vid�eo par fractales en utilisant
la m�eme approche que celle propos�ee en perspective de notre travail de th�ese�
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