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Introduction

La vision est un de nos sens les plus puissants. Elle nous fournit une quantit�e im-
portante d'informations qui nous permettent d'interagir intelligemment avec notre envi-
ronnement. Grâce �a elle, nous sommes capables en un instant d'identi�er la plupart des
objets situ�es dans notre champ visuel, de rep�erer leur position et en�n d'�ebaucher une
r�eexion sur les tâches que nous devons e�ectuer. Mais c'est aussi un de nos sens les plus
compliqu�es. Son m�ecanisme reste mal connu malgr�e les progr�es r�ealis�es par la psychologie
cognitive. Ainsi, notre syst�eme de perception visuelle r�egle en permanence et sans même
que nous nous en apercevions des probl�emes aussi essentiels �a notre survie que de savoir
o�u nous sommes et comment nous bougeons dans l'espace, de voir en trois dimensions : : :
C'est ainsi encore que les b�eb�es commencent, d�es l'âge de 5 mois, �a contrôler visuellement
les mouvements de leurs mains dans le but d'acc�eder �a un objet plac�e �a côt�e d'eux.

D'une mani�ere similaire, la vision par ordinateur vise �a donner aux robots la capacit�e
de percevoir l'espace qui les entoure. Cependant, malgr�e les e�orts des chercheurs aucune
machine ne parvient �a rivaliser - et de loin - avec la vision humaine. La vision par ordi-
nateur ne vise pas la reproduction sur machine de la vision humaine. Elle vise plutôt �a
arriver par des moyens informatiques �a des r�esultats similaires.

Depuis quelques ann�ees, les d�eveloppements technologiques des capteurs ont permis
leur implantation directement sur l'e�ecteur des robots mobiles ou manipulateurs. Les
tâches, telles que positionnement et suivi d'objets en utilisant la vision paraissent main-
tenant tout �a fait envisageables. Le capteur de vision fournit une perception de l'environ-
nement alors que le robot fournit l'action r�eexe.

L'utilisation du capteur de vision, �a laquelle nous nous sommes attach�es, est particu-
li�erement int�eressante en raison de la grande richesse des informations qu'une cam�era peut
fournir et en raison de la grande vari�et�e des tâches qu'elle permet de r�ealiser (l'identi�ca-
tion, l'inspection, la localisation). Vu les progr�es technologiques, les applications utilisant
le guidage visuel des robots deviennent de plus en plus nombreuses. Les travaux pr�e-
curseurs ont port�e sur des applications industrielles simples. Actuellement, le capteur de
vision fait partie de la boucle de commande. Ainsi, la vision contribue-t-elle au d�evelop-
pement de la t�el�erobotique qui vise �a remplacer les hommes par des robots dans des sites
hostiles �a la pr�esence humaine [FDD94], comme l'espace et les sites nucl�eaires. L'utili-
sation de la vision en robotique va, non seulement augmenter l'autonomie et l'e�cacit�e
des robots, mais �egalement les doter des capacit�es de reconnaissance et de raisonnement
bas�ees sur les informations visuelles. Certes, ces objectifs ont pos�e de nouveaux probl�emes
(traitement d'image, reconnaissance d'objets, : : : ) qui ont d�ej�a fait, et font encore, l'objet
de nombreux travaux.

La vision et la robotique peuvent coop�erer dans les proc�edures de calibrage en ce sens
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6 Introduction

qu'une cam�era peut être un excellent moyen de calibrage d'un robot et, inversement, un
robot calibr�e peut être utilis�e pour identi�er les param�etres de la cam�era.

Un capteur de vision fournit les donn�ees sous forme d'images. Les traitements e�ec-
tu�es sur ces images sont g�en�eralement class�es en trois niveaux : le premier appel�e, \vision
bas-niveau", est la segmentation ou l'extraction des indices images ; le deuxi�eme niveau
concerne les domaines de la reconstruction, de la localisation et de l'analyse du mouve-
ment ; le troisi�eme concerne le contenu s�emantique de la sc�ene observ�ee. Bien entendu,
plus les informations sont de haut niveau, plus les algorithmes de traitement d'image
n�ecessaires �a leur extraction sont complexes.

Le travail d�ecrit dans cette th�ese concerne l'int�egration de fonctionnalit�es de perception
et d'action au sein d'un syst�eme robotique. Deux sujets li�es �a cette int�egration ont �et�e
trait�es : le calibrage capteur/robot et la localisation d'objets �a partir d'images.

Le calibrage capteur/robot s'av�ere int�eressant dans beaucoup d'applications o�u le mou-
vement du robot est guid�e par ce capteur. De plus, ce calibrage permet la conversion des
mesures visuelles dans l'espace du robot.

La localisation d'objets permet de calculer la relation g�eom�etrique entre une sc�ene 3D
et une cam�era. Une information visuelle ne permet �a elle seule de remonter �a l'informa-
tion tridimensionnelle de l'environnement : sur un pixel de l'image peuvent se projeter
une in�nit�e de points de la sc�ene. Par contre, connaissant les dimensions de l'objet, il
est possible de retrouver la localisation de cet objet dans l'espace tridimensionnel. Par
cons�equent, cette localisation est importante dans la mesure o�u elle fournit la relation
g�eom�etrique entre une sc�ene 3D et la cam�era consid�er�ee.

G�en�eralement, l'utilisation de la vision en robotique �etait la suivante : traitement des
donn�ees visuelles dans un rep�ere li�e au capteur, conversion des donn�ees dans un rep�ere li�e
�a la sc�ene et calcul du vecteur de contrôle du robot dans un rep�ere de la sc�ene. Cependant,
ce sch�ema fonctionne en boucle ouverte vis �a vis des mesures visuelles et ne permet pas
de tenir compte des erreurs de mesures ou d'estimation de la position du robot. Bien que
les donn�ees visuelles soient utilis�ees, le robot reste aveugle lorsque son mod�ele est a�ect�e
d'erreurs.

Pour illustrer le probl�eme de la coordination entre une cam�era et un robot, nous
consid�erons la tâche suivante : soit un sujet qui doit soulever un verre d'eau plac�e sur une
table devant lui. Face �a ce probl�eme deux approches sont envisageables :

1. Apr�es un regard plus ou moins long, le sujet communique �a sa m�emoire la valeur
de l'angle que doit prendre chaque articulation de son bras. Ensuite, il ferme ses
yeux et commence �a ex�ecuter les mouvements articulaires tels qu'ils sont estim�es
visuellement.

2. Le sujet commence �a d�eplacer son bras vers le verre en le regardant tout au long de
sa trajectoire et en faisant les corrections n�ecessaires a�n que sa main aboutisse au
verre d'une mani�ere satisfaisante.

Il est �evident que la premi�ere approche se heurte, le plus souvent, �a un �echec. En e�et,
même si les angles sont correctement estim�es, les d�eplacements articulaires du bras ne
sont pas n�ecessairement �egaux aux valeurs estim�ees. Par contre, la deuxi�eme approche
fournit un retour r�eel sur l'�etat du bras par rapport �a sa position �nale.

Le travail d�ecrit dans cette th�ese s'inscrit dans le cadre de la deuxi�eme approche.
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Contributions majeures

Les principales contributions de cette th�ese sont :

1. mise en �uvre d'une nouvelle m�ethode pour calculer la transformation cam�era-pince.

2. mise en �uvre d'une nouvelle m�ethode pour calculer les transformations g�eom�e-
triques liant la base et l'e�ecteur d'un robot �a une sc�ene 3D.

3. �etude et r�ealisation d'un algorithme permettant l'autocalibrage d'un syst�eme cam�era-
pince.

4. �etude et comparaison de trois m�ethodes de localisation cam�era/objet.

5. �etude et r�ealisation d'une m�ethode pour le contrôle visuel de robots en boucle ferm�ee.

Plan de la th�ese

Le premier chapitre est consacr�e aux di��erents modes de description math�ematiques
d'un d�eplacement rigide : repr�esentation matricielle, repr�esentation g�eom�etrique et repr�e-
sentation quaternion. Il s'agit des notations pratiques pour exprimer les transformations
de rep�ere. Ces repr�esentations sont �a la base de toute mod�elisation des �el�ements g�eom�e-
triques constituant le robot et son environnement. Nous d�ecrivons aussi les conversions
entre ces di��erentes repr�esentations.

Le deuxi�eme chapitre comporte deux parties. La premi�ere partie pr�esente une nouvelle
formulation pour le calcul de la relation g�eom�etrique cam�era-pince. Cette relation est un
concept cl�e dans le cas des robots munis d'une ou plusieurs cam�eras. Cette nouvelle formu-
lation permet de s'a�ranchir de la connaissance explicite des param�etres intrins�eques et
extrins�eques de la cam�era. Cette formulation poss�ede la même forme d'�equations associ�ees
�a la formulation classique (AX = XB). Dans cette partie, nous proposons une nouvelle
m�ethode de r�esolution qui estime simultan�ement les rotation et translation inconnues. Les
exp�eriences r�ealis�ees avec des donn�ees r�eelles et simul�ees montrent que, par rapport aux
m�ethodes alg�ebriques, cette m�ethode permet une meilleure stabilit�e de la solution.

La deuxi�eme partie est consacr�ee �a une g�en�eralisation du calibrage capteur-robot.
Outre la relation g�eom�etrique cam�era-pince, cette g�en�eralisation est tr�es utile pour d�eter-
miner la relation g�eom�etrique entre la base du robot et une sc�ene 3D. Nous y proposons
une nouvelle m�ethode de r�esolution qui est plus robuste que la m�ethode lin�eaire existante.

Le troisi�eme chapitre pr�esente une approche originale permettant l'autocalibrage d'un
syst�eme cam�era-pince (les param�etres de la cam�era et la relation cam�era-pince). La m�e-
thode r�esout aussi le probl�eme du passage d'une reconstruction projective �a une recons-
truction euclidienne.

Le quatri�eme chapitre pr�esente le probl�eme de localisation �a partir d'images. Nous trai-
tons le cas des points et des droites. Nous rappelons succinctement la m�ethode lin�eaire
it�erative propos�ee r�ecemment par Dementhon. La convergence de cette derni�ere m�ethode
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d�epend de la position lat�erale de l'objet par rapport �a l'axe optique de la cam�era. Nous
proposons une nouvelle m�ethode bas�ee sur des approximations successives par une pro-
jection para-perspective. Cette nouvelle m�ethode permet le calcul de la pose associ�ee au
mod�ele perspectif de la cam�era. La convergence de cette m�ethode ne d�epend pas de la
translation lat�erale. Nous pr�esentons �egalement une m�ethode num�erique pour r�esoudre ce
probl�eme. Nous montrons que la m�ethode lin�eaire propos�ee a une robustesse comparable
�a celle des m�ethodes num�eriques. De plus, cette m�ethode est tout �a fait adapt�ee aux ap-
plications temps r�eel.

Le dernier chapitre pr�esente une nouvelle m�ethode de contrôle visuel de robots. Cette
m�ethode constitue une extension de l'approche commande r�ef�erenc�ee capteur o�u l'on
contrôle les mouvements 3D de la cam�era. Nous montrons qu'il est possible de posi-
tionner pr�ecis�ement l'e�ecteur d'un robot en d�epit des erreurs a�ectant son mod�ele et en
d�epit de l'utilisation d'une cam�era non ou mal calibr�ee. Ainsi, pour chaque tâche, on peut
construire un motif, constitu�e d'un ensemble de signaux �el�ementaires et correspondant �a
une bonne r�ealisation de la tâche. En comparant le motif �a atteindre et l'image per�cue par
la cam�era, le probl�eme du contrôle peut alors se traduire sous la forme d'une r�egulation
dans l'image. La pr�ecision du positionnement d�epend de la pr�ecision avec laquelle les pri-
mitives 2D sont extraites. C'est un probl�eme qui se situe au bas niveau. Nous montrons
�egalement que cette coordination entre la cam�era et le robot met en jeu les deux aspects
de calibrage pr�esent�es dans les deuxi�eme et quatri�eme chapitres. Le premier aspect sert
�a mod�eliser la relation g�eom�etrique entre le rep�ere de la pince et les primitives 3D (dans
le cas o�u ces primitives ne sont pas donn�ees par le constructeur du robot). Cet aspect
appartient �a une �etape hors ligne. Le deuxi�eme aspect concerne la localisation de la pince
du robot par rapport �a la cam�era. Cet aspect appartient �a l'�etape en ligne (ins�er�e dans la
boucle de contrôle) et est n�ecessaire pour l'estimation en temps r�eel du Jacobien d'image
qui est �a la base de contrôle. Il est �a noter que cette localisation n'inue pas sur la pr�ecision
du positionnement �nal puisque la boucle de contrôle est pilot�ee par des informations 2D.
Toutefois, cette localisation s'av�ere int�eressante pour que le comportement dynamique de
l'asservissement soit optimal et robuste.

En�n, la conclusion pr�esente un r�esum�e du travail accompli et des r�esultats obtenus
ainsi qu'une vue prospective.



Chapitre 1

Param�etrisation des rotations et des
d�eplacements

Chaque fois qu'on a a�aire �a d�eterminer la position relative des objets 3D, on doit
utiliser une repr�esentation qui donne l'orientation et la position d'un objet par rapport
�a un autre. Cette position relative se traduit par une transformation g�eom�etrique entre
deux rep�eres, chacun de ces deux rep�eres �etant li�e �a un objet. Plusieurs types de param�e-
trisation peuvent être utilis�es pour d�ecrire cette transformation. La plus classique et la
plus famili�ere est la repr�esentation matricielle : l'orientation relative est donn�ee par une
matrice orthogonale, de dimension 3� 3, appel�ee matrice de rotation ; la position relative
est donn�ee par un vecteur, de dimension 3, appel�e vecteur de translation. L'ensemble
des rotations constitue un groupe, il en est de même pour l'ensemble des d�eplacements
(rotation et translation). Dans ce chapitre nous nous int�eressons �a la param�etrisation de
ces deux groupes. Nous d�ecrivons la param�etrisation (vectorielle et quaternion) des ro-
tations ainsi que des d�eplacements. Nous pr�esentons �egalement leur �equivalence avec la
repr�esentation matricielle. La repr�esentation vectorielle utilise des param�etres impliqu�es
directement dans le d�eplacement, autrement dit, ces param�etres constituent les �el�ements
g�eom�etriques du d�eplacement concern�e. La repr�esentation quaternion utilise des objets
math�ematiques, les quaternions et les quaternions duaux, qui sont les plus ad�equats aux
probl�emes de la localisation 3D. Grâce �a eux, les solutions du probl�eme de la localisation
(analytiques ou num�eriques) deviennent plus �el�egantes.

1.1 Introduction

En robotique et en vision par ordinateur on associe �a tout �el�ement du poste de travail
un ou plusieurs rep�eres. Ces rep�eres sont g�en�eralement d�e�nis de telle sorte que leurs axes
et leurs origines correspondent respectivement �a des directions et �a des points privil�egi�es
ayant un rôle fonctionnel lors de l'ex�ecution de la tâche : direction d'insertion ou centre
de gravit�e d'une pi�ece par exemple. Ils permettent de situer dans l'espace les objets �xes
de l'environnement ainsi que les corps mobiles comme les �el�ements constitutifs d'un robot
ou transport�es par lui par exemple.

Soit une transformation quelconque qui am�ene le rep�ere Ri sur le rep�ere Rj (voir

9
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t
R i

R j

T

Fig. 1.1 - Une transformation T permettant l'expression des coordonn�ees du rep�ere Rj

dans le rep�ere Ri ; g�eom�etriquement, cette transformation am�ene le rep�ere Ri sur le rep�ere
Rj.

Figure 1.1). La repr�esentation la plus famili�ere de cette transformation est la repr�esenta-
tion matricielle. Elle est d�e�nie par une matrice de dimension 4 � 4 appel�ee matrice de
transformation homog�ene, telle que :

T =

"
R t
0T 1

#
(1.1)

{ R repr�esente la matrice de rotation, elle est de dimension 3 � 3 et poss�ede les
propri�et�es suivantes :

1. Son d�eterminant est �egal �a 1.

2. Son inverse est �egal �a sa transpos�ee.

3. Ses valeurs propres sont : 1, ei�, e�i� (complexes conjugu�es).

{ t repr�esente le vecteur de translation.

Les 9 �el�ements de la matrice R v�eri�ent 6 contraintes d'orthonormalit�e qui expriment
que les vecteurs ligne (ou colonne) sont de norme �egale �a 1 et orthogonaux entre eux. On
a ainsi 3 �el�ements, parmi les 9, qui sont ind�ependants.

Si un point P est exprim�e dans le rep�ere Ri par le vecteur pi et dans le rep�ere Rj par
le vecteur pj , on aura la relation suivante :

pi = Rpj + t

Si nous utilisons les coordonn�ees homog�enes, la derni�ere �equation devient:"
pi
1

#
= T

"
pj
1

#

Cette repr�esentation nous permet :

{ De repr�esenter dans des di��erents rep�eres des caract�eristiques telles que les points,
les vecteurs, les droites et les plans.
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{ De calculer la transform�ee de ces caract�eristiques par une certaine transformation
donn�ee.

Cependant, cette repr�esentation matricielle n'est pas la plus ad�equate pour r�esoudre
les probl�emes de la localisation 3D qui consiste �a estimer la rotation et la translation entre
deux rep�eres di��erents.

Dans la suite, nous allons d�ecrire deux repr�esentations de la rotation : la repr�esentation
vectorielle et la repr�esentation quaternion. Ensuite, nous allons d�ecrire deux repr�esenta-
tions du d�eplacement (rotation et translation) : le vissage et le quaternion dual.

1.2 Rotation et repr�esentation vectorielle

Chaque rotation dont la matrice est donn�ee par R peut être e�ectu�ee par une rotation
d'un angle � autour d'un axe passant par l'origine. Soit n le vecteur directeur de cet axe.

L'axe de rotation est tel qu'il n'est pas modi��e par la rotation. C'est donc la direction
propre associ�ee �a la valeur propre unitaire de la matrice R :

Rn = n

L'angle de rotation � est fourni par les valeurs propres complexes conjugu�ees.
En notation matricielle, un vecteur v se transforme en un vecteur v0 grâce �a la formule

suivante :

v0 = Rv

En notation vectorielle, un vecteur subissant une rotation d'axe n (n�n = 1) et d'angle
� devient un vecteur v0 qui s'obtient par la formule de Rodrigues :

v0 = v+ sin � n� v+ (1� cos �) n� (n� v) (1.2)

o�u � d�enote le produit vectoriel et � le produit scalaire.
Pour d�emontrer cette formule nous allons d�ecomposer le vecteur v en une composante

parall�ele �a n et une composante orthogonale �a n (Figure 1.2) [Aya89] :

v = vk + v?

= (v � n)n+ (v� (v � n)n)

Le vecteur v0 sera donc obtenu en additionnant v0k et v
0
?. En remarquant que v0k = vk

(puisque vk a la même direction que n), on aura :

v0 = vk + v0?

v0? est obtenu en faisant tourner v? d'un angle � dans un plan orthogonal �a n. Dans la
base n, v? et n� v?, on a :

v0? = cos � v? + sin � n� v?
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v

v’

v
||

n

v

θ v’

Fig. 1.2 - D�ecomposition vectorielle permettant de d�emontrer facilement la formule de
Rodrigues.

Finalement, on obtient pour v0 :

v0 = vk + v0?
= vk + cos � v? + sin � n � v?

= (v � n)n+ cos � (v� (v � n)n) + sin � (n � (v� (v � n)n))
= cos � v+ sin � n � v+ (1 � cos �)(v � n)n

Par ailleurs, on a la relation vectorielle suivante :

n� (n� v) = (v � n)n� (n � n)v
Mais comme n est unitaire, on obtient:

(v � n)n = v+ n� (n� v)

et en substituant dans l'�equation pr�ec�edente on obtient bien la formule de Rodrigues, soit
l'�equation (1.2).

La repr�esentation d'une rotation par un axe et un angle est tr�es pratique pour r�esoudre
le probl�eme de la recherche d'une transformation rigide optimale ainsi que pour repr�esenter
le d�eplacement (rotation et translation) avec un vissage et un quaternion dual comme nous
allons le voir dans les paragraphes suivants.

Nous pr�esentons ici le passage entre les deux repr�esentations : vectorielle et matricielle.

1.2.1 De (n, �) �a R

Remarquons tout d'abord qu'un produit vectoriel peut se mettre sous forme matri-
cielle :

n� v =

264 �nzvy + nyvz
nzvx � nxvz

�nyvx + nxvy

375
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=

264 0 �nz ny
nz 0 �nx
�ny nx 0

375
264 vx
vy
vz

375
K(n) est la matrice antisym�etrique associ�ee au vecteur n :

K(n) =

264 0 �nz ny
nz 0 �nx
�ny nx 0

375
Le produit vectoriel devient alors :

n� v = K(n)v

En utilisant cette �egalit�e nous obtenons la version matricielle de la formule de Rodrigues :

v0 =
�
I + sin � K(n) + (1� cos �)K2(n)

�
v

Soit pour la matrice de rotation :

R = I + sin � K(n) + (1� cos �)K2(n)

En explicitant les termes et avec les notations s = sin � et c = cos � on obtient pour R :

R =

264 c+ (1� c)n2x �nzs+ (1� c)nxny nys+ (1 � c)nxnz
nzs+ (1� c)nxny c+ (1 � c)n2y �nxs+ (1 � c)nzny
�nys+ (1 � c)nxnz nxs+ (1 � c)nzny c+ (1� c)n2z

375 (1.3)

Il est int�eressant de remarquer que (n; �) repr�esente la même rotation que (�n;��)
ou que (�n; 2� � �). Il su�t de substituer n par �n et � par �� ou par 2� � � dans
l'�equation pr�ec�edente.

1.2.2 De R �a (n, �)

Il sera �egalement utile de pouvoir extraire l'axe et l'angle de rotation �a partir de la
matrice de rotation. Pour cela il y a deux possibilit�es :

1. Extraire les valeurs propres de cette matrice. Calculer le vecteur associ�e �a la valeur
propre 1 et normaliser ce vecteur. Ce qui donne la direction de l'axe de rotation.
L'angle de rotation se calcule facilement �a partir des valeurs propres complexes
conjugu�ees.

2. Identi�er les �el�ementsRij de la matrice de rotation avec l'expression de cette matrice
telle qu'elle est fournie par la formule de Rodrigues, �equation (1.3).

En additionnant les termes diagonaux dans l'�equation (1.3) on obtient :

R11 +R22 +R33 = 1 + 2 cos �
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Par ailleurs, on a les relations suivantes :

R21 �R12 = 2nz sin �

R13 �R31 = 2ny sin �

R32 �R23 = 2nx sin �

En tenant compte du fait que le vecteur n doit être unitaire, on obtient :

cos � =
1

2
(R11 +R22 +R33 � 1)

sin2 � =
1

4

�
(R21 �R12)

2 + (R13 �R31)
2 + (R32 �R23)

2
�

Nous avons ainsi la valeur du cosinus et la valeur absolue du sinus, ce qui implique
qu'il y a deux angles appartenant �a l'intervalle [0; 2�] qui v�eri�ent les deux �equations
pr�ec�edentes. La somme de ces deux angles est �egale �a 2�. Ce qui ne pose aucun probl�eme
puisque (n, �) et (�n, 2� � �) repr�esente la même rotation. On peut ainsi imposer �a
l'angle � d'être compris entre 0 et � (l'axe de rotation sera d�etermin�e d'une fa�con unique si
sin � 6= 0). Nous pouvons donc choisir la valeur positive du sinus et nous avons �nalement :

� = arctan

 
sin �

cos �

!
avec 0 � � � �

La direction n, correspondant �a l'angle � ainsi calcul�ee, est alors donn�ee par (si sin � 6=
0) :

nx = (R32 �R23)=2 sin �

ny = (R13 �R31)=2 sin �

nz = (R21 �R12)=2 sin �

Deuxi�eme m�ethode

Lorsque sin � est petit, les param�etres nx, ny et nz ne sont pas d�etermin�es avec pr�ecision
par les �equations cit�ees ci-dessus. Une autre m�ethode plus exacte peut être utilis�ee et la
solution est donn�ee par :
Si R11 est la plus positive des �el�ements diagonaux de la matrice R, alors :

nx = sgn(R32 �R23)

s
R11 � cos �

1� cos �

ny =
R12 +R21

2nx(1 � cos �)

nz =
R13 +R31

2nx(1 � cos �)

Si R22 est la plus positive des �el�ements diagonaux de la matrice R, alors :

ny = sgn(R13 �R31)

s
R22 � cos �

1� cos �



1.2. ROTATION ET REPR�ESENTATION VECTORIELLE 15

nx =
R21 +R12

2ny(1 � cos �)

nz =
R32 +R23

2ny(1 � cos �)

Si R33 est la plus positive des �el�ements diagonaux de la matrice R, alors :

nz = sgn(R21 �R12)

s
R33 � cos �

1� cos �

nx =
R13 +R31

2nz(1 � cos �)

ny =
R32 +R23

2nz(1 � cos �)

o�u le symbole sgn() d�esigne la fonction signe.
En r�esum�e, la repr�esentation (n, �) comporte 4 param�etres. Si, de plus, on choisit le

module de n tel qu'il soit �egal �a une fonction de l'angle de rotation:

knk = f(�)

on n'a alors plus que trois param�etres pour d�ecrire une rotation et cette repr�esentation est
minimale. Ainsi, dans la repr�esentation d'une rotation avec l'exponentielle d'une matrice
antisym�etrique, le module du vecteur associ�e est �egal �a � [PYM89] ; dans le cas o�u l'on
cherche �a estimer la rotation optimale, ce module est �egal �a arctan �

2 [TL89].

1.2.3 Angles de Roulis - Tangage - Lacet

Une autre repr�esentation des rotations est celle utilisant une d�ecomposition de la
matrice de rotation en trois matrices de rotation autour de chacun des trois axes. Ces
trois matrices sont :

Rz =

264 cos � � sin � 0
sin � cos � 0
0 0 1

375

Ry =

264 cos � 0 sin�
0 1 0

� sin� 0 cos �

375

Rx =

264 1 0 0
0 cos � sin 
0 sin cos 

375
Les trois angles �, � et  d�esignent respectivement le Roulis, le Tangage et le Lacet.

La matrice R est donn�ee par (C = cos ; S = sin) :

R = Rz Ry Rx

=

264 C�C� C� S�S � S�C C� S�C + S� S 
S�C� S� S�S + C�C S� S�C � C� S 
�S� C�S C�C 

375
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1.3 Rotation et quaternion unitaire

Une autre repr�esentation possible des rotations est celle utilisant les quaternions uni-
taires. L'utilisation des quaternions se justi�era par une formulation tr�es �el�egante du
probl�eme d'optimisation associ�e �a la localisation 3D. Dans un premier temps, nous allons
�etudier quelques propri�et�es des quaternions, ensuite nous les utiliserons pour d�ecrire une
rotation et nous �etablirons �egalement l'�equivalence avec les autres repr�esentations d�ej�a
utilis�ees [Cas87] [Hor87] [SBE91] [HM93] [Cho92] [DK88].

1.3.1 Les quaternions

les quaternions peuvent être consid�er�es comme des couples (q0; ~q) o�u q0 est un �el�ement
de IR et ~q est un vecteur de dimension 3. L'ensemble de quaternions est alors l'ensemble
IR4 = IR� IR3.

Les quaternions peuvent être vus �egalement comme des nombres complexes �a trois
parties imaginaires :

q = q0 + iqx + jqy + kqz

avec :

i2 = j2 = k2 = ijk = �1
On peut remarquer qu'on obtient �egalement :

ij = �ji = k

jk = �kj = i

ki = �ik = j

Grâce �a ces formules, on peut facilement calculer le produit de deux quaternions, not�e
\�" :

r � q = (r0 + irx + jry + krz)(q0 + iqx + jqy + kqz)

En g�en�eral, le produit de deux quaternions n'est pas commutatif. Comme le produit
vectoriel, le produit de deux quaternions peut s'�ecrire sous forme matricielle :

r � q = Q(r)q

avec Q(r) donn�ee par :

Q(r) =

26664
r0 �rx �ry �rz
rx r0 �rz ry
ry rz r0 �rx
rz �ry rx r0

37775 (1.4)

On peut �egalement �ecrire le produit sous la forme suivante :

q � r = W (r)q

avec W (r) d�e�nie par :
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W (r) =

26664
r0 �rx �ry �rz
rx r0 rz �ry
ry �rz r0 rx
rz ry �rx r0

37775 (1.5)

La matrice W (r) est obtenue �a partir de la matrice Q(r) en transposant sa sous-
matrice : 26664

: : : :
: r0 �rz ry
: rz r0 �rx
: �ry rx r0

37775
Si le quaternion r est �ecrit comme une concat�enation d'un r�eel et d'un vecteur de

dimension 3, r = (r0;~r), on peut alors exprimer les matrices Q(r) et W (r) par :

Q(r) =

"
r0 �~r T
~r r0 I +K(~r)

#

W (r) =

"
r0 �~r T
~r r0 I �K(~r)

#

K(~r) est la matrice antisym�etrique associ�ee au vecteur ~r :

K(~r) =

264 0 �rz ry
rz 0 �rx

�ry rx 0

375
On peut facilement v�eri�er que les matrices Q(r) et W (r) poss�edent les propri�et�es

suivantes :

Q(r)TQ(r) = Q(r)Q(r)T = rT rI

W (r)TW (r) = W (r)W (r)T = rT rI

Q(r)q = W (q)r

Q(r)T r =W (r)Tr = rTr e

Q(r)Q(q) = Q(Q(r)q)

W (r)W (q) = W (W (r)q)

Q(r)W (q)T = W (q)TQ(r)

r et q �etant deux quaternions quelconques, e �etant le quaternion unit�e : e = (1 0 0 0)T .
Notons que si nous utilisons la repr�esentation vectorielle d'un quaternion alors le pro-

duit de deux quaternions q = (q0; ~q ) et r = (r0;~r ) sera :

q � r = [q0r0 � ~q �~r; q0~r+ r0 ~q+ ~q�~r] (1.6)

Si q et r sont deux quaternions purement imaginaires (vecteurs de dimension 3) nous
aurons les deux �egalit�es suivantes :
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~q �~r = �1

2
(q � r+ r � q)

~q�~r = 1

2
(q � r� r � q)

Le produit scalaire de deux quaternions est donn�e par :

r � q = r0q0 + rxqx + ryqy + rzqz

On a bien �evidemment :
q � q = kqk2

Le quaternion conjugu�e de q est q d�e�ni par :

q = q0 � iqx � jqy � kqz

Notons que si Q(q) et W (q) sont les matrices associ�ees �a q, alors Q(q)T et W (q)T

seront les matrices associ�ees au quaternion conjugu�e q. On a :

q � q = q � q = kqk2

et on obtient ainsi le quaternion inverse de q :

q�1 =
1

kqk2 q

On en d�eduit que l'inverse d'un quaternion unitaire (de norme �egale �a 1) est �egal �a
son conjugu�e. Nous allons maintenant �etablir quelques propri�et�es du produit qui seront
facilement v�eri�ables si l'on utilise la notation matricielle. On a :

(q � p) � (q � r) = (q � q)(p � r) (1.7)

On en d�eduit facilement les propri�et�es suivantes :

(q � p) � (q � p) = (q � q)(p � p)
kp � qk2 = kpk2kqk2
(p � q) � r = p � (r � q)

Un vecteur de dimension 3 peut s'�ecrire comme un quaternion purement imaginaire :

q = 0 + iqx + jqy + kqz

et les matrices associ�ees �a un quaternion purement imaginaire sont des matrices antisy-
m�etriques. Par exemple on a :

Q(q) =

26664
0 �qx �qy �qz
qx 0 �qz qy
qy qz 0 �qx
qz �qy qx 0

37775
avec les propri�et�es �evidentes :

Q(q)T = �Q(q)
W (q)T = �W (q)
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1.3.2 Quaternion et rotation

On sait que les transformations g�eom�etriques planes de base peuvent être repr�esent�ees
par des op�erations agissant sur des nombres complexes. Comme l'ensemble des quaternions
contient l'espace IR3, on esp�ere trouver une certaine analogie concernant les transforma-
tions g�eom�etriques dans IR3. Nous nous int�eressons �a la rotation.

On peut repr�esenter une rotation avec un quaternion unitaire �a condition de pouvoir
trouver une transformation qui change un vecteur (un quaternion purement imaginaire)
en un vecteur de fa�con que la transformation pr�eserve la longueur du vecteur transform�e
ainsi que le produit scalaire et le signe du produit vectoriel.

Soit r un quaternion purement imaginaire et q un quaternion unitaire. On peut alors
remarquer que le quaternion r0 tel que :

r0 = q � r � q (1.8)

est un quaternion purement imaginaire et de plus on a :

q � r � q = (Q(q)r) � q = (W (q)TQ(q))r

Par ailleurs notons que :

(�q) � r � (�q) = q � r � q
ce qui implique que les quaternions q et �q repr�esentent la même rotation. La matrice
W (q)TQ(q) est une matrice orthogonale puisque les deux matrices W (q) et Q(q) sont
orthogonales lorsque q est unitaire :

[W (q)T Q(q)]�1 = Q(q)�1 (W (q)T )�1

= Q(q)T W (q)

= [W (q)T Q(q)]T

Elle est donn�ee par :

W (q)TQ(q) =

26664
1 0 0 0
0 q20 + q2x � q2y � q2z 2(qxqy � q0qz) 2(qxqz + q0qy)
0 2(qxqy + q0qz) q20 � q2x + q2y � q2z 2(qyqz � q0qx)
0 2(qxqz � q0qy) 2(qyqz + q0qx) q20 � q2x � q2y + q2z

37775
On peut maintenant �etablir l'expression d'une matrice de rotation R en fonction d'un

quaternion unitaire q :

R =

264 q20 + q2x � q2y � q2z 2(qxqy � q0qz) 2(qxqz + q0qy)
2(qxqy + q0qz) q20 � q2x + q2y � q2z 2(qyqz � q0qx)
2(qxqz � q0qy) 2(qyqz + q0qx) q20 � q2x � q2y + q2z

375 (1.9)

et on peut �egalement �ecrire :

W (q)TQ(q) =

"
1 0T

0 R

#



20 Param�etrisation

Nous pouvons �egalement extraire un quaternion unitaire �a partir d'une matrice de ro-
tation. Soit Rij un �el�ement de la matrice de rotation. En consid�erant les termes diagonaux
de la matrice pr�ec�edente on obtient les combinaisons suivantes :

1 +R11 +R22 +R33 = 4 q20
1 +R11 �R22 �R33 = 4 q2x
1�R11 +R22 �R33 = 4 q2y

1�R11 �R22 +R33 = 4 q2z

Ces �equations nous donnent les carr�es des composantes du quaternion correspondant.
On choisit la composante du quaternion ayant la valeur absolue la plus �elev�ee. Ensuite,
on injecte la composante choisie dans trois parmi les six expressions suivantes :

R32 �R23 = 4 q0qx

R13 �R31 = 4 q0qy

R21 �R12 = 4 q0qz

R21 +R12 = 4 qxqy

R32 +R23 = 4 qyqz

R13 +R31 = 4 qzqx

Cette d�emarche �evite le calcul impr�ecis des composantes du quaternion puisque les
trois autres composantes ne sont plus obtenues par une division de deux nombres dont la
valeur absolue est tr�es petite. Notons que le signe de la composante choisie (ayant la valeur
absolue la plus �elev�ee) est arbitraire puisque q et �q repr�esentent la même rotation.

Remarque

En utilisant les propri�et�es des matrices Q et W , on peut d�emontrer la propri�et�e sui-
vante :
Le quaternion unitaire associ�e au produit de deux rotations est obtenu en multipliant les
deux quaternions associ�es �a ces deux matrices de rotation.

d�emonstration

Soient R1 et R2 deux matrices de rotation. Nous d�esignons par q1 et q2 les quaternions
unitaires associ�es �a ces deux matrices. La composition de ces deux rotations est donn�ee
par le produit de ces deux matrices. Soit R ce produit, nous avons :

R = R1R2

= W (q1)
TQ(q1)W (q2)

TQ(q2)

= W (q1)
TW (q2)

T Q(q1)Q(q2)

= [W (q2)W (q1)]
T Q(Q(q1)q2)

= W (W (q2)q1)
T Q(q1 � q2)

= W (q1 � q2)T Q(q1 � q2)
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1.3.3 Equivalence avec la formule de Rodrigues

Nous venons d'�etablir l'�equivalence entre la repr�esentation matricielle et la repr�esenta-
tion quaternion d'une rotation. Il y a une relation tr�es simple entre un quaternion unitaire
et l'axe et l'angle d'une rotation. Comme nous venons de l'�etablir (�equation (1.6)) le pro-
duit de deux quaternions p = (p0; ~p ) et q = (q0; ~q ) peut être exprim�e par :

p � q = [p0q0 � ~p � ~q; p0 ~q + q0 ~p + ~p� ~q]

L'�equation (1.8) devient alors :

r0 = (0; (q20 � ~q � ~q)~r+ 2q0 ~q�~r+ 2(~q �~r)~q)

r0 est donc un quaternion purement imaginaire et sa partie purement imaginaire est :

~r0 = (q20 � ~q � ~q)~r+ 2q0 ~q�~r+ 2(~q �~r)~q

et on peut donc confondre un quaternion purement imaginaire avec un vecteur de dimen-
sion 3 :

~r0 = r0

Notons que la formule de Rodrigues (�equation (1.2)) peut se mettre sous la forme
suivante :

~r0 = cos � ~r+ sin � ~n �~r+ (1 � cos �) (~n �~r) ~n
En identi�ant les deux expressions pr�ec�edentes de ~r0 et en utilisant les deux �egalit�es

suivantes :

cos � = (cos
�

2
)2 � (sin

�

2
)2

sin � = 2 cos
�

2
sin

�

2

on obtient :

q0 = cos
�

2

~q = sin
�

2
~n

Le quaternion repr�esentant une rotation d'axe n et d'angle � s'�ecrit donc :

q = cos
�

2
+ sin

�

2
(i nx + j ny + k nz) (1.10)

En�n, nous pouvons noter qu'�a chaque quaternion unitaire correspond une rotation
unique.
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1.4 D�eplacement et vissage

1.4.1 D�e�nition et formulation

Soit une transformation (rotation et/ou translation) dont la repr�esentation matricielle
est donn�ee par la matrice T telle que :

T =

"
R t
0T 1

#
Cette transformation am�ene un rep�ere R0 sur un rep�ere R1. Le d�eplacement corres-

pondant peut être e�ectu�e de la fa�con classique suivante.
Tout d'abord R0 subit une translation dont le vecteur est �egal �a t. Ensuite le rep�ere

obtenu subit une rotation d'un angle � autour d'un axe n passant par l'origine (n et �
�etant la repr�esentation vectorielle de la rotation). L'ordre de la rotation et de la translation
peut être invers�e.

Ce même d�eplacement (th�eor�eme de Chasles) [Che91] [WSV91] peut être e�ectu�e par
une translation du rep�ere R0 d'une distance d le long de l'axe de rotation suivie d'une
rotation d'un angle � autour d'une ligne unique ayant r comme vecteur directeur et
passant par le point p ( voir Figure 1.3).

L’axe de vissage

d

R0

R1t

t

r

r

p

c

L

φ

Plan perpendiculaire
a l’axe de rotation

Fig. 1.3 - Un d�eplacement donn�e par le vissage (d, �, L)

Une telle description est appel�ee \vissage" et l'axe unique est appel�e \axe de vissage",
cet axe ne passe pas par l'origine de R0. Le vissage a �et�e d�ecouvert au d�ebut du 18�eme

si�ecle. Depuis il avait constitu�e un outil ad�equat pour la description des mouvements 3D.
Deux quantit�es sont associ�ees �a l'axe de vissage : la distance de translation et l'angle de

rotation. Comme l'axe de vissage est une ligne dans l'espace, sa localisation exige quatre
param�etres ind�ependants. On a ainsi six param�etres ind�ependants d�e�nissant compl�e-
tement le vissage, nombre qui est �egal au nombre de degr�es de libert�e n�ecessaire pour
localiser un corps solide.
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Un vissage est donc d�e�ni par (d, �, L) o�u :
1. d est la distance de translation le long de l'axe de vissage.

2. � est l'angle de rotation.

3. L est l'axe de vissage dont l'�equation en repr�esentation param�etrique est donn�ee
par :

L : p = c+ k r (k 2 IR)

avec :

{ r est le vecteur directeur (unitaire) de l'axe de vissage L.
{ c est la position de cet axe (c � r = 0).

Il y a une ambigu��t�e concernant le vecteur directeur de l'axe de vissage. Pour lever
cette ambigu��t�e nous adoptons la convention suivante : le vecteur directeur est choisi de
fa�con qu'il pointe dans le même sens que la translation du vissage d (voir Figure 1.4).

c

r

t

t L’axe de vissage L

t

rd

Fig. 1.4 - Le vecteur directeur r de l'axe de vissage est choisie de telle sorte qu'il ait le
même sens que celui de la composante tk.

1.4.2 Conversion entre (R, t ) et (d, �, L)

Nous d�ecrivons ici la conversion entre la repr�esentation classique donn�ee par la matrice
de transformation homog�ene (R; t ) et la repr�esentation vissage donn�ee par les param�etres
(d, �, L).



24 Param�etrisation

Comme nous venons de l'�etablir dans le paragraphe 1.2.2, on peut extraire l'axe n et
l'angle � de rotation �a partir de la matrice R.

Si nous d�esignons par tk et t? respectivement les composantes parall�ele et perpendi-
culaire �a n du vecteur t, nous aurons :

tk = (t � n)n (1.11)

t? = t � tk

Un vecteur de position p subissant la transformation (R; t ) devient un vecteur p0 tel
que :

p0 = Rp+ tk + t? (1.12)

Comme l'axe de vissage ne passe pas par l'origine, nous pouvons faire la translation pa-
rall�ele �a l'axe de rotation, ceci doit être e�ectu�e en d�epla�cant l'axe de rotation de l'origine
de telle sorte que la composante perpendiculaire t? soit absorb�ee par la rotation. Pour
e�ectuer cette absorption, le vecteur de d�eplacement d�esign�e par c doit être orthogonal �a
l'axe de rotation (c � n = 0).

Le d�eplacement de l'axe de rotation peut être vu comme une translation de vecteur c,
ce qui donne :

p0 � c = R (p� c) + an o�u a est un nombre r�eel.

Le terme an repr�esente une translation le long de l'axe de rotation. En r�e�ecrivant la
derni�ere �equation comme :

p0 = Rp + (I �R) c + an

et par identi�cation avec l'�equation (1.12), nous aurons :

tk = an (1.13)

t? = (I �R) c (1.14)

L'�equation (1.13) implique que la translation d'un vissage est �egale �a la composante
parall�ele du t. L'importance de l'�equation (1.14) est illustr�ee par la Figure 1.5.

Avec les notations suivantes :

�!
OD = t?
�!
DC = R c
�!
OC = c

Nous aurons : �!
DC = R

�!
OC =) k�!DCk = kR�!OCk

Le triangle OCD est isoc�ele et dOCD = �. Le point O peut être transform�e en D par
la rotation R si l'axe de rotation passe par le point C d'o�u l'absorption de la composante
perpendiculaire t?.

Les propri�et�es cit�ees ci-dessus conduisent �a une m�ethode simple pour le calcul du
vecteur de d�eplacement c : dans le plan contenant ~OD et perpendiculaire �a n, on cherche
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C

O
 

 D

n

θ
c

t

cR

Fig. 1.5 - Dans un plan perpendiculaire �a l'axe de rotation n les trois vecteurs t?, c et
R c forment un triangle isoc�ele avec dOCD = �.

un point C appartenant �a la m�ediatrice de ~OD tel que dOCD = �. On a ainsi deux points,
de part et d'autre de ~OD, v�eri�ant cette propri�et�e mais seulement un point a pour sens
celui de la rotation R.

D'apr�es la Figure 1.5, nous pouvons calculer ce vecteur qui est alors donn�e par:

c = [t? + (n� t?) cot(�=2)]=2 (1.15)

En r�esum�e, le calcul de (d, �, L) �a partir de (R, t) consiste tout d'abord �a d�eterminer i)
tk �a partir de l'�equation (1.11) et ii) c �a partir de l'�equation (1.15). Ensuite la translation
du vissage, l'angle de rotation et le vecteur directeur de l'axe de vissage seront donn�es
par : 8><>:

d = t � n
� = � si t � n � 0
r = n8><>:
d = � (t � n)
� = 2� � � si t � n < 0
r = �n

Le calcul de (R, t) �a partir de (d, �, L) est tr�es simple. Nous avons l'axe et l'angle de
rotation, ce qui donne la matrice de rotation R en utilisant l'�equation (1.3), le vecteur de
translation t sera donn�e par :

t = tk + t? = d r + (I �R)c

1.5 D�eplacement et quaternion dual

Une autre repr�esentation possible des d�eplacements est celle utilisant les quaternions
duaux. Dans un premier temps nous allons �etudier quelques propri�et�es des nombres duaux,
ensuite nous utiliserons les quaternions duaux pour d�ecrire un d�eplacement [WSV91]
[SMH91].
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1.5.1 Les nombres duaux

Un nombre dual â peut être d�e�ni comme un couple de deux nombres r�eels a et b tel
que :

â = a+ � b

o�u � est l'unit�e duale (� 6= 0) et poss�ede les propri�et�es de multiplication suivantes :

0 � � = � � 0 = 0

1 � � = � � 1 = �

� 2 = 0

Les r�egles d'addition et de multiplication de deux nombres duaux sont les suivantes :

(a+ � b) + (c+ � d) = (a+ c) + � (b+ d)

(a+ � b)� (c+ � d) = (a� c) + � (b� d)

(a+ � b) � (c+ � d) = (ac) + � (ad+ bc)

(a+ � b)=(c+ � d) = (a=c) + � (b=c � ad=c2) (pour c 6= 0)

Un nombre dual peut sp�eci�er compl�etement la position relative de deux lignes dans
l'espace. Dans ce cas, il est appel�e angle dual et il est d�e�ni par :

�̂ = � + � d (1.16)

Avec :

{ � est l'angle entre les directions de deux lignes.

{ d est la distance entre ces deux lignes.

Quelques prori�et�es des nombres duaux

1. Le produit d'un nombre dual â avec son conjugu�e â = a� � b est �egal �a a2. En e�et,
on a :

â � â = (a+ � b)(a� � b)

= a2 + � (ab� ba)

= a2

2. Le module d'un nombre dual est donn�e par :

jâj = a

Ce module peut être n�egatif.
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3. Si f(â) est une fonction di��erentiable alors le d�eveloppement de cette fonction en
s�erie de Taylor au voisinage de a sera :

f(â) = f(a) + � bf 0(a) +
� 2b2

2
f 00(a) + � � �

Mais comme � 2 = � 3 = � � � = 0, l'expression de f(â) devient :

f(â) = f(a) + � bf 0(a)

4. Pour l'angle dual que nous venons de d�e�nir par l'�equation (1.16) nous avons :

sin �̂ = sin(� + � d) = sin � + � d cos � (1.17)

cos �̂ = cos(� + � d) = cos � � � d sin � (1.18)

Cette propri�et�e (les deux �equations pr�ec�edentes) est d�eduite �a partir de la pr�ec�e-
dente.

L'id�ee des quantit�es duales peut être �etendue pour d�e�nir ainsi des vecteurs duaux, des
quaternions duaux et des matrices duales. Ces quantit�es duales combinent deux di��erentes
quantit�es en une seule. Un vecteur dual, par exemple, peut repr�esenter une droite dans
l'espace. La direction et la position d'une droite sont donn�ees par le vecteur dual n̂ tel
que :

n̂ = n+ �p� n

{ n est le vecteur directeur de la droite.

{ p est un point appartenant �a cette droite.

1.5.2 D�eplacement et quaternion dual

Un quaternion dual est compos�e de deux quaternions ordinaires q et s :

q̂ = q+ � s (1.19)

q et s sont appel�es respectivement partie r�eelle et partie duale. L'interpr�etation g�eom�e-
trique d'un quaternion dual est exactement la même que celle d'un vissage. Un quaternion
dual a la même forme qu'un quaternion ordinaire :

q̂ =

24 cos �̂
2

sin �̂
2 r̂

35 (1.20)

Avec :

{ r̂ repr�esente la ligne du vissage.

{ �̂ repr�esente l'angle dual de ce vissage.
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Les expressions de r̂ et de �̂ en fonction des param�etres du vissage sont donn�ees par :

r̂ = r+ �p� r

�̂ = �+ � d

� r est le vecteur directeur de l'axe de vissage.

� p est un point appartenant �a l'axe de vissage.

� � est l'angle de rotation.

� d est la distance de translation le long de la direction r.

Nous pouvons montrer qu'�a chaque ensemble (r, p, d, �) nous pouvons trouver une
transformation unique (t, r, �). D'autre part, �a chaque transformation (t, r, �) nous
pouvons trouver un ensemble de solutions (r, p, d, �) puisque chaque point appartenant
�a la ligne de vissage constitue une solution pour le vecteur p.

En rempla�cant r̂ et �̂ par leur valeur dans l'expression de q̂ donn�ee par l'�equation (1.20)
et en utilisant les deux �equations (1.17) et (1.18), nous aurons apr�es identi�cation avec
l'�equation (1.19) :

q =

"
cos �

2

sin �
2 r

#
et s =

"
�d sin �

2

(d=2) cos �
2 r+ sin �

2 p� r

#
(1.21)

Un quaternion dual poss�ede 8 �el�ements mais comme le nombre minimum de variables
n�ecessaire �a la repr�esentation d'une situation 3D est �egal �a 6, cela implique qu'il y a deux
�el�ements, parmi les 8, qui ne sont pas ind�ependants. En e�et, nous pouvons montrer que
les composantes d'un quaternion dual v�eri�ent les deux contraintes suivantes :

q � q = 1

q � s = 0

De même, on peut trouver une d�e�nition de la multiplication de deux quaternions
duaux dans [HN92] :

q̂1 q̂2 = (q1 + � s1) (q2 + � s2)

= q1 � q2 + � (q1 � s2 + s1 � q2)

1.5.3 Equivalence avec la repr�esentation matricielle

Il s'agit de calculer la matrice de transformation homog�ene (R, t ) en fonction du
quaternion dual correspondant q̂.

L'�equation (1.21) montre que la partie r�eelle q du quaternion dual n'est autre chose
que le quaternion d�ecrivant la rotation (r, �). Nous pouvons ainsi calculer la matrice de
rotation R par la relation suivante :
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W (q)TQ(q) =

"
1 0T

0 R

#

Le vecteur de translation est li�e aux composantes du quaternion dual par la relation
suivante :

t = 2W (q)T s (1.22)

Pour d�emontrer cette relation nous adoptons la repr�esentation vectorielle pour les
quaternions q et s :

q = (q0; ~q)

s = (s0;~s)

Soit un point p appartenant �a l'axe de vissage, p0 sa transform�ee par le vissage (d, �,
L) correspondant au quaternion dual q̂. Le point p0 est obtenu par une translation de p
d'une distance d le long de l'axe de vissage L suivie d'une rotation d'un angle � autour
de cet axe.

t
L’axe de vissage

p

p’

d r

Fig. 1.6 - Le vecteur p, ayant son extr�emit�e sur l'axe de vissage et subissant un vissage
(d, �, L) devient un vecteur p0 tel que : p0 = p+ d r� t

A partir de la Figure 1.6 on peut �ecrire :

t = p+ d r � p0

Mais comme p0 = Rp, on obtient :

t = (I �R)p + d r (1.23)
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La formule de Rodrigues donne l'expression de R en fonction de r et � :

R = I + (1 � cos�)K2(r) + sin�K(r)

= I + 2 sin2
�

2
K2(r) + sin�K(r)

En rempla�cant cette derni�ere expression dans l'�equation (1.23), on obtient :

t = 2 sin2
�

2
r� (p � r) + sin � (p� r) + d r (1.24)

Le d�eveloppement de W (q)T s donne :

W (q)T s =

"
q0 ~q T

�~q q0I +K(~q)

#
�
"
s0
~s

#
=

"
q0s0 + ~q T~s

�s0~q+ q0~s+ ~q�~s
#

Mais comme :

q0s0 + ~q T~s = q � s = 0

on obtient :

W (q)Ts = q0~s � s0~q+ ~q�~s (1.25)

D'autre part, l'�equation (1.21) donne :

q0~s� s0~q = cos
�

2
[
d

2
cos

�

2
r+ sin

�

2
p� r] +

d

2
sin

�

2
[sin

�

2
r]

=
d

2
r+

1

2
sin�p � r (1.26)

et

~q�~s = [sin
�

2
r]� [

d

2
cos

�

2
r+ sin

�

2
p� r]

= sin2
�

2
r� (p� r) (1.27)

En utilisant les deux �egalit�es (1.26) et (1.27) dans l'�equation (1.24) on obtient :

t = 2 (q0~s � s0~q) + 2 (~q�~s)

et par identi�cation avec l'�equation (1.25) on obtient bien l'�equation (1.22).

Le calcul du quaternion dual q̂ en fonction de (R, t) s'e�ectue de la fa�con suivante :
on d�etermine le quaternion r�eel q �a partir de la matrice de rotation R (voir section 1.3.2).
Une fois qu'on a d�etermin�e ce quaternion, la partie duale s est donn�ee par :

s =
1

2
W (q) t
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1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e quelques param�etrisations des d�eplacements
rigides qui sont utiles pour les prochains chapitres.

De ce chapitre, nous retenons en particulier l'importance des quaternions et des quater-
nions duaux dans les probl�emes de calibrage et de localisation. Ces param�etres constituent
une param�etrisation minimale sans singularit�e, c'est-�a-dire, il n'y a pas de d�eg�en�eration
dans la correspondance quaternion/d�eplacement.

A. Tableau r�ecapitulatif

repr�esentation rotation d�eplacement

matricielle R R, t
vectorielle n, � r, c, �, d
quaternion q q , s
mixte - n, �, t / q , t

B. Formules de passage

De (n, �) �a R

R =

264 c+ (1 � c)n2x �nzs+ (1 � c)nxny nys+ (1� c)nxnz
nzs+ (1 � c)nxny c + (1� c)n2y �nxs+ (1� c)nzny
�nys+ (1� c)nxnz nxs+ (1� c)nzny c+ (1� c)n2z

375
De R �a (n, �)

cos � =
1

2
(R11 +R22 +R33 � 1) avec 0 � � � �

nx = (R32 �R23)=2 sin �

ny = (R13 �R31)=2 sin �

nz = (R21 �R12)=2 sin �

De (n, �, t ) �a (r, c, �, d)

c = [t? + (n� t?) cot(�=2)]=2

8><>:
d = t � n
� = � si t � n � 0
r = n8><>:
d = � (t � n)
� = 2� � � si t � n < 0
r = �n
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De q �a R

R =W (q)TQ(q)

De R �a q

1 +R11 +R22 +R33 = 4 q20

1 +R11 �R22 �R33 = 4 q2x

1 �R11 +R22 �R33 = 4 q2y

1 �R11 �R22 +R33 = 4 q2z

R32 �R23 = 4 q0qx

R13 �R31 = 4 q0qy

R21 �R12 = 4 q0qz

R21 +R12 = 4 qxqy

R32 +R23 = 4 qyqz

R13 +R31 = 4 qzqx

De (n, �) �a q

q = cos
�

2
+ sin

�

2
(i nx + j ny + k nz)

De q̂ = (q; s) �a t

t = 2W (q)T s

De t �a s

s =
1

2
W (q) t



Chapitre 2

Calibrage Capteur/Robot

2.1 Introduction

L'enjeu majeur des syst�emes de vision par ordinateur est l'analyse et la compr�ehension
de l'environnement 3D qui nous entoure en vue d'applications comme le contrôle industriel
ou la navigation autonome de robots. La vision active, qui est une branche de la vision
par ordinateur, est caract�eris�ee par sa capacit�e �a contrôler ses param�etres pour extraire
au mieux les informations visuelles de la sc�ene. Parmi ces param�etres, on peut citer la
position du capteur dans son environnement. La caract�eristique principale de la vision
active est le mouvement du capteur. Dans la plupart des cas, ce mouvement est r�ealis�e
avec l'aide d'un syst�eme robotique. Le capteur embarqu�e poss�ede ainsi le même nombre
de degr�es de libert�e que l'e�ecteur du robot consid�er�e. On acc�ede ainsi �a des informations
sensorielles directes sur l'interaction qui relie le robot �a son environnement local.

Dans la suite, nous nous pla�cons dans le cas o�u le capteur est form�e d'une ou plusieurs
cam�eras. Il est donc tr�es important de connâ�tre la relation g�eom�etrique entre la cam�era et
l'e�ecteur du robot. Lorsque la vision est utilis�ee pour connâ�tre la relation g�eom�etrique
entre les objets 3D et la base du robot, les capteurs visuels fournissent ces mesures dans des
rep�eres attach�es �a ces capteurs. La connaissance de la relation g�eom�etrique entre la cam�era
et l'e�ecteur va nous permettre d'exprimer ces mesures dans le rep�ere de l'e�ecteur. En�n,
ces mesures pourraient être exprim�ees par rapport �a la base du robot si l'on connâ�t le
mod�ele g�eom�etrique direct du robot.

De plus, la reconstruction d'une sc�ene 3D �a partir d'une cam�era mobile [BMV93] va
être consid�erablement simpli��ee si l'on connâ�t la transformation cam�era-e�ecteur. En
e�et, si cette transformation est connue on peut d�eduire les d�eplacements de la cam�era �a
partir des d�eplacements de l'e�ecteur.

Un autre domaine int�eressant o�u ce calibrage s'av�ere tr�es important est celui de l'as-
servissement visuel [ECR92] [Cor93b] [SG95] [ZFL93] [CMCK93] [KD94]. On cherche �a
commander le mouvement 3D de la cam�era �a partir des informations visuelles. La connais-
sance de la relation g�eom�etrique cam�era-e�ecteur va nous permettre d'obtenir pr�ecis�ement
le mouvement correspondant du robot.

Dans ce chapitre, nous appelons \calibrage cam�era-pince" le processus avec lequel on
d�etermine la relation g�eom�etrique entre une cam�era embarqu�ee et l'e�ecteur du robot.
Notons que le calibrage \cam�era-pince" s'applique �a un large �eventail de probl�emes dans

33
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lesquels l'inconnue est la transformation rigide entre deux solides qui sont rigidement li�es
(voir Figures 2.1 et 2.2). Par exemple, le calibrage d'une tête st�er�eo peut être r�ealis�e avec
l'aide du calibrage cam�era-pince. Les deux cam�eras de la tête constituent les deux solides
li�es.

Camera

Pince

X

Fig. 2.1 - Le syst�eme cam�era-pince est form�e par la cam�era qui est, soit saisie par la pince,
soit mont�ee sur cette pince. Le calibrage cam�era-pince consiste �a estimer la transformation
rigide (rotation et translation) entre un rep�ere attach�e �a la cam�era et un rep�ere attach�e �a
la pince.

Pince

Objet

X

Fig. 2.2 - Un exemple o�u le calibrage cam�era-pince peut être appliqu�e pour d�eterminer la
transformation rigide entre une pince et un objet.
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2.2 Formulation

Le probl�eme du calibrage cam�era-pince consiste �a d�eterminer la transformation rigide
(rotation et translation) entre une cam�era mont�ee sur la pince d'un robot et la pince
elle même. En d'autres termes, on cherche �a d�eterminer la transformation rigide entre le
rep�ere de la cam�era et le rep�ere de la pince.

2.2.1 Formulation classique

A

X

B

Base du
robot

Repere du
calibrage

X

Position 1
Position 2

Fig. 2.3 - La relation g�eom�etrique, not�ee X, entre le rep�ere de la cam�era et le rep�ere
de la pince est d�etermin�ee par la r�esolution d'un syst�eme d'�equations homog�ene de la
forme AX = XB, o�u B repr�esente le d�eplacement de la pince du robot, A repr�esente le
d�eplacement r�esultant de la cam�era.

Consid�erons deux positions di��erentes de la pince du robot (la cam�era est rigidement
attach�ee �a la pince). Ces deux positions sont d�enot�ees position 1 et position 2 (voir Figure
2.3). Soit A (respectivement B) le d�eplacement rigide du rep�ere cam�era (du rep�ere pince)
entre ces deux positions. Soit X la transformation rep�ere pince-rep�ere cam�era. A, B et X
v�eri�ent l'�equation suivante :

AX = XB (2.1)

Ces matrices, de dimension 4�4, ont la forme suivante :

A =

"
RA tA
0T 1

#

Dans cette expression, RA est une matrice orthogonale, de dimension 3�3, et repr�esente
une rotation, tA est un vecteur colonne d�ecrivant une translation.

Dans ce chapitre, nous adoptons la convention suivante : la matrice T (A, B, X, Y ,
: : : ) est la transformation homog�ene du rep�ere b vers le rep�ere a :
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26664
xa
ya
za
1

37775 = T

26664
xb
yb
zb
1

37775
o�u l'indice a indique que les coordonn�ees 3D sont exprim�ees dans le rep�ere a. La matrice
A est obtenue en e�ectuant deux fois le calibrage de la cam�era. Ce calibrage se fait par le
biais de l'introduction d'un rep�ere suppl�ementaire �xe : le rep�ere objet dans lequel la sc�ene
vue par la cam�era est r�ef�erenc�ee. Ce rep�ere est �egalement appel�e \rep�ere du calibrage" ou
\rep�ere mire". Soient A1 et A2 les transformations rep�ere calibrage-rep�ere cam�era associ�es
aux deux positions du syst�eme cam�era-pince. Nous avons :

A = A2A
�1
1 (2.2)

La matrice B est obtenue en faisant d�eplacer la pince du robot de la position 1 vers la
position 2. Soient B1 et B2 les transformations pince-base du robot associ�ees �a ces deux
positions. Nous avons :

B = B�1
2 B1 (2.3)

Les matrices Bi sont obtenues �a partir du mod�ele g�eom�etrique du robot, c'est-�a-dire
la relation entre les coordonn�ees articulaires et la position cart�esienne de la pince.

2.2.2 Etat de l'art

La formulation du probl�eme du calibrage est tr�es claire, mais l'aspect math�ematique
de ce probl�eme n'est pas facile �a cause des param�etres non lin�eaires des matrices de
rotation. De nombreux travaux ont d�ej�a �et�e e�ectu�es dans ce domaine. Ils ont essay�e de
r�esoudre l'�equation (AX = XB) en la d�ecomposant en deux �equations : une �equation
matricielle qui d�epend des rotations et une �equation vectorielle qui d�epend des rotations
et des translations :

RARX = RXRB (2.4)

et:

(RA � I) tX = RX tB � tA (2.5)

Dans cette �equation I est la matrice identit�e de dimension 3�3.
Une fois la rotation estim�ee, l'estimation de la translation devient un probl�eme trivial :

il su�t de r�esoudre au sens des moindres carr�es le syst�eme lin�eaire donn�e par l'�equa-
tion (2.5).

La r�esolution de l'�equation (2.4) est loin d'être triviale mais les propri�et�es alg�ebriques
et g�eom�etriques des matrices de rotation permettent d'aboutir. En e�et, cette �equation
peut être �ecrite de la fa�con suivante :

RA = RXRBR
T
X
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qui repr�esente une transformation similaire puisque la matrice RX est orthogonale. Ainsi,
les matrices RA et RB ont les mêmes valeurs propres puisqu'elles sont deux matrices
semblables. On sait qu'une matrice de rotation a l'une de ses valeurs propres qui est �egale
�a 1. Soit nB le vecteur propre de RB associ�e �a la valeur propre 1. En multipliant �a droite
les deux termes de l'�equation (2.4) par nB, on obtient :

RARX nB = RXRB nB

= RX nB

On en d�eduit que le vecteur RX nB est le vecteur propre de la matrice de rotation RA

associ�e �a la valeur propre 1.
nA = RX nB (2.6)

Dans [SA89], la solution pour la rotation est donn�ee en r�esolvant un syst�eme lin�eaire
de neuf �equations en 4 inconnues. Ils consid�erent deux d�eplacements du syst�eme cam�era-
pince. Si l'on consid�ere un autre d�eplacement, alors le nombre d'inconnues va augmenter
de deux puisque les auteurs consid�erent que le cosinus et le sinus comme ind�ependants.

Dans [PM94], les auteurs utilisent la th�eorie des alg�ebres de Lie. Ils proposent une so-
lution analytique qui fournit directement la matrice orthogonale repr�esentant la rotation.
Dans [CK91], les auteurs repr�esentent la rotation avec un quaternion unitaire. Ils utilisent
la d�ecomposition en valeurs singuli�eres pour r�esoudre les syst�emes lin�eaires obtenus. Tsai
& Lenz [TL89] proposent de repr�esenter la rotation par son axe et son angle de rotation.
Ils utilisent les propri�et�es alg�ebriques et g�eom�etriques des matrices de rotation pour ob-
tenir un syst�eme lin�eaire en trois inconnues. Cette m�ethode sera expos�ee en d�etails dans
le paragraphe 2.6.1. Wang [Wan92] a propos�e trois m�ethodes analytiques qui ressemblent
�a la m�ethode de Tsai.

Tous ces travaux et les travaux pr�esent�es dans [Che91] [CLA93] [NTG92] [ZR91] ont
�etudi�e les conditions dans lesquelles le syst�eme homog�ene (AX = XB) poss�ede une solu-
tion unique : le robot doit ex�ecuter, au moins, deux d�eplacements dont les axes de rotation
sont di��erents.

Toutes ces m�ethodes ont les deux points communs suivants :

{ l'estimation de la rotation est s�epar�ee de l'estimation de la translation ;

{ l'utilisation de solutions analytiques dans l'estimation de la rotation et de la trans-
lation.

Remarque

Il existe une m�ethode simple pour calculer la rotation RX entre la pince et la cam�era :
supposons que le d�eplacement de la pince est une translation pure, on a alors RB = RA = I
et l'�equation (2.5) se r�e�ecrit :

RX tB = tA

Ainsi deux translations perpendiculaires de la pince permettent-elles de d�eterminer
la matrice RX : par exemple, la premi�ere colonne est donn�ee par tA correspondant �a
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tB = (1 0 0)T , la seconde colonne par tA correspondant �a tB = (0 1 0)T et la troisi�eme
par le produit vectoriel des deux premi�eres. En pratique, cette m�ethode s'av�ere instable:
elle ne permet aucune correction des erreurs de mesure, d'autant plus que les d�eplacements
du robot sont moins pr�ecis en translation qu'en rotation.

2.2.3 Nouvelle formulation

p

u v

P

Y

X

M
1

Centre de
projection

Repere
camera

Plan image

Repere
pince

Repere du
calibrage

Ligne de vue

A1

Fig. 2.4 - La ligne de vue passant par le centre de projection et le point image p sera
exprim�e dans le rep�ere du calibrage en utilisant les coe�cients de la matrice de projection
perspective M1.

L'int�erêt de la m�ethode que nous proposons ici est de s'a�ranchir de la connaissance
explicite des param�etres intrins�eques et de remplacer l'estimation de la transformation
rep�ere cam�era-rep�ere pince par l'estimation directe de la transformation entre le rep�ere
du calibrage et le rep�ere de la pince (Figure 2.4).

La formulation classique (AX = XB) implique que la cam�era doit être calibr�ee dans
chaque position i du syst�eme cam�era-pince. Une fois ce calibrage e�ectu�e, les param�etres
extrins�eques de la cam�era (transformation rep�ere du calibrage-rep�ere cam�era) sont obtenus
en d�ecomposant la matrice de projection Mi de la mani�ere suivante [FT86] [Tsa87a]
[HM93] :

Mi = C Ai

=

264 �u 0 u0 0
0 �v v0 0
0 0 1 0

375 " Ri
A tiA

0T 1

#
(2.7)
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Les param�etres �u, �v, u0 et v0 d�ecrivent la transformation a�ne entre le rep�ere de
la cam�era et le rep�ere de l'image. Cette d�ecomposition suppose que la cam�era est d�ecrite
par le mod�ele st�enop�e et que l'axe optique associ�e �a ce mod�ele est perpendiculaire au plan
image.

Soit Y la transformation rigide entre le rep�ere pince et le rep�ere du calibrage. Nous
avons (voir Figure 2.4) :

X = A1 Y (2.8)

Ainsi, la transformation Y est l'�equivalent de X �a une transformation rigide pr�es.
En �ecrivant le syst�eme d'�equations matricielles associ�e �a la formulation classique et en
consid�erant les d�eplacements par rapport �a la position initiale (position 1), nous pouvons
�ecrire : 8>>>>>>><>>>>>>>:

A12X = X B12
...

A1iX = X B1i
...

A1nX = X B1n

(2.9)

En injectant l'�equation (2.8) dans ce syst�eme, on obtient (A1iA1 = Ai) :8>>>>>>><>>>>>>>:

A2 Y = A1 Y B12
...

Ai Y = A1 Y B1i
...

An Y = A1 Y B1n

(2.10)

En multipliant �a gauche les termes de ce syst�eme par la matrice C et en utilisant
l'�equation (2.7) pour i = 1 : : : n, nous obtenons :

8>>>>>>><>>>>>>>:

M2 Y = M1 Y B12
...

Mi Y = M1 Y B1i
...

Mn Y = M1 Y B1n

(2.11)

Dans ce syst�eme, l'inconnue est la matrice Y qui repr�esente la transformation rigide
entre le rep�ere du calibrage et le rep�ere pince. De point de vue math�ematique, le rem-
placement du rep�ere de la cam�era par le rep�ere du calibrage est �equivalent �a l'emploi de
la matrice de projection la plus g�en�erale M1 au lieu de la matrice C. L'avantage de ce
remplacement est que l'on peut manipuler des situations o�u le mod�ele st�enop�e n'est pas
valide, de plus, on �evite la d�ecomposition de la matrice de projection, cette op�eration
�etant tr�es instable en pr�esence de bruit.

Etant donn�e P un point de la sc�ene et p son image par une projection (Figure 2.4),
les coordonn�ees (u, v) dans le rep�ere image s'expriment en fonction des coordonn�ees (x,
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y, z) de P et de la matrice de projection M1 par la relation :

264 s u
s v
s

375 =M1

26664
x
y
z
1

37775
ou :

u =
m11 x+m12 y +m13 z +m14

m31 x+m32 y +m33 z +m34
(2.12)

v =
m21 x+m22 y +m23 z +m24

m31 x+m32 y +m33 z +m34
(2.13)

o�u x, y et z sont les coordonn�ees du point P dans le rep�ere du calibrage, s est un scalaire
non nul et les mij sont les coe�cients de la matriceM1. Ces deux �equations peuvent être
�ecrites sous la forme suivante :

(m11 � um31) x+ (m12 � um32) y + (m13 � um33) z = um34 � m14 (2.14)

(m21 � vm31) x+ (m22 � vm32) y + (m23 � vm33) z = vm34 �m24 (2.15)

Ces deux �equations peuvent être interpr�et�ees de la fa�con suivante : �etant donn�e une
matrice de projection M1 et un point image p, les deux �equations (2.14) et (2.15)
d�ecrivent la ligne de vue passant par le centre de projection et le point p. Cette ligne de
vue est exprim�ee dans le rep�ere du calibrage.

Ainsi, la connaissance de la g�eom�etrie cam�era/pince (la matriceX dans la formulation
classique ou la matrice Y dans notre nouvelle formulation) permet d'exprimer la ligne de
vue associ�ee �a chaque point image dans le rep�ere de la pince et donc dans la base du
robot.

2.3 Equivalence avec le probl�eme de localisation 3D

Nous allons �etablir l'�equivalence entre le probl�eme du calibrage cam�era-pince et le
probl�eme de localisation 3D. Nous montrons que cette formulation est �equivalente au
probl�eme de localisation 3D �a partir des correspondances droites/droites.

Comme le d�eplacement de la cam�era et celui de la pince repr�esentent le même mou-
vement mais exprim�e dans deux rep�eres di��erents, il existe une relation g�eom�etrique plus
explicite que la relation (AX = XB). En e�et, cette relation peut être �etablie si l'on
repr�esente les d�eplacements de la cam�era et de la pince par des vissages [Che91]. On
repr�esente le d�eplacement A par son vissage correspondant (dA, �A, LA) et B par son
vissage (dB, �B, LB). Les deux scalaires dA, �A et le vecteur directeur de l'axe LA sont
donn�es par (voir chapitre 1) :8><>:

dA = tA � nA
�A = �A si tA � nA � 0
rA = nA
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8><>:
dA = � (tA � nA)
�A = 2� � �A si tA � nA < 0
rA = �nA

o�u nA et �A sont l'axe et l'angle de rotation associ�es �a la matrice RA.
Les positions de ces deux axes sont donn�ees par les deux vecteurs cA et cB :

cA = [tA? + nA � tA? cot(�A=2)]=2

cB = [tB? + nB � tB? cot(�B=2)]=2

avec :

cA � rA = 0

cB � rB = 0

L'�equation RA = RXRBR
T
X montre que les deux matrices de rotation, RA et RB, ont

les mêmes valeurs propres et que le vecteur RX rB est le vecteur propre de la matrice RA

associ�e �a sa valeur propre 1. RA poss�ede les valeurs propres suivantes : 1, ei�A et e�i�A. En
tenant compte des signes des axes de rotation, on peut �ecrire :(

�A = �B
rA = RX rB

(2.16)

ou: (
�A = 2� � �B
rA = �RX rB

(2.17)

Nous allons montrer que seule l'�equation (2.16) est acceptable. En r�e�ecrivant l'�equation
(2.5), on obtient :

RA tX + tA? + tAk = RX (tB? + tBk) + tX (2.18)

o�u tAk est la composante de tA sur l'axe de rotation et tA? est la composante normale �a
cet axe. Nous avons :

tA? = (I �RA) cA

tB? = (I �RB) cB

tAk = dA rA

tBk = dB rB

En injectant ces �equations dans l'�equation (2.18) et en utilisant les deux �egalit�es RARX =
RXRB et rB = RT

X rA, on obtient :

(I �RA) (RX cB � cA + tX) = (dA � dB) rA (2.19)

En posant :
w = RX cB � cA + tX

et en multipliant �a gauche l'�equation (2.19) par rTA, on aura :

rTAw � rTARAw = dA � dB
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mais :

rTAw � rTARAw = rTAw �wTRT
A rA

= rTAw �wT rA

= 0

Ce qui donne :
dA � dB = 0

Notons que si nous utilisons l'�egalit�e rB = �RT
X rA, alors on obtient dA + dB = 0 ce

qui est absurde puisque dA et dB sont positifs.
L'�equation (2.18) devient donc :

RAw = w

On en d�eduit que le vecteur w est proportionnel au vecteur propre de RA associ�e �a sa
valeur propre 1 :

RX cB � cA + tX = � rA (2.20)

o�u � est un scalaire r�eel.
En multipliant �a gauche cette �equation par rTA, on obtient :

� = rTARX cB � rTAcA + rTAtX

Compte tenu des �egalit�es suivantes :

rTA cA = 0

rTARX cB = rTBR
T
XRX cB

= rTB cB

= 0

on a :
� = rTA tX

En injectant cette �egalit�e dans l'�equation (2.20), on aura :

cA = RX cB + tX � (rTA tX) rA (2.21)

En r�esum�e, les param�etres des deux vissages v�eri�ent les propri�et�es suivantes :

dA = dB (2.22)

�A = �B (2.23)

rA = RX rB (2.24)

cA = RX cB + tX � (rTA tX) rA (2.25)

Les deux �equations (2.22) et (2.23) montrent que les d�eplacements angulaire et trans-
lationnel des deux d�eplacements, A et B, restent invariants. Les deux �equations (2.24)
et (2.25) montrent que les deux axes de vissage sont transform�es l'un de l'autre et la
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transformation qui fait passer de l'un �a l'autre n'est autre que la transformation rigide
cam�era-pince. Ainsi, chaque d�eplacement du syst�eme cam�era-pince fournit une corres-
pondance droite/droite. Les deux �equations (2.22) et (2.23) sont tr�es utiles puisqu'elles
permettent de quanti�er les incertitudes qui a�ectent les mesures fournies par les d�epla-
cements de la cam�era et de la pince. De plus, elles pourraient être utilis�ees comme un
moyen puissant de mise en correspondance entre les d�eplacements de la cam�era et ceux
de la pince.

2.4 D�ecomposition de la nouvelle formulation

Nous montrons �a pr�esent que la nouvelle formulation introduite dans le paragraphe
2.2.3 a la même structure math�ematique que celle de la formulation classique. Ce qui va
nous permettre de formuler une approche uni��ee applicable aux deux formulations. Pour
ce faire, nous �ecrivons la matrice de projection perspectiveM en fonction des param�etres
intrins�eques et extrins�eques :

M =

264 �ur11 + u0r31 �ur12 + u0r32 �ur13 + u0r33 �utx + u0tz
�vr21 + v0r31 �vr22 + v0r32 �vr23 + v0r33 �vty + v0tz

r31 r32 r33 tz

375
Notons qu'une matriceMi de cette forme pourrait être �ecrite de la mani�ere suivante :

Mi =
h
Ni ni

i
o�u Ni est une matrice de dimension 3�3 et ni est un vecteur de dimension 3. Dans le cas
g�en�eral, la matriceNi poss�ede une inverse puisque les vecteurs (r11 r12 r13)T , (r21 r22 r23)T

et (r31 r32 r33)
T sont mutuellement orthogonaux et �u 6= 0, �v 6= 0. Avec ces notations la

premi�ere �equation du syst�eme (2.11) peut être d�ecompos�ee en une �equation matricielle :

N2RY = N1RYRB (2.26)

et une �equation vectorielle :

N2 tY + n2 = N1RY tB +N1 tY + n1 (2.27)

En introduisant la notation suivante :

N = N�1
1 N2

l'�equation (2.26) devient :
NRY = RYRB (2.28)

d'o�u l'on d�eduit :
N = RYRBR

T
Y

La matrice N poss�ede deux propri�et�es :

1. N est le produit de trois matrices de rotation, il s'ensuit que cette matrice est
elle-même une matrice de rotation :

N�1 = NT
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2. Comme RY est orthogonale, les matrices N et RB ont les mêmes valeurs propres.
Soit nN le vecteur propre de N associ�e �a sa valeur propre 1. A partir de l'�equation
(2.28), on peut �ecrire :

NRY nB = RYRB nB

= RY nB

On en d�eduit que :
nN = RY nB (2.29)

Cette �equation est �equivalente �a l'�equation (2.6) de la formulation classique.
En multipliant �a gauche l'�equation (2.27) par N�1

1 , nous obtenons :

(N � I) tY = RY tB � tN (2.30)

avec:
tN = N�1

1 (n2 � n1)

Cette �equation est identique �a l'�equation (2.5) de la formulation classique.

2.5 Solution optimale commune

Dans le paragraphe pr�ec�edent nous avons d�emontr�e que les deux formulations sont
�equivalentes de point de vue math�ematique. En e�et, la formulation classique, AX = XB,
se d�ecompose en (2.4) et (2.5) :

nA = RX nB

(RA � I) tX = RX tB � tA

et la nouvelle formulation,MY =M 0Y B, se d�ecompose en (2.29) et (2.30) :

nN = RY nB

(N � I) tY = RY tB � tN

Ces deux ensembles d'�equations sont de la forme :

v0 = Rv (2.31)

(K � I) t = Rp� p0 (2.32)

o�u R et t sont les param�etres �a estimer (rotation et translation), v0, v, p0, p sont des
vecteurs de dimension 3, K est une matrice orthogonale de dimension 3�3 et I est la
matrice identit�e.

Les �equations (2.31) et (2.32) sont associ�ees �a un seul d�eplacement du syst�eme cam�era-
pince. Nous avons vu qu'un seul d�eplacement de la pince est insu�sant pour r�esoudre ces
�equations. Un deuxi�eme d�eplacement de la pince, au moins, est donc n�ecessaire pour
pouvoir estimer R et t. Dans le cas g�en�eral o�u l'on a n d�eplacements de la pince le
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probl�eme de r�esolution des 2n �equations devient un probl�eme de minimisation de deux
fonctions d'erreur positives :

f1(R) =
nX
i=1

kv0i �Rvik2 (2.33)

et

f2(R; t) =
nX
i=1

kRpi � (Ki � I) t� p0ik2 (2.34)

Ainsi, deux approches sont possibles :

1. R puis t. La rotation est estim�ee en minimisant f1. Ce probl�eme de minimisation a
une solution analytique simple que nous allons d�etailler dans le paragraphe suivant.
Une fois la rotation estim�ee, la minimisation de la fonction f2, qui permet d'estimer
la translation t, devient un probl�eme lin�eaire que l'on peut r�esoudre au sens des
moindres carr�es.

2. R et t. La rotation et la translation sont simultan�ement estim�ees en minimisant
f1 + f2. Cette minimisation est non lin�eaire mais elle permet d'obtenir la solution
la plus stable.

La Figure 2.5 repr�esente le principe du calibrage pour les deux formulations (classique
et nouvelle).
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A ij

B ij

Position j

Position i

Position 1

Camera
Pince

X

Y

Mire du calibrage

Base du robot

Fig. 2.5 - Calibrage cam�era-pince : on doit connâ�tre les d�eplacements de la pince et le mo-
d�ele de la sc�ene 3D observ�ee par la cam�era. La formulation classique consiste �a d�eterminer
la transformation X grâce au syst�eme d'�equations (AX = XB), la nouvelle formulation
consiste �a d�eterminer la transformation Y grâce au syst�eme d'�equations (MY =M 0Y B).
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2.6 Solutions analytiques

2.6.1 La rotation

La rotation optimale est obtenue par minimisation de la fonction f1 :

min
R

 
nX
i=1

kv0i �Rvik2
!

(2.35)

La minimisation du crit�ere de l'�equation (2.35) d�epend du choix d'une repr�esentation
pour la rotation. Comme nous connaissons 4 repr�esentations possibles pour la rotation,
nous avons donc quatre possibilit�es :

{ matrice orthogonale. Dans ce cas une rotation est d�ecrite par 9 param�etres qui sont
li�es par les 6 contraintes d'orthonormalit�e. Un certain nombre de solutions a �et�e
propos�e parmi lesquelles on peut citer [LHB+86] [AHB87] [Ume91].

{ angles d'Euler. Certains auteurs ont propos�e de trouver les angles d'Euler optimaux.
Cette formulation conduit �a un probl�eme de minimisation non lin�eaire.

{ axe et angle. Cette m�ethode est propos�ee par Tsai [TL88] [TL89]. Dans ce cas nous
aurons �a estimer 3 param�etres, soit les composantes du vecteur directeur de l'axe
de rotation, la valeur de l'angle �etant proportionnelle au module de ce vecteur. Il
s'agit d'une repr�esentation int�eressante car minimale en ce qui concerne le nombre
des param�etres �a estimer. Cette m�ethode ram�ene le probl�eme �a la r�esolution d'un
syst�eme lin�eaire surcontraint.

{ quaternion unitaire. La repr�esentation par des quaternions unitaires est �egalement
int�eressante car, d'une part, il n'y a que 4 param�etres �a estimer et, d'autre part, le
calcul se ram�ene �a la d�etermination de la plus petite valeur propre d'une matrice
sym�etrique de taille 4 [FH86] [Fau88].

Axe et angle de rotation optimaux

Le crit�ere de l'�equation (2.35) signi�e que nous cherchons une solution approch�ee d'un
syst�eme de n �equations o�u chaque �equation du syst�eme est du type :

v0i = Rvi

Soit n le vecteur directeur de l'axe de rotation et utilisons le fait que la rotation
conserve le produit scalaire. On obtient :

n � vi = (Rn) � (R vi)

et si on se souvient que n est un vecteur propre de R associ�e �a la valeur propre 1, on
obtient :

n � vi = n � v0i
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Fig. 2.6 - Calcul de la rotation optimale utilisant l'axe et l'angle de rotation.

d'o�u on d�eduit la propri�et�e de perpendicularit�e suivante :

n � (vi � v0i) = 0 (2.36)

Par ailleurs le module d'un vecteur est conserv�e par rotation. On a donc, pour tout i :

kv0ik = kvik
On d�eduit facilement une deuxi�eme propri�et�e de perpendicularit�e :

(vi + v0i) � (vi � v0i) = 0 (2.37)

Puisque le vecteur vi � v0i est perpendiculaire aux vecteurs n et vi + v0i il est donc
proportionnel �a leur produit vectoriel :

(vi + v0i) ^ n = k (vi � v0i) (2.38)

A�n de d�eterminer la valeur de k nous allons, d�ecomposer les vecteurs vi et v0i selon
deux directions, une direction colin�eaire �a l'axe de rotation n et une autre direction
orthogonale �a cet axe de rotation, (voir Figure 2.6) :

vi = vi? + vik

v0i = v0i? + v0ik
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En substituant ces formules dans l'�equation (2.38), on obtient :

(v0i? + v0ik + vi? + vik) ^ n = k (vi? + vik � v0i? � v0ik)

En d�eveloppant et en remarquant que v0ik = vik, on obtient :

(vi? + v0i?) ^ n = k (vi? � v0i?)

On peut remarquer que les vecteurs vi? + v0i? et vi? � v0i? sont orthogonaux et par
ailleurs ils sont tous les deux orthogonaux au vecteur unitaire n. On obtient donc k comme
le rapport suivant :

k =
kvi? + v0i?k
kvi? � v0i?k

Or, l'angle entre les vecteurs vi? et v0i? est l'angle de la rotation que l'on cherche, soit
�. D'apr�es la Figure 2.6 on remarque qu'il s'agit d'un des angles d'un losange qui a comme
diagonales vi? + v0i? et vi? � v0i?. La relation entre cet angle et le rapport des longueurs
de ces diagonales est :

k =
1

tan(�=2)
(2.39)

En posant :

m = tan
�

2
n

on obtient un syst�eme de trois �equations et trois inconnues pour chaque i :

S(vi + v0i)m = v0i � vi (2.40)

Le rang de la matrice antisym�etrique S() est 2 et chaque mise en correspondance i
fournit donc 2 �equations et non pas 3 �equations. Il faut donc au moins 2 mises en corres-
pondance pour trouver un axe de rotation. En g�en�eral, on dispose de n mises en corres-
pondance. On obtient alors un syst�eme de 2n �equations �a 3 inconnues. Si on consid�ere les
deux premi�eres �equations du syst�eme d'�equations (2.40), on obtiendra :2666664

...
...

...
0 �(vzi + v0zi) vyi + v0yi

vzi + v0zi 0 �(vxi + v0xi)
...

...
...

3777775
264 mx

my

mz

375 =
2666664

...
v0xi � vxi
v0yi � vyi

...

3777775
La solution optimale pour m est obtenue en r�esolvant ce syst�eme d'�equations sur-

contraint. On obtient �nalement le vecteur unitaire de l'axe de rotation et l'angle de
rotation :

n =
m

kmk
� = 2arctan(kmk)

et grâce �a la formule de Rodrigues on obtient facilement la matrice de rotation �a partir
du vecteur unitaire n et de l'angle �.

La solution, propos�ee ici, est particuli�erement simple car la rotation est repr�esent�ee par
un vecteur dont le module est fonction de l'angle de rotation. On a donc une repr�esentation
minimale particuli�erement int�eressante pour la recherche d'une rotation optimale.
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Quaternion unitaire optimal

Nous repr�esentons la rotation par un quaternion unitaire. La rotation du vecteur v
s'�ecrit alors :

v0 = Rv

= q � v � q

o�u � d�enote le produit quaternion.
Le crit�ere de l'�equation (2.35) devient :

minq (
Pn

i=1 kv0i � q � vi � qk2)
avec kqk2 = 1

Comme le produit des modules des quaternions est �egal au module des produits, on a
successivement :

kv0i � q � vi � qk2 = kv0i � q � vi � qk2kqk2
= kv0i � q� q � vik2
= (Q(v0i)q�W (vi)q)

T (Q(v0i)q�W (vi)q)

= qTAi q

o�u Ai est la matrice sym�etrique de dimension 4 :

Ai = (Q(v0i)�W (vi))
t(Q(v0i)�W (vi))

Le crit�ere de l'�equation (2.35) devient donc :

min
q

 
nX
i=1

qtAi q

!
= min

q

 
qt(

nX
i=1

Ai)q

!
= min

q

�
qtAq

�
avec :

A =
nX
i=1

Ai =
nX
i=1

(Q(v0i)�W (vi))
t(Q(v0i)�W (vi)) (2.41)

�etant une matrice sym�etrique positive. Sous la contrainte que le quaternion doit être
unitaire, on obtient �nalement le crit�ere suivant :

min
q

Q = min
q

�
qtAq+ � (1 � qtq)

�
(2.42)

En d�erivant Q par rapport �a q on obtient :

Aq� �q = 0

et en substituant cette solution dans l'�equation (2.42), on obtient :

Q = �
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Le quaternion unitaire qui minimiseQ est donc le vecteur propre unitaire de la matrice
A associ�e �a la plus petite valeur propre de A, soit �. Nous rappelons qu'une matrice
sym�etrique a des valeurs propres r�eelles et une matrice sym�etrique positive a toutes ses
valeurs propres positives. Soient alors les vecteurs propres de A qui forment une base
orthogonale, w1, w2, w3 et w4. Si ces vecteurs sont unitaires, la base est orthonorm�ee. Le
quaternion q peut s'�ecrire dans cette base :

q = �1w1 + �2w2 + �3w3 + �4w4

Pour tout i on a :
Awi = �iwi

�1, �2, �3 et �4 �etant les valeurs propres de A avec :

�1 < �2 < �3 < �4

En tenant compte du fait que les vecteurs propres forment une base orthonorm�ee, on
peut �ecrire :

qtAq = �21 �1 + �22 �2 + �23 �3 + �24 �4

Cette expression est minimale pour �1 = 1 et �2 = �3 = �4 = 0. On obtient donc :

q = w1

et
qtAq = �1

Le quaternion unitaire optimal est donc le vecteur propre unitaire de A associ�e �a sa
plus petite valeur propre.

2.6.2 La translation

Une fois que nous avons estim�e la rotation optimale R�, le calcul de la translation
optimale est possible grâce au crit�ere suivant :

min
t

 
nX
i=1

kR� pi � (Ki � I) t� p0ik2
!

C'est un syst�eme lin�eaire surcontraint. En d�erivant par rapport aux trois composantes
de t et en annulant ces d�eriv�ees on obtient la solution pour le vecteur de translation :

t = Gy y
o�u Gy est la pseudo-inverse de la matrice G.

La matrice G et le vecteur y sont donn�es par :

G =

26664
...

(Ki � I)
...

37775
| {z }

3n�3

; y =

26664
...

R� pi � p0i
...

37775
| {z }

3n�1



52 Calibrage Capteur/Robot

2.7 Solutions num�eriques

Nous venons de voir que le probl�eme de d�etermination de la rotation et de la translation
est divis�e en deux probl�emes. On minimise s�epar�ement deux crit�eres : on estime d'abord
la rotation optimale et ensuite on utilise cette rotation pour d�eterminer la translation
optimale. Cette d�ecomposition a des avantages et des inconv�enients. L'avantage est que
chaque crit�ere est plus simple et, comme nous venons de le voir, la solution au probl�eme
d'optimisation de la rotation est tr�es �el�egante et tr�es �able d'un point de vue num�erique.
Le crit�ere de translation se ram�ene �a un probl�eme d'optimisation lin�eaire tr�es classique.
L'inconv�enient est que les erreurs �eventuelles associ�ees au calcul de la rotation vont se
r�epercuter sur le calcul de la translation. Nous proposons une alternative int�eressante qui
consiste �a estimer simultan�ement et d'une fa�con optimale les param�etres de rotation et
translation.

Les rotation et translation optimales sont donn�ees par :

min
R;t

(�1 f1 + �2 f2)

Grâce �a la repr�esentation de la rotation par un quaternion unitaire, ce crit�ere devient :

min
q;t

(f(q; t) + � (1 � qTq)2) (2.43)

avec :

f(q; t) = �1 f1(q) + �2 f2(q; t)

= �1
nX
i=1

kv0i � q � vi � qk2 + �2
nX
i=1

kq � pi � q� (Ki � I) t� p0
ik2

qui est une somme de carr�es de fonctions non lin�eaires. Le dernier terme �(1 � qTq)2

est un terme de p�enalisation avec � > 0 qui garantira que le quaternion sera unitaire.
�1 et �2 sont deux coe�cients de pond�eration. Deux possibilit�es sont envisageables pour
minimiser cette fonction d'erreur donn�ee par l'�equation (2.43). La premi�ere possibilit�e
consiste �a appliquer les techniques non lin�eaires classiques puisque la fonction d'erreur
est une somme de carr�es de fonctions [GMW89] [Fle90]. Les r�esultats de simulation et les
r�esultats exp�erimentaux ont �et�e obtenus par la m�ethode de minimisation non lin�eaire de
Levenberg-Marquardt. Cette m�ethode est d�ecrite dans [PFTW88]. Il est �a noter que pour
toutes nos exp�eriences les coe�cients de pond�eration ont �et�e �x�es de la fa�con suivante :(

�1 = �2 = 1
� = 2 106

Simpli�cation de la fonction d'erreur

La deuxi�eme possibilit�e consiste �a simpli�er la fonction d'erreur. En e�et, en utili-
sant les propri�et�es associ�ees aux quaternions nous pouvons simpli�er l'expression de cette
fonction. Nous avons obtenu une forme analytique simple pour la fonction f1, (l'�equation
(2.41)). D'une mani�ere similaire, nous pouvons simpli�er la fonction f2.
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La fonction f2 est la somme de termes ayant la forme suivante :

kq � pi � q� (Ki � I) t� p0
ik2

et nous avons:

kq � pi � q� (Ki � I) t� p0ik2kqk2 = kq � pi � (Ki � I) t � q� p0i � qk2

En utilisant les formes matricielles du produit de deux quaternions, nous pouvons
�ecrire :

kq � pi � (Ki � I) t � q� p0i � qk2
= (W (pi)q�W (q)(Ki � I) t�Q(p0i)q)

T
(W (pi)q�W (q)(Ki � I) t�Q(p0i)q)

= qTBi q+ tTCi t+ �i t� 2qTW (pi)
TW (q)(Ki � I) t

avec :

Bi = (pTi pi + p0Ti p
0
i) I �W (pi)

TQ(p0i)�Q(p0i)
TW (pi)

Ci = KT
i Ki �Ki �KT

i + I

�i = 2p0T
i (Ki � I)

Le d�eveloppement du dernier terme donne :

�2qTW (pi)
TW (q)(Ki � I) t = �2pTi Q(q)TW (q)(Ki � I) t

= �2pTi
�
W (q)TQ(q)

�T
(Ki � I) t

La matrice W (q)TQ(q) n'est autre que la matrice de rotation inconnue (RX ou RY ).
La matrice Ki est �egalement une matrice de rotation (RAi ou Ni). A partir des �equations
(2.4) et (2.28), on peut �ecrire :

RT
XRAi = RBiR

T
X

RT
YNi = RBiR

T
Y

d'o�u l'on d�eduit l'�egalit�e suivante :�
W (q)TQ(q)

�T
(Ki � I) = (RBi � I)

�
W (q)TQ(q)

�T
Finalement le dernier terme sera donn�e par :

�2qTW (pi)
TW (q)(Ki � I) t = �2pTi

�
W (q)TQ(q)

�T
(Ki � I) t

= �2pTi (RBi � I)
�
W (q)TQ(q)

�T
t

= �2pTi (RBi � I)Q(q)TW (q) t

= "iQ(q)
TW (q) t

o�u :
"i = �2pTi (RBi � I)
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Ce qui implique que chaque terme de la fonction f2 pourrait être �ecrit sous la forme
suivante :

kq � pi � q� (Ki � I) t� p0ik2 = qTBi q+ tTCi t+ �i t+ "iQ(q)
TW (q) t

La fonction d'erreur f2 devient donc :

f2 =
nX
i=1

(kq � pi � q� (Ki � I) t� p0
ik2)

= qT (
nX
i=1

Bi)q+ tT (
nX
i=1

Ci) t+ (
nX
i=1

�i) t + (
nX
i=1

"i)Q(q)
TW (q) t

La simpli�cation du crit�ere de l'�equation (2.43) donne :

min
q;t

(qT (�1A+ �2 B)q+ �2 t
TC t+ �2 � t+ �2 "Q(q)

TW (q) t+ � (1 � qTq)2) (2.44)

avec B =
Pn

i=1 Bi, C =
Pn

i=1 Ci, � =
Pn

i=1 �i, " =
Pn

i=1 "i, et A est donn�ee par l'�equa-
tion (2.41).

Notons que cette fonction d'erreur (�equation (2.44)) est une somme de 5 termes. Ce
nombre est ind�ependant du nombre des d�eplacements du syst�eme cam�era-pince. A�n de
minimiser une telle fonction, on peut utiliser les m�ethodes constrained step comme la
m�ethode de la r�egion de con�ance [Fle90] [Yas89].

2.8 Etude de la stabilit�e

Une des propri�et�es les plus importantes du calibrage cam�era-pince est la stabilit�e en
pr�esence d'erreurs de mesures. Comme la transformation cam�era-pince est d�etermin�ee �a
partir des d�eplacements de la cam�era et de la pince, deux sources principales d'erreurs
peuvent a�ecter le r�esultat du calibrage :

{ les erreurs associ�ees au calibrage de la cam�era qui impliquent que le d�eplacement
r�eel de la cam�era ne correspond pas exactement avec celle qui est mesur�ee,

{ les erreurs de mod�ele du robot, dûes aux erreurs de construction ou �a une impr�ecision
dans la d�etermination du mod�ele cin�ematique direct du robot, qui impliquent que
la situation r�eelle de la pince du robot ne correspond pas exactement avec celle qui
est mesur�ee.

Par cons�equent, l'estimation de la transformation cam�era-pince est entach�ee d'erreurs.
La quanti�cation de ces erreurs va d�eterminer la stabilit�e de la m�ethode utilis�ee ainsi que
la comparaison avec d'autres m�ethodes.

Pour ce faire, nous adoptons la d�emarche suivante :

{ On synth�etise une transformation cam�era-pince X ;
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{ On synth�etise �egalement n + 1 positions de la cam�era A1; : : : ; An+1. Les n d�eplace-
ments de la pince correspondant sont calcul�es par :

Bii+1 = X�1Ai+1A
�1
i X

{ On ajoute un bruit uniforme ou gaussien aux di��erents d�eplacements de la cam�era
et de la pince. La transformation cam�era-pince est estim�ee en pr�esence de ces per-
turbations en utilisant les trois m�ethodes pr�esent�ees dans ce chapitre : la m�ethode
lin�eaire de Tsai, la m�ethode analytique et la m�ethode non lin�eaire ;

{ Pour chaque m�ethode on �evalue l'erreur d'estimation en fonction du bruit et/ou en
fonction du nombre de d�eplacements n.

+

D ou 2σ
Bruit gaussien

Bruit uniforme

Fig. 2.7 - Perturbation d'un vecteur 3D qui consiste �a remplacer son extr�emit�e r�eelle (+)
par une autre choisie al�eatoirement.

Comme les translations et les rotations peuvent être repr�esent�ees par des vecteurs de
dimension 3, la perturbation d'un d�eplacement donn�e (rotation et translation) revient
donc �a perturber les vecteurs associ�es. La perturbation d'un vecteur consiste �a ajouter �a
ses trois composantes des nombres al�eatoires centr�es qui sont choisis par un g�en�erateur de
nombres al�eatoires (voir Figure 2.7). La distribution de ces nombres al�eatoires peut être,
soit uniforme dans l'intervalle [�D=2;+D=2], soit gaussienne d'�ecart type �. Dans ce qui
suit, le niveau du bruit est repr�esent�e comme un rapport qui est �egal �a l'amplitude D ou
2� divis�e par l'amplitude nominale du param�etre perturb�e. Dans le cas des rotations, les
vecteurs associ�es sont unitaires, il en r�esulte que le rapport exprimant le niveau du bruit
est tout simplement donn�e par D ou 2�. Dans le cas des translations, le niveau du bruit
est donn�e par l'amplitude D ou 2� divis�e par une valeur nominale ktnominalk donn�ee par :

ktnominalk =
Pn

i=1(ktAii+1k+ ktBii+1k)
2n

o�u tAii+1 est le vecteur de translation associ�e au d�eplacement Aii+1. Pour chaque niveau
de bruit, nous calculons les erreurs d'estimation pour 1000 con�gurations al�eatoires. Les
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diagrammes suivants illustrent la moyenne de ces erreurs. L'erreur de la rotation et de
position sont calcul�ees de la mani�ere suivante :

erot =

vuut 1

1000

1000X
j=1

k ~Rj �Rk2

et:

etr =

q
1

1000

P1000
j=1 k~tj � tk2
ktk

o�u R et t sont les valeurs th�eoriques de la rotation et de la translation associ�ees �a la
transformation X, ~Rj et ~tj sont les estimations de la rotation et de la translation cor-
respondant �a la con�guration al�eatoire j. Dans toutes les simulations pr�esent�ees dans ce
paragraphe nous avons ktk = 157mm.

Les �gures suivantes illustrent les erreurs d'estimation en fonction du pourcentage
du bruit. Le pourcentage du bruit varie entre 0.5% et 6%. Les courbes continues (|)
correspondent �a la m�ethode lin�eaire de Tsai, les courbes pointill�ees ( : : : ) correspondent
�a la m�ethode analytique, les courbes interrompues (- - -) �a la m�ethode non lin�eaire. Les
Figures 2.8,: : : , 2.11 montrent les r�esultats de simulation associ�es �a deux d�eplacements
du syst�eme cam�era-pince (n = 2) alors que la Figure 2.12 correspond �a n variant de 2 �a
9.

Les Figures 2.8.a et 2.8.b pr�esentent les erreurs de rotation et de translation en fonc-
tion du pourcentage d'un bruit uniforme qui a�ecte uniquement les parties rotation des
d�eplacements de la cam�era et de la pince. Les Figures 2.9.a et 2.9.b pr�esentent les erreurs
de rotation et de translation en fonction du pourcentage d'un bruit uniforme qui a�ecte
les parties rotation et translation des d�eplacements de la cam�era et de la pince. L'axe
horizontale pr�esente le pourcentage du bruit a�ectant ces deux parties.

Les Figures 2.10 et 2.11 sont respectivement �equivalentes aux Figures 2.8 et 2.9 mais le
bruit ajout�e est un bruit gaussien. Par exemple, sur la Figure 2.9.b lorsque le pourcentage
du bruit uniforme a�ectant les axes de rotation et les vecteurs de translation est �egal �a
3% alors l'erreur de translation (moyenne) est �egale �a (5.8%= 9.1mm) pour la m�ethode
non lin�eaire et �a (7.5% = 11.8mm) pour les deux autres m�ethodes.

Il est clair que la m�ethode de Tsai et la m�ethode analytique ont presque la même
stabilit�e en pr�esence de bruit tandis que la m�ethode non lin�eaire fournit la meilleure
stabilit�e. Ceci reste valable pour tous les cas de �gure pr�esent�es ici. D'autre part, la
supr�ematie de la m�ethode non lin�eaire est d'autant plus importante que les mesures des
parties translation sont pr�ecises. Le fait que la stabilit�e des deux premi�eres m�ethodes est
la même est expliqu�e par le fait que ces deux m�ethodes divisent le probl�eme en deux
�etapes.

Les Figures 2.12.a et 2.12.b montrent les erreurs de rotation et de translation en
fonction de la racine carr�ee du nombre de d�eplacements (

p
n varie de 1:414 �a 3). Le

bruit gaussien a�ectant les mesures est de 6% pour les axes de rotation et de 2% pour
les vecteurs de translation. Par exemple, pour 4 d�eplacements l'erreur de translation est
�egale �a 4% pour la m�ethode non lin�eaire et �a 6.5% pour les deux autres m�ethodes.
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a) Erreur d'orientation.

b) Erreur de translation.

Fig. 2.8 - Erreurs d'orientation et de translation en pr�esence d'un bruit uniforme a�ectant
les axes de rotation. L'axe horizontal pr�esente le pourcentage du bruit.
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a) Erreur d'orientation.

b) Erreur de translation.

Fig. 2.9 - Erreurs d'orientation et de translation en pr�esence d'un bruit uniforme a�ectant
les axes de rotation et les vecteurs de translation. L'axe horizontal pr�esente le pourcentage
du bruit.
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a) Erreur d'orientation.

b) Erreur de translation.

Fig. 2.10 - Erreurs d'orientation et de translation en pr�esence d'un bruit gaussien a�ec-
tant les axes de rotation. L'axe horizontal pr�esente le pourcentage du bruit.
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a) Erreur d'orientation.

b) Erreur de translation.

Fig. 2.11 - Erreurs d'orientation et de translation en pr�esence d'un bruit gaussien af-
fectant les axes de rotation et les vecteurs de translation. L'axe horizontal pr�esente le
pourcentage du bruit.
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a) Erreur d'orientation.

b) Erreur de translation.

Fig. 2.12 - Erreurs d'orientation et de translation en fonction du nombre de d�eplacements.
Le bruit gaussien a�ectant les d�eplacements est de 6% pour les axes de rotations et de 2%
pour les vecteurs de translation.
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2.9 Exp�erimentations

Pour l'exp�erimentation en site r�eel, nous avons test�e les m�ethodes du calibrage sur
trois ensembles de donn�ees. Le premier a �et�e fourni par Fran�cois Chaumette de l'IRISA 1,
les deux autres ensembles ont �et�e obtenus au LIFIA 2. Le premier ensemble est form�e de
17 positions du syst�eme cam�era-pince. Le deuxi�eme ensemble est form�e de 7 positions.
Le troisi�eme ensemble est form�e de 6 positions. Pour les deux derniers ensembles nous
avons �egalement les matrices de projection. Par cons�equent, ces deux derniers ensembles
nous permettent d'e�ectuer une comparaison entre les deux formulations : (AX = XB)
et (MY =M 0Y B). Les positions de la pince sont choisies de telle sorte que la mire du ca-
librage soit dans le champ de vue de la cam�era embarqu�ee. Pour une position quelconque,
la situation de la pince par rapport �a la base du robot est obtenue en utilisant les mesures
fournies par les capteurs articulaires et le mod�ele g�eom�etrique direct du robot.

Les conditions exp�erimentales associ�ees aux deux ensembles obtenus au LIFIA sont
les suivantes. La matrice de projection correspondant �a une position donn�ee de la pince
est estim�ee �a partir de l'observation de la projection d'un certain nombre de points 3D
connus dans le rep�ere du calibrage \rep�ere mire" (voir Figure 2.14). La mire utilis�ee est
form�ee d'une grille rectangulaire de 200 � 300 mm que l'on peut d�eplacer tr�es pr�ecis�ement
par rapport �a un axe normal �a son plan. La grille est constitu�ee de 23 carr�es noirs sur
un fond blanc. Les 92 sommets de ces carr�es forment les points de mesure utilis�es lors
du calibrage de la cam�era. Dans le plan de la grille, ces points sont mesur�es avec une
pr�ecision de 0.1 mm. Cinq positions �equidistantes ont �et�e choisies sur un intervalle de 50
mm, de mani�ere �a avoir un ensemble de 460 points de mesure lorsque tous les points sont
visibles par la cam�era. Lors du calibrage cam�era-pince la distance de la mire par rapport
�a la cam�era varie entre 600 mm et 1000 mm. L'estimation des matrices de projection est
e�ectu�ee grâce �a la m�ethode de Faugeras-Toscani [FT86]. Vu le grand nombre de points
de mesure (460 points) et la pr�ecision avec laquelle on extrait leur image (entre 0.1 et
0.2 pixel), l'estimation des matrices de projection par la m�ethode de Faugeras-Toscani est
assez pr�ecise. Par contre, les mesures des d�eplacements de la pince du robot ne sont pas
assez pr�ecises (mod�ele g�eom�etrique du robot est entach�ee d'erreurs).

Pour chaque ensemble de donn�ees, nous avons test�e les trois m�ethodes de r�esolution.
Comme la valeur exacte de la matrice cam�era-pince n'est pas connue, nous devons compa-
rer les erreurs r�esiduelles du syst�eme d'�equations matricielles. Les tableaux 2.1, 2.2 et 2.3
pr�esentent les r�esultats obtenus avec les trois ensembles de donn�ees. Ainsi, la deuxi�eme
colonne de ces trois tableaux pr�esente la somme au carr�e de l'erreur r�esiduelle de la partie
rotation �a savoir (RARX = RXRB). La troisi�eme colonne de ces trois tableaux pr�esentent
l'erreur relative de la partie translation.

D'apr�es ces r�esultats exp�erimentaux, il s'av�ere que, d'une part, la m�ethode non lin�eaire
fournit une estimation de la translation qui est la plus pr�ecise (parfois, au d�etriment de
la rotation, mais ceci peut être �evit�e par un choix judicieux des coe�cients de pond�era-
tion) ; d'autre part, la nouvelle formulation fournit des r�esultats plus pr�ecis que celle de
la formulation classique. La quatri�eme colonne du tableau 2.3 pr�esente le temps de calcul
de chaque algorithme.

1: Institut de Recherche en Informatique et Syst�emes Al�eatoires.
2: Laboratoire d'Informatique Fondamentale et d'Intelligence Arti�cielle.
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Fig. 2.13 - Syst�eme cam�era-pince.

Fig. 2.14 - Mire utilis�ee.
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AX = XB
P kRARX �RXRBk2

P
k(RA�I)tX�RXtB+tAk

2P
kRXtB�tAk2

Tsai-Lenz 0.0006 0.032
Solution analytique 0.0005 0.029

Optimisation non lin�eaire 0.0003 0.019

Tab. 2.1 - La formulation classique utilis�ee avec le premier ensemble de mesures (17
positions du syst�eme cam�era-pince).

AX = XB
P kRARX �RXRBk2

P
k(RA�I)tX�RXtB+tAk

2P
kRXtB�tAk2

Tsai-Lenz 0.0014 0.036
Solution analytique 0.0014 0.023

Optimisation non lin�eaire 0.0017 0.015

MY =M 0Y B
P kNRY �RYRBk2

P
k(N�I)tY�RY tB+tNk2P

kRY tB�tNk2

Tsai-Lenz 0.0031 0.0021
Solution analytique 0.0015 0.001

Optimisation non lin�eaire 0.0013 0.0006

Tab. 2.2 - Les deux formulations utilis�ees avec le deuxi�eme ensemble de mesures (7
positions).

AX = XB
P kRARX �RXRBk2

P
k(RA�I)tX�RX tB+tAk

2P
kRX tB�tAk2

temps CPU a

Tsai-Lenz 0.014 0.23 0.08
Solution analytique 0.036 0.223 0.06

Optimisation non lin�eaire 0.258 0.058 0.21

MY =M 0Y B
P kNRY �RYRBk2

P
k(N�I)tY�RY tB+tNk2P

kRY tB�tNk2

Tsai-Lenz 0.038 0.039 0.06
Solution analytique 0.035 0.037 0.08

Optimisation non lin�eaire 0.04 0.034 0.25

Tab. 2.3 - Les deux formulations utilis�ees avec le troisi�eme ensemble de mesures (6
positions).

a Sparc-10.
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2.10 Calibrage robot/environnement

A
X

B

Base du
robot

Repere du
calibrage

Z

Fig. 2.15 - Calibrage cam�era-pince et robot-environnement.

Nous allons �a pr�esent g�en�eraliser le concept du calibrage cam�era-pince et proposer de
d�eterminer simultan�ement deux transformations rigides : la transformation cam�era-pince
(X) et la transformation entre la base du robot et le rep�ere du calibrage (Z) (voir Fi-
gure 2.15). Notons que ce calibrage peut être utilis�e pour d�eterminer la relation entre deux
robots ou la relation entre une cam�era �xe et un robot. Il est �a noter que la transformation
Z pourrait être d�etermin�ee :

{ soit �a partir de la transformation cam�era-pince ;

{ soit par utilisation de la formulation classique (AZ = ZB).

Cependant, dans les deux cas, l'estimation des deux transformations va être e�ectu�ee en
deux �etapes : i) une transformation (X ou Z) va être estim�ee en utilisant la formulation
du calibrage cam�era-pince, ii) l'estimation de l'autre transformation est d�eduite �a partir
de la premi�ere. Par cons�equent, la transformation qui est estim�ee dans la deuxi�eme �etape
va d�ependre de la position choisie et va être inuenc�ee par les erreurs commises sur l'esti-
mation de l'autre transformation. Dans [HV93], on peut trouver une m�ethode analytique
permettant de d�eterminer la relation base du robot-rep�ere du calibrage. A partir de la
Figure 2.15, on peut �ecrire :

AX = ZB (2.45)

o�u X et Z sont les deux transformations rigides inconnues,A est la transformation cam�era-
rep�ere du calibrage et B est la transformation pince-base du robot.

2.10.1 M�ethode lin�eaire

Cette m�ethode a �et�e propos�ee par Zhuang et al. [ZRS94]. Soient RA, RB, RX et RZ

les matrices de rotation associ�ees aux d�eplacements A, B, X et Z. Soient tA, tB, tX et
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tZ les vecteurs de translation de ces d�eplacements. La d�ecomposition de l'�equation (2.45)
donne : "

RA tA
0T 1

# "
RX tX
0T 1

#
=

"
RZ tZ
0T 1

# "
RB tB
0T 1

#
d'o�u :

RARX = RZRB (2.46)

RA tX + tA = RZ tB + tZ (2.47)

Dans un premier temps, on estime les rotations RX et RZ en r�esolvant un syst�eme
lin�eaire surcontraint. Une fois ces rotations calcul�ees, la d�etermination des vecteurs de
translation tX et tZ devient un probl�eme lin�eaire classique.

Comme le quaternion associ�e au produit de deux matrices de rotation est �egal au
produit des quaternions associ�es �a ces deux matrices, l'�equation (2.46) donne :

qA � qX = qZ � qB (2.48)

o�u les inconnues sont les quaternions qX et qZ.
On sait qu'un quaternion peut s'�ecrire comme la concat�enation d'un r�eel avec un

vecteur de dimension 3. Avec cette notation, les quatre quaternions de l'�equation (2.48)
peuvent s'�ecrire sous la forme suivante :

qA =

"
a0
a

#
; qB =

"
b0
b

#
; qX =

"
x0
x

#
et qZ =

"
z0
z

#

En d�eveloppant l'�equation (2.48), on obtient :

[a0x0 � a � x; a0 x+ x0 a + a� x] = [z0b0 � b � z; z0b+ b0 z� b� z]

L'identi�cation des deux termes de cette �equation fournit :

a0x0 � a � x = z0b0 � b � z (2.49)

a0x+ x0 a+ a� x = z0b + b0 z� b� z (2.50)

Si a0 6= 0, alors on peut calculer x0 �a partir de l'�equation (2.49) :

x0 = (a=a0) � x+ (b0=a0) z0 � (b=a0) � z (2.51)

En injectant cette expression dans l'�equation (2.50), on obtient :

[(b0=a0)a� b] z0 + a0 x+ a(a=a0) � x+ a � x+ b� z� (a=a0)b � z� b0 z = 0 (2.52)

En utilisant la repr�esentation matricielle pour le produit scalaire et le produit vectoriel
et, en divisant par z0 l'�equation (2.52) (on suppose que z0 6= 0), l'�equation (2.52) se r�e�ecrit
comme suit :

(a0I + a aT=a0 + S(a)) x=z0 + (�b0I � abT=a0 + S(b)) z=z0 = b� (b0=a0)a (2.53)
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o�u S(a) est la matrice antisym�etrique associ�ee au vecteur a.
En posant :

u =

"
x=z0
z=z0

#
| {z }

6�1

= [ u1 u2 u3 u4 u5 u6 ]T

et:
Ji|{z}
3�6

� (a0I + a aT=a0 + S(a); �b0I � abT=a0 + S(b))

l'�equation vectorielle (2.53) donne un syst�eme lin�eaire en six inconnues (les composantes
de u) :

Ji u = b� (b0=a0)agi
Pour n positions de la pince, on doit avoir le syst�eme lin�eaire surcontraint suivant :26664

...
Ji
...

37775
| {z }
3n�6

u =

26664
...

b� (b0=a0)agi
...

37775

Une fois qu'on a d�etermin�e le vecteur u au sens des moindres carr�es, les composantes
des quaternions unitaires qX et qZ sont donn�ees par :

z0 = �f1 + u24 + u25 + u26g�1=2
z = z0 [ u4 u5 u6 ]

x = z0 [ u1 u2 u3 ]

x0 = �f1� x21 � x22 � x23g1=2

Le signe de x0 est d�etermin�e �a partir de l'�equation (2.51).
Notons que les conditions d'unicit�e de la solution sont les mêmes que celles de la

solution cam�era-pince (AX = XB).

2.10.2 M�ethode non lin�eaire

Dans le paragraphe pr�ec�edent, nous venons de voir que les vecteurs de translation sont
estim�es apr�es l'estimation des matrices de rotation. Nous proposons d'estimer simultan�e-
ment les rotations et les translations associ�ees aux transformations X et Z.

Le produit de deux quaternions peut s'�ecrire sous forme matricielle. On a :

qA � qX = Q(qA)qX
qZ � qB = W (qB)qZ

En rempla�cant ces deux �equations dans l'�equation (2.48), on obtient :

Q(qA)qX �W (qB)qZ = 0
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La matrice de rotation RZ est donn�ee en fonction du quaternion qZ = (z0 z1 z2 z3)T :

RZ = R(qZ) =

264 z
2
0 + z21 � z22 � z23 2(z1z2 � z0z3) 2(z1z3 + z0z2)
2(z1z2 + z0z3) z20 � z21 + z22 � z23 2(z2z3 � z0z1)
2(z1z3 � z0z2) 2(z2z3 + z0z1) z20 � z21 � z22 + z23

375
Chaque position du syst�eme cam�era-pince i fournit les deux contraintes suivantes :

Q(qAi)qX �W (qBi)qZ = 0

RAi tX + tAi �RZ(qZ) tBi � tZ = 0

Pour n positions du syst�eme, la fonction d'erreur est :

f(qX ;qZ; tX ; tZ)

=
nX
i=1

�1 (kQ(qAi)qX �W (qBi))qZk2) +
nX
i=1

�2 (kRAi tX + tAi �RZ(qZ) tBi � tZk2) +

�X (1 � kqXk2)2 + �Z (1 � kqZk2)2

o�u les �el�ements �a estimer sont les �el�ements des quaternions unitaires qX et qZ et les
�el�ements des vecteurs de translation tX et tZ. Il est clair que la minimisation de cette
fonction d'erreur est un probl�eme d'optimisation non lin�eaire. Pour toutes nos exp�eriences
les coe�cients de pond�eration de la fonction d'erreur ont �et�e �x�es de la fa�con suivante :(

�1 = �2 = 1
�X = �Z = 2 106

2.10.3 Comparaison des deux m�ethodes

Ce paragraphe contient deux types de r�esultats. Le premier, avec des donn�ees synth�e-
tiques ; le second, avec des donn�ees r�eelles. Ces deux types visent �a comparer la pr�ecision
des deux m�ethodes pr�esent�ees ci-dessus.

Donn�ees synth�etiques

Par une d�emarche similaire �a celle du paragraphe 2.8, nous �evaluons les erreurs d'orien-
tation et de position des deux m�ethodes (lin�eaire et non lin�eaire). Ainsi, des positions
synth�etiques sont cr�e�ees (les transformations Ai, Bi, X et Z) et les solutions calcul�ees en
pr�esence de bruit sont compar�ees avec les transformations r�eelles qui ont servi �a calculer
les positions synth�etiques. L'erreur d'orientation est donn�ee par l'angle de rotation n�eces-
saire pour aligner les rep�eres dans ses positions estim�ees avec ces mêmes rep�eres dans ses
positions r�eelles. L'erreur de translation est d�e�nie comme la norme du vecteur de trans-
lation n�ecessaire pour faire co��ncider la translation estim�ee des rep�eres avec la translation
r�eelle, divis�ee par la norme de la translation r�eelle. Nous consid�erons 500 con�gurations
al�eatoires du bruit. Nous repr�esentons la moyenne de ces erreurs.

Les Figures 2.16 et 2.17 montrent les r�esultats de simulation associ�es �a trois positions
du syst�eme cam�era-pince (n = 3) alors que les Figures 2.18 et 2.19 correspondent �a n
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variant de 3 �a 8. Les courbes continues (|) correspondent �a la m�ethode lin�eaire, les
courbes interrompues (- - -) �a la m�ethode non lin�eaire. Les translations r�eelles ktXk et
ktZk sont respectivement : 229 mm et 768 mm.

La Figure 2.16 pr�esente les erreurs de rotation et de translation (pour les deux trans-
formations X et Z) en fonction du pourcentage d'un bruit uniforme a�ectant les axes de
rotation. La Figure 2.17 est �equivalente �a la Figure 2.16 mais le bruit ajout�e est un bruit
gaussien.

Les Figures 2.18 et 2.19 pr�esente les erreurs de rotation et de translation en fonction
de la racine carr�ee du nombre de positions (

p
n varie de 1:732 �a 2:828). Le bruit gaussien

a�ectant les mesures est de 6% pour les axes de rotation et de 2% pour les vecteurs
de translation. La Figure 2.18 correspond �a une perturbation qui a�ecte uniquement les
positions du robot ; la Figure 2.19 correspond �a une perturbation qui a�ecte les positions
du robot et de la cam�era.

Donn�ees r�eelles

Ces donn�ees sont fournies par les mêmes mesures utilis�ees dans le calibrage cam�era-
pince. Ainsi, nous reprenons les deux premiers ensembles de donn�ees du paragraphe 2.9.
Les tableaux 2.4 et 2.5 pr�esentent les r�esultats obtenus avec ces deux ensembles de donn�ees.
Ainsi, la deuxi�eme colonne de ces deux tableaux pr�esente la somme au carr�e de l'erreur
r�esiduelle de la partie rotation �a savoir (RARX = RZRB). La troisi�eme colonne de ces
trois tableaux pr�esentent l'erreur relative de la partie translation.

P kRARX �RZRBk2
�P

k(RAtX+tA�RZtB�tZk
2P

kRAtX+tAk2

�1=2
M�ethode lin�eaire 0.00031 0.00068

M�ethode non lin�eaire 0.00071 0.00021

Tab. 2.4 - La formulation AX = ZB utilis�ee avec le premier ensemble de mesures (17
positions du syst�eme cam�era-pince).

P kRARX �RZRBk2
�P

k(RAtX+tA�RZtB�tZk
2P

kRAtX+tAk2

�1=2
M�ethode lin�eaire 0.12174 0.00738

M�ethode non lin�eaire 0.00109 0.00451

Tab. 2.5 - La formulation AX = ZB utilis�ee avec le deuxi�eme ensemble de mesures (7
positions du syst�eme cam�era-pince).

Il arrive parfois que la m�ethode non lin�eaire fournisse une erreur r�esiduelle, en la partie
rotation, plus grande que celle de la m�ethode lin�eaire (voir tableau 2.4). Cela est dû au
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fait que la m�ethode non lin�eaire minimise la somme des erreurs r�esiduelles associ�ees aux
parties rotation et translation.

Les deux transformations X et Z correspondant au deuxi�eme ensemble sont donn�ees
par (les translations sont donn�ees en millim�etres) :

� M�ethode lin�eaire :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

X =

264 �0:9799 �0:1990 0:0092 �12:1
0:1960 �0:9714 �0:1339 66:8
0:0356 �0:1294 0:9909 36:1

375

Z =

264 �0:0633 �0:0274 �0:9976 437:8
0:9959 0:0619 �0:0649 218:4
0:0635 �0:9977 0:0234 1419:7

375
�M�ethode non lin�eaire :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

X =

264 �0:9965 �0:0766 0:0340 �12:3
0:0703 �0:9846 �0:1597 64:5
0:0457 �0:1567 0:9866 39:0

375

Z =

264 �0:0244 �0:0320 �0:9988 446:0
0:9986 0:0385 �0:0256 211:9
0:0393 �0:9984 0:0310 1411:4

375
Pour v�eri�er les r�esultats obtenus, nous pouvons e�ectuer une comparaison avec la

solution pour la transformation X obtenue grâce �a la formulation (AX = XB) ; nous
rappelons que les donn�ees des deux formulations (AX = XB) et (AX = ZB) sont les
mêmes. Ainsi, pour le deuxi�eme ensemble de donn�ees, la matrice X obtenue grâce �a la
formulation (AX = XB) est la suivante :

X =

264 �0:9964 �0:0752 0:0398 �13:2
0:0681 �0:9852 �0:1569 64:2
0:0510 �0:1536 0:9868 39:2

375
Cette transformation est pratiquement la même matrice obtenue avec la m�ethode non

lin�eaire associ�ee �a la formulation (AX = ZB). Ce qui tend �a montrer que les r�esultats de
la m�ethode non lin�eaire sont plus stables que ceux de la m�ethode lin�eaire.

Il est �a noter que dans le cas o�u les rotations RAi n'ont pas la forme particuli�ere associ�ee
�a l'angle de rotation �, on peut initialiser la m�ethode non lin�eaire avec les solutions donn�ees
par la m�ethode lin�eaire, sinon, on initialise la m�ethode non lin�eaire par les solutions
associ�ees �a la formulation (AX = XB).

En r�esum�e, la m�ethode non lin�eaire pr�esente deux avantages par rapport �a la m�ethode
lin�eaire :

{ elle est plus stable en pr�esence de bruit ;

{ elle peut s'a�ranchir des contraintes impos�ees par la m�ethode lin�eaire qui exige que
les matrices de rotation de chaque position (RAi) doivent avoir leur angle de rotation
di��erent de �.
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a) Erreur d'orientation.
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Z

X

X

b) Erreur de translation.

Fig. 2.16 - Erreurs d'orientation et de translation en fonction d'un bruit uniforme a�ec-
tant les axes de rotation. Les courbes continues (|) correspondent �a la m�ethode lin�eaire,
les courbes interrompues (- - -) �a la m�ethode non lin�eaire.
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a) Erreur d'orientation.
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X

Z

Z

b) Erreur de translation.

Fig. 2.17 - Erreurs d'orientation et de translation en fonction d'un bruit gaussien a�ec-
tant les axes de rotation. Les courbes continues (|) correspondent �a la m�ethode lin�eaire,
les courbes interrompues (- - -) �a la m�ethode non lin�eaire.
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a) Erreur d'orientation.
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Z
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b) Erreur de translation.

Fig. 2.18 - Erreurs d'orientation et de translation en fonction du nombre de positions.
Le bruit gaussien, qui a�ecte les positions du robot, est de 6% pour les axes de rotations
et de 2% pour les vecteurs de translation. Les courbes continues (|) correspondent �a la
m�ethode lin�eaire, les courbes interrompues (- - -) �a la m�ethode non lin�eaire.
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a) Erreur d'orientation.

X

Z

X

Z

b) Erreur de translation.

Fig. 2.19 - Erreurs d'orientation et de translation en fonction du nombre de positions.
Le bruit gaussien, qui a�ecte les positions de la cam�era et du roobot, est de 6% pour les
axes de rotations et de 2% pour les vecteurs de translation. Les courbes continues (|)
correspondent �a la m�ethode lin�eaire, les courbes interrompues (- - -) �a la m�ethode non
lin�eaire.
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2.11 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons propos�e une nouvelle formulation du probl�eme du cali-
brage cam�era-pince. Cette formulation est �equivalente �a la r�esolution d'un syst�eme d'�equa-
tions matricielles de la forme (MY = M 0Y B). La formulation classique de ce probl�eme
consistait �a r�esoudre un syst�eme d'�equations matricielles de la forme (AX = XB). L'avan-
tage de cette nouvelle formulation par rapport �a la formulation classique est qu'elle n'a
pas besoin d'un calcul explicite des d�eplacements de la cam�era, seules les matrices de
projection perspective sont utilis�ees. Du coup, les erreurs �eventuelles associ�ees �a la d�e-
composition des matrices de projection en param�etres intrins�eques et extrins�eques seront
�elimin�ees. Les deux formulations permettent d'exprimer les lignes de vue dans le rep�ere
de la pince.

Nous avons d�emontr�e que ces deux formulations ont la même structure math�ematique
en les inconnues (une rotation et une translation). Nous avons �egalement pr�esent�e deux
m�ethodes de r�esolution alg�ebriques. La premi�ere a �et�e propos�e par Tsai & Lenz [TL89].
La deuxi�eme a �et�e propos�ee par Faugeras & Hebert [FH86]. Nous avons propos�e une autre
m�ethode num�erique pour estimer simultan�ement la rotation et la translation.

Ces trois m�ethodes de r�esolution ont �et�e compar�ees sur des donn�ees synth�etiques et sur
des donn�ees r�eelles. Nous avons montr�e que la m�ethode non lin�eaire fournit les r�esultats
les plus stables. Il faut noter que les solutions alg�ebriques peuvent être utilis�ees comme
solution initiale du processus non lin�eaire. Ainsi, on se passe du probl�eme du minimum
local que l'on peut rencontrer en initialisant la m�ethode non lin�eaire avec une solution
al�eatoire. De plus, la convergence deviendrait plus rapide. Nous avons �egalement vu que la
nouvelle formulation (MY =M 0Y B) fournit des r�esultats plus pr�ecis que la formulation
classique (AX = XB).

La derni�ere partie de ce chapitre a �et�e consacr�ee au calibrage robot-environnement
(AX = ZB). Ce calibrage est plus g�en�eral que le calibrage cam�era-pince (AX = XB).
Nous avons pr�esent�e la m�ethode lin�eaire propos�e par Zhuang [ZRS94]. Cette m�ethode
estime les rotations et les translations en deux �etapes successives. Nous avons propos�e
une alternative qui consiste �a estimer simultan�ement les rotations et les translations.
Nous avons �egalement e�ectu�e une comparaison entre ces deux m�ethodes. Nous avons
montr�e que la m�ethode non lin�eaire est plus pr�ecise que la m�ethode lin�eaire.
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Chapitre 3

Autocalibrage Capteur/Robot

Nous nous posons, dans ce chapitre, le probl�eme suivant : �etant donn�e une reconstruc-
tion projective d'une sc�ene inconnue, obtenue �a partir d'une cam�era non calibr�ee et mont�ee
sur un robot, comment calculer la transformation qui, appliqu�ee �a cette reconstruction,
donnerait une reconstruction euclidienne. Plus pr�ecis�ement, nous proposons une m�ethode
qui permet d'obtenir (i) la structure euclidienne d'une sc�ene �a partir d'une reconstruction
projective de cette sc�ene, (ii) les param�etres intrins�eques de la cam�era utilis�ee et (iii) la
relation g�eom�etrique cam�era-pince. Nous montrerons que ce probl�eme est �equivalent �a la
r�esolution d'un syst�eme d'�equations matricielles. Nous pr�esenterons les conditions n�eces-
saires que doivent v�eri�er les d�eplacements du robot pour que la solution soit unique.
Nous montrerons qu'il s'agit d'une g�en�eralisation du probl�eme de calibrage cam�era-pince
trait�e dans le deuxi�eme chapitre.

3.1 Introduction

L'une des tâches majeures de la vision par ordinateur est la reconstruction euclidienne
de la structure d'une sc�ene �a l'aide d'une cam�era mobile. Deux approches sont envisa-
geables : la premi�ere utilise une cam�era calibr�ee, la seconde utilise une cam�era non calibr�ee
pour constituer une reconstruction projective qui est transform�ee en une structure eucli-
dienne. Avec la premi�ere approche, la qualit�e de le reconstruction d�epend de la qualit�e
du calibrage de la cam�era et de l'hypoth�ese de l'invariance des param�etres de calibrage.
Cependant, même si l'on dispose des techniques num�eriques qui permettent d'obtenir un
calibrage de bonne qualit�e, le probl�eme de la d�erive temporelle des param�etres subsiste.
Avec la seconde approche, la notion d'autocalibrage est introduite : l'id�ee est d'utiliser les
points observ�es eux-mêmes pour constituer le rep�ere dans lequel on positionne la sc�ene.
Le calibrage de la cam�era est alors e�ectu�e simultan�ement avec la reconstruction, et on
�evite ainsi les probl�emes li�es �a la d�erive des param�etres. Cependant, si le probl�eme de la
reconstruction projective est r�esolu il n'en est pas de même pour le probl�eme du passage
du projectif �a l'euclidien. Des implantations num�eriques peuvent être trouv�ees �a partir
des travaux th�eoriques de Maybank & Faugeras [MF92]. Ces implantations fournissent
des r�esultats qui sont partiellement satisfaisants [FLM92].

Dans la suite, nous supposons que la cam�era est rigidement li�ee �a la pince du robot.

77
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Nous ne connaissons ni les param�etres de la cam�era ni la relation cam�era-pince. Dans
le pass�e, le probl�eme du calibrage cam�era-pince a �et�e associ�e au probl�eme d'estimation
des param�etres extrins�eques d'une cam�era [TL89] [HD95]. Dans [HDBM94], les auteurs
ont propos�e une m�ethode de calibrage cam�era-pince en conjonction avec la reconstruction
euclidienne. Ici, nous proposons une m�ethode de calibrage bas�ee sur une reconstruction
projective. Cette m�ethode estime simultan�ement :

1. Le passage d'une structure projective �a une structure euclidienne.

2. Les param�etres intrins�eques de la cam�era.

3. La transformation cam�era-pince.

3.2 Pr�eliminaires

3.2.1 Calibrage des cam�eras

Nous consid�erons le probl�eme du calibrage de la cam�era et supposons que la cam�era
est d�ecrite par le mod�ele st�enop�e. Dans le domaine de la vision par ordinateur, la pr�ecision
de ce mod�ele est g�en�eralement su�sante. De plus, la transformation e�ectu�ee est alors
une projection perspective pure, qui appartient aux transformations projectives de IP 3

dans IP 2 (IP k d�enote l'espace projectif de dimension k). Le calibrage d'une telle cam�era
consiste �a calculer la relation qui lie les coordonn�ees tridimensionnelles d'un point aux
coordonn�ees bidimensionnelles de son image. Cette relation est donn�ee par une matrice
M de dimension 3�4. Nous avons :

p = � MP (3.1)

o�u p = (u v w)T est un point image et P = (x y z s)T un point 3D dont les coordonn�ees
euclidiennes sont x=s, y=s et z=s. � est un facteur d'�echelle.

La matrice M peut être d�etermin�ee par un processus lin�eaire [FT87] [Fau93] pourvu
qu'on ait, au moins, 6 correspondances point 3D/point 2D. Cette matrice a la forme
suivante :

M =

264 �u ��u cot � uc
0 �v sin � vc
0 0 1

375
| {z }

C

�
R|{z}
3�3

t|{z}
3�1

�
(3.2)

La matrice C regroupe les 5 param�etres intrins�eques de la cam�era. La deuxi�eme ma-
trice est la transformation rigide entre le rep�ere de la cam�era et le rep�ere de la sc�ene (6
param�etres ind�ependants). Une fois M estim�ee, l'extraction des param�etres intrins�eques
et extrins�eques sera possible. Notons qu'il existe de nombreuses m�ethodes qui permettent
d'obtenir uniquement les param�etres intrins�eques [CLA93] [BMZ92].
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3.2.2 Reconstruction 3D

La reconstruction 3D vise �a d�eterminer la structure 3D de la sc�ene observ�ee. Les �etapes
suivantes sont n�ecessaires pour obtenir une telle reconstruction :

1. Une s�equence d'images (au moins deux) d'une sc�ene rigide est prise �a l'aide d'une
cam�era.

2. Des points d'int�erêt sont extraits et mis en correspondance dans la s�equence.

3. Cinq points non 4 �a 4 coplanaires sont choisis comme base pour un rep�ere relatif
et se voient donc a�ecter des coordonn�ees. Ces derni�eres peuvent être euclidiennes,
a�nes ou projectives.

4. L'ensemble des observations (coordonn�ees images) est traduit en un syst�eme d'�equa-
tions non lin�eaires dont la r�esolution donne directement la structure tridimension-
nelle de la sc�ene (euclidienne, a�ne ou projective) et les matrices de projection.

Consid�erons une cam�era mobile observant une sc�ene rigide comprenant k points. No-
tons les points Pj , j 2 f1; : : : ; kg. Consid�erons �egalement n positions de cette cam�era. Les
images correspondant �a ces positions sont index�ees par i, i 2 f1; : : : ; ng. Par cons�equent,
l'�equation (3.2) se r�e�ecrit :

pij = �ij MiPj; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; k (3.3)

Le syst�eme (3.3) tel qu'il est pos�e, sans contrainte additionnelle, n'admet pas de solu-
tion unique. En e�et, si Mi et Pj sont solutions du syst�eme, il en est de même pour MiW
et W�1Pj o�u W est une matrice 4�4 inversible quelconque. On a :

pij = �ij MiWW�1Pj

Par cons�equent, pour assurer l'unicit�e de la solution, une base quelconque peut être
choisie dans l'espace projectif IP 3, ce qui revient �a choisir 5 points ind�ependants (non
quatre �a quatre coplanaires) pour d�e�nir une telle base. Il est �a noter que le type de
reconstruction d�epend des coordonn�ees des 5 points utilis�es comme base. Par exemple
quand ces coordonn�ees sont euclidiennes, la reconstruction le sera aussi.

A�n d'�eviter toute confusion, Sj d�enote un point de l'espace projectif IP 3, Pj un point
de l'espace euclidien 3D. Ni d�enote une matrice qui projette les points de l'espace projectif
3D dans l'espace projectif de l'image, Mi la matrice qui projette les points de l'espace
euclidien 3D dans l'espace projectif de l'image. L'�equation (3.3) peut être �ecrite sous une
autre forme plus utilis�ee dans la litt�erature :

uij
wij

=
n
(i)
11xj + n

(i)
12yj + n

(i)
13zj + n

(i)
14sj

n
(i)
31xj + n

(i)
32yj + n

(i)
33zj + n

(i)
34sj

vij
wij

=
n
(i)
21xj + n

(i)
22yj + n

(i)
23zj + n

(i)
24sj

n
(i)
31xj + n

(i)
32yj + n

(i)
33zj + n

(i)
34sj
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Comme nous avons k points et n images, ceci nous donne un total de 2 � k � n
�equations. Nous avons 11� n inconnues pour les matrices de projection et 3� k pour les
points de l'espace. D�es que le nombre d'�equations est plus grand ou �egal que celui des
inconnues, le syst�eme (3.3) peut être r�esolu en th�eorie.

Le probl�eme d�ecrit par les �equations ci-dessus peut être formul�e comme un probl�eme
d'estimation de param�etres [Bou94]. Nous avons �a estimer un ensemble des param�etres, ici
les Ni et les Si, �a partir des mesures non exactes, ici les coordonn�ees images. L'estimation
du maximum de vraisemblance des param�etres est obtenue en minimisant la fonction
d'erreur suivante :

f(N1; : : :Ni; : : :Nn; S1; : : :Sj; : : :Sk) =

X
ij

0B@
0@uij
wij

� n
(i)
11xj + n

(i)
12yj + n

(i)
13zj + n

(i)
14sj

n
(i)
31xj + n

(i)
32yj + n

(i)
33zj + n

(i)
34sj

1A2

+

0@ vij
wij

� n
(i)
21xj + n

(i)
22yj + n

(i)
23zj + n

(i)
24sj

n
(i)
31xj + n

(i)
32yj + n

(i)
33zj + n

(i)
34sj

1A2
1CA

De nombreuses m�ethodes existent pour r�esoudre ce type de probl�eme qui n'est autre
que la r�esolution d'un syst�eme d'�equations non lin�eaires au sens des moindres carr�es.
L'algorithme de Levenberg-Marquardt pourrait être utilis�e pour ce cas [BMV93] [Bou94]
[MBB94] [Har94b] [Har94a] [Fau92].

3.3 Formulation du probl�eme

Consid�erons une cam�era mont�ee sur l'organe terminal d'un robot (pince). La pince
est dot�ee d'un rep�ere euclidien dont l'orientation et la position par rapport �a la base du
robot sont donn�ees par le mod�ele cin�ematique direct du robot. Supposons que la liaison
cam�era-pince est une liaison rigide. Soit X = (R t) la transformation rigide entre le rep�ere
cam�era et le rep�ere pince. Les param�etres de X sont les param�etres associ�es au probl�eme
du calibrage cam�era-pince. Si nous combinons X avec les param�etres intrins�eques de la
cam�era donn�ees par la matrice C, nous obtenons la matrice projective suivante :

M = CX (3.4)

Il est �a noter que la matrice M regroupe le probl�eme du calibrage de la cam�era (pa-
ram�etres intrins�eques) et le probl�eme du calibrage cam�era-pince. Cette matrice ne peut
pas être estim�ee directement. Dans la suite, nous montrerons comment on peut l'estimer
d'une mani�ere indirecte.

Supposons maintenant que le syst�eme cam�era-pince a r�ealis�e une s�equence de d�epla-
cements rigides et que la matrice C n'a pas vari�e pendant ces d�eplacements. Comme la
cam�era observe une sc�ene 3D, on en obtient une s�equence d'images. Nous pouvons y �etablir
la mise en correspondance des indices 2D. Ainsi, nous pouvons e�ectuer une reconstruc-
tion projective de la sc�ene 3D grâce �a la m�ethode pr�esent�ee dans la section pr�ec�edente.
Nous associons un rep�ere projectif �a la sc�ene 3D. Soit Sj un point de cette sc�ene exprim�e
dans ce rep�ere projectif et Ni la matrice de projection entre ce rep�ere et le rep�ere associ�e
�a la i�eme image (voir Figure 3.1).

Soit Yi une matrice 4�4 inversible associ�ee �a la transformation entre le rep�ere projectif
de la sc�ene et le rep�ere euclidien de la pince (dans son i�eme position). Par cons�equent, la
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M

M

B
1i

Y

Y

N 1

1

N i

i

Camera
Camera

Repere pince
(Euclidien)

Repere scene
(Projective)

Deplacement de
la pince

Position 1 Position i

Points de
la scene

Fig. 3.1 - Une cam�era mont�ee sur la pince d'un robot. Si la pince e�ectue un d�eplace-
ment rigide, il en est de même pour la cam�era. La sc�ene observ�ee par cette cam�era est
mat�erialis�ee par un ensemble de points. Les seuls param�etres connus sont les coordonn�ees
images et les d�eplacements de la pince.
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matriceM peut être �ecrite comme le produit de deux transformations projectives :

M �= N1Y1
�= : : :
�= NiYi (3.5)
�= : : :
�= NnYn

o�u �= indique que ces �equations sont d�e�nies �a un facteur multiplicatif pr�es.
Soit B1i le d�eplacement e�ectu�e par la pince du robot entre la premi�ere position -1-

et une autre position quelconque -i. A partir de la Figure 3.1, on peut �ecrire :

Yi �= Y1B
�1
1i

En rempla�cant l'expression de Yi dans l'�equation (3.5), nous obtenons un ensemble de
n� 1 �equations matricielles : 8>><>>:

N1Y1B12 = �2N2Y1
...

N1Y1B1n = �nNnY1

(3.6)

Dans ce syst�eme, les inconnues sont les scalaires �2, : : : , �n et la matrice Y1 de dimen-
sion 4�4 qui repr�esente la relation entre la structure projective de la sc�ene et la structure
euclidienne de cette sc�ene exprim�ee dans le rep�ere de la pince. En d'autres termes, la ma-
trice Y1 est une transformation projective qui fait passer d'une reconstruction projective �a
une reconstruction euclidienne. Si nous sommes capables d'estimer la matrice Y1, alors le
probl�eme du passage de la reconstruction projective �a la reconstruction euclidienne sera
r�esolu. La matrice Y1 a la forme suivante :

Y1 =

26664
y11 y12 y13 y14
y21 y22 y23 y24
y31 y32 y33 y34
y41 y42 y43 y44

37775
Chaque �equation matricielle du syst�eme (3.6) fournit 12 contraintes. Les inconnues

�2, : : : , �n peuvent être �elimin�ees en divisant, par exemple, les 11 premi�eres contraintes
par la derni�ere. En consid�erant la premi�ere �equation matricielle et en d�esignant par V la
matrice N1Y1B12 et par T la matrice N2Y1, nous obtenons les 12 contraintes suivantes :8>><>>:

v11 = �2 t11
...

v34 = �2 t34

avec :

v11 = n
(1)
11 (b11y11 + b21y12 + b31y13) + n

(1)
12 (b11y21 + b21y22 + b31y23) +
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n
(1)
13 (b11y31 + b21y32 + b31y33) + n

(1)
14 (b11y41 + b21y42 + b31y43)

v34 = n
(1)
31 (b14y11 + b24y12 + b34y13 + y14) + n

(1)
32 (b14y21 + b24y22 + b34y23 + y24) +

n
(1)
33 (b14y31 + b24y32 + b34y33 + y34) + n

(1)
34 (b14y41 + b24y42 + b34y43 + y44)

t11 = n
(2)
11 y11 + n

(2)
12 y21 + n

(2)
13 y31 + n

(2)
14 y41

t34 = n
(2)
31 y14 + n

(2)
32 y24 + n

(2)
33 y34 + n

(2)
34 y44

Apr�es l'�elimination de �2, la premi�ere contrainte devient :

v11 t34 � v34 t11 = 0

Ainsi, le syst�eme (3.6) fournit 11�(n � 1) contraintes quadratiques en 15 inconnues
(la matrice Y1 est d�e�nie �a un facteur multiplicatif pr�es). Il en r�esulte que trois positions
du robot, au moins, sont n�ecessaires pour pouvoir r�esoudre le syst�eme (3.6). Supposons
qu'on a trouv�e la solution pour Y1. Nous obtenons imm�ediatement :

{ La structure euclidienne, en multipliant les coordonn�ees projectives par l'inverse de
Y1,

8j Pj = Y �1
1 Sj

{ Le calibrage de la cam�era, en estimant la matrice M par l'une des �egalit�es du sys-
t�eme (3.5). Une alternative peut être utilis�ee : la matriceM pourrait être estim�ee �a
partir des coordonn�ees euclidiennes des points de la sc�ene et de leur projection dans
la premi�ere image (la sc�ene est reconstruite dans le rep�ere de la pince correspondant
�a la premi�ere position).

{ Le calibrage cam�era-pince, en estimant les param�etres extrins�eques (rotation et
translation) associ�es �a la matriceM .

Il est int�eressant de noter que cette m�ethode n'est autre que la g�en�eralisation de
la formulation du calibrage cam�era-pince [TL89] [HD95] (voir chapitre 2). En e�et, si
nous disposons d'une reconstruction euclidienne de la sc�ene, alors la matrice Y1 d�ecrit
un d�eplacement rigide et les matrices Ni doivent être remplac�ees par les matrices Mi.
Dans ce cas, le syst�eme (3.6) se transforme en le syst�eme (2.11) donnant la formulation
MY =M 0Y B (voir section 2.2.3).

3.4 R�esolution du probl�eme

Comme nous l'avons mentionn�e dans la section pr�ec�edente, la solution du probl�eme
consiste �a r�esoudre un syst�eme d'�equations matricielles (le syst�eme (3.6)). Une telle �equa-
tion matricielle s'�ecrit comme suit :

N1 = �iNiY1B
�1
1i Y

�1
1
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Soit U une matrice 4�4 inversible qui appartient au sous-groupe des matrices du
groupe projectif qui commutent avec B�1

1i ou B1i. D�esignons par C(B1i) ce sous-groupe.
Nous avons :

N1 = �iNiY1B
�1
1i Y

�1
1

= �iNiY1 U U
�1 B�1

1i Y
�1
1

= �iNi (Y1U) B
�1
1i (Y1U)

�1

Par cons�equent, si Y1 est une solution, la matrice Y1 U l'est aussi et la matrice Y1 n'est
pas unique. A�n que la solution soit unique, on doit choisir des d�eplacements du robot de
telle sorte que le seul choix possible pour la matrice U soit la matrice identit�e :\

i>1

C(B1i) = fIg

3.4.1 Unicit�e de la solution

Dans cette section, nous allons �etablir la condition su�sante permettant d'obtenir le
r�esultat ci-dessus. Nous montrons que cette condition est satisfaite si l'on a, au moins,
deux d�eplacements dont les deux axes de rotation sont di��erents et qu'un d�eplacement,
au moins, doit avoir une translation non orthogonale �a son axe de rotation.

En e�et, les deux matrices U et B1i peuvent être �ecrites sous la forme suivante :

U =

"
W u
vT w

#
B1i =

"
Ri ti
0 0 0 1

#

Nous cherchons une matrice U qui v�eri�e la condition suivante :

B1iU �= UB1i

A�n d'�eliminer le facteur multiplicatif de cette �egalit�e, nous �xons le d�eterminant de
U de la fa�con suivante :

det(U) = 1

En d�eveloppant le produit matriciel, nous obtenons :

W Ri = RiW + ti v
T (3.7)

W ti + u = Ri u+ w ti (3.8)

vTRi = vT (3.9)

vT ti = 0 (3.10)

L'�equation (3.9) montre que le vecteur v doit avoir la même direction que l'axe de
rotation associ�e �a la matrice Ri. Ainsi, si la pince du robot ex�ecute deux d�eplacements
dont les deux axes de rotation sont di��erents, nous devons avoir :

v = 0
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Les �equations (3.7) et (3.8) deviennent donc :

W Ri = RiW (3.11)

(W � w I) ti = (Ri � I)u (3.12)

Soient n1, n2 et n3 les vecteurs propres de la matrice Ri. Il est bien connu que cette
matrice poss�ede les trois valeurs propres suivantes : �1 = 1, �2 = ei� et �3 = e�i�. A partir
de l'�equation (3.11), nous pouvons constater que les deux matricesW et Ri ont les mêmes
vecteurs propres mais elles peuvent avoir des valeurs propres di��erentes. En e�et, nous
avons :

Rinj = �jnj

et en utilisant l'�egalit�e (3.11), nous obtenons :

WRinj = W�jnj = �jWnj = RiWnj

Par cons�equent, Wnj = �jnj avec j = 1; 2; 3. Notons que les valeurs propres de la
matrice W , �1, �2 et �3 ne peuvent pas être nulles puisque W n'est pas singuli�ere.

Consid�erons maintenant un autre d�eplacement de la pince du robot. Rk est la matrice
de rotation associ�ee �a ce d�eplacement. Les vecteurs propres de cette matrice sont not�es
m1, m2 etm3. Soit m1 le vecteur propre donnant la direction de l'axe de rotation de Rk.
Supposons que ce vecteur a une direction di��erente de celle de n1 et qu'il n'appartient
pas au plan d�e�ni par les deux vecteurs n2 et n3. Dans ce cas, le vecteur m1 peut être
�ecrit comme une combinaison lin�eaire des vecteurs propres de Ri :

m1 =
3X

j=1

�jnj (3.13)

Nous obtenons :

W m1 =W (
3X

j=1

�jnj) =
3X

j=1

�j�jnj (3.14)

Mais W et Rk ont les mêmes vecteurs propres, il s'ensuit que :

W m1 = �1m1 = �1
3X

j=1

�jnj =
3X

j=1

�1�jnj (3.15)

En identi�ant les deux �equations (3.15) et (3.14), nous aurons :

�1 = �2 = �3 = �

Comme la matrice W a trois valeurs propres identiques, elle est n�ecessairement de la
forme :

W = �I

L'�equation (3.12) devient donc :

(� �w) ti = (Ri � I)u
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Dans cette expression, (Ri � I)u est un vecteur orthogonal �a l'axe de rotation de Ri { le
vecteur propre n1. En supposant que la translation ti n'appartient pas au plan perpen-
diculaire �a l'axe de rotation et en �eliminant la solution triviale (Ri = I et ti = 0), nous
obtenons :

u = 0

� = w

Il en r�esulte que la matrice U a la forme suivante :

U = � I

Comme le d�eterminant de U est �egal �a 1, nous obtenons la solution unique pour U :

U = I

En r�esum�e, la condition su�sante de l'unicit�e de la solution du syst�eme (3.6) est la
suivante : parmi tous les d�eplacements du robot, (i) au moins deux d�eplacements doivent
avoir des axes de rotation di��erents et (ii) au moins un d�eplacement doit avoir son vecteur
de translation non orthogonal �a son axe de rotation.

3.4.2 R�esolution : aspect pratique

La m�ethode propos�ee se r�esume de la fa�con suivante :

1. On e�ectue un certain nombre de d�eplacements du robot. Ces d�eplacements doivent
satisfaire la condition su�sante �etablie dans la section pr�ec�edente. On enregistre ces
d�eplacements qui sont obtenus grâce au mod�ele cin�ematique direct du robot.

2. On extrait les points d'int�erêt dans la s�equence d'images obtenue et on y �etablit
leur mise en correspondance.

3. On e�ectue une reconstruction projective de la sc�ene observ�ee.

4. On r�esout le syst�eme (3.6) en deux �etapes :

{ Premi�ere �etape : On utilise des valeurs approximatives pour les param�etres
intrins�eques de la cam�era et pour la transformation cam�era-pince. Ces valeurs
approximatives vont donner une estimation approximative de la matriceM qui
est donn�ee par l'�equation (3.4). Ensuite, en rempla�cant l'�equation (3.5) dans
le syst�eme (3.6), nous transformons ce dernier en un syst�eme lin�eaire en les
coe�cients de Y1.

{ Deuxi�eme �etape : On r�esout le syst�eme (3.6) en utilisant une technique de mi-
nimisation non lin�eaire. La solution lin�eaire obtenue �a la premi�ere �etape sera
utilis�ee pour initialiser la technique non lin�eaire.

5. On e�ectue le passage de la reconstruction projective de la sc�ene �a la reconstruction
euclidienne.

6. On d�etermine la matrice M et on en extrait les param�etres intrins�eques (calibrage
cam�era) et extrins�eques (calibrage cam�era-pince).
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3.4.3 Exp�erimentations

La m�ethode d�ecrite ci-dessus est test�ee sur des donn�ees r�eelles. Ainsi, nous repre-
nons les donn�ees associ�es �a la deuxi�eme exp�erience du chapitre 2. Dans cette exp�erience,
nous avons 7 positions du syst�eme cam�era-pince. La sc�ene est constitu�ee d'une mire (460
points). Par cons�equent, cet ensemble de donn�ees va permettre la comparaison de deux
m�ethodes :

1. La m�ethode hors ligne qui consiste �a (i) calibrer la cam�era �a chaque position (les pa-
ram�etres intrins�eques et extrins�eques) et �a (ii) d�eterminer la transformation cam�era-
pince �a partir des d�eplacements mesur�es (voir chapitre 2).

2. La m�ethode d'autocalibrage telle qu'elle est d�ecrite dans ce chapitre.

Les deux m�ethodes estiment une matrice de projection M (de taille 3�4). A partir
de cette matrice on doit extraire les param�etres intrins�eques et extrins�eques. Une telle
d�ecomposition pourrait être e�ectu�ee par une variante de la d�ecomposition matricielle
QR, d�enot�ee RQ [Har94b]. En e�et, la matriceM peut être �ecrite sous la forme suivante :

M =
�
CR|{z}
3�3

C t|{z}
3�1

�
(3.16)

Les matrices C et R peuvent être obtenues en d�ecomposant la sous-matrice 3�3 de
M en une matrice triangulaire haute et une matrice orthogonale. Les r�esultats du cali-
brage des param�etres intrins�eques, obtenus par les deux m�ethodes, sont donn�es par le
tableau 3.1. Pour les deux m�ethodes nous avons utilis�es la d�ecomposition RQ. Les pa-
ram�etres intrins�eques estim�es par autocalibrage ont le même ordre de grandeur que les
param�etres estim�es par la m�ethode classique (les 7 premi�eres lignes). Les r�esultats d'au-
tocalibrage report�es dans le tableau 3.1 peuvent être compar�es avec les r�esultats d'auto-
calibrage report�es par Faugeras et al. [FLM92] et par Hartley [Har94b]. Tous ces auteurs
ont remarqu�e les grandes variations de la position du centre optique (les coordonn�ees uc
et vc) aussi bien que la sensibilit�e du calibrage au bruit.

Les param�etres extrins�eques associ�es �a la matrice M de la m�ethode d'autocalibrage
fournissent la transformation cam�era-pince. La comparaison entre la solution obtenue par
la m�ethode hors ligne (AX = XB) et celle de la m�ethode d'autocalibrage donne :

Calibrage hors ligne (AX = XB) :

h
R t(m)

i
=

264 �0:9964 �0:0752 0:0398 �0:0132
0:0681 �0:9852 �0:1569 0:0642
0:0510 �0:1536 0:9868 0:0392

375
Autocalibrage :

h
R t(m)

i
=

264 �0:9974 �0:0574 0:0438 �0:0199
0:0524 �0:9927 �0:1081 0:0283
0:0497 �0:1055 0:9932 0:0831

375
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�u �v �u=�v ��u cot � uc vc

Position 1 -2084 1417 -1.4707 5 256 221
Position 2 -2055 1397 -1.4710 -3 257 223
Position 3 -2081 1415 -1.4706 0.6 265 230
Position 4 -2083 1416 -1.4710 0.45 261 213
Position 5 -2094 1422 -1.4726 3.3 270 222
Position 6 -2054 1426 -1.4404 2.1 260 217
Position 7 -2051 1420 -1.4444 2 251 230

Initialisation -1700 1000 -1.7 0 256 256
Autocalibrage -1879 1310 -1.4343 46 278 199

Tab. 3.1 - Ce tableau r�esume les r�esultats du calibrage de la cam�era. Les r�esultats obtenus
par la m�ethode hors ligne sont donn�es par les 7 premi�eres lignes. Les r�esultats obtenus
par la m�ethode d'autocalibrage sont donn�es par la derni�ere ligne

Nous constatons que les deux m�ethodes fournissent le même r�esultat pour la matrice
de rotation. En revanche, les deux m�ethodes fournissent deux vecteurs de translation qui
sont di��erents (en particulier, les deux composantes ty et tz). Cette di��erence est de
l'ordre de 4cm. Ce comportement pourrait être expliqu�e par le fait que les d�eplacements
du robot sont moins pr�ecis en translation qu'en rotation.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons propos�e une nouvelle approche permettant le passage
d'une reconstruction projective �a une reconstruction euclidienne.Nous avons montr�e que le
calcul de ce passage permet �egalement l'autocalibrage de la cam�era et du syst�eme cam�era-
pince. Ce passage est d�ecrit par une matrice inversible de taille 4�4 qui repr�esente une
collin�eation de l'espace. Nous avons montr�e comment on peut utiliser les d�eplacements
rigides de la pince du robot pour les traduire en contraintes sur les param�etres de la
collin�eation cherch�ee ; le probl�eme devient alors un probl�eme d'optimisation non lin�eaire
r�esolu au sens des moindres carr�es. Nous avons �egalement �etabli la condition n�ecessaire
pour que la solution soit unique.

Les r�esultats exp�erimentaux valident l'approche propos�ee. La manque de pr�ecision sur
l'estimation de la translation cam�era-pince peut être lev�ee par l'utilisation d'un robot
assez pr�ecis.

Dans un calibrage classique, les informations euclidiennes sont donn�ees non seulement
par les d�eplacements du robot mais �egalement par le mod�ele 3D d'une mire observ�ee.
Dans l'approche d'autocalibrage, ces informations sont uniquement fournies par les d�e-
placements du robot. Ces d�eplacements sont moins pr�ecis que les mesures 3D a priori
d'une mire de calibrage.



Chapitre 4

Localisation Cam�era/Objet

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur le probl�eme de la d�etermination de la
position et l'orientation d'un objet par rapport �a une cam�era �a partir de mesures images.
Ce probl�eme est �equivalent au probl�eme de la d�etermination des param�etres extrins�eques
d'une cam�era lorsque les param�etres intrins�eques sont connus. Nous pr�esentons la m�ethode
lin�eaire it�erative, propos�ee par DeMenthon [DD95], qui utilise la projection perspective
faible. Ensuite, nous allons montrer comment on peut utiliser cette m�ethode dans le cas
des correspondances de droites. Ensuite, nous proposons une nouvelle m�ethode lin�eaire
it�erative bas�ee sur la projection para-perspective. Nous allons montrer que les propri�et�es
de convergence associ�ees �a cette m�ethode sont meilleures que celles de la m�ethode de
DeMenthon. Ensuite, nous proposons une m�ethode non lin�eaire permettant le calcul de la
pose. Nous proposons �egalement une m�ethode simple pour tenir compte des contraintes
d'orthogonalit�e de la matrice de rotation lorsque la sc�ene est non coplanaire (pour les deux
m�ethodes lin�eaires it�eratives). En�n, les trois m�ethodes de localisation sont compar�ees
dans les mêmes conditions : positions de l'objet, bruit d'image et bruit sur les param�etres
de la cam�era. En�n, nous pr�esentons quelques r�esultats exp�erimentaux qui visent �a valider
les m�ethodes de localisation propos�ees.

4.1 Introduction

En robotique et en vision, la d�etermination des position et orientation relatives entre
une cam�era et un objet est un probl�eme central. Elle a suscit�e de nombreux travaux de
recherche, du fait que les applications sont nombreuses et importantes, pour le calibrage,
l'asservissement visuel, l'analyse d'images a�eriennes, la cartographie, la poursuite et la
reconnaissance d'objets. Ce probl�eme peut être formul�e de la mani�ere suivante : �etant
donn�e un ensemble de primitives 3D d�ecrites dans un r�ef�erentiel objet et leurs projections
2D d�ecrites dans un r�ef�erentiel cam�era et connaissant les param�etres de la cam�era, il
faut alors d�eterminer la transformation rigide (rotation et translation) entre le r�ef�erentiel
objet et le r�ef�erentiel cam�era. La connaissance de cette transformation permet de relier les
mesures images avec la structure de la sc�ene observ�ee. Notons qu'il existe des m�ethodes
de localisation qui ne n�ecessitent pas l'extraction explicite des donn�ees 2D [Rob94], ni la
mise en correspondance [SHK93]. Il est �a noter que le probl�eme de calibrage d'une cam�era
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consiste �a estimer deux sortes de param�etres :

1. les param�etres intrins�eques qui d�ependent uniquement de la structure physique de
la cam�era et du convertisseur analogique/num�erique,

2. les param�etres extrins�eques qui d�ependent uniquement de la position de la cam�era
dans son environnement.

Ces deux types de param�etres peuvent être d�etermin�es, soit simultan�ement, soit ind�e-
pendamment [FT87] [Tsa87b] [LT87] [CLA93] [PS90].

Nous nous int�eressons ici �a l'estimation des param�etres extrins�eques. Les solutions
propos�ees pour r�esoudre ce probl�eme peuvent se classer en plusieurs cat�egories en fonction
de :

{ la nature des primitives utilis�ees (points, droites, coniques, : : : ) ;

{ le mod�ele de la cam�era (perspectif/a�ne, avec ou sans distorsions) ;

{ la nature de la solution (analytique ou num�erique).

Les solutions analytiques ne sont pas n�ecessairement robustes. Les m�ethodes bas�ees
sur l'optimisation non lin�eaire peuvent utiliser un plus grand nombre de primitives que les
m�ethodes analytiques, et tendent �a être plus robustes puisque la redondance va att�enuer
l'e�et du bruit de l'image sur le calcul de la pose. Toutefois, ces m�ethodes num�eriques
sou�rent de deux inconv�enients : i) la n�ecessit�e de connâ�tre une solution initiale proche
de la solution cherch�ee et ii) l'importance du temps de calcul n�ecessaire �a la convergence
vers la solution optimale puisqu'il y a inversion d'une matrice �a chaque pas d'it�eration. Ce
dernier inconv�enient, �a lui seul, rend tr�es di�cile voire impossible l'utilisation de ces m�e-
thodes dans des applications exigeant le calcul de la pose en temps r�eel (asservissement
visuel, poursuite d'objets, traqueurs optiques utilis�es dans la r�ealit�e virtuelle). Comme
les m�ethodes non lin�eaires it�eratives sont mal adapt�ees aux applications temps r�eel et
que des minima locaux peuvent être trouv�es par ces m�ethodes, il s'av�ere tr�es int�eressant
de disposer d'une m�ethode qui ne n�ecessite pas d'initialisation et qui est robuste et ra-
pide. Une telle approche a �et�e propos�ee par DeMenthon et al. [DeM93] [DD92] [DD95].
Cette approche s'appuie sur des techniques de l'alg�ebre lin�eaire et est it�erative comme
les m�ethodes num�eriques. Elle ne n�ecessite pas d'inversions de matrice dans le processus
it�eratif.
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4.2 Etat de l'art

Haralick et al. [HJL+89] ont pr�esent�e une dissertation qui regroupe 80 solutions di��e-
rentes propos�ees dans la photogramm�etrie.

On peut classer ces solutions en 2 cat�egories :

1. Solutions analytiques.

Les chercheurs ont propos�e des solutions analytiques lorsque le nombre des primitives
est assez r�eduit (3 �a 6) dans des con�gurations coplanaires ou non coplanaires [FB81]
[SK89] [HCLL89] [DRLR89]. [FB81] et [WMSM91] ont montr�e que pour trois points
il peut y avoir jusqu'�a 4 solutions. Des solutions existent �egalement pour 4 points
coplanaires [HYH85] ou pour 4 points non coplanaires [HCLL89] [HN91].

2. Solutions num�eriques. Lorsque le nombre de points de correspondances est grand,
les solutions analytiques ne sont plus e�caces, car on doit r�esoudre un syst�eme
d'�equations non lin�eaires o�u le nombre d'�equations est grand par rapport au nombre
d'inconnues. Dans ce cas, des solutions num�eriques sont n�ecessaires. Nous allons dis-
cuter de quelques solutions propos�ees.

Yuan [Yua89] a propos�e de s�eparer la rotation de la translation et concentr�e ses
e�orts sur la d�etermination de la rotation . Les six contraintes d'orthonormalit�e de
la matrice de rotation fournissent 6 contraintes quadratiques. La solution commune
�a ces 6 contraintes est trouv�ee par la m�ethode de Newton (descente de gradient).
Lowe [Low87] a �egalement utilis�e la m�ethode de Newton. La fonction d'erreur �a
minimiser est la somme des distances au carr�e entre chaque projection d'un point
(d'une droite) de l'objet et son �equivalent dans l'image. Liu et al. [LHF90] ont exa-
min�e une m�ethode it�erative, la rotation �etant repr�esent�ee par les angles d'Euler.
D'abord, ils constatent que si l'on met en correspondance des droites et non pas
des points, la rotation est s�epar�ee de la translation et qu'une fois qu'on a d�eter-
min�e la rotation, la d�etermination de la translation devient un probl�eme lin�eaire.
Cependant, les auteurs constatent que leur m�ethode marche bien lorsque les angles
de la rotation sont inf�erieurs �a 300. Dhome et al. [DYL93] ont utilis�e une technique
it�erative pour d�eterminer les orientations externes (par rapport �a la cam�era) et les
orientations internes entre les composants rigides constituant un robot articul�e �a
partir des correspondances droites/droites. Les param�etres des translations sont d�e-
termin�es par un syst�eme lin�eaire. Phong et al. [PHYP95] ont pr�esent�e le d�eplacement
cam�era/objet par un quaternion dual. Ils ont �ecrit la fonction d'erreur en fonction
de ce quaternion aussi bien pour des correspondances points/points que pour des
correspondances droites/droites. La solution optimale pour ce quaternion est obte-
nue en minimisant la fonction d'erreur par la m�ethode de r�egion de con�ance. Cette
derni�ere technique est la moins sensible aux probl�emes dûs �a l'initialisation. Zhang
et al. [ZBC94] ont propos�e une m�ethode it�erative qui d�etermine la nouvelle position
de la cam�era correspondant �a une nouvelle image. La solution initiale n'est autre
que la position de la cam�era correspondant �a l'image initiale. Ils repr�esentent la
rotation par les angles de Roulis-Tangage-Lacet et appliquent leur m�ethode �a des
images a�eriennes.
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4.3 Formulation
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Fig. 4.1 - Le mod�ele st�enop�e pour une cam�era.

Sur la Figure 4.1, nous repr�esentons le mod�ele classique d'une cam�era (st�enop�e) avec
son centre de projection C, son plan d'image �a la distance focale de C, ses axes de rep�ere
Cx et Cy pointent dans la direction des lignes et colonnes du capteur de la cam�era. Nous
supposons que le plan d'image est toujours plac�e entre l'objet et le centre de projection.
L'axe optique de la cam�era est confondu avec l'axe Cz. Les vecteurs unitaires de ces trois
axes sont appel�es i, j et k.

On consid�ere un objet situ�e dans le champ visuel de la cam�era. Cet objet comprend
n + 1 points caract�eristiques (P0; P1; : : : ; Pn). Soit Pi un point de cet objet dont les co-
ordonn�ees (Xi, Yi, Zi) sont exprim�ees dans un rep�ere attach�e �a cet objet. L'origine de
ce rep�ere est d�esign�e par le point P0. Le point objet Pi se projette sur le plan image en
un point pi ayant les coordonn�ees cam�era (normalis�ees) xi et yi. On a (Pi repr�esente le

vecteur ~P0Pi) :

xi =
i �Pi + tx
k �Pi + tz

(4.1)
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yi =
j �Pi + ty
k �Pi + tz

(4.2)

Ces �equations d�ecrivent le mod�ele perspectif de la cam�era o�u la transformation rigide
entre le rep�ere de la cam�era et celui de l'objet est donn�ee par :

T =

266664
iT tx
jT ty
kT tz
0 0 0 1

377775
=

"
R t

0 0 0 1

#

La relation entre les coordonn�ees cam�era et les coordonn�ees images peut être obtenue
en utilisant les param�etres intrins�eques de la cam�era :

ui = �uxi + uc (4.3)

vi = �vyi + vc (4.4)

Dans ces �equations, �u et �v repr�esentent la distance focale de la cam�era exprim�ee
en pixels verticales et en pixels horizontales respectivement ; uc et vc repr�esentent les
coordonn�ees images de l'intersection de l'axe optique avec le plan image.

Nous divisons le num�erateur et le d�enominateur des �equations (4.1) et (4.2) par tz et
nous introduisons les notations suivantes :

{ I = i=tz est la premi�ere ligne de la matrice de rotation divis�ee par la composante
sur l'axe optique du vecteur de translation ;

{ J = j=tz est la deuxi�eme ligne de la matrice de rotation divis�ee par la composante
sur l'axe optique du vecteur de translation ;

{ x0 = tx=tz et y0 = ty=tz sont les coordonn�ees cam�era du point p0 qui est la projection
de P0 { l'origine du rep�ere objet ;

{ �i = k �Pi=tz.

Avec ces notations, Les �equations (4.1) et (4.2) deviennent :

xi =
I �Pi + x0
1 + �i

(4.5)

yi =
J �Pi + y0
1 + �i

(4.6)



94 Localisation Cam�era/Objet

4.4 Pose �a partir d'une projection perspective faible

4.4.1 D�e�nition et �equations fondamentales
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Fig. 4.2 - Projection perspective faible.

La projection perspective faible est une approximation de la projection perspective.
On l'appelle aussi projection orthographique �a l'�echelle. Elle permet d'�etablir un mod�ele
a�ne pour la cam�era. Ce mod�ele est essentiellement utilisable dans le cas d'objets plans
positionn�es parall�element au plan image. Elle suppose que les points de l'objet appartien-
nent au même plan parall�ele au plan de l'image et passant par un point donn�e appel�e
point de r�ef�erence.

Dans ce mod�ele, les projections de points sont obtenues de la mani�ere suivante (
voir Figure 4.2) : on construit un plan parall�ele au plan image et passant par le point
de r�ef�erence P0, les points subissent d'abord une projection orthographique sur ce plan
selon la direction de l'axe optique. Ensuite, ces points, devenus coplanaires, subissent une
projection perspective sur le plan image. Sur cette �gure sont illustr�ees les projections
perspective et perspective faible du point Pi, not�ees pi et p

f
i respectivement.

Ainsi, si la taille de la sc�ene est relativement petite par rapport �a la distance entre
la cam�era et la sc�ene la projection perspective faible serait une bonne approximation de
la projection perspective. Notons que la profondeur du point de r�ef�erence P0 d�etermine
l'�echelle de ce type de projection puisque cette �echelle est �egale �a f=tz (f repr�esente la
distance focale de la cam�era).

L'approximation d'une projection perspective par une projection perspective faible est
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une approximation d'ordre z�ero :

1

1 + �i
� 1 8i; i 2 f1 : : : ng

En injectant cette �egalit�e dans les �equations (4.5) et (4.6), nous obtenons :

xfi = I �Pi + x0

yfi = J �Pi + y0

o�u xfi et yfi repr�esentent les coordonn�ees de la projection perspective faible du point Pi.
Ainsi, les coordonn�ees xfi et y

f
i ne sont que les num�erateurs des fractions donn�ees par les

�equations (4.5) et (4.6). Il en r�esulte que la relation entre les coordonn�ees de la projection
perspective faible et celles de la projection perspective sera donn�ee par :

xfi = xi (1 + �i) (4.7)

yfi = yi (1 + �i) (4.8)

On peut �egalement retrouver ces deux �equations en calculant les coordonn�ees du point
pfi �a partir de la Figure 4.2. Pour ce faire, on utilise les propri�et�es g�eom�etriques des
triangles semblables pr�esents dans cette �gure et le fait que �i = k �Pi=tz.

On pourrait r�e�ecrire les �equations de la projection perspective (4.5) et (4.6) de la
mani�ere suivante :

Pi � I = xi (1 + �i)� x0 (4.9)

= xfi � x0

Pi � J = yi (1 + �i)� y0 (4.10)

= yfi � y0

On peut �ecrire sous forme matricielle les �equations (4.9) et (4.10) pour chaque point
Pi, avec i allant de 1 �a n :

P|{z}
n�3

I|{z}
3�1

= x|{z}
n�1

(4.11)

P|{z}
n�3

J|{z}
3�1

= y|{z}
n�1

(4.12)

avec :

{ P est une matrice de dimension n � 3 et form�ee par les coordonn�ees 3D des n
vecteurs P1 : : : Pn. Comme P0 est l'origine du rep�ere de l'objet, cette matrice peut
être �ecrite sous la forme suivante :

P =

2664
X1 Y1 Z1
...

...
...

Xn Yn Zn

3775
o�u Xi, Yi et Zi repr�esentent les coordonn�ees 3D du point Pi.
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{ x et y sont donn�es par :

x =

2664
x1 (1 + �1)� x0

...
xn (1 + �n)� x0

3775 ; y =

2664
y1 (1 + �1)� y0

...
yn (1 + �n)� y0

3775
4.4.2 Pose par approximations successives

L'id�ee de base propos�ee par DeMenthon [DD95] est que si des valeurs sont donn�ees
pour les termes �i (cela suppose que les projections perspectives faibles des points objets
sont connues), les �equations (4.11) et (4.12) fournissent alors deux syst�emes d'�equations
lin�eaires dans lesquels les seules inconnues sont respectivement les coordonn�ees de I et J.

Une fois ces deux vecteurs calcul�es, on peut facilement en d�eduire la pose. Cependant,
la connaissance exacte des �i suppose que la pose est connue ce qui n'est pas vrai en
r�ealit�e d'o�u l'approche heuristique qui consiste �a initialiser les �i par des valeurs quel-
conques pour d�eterminer une approximation de la pose. Une fois cette pose d�etermin�ee,
des valeurs g�en�eralement plus exactes peuvent être calcul�ees pour les �i. Ces nouvelles
valeurs des �i vont mettre �a jour les seconds termes des �equations (4.11) et (4.12). Si
aucune pose approximative n'est disponible, on pourrait poser au d�epart �i = 0. Dans ce
cas, l'algorithme de pose commence par calculer la pose en supposant que les projections
perspectives faibles sont confondues avec les points images. Cette pose est it�erativement
am�elior�ee de la fa�con suivante :

1. Pour chaque i, i 2 f1 : : : ng, n � 3, �i = 0.

2. R�esoudre les deux syst�emes lin�eaires surcontraints (4.11) et (4.12). La solution pour
les deux vecteurs I et J est donn�ee par :

I = (P TP )�1P T x

J = (P TP )�1P T y

3. Calculer la rotation et la translation entre le rep�ere de l'objet et celui de la cam�era :

tz =
1

2

 
1

kIk +
1

kJk

!
tx = x0 tz

ty = y0 tz

i =
I

kIk
j =

J

kJk
k = i� j

4. Pour chaque i, calculer :

�i =
k �Pi

tz
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P 0

Fig. 4.3 - Illustration du processus it�eratif associ�e �a l'algorithme de pose bas�e sur la
projection perspective faible.

Si les �i calcul�es �a cette it�eration sont �egaux �a ceux calcul�es �a l'it�eration pr�ec�edente,
alors arrêter la proc�edure, sinon aller �a l'�etape 2.

Il est �a noter que la matrice pseudo-inverse de P, utilis�ee dans l'�etape 2, est calcul�ee
une fois pour toutes. Cet algorithme it�eratif peut être d�ecrit de mani�ere g�eom�etrique (voir
Figure 4.3) :

1. Confondre les projections perspectives faibles des points Pi avec les points images
pi. Pour chaque i, i 2 f1 : : : ng, pfi = pi.

2. Calculer une pose approch�ee de l'objet en supposant que les points Pi se projettent
aux points images pfi par une projection perspective faible.

3. D�eplacer les points de l'objet �a partir de leurs positions correspondant �a la pose ap-
proch�ee calcul�ee �a l'�etape 2 pour les placer sur les lignes de vue associ�ees aux images
pi tout en les laissant �a la même profondeur (cela correspond �a une d�eformation de
l'objet).

Trouver un autre ensemble de points images pfi de ces points d�eplac�es en utilisant
une projection perspective faible associ�ee �a la pose calcul�ee �a l'�etape 2.

4. Si ces points pfi sont �a la même position que les points �a l'it�eration pr�ec�edente,
arrêter la proc�edure. Sinon aller �a l'�etape 2.

Notons que dans le rep�ere de la cam�era les lignes de vue, associ�es aux points images pi

sont invariants puisque les param�etres intrins�eques de la cam�era et ces points images sont
des constantes. La mise �a jour des �i dans les deux syst�emes lin�eaires (4.11) et (4.12) est
�equivalente �a l'�etape 3 de la description g�eom�etrique. A chaque it�eration, ce d�eplacement
est n�ecessaire puisque l'approximation perspective faible d�eplacent les points objets en
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dehors de leur ligne de vue. Il s'e�ectue perpendiculairement �a l'axe optique pour ne pas
changer la valeur de �i correspondant �a la pose calcul�ee.

4.4.3 Extension de l'algorithme au cas de droites

Plan image

i

j
k

p0

X
Y

Z

P0

t

Repere objet

Repere camera

W i

D i

δ i

Plan d’interpretation

Vi

C

N i

Fig. 4.4 - Pose �a partir des correspondances de droites.

Nous venons de pr�esenter comment on peut estimer it�erativement la pose d'un objet �a
partir des correspondances points/points. L'algorithme it�eratif est bas�e sur l'approxima-
tion de la projection perspective par une projection perspective faible. Ici, nous proposons
une approche similaire qui, �a partir de l'image de droites, va d�eterminer la pose de l'objet
correspondant au mod�ele perspectif de la cam�era. L'avantage majeur de l'utilisation des
droites r�eside dans le fait que l'extraction des position et orientation des segments de
droites dans l'image est plus pr�ecise que l'extraction de leurs extr�emit�es. Pour ce faire,
consid�erons l'image de n droites de l'objet dont on veut d�eterminer la pose. On consid�ere
�egalement l'image d'un point de l'objet consid�er�e comme l'origine du rep�ere attach�e �a
l'objet (voir Figure 4.4).

La projection perspective, not�ee �i, de la droite objet Di est obtenue par l'intersection
du plan de l'image avec le plan form�e par le centre de projection et la droite objet. Ce
dernier plan est le plan d'interpr�etation associ�e �a la droite objet Di. L'�equation de �i est,
dans le plan de l'image normalis�e, donn�ee par :

ai x+ bi y + ci = 0 (4.13)
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Consid�erons maintenant la droite objet Di. Dans le rep�ere de l'objet cette droite peut
être d�ecrite par sa repr�esentation param�etrique. Soient Vi son vecteur directeur et Wi

son vecteur position. L'�equation param�etrique de cette droite est donc donn�ee par :

Pi =Wi + �i Vi (�i 2 IR) (4.14)

o�u Pi est un vecteur joignant l'origine P0 �a un point quelconque de la droite objet Di.
Tout point appartenant �a la droite Di se projette sur le plan image en un point dont

les coordonn�ees cam�era sont donn�ees par :

x =
Pi � I+ x0
1 + �i

y =
Pi � J+ y0
1 + �i

o�u �i est donn�e par :

�i = k �Pi=tz

En rempla�cant les expressions de x et y dans l'�equation (4.13), nous obtenons :

ai (Pi � I+ x0) + bi (Pi � J+ y0) + ci (1 + k �Pi=tz) = 0

Si l'on injecte, dans cette �equation, l'expression de Pi donn�ee par l'�equation (4.14),
nous obtenons :

aiWi �I+biWi �J+aix0+biy0+ci (1+k �Wi=tz)+�i (aiVi �I+biVi �J+cik �Vi=tz) = 0

Comme cette �equation est v�eri��ee pour tout point appartenant �a la droite Di (8 �i), nous
obtenons les deux �equations suivantes :

aiWi � I+ bi Wi � J+ ai x0 + bi y0 + ci (1 + �i) = 0 (4.15)

ai Vi � I+ bi Vi � J+ ci �i = 0 (4.16)

o�u �i et �i sont donn�es par :

�i = k �Wi=tz

�i = k �Vi=tz

Comme le vecteur (ai bi ci)
T donne la direction de la normale Ni au plan d'interpr�eta-

tion, les deux �equations (4.15) et (4.16) traduisent le fait que la droite objet Di, exprim�e
dans le rep�ere cam�era, appartient �a ce plan d'interpr�etation.

Nous avons donc 2n �equations pour n droites (n � 3) et nous pouvons �ecrire ces
�equations sous forme matricielle :

G|{z}
2n�6

"
I
J

#
= z|{z}

2n�1

(4.17)
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avec :

{ G est une matrice de dimension 2n� 6 et est donn�ee par :

G =

266666666664

a1W
T
1 b1W

T
1

...
...

an W
T
n bn W

T
n

a1V
T
1 b1V

T
1

...
...

an V
T
n bn V

T
n

377777777775
{ z est un vecteur de dimension 2n et est donn�e par :

z =

266666666664

�a1 x0 � b1 y0 � c1 (1 + �1)
...

�an x0 � bn y0 � cn (1 + �n)
�c1 �1

...
�cn �n

377777777775
La connaissance des �i et �i permet de lin�eariser le syst�eme d'�equations donn�e par

(4.17). La solution pour I et J est donc :"
I
J

#
= Gy z

o�u Gy est la pseudo-inverse de la matrice G. Elle est calcul�ee une fois pour toutes.
La pose de l'objet sera donc obtenue par r�esolutions successives de cette derni�ere �equa-

tion jusqu'�a ce que les quantit�es �i et �i, qui interviennent dans le calcul du vecteur z, ne
varient plus d'une it�eration �a l'autre.

Ces approximations successives peuvent être d�ecrites de mani�ere g�eom�etrique :

1. Confondre les projections perspectives faibles des droites objets avec les droites
images �i. Pour chaque i, i 2 f1 : : : ng, �i = �i = 0 ) �fi = �i.

2. Calculer une pose approch�ee de l'objet en supposant que les droites objets Di se
projettent aux droites images �fi par une projection perspective faible.

3. D�eplacer les droites de l'objet �a partir de leurs positions correspondant �a la pose
approch�ee (calcul�ee �a l'�etape 2) pour les placer sur les plans d'interpr�etation associ�es
aux images �i tout en les laissant �a la même profondeur (cela correspond �a une
d�eformation de l'objet).

Trouver un autre ensemble d'images �fi de ces droites d�eplac�es en utilisant une
projection perspective faible associ�ee �a la pose de l'�etape 2.

4. Si ces droites �fi sont �a la même position que les droites �a l'it�eration pr�ec�edente,
arrêter la proc�edure. Sinon aller �a l'�etape 2.
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4.5 Pose �a partir d'une projection para-perspective

4.5.1 D�e�nition et �equations fondamentales
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Plan d’image
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Fig. 4.5 - Projection perspective faible et projection para-perspective.

La projection para-perspective est aussi une approximation de la projection perspec-
tive. Elle permet d'�etablir un mod�ele lin�eaire pour la cam�era tout en tenant compte de la
translation lat�erale de l'objet par rapport �a l'axe optique de la cam�era [PK94]. En ce sens,
pour une même profondeur, la vue para-perspective d'un segment plac�e tr�es loin de l'axe
optique va être di��erente de celle de ce même segment lorsqu'il est proche de cet axe. La
projection para-perspective d'un point Pi est obtenue de la fa�con suivante (voir Figure
4.5) : on construit un plan parall�ele au plan image et passant par le point de r�ef�erence P0,
le point Pi est projet�e sur ce plan suivant la direction d�e�nie par le centre de la cam�era
et ce point de r�ef�erence. Le point obtenu est ensuite projet�e sur le plan image par une
projection perspective ce qui donne la projection para-perspective ppi .

L'approximation d'une projection perspective par une projection para-perspective est
une approximation du premier ordre [Alo90] :

1

1 + �i
� 1 � �i 8i; i 2 f1 : : : ng

En utilisant cette �egalit�e dans les �equations (4.5) et (4.6), nous obtenons les coordon-
n�ees de la projection para-perspective du Pi :

xpi = (I �Pi + x0)(1 � �i)
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� I �Pi + x0 � x0�i

=
i �Pi

tz
+ x0 � x0

k �Pi

tz

o�u le terme en 1=t2z est n�eglig�e. Il existe une expression similaire pour ypi .

Les expressions de ces coordonn�ees en fonction des param�etres de la pose sont :

xpi � x0 =
i� x0 k

tz
�Pi (4.18)

ypi � y0 =
j � y0 k

tz
�Pi (4.19)

A�n de trouver la relation entre les coordonn�ees de la projection para-perspective et
celles de la projection perspective, nous r�e�ecrivons les �equations des coordonn�ees para-
perspectives de la mani�ere suivante :

xpi = I �Pi + x0 � x0�i

ypi = J �Pi + y0 � y0�i

Par identi�cation avec les �equations (4.5) et (4.6), nous aurons la relation entre les
coordonn�ees de la projection para-perspective et celles de la projection perspective du
point Pi :

xpi = xi (1 + �i)� x0�i (4.20)

ypi = yi (1 + �i)� y0�i (4.21)

Ces coordonn�ees peuvent être obtenues d'une mani�ere g�eom�etrique �a partir de la Figure
4.5 o�u xpi et y

p
i repr�esentent les coordonn�ees du point ppi .

En rempla�cant les �equations (4.20) et (4.21) dans les �equations (4.18) et (4.19), nous
aurons :

Pi � Ip = (xi � x0)(1 + �i) (4.22)

Pi � Jp = (yi � y0)(1 + �i) (4.23)

avec :

Ip =
i� x0 k

tz
(4.24)

Jp =
j� y0 k

tz
(4.25)

Si les �i sont connus alors les �equations (4.22) et (4.23) fournissent deux syst�emes
lin�eaires qui peuvent être �ecrits sous la forme matricielle suivante :
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P|{z}
n�3

Ip|{z}
3�1

= xp|{z}
n�1

(4.26)

P|{z}
n�3

Jp|{z}
3�1

= yp|{z}
n�1

(4.27)

Les deux vecteurs xp et yp sont donn�es par :

xp =

2664
(x1 � x0) (1 + �1)

...
(xn � x0) (1 + �n)

3775 ; yp =

2664
(y1 � y0) (1 + �1)

...
(yn � y0) (1 + �n)

3775
4.5.2 Pose par approximations successives

Dans le paragraphe pr�ec�edent, nous venons de d�emontrer qu'on peut calculer, par un
processus lin�eaire, les deux vecteurs Ip et Jp �a partir de la projection para-perspective de
points. Dans ce qui suit, nous allons montrer comment on peut d�eterminer les param�etres
de la pose �a partir de ces deux vecteurs. Ainsi, nous pouvons calculer la pose d'un objet
en faisant des approximations successives par une projection para-perspective.

Param�etres de la pose

Premi�erement, on a :

kIpk2 =
(i� x0 k) � (i� x0 k)

t2z

=
1 + x20
t2z

et:

kJpk2 = 1 + y20
t2z

Ainsi, nous obtenons :

tz =
1

2

0@
q
1 + x20

kIpk +

q
1 + y20

kJpk

1A (4.28)

tx = x0 tz (4.29)

ty = y0 tz (4.30)

Deuxi�ement, nous calculons les trois vecteurs orthogonaux et unitaires i, j et k. Les
�equations (4.24) et (4.25) donnent :

i = tz Ip + x0 k (4.31)

j = tz Jp + y0 k (4.32)
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Le vecteur k est le produit vectoriel de ces deux vecteurs :

k = i� j

= t2z Ip � Jp + tzy0 Ip � k� tzx0 Jp � k

Soient 
(a) la matrice antisym�etrique associ�ee au vecteur a et I3�3 la matrice identit�e.
L'expression pr�ec�edente peut être �ecrite sous la forme matricielle suivante :

(I3�3 � tzy0 
(Ip) + tzx0 
(Jp)) k = t2z Ip � Jp (4.33)

Cette �equation permet de calculer le vecteur k pourvu que le syst�eme lin�eaire ait un
rang plein. En e�et, la matrice A :

A = I3�3 � tzy0 
(Ip) + tzx0 
(Jp)

elle est de la forme :

A =

264 1  ��
� 1 �
� �� 1

375
Son d�eterminant est toujours strictement positif :

det(A) = 1 + �2 + �2 + 2

Une fois le vecteur k calcul�e, les deux vecteurs i et j sont donn�es par les �equations
(4.31) et (4.32).

Approximations successives

L'algorithme de pose est le suivant :

1. Pour chaque i, i 2 f1 : : : ng, n � 3, �i = 0.

2. R�esoudre les deux syst�emes lin�eaires surcontraints (4.26) et (4.27) qui donnent une
estimation des vecteurs Ip et Jp :

Ip = (P TP )�1P T xp

Jp = (P TP )�1P T yp

3. Calculer la translation (tx, ty et tz) et la rotation (i, j et k) de l'objet par rapport
au rep�ere de la cam�era en utilisant les �equations (4.28), (4.29), (4.30), (4.33),(4.31)
et (4.32) ;

4. Pour chaque i, calculer :

�i =
k �Pi

tz

Si les �i calcul�es �a cette it�eration sont �egaux �a ceux calcul�es �a l'it�eration pr�ec�edente,
alors arrêter la proc�edure, sinon aller �a l'�etape 2.
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4.5.3 R�epartition coplanaire de points

Dans le paragraphe pr�ec�edent, la solution pour les vecteurs Ip et Jp est valable dans le
cas o�u les points de l'objet sont non coplanaires. Dans le cas o�u ces points sont coplanaires,
le rang de la matrice P devient �egal �a 2. Par cons�equent, les deux syst�emes lin�eaires (4.26)
et (4.27) ne fournissent plus une solution unique. Dans le rep�ere de l'objet, on consid�ere
le plan form�e par ces points et on d�ecompose les vecteurs Ip et Jp en deux composantes :
la premi�ere composante est contenue dans le plan de l'objet, la deuxi�eme composante est
perpendiculaire �a ce plan (voir Figure 4.6) :

Il s'ensuit que :

Ip = I0 + � u (4.34)

Jp = J0 + � u (4.35)

o�u u est un vecteur unitaire et normal au plan de l'objet.
Puisque les points sont coplanaires, on a ~P0Pi �u = 0. Le vecteur u est donc le vecteur

unitaire de l'espace nul de la matrice P . Il peut être obtenu comme le vecteur propre
correspondant �a la plus petite valeur singuli�ere dans la deuxi�eme matrice orthogonale
fournie par la d�ecomposition en valeurs singuli�eres de la matrice P . Ce calcul semble utile
dans le cas o�u les points ne sont pas exactement coplanaires.

En rempla�cant les deux �equations (4.34) et (4.35) dans (4.26) et (4.27), nous obtenons :

P I0 = xp

P J0 = yp

P0

I

u

I 0

P1 P
2

P
3

P4

P
5

u

J

J 0

p
p

Fig. 4.6 - Une con�guration coplanaire de points.

Nous constatons que chaque vecteur ayant son origine confondue avec celui du rep�ere
de l'objet et ayant son extr�emit�e sur la droite perpendiculaire au plan de l'objet et passant
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par l'extr�emit�e du vecteur I0 est une solution du syst�eme lin�eaire (4.26). Les vecteurs I0
et J0, qui repr�esentent la projection sur le plan de l'objet des vecteurs Ip et Jp, sont
calcul�es �a partir des syst�emes (4.26) et (4.27) auxquels on a ajout�e les deux contraintes
suppl�ementaires suivantes :

u � I0 = 0

u � J0 = 0

Les deux vecteurs I0 et J0 sont donn�es par :

I0 = (P 0TP 0)�1P 0T

"
xp
0

#

J0 = (P 0TP 0)�1P 0T

"
yp
0

#

La matrice P 0 est d�e�nie par :

P 0 =

"
P
uT

#

Son rang est �egal �a 3.

A�n d'estimer Ip et Jp, nous devons calculer les deux scalaires � et �. Dans [ODD93]
(projection perspective faible) ces deux scalaires sont d�etermin�es en utilisant les deux
contraintes :

kIk = kJk
I � J = 0

Dans notre cas, ces deux scalaires peuvent être d�etermin�es en utilisant les contraintes
que v�eri�ent les deux vecteurs Ip et Jp (d�eduites des �equations (4.24) et (4.25)) :

kIpk2 =
1 + x20
t2z

kJpk2 =
1 + y20
t2z

Ip � Jp =
x0y0
t2z

En �eliminant tz de ces trois �egalit�es, nous obtenons les deux contraintes suivantes :

Ip � Jp =
x0y0
1 + x20

kIpk2

Ip � Jp =
x0y0
1 + y20

kJpk2
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En rempla�cant les �equations (4.34) et (4.35) dans ces expressions, nous pouvons �ecrire :

I0 � J0 + � � =
x0y0
1 + x20

(kI0k2 + �2)

I0 � J0 + � � =
x0y0
1 + y20

(kJ0k2 + �2)

L'�elimination de � de ces deux �equations donne l'�equation biquadratique suivante :

A �4 + B �2 + C = 0 (4.36)

Avec :

A = a2 � g

B = 2 a2d � g d+ e� 2 a c

C = a2d2 + c2 � 2 a c d

a =
x0y0
1 + x20

b =
x0y0
1 + y20

c = I0 � J0
d = kI0k2
e = kJ0k2

g =
1 + y20
1 + x20

Dans le but d'�etudier le nombre de racines r�eelles de l'�equation (4.36), nous rempla�cons
�2 par t :

A t2 + B t+ C = 0

Examinons le signe des racines de cette �equation. Pour ce faire, nous examinons le
signe de leur produit qui est donn�e par :

C
A = f(x0; y0; c; d)

=
�x20y20 d2 � (1 + x20)

2 c2 + 2x0y0(1 + x20) c d

1 + x20 + y20

= � [x0y0 d� (1 + x20) c]
2

1 + x20 + y20

Nous pouvons d�eduire que la valeur de C=A est toujours plus petite ou �egale �a z�ero.
Ainsi, l'�equation du second degr�e en t poss�ede une racine positive (ou nulle) et une racine
n�egative (ou nulle). Il en r�esulte que l'�equation biquadratique en � poss�ede deux racines
r�eelles oppos�ees et deux racines imaginaires pures conjugu�ees.

Les deux racines r�eelles pour � fournissent deux solutions pour �. Par cons�equent, il
existe deux solutions pour les vecteurs Ip et Jp. Le module de ces deux vecteurs reste le
même pour ces deux solutions.



108 Localisation Cam�era/Objet

Plan d’objet 1

Plan d’objet 2

0P

Plan de symetrie

Pi
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au plan image

 iP
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’

Fig. 4.7 - Deux objets plans ayant la même projection para-perspective.

Ainsi, on obtient deux poses qui ont le même vecteur de translation (le vecteur de
translation est inversement proportionnel aux modules de Ip et Jp). Ces deux solutions
correspondent �a deux orientations du plan qui sont sym�etriques par rapport �a un plan
perpendiculaire au vecteur de translation et passant par le point de r�ef�erence (voir Figure
4.7). Ainsi, l'algorithme it�eratif qu'on vient de d�ecrire dans le paragraphe 4.5.2 produit
deux poses �a chaque it�eration, nous obtenons 2n solutions apr�es n it�erations. A�n d'�eviter
cette redondance, nous proc�edons de la mani�ere suivante (voir Figure 4.8) : on garde les
deux solutions du premier pas d'it�eration, mais pour chaque pas suivant on ne garde que la
meilleure des deux solutions. Pour choisir la meilleure des deux solutions pour chaque it�e-
ration apr�es la premi�ere it�eration on utilise comme mesure de qualit�e la distance moyenne
entre les points d'image actuels et les points projet�es pour les solutions calcul�ees. Cette d�e-
marche donne naissance �a deux branches de recherche. Ainsi, �a la convergence, on obtient
deux poses. D'une mani�ere g�en�erale, on pourrait �eliminer celle qui n'est pas coh�erente avec
les donn�ees images. Cette strat�egie se justi�e par le fait que l'exploration d'une branche de
moins bonne qualit�e n'est pas utile : en explorant une telle branche, soit on retrouve l'une
des deux poses, soit le processus it�eratif diverge. Toutefois, dans certains cas, (orientation
proche du plan de sym�etrie, bruit d'image important, profondeur importante) l'ambigu��t�e
de ces deux poses n'est pas lev�ee. Pour cette strat�egie, le nombre d'it�erations sera �egal �a
Na + Nb � 1. Na (respectivement Nb) repr�esente le nombre d'it�erations de la branche a
(branche b).
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Fig. 4.8 - Pour un objet plan l'algorithme de pose produit deux solutions �a chaque niveau
d'it�eration (+ : pose de meilleur qualit�e, { : pose de moindre qualit�e).

4.5.4 Extension de l'algorithme au cas de droites

Nous venons de pr�esenter comment on peut estimer it�erativement la pose d'un objet �a
partir des correspondances points/points. L'algorithme it�eratif est bas�e sur l'approxima-
tion de la projection perspective par une projection para-perspective. Ici, nous proposons
une approche similaire qui, �a partir de l'image de droites, va d�eterminer la pose de l'objet
correspondant au mod�ele perspectif de la cam�era. Pour ce faire, consid�erons la Figure 4.4.
Les coordonn�ees de la projection para-perspective de tout point appartenant �a la droite
Di sont donn�ees par :

xp = Pi � Ip + x0

yp = Pi � Jp + y0

Les �equations (4.20) et (4.21), qui relient les coordonn�ees de deux projections (para-
perspective et perspective), peuvent s'�ecrire :

x =
xp + x0�i
1 + �i

y =
yp + y0�i
1 + �i
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En se rappelant que l'�equation de la projection perspective de Di est donn�ee par :

ai x+ bi y + ci = 0

et en raisonnant de fa�con analogue �a ce qui a �et�e fait dans le paragraphe 4.4.3, on peut
trouver, pour chaque droite, les deux �egalit�es suivantes :

ai Wi � Ip + bi Wi � Jp + (ai x0 + bi y0 + ci) (1 + �i) = 0 (4.37)

ai vi � Ip + bi vi � Jp + (ai x0 + bi y0 + ci) �i = 0 (4.38)

o�u �i et �i sont donn�es par :

�i = k �Wi=tz

�i = k �Vi=tz

Nous avons donc 2n �equations pour n droites et nous pouvons �ecrire ces �equations
sous la forme matricielle suivante (n � 3) :

G|{z}
2n�6

"
Ip
Jp

#
= zp|{z}

2n�1

(4.39)

o�u la matrice G est donn�ee dans le paragraphe 4.4.3 et zp est un vecteur de dimension 2n
et est donn�e par :

zp =

266666666664

�(a1 x0 + b1 y0 + c1) (1 + �1)
...

�(an x0 + bn y0 + cn) (1 + �n)
�(a1 x0 + b1 y0 + c1) �1

...
�(an x0 + bn y0 + cn) �n

377777777775
Une fois de plus, les vecteurs Ip et Jp sont calcul�es par approximations successives du

syst�eme lin�eaire (4.39).
Notons que si l'objet est plan alors on proc�ede de fa�con analogue �a ce qui a �et�e fait

dans le cas des points coplanaires.

4.6 M�ethodes non lin�eaires

Les �equations reliant les coordonn�ees 3D d'un point avec les coordonn�ees 2D de son
image montrent bien le caract�ere non lin�eaire du mod�ele perspectif de la cam�era. Dans
ces �equations, nous trouvons les 9 �el�ements de la matrice de rotation ainsi que les 3
composantes du vecteur de translation. Les �el�ements de la matrice de rotation v�eri�ent
six contraintes d'orthogonalit�e. A�n de r�eduire le nombre des inconnues et des contraintes,
nous repr�esentons la rotation par un quaternion unitaire. Il en r�esulte que le nombre de
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param�etres de la pose passe de 12 param�etres �a 7 param�etres. Le quaternion v�eri�e la
contrainte non lin�eaire suivante : la somme des carr�es de ses quatre composantes est �egale �a
l'unit�e. Nous pouvons �egalement repr�esenter la rotation et la translation par un quaternion
dual form�e de huit param�etres v�eri�ant deux contraintes non lin�eaires [PHYP95]. Une
technique non lin�eaire va chercher les param�etres de la pose qui minimisent un certain
crit�ere. Le plus souvent, ce crit�ere repr�esente la distance entre les caract�eristiques images
et les caract�eristiques obtenues par reprojection du mod�ele �a la pose calcul�ee.

4.6.1 Correspondances de points

Consid�erons la Figure 4.1 et supposons qu'on a n correspondances points/points
(P1; : : : ; Pn). Chaque correspondance point objet/point image fournit deux �equations pr�e-
cisant que le point objet, le point image (normalis�e) et le centre de projection sont align�es :8>><>>:

xi = r11Xi+r12Yi+r13Zi+tx
r31Xi+r32Yi+r33Zi+tz

yi = r21Xi+r22Yi+r23Zi+ty
r31Xi+r32Yi+r33Zi+tz

Ce qui donne les deux contraintes suivantes :

r11Xi + r12Yi + r13Zi + tx � xi (r31Xi + r32Yi + r33Zi + tz) = 0 (4.40)

r21Xi + r22Yi + r23Zi + ty � yi (r31Xi + r32Yi + r33Zi + tz) = 0 (4.41)

La relation entre les termes rij de la matrice de rotation et les composants du quater-
nion associ�e est la suivante :

R =

264 q20 + q2x � q2y � q2z 2(qxqy � q0qz) 2(qxqz + q0qy)
2(qxqy + q0qz) q20 � q2x + q2y � q2z 2(qyqz � q0qx)
2(qxqz � q0qy) 2(qyqz + q0qx) q20 � q2x � q2y + q2z

375
En rempla�cant les termes rij par leurs expressions dans les deux �equations (4.40) et

(4.41), nous obtenons deux �equations polynomiales de degr�e deux. Comme nous avons n
correspondances, le crit�ere �a minimiser s'�ecrit en fonction du quaternion et du vecteur de
translation de la fa�con suivante :

f(q; t) =
nX
i=1

(r11Xi + r12Yi + r13Zi + tx � xi (r31Xi + r32Yi + r33Zi + tz))
2 +

nX
i=1

(r21Xi + r22Yi + r23Zi + ty � yi (r31Xi + r32Yi + r33Zi + tz))
2 +

� (1� jjqjj2)2 (4.42)

Le dernier terme de cette fonction d'erreur est un terme de p�enalisation avec � > 0.
Plus � est grand et mieux on garantira que le quaternion sera unitaire. La minimisation

de la fonction d'erreur est �equivalente au crit�ere quadratique non lin�eaire suivant :

minff(x) = 1

2

mX
j=1

�2
j (x) : x 2 IRkg (4.43)
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A�n de minimiser la fonction d'erreur d�ecrite par cette �equation, plusieurs m�ethodes
d'optimisation ont �et�e propos�ees : m�ethode de Levenberg-Marquardt [PFTW88], m�ethode
de r�egion de con�ance. Nous avons choisi celle de Levenberg-Marquardt.

4.6.2 Correspondances de droites

Consid�erons la Figure 4.4. La droite objetDi, se projette sur la droite �i dont l'�equation
est donn�ee par :

ai x+ bi y + ci = 0

Les coordonn�ees x et y sont donn�ees par :8><>:
x = X

Z

y = Y
Z

o�u X, Y et Z sont les coordonn�ees dans le rep�ere cam�era d'un point P appartenant �a la
droite Di. En rempla�cant cette derni�ere �equation dans l'�equation de la droite 2D, nous
obtenons :

aiX + bi Y + ci Z = Ni � �!CP = 0 (P 2 Di) (4.44)

L'�equation (4.44) n'est autre que l'�equation du plan d'interpr�etation contenant le
centre de projection, la droite de l'image et le point P appartenant �a la droite objet
Di ; Ni est le vecteur normal �a ce plan (voir Figure 4.4).

Dans le r�ef�erentiel de l'objet, la droite objet Di est d�ecrite par sa position Wi et sa
direction Vi. Cette droite peut �egalement être exprim�ee dans le rep�ere de la cam�era :

W0
i = RWi + t (4.45)

V0
i = RVi (4.46)

o�u R et t d�ecrivent la rotation et la translation entre le r�ef�erentiel objet et le r�ef�eren-
tiel cam�era et contiennent justement les param�etres extrins�eques que l'on se propose de
d�eterminer.

Dans le rep�ere de la cam�era, le vecteur ~CP s'�ecrit :

�!
CP =W0

i + �i V
0
i

En rempla�cant cette �equation dans l'�equation (4.44), nous obtenons :

Ni �W0
i + �i Ni �V0

i = 0

Comme cette derni�ere �equation est v�eri��ee quelle que soit la valeur de �i, nous obtenons :

Ni �W0
i = 0 (4.47)

Ni �V0
i = 0 (4.48)
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Par substitution des �equations (4.45) et (4.46) dans les �equations (4.47) et (4.48), nous
pouvons �ecrire :

Ni � (RWi + t) = 0

Ni � (RVi) = 0

Par cons�equent, chaque correspondance droite objet/droite image fournit 2 contraintes.
Puisque le nombre de param�etres inconnus qu'il faut d�eterminer est 6 (3 pour la rotation
et 3 pour la translation), le probl�eme peut être r�esolu si au moins 3 correspondances sont
disponibles. Dans le cas g�en�eral, lorsque n correspondances droite/droite sont disponibles,
le probl�eme est de r�esoudre 2n contraintes non lin�eaires, ce qui est �equivalent au probl�eme
de minimiser la fonction d'erreur suivante :

f(R; t) =
nX
i=1

[(Ni � (RVi))
2 + (Ni � (RWi + t))2]

Grâce �a la repr�esentation des rotations par des quaternions unitaires nous pouvons
transformer la fonction d'erreur qu'on vient d'�etablir en une sommede carr�es de contraintes
quadratiques. Rappelons qu'on peut �egalement repr�esenter la rotation et la translation
par un quaternion dual.

4.7 Contrainte d'orthogonalit�e

i

j

k

j

k

i

Systeme orthonorme

π/2=

Fig. 4.9 - Obtention d'une matrice de rotation orthogonale R? �a partir des vecteurs i, j
et k.

Dans le cas g�en�eral o�u les points caract�eristiques sont non coplanaires, les deux algo-
rithmes lin�eaires que nous avons pr�esent�es (voir sections 4.4 et 4.5) ne garantissent pas
l'orthogonalit�e de la matrice de rotation. En e�et, cette matrice est form�ee par les trois
vecteurs lignes : iT , jT et kT qui sont mis �a jour �a chaque it�eration de l'algorithme de pose.
Cet algorithme it�eratif trouve les deux vecteurs iT et jT sans avoir recours aux conditions
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d'orthogonalit�e et d'�egalit�e de normes entre ces deux vecteurs. Par cons�equent, ces deux
vecteurs ne sont pas perpendiculaires et la matrice de rotation estim�ee n'est pas orthogo-
nale. A�n d'y rem�edier, nous proposons, �a chaque it�eration, de calculer �a partir de cette
matrice une vraie matrice de rotation (Figure 4.9). Autrement dit, nous cherchons une
matrice de rotation orthogonale R? qui v�eri�e :

R?

264 iT

jT

kT

375
T

= I3�3

Cette expression peut être �ecrite sous la forme suivante :

R? i = e1

R? j = e2

R? k = e3

o�u ei est la i�eme colonne de la matrice d'identit�e.
La solution est donn�ee par une matrice de rotation qui minimise le crit�ere suivant :

min
R?

3X
i=1

kR? vi � eik2

o�u vi peut être i, j ou k. Il est bien connu que ce probl�eme a une solution analytique
[Fau93]. En e�et, si nous repr�esentons la rotation inconnue par un quaternion unitaire q,
alors le probl�eme de minimisation peut être �ecrit sous la forme quadratique suivante :

min
q
(qTB q)

o�u B est une matrice de dimension 4�4, sym�etrique et positive. Ainsi, le quaternion qui
minimise l'expression quadratique est le vecteur propre unitaire de la matrice B associ�e
�a la plus petite valeur propre de cette matrice. Bien que cette strat�egie augmente la
complexit�e du calcul (�a chaque pas d'it�eration on doit calculer la matrice R?), la rotation
trouv�ee �a la convergence serait plus pr�ecise que celle trouv�ee sans cette strat�egie. Notons
en�n que l'utilisation des deux vecteurs i et j peut su�re pour la d�etermination de la
matrice orthogonale R?.

4.8 Sensibilit�e au calibrage de la cam�era

Dans ce chapitre, nous avons suppos�e que la cam�era est calibr�ee, c'est-�a-dire que ses
param�etres intrins�eques sont connus [FT87] [LT87]. Ces param�etres sont plus ou moins
entach�es des incertitudes. Dans ce paragraphe, nous allons analyser la sensibilit�e des deux
algorithmes it�eratifs en pr�esence d'incertitudes a�ectant les param�etres intrins�eques de la
cam�era.

Consid�erons les �equations associ�ees �a la projection perspective. En combinant les �equa-
tions (4.3) et (4.4) avec les �equations (4.1) et (4.2), nous obtenons :
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ui (1 + �i)� u0 � uc�i = �u I �Pi (4.49)

vi (1 + �i)� v0 � vc�i = �v J �Pi (4.50)

Lors du calibrage d'une cam�era, les facteurs d'�echelle verticale et horizontale �v et �u
sont stables tandis que les coordonn�ees images du centre optique, uc et vc, sont instables
et entach�ees d'une erreur qui peut d�epasser 10% de leur valeur nominale. Dans [WS93], on
peut trouver plusieurs d�e�nitions du centre optique ainsi qu'une �etude exp�erimentale liant
les coordonn�ees de ce centre avec les param�etres des lentilles de la cam�era. L'analyse des
�equations pr�ec�edentes montre que l'inuence de uc et vc est pond�er�ee par �i. Pour chaque
point Pi, �i est la projection du vecteur ~P0Pi sur l'axe optique divis�e par la composante
sur cet axe du vecteur de translation t.

Si l'objet est tr�es loin de la cam�era, alors l'inuence de uc et vc serait minimale. Dans
ce cas, les points images doivent être extraits avec une grande pr�ecision. Dans le cas o�u
l'objet est proche de la cam�era cette inuence serait importante. Ainsi, en pratique, l'objet
doit être plac�e �a une distance qui sera entre 5 et 10 fois la taille de l'objet. Dans ce cas,
l'ordre de grandeur des �i varie entre 0.1 et 0.2 ; et l'erreur sur uc et vc serait divis�ee par
un facteur allant de 5 �a 10.

4.9 Analyse de la convergence

p
0

pi

x

y

pi
p

pi
f

∆ i
p

∆ i
f

Fig. 4.10 - Les erreurs de projection �f
i et �p

i .

A�n d'analyser la convergence des deux algorithmes it�eratifs pr�esent�es dans les para-
graphes 4.4 et 4.5, nous consid�erons les deux syst�emes d'�equations :

Pi � I = xi(1 + �i)� x0

Pi � J = yi(1 + �i)� y0
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Pi � Ip = (xi � x0)(1 + �i)

Pi � Jp = (yi � y0)(1 + �i)

Ces deux syst�emes d�ecrivent la projection perspective. Le premier syst�eme permet de
transformer le probl�eme du calcul de la pose en un algorithme it�eratif utilisant la projec-
tion perspective faible tandis que le second syst�eme permet de transformer ce probl�eme
en un algorithme it�eratif utilisant la projection para-perspective. Consid�erons la Figure
4.10 qui repr�esente la projection perspective de P0 et les trois types de projection de Pi :

{ p0, ayant les coordonn�ees x0 et y0, est la projection perspective du point de r�ef�erence
P0 ;

{ pi, ayant les coordonn�ees xi et yi, est la projection perspective de Pi ;

{ pfi , ayant les coordonn�ees xi(1 + �i) et yi(1 + �i), est la projection perspective faible
de Pi ;

{ ppi , ayant les coordonn�ees xi(1 + �i) � x0�i et yi(1 + �i) � y0�i, est la projection
para-perspective de Pi.

Nous avons vu qu'�a la premi�ere it�eration des deux algorithmes it�eratifs tous les �i
sont initialis�es avec la valeur z�ero. Consid�erons le premier algorithme et d�esignons par �?i
les valeurs r�eelles des �i que l'algorithme doit calculer. A la premi�ere it�eration (�i = 0),
l'algorithme fournit une solution approximative de la vraie solution puisque nous avons
utilis�e les points pi au lieu des points pfi . Cette approximation est d'autant plus grossi�ere
que le distance entre le point pi et le point p

f
i est importante. Cette distance repr�esente

l'erreur de projection et est �egale �a :

�f
i = jjpi � pfi jj

=
q
x2i + y2i jj�?i jj

L'erreur de projection �f
i d�epend �a la fois de �?i et de la distance entre le point pi et

le centre de l'image. Si ces erreurs sont importantes, alors la convergence de l'algorithme
ne sera pas garantie, soit on obtient une convergence apr�es un tr�es grand nombre d'it�e-
rations, soit on obtient une divergence. Cependant, DeMenthon et Davis ont remarqu�e
que l'algorithme peut converger même si les �?i sont tr�es grands pourvu que les points de
l'objet soient assez proches de l'axe optique. Dans ce cas, les quantit�es xi et yi sont tr�es
petites et peuvent compenser les grandes valeurs de �?i dans l'expression de �f

i .
Dans le cas du deuxi�eme algorithme o�u l'on utilise l'approximation para-perspective,

l'erreur de projection �p
i est donn�ee par l'�equation suivante :

�p
i = jjpi � ppi jj

=
q
(xi � x0)2 + (yi � y0)2 jj�?i jj

= jjpi � p0jj jj�?i jj
Cette erreur d�epend de �?i et de la distance entre le point pi et le point p0. Nous

pouvons constater que si le point de r�ef�erence P0 n'appartient pas �a l'axe optique, on aura
l'in�equation suivante :

�p
i < �f

i
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Si le point de r�ef�erence P0 est ad�equatement choisi, alors la distance jjpi � p0jj sera
tr�es petite et pourra compenser les grandes valeurs de �?i même si l'objet est loin de l'axe
optique.

Un choix ad�equat du point de r�ef�erence peut être e�ectu�e de la mani�ere suivante : On
calcule le barycentre des points images pi, ensuite on choisit, parmi ces points, celui qui
est le plus proche du barycentre. Le point objet 3D correspondant �a ce point sera pris
comme point de r�ef�erence. Ce choix du point de r�ef�erence revient �a s�electionner, parmi
les points images pi, un point image (x0; y0) qui minimise la quantit�e suivante :

nX
i=1

(xi � x0)
2 + (yi � y0)

2

En r�esum�e, l'approximation para-perspective introduit une erreur de projection plus
petite que celle introduite par l'approximation perspective faible, de plus cette erreur peut
être ind�ependante de la translation lat�erale de l'objet par rapport �a l'axe optique. Du coup,
le comportement de la convergence de l'algorithme it�eratif utilisant l'approximation para-
perspective est meilleur que celui de l'algorithme utilisant l'approximation perspective
faible.

4.10 Etude de performance

Dans ce paragraphe nous allons pr�esenter une �etude comparative des m�ethodes de
localisation �a partir d'une image. Nous �evaluons les performances des trois m�ethodes
�evoqu�ees dans ce chapitre. Deux types de performances sont �etudi�es : la stabilit�e et la
convergence.

Pour le premier type nous comparons les trois m�ethodes, pour le second type nous
comparons les deux m�ethodes it�eratives lin�eaires.

Nous venons de voir que les param�etres de la pose d�ependent des param�etres intrin-
s�eques de la cam�era, des coordonn�ees 3D des caract�eristiques de la sc�ene (points, droites)
et des coordonn�ees 2D de leurs images. Il en r�esulte que la pr�ecision de la pose est di-
rectement li�ee �a la pr�ecision de ces trois types de donn�ees. D'une mani�ere g�en�erale, les
coordonn�ees 3D sont parfaitement connues (disposition d'un mod�ele CAO de l'objet).
Cependant, les param�etres intrins�eques de la cam�era et les coordonn�ees images sont enta-
ch�es d'erreur. Les param�etres intrins�eques de la cam�era sont d�etermin�es par un �etalonnage
pr�ealable qui n'est pas parfait. La pr�ecision avec laquelle on extrait les caract�eristiques
2D de l'image (points, droites, segments, : : : ) d�epend de plusieurs facteurs: la discr�eti-
sation, la distorsion et la pr�ecision de l'op�erateur d'extraction. Nous pouvons �evoquer
deux ph�enom�enes li�es �a la cam�era : la discr�etisation et la distorsion qui ont pour e�et un
d�eplacement du point dans l'image, de l'ordre du pixel dans le cas de la discr�etisation et
pouvant atteindre plusieurs pixels dans le cas de la distorsion.

Notons que les trois m�ethodes pr�esent�ees dans ce chapitre sont toutes des m�ethodes
it�eratives. Les deux algorithmes lin�eaires it�eratifs n'ont pas besoin d'une initialisation, en
revanche l'algorithme non lin�eaire en a besoin. La convergence de l'algorithme non lin�eaire
d�epend, entre autres, de la solution initiale, alors que le comportement de la convergence
des deux algorithmes lin�eaires it�eratifs d�epend de la pose de l'objet par rapport �a la cam�era
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et en particulier de la profondeur qui joue un rôle important dans la d�etermination de
nombre d'it�erations n�ecessaires �a la convergence.

Dans la suite, nous allons �evaluer la stabilit�e des trois m�ethodes pr�esent�ees en pr�e-
sence des erreurs a�ectant les points dans l'image et/ou les param�etres intrins�eques de
la cam�era. Cette �etude permet de quanti�er la pr�ecision d'une m�ethode donn�ee ainsi que
la comparaison des plusieurs m�ethodes. Nous �evaluons �egalement le comportement de
la convergence des deux algorithmes lin�eaires it�eratifs en fonction de la pose de l'objet
(profondeur et translation lat�erale par rapport �a l'axe optique).

4.10.1 Cas non coplanaire

Axe optique

Eloignement

Taille de l’objet

Rotations aleatoires

Repere
camera

Plan image

Ligne de vue

Distance a la camera

Fig. 4.11 - D�e�nition des param�etres utilis�es dans la mesure des performances.

Objets

Nous consid�erons deux objets :

1. Une con�guration de 4 points : un t�etra�edre dont les trois arêtes sont �egaux (10 cm)
et perpendiculaires. L'intersection de ces trois arêtes constitue le point de r�ef�erence
(voir Figure 4.11).

2. Une con�guration de 8 points : un cube de 10 cm.

Le t�etra�edre sera utilis�e dans toutes les simulations suivantes (sauf indication contraire).

Positions des objets

La position de l'objet est donn�ee par celle du point de r�ef�erence puisque celui-ci re-
pr�esente l'extr�emit�e du vecteur de translation cam�era-objet. La distance de l'objet �a la
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cam�era est donn�ee par la composante sur l'axe optique du vecteur de translation. Elle
est exprim�ee par rapport �a la dimension caract�eristique de l'objet (cette dimension est
�egale �a 10 cm). Treize distances sont consid�er�ees, de deux �a vingt-six fois la dimension de
l'objet. Ces distances relatives sont repr�esent�ees en abscisses dans tous les diagrammes
d'erreurs. Leur inverse repr�esente la valeur maximale de �. Pour ces 13 distances, le point
de r�ef�erence est contraint d'appartenir �a une ligne de vue �xe dans le rep�ere de la cam�era.
L'angle que fait cette ligne de vue avec l'axe optique pourrait donner l'�eloignement de
l'objet par rapport �a cet axe. Autour de chacune des positions du point de r�ef�erence, le
long de la ligne de vue choisie, l'objet est orient�e dans 1000 rotations al�eatoires. La matrice
de chaque rotation est calcul�ee �a partir de trois angles d'Euler choisis par un g�en�erateur
de nombres al�eatoires dans l'intervalle [0; 2�]. Les erreurs de pose pour ces 1000 rotations
sont moyenn�ees. Cette moyenne est repr�esent�ee en ordonn�ees dans tous les diagrammes
d'erreurs.

G�en�eration des images

Nous obtenons les images des points caract�eristiques par projection perspective avec
une distance focale de 800 pixels. Nous ne coupons pas l'image, a�n d'observer l'e�et de
grands d�ecentrages des points d'images qui correspondent �a d'importants �eloignements
de l'objet par rapport �a l'axe optique. Nous sp�eci�ons deux types de bruit. Pour le pre-
mier type, nous ajoutons aux coordonn�ees 2D r�eelles un bruit uniforme dans l'intervalle
[�0:5; +0:5] pixel. Pour le deuxi�eme type, le bruit ajout�e est un bruit gaussien dont
l'�ecart type est �egal �a un pixel.

Calcul des erreurs d'orientation et de position

Pour chacune des images synth�etiques, l'orientation et la position sont calcul�ees par les
trois algorithmes de pose. Ces orientations et positions sont compar�ees �a l'orientation et �a
la position de l'objet utilis�ees pour obtenir l'image. Pour la comparaison des orientations
nous calculons l'axe et l'angle de rotation autour de cet axe n�ecessaires pour aligner le
rep�ere de l'objet dans son orientation estim�ee avec le rep�ere dans son orientation r�eelle.
L'erreur d'orientation est d�e�nie par cet angle exprim�e en degr�es. L'erreur de position est
d�e�nie par le module du vecteur obtenu en faisant la di��erence vectorielle entre les deux
vecteurs de translation : l'estim�e et le r�eel, divis�e par le module de ce dernier.

R�esultats de simulation

Les Figures 4.12.a et 4.12.b montrent respectivement l'erreur d'orientation et l'erreur
relative de position en fonction de la distance de l'objet (t�etra�edre) par rapport �a la
cam�era. Ces deux �gures ont �et�e obtenues en ajoutant aux coordonn�ees 2D un bruit gaus-
sien centr�e dont l'�ecart type est �egal �a un pixel. Sur la Figure 4.12.a, la courbe continue
(|) correspond �a l'algorithme para-perspective, la courbe pointill�ee (: : :) correspond �a ce
même algorithme mais avec orthogonalisation de la matrice de rotation (d�ecrite dans le
paragraphe 4.7), la courbe interrompue (- - -) correspond �a l'algorithme non lin�eaire. Sur
la Figure 4.12.b, la courbe continue correspond �a l'algorithme it�eratif para-perspective, la
courbe interrompue correspond �a l'algorithme non lin�eaire. L'algorithme perspective faible
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fournit les mêmes courbes d'erreur que l'algorithme it�eratif para-perspective. Par exemple,
sur la Figure (4.12.b), lorsque la distance est �egale �a 6 fois la taille de l'objet alors l'erreur
de position fournie par les deux m�ethodes lin�eaires it�eratives est de 0.6% = 0.37 cm ; celle
fournie par la m�ethode non lin�eaire est de 0.53% = 0.33 cm.

Les Figures 4.13.a et 4.13.b montrent respectivement l'erreur d'orientation et l'erreur
relative de position en fonction de la distance de l'objet (cube) par rapport �a la cam�era.

Sur la Figure 4.14 est pr�esent�ee l'erreur d'orientation en fonction de la distance de
l'objet par rapport �a la cam�era en pr�esence d'un bruit a�ectant la cam�era et/ou l'image.
Les courbes continues correspondent �a l'algorithme para-perspective alors que les courbes
interrompues correspondent �a l'algorithme non lin�eaire. Les courbes de la Figure 4.14.a
ont �et�e obtenues en ajoutant aux coordonn�ees du centre de l'image, uc et vc, un bruit
uniforme centr�e dans l'intervalle [�15%; +15%] de leur valeur r�eelle ; celles de la Figure
4.14.b ont �et�e obtenues en ajoutant aux deux param�etres, �u et �v, un bruit uniforme
centr�e dans l'intervalle [�10%; +10%] de leur valeur r�eelle ; celles de la Figure 4.14.c ont
�et�e obtenues en ajoutant i) un bruit uniforme, dans l'intervalle [�0:5; +0:5] pixel, sur
les coordonn�ees images et ii) un bruit uniforme, dans l'intervalle [�15%; +15%], sur uc
et vc ; celles de la Figure 4.14.d ont �et�e obtenues en ajoutant i) un bruit uniforme, dans
l'intervalle [�1; +1] pixel, sur les coordonn�ees images et ii) un bruit uniforme sur les
quatre param�etres intrins�eques de la cam�era - même bruit utilis�e dans les deux �gures a)
et b).

Les Figures 4.15.a et 4.15.b pr�esentent le nombre d'it�erations n�ecessaires �a la conver-
gence des deux algorithmes lin�eaires it�eratifs. Les courbes marqu�ees par des carr�es (tu)
ont �et�e obtenues par l'algorithme perspective faible, celles marqu�ees par des triangles
(4) ont �et�e obtenues par l'algorithme para-perspective. La Figure 4.15.a correspond �a un
�eloignement de 23 degr�es par rapport �a l'axe optique, la Figure 4.15.b correspond �a un
�eloignement de 30 degr�es. Pour chaque profondeur le nombre pr�esent�e sur ces deux �gures
est obtenu en moyennant les r�esultats de 1000 orientations al�eatoires.

Les Figures 4.16.a et 4.16.b pr�esentent le pourcentage de convergence des deux algo-
rithmes it�eratifs lorsque l'objet est tr�es proche de la cam�era. La Figure 4.16.a correspond
�a un �eloignement de 30 degr�es, tandis que la Figure 4.16.b correspond �a un �eloignement
de 35 degr�es.

En r�esum�e, les deux m�ethodes lin�eaires it�eratives ont la mêmepr�ecision de localisation ;
cela pourrait être dû �a ce que chacune de ces deux m�ethodes r�esolue it�erativement des
syst�emes lin�eaires surcontraints similaires. Nous pouvons �egalement constater (dans le cas
d'un objet compact) que les propri�et�es de la convergence de l'algorithme it�eratif bas�e sur
l'approximation para-perspective ne d�ependent pas de la position du point de r�ef�erence
par rapport �a l'axe optique, tandis que les propri�et�es de la convergence de l'algorithme
it�eratif bas�e sur l'approximation perspective faible se d�egradent au fur et �a mesure que le
point de r�ef�erence s'�eloigne de l'axe optique.
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a) Erreur d'orientation.

b) Erreur relative de position.

Fig. 4.12 - Erreurs de pose pour un t�etra�edre �a 13 distances de la cam�era, en pr�esence
d'un bruit d'image gaussien d'�ecart type �egal �a un pixel. Les courbes (|) correspondent
aux algorithmes lin�eaires it�eratifs, la courbe (: : :) correspond �a ces mêmes algorithmes
mais avec orthogonalisation de la matrice de rotation, les courbes (- - -) correspondent �a
l'algorithme non lin�eaire.
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a) Erreur d'orientation.

b) Erreur relative de position.

Fig. 4.13 - Erreurs de pose pour un cube �a 13 distances de la cam�era, en pr�esence
d'un bruit d'image gaussien d'�ecart type �egal �a un pixel. Les courbes (|) correspondent
aux algorithmes lin�eaires it�eratifs, la courbe (: : :) correspond �a ces mêmes algorithmes
mais avec orthogonalisation de la matrice de rotation, les courbes (- - -) correspondent �a
l'algorithme non lin�eaire.
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a) b)

c) d)

Fig. 4.14 - Erreurs angulaires d'orientation en pr�esence d'un bruit a�ectant la ca-
m�era et/ou l'image. Les courbes (|) correspondent aux algorithmes lin�eaires it�eratifs,
les courbes (- - -) correspondent �a l'algorithme non lin�eaire. a) bruit uniforme a�ectant
les coordonn�ees du centre de l'image (uc et vc) ; b) bruit uniforme a�ectant les deux coef-
�cients �u et �v ; c) bruit uniforme a�ectant les points images et les coordonn�ees (uc et
vc) ; d) bruit uniforme a�ectant les points images et les 4 param�etres intrins�eques de la
cam�era.
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a) Eloignement de 23 degr�es.

b) Eloignement de 30 degr�es.

Fig. 4.15 - Nombre d'it�erations en fonction de la profondeur : a) pour un �eloignement de
23 degr�es, b) pour un �eloignement de 30 degr�es. Les courbes marqu�ees par des carr�es (tu)
correspondent �a l'algorithme perspective faible et les courbes marqu�ees par des triangles
(4) correspondent �a l'algorithme para-perspective.
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a) Eloignement de 30 degr�es.

b) Eloignement de 35 degr�es.

Fig. 4.16 - Pourcentages de convergence en fonction de la profondeur : a) pour un �eloi-
gnement de 30 degr�es, b) pour un �eloignement de 35 degr�es. Les courbes marqu�ees par des
carr�es (tu) correspondent �a l'algorithme perspective faible et les courbes marqu�ees par des
triangles (4) �a l'algorithme para-perspective.
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4.10.2 Cas coplanaire
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Fig. 4.17 - �el�evation � et azimut � de la cam�era dans les exp�eriences.

Dans ce paragraphe, nous �evaluons la stabilit�e de l'algorithme it�eratif bas�e sur l'ap-
proximation para-perspective ainsi que celle de l'algorithme non lin�eaire (d�ecrit dans le
paragraphe 4.6) lorsque les points caract�eristiques sont coplanaires. Par une d�emarche si-
milaire �a celle du paragraphe pr�ec�edent, des images synth�etiques sont cr�e�ees, et les poses
calcul�ees sont compar�ees avec les poses r�eelles qui ont servi �a calculer ces images. Nous
faisons ces calculs pour un objet comprenant 8 points coplanaires distribu�es dans un carr�e
de 10 cm, �a trois distances de la cam�era, moyennant pour chaque distance les erreurs ob-
tenues pour 120 azimuts �a intervalle r�egulier par rapport au plan de l'objet. Pour un objet
plan, il est logique de d�e�nir les orientations de la cam�era par rapport �a l'objet en termes
d' azimuts et d'�el�evations, et de comparer les erreurs des vues de face et rasantes. La
cam�era pointe toujours vers l'origine de l'objet qui constitue le point de r�ef�erence. Elle
est positionn�ee successivement �a trois distances du point de r�ef�erence : 4, 8 et 16 fois la
dimension du carr�e contenant les points coplanaires. Pour chacune de ces distances, on
consid�ere 17 angles d'�el�evation, de 10 �a 90 degr�es. Ces �el�evations sont not�ees � sur la
Figure 4.17. Pour la derni�ere �el�evation, la cam�era fait face au plan de l'objet. Toutes les
erreurs de pose sont repr�esent�ees en fonction de ces �el�evations dans les diagrammes. Cette
repr�esentation permet de comparer les erreurs �a di��erents angles de la cam�era. La Figure
4.17 illustre aussi la d�e�nition de l'azimut � de la cam�era.

Sur la Figure 4.18 sont regroup�es les diagrammes des erreurs d'orientation et de po-
sition obtenues en moyennant les erreurs pour 120 angles d'azimut �a intervalles r�egu-
liers autour de l'objet (3 degr�es). Le bruit d'image est un bruit uniforme appartenant �a
l'intervalle [�0:5; +0:5] pixel. Les courbes continues (|) correspondent �a l'algorithme
para-perspective alors que les courbes interrompues (- - -) correspondent �a l'algorithme
non lin�eaire. Les diagrammes de la Figure 4.18.a (respectivement 4.18.b et 4.18.c) corres-
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pondent �a une distance qui est �egale �a 4 (8 et 16) fois la dimension de l'objet plan. Les
diagrammes de gauche pr�esentent les erreurs d'orientation, ceux de droite pr�esentent les
erreurs relatives de position.

On peut constater que les erreurs d'orientation peuvent être tr�es importantes (10 de-
gr�es) dans le cas o�u la cam�era fait face au plan de l'objet. En e�et, toutes les rotations
autour d'axes dans le plan de l'objet d�eplacent les points de l'objet dans des directions
proches des directions des lignes de vue, et sont ainsi di�cilement d�etect�ees puisqu'elles
produisent peu de changements dans l'image. Par contre, en vue rasante, la plupart des
rotations d�eplacent les points de telle sorte que leurs images produisent un grand chan-
gement de position dans le plan de l'image. On peut �egalement constater que les calculs
de position sont moins sensibles au bruit d'image que les erreurs d'orientation quand la
cam�era fait face au plan de l'objet. Notons que la pr�ecision obtenue avec l'algorithme li-
n�eaire it�eratif est comparable �a celle de l'algorithme non lin�eaire. Ceci est dû au fait qu'�a
chaque pas, les inconnues du probl�eme sont estim�ees en tenant compte des contraintes
d'orthogonalit�e.

Nous venons de montrer que le calcul de la pose d'un objet plan fournit deux solutions.
La distinction entre ces deux poses met en jeu la position relative entre cet objet et la
cam�era aussi bien que l'amplitude du bruit a�ectant les points images. On dit qu'une
pose est acceptable si elle satisfait la d�e�nition suivante : on consid�ere les �ecarts entre
les points d'image r�eels et les projections des points caract�eristiques pour cette pose ; la
pose est acceptable si tous ces �ecarts sont inf�erieurs �a l'amplitude du bruit d'image. Les
diagrammes de la Figure 4.19 pr�esentent la probabilit�e de trouver deux poses acceptables
en fonction de l'angle de l'�el�evation. L'objet plan utilis�e comprend 4 points coplanaires.
Le protocole de calcul de ces pourcentages est le suivant : pour chacune des �el�evations on
g�en�ere 120 images bruit�ees qui correspondent aux 120 azimuts et on calcule le nombre
de fois pour lesquelles on obtient deux poses acceptables, et on divise ce nombre par le
nombre total d'exp�eriences (120). Ces pourcentages correspondent aux deux algorithmes
lin�eaires it�eratifs puisque le point de r�ef�erence appartient �a l'axe optique.

Les diagrammes de gauche correspondent �a un bruit uniforme de � 0.5 pixel, ceux de
droite �a un bruit uniforme de � 1 pixel. Les diagrammes du haut, du milieu et du bas
correspondent aux distances �egales �a 4, 8 et 16 fois la dimension de l'objet plan.

On voit sur ces diagrammes qu'on a plus de chances de trouver deux poses acceptables
quand le rapport de la distance de la cam�era �a l'objet divis�ee par la projection de l'objet
sur l'axe optique (l'inverse des �i) est �elev�e. En pratique, si l'objet plan a une position quel-
conque par rapport �a la cam�era et si l'on veut r�eduire la probabilit�e d'obtenir deux poses
acceptables, on adopte la strat�egie suivante : soit on augmente la pr�ecision avec laquelle
on extrait les points images, soit on augmente le nombre de ces points pour compenser le
bruit d'image. Notons en�n qu'aux distances moyennes la probabilit�e d'obtenir deux poses
acceptables devient importante lorsque le plan de l'objet a une orientation presque pa-
rall�ele au plan de l'image (pour l'algorithme perspective faible) et une orientation presque
perpendiculaire au vecteur de translation (pour l'algorithme para-perspective).
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a) Distance �a la cam�era = 4 � Taille de l'objet.

b) Distance �a la cam�era = 8 � Taille de l'objet.

c) Distance �a la cam�era = 16 � Taille de l'objet.

Fig. 4.18 - Erreurs d'orientation et de position en fonction de l'angle d'�el�evation pour
8 points coplanaires avec un bruit d'image uniforme dans l'intervalle [�0:5; +0:5] pixel.
Les courbes continues (|) correspondent �a l'algorithme para-perspective, les courbes in-
terrompues (- - -) �a l'algorithme non lin�eaire. Ces r�esultats sont des moyennes pour 120
azimuts autour de l'objet.
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a) Distance �a la cam�era = 4 � Taille de l'objet.

b) Distance �a la cam�era = 8 � Taille de l'objet.

c) Distance �a la cam�era = 16 � Taille de l'objet.

Fig. 4.19 - Probabilit�es d'obtenir deux poses acceptables en fonction des angles d'�el�evation,
pour 4 points coplanaires. Les diagrammes de gauche correspondent �a un bruit uniforme
de � 0.5 pixel, ceux de droite �a un bruit uniforme de � 1 pixel.



130 Localisation Cam�era/Objet

4.11 R�esultats exp�erimentaux

Nous allons �a pr�esent tester les trois m�ethodes de localisation cam�era/objet sur des
sc�enes r�eelles.

1. Sc�ene 1 : sur la Figure 4.20 sont pr�esent�es les r�esultats de localisation d'un objet
poly�edrique �a partir des correspondances points/points. Les points de l'image sont
les images des sommets de l'objet dont on veut d�eterminer la pose. La Figure 4.20.a
illustre l'image fournie par la cam�era. La Figure 4.20.b illustre les jonctions qui ont
�et�e obtenues par les intersections des contours droites. La Figure 4.20.c montre les
11 points caract�eristiques utilis�es par les algorithmes de pose. Ces 11 points sont
marqu�es par des croix. La Figure 4.20.d repr�esente le mod�ele CAO de l'objet po-
ly�edrique (repr�esentation �l de fer) ainsi que les points objets correspondant aux
points images. Les Figures 4.20.e et 4.20.f repr�esentent la projection du mod�ele �a la
pose calcul�ee �a la premi�ere it�eration et �a la troisi�eme it�eration respectivement (algo-
rithme para-perspective). Le tableau 4.1 pr�esente le nombre d'it�erations et le temps
de calcul en fonction du nombre de correspondances pour les deux m�ethodes (para-
perspective et non lin�eaire). La m�ethode non lin�eaire est initialis�ee par la solution de
la m�ethode para-perspective obtenue �a la premi�ere it�eration. Bien que la m�ethode
non lin�eaire soit initialis�ee par une solution a�ne, nous obtenons un gain en temps
de calcul qui peut atteindre 100 si nous utilisons la m�ethode lin�eaire it�erative.

2. Sc�ene 2 : sur la Figure 4.21 sont pr�esent�es les r�esultats de localisation d'un autre
objet poly�edrique �a partir de 10 correspondances points/points. Les Figures 4.21.d et
4.21.e repr�esentent la projection du mod�ele �a la pose calcul�ee �a la premi�ere it�eration
et �a la troisi�eme it�eration respectivement (algorithme para-perspective).

3. Sc�ene 3 : la Figure 4.22 et les tableaux 4.2 et 4.3 illustrent les r�esultats de loca-
lisation d'un objet plan par les trois m�ethodes de localisation (pr�esent�ees dans ce
chapitre). Les points caract�eristiques de l'objet sont les centres de gravit�e de quatre
cibles circulaires et coplanaires. Les points images sont donn�es par les centres de
gravit�e des tâches elliptiques repr�esentant les images des cibles circulaires (voir Fi-
gure 4.22.b). Notons que la projection du centre d'une cible circulaire ne correspond
pas au centre de l'ellipse image de ce cercle. Cependant, on peut consid�erer que
cette erreur est n�egligeable puisqu'elle est de l'ordre du dixi�eme de pixel et tend
vers z�ero avec la croissance de la distance par rapport �a la cam�era. L'extraction des
primitives images (4 tâches elliptiques) a �et�e r�ealis�ee d'une fa�con automatique en
utilisant les caract�eristiques d�ecrivant les composants convexes 2D. Nous avons uti-
lis�e l'excentricit�e [BB82]). Comme les quatre tâches circulaires ont le même rayon et
appartiennent au même plan, les excentricit�es de leurs images doivent être proches.
Ce qui peut constituer un outil permettant la reconnaissance de ces quatre tâches
dans l'image. De même, la mise en correspondance points images/points objets a
�et�e e�ectu�ee d'une fa�con automatique en utilisant des connaissances pr�ealables sur
les positions relatives des cibles. Le tableau 4.2 pr�esente les erreurs r�esiduelles de
projection pour chaque point. Cette erreur repr�esente la distance euclidienne en
pixels entre le centre de l'ellipse et le point image projet�e �a la pose estim�ee. Le
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Para-perspective Non lin�eaire
N. de points N. d'it�erations temps CPU (ms) N. d'it�erations temps CPU (ms)

4 5 0.87 114 87.5
5 5 0.95 67 58.7
6 6 1.02 66 68.0
7 5 1.06 66 72.5
8 6 1.12 58 70.5
9 6 1.33 82 108.6
10 6 1.38 78 117.4
11 6 1.47 78 123.6

Tab. 4.1 - Une comparaison entre la m�ethode lin�eaire it�erative (para-perspective) et la
m�ethode non lin�eaire en fonction du nombre de correspondances point/point. On peut
remarquer le grand nombre d'it�erations n�ecessaires �a la m�ethode non lin�eaire lorsqu'on a
4 correspondances. L'ordinateur utilis�e est un Sparc 10/51.

tableau 4.3 pr�esente le comportement de la convergence de chaque algorithme. La
premi�ere ligne repr�esente le nombre d'it�erations, la seconde ligne fournit le temps
de calcul. La m�ethode non lin�eaire a �et�e initialis�ee par la solution de l'algorithme
para-perspective calcul�ee �a la premi�ere it�eration.

Comme l'extraction des coordonn�ees 2D est assez pr�ecise, les trois m�ethodes ont
quasiment la même pr�ecision. En ce qui concerne la convergence, le meilleur com-
portement a �et�e obtenu avec l'algorithme it�eratif bas�e sur l'approximation para-
perspective.

4. Sc�ene 4 : sur la Figure 4.23 sont pr�esent�es les r�esultats de localisation du même
objet poly�edrique associ�e �a la sc�ene 2. La localisation a �et�e obtenue en utilisant
13 correspondances droite 2D/droite 3D et d'une correspondance point/point. La
Figure 4.23.b repr�esente la projection du mod�ele �a la pose calcul�ee �a la cinqui�eme
it�eration de l'algorithme para-perspective.
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a) b)

c) d)

e) f)

Fig. 4.20 - Sc�ene 1 : Localisation d'un objet poly�edrique �a partir de 11 correspondances
point/point.
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a)

b) c)

d) e)

Fig. 4.21 - Sc�ene 2 : Localisation d'un objet poly�edrique �a partir de 10 correspondances
point/point. La mise en correspondance s'e�ectue d'une mani�ere automatique.
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a) b)

Fig. 4.22 - Sc�ene 3 : localisation d'un objet plan dont les points caract�eristiques sont
les centres de 4 cibles circulaires. La mise en correspondance s'e�ectue d'une mani�ere
automatique.

Erreur r�esiduelle (pixels)

point perspective faible para-perspective non lin�eaire

point 0 0.0 0.0 0.018
point 1 0.019 0.019 0.011
point 2 0.040 0.040 0.034
point 3 0.040 0.040 0.040

moyenne 0.025 0.025 0.026

Tab. 4.2 - Comparaison des erreurs r�esiduelles des trois m�ethodes de localisation d'un
objet plan (4 points coplanaires).

Convergence

perspective faible para-perspective non lin�eaire

nombre d'it�erations 20 10 91
temps CPU a (ms) 4.3 2.9 65.3

Tab. 4.3 - La convergence des trois m�ethodes de localisation (4 points coplanaires).

a Sparc 10/51
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a) b)

Fig. 4.23 - Sc�ene 4: localisation d'un objet poly�edrique �a partir de 13 correspondances
droite 2D/droite 3D et d'une correspondance point/point.

4.12 Conclusion

Ce chapitre a �et�e consacr�e �a la localisation cam�era/objet. De nombreuses m�ethodes
existent pour r�esoudre ce probl�eme. Deux crit�eres orientent les recherches associ�ees �a ce
probl�eme : i) la robustesse de la solution en pr�esence du bruit de mesures et ii) le temps de
calcul. Nous avons vu qu'on peut utiliser les techniques de l'alg�ebre lin�eaire pour d�etermi-
ner, d'une mani�ere it�erative, les param�etres de la pose correspondant au mod�ele perspectif
associ�e �a la cam�era. Deux m�ethodes sont possibles : la premi�ere est bas�ee sur l'approxi-
mation de la projection par une projection perspective faible (propos�ee par DeMenthon),
la deuxi�eme (notre m�ethode) suit cette id�ee de base mais elle utilise la projection para-
perspective. Cette deuxi�eme m�ethode permet de s'a�ranchir des limitations rencontr�ees
dans la premi�ere. Autrement dit, elle permet d'obtenir un comportement de convergence
ind�ependant de la position de l'objet par rapport �a l'axe optique. De plus, la convergence
de la deuxi�eme m�ethode est mieux garantie et plus rapide que celle de la premi�ere.

Nous avons d�emontr�e que la pr�ecision de ces deux approches est comparable �a celle des
m�ethodes num�eriques (surtout lorsque les sc�enes sont planes). La di��erence de pr�ecision
peut s'amenuiser si le nombre des primitives est assez grand ou leur extraction est robuste.
Les deux approches sont bien adapt�ees aux applications temps r�eel (4 �a 6 it�erations pour
des distances r�ealistes). Toutefois et d'une mani�ere g�en�erale, la deuxi�eme m�ethode l'est
davantage.

Il est �a noter que dans les applications o�u l'aspect temps r�eel n'existe pas, on peut
envisager une coop�eration entre les deux approches lin�eaires it�eratives et les approches
num�eriques. Ainsi, la solution fournie par les approches lin�eaires it�eratives est utilis�ee
pour initialiser l'approche num�erique (non lin�eaire).
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Chapitre 5

Asservissement visuel

Dans ce chapitre, nous allons aborder certains aspects de l'utilisation de la vision dans
la commande des robots en boucle ferm�ee. Nous montrons l'int�erêt des capteurs ext�ero-
ceptifs qui sont capables de fournir des informations sur l'environnement d'un robot. Nous
pr�esentons quelques aspects de l'�etat de l'art dans le domaine du contrôle visuel des ro-
bots. Nous nous focalisons ensuite sur la notion de l'interaction capteur/environnement.
Cette interaction relie les variations des informations visuelles aux mouvements de la
cam�era (ou du robot). Ensuite, nous proposons une approche bas�ee sur la m�ethode com-
mande r�ef�erenc�ee capteur et qui permet �a une cam�era �xe de contrôler en temps r�eel le
mouvement 3D d'un robot manipulateur dans son environnement. Nous montrons que les
deux aspects calibrage capteur/robot et localisation cam�era/objet, tels qu'ils sont pr�esen-
t�es dans les chapitres 2 et 4, peuvent intervenir dans cette approche. Nous montrons que
l'utilisation de la localisation cam�era/objet dans la boucle de commande va am�eliorer la
performance de celle-ci. A la �n de ce chapitre, nous pr�esentons les r�esultats qui ont �et�e
obtenus, soit en simulation, soit sur site exp�erimental, et qui portent sur la r�ealisation
de la tâche de positionnement de l'e�ecteur d'un robot par rapport �a son environnement.
Dans tous les cas, nous nous pla�cons dans le cadre le plus g�en�eral o�u le robot a 6 degr�es
de libert�e.

5.1 Introduction

Un robot est un syst�eme m�ecanique capable de se mouvoir (pour un robot mobile) ou
de d�eplacer son e�ecteur (pour un robot manipulateur) a�n de r�ealiser une tâche qui lui
est assign�ee. Une cellule robotis�ee a deux composantes essentielles :

{ La perception, qui permet de g�erer les relations entre le robot et son environnement.
Les organes de perception sont des capteurs dits capteurs proprioceptifs lorsqu'ils
mesurent l'�etat interne du robot (positions et vitesses des articulations) et ext�e-
roceptifs lorsqu'ils recueillent des informations sur l'environnement (d�etection de
pr�esence, mesure de distance, vision arti�cielle). Leur sont associ�es des syst�emes de
traitement sp�eci�ques.

{ La commande, qui synth�etise les consignes des asservissements pilotant les action-
neurs. A partir de la fonction de perception et des ordres de l'utilisateur, elle permet
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d'engendrer les mouvements du robot.

Cependant, les capteurs proprioceptifs fournissent des renseignements sur l'�etat interne
du robot et uniquement sur cet �etat. Ils ne tiennent pas compte des probl�emes dûs �a l'in-
teraction avec l'environnement. Ceux-ci ne permettent donc pas de situer pr�ecis�ement le
robot. L'utilisation exclusive des capteurs propriocetifs parâ�t extrêmement limitative : en
e�et, les tâches ne peuvent alors s'exprimer que dans l'espace articulaire ou op�eration-
nel. Ainsi, seules les tâches de suivi de trajectoires pr�ed�e�nies ou de positionnement sont
r�ealisables.

Il faut cependant souligner les probl�emes de pr�ecision que l'on peut rencontrer en
pratique pour passer de l'espace articulaire dans lequel sont exprim�ees les informations
fournies par les capteurs proprioceptifs, �a l'espace op�erationnel. En e�et, cette �etape n�e-
cessite l'emploi du mod�ele g�eom�etrique du robot. Ce mod�ele est g�en�eralement entach�e
d'erreurs en raison des probl�emes complexes li�es �a son identi�cation. Par cons�equent, la
situation de l'e�ecteur du robot est une situation estim�ee et même souvent biais�ee. Les
tâches exprim�ees dans l'espace op�erationnel peuvent ainsi être correctement r�ealis�ees du
point de vue \commande" (c'est-�a-dire que la situation mesur�ee est �egale �a la situation
souhait�ee) sans être r�ealis�ees e�ectivement : aucun r�eel retour sur la situation exacte de
l'e�ecteur n'est possible en utilisant les capteurs proprioceptifs.

De plus, les probl�emes de frottement et de roulement avec ou sans glissement in-
terdisent �a un robot mobile d'e�ectuer pr�ecis�ement une trajectoire pr�ed�e�nie, et même
d'e�ectuer plusieurs fois la même trajectoire. Ces probl�emes de r�ep�etabilit�e sont beaucoup
moins sensibles pour les robots manipulateurs. Ils subsistent cependant car ils sont direc-
tement li�es au bon fonctionnement et �a la pr�ecision plus ou moins grande des capteurs
proprioceptifs.

Ainsi, quelle que soit la performance de la loi de commande utilis�ee, il est impossible
de connâ�tre exactement la position d'un robot mobile ou la situation de l'e�ecteur d'un
robot manipulateur. Même dans le cas o�u le robot �evolue dans un univers parfaitement
connu, les capteurs proprioceptifs ne permettent pas de le situer pr�ecis�ement dans cet
univers. Il parâ�t alors important d'utiliser des capteurs ext�eroceptifs capables de fournir
des informations, soit sur l'environnement du robot, soit sur la situation du robot dans
cet environnement. Le champ d'application des robots s'en trouve d'ailleurs grandement
�elargi. Ainsi, l'autonomie et l'e�cacit�e d'un robot vont être augment�ees grâce �a l'emploi
des capteurs ext�eroceptifs.

On distingue plusieurs types de capteurs ext�eroceptifs :

{ les capteurs tactiles qui pr�eviennent d'un contact avec un �el�ement ext�erieur,

{ les capteurs proxim�etriques qui d�etectent la pr�esence d'un objet situ�e �a une distance
inf�erieure au m�etre,

{ les capteurs t�el�em�etriques pour des objets situ�es �a une distance plus importante,

{ les capteurs visuels qui permettent de percevoir l'environnement.
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Il est tr�es int�eressant d'int�egrer les informations fournies par les capteurs ext�eroceptifs
dans des lois de commande en boucle ferm�ee sur ces informations. Ainsi, les fonctions
de tâches peuvent s'exprimer directement dans l'espace du capteur et non plus dans
les espaces articulaire ou op�erationnel. Elles sont sp�eci��ees sous la forme d'une relation
entre le robot et son environnement. La r�egulation de ces fonctions de tâches permet
d'obtenir la situation souhait�ee du robot dans cet environnement. Il faut noter qu'on
peut faire coop�erer plusieurs types de capteurs �a la fois. Par exemple, dans [NH93] on
trouve une utilisation d'une cam�era et d'un capteur ultrasonique pour la localisation et
la reconnaissance d'objets.

5.2 Etat de l'art

Dans la suite, nous nous int�eressons aux capteurs visuels qui ont l'avantage de fournir
des informations tr�es riches sur l'environnement. L'emploi de la vision avec des robots a
une longue histoire. Toutefois, les r�ecents d�eveloppements dans le domaine des capteurs de
vision et du traitement d'images permet d'esp�erer que l'utilisation des donn�ees visuelles
dans une commande �a boucle ferm�ee n'est plus utopique. Actuellement, les syst�emes
de vision sont int�egr�es avec les syst�emes de programmation du robot. Les possibilit�es
vont d'un simple traitement d'image binaire aux syst�emes d'extraction de contours et de
primitives. Typiquement, le temps de traitement d'image est de l'ordre : 0.1{1 seconde.
Ainsi, le contrôle visuel est la fusion des r�esultats de nombreux domaines de recherche :
traitement d'images, la cin�ematique, la dynamique, la th�eorie de contrôle et le calcul
temps-r�eel.

Le contrôle visuel de robots a plusieurs points en commun avec la vision active
[AWB88] [NK94] [NPK93] [DAO94] [YAMU94]. Cette derni�ere propose d'�etablir une ac-
tion r�eexe au niveau du capteur visuel �a partir des informations visuelles comme le
contrôle du regard [Mes94] et la t�el�esurveillance [SBC94]. Ainsi, l'approche fondamentale
de la vision active n'est pas l'interpr�etation d'une sc�ene mais elle consiste �a diriger l'atten-
tion vers une partie de la sc�ene. Ainsi, grâce �a la vision active on peut lever les ambigu��t�es
et augmenter la pr�ecision du syst�eme de vision. De plus, le contrôle visuel peut être impli-
qu�e dans la reconstruction d'une sc�ene 3D �a partir d'une s�equence d'images. Ainsi, avec
plusieurs images, on peut reconstruire une sc�ene en 3 dimensions grâce �a des techniques
telles que :

{ la st�er�eoscopie avec deux ou trois cam�eras [AL87] [LTM91],

{ ou la vision active en utilisant une cam�era mobile [PK94] [SK94] [Bou94] [Bou93].

L'asservissement sur des informations visuelles peut se mettre en �uvre de deux fa-
�cons :

{ la premi�ere est bas�ee sur un asservissement en position de la cam�era ou du robot
par rapport �a son environnement,

{ la seconde, plus r�ecente, est bas�ee sur une r�egulation dans l'image (asservissement
visuel).
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Les premiers travaux ayant abouti �a ce formalisme sont dûs �a Weiss et Sanderson
[SW80].

5.2.1 Asservissement en position

Cette approche consiste �a positionner la cam�era ou le robot par rapport �a un objet. La
situation courante vis �a vis de l'objet est obtenue en interpr�etant les informations visuelles
de l'objet qui sont extraites de l'image. Cette estimation est indispensable a�n d'atteindre
la position voulue. Le d�eplacement de la cam�era (ou du robot) est ensuite assur�e par un
classique asservissement en position dans l'espace cart�esien (voir Figures 5.1 et 5.2).

+
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∆r
Move

Look

Position du robot
courante

Position du robot
reference

Fig. 5.1 - Asservissement en position.

Position courante

Position finaleErreur de
positionnement 

Fig. 5.2 - Un exemple des positions courante et �nale d'un objet mobile.

Il existe deux mani�eres de r�ealiser cet asservissement en position :

1. \Static Look and Move" : la phase d'acquisition d'images avec d�eduction de la si-
tuation courante est enchâ�n�ee s�equentiellement avec le d�eplacement du robot. La
simplicit�e de ce processus a permis son utilisation d�es la �n des ann�ees 1970 dans
les premi�eres applications robotiques utilisant la vision.
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2. \Dynamic Look and Move" : les deux �etapes sont e�ectu�ees simultan�ement. Cette
technique a l'avantage de pouvoir suivre des objets en mouvement puisque les in-
formations visuelles sont prises en compte d�es qu'elles sont op�erationnelles.

Th�eoriquement, pour atteindre une position d�esir�ee, une seule it�eration est n�ecessaire,
mais dans la pratique il faut tenir compte des erreurs dûes �a :

{ l'extraction de primitives dans l'image,

{ la mod�elisation de la cam�era,

{ la mod�elisation du robot.

Des exemples de l'utilisation de cette approche sont les suivants :

{ Schrott [Sch92] utilise un syst�eme cam�era-pince pour saisir un objet. La cam�era
embarqu�ee s'approche de l'objet par des �etapes s�equentielles. Chaque �etape consiste
en un asservissement en position de la cam�era. Une fois ces �etapes r�ealis�ees, la pince
du robot est command�ee de fa�con �a occuper la position de la cam�era.

{ Hollinghurst & Cipolla [HC93] utilisent deux cam�eras �xes pour positionner la pince
d'un robot par rapport �a un objet. Ils adoptent le mod�ele perspectif faible pour la
tête st�er�eoscopique ainsi obtenue. Dans la commande, ils utilisent l'int�egrale de
l'erreur des position et orientation.

{ Wijesoma et al. [WWR93] emploient une cam�era �xe pour positionner un robot
planaire. Les auteurs utilisent la vision en temps-r�eel comme retour au contrôleur
articulaire ou cart�esien. Ils �evitent l'utilisation des capteurs articulaires.

{ Zheng et al. [ZFL93] utilisent une cam�era mobile, qui est ind�ependante du robot
asservi, pour contrôler les 4 degr�es de libert�e de celui-ci a�n de saisir et d�eplacer un
objet 3D.

{ Allen et al. [ATYM93] emploient deux cam�eras �xes pour visualiser le mouvement
d'un train en mod�ele r�eduit. L'estimation de sa trajectoire et de sa vitesse est r�ealis�ee
�a l'aide d'une architecture pipeline et dans le but de saisir le train en mouvement �a
l'aide d'un bras manipulateur.

{ Kay & Lee [KL91] placent deux cam�eras CCD sur le bras manipulateur. L'estimation
de la position 3D de l'objet tient compte du bruit sur la mesure mais aussi du bruit
sur le positionnement du robot.

{ Dans les travaux de Skofteland [Sko91], l'e�ecteur est muni de deux cam�eras pour
faire de la st�er�eoscopie, des capteurs de force, et des capteurs t�el�em�etriques laser,
ceci a�n d'e�ectuer la saisie d'un objet poly�edrique dans l'espace 3D. Ce travail n'en
est qu'�a l'�etape de la simulation.
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5.2.2 Asservissement visuel

Avec cette approche, on cherche �a atteindre un motif dans l'image et non plus �a contrô-
ler une situation entre la cam�era et l'objet (voir Figures 5.3 et 5.4). Ainsi on supprime
la phase de reconstruction d'un mod�ele 3D et on �elimine du même coup les erreurs sur
l'estim�e de la situation. Notons que grâce �a cette approche on peut supprimer les erreurs
dûes au mod�ele de la cam�era. Seule l'extraction de primitives dans l'image est une source
d'erreur (en supposant que le motif �nal est correctement calcul�e). Les tâches r�ealisables
par l'approche asservissement en position sont �egalement r�ealisables par l'approche asser-
vissement visuel. Des exemples de l'utilisation de cette approche sont les suivants :
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Fig. 5.3 - Asservissement visuel.

Vue initiale Vue finale

Fig. 5.4 - Exemple des vues initiale et d�esir�ee d'un cube.

{ Les travaux pr�esent�es par Espiau et al. [ECR92] [Cha90] [CRE91] ont �et�e port�es
sur :

1. la mod�elisation entre les variations d'un signal et les mouvements de la cam�era.
Cette mod�elisation est faite sous la forme d'un torseur d'interaction calcul�e
pour des primitives g�eom�etriques param�etrables dans l'image,

2. la classi�cation des tâches sp�eci��ees comme des liaisons virtuelles entre la ca-
m�era et la sc�ene,

3. l'int�egration du probl�eme dans la commande r�ef�erenc�ee capteur.
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A titre de d�emonstration, un manipulateur grâce �a une cam�era situ�ee sur son bout
utilise les techniques d'asservissement visuel pour pointer un objet en mouvement
et r�ealiser des tâches de positionnement vis �a vis d'une cible.

{ Maru et al. [MKY+93] utilisent deux cam�eras embarqu�ees sur un bras manipulateur.
La principale di��erence avec les travaux pr�esent�es dans [ECR92] est que la matrice
d'interaction est mise �a jour grâce aux informations fournies par la tête st�er�eosco-
pique sous forme d'une disparit�e. Ils supposent que les deux cam�eras ont la même
orientation et que leurs axes optiques sont perpendiculaires �a la ligne de base.

{ Hager [Hag95] propose une m�ethode de calcul des consignes 2D par utilisation des
invariants projectifs 2D et 3D. Dans [HCM95] [HGH94] et [Hag94], les auteurs utili-
sent une tête st�er�eoscopique �xe pour contrôler la position relative entre les objets.
Ils appliquent leur m�ethode �a la tâche d'insertion d'une disquette dans le driver d'un
ordinateur.

{ Hosoda & Asada [HA94] proposent une m�ethode d'estimation de la matrice d'in-
teraction qui relie les variations des signaux 2D aux mouvements articulaires d'un
robot. Cette estimation ne n�ecessite pas une connaissance a priori du mod�ele du
syst�eme cam�era-robot. Le test de cette �etude reste limit�e �a l'asservissement de trois
degr�es de libert�e du robot.

{ Les travaux de Feddema et al. [FLM93] ont port�e sur la poursuite d'objets r�ealis�ee
par asservissement visuel avec une cam�era embarqu�ee sur l'e�ecteur du robot. Les
mouvements du robot sont d�eduits �a partir des trajectoires 2D d�esir�ees. On y trouve
�egalement une discussion sur le choix de primitives 2D permettant une poursuite
robuste.

{ Papanikolopoulos et al. [PKK93] [PKK91] [PNK94] ont e�ectu�e une �etude compa-
rative de di��erentes modes de contrôle qui sont :

1. r�egulation proportionnelle-int�egrale (PI),

2. boucle ferm�ee �a placement de pôles,

3. version modi��ee du contrôle LQG (Linear Quadratic Gaussien) o�u le vecteur
de perturbation et le vecteur d'�etat sont estim�es par un �ltre de Kalman.

{ Hashimoto et al. [HKEK91] utilisent aussi les �equations du ot optique pour cal-
culer la matrice d'interaction pour n points de l'image. La commande est faite par
un retour d'�etat. L'exp�erimentation consiste �a suivre la trajectoire 2D d'un objet.
L'inconv�enient majeur d'utiliser des points comme amer dans l'image est qu'ils four-
nissent, dans certains cas, des informations bruit�ees en comparaison �a des primitives
g�eom�etriques plus structur�ees telles que les droites.

{ Dans les travaux de Bien et al. [BJP93], l'information visuelle extraite dans l'image
peut être la surface, les moments centraux : : : Dans le cas o�u le nombre d'informa-
tions visuelles est �egal au nombre de degr�es de libert�e du robot la matrice d'inter-
action peut poss�eder des con�gurations singuli�eres. Les auteurs proposent d'utiliser
des informations redondantes pour r�esoudre ce probl�eme.
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{ Corke [Cor93a] d�ecrit quelques aspects mat�eriels et logiciels d'un syst�eme capable
de r�ealiser un asservissement visuel �a une cadence de 50 Hz. Cette cadence �elev�ee
simpli�e quelques strat�egies de contrôle (par exemple la pr�ediction et la g�en�era-
tion des trajectoires explicites peuvent être �elimin�ees). Dans cette �etude on trouve
�egalement une analyse des e�ets dynamiques de la boucle ferm�ee.

En�n, notons que pour les deux types d'asservissement, la nature de la tâche robotique
impose, soit l'utilisation d'une cam�era embarqu�ee sur le robot asservi, soit l'utilisation
d'une cam�era ind�ependante de ce robot.

5.3 Interaction capteur/environnement

5.3.1 D�e�nitions

Soit e l'espace euclidien �a 3 dimensions, l'espace vectoriel associ�e �etant IR3. L'espace
de con�guration des corps rigides et des rep�eres est le groupe de Lie des d�eplacements de
e, appel�e SE3 (Special Euclidian Group), isomorphe �a IR3�SO3 o�u SO3 est le groupe des
rotations. Un �el�ement de SE3 d�e�nit une situation r. L'espace tangent �a SE3 en l'identit�e,
not�e se3, est une alg�ebre de Lie isomorphe �a l'alg�ebre de Lie des champs �equiprojectifs de
e dans IR3, ce qui signi�e que tout �el�ement de se3 n'est autre que le traditionnel torseur
cin�ematique.

Classiquement, un torseur T est aussi d�e�ni par son vecteur 
 et son champ antisy-
m�etrique V. La connaissance du vecteur 
 et du champs V en un point O d�etermine le
champ en tout point M par :

V(M) = V(O) + 
���!OM
Exprim�e dans un rep�ere un torseur est un vecteur de IR6 et nous appelons coordonn�ees

en O du torseur T le couple de vecteurs [
; V(O)].
Le produit scalaire de deux torseurs T1 et T2 en un point O est donn�e par :

T1 �T2 = 
1V2(O) + 
2V1(O)

Notons que ce produit ne d�epend pas du choix de O.

5.3.2 Le torseur d'interaction

Dans ce paragraphe nous pr�esentons la notion du Jacobien d'image. Cette entit�e quan-
ti�e la relation di��erentielle entre les variations des informations visuelles fournies par un
ou plusieurs capteurs et les mouvements du robot engendrant ces variations.

On d�e�nit une information visuelle s, �egalement appel�ee signal capteur, par la donn�ee
d'une application de SE3 dans IRk o�u k repr�esente la dimension du vecteur s. Cette d�e-
�nition implique que la valeur de s ne d�epend que de la situation entre la cam�era et son
environnement. Ainsi on consid�ere que seules des modi�cations de nature g�eom�etrique
sont susceptibles de faire varier la valeur d'une information visuelle. On sait que la ca-
m�era est ind�ependante du robot qui se trouve dans le champ visuel de cette cam�era. Les
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d�eplacements de la pince du robot ou des objets embarqu�es sur cette pince sont r�ealis�es �a
l'aide des di��erents axes constituant le robot. La situation de la pince ne d�epend que de
la valeur des coordonn�ees articulaires q. De plus, si la cam�era est elle-même mobile, alors
s peut s'�ecrire :

s = s(q; t) (5.1)

o�u le param�etre temps t repr�esente la contribution du mouvement de la cam�era.
La di��erentielle de s permet de relier les variations des informations visuelles dans

l'image aux mouvements de la cam�era et de la sc�ene. A partir de l'�equation (5.1), on
obtient :

�
s =

@s

@q

�
q +

@s

@t
(5.2)

Le terme @s
@q peut se d�ecomposer sous la forme :

@s

@q
=
@s

@r

@r

@q
(5.3)

o�u l'on reconnâ�t le classique Jacobien du robot @r
@q si l'on choisit pour r la situation de

la pince. Cette d�ecomposition permet d'exhiber :

{ un terme ne d�ependant que de la con�guration du robot et en aucun cas de la tâche :
le Jacobien du robot,

{ un terme ne d�ependant que de la tâche choisie, repr�esent�ee par s, et en aucun cas de
la con�guration du robot : le terme @s

@r que l'on peut appeler Jacobien de la tâche.

Il est donc essentiel de caract�eriser le Jacobien de la tâche pour conserver une approche
g�en�erale applicable �a tout robot et notamment quel que soit son nombre de degr�es de
libert�e. Cette caract�erisation permet :

{ la r�ealisation de la commande du robot en boucle ferm�ee �a partir de la valeur des
informations visuelles (commande r�ef�erenc�ee capteur),

{ l'estimation de la vitesse 3D des objets �a partir de la vitesse de leurs primitives 2D
fournies par la cam�era,

{ la quanti�cation de la qualit�e d'observation des objets mobiles [SH94].

Consid�erons maintenant une composante sj de s. Nous savons que la di��erentielle de
sj est une application lin�eaire de se3jr dans IR. Par cons�equent, la di��erentielle de sj en r
n'est autre qu'un torseur. Rappelant qu'un �el�ement de se3 est aussi un torseur cin�ematique
T, nous pouvons �ecrire au point r de SE3 la relation fondamentale :

�
sj = Hj �T (5.4)

o�u:

{ T est le torseur cin�ematique repr�esentant la vitesse relative de la sc�ene par rapport
�a la cam�era,
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{ � est le produit de torseurs d�e�ni plus haut,

{ Hj est un torseur dont l'expression d�epend �a la fois des caract�eristiques de l'environ-
nement et du capteur lui-même. Il caract�erise compl�etement les interactions entre
le capteur et son environnement et nous l'appellerons torseur d'interaction.

La relation (5.4) peut s'�ecrire sous la forme matricielle suivante :

�
sj = Jj T o�u Jj = Hj

"
0 I3
I3 0

#
(5.5)

Jj est la repr�esentation matricielle du torseur d'interactionHj exprim�e dans un rep�ere
et en point donn�es. La repr�esentation matricielle de l'ensemble fH1 : : :Hng associ�e �a
s = (s1 : : : sn)

T est appel�e Jacobien d'image ou matrice d'interaction et not�ee J . Avec
cette notation, nous aurons :

�
s = J T (5.6)

Le choix des informations visuelles doit tenir compte de deux conditions essentielles :
tout d'abord, une condition �evidemment n�ecessaire est qu'il existe des algorithmes de trai-
tement d'images capables de mesurer cette information, et ce �a un rythme le plus proche
possible du rythme d'�echantillonnage de la commande du robot. La seconde condition
est qu'il soit possible de calculer de mani�ere explicite le Jacobien de cette information
visuelle.

5.4 Mod�elisation du Jacobien d'image

L'estimation du Jacobien peut être r�ealis�ee d'une fa�con analytique si l'on connâ�t le
mod�ele de l'objet poursuivi [Cha90] [ECR92]. Elle peut être �egalement r�ealis�ee d'une
mani�ere exp�erimentale, dans ce cas on imprime au robot des mouvements incr�ementaux
connus (autour d'une position nominale) et on mesure dans l'image l'e�et de ces mouve-
ments sur les signaux 2D. Ensuite, la valeur num�erique du Jacobien �a la position nominale
sera d�etermin�ee en r�esolvant un syst�eme lin�eaire en les coe�cients de ce Jacobien. Deux
exemples de cette approche sont rapport�es dans [YA94] et [BJP93]. Le premier corres-
pond �a un mouvement de deux degr�es de libert�e, le second �a un mouvement de trois degr�es
de libert�e. Toutefois, cette approche est mal adapt�ee �a l'asservissement temps r�eel et la
pr�ecision du Jacobien d�epend du calibrage du robot.

Dans la suite, nous allons donner la forme explicite du Jacobien lorsque les primitives
visuelles sont des points, des segments et des droites.

Supposons que la cam�era soit immobile et que la pince soit anim�ee d'une vitesse de
translation VO et d'une vitesse de rotation 
O (voir Figure 5.5). Le torseur cin�ematique,
appliqu�e �a la pince du robot, s'�ecrit donc :

TO =

"
VO


O

#
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C

c

Vc

R, t

Bj

b j
Ω

V
Ω

O

0
0

Plan image

Repere pince

Repere camera

Fig. 5.5 - Cette �gure repr�esente la relation entre le torseur cin�ematique appliqu�e �a la
pince du robot et la vitesse 2D de l'image d'un point (Bj) de cette pince.

Si l'on note par TC le mouvement de la cam�era exprim�e dans son rep�ere et qui repr�e-
sente le même mouvement que TO, on obtient la relation suivante :"

VC


C

#
= �

"
VO


O

#
(5.7)

avec :

� =

"
R �R S(�RT t)
0 R

#
(5.8)

Dans cette �equation, R et t repr�esentent la matrice de rotation et le vecteur de trans-
lation associ�es �a la transformation rigide entre la cam�era et la pince, cette transformation
permet le changement de coordonn�ees du rep�ere pince vers le rep�ere cam�era ; S(a) repr�e-
sente la matrice antisym�etrique associ�ee au vecteur tridimensionnel a.

5.4.1 Les points

On consid�ere un point de la pince du robot d�esign�e par Bj (voir Figure 5.5). Les
coordonn�ees de ce point (xj, yj, zj) sont exprim�ees dans le rep�ere de la cam�era. La
projection de ce point sur le plan image a pour coordonn�ees :

uj = �u
xj
zj

+ uc (5.9)

vj = �v
yj
zj

+ vc (5.10)

o�u �u, �v, uc et vc sont les param�etres intrins�eques de la cam�era associ�es au mod�ele
st�enop�e.
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En di��erentiant les deux �equations (5.9) et (5.10), on obtient les variations dans l'image
des coordonn�ees uj et vj de bj par rapport �a la vitesse du point Bj :

" �
uj
�
vj

#
=

"
�u 0
0 �v

# "
1=zj 0 �xj=z2j
0 1=zj �yj=z2j

# 2664
�
xj
�
yj
�
zj

3775 (5.11)

En appliquant la loi des mouvements rigides, on peut �ecrire la relation qui donne la

vitesse VBj =
�

�
xj

�
yj

�
zj
�T

du point Bj en fonction des �el�ements de r�eduction du
torseur Tc , soit :

VBj = VC + 
C ���!CBj

En rempla�cant cette �equation dans l'�equation (5.11), on obtient :

" �
uj
�
vj

#
=

"
�u 0
0 �v

# "
1=zj 0 �xj=z2j �xjyj=z2j 1 + x2j=z

2
j �yj=zj

0 1=zj �yj=z2j �(1 + y2j =z
2
j ) xjyj=z

2
j xj=zj

# "
VC


C

#
(5.12)

En combinant les deux �equations (5.12) et (5.7), nous obtenons :" �
uj
�
vj

#
| {z }
2�1

= J(Bj)

"
VO


O

#
| {z }

6�1

(5.13)

Dans cette formule, le Jacobien J(Bj), associ�e au point Bj de la pince, est donn�e par :

J(Bj) =

"
�u 0
0 �v

# "
1=zj 0 �xj=z2j �xjyj=z2j 1 + x2j=z

2
j �yj=zj

0 1=zj �yj=z2j �(1 + y2j=z
2
j ) xjyj=z

2
j xj=zj

#
"
R �R S(�RT t)
0 R

#
(5.14)

Il est �a noter que dans certaines conditions le champ des vitesses, repr�esent�e par le

vecteur (
�
uj;

�
vj), et le ot optique ont la même composante suivant la direction du gradient

spatial [HA91].
Supposons maintenant que l'on veut d�eterminer le Jacobien qui relie le torseur cin�e-

matique TO et les variations des coordonn�ees normalis�eesXj et Yj de bj qui sont donn�ees
par :

Xj =
xj
zj

=
uj � uc
�u

(5.15)

Yj =
yj
zj

=
vj � vc
�v

(5.16)

En di��erentiant ces deux �equations, nous obtenons :24 �

Xj
�

Y j

35 = "
1=�u 0
0 1=�v

# " �
uj
�
vj

#
(5.17)
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En ulilisant l'�equation (5.13), on peut �ecrire :24 �

Xj
�

Y j

35 = "
1=�u 0
0 1=�v

#
J(Bj)

"
VO


O

#

On en d�eduit l'expression du Jacobien associ�e aux coordonn�ees normalis�ees du point bj :

JN (Bj) =

"
1=zj 0 �xj=z2j �xjyj=z2j 1 + x2j=z

2
j �yj=zj

0 1=zj �yj=z2j �(1 + y2j=z
2
j ) xjyj=z

2
j xj=zj

# "
R �R S(�RTt)
0 R

#

En utilisant les deux �equations (5.15) et (5.16), on peut r�e�ecrire le Jacobien JN (Bj)
sous la forme suivante :

JN(Bj) =

"
1=zj 0 �Xj=zj �XjYj 1 +X2

j �Yj
0 1=zj �Yj=zj �(1 + Y 2

j ) XjYj Xj

# "
R �R S(�RT t)
0 R

#
(5.18)

Dans le cas g�en�eral o�u l'on a n points, les expressions du Jacobien deviennent :

J =

2664
J(B1)

...
J(Bn)

3775
et

JN =

2664
JN (B1)

...
JN (Bn)

3775
5.4.2 Les segments

Consid�erons un segment 3D d'extr�emit�es les points B1 et B2. Ce segment peut être
repr�esent�e dans l'image par les coordonn�ees u1, v1, u2 et v2 de ses extr�emit�es b1 et b2. Le
Jacobien est alors obtenu �a partir de l'�equation (5.14) et on a :

Ju1 = �u [ 1=z1 0 �x1=z21 �x1y1=z21 1 + x21=z
2
1 �y1=z1 ] �

Jv1 = �v [ 0 1=z1 �y1=z21 �(1 + y21=z
2
1) x1y1=z

2
1 x1=z1 ] �

Ju2 = �u [ 1=z2 0 �x2=z22 �x2y2=z22 1 + x22=z
2
2 �y2=z2 ] �

Jv2 = �v [ 0 1=z2 �y2=z22 �(1 + y22=z
2
2) x2y2=z

2
2 x2=z2 ] �

Une autre repr�esentation des segments est souvent utilis�ee : la longueur l, l'orientation
� et les coordonn�ees ug et vg du milieu du segment. Le passage �a cette repr�esentation est
donn�ee par :

ug = (u1 + u2)=2

vg = (v1 + v2)=2

l =
q
(u1 � u2)2 + (v1 � v2)2

� = arctan(u1 � u2)=(v1 � v2)
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A l'aide de ces relations, on d�eduit :26664
Jug
Jvg
Jl
J�

37775 =
26664

1=2 0 1=2 0
0 1=2 0 1=2

�u=l �v=l ��u=l ��v=l
�v=l2 ��u=l2 ��v=l2 �u=l2

37775
26664
Ju1
Jv1
Ju2
Jv2

37775
o�u �u = u1 � u2 et �v = v1 � v2.

On obtient ainsi les torseurs d'interaction associ�es �a la nouvelle repr�esentation. De la
même mani�ere, si l'on consid�ere un triangle, on peut le repr�esenter :

{ soit par les coordonn�ees dans l'image de ses trois sommets,

{ soit par les coordonn�ees de son centre de gravit�e, la longueur de ses arêtes et l'orien-
tation d'une de ses arêtes.

Rappelons qu'il est possible de calculer le Jacobien de toute autre information visuelle
s bas�ee sur les points (surface, distance, centre de gravit�e d'un polygone, : : : ) du moment
que cette information puisse s'exprimer sous la forme s = s(u1; v1; : : : ; un; vn).

5.4.3 Les droites

ρ

θ X

Y

Fig. 5.6 - Repr�esentation (�; �) des droites 2D.

Une ligne droite peut être repr�esent�ee par l'intersection de deux plans :

D :

(
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0

(5.19)

L'image 2D de cette droite, not�ee �, a pour �equation :

AX +B Y + C = 0 (5.20)
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Si nous adoptons la repr�esentation (�; �) (voir Figure 5.6), l'�equation (5.20) s'�ecrit
donc :

X cos � + Y sin � � � = 0 (5.21)

o�u � = arctan(B=A) et � = �C=pA2 +B2.

L'ambigu��t�e de cette repr�esentation (la même droite peut être param�etr�ee indi��erem-
ment par (�; � + 2k�) et (��; � + (2k + 1)�)) est lev�ee en partie en choisissant des sens
pour les droites. Autrement dit, cela correspond �a �xer le signe de �. De plus, l'ambigu��t�e
dûe aux multiples choix possibles de �, (� + 2k�) d'une part, n'a aucune inuence sur la
valeur du Jacobien associ�e �a � et � et, d'autre part, peut facilement être lev�ee en modulant
�a 2� l'erreur � � ��.

La rigidit�e des primitives g�eom�etriques permet d'�ecrire la di��erentielle de l'�equation
(5.21) sous la forme suivante :

�
� + (X sin � � Y cos �)

�

� = cos �
�

X +sin �
�

Y ; 8 (X;Y ) 2 � (5.22)

A partir des �equations (5.19), (5.15) et (5.16), on peut �ecrire z en fonction de X et Y :

1=z = �(aiX + biY + ci)=di (5.23)

avec i = 1 si d1 6= 0 ou i = 2 si d2 6= 0.

En utilisant l'�equation (5.18), nous pouvons �ecrire
�

X et
�

Y en fonction du torseur
cin�ematique TO :24 �

X
�

Y

35 = "
1=z 0 �X=z �XY 1 +X2 �Y
0 1=z �Y=z �(1 + Y 2) XY X

#
� TO (5.24)

A partir de l'�equation (5.21), on �ecrit X en fonction de Y si cos � 6= 0 (ou Y en fonction
de X sinon) et l'�equation (5.22) peut s'�ecrire, en utilisant (5.23) et (5.24) :

(� �

� = cos �) Y + (
�
� +� tan �

�

�) = Y K1 � TO +K2 � TO; 8 Y 2 IR: (5.25)

Les deux vecteurs lignes K1 et K2 sont donn�es par :(
K1 = [ ��1 cos � ��1 sin � �1� �� �� tan � �1= cos � ]
K2 = [ ��2 cos � ��2 sin � �2� � sin � cos � + �2= cos � � tan � ]

avec :

�1 = (�ai tan � + bi)=di

�2 = (ai�= cos � + ci)=di

L'�equation(5.25) peut s'�ecrire sous la forme suivante :

(� �

� = cos � �K1 � TO) Y +
�
� +� tan �

�

� �K2 � TO = 0 8 Y 2 IR:
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On a alors :

�

� = �K1 cos � � TO (5.26)
�
� = (K2 + � sin �K1) � TO (5.27)

On en d�eduit l'expression du Jacobien associ�e �a � et � :

J(�) =

" ��� cos � ��� sin � ��� � cos � � sin � 1
��� cos � ��� sin � ��� �(1 + �2) sin � (1 + �2) cos � 0

# "
R �R S(�RTt)
0 R

#
avec :

�� = (ai sin � � bi cos �)=di

�� = (ai� cos � + bi� sin � + ci)=di

5.5 Contrôle

Nous allons �a pr�esent montrer comment on peut construire une commande �a partir
des informations visuelles 2D. Pour ce faire, nous consid�erons le vecteur s qui repr�esente
les mesures extraites de l'image. Les composantes de ce vecteur caract�erise d'une mani�ere
g�eom�etrique les primitives 2D qui peuvent être de nature di��erente (point, droite, ellipse,
: : : ).

Soit maintenant une fonction scalaire h(s) que l'on souhaite minimiser par rapport �a
q. Si un tel minimumm existe, au moins localement, son gradient y sera nul :

8q 2 m :
@h

@s

@s

@r

@r

@q
= 0 (5.28)

Le Jacobien du robot @r
@q �etant suppos�e r�egulier, l'�equation (5.28) devient :

8r 2 f(m) :
@h

@s

@s

@r
= 0 (5.29)

@s
@r , de dimension k�6 et de rang p � min(k; 6), est le Jacobien d'image J . La solution

de (5.29) est donc m tel que :

8r 2 f(m) :
@h

@s
2 Ker(J) (5.30)

Soit par exemple h = 1
2(s� s?)T (s� s?). On a alors @h

@s = s� s?. Suivant la dimension
k et le rang p il peut ou non exister plusieurs classes de solution �a (5.30), dont :

s� s? = 0 (5.31)

seule situation que nous consid�ererons dans la suite.
Si les contraintes d�e�nies par (5.31) sont compatibles, alors (5.31) d�e�nit une liaison

virtuelle. En d�erivant (5.31), il vient :

�
s =

@s

@r
T = 0
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Comme l'asservissement a pour but le contrôle du mouvement du robot, nous pouvons
supposer que la variable de commande n'est autre que le torseur cin�ematique imprim�e �a
la pince du robot. On cherche �a atteindre un motif dans l'image repr�esent�e par s? qui
repr�esente la valeur d�esir�ee de s. Le choix des informations visuelles s va d�eterminer la
nature de la tâche qu'on veut r�ealiser. Il faut �a pr�esent construire une commande qui
permette de r�ealiser la contrainte (5.31). Supposons que la dimension du vecteur s soit
plus grande ou �egale �a 6 et que les contraintes d�e�nies par (5.31) soient compatibles et
ind�ependantes. En d'autres termes, dans un certain domaine de SE3, la solution de (5.31)
est unique et la matrice J est r�eguli�ere.

                                    

Position
finale

Position
courante

              

Erreur courante

Vitesse 2−D

S

u

v

S*

S

Fig. 5.7 - Le vecteur vitesse d'un point image doit être proportionnel au vecteur d'erreur
entre la position �nale et la position courante.

Sans la moindre perte de g�en�eralit�e, supposons que les informations visuelles sont les
coordonn�ees images de n points attach�es �a la pince du robot. Dans ce cas, le vecteur de
mesures s, de dimension 2n, s'�ecrit :

s = (u1 v1 : : : uj vj : : : un vn)
T

Nous repr�esentons par s? les coordonn�ees 2D de ces n points correspondant �a la posi-
tion �nale de la pince. Ce vecteur peut être calcul�e par plusieurs m�ethodes : apprentissage,
localisation 3D, alignement robot/objet tel qu'il est pr�esent�e dans le paragraphe suivant.
L'apprentissage consiste �a se placer explicitement et r�eellement dans la situation corres-
pondant �a la r�ealisation de la tâche, et �a mesurer le vecteur s? associ�e. Il s'agit ici de en
quelque sorte d'�etalonner l'application plutôt la cam�era. La deuxi�eme solution consiste �a
calculer le s? �a partir d'un mod�ele. L'inconv�enient majeur de cette solution est que les
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incertitudes sur les param�etres du mod�ele (param�etres intrins�eques de la cam�era) vont
introduire une erreur sur le positionnement 3D.

La mani�ere id�eale consiste �a imposer �a chaque point image une vitesse proportionnelle
�a la distance qui le s�epare de sa position �nale (voir Figure 5.7). Ce comportement id�eal
se traduit par :

�
s = g (s? � s) (5.32)

o�u g est un scalaire positif qui inue sur le r�egime transitoire de l'asservissement et appel�e
gain de l'asservissement.

En se rappelant que :
�
s = J

"
VO


O

#
on obtient :

J

"
VO


O

#
= g (s? � s) (5.33)

Avec :

J =

2664
J(B1)

...
J(Bn)

3775
Le Jacobien J(Bj) associ�e au point Bj est donn�e par l'�equation (5.14). La matrice J a
pour dimension 2n� 6 et d�epend des param�etres suivants :

{ �u et �v qui sont les facteurs d'�echelle vertical et horizontal associ�es �a l'ensemble ca-
m�era/convertisseur analogique num�erique. Nous pouvons noter que la connaissance
du rapport �u=�v est su�sante pour garantir la colin�earit�e exig�ee par l'�equation
(5.32). Le plus souvent, ce rapport est connu avec une grande pr�ecision ;

{ xj, yj et zj qui sont les coordonn�ees des points de la pince exprim�ees dans le rep�ere
cam�era. Ces coordonn�ees varient avec le temps puisque la pince se d�eplace ;

{ R et t qui sont la rotation et la translation entre le rep�ere pince et le rep�ere cam�era.
Ces valeurs varient avec le temps pour la même raison cit�ee plus haut.

Le Jacobien J n'est pas constant puisque la relation entre une sc�ene 3D et sa projection
2D n'est pas lin�eaire. Il s'av�ere tr�es important d'estimer la valeur de cette matrice �a
n'importe quelle position. Cette mise �a jour sera e�ectu�ee par un calcul de la pose entre
la pince et la cam�era.

La solution de l'�equation (5.33) au sens des moindres carr�es va donner le torseur
cin�ematique :

TO =

"
VO


O

#
= g Jy (s? � s) (5.34)
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o�u Jy est la pseudo-inverse de la matrice J et est donn�ee par :

Jy =
�
JTJ

��1
JT

Dans tous les cas, la solution de l'�equation (5.33), not�ee TO, v�eri�e les deux propri�et�es
suivantes :

1. 8 T0

O on a la relation suivante :

kJ TO � g (s? � s) k � kJ T0

O � g (s? � s) k

2. pour tous les mouvements T
0

O 6= TO tels que :

kJ TO � g (s? � s) k = kJ T0

O � g (s? � s) k

on a :
kTOk < kT0

Ok

La condition sur le rang de la matrice J implique que le nombre minimal de points
soit �egal �a 3. Cependant, dans [Cha90] on montre que dans le cas de trois points il existe
une in�nit�e de situations o�u la matrice J n'est pas de rang plein (son rang est inf�erieur �a
6). Une solution e�cace au probl�eme du rang consiste �a augmenter le nombre des infor-
mations visuelles de telle sorte que ce nombre soit plus grand que le nombre de degr�es de
libert�e contrôl�es.

L'algorithme de l'asservissement visuel est le suivant :

1. Prendre une image de la pince du robot.

2. D�etecter les points images correspondant �a certains points sp�eci��es de la pince.

3. Apparier ces points avec leurs correspondants 3D.
Si la position courante des points est assez proche de leur position �nale alors
arrêter.
Sinon aller �a l'�etape suivante.

4. Calculer la pose de la pince par rapport �a la cam�era.

5. Calculer la matrice J ainsi que sa pseudo-inverse.

6. Calculer le torseur cin�ematique de la pince tel qu'il est donn�e par l'�equation (5.34)
et imprimer ce torseur �a la pince.

7. Aller �a l'�etape 1.

Nous allons �a pr�esent comparer le comportement dynamique de l'asservissement visuel
dans deux cas de �gure: (i) un Jacobien constant, (ii) un Jacobien qui est mis �a jour d'une
fa�con continue.
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Fig. 5.8 - Implantation de l'asservissement visuel de la pince du robot : mat�eriels et
logiciels.

Pour ce faire, consid�erons la loi de commande (5.34). En pratique, on utilise un mod�ele
Ĵ de la matrice J . La commande sera :

TO = g Ĵy (s? � s)

L'�evolution de l'erreur e = s? � s est donn�ee par :
�
e = � �

s

= �J TO

= �g J Ĵy e

La d�eriv�ee temporelle du module de l'erreur e s'�ecrit :

d

dt

�
1

2
kek2

�
= eT

�
e

= �g eTJ Ĵy e

On voit qu'une condition su�sante de d�ecroissance de kek est que la matrice JĴy soit
positive.

Il est clair que :

{ Si Ĵ est une bonne approximation de la matrice J , alors Ĵ � J et la condition de
positivit�e sera garantie quelle que soit la position du robot.

{ Si Ĵ est constant alors la condition de positivit�e ne sera pas garantie pour toutes
les positions du robot.

En r�esum�e, l'utilisation d'un Jacobien variable a les avantages suivants:

{ On garantit la d�ecroissance exponentielle de l'erreur 2D ks? � sk et ceci ind�epen-
damment de l'�ecart entre la position initiale et la position �nale.

{ La poursuite des points dans l'image sera robuste surtout lorsqu'on utilise des fe-
nêtres. Avec un Jacobien constant on risque de perdre la poursuite des points, soit
ces points ne seront pas dans le champ de vue de la cam�era, soit ces points n'ap-
partiendront pas aux fenêtres de recherche.

{ Le temps de l'asservissement est optimis�e.
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5.6 Alignement robot/objet

La caract�erisation de l'alignement de deux objets (un objet et une pince, : : : ) n�ecessite
une repr�esentation de la relation g�eom�etrique existant entre ces deux objets. En robotique,
cette relation est repr�esent�e par une transformation euclidienne qui peut être symbolis�ee
par une liaison virtuelle entre les deux objets. La nature de cette liaison virtuelle est vari�ee :
(rigide, prismatique, roto��de, pivot glissant, appui plan, rotule, lin�eaire rectiligne, lin�eaire
annulaire, ponctuelle). Elle est impos�ee par la nature de l'alignement entre les objets.
Ainsi, la saisie d'un objet 3D pourrait être un cas particulier d'une liaison virtuelle rigide.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer comment on peut caract�eriser les alignements
de telle sorte que cette caract�erisation soit non euclidienne donc invariante par projection.
Nous allons consid�erer les conditions d'alignement associ�ees �a une cam�era non �etalonn�ee
dont le mod�ele de projection est celui de la projection perspective puisqu'il est plus �d�ele
�a la r�ealit�e. Dans ce cas, le processus g�eom�etrique de la formation de l'image sera d�ecrit
par une transformation projective de l'espace projectif 3D dans l'espace projectif 2D.

Premi�erement, Nous consid�erons 6 points de l'objet �a saisir. Cette approche peut être
g�en�eralis�ee �a un nombre quelconque de points pourvu que leur nombre soit plus grand ou
�egal �a 6 et qu'il existe 5 points parmi eux qui ne sont pas quatre �a quatre coplanaires. Les
coordonn�ees 3D de ces 6 points sont connus dans un rep�ere orthonorm�e associ�e �a l'objet
�a saisir. De même, les points de la pince du robot sont connus dans un rep�ere orthonorm�e
associ�e �a cette pince. Supposons que la caract�erisation de l'alignement robot/objet est
donn�ee par le d�eplacement rigide D (transformation homog�ene 4�4) entre le rep�ere de la
pince et le rep�ere de l'objet (voir Figure 5.9).

Deuxi�ement, nous consid�erons une homographie, repr�esent�ee par la matrice inversible
P de dimension 4�4 en coordonn�ees homog�enes. Cette homographie correspond �a un
changement de base entre l'espace euclidien (rep�ere de l'objet) et l'espace projectif 3D
dont la base est form�ee par les 5 points. La matrice P est d�etermin�ee �a un facteur multi-
plicatif pr�es (elle contient 15 param�etres ind�ependants) et peut être calcul�ee de la mani�ere
suivante :

SoientA1; : : : ;A5 les vecteurs de dimension 4 d�ecrivant les coordonn�ees homog�enes des
5 points de l'objet (non quatre �a quatre coplanaires). Soit A6 le vecteur associ�e au sixi�eme
point de l'objet. On d�esigne par Ap

i le vecteur de dimension 4 associ�e aux coordonn�ees
projectives du même point Ai. Nous supposons que les 5 premiers points de l'objet sont
la base canonique de l'espace projectif. Il en r�esulte que ces 5 points ont les coordonn�ees
projectives suivantes :

(0 0 0 1) (1 0 0 1) (0 1 0 1) (0 0 1 1) (1 1 1 1)

La transformation projective de chaque point s'�ecrit :

Ap
i = �i P Ai (5.35)

Comme cette �equation fournit 3 contraintes lin�eaires en les coe�cients de P , les 16
coe�cients de cette matrice peuvent être d�etermin�es en utilisant les 5 points A1; : : : ;A5

et leur transform�eeAp
i . Les 15 �equations r�esultant sont ind�ependantes puisque les 5 points

utilis�es forment une base projective. Une contrainte suppl�ementaire que l'on ajoute �a ces
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Fig. 5.9 - Sp�eci�cation de la consigne 2D s? correspondant �a la tâche d'alignement
robot/objet. On doit connâ�tre: la transformation rigide pince-objet, au moins, 6 corres-
pondances point 3D/point 2D de l'objet �a saisir.
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15 �equations va nous permettre de calculer les 16 coe�cients de P . Une possibilit�e consiste
�a utiliser la contrainte suivante :

4X
i;j=1

pij = 1

Une fois la matrice P d�etermin�ee, on peut calculer, dans l'espace projectif ainsi d�e�ni,
les coordonn�ees projectives de n'importe quel point exprim�e dans le rep�ere de l'objet.

Soit Bj le vecteur de dimension 4 associ�e �a un point de la pince. Ce vecteur est exprim�e
dans un rep�ere orthonorm�e attach�e �a la pince. La connaissance des deux matrices D et
P va nous permettre de calculer le vecteur Bp

j qui repr�esente les coordonn�ees projectives
du point consid�er�e dans la base projective canonique :

Bp
j = �j P D Bj

Consid�erons maintenant une cam�era observant l'objet que la pince doit saisir. Nous
n'avons aucune information sur les position et orientation entre cette cam�era et son en-
vironnement (objet, pince). Soient a1; : : : ;a6 les images des 6 points objets. Comme le
processus g�eom�etrique de la formation de l'image est d�ecrit par une projection perspective,
nous pouvons repr�esenter cette projection par une matriceM de dimension 3 � 4 :

ai =M Ap
i (5.36)

avec ai = (sui svi s)T o�u ui et vi sont les coordonn�ees images du point ai et s est
un facteur d'�echelle. Il est �evident qu'au moins 6 correspondances point 3D/point 2D
vont permettre le calcul de la matrice M , puisque chaque correspondance fournit deux
�equations ind�ependantes en les coe�cients de cette matrice.

Apr�es l'estimation de la matrice de projection M , on peut pr�edire les positions dans
l'image des points de la pince tels qu'ils apparaissent lors de la saisie de l'objet :

bj =M Bp
j (5.37)

En pratique, les calculs qu'on vient de pr�esenter peuvent être d�ecompos�es en deux �etapes.
La premi�ere �etape consiste �a d�eterminer les vecteurs Ap

1 : : :A
p
6 et les vecteurs B

p
j . Cette

�etape est e�ectu�ee hors ligne. La deuxi�eme �etape consiste �a calculer la matrice M et les
vecteurs bj. Cette deuxi�eme �etape est e�ectu�ee en ligne.

La majeure di�cult�e dans ce que nous venons de pr�esenter est de trouver les 6 ap-
pariements points objets/points images. Ce probl�eme d'appariement est un probl�eme de
reconnaissance d'objets �a partir d'une image [HM93] [BB82].

5.7 Etude de performance

L'objet de ce paragraphe est d'�etudier, principalement exp�erimentalement, l'inuence
des incertitudes sur le comportement d'un asservissement visuel, en consid�erant ici uni-
quement comme primitives g�eom�etriques un ensemble de points. Dans ce cas, le vecteur
de mesures extraites des images comporte les coordonn�ees images de ces points. Le Ja-
cobien associ�e au vecteur s concentre plusieurs types d'erreur qui a�ectent le syst�eme
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Fig. 5.10 - Les diverses sources d'erreur a�ectant les param�etres du calibrage.

cam�era/robot. Notre optique sera celle de la r�egulation autour d'une valeur s? constante,
suppos�ee telle que l'utilisateur consid�ere son objectif comme atteint d�es que s = s?.
Comme s? est correctement calcul�e, ks? � sk peut tendre vers z�ero même lorsque les pa-
ram�etres de calibrage utilis�es sont faux. La Figure 5.10 repr�esente les diverses sources des
incertitudes sur le calibrage du syst�eme cam�era/robot.

On consid�ere deux types de commande : l'une utilise une remise �a jour du Jacobien �a
chaque pas en fonction de la situation 3D de la pince ; l'autre, g�en�eralement moins perfor-
mante mais plus simple, utilise une valeur constante du Jacobien calcul�ee �a la situation
�nale. Pour chacune, on �evalue la contribution de chaque erreur param�etrique dans di-
verses conditions initiales en rotation et en translation. On examine �egalement leurs e�ets
combin�es dans quelques cas.

La commande est de la forme :

TO =

"
VO


O

#
= g Jy (s? � s)

Pour l'ensemble des simulations, ce torseur cin�ematique est appliqu�e �a la pince sous
forme de d�eplacement incr�emental. En e�et, si Lk est la matrice homog�ene repr�esentant,
�a l'it�eration k, la situation de la pince par rapport �a un rep�ere �xe quelconque (le rep�ere
de la cam�era) et si te repr�esente la p�eriode d'�echantillonnage, on a :

Lk+1 = Lk

"
Rd VO te
0T 1

#
avec :

Rd =

264 cos � + (1� cos �)u2x �uzs+ (1� cos �)uxuy uys+ (1 � cos �)uxuz
uzs + (1� cos �)uxuy cos � + (1 � cos �)u2y �uxs+ (1� cos �)uzuy

�uys+ (1 � cos �)uxuz uxs+ (1� cos �)uzuy cos � + (1 � cos �)u2z

375



5.7. ETUDE DE PERFORMANCE 161

o�u � = k
Ok te et uT = [ ux uy uz ] = 
O=k
Ok.

Dans les simulations suivantes, tous les param�etres du calibrage sont choisis de telle
sorte qu'ils soient tr�es proches de ceux du syst�eme r�eel qu'on a au (LIFIA). On consid�ere
4 points coplanaires formant un carr�e de côt�e 10 cm. Ces 4 points sont attach�es �a la pince
du robot. La position initiale du rep�ere pince par rapport au rep�ere cam�era est donn�ee par
[0, 0, 0] deg en orientation et [0, 0, 150] cm en position. Nous supposons que la p�eriode
d'�echantillonnage est de 100 ms et que le gain g vaut 0.5. Les param�etres intrins�eques de
la cam�era ont �et�e �x�es de la mani�ere suivante :

k�uk = 1500; k�vk = 1000; uc = vc = 256

Exp�erience 1: petit �ecart initial

Dans cette exp�erience la position �nale de la pince est donn�ee par [15, 15, 15] deg et
[10, 10, 115] cm. Les diagrammes de la Figure 5.11 donnent le module de l'erreur, ks?�sk,
obtenu avec les deux types de commande. Les courbes continues ont �et�e obtenues avec un
Jacobien variable, les courbes interrompues ont �et�e obtenues avec un Jacobien constant.
Le diagramme a) correspond au cas id�eal o�u il n'y a pas d'erreur introduite sur les pa-
ram�etres du Jacobien ; celui de b) a �et�e obtenu en perturbant le mod�ele cin�ematique du
robot : le torseur cin�ematique calcul�e par la loi de commande est multipli�e par la matrice
Diag[ 0:9; 1:2; 0:8; 1:1; 1:2; 0:7; ] ; celui de c) a �et�e obtenu en perturbant la rela-
tion g�eom�etrique entre les primitives 3D et le rep�ere de la pince : on a ajout�e 2 cm aux
composantes de la translation et 5 deg autour des trois axes ; celui de d) a �et�e obtenu en
perturbant le coe�cient �v de 20% ; celui de e) a �et�e obtenu en ajoutant 8 deg de rotation
et 10% de translation �a la matrice de passage pince-cam�era (les param�etres extrins�eques) ;
celui de f) a �et�e obtenu en combinant ces quatre types d'erreur.

La Figure 5.12 (respectivement 5.13) illustre les trajectoires des quatre points 2D dans
le cas id�eal associ�e au premier type de commande (au deuxi�eme type de commande).

Les Figures 5.14 et 5.15 montrent les 8 composantes du vecteur s?�s associ�e aux deux
types de commande.

Exp�erience 2: grand �ecart initial

Dans ce cas, la position �nale de la pince est donn�ee par [30, 30, 30] deg et [10, 10, 80]
cm. Les r�esultats de simulation correspondant �a cet �ecart sont pr�esent�es sur les Figures
5.16, 5.17, 5.18, 5.19 et 5.20, con�gur�ees comme les �gures pr�ec�edentes.

Exp�erience 3: �ecart initial moyen

Dans cette exp�erience la position �nale de la pince est donn�ee par [20, 20, 20] deg en
orientation et [0, 0, 100] cm en position. Dans ce cas, on a un point de la pince qui se
trouve sur l'axe optique de la cam�era dans les positions initiale et �nale. Les Figures 5.21
et 5.22 pr�esentent les trajectoires des 4 points associ�ees aux deux types de commande.



162 Asservissement visuel

Les Figures 5.23 et 5.24 pr�esentent les 8 composantes du vecteur d'erreur s? � s.

D'apr�es ces r�esultats, on peut tirer les conclusions suivantes :

{ Avec le premier type de commande (Jacobien variable), la convergence exponen-
tielle de l'erreur est assur�ee même lorsque l'�ecart initial de positionnement est tr�es
grand. Avec le deuxi�eme type de commande (Jacobien constant), le comportement
transitoire de l'asservissement se d�egrade au fur et �a mesure que l'�ecart initial de
positionnement augmente.

{ La di��erence de comportement entre les deux types de commande est tr�es sensible
aux param�etres de calibrage de nature g�eom�etrique: i) la relation entre le rep�ere
pince et les primitives 3D et ii) la transformation cam�era-pince (voir les Figures
5.11.c, 5.11.e et les Figures 5.16.c, 5.16.e).

{ Le d�ecouplage est assur�e par le premier type de commande. Dans la troisi�eme exp�e-
rience le point appartenant �a l'axe optique et ayant son image initial confondu avec
son image �nal le reste pendant toute la p�eriode de l'asservessiment, ce qui n'est
pas le cas pour le deuxi�eme type de commande (voir les coordonne�es 2D donn�ees
par les composantes 1 et 2 des Figures 5.23 et 5.24).

Notons en�n que le fait d'adopter un Jacobien constant dans la loi de la commande
revient �a commettre des erreurs sur les param�etres extrins�eques de la cam�era (pose entre
la cam�era et la pince). Ces erreurs de calibrage deviennent tr�es importantes si l'�ecart
initial de positionnement est tr�es grand.
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a) cas id�eal. b) erreur sur le robot.

c) erreur sur les points 3D. d) erreur sur la cam�era.

e) erreur sur la pose. f) erreurs combin�ees.

Fig. 5.11 - Exp�erience 1: le module de l'erreur, ks? � sk, correspondant �a un petit �ecart
initial.
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Fig. 5.12 - Exp�erience 1: trajectoires 2D des 4 points obtenues avec un Jacobien variable
(cas id�eal correspondant �a un petit �ecart initial).

Fig. 5.13 - Exp�erience 1: trajectoires 2D des 4 points obtenues avec un Jacobien constant
(cas id�eal correspondant �a un petit �ecart initial).
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Fig. 5.14 - Exp�erience 1: les 8 composantes du vecteur s? � s lors d'un asservissement
avec un Jacobien variable (cas id�eal correspondant �a un petit �ecart initial).
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Fig. 5.15 - Exp�erience 1: les 8 composantes du vecteur s? � s lors d'un asservissement
avec un Jacobien constant (cas id�eal correspondant �a un petit �ecart initial).
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a) cas id�eal. b) erreur sur le robot.

c) erreur sur les points 3D. d) erreur sur la cam�era.

e) erreur sur la pose. f) erreurs combin�ees.

Fig. 5.16 - Exp�erience 2: le module de l'erreur, ks?� sk, correspondant �a un grand �ecart
initial.



5.7. ETUDE DE PERFORMANCE 167

Fig. 5.17 - Exp�erience 2: trajectoires 2D des 4 points obtenues avec un Jacobien variable
(cas id�eal correspondant �a un grand �ecart initial).

Fig. 5.18 - Exp�erience 2: trajectoires 2D des 4 points obtenues avec un Jacobien constant
(cas id�eal correspondant �a un grand �ecart initial).
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Fig. 5.19 - Exp�erience 2: les 8 composantes du vecteur s? � s lors d'un asservissement
avec un Jacobien variable (cas id�eal correspondant �a un grand �ecart initial).

1

7

5

4

2

6

8

3

Fig. 5.20 - Exp�erience 2: les 8 composantes du vecteur s? � s lors d'un asservissement
avec un Jacobien constant (cas id�eal correspondant �a un grand �ecart initial).
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Fig. 5.21 - Exp�erience 3: trajectoires 2D des 4 points obtenues avec un Jacobien variable
(cas id�eal correspondant �a un �ecart initial moyen).

Fig. 5.22 - Exp�erience 3: trajectoires 2D des 4 points obtenues avec un Jacobien constant
(cas id�eal correspondant �a un �ecart initial moyen).
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Fig. 5.23 - Exp�erience 3: les 8 composantes du vecteur s? � s lors d'un asservissement
avec un Jacobien variable (cas id�eal correspondant �a un �ecart initial moyen).
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Fig. 5.24 - Exp�erience 3: les 8 composantes du vecteur s? � s lors d'un asservissement
avec un Jacobien constant (cas id�eal correspondant �a un �ecart initial moyen).



5.8. VITESSE DE CONVERGENCE 171

5.8 Vitesse de convergence

Dans ce paragraphe, nous proposons de comparer le nombre d'it�erations associ�e aux
deux types de commande. Il est int�eressant d'e�ectuer la tâche de positionnement en
un temps minimum. Comme ce temps est plus ou moins proportionnel au nombre des
it�erations, celui-ci fournit le temps d'asservissement. Les divers param�etres du calibrage
ont �et�e choisi comme au paragraphe pr�ec�edent. Nous supposons que la tâche est r�ealis�ee
lorsque le module de l'erreur s?�s est inf�erieur �a 0.5 pixel. La position initiale de la pince,
par rapport �a la cam�era, est donn�ee par [0, 0, 0] deg en orientation et [0, 0, 150] cm en
position.

Erreur de position

Les positions �nales sont donn�ees par [0, 0, 0] deg en orientation et [0, 0, 150-e] cm en
position. Ainsi, l'erreur de positionnement initiale est �egale �a e. Dans l'espace 3D, cette
erreur est une translation pure suivant l'axe optique de la cam�era. Sur la Figure 5.25
est donn�e le nombre des it�erations, en fonction de e, pour les deux types de commande.
On peut constater que si la position �nale a une profondeur plus petite que celle de la
position initiale (et c'est le cas de la plupart des asservissements visuels puisque le motif
�nal doit être extrait avec une grande pr�ecision), alors la convergence correspondant �a un
Jacobien variable est plus rapide que celle correspondant �a un Jacobien constant (�evalu�e
�a la position �nale). En e�et, dans l'expression du Jacobien la profondeur de chaque point
3D joue le rôle du gain dans la loi de commande. Comme ces profondeurs sont estim�ees
�a chaque pas, on peut dire que la loi de commande utilisant un Jacobien variable a en
quelque sorte un gain adaptatif.

Erreur d'orientation

Dans ce cas, les positions �nales de la pince sont donn�ees par [�, �, �] deg et [0, 0,
150] cm en position. Dans l'espace 3D, l'erreur de positionnement initiale est une rotation
pure. Sur la Figure 5.26 est pr�esent�e le nombre des it�erations, en fonction de �, pour les
deux types de commande.
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Fig. 5.25 - Nombre d'it�erations en fonction de l'erreur initiale (translation pure suivant
l'axe optique) ; la courbe continue correspond �a un Jacobien variable, la courbe interrompue
�a un Jacobien constant.

Fig. 5.26 - Nombre d'it�erations en fonction de l'erreur initiale (rotation pure) ; la courbe
continue correspond �a un Jacobien variable, la courbe interrompue �a un Jacobien constant.
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5.9 Exp�erimentations

Fig. 5.27 - Site exp�erimental.

Nous disposons au LIFIA d'un syst�eme exp�erimental compos�e de deux robots ma-
nipulateurs (voir Figure 5.27). Un robot e�ectue les tâches d'asservissement et l'autre
maintient une ou plusieurs cam�eras CCD. L'utilisation d'une cam�era embarqu�ee sur le
bras d'un robot permet de positionner (d'une mani�ere automatique ou pas) la cam�era en
un endroit optimal [TL95] [AAT93]: la pince du robot et les objets d'int�erêt doivent être
dans le champ visuel de la cam�era. Nous avons vu que l'asservissement visuel n�ecessite
l'utilisation des primitives 3D li�ees �a la pince. Ces primitives peuvent être des amers na-
turels aussi bien qu'arti�ciels. Dans notre cas, ces amers sont constitu�es de quatre cibles
blanches imprim�ees sur une plaque noire qui est coll�ee �a la pince du robot (Figure 5.27).
Ainsi, les primitives g�eom�etriques sont les points 3D constitu�es par les centres de ces
quatre cibles circulaires. La tâche de localisation de la pince dans l'image est devenue
simple. Cependant, il faut que les coordonn�ees 3D de ces quatre points soient connues
dans le rep�ere de la pince. Autrement dit, il faut que la transformation rigide plaque-
pince soit connue. Ce probl�eme est r�esolu grâce �a la technique du calibrage cam�era-pince
(AX = XB) (voir chapitre 2). Dans ce cas, une cam�era �xe observe les d�eplacements du
syt�eme plaque-pince.

5.9.1 Saisie d'objets

Bien que l'asservissement propos�e dans ce chapitre puisse être appliqu�e �a des di��erentes
tâches robotiques, nous choisissons la tâche de la saisie d'objets. Cette tâche est un cas
particulier des tâches n�ecessitant le positionnement relatif du robot par rapport �a son
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environnement. Comme la plupart des m�ethodes ant�erieures, notre approche est divis�ee
en deux �etapes :

1. �etape hors ligne : dans cette �etape, la plani�cation de la saisie automatique doit
tenir compte de la morphologie de la pince du robot [FMN94], du mod�ele g�eom�e-
trique de l'objet, des mod�eles g�eom�etriques direct et inverse du robot, de la position
relative pince-objet [KI91] et de la pr�esence des obstacles [NH87]. De plus, cette
plani�cation doit prendre en consid�eration la stabilit�e de la saisie [Per86].

2. �etape en ligne : cette �etape comprend (i) le calcul de la position 2D �nale de la
pince dans l'image et (ii) l'asservissement visuel du robot.

Un exemple de cette deuxi�eme �etape est illustr�e sur la Figure 5.28. Le calcul de la
position �nale de la pince dans l'image s'e�ectue de la mani�ere suivante:

{ traitement d'image : On acquiert une image de l'objet qu'on veut saisir (Figure
5.28.a), on extrait les contours de cette image qu'on les approxime avec des segments
de droite. Les extr�emit�es de ces segments forment des jonctions (Figure 5.28.b).
Ainsi, on peut construire un r�eseau de jonctions et de segments. Ce r�eseau est trait�e
comme un graphe avec la possibilit�e de le diviser en plusieurs �el�ements connexes.
La partie connexe qui ressemble le plus �a un objet poly�edrique sera choisie (Figure
5.28.d).

{ Pr�ediction du mod�ele de l'objet : Le mod�ele 3D de l'objet (repr�esentation �l de fer)
est projet�e dans une image en utilisant des param�etres intrins�eques et extrins�eques
approximatives (Figure 5.28.c). Le choix de ces param�etres peut être interactif de
fa�con que nous puissions obtenir une vue proche de celle de l'image r�eelle. La vue
du mod�ele est aussi un r�eseau de jonctions et de segments.

{ Appariement image-mod�ele : A�n de d�eterminer la matrice de projection objet-
image, au moins 6 correspondances 3D/2D sont n�ecessaires. Pour ce faire, on com-
pare le r�eseau associ�e �a l'image r�eelle de l'objet avec le r�eseau associ�e �a l'image du
mod�ele. Nous pouvons noter que la pr�esence du bruit et l'utilisation des param�etres
approximatifs rendent tr�es di�cile la tâche de l'appariement image-mod�ele. La Fi-
gure 5.28.c pr�esentent 9 correspondances jonction/jonction qui ont �et�e obtenues en
utilisant la m�ethode d�ecrite dans [Gro93].

En�n, en utilisant cette matrice, nous obtenons les valeurs d�esir�ees des coordonn�ees
2D de chaque cible (Figure 5.28.e). Le r�esultat de l'asservissement visuel tel qu'il est d�ecrit
dans la section 5.5 est pr�esent�e sur la (Figure 5.28.f).

5.9.2 Poursuite des cibles

Nous n'utilisons pas de mat�eriels sp�ecialis�es pour traiter le ot de donn�ees allant de
la cam�era vers l'ordinateur qui commande le robot. Le vecteur de mesures est constitu�e
des coordonn�ees 2D des centres de gravit�e des quatre tâches claires. L'extraction des
centres de gravit�e a une pr�ecision sub-pixel (de l'ordre du dixi�eme de pixel). Ainsi, nous
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a) b)

c) d)

e) f)

Fig. 5.28 - Un exemple illustrant l'�etape en ligne n�ecessaire �a la saisie d'un objet poly-
�edrique.
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devons calculer les moments d'ordre z�ero et les moments d'ordre 1 des quatre tâches. Ce
calcul peut être e�ectu�e soit par utilisation du mat�eriel), soit par utilisation du logiciel
(notre cas). Par cons�equent, pour diminuer le temps de traitement nous devons adopter
la technique de fenêtrage qui consiste �a traiter uniquement les parties utiles de l'image
acquise, c'est-�a-dire, les parties qui encadrent les primitives 2D poursuivies. Avec cette
technique, les nouvelles positions des fenêtres sont d�eduites �a partir des centres de gravit�e
calcul�es ant�erieurement. Cette technique r�eduit consid�erablement le temps de calcul et
augmente la robustesse de la poursuite dans l'image. Deux architectures sont propos�ees:

1. la premi�ere est illustr�ee sur la Figure 5.29 et consiste �a utiliser pour chaque tâche
claire une fenêtre rectangulaire de taille constante. La taille de chaque fenêtre doit
être choisie de telle sorte que la fenêtre puisse contenir la tâche claire dans deux
images successives.

2. la deuxi�eme est illustr�ee sur la Figure 5.30 et consiste �a utiliser pour chaque tâche
claire une fenêtre rectangulaire de taille variable. Cette taille est estim�ee �a chaque
it�eration en fonction de la profondeur des cibles 3D, obtenue par le calcul de la pose
de ces cibles par rapport �a la cam�era. La nouvelle position de chaque fenêtre (son
centre) est pr�edite de la fa�con suivante : on ajoute aux coordonn�ees des centres de
gravit�e courants un d�eplacement d estim�e �a partir de la vitesse 2D souhait�ee :

d = g (s? � s) te

o�u te repr�esente le temps n�ecessaire �a une it�eration.

Il est �a noter que la deuxi�eme architecture permet d'obtenir une cadence d'�echan-
tillonnage plus �elev�ee que celle obtenue avec la premi�ere architecture. Exp�erimentalement,
nous avons montr�e que la commande utilisant un Jacobien variable permet l'emploi de la
deuxi�eme architecture avec succ�es, alors qu'avec la loi de commande utilisant un Jacobien
constant les fenêtres de recherche peuvent rater les cibles claires.

5.9.3 R�esultats exp�erimentaux

Nous donnons sur la Figure 5.31 les r�esultats obtenus pour r�ealiser la tâche de la
saisie. Ces r�esultats ont �et�e obtenus avec un Jacobien variable. Sur la Figure 5.31.a sont
pr�esent�ees la position initiale et �nale de la pince ainsi que les trajectoires 2D des quatre
cibles claires. Sur la Figure 5.31.b sont pr�esent�ees la courbe de l'erreur et la courbe de la
vitesse de translation de la pince lorsque le gain est �egal �a 0.4. La Figure 5.31.c illustre
ces mêmes courbes mais avec un gain croissant.

Sur la Figure 5.32 est pr�esent�e le comportement dynamique des deux types de com-
mande pour un même �ecart initial. Les �gures de gauche ont �et�e obtenues lors d'un
asservissement utilisant un Jacobien �xe, les �gures de droite ont �et�e obtenues lors d'un
asservissement utilisant un Jacobien variable. Dans le premier cas, on peut s'apercevoir
que toutes les composantes du vecteur d'erreur ont d�epass�e leur valeur initiale avant la
convergence.
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+

Fenetre courante

Fenetre suivante

Position finale
Centre de la tache 
claire

Fig. 5.29 - Premi�ere technique de suivi des tâches claires: les fenêtres ont une taille
constante, le centre d'une tâche claire est en même temps le centre de la fenêtre suivante.
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Position finale

+ Position predite
du centre

g. (S * − S) t e

Taille variableFenetre courante

Fenetre suivante

Fig. 5.30 - Deuxi�eme technique de suivi des tâches claires: les fenêtres ont une taille
variable en fonction de la profondeur, le centre de la fenêtre suivante est pr�edite �a partir
de la vitesse 2D d�esir�ee des cibles qui a permis le calcul de la vitesse 3D.
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a) Trajectoires des cibles et la position �nale de la pince.

b) L'erreur ks? � sk et la vitesse 3D de la pince associ�ees �a un gain �xe.

c) L'erreur ks? � sk et la vitesse 3D de la pince associ�ees �a un gain croissant.

Fig. 5.31 - Les r�esultats de l'asservissement appliqu�ee �a la tâche de la saisie.



5.9. EXP�ERIMENTATIONS 179

a) Trajectoires des cibles.

b) L'erreur ks? � sk.
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c) L'erreur s? � s.

Fig. 5.32 - Comparaison des deux types de commande : les �gures de gauche correspondent
�a un Jacobien �xe alors que celles de droite correspondent �a un Jacobien variable.
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5.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons propos�e une nouvelle approche permettant le contrôle du
mouvement d'un robot manipulateur �a l'aide d'une cam�era. Cette approche s'apparente
�a la m�ethode commande r�ef�erenc�ee capteur. Avec cette approche, la pr�ecision du posi-
tionnement �nal du robot dans son environnement ne d�epend ni du mod�ele de ce robot
ni du mod�ele de la cam�era jouant le rôle du capteur. Seule l'extraction des primitives
2D doit être pr�ecise. Un large �eventail de tâches robotiques peut être ainsi r�ealis�e grâce
�a cette approche. Cette m�ethode est souple en ce sens qu'elle peut être utilis�ee avec un
robot et une cam�era mal calibr�es. De plus, la cam�era est ind�ependante du robot asservi.
Nous avons abord�e l'aspect mod�elisation de l'interaction capteur/environnement qui n'est
autre que la relation di��erentielle entre le mouvement relatif de la sc�ene (la pince du ro-
bot) et le mouvement des primitives 2D images de cette sc�ene. Nous avons montr�e que
l'utilisation d'une relation di��erentielle qui varie en fonction de la position courante de
la pince a des avantages par rapport �a l'utilisation d'une relation constante. Comme le
mod�ele 3D de la pince est connue, l'estimation temps r�eel des param�etres du Jacobien
n�ecessite le calcul de la pose entre la pince et la cam�era. Ce calcul est e�ectu�e grâce �a
l'algorithme de pose propos�e dans le chapitre 4. Cet algorithme calcule la pose d'un objet
(dans notre cas la pince du robot) par approximations successives avec un mod�ele de
projection para-perspectif et ne requiert que 2 ms, qui est un temps n�egligeable si l'on
se rappelle que le temps n�ecessaire �a une it�eration de la boucle ferm�ee est de l'ordre de
80-100 ms. Nous avons caract�eris�e la performance de l'approche propos�ee par un grand
nombre d'exp�eriences sur des donn�ees synth�etiques avec ou sans erreurs introduites sur
les param�etres de calibrage. Nous avons �egalement compar�e les deux types de commande :
le premier type utilise un Jacobien qui varie �a chaque pas en fonction de la situation 3D
de la pince ; l'autre, utilise une valeur constante du Jacobien calcul�ee �a la situation �nale.
Nous avons �egalement appliqu�e cette approche �a la tâche de la saisie d'objets sur site
exp�erimental.
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Dans cette th�ese nous avons trait�e principalement le probl�eme de l'int�egration vi-
sion/robotique. Les applications qui en d�ecoulent sont tr�es diversi��ees aussi bien pour
les robots manipulateurs que pour les robots mobiles. Toutefois, cette int�egration a pos�e
plusieurs probl�emes tant au niveau conceptuel qu'au niveau r�ealisation. On peut citer
parmi eux, les phases de mod�elisation des �el�ements physiques constituant un syst�eme
capteur/robot. L'identi�cation des param�etres d'un mod�ele donn�e s'appelle calibrage. Ce
calibrage peut rendre tr�es utiles les informations fournies par le capteur visuel.

Ainsi, une cam�era embarqu�ee sur l'e�ecteur d'un robot peut imposer deux types de
calibrage : i) identi�cation de la relation g�eom�etrique cam�era-e�ecteur et ii) identi�cation
des param�etres de la cam�era elle-même.

Nous avons pr�esent�e une nouvelle formulation pour le calcul de la relation g�eom�e-
trique cam�era-robot. Cette formulation ne n�ecessite pas une connaissance explicite des
param�etres intrins�eques et extrins�eques de la cam�era. De plus, nous avons propos�e une
nouvelle m�ethode de r�esolution qui est plus robuste que les m�ethodes alg�ebriques. Cette
robustesse est dûe au fait que les inconnues (rotation et translation) sont simultan�ement
calcul�ees.

Nous avons g�en�eralis�e ce calibrage pour d�eterminer les relations g�eom�etriques entre la
base du robot et une sc�ene 3D. Nous avons propos�e une nouvelle m�ethode de r�esolution
qui est plus robuste que la m�ethode lin�eaire existante.

De plus nous avons propos�e une approche originale permettant l'autocalibrage du sys-
t�eme cam�era-pince (param�etres de la cam�era et la relation g�eom�etrique cam�era-pince).
Cet autocalibrage permet �egalement la conversion d'une structure projective en une struc-
ture euclidienne. La majeure di��erence avec le calibrage cam�era-pince r�eside dans le fait
que la cam�era observe une sc�ene 3D dont le mod�ele est inconnu.

La deuxi�eme partie de notre travail concerne la mod�elisation de la cam�era et plus
particuli�erement le probl�eme de la localisation d'objets �a partir de mesures images. Nous
avons vu qu'on peut utiliser les techniques de l'alg�ebre lin�eaire pour d�eterminer, d'une
mani�ere it�erative, les param�etres de la pose correspondant au mod�ele perspectif associ�e �a la
cam�era. Pendant le processus it�eratif le mod�ele utilis�e pour la cam�era est une projection
para-perspective. A la convergence, ces approximations successives fournissent la pose
de l'objet qui correspond au mod�ele perspectif de la cam�era. Cette m�ethode constitue
une variante d'une m�ethode r�ecente qui utilise le mod�ele perspectif faible [DD95]. Les
avantages de notre m�ethode par rapport �a cette derni�ere sont :

{ La convergence et sa vitesse ne d�ependent pas de la translation lat�erale de l'objet
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par rapport �a l'axe optique de la cam�era.

{ En g�en�eral, elle n�ecessite un temps de calcul plus petit.

Nous avons montr�e par une �etude comparative que la pr�ecision de la m�ethode lin�eaire
it�erative est comparable �a celle des m�ethodes num�eriques. Les deux avantages associ�es �a
la m�ethode lin�eaire it�erative sont :

1. Elle n'a pas besoin d'une estimation initiale.

2. Elle converge rapidement et est adapt�ee aux applications temps r�eel.

Dans la troisi�eme partie de notre travail, nous avons abord�e le probl�eme de la coordi-
nation entre une cam�era et un robot. Cette coordination a suscit�e de nombreux travaux
de recherche. Toutefois, ces travaux se heurtent �a des probl�emes dûs au fait que la ca-
m�era et le robot sont mal calibr�es. Le contrôle visuel en boucle ferm�ee se divise en deux
cat�egories : i) asservissement en position et ii) asservissement visuel.

{ La premi�ere cat�egorie permet de s'a�ranchir uniquement des incertitudes a�ectant
le mod�ele du robot mais elle d�epend de l'identi�cation du mod�ele de la cam�era.
En e�et, l'estimation de la position n�ecessite une interpr�etation des informations
extraites de l'image.

{ La deuxi�eme cat�egorie peut s'a�ranchir des incertitudes a�ectant les mod�eles du
robot et de la cam�era puisqu'elle est bas�ee sur une r�egulation dans l'image.

En robotique, l'information relative est souvent la seule information requise pour cer-
taines tâches. Ainsi, les tâches de saisie et de suivi d'objets ne requi�erent que la position
relative entre le robot et les objets. Ceci nous a permis de calculer le motif �nal dans
l'image ind�ependamment des param�etres de la cam�era (intrins�eques et extrins�eques).

Nous avons propos�e une approche de contrôle utilisable avec un syst�eme mal calibr�e.
Dans cette approche, une seule cam�era �xe observe le robot et son environnement. Cette
approche appartient �a la cat�egorie \asservissement visuel". Elle est bas�ee sur la notion
du Jacobien d'image qui repr�esente la relation di��erentielle entre les mouvements 3D et
les mouvements 2D r�esultants. La mod�elisation de ce Jacobien montre sa d�ependance
de la relation spatiale entre le capteur et la pince du robot. L'utilisation de la m�ethode
lin�eaire it�erative va permettre d'estimer ce Jacobien en temps r�eel. Nous avons d�emontr�e
qu'une telle estimation am�eliore consid�erablement le comportement dynamique de l'as-
servissement et plus particuli�erement la convergence et la poursuite de cibles. Dans cette
approche, la pr�ecision du positionnement �nal d�epend uniquement de l'extraction des
primitives 2D. Cette approche a �et�e test�ee sur un site exp�erimental dans l'objectif de la
saisie automatique d'objets.

Ce travail ouvre plusieurs perspectives d'application :

{ Int�egration du calibrage des robots avec le calibrage cam�era/pince.

{ Utilisation des primitives naturelles comme amers.

{ Exploitation de l'approche de contrôle dans la r�ealisation des tâches tr�es complexes.
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